Diploma Thesis

Free and forced coupled flexural-torsional vibrations
of beams with open or closed cross section

submitted in satisfaction of the requirements for the degree of
Diplom-Ingenieur

of the TU Wien, Faculty of Civil Engineering

Diplomarbeit

Freie und erzwungene Biegedrillschwingungen
elastischer Balken mit offenem oder geschlossenem
Querschnitt

ausgefithrt zum Zwecke der Erlangung des akademischen Grades eines
Diplom-Ingenieurs

eingereicht an der Technischen Universitdt Wien, Fakultéit fiir Bauingenieurwesen
von
Galeb El Chabaan

Matr.Nr.: 01228538

unter der Anleitung von

Ao.Univ.Prof. Dipl.-Ing. Dr.techn. Rudolf Heuer

Institut fir Hochbau, Baudynamik und Gebéudetechnik
Forschungsbereich Strukturdynamik und Risikobewertung von Tragwerken
Technische Universitat Wien
Karlsplatz 13/208-01, 1040 Wien, Osterreich

Wien, im Februar 2019




Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei jenen bedanken, die mich wéihrend

meiner gesamten Studienzeit sowie beim Verfassen dieser Diplomarbeit unterstiitzt haben.

Ganz besonders bedanken mochte ich mich bei meinem Diplomarbeitsbetreuer Herrn
Ao.Univ. Prof. Dipl.-Ing. Dr.techn. Rudolf Heuer fir sehr freundliche und geduldige Unter-
stitztung und kompetente Begleitung tiber die gesamte Arbeitszeit.

Ein grofies Dankeschon gilt meiner Familie, vor allem meinen Eltern, die mir die Ausbildung
iiberhaupt ermoglicht haben und auf deren Unterstiitztung ich zu jeder Zeit zahlen konnte
und kann.

Ich danke euch allen von Herzen!



Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit werden freie und erzwungene schiefe Biegedrillschwingungen
elastischer kontinuierlicher Trager, insbesondere von Balken mit offenem oder geschlos-
senem diinnwandigen Querschnitt untersucht. Im ersten Teil werden die theoretischen
Grundlagen zur Beschreibung der Biegeschwingungen um zwei aufeinander senkrechte
Achsen gekoppelt mit den Torsionsschwingungen behandelt. Dabei wird die Losung des
gekoppelten partiellen Differentialgleichungssystems mit Hilfe der Modalanalyse gefunden.
Eine Verbesserung dieser Losung erfolgt durch Aufspaltung der Verformungsgrofien in
einen quasistatischen und in einen komplementaren dynamischen Anteil, wobei der qua-
sistatische Anteil analytisch exakt berechnet werden kann. Unter Berticksichtigung der
linear viskosen Dampfung wird die Schwingungsantwort inkrementell durch Diskretisierung
der Zeit ermittelt.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wird die numerische Untersuchung der gekoppelten schie-
fen Biegedrillschwingung an einem Balken unter dynamischer Anregung durchgefiihrt.
Aufgrund dieser numerischen Untersuchung wird gezeigt, inwieweit sich die Schwingungs-
antwort zwischen Balken mit offenem und geschlossenem diinnwandigen Querschnitt
voneinander unterscheiden, wenn die Querschnittsabmessungen so gewéhlt sind, dass beide
Querschnitte anndhernd die gleiche Querschnittsfliche (zwei Einfeldtrager mit annahernd
gleicher Massenbelegung) und anndhernd das gleiche Trégheitsmoment beztiglich der
y-Achse haben. Im Rahmen dieser Analyse werden zwei dynamische Lastfille betrachtet
und die gewonnenen Ergebnisse abschlieend diskutiert.



Abstract

This master’s thesis investigates free and forced coupled flexural-torsional vibrations of a
continuous elastic beam with open or closed thin-walled cross section. The first part of the
thesis presents the theoretical background of coupled flexural vibrations in two orthogonal
directions and torsional vibration. The solution for the coupled partial differential equations
is found through modal analysis, while the improved solution is achieved by separating the
geometric displacement coordinates into the quasistatic and the complementary dynamic
part, so that the quasistatic part could be calculated analytically. Taking linear viscous
damping into account, the incremental time discretization is used to determine the dynamic

respomnse.

The second part of this thesis deals with the numerical investigation of coupled biaxial
flexural and torsional vibrations of the beam under dynamic excitation. This numerical
analysis shows differences in dynamic response between the beam with open and closed thin-
walled cross section for which the dimensions are chosen in such a way so that they have
approximately equal cross-sectional surface area (hence, their beams have approximately
equal mass per unit length) as well as approximately equal moment of inertia with respect
to y-axis. Within this analysis, two dynamic load cases are considered and the results
obtained are thereafter discussed.
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Symbolverzeichnis

Lateinische Symbole

Symbol Einheit Beschreibung

A [m?] Querschnittsflache

C; [1/m)] Konstante

¢y [m] Abstand zwischen C, und C,, in y-Richtung
. [m] Abstand zwischen C, und C,, in z-Richtung
C, [—] Massenmittelpunkt

Cy [—] Schubmittelpunkt

E [N/m?] Elastizitdtsmodul

e [—] Fulersche Zahl

ey [m] Lastexzentrizitat zur C,-Achse in y-Richtung
e, [m] Lastexzentrizitat zur C',-Achse in z-Richtung
f [Hz] Eigenfrequenz

fo [Hz] gedampfte Eigenfrequenz

Is [Hz] Erregerfrequenz

G [N/m?] Schubmodul

H [—] Konstante

i [—] imaginire Zahl (i = v/—1)

I, [m?] polares Trégheitsmoment

I [m?] Torsionstragheitsmoment

I, [m?] Tragheitsmoment um die y-Achse

I, [m?] Trégheitsmoment um die z-Achse

I, [m°] Wolbwiderstand

J [1/m] Konstante

K [—] Konstante

l [m] Tragerlange

m [kg/m] Masse pro Langeneinheit



Symbolverzeichnis Vi

M, [Nm] Torsionsmoment

My [Nm /m] Streckentorsionsmoment

M, [Nm] Biegemoment um die y-Achse

M, [Nm] Biegemoment um die z-Achse

M, [Nm?] Waolbbimoment

N [—] Anzahl der Eigenfunktionen

n [—] Schwingungsform

O [—] Ursprung des Koordinatensystems, Steifigkeitsmittelpunkt
P,(t) [N] generalisierte Belastung

P, [N] Einzelkraft in y-Richtung

Qy [N] Querkraft in y-Richtung

qy [N/m] Streckenlast in y-Richtung

Q. [N] Querkraft in z-Richtung

q- [N/m)] Streckenlast in z-Richtung

q, [N/m)] Belastungsamplitude

Q2 dyn [N/m)] dynamische Streckenlast in z-Richtung

Qe st [N/m] statische Streckenlast in z-Richtung

t [s] Zeit

Vg [m] Verschiebung des Schubmittelpunktes C in y-Richtung
Wy [m] Verschiebung des Schubmittelpunktes C'; in z-Richtung
x [m] Trégerldngskoordinate

Uo [m] g-Koordinate des Steifigkeitsmittelpunktes - Grundsystem
y [m] Querschnittskoordinate

Y (t) [m] modale Koordinate

Y, [m] y-Koordinate des Lastangriffspunktes

Yus [m] y-Koordinate des Massenmittelpunktes C,

Yg [m] y-Koordinate des Schubmittelpunktes C

Zo [m] Z-Koordinate des Steifigkeitsmittelpunktes - Grundsystem
z [m] Querschnittskoordinate

z, [m] z-Koordinate des Lastangriffspunktes

2y [m] z-Koordinate des Massenmittelpunktes C',

2 [m] z-Koordinate des Schubmittelpunktes C|
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Vil

Griechische Symbole
Symbol Einheit

A ]
o(t) [1/s]
Orim ]

¢ ]

v -]

Vg [rad /]
m -]

p [kg/m’]
0; [N/m?]
¢(z) -]
x(x) -]
() [1/m]
w [rad/s]
Wy [rad /]
Indizes

Symbol

Beschreibung

Inkrement

Dirac’sche Deltafunktion
Kronecker-Delta

Lehr’sches Dampfungsmaf

Verdrehung um die Schubmittelpunktachse C
Erregerkreisfrequenz

Kreiszahl

Dichte

Normalspannung im Querschnittspunkt ¢
Eigenfunktion

Eigenfunktion

Eigenfunktion

Eigenkreisfrequenz

geddmpfte Eigenkreisfrequenz

Beschreibung

Ableitung nach der Zeit

Ableitung nach der Tragerlangskoordinate x
geforderte Anzahl der Ableitungen nach x
Querschnittspunkt ¢

m-te Schwingungsform

n-te Schwingungsform

komplementéarer dynamischer Anteil

quasistatischer Anteil



Kapitel 1

Einleitung

Die zunehmende Tendenz zum Einsatz neuartiger, leichter und hochwertiger Werkstof-
fe fithrt zu immer leichteren und schlankeren Tragkonstruktionen. Dadurch werden die
Tragwerke schwingungsempfindlicher bei dynamischen Einwirkungen von Menschen, Ma-
schinen, Verkehr, Wind, Erdbeben, usw. Bei Tragwerken mit offenem oder geschlossenem
diinnwandigen Querschnitt, bei welchem Schubmittelpunkt C's und Massenmittelpunkt
C,, nicht zusammenfallen, tritt eine Kopplung von Biege- und Torsionsschwingung auf.
Diese Schwingungsantwort eines Tragwerkes wird in der Literatur auch als gekoppelte
Biegedrillschwingung bezeichnet.

Die Biegedrillschwingung eines frei drehbar gelagerten Balkens wird von Nowacki [5] be-
schrieben, wobei freie und erzwungene harmonische Schwingungen untersucht werden. Eine
Aufspaltung der Schwingungsantwort in einen quasistatischen und in einen komplementé-
ren dynamischen Anteil wird in [1, 2] als deutlicher Vorteil dargestellt. Der quasistatische
Anteil wird nach entwickelten Reihenformeln von Rubin [7] berechnet, wihrend der kom-
plementédre dynamische Anteil mit Hilfe des Duhamel’schen Faltungsintegrals gelost wird.
Dabei wird die Losung der Biegedrillschwingungen elastischer kontinuierlicher Trager
mit offenem, einfach symmetrischem Querschnitt inkrementell durch Zeitdiskretisierung
gefunden. In [1, 2, 5] wird die Kopplung der Biegeschwingung um eine Achse und Torsi-
onsschwingung beriicksichtigt. Die freie und erzwungene schiefe Biegedrillschwingung bzw.
Biegeschwingungen um zwei aufeinander senkrechte Achsen gekoppelt mit der Torsions-
schwingung werden von Luza [4] gezeigt. Die gekoppelte schiefe Biegedrillschwingung eines
kontinuierlichen Briickentragers mit Berticksichtigung der Wirkung des Fliissigkeitstilgers
untersucht Reiterer [6].

Im Rahmen dieser Arbeit werden freie und erzwungene Biegedrillschwingungen eines
geraden, beidseitig gelenkig gabelgelagerten Balkens mit offenem oder geschlossenem
diinnwandigen Querschnitt analysiert. Der Balken besteht aus einem linear elastischen,
homogenen, isotropen Werkstoff mit konstanter Massenbelegung pA. Der Ursprung O des
kartesischen Koordinatensystems liegt im Steifigkeitsmittelpunkt, wobei die Achse durch
den Schubmittelpunkt C'; bzw. die Schubmittelpunktachse als Drillachse gewéhlt wird.
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Unter der Voraussetzung, dass die Querschnittsform durch den Verformungsvorgang nicht
verandert wird, lasst sich die Verschiebung eines materiellen Punktes auf dem starren
Querschnitt durch zwei translatorische Verschiebungen des Schubmittelpunktes C; und
Verdrehung um die Schubmittelpunktachse beschreiben. Die Verschiebung des Schubmit-
telpunktes Cy in y- bzw. z-Richtung wird mit v (x,t) bzw. wy(x,t) und die Verdrehung
um die Schubmittelpunktachse wird mit J(z,t) bezeichnet. Diese drei Verformungsgro-
Ben vy (x,t), wy(z,t) und ¥(z,t) werden in unendliche Reihen nach den Eigenfunktionen
enwickelt und in modale Koordinaten transformiert, um gekoppelte partielle Differenti-
algleichungen zur Beschreibung der gekoppelten schiefen Biegedrillschwingung zu 16sen.
Eine Verbesserung der Losung erfolgt durch Aufspaltung der Verformungsgroen in einen
quasistatischen und in einen komplementiren dynamischen Anteil, wobei es moglich wird,
den quasistatischen Anteil analytisch exakt zu lésen und die Zahl der Reihenglieder bei
der modalen Uberlagerung zu reduzieren. Unter Beriicksichtigung der linear viskosen
Déampfung mit den modalen Dampfungskoeffizienten (,, wird die Schwingungsantwort
inkrementell formuliert.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die numerische Untersuchung der Biegedrillschwingung an
einem Balken mit offenem bzw. geschlossenem diinnwandigen Querschnitt durchgefiihrt.
Insbesondere wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass der offene und geschlossene
Querschnitt fast die gleiche Querschnittsfliche und fast das gleiche Tragheitsmoment
beziuglich der y-Achse besitzen. Ausgehend von der Tatsache, dass beide Querschnitte
nahezu gleiche Querschnittsflichen aufweisen, hat der Balken in beiden Varianten der
Querschnittsform anndhernd die gleiche Masse. Im Zuge dieser Analyse werden zwei
dynamische Lastfélle untersucht, ndmlich die horizontale Anregung durch impulsartige
Einzelkraft in Feldmitte und die vertikale Anregung durch zeitlich periodische Streckenlast.
Zur Berechnung des quasistatischen Anteils werden die analytischen Losungen gemafl
der Theorie I. Ordnung und die Analogie zum Biegetriager mit Langszugkraft geméfl der
Theorie II. Ordnung verwendet. Fiir jeden Lastfall und jede Querschnittsform werden die
zeitliche Verldufe der Verformungsgrofien, der Schnittgroflen und der maximal auftretenden
Normalspannung in Balkenmitte dargestellt. Dabei werden auch die zeitliche Verldufe der
Schwingungsantwort mit offenem und geschlossenem Querschnitt gegentibergestellt.

Der Text dieser Arbeit ist mit dem Textverarbeitungsprogramm XTEX verfasst worden.
Mit Hilfe der mathematischen Software MATLAB R2017b sind die gesamten numerischen
Analysen durchgefithrt und zeitliche Verlaufe der Schwingungsantwort dargestellt worden.
Die restlichen Abbildungen sind durch das Programm AutoCAD 2017 erstellt worden.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Es wird ein gerader Tréger mit einem unsymmetrischen, diinnwandigen, gemischt offen-
geschlossenen Querschnitt betrachtet, der durch beliebig verteilte statische und dynamische
Streckenlasten g, (z,t) und g.(z,t) belastet wird, wie in Abbildung 2.1 dargestellt.

Abb. 2.1: Gemischt offen-geschlossener Querschnitt und belibiege Streckenlast

Der Ursprung des kartesischen Koordinatensystems ist so gewéahlt, dass die z-Achse entlang
der Schwerpunkte der Querschnittsflichen verlduft. Die y- und z-Achse weisen in Richtung
der beiden Tragheitshauptachsen. Eine wesentliche Voraussetzung fiir das Entstehen der
gekoppelten Biegedrillschwingungen ist, dass der Massenmittelpunkt €', nicht mit dem
Schubmittelpunkt C; zusammenfallt. Im Fall der unsymmetrischen Querschnittsform und
der unsymmetrischen Belastung, bei denen der Steifigkeitsmittelpunkt O, der Massenmit-
telpunkt C,, und der Schubmittelpunkt C nicht zusammenfallen, treten Schwingungen in

Form von Kopplung der Biege- und Torsionsschwingung auf.
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2.1 Herleitung der gekoppelten Bewegungsgleichungen

Zur Ermittlung der gekoppelten Bewegungsgleichungen ist es zunéchst erforderlich, alle
Einwirkungen auf die Schubmittelpunktlinie C'y zu beziehen. Dadurch ergibt sich fiir die
in einer Lastachse mit den Querschnittskoordinaten y, (z), z, (x) wirkenden Streckenlasten

¢y(x,t) und g.(x,t) folgendes Streckentorsionsmoment

ma(.1) = (1) e, (2) — 4,2, 1) e (a) (2.1)

das zusammen mit ¢,(z,t) und ¢,(z,t) in der Schubmittelpunktlinie C angreift. Dabei
bezeichnet e, (z) bzw. e,(x) die Lastexzentrizitdt zur Schubmittelpunktlinie C's in y- bzw.
z-Richtung

ey(7) =y, (x) = ys(2) e:(r) = 2,(x) = z4(x) (2:2)

Anwendung von Impuls- und Drallsatz auf den in Abbildung 2.2 dargestellten Balkenab-
schnitt mit der Lange dx liefert die gekoppelten Bewegungsgleichungen. Positive Schnitt-
groflen zeigen am positiven Schnittufer in die positiven Koordinatenrichtungen.

an(x, t) dx

Qz(x t)

/l/ (e 280
\Mx( 4 6Mx(x t)d

Abb. 2.2: Belastung eines Balkenelementes
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Der Impulssatz in z- bzw. y-Richtung verkniipft die absolute Translationsbeschleunigung
des Massenmittelpunktes €, mit der Resultierenden der auf den Schubmittelpunkt C|
wirkenden Krafte in Bewegungsrichtung:

e —Q.(x,t) 4 qu(x,t) dr + [Qz(a:,t) + de] =m(x) d:l:l

D*wg(x,t)
ot?

W] (2.3a)

()= 0e(0) 208

@:—%WQMMMme%mw+“§TM4:mmwfﬁgﬁ_

(st = 2)) 2500 230

Der Drallsatz verbindet die zeitliche Anderung des Dralls mit der Summe der wirkenden

Momente bezogen auf den Schubmittelpunkt C.:

OM,(x,t) B 0?9 (z,t)
axdl"| = ,0]0<I'> dflfT‘i‘

“ﬂﬂméww—%@ﬂ%ﬂxy”“ﬂﬂwC%@—%@ﬁ%%$ﬁ+

&:—M@@+W@QM+WMW+

D*w,(z,t) D*vg(z,t)

m(a) o (1) = ()] S ) (3,00 - 5, (0) S22
(2.3¢)

Im Folgenden wird einen schlanken, schubstarren Tréger mit linear elastischem Material-
verhalten und konstanten Steifigkeiten betrachtet, wobei y,, (), z,,(x), y,(z), 24(x), A(z),
I (x), I(z), I,(x), I,(x), I;(xz) und m(x) konstant ber die Tragerlange sind. Dividiert
man die Gleichungen (2.3) durch dz und fithrt den Grenziibergang dz — 0 durch, ergibt
sich durch Einsetzen der folgenden konstitutiven Beziehungen, [3, §]

0Q.(x,t) DMwg(x,t)

o - —-FE1, ot (2.4a)
0Qy(x,t) vy (,t)

Zyn L 2 (2.4D)
OM,(z,t) 0 (x,t) 0?9 (z,t)

o —FI, ot + G, o (2.4¢)
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das gekoppelte partielle Differentialgleichungssystem in wq(z,t), v, (2, t) und 9(x,t)

EL wy(2,t) ggze + M |Wg(x,t) + ¢, Iz, t)| = q.(,1) (2.5a)

Bl vy (2,t) goue +M |Ug(x,t) —c, ¥z, t)| = qy(z,t) (2.5b)

EL, 9(2,1) sawae — GL 9(2,1) go + 770 | Toe O(2, 1) 4 ¢y (1, 1) — ¢, (2, 1) | = my(x, 1)

(2.5¢)

mit den eingefiihrten Abkiirzungen

I,
Cy =Yu —Ys» Cz = %y — Rg s IOC:Z+C§+C§. (26)

Die hier vorkommenden Produkte aus Werkstoffmodul und Trégheitsmoment werden
vier verschiedene Querschnittssteifigkeiten definiert, namlich die Biegesteifigkeiten in
zwei zueinander senkrechten Richtungen EI, und EI,, die Wolbsteifigkeit EI, und die
Torsionssteifigkeit GI,. Mit ¢, und c, wird der Abstand zwischen Schubmittelpunkt
Cy und Massenmittelpunkt C,, in y- bzw. z-Richtung bezeichnet. Weiterhin wird eine
Indexschreibweise (.), = 0(.)/0x eingefithrt, wobei der Index hinter dem Komma die
Ableitung nach der Trégerlingskoordinate bezeichnet. Der Uberpunkt (.) = 0(.)/0t ist
Newton’sche Notation fir die Ableitung nach der Zeit. Zur Losung der Gleichungen (2.5)
sind Anfangs- und Rand- bzw. Ubergangsbedingung notwendig. Im Fall eines beidseitig
gelenkig gabelgelagerten Balkens gelten folgende Randbedingungen, [2, 5]:

w(0,t) =0 w(l,t) =0 (2.7a)
My(0,t) = —E1, w(0,t) 4 =0 My(l,t) = —El, w(l,t) 2z =0 (2.7b)
v(0,t) =0 v(l,t) =0 (2.7¢)
M.(0,) = —BI v(0,t) 0o = 0 M(1,t) = —EL v(l,t) 4o = 0 (2.7d)
9(0,t) =0 J(l,t) =0 (2.7¢)

M, (0,t) = —EI, 9(0,t) 0o = 0 M,(1,t) = —EL, 9(1,t) 4o = 0 (2.7)
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2.2 Freie Schwingung

Das homogene partielle Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten erhélt
man durch Nullsetzen der rechten Seite von Gleichungen (2.5):

EL w,(2,t) ggae + T |Wg(2,t) + ¢, D(x,t)| =0 (2.8a)

EL v (2,t) powe + |0g(x,t) —c, I(x,t)| =0 (2.8b)

EL, 9(2,1) save — GL (2, 1) go + 7 | Lo O(,t) + ¢, 05 (2, 1) — ¢, ig(x,t)| =0 (2.8¢)

In diesem Fall wirken keine aufleren Kréfte ¢,(z,t) =0, g,(z,t) = 0, und m,(z,t) = 0 auf
den schwingenden Trager, daher handelt es sich um die freie Biegedrillschwingung.

2.2.1 Homogene Losung der freien ungedampften Schwingung

Die Losung des homogenen partiellen Differentialgleichungssystems (2.8) kann mit Hilfe

der Separationsansitze von Bernoulli gewonnen werden:

ws(z,t) = ¢(x) Y(t) , vg(z,t) = x(z) Y(1) , Oz, t) = ¢(z) V(). (2.9)

Einsetzen von (2.9) in die Gleichungen (2.8) liefert:

Bl 0(0) aewe Y (1) + 7| 6(2) + ¢ ()| ¥(1) = 0 (2.100)
EL x(2) aane Y (1) + 7| x(2) — 2 ()| 7(1) = 0 (2.10b)

Bl () aze — GIi w<sc>,m] Y(t) + m[uc () + ¢, (x) — e x(@)|V(H) =0 (2.100)
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Die Trennung der Zeitvariablen von Ortsvariablen liefert:

Y(t) FEI, &)

Y(t)  m ¢lx)+c, v(x) (2.11a)

|

|
|
&

Y(t)  m x(z)—c o(x)

V() 1 Bl Y(#) awer — Gl Y(7) 4w
Y(t) L t(x) + ¢, d(x) —c. x(x)

2 (2.11c)

|
S

Da diese drei Gleichungen (2.11) zu jedem Zeitpunkt ¢ und an jeder Stelle = erfiilt sein
miissen, kann es sich bei beiden Seiten nur um dieselbe Konstante handeln, die mit
w? bezeichnet wird. Aus dem zeitabhingigen Teil erhilt man die Gleichung der freien

Schwingung des ungedampften Einmassenschwingers fiir die modale Koordinate Y'(¢) :

Y(t)+w? Y(t) =0 (2.12)

wobei w die Eigenkreisfrequenz ist. Aus den ortsabhéngigen Teile der Gleichungen (2.11)
ergibt sich ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem fiir die Eigenfunktionen ¢(z), x(x)
und ¢ (z):

Er’iy qs(x),x:vacac - w2 QZ)(ZL’) + Cy @b(I) - O (213&)
EZZ X(x>,zxx:c - wZ -X(IL') —C; %D(x)- = 0 (213b)
Eﬂfp (x),xmx - C;Zt w(z),m — w? Toe () + Cy d(x) —c; x(z)| =0 (2.13c)

Die Losung der Gleichungen (2.13) kann mit den folgenden drei Ansétzen gefunden werden:

o(z) = K e, x(z) = HeM | Y(x) = J e . (2.14)
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Einsetzen von (2.14) in (2.13) liefert:

g, ]
—I MK —w? (K + ¢y J) eM =0 (2.15a)
m

g, _

N H - WP (H —c, J) e =0 (2.15b)
m

(EI I

S0)\4(]—Gt)\4(]—c«12(L,CJ—i—cyK—cZHﬂ M =0 (2.15¢)
m m

Aus diesem System lauten die Zusammenhénge zwischen den Konstanten K, H und J wie
folgt:

2 —c, W?

— H=—F"—J (2.16)
El, EL
)\4 _ UJ2 )\4 _ w2
m m

Verwendung von (2.16) in (2.15¢) liefert ein Polynom zwolften Grades
ke M2 4 ks MO+ kg M4 kg A+ ko M+ ki XN+ k=0 (2.17)

mit konstanten Koeflizienten fir A:

4 1
A
k= —w'm® GI,
ky= w'm? B[ I+ Lo (I, + 1) = L. ¢} — I, |
k3= w’mEGI (I, +1L.)

ky=—w*mE*[ 1, (I, + L)+ 1,1, 1]

5
[Sh
I

~E?GI, L1,

ke = E°I,1.1,
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Nach der Substitution A\* = & fithrt Gleichung (2.17) auf ein Polynom sechsten Grades,
dessen Nullstellen numerisch ermittelt werden kénnen. Aufgrund der Linearitit der partiel-
len Differentiallgleichungen (2.13) ergibt sich die vollsténdige Losung der Eigenfunktionen
durch Superposition:

2
Cy W

12
plz) = J; eM® (2.18a)
= By 4 2
m
12 —c, W?
x(z)=> J; eMi® (2.18b)
=1 B, 2
m
12
Ylx) =Y J;eN® (2.18c¢)
j=1
wobei Jq,....... , J12 komplexe Konstanten bezeichnen. Aus der Gleichung (2.17) erkennt
man, dass das Polynom nur gerade Potenzen von A enthalt, daher lauten jeweils vier
Losungen:
)\4]'_37 4j—2 = + €j )\4]'_1743‘ =+ i€j (j = 1, 2, 3) (219)

Anstatt der Exponentialfunktionen kann man auch trigonometrische und hyperbolische
Funktionen wéahlen, und zwar mittels der Fulerschen Formel, [4, 6, 8]. In diesem Fall
lauten die Ansatzfunktionen wie folgt:

3
d(x) =D oy l Cyj—3 sine;x + Cyj_o cose;x + Cyj—q sinhejz + Cyy coshejx ] (2.20a)
=1

3
x(x) Z B; [ Cyj—3 sinejx + Cyj_g cose;x + Cyj—q sinhejz 4+ Cyj coshejx ] (2.20b)
=1

P(x) = Z [ Cyj—3 sine;x + Cyj_g cose;x + Cyj—q sinhejz + Cyj coshejx ] (2.20¢)

sy

<
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mit Hilfswerten

2 —c, w?
B =

EI,

m

o Cy W
Q; =

Bly ,_
7 J
m

2

€f —w
Um passende Randbedingungen zu erfiillen, benétigt man vier Gleichungen fiir jede der drei
Lagekoordinaten w(z,t), v(z,t) und 9(x,t). Man erhalt daher zwolf homogene Gleichungen,

deren Koeffizienten in der folgenden Matrix zusammengefasst sind:

A A Agg
A=Ay Ay Ay (2.21)
Az Az Ass

mit den Teilmatrizen

Ay =y

Agj = Paj

A3j =

sin g €5
sin g €5

sin g €5

|Sin g, €57

sin , €,
sin , €;

sin , €,

Sin g €57

sin , ;@
sin , €,

sin , €,

Sin , €57

COS 4 €T
COS 4 €T
COS 4 €T

COS 4 €T

COS 4 €T
COS 4 €T
COS 4 €T

COS 4 €T

COS 4 €T
COS 4 ;T
COS 4 €T

COS 4 €T

sinh , ;2
sinh , g2
sinh , ;2

sinh , ;2

sinh , e;x
sinh , e;x
sinh , e;x

sinh , e;x

sinh , €52
sinh , €2
sinh , €2

sinh , €2

cosh , £,
cosh ,e;x

cosh ,e;x

cosh , €;7 ]

cosh , &,
cosh , €2

cosh , €7

cosh 4 €;7 ]

cosh , €7
cosh , ez

cosh , g2

cosh , €;7]
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Dabei bedeutet (.), die Anzahl der Ableitungen, die speziell fiir jede Randbedingung
benotigt wird. Dieses Gleichungssystem hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn die

Determinante der Koeffizientenmatrix A verschwindet
detA =0, (2.22)

woraus sich die transzendente Frequenzgleichung zur Bestimmung der Eigenkreisfrequenz
w ergibt. Ein Trager mit kontinuierlicher Massenverteilung besitzt unendlich viele Eigen-
kreisfrequenzen, von denen jedoch baudynamisch nur die niedrigsten (w, < 30 - 27 rad/s)

von Interesse sind.

2.2.2 Bestimmung der Eigenkreisfrequenz eines frei drehbar
gelagerten Balkens

Betrachtet man einen frei drehbar gelagerten Balken mit den Randbedingungen nach
Gleichungen (2.7), dann liefert die Eigenwertanalyse die folgenden Eigenfunktionen, [6, 8]:

On(z) = K,y sin A\, Xn(x) = H, sin \,x , Un(x) = J, sin \,x | (2.23)

Einsetzen von (2.23) in das gekoppelte Differentialgleichungssystem (2.13) liefert das
homogene Gleichungssystem

w2 —w? 0 —cy w? K, 0
0 T—w cw? H,| = |0 (2.24)
—cywi [Ioe w2 [Ipe O —w2| | Jn] 0]

A
mit den entkoppelten quadratischen Eigenkreisfrequenzen

o= By e z o Bl @izw)\z
m m m Loe

n *
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Durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante ||A|| erhdlt man folgende Frequenzglei-
chung

ks wS 4+ kywt+ kw2 +ko=0 (2.25)

mit den Koeflizienten

2 =2 .2
ko = w,, w,, W,
_ —2 =2 2 A2 =2 A2
kl——<wnwn+wnwn+wnwn)
2Ty + 2 W
k_2+2+/\2_yn z n
2 =Wy Wy Wy, T
oc
2, 2
Cy T
ks = —
IOC

Dabei handelt es sich um die kubische Gleichung fiir das Quadrat der n-ten Eigenkreisfre-

2 2

quenz w?, deren drei Losungen w?;, w2, und w?; numerisch ermittelt werden konnen. Die

Zusammenhéange zwischen den Konstanten K,,, H, und J,, gemé$ (2.16) lauten

2
El, EL .,
7 — wZ.

m "

wobei die Werte J,,; aus den Orthogonalitatsbeziehungen der Eigenfunktionen zu bestim-

men sind.

2.2.3 Orthogonalitatsbeziehungen der Eigenfunktionen

Die Eigenschaft der Orthogonalitét der Eigenschwingungsformen spielt bei der Modalana-
lyse der Schwingungssysteme eine wichtige Rolle. Dazu werden zunéachst die Gleichungen
(2.13) fir die n-te und m-te Schwingungsform angeschrieben, dann mit ¢,,(z) bzw. x..(x)
bzw. ¢, (x) und ¢ (x) bzw. x,(x) bzw. ¢, (x) multipliziert, [2, 4, 6].
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Durch Addition aller drei Gleichungen fiir n-te bzw. m-te Schwingungsform erhélt man

folgende zwei Gleichungen:
i (000060l 6, 0 (0) () 116 (30 0) ) = € 00 (0) 0n(0) )

+ mwi (Ioc %(l‘) 2/)m(ac) + ¢y (bn(x) wm(x) —C; Xn(w) ¢m(l’)> = EIy (,bn(x),zmx:p ¢m(x)

Mo, (qsm(x) 6(2) + ¢y V() ¢n<x>) sl (xmm n(2) — €5 m2) xnu)) ;

+ mw?n (IOC wm(x) wn(x) + Cy ¢m(x) wn<x> —Cy Xm<x> 1%(@) = E[y (bm(x),:m:xx (bn(x)

Subtraktion der Gleichung (2.27b) von Gleichung (2.27a) und anschlieende Integration
iiber die Tragerléange [ liefert:

(w2 - u2) / 60(2) () 4 5 (V00 60) 0 (0) 1)) + 0(0) (o)~
(0l 0) 4 300 10 ) Lo ) ()| e =
- / 1, (00(0) 2 00() = 600 0as 0(0)) + BL (ol nl) = 229
) o X 0)) + B (00 o o 0) = 0 ) ) -
= G000 0 0f) = i) (o)) |

Berticksichtigt man klassische Randbedingungen, wie z.B. Gleichungen (2.7), dann ver-
schwindet das zweite Integral der Gleichung (2.28) - selbstadjungierter Differentialoperator.
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Nach einer entsprechenden Normierung der Eigenfunktionen ergibt sich die folgende
verallgemeinerte Orthogonalitatsbeziehung der Eigenfunktionen:

/l l%(x) () + ¢y (%(:v) Om(2) + () wm(x)> + Xn () Xm () —
O (2.29)

(0l 0) 4 X000 1(0)) o ) 0 e =
mit dem Kronecker-Delta
1 firn=m
5nm =
0 firn#m
Nach Division der Gleichung (2.27a) durch mw? und Integration iiber die Tragerlange I
ergibt sich die folgende identische Gleichung oder Identitat:

0/l 60(2) 6 (0) 4., (10(0) 9n(0) + 600 i (0)) 4 3000) ) = 2 (0) o4

1

2
wn

+ Xn() wm(:ﬁ)> + Loe Yn() 2/Jm(%‘)] dx / lEIy On(T) waze Om(T)+
+ E1, Xn('r),x:vacac Xm<x) + ELP ¢n(x>,$$$93 ¢m(x) -Gl ¢n(x),zx @Dm(l’)] dr
(2.30)

Wie bereits im vorherigen Abschnitt erwahnt, werden die Konstanten .J,,; eines frei drehbar
gelagerten Balkens mittels der Orthogonalitatsbeziehungen der Eigenfunktionen bestimmt.
Einsetzen von (2.23) in (2.29), unter gleichzeitiger Berticksichtigung von (2.26) liefert:

2
Inj = 2.31
=5 t2= 5+ | = +2—"+ I,
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2.3 Erzwungene Schwingung

Um die erzwungene Schwingung zu berechnen, werden die Verformungsgrofien w(x,t),
vg(z,t) und ¥(x,t) in einen quasistatischen (.)° und in einen komplementéren dynamischen
Anteil ()P unterteilt, [1, 2]:

w,(z,t) = wf(w, t) +w? (z,t) (2.32a)
ve(z,t) = vf(x, t) +v2(z,t) (2.32b)
Iz, t) =097z, t) +0°(x,t) (2.32¢)

Einsetzen von (2.32) in das Differentialgleichungssystem (2.5), unter gleichzeitiger Be-
riicksichtigung den Differentialgleichungen des korrespondierenden statischen Problems

EI, wf(az, t) waze = q=(2,1) (2.33a)
ET, vf(x, ) gazz = qy(x, 1) (2.33b)
El, 9 (z, t) zaze — G1 9 (z, t) 2z = ma(x,t) (2.33¢)

liefert folgende Gleichungen, die den komplementiaren dynamischen Anteil der Schwin-

gungsantwort beschreiben:

Bl P (2,8) gwe + 1 [0 (2, 8) + ¢, 9 (2, 1)| = =10 [ (,8) + ¢, 5(a,t)|  (2.34a)

S

EL 02 (2,t) youe +m |97 (2,) —c. 9P (z,t)| = —m i%(x,t) —c. 9% (x, 1) (2.34b)

El, IP(2,1) pone — GL P (2,1) 4o + 00 l[oc 9P (z,t) + ¢, u}f(x,t) —c, i}D(az,t)] =

S

= —m [[oc DS (2,1) + ¢, wf(x,t) —c, vf(x,t)] (2.34c¢)



2.3 Erzwungene Schwingung 17

Zur Losung dieses Gleichungssystems werden die Verformungsfunktionen w? ) v*sg 95, wf ,
v? und Y in einen einzigen Satz von modalen Koordinaten Y (¢) transformiert:

w®(z,t) = i On(z) Yo (1) w?(z,t) = i On(x) Yo (t) (2.35a)
vf(x,t) = i_o:l Xn(x) Yo (1) vf(w,t) = i_o:l Xn(x) Yo (1) (2.35Db)
9 (x,t) = i V() Yy, (t) IP(z,t) = i () Y, (¢) (2.35¢)

Einsetzen der modalen Reihenentwicklungen (2.35) in die Gleichungen (2.34), sowie Multi-
plikation der Gleichung (2.34a) mit ¢,,(x), Gleichung (2.34b) mit y,,(z) und Gleichung
(2.34c) mit 1y, (x) fithrt auf ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen fiir die modalen
Koordinaten Y,,(¢). Addition dieser drei Gleichungen und Itegration iiber die Tragerlange I

liefert:

> / {Yf(t) m [@L(x) bn2) + ¢, (wn<x> () + 60(2) wm@s)) X))~

n=1

e (zz)n(x) o) + xn(2) ¢m<x>) T L n(a) @wm(x)] YR [Efy () e o ()

n

S [wom 60(2) 6 (2) 4., (0 (0) (0) 000 () ) + 0 0) o)~

n=1

e (zun(x) @)+ n(2) wm<x>) b L () wm<x>] dr
(2.36)
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Verwendung der Orthogonalitatsbezichung (2.29) und der Identitat (2.30) liefert folgende

Schwingungsgleichung fiir die koplementaren modalen Koordinaten:
Y2t +wpn Y0 () = =Y, (t) (2.37)

Zur Ermittlung Y,%(¢) werden die modalen Reihenentwicklungen (2.35) in die Gleichungen
(2.33) eingesetzt. Multipliziert man die Gleichung (2.33a) mit ¢,,(z), Gleichung (2.33b)
mit x,(x), sowie Gleichung (2.33c) mit ¢,,(x) und addiert man dieser drei Gleichun-
gen, so erhalt man nach Integration iiber die Tréagerldnge | unter Beriicksichtigung der
Orthogonalitdtsbezichung (2.29) und der Identitat (2.30) folgende Gleichung:

Y5(t) = P.(t) (2.38)

mit der generalisierten Belastung:

F(t) = [qz(ﬂf,t) On () + ¢y (1) Xn () + M (2, 1) Yo () | da (2.39)

o _

Einsetzen von (2.38) in Gleichung (2.37) liefert die modale Gleichung der komplementéren
dynamischen Schwingungsantwort:

1
T w2
m wy,

YP() +w?YP(t) = — P,(t) (2.40)

Die gesuchte Losung kann mit Hilfe des Duhamel’schen Faltungsintegrals gefunden werden:

Y,2(0 1
YP(t) =YP(0) coswpt + —2 © sinwyt — /Pn sinfw, (t — 7)] dr (2.41)
0

" Wn mw?

Aufgrund der fiir die Differentialgleichungen (2.33) bereits existierenden analytischen
Losungen werden die quasistatischen Anteile w?(z,t), v5(z,t) und 9% (2, t) nicht modal
entwickelt, sondern exakt analytisch berechnet. Dadurch reduziert sich die Zahl der
Reihenglieder bei der modalen Entwicklung der komplementéren dynamischen Anteile. Die
Berechnung der quasistatischen Verdrehung 9 (z,t) erfolgt dabei mit Hilfe der Analogie
zum Biegetrager mit Langszugkraft nach Theorie II. Ordnung.
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2.3.1 Beriicksichtigung viskoser Dampfung

Eine nachtragliche Beriicksichtigung der linear viskosen Dampfung kann durchgefiihrt
werden, sodass die Gleichung (2.37) erweitert wird zu

YP(t) 42w, Y2 (1) + w2 YP(t) = =YV 5 (t) — 2w, YO (1) (2.42)

wobei (,, der Lehr’sche Dampfungskoeffizient bezeichnet.

Einsetzen von (2.38) in die Gleichung (2.42) liefert die Differentialgleichung der viskos

gedampften komplementiren modalen Koordinate

. 1. 1
YP(t)4+2Cwn, YP() +w? YP(t) = ——— P,(t) = 2Cwn ——
m w

R 2 n
m w;

P, (1) (2.43)

n

Die gesuchte Losung kann auch mit Hilfe des Duhamel’schen Faltungsintegrals gefunden

werden:

n
Dn an

YP(t) = e nwnt l(cos wp, t+ L ¢y sin ant> YP(0) + — sinw, t Y,°(0)|—
w

(2.44)

— / (Pn(T) + 2wy Pn(7)> e Sn@n(t=7) gip w, (t —7)dr

wobei

Wp, = wn /1= (3 (2.45)

die gedampfte Eigenkreisfrequenz bezeichnet.
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2.4 Inkrementelle Formulierung der Schwingungsantwort

Die Zeitintegration in Gleichung (2.44) erfolgt inkrementell durch Diskretisierung der Zeit.
Dabei geht man davon aus, dass die Zustandsgroflen des Tragers zum Anfangszeitpunkt ¢,
des Zeitintervals At =t,_; — t, vorhanden sind. Die inkrementelle Schwingungsantwort
wird im Zeitintervall At aus den Anfangsbedingungen zur Zeit t, und den folgenden

bekannten Anderungen der Belastung berechnet, [1, 2]:

qu(l’, At) = Qz(xa ta—i—l) — QZ(xu ta) (246&)
AQy<x7 At) = Qy(xu ta+1) - Qy<x7 ta) (246b)
Amx(x, At) = mx(x, ta—i—l) - mx(xa ta) (2460)

Um die Zeitverldufe der Belastungsinkremente im Zeitintervall At zu beschreiben, wird

folgender Diskretisierungsansatz verwendet:

Ag.(r,7) = Ag.(z) g(7) (2.47a)
Agy(z,7) = Agy(z) 9(7) (2.47D)
Amg(z,7) = Amg(z) g(T) (2.47¢)

mit der Rampenfunktion

g ={ /At 0 (248)

A
3
A
L

o
al
VAN
o
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Daraus erfolgen die zeitabhéngigen Erregerterme fiir die Geschwindigkeit:

_ Agq,(z)

Ad:(w,7) = Aaa(a) g(7) = == (2.499)
Ady(.7) = Dy () () = B4 (2.490)
Ating (2, 7) = Amy(z) §(7) = A”Xt(x) (2.49¢)
und fiir die Beschleunigung der Belastung im Zeitinkrement:

At (o) = Aa.e) a(7) = S50 50) - o) (250
Ad (o) = ay(a) ) = S5 [50) - o(ar) (2:500)
Ating (2, 7) = Amy(z) §(7) = A”Xt(l") [5(0) - 5(At)1 (2.50¢)

wobei ¢ die Dirac’sche Deltafunktion bezeichnet. Kombination von (2.44) mit den Glei-
chungen (2.49) und den Gleichungen (2.50) liefert das Inkrement der komplementéren

dynamischen Koordinaten:

1

7 w2
m w2

AYP =35, YP(t,)+ 3, YP(t,) — D, AP, (2.51)

mit dem Inkrement der generalisierten Belastung

l

AP, = [ [80.) (o) + Bao) w0l + B )| (252

0
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und mit den folgenden Abkiirzungen

jn = e_(:n wn, At (COS anAt + & CTL Sin anAt> — 1 (253&)
an
~ 1 —Cnwn At
Jn=——e " sinw, At (2.53b)
an
1 1 —Cn wn At w s 2
Du= - 26 te o sinw,, At (1-2¢2) —2(, cosw,, At (2.53¢)

Das Geschwindigkeitsinkrement der komplementaren dynamischen Koordinate ist definiert

als
AYnD — \771 YnD(ta) +\7n YnD(ta) - — @n APn (254)
m w2

mit den Abkiirzungen

. A w2
Jp = e Snem Bt w—" ¢ —w,, | sinw, At (2.55a)

Dn
T = e Cnen At <costnAt _ Y Cn sinanAt> -1 (2.55b)
Dn

: 1

D, = A% le_c"“" At <costnAt + b, sinanAt> - 1] (2.55¢)

Wy, Wn,
by = Cp lQ - = (1 - 2@3)] (2.56)
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Durch Addition der exakten quasistatischen Inkremente und der komplementéaren dynami-

schen Inkremente erhélt man schliellich die Verformungsinkremente:

Aw,(z) = Awf(m) + Z AY.P ¢, (z) (2.57a)
Avg(z) = Avd(z) + % AYP y,(x) (2.57Db)
Ad(z) = AV (x) + g: AY.P o, (z) (2.57¢)

wobei eine endliche Anzahl von N Eigenfunktionen fiir die praktische Berechnung bertick-
sichtigt wird.



Kapitel 3

Numerische Untersuchung

In diesem Kapitel werden die Biegedrillschwingungen eines beidseitig drehbar gelagerten
Balkens mit offenem bzw. geschlossenem diinnwandigen Querschnitt, Abbildung 3.1,

numerisch untersucht und dann werden die erhaltenen Ergebnisse miteinander verglichen.

b
bK l, bF Ly bK
Cq .
<
\\ AV
o
Yy 3 <
bis bt =
—— —— X
VZ 43
bue bue
S
=
o
Y Cq =
1 I s e
L oN N
VZ =

bKJ, br }bK/

Aeﬁ
(o)
N

Abb. 3.1: Offener und geschlossener Querschnitt
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3.1 Querschnitts- und Materialangaben

Die Stitzweite [ betrigt 25 m. Die Querschnittsabmessungen sind in der nachstehenden
Tabelle 3.1 gelistet.

Offener Geschlossener

Querschnitt Querschnitt
Breite b [mm] 4000 3500
Feldbreite b, [mm] 2500 1850
Obergurtdicke toe [mm] 12 12
Hohe h [mm] 1000 930
Steghohe hg [mm] 966 906
Stegdicke t, [mm] 10 10
Untergurtbreite b, [mm] 350 1860
Untergurtdicke t, [mm] 22 12

Tab. 3.1: Querschnittsabmessungen

Die aus Stahlblechen gefertigten Querschnitte werden durch die folgenden Materialkenn-
werte beschrieben:

Elastizitdtsmodul E= 21000 kN/cm?
Schubmodul G= 8000 kN/cm?
Dichte p = 780 kg/m?

Die beiden diinnwandigen Querschnitte werden durch ihre Profilmittellinie idealisiert.
Nach Idealisierung der Querschnitte werden die fiir die Spannungsermittlung relevanten

Querschnittspunkte nummeriert, wie in Abbildung 3.2 dargestellt.

Cs
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
) ’ ) ’
y y ICS
oo oo ,
5 3 4 473757 4 3L 4
z z

Abb. 3.2: Idealisierung durch Profilmittellinie
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Fiir diese einfachsymmetrischen Querschnitte verlaufen die Koordinaten y sowie Wol-
bordinaten ¢ antimetrisch beziiglich der z-Achse, wobei die natiirliche Drillachse der
Schubmittelpunktachse C entspricht. Die Querschnittswerte des offenen und geschlosse-
nen diinnwandigen Querschnittes werden nach dem Profilmittellinienmodell berechnet und
in der folgenden Tabelle 3.2 zusammengefasst.

Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt

Querschnittsfliche A [em?] 830.60 825.60

Trégheitsmoment um y-Achse [, [cm?] 1380784.60 1381465.94

Trigheitsmoment um 2-Achse [, [cm?] 11893845.83 6491590.00

Polares Tragheitsmoment I, [cm?] 13274630.43 7873055.94

Wolbwiderstand I, [cm] 20772322260.53 500630589.92

Torsionstrigheitsmoment Iy [cm?] 544.39 2345583.80

- g, [mm] 0.00 0.00
Steifigkeitsmittelpunktlage O

z, [mm] 208.59 348.92

' Ys |[mm] 0.00 0.00

Schubmittelpunktlage C
Zy |[mm] -623.11 68.82

Tab. 3.2: Querschnittswerte

Wie aus Tabelle 3.2 zu erkennen ist, sind die Querschnittsabmessungen so gewéhlt, dass
die beiden Querschnittsflachen und die beiden Trégheitsmomente um y-Achse fast gleich
grof} sind.



3.2 Lastfall 1 - Impulsartige Anregung in horizontaler Richtung 27

3.2 Lastfall 1 - Impulsartige Anregung in horizontaler
Richtung

Der Balken wird in Feldmitte durch eine impulsartige Einzelkraft von P,(x,t) = 5000 kN
zu Biegedrillschwingungen angeregt, wie in Abbildung 3.3 dargestellt.

iPy (x,t) AP, (xt)
Z s P
o x o ’
/2 4L 1/2
l
>
VY to ts t
) Cs
S
“ OECM o Qt\j OECM
y 3 5 SR
J
[ = N ——— - -
Vz S Py (x,t) Vz Py (x!t)

Abb. 3.3: Orts- und Zeitverlauf der Belastung

Die Impulsdauer betragt 1 ms, wobei folgende Zeitpunkte zu beachten sind:

to = 0.00000 s - Anfangszeitpunkt der zunehmenden Belastung
t; = 0.00009 s - Anfangszeitpunkt der konstanten Belastung
to = 0.00099 s - Anfangszeitpunkt der abnehmenden Belastung

t3 = 0.00100 s - Endzeitpunkt der abnehmenden Belastung
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Die Lastexzentrizitat e, zur Schubmittelpunktachse C, ist fiir die beiden Querschnitte

angegeben:
Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt
Lastexzentrizitat in z-Richtung e, [m] 1.30 0.50

Tab. 3.3: Lastexzentrizitaten e,

Die Masse des tragenden Querschnittes, die Ausbaumasse sowie die Gesamtmasse sind in der
folgenden Tabelle 3.4 zusammengefasst. Dabei wird angenommen, dass die Ausbaumasse
20 % der Masse des tragenden Querschnittes betragt.

Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt
Querschnitt Mys = pA [kg/m] 652.02 648.10
Ausbaumasse My, =02 -m,, [kg/m] 130.40 129.62
Gesamtmasse m=ym [kg/m] 782.42 TT7.72

Tab. 3.4: Massen

In diesem Lastfall ist der Massenmittelpunkt C', identisch mit dem Steifigkeitsmittelpunkt
O, wobei die Lage des Massenmittelpunktes C',, in Bezug auf den Schubmittelpunkt C
durch die in Tabelle 3.5 angefithrten Abstdnde beschrieben wird.

Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt
Abstand in y-Richtung ¢y [m] 0.00 0.00
Abstand in z-Richtung ¢, |m] 0.62 -0.07

Tab. 3.5: Abstdnde zwischen Massenmittelpunkt ', und Schubmittelpunkt C
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Die Berechnung der Eigenfrequenzen des gekoppelten Systems erfolgt geméfl Eigenwertana-
lyse in Unterabschnitt 2.2.2 mit nachtréglicher modaler Beriicksichtigung des Lehr’schen
Dampfungsmafles von ¢, = 0.007. Die geddmpften Eigenfrequenzen fp,; sind in der
folgenden Tabelle 3.6 gelistet.

Offener Querschnitt Ggifi(z;sﬁifr
=1 j=2 =1 j=2
n=1 15.97 4.18 31.84 10.52
n=2 63.91 16.70 63.86 42.01
n=3 143.79 37.56 98.70 91.93
n=4 255.62 66.76 169.33 127.41
n=> 399.41 104.31 264.09 160.18
n=>6 575.15 150.21 380.07 193.24
n="7 782.84 204.44 517.17 226.76
n=8 1022.48 267.02 675.38 260.84

Tab. 3.6: Gedampfte Eigenfrequenzen fp,; [Hz]

Bei der Berechnung der Schwingungsantwort von Balken treten nur die komplementéren
dynamischen Anteile auf, da es sich um freie gedampfte Biegedrillschwingungen handelt,

die nach der Impulsanregung entstehen. Der komplementare dynamische Anteil der Verfor-

mungsgrofen w, (z,t), v

¢(2,t) und J(z, t) wird geméaB Gleichungen (2.35) modal entwickelt.

Mit Hilfe der linearen konstitutiven Beziehungen lassen sich die komplementéren dyna-
mischen Biegemomente M, (z,t) und MP(z,t) sowie die Wolbbimomente M (x,t) auch

modal entwickeln:

8
MP(x,t) = —FEI, qun ) 2z n():ElyZKnj<

n=1
MP(z t) = —FI, ZXn w(t)=EL ZHTLJ<

n=1
MP(x,t) = —EI, Z¢n

)= 5L Y

n=1

(3.1¢)

wobei die Konstanten K, ;, H,; und J,; aus den Gleichungen (2.26) und (2.31) berechnet

werden.
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Die Normalspannungsermittlung an den in Abbildung 3.2 dargestellten Querschnittspunk-
ten erfolgt nach der folgenden Gleichung:

MP (2t MP(z,t MP (z,t
O'i(l'7t) = Ji(My) + O'Z(MZ) + Ui<M<p) — yI( ) Zi 4 z[( ) n + 4,0[( )
Yy z ©

wobei der Index ¢ den Querschnittspunkt bezeichnet.

In den nachfolgenden Unterabschnitten 3.2.1 und 3.2.2 werden die zeitlichen Verlaufe
der Schwingungsantwort in Balkenmitte mit offenem und geschlossenem Querschnitt
dargestellt. Dabei werden die erste Eigenschwingungsform und die ersten acht bzw. die
ersten vier ungeraden Eigenschwingungsformen beriicksichtigt, da in diesem Fall nur die
ungeraden symmetrischen Eigenschwingungsformen mafigebend sind. Ein Vergleich der
Schwingungsantworten zwischen Balken mit offenem und geschlossenem Querschnitt wird
in Unterabschnitt 3.2.3 gezeigt.
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3.2.1 Zeitverlaufe der Schwingungsantwort des Balkens mit dem

offenen Querschnitt

x1073
) I I
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2.5 .
El
-0
<
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_5 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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Abb. 3.4: Zeitverlauf der Verschiebung w,(z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.5: Zeitverlauf der Verschiebung v, (x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.6: Zeitverlauf der Verdrillung 9(x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.7: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.8: Zeitverlauf des Biegemoments M, (x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.9: Zeitverlauf des Wolbbimoments M., (z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.10: Zeitverlauf der Normalspannung o, (x,t) im Querschnitspunkt 4
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3.2.2 Zeitverlaufe der Schwingungsantwort des Balkens mit dem
geschlossenen Querschnitt
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Abb. 3.11: Zeitverlauf der Verschiebung w(z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.12: Zeitverlauf der Verschiebung v, (x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.13: Zeitverlauf der Verdrillung ¥(z, ¢) in Balkenmitte
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Abb. 3.15: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.16: Zeitverlauf des Wolbbimoments M, (z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.17: Zeitverlauf der Normalspannung o, (x,t) im Querschnittspunkt 4



3.2 Lastfall 1 - Impulsartige Anregung in horizontaler Richtung 37

3.2.3 Vergleich der Schwingungeantwort zwischen Balken mit
offenem und geschlossenem Querschnitt

x1073
10 - | —Oﬂ‘”cncr Qucrsc}‘mitt
—— Geschlossener Querschnitt
51 _
E)
0
3
5L |
-10 - | | | \ \ | | | \ ]
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
t [s]
Abb. 3.18: Zeitverlauf der Verschiebung w(z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.19: Zeitverlauf der Verschiebung v, (x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.20: Zeitverlauf der Verdrillung ¥(z,¢) in Balkenmitte
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Abb. 3.21: Zeitverlauf des Biegemoments M, (x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.22: Zeitverlauf des Biegemoments M, (x,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.23: Zeitverlauf des Wolbbimoments M, (z,t) in Balkenmitte
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Abb. 3.24: Zeitverlauf der Normalspannung o, (x,t) im Querschnittspunkt 4

In diesem Lastfall werden freie gedampfte Biegedrillschwingungen betrachtet, die nach
der Impulsanregung entstehen. Die Ermittlung der Schwingungsantwort erfolgt mit einer
und mit acht Eigenfunktionen. Wéhrend die erste Eigenschwingungsform zur hinreichend
genauen Approximation der Verformungsgrofen ausreicht, sind jedoch die ersten acht bzw.
ersten vier symmetrischen Eigenschwingungsformen zur Approximation der Schnittgrofen
und der Spannungen erforderlich. Aus diesem Grund wurde entschieden, die ersten acht
Eigenschwingungsformen zur Approximation der komplementédren dynamischen Antwort
sowohl im Vergleich der Schwingungsantworten als auch im zweiten Lastfall zu verwenden.
Insbesondere wird darauf hingewiesen, dass keine vertikale Verschiebung des Schubmittel-
punktes w,(z,t) und kein Biegemoment um die y-Achse M, (z,t) auftreten, da weder der
Abstand in der y-Richtung zwischen dem Massenmittelpunkt €', und dem Schubmittel-
punkt C noch die dynamische Anregung in z-Richtung vorhanden ist. Die horizontalen
Verschiebungsamplituden v, (z,t) und Biegemomentamplituden um die z-Achse M, (x,t)
sind aufgrund der grofleren Biegesteifigkeit um die z-Achse bei dem Balken mit offenem
Querschnitt kleiner als bei dem Balken mit geschlossenem Querschnitt. Im Gegensatz dazu
weist der geschlossene Querschnitt die groflere Torsionssteifigkeit auf, die zu wesentlich
kleineren Vedrillungsamplituden 9(z,t) und den Wélbbimomentamplituden M, (x, t) fihrt.
Abschliefend ist der zeitliche Verlauf der Normalspannung im Querschnittspunkt 4 dar-
gestellt, wobei anzumerken ist, dass die maximalen Spannungen im offenen Querschnitt

auftreten.
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3.3 Lastfall 2 - Sinusformige periodische Anregung in
vertikaler Richtung

Der Balken ist durch eine statische ¢, o(«) und eine dynamische Streckenlast ¢, gyn (2, t)
belastet, wie in Abbildung 3.25 dargestellt.
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Abb. 3.25: Orts- und Zeitverlauf der Belastung

Eine konstante statische Streckenlast von ¢, «(z) = 2.1 kN/m wirkt bereits einige Zeit vor
dem Zeitpunkt ¢, ab dem die dynamische Streckenlast g, gyn(x,t) mit der Erregerfrequenz
von f, = 2 Hz auftritt. Die Belastungsamplitude ¢, betragt 40 % der statischen Last
¢..st(x). Daraus ergibt sich die folgende gesamte Streckenlast:

¢:(2,1) = @ost(®) + Gaygn(T,) = ot + q, sin(v,t) = 2.1+ 0.84 sin(4rt) (3.3)

wobei v, = 2m - f, die Erregerkreisfrequenz bezeichnet.
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Die Lastexzentrizitét e, zur Schubmittelpunktachse C| ist fiir die beiden Querschnitte

angegeben:

Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt
Lastexzentrizitat in y-Richtung ey [m] 0.875 0.875

Tab. 3.7: Lastexzentrizititen e,

In der folgenden Tabelle 3.8 sind die Masse des tragenden Querschnittes, die Ausbaumasse,

die Masse aus Lastfall und Gesamtmasse zusammengefasst, wobei die Ausbaumasse mit

20 % der Masse des tragenden Querschnittes anzunehmen ist.

Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt
Querschnitt Mys = pA [kg/m]| 652.02 648.10
Ausbaumasse My, =02 My, [kg/m] 130.40 129.62
Statische Last My, = Qs - 10> [kg/m] 210.00 210.00
Gesamtmasse m=ym [kg/m] 992.42 987.72

Tab. 3.8: Massen

Durch die exzentrische statische Last g, «(x) ergibt sich eine exzentrische Lage des Massen-

mittelpunktes C,, gegen den Steifigkeitsmittelpunkt O. Die Lage des Massenmittelpunktes

C
Abstande beschrieben.

, in Bezug auf den Schubmittelpunt Cs wird durch die in Tabelle 3.9 angefiihrten

Offener Geschlossener
Querschnitt Querschnitt
Abstand in y-Richtung ¢y [m] 0.20 0.20
Abstand in z-Richtung ¢, [m] 0.40 -0.35

Tab. 3.9: Abstdande zwischen Massenmittelpunkt €', und Schubmittelpunkt C
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Aufgrund der Querschnitts- und Materialangaben sowie unter Beriicksichtigung des
Lehr’schen Dampfungsmafles von ¢, = 0.03 ergeben sich die folgenden gedampften Eigen-
frequenzen fp ,; fir die ersten acht Eigenschwingungsformen:

Offener Querschnitt Geschlossener Querschnitt
j=1 j=2 j=3 j=1 j=2 j=3
n=1 13.29 4.50 3.78 28.48 9.26 4.30
n=2 53.14 18.00 15.10 59.22 35.72 17.18
n=3 119.58 40.49 33.96 101.10 71.01 38.53
n=4 212.58 71.98 60.37 166.57 103.23 67.99
n=>5 332.15 112.46 94.32 254.50 134.83 104.39
n=06 478.30 161.94 135.81 363.05 172.29 143.17
n="7 651.02 220.42 184.86 491.74 223.19 177.34
n==8 850.31 287.89 241.44 640.40 286.62 208.06

Tab. 3.10: Gedédmpfte Eigenfrequenzen fp ,; [Hz]

Die zeitliche Antwort des Systems unter statischer Wirkung ¢, «(x) und die quasistati-
sche Antwort sind mittels der analytischen Losungsformeln exakt zu berechnen, wahrend
die komplementare dynamische Schwingungsantwort nach den Eigenfunktionen zu ent-
wickeln sind. Der statische bzw. quasistatische Anteil der Verschiebung w,(z,t) und des
Biegemoments M, (z,t) wird nach Theorie I. Ordnung wie folgt berechnet, [7]:

/ zl4
wite) = 5 v ee) B (3.4
M () = 56€0.r (35
Dabei ist

q: = @&  fur die statische Last ¢, s

4. = q, fiir den quasistatischen Anteil ¢,
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Der statische bzw. quasistatische Anteil der Verdrehung 9(z,t) und des Wolbbimoments
M,(x,t) wird mit Hilfe der Analogie zum Biegetrager mit Léngszugkraft nach Theorie II.
Ordnung bestimmt, [3, 7]:

1 1 coshe(0.5 — &)\ | m, 12
9(&) = |28 — = (1 - .
() [256 g2 < coshe/2 >1 GI, (36)
1 coshe(0.5 — &)
Siey — 1 _ 2
M (&) = = (1 cosh /2 ) my 1 (3.7)
: , GI,
mit der Stabkennzahl (Abklinggrad) e =1 B
©

Dabei ist

My = .5t - €y fur die statische Last g, g

My = q, * €y fiir den quasistatischen Anteil g,

Die Werte & =xz/l und & =1—¢ bezeichnen die Stelle, wo die Funktionen berechnet

werden.

Die komplementéren dynamischen Verformungsgrofien w? (x,1), vf (z,t) und 9P (2, t) sowie
die komplementéren dynamischen SchnittgréBen M, (x,t), MP (z,t) und M2 (x,t) werden
gemaf Gleichungen (2.35) und (3.1) modal entwickelt. Durch Addition aller Anteile erhalt
man die gesamte Biegemomente M, (z,t) und M, (z,t) sowie das gesamte Wolbbimoment
My (z,t):

My(x,t) = M) (z,t) + M) (z,t) (3.8a)
M, (z,t) = MP(z,t) (3.8b)

My (x,t) = M3 (x,t) + M (z,1) (3.8c¢)
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Die Ermittlung der gesamten Normalspannung an den in Abbildung 3.2 dargestellten
Querschnittspunkten erfolgt nach der folgenden Gleichung;:

M, (z,t M, (x,t M, (x,t
oi(x,t) = 0i(My) + 0y(M.) + 0:(M,,) = y; ) zi + E. ) Y + ‘PI(> 05 (3.9)
Yy z ®

wobei der Index ¢ den Querschnittspunkt bezeichnet.

Die zeitlichen Verlaufe der Schwingungsantwort in Balkenmitte mit offenem und geschlosse-
nem Querschnitt werden in den nachfolgenden Unterabschnitten 3.3.1 und 3.3.2 dargestellt.
Dabei werden die ersten acht bzw. die ersten vier symmetrischen Eigenschwingungsformen
berticksichtigt. Ein Vergleich der Schwingungsantworten zwischen Balken mit offenem und
geschlossenem Querschnitt wird in Unterabschnitt 3.3.3 gezeigt.
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3.3.1 Zeitverlaufe der Schwingungsantwort des Balkens mit dem

offenen Querschnitt
x1073

I
--»- Statischer Anteil infolge ¢, (x,t)
—— Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)|
——Dynamischer Anteil infolge ¢, (x,t)
m Gesamte Verschiebung wy (z,t)

Abb. 3.26: Zeitverlauf der Verschiebung wy(z,t) in Balkenmitte

x107°
6 [ I
--»- Statischer Anteil infolge ¢ (z,t)
—— Quasistatischer Anteil infolge g, (z,t)
4+ n ——Dynamischer Anteil infolge g, (z,t)

== Gesamte Verschiebung vg(z, t)

Abb. 3.27: Zeitverlauf der Verschiebung v, (x,t) in Balkenmitte

-3
6 %10 |

I
--»- Statischer Anteil infolge ¢, (x,t)
—— Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)
——Dynamischer Anteil infolge ¢, (x, t)
4+ m Gesamte Verdrillung 9(z,t) —

Abb. 3.28: Zeitverlauf der Verdrillung 9(z,t) in Balkenmitte
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20

M, [kNm)]

-10

|
--»- Statischer Anteil infolge ¢.(z,t) —
—— Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)
——Dynamischer Anteil infolge ¢, (x, t)
=== Gesamtes Biegemoment M, (z,t)

]

0 1 2 4 5 6
[s]
Abb. 3.29: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte

I I

| --»- Statischer Anteil infolge ¢, (z,t) B
——Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)
——Dynamischer Anteil infolge g, (z,t)

n = GGesamtes Biegemoment M. (x,t)
VA v‘\’//\vvl\vj’\v
| | | |
0 1 2 4 5 6

Abb. 3.30: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte

I | =
--»- Statischer Anteil infolge ¢, (x,t)

—— Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)
——Dynamischer Anteil infolge ¢, (z,t)
=== Gesamtes Wolbbimoment M, (, t)

Abb. 3.31: Zeitverlauf des Wolbbimoments M, (z,t) in Balkenmitte
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4 \ !
——Normalspannung infolge M, (z,t)
-©-Normalspannung infolge M. (z,t)
—— Normalspannung infolge M, (z,t)
3+ e Gesamte Normalspannung o, (z,t) [
[
5
~ 2 [ 7
Z
=3
s 1 PN \ /\»
/ \./ \/
O
v\ \/ VAAVARY
0g----0----0----0---0---0----0----0---- o---0---0----0----0---- O---0---0
| | | | |
0 1 2 3 4 ) 6

t [s]

Abb. 3.32: Zeitverlauf der Normalspannung o, (x,t) im Querschnittspunkt 4
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3.3.2 Zeitverlaufe der Schwingungsantwort des Balkens mit dem

geschlossenen Querschnitt
x1073

I [
--»- Statischer Anteil infolge ¢.(z,t)

8- —— Quasistatischer Anteil infolge g, (z,t)[
——Dynamischer Anteil infolge g, (x,t)

6 == Gesamte Verschiebung wy(z,t)
El
- LA AN T
9
NSV Y
-9
0 1 2 3 4 5 6
t[s]

Abb. 3.33: Zeitverlauf der Verschiebung w(z,t) in Balkenmitte

%1076
4 I I
--»- Statischer Anteil infolge g (x,t)
—— Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)
2 ——Dynamischer Anteil infolge ¢, (x,t)
= Gesamte Verschiebung v, (z,t)

Abb. 3.34: Zeitverlauf der Verschiebung v, (x,t) in Balkenmitte

x107°

I [
--»- Statischer Anteil infolge ¢.(z,t)

—— Quasistatischer Anteil infolge g, (z,t)| |
——Dynamischer Anteil infolge g, (x,t)
== Gesamte Verdrillung 9(z,t)

T

15

Abb. 3.35: Zeitverlauf der Verdrillung ¥(z, ¢) in Balkenmitte
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400 - :

--»- Statischer Anteil infolge ¢, (x,t)

—— Quasistatischer Anteil infolge ¢, (z,t)
300 - ——Dynamischer Anteil infolge ¢, (x,t)
== Gesamtes Biegemoment M, (z,t)

;;100; /

0 ACAA N AA A
NN Y Y

t [s]

!
0 1 2

Abb. 3.36: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte

T I
--»- Statischer Anteil infolge ¢, (x,t)
——Quasistatischer Anteil infolge g, (z,t)

0.5 ——Dynamischer Anteil infolge ¢, (x,t)
m— Gesamtes Biegemoment M. (z,t)

M. [kNm]

Abb. 3.37: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte

I
--»- Statischer Anteil infolge g, (z,t)
0.2L —— Quasistatischer Anteil infolge g, (z,t)| |
——Dynamischer Anteil infolge g,(z,t)
— == Gesamtes Wo6lbbimoment M, (x,t)
o 0.15

Abb. 3.38: Zeitverlauf des Wolbbimoments M, (z,t) in Balkenmitte
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1.5 T I
—&—Normalspannung infolge M, (x,t)
-©- Normalspannung infolge M, (z,t)
Normalspannung infolge M (x,t)
A A = Gesamte Normalspannung o, (z,t)
A A A
—_— - P S\ O H ) 4 s
) 1 Q 75 ’0 2 A
E () \ P ()
3] o QO P P
~ é b )N o
Z 4
) )
-4 Q ¢ 3 &
(), () P
L05- o /F \ \ | P ¢ \
S y/ \ v, \ ) P \ | 4
D o N ) 3 ) &
0(\7777’\7777f\7777f7\7777f\7777ﬁ S ——yen OO O /\7777!‘\7777@7777’\7777’)
. A= A4 A= o A A ~ ~ ~ T U A A4 < <
| | | | |
t[s]

Abb. 3.39: Zeitverlauf der Normalspannung o, (x,t) im Querschnittspunkt 4
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3.3.3 Vergleich der Schwingungeantwort zwischen Balken mit

offenem und geschlossenem Querschnitt
x1073

I
= Offener Querschnitt

= (Geschlossener Querschnitt

0 | | | | |

0 1 2 3 4 5 6
¢t [s]
Abb. 3.40: Zeitverlauf der Verschiebung w(z,t) in Balkenmitte
-5
6 x10 ‘
= Offener Querschnitt

AL = Geschlossener Querschnitt |
=l A *
. /\ /\\_//\\_//\\//\\//\\/\ A
910 i

_4 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

¢t [s]
Abb. 3.41: Zeitverlauf der Verschiebung v, (x,t) in Balkenmitte
x1073

|

L = Offener Querschnitt B
4 = (Geschlossener Querschnitt
3L i
> 27

1L A
0= -

| | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Abb. 3.42: Zeitverlauf der Verdrillung ¥(z, ¢) in Balkenmitte
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T
300 -~ = Offener Querschnitt il

= Geschlossener Querschnitt

0 | | | | |
0 1 2 3 4 5) 6
t sl
Abb. 3.43: Zeitverlauf des Biegemoments M, (z,t) in Balkenmitte
|
20 - = Offener Querschnitt B

= Geschlossener Querschnitt

Abb. 3.44: Zeitverlauf des Biegemoments M, (x,t) in Balkenmitte

300 | -
= Offener Querschnitt
= Geschlossener Querschnitt
5200 - i
g
Z,
=5,
5. 100 -
0
| | | | 1
0 1 2 3 4 5) 6

Abb. 3.45: Zeitverlauf des Wolbbimoments M, (z,t) in Balkenmitte
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3 j
= Offener Querschnitt
= Geschlossener Querschnitt

Abb. 3.46: Zeitverlauf der Normalspannung o, (x,t) im Querschnittspunkt 4

Aufgrund der nahezu gleichen Biegesteifigkeit um die y-Achse zwischen den beiden Quer-
schnittsformen ergibt sich ein nahezu identischer Zeitverlauf der vertikalen Verschiebung
wy(x,t) sowie des Biegemoments M, (z,t). Jedoch sind die horizontalen Verschiebungsam-
plituden v (x,t) und die Biegemomentamplituden M, (z,t) bei dem offenen Querschnitt
wesentlich grofler als bei dem geschlossenen Querschnitt, obwohl der offene Querschnitt
groflere Biegesteifigkeit um die z-Achse und Wolbsteifigkeit besitzt. Grund dafir ist der
erhebliche Einfluss der Torsionssteifigkeit auf den komplementéiren dynamischen Anteil
der Schwingungsantwort, wobei die groflere Torsionssteifigkeit des geschlossenen Quer-
schnittes zu kleineren horizontalen Verschiebungsamplituden v, (x,¢) und damit auch zu
kleineren Biegemomentamplituden M, (x,t) fithrt. Besonders grofe Unterschiede zwischen
der Schwingungsantwort des Balkens mit offenem und geschlossenem Querschnitt sind
bei dem Zeitverlauf der Verdrillung ¥(z,t) und des Wolbbimoments M, (z,t) ersichtlich,
da in diesem Fall der Einfluss der Torsionssteifigkeit nicht nur auf den komplementéren
dynamischen Anteil sondern auch auf den statischen und quasistatischen Anteil vorhanden
ist. Wegen der geringen Torsionssteifigkeit des offenen Querschnittes sind sowohl die
Verdrillungsamplituden ¥(z,t) als auch die Wolbbimomentamplituden M, (z,t) wesentlich
grofer als bei dem geschlossenen Querschnitt. AbschlieBend wird die Auswirkung der
Querschnittsform auf die maximale Normalspannung im Balken gezeigt, woraus man erken-
nen kann, dass die grofferen Normalspannungen im Balken mit dem offenen Querschnitt

auftreten.



Kapitel 4

Zusammenfassung

Bei der Analyse der freien und erzwungenen schiefen Biegedrillschwingungen elastischer
kontinuierlicher Trager wurde gezeigt, dass die Losung der gekoppelten partiellen Differen-
tialgleichungen, die mit Hilfe der Modalanalyse gefunden wurde, durch Aufspaltung der
Verformungsgrofien in einen quasistatischen und in einen komplementaren dynamischen
Anteil verbessert werden kann. Damit ist es moglich, den quasistatischen Anteil nach
exakten analytischen Losungen zu berechnen und die Zahl der Reihenglieder bei der
modalen Uberlagerung zu verringern. Der Einfluss der linear viskosen Dampfung an der

Schwingungsantwort wurde mit den modalen Dampfungskoeffizienten (,, beriicksichtigt.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde numerisch untersucht, wie sich die Querschnittsform
auf die Schwingungsantwort eines beidseitig gelenkig gabelgelagerten Balkens auswirkt. Zu
diesem Zweck wurden zwei Querschnittsformen analysiert, ndmlich einer mit offenem und
einer mit geschlossenem diinnwandigen Querschnitt, deren Querschnittsflichen und deren
Tragheitsmomente um die y-Achse fast gleich grof§ sind. Aufgrund dieser Tatsache, dass die
beiden Querschnittsformen annédhernd die gleiche Querschnittsflache besitzen, weist der
Balken sowohl mit dem offenen als auch mit dem geschlossenen Querschnitt anndhernd die
gleiche Masse auf. Im Rahmen dieser Analyse wurden zwei dynamische Lastfille untersucht.
Beim ersten Lastfall handelte es sich um eine impulsartige Einzelkraft in Feldmitte, die den
Balken aus der Ruhelage auslenkte um freie gedampfte Biegedrillschwingungen zu erzeugen.
Die Approximation der komplementéaren dynamischen Schwingungsantwort erfolgte mit
einer und mit acht Eigenfunktionen. Im zweiten Lastfall wurde der Balken durch eine
zeitlich harmonische Streckenlast angeregt. Fiir die Ermittlung der Schwingungsantwort
wurde eine Unterteilung der gesuchten Groflen in den jeweils statischen, quasistatischen und
komplementéren dynamischen Anteil durchgefiithrt, wobei der statische und quasistatische
Anteil mit Hilfe der exakten analytischen Formeln berechnet werden konnte.

Basierend auf den dargestellten Ergebnissen der numerischen Analyse ergibt sich die
signifikante Aussage, dass sich ein geschlossener Querschnitt bei Biegedrillschwingungen

elastischer Balken wesentlich giinstiger im Vergleich zu einem offenen Querschnitt verhélt.
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MATLAB Code 1: Script - Berechnung der elastischen Schwingungsantwort

WITTTITTT Freie und erzwungene Biegedrillschwingungen elastischer Balken YWYOIIT5S%
WITTTSSIIITISITIISS mit offenem oder geschlossenem Querschnitt WIS SITIISITITISSIS

% Galeb EL CHABAAN, 01228538
clear
close all

cle

T70 AINGABEIN T80 sk sk sk sk sk sk sk sk s s sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk 3k s e e ke ke s s sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk ke ke ke s sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok o e e sk ok

% Abmessungen %
1=25; % Laenge [m]
nx=2501; % Anzahl der diskreten Punkte [—]

% Querschnitt %
b=4000; % Breite [nm]
b_F=2500; % Feldbreite [mm)]
t_0G=12; % Obergurtdicke (]
h=1000; % Hoehe [nm]
t_S=10; % Stegdicke (]

b UG=350; % Untergurtbreite (]
t_UG=22; % Untergurtdicke [nm)]

% Materialparameter %
E=21000; % Elastizitaetsmodul [kN/cm™2]
G=8000; % Schubmodul [kN/cm™2]
rho=7850; % Dichte [kg/m™3]
zeta=0.03; % Lehr'sches Daempfungsmass [-]

% Modale Analyse %
N=8; % Anzahl der Eigenfunktionen [—]

% Berechnung: Stabpunkt G %
x G=1/2; % Traegerlaengskoordinate x [m]

% Berechnung: Querschnittspunkt i %
i=4; % siehe Abbildung in "Querschnittswerte.m" [-]

Y% QUERSCHNITTSWERTE [cm] (MATLAB-Funktion) T8 sk sk st s sk siosk sk s sk sk sk ok s sk sk sk ok sk s sk sk sk ok s sk sk sk ok s o sk sk ok
[A,Iy ,Iz ,Io,Iphi,It ,yS,zS,y_i,z_i,phi_i] = Querschnittswerte offen(b,b F,t OG,h,
t_S,b UG,t_UG,i);

%% ORTSVERLAUF DER BELASTUNG T80 s s s s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk 3k 3 3 sk sk ok ok 3k 3 3k sk ok ok sk 3k ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok

% Lastfall 1 — Einzellast %
%

% | P(x,t)

% \

% \Y%

%

% N <P /\

% 1

% |< >|

%

Pz=0; % Einzelkraft in z—Richtung [kN]
xPz=0; % Angriffspunkt [m]

Py=5000; % Einzelkraft in y—Richtung [kN]
xPy=1/2; % Angriffspunkt [m]
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% Lastfall 2 — Gleichlast %
%

%

% T alet)

%

% /\ x1 x2 /\

% 1

% [< >|

%

%

q z=2.1; % Streckenlast in z—Richtung [kN /m]
x1_z=0; % Anfangspunkt der Last [m]

x2_z=1; % Endpunkt der Last [m]

q_y=0; % Streckenlast in y—Richtung [kN /m]
x1_y=0; % Anfangspunkt der Last [m]

x2_y=0; % Endpunkt der Last [m]

% Lastexzentrizitaet %
e_y=0.875; % in y—Richtung [m]

e_z=0; % in z—Richtung [m]

% Massenanteil %
m EG=1; % Eigengewicht des tragenden Querschnittes [—]

m KO=0.2; % Teil des EG — nicht tragende Konstuktion [—]

m LF1=1; % Anteil aus dem Lastfall 1 [—]

% Erdbeschleunigung %
g=10; % in z—Richtung [m/s 2]

% Abstand zwischen Schubmittelpunkt und Massenmittelpunkt %
c_y=20; % in y—Richtung [em]
c_z=40; % in z—Richtung [em]

% %
% Lastverlauf (eintagen "1" fuer Lastfall 1 oder "2" fuer Lastfall 2)

Lastfall=2;

% %

%% ZEITVERLAUF DER BELASTUNG T80 s s s sk s sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk o sk sk s sk ok 3 sk sk sk sk ok s o ok s ok ok s ok ok ke ok ok ke ok ok ok ok ook ok skok ok

t=6;
nt=6001;

% Zeitverlauf 1 — nichtperiodische Anregung

%

% q
% \
% \
% \
% \
% \
% |
% t0
%

t0=0;
t1=0.00001;
t2=0.00099;
t3=0.001;

%

% Zeit

% Anzahl der Zeitpunkte

[s]
(-]

%

% Anfangszeitpunkt
% Anfangszeitpunkt
% Anfangszeitpunkt
% Endzeitpunkt der

der zunehmenden Belastung
der konstanten Belastung
der abnehmenden Belastung
abnehmenden Belastung

%
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% Zeitverlauf 2 — sinusfoermige periodische Anregung %
%

% pO |
70 \
% \
% L/ A\

70 /2 N

% \ / t

% ./

U(J

nu=2%2%pi(); % Erregerkreisfrequenz [rad/s]
p0=0.4; % Belastungsamplitude — Anteil der Lasten [—]

% %

% Zeitverlauf (eintagen "1" fuer Zeitverlauf 1 oder "2" fuer Zeitverlauf 2)

Zeitverlauf=2;
% %

7 BERBECHNUNG: T80 sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk s sk sk sk s sk sk 3k s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok 5k ok ok 5k

% Diskretisierung %
x=linspace (0,1 ,nx); % Traegerlaenge [m]
ti=linspace (0,t,nt); % Zeitliche Diskretisierung [s]

% Torsionsmomente %
mx_z—q_z*e_Yy; % Streckentorzionsmoment infolge q z [kNm/m]
mx_y=—q_y*e_z; % Streckentorzionsmoment infolge q y [kNm/m]
Mx_z=Pzxe_y; % Einzeltorsionsmoment infolge Pz [kNm]|
Mx_y—=DPyx*e_z; % Einzeltorsionsmoment infolge Py [kNm]|

% Zeitverlauf der Belastung (MATLAB-Funktion) %

[qt] = Belastung Zeitverlauf(ti,t0,t1,t2,t3,p0,nu, Zeitverlauf);
T MODALE ANALYSE T80 s sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk ke ke sk sk sk ok ok s ke ok sk sk ok ok s ke ok sk sk ok ok s sk ok ok sk ok ok sk ke ok ok ok sk ok ok

for n=1:N
Toc=Io /Atc_y 2+c_z"2;
m=(m_FGtm _KO)*rho*A/1074+m_LFlxq_z+1073/g;
lambda(n,:)=nxpi()/1;
OMEGA_w2(n,:)=lambda(n) 4*E+Iy/m/10;
OMEGA v2(n,:)=lambda(n) 4*ExIz/m/10;
OMEGA _theta2(n,:)=lambda(n) "2 (E+Iphi*lambda(n)~2/104+G*It «1073) /(m+Ioc);

if (c_z==0 & c_y==0)
error ('c_z=0 und c¢_y=0 ——> keine Biegedrillschwingungen!!!")
elseif c_z==0
kO (n,:)=OMECGA_w2(n)*OMEGA_theta2(n) ;
kl(n,:)=—(OMEGA_w2(n)+OMEGA_theta2(n));
k2(n,:)=l-c_y 2/loc;
k(n,:)=[k2(n) kl(n) kO(n)];
elseif c_y==0
kO (n,:)=OMEGA_v2(n)+«OMEGA__theta2(n) ;
kl(n,:)=—(OMEGA_v2(n)+OMEGA_ theta2(n)) ;
k2(n,:)=l-c_z"2/loc;
k(n,:)=[k2(n) kl(n) kO(n)];
else
kO (n,:)=0OMEGA w2(n)+OMEGA v2(n)*OMEGA _theta2(n) ;
kl(n,:)=—(OMEGA w2(n)+*OMEGA v2(n)+OMEGA w2(n)+*OMEGA_ theta2(n)+OMEGA v2(n)x*
OMEGA_ theta2(n) ) ;
k2 (n,:)=0OMEGA w2(n)+OMEGA v2(n)+OMEGA_theta2(n)—(c_y 2*OMEGA v2(n)+c_z~ 2x
OMEGA w2(n))/Ioc;
k3(n,:)=(c_y 2+c_z"2)/loc—1;
k(n,:)=[k3(n) k2(n) kl(n) kO(n)];

end
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omega(n,:)=sqrt (roots (k(n,:)));
omega_D(n,:)=omega(n,:)*sqrt(l—zeta”2);
f D(n,:)=omega D(n,:) /(2xpi());

KJ(n,:)=omega(n,:). 2%c_y/1072./(OMEGA w2(n,:)—omega(n,:) . 2);
HJ(n,:)=—omega(n,:). 2xc_z/10"2./(OMEGA_v2(n,:)—omega(n,:) . 2);
J(n,:)=sqrt (2./(1*(KJ(n,:) .«(KJ(n,:)+2%c_y/1072)4HJ(n,:) .x(HJ(n,:)—

—2%c_z/1072)+loc /1074)));
K(n,:)=KJ(n,:).xJ(n,:);
H(n,:)=HJ(n,:) .*«J(n,:);

Phi=Q(n,x) K(n,:)*sin (lambda(n)=*x);
Chi=Q(n,x) H(n,:)*sin (lambda(n)*x);
Psi=Q@Q(n,x) J(n,:)*sin (lambda(n)x*x);

Phi_xx=Q(n,x) —K(n,:)*lambda(n) 2xsin (lambda(n)x*x) ;
Chi_xx=@(n,x) —H(n,:)*lambda(n) " 2*sin (lambda(n)*x);
Psi_xx=Q@(n,x) —J(n,:)*lambda(n) 2*sin (lambda(n)=*x) ;

I _Phi(n,:)=integral(Q(x)P

I_Chi(n,:)=integral (@Q(x)Chi(n,x) ,x1_y,x2_y, 'ArrayValued', true);
I_Psi_z(n,:)=integral(@Q(x)Psi(n,x),x1_z,x2_z, ' ArrayValued', true);
I Psi_y(n,:)=integral(@Q(x

hi(n,x),x1_z,x2_z, 'ArrayValued' true);

)Psi(n,x) ,x1_y,x2_y, 'ArrayValued ', true);

if (c_z~=0 & c_y~=0)
YD(n,:,1)=[0 0 0];
YDp(n,:,1)=[0 0 0];
else
YD(n,:,1)=[0 0];
YDp(n,:,1)=[0 0];
end
w_Smod(n,1
w_Dmod(n,1
v_Smod(n,1

theta__ Dmod
My_Smod(n,
My_Dmod(n,
Mz Smod(n,
Mz_Dmod(n,
Mphi_Smod (n )=0;
Mphi_ Dmod(n 1) =0;
dq _t(n,1)=0;

o+
=
)
o+
99
‘a”
o
D.
- == )—lf\/\vvvv

a=2;
while (1)
dt (n,a)=ti(a)—ti(a—1);
Jnp(n,:)=exp(—zeta*xomega(n,:)*dt(n,a)).*(cos(omega D(n,:)*dt(n,a))+
+omega(n,:) /omega D(n,:)*zetaxsin (omega D(n,:)*dt(n,a)))—1;
Jn(n,:)=1./omega_D(n,:) .xexp(—zetaxomega(n,:)*dt(n,a)).+sin (omega_D(n
xdt (n,a));
Dn(n,:)=(2+«zetatexp(—zetaxomega(n,:)*dt(n,a)).*(omega(n,:)./omega_D(n,

B
D) Lk

xsin (omega_D(n,:)*dt(n,a))*(1—2%zeta " 2)—2*zetaxcos (omega_D(n,:) x

*dt(n,a))))./(omega(n,:)=*dt(n,a));
Jpnp (n,:)=exp(—zetaxomega(n,:)*dt(n,a)).x(—omega(n,:)."2/omega_D(n,:) .x
xzeta 2—omega_D(n,:) ) .*sin (omega_D(n,:)*dt(n,a));
Jpn(n,:)=exp(—zetaxomega(n,:)*dt(n,a)).*(cos(omega(n,:)=*dt(n,a))—
—omega(n,:) /omega_D(n,:)*zeta*sin (omega_D(n,:)*dt(n,a)))—1;
bn(n,:)=zetax*(2+xomega_D(n,:)./omega(n,:)—omega(n,:)./omega_D(n,:) *
*(1—2%zeta"2));
Dnp(n,:)=(exp(—zeta*omega(n,:)*dt(n,a)).*(cos(omega_D(n,:)*dt(n,a))+
+bn(n,:) .*sin (omega D(n,:)*dt(n,a)))—1)/dt(n,a);
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if Zeitverlauf==

if Lastfall==1

else

end

Pg(n,:)=Phi(n,xPz)*Pz+Chi(n,xPy)*Py+Psi(n,xPz)«Mx_ =zt
+Psi(n,xPy)*Mx_y;

Pg(n,:)=I_Phi(n,:)*q_z+I_Chi(n,:)*q_y+I_Psi_z(n,:) *mx_zt+
+I _Psi_y(n,:)*mx y;

if ti(a)<=tl

dq t(n,a)=(ti(a)—ti(a—1))./(t1—t0);

% Berechnung der quasistatischen Antwort

dYS(n,:,a)=Pg(n,:)*dq_t(n,a)./(mromega(n,:) . 2)*x10"3;

dwS(n,: ,a)=Phi(n,x _G).*dYS(n,: ,a);
w_Smod(n,a)=w_Smod(n,a—1)+sum(dwS(n,: ,a));

dvS(n,:,a)=Chi(n,x G).*xdYS(n,:,a);
v_Smod(n,a)=v_Smod(n,a—1)+sum(dvS(n,: ,a));

dthetaS(n,:,a)=Psi(n,x G).xdYS(n,:,a);
theta_Smod (n,a)=theta_Smod(n,a—1)+sum(dthetaS(n,: ,a));

dMy S(n,:,a)=Phi xx(n,x G).*xExIy.xdYS(n,:,a)/1074;
My Smod(n,a)=My_Smod(n,a—1)+sum(dMy_S(n,:,a));

dMz_S(n,:,a)=—Chi_xx(n,x G).*ExIz.xdYS(n,:,a)/1074;
Mz _Smod(n,a)=Mz Smod(n,a—1)+sum(dMz_ S(n,:,a));

dMphi_S(n,:,a)=Psi_xx(n,x G).*ExIphi.*dYS(n,:,a)/1078;
Mphi_Smod(n,a)=Mphi Smod(n,a—1)+sum(dMphi S(n,:,a));

% Berechnung der komplmentaeren dynamischen Antwort
dYD(n,: ,a)=Jnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m+xomega(n,:)."2/1073) .«Dn(n,:) .*Pg(n,:)*xdq_t(n,a);
dYDp(n,: ,a)=Jpnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jpn(n,:) .*xYDp(n,: ,a—1)—
—1./(mxomega(n,:)."2/1073) .#Dnp(n,:) .*Pg(n,:)*dq_t(n,a);
YD(n,:,a)=YD(n,: ,a—1)+dYD(n,: ,a);
YDp(n,:,a)=YDp(n,: ,a—1)+dYDp(n,: ,a);

dwD(n,:,a)=Phi(n,x _G).xdYD(n,: ,a);
w_Dmod(n,a)=w_Dmod(n,a—1)4+sum(dwD(n,: ,a));

dvD(n,:,a)=Chi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
v_Dmod(n,a)=v_Dmod(n,a—1)+sum(dvD(n,: ,a));

dthetaD (n,: ,a)=Psi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
theta_ Dmod (n,a)=theta_Dmod(n,a—1)+sum(dthetaD (n,: ,a));

dMy_D(n,: ,a)=Phi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*ExIy/1074;
My_Dmod(n,a)=My_Dmod(n,a—1)+sum(dMy_D(n,: ,a));

dMz D(n,:,a)=Chi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*ExIz/1074;
Mz Dmod(n,a)=Mz Dmod(n,a—1)+sum(dMz D(n,: ,a));

dMphi_D(n,: ,a)=Psi_xx(n,x_G).*xdYD(n,: ,a)*E+Iphi/1078;
Mphi_Dmod (n,a)=Mphi Dmod(n,a—1)+sum(dMphi D(n,:,a));
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elseif (ti(a)<=t2 & ti(a)>tl)

elseif (ti(a)<=t3 & ti(a)>t2)

dq_t(n,a)=0;

% Berechnung der quasistatischen Antwort
w_Smod(n,a)=w_Smod(n,a—1);
v_Smod(n,a)=v_Smod(n,a—1);

theta_ Smod(n,a)=theta_Smod(n,a—1);

My Smod(n,a)=My Smod(n,a—1);
Mz_Smod(n,a)=Mz Smod(n,a—1);

Mphi Smod(n,a)=Mphi Smod(n,a—1);

% Berechnung der komplmentaeren dynamischen Antwort
dYD(n,:,a)=Jnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m+omega(n,:)."2/1073) .«Dn(n,:) .*Pg(n,:)*xdq_t(n,a);
dYDp(n,: ,a)=Jpnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jpn(n,:) .*xYDp(n,: ,a—1)—
—1./(mxomega(n,:)."2/1073) .«Dnp(n,:) .*Pg(n,:)*xdq_t(n,a);
YD(n,:,a)=YD(n,: ,a—1)+dYD(n,: ,a);
YDp(n,:,a)=YDp(n,: ,a—1)+dYDp(n,: ,a);

dwD(n,: ,a)=Phi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
w_Dmod(n,a)=w_Dmod(n,a—1)+sum(dwD(n,: ,a));

dvD(n,:,a)=Chi(n,x G).*dYD(n,:,a);
v_Dmod(n,a)=v_Dmod(n,a—1)+sum(dvD(n,: ,a));

dthetaD (n,: ,a)=Psi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
theta_ Dmod (n,a)=theta_Dmod(n,a—1)+sum(dthetaD (n,: ,a));

dMy D(n,:,a)=Phi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*ExIy/1074;
My_Dmod(n,a)=My_Dmod(n,a—1)+sum(dMy_D(n,: ,a));

dMz D(n,: ,a)=—Chi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*ExIz/1074;
Mz Dmod(n,a)=Mz Dmod(n,a—1)+sum(dMz D(n,: ,a));

dMphi_D(n,:,a)=Psi_xx(n,x_G).*xdYD(n,: ,a)*E+Iphi/1078;
Mphi_Dmod(n,a)=Mphi_Dmod(n,a—1)+sum(dMphi_D(n,: ,a));

dg _t(n,a)=(ti(a—1)—ti(a))/(t3—t2);

% Berechnung der quasistatischen Antwort
dYS(n,: ,a)=Pg(n,:)*dq_t(n,a)./(mromega(n,:). 2)*10"3;

dwS(n,:,a)=Phi(n,x G).*dYS(n,:,a);
w_Smod(n,a)=w_Smod(n,a—1)+sum(dwS(n,:,a));

dvS(n,:,a)=Chi(n,x G).xdYS(n,: ,a);
v_Smod(n,a)=v_Smod(n,a—1)+sum(dvS(n,: ,a));

dthetaS(n,:,a)=Psi(n,x G).*dYS(n,:,a);
theta_Smod (n,a)=theta_Smod(n,a—1)+sum(dthetaS(n,: ,a));

dMy_S(n,:,a)=Phi_xx(n,x G).*xExly.xdYS(n,:,a)/1074;
My_Smod(n,a)=My_Smod(n,a—1)+sum(dMy_S(n,: ,a));

dMz_S(n,:,a)=Chi_xx(n,x_G).*xExIz.xdYS(n,:,a)/1074;
Mz Smod(n,a)=Mz Smod(n,a—1)+sum(dMz S(n,:,a));

dMphi_S(n,: ,a)=Psi_xx(n,x_G).*ExIphi.*dYS(n,:,a)/1078;
Mphi Smod(n,a)=Mphi Smod(n,a—1)+sum(dMphi S(n,:,a));
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% Berechnung der komplmentaeren dynamischen Antwort
dYD(n,:,a)=Jnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(mxomega(n,:)."2/1073).%Dn(n,:) .*Pg(n,:)*dq_t(n,a);
dYDp(n,: ,a)=Jpnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jpn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m+omega(n,:).72/1073) .«Dnp(n,:) .*Pg(n,:)*dq_t(n,a);
YD(n,:,a)=YD(n,: ,a—1)+dYD(n,: ,a);
YDp(n,:,a)=YDp(n,: ,a—1)+dYDp(n,: ,a);

dwD(n,:,a)=Phi(n,x G).xdYD(n,:,a);
w_Dmod(n,a)=w_Dmod(n,a—1)+sum(dwD(n,: ,a));

dvD(n,:,a)=Chi(n,x G).*dYD(n,:,a);
v_Dmod(n,a)=v_Dmod(n,a—1)+sum(dvD(n,: ,a));

dthetaD (n,:,a)=Psi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
theta_ Dmod (n,a)=theta_ Dmod(n,a—1)+sum(dthetaD (n,: ,a));

dMy_D(n,:,a)=Phi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*Exly/1074;
My_Dmod(n,a)=My Dmod(n,a—1)+sum(dMy_D(n,: ,a));

dMz D(n,:,a)=Chi_xx(n,x G).*dYD(n,: ,a)*ExIz/1074;
Mz_Dmod(n,a)=Mz_Dmod(n,a—1)+sum(dMz_D(n,: ,a));

dMphi D(n,:,a)=Psi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*E«Iphi/1078;
Mphi_Dmod(n,a)=Mphi_Dmod(n,a—1)+sum(dMphi_D(n,: ,a));

elseif ti(a)>t3
dg t(n,a)=0;

% Berechnung der quasistatischen Antwort
dYS(n,: ,a)=Pg(n,:)*dq_t(n,a)./(mromega(n,:) . 2)*10"3;

dwS(n,:,a)=Phi(n,x G).*xdYS(n,:,a);
w_Smod(n,a)=w_Smod(n,a—1)+sum(dwS(n,: ,a));

dvS(n,:,a)=Chi(n,x G).*dYS(n,:,a);
v_Smod(n,a)=v_Smod(n,a—1)+sum(dvS(n,: ,a));

dthetaS(n,:,a)=Psi(n,x G).*dYS(n,:,a);
theta Smod(n,a)=theta Smod(n,a—1)+sum(dthetaS(n,:,a));

dMy_S(n,: ,a)=Phi_xx(n,x_G).xE+ly.xdYS(n,:,a)/1074;
My Smod(n,a)=My Smod(n,a—1)+sum(dMy_S(n,:,a));

dMz_S(n,: ,a)=Chi_xx(n,x_G).*xExIz.xdYS(n,: ,a)/1074;
Mz_Smod(n,a)=Mz Smod(n,a—1)+sum(dMz_S(n,:,a));

dMphi_S(n,: ,a)=Psi_xx(n,x_G).*E«xIphi.*dYS(n,:,a)/1078;
Mphi_ Smod (n,a)=Mphi_Smod(n,a—1)+sum(dMphi_ S(n,:,a));

% Berechnung der komplmentaeren dynamischen Antwort
dYD(n,:,a)=Jnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m*xomega(n,:)."2/1073).«Dn(n,:) .*xPg(n,:)*dq_t(n,a);
dYDp(n,: ,a)=Jpnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jpn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m+xomega(n,:)."2/1073) .«Dnp(n,:) .*Pg(n,:)*dq_t(n,a);
YD(n,:,a)=YD(n,: ,a—1)+dYD(n,: ,a);
YDp(n,:,a)=YDp(n,:,a—1)+dYDp(n,: ,a);

dwD(n,:,a)=Phi(n,x G).*dYD(n,:,a);
w_Dmod(n,a)=w_Dmod(n,a—1)+sum(dwD(n,: ,a));
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dvD(n,:,a)=Chi(n,x G).*xdYD(n,:,a);
v_Dmod(n,a)=v_Dmod(n,a—1)+sum(dvD(n,: ,a));

dthetaD (n,: ,a)=Psi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
theta_ Dmod (n,a)=theta_Dmod(n,a—1)+sum(dthetaD (n,: ,a));

dMy_D(n,: ,a)=Phi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*ExIy/1074;
My_Dmod(n,a)=My_Dmod(n,a—1)+sum(dMy_D(n,: ,a));

dMz D(n,:,a)=Chi_xx(n,x G).*dYD(n,: ,a)*ExIz/1074;
Mz_Dmod(n,a)=Mz_Dmod(n,a—1)+sum(dMz_D(n,: ,a));

dMphi_D(n,:,a)=Psi_xx(n,x_G).*xdYD(n,:,a)*E«+Iphi/1078;
Mphi Dmod (n,a)=Mphi Dmod(n,a—1)+sum(dMphi D(n,:,a));

end

elseif Zeitverlauf==2

if Lastfall==

Pg(n,:)=Phi(n,xPz)*Pzxp0+Chi(n,xPy)*Py+*p0+Psi(n,xPz)«Mx_zxp0+
+Psi(n,xPy)*Mx_y*p0;
else

Pg(n,:)=I_Phi(n,:)*q _z*p0+I_ Chi(n,:)*q_y*p0+I_Psi z(n,:)*mx zxp0+
+I_Psi_y(n,:)*mx y*p0;
end

dq_t(n,a)=qt(a)—qt(a—1);

% Berechnung der quasistatischen Antwort
dYS(n,: ,a)=Pg(n,:)*dq_t(n,a)./(mtomega(n,:) . 2)x10"3;

dwS(n,:,a)=Phi(n,x G).*dYS(n,:,a);
w_Smod(n,a)=w_Smod(n,a—1)+sum(dwS(n,: ,a));

dvS(n,:,a)=Chi(n,x G).*dYS(n,:,a);
v_Smod(n,a)=v_Smod(n,a—1)+sum(dvS(n,: ,a));

dthetaS(n,:,a)=Psi(n,x G).*dYS(n,:,a);
theta Smod(n,a)=theta Smod(n,a—1)+sum(dthetaS(n,:,a));

dMy_S(n,: ,a)=Phi_xx(n,x_G).xE+xIly.+dYS(n,: ,a)/1074;
My Smod(n,a)=My_Smod(n,a—1)+sum(dMy_S(n,: ,a));

dMz_S(n,: ,a)=Chi_xx(n,x_G).xE+xIz.+dYS(n,: ,a)/1074;
Mz_Smod(n,a)=Mz Smod(n,a—1)+sum(dMz_S(n,: ,a));

dMphi_S(n,:,a)=Psi_xx(n,x_G).*ExIphi.*dYS(n,: ,a)/1078;
Mphi_Smod (n,a)=Mphi_Smod(n,a—1)+sum(dMphi S(n,:,a));

% Berechnung der komplmentaeren dynamischen Antwort
dYD(n,:,a)=Jnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m+omega(n,:)."2/1073) .«Dn(n,:) .*Pg(n,:)*dq_t(n,a);
dYDp(n,: ,a)=Jpnp(n,:) .*YD(n,: ,a—1)+Jpn(n,:) .*YDp(n,: ,a—1)—
—1./(m+xomega(n,:)."72/1073).«Dnp(n,:) .«xPg(n,:)*dq_t(n,a);
YD(n,:,a)=YD(n,: ,a—1)+dYD(n,: ,a);
YDp(n,: ,a)=YDp(n,: ,a—1)+dYDp(n,: ,a);
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dwD(n,:,a)=Phi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
w_Dmod(n,a)=w_Dmod(n,a—1)+sum(dwD(n,: ,a));

dvD(n,:,a)=Chi(n,x G).*dYD(n,:,a);
v_Dmod(n,a)=v_Dmod(n,a—1)+sum(dvD(n,: ,a));

dthetaD (n,: ,a)=Psi(n,x G).*dYD(n,: ,a);
theta_Dmod (n,a)=theta_Dmod (n,a—1)+sum(dthetaD (n,: ,a));

dMy D(n,:,a)=Phi_xx(n,x G).*dYD(n,:,a)*ExIy/1074;
My_Dmod(n,a)=My_Dmod(n,a—1)+sum(dMy_D(n,: ,a));

dMz D(n,: ,a)=Chi_xx(n,x G).*xdYD(n,:,a)*ExIz/1074;
Mz Dmod(n,a)=Mz Dmod(n,a—1)+sum(dMz D(n,:,a));

dMphi_D(n,:,a)=Psi_xx(n,x_G).*xdYD(n,: ,a)«E«Iphi/1078;
Mphi_Dmod (n, a)=Mphi_Dmod(n,a—1)+sum(dMphi_D(n,: ,a));

end
if ti(a)>=t, break, end
a=a-+1;
end
end

w_STATmod=sum (w_Smod, 1) ;
w_DYN=sum (w_Dmod, 1) ;

v_STATmod=sum (v_Smod, 1) ;
v_DYN=sum (v_Dmod, 1) ;

theta STATmod=sum (theta_Smod,1) ;
theta DYN=sum (theta_Dmod,1) ;

My STATmod=sum (My_Smod, 1) ;
My_DYN=sum (My_Dmod, 1) ;

Mz STATmod=sum (Mz_ Smod, 1) ;
Mz_DYN=sum (Mz_Dmod, 1) ;

Mphi_ STATmod=sum (Mphi_ Smod, 1) ;
Mphi DYN=sum (Mphi Dmod, 1) ;

Sigma,_ My_STATmod_1EF=My_Smod (1 ,:)*z_i/Iy*10;

Sigma Mz STATmod 1EF=Mz Smod (1 ,:)*y i/Iz*10;

Sigma_ Mphi_ STATmod_1EF=Mphi_Smod (1 ,:)*phi_i/Iphi*x1072;

Sigma,_ STATmod_1EF=Sigma_ My STATmod_1EF+Sigma_ Mz STATmod_1EF+Sigma_Mphi_STATmod_ 1EF;

Sigma_ My DYN_1EF=My Dmod(1,:)*z_i/Iy*10;

Sigma_ Mz_DYN_1EF=Mz_Dmod (1 ,:)*y_i/1zx10;

Sigma_ Mphi DYN_1EF=Mphi Dmod (1 ,:)*phi_i/Iphi*1072;

Sigma_ DYN__1EF=Sigma, My_ DYN_ 1EF+4Sigma,_ Mz_DYN_ 1EF+Sigma_ Mphi_ DYN_ 1EF;

Sigma,_ My STATmod=My STATmod*z_i/Iy*10;

Sigma_ Mz_STATmod=Mz_STATmod*y_i/I1z%10;

Sigma_ Mphi_ STATmod=Mphi_STATmod*phi_i/Iphi*1072;

Sigma_ STATmod=Sigma_ My STATmod+Sigma_Mz_STATmod+Sigma_ Mphi_ STATmod ;

Sigma_ My DYN=My DYNxz_i/Iy x10;

Sigma_ Mz DYN=Mz DYNxy i/Izx10;

Sigma_ Mphi_ DYN=Mphi DYNs*phi_i/Iphi*1072;
Sigma_DYN=Sigma My DYN+Sigma_ Mz DYN+Sigma_Mphi_ DYN;
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%Yo ANALOGIE ZUM BIEGETRAEGER MIT LAENGSZUGKRAFT NACH THEORIE II. ORDNUNG Y% s sk sk sk sk
% MATLAB-Function: "Quasistatisch_exakt.m"

[w_stat_I,w_stat_II,v_stat_I,v_stat_II , My_stat_I,My_stat_II,Mz_stat_I,Mz_stat_II|] =
Quasistatisch _exakt (E,G,Iy,Iz,Iphi,It,l,x,q z,q9 y,mx z,mx y,xl z,x2 z,xl y,x2 y,Pz,
Py,Mx_z,Mx_y,xPz,xPy, Lastfall);

j=x_G/lx(nx—1)+1;

if Zeitverlauf==1

w_STATex=w_stat_I(j)*qt;
v_STATex=v_stat_I(j)=*qt;

theta_w_ STATex=w_stat_II(j)*qt;
theta_v_STATex=v_stat_II(j)*qt;

theta_ STATex=theta_w_ STATex+theta_v_STATex;
My STATex=My_stat_I(j)*qt;

Mz STATex=Mz_stat_ I(j)=*qt;

Mphi_ STATex=(My_stat_II(j)+Mz_stat_II(j))*qt;

elseif Zeitverlauf==
if po==1
SK=zeros (1,numel (ti));
elseif p0>=0 && p0<1
SK=ones (1,numel(ti));
end

w_STATex=w_stat_I(j)=*SK;
v_STATex=v_stat_I(j)=SK;
theta_w_STATex=w_stat__II(j).*SK;

theta _v__STATex=v_stat_II(j).*SK;

theta_ STATex=theta_w_ STATex+theta_v_STATex;
My STATex=My stat_ I(j)=*SK;
Mz_STATex=Mz_stat_I(j)=*SK;

Mphi STATex=(My_stat_II(j)+Mz_stat_ II(j))=*SK;

w_p0_STATex=w_stat_I(j)*pO*qt;
v_p0_STATex=v_stat_I(j)*p0*qt;

theta w_p0_STATex=w_stat_ II(j)*pO*qt;
theta_v_p0_STATex=v_stat_II(j)*p0xqt;
theta_p0_STATex=theta_w_p0_STATex+theta_v_p0_STATex;
My p0_STATex=My_stat_I(j)*pO*qt;
Mz_p0_STATex=Mz_stat_I(j)*pO*xqt;
Mphi_p0_STATex=(My_stat_II(j)+Mz_stat_II(j))*p0*qt;

Sigma_ My_p0_STATex=My_p0_STATexxz_i/Iyx10;

Sigma_ Mz_ p0_STATex=Mz_p0_STATexxy_i/1zx10;
Sigma_Mphi_p0_STATex=Mphi_p0_ STATexxphi_ i/Iphi*1072;

Sigma_ p0_ STATex=Sigma_My_p0_STATex+Sigma Mz p0_STATex+Sigma_Mphi p0_ STATex;

end

Sigma_ My_STATex=My_STATex*z__i/Ily x10;

Sigma,_ Mz STATex=Mz STATexxy i/I1z%10;

Sigma_ Mphi_ STATex=Mphi_STATex*phi_i/Iphi*1072;

Sigma_ STATex=Sigma_ My STATex+Sigma_Mz_STATex+Sigma_ Mphi_ STATex;
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if Zeitverlauf==1

% Modale Entwicklung

w_modal 1EF=w_Smod (1 ,:)+w_Dmod(1,:);

v_modal_ 1EF=v_Smod (1 ,:)4v_Dmod(1,:);

theta__modal 1EF=theta_ Smod (1 ,:)+theta Dmod (1 ,:);

My modal 1EF=My Smod (1 ,:)+My Dmod(1,:);

Mz_modal 1EF=Mz_ Smod (1 ,:)+Mz Dmod(1,:) ;

Mphi modal 1EF=Mphi Smod (1 ,:)+Mphi Dmod(1,:) ;

Sigma_ My _modal_1EF=Sigma_ My STATmod 1EF+Sigma My DYN_ 1EF;
Sigma_ Mz_modal_1EF=Sigma_Mz_STATmod_1EF+Sigma_Mz DYN_ 1EF;
Sigma_ Mphi_modal 1EF=Sigma_Mphi_STATmod_ 1EF+Sigma Mphi_ DYN_1EF;
Sigma_ modal_1EF=Sigma_STATmod_1EF+Sigma_DYN_1EF;

w_ modal=w_ STATmod+w_DYN;

v_modal=v_ STATmod+v_DYN;

theta_modal=theta_ STATmod+theta_ DYN;
My__modal=My_STATmodMy_DYN;

Mz_ modal=Mz_STATmod+Mz DYN;
Mphi__modal=Mphi_STATmod+Mphi DYN;

Sigma_ My modal=Sigma_ My STATmod+Sigma_ My DYN;
Sigma_ Mz_ modal=Sigma_ Mz STATmod+Sigma_ Mz_DYN;
Sigma_ Mphi_modal=Sigma_ Mphi_STATmod+Sigma_Mphi DYN;
Sigma_ modal=Sigma_ STATmod+Sigma_DYN;

% Quasistatischer Anteil — exakt

w_exakt 1EF=w_STATex+w_ Dmod (1 ,:) ;
v_exakt_1EF=v_STATex+v_Dmod(1,:) ;
theta__exakt__1EF=theta_STATex+theta_Dmod (1 ,:) ;

My _exakt 1EF=My STATex+My Dmod(1,:) ;
Mz_exakt_1EF=Mz_STATex+Mz Dmod (1 ,:) ;

Mphi__exakt_ 1EF=Mphi_STATex+Mphi_Dmod (1 ,:) ;

Sigma_ My_exakt 1EF=Sigma My STATex+Sigma My DYN_1EF;
Sigma_ Mz_ exakt_1EF=Sigma_ Mz STATex+Sigma Mz DYN_1EF;
Sigma_ Mphi_ exakt_ 1EF=Sigma_ Mphi_ STATex+Sigma_Mphi_ DYN_ 1EF;
Sigma_ exakt_ 1EF=Sigma_ STATex+Sigma_ DYN_ 1EF;

w__exakt=w_STATex+w DYN;

v__exakt=v_STATex+v_DYN;

theta__exakt=theta_ STATex+theta_ DYN;
My__exakt=My_STATextMy_ DYN;

Mz_ exakt=Mz_ STATextMz DYN;

Mphi_ exakt=Mphi_ STATex+Mphi DYN;

Sigma_ My_ exakt=Sigma_My_STATex+Sigma_My_ DYN;

Sigma_ Mz__exakt=Sigma_ Mz_ STATex+Sigma_Mz_DYN;
Sigma_ Mphi__exakt=Sigma_Mphi_STATex+Sigma_Mphi_ DYN;
Sigma__exakt=Sigma_ STATex+Sigma_DYN;

elseif Zeitverlauf==2

w=w_ STAText+w_p0_STATextw_DYN;

v=v_ STAText+v_p0_STATextv_DYN;

theta=theta_STATex+theta p0_STATex+theta DYN;

My=My_STATex+My_ p0_STATextMy DYN;
Mz=Mz_STATex+Mz_p0_STATextMz DYN;
Mphi=Mphi_STATex+Mphi_p0_STATex+Mphi_ DYN;

Sigma_ My=Sigma_My_ STATex+Sigma_My_ p0_STATex+Sigma My DYN;

Sigma_ Mz=Sigma_ Mz STATex+Sigma_Mz_p0_STATex+Sigma_ Mz DYN;

Sigma_ Mphi=Sigma_ Mphi_STATex+Sigma_Mphi_p0_STATex+Sigma_Mphi DYN;
Sigma=Sigma_ STATex+Sigma_p0_STATex+Sigma DYN;

end

9570 AUFSUMMIERIUNG. sk sk sk sk sk sk sk 3k 3 5 sk sk ok 3k 3k 3 3k sk sk ok sk 3k 3k ok sk sk ok sk sk ke ok sk sk ok sk sk ke ok sk sk ok ok ke sk ok ok sk ok sk ke s ok ok sk ok ok ok sk ke ok ok ok ok ok sk ok ok




Anhang

68
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if (m LF1~=0 && x1_z~=0)

|| (m_LF1~=0 && x2_z~=1)

error ('m_LF1-=0 & x1_z~=0 & x2_z~=1 ———> keine kontinuierliche Masse LF1');
end
if po>1

error ('p0>1 ——> Anfangsbedingung anpassen!!!');
end

T AINZEIGE T80 s s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk 3k 3k ke sk sk ok sk sk ke ok sk sk ok sk sk ke ok st sk ok sk sk ke ok s sk sk ok sk e ke ok sk sk ok ok e ke ok sk sk ok ok s ke ok ok sk ok ok sk s ok ok ok sk ok ok

% Materialparameter %

materialparameter .E=E; materialparameter .G=G;

materialparameter.rho=rho; materialparameter.zeta=zeta;

% Querschnittswerte %

querschnittswerte .A=A; querschnittswerte . Iy=Iy;

querschnittswerte . Iz=Iz; querschnittswerte .lo=lo;

querschnittswerte.Iphi=Iphi; querschnittswerte . It=It;

querschnittswerte .yS=yS; querschnittswerte .zS=zS;

querschnittswerte.y_i=y_i; querschnittswerte.z_i=z_i;

querschnittswerte.phi_i=phi_i;

% Ergebnisse der quasistatischen Anteile %

disp ([ 'x = ",num?2str(x(j)),"' m'])

disp ([ 'w_stat I = ",num?2str (w_stat_I(j)),"' m'])

disp ([ 'v_stat I = ",num2str(v_stat_I(j)),"' m'])

disp ([ 'theta = ",num?2str (w_stat_ II(j)),"' -'1)

disp ([ "My _stat = ",num?2str (My_stat_I(j)),"' kNm'])

disp ([ "Mz_stat = " num?2str (Mz_stat_I(j)),"' kNm'])

disp ([ "Mphi_ stat = ",num?2str (My_stat_ II(j)+Mz_stat II(j)),' kKNm™2'])

disp ([ 'Sigma max= ' ,num2str (max(Sigma)) , ' kN/cm™2'])

disp ([ 'Sigma min= " ,num?2str (min (Sigma)) , ' kN/cm™2'])
MATLAB Code 2: Funktion - Zeitverlauf der Belastung

function [qt] = Belastung Zeitverlauf(ti,t0,t1,t2,t3,90,nu, Zeitverlauf)

if Zeitverlauf==

for i=1l:length (ti)
if (ti(i)>=t0 & ti(i)<tl)
qt (1)=(ti(i)—t0)./(t1-t0);
elseif (ti(i)>=tl & ti(i)<=t2)
qt (1) =1;
elseif (ti(i)>t2 & ti(i)<=t3)
qt (1)=(t3—ti(i))./(t3-t2);
else
qt (1) =0;
end
end

elseif Zeitverlauf==2
qt=sin (nuxti);

end

end
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MATLAB Code 3: Funktion - Analytische Berechnung der quasistatischen Anteile

function [Wﬁstatil ,w_stat_II ,v_stat_I,v_stat_II , My_stat_I,My_stat_II, Mz_stat_1I,
Mz_stat_II] = Quasistatisch_exakt(E,G,1y,Iz,Iphi,It,]l,x,q z,q y,mx 2z,
mx_y,x1_z,x2_z,x1_y,x2_y,Pz,Py ,Mx_z,Mx_y,xPz,xPy, Lastfall)

% Berechnung der Verschiebungs— und Schnittgroessen nach Theorie I. und II. Ordnung

epsilon=lx*sqrt (G«It /(ExIphi))*10"2;
if Lastfall==
for j=1l:length(x)
xi(§)=x(j)/1;
xi_q(j)=1-xi(j);
alpha_z=xPz/1;

alpha_ zq=l—alpha_z;

if x(j)<xPz
w_stat_I(j)=alpha_zq*xi(]j)/6+(1—alpha_zq 2—xi(j) 2)*Pzx173/(Exly/1074);

w_stat_II(j)=(alpha_zq*xi(j)—sinh(epsilon=*alpha_zq)*sinh (epsilonxxi(j))/
/(epsilon*sinh (epsilon)))*Mx_zx1/(GxIt /1074);

My_stat_I(j)=alpha_zq*xi(j)*Pzxl;

My_stat_II(j)=(sinh (epsilon*alpha zq)s*sinh (epsilonxxi(j))/
/(epsilon#*sinh (epsilon)))*Mx_zx*];

else

w_stat_I(j)=alpha_zxxi_q(j)/6x(1—alpha_z"2—xi_q(j) 2)*Pzx173/(Exly/1074)

w_stat_II(j)=(alpha_z*xi_q(j)—sinh(epsilon*alpha_ z)*sinh (epsilonx*
*xi_q(j))/(epsilon*sinh (epsilon)))*Mx_zx1/(GxIt /1074);

My_stat_I(j)=alpha_zxxi_q(]j)*Pzx*l;
My stat_ II(j)=(sinh(epsilon=*alpha z)xsinh (epsilonx*xi_q(j))/

/(epsilon*sinh (epsilon)))*Mx_zx*];
end

alpha_y=xPy/1;
alpha__yq=l-alpha_y;

if x(j)<xPy
v_stat_I(j)=alpha yqxxi(]j)/6x(1—alpha yq 2—xi(j) 2)*Pyx173/(ExIz/1074);

v_stat_II(j)=(alpha_yq#*xi(j)—sinh(epsilonxalpha_yq)*sinh (epsilon*xi(j))/
/(epsilonxsinh (epsilon)))*Mx yx1/(GxIt/1074);

Mz_stat_I(j)=alpha_yq*xi(j)*Pyxl;

Mz_stat_II(j)=(sinh(epsilonxalpha_ yq)=*sinh (epsilon*xi(j))/
/(epsilon+*sinh (epsilon)))*Mx_y*1;

else
v_stat_I(j)=alpha_y=xxi_q(j)/6x(1—alpha_y 2—xi_q(j) 2)*Pyx173/(ExIz/1074)

v_stat_II(j)=(alpha_y=xxi_q(j)—sinh(epsilonx*alpha_ z)*sinh(epsilon=x
xxi_q(j))/(epsilon*sinh (epsilon)))*Mx_y*x1/(GxIt/1074);
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end

end

elseif Lastfall==
for j=1l:length(x)

xi (§

xi_q(j)=1-xi(j);
alpha_z=x1_z/1;
alpha_ zq=1-alpha_z;
beta_z=1-x2_1z/1;
beta_zq=x2_1z/1;

if x(j)<xl_z

elseif (x(j)<=x2_2z & x(j)>=x1_1z)

else

end

Mz_stat_I(j)=alpha_y=*xi_q(j)*Py=*l;

Mz_stat_II(j)=(sinh (epsilon*alpha_y)*sinh (epsilonx*xi_q(j))/
/(epsilons*sinh (epsilon)))*Mx _y*1;

)=x(j)/1;

w_stat I(j)=1/24x(alpha zq 2—beta z"2)xxi(j)*(2—alpha zq 2—beta_ z"2—
—2xxi(j)72)*q_zx174/(Exly /1074);

w_stat_II(j)=(sinh(epsilon*xi(j))/(epsilon"2xsinh (epsilon))x*
x(cosh (epsilon*beta_z)—cosh(epsilonxalpha_ zq))+
+xi(j)/2*(alpha_zq 2—beta_2z"2))*mx_zx1"2/(GxIt /1074);

My_stat_I(j)=xi(]j)/2*(alpha_zq 2—beta_z"2)*q_ zx1"2;

My stat_ II(j)=sinh(epsilon*xi(j))/(epsilon"2xsinh(epsilon))x
x(cosh(epsilonxalpha zq)—cosh(epsilonxbeta_z))smx zxl1"2;

w_stat I(j)=1/24*((alpha_ zq 2—beta z"2)xxi(j)*(2—alpha zq 2—beta_z"2—
—2xxi(j)72)+(xi(j)—alpha_z)"4)xq zx174/(Exly/1074);

w_stat_II(j)=(1/epsilon"2*((cosh(epsilonxbeta_z)*sinh(epsilonx*xi(j))+
+cosh (epsilonxalpha_z)*sinh (epsilonx*xi_q(j)))/sinh(epsilon)
—1)+1/2%(xi(j).*xxi_q(j)—xi(j)*beta_z"2—xi_q(j)*alpha_z"2))x*
*mx_zx172/(GxIt/1074);

My_stat_I(j)=1/2x(xi(j)*xi_q(j)—xi(]j)*beta_z"2—xi_q(j)=alpha_z"2)x
xq_zx172;

My_stat_II(j)=1/epsilon"2x(1—(cosh(epsilon*beta_z)=*sinh (epsilonx*xi(j))+
+cosh (epsilonxalpha_z)s*sinh (epsilonx*xi_q(j)))/
/sinh (epsilon))*mx_zx172;

w_stat_I(j)=1/24x(beta_zq 2—alpha_z"2)xxi_q(j)*(2—beta_zq 2—alpha_z"2—
—2xxi_q(j) " 2)*xq zx1"4/(Exly/1074);

w_stat_II(j)=(sinh (epsilonx*xi_q(j))/(epsilon"2xsinh(epsilon))x
x(cosh (epsilonx*alpha_ z)—cosh(epsilonsbeta_ zq) )+
+xi_q(j)/2«(beta_zq 2—alpha_z"2))«mx_zx1"2/(G+1t /1074);

My_stat_I(j)=xi_q(j)/2+(beta_zq 2—alpha_z"2)xq_zx1"2;

My_stat_II(j)=sinh (epsilon*xi_q(j))/(epsilon”2xsinh (epsilon))=x*
*(cosh(epsilonxbeta zq)—cosh(epsilonxalpha_z))smx zx172;
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alpha_y=x1_y/1;
alpha__yq=l-alpha_y;
beta y=1-x2 y/1;
beta_yq=x2_y/1;

if x(j)<xl_y

v_stat_I(j)=1/24x(alpha_yq 2—beta_y~2)*xi(]j)*(2—alpha_yq 2—beta_y 2—
—2xxi(j)72)xq yx174/(ExIz/1074);

v_stat_II(j)=(sinh(epsilonxxi(j))/(epsilon"2+sinh (epsilon))=x
x(cosh(epsilonxbeta_y)—cosh(epsilon=alpha yq))+
+xi(j)/2+(alpha_yq 2—beta_y~2))xmx_yx1"2/(Gx1t /1074);

Mz_stat_I(j)=xi(]j)/2*(alpha_yq 2—beta_y " 2)*xq y*1"2;

Mz_stat_II(j)=sinh (epsilonx*xi(j))/(epsilon"2xsinh(epsilon))x*
*(cosh(epsilon=alpha_yq)—cosh(epsilon*beta_y))s*mx_y*1"2;

elseif (x(j)<=x2_y & x(j)>=x1_y)

v_stat_I(j)=1/24%((alpha_yq 2—beta_y ~2)xxi(j)=*(2—alpha_yq 2—beta_y 2—
—2xxi(j)72)+(xi(j)—alpha_y) 4)xq yx174/(ExIz/1074);

v_stat_II(j)=(1/epsilon"2x((cosh(epsilon*beta_y)*sinh (epsilon*xi(j))+
+cosh (epsilonxalpha_y)=*sinh (epsilonx*xi_q(j)))/sinh(epsilon)
—1)+1/2%(xi(j).*xxi_q(j)—xi(j)*beta_y 2—xi_q(j)*alpha_y~2))=*
s«mx_y+x172/(GxIt/1074);

Mz_stat_I(j)=1/2%(xi(j)*xi_q(j)—xi(]j)*beta_y 2—xi_q(j)=alpha_y~2)=x
xq_y*x172;

Mz_stat_II(j)=1/epsilon”2x(1—(cosh(epsilonx*beta_y)*sinh(epsilon*xi(j))+
+cosh (epsilon=alpha_y)*sinh (epsilon*xi_q(j)))/
/sinh (epsilon))*mx_yx172;

else

v_stat_I(j)=1/24x%(beta_yq 2—alpha_y~2)*xi_q(j)*(2—beta_yq 2—alpha_y 2—
—2xxi_q(j)72)xq yx174/(Ex1z/1074);

v_stat_II(j)=(sinh(epsilonxxi_q(j))/(epsilon"2xsinh (epsilon))x*
x(cosh(epsilonxalpha y)—cosh(epsilonxbeta yq))+
+xi_q(j)/2«(beta_yq 2—alpha_ y~2))smx yx1"2/(G«I1t /1074);

Mz_stat_I(j)=xi_q(j)/2+(beta_yq 2—alpha_y~2)xq y*x1"2;

Mz_stat_ II(j)=sinh(epsilonx*xi_q(j))/(epsilon"2xsinh(epsilon))=
x(cosh (epsilonx*beta_yq)—cosh(epsilon*alpha_y))*mx y*172;

end
end
else

disp ('Belastung definieren!")

end
end




Anhang 72

MATLAB Code 4: Funktion - Querschnittswerte fiir offene dimnwandige Profile

function [A,Iy,Iz,Io,Iphi,It,yS,zS,y i,z i,phi i] = Querschnittswerte_ offen(b,b_F,
t_OG,h,t_S,b_UG,t UG, i)

% Berechnung der Querschnittswerte — duennwandiger offener Querschnitt —M — %
%

lT'O

%

% 2

%

%

%

% 5
%

h_S=h—t 0G/2—t UG/2;
b K=(b—b_F) /2;
A=(bxt_OG+2xh_S*t_S+2+b UG«t_UG) /107 2;

% Flaechenintegrale 1. Ordnung am Grundsystem:
Sy G=(h_S72xt_S+2«b UGx*t_UGx*h_S) /107 3;

Sz_ G=0;

Sphi_ G=0;

% Flaechenintegrale 2. Ordnung am Grundsystem:

Iy G=(2xh_S73xt_S/3+42«b UGx«t UGxh S72)/1074;

Iz_ G=(2+(b_F/24b_K) "3xt_OG/3+b_F2+h_Sxt_S/24b_F 2xb_UGxt_UG/2+b_UG 3xt_UG/6) /10" 4;
Iyz_ G=0;

Iyphi_ G=0;

Izphi_ G=(b_F"2xh_S"2xt_S/4+b_F " 2+b_UGsxh_S«+t_UG/2—b_UG ™ 3xh_Sxt_UG/6) /1075;

Iphi G=(b_F"2xh S73xt_S/6+4+b F 2xb UGx«h S 2xt UG/2+b UG 3xh S™2xt UG/6)/1076;

% Schwerpunkt :
y0=Sz_G/Ax10;
z0=Sy_ G/Ax10;

phiA=Sphi_ G/A%x1072;

% Koordinaten der Punkte:
y_0=0;

z_ 0=1z0;
y_1=b_F/2;
z_1=720;

y_2=b F/2+4b_K;

z_ 2=720;

y_3=b F/2;
z_3=h_S—z0;
y_4=b F/2—b UG/2;
z_4=h_S—z0;
y_5=b_F/24b UG/2;
z_5=h_S—z0;

% Woelbordinate am Einheitssystem:
phiE_ 0=0—-phiA;

phiE_ 1=0—phiA ;

phiE_ 2=0-phiA ;
phiE_3=b F/2xh S—phiA;
phiE_4=phiE_ 3+h_Sxb_UG/2—phiA ;
phiE_ 5=phiE_ 3—h_Sxb_UG/2—phiA;
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% Flaechenintegrale 2. Ordnung am Einheitssystem:
Iy_E=Iy_G-Sy_ G 2/A;

Iz_E=lz_G-Sz_G"2/A;

Iyz_ E=Iyz G—Sz_Gx*Sy G/A;

Iyphi_ E=Iyphi_ G—Sy_G=Sphi_G/A;

Izphi E=Izphi G-Sz_GxSphi G/A;

Iphi_ E=Iphi_G—Sphi_ G™2/A;

% Schubmittelpunkt :
yS_E=(Iyphi_ExlIz_E—Izphi Exlyz E)/(Iz_Exly E-Iyz E"2)x%10;
zS_E=(Iyphi__Exlyz_E—Izphi_Exly_E)/(Iz_Exly_E-Iyz_ E72)x%10;

yS=yS_E—y0;
z5=zS_E—z0;

% Woelbordinate am Hauptsystem:
phi_ O=phiE_ 0+y_0x*zS_E;
phi_ 1=phiE_ 14y_1x%zS_E;
phi_ 2=phiE_ 2+y_ 2xzS_E;
phi_ 3=phiE_3+4y_3x%zS_E;
phi_4=phiE_4+y_4xzS_E;
phi_ 5=phiE_ 5+y_5*zS_E;

% Flaechenintegrale 2. Ordnung am Hauptsystem :
Iy=1/2%((Iz_E+ly E)—sqrt ((Iz_E-Iy E) 244xIyz E"2));
Iz=1/2x((1z_E+ly E)+sqrt ((Iz_E-Iy E) 2+4xIyz E"2));
To=ly+Iz;

Iphi=Iphi_E+4zS_ExIzphi_E/10—yS_ExIyphi_E /10;

% Torsionstraegheitsmoment :
It=(bxt_OG™3+2xh_Sxt_S"3+2«b UGxt_UG™3)/3/1074;

% Querschnittspunkte:
if i==0
y_i=y_0;
z_i=z_0;
phi_i=phi_0;
elseif i==1
y_i=y_1;
z_i=z_1;
phi_i=phi_1;
elseif i==2
y_i=y_2;
z_i=z_2;
phi_i=phi_2;
elseif i==3
y_i=y_3;
z_i=z_3;
phi__i=phi_3;
elseif i==4
y_i=y_4;
z__i=z_4;
phi_i=phi_4;
elseif i==5
y_i=y 5;
z_i=z_5;
phi_i=phi_5;
else
disp ('Fehler !Il'")
end
end
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MATLAB Code 5: Funktion - Querschnittswerte fiir geschlossene dinnwandige Profile

function [A,Iy,Iz,Io,Iphi,It,yS,zS,y i,z i,phi i] = Querschnittswerte geschlossen
(b,b_F,t_ OG,h,t_S,t UG,1i)

% Berechnung der Querschnittswerte — duennwandiger geschlossener Querschnitt ———— %
%

U'O

%

% 2 1 0

% \

% |

% |

% - \
% 4 3

%

h_S=h—t_O0G/2—t_UG/2;

b K=(b-b_F)/2;
A=(bxt_OG+2xh_Sxt_S+b_Fxt UG) /1072;
Am=(b_Fxh_S)/1072;
I_ds_t=b_F/t_OG+2«h_S/t_S+b_F/t_UG;
T _Gtheta x=2%Am/I ds_ t%1072;

% Flaechenintegrale 1. Ordnung am Grundsystem:
Sy _G=(h_S72xt_S+b_Fxh St UG)/1073;

Sz_ G=0;

Sphi_ G=0;

% Flaechenintegrale 2. Ordnung am Grundsystem:

Iy G=(2«h_S73xt_S/34+b Fxh S™2xt UG) /107 4;

Iz G=(b"3%t_O0G/124+b_F~2xh_Sxt_S/2+b F 3+t UG/12) /1074;
Iyz_ G=0;

Iyphi_ G=0;

Izphi_ G=(b_F"2xh_S72xt_S/4+b_F 3xh_Sxt_UG/6)/1075;

Iphi G=(b_F~2xh S73xt_S/4+7/12xb_F~3xh S™2xt UG)/1076;

% Schwerpunkt :
y0=Sz_G/A%10;
z0=Sy G/Ax10;

% Koordinaten der Punkte:
y_0=0;

z_ 0=1z0;
y_1=b_F/2;
z_1=70;
y_2=b F/2+b_K;
z_ 2=720;
y_3=0;
z_3=h_S—z0;
y_4=b F/2;
z_4=h_S—z0;

% Woelbordinate am Einheitssystem:

phiE_ 0=0;

phiE_1=y_1/t_OG*T__Gtheta_x;

phiE_ 2=phiE_1;

phiE_3=b Fxh_ S—(b_F/2/t OG+h_S/t_S+b_F/2/t UG)*T_Gtheta_ x;
phiE_4=b_F/2xh_S—(b_F/2/t_OG+h_S/t_S)*T_Gtheta_x;
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% Flaechenintegrale 2. Ordnung am Einheitssystem:

Iy_E=Iy_G-Sy_ G 2/A;

Iz_E=lz_G-Sz_G"2/A;

Iyz_ E=Iyz G—Sz_Gx*Sy G/A;

Iyphi_ E=0;

Izphi E=2x%(b_F/6xy_ 1xphiE_1xt OGt+b_K/2x*(y_1+y_ 2)*phiE_2xt OG...
+h_S/2%(phiE_1+phiE_4)xy_4xt_S+b_F/6xy_4xphiE_4xt UG) /1075;

% Schubmittelpunkt :
yS_E=(Iyphi_ExlIz_E—Izphi Exlyz E)/(Iz_Exly E-Iyz E"2)x%10;
zS_E=(Iyphi__Exlyz_E—Izphi_Exly_E)/(Iz_Exly_E-Iyz_ E72)x%10;

yS=yS_E—y0;
z5=zS_E—z0;

% Woelbordinate am Hauptsystem:
phi_ O=phiE_ 0+y_0x*zS_E;
phi_ 1=phiE_ 14y_1x%zS_E;
phi_ 2=phiE_ 2+y_ 2xzS_E;
phi_ 3=phiE_3+4y_3x%zS_E;
phi_4=phiE_4+y_4xzS_E;

% Flaechenintegrale 2. Ordnung am Hauptsystem:

Iy=1/2%((Iz_E+ly_E)—sqrt ((Iz_E-Iy_E) 24+4xIyz E"2));

Iz=1/2%((Iz_E+ly E)+sqrt ((Iz_E-Iy E) 244xIyz E"2));

To=Iy+I1z;

Iphi=(b_Fx*phi_172xt_OG/3+2+b_Kxt_OGx(phi_172+phi_1*phi_2+4phi_ 272)/3+...
+2xh_S*t_S*(phi__172+phi_1*phi_4+phi_472)/34+b_Fxphi_472xt_UG/3) /1076;

% Torsionstraegheitsmoment :
It =((b*t_OG™3+2xh_Sxt_S™3+b_Fxt_UG™3)/3+4*(b_Fxh_S)"2/(b_F/t_OG+2xh_S/t_S+b_F/t_UG))
/1074,

% Querschnittspunkte:
if i==
y_i=y_0;
z_i=z_0;
phi_i=phi_0;
elseif i==1
y_i=y 1
z_i=z_1;
phi_i=phi_1;
elseif i==2
y_i=y_2;
z_i=z_2;
phi_ i=phi_2;
elseif i==3
y_i=y_3;
z__i=z_3;
phi_i=phi_3;
elseif i==4
y_i=y_4;
z_i=z_4;
phi_ i=phi_4;
else
disp ('Fehler !Il'")
end
end
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MATLAB Code 6: Script - Graphische Darstellung der zeitlichen Verldufe

Y% Zeitverlaeufe der gekoppelten Biegedrillschwingungen %
figure (1)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:length(w_STATex)) ,w_STATex, '— >','MarkerIndices' ,1:600:1length (w_STATex)

, 'MarkerFaceColor','k','MarkerSize',6,'color','k',"'linewidth',1.1)
hold on

plot (ti(:,1:1length(w_p0_STATex)) ,w_p0_STATex, '—','color',"[0 0.8 0]"','linewidth' 1)
hold on

plot(ti(:,1:length(w Dmod)),w Dmod(1,:),'="',"'color','k', 'linewidth"',1)

hold on

plot (ti(:,1:length (w_DYN)) ,w_DYN, '—' 'color','m', 'linewidth' 1.5)

hold on

plot (ti(:,1:length(w)),w,'=", 'color','r',"'linewidth',4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,' TickLabellnterpreter','latex')

xlabel ('"\it t \rm\hspace{0.3em} [s]','FontSize',25)

ylabel('$ w { S} \rm\hspace{0.5em} [m]|$','FontSize',25);

ylim ([—0.002 0.0098])

h=legend ('Statischer Anteil infolge $q z(x,t)$','Quasistatischer Anteil infolge $q {
_0}(x,t)$', 'Dynamischer Anteil infolge $q { 0}(x,t)$', 'Gesamte Verschiebung $w
{_ S}(x,t)8$"',"'location','Northeast');

set (h, 'Fontsize',16,'Interpreter','latex')

set (gef, 'Position', [150 200 1300 520]);

figure (2)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:length(v. STATex)) ,v. STATex, ' >"','MarkerIndices',1:600:length (v.STATex)
, 'MarkerFaceColor ', 'k','MarkerSize',6,'color','k"',"'linewidth',1.1)

hold on

plot (ti(:,1:length(v_p0 STATex)),v. p0 STATex,'—','color','[0 0.8 0]','linewidth',1)
hold on

plot (ti(:,1:length(v_Dmod)),v_Dmod(1,:),'=",'color','k','"linewidth ', 1)

hold on

plot (ti(:,1:length(v_DYN)),v. DYN, '—' 'color','m','linewidth' 1.5)

hold on

plot(ti(:,1:length(v)),v,'=","color','r', 'linewidth',4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,'TickLabellnterpreter','latex')

xlabel ('\it t \rm\hspace{0.3em} [s]','FontSize',625)

ylabel ('$ v_{ S} \rm\hspace{0.5em} [m]|$','FontSize',25);

ylim ([—0.002 0.0098])

h=legend ( 'Statischer Anteil infolge $q z(x,t)$','Quasistatischer Anteil infolge $q {

0}(x,t)$"', 'Dynamischer Anteil infolge $q { 0}(x,t)$','Gesamte Verschiebung $v

{ S}(x,t)8"',"'location','Northeast');

set (h, 'Fontsize',16,'Interpreter','latex ')

set (gef, 'Position', [150 200 1300 520]);

'

figure (3)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:1length (theta STATex)) ,theta STATex,'— >','MarkerIndices',1:600:1length (
theta STATex),'MarkerFaceColor','k', 'MarkerSize',6, " 'color','k', "linewidth',1.1)

hold on
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plot (ti(:,1:1length (theta p0_STATex)) ,theta_p0 STATex,'—','color','[0 0.8 0]"',"
linewidth',1)

hold on

plot (ti(:,1:1length (theta Dmod)) ,theta_ Dmod(1,:),'="',"'color','k"', " "linewidth' 1)

hold on

plot (ti(:,1:length (theta DYN)) ,theta DYN, '—', 'color','m','linewidth',1.5)

hold on

plot (ti(:,1:length(theta)) ,theta,'—"',"'color','r"','linewidth'  4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,'TickLabellnterpreter','latex')

xlabel ("\it t \rm\hspace{0.3em} [s]','FontSize',25)

ylabel('$ \vartheta \rm\hspace{0.5em}$', 'FontSize',25);

ylim ([—0.0012 0.006]) ;

h=legend ('Statischer Anteil infolge $q z(x,t)$',' Quasistatischer Anteil infolge $q_ {
0} (x,t)$"', 'Dynamischer Anteil infolge $q { 0}(x,t)$','Gesamte Verdrillung $\
vartheta (x,t)$"','location','Northeast");

set (h, 'Fontsize',16,'Interpreter','latex')

set (gef, 'Position', [150 200 1300 520]);

figure (4)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:1length (My STATex)) ,My STATex, '—— >','MarkerIndices' ,1:600:length (
My_STATex) , 'MarkerFaceColor ', 'k','MarkerSize',6,"'color','k"','linewidth',1.1)

hold on

plot (ti(:,1:1length (My_p0_STATex)) ,My_p0_STATex, '—','color','[0 0.8 0]','linewidth'
1)

hold on

plot (ti(:,1:length (My Dmod)) ,My Dmod(1,:),'="',"'color','k', " "linewidth' 1)

hold on

plot (ti(:,1:length (My DYN)) My DYN, '—','color', 'm', " 'linewidth',1.5)

hold on

plot (ti(:,1:length(My)) ,My, '—','color','r',"'linewidth ' ,4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,'TickLabellnterpreter','latex')

xlabel ("\it t \rm\hspace{0.3em} [s]','FontSize',25)

ylabel ('$M_y \rm\hspace{0.5em} [kNm|$','FontSize',25);

ylim ([—88 438]);

h=legend (' Statischer Anteil infolge $q _z(x,t)$',' Quasistatischer Anteil infolge $q_ {
_0}(x,t)$', 'Dynamischer Anteil infolge 3q { 0}(x,t)$', 'Gesamtes Biegemoment §
M y(x,t)$',"'location','Northeast');

set (h, 'Fontsize',16,'Interpreter ', 'latex ')

set (gcf, 'Position', [150 200 1300 520]);

figure (5)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:length (Mz_ STATex)) ,Mz STATex, '— >','MarkerIndices',1:600:1length (
Mz_STATex) , ' MarkerFaceColor ', 'k','MarkerSize',6,'color','k','linewidth',1.1)

hold on

plot (ti(:,1:length (Mz_p0_STATex)) ,Mz_p0_STATex, '—','color','[0 0.8 0]','linewidth'
71)

hold on

plot (ti(:,1:length (Mz Dmod)) ,Mz Dmod(1,:),'="',"'color','k', " "linewidth' 1)

hold on

plot (ti(:,1:1length (Mz DYN)) Mz DYN, '=' 'color','m','linewidth',1.5)

hold on

plot (ti(:,1:length(Mz)) Mz, '—"', 'color','r', 'linewidth',4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,'TickLabellnterpreter','latex')

xlabel ("\it t \rm\hspace{0.3em} [s]|','FontSize',25)
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ylabel ('$M_z \rm\hspace {0.5em} [kNm|$','FontSize',25);

ylim ([—15.9 24]);

h=legend ('Statischer Anteil infolge $q _z(x,t)$',' Quasistatischer Anteil infolge $q_ {
_0}(x,t)8"', 'Dynamischer Anteil infolge $q { 0}(x,t)$','Gesamtes Biegemoment $
M z(x,t)$','location ', 'Northeast');

set (h, 'Fontsize',16,'Interpreter','latex ')

set (gef, 'Position', [150 200 1300 520]);

figure (6)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:1length (Mphi_ STATex)) ,Mphi STATex, '— >','MarkerIndices',1:600:1length (
Mphi_ STATex) , ' MarkerFaceColor','k','MarkerSize',6,'color','k', 'linewidth' 1.1)

hold on

plot (ti(:,1:1length (Mphi_p0_STATex)) ,Mphi_p0_STATex,'-','color','[0 0.8 0]","'
linewidth ' 1)

hold on

plot (ti(:,1:length (Mphi_ Dmod)) ,Mphi_ Dmod(1,:),'=",'color','k','linewidth ', 1)

hold on

plot (ti(:,1:length (Mphi DYN)) ,Mphi DYN, '—', 'color','m', " 'linewidth',1.5)

hold on

plot (ti(:,1:length (Mphi)) ,Mphi, '=','color','r', 'linewidth' ,4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,'TickLabellnterpreter','latex')

xlabel ("\it t \rm\hspace{0.3em} [s]','FontSize',25)

ylabel ('$M {\varphi} \rm\hspace{0.5em} [kNm™2]$','FontSize',25);

ylim ([—82 403]);

h=legend ( 'Statischer Anteil infolge $q z(x,t)$','Quasistatischer Anteil infolge $q {
_0}(x,t)$"', 'Dynamischer Anteil infolge $q { 0}(x,t)$','Gesamtes W\"olbbimoment
$M {\varphi}(x,t)$',"'location','Northeast');

set (h, 'Fontsize',16,'Interpreter','latex ')

set (gcf, 'Position', [150 200 1300 520]);

figure (7)

ax = axes('Position',[0.075 0.13 0.919 0.79]);

ax.ActivePositionProperty = 'outerposition';

plot (ti(:,1:length (Sigma DYN_1EF)) ,Sigma DYN_1EF, '—' 'color','k', 'linewidth' 1)
hold on

plot (ti(:,1:1length (Sigma DYN)) ,Sigma DYN, '=' 'color','r', 'linewidth',2)

hold on

plot (ti(:,1:length (Sigma My)) ,Sigma My, '=d','MarkerIndices',1:300:length (Sigma My) ,'
MarkerSize',10, 'color','[0 0 O] ','linewidth',1.5)

hold on

plot (ti(:,1:1length (Sigma Mz)) ,Sigma Mz, '——o','MarkerIndices ' ,1:400:length (Sigma Mz) ,
'MarkerSize',10, "'color','[0 0 0]','linewidth',1.5)

hold on

plot (ti(:,1:1length (Sigma_Mphi)) ,Sigma Mphi, '=',"'color','[0 1 0]',"'linewidth',1.5)
hold on

plot (ti(:,1:length(Sigma)) ,Sigma,'—',"'color','r"','linewidth'  4.5)

grid on

set (gca, 'FontSize',24,'TickLabellnterpreter','latex')
xlabel ('"\it t \rm\hspace{0.3em} [s]','FontSize',25)
ylabel ([ '$\sigma { {',num2str(i),'}} \rm\hspace{0.5em} [kN/cm~2]|$"' ], 'FontSize',25)

ylim ([—0.5 4]);

h=legend ([ 'Normalspannung infolge $M y(x,t)$'],[ 'Normalspannung infolge $M z(x,t)$'
],[ 'Normalspannung infolge $M {\varphi}(x,t)$'],['Gesamte Normalspannung $\
sigma { {',num2str(i),'}}(x,t)$"]);

set (h, 'Fontsize',16, 'FontName','Cambria','Interpreter

set (gef, 'Position', [150 100 1300 620]);

", 'latex ")
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