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KURZFASSUNG 

Ein digitales Höhenmodel l  als Darstellung einer Gelände- oder irgendeiner anderen 
Ober fläche in Form von digitalisierten Werten und einer Vorschrift zur Rückge
winnung einer kontinuierlichen Flächenbe schreibung wirft die Frage nach seiner 
Dar stel lungsgenauigkeit auf . Die Antwort auf diese Frage ist einer seits für die 
Planung der Datenerfassung und -verarbe itung und anderer seits für Qualitätsaus
sagen über die Folgeprodukte eines digitalen Höhenmodells von Interesse . 

In die ser Arbeit wird ein Verfahren zur Genauigkeitskontrol le basierend auf der 
Konzeption der Spektralanalyse für äquidistante Digitalisierung von Profilen und 
Flächen untersucht . Die zusammenhänge zwischen der Genauigkeit de s digitalen 
Höhenmode lls und den geometrischen Eige nschaften der Ober fläche , dem Intervall , 
in dem die Höhen geme ssen werden ,  einem zufäl ligen Meß fehler sowie der Rekon
struktionsvor schrift werden theoretisch ausge führt .  Die einfachen Schätzformeln,  
die Abtastinterval l  und Rekonstruktionsvorschrift mitte ls Übertragungs funktion 
und die Eigenschaften der Oberf läche sowie des Meß fehlers als Spektrum berück
sichtigen , werden experimente ll an synthetischen Daten überprüft . Infolge der 
Kenntnis sowohl des vol lständigen Ver lau fs der Testprofile und -f lächen als auch 
der überlagerten Höhenme ß fehler , können die ge schätzten Genauigkeitswerte den 
tatsächlichen Werten gegenüberge ste l l t  werden .  Durch Variation al ler Einf lu ß
faktoren ist eine empirische Beurteilung des Verfahrens sowie eine anschauliche 
Ergänzung der Theorie möglich . 

Die Genauigkeit eines digitalen Höhenmode lls hängt entscheidend von der Größe des 
Abtastintervalls in Re lation zur Oberflächenvariation ab ; im Vergleich dazu kommt 
der Rekonstruktionsvorschrift nur eine untergeordnete Bedeutung zu . Praktikable 
Rege ln zur Abschätzung die ser Einflüsse und auch der Auswirkung eine s zufälligen 
Me ßfehlers in Abhängigkeit von der Rekonstruktionsvorschrift sind angegeben .  Für 
die praktische Durchführung sind weiters die festges tellten Anzeichen interessant , 
daß eine Profilanalyse gültige Schlüsse auf die Genauigkeit der Flächendarstel
lung zuläß t .  Die Anwendung der Genauigkeitsschätzung für Planungsaufgaben sowie 
zur Beurteilung von Fo lgeprodukten ist umrissen und sie ist in eine Betrachtungs
weise eingebettet ,  die auch anderweitige Qua litätsaussagen ge stattet . 

ABSTRACT 

A digital e levation mode l represents a topographic or other sur face in terms of 
sampled values , and includes a rule for regaining a continuous description of 
the surface . Estimation of the qual ity of this represe ntation is important for 
planning the sampling and r econstruc tion and also for evaluating the accuracy of 
products derived from the digital e levation mode l .  

The investigated approach towards accuracy assessment is based on the concept of 
spectral analysis . The influence of samp ling density and the method of reconstruc
tion on the accuracy of the digital elevation model is characterized by the 
transfer function; the propertie s of the sur face and the measuring error are 
described by the respective amplitude spectra . The derived e stimation formulae 
are app lied to artificial , computer-generated data . Knowing the entire test 
surface s  and te st profiles as we ll as the superimposed measuring error s  , it is 
possible to compare the estimates with the actual accuracy of the repre sentation . 
By varying all influencing factor s  , an empirical evaluation and demonstration of 
the procedure is reached . 



 

The acc uracy of a digital e levation model essentially depends on the size of the 
sampling interval in re lation to the variability of the surface ; in comparison 
the method of reconstruction i s  of less significance . The se influences and those 
aris ing from the effect of a random error can be assessed simply and quickly . 
The r esults of the inve stigation have furthermore indicated that profile analyse s 
allow e stimating the accuracy of the sur face repre sentation . Application of the 
estimation procedure for planning purpo ses and evaluating products derived from 
the diqital elevation mode l is outlined . In addition to assessing the accuracy,  
the spectral approach permits the determination of other - more differentiating 
measured for the quality o f  a digital elevation mode l .  
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1. EINLE ITUNG 

Begünstigt durch den hohen Entwicklungsstand der digitalen Technologie ,  vor allem 

in der Photogrammetr ie und Kartographie , haben dig itale Höhenmode lle zur Dar

ste llung von (Ge lände ) oberf lächen mittlerweile weitgehendes Interesse gefunden . 

Digitale Höhenmode lle ( OHM ) werden nicht nur zur Her ste llung von Or thophotos ,  

zur automatischen S chichtlinienze ichnung , zur Kartierung der Neigungsverhältni sse , 

zu Optimalisierungszwecken für ein breites Spektrum von Bauvorhaben und anderen 

Planungsaufgaben verwendet ,  sondern bi lden ein Grundelement eine s übergeordneten 

geographi schen Information ssystems . 

Arbeiten auf dem Gebiet OHM haben sich in den letzten Jahren auf die Methoden

entwicklung und -erprobung in den Bere ichen Datener fas sung und Datenverarbeitung 

konzentriert . Obgleich die Entwicklung in die sen Bereichen noch keineswegs abge

schloss.en ist , so i st doch der dritte Aspekt eine s OHM , die Quali tätsbeurtei lung , 

das of fene Problem in der praktischen Anwendung . Wie gut wirdt die Geländeober

fläche durch das DHM be schrieben? Die Antwort auf die Frage ist aus zweierlei 

Gesichtspunkten von Interesse : Für die Planung eines DHM ( Punktabstand und Me ß

genauigkeit bei der Ge ländeaufnahme ) und für Genauigke itsau ssagen über Produkte , 

die aus dem OHM abge leitet werden ( z . B .  Orthophotos , Schichtlinienpläne , Volumen

angaben ) .  

Dem zentralen Probl em , nämlich der Beurtei lung der Genauigkeit eines DHM , ist 

diese Arbeit gewidme t .  Die Zielsetzung i st ,  ein Ver fahren auszuarbei ten , mit dem 

die zusammenhänge und Abhängigkeiten verdeutlicht werden können , die die Genauig

keit eines OHM beeinflussen . An ein Verfahren zur Quali tätsbeurteilung las sen 

sich die folgenden Anforderungen ste llen : 

- Minimum an vereinfachenden Annahmen ; 

- möglichst keine zusätz l ichen Me ssungen; 

- keine aufwendige Datenanalyse und 

- getrennte Erfassung der verschiedenen Fehlere inf lüsse in einem geschlossenen 

System , wodurch Transparenz und e ine ge stufte , vielseitige Anwendbarke it ge

währlei stet sind . 

Nicht alle Wege zur Genauigke itsschätzung genügen diesen Anforderungen in gleichem 

Ma ße .  So hat die empiri sche Vorgehenswe ise als integrale Genauigkei tsbestimmung 

aus Kontro l lme ssungen die Nachteile , daß zusätz licher Me ßaufwand erforderl ich und 

da ß e ine isol ierte Betrac htung der einze lnen Einflußf aktoren nicht mögli ch ist. 
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Zwar führt die empirische Vorgehensweise zu Aussagen über ein bestehendes Dl:iM 
und davon abgeleitete Größen , ist aber zu Planungszwecken kaum geeignet .  Experi
mente llen Untersuchungen scheint jedoch eine große Überzeugungskraft eigen zu 
sein , worduch sie eine wertvolle Ergänzung zu theoretischen Untersuchungen sind . 

Theoretische Studien wurden bislang überwiegend an Teilaspekten , wie etwa an 
Interpolationsverfahren , durchgeführt . Die analytische Schätzung der Genauigkeit 

einer Flächendarstellung mittels des Fehlerfortpflanzungsgesetzes l2,11) benöti gt 
vereinfachende Modellannahmen über das stochastische Verhalten der Geländeober
fläche . Selbst wenn die Geländeoberfläche stückweise homogen und isotrop wäre 
und darüber hinaus sich auch noch etwa durch eine exponentielle Kovarianzfunktion 

beschreiben ließe , so bliebe für die praktische Anwendung noch das Problem einer 

adequaten Datenanalyse zur Gebietsbegrenzung . Des weiteren ist die Fehlerfort
pflanzung , die nur zur Bestimmung eines mittleren Fehlers ausgelegt ist , nicht 

für di fferenziertere Qualitätsaussagen geeignet . 

Wie genau eine Geländeoberfläche durch ein DHM dargestellt wird , hängt im wesent

lichen ab von 
- den geometrischen Eigenschaften des Geländes ; 

- dem Abstand zwischen den Punkten , die zur Beschreibung der Oberfläche ausge

wählt und koordinatenmäßig bestimmt werden ; 
- der Bestimmungs- oder Meßgenauigkeit und von 

- der Interpolationsmethode . 

Die spektrale Betrachtungsweise , die in dieser Arbeit angewendet wird , ermöglicht , 

die einzelnen Einflußfaktoren getrennt theoretisch zu untersuchen und ein ein

faches ,  für die Praxis brauchbares Verfahren anzugeben , das die Qualitätsbeurtei

lung eines DHM in verschiedenen Verfeinerungsstufen zuläßt .  

Eine zentrale Rolle kommt dabei der Übertragungsfunktion zu , die den Einfluß von 

Digitalisierung und Interpolation aufzeigt . Die Übertragungsfunktion quantifiziert 

die Darstellungstreue des DHM (1s). Ist die Übertragungsfunktion bekannt und zu

sätz lich eine spektrale Zerlegung der Geländef läche durchgeführt worden , so ist 

es möglich , die Genauigkeit eines DHM als mittleren Fehler anzugeben (16). Auch 

die Eigenschaften eines Meßfehlers lassen sich durch sein Spektrum beschreiben , 

womit die Auswirkung eines Höhenme ßfehlers auf die Genauigkeit des DHM bestimmt 

werden kann . Dabei ist es prinzipiell unwesentlich , ob die Datenerfassung direkt 

(Tachymetrie , APR, Radar , ) oder indirekt (photogrammetrisch im Stereomodell , . • . 

Digitalisierung von Schichlinienkarten ) ist . 
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Im Rahmen dieser Arbeit ist es nicht möglich , auf alle Aspekte der Genauigkeits

schätzung im Detail einzugehen . Zunächst werden die theoretischen Grundlagen aus

gearbeitet , wobei eine Beschränkung auf äquidistante Digitalisierung und rein 

zufällige Meßfehler erfolgt . Obwohl die Konzeption des Verfahrens eine Gelände
aufnahme in unregelmäßig verteilten Punkten nicht ausschließt ,  so ergeben sich 
- wegen der unendlichen Vielfalt unregelmäßiger Punktanordnungen - Schwierig

keiten für eine allgemeine Untersuchung . Außerdem wird die Spektrumberechnung 
bei regelmäßig verteilten Punkten wesentlich beschleunigt . Regelmäßige Punkt

raster gewinnen im Hinblick auf die fortschreitende Automatisierung besonders 
im mittel- und kleinmaßstäbigen Bereich der Photogrammetrie zunehmende Bedeutung . 

Dienen digitale Höhenmodelle im al lgemeinen zur Darstellung von Flächen so lassen 

sich damit selbstverständlich auch Profile beschreiben . Die Betrachtung eines 

Profils , als zweidimensionaler Fall  bezeichnet , statt einer Fläche ( dreidimen
sionaler Fall )  hat den Vorteil , daß die herzuleitenden Formeln übersichtlicher 
sind , graphische Erläuterungen einfacher werden sowie der Rechenaufwand für die 

Untersuchungen geringer wird . Der Schwerpunkt in dieser Arbeit wird somit auf 

den zweidimensionalen Fall gelegt ; der dreidimensionale Fall wird weitgehend 

als entsprechende Verallgemeinerung behandelt . 

An Hand von tatsächlichen Berechnungen sollen die Möglichkeiten und Beschränkungen 

der vorgeschlagenen Genauigkeitsschätzung aufgezeigt sowie die angestellten theo
retischen Überlegungen mit Zahlen belegt werden , ohne damit Gesetzmäßigkeiten 

aufstellen zu wollen . Abschließend wird ein Ausblick auf die praktische Anwendung 

gegeben ,  differenziert nach der unterschiedlichen Fragestellung bezüglich der 

Genauigkeit eines vorhandenen DHM und der Planung eines zu schaffenden DHM . 

2. THEORET I SCHER ANSATZ 

2.1. Genauigke i t  e i  ne r Profildars t ellung 

2.1.1. Abtasten und Rekonstruktion 

Faßt man ein Geländeprofil als ein kontinuierliches Signal f(x) auf , das die 
Geländehöhen in Funktion der Lagekoordinate x angibt , so entsteht durch die Ge

ländeaufnahme ein diskretes Signal . Um au s der diskreten Geländedarstellung eine 

kontinuierliche zu erthalten , muß das Signal sozusagen rekonstruiert werden . 
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Die Rekonstruktionsvorechrift (RV), h!ufig Interpolationsmethode (IM) genannt, 

ist - wenn auch austauschbar - ein wesentlicher Bestandteil des DBM. Der Unter

schied zwischen dem ursprünglichen Signal f(x) und dem rekonstruierten Signal
f(x) wird als Fehler e(x) des OHM bezeichnet. Seine Varianz ist: 

1a2 = L 
0 

L
f e2(x)dx ., e{x) = f(x) - f(x} ( 1 ) 

Dabei ist vorausgesetzt, daß der Mittelwert des OHM-Fehlers auf dem Definitions

gebiet {o,L) des Signals Null ist: 

L 
1 f e(x)dx = 0L 

0 

Die Geländeaufnahme, also d.ie Bestimmung der Höhe in vorgegebenen Pu nten xi, 
läßt sich gedanklich in zwei Phasen trennen (Abb. 2.1), : 
1) Diskretisierung des kontinuierlichen Signals f(x), indem man nur die Werte 

an den Stellen x=xi )betrachtet. Dieser Übergang vom kontinuierlichen Signal 
f(x) zum diskreten Signal f.(x)1) wird Abtasten genannt. 'l-

2) Messung des diskreten Signals fi(x). Das Ergebnis ist das digitale Signal 

g.(x), das sich aus f.(x) und dem Meßfehler m .(x) zusammensetzt. Der Meß'Z- 'l- 'Z-
fehler kann aus mehreren Komponenten bestehen . 

Profil

i 

i 
Diskretes Profil 

i 

iReferenzdaten
i 

Rek-onstruktion 

Profildarstellung 

--...... 

--..... 

f (x) 

fi (X) 
-...... ..... /_..,. 

gi (x) 
....... ___ -...... ..... /_..,. 

... 
Abb . 2 .  1: Schematische Darstellung f(x} --.. f(x) 

,,,,--

l) Hinwei1 zur Notations l i•t ein Index, der die ganHn Zahl•n durcllHluft1 

1, hingegen wird als Symbol ft'lr eine d.iekreto l·'l.1nkl: Lun 

verwendet C!JnPulsD>duliertes Signal) . 
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Im Fall e iner photogrammetri schen Höhenme ssung wird das Gelä.nde im S tereomode ll 

geme s sen , wodurch m.(x) au ßer einem zu fäl ligen , unkorrelierten Anteil auch i. 
korrelierte Komponenten aufwe ist (Abbi ldungsfehler , I nstrumentfehler, Einpas sungs

fehler , etc. ) .  Auf systematische Fehler jedoch soll hier nicht näher ei ngegangen 

werden. Bei den folgenden Ableitungen wird zunächst von einer unendlichen Profil

länge L ausgegangen. 

Bei äquidi stanter Diskretisierung , d. h .  xi = Zöx, i = . . .  -2, -1, 0, 1 ,  2, • • • 

läßt sich das di skrete S ignal als 

t
Z.=-oo 

f{it:,x) ö(x- Zöx) ( 2) 

schreiben (6). Dabei ist o(x) die Dirac De ltafunktion ( siehe Anhang 3). Die .Mu lti

plikation von f(x) .mit der Reihe von Deltafunktionen bedeu tet , daß nur die S ignal

werte an den Stellen x = Zt:,x übrigbleiben. Durch die Mes sung er gibt sich : 

g.(x) = f.(x) + m.(x)-i -i -i ( 3) 

Die Rekonstruktion eines kontinuierl ichen Signals aus dem diskreten S igna l g.(x)-i 
läßt sich als Faltung von g . (x) mi t einer Gewichtsfunktion a(l) formulieren : -i

1 ... Cf)

1 f(x) = J a (t )  g .(x-t) dt1..1 -00 
(4) 

Dies gi lt für al le jene Ve rfahren , die den rekonstruierte n Wert aus einer Linear

kombination der vor liege nden Refere nzwe rte ermitte ln (siehe Anhang 1 )  . 

Beispiel 1: Sprunginterpolation 

( rekonstrukierter Wert 

als Mittel der benach

barten Referenzwerte ) 

a(t) 

= { ;0 ; 

-öx<t<t::.z 

t':._-öx, t>öx 

altl 

t
-/!.X 4l X 

f( x)  

4l X 

Abb. 2 . 2 :  Gewichts funktion und rekonst ruie rtes Sianal im Fall einer Sprung-

i nterp olati on . 

Neben (6) können auch Lehrbücher über Fourier Analyse und In formationstheorie 

als Basisliteratur herangezogen werde n . 
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Be i spiel 2 :  Lineare Interpolation (LI ) 

a(t) = 
{1 - 1tl

t:.,x , 

0 , 

Abb. 2 . 3 : Gewi chts funktion und rekon

strui erte s Signal für die 

lineare Interpolation . 

a (t) 

-b.X t.X 

t.X 

Für andere ( ebenfalls lineare ) Rekonstruktion sverfahren , wie etwa die I nterpola

tion nach kle insten Quadraten , die Spline- I nterpolation , oder die Interpolation 

mit finiten Elementen , lassen sich die Gewichte nicht auf e infache We ise als 

analyti sche Funktion von t, dem Abstand zwischen interpolier tem Punkt und Re fe

renzpunkt , ausdrücken . An Hand der Gewichts funktion lassen sich die Eigenscha ften 

von Rekonstruktion sver fahren analysieren , siehe (28) . 

S tatt der Gewichtsfunktion e ignet sich vor allem auch ihre Fouriertransformierte 

CO 

A(v) = F(a(tJ) = J a(t} e-j2nvt dt ; (5) 

für theoreti sche Untersuchungen von Rekonstruktionsverfahren. Durch die Fourier

trans formation wird aus der Faltung im Or tsbereich (4) die Multiplikation im 

Frequenzbereich ( siehe Anhang 2): 

1  11 F(v) = A(v) Gi(v) 1 (6 )  
I n  der Therminologie der Fourier oder Spektralanalyse i s t  der Absolutbetrag 

\F(v) \ das Amplitudenspektrum de s Ausgangssignals f(x) und \G.(v) \=\F(g.(xJ) \'/,, 1, 
da s Ampli tudenspektrum de s Eingangssignals g • ( x) . Die Rekonstruktion , wie durch1,, 
(4) definiert , läßt sich als lineares , orts invariantes System auffassen , auf da s 

s ich E ingangs und Ausgangssignal beziehen . Dementsprechend wird A(v) als System

funk tion ( SF )  bezeichnet. Die Gewichtsfunktionen der 'üblichen RV sind gerade 

Funktionen von t, d.h. a(t) = a(-t}, somit sind die entsprechenden Systemfunk

tionen reelle , gerade Funktionen der Frequenz v, wodurch A(v) gerade das Ver

hältnis zwi schen Ausgangs und Eingang samplituden angibt . 
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Bei spiel 3: Systemfunktion der linearen Interpolation 

t:,x 

A (v) = f a (t) e -j2nvt dt = 2 
-b.x 

A (v) = b.x ( sin nvt:,x /
TIV/::,x 

0 

t:,x

f ( 1  - ..!:.._) cos (2nvt) dt b.x 

Die Rekonstruktion gemäß (4) ist linear , da der Zerlegung des Eingangssignals 

in g (x) = c1g/x) + c2gix) 
. 
die Aufspaltung des Ausgangssignals in 

f (x) = c1f1 (x) + c2J2 (x) entspricht . Dabei i st f1 (x) die Rekonstruktion aus 

g1 (x) und J2 (x) die Rekonstruktion aus g2 (x) . Außerdem i st die Rekonstruktion 

orts invariant , d . h .  , daß eine Ursprungsverschiebung des Eingangssignals ledig

lich diese lbe Ur sprungsver chiebung des Ausgangssignals zur Folge hat . . Das 

Abtasten ( 2 )  hingegen ist zwar ein lineares , aber kein orts invar iantes System . 

Somit ist das Ausgangs signal von der Wahl des Koordinatenursprungs abhängig . 

2.1.2. Var ianz schätzung 

Eine Vorgehensweise zur Genauigke itsschätzung eines OHM ist die Durchführung 

von Konstrollmessungen . Eine Möglichkeit dabei i st ,  das Profil f(x) mi t einem 

Intervall b.x' abzutasten , das kleiner i s t  als t:,x. Den Fehler mi (x) der Kontroll

messung wird man in der Regel kleiner halten als den Meß fehler m . (x) der Profili. 
aufnahme für das DHM . Aus den Unterschieden zwischen den Kontrollwer ten und den 

Höhen aus dem DHM an den. S te llen x = Lt:,x' lä ß t  sich der mittlere Fehler a des 

DHM schätzen : 

f . (x) = 
i. f(Zt:,x') c(x-lt:ix') 

e! (x) = f! (x) + m! (x) - f! (x) i. i. i. i. 

S 
={ . ��: J e'!ihx') J2 - o , 

; n 't:,x' = L 

(7) 



( 8) 

(9) 
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Die Schätzung (7) im Ortsbereich (OB) gilt für den Fall, daß m (x) ein rein

o , 
i. 

zufälliger Fehler mit der Varianz ist. 

Auf Grund des Parsevalschen Theorems (6) läßt sich die Varianz des OHM-Fehlers, 

die mit (1) definiert wurde, auch im Frequenzbereich (FB) bestimmen: 

CO 

21 l dvE(vJ2 = Jo 

-eo 

E(v) = 
e(x) 

F( (xJ) und IE(v) 12 wird als Leistungsspektrum oder kurz als Spektrum von 

bezeichnet. I ECvJ j2 und 

Profils 

damit der mittlere Fehler o des DHM sind durch die 

SF, das Spektrum des und das Spektrum des Meßfehlers festgelegt. Aus den 

Eigensch•ften des Fouriertransformation und den Beziehungen (1), (3) und (6)
folqt nämlich: 

F(vJE(v) = F(v) 

= - A(v)F(v) {F.(v) +M.(v)} i. i. 

00

F(v) = = e-j21fVXdxFlf(xJ) J f(x) 

Fi(v) = 

-oo 

F (f. (xJ) i. 

F(mi(xJ) Mi(v) = 

Unter der Voraussetzung, daß das Abtastintervall x so klein gewählt wird, 

daß die höchste Frequenz von f(x) kleiner ist als 1/2 x, d.h. 

ergibt sich aus ( 2) ,  daß die Fouriertransformierte abgetasteten Signals F.(v) desi. 
ein periodisches Abbild der Fouriertransformierten F(v) des kontinuierlichen Sig

nals ist (siehe Anhang 3 )  . Die durch fJ.z vorqegebene Grenzfrequenz vN wird Nyquist 

Frequenz genannt (6). 
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V { 6x F1_(v) , 1v I < \IN 
. F(v) = 

0 , 1 \) 1 > \1 
- N 

Fi(v) = /,,, l2F(v - !J 

Abb. 2 . 4:  Illustration zur Fouriertransformierten von kontinuierlichem und 

diskretem Signal. 

( 1 0 .  1 )  

( 1 0 .  2 )  

Ist hingegen F(\I) 1 0 für 1 \11 .::_\IN ' ergibt sich ein Verflechtungseffekt 

("aliasing"); Fi(v) ist dann nicht mehr ein periodisches Abbild von F(\I), sondern· 

von F(v) , der verflochtenen Transformierten: 

1
1

1 

' 
1

1 

1, f"IFM 1 
' ' 
' 

'Fr"; = 

 F(v - ! ' . l vl < VN 

0 , 1v1 2:. "N 
fll) 

0t:.X r:.x 
2

t:.X 
Abb . 2.5: Illustration des 

Verf lechtungseffekts 

Dabei soll das Zeichen  andeuten, daß 

die Sunmation symbolisch ist in dem Sinn, 

daß sich F(v ) aus Beiträgen von F(v ) ,  
1 0 1 0 

F(v0 + 6x ) , F(v0 - -;;; ) , etc. zusammen

setzt; dies für - vN < v0 < \! „ 

F 
. (\1) = L p(\) -.?, k=-oo 

Ist Bedingung (9) nicht erfüllt, l!ßt sich F(v) nicht mehr aµs Fi(\I) zurückge

winnen, was gleichbedeutend ist mit dae Aussage des Abtasttheorems, daß sich 

f(x) aus fi(x) nur dann vollst!ndig rekonstruieren läßt,wennöx (9) genügt. 

Unter der Voraussetzung (9) folqt für E(\I): 

E(v) = { tix Fi(v) - A(v) Fi(v) - A(v) Mi(\!) 

- A(\I) F.(v) - A(v) M.(v)1, 1-
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I F .(vJ l 2 + A2 (v) I M .(vJ l 21.- 1.-

, 'v l < v N
, ,v l  vN 

Dabei wurde angenommen , daß der Meßfehler m.(x) nicht mit der gemessenen Größe 1.-
f.(x) korre liert ist , also 1.-

I G .(vJ l 2 = I F .(vJ l 2 + I M .(vJ l 21.- 1.- 1.-

gilt . Diese Voraussetzung ist in der Regel bei stationärem Messen im photogram

metrischen Modell erfüllt , nicht j edoch unbedingt bei dynamischen Profi lmessungen . 

Mit (10.1) ergibt sich sodann für die Varianz des OHM-Fehlers 

00 to 

1 ) 
.- t:..x A (v }  2 . IF (v) l 2 dv + I F i(v ) 12 dv + 2 f A2(v) IMi(v ) 1 2 dv,

0 

wobei von der Eigenschaft Gebrauch gemacht wurde , daß das Spektrum einer reellen 

Funktion eine gerade Funktion von v ist . Auf Grund der Periodizität von I F .(vJ I1.-
folgt 00 vN

J A2 (v) 
f 

00 

1 F . (v) 1 2 dv = L A2 (v + °!J 1 F (v) 12 dv ,1.-
vN -vN k=l 

somit 

Aus ( 1 2  ) ist ersichtlicht , daß die Varianz de s OHM-Fehlers aus zwei. Komponenten 
besteht : Der Varianz o  des Fehler s wegen Abtastung und (unzulänglicher ) Rekon

struktion und der Varianz o  , die die Auswirkung des Meßfehlers ar:.gibt .  

A(v) = /.x A (v )  

o 2 -
2 r A2 (V) iM.(V) 1 2 J, 

( 1 2  . 1) 

( 1 2  . 2)  



----

J 
1,7  I 1 

\ 

(sin k)) 

- 1 1  -

Mit ( 1 2 .  1 )  wird deutlich , daß eine vollständige Rekonstruktion - d . h .  a  = 0 -

möglich ist , wenn (unter Voraussetzung (9) ) für die normierte SF g·i lt :  

, 1\)1 
A(vJ = 

, 1\) 1  

Die entsprechende Gewichtsfunktion ist : 

o.so 

0 

-o.so 

rrt
a(t) = 

rrt 

s-in 

6x 

t a(t) 

Abb . 2.6 . a  : Gewichtsfunktion 

der idealen Rekonstruktion 

(-- Whittakers Interpolation)
und der LI ( -- ) . 

Die LI , mit der normierten SF 

.4 rvJ , 

o. so 

0 

-o.so 1-/:;.X 

I 1
1 

0 

Abb . 2 . 6 .  b :  Systemfunktion der 

Whittaker (--) und der linearen 

( --- )  Interpolation . 

-11 

stellt eine ziemlich grobe Näherung der idealen Rekonstruktion dar. Als Varianz 

des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion ergibt sich : 

cr2 = s 
rr(v  + 

4 } 1 j 2rr(v  + k) F (v) dv 

Durch Normierung der Gewichtsfunktion , sodaß 
to

f a(tJdt = 1 , 
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erhält man als Auswirkung eines rein zufälligen Meßfehlers bei LI: 

00 

o  = 2 J 
0 

= 2 a23 M 

Wenn m.(x) ein rein zu fäll iger Fehler ist, d.h. eine Folge unkorrelierter1,,
Größen mit Mittelwert Null und Varianz o  , gilt nähmlich für sein Spektrum (6): 

1M • (v) 1 2 = t:i.xa2-i M 

Anstatt über das Quadrat der SF zu integrieren , ist es einfacher , das Integral 

- gestützt auf das Parsevallsche Theorem - über das Quadrat der Gewichtsfunktion 
( siehe Beispiel 2) zu rechnen: 

00 00 t:,.x 
2 f 1 F (a (t J) 12 dv= 2 J a2<t>dt = 2 J (/). -

b.:.c2 31'.x
0 0 0 

Daß der Beitrag eines rein zufälligen Me fehlers zur Gesamtvarianz im Fall der 

LI gerade ( /3)o  ist; ist im Anhang 4 au ch im OB hergeleitet. 

Formel (12) gilt für eine unendliche Profillänge . Es ist zu erwarten , daß bei 

endlichem L = nb.x die tatsächliche Auswirkung eines rein zufälligen Me ßfehlers 

umso mehr von 
r------ ---------, 
1 

J 
11 o  = a  2 A2 ( v) dv ; t:i.x = 1 1 

1 0 1
L----------------  

abweichen kann , j e  kleiner die Anzahl n der gemessenen Werte ist .  Die tatsächliche 

Auswirkung im einzelnen Fall läßt sich nicht ungebcn, da oe sten füll s ledi<Jlich 

o  nicht aber mi (x) bekannt ist . 

Um für den mittleren Abtast- und Rekonstruktionsfehler (AR-Fehler ) aS = o8 (t>.x)
einen einfacheren Ausdruck als (12.1) zu erhalten , ist es notwendig , statt der 

SF A(v) der Rekonstruktion die Funktion H(v) einzuführen . Im folgenden wird H(v) 
als Übe rtragungsfunktion (ÜF )  bezeichnet ; sie kann als SF von Abtasten und 

Rekonstruktion (AR) aufgefaßt werden . 

vN 
IP(v!l2dv 1f 

(1 2
CT 2 = H(vJ) ( 1 j)('l) 

-vN 
----------- ' 
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Für ( 13 )  gelten die gleichen Vorraussetzungen wie für die Formel (12.1), nämlich 

Erfüllung der Bedingung (9) und unendliche Profilllnge. 

Die ÜF im Fall der Rekonstruktion mittles LI ergibt sich als (14): 

H(v )= 1 -
si n2 nv tu: _ ( ainnv tu:J 2 )3 nv tu: 

Ersetzt man in Formel (12.2) A(v )  durch H(v ) und IMi (v ) 1 2 durch tu:o  , so erhält 

man als Näherung für die Auswirkung eines rein zufälligen Meßfehlers: 

1 
2t;,.x 

o2 "' 2!1xa  f H2 (v) dvR 
0 

0  = i? o2 . R = 2 fH2 (u )du ; u = v tu: M , (14) 
0 

Ist Bedingung (9) nicht erfüllt, enthält also f(x) Spektralkomponenten mit Wellen

längen kleiner als das doppelte Abtastintervall <l 1/v l 26:x:), so läßt sich Formel 

( 1 3 )  nicht mehr verwenden. Die Verformung der Transformierten F i(v ) durch die 

- wegen des zu großen Abtastintervalls - nicht richtig erfaßten Hochfrequenzen

l v l vN (Verflechtung ( 1 1 )  ) koDDDt in ( 1 3 )  nich zum Ausdruck. Ist (9) nicht erfüllt, 
so ist a8 nicht nur vom Leistungsspektrum IF(v )1 2 abhängig , sondern darüber hinau s auch 

vom Phasenspektrums des Signal s f(x). (Der Begriff des Phase wird in Abschnitt 

2 . 1  . 3 .  behandelt). Vorläufige Untersuchungen haben gezeigt, daß die Phasenbeziehu ng 

der miteinander verflochtenen Spektralkomponenten den AR-Fehler beeinflußt. 

Nimmt man vereinfachend an, daß die Hochfrequenzen durch Abtasten mit tu: und 

anschließender Rekonstruktion eliminiert werden, so erhält man als Schätzvariable 

für das AR-Fehlerquadrat: 

r--- -----------------------1 
1 

J 
2 1

1 a = (1 - H (vJ ) I F(vJ l 2dv mitH(v ) = 0 für ·fv l  �_vN 1
1 -oo 1
L--------------- -----------  

( 1 5 )  

Auf den fßr die praktische Anwendung interessanten Fall der endlichen Profil

l!nge wird in 2. 1.4. eingegangen. 
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2.1.3. Übertragungsfunktion 

Das Konzept der Ubertragungsfunktion , die die Eigenschaften des Systems AR im 

Frequenzbereich beschreibt , wurde 1 972 von Makarovi  in der photogrammetrischen 
Literatur vorgelegt (1 5) . 

Geht man davon aus ,  daß sich eine auf dem Intervall (o,L) stetige Funktion f(x)
als eine Sunmie von harmonischen Sinuswel len darstellen läß t (Fourier Reihe), so 
ist es auf Grund der Linear ität des Systems AR ( siehe Seite 7) möglich , das 

Systemverhalten an Hand einer Sinuswelle zu untersuchen . Die Sinuswe lle mit 

Frequenz v ,  .Amplitude PE und Phase cf> wird durch AR in ein periodisches Signal 
übergeführt ,  dessen Amplitude PA sich über die mittlere Energie ( Varianz) des 
Fe hlers wegen Abtastung und Rekonstruktiön ausdrücken läßt ( 1 4) : 

( 1  6 )  

Wird etwa das Signal f(x) = PFfin (2rrvx+cf>) mit t:.x = 1/2v abgetastet , s o  ist der 

Fehler wegen Abtastung'und Rekonstruktion gerade e (x) = Pp;8in (27rVX) , wenn cf> =  0 
ist (Abb . 2 . 7 . a) .  Die Varianz von e (x) ergibt sich als :  

p(x) 

0 

1/v p2 
a2 = v J p  sin2 (2rrvx) dx = 

0 

6.x 
Abb . 2 . 7  . a :  Abtasten einer 

Sinuswelle der Frequenz v 
mit &c. = 1/2v , wenn cf> = 0. 

t f (x) 

0 6.x 
Abb . 2 . 7 .  b :  Abtasten einer Sinuswelle 

der Frequenz v mit b.x = 1 /2v, wenn 

et> = 7r/2 . 

Das Verhältnis pA/pE ' der mit ( 1 6 )  definierten Amp litude des Ausgangssignals zur 

Amplitude des Eingangssignals , charakterisiert das System AR analog zur Beziehung 

(6).  Das Amplitudenver hältnis 

= H( v,b.x) ( 1  7) 
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als Funktion der Frequenz v und des Abtastintervalls ßx, wird als UF bezeichnet. 

Für j ede ( lineare ) RV ( Bedingung ( 4 )  ) läßt sich die zugehörige ÜF be stimmen . 

Es zeigt sich , daß die zwei Variablen v und ßx als Produkt auftreten (1 5 ,  14 )  , 
somit durch eine neue Variable u = vßx ersetzt werden können . 1/u läßt sich als 

Abtastdichte bezei chnen, da 1/u das Verhältnis der Per iodenlänge 1 /v der Spek

UFtralkomponente zum Abtastintervallßx angibt. De s weiteren i st die eigentlich 

auch noch von der Phase  abhängig , worin die Eigen schaft des Abta stsystems zum 

Ausdruck kommt, nicht ortsinvariant zu sein . Es gilt j edoch - zumindest für 

LI (1 4) - daß sich , wenn die Profil länge unend lich ist, die Phaseabhängigkeit der 

ÜF lediglich als Unstetigkeit von H(u) an den Stellen u = i/2 (i  = 1 ,  2, . . .  ) 

zeigt . Abb. 2 . 7  veranschaul icht, daß = TI/2 zu einem wesentlich kle ineren Fehler 

wegen Abtastung und Rekonstruktion führt als  = 0, wenn vßx = u = 1 /2 ist. 

Be schränkt man den Definitionsbereich der UF auf l v l < 1 /2ßx , so ist die UF eine 

ree le , stetige und gerade Funktion nur der Abtastdichte : 

H(v, ßx) = H (u) ( 18 )  

vorausgesetzt i s t  dabei eine unendliche Profil länge für A R .  Die se Aussage gilt 

für die meisten Rekonstruktionsver fahren (25) . 

der UF zu verdeutli chen, 

eine exakte 

lu 1 < -i 

Um die Art der Aussage folgen drei Bei spiele: 

1) Für ein System AR , das Profi ldarstel lung bewirkt, d . h  •... 
f(x) = f(x), muß gelten: 

H(u) = 1 , 

was sich unter Bedingung ( 9) mit Whittakers Interpolation errei chen läß t 

( Abb. 2 . 6 ) . Dazu müssen alle - unendlich vie le - Referenzpunkte für j eden 

zu interpolierenden Punkt herangezogen werden . Eine ideale Rekonstruktion 
1einer Sinuswe l  le mit Frequenz v i st auch möglich bei Abtasten mit ßx< 0 2 v0 

und Interpolation nach kleinsten Quadraten mit cos (2Tiv d) als Korre lationso 
funktion (25 ,  29). 

2) Für ein ideales Fi lterungsver fahren, das die Spektrallkomponenten mit Fre

quenzen k leiner als ein vorgegebener Wert v voll ständig rekonstruiert und 

j ene mit l v l >v* unterdrückt (Tiefpaßfilter ) , muß gelten: 
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-- { 10H(u) 
, 

ain (
D.ies läßt sich unter (9) mit der Gewichts funktion a(t) = 21fv-w-·t 
errei chen, wiederum mit unendlich vielen Referenzwerten. 

3) Reale ÜF (r ealis ierbare Sys teme , z . B. Interpolation mit einer (sehr) be

schränkten Anzahl von Referenzpunkten per interpoliertem Punkt) kommen den 

idealen mehr oder weniger nahe . Si e geben an, in we lchem Maß die e i nzelnen 

Spektralkomponenten mit Frequ enzen 1 \J \ < l/26x, aus denen sich das Signal f( ; ; :  J 

zusammensetzt , rekonstru iert bez iehungsweise unterdrückt werden. So wird z.B. 

O.!MI 

0.80 

0.70 

0.60 

o.so 

0.40 

0. 30 

0. zo 

0. 10 

bei vorgegebenem 6x, etwa 6x = 5 m (Abb . 2 . 8 . a )  die Komponente des Si  gnals 

f2 (siehe Abb. 2 .  1 1 )  mit der Frequ enz \J = 0.05 zu ca 80% rekonstru iert; für 

die Komponente ll) it \J = 0. 07 ergibt sich eine Ampl itudenabschwächung von c2 40'; .. 

Anderer seits läßt sich aus der UF ablesen, was eine Änderung von 6x für einen 

Einfluß au f die Rekon struktion einer bestimmten Spektralkomponente hat . So wird 

etwa, wenn 6x = 5 m, die Komponente mit v = 0.05 mit einer Güte von ca 80% 

dargestellt (Abb . 2 .  8 . a) und zu ca 95 % ,  wenn ßx = 2 m (Abb . 2 .8.b) . 

1 H(vt.x) 

Abb . 2.  8 . a  : Übertragungsfunktion der 

LI und Spektrum de s Signals f21 
Ab szis senzuordnung für ö:c = 5 m. 

0.90 

O.IO 

o. 70 

0.60 

o. 50 

0.40 

0. 30 

o.?O 

0. 10 

1 H( vt.x) 

---

-- . 

• 0 
0"' 

0 

"' 
Vl 

Abb . 2 .  8 . b :  Über tragungsfunktion der 

LI und Spektrum des Signal s f2; 
Abszis senzuordnung fü:c 6x = 2 m. 
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Die Berechnung der ÜF für eine bestimmte RV erfordert keinerlei aufwendige 

mathematische Ableitung. Die ÜF läßt sich auf sehr einfache We ise numerisch 

be stimmen , indem man als Eingabe für das vorhandene Interpolationsprogramm eine 

abgetastete Sinuswe lle ( s tatt der Referenzwerte eines Ge ländeprofi ls ) verwendet. 

Aus den obigen Überlegungen ergibt sich das Berechnungsprinzip: 

H(u) muß für eine hinreichend gro ße Anzahl von Werten uk berechnet werden , die 

zwischen 0 und 1/2 liegen . Jedem Wert uk entspricht ein Interval öxk ' mit dem 

die Sinuswe lle f(x) = sin (  2nv0x) abgetastet werden muß. Per Interval lgröße öx 
werden die abgetasteten Referenzwerte f( löx) , l = O, 1 , n zur Interpolation 

von q Zwischenpunkten pro Abtastintervall herangezogen : 

; q = t:i.x / t:i.x 1 ; j = 1 , 2, . . .  nq ; i = 1 , 2, . . .  q 

a .  ist der Gewichtsvektor der verwendeten RV für den iten Zwi s chenpunkt und g1.-
der Vektor der Referenzwerte , die für das j ewe il  ige Abtastintervall benötigt 

werden (vergl. Anhang 1). Entsprechend der Genauigke its schätzung aus Kontrol l

messungen (7) läßt sich der Schätzwe rt 

nq
1 
nq j

L:=l 
e (jt.3; ' )  

für die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekon struktion rechnen. 

ek (x) ist der Unterschied zwischen f(x) und dem rekonstruierten Signal , das aus 

der Abtastung mit t:i.xk gewonnen wurde. Mit den Definitionen ( 16) und ( 1  7)  erhält 

man sodann den (ge schätzten ) Wert der ÜF für uk = v0t:i.xk: 

( 19) 

Werte für u f uk las sen sich durch Interpolation bestimmen . Das entsprechende 

Flu ßdiagramm ist in Abb . 2.9 skizziert. 

Zur Parameterwahl für den Berechungsproze ß läßt sich folgendes bemerken: 

- Als Amplitude von f(x) läßt sich PE = 1 wählen , da die absolute Größe von pE 
unwesentlich ist; als Phase genügt  = 0, da  bei unendlicher Profi llänge und 

u<l/2 nicht re levant ist. 

- Der zu Grunde liegenden harmonischen Zerlegung von Signalen wegen sind Werte 

= kv t:i.x interessant. Die s läßt sich realisieren , indem man &  = 1 fe st·uk a o o 
setzt , womi t kt:i.x = t:i.xk = k wird. Für die Frequenz der Sinuswelle gil t dann01v , wenn k = 1 ,  2, . . m.o = ,,m .
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Die Wahl von \1 bezw . die Wahl von m ,  der Anzahl zur bestinunender Über0 
tragungswerte H (uk) , h!.ngt von der erwünschten Bestimmmungsgenaui gke it von 

H(u ) ab .  Für eine graphi sche Dar stel lung etwa (Abszis senintervall ( 1 ,  1/2) 
auf 100 mm , Ordinatenintervall (o, 1 )  auf 1 00 nnn) ist \1 = 0 . 005 (m = 1 0  0) 0 
vö llig au sreichend . 

- Die Anzahl n der Abtastinterva l le für eine be s timmte Intervallgröße t>.xk muß 

- der geforderten unendlichen Profil länge wegen - so groß sein , daß mit nöxk 
gerade ein ganzzahlige s  Viel fache s einer Halbperiode des Fehlers ek (x) erfaßt 

wird . Bei symmetri schen RV ( z  . B .  SprWlginterpolation , lineare Interpolation , 

Interpolation nach k lein sten Quadraten , • • • ) ist selbst ein Viel faches der 

Vierte lperiode au sreichend . Für eine Sinuswe lle ist näml ich des Integral ( 1 )  

über e ine Halb bezw . Viertelperiode die kle inste , s ich wiede rho l ende E i nhei t .  

Aus der Bedingung 

N = 1 ,  2, . . •  

folgt n = m ,  mit der obigen Fest legung von ßxk .max 

(20 ) 

- q ,  die Anzahl Kontrol lpunkte per Abtastintervall , lä ßt s ich als Funktion von k 
oder als Konstante fe stsetzen . q = 1 0  erwies sich in den Experimenten (Abmax 
schnitt 3) als au sreichend . 

- Eine wiederholte Berechnung des Sinus für ein und dasse lbe ArgumPnt x läßt 

s ich durch Abspeicherung der Werte f(j/q),  j = 1, 2, . • .  mq vermeiden . 

Parameter der RV 

Berechnung der 

Bere chnung der f( ) 

Abb . 2 . 9 :  Flußdiagramm der BerechnWlg 

e iner Übertragungs funktion . 

Schleife
k = 1 bis m 

Bestimmung von n ( 20 )  

Schleife
i = 0 bis n 

Tei lmenge 1 aus f(l} 

Tei lmenge der q Soll-
werte aus f(j/q) J82 per Abta•tinterva ll 

a  als Qe lla.llltmittel 
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Abschließend sei darauf hinqewie sen , daß der ÜF eine zentrale Bedeutung in der 

Qualit:Atsbeurteilung eines DBM zukommt . Sie eignet sich vorzüglich zu verglei

chenden Studien von Rekonstruktionsver fahren , wie auch z  Parameteroptimali

sierung einer RV (25) . Darüber hinaus ermöglicht die ÜF , die Güte eines rekon

struierten Signals zu quantifiz ieren (1 s) und die Genauigkeit eines DHM in der 

Fora eines mittleren Fehlers anzugeben ( 1 6 , 26) . 

2 . 1  . 4 .  Lei stungs spektrum 

Zur •tJJmnung des Sp ktrums I F (v) 1 2 eines Geländeprofils stehen in der prakti

schen Anwendung lediglich N abgetastete Werte des Profi ls von end licher L!nge 

zur Verfügung . Bei Aquidistanter Digitalisierung mit dem Intervall !J. ,  d .h .  

N!J. = L , 
bietet sich als einfachste und rechnerisch schnellste Möglichkeit der spektralen 

Darstel lung von f( ) die diskrete Fourier Transformation (OFT )  an . Au f die Alter

native , nämlich der Berechnung des Spektrums als Four iertrans formierte der 

Korrelationsfunktion von f(x) (6 , 29) , die rechneri sch wesentlich aufwendiger 

ist, soll hier nicht eingegangen werden . 

Die OFT F(k) l!ßt sich mit Hilfe eine• schnellen Algorithmus „ als ·" Fast Fourier 

Transform" (FFT) bekann  - berechnen , der sich selbst f r einen Kleincomputer 

proqrammieren läßt (23) . 

Gegeben N Werte f( l)  E f( l!J.) . 
, l = O, 1 , • . • N-1 

liefert die FFT N werte 

F(k) = }._ f{ l)e-j2 ; 

j F ( k ) j 2  t ( l  t 

k = 0, 1 ,  • • . N-1 .  

_ ,  ,t:i. 

Abb . 2 . 1  0 : IlluBtration zur OFT . 

0 5 10 20 N 

( 2 1  ) 
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Die Werte f( l) ,  die als Vektor dem FFT-Programm eingegeben werden r entsprechen 

den Profi lhöhen an den Stellen x = 1 6 .  j F (k) 1 ist die Amplitude der Spektral

komponente mit der Frequenz v = k/L . Die Werte F(k) ,  die man aus der FFT für 

k = (N/2)  +1,  (N/2) +2, . . .  N-1 erhält ( in Abb . 2 .  10 strichliert gezei chnet ) ,  s ind 

ledigl ich die ·konj ugiert komplexen Werte zu jenen für k = (N/2 )-1 ,  (N/ J)  - 2 ,  1 .  
Durch die Umspe icherung F(N-1 )  = F(-1 ) , F(N-2) = F(-2) , etc .  , erhä lt man die 

di skrete Fouriertransformierte von f( l) ,  siehe Abb . 2 .  1 0 .  
I F (k) 1 2 miJt -N/2:::_k::JN/2) - 1  soll I F(v) 1 2 i n  Formel ( 1 5 )  erset zen. 

Eine wi llkürliche , stetige Funktion f(x) auf dem endli chen Interva ll (o, L) , läßt 

sich durch eine (unendliche ) Reihe von Sinuswe llen mit harmonische n Frequenzen 

(Fourier Reihe ) darstel len , somit durch die (endliche ) Reihe von Sinuswel len , 

die durch die DFT definiert ist , approximieren : 

f(x) = p0 + pksin (2nvkx + Ok) 

Dabei gelten die Be ziehungen : vk = k/L, p0 = RF(O) , pk = { 4 (RF(k) 2 + IF(kJ 2 ) }  
RF(k)und  k = arctan IF (k) . RP(k) bedeutet Realteil von F(k) ,  IF(k) Imaginär tei l  von 

F(k) .  Für x = l 6 gilt f(x) = f(x) . Nur wenn f(x) eine periodi sche Funktion mit 

der Periodenlänge L ist und keine Frequenzen höher als 1/26 aufweist , ist 

J F (k) 1 2 das Lei stungs spektrum von f(x) . Anderen fal ls ist J F (k) 1 nur eine Näherung 

für J F(v) 1 . Je größer L und j e  kle iner 6 ist , umso be sser wird die Näherung sein . 

Je länger das Profil nämlich ist , desto kleiner ist das Frequenzinterva ll der 

DFT vk+l - vk = 1/L und mit kleiner werdendem 6 wird die Verflechtung von F(k) 
in zunehmenden Maße vermieden . Die Kenntnis eines periodischen Signals über seine 

Periodenlänge ist gleichbedeutend mit der Kenntnis über eine unendliche Länge . 

Durch die DFT wird aus der Formel ( 1 5 )  : 

= (1 - H(ukJ ) 2 j F (k) 1 2 ., ( 2 2 )  

Die Formel ( 2 2 )  stimmt mit der in (4) angegebenen Schätzvariablen für das AR

Fehlerquadrat überein , wenn H(u) = 1 i st für J u J <l/2. 

Wichtig für die Genauigkeitsschätzung eines DHM sind die hohen Fr equenzen de s 

Geländeprofils . Eine gute Erfassung der Klein formen ist nur möglich bei hinre ichend 

kleinem Abtastintervall 6 zur Spektrumbestimmung ( Bedingung (9 ) !) .  Darüber hin
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aus würde eine Abspa ltung niederfrequenter Komponenten von f{l,) einer genaueren 

Bestimmung der hochfrequenten Anteile zu Gute kommen ( 6) . Die empiri schen Unter

suchungen sollen j edoch zeigen , ob eine derartige Trendabspal tung notwendi.g ist .  

2.1.5 . Beispiel 

Zur Untermalung der aufgezeigten Bezi ehungen soll der AR-Fehler für eine perio

disches Signal berechnet werden.  Die in Abb . 2.11 gezeigten Profi le mit der 

Perioderilänge von L = 200 m sind Überlagerungen von harmonischen Sinuswe llen : 

f(x) = p +0 ; 

Durch entsprechende Variation der Parameter für die Generierung von Zufalls

werten für die Amplituden pk ergeben sich die Signale f1 (x) , f2(x) , f3 (x) von 

zunehmender Bewegthei t .  Die Phasen k sind ebenfal ls Zufall swerte . Das grö ßt

mögl che Abtastintervall nach dem Abtasttheorem (9) ist für alle drei  Signale 

t:.x = 5 m. Neben den Profi len sind in Abb . 2.11 ihre Spektren darge stellt.  

18.I 

„.1 . 1 . 1  

•• 1 
„. - v  

1.1 -· 1.1 I\' V 12 
t2M 

49.1 
l .t 

lt.I 

. 1.1 -· .1-1..... - "  f3(•) ••• 
l I V l l2 

••• 

••• 1 .a  

••• -· 

• • J i 1• • • '·'19 
- v• „ „1 • 1 1 1 i 

Abb . 2 . 1  1 1  Drei per iodi sche Signale f 1 ,  f21 f3 und ihre Spektren . 
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Die im OB geschätzten AR-Fehlerquadrate (Formel (7) ,  oM ' = 0 )  sind in Tabelle 

2 .  1 für fünf verschiedene Abtastinterva lle und LI angegeben . Mit Ausnahme von 

ß:c = 3 m sind die Werte a B gle ich mit den im FB geschätzten Feh lerquadraten 

oiB (Formell ( 2 2)). Die Unstimmigke it für Ax = 3 m erklärt sich daraus , daß 

be i dieser Intervallgröße nicht das ge samte Profil erfaßt wird . 

f1 1, !3 
l·) · 2  • 2  a2 92 a . a:.008 oPB oe l"I 
1 0 . 000 o . ooo 0 . 003 0 . 003 0 . 002 0 . 002 

2 0 . 003 0 . 003 0 . 04 1  0 . 04 1  0 . 03 5  0 . 03 5  

3 0 . 0 1 7  0 .  0 1 7  0 .  197 0 . 1 96 0 . 1 7 1  0 .  170 

4 0 . 0 5 1  0 . 05 1  0 .  582 0 . 582 0 . 496 0 . 496 

5 0 .  1 1 5  0 .  1 1 5  1 .·309 1 .  309 1 . 097 1 . 097 

Tabelle 2. 1 :  AR-Fehlerquadrate 

im OB und FB geschätzt. 

o.eo 

o. 40 

0 c.x
0 1\) C/1 

Abb . 2. 1 2 :  AR-Feh ler ensprechend 

Tabe lle 2 . 1 . 

Abb . 2. 1 2  zeigt deutlich einen nicht linearen Anstieg des AR-Feh lers mit grö ßer 

werdendem Abtastintervall . Weiters illustriert die Abbildung , daß der AR-Fehler 

be i vorgegebenem /:,.x einerseits mit zunehmender Ge ländebewegtheit (Verlagerung 

der dominierenden Spektralkomponenten vom niederfrequenten Bereich bei f1 zum 

hochfrequenten Bereich mit f3 , Abb . 2 . 1 1 ) und andererseits mit zunehmenden Höhen

unterschieden steigt . f2 zeigt zwar eine geringere Bewegthe it als f3 , j edoch 

größere Höhenunterschiede , d . h .  die domierenden Anteile von f2 sind von niedri

gerer Frequenz als j ene von f3 , aber die Amplituden von f2 sind insge samt grö ßer 

als die von f3 ( siehe Abb . 2 . 1 1) .  

weiters deutet die Abb . 2. 1 2  an , daß 08 gegen Nu ll konvergiert mit kleiner 

werdendem Intervall  A:c , was sich auch auf Grund der ÜF (Abb . 2 . 8) erwarten läß t .  

Das Beispiel demonstriert die Gültigke it der Formel ( 2 2) für ein Signal mit 

der Per iode L ,  für das die Bedingung (9 ) erfüllt ist . 

2. 1 . 6. Einfluß eines zufälligen Meßfehlers auf die Schätzung des Abtast und 

Rekonstruktionsfehler s 

In 2 . 1 . 4 . wurde davon ausgegangen , daß f(x) ohne Fehler digitali s.iert wurde . Im 

folgenden soll abgeschätzt werden , in we l chem Ma ße sich ein rein zufälliger Me ß

fehler bei Verwendung der Forme l ( 2 2) auf die Schätzung des AR-Fehler s aS 
auswirkt . 
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Statt der Werte f(l) sind nur die Werte 

bekannt . Unkorrel ierthe it von Nutzs ignal f( l) und Störs ignal m(l)  vorausge setzt , 

gilt für das Spektrum von g ( l) : 

I G (kJ l 2 = I F(kJ l 2 + I M (kJ l 2 

Somit ergibt sich als Einfluß a  eines Meß fehlers : 

a  = 
(1 - H(ukJ ) 2 IM(kJ l 2 

Für cr  folgt daraus : 

52 = 
Ntl 

(1 - H (ukJ ) 2 I G(k) 1 2 - . aD2S k=-N/2 

j edoch eine reichlich unregelmäß ige Folge I M (k) 1 2 , deren
Nt-1 I M(kJ l 2
-N 2 

aber dem Erwartungswert a /N entspricht . 

Ersetzt man somit I M(kJ j 2 in ( 2 3  ) durch 

und als we itere 

...2aD = 

(1 - H (ukJ ) 2 

Abs traktion 
Ax
2ll 

a2 6. 
J 

(1 - H(uJ ) 2 duM Ax 

( 2  3 ) 

( 2 4 )  

N 6  _

Es gi lt n!mlich : u_N12="-N/P,Ax =  2L Ax =- n und uk+l - uk - ND. (vergl .  2 . 1 .. 3 .  , 

2 . 1 .  4 . ) .  
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somit als Abschätzung des Einflusses eines zufälligenFür ßX<ß erhält man 

Fehlers m( l) :  
ßx 

f2ß 
(1 

0 
- H(uJ ) 2 du ( 2 5 )  

und für ßx ß , da H(u) als Null angenommen wird für l u l  l/2 (Forme l ( 1 5)) : 

( 26) a8 = o  (1 - :X ( 1  - TJ ) 

T ist definiert als 

32 
( 2 7 )T - 2 (1 - H(uJ ) 2 du 

0
f 

und wird im folgenden als integrierte Varianz funktion beze ichnet . Die Varianz

funktion (1 - H(uJ ) 2 gibt die Varianz des Fehler s wegen Abtas tung und Rekon

struktion für eine Spektralkomponente mit der Frequenz v = u/ßx und der Ampli

tude 1 an .  Die Formeln ( 2 5) and ( 26) geben einen Erwartungswert für den Me ß

fehlereinfluß an . Je nach Profil länge L wird der tatsächliche Einfluß eine s 

rein zufälligen Me ßfehlers auf die Schätzung von o  mehr oder weniger von a  
abweichen . 

2 . 1 . 7 .  zweistufige Rekonstruktion 

Als zwei stufige Rekonstruktion ( ZR) wird ein Rekonstruktionsver fah ren bezeichnet , 

bei dem das ursprüngliche , oftmals durch unregelmäßig vertei lte Punkte festge

legte DHM zunächst zu einem engmaschigen Raster verdichtet wird , z .  B .  durch 

Interpolation nach kleinsten Quadraten ( l ü) . Im verdichteten Raster wird sodann 

ein einfaches Interpolationsverfahren , z .  B .  LI zur Geländedarstel lung verwende t .  

Eine Z R ,  im Fall einer äquidistanten Abtastung eines Profils , läßt sich folgen

derma ßen formulieren : 
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f(x) Signal 
00 

f . (x) = L: f( t6x1 J o (x - t6x1 J - - - - - - 1 .  Abtasten 1, 9.=-oo 
J 

g . (x) = f . (x) + m . (x) - - - - - - Me ssung 1, 1, 1, 
00 J 

z (x) = 
J 

a1 (t)  gi (x-t) dt - - - - -  1. Rekonstruktion 

-oo 100 

z . (x) = L: z ( tßx2J o  (x - tßx2J - - - - - - 2 .  Abtasten1, i=-oo 
t00 

f(x) = f a2 (t) z . (x-t) dt - - - - - - 2 .  Rekonstruktion1, 
-eo 

Dabei wird z .  (x) (das sind die Werte im verdichteten Raster ) als diskretes 
Signal aufge faßt , das sich durch Abtasten von z (x) mi t 6x2<ßx1 ergibt . z (x) 
i st aas kontinuierliche Signal , das aus der ersten Rekonstruktion mit der 

Gewichtsfunktion a1 ( t) gewonnen wurde . 

Das Gesamtsystem läßt sich somit in zwei aufeinanderfolgende lineare Systeme 

zerlegen , das erste AR , durch H1 (vßx1 ) charakterisiert, und das zwe ite AR , durch 

H2 (vöx2J beschrieben . Die Übertragungsfunktion de s Gesamtsys tems , H(v) , ergibt 

sich j edoch nur näherungswe _ ise als H1 ( v) H 2 ( v) • Die ÜF beschreibt nämlich die Eigen

schaften von AR für ein Signal des sen Spektrum j enseits von 1/26x verschwindet .  

z (x) aber hat im al lgemeinen ein erst im Unendlichen verschwindenes Spektrum . 

Denn Z (v) = A1 (v) G . (v )  und G . (v) ist ein periodi sches Abbi ld von F(v) über lagert  
mit Mi (v) . A1 (v) schwingt für die übli chen RV mehr oder weniger gedämpft nach 

Null ( siehe z . B .  Bei' spiel 3 in 2 . 1 . 1 . )  . Durch das zweite Abtasten scheint A1 (v) 
in einer verf lochtenen Version in der Schätz formel auf ( siehe Anhang 5). Nur im 

Extremfall t!'er idealen Rekonstruktion·t "WO · A/v) exakt Null  für l v l  .:_ ist , 

kommt es zu keiner Verflechtung von Z (v) , da 1/2öx2>1/2ßx1 ist . 

Dadurch gilt H (v) = H1 (v)H2 (v) = 1 . H2 (v) , was j edoch gleichdeutend i st mit einer 

einmaligen Abtastung von f(x) mit 6x2 und der Rekonstruktion mi t der Gewichts

funktion a2 (t) . 

( 2  8 )  
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Formel ( 2 8 )  liefert lediglich einen Näherungswert , der im allgeme inen zu pessi

mi stisch ausfallen wird , aber umso besser ist , je weniger sich die erste Rekon s t r uk

tion von Whittakers Interpolation unterscheidet . 

Zu einer genaueren Bestimmung des AR-Fehlers einer ZR kann man H( v) in analoger 

Weise , wie in 2 . 1 .  3 .  beschrieben , berechnen.  Für j edes Verhältnis t>.x1/t>.x2 ergibt 

sich eine neue ÜF ;  die Umhüllenden dieser Schar sind H1 (v) und H2 (v) . 

Hf>.x (vt>.x1 J ) 2 \ F(vJ \ 2 
1 

f>.x2 

; \ F  (v) \ 2 1= O, \  v \   2öx 1 
( 2 9 )  

Als Beispiel dient das Signal f3 (x) aus 2 . 1  . 5 .  , das mit kubischer Interpolation 

(KI ) <H1 (u) in Abb . 2 . 1 3  ) im er sten Gang und mit LI (H2 (u) in Abb . 2 . 1 3 )  im 

zweiten Gang rekonstruiert werden soll . 

Im OB wurde 08 für drei Fälle geschätzt ( siehe Tabelle 2 . 2  ) . 

Zum Vergleich sind in Tabelle 2 . 3  die entsprechenden AR-Fehler für ausschließ

lich KI bzw . LI angegeben . Die im FB mi tte ls ( 2 8 )  berechneten mittleren Fehler 

sind aus Tabelle 2 . 4  ersichtlich , j ene mi t ( 2 9 )  gewonnenen Werte aus Tabelle 2 . 5 .  

t.a:
1 

2 
4 

5 

6:1:
1 

2
4 
5 

6:1:1,
2 
4 

5 

6:1:1 
1

2
J 
4 

s 

11:c2 001 
1 0 . 010 

2 0 .  476 

1 0 . 8 1 7  

t.I OB XI 
0 .  188 0 .  034 

0 .  705 0 .  407 

l . 047 0 .  809 

t.:e2 an 
1 0 . 080 
:l 0 . 554 
1 0 . 837 

-1-2 -1 -s
6'12 a 0:e2 

o . o u  0 . 004 

0 .  070 0 .  038 

0 . 2 1 1  0 . 1 58 

0 ,  475 0 . 4 1  4 

0 . 86 7  0 , 8 16 

Tabelle 2 . 2 :  
AR-Fehler e iner ZR , im OB 
berechnet (Dimensionen : (m) ) .  

Tabelle 2 . 3 :  
AR-Fehler bei linearer Interpolation 
und kubischer Interpol ation . 

Tabe lle 2 .  4 :  
AR-Fehler einer ZR,  im FB mittels 
( 28 )  berechnet . 

Tabelle 2 .  5 :  
AR-Fehler einer ZR , im FB mittels  
( 29 )  berechnet . 
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Abb . 2 . 1 3 :  

pbertragungsfunktionen der ZR 

KI-LI . 

H3 (u) in Abp . 2 . 1 3 ist die ÜF für die ZR KI-LI bei einem Verdichtungsverhältnis 

ßx1/ßx2 = 5 .  In dem Abbildungsmaßstab ist H3 (u) kaum von H1 (u) zu unterscheiden , 

was sich auch in den geringen Unterschieden zwischen a5 für KI und der ZR 

zeigt (Tabe llen 2 . 2 ,  2 . 3 ) . H4 (u) , die ÜF für das Verdichtungsve rhältnis 2 ,  

liegt sichtl icht unterhalb von H3 (u) ; entsprechend sind die AR-Fehler grö ßer 

als diej enigen für das Verdichtungsverhältnis 5 .  Die Überstimmung zwischen den im . 

FB und j enen im OB berechneten AR-Fehlern (Tabellen 2 . 2 ,  2 . 5 ) ist im Bereich der 

Rechengenauigke it , wobei hervorzuheben ist , daß I F (v) 1 = 0 für l v l > 0 .  1 .  Die mit 

Formel ( 28 )  errechneten Werte stellen nur Näherungswerte dar (Tabelle 2 . 4 ) . 

2 . 2 .  Genaui gkeit einer Flächendarstellung 

2 . 2 .  1 .  Varianzschätzung 

Die Forme ln für den dre idimensionalen Fall lassen sich als entsprechende ·Verall

gemeinerung der Beziehungen für den zweidimensionalen Fall aufstellen : 

Die Geländeoberfläche , als kontinuier liches Signal f(x, y) bezeichnet , das die 

Geländehöhe in Funktion der zwei Lagekoordinaten x und y angibt , wird durch AR 

in f(x, y )  überge führt .  Das rekonstruierte Signal f(x, y ) ist die Darstel lung der 

Fläche f(x, y ) auf dem Gebiet LX. LY durch das DHM . Analog zu ( 1 )  wird die Varianz 

des OHM-Fehlers definiert als : 
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LY LX 
f f e2 (x, y)  dxdy 
0 0 

e (x, y) = f(x, y)  - f(x, y)  ( 3 1  ) 

Durch die Geländeau fnahme in einem Rechtecksraster mi t der MaschengröGe 6x. öy 
werden die Re ferenzdaten g . (x, y) des OHM gewonnen : 'l.: 
Den Beziehungen ( 2 )  und ( 3 )  entsprechend gilt für LX -+ 00, LY -+ OO ; 

00 

f(Zxöx, lyöy) O (x-lxöx, y-lyt>.y)
ly=-oo 

g . (x, y)  = f . (x, y) + m . (x, y) i. i. i. 

2 ) 

( 3 2 )  

( 3 3 )  

o (x, y) ist die bivariate Dirac Deltafunktion ( s  iehe Anhang 3 )  , m . (x, y)  ist deri. 
Meß fehler . Mit der Datenmenge g .  (x, y) und der RV des DHM ist die F._ächendarstel lung i. Af(x, y) festge legt . Für lineare RV ergibt sich f(x, y) als Faltung von gi (x, y) mit 

der Gewichtsfunktion a (s, t) :  

00 00 1 
f(x, y) = f f a (s, t) gi (x-s, y-t) dsdt :

1 -00 -oo 1
I._ - - - -  -  - - - - - - - - - -  - _ ,  

( 34 )  

Durch den Übergang vom OB in den FB wird aus dem zweidimens ionalen Faltungsinte

gral ( 3 4 )  eine Multipl ikation ( siehe Anhang 2 )  : 

A 1
1 F(v, µ) = A (v, µ) G .  (v, µ) 1i.
'- - - - -  - - - -  - - - '  

( 3 5 )  

Die Systemfunktion der RV 

00 00 

A (v, µ) =F (a (s, tJ ) ) e-j (2nvs + 2nµt)dsdt ; j = f::i ( 3 6 )

-oo -00 

gibt das Verhältni s der Amplituden vor und nach der Rekonstruktion an . 

I F(v, µ) 1 = I F (f(x, yJ ) 1 ist das Amplitudenspektrum des rekonstruierten Signal s ,  

1 G .  (v, µ) 1 = 1 F (g . (x, y ) )  1 das Amplitudenspektrum des diskreten Signals g .  (x, y  ) .  i. i. i.
A (v, µ) ist eine ree lle , gerade Funktion von v und µ ,  wenn a (s, t) eine reelle , 

gerade Funktion von s und t ist lA (v, µ) = A (-v, µ) = A (v, -µ) = A (-v, -µJ )  . 

Hinwe is zur Notation : Als Indices im OB werden lx und ly verwendet , die die 
ganzen Zahlen durch laufen ; = lxt>.x, = ly y . Im 

k kFB dienen x und y als Ind ces .  
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Beispiel 4 :  Gewichtsfunktion und SF einer Sprunginterpolation ( Analogon z u  

Beispiel 1 , 2 .  1 .  1 .  ) : 

a (s, t) = a (s) a (t) X y-- {-l'; -fJ.:x;<8 <fJ.x
a (s) x . O; s - fJ. x, s >  /J.x 

a (t) y = 
{-l';
O; 

-fJ.y<t tJ.y 

-A y 

• a (  s.t) 
1 

Abb . 2 . 1 4 :  Gewichtsfunktion einer Sprungin terpolation. 

A (v, µ) 
00 00 

= fa (s)e-j2Trvsds f a (t)e-j2Trµtdt = A (v) A (µ)X y X y
-oo -oo 

fJ.:c
Ax (v) =  faos( 2Trvs)ds = 

-t.x . 

fJ.x ei n(2TrvfJ.x) •

2Tf\)fJ.:c , A (µ)
y 

= fJ.y 2rrµfJ.y 
\!' 

Abb . 2 . 1 5 :  Normierte Systemfunktion
- 1A (v, µ) = 

tJ.:x:fJ.y A(v, µ) einer Sprung-

interpolation für fJ.x = 2, Ay = 3 
und O v, µ 1/2. 

• - ·03 

.,.0 

• '047 

d -  . 
°0 . 0 0 0 .  1 0  o .  20 0 .  30 0 . 40 0 . 50 

Beispiel 5 :  Gewichtsfunktion und SF der bilinearen Interpolation (BLI) (Analo0on 

zu Beispiel 2 ,  2 . 1 . 1 . )  . Als BLI wird eine RV bezeichnet ,  bei der 

zuar•t linear in der x-Richtung und dann linear in der y-Richtung 

(oder umgekehr t )  interpoliert wird , waa g leichbedeutend ist mit dem ,,..
Polynoman satz f(a:, y ) = aoo + 01 oX + C!(J1 y + "1 /VY per Raster.maache . 
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Abb . 2 . 1 6 :  Gewichtfunktion der BLI . 
- lx 

0 .  40 0 .  60 0 .  80 1 . 0 0 
0
°O . 0 0  

A (v, µ) = F (a (sJ ) F (a (tJ ) X y 

0 .  20 

= A (v) A (v) =X y 

(vergl . Beispiel 3 ,  2 . 1 . 1 . )  

Der mi ttlere DEM-Fehler läßt sich im OB analog zu (7 ) schätzen : 

a = l e ' ( lx!::.x ', lylly ' J l 2 - a , ( 3 7 )  

Dabei ist nx '  Llx '  = LX, ny 'Lly ' = LY; Llx 1 <6x, Lly 1 <6y und 

rein zufälligen Fehler s bei den Kontrollmessungen . 

die Va.r ianz eines 

Im FB ergibt sich , ausgehend von einem unendlichen Gebiet LX . LY: 

QQ 

cr2 = fJ I E (v, µJ 2 l dvdµ ( 3 8 )  

-cio 

E(v, µ) = F (e (x, yJ ) = F(v, µ) - F(v, µ) 



1 

A  

Geht man davon aus , daß 

F ( V, µ) = 0 für 

- 3 1  -

1l v l vN = 26X , 

dann ist die Fouriertransformierte F . (v, µ) des abgetasteten Signals f . (x, y )1.. 

( 39 ) 

ein periodi sches Abbild der Transformierten F(v, µ) des kontinuierlichen Signals 

f(x, y) ( siehe Anhang 3 )  : {D.z6.y F . (v, µ) ,
F(v, µ) = 

0 

Daraus folgt : { (Lix6y - A (v, µJ ) Fi (v, µ)
E(v, µ) = 

· - A (v, µ) F . (v, µ) . 

, 

- A (v, µ ) M . (v, µ)1.. 

( 40 )  

, 

,{ (tix6y - A (v, µJ ) 2 1 Fi (v, µ) 1 2  + A2 (v, µ) 1 Mi (v, µ) 1 2 , l v l <vN , l µ l <µN
I E (v, µ) 1 2  = 

A2 (v, µ) I Fi (v, µ) 1 2  + A2 (v, µ) 1 Mi (v, µ) 1 2  , l v l vN , l µ l µN 
Dabei wurde vorausgesetzt , daß der Me ßfehler nicht mit der gemessenen Größe 

korreliert ist . 

Für die Varianz de s OHM-Fehlers erhält man somit : 

µN vN
a2 = J J (1 - A (v, µJ ) 2 I F(v, µ) 1 2 dvdµ +

-µN -vN 

-m 

( 4 1 ) 



( 4 3 )  

( 4 4 )  

"  = a  

- 3 2  -

I st mi (x, y) ein rein zufilliger Meßfehler, mit der Varianz a , so folgt für die 

Meßfehlerauswirkung cr : 

00 

-

-
cr  = a  4 f  f A2 (v, µ) dvdµ ; ( 4 2 )  

0 

Führt man die Übertragungsfunktion H(v, µ) ein , die das System AR beschreibt, so 

ergibt sich für die Varianz a  des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion die 

einfache Formel : 

µN '1v
cr  = f f (1 - H (v, µJ ) 2 \ F (v, µ ) \ 2 dvdµ

-\JN - \)N 

Die Voraussetzungen für die Gültigkeit der Formel ( 4 3 )  sind : Unend liches Gebiet 

LX. LY sowie Erfüllung der Bedin<JUng ( 3 9 )  . 

Verwendet man H(v, µ) statt A (v, µ) auch zur Bestimmung der Au swirkung eines rein 

zufälligen Meßfehlers, so erhält man einen Näherungswert : 

_L _L26.y 26.x 
a   46.x6.ya  J J H2 (v, µ) dvdµ 

0 0 

1-
...2 = Ra2 R = 4 J f H2 (u, v) dudv ; u = vö.x, v = µt.y,·0R M 

0 

Für den Fall der Rek onatruktion durch BLI z .  B .  ergibt sich (siehe Beispiel 5 und 

Seite 1 2 )  : 
„ „ 

2fA!(v)dv · 2fA (µ)dlJ 
0 0 
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Ist die Bedingung ( 3 9 )  nicht erfüllt , so kommt es - wie im zweidimensionalen Fall 

beschrieben - zu einem Verflechtunqseffekt . Nimmt man j edoch vereinfachend an ,  

daß die nicht richtiq erfaßten Hochfrequenzen 1 v 1 ?.YN , I µ J µN nicht zu einer Spek

trumverformung führen , sondern nur eliminiert weden , so erh!lt man die Schätz

formel : 

GD

Jf ( 4 5 )8  = (1-H(v, µ) ) 2 I F(v, µ) l 2dvdµ mit H(v, µ)=0 füti v l vN , 1  µ J µN 

2 . 2 . 2 .  Übertraqungsfunktion 

Die Daratel lWlg einer stetigen Funktion f(z, y) auf dem Gebiet LX. LY durch eine 

Summe periodischer Funktionen - analog zum zweidimensiona len Fall 

- läßt sich aim einfachsten in komple er Notation schreiben : 

00 CO 

f(x, y) = ��  k��akxky j (kx wx + ky lj!y ) 2Tr 
-e w -

LX ' 

Dies entspricht einer Überlagerung von bivariaten , harmonischen Sinuswellen des 

Typs p1sin (2Trv:c + 2Trµy + 1 ) und p2sin(2nv:c - 2nµy + 2) .  

Solange ausschließl ich l ineare RV betrachtet werden (Bedingung ( 3 4 )  ) l!ßt sich 

das Verhalten von AR and Hand einer Sinuswelle untersuchen . Die ÜF gibt das 

Verhältnis zwischen der Ausgangsamplitude und der Eingangsamplitude einer bi

variaten S inuswelle an :  

( 46 )  

Dabei ist die Ausgangsamplitude entsprechend ( 1 6 )  definiert. Im Anhang 6 ist die 

analytische Ableitung der 01" fßr den Fall der BLI •kizziert . 
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Für die BLI sowie für andere lineare RV , deren Gewichtsfunktion ei ne reelle , g e 

rade Funktion der Variablen 8 und t ist , zeigt die ÜF die folgenden Eigenschaften : 

- Die Abhängigkeit von v (Frequenz in der x-Ri chtung gezählt) und von ßx (Abtast

interva ll in der x-Richtung ) sche int nur in Form des Produkts vßx = u auf . 

Gleicherma ßen läßt sich die Frequenz µ ( in der y-Ri chtuna ge zähl t ) . und das Abtas t

intervall ßy durch µl'iy = v ersetzen : 

H(v, ßx, µ, 6y) = H(u, v) ( 47 ) 

u, v sind die reziproken Abtastdichten in der x bezw . y-Richtung . 

- Die ÜF ist eine gerade Funktion von u und v d . h .  H(u, v)=H(-u, v)=H (u, -v)=H (-u, -v) .  
Darüber hinaus gilt H(u, v)=H(v,u) , wodurch H(u, v) nur für einen halben Quadran

ten berechnet werden muß . Aus die sen Syminetriegründen ist es auch ausrei chend , 

die Sinuswe lle vom ersten Typ , p sin (2 vx + 2 µy + ) zur Berechnung heranzuziehen . 

- Wenn sich AR auf ein unendlich großes Gebiet LX. LY bez ieht , äußert sich die 

Phasenabhängigkeit der ÜF in Form von Unstetigkeitsstel len . Wird durch die RV 

nicht noch zusätz lich eine Ortsvarianz ( zu der de s Abtastsys tems ) eingebaut , 

so treten die Unstetigkeiten an den Stel len (u = 1/2, v = 0 ) , (u = O, v = 1/2)
und (u = 1/2, V =  1/2) auf . Beschränkt man somit den De finitionsbereich von

H(u, v) auf l u l ,  l v l <l/2 , dann ist die ÜF eine Funktion nur der Abtastdichte 

in der x und y-Richtung . 

- Im allgemeinen i st die ÜF nicht trennbar - d . h .  H (u, v) H (u)H(v) - selbst dann 

nicht , wenn die entsprechende SF in zwei Komponenten zer legbar ist . So gilt z . B .  

für die BLI A (v, µ)=A (v)A (µ} ,  W'Obei A (v) di e SF der LI ist ( siehe Beispie l 5 )  . X y X 
Der Unterschied zwischen der ÜF der BLI und H(u, v)=H(u)H(v } ,  wobei H (u) die ÜF 

der LI ist , ist in Abb . 3 . 2 1  dargeste llt . Der Unterschied zwischen H(u, v) und

H(u, v) ist maximal für u=v; für u=O bezw . v=O gilt H(u, v)=H(u, v) . 

Die Abweichung der trennbaren Funktion H(u, v) von ll (u, v) ist zumindest für die 

in Abschnitt 3 verwendeten RV so gering , da ß H(u, v) zur Genaui gke itsschätzung 

völlig ausreicht . Dennoch ist hier in Kürze das Berechnungsprinzip für H(u, v)
angegeben (vergl . Seite 1 7  und 18 ) :  

Die Funktion f(x, y) = sin (2 v0x + 2 µ0y) wird nacheinander mi t den Maschen0rößen

kx· ÄYky abgetastet ; kx = O, 1 , . . . m, ky = kx, kx+l , . . .  m. Für j ede Maschen

größe wird ein engmaschige s Raster interpo liert mit 6r:c ' = t,;ck:!'q und t>.y 1 = t..yl<y/q 
über das Gebiet LX. LY; LX = n:x:6xk.::c, LY = ny 6yky ' 
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Aus den Unterschieden zwischen den we rten der ursprünglichen Funktion f(x, y)  

und den interpol ierten Werten läßt sich die Varianz de s Fehlers wegen Abt stung 

und Rekonstruktion schätzen : 

... 2 107<.xky = 
nx ny q 

Der Wert der UF für ukx = v0t:.zkl:r.; , vky = µ0!.iyky errechnet sich sodann als 

( 4 8 )  

i n  Abschnitt verwendeten UF wurde 
1

i )  t.ix
kx = kx , t.iyky = ky; · vo = µo = 2m 

N
2v0 2v0 

Für die die folgende Parameterwahl getroffen : 3 

i i )  m = 1 00 

1 ,  2,N nyt.iYky = ( 4 9 )=Niii ) ; • . .
'-

iv) q = 1 0  

Das Flußdiagram entspricht j enem der Abb . 2 . 9 ,  die Schleife für k i s t  nun eine 

Doppe l schlei fe für kx und ky , die S chleife für Z eine Doppe lschleife für Zx und 

ly . 

2 . 2 . 3 . Leistungsspektrum 

Wie im zweidimens ionalen Fal l bietet sich die DFT zur Spektrumbestinnnung an . Be i 

äquidistanter Digitalisierung von f(x, y) pro Koordinatenrichtung läßt sie sich 

mit dem FFT Algorithmus berechnen . Erfolgt die Abtas tung in einem Rechtecksraster 

mi t der Maschengröße Ä . A  , dann gilt : X y 

N t.i = LX , N A = · LYX X y y 

Die N. N WerteX y 

N -1f( lx, ZyJ = f( lx t.i , ly 6 ) ; i:x = 0, 1 ,  
X y ly = o ,  1 ,  r-1y 
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werden in N. N Werte trans formiert : X y 

1F(kx, ky) = NN 
X y 

N -1 N -1

&a f( lx, ty ) 
_ . 2 kx lJi31L)

e J 1f N + NX y 

kx = O, 1 ,
ky = 0, 1 ,  

N -.1tf-1y 

( 5 1 )  

J F (kx, ky)  J ist die Amplitude der Spektralkomponente mit der Frequenz v = kx/LX 
in der x-Richtung und µ = ky/LY in der y-Richtung . Um das diskrete Spektrum für 

-N1::_kx::_N1-1 ,  -N2::_ky::_N2-1 zu erhalten , muß die Matrix , die man aus der FFT erhält , 

umge spei chert werden ( siehe Abb . 2 . 1  7 )  : 

2 

4 

3 

F(-kx, ky)  = F(N -kx, ky)Xkx = 1, 2, N1
ky = 0, 1, N2-1 

F(kx, -ky) = F(kx, Ny -ky)
ky = 1, 2, N2kx = O, 1 , N1-1 

F(-kx, -ky)  = F(N -kx, N -ky)X y
kx = 1, 2, N1ky = 1 ,  2, N2 

Dabei ist : 

N2 

ky 

CD (i) 
k xNi 

ky 

CD 
k x

Ni 

Abb . 2 .  1 7 :  Umspeicherung der. bivaria ten FFT 

Nach der Umspeicherung gi lt : J F  ( kx, kyJ J = J F  (-kx, -ky J  J und J F (-kx, ky ) 1 = J F (kx, -kyJ J 
Durch die DFT sind die Amp lituden und Phasenwinke l der ( endlichen ) Reihe f(x, y)  

von Sinuswe l len festge legt . f(x, y) ste l lt eine Approximation von f(x, y) dar ( s  iehe 

Seite 3 3  und Seite 2 0  zum Vergleich )  : 

}P], kxky = 4 (RF(kx, ky) 2 + IF (kx, kyJ  2 ) 

l ,  kxky = aratan (RF(kx, ky)/IF ( kx, ky ) )  

P , kxky = 4 (RF(kx, -ky) 2 + IF (kx, -kyJ 2) }
2, kxky = aPotan (RF(ku;, -ky)/lF (kx, -ky) ) 
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Dabei gelten die folgenden Aus snahmen : p00 = RF ( O, O J ,  p0N2 
= RF (O, N2J ,

PNlo = RF(Nl , O) , PN1N2 = R
F(Nl, N2) . . 

Ist f(x, y) eine periodische Funktion auf LX . LY mit harmonischen Frequenzen 

v<l/26 , µ<1/26 , dann ist j F  (kx, kyJ  j 2 gerade das Le istungs spektrum von f(x, y)X y 
Anderfalls ist die OFT eine Näherung für F(v, µ) . 

Bei Verwendung der OFT wird aus der Schätzformel ( 4 5 )  : 

N -1 N -1 · 

= t t (1 - Hluk:J:' vk J )  2 I F!kx, kyJ  1 2 ;
-N ky--N y
1 - 2 

( 5 2 )  

Da die We rte , die für die Berechnung des Spektrums zur Ver fügung s tehen , niemal s  

feh lerfrei sind , ist i m  folgenden noch der Einfluß eines rein zufäl ligen Me ß

fehlers auf die Varianzschätzung angegeben : Liegen statt f( lx, ly ) die Werte 

g ( lx, ly) = f( lx, ly) + m( lx, ly) 

vor , so gi lt , wenn f und m nich miteinander korre liert sind : 

j G  (kx, ky ) j 2 = j F  ( kx, ky) j  2 + I M(kx, ky) j 2 

Aus ( 5 2 )  wird dadurch : 

N1-1 
e  = 2:kZ=-N1 (1 H( V J ) 2 - aD2- ukx, ky 

( 5 3 )  

setzt man das Spektrum j M(kx, ky) j 2 gleich seinem Erwartungswert - wenn m ( lx, ly) 

ein rein zufälliger Me ß fehler mit der Varianz o  i s t  - erhält man als Abschätzun<;; 

des Me ß fehlereinflusse s  : tN -1 
...2 -
aD - NxNy kii--N 

- 1 
( 5  4 )  

Faßt man die Doppe lsumme a l s  Näherung eines Doppe lintegrals auf , folgt we iter : 

5u._ 
6 A 26 Ff y 

J 

X 
82 = a 2  ( 1  - H(u, vJ)  2 clw / 1J ( 5 5 )D M 6.:J;t,y 

 -t:i.z
26 2lly :t 
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t:i.X !JXDenn e s  gilt : ukx+l - ukx = LX 
=  , 

Für 

X X 

, = - AL 
21:!.y 

b.x>b. , b.y>/). ergibt sich somit (ll (u, v) - x - y 

/). /). { Jj ( 1  - H (u, v! ) 2dudv <J2 = a2 D M !JXb.y 
-  

/). ti 
cr  = o  (1 - ( 1  - TJ )  

T =  - H (u, vJ ) 2 dudv 

2 . 2 . 4 .  Be ispiel 

= o für 1 u 1 >  , l v l JJ : 

 !JX 
21:!. F -jJ dudv }+ J 

y 
J 

X 
dudv 

-1:!.:J: 
21:!. Fy X 

( 56 )  

( 57 )  

Um die AR-Fehler schätzung für den dreidimensionalen Fall an Hand eine s Bei spiels 

zu demonstrieren , sei die Funktion 

f(x, y ) 

gewählt , die sich als Überlaqerung von "Wellblechen" interpr etieren läß t .  Jedes 

einzelne "Wellb lech w hat eine andere Richtung , Frequenz und Amplitude , wobei 

unter "Wellb lech" eine bivariate Sinuswe lle mit der Frequenz 1/"A in der Richtung 

ß und mit der Frequenz Null in der dazu or thogonalen Richtung vers tanden wird 

( siehe Abb . 2 .  1 8 )  . 
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aosßv = 

ainßµ 

Abb . 2 .  1 8 :  "Wellblech" 

Parameterwahl :  

O<:c<LX = 2000 m 

= 2000 m 

P1 ' P2 sind Zufallswe:rrt6! zwi schen 0 und 1 

<Pi' <P2 sind Zufallswerte zwi schen 0 und 21T 

Die Werte für p2 mit den Indices { kx 0, 0 ky, kx &, 10 ky } 
Indices { O  O, 1 0  O, 0 & }  sind Null . 

Abb . 2 . 1  9 :  Signal f(x, y) .  

sowie für <P 1 mi t den 
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t.xy (m) 8os (m) 
40 0 .  3 2 5  

8 0  1 . 1  7 

1 00 1 .  69 

200 3 . 86 

1 000 6 . 1 8 

8FB 

0 .  325 

1 . 1  7 

l .  69 

3 . 48 

4 . 57 

-
°FB 

0 .  332 

1 . 20 

1 .  7 4  

3 . 5 2 

4 . 57 
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Das Spektrum von f(x, y)  ist in Abb . 2 . 2 0 dargestellt , die Funktion selbst als 

axonometri sche Zeicl:mung in Abb . 2 . 1 9 .  

1 0 0 0 0
50 0 0  

1 0  0 0  
50 0 

1 0 0
50 

1 0
5 

Abb . 2 . 2 0 :  Spektrum von f(x, y) . 

/ ky
/----- - - - - - - - - -T----- - - - -,r - - - - - - --  1 0 ,,,. "' ;" ,,, ;

,,-" ·. . . . „"' . . . . ,,,,,„ . . . . ,,,,,,,,. . . . . ,,,." 
; „ ;' ,,,. ,,,,. "" 

/ - kx 1 0  

Mit obigen Annahmen ergibt sich nach ( 39 )  als maximale Abtastintervallgröße für 

ein Quadratraster A = A = A = 1 00 m. In Tabelle 2 . 6  sind die im OB und FB X y
geschätzten AR-Fehler für 5 Maschenweiten 6x = Ay = Axy und BLI zusanunengestellt . 

Tabelle 2 . 6 :  AR-Fehler im OB und 

FB geschätzt .  

OB wurde nach ( 3 7 )  mit oM , = 0 berechnet ;  ßFB wurde nach ( 5 2 )  mit der UF der 

BLI gerechnet und oFB ebenfalls nach ( 5 2 )  aber mit der trennbaren Funktion 
H(u, v )  ( siehe Seite 34) . 

r
Der Vergleich von oOB mit aFB zeigt die Gültigkeit der Formel ( 5 2 )  für ein 

periodisches Signal , solange ( 3 9 )  erfüllt ist . Die Maschenweiten 200 m und 1 000 m 

sind für die verwendete Fläche f ( x, y )  zu groß , dementsprechend gibt. eFB nur mehr 

näherungsweise den AR-Fehler an . Der Unterschied zwischen aFB und a·FB ist nicht 
wesentlich größer als die Rechenungenauigkeit . 

3 .  EMPIRI SCHE UNTERSUCHUNG 

Im folgenden wird e i ne Reihe von Experimenten beschrieben , die die Leistungs
fähigke i t  des Verfahrens und die Gren en der Anwendbarke it der herge leiteten 
Schätz forme ln aufzeigen sol len . Darübe r hinau s sol len die l3e i sp l e l r  echnungen i n  

Ergänzung zum theoretischen Abschnitt die Abhängigkelt der Genau igk eit eines DHM 
von den ver schiedenen Einfluß faktoren verdeut l ichen . 
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3 . 1 .  Test daten 

Es würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen , Geländemerkma le wie etwa Bewuchs 

und Bebauung in die Genauigkeitsuntersuchung einzubeziehen . Nur die geometrische 

Ge ländebeschaffenheit , Abtastintervallgröße , RV und ein zufäl liger Meßfehler
werden als Einflußfaktoren berücksichtigt . 

3 . 1 .  1 .  Ge lände 

Die Erfas sung und Darstellunq einer Ge l!ndeoberfläche ist an einen Maßs tab 

geb\inden . Unter obiqer Zielsetzung ist es j edoch nicht wichtig , welcher Maß s  tab 

für diese Untersuchung gewAh lt wird . Ziemlich wil lkürlich fiel .  die Wahl auf 

eine Darste l  lung der GellndehöhenverhAltniase in mittlerem Maß st!ib ,  n!mlich 

1 :  5 0 . 000 . Für eine entsprechende Höhenlinienkartierung mit einem Höhenl inien

abstand zwischen 1 0  m und 50 m erglbe sich als Gtmauigkei tsan forderung an das 

OHM ein mittlerer H henfehler in der Größ enordnung von etwa 2 m bi s 1 0  m .  

Als Größe eines Testgebiete• wurde 8  1 2  km2 9ewählt - eine XArtierung im Maß

stab 1 : 50 . 000 füllt qarade ein A4-Format . 

Anstatt wirkliche Ge llncie fl&chen zu verwenden ; wurde der Vorzug numer isch bes timm

ten F lächen gegeben . Ein von B .  Kunj i im Rahmen eines umfangreichen Simulations

•yatell8 (7) enwickelter Algorithmus generiert Höhen f in Funktion der · Lagekoor

dinaten x,y  auf sehr komplexe We ise . Durch ge eignete Parameterwahl entstehen 
Fliehen mit typi sch geomorphologischen Kennzeichen . Drei der i n  (2 2) verwendeten 

"Ge lände " dienen fiir die folgende Unte reuchung : Eine verhältnism!ßig glatte Fläche 

(T l )  , ein "hüge liqes Gelände " (TS ) und ein gebirqig zu nennendes (T6 ) .  Die Höhen

linienkarten der drei Teatqebiete sind als Abb . 3 .. 2 - 3  . 4  gegeben . Abb . 3 . 1  ze igt 

eine axonometrische Zeichnung des "well igen Ge ländes" T l  mi t übertriebenem 

Höhenmaßs tab . Statietiken über die Ne igunqa und Krümmungsverh!ltni sse in den 

Testgebieten sind in (2 2 , 26) zusammengeste l lt . 

E• ist nich anzunehmen , -daß die synthetischen Ge l!.nde mit irgendwe lchen wirklichen 

Geländeoberfl!chen ' übereinstimmen . So fehlt ihnen etwa ein gewisses Mikrore lie f ,  
viel leicht auch die 1.mllienee Formenvielfalt der Natur . Die Höhengenerierung f(x, y) 
ist j edoch keine swegs auf die vorge sch lagene Spektralanalyse zugeschnitten . 

Die er zeugten Flächen sind nicht etwa einfach eine Überlagerung von harmoni schen 

Sinuswe llen ( wie im :Be ispiel 2 . 2 . 4 . )  7 sie wei sen selbst Bruch linien auf , wie 

aus Abb . 3 .  1 und den Prof i l  ze ichnunqen (Abb . ! , J  ) zu e r  sehen ist . 



Abb . 3 .  1 :  Axonometrische Zeichnung T l  

(Maschenweite 1 00 m )  
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Da f(x, y) bei einem synthetischen Gelände fehlerfrei bekannt ist , können die im 

OB geschätzten mittleren Fehler des DHM (Forme l ( 7  ) bezw . ( 3 7  ) mit aM ' = 0 und 

x ' bezw . x ' .  y '  hinreichend klein )  als tatsächliche Fehler aufgefaßt werden . 

Die synthetischen Gelände ermöglichen somit eine eindeutige Beurteilung der 

Schätzung mittels Spektralanalyse . Die genau kontrollierbaren Experimente er

fordern keinerlei Meßaufwand . 

Für die Untersuchungen zum zweidimensionalen Fall wurde wi llkür lich ein Profil von 
1 2  km Länge dem jeweiligen Testgebiet entnonunen . Die Profi llage ist in den Abb . 

3 . 2- 3 .  4 eingetragen , die Profile selbst - ebenfal ls als T l  , TS , T6 bezeichnet -

sind in Abb . 3 . 5  dargestellt . Die Spektren der Profile sind in Abb . 3 . 6- 3  . 8  nur bi s 

zur Frequenz 60/ 1 2000 - also einer We llenlänge von 200 m - gezeichnet , da die Ampli

tuden der höheren Frequenzen für den Abbi ldungsmaßstab ohnedies zu klein sind . Die 

Spektren der Flächen T l  , TS , T6 sind a xonome t r i  sch i. 1 1 den Abb . :1 . ' J -- l .  1 1  da nJ e -

f ; t e J  L t  . ( c ben fr:i. 1.l s  ,-1bgesc.bn i t  te n )  . 
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Abb . 3 . 2 :  " Ge l ä nde " T l  ( Maß Htsb 1 :  5 0 . 000 , J\quidi • tanz 50 m)  
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Abb . 3 . 3 :  "Ge lände " •rs (Maßstab 1 :  50 . 000 , Äqui d i  stanz SO m )  
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Abb . 3 . 4 :  " Ge lände " T6 (Maßstab 1 : 50 . 000 , Äquidis tanz 50 m)  
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Abb . 3 . 6 :  Spektrum des Profils T l  
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Abb . 3 . 7 :  Spektrum des Profils TS 
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Abb . 3 . 8 :  Spektrum des Profi ls T6 
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3 .  1 . 2 . Rekonstruktionsverfahren 

3 . 1 . 2 . 1 .  zweidimensionaler Fall 
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Abb . 3 .  1 1 . b :  B lo c k<.l i a y r  a11u;1 
de s Spektrums von T6 . 

Vier Verfahren wurden gewählt , um den Einfluß der RV auf die Genaui gkeit eines 

DHM zu demonstrieren . Die Methoden unterscheiden sich in bezug auf die Genau ig

keitserwartung und auch hinsichtlich des Aufwands in der Datenverarbeitung . Die 

ÜF der vier RV sind in Abb . 3 .  1 2 gezeichnet .  

0 . 30 

0 .  80 

0 . 70 

0 . 60 

o . so 

0 . 4t  

0 . 10  

O . lO 

0 .  1 0  

1 H (  u )  

Abb . 3 . 1 2 :  Übertragungsfunktion für 

die Methoden :  

LI ( 1 )  

KI ( 2 )  

KQ ( 3 )  

GM ( 4 )  
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1 .  Lineare Interpolation (LI )  : Ein Verfahren , das theoretisch und in der prak

tischen Anwendung am einfachsten ist , dafür geringere Cenauigkeit erwarten 

läßt als kompliziertere Methoden . 
2 .  Kubische Interpolation ( KI )  : Als Näherung für kubische Splines (nur nähe

rungsweise stetige erste Ableitung in den Stütz unkten ) wird für jedes Ab
tastintervall 6x ein Polynom 3 .  Grads bestimmt (anste lle eines Polynoms l
1 .  Grads wie bei LI ) .  Die Koeffizienten des Polynoms werden direkt aus den 

Stützwerten f(xz_1 J , f(xl ) ,  f(x ) ,  f(x l+2J gerechnet .  Gemäß der ÜF (Abb . l+l
3 .  1 2 )  ist für KI eine höhere Genauigkeit zu erwarten als für L I  ; dies auf 
Kosten der Rechenzeit.  
Die Methode ließe sich dahingehend variieren , daß man aus den vier Stützwerten 

die erste Ableitung in den Stützpunkten xl, x vorgibt :l+l 

f(xl+2J - f(xl) 

26x 

Dadurch wird auch die erste Ableitung über die gesamte Profi llänge stetig .  

Die entsprechende ÜF weicht nur unwesentlich von der in Abb . 3 . 1  2 dargestellten 

ab . Interessant ist diese Methode auch wegen ihres Analogons für den drei

dimensionalen Fall . 

3 .  Interpolation nach kleinsten Quadraten ( KQ )  : In Abwandlung der von Kraus (9)
vorgeschlagenen Methode wird eine Kovarianzfunktion verwendet , die nicht 
gebietsweise auf das Eingangssignal abgestimmt , sondern im Sinne eines glei

tenden Mittels  festgelegt wird . Voruntersuchungen an den drei Profilen haben 

nämlich gezeigt , daß es bei einem punktweisen Vorgehen (d . h .  Definition eines 

zentrischen Stützpunktfensters um den zu interpolierenden Punkt und Heranziehen 
nu  derj enigen Stützpunkte zur Interpolation , die innerhalb des 
Fensters liegen ) günstiger ist , eine parametrische Kovarianz funktion zu ver

wenden ,  die abhängig ist von der auf die Größe des Abtastintervalls bezogenen 

Distanz t = d/6x . Der Parameterwert ist nicht durch die Eigenschaften de s 

Eingangssignals bestimmt , sondern nur durch die Größe des Stützpunktfensters 
in Einheiten von 6x . Die Testprofile sind deutlich nicht stationär , wodurch 

- verzichtet man auf eine Trendabspaltung , die über eine Zentrierung der 
Stützwerte auf ihren Mittelwert hinaus geht - Kovarianzen in Funktion der Ab

solutdistanz d und einem Parameterwert j e  nach ' ' Ge lände" nicht für alle 
Abtastintervallgrößen ( im untersuchten Bereich von 10 m bis 1 000 m) höchsten zu 

Genauigkeiten führen . Außerdem läß t sich durch diese Abwand lung ein direkter 

Vergleich mit Kratkys Ansatz ( 9) anstellen und die Interpolatior. nach kleinsten 
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Quadraten 

aTg ( 6 1  ) 

auf die gleiche Weise wie die übrigen hier verwendeten RV in der Genauigkeits

schätzung behandeln . Stellt man hingegen den Kovarianzvektor b und die Kova

rianzmatrix B in Funktion von Absolutdi stanzen auf , so ändert sich die ÜF bei 
Änderung des Abtastintervalls , wodurch dann eine Schar von Übertragungs funk

tionen zur Genauigkeitsschätzung für verschiedene Abtastintervallgrößen her
angezogen werden müßte . 

Im Gegensatz zu LI und KI müssen bei KQ Parameter festge legt werden . Mit Hilfe 
der Übertragungs funktion (25) wurde - nach dem Kriterium best n g liche Genauig

keit bei bescheidenem Aufwand zu erzie len - die folgende Wahl getroffen : 

- Gaußsche Kovarianzfunktion 

-c t2 
(62 )b (t) = c e 1 ;0 

- Stützpunktfenster von der Größe 86x , d . h .  r=8 Stützwerte für j eden interpo
lierten Punkt , also die Länge 8 für den Vektor der Stützwerte g in (6  1 )  . 

- c = (1-1 0-6) numerischen Problemen aus dem Weg zu gehen (8) , ohne dadurch um0
spürbar zu fi ltern . Im Zusammenhang mit den Untersuchungen zur Auswirkung 

eines zufälligen Me ßfehlers wird darüber hinaus die Methode nach kleinsten 

Quadraten auch mit ausgeprägter Filterung ( KF )  betrachtet , also mit einem 

Wert c , der sich merkbar von Eins untersche idet . In Abb . 3 .  1 4 . a  ist die 

ÜF für c 
0 

= 0. 998985 und c = 0 .  7 aber ansonsten gleichen Parameterwerten 0 0
wie für KQ dargeste llt . 

- = 0 .  1 ergab sich aus den experimentellen Interpolationen der drei Profile c1
als bester Kompromi ß für den untersuchten Bereich der Abtastintervallgrößen 
bei r=8 . Eine Bestätigung dieses Werts läßt sich auch - unabhängig von ir

gendeinem Testprofil - aus der Analyse der nach der Fehlerfort.pflanzungs

formel ( 1 1 ) , errechneten Varianzen anführen :  

(J
_ 2
J• (c -b

T.B-1 
b . ) V ; J = 1 ,  2, q (63 )0 J J 

Für jeden der q interpolierten Punkte in einem Intervall (xi, xl+l J 
liefert die Formel (63 ) einen mittleren Fehler . Der Summe V aus Nutz- und 
Störsignalvarianz kommt dabei die Wirkung eines Maß stabfaktors zu . 0q ist  

der mittlere Fehler in den Intervallendpunkten , also in einem Stützpunkt ,  

Öq/2 der mittlere Fehler im Interval lzentrum . 
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Eine Anderung von c1 in (62 ) bedeutet andere Matri zen b , B  in (6  1 )  und (6  3 )  , 

somit andere Werte aj . Dabei zeigt sich , daß solange c1 <0 .  1 ist 

(c = 0. 999999, r=BJ , a .  nahezu gleich groß ist für alle Zwischenpunkte 0 
J

und langsam ansteigt mit wachsendem c] " Bei c1 = 0 . 1  entsteht ein augen
fälliger Bruch : Ö

q 
hat in etwa den Sollwe rt ( 1-c0J V erreicht und J

q/2 wird 

nun für weiter wachsendes Cl deutlich der Größte unter den aj und steigt 
sprunghaft an ( siehe Abb . 3 .  1 3 )  . 

1 0 0 0 0 0V 

1 0 0 0 0  

1 0 0 0  

1 0 0  

1 0  

1 

0 .  1 0  

0 . 0 1  
0 
0
0 

0 
0 
-
0 

0 
...
0
0 

- 2CTq 

... - c ,  
et 

- 2 - 2  -6Abb . 3 . 1  3 :  Mittleres Fehlerquadrat o
q
, o

q/2 be i r=B, c0 = 1-10 • 

Es ist selbstverständlich , daß eine andere Parameterwahl zu anderen Ergebni ssen 

führen kann , somit können die mit KQ und KF erhaltenen Re sultate auch nicht als 

allgemein gülti g für die Methode nach kleinsten Quadraten ange sehen werden . 
Erwähnenswert ist noch , daß sich mi t der von Kratky (9) angegebenen Gewichts

funktion (Gewichtsfunktion von Whittakers Interpolation (Abb . 2 „  6 .  a )  abge

schwächt mit einer Gaußschen Funktion ) 

a (t) = sinrrt 
rrt 

4rrt2 
t = d ( 64 )  

eine ÜF ergibt , die sich in Abb . 3 .  1 2 nicht von j ener für KQ untersche idet , 

wenn c=B gewählt wird bei r=B . 
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4 .  Gleitendes Mittel (GM) : Als einfache Filterungsmethode wird ein gewogenes 

Mittel der Stützwerte innerhalb eines Stützpunktfensters zur Rekons truktion 

verwendet . Um eine steil abfallende , aber nicht unter Null sink ende ÜF zu 
erhalten , wurde die folgende Parameterwahl getroffen : 

0 . 90 

0 . 80 

0 .  70 

0 . 60 

o . so 

0 . 40 

0 . 30 

0 . 20 

0 .  1 0  

- 0 .  1 0  

-o . 2 0  

- Gaußsche Gewichtsfunktion 

a (t) -ct2 
= e ; t =  __E__ < 4ÖX -

- Stützpunktfenster von röx, r=B .  
- c = 0. 3 

(65) 

Wie für KQ gilt auch für GM , daß die Ergebnisse von de r Parameterwah l abhängen . In Abb . 

3 . 1  4 . a  sind zum Vergleich neben der ÜF für GM die ÜF für zwei weitere Fi lte

rungsmethoden dargestellt , die bei gleichem Stützpunktfenster in etwa zur 

gleichen Filterungsrate führen : KF mit c0 = O .  ?, c1 = 0 .  1 und KM , ein glei 
tendes Mittel mit der Gewichtsfunktion 

a (t) = sin2nv*t 
2nv"'*t e 

4nt2 
c2 ; 

dt = (66 )  

Die Funktion (66) bietet sich als  Verallgemeinerung von (64 )  an . Die Grenz

frequenz \I* ist 0 .  2 für Abb . 3 .  1 4  . a ;  der Wert von c ist 8 .  Wählt man v* = 0 .  1 2  
so erhält man eine ÜF ,  die sich fast met derj enigen von GM deckt . 

1 H ( u )  

Abb . 3 .  1 4 . a :  ÜF von drei Fi lter

ansätzen mi t r=B . 

- u  
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- u  

Abb . 3 .  1 4 . b :  ÜF für die Ge·:..,ichtsfunktion 

(66)  mit zwei unterschied

liehen Grenzfrequenzen bei 
c=:w , r= 20 . 
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Der Vergleich von Abb . 3 . 1  4 .  b mit Abb . 3 .  1 4 . a  und Abb . 3 . 1  2 zeigt , daß ein 

gleitendes Mitt l mit der Gewichtsfunktion (66 ) durch ein größereE: Stützpunkt
fenster (und angepaßtem Parameterwert c )  günstiger wird . Die ÜF der Abb . 3 .  1 4 . b  

kommen den idealen ÜF ( Beispiele auf Seite 1 5  ) schon recht nahe . 

3 .  1 . 2 . 2 .  Dreidimensionaler Fall 

Zur Flächeninterpolation werden die entsprechenden Verallgemeinerungen der Ver

fahren LI , KI und KQ eingesetzt : 
1 .  Bi lineare Interpolation ( BLI ) : Die Gewichtsfunktion der BLI ist in Abb . 2 .  Hi 

dargestellt , die ÜF in Abb . 3 . 1  5 .  Zum Vergleich zeigt die Abb . 3 .  1 7  die Näherun11s
funktion H (u, v) ( siehe 2 . 2 . 2 .  ) .  

2 .  Bikubische Interpolation (BKI )  : Anste lle eines vollständigen Polynoms 1 .  Grilds 

per Stützpunktrastermasche wie bei BLI , wird ein volls tändiges Polynom 3 .  GrddS 

verwendet . Durch die Vorgabe de s Funktionswerts , der ersten Ableitung in der 
x- sowie der y-Richtung und der gemi schten zweiten Ableitung in j edem Raster

punkt entsteht eine stetige Fläche mit einer stetigen ersten Ableitung in x wie in 

y über das Ge samtgebiet LX . LY (27 ) . Für eine Masche lx, Z.y gilt : 

f = XTCY 

mit 

TX 

YT 

c 

w 

= 

= 

= 

[1 - -2X X  
-3)
X . 

( - -2 -3  
ll y y y J 
[cij) 

J :  0 0 ol 
1 0 0 -

1 -3 -2 3 -: j!l 2 1 -2 

; 

; 

; 

; 

z 

c = wz  

X =  
x - xlx 

/jx 

y -
y = tJ.y 

i, j = 0, 1 , 2, 3 

f1 yfl f2 
= xfl xyfl xf2 

f4 yf4 f3 

)'4 xyf4 xf3 

yf2 l 
1 

xyf2 
yf3 

xyf3 

f1 = f(xlx' 
f2 = f(xlx, 

Y ly ) 

·1 )! ly+1 

f3 = f(xlx+l ·' Y ly +l  ) 

f'2 = f(Xlx+] -' Y ly) 

Die zwei ersten Ableitungen xf, yf und die gemischte zweite Abli:ü tuny xy f' 

(67 ) 

in einem Stützpunkt werden aus dem Polynom 2 .  Grads gerechnet ,  das durch die 
umliegenden neun Stützpunkte bestimmt ist : 
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= f(xlx+l'  - f(xlx-1 ' 
2 

Die Werte in den übrigen Eckpunkten der Masche ergeben sich analog mit einer entsprech
enden Indexvariation . Die ÜF dieses bikubischen Pseudosplines i s t  .:i_n Abb . 3 .  1 6  dar

gestellt , die entsprechende trennbare Funktion H(u, v) in Abb . 3 .  1 8 .  

3 .  Interpolation nach kleinsten Quadraten BKQ )  : Bei analoger Vorgehenswe ise zu 

KQ wird folgende Parameterzuwei sung benützt : 

- Gaußsche Kovarianzfunktion 

b (  t) -c t2 
= c e 1 ;0 t = < 

( 6 8 )  

Im  Fall eines Quadratrasters (öx = öy  = ßxy ) ist t = d/6xy, wobei d die Abso

lutdistanz zwischen zwei Punkten (x1 , y1 J und (x2, y2J ist . 

- Stützpunktfenster mit der Ausdehnung Böx mal Böy, d . h .  r=B Stützwerte pro 

Koordinatenrichtung ( für BLI gilt r=2 , für BKI r=4 ) .  
c = 1-1 0-60 

- c1 = 0 . 2  . Sowohl die Varianzen , die mit Forme l (63  ) für verschiedene Para
meterwerte c1 gerechnet wurden , als auch eine beschränkte Anzahl von Inter

polationen für Tl und T6 , deuteten darauf hin , daß der günstiqste Wert c1
bei 0 .  2 liegen müßte . 

Abb . 3 . 2 1 . a  zeigt die Profile ll (u, v=O) und ll(u, v=u) der ÜF für BKQ , Abb . 
3 .  2 1 .  b den Unterschied zwi schen der ÜF der BKQ und der in Abb . 

3 . 1  9 dargestellten Näherung H(u, v) für u=v . H(u, v )  = ll(u)ll (v) , wobei 

ll(u) = H (u, v=O) . Zum Vergleich ist in Abb . 3 . 20 die ÜF für die Methode nach 
kleinsten Quadraten mit einer hyperbolischen Kovarianzfunktion gezeigt ; die 

Parameter sind : 

b (t) = + 1, c = 1 , r = 8 

Die Abb . 3 .  22-3 . 2  4 zeigen die D i f ferenz zwischen der ta tsächli chen und der t:rcnn
baren ÜF für BLI , BKI und die I n te rpo l a t i on nach k l e in s te n  luadr;J ten m i  t .  r i l · r  

hyperbolischen Kovarianzfunktion . 
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Abb . 3 .  1 9 :  Trennbare Funktion 
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H(u, v) -H(u, v) BKQ 
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Abb . 3 . 24 :  H (u, v ) -H(u, v)  der Interpolation 

nach kleinsten Quadraten mit eine r  
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3 . 2 .  Bes chre ibung der Experimente 

3 . 2 .  1 .  zweidimensionaler Fall 

Die Berechnungen gelten den folgenden vier Aspekten : 
i )  AR-Fehler : Der mittlere Höhenfehler a8 , der sich aus Abtasten der Profile 

Tl , T5 , T6 und Rekonstruktion mit der j eweiligen RV (LI , KI , KQ , GM) ergibt . 
Dazu werden die 1 5  Abtastintervallgrößen {t.x :  1 0 , 20 , 30 , 40 , 50 ,  60  , 80 ,  1 00 ,  1 2 0 ,  
1 50  , 200 , 25 0 ,  300 , 600 , 1 000 m }  betrachtet .  Die im FB geschätzten AR-Fehler 

( 2 2 )  werden mit den im OB gerechneten ( 7 )  verglichen , womit ein Bild über 

die Hinlänglichkeit der Schätzformel ( 22 )  gewonnen werden kann . Als Maß 

wird der Unterschied zwischen geschätztem Fehler (FB) und tatsächlichem 

Fehler (OB )  verwendet ,  ausgedrückt in Prozent des geschätzten Fehlers : 

E: = 
as - a 

1 00% 
as 

( 6 9 )  

ii ) Meßfehlerauswirkung : Der Beitrag , den ein rein zufälliger Meß fehler zur 
Varianz des OHM-Fehlers bei unendlicher Profillänge und endlichem Abtast

intervall leisten würde , wird mit Formel ( 1  4 )  für die vier RV abgeschätzt . 

Um einen Eindruck von der tatsächlichen Auswirkung zu bekommen , werden die 

abgetasteten Werte des Profils endlicher Länger mit einer Zufallsfolge über

lagert (generiert nach der Normalverteilung mit Mittelwert Null  und Varianz 
a ) .  Für j edes Abtasten wird eine neue Zufallsfolge generiert . Drei ver

schiedene Meß fehlergrößen { aM : 0 . 2 ,  0 . 5  , 8 m} werden betrachtet . 

* . *Das "Messen" eines Profils (bestimmtes Interval !:::,.x und Genauigkeit oM ) hat 

die Meßfehlerauswirkung 

2as ( 7 0 )  

zur Folge , wobei aS der im OB gerechnete AR-Fehler für t:,.x * also der mitt

lere OHM-Fehler für den Fall von fehlerfreien Referenzdaten ist . a 1 ist der 

mittlere OHM-Fehler aus den fehlerbehafteten Referenzdaten . "Mißt "  man das

selbe Profil ein zweites Mal (t:,.x * , a;; , so wird sich - der endlichen Zahl 
von gemessenen Werten wegen - ein zweiter , zu meist anderer Wert p2=a 22-a

' 1.J

ergeben . Um die Schwankungen der Meß fehlerauswirkung aufzuzeigen , wird der 

Mittelwert p aus 50 Profilmessungen berechnet 
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( 7 1  ) 

und die Streuung der relativen Meß fehlerauswirking R .  um den Mi tte lwert R
J 

p •

; R .  = J
J  

sowie die maximale Abweichung GR = I R  . - R I  ermittelt . 
J max 

( 7 2 )  

Da p .  für große Abtastintervalle negative werden kann , wird auch nach dem J
kleinsten Abtastintervall gesucht , bei dem für zumindest ein gemessenes 
Profil (aus den 50 )  der Meßfehler einen kleineren mittleren OHM-Fehler cr .J
bewirkt , als durch den AR-Fehler a8 vorgegeben ist . Die Berechnungen umfassen 

alle Profile und RV . 

iii )  Einfluß eines zufälligen Meß fehlers auf die Schätzung des AR-Fehlers : 

Ausgehend von einem Abtastintervall von 6 = 1 0  m und einer Meßgenauigkeit 
von aM = 0 . 5  m bei der Datenbeschaffung für die Spektrumbestimmung nach ( 2  1 )  , 

wird die Verfälschung der AR-Fehlerschätzung ( 2 2 )  durch einen rein zufälligen 

Meßfehler mit Formel ( 26 )  berechnet . Zum Vergleich wird das Spektrum tat

sächlich aus fehlerbehafteten Referenzdaten gerechnet und der damit resul

tierende Schätzwert o j dem aus fehlerfreien Daten geschätzten Wert cr  
gegenübergestellt . 

?:: • =J ( 7 3 )  

Da  von einer Profilmessung zur anderen nur wenig variiert , werden nur 

j eweils 1 0  "Messungen" der drei Profile zur Berechnung des Mitte lwerts 

der Streuung 

c
J 

" ,  = t; ( „j - ,) , 

( 7 4 )  

( 7 j ) 
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und der maximalen Abweichung El
r;. 

= 1 r;. •J - r;. 1max verwendet . 
Dabei werden die AR-Fehlerschätzungen für alle vier RV und alle 1 5  Abtast

intervallgrößen berücksichtigt . 

iv) Abtastintervall zur Spektrumbestimmung : Für die oben beschriebenen Experi

mente zur Schätzung des AR-Fehlers wird das Spektrum I F(k) 1 2  für alle drei 
Profi le aus den mit  = 1 0  m abgetasteten Daten gerechnet . Da die OFT eine 
periodische Fortsetzung des Signals f(x) außerhalb des Intervalls (o , L) 

impliziert , werden die abgetasteten Profile - bevor sie der FFT ( 2 1 )  unter
worfen werden - horizontiert , sodaß die Profilendpunkte dieselbe Höhe erhal

ten . Damit wird eine Unstetigkeit im Signalverlauf vermieden , die als Säge
zahn in die spektrale Darstellung eingehen und dadurch die für die Genauig

kei tsschätzung relevante Information verfälschen würde . 

Der einheitlichen Ausgangsposition wegen wird für alle Profi le dasselbe 

Abtastintervall zur Spektrumbestimmung gewählt , und zwar so , daß das Profil 

mit der größten Bewegtheit ,  d . i .  T6 , hinreichend er faßt wird . Vorausgegend

wurden die Spektren aus einer Abtastung mit { 6 : 1 ,  1 0 ,  20 , 40 , 1 00 m }  gerechnet 

und die AR-Fehler nach ( 2 2 )  für LI geschätzt . 

3 . 2 . 2 .  Dreidimensionaler Fall 

Da die Berechnungen für den dreidimensionalen Fall doch wesentlich aufwendiger 

als die Profilberechnungen sind , ist die Anzahl Experimente hiezu geringer : 

i )  Der AR-Fehler wird im FB für jedes der drei "Gelände " mittels ( 5 2 )  geschätzt . 

Dies für ein Abtasten in einem Quadratraster mit sechs verschiedenen Maschen
weiten { y :  20 , 40 , 80 ,  1 00 , 200 , 1 000 m} und die Rekonstruktion Mit drei ver

schiedenen Verfahren .  Dazu werden für BLI und BKI die tatsächlichen ÜF 

(Abb . 3 . 25 ,  3 . 1 6 )  sowie die trennbaren (Abb . 3 .  1 7 ,  3 .  1 8 )  verwendet .  

Der AR-Fehler im Fall von BKQ wird nur mit der trennbaren ÜF (Abb . 1 ') )J .  

geschätzt .  
Das Spektrum wird für j ede s "Gel  ände " mach ( 5 1 ) aus einem 20 111 Ra ster 

gerechnet (ein 10 m Raster wäre von der Spe icherkapazität her nicht möglich )  . 

Um eine Unstetigkeit der Fläche Rand de s Gebiets LX . LY zu vermeiden , werden am 

vor Bestimmung des Spektrums - analog zum zweidimensiona len Fall- die Profile 
in der x-Richtung sowie in der y-Richtung hor i zontiert , soda ß 
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. . .f(O, y 7_J = f(LX, Yz) ; Yi = lt,, i = O, 1 , LY 

und 

LXf(xl, 0) = f(xz, LY) ; Xl = lt,, l = O, 1 , 

Zur empirischen Beurtei lung der Brauchbarkeit der so erhaltenen Schätzwerte 

werden die AR-Fehler auch in OB gerechnet ( 37 )  , der Rechenzeiten wegen j e 

doch nur für t:,.xy = 1 0 m und größer ; au sschließ lich für den Fal l  der BLI wird 

die Kontrol lrechnung auch für das 20 m Raster durchgeführt . 

i i )  Die Me ß fehlerauswirkung wird für die drei RV mitte ls ( 4 4 )  abgeschätzt . Au ßer

dem wird das ' Nul lge l!nde ' (f{x, y)  = 0 auf LX. LY )  j e  einmal mit den Raster

we i ten { f:..xy : 1 0 , 20 , 40 m } und e iner Genauigkeit von aM = 8 m " geme s sen " und 
anschlie ßend mit BLI rekonstruiert , um mit p l  = a} ( vergl . ( 70 ) )  eine Angabe 

über die tatsächliche Me ß fehlerauswirkung zu erhalten . 

i i i  ) Der Einf luß , den ein rein zufälliger Me ß fehler über das Spektrum auf die AR

Fehlerschätzung hat , wird mit Formel ( 56 )  abgeschätzt . Darüber hinaus wird 

Tl mi t t:, = 40 m abgetaste t und einer Genauigkeit von oM = 0 . 5  m " geme ssen "  . 

Der Schätzwert für BLI aus dem durch den Me ß fehler verformten Spektrum a81 
wird as gegenüberge stellt (vergl . ( 7 3 )  ) .  

3 . 3 .  Ergebn is se des zwe i dimen•ional en Fal ls 

Die aµs den Berechnungen erhaltenen Ergebnisse werden zum überwiegenden Te i l  

i n  graphischer Form präsentiert , um einen be sseren Ge samtei ndruck des Genauig

keitsverhaltens zu vermitte ln . Nur dort , wo die einze lne Zahl von Interesse ist , 

wird eine tabe l lari sche Darstellung vorgezogen . Die Analyse der hier zusammen

geste l lten Resultate folgt in Abschnitt 4 .  

3 . 3 .  1 .  AR-Fehler 

In Abb . 3 . 2 5 3 . 28 sind die geschätzten mi ttleren Fehler per Rekonstruktions-

verfahren in Abhängigkeit von der Abtastinterva llgröße dargestellt . as sowie f:..x 

sind in Meter angegeben und in einem logarithmischen Maß s  tab gezei chnet , wobe i 

die 1 5  Werte pro Kurve geradlinig verbunden sind , um einen kontinui. erlichen und 

damit lesbaren Verlauf zu erzie len . 
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In Abb . 3 . 29 - 3 . 3 2 sind die prozentuellen Fehler der Schätzwerte gemäß ( 69 )  dar

gestellt . cr5 wurde nach ( 7 )  mit t:,x ' = O .  l t:,x und oM ' = 0 bestimmt . c wu  rde mit 'i' 
multipliziert ( siehe Tabelle 3 . 1 )  , um für alle vier RV den gleichen Variations

bereich zu erzielen . 

3 .  3 . 2 .  Auswirkung eines zufälligen Meß fehlers 

In Tabelle 3 . 1  sind die Abschätzungen 
....
R der relativen Meßfehlerauswirku ng zusam

mengestellt . 

RV R T 

LI 0 . 59 0 .  1 2  

KI 0 . 7 1  0 . 08 
KQ 0 . 83 0 . 05 
GM 0 . 22 0 . 60 

. 7  

Tabelle 3 . 1 :  

- <)r..R - f
32 
H2 (u) du 

0 

J
 

0 . 5 7 T - (1-H(uJ ) 2du2KF
. 998985 0
KF 

0 . 25 

Die nach ( 7 1  ) gemittelten relativen Meßfehlerauswirkungen R sind in Abb . 3 .  3 3 

3 . 36 in  Abhängigkeit von der Abtastintervallgröße  dargestellt . Dabei sind die 

Werte für die Profile Tl und T5 bei oM = 8 m nicht abgebildet (  da sie sich nur 
unwesentlich von j enen für T6 unterscheiden;  auch die Werte für oM = 0 . 2  m sind 

weggelassen , da der Einfluß der Meßfehlergröße schon aus den präsentierten Resul

taten augenfällig wird . Dafür ist in Abb . 3 .  3 3  zusätzlich R für KF mit c0=0 . 998985 
angegeben . Der Wert für c0 ist berechnet als Verhältnis zwischen der Varianz des 
Nutzsignals ( Profil T6 ) und der Varianz von Nutz- plus Störsignal !Meßfehler mit der 

Varianz o ) - vergl . Seite 5 1  - c0 = VT6/ ( VT6 + o ; vT6 = 63000 mL'._, oM = 8 m .  

Abb . 3 . 37 zeigt die Streuung eR ( 7 2 ) und die maximale Abweichung 0R für das 

Profil T6 und oM = 8 m .  Aus Abb . 3 .  3 8  - 3 . 40 ist die Streuung eR für alle drei 
Profile und die vier RV bei oM = 0 . 5  m ersichtlich . 

In Tabelle 3 . 2  sind die kleinsten Abtastintervalle angeführt , bei enen ein 

negativer Wert für die Meßfehlerauswirkung gefunden wurde . 



[m) 

(m) 

X 

T l  

OH LI KI KQ GM LI 

0 . 2  80 1 00 1 00 20 40
0 . 5  1 50 1 20 1 50 40 80 

8 1 000 > 1 000 > 1 000 200 600 

T5 T6 

KI KQ GM LI KI KQ GM 

60 60 20 30 30 30 < 1 0
1 00 80 20 60 60 60 20 

. 600 600 1 20 300 600 300 100 1 
Tabelle 3 . 2 :  6x . (m) mit p . <Om'Z-n J 

- 64 -

Da o3 = oM eine markante Stelle im Verhalten der Meßfehlerauswirkung ist , sind 
in Tabelle 3 . 3  die Abtastintervalle angegeben , bei denen der AR-Fehler die 

Größenordnung des mittleren Meßfehlers erreicht . 

Tl  T5 T6 
OS LI KI KQ GM LI KI KQ GM LI KI KQ GM 

_0. 2  30 30-40 30-40 1 0  1 0-20 20 20 < 1 0 1 0  1 0  1 0  < 1 0
_ o. 5 50 60 60-70 20 30 30 30-40 . 1 0  1 0-20 10-20 1 0-20 5- 1 0  
- 8 600 600 600 300 250 250 250 1 00 1 50 1 50 1 50 60 

Tabelle 3 . 3 :  öx (m) wo oS  oM 

3 . 3  . 3 .  Einfluß eines zufälligen Meßfehlers auf die Schätzung des AR-Fehlers 

Die Formel ( 26 )  wurde für aus (1 ,  l OC) in Intervallen von 1 für die vier RV 

ausgewertet und als Abb . 3 . 4 1  gezeichnet .  
Die tatsächlichen , gernittelten Einflüsse s ( 74 )  sind - differenziert nach den drei 

Profilen - in Abhängigkeit der 1 5  verwendeten Intervallgröß en in den Abb . 3 . 42 -
3 . 44 dargestellt . 

Die entsprechenden Werte für die Streuung 8 ( 7 5 )  und die maximale Abweichung Els . 

sind für Tl und T6 in Abb . 3 . 45 - 3 . 46 gezeigt . Die für 6 = 1 m und 6 = 40 m 
erhaltenen Werte sind nich abgebildet , wohl aber in der Analyse berücksichtigt . 

3 . 3 . 4 .  Einfluß der Abtastintervallgröße zur Spektrumbestimrnung auf die Schätzung 

des . AR-Fehlers 

In Abb . 3 . 47 - 3 . 50 sind die relativen Abweichungen T E  der geschätzten AR-Fehler 

( 2 2 )  von den tatsächlichen AR-Fehlern ( 7 )  für den Fall der LI bei verschiedenen 

Intervallgrößen ö per Profil aufgezeigt . Die für 6 = 1 0 m erhaltenen Abweichungen 
sind in Abb . 3 . 29 gezeigt . 
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Abb . J . 2  5 :  Gc achä t z te 

AR-Fehler , LI 

Abb . 3 .  7.6: Geschätzt e  
AR-Feh ler , KI 

1-\bb . 3 . 2  7 :  Geschätzte 
AR-Fehler , KQ 

bb . 3. 28 : Ge schätzte 

AR-Fehler , GM 
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3 . 4 .  Ergebni s s e  des dre idimens ionalen Falls 

3 . 4 .  1 .  AR-Fehler 

In Abb . 3 . 5 1  - 3 . 5  3 sind die im FB für sechs Maschenweiten geschätzten mittleren 
Fehler aS per "Gelände " und RV dargestellt . OS für BLI und BKI ist nach ( 5 1 )  mit 

H(u, v) berechnet ,  as für BKQ mit H(u, v) . . as sowie ßxy sind in Meter angegeben . 

Im OB wurden die AR-Fehler nach ( 3 7 )  mit ßx '=6y '= 0 .  1 6xy und oM ' = 0 gerechnet . 

Damit ergeben sich nach (69 )  die prozentuellen Abweichungen der Abb . 3 . 54 -

3 . 56 .  Die Werte von T ( 5 7 )  für die drei RV sind in Tabelle 3 . 4  angeführt .  

Abb . 3 . 57 - 3 . 58 zeigen den prozentuellen Unterschied in den Schätzwerten aus d r 

strengen UF H (u, v) und der approximativen ÜF H(u, v) für BLI und BKI . 

3 . 4 . 2 .  Auswirkung eines zufälligen Me ßfehlers 

A

Die Näherungswerte R bezw . R der relativen Meßfehlerauswirkung sind in Tabelle 

3 . 4  gegeben . 

Tabe lle 3 . 4 :  

AR = 

R = 

 
4 JJ H2 (u, v )dudv 

0  

4 JJ H2 (u, v )dudv 
0  

T = 4 ff (1-H (u, v) ) 2dudv 
0  

T = 
4 ff 

(1-H(u, v) ) 2dudv 
0 

Die tatsächlichen relativen Meßfehlerauswirkungen R = p 1/a  - für ELI und aM= 8 m 

berechnet - sind in Tabelle 3 . 5  für drei Maschenweiten angeführt . 

6xy R Tabelle 3 .  5 :  

1 0  0 .  449 R für BLI über 8 X 1 2  km2 

20 0 . 447 
40 0 .  446 
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3 . 4. 3 .  Einfluß eines zufälligen Me ß fehlers auf die Schätzung des AR-Fehlers 

Die sich aus Formel (56 ) ergebenen Werte s ind in Abb . 3 . 5  9 für die Maschenwe i ten

verhältnisse 6:cy/6 in Schritten von 1 dargestellt . 'J' für die drei RV sind in 

Tabe lle 3 . 4  angegeben .  

Der tatsäch liche Einfluß l:; l  = O l - O  bestimmt aus einer einzigen " Me ssung " von 

T l  , ist in Abb . 3.60 für fünf Maschenweiten öxy dargestellt . 

3 . 4 . 4 .  Vergleich mit den Re sultaten des zweidimensionalen Falls 

BLI zur Rekonstruktion einer in einem Rechteckraster abgetasteten Fläche ist 

das direkte Analogen zur LI für die Rekonstruktion eines Profi ls . In Abb . 3.6 1 

sind die prozentuellen Unterschiede 

y = 
0S, 2D - 1 00%0S, 2D 

der im OB gerechneten AR-Fehler für sechs Intervallgrößen { öx = 6xy : 20 , 40 , 80 ,  
1 00 ,  200 , 1 000 m} dargeste llt . a8J 2D sind die AR-Fehler für die Profile T 1  , TS  und 
T6 , 08 3D die der Flächen Tl  , T5 und T6 . 
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Zwar ist die verwendete KI nur näherungsweise die zweidimensionale Variante der 

BKI , j edoch der Unterschied zwischen H(u, v=O) der BKI und H(u) der KI ist so 
gering (vergl . 3 .  1 . 2  . 1  . ) ,  daß sich auch für die kubische Interpolation der Ve r
gleich zwischen den Resultaten de s zweidimensionalen und j enen des dreidimensio

nalen Falls anstellen läßt (Abb . 3 . 62 )  . 

4 .  ANALYSE DER ERGEBN I SSE 

Eine aus führliche Diskuss ion der Ergebnisse der empirischen Untersuchungen zum 

zweidimensionalen Fall ist in (26) zu finden . Im fol genden werden daher die 

Re sultate der Profi luntersuchungen nur zusammenfassend besprochen . Auf den drei
dimensionalen · Fal l hingegen wird detaillierter eingegangen , wobei vor al lem auch 
die Parallelen zum zweidimensionalen Fall beleuchtet werden . Zunächst werden die 

einze lnen Einfluß faktoren der Genauigkeit eines DHM betrachtet (Abschnitt 4 .  1 . )  , 

sodann wird in Abschnitt 4 . 2 .  die Genauigkeit der Schätzung im Frequenzbereich 

unter die Lupe genommen . 

4 .  1 .  E influßfaktoren der Genaui gke i t  eines OHM 

4 .  1 . 1 .  Abtastdichte 

Das monotone Absinken der OF mit abnehmender Abtastdichte ( d . h .  u=vt:.x -+1/2 bezw . 

u=vt:.x -+1/2 und v=µl!.y -..1/2 ; siehe Abb . 3 . 1  2 sowie Abb . 3 .  1 5  - 3 .  1 6 )  läßt - im 

Hinblick auf Bez iehung ( 1 3 )  bezw . ( 43 ) - erwarten , daß bei vorgegebenem Ge lände 

und einer be stimmten RV die Genauigkeit de s OHM mit wachsendem Abtastintervall 

monoton fällt . Dies zuminde st für ein unendliche s Gebiet und bei begrenztem 

Spektrum , also F(v) = 0 für l v J l/21::.x bezw . F(v, µ) = 0 für l v J >l/2 x, l µ  J l/2!!.y 
( s iehe Abb . 2 .  1 2 )  . Gemäß Forme l ( 2 2 )  und ( 5 2 )  (H = 0 für j u J ,  l v l l/2 ) müssen 

die geschätzten AF-Fehler für die in der empiri schen Untersuchung verwendeten RV 

ebenfal ls monoton mit t:.x bezw . l!.ry steigen ( siehe Abb . 3 . 25 - 3 . 2 8 und Abb . 

3 .  5 1  - 3 .  5 3 )  . Die Nichtmonotonie im Absinken der UF für BKQ ( Abb . 3 .  2 1 . a - 3 . 1  9 )  
ist so gering , daß sie in den berechneten AR-Fehlern nicht zum Au sdruck kommt . 

Der Anstieg des AR-Fehlers mit größer werdendem Abtastintervall erwies sich ln 
al len Fäl len als näherungsweise linear , eine Erscheinung , die auch von expe ri
mente llen Untersuchungen an wirklichem Gelände ber ichtet wurde (1 , 21) . 
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Andererseits zeigen die Abb . 3 . 2  5 - 3 . 28 und Abb . 3 .  5 1  - 3 . 53 deutlich , daß bei 

vorgegebenem Abtastintervall der AR-Fehler mit der Geländevariation zunimmt . 

T6 weist sowohl die größte Bewegtheit der drei "Gelände " ( d . h .  größte Frequenz
breite ) als auch die größten Höhenunterschiede auf (d  . h .  im Durchschnitt die 

größten Amplituden ) - siehe Abb . 3 .  6 - 3 . 1 1 ,  sowie Beispiel 2 . 1 .  5 .  zum Vergleich . 

Der Vergleich von Abb . 3 . 25 - 3 . 26 mit Abb . 3 . 5 1  - 3 . 52 zeigt , daß sich der 

Einfluß der Abtastdichte auf die Genauigkeit der Flächendarstellung in den 

Genauiqkeitsangaben der Profile widerspiegelt. Für die untersuchten Profile , 
deren Lage willkürlich gewählt wurde , sind die im FB geschätzten AR-Fehler klei

ner als die entsprechenden Schätzwerte für den dreidimensionalen Fall  ; dieser 
Unterschied nimmt deutlich mit der Geländevariation zu ( siehe auch Abb . 3 .  6 1  -

3 . 62 )  . Der relative Unterschied zwischen den 20- und 30-Schätzwerten ( in Prozent 

des Schätzwerts für das Profil )  nimmt nur geringfügig mit der Abtastintervall

größe zu und ist für die lineare Interpolation unbedeutend größer als für die 

kubische . Je glatter und homogener ein Gelände , umso kleiner werden die Unter

schiede zwischen den AR-Fehlern von Profilen in unterschiedlichen Richtungen sein ; 

u:mso repräsentativer ist sodann ein einzelnes Profil für die ganze Fläche . Daß 

der AR-Fehler für die Fläche im Durchschnitt größ er ist als der für ein einzelnes 

Profil ,  läßt sich an Hand der ÜF (Abb . 3 . 1  5 - 3 . 1  6 )  und des Wellblechmodelles 

(Abb . 2 .  1 8 )  veranschaulichen : Der AR-Fehler für die Fläche bei einer Abtastung 
in einem Quadratraster mit ll:t:y_ ist durch H(u _, V  ) bestimmt (u = 6:cy (cos ß ) /1- ,  0 0 0 0 0 
V = 6xy ( sinß) /!- ) .  Ein Profil des Wel lblechs - abgetastet mit 6 = 6xy0 - hat j e  0 0
nach Profilrichtung eine reziproke Abtastdichte u zwischen Null und 0 0 
Für monoton fallende ÜF ist H(u) = H (u, v=O) > H (u _, v  ) , zumindest wenn u<u ist . Da0 0 - 0
der Bereich (o_, u0) größer ist als (u , , ist bei zufälliger Profillage der 0 0 0
AR-Fehler für ein Profil eher kleiner als der für die Fläche . Dies ist bei BLI 
ausgeprägter als bei BKI , da bei BLI die Linien gleicher Über tragun.gsverhäl tnisse 

kreisfönniger sind als bei BKI . Dadurch ist der Richtungsbereich für die Profi le . 

für die H (u) <H (u _, v  ) ist , kleiner . 0 0 

Nicht behandelt wurde in dieser Arbeit der Einfluß der Abtastrichtung (Rotation 

des Koordinatensystems in bezug auf die zu erfassende Fläche ) auf die Genauigkeit 

des DHM . Erwähnt sei hier nur , daß ein " Wel lblech" (Abb . 2 .  1 8 )  - abgetastet in 

einem Quadratraster mit bestimmtem 6xy - dann am qenauesten durch das DHM dar
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gestellt wird , wenn die Abtastrichtung so gewählt wird , daß ß 45 ° i s t  . J e  we i te r  = 

die Schichtlinien der . ÜF von der Kreis form abweichen , umso ausgeprägter werden 

die Genauigkei tsunterschiede in Funktion von ß sein . 

4 . 1 . 2 .  Rekonstruktionsver fahren 

Wie die Abb . 3 . 2 5 - 3 . 28 und Abb . 3 . 5 1  - 3 . 53 ze igen , ist die Rekons truktionsvor

schrift - solange sie nur sinnvoll in bezug auf die vor liegenden Re ferenzdaten 

und das erwünschte Ergebnis - im Vergleich zur Abtastdichte von untergeordneter 

Bedeutung für die Genauigkeit eines OHM . Es ist z . B .  , um einen AR- ehler von 

08  4 m zu erreichen , bei linearen Interpolation eine Abtastung des Prof ils T l  

mit 6x  300 m erforderlich , wogegen T6 mit einem Interval l  von etwa 8 0  m abge

tastet werden mü ßte . Interpoliert man mit KQ statt LI , so läßt sich die gleiche 

mittlere Genauigkeit erzie len , wenn T l  mit 6x  250 m und T6 eben fal ls mit 

6x z 80 m abgetastet wird . Wichtigere Kriterien für die Wahl der R'l als die Ge

nauigkeit sind : Anordnung der Stützpunkte , Art der erzeugten Linie oder Fläche , 

Rechenaufwand , Flexibi lität und Zuverlässigkeit in der Datenverarbe itung . 

Gemäß den ÜF und der Formel ( 2 2 )  bezw . ( 5 2 )  muß der geschätzte AR-Fehler beim 

Übergang von linearer zu kubischer und we iter zur kleinsten Quadrate Interpolation 

kleiner werden . Di e tatsächlichen mittleren Höhenfehler zei gten bei. hinreichen

der Abtastdichte dasse lbe Verhalten ; be i zu geringer Abtastdichte ( !  F (v, µ ) 1 weit 

von Null für l v J  .::_1/26x, l µ l  .::_1/26y ) kam es aber wiederholt vor , daß z . B .  KQ schlechter 

abschnitt als LI , oder BKQ schlechter als BKI . Diese Di skrepanz zwischen tatsäch

lichen und geschätzten AR-Fehlern bei geringer Abtastdichte erklärt sich aus der 

Unzulängli chke it der Forme ln ( 1 5 )  , ( 2 2 )  bezw . ( 4 5 )  , ( 5 2 )  , da sie den Verf lech

tungse ffekt nicht berücksichtigen ( siehe 2 .  1 . 2 .  und 2 . 2 . 1  . )  . 

Der Prozentue l le Genauigkeitsgewinn durch kubische statt linearer Interpolation 

war für alle drei " Gelände" größer als der j enige durch die kleinste Quadrate 

Interpolation statt der kubi schen . Au ßerdem war der Genauigkeitsgewinn bei 

kleiner Abtastdichte spürbarer ( d  . h .  mi t kleiner werdendem Abtastintervall sowie 

für glatteres Ge lände ) .  Den ÜF zu Folge sollte der Unterschied zwi s chen den RV 

bei noch kleineren Abtas tintervallen als den verwendeten ( 6x  1 0  m ,  6xy = 20 m)= 

für alle " Gi! lände" verschwinden , somit bleibt nur ein re lativ schmaler Bereich 

für die Abtastdichte , in dem aufwendi gere RV als z . B .  LI zu etwas r öheren Ge 

nauigkeiten führen . Darauf wurde bereits in ( 1 5) hingewiesen . 
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Mit Kratkys Ansatz (64 )  und lJ} wurden praktisch idente Genaui gkei tswerte erzie l t  . 

Ein Vergleich der ÜF von Abb . 3 .  1 4 . b  mit Abb . 3 .  1 2 weist darauf hin , daß sich mit 
Kratkys Ansatz bezw . der Method nach kleinsten Quadraten noch bessere Resultate 
erreichen ließen , wenn mit einem größeren Stützpunktfenster operiert würde ( aus

reichende Abtastdichte vorausgesetzt)  . 

Zu den untersuchten Filterungsverfahren läßt sich folgendes sagen : Die AR-Fehler 
im Fall von GM sind erwartungsgemäß ansehnlich größer als die für LI (Abb .  3 . 1  2 

und Abb . 3 .  25  , 3 . 28 )  ; die Absicht von GM ist j a  auc  kleinräumige Geländevaria

tionen weitgehend zu unterdrücken (Tiefpaßfilter ) .  Die AR-Fehler im Fall von KF 

(c0 = 0. 7, = 0 .  1 )  sind geringfügig kleiner oder gleich j enen für GM . Wie diec1
ÜF andeuten (Abb . 3 .  1 4  . a) , sind die Unterschiede einerseits für die kleinen 
Abtastintervalle ausgeprägter und zum anderen für einen glatteren Profilverlau f  . 

Daß die ÜF für KF etwas unter Null sinkt ,  kommt in dem Globalmaß , das der AR

Fehler darstellt , nicht zum Ausdruck . Es bedeutet aber , daß konvexe Formen in 
diesem Spektralband leicht konkav bezw . die konkaven schwach konvex werden . 

Eine Vergrößerung des Stützpunktfensters (mit entsprechender Anpassung des Para

meterwerts c der Gaußschen Gewichtsfunktion) bewirkt beim gleitenden Mittel ein 

schnelleres Absinken der ÜF , somit eine größere Filterungsrate ; bei der Methode 

nach kleinsten Quadraten läßt sich dasselbe durch eine Verringerung von c0
erreichen . Zumindest beim gewählten Ansatz wird dabei die Filterungsrate nicht 
ausschließ lich durch c0 bestimmt , sondern durch die Kombination von c0 und c1 
(bei gleichbleibender Stützpunktfenstergröße )  . Die ÜF von GM und KF sowie die 

geschätzten Genauigkeiten machen deutlich , daß die zwei RV eine Eliminierung 

eines rein zufälligen Meßfehlers nicht ermöglichen . Die Reduktion des zufälligen 
Meß fehlers wird gle i chzeitig mit einer weitgehenden Unterdrückung der in Re lation 

zum Abtastintervall hochfrequenten Anteile des Nutzsignals erreich  . 

4 .  1 .  3 .  Meß fehler 

Bedingt durch die Zufälligkeit des hier untersuchten Me ßfehlers ,  läßt sich sein 

Beitrag zum Gesamtfehler des OHM nur im F'all einer großen Datenmenge ( d . h .  L/ßx , 
LX/6:!:. LY/ßy groß ) sicher angeben ( siehe Abb . 3 . 3  3 - 3 . 40 ,  Tabelle 3 . 2  und Tabe lle 

3 . 5  sowie Anhang 4 )  . 
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Liegt eine nur geringe Anzahl gemessener Werte vor ( d . h .  fl.x , 6xy grof3 _, da f, , 
Ll. . LY in den Untersuchungen nicht variiert wurde kann die Meßfehlerauswirkung 

weit vom Erwartungswert abweichen . Die Abweichung kann umso grö er ausfal len , 
j e  größer die Ge ländevariation , j e  kleiner der Meßfehler und j e  schlechter d i e  

RV (d . h .  je größer J '  ( 27 )  , ( 5 7 )  ) .  Bemerkenswert ist , daß die Abhängigkeit  der 
Meßfehlerauswirkung von Geländevariation , Meßfehlergröße und RV erst augenfällig 

wird , wenn oS>oM ( siehe Abb . 3 . 3  3 - 3 . 40 in Zusammenhang mit Tabelle 3 . 3  ) . 

Damit läßt sich die Grenze zwischen großer und kleiner Datenmenge durch j enes 

Abtastintervall - bei vorgegebener Profillänge - festlegen , bei dem der AR-Fehler 

die Größenordnung des mittleren Meßfehlers erreicht . Das kleinste Abtastinterv<l l l  , 

bei dem infolge eines zufälligen Meßfehlers ein kleinerer mittlerer DHM-Fehler 
auftreten kann als ohne Meßfehler (Tabelle 3 . 2  ) ist ca . dreimal so groß wie das 

"Grenzintervall " ( 6x wo oS "' oM, siehe Tabelle 3 . 3  ) . 

Die Abb . 3 . 3 3 - 3 . 36 zusammen mit Abb . 3 . 37 - 3 . 40 zeigen , daß im Fall  von GM der 

zufällige Meßfehler bei einer großen Datenmenge nur zu etwa 20% in die Varianz 

des OHM-Fehlers eingeht . Für KF mit c0 = O .  ? sind es vergleichsweise 25%  von o  
Wählt man hingegen c0 = 0 .  998985 ensprechend dem Verhältnis der Varianz der -

Geländehöhen von Profil T6 zur Varianz der Referenzwerte bei oM = 8 m ( siehe Seite 

63) - so scheinen in der Varianz des OHM-Fehlers immerhin noch ca . 60% von o  
auf ( siehe Abb . 3 . 3 3 )  . Im Vergleich dazu ist die Meßfehlerauswirkung bei LI , die 

nicht auf Filterung ausgelegt ist , ca . 70% der Meßfehlervarianz . 

4 . 2 .  Genaui gke i t  de r Schät zung 

4 .  2 . 1 .  Schätzung des AR-Fehlers 

4 . 2 .  1 . 1 .  s bei hinreichend großer Abtastdichte zur Spektrumbestimmung 

Die Abb . 3 .  29 - 3 .  32  und Abb . 3 .  54 - 3 .  56 geben einen Einblick in die Güte der AR

Fehlerschätzung mit Formel ( 22 )  bezw . ( 5 2 )  . Die DFT wurde aus der Abtastung der 

"Gelände " mit einem Intervall gleich groß wie die kleinste der untersuchten DHM
. .Rasterweiten berechnet ( 6  = ßx = 1 0  m, 6 = ßxy = 20  m) .m n m  n 

Zunächsteinmal fällt auf , daß sich r. - der Unterschied zwischen geschätztem ( im 

FB gerechnet) und tatsächlichem ( im OB gerechnet ) mittleren Höhenfehler ln Prozent 
des geschätzten AR-Fehlers - für den iweidimensionalen Fal l anders verhält als 
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für den dreidimensionalen Fal l .  An den untersuchten Profi len zeigt ( eine deut

liche Abhängigkeit von der RV : Je besser die Rekonstruktion ( gemessen am AR

Fehler )  , umso größer kann E sein . Es zeigt sich , daß die prozentue llen Unter
schiede für die vier verwendeten RV durch Multiplikation mit T (Tabe lle 3 . 1 )  

dieselbe Größenordnung erreichen . Die integrierte Var ianzfunktion T ist - bei 
hinreichend kleiner Abtastdichte - ein Maß für die Qualität der Rekonstruktion . 

weiters zeigen die Abb . 3 . 29 - 3 . 32 die Neigung der mit ( 2 2 )  geschätzten AR-Fehler , 

kleiner zu sein als die tatsächlichen mittleren Fehler . Dieser Optimi smus ninunt 
mit abnehmenden T zu . Unabhängig von der RV zeigt E eine geringfügige Tendenz ,  

mit dem Abtastintervall größer zu werden , wobei sich für T l  wiederholt größere 

Werte ergeben als für T6 . Offensichtlich wirkt sich die Nichtberücksichtigung 

des Verflechtungseffekts durch ( 2 2 )  umso stärker aus , j e  besser die RV . Die durch
geführten Profiluntersuchungen deuten j edoch an , daß sich die Größenordnung des 

Unterschieds E mit Hilfe der ÜF bezw . T gut angeben läßt .  

Die gerechneten Abweichungen des geschätzten AR-Fehlers vom tatsächlichen - bei 

der beschriebenen Vorgehensweise zur Genauigkeitsschätzung im dreidimensionalen 
Fall - werden von BLI zu BKI zu BKQ kleiner . Dabei wurde die AR-Fehler für BKQ 

nach ( 5 2 )  mit der Näherungsübertragungsfunktion H(u, v )  geschätzt . Durch die Multi

plikation mit T (Tabelle 3 . 4 )  werden die Unterschiede zwischen den relativen 

Abweichungen für die drei RV noch verstärkt . Außerdem sind in allen Fällen , mit 
Ausnahme der Rekonstruktion von T5 mit BKQ , die geschätzten AR-Fehler größer als 

die tatsächlichen . Die Abb . 3 . 54 - 3 .  56 zeigen auch die geringfügig fallende 

Tendenz von E mit größer werdender Rasterweite . Für die BLI war E j eweils für 
öxy = ö = 20 m am kleinsten . 

E ,  berechnet für BLI und BKI am periodischen Signal des Beispiels 2 . 2  . 4 .  , zeigt 

hingegen genau dieselben Eigenschaften , wie sie für den zweidimenionalen Fall 

konstatiert wurden : E ist bei zu geringen Abtastdichten ( vöxy?._1 /2 oder µöxy?._1/2 , 
d . h .  öxy>  l O  O m) für BKI größer als für BLI ; die Werte TE sind von derselben Größen

ordnung . Ebenso waren die geschätzten AR-Fehler kleiner als die ta sächlichen , 

der Unterschied zeigte steigende Tendenz mit wachsendem öxy . Das demgegenüber 

unterschiedliche Verhalten von E an den drei Testflächen läßt sich als Folge der 

Spektrumbestimmung erklären. Die Horizontierung der Profile in der x- und y
Richtung bewirkt eine noch zu wenig weitgehende Abspaltung von Flächenkomponenten , 

die sich auf die Genauigkeitsschätzung störend auswirken . Es wäre zu untersuchen , 
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ob etwa die Abspaltung eines Trends f vortei lhafter wäre , der die Laplace Glei chung 

V2j'( lx, ly ) = 0 erfüllt . Dies unter der Bedingung , daß die para lle len Ränder der 

übrigbleibenden Fläche gleich sind . 

( V2f( lx, ly) =f( lx+l, ly ) +f( lx-1 ,  ly) +f( lx, ly+l )  +f( lx, ly-1 )  -4f( lx, ly ) ) .  

Die Unterschiede in den Schätzwerten , zum einen gerechnet mit der strengen ÜF zum 

anderen mit der trennbaren , sind für BLI und BKI und die drei Testflächen so 

gering (Abb . 3 . 57 - 3 . 58 )  , daß sie im Hinblick auf die Unsicherheit der Schätzung 

(Abb . 3 . 54 - 3 . 55 ,  Tabelle 3 . 4  ) als unbedeutend bezeichnet werden können . 

4 . 2 .  1 .  2 .  Einfluß der Abtastdichte zur Spektrumbestimmung 

Der Vergleich von Abb . 3 . 29 mit Abb . 3 . 47 macht deutlich , daß sich durch Verringe

rung des Abtastintervalls zur Spektrumbestimmung von ö 1 0  m auf ß = 1 m für die = 

untersuchten Profile keine Verbesserung der Schätzwerte erreichen läßt .  Solange 

das Intervall 6 hinreichend klein ist ,  sodaß die für die Genauigkeitsschätzung 
wesentlichen kleinräumigen Geländevariationen erfaßt werden (Bedingung ( 9 )  ) ,  läßt 

sich der AR-Fehler mit Formel ( 2 2 )  gut schätzen . Dies ist etwa für T6 mit ö 20 m = 

kaum noch der Fall (Abb . 3 . 48 )  . I st 6 zu groß , so kommt es vor allem für 6x<6 

zu beträchtlicher Fehlschätzungen wegen der Verflechtung des Spektrums ( siehe 

Abb . 3 . 49 - 3 . 50 )  . Die Schätzwerte für die geringen DEM-Dichten ( t » ö )  hingegen

werden kaum beeinträchtigt , was nicht verwunderl ich ist , da für die gegebenen 
Profile mit 6 1 00 m etwa die Gesamtvarianz der Höhen noch gut erfaßt wird , zu = 

der das geschätzten AR-Fehlerquadrat mit wachsendem öx konvergiert. 

4 .  2 .  1 . 3  . Einfluß eines zufälligen Meßfehlers 

Die Referenzwerte zur Spektrumbestimmung werden in der praktischen Anwendung zu

mindest mit einem zufälligen Meß fehler behaften sein . Wie ein Vergleich von 

Abb . 3 . 4 1  bezw . 3 . 59 mit den Abb . 3 . 42 - 3 . 44 bezw . Abb . 3 .  60 zeigt , läßt sich 
der Einfluß eines zufälligen Me ßfehlers auf die Schätzung des AR-Fehlers sehr gut 

mit Forme l ( 26 )  bezw . ( 56 )  angeben - solange 6x klein ist bei festem ö .  Die ab

gebildeten Streuungswerte 6 sowie die maximalen Abweichungen 8 ( Abb . 3 . 4  5 s s
3 . 46 )  weisen ebenfalls daraufhin , daß der Me ßfehlereinfluß mit wachsendem x 

(6  = 1 0  m) in zunehmendem Maß vom Erwartungswert abweichen kann . Dies ist nicht 
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verwunderlich , da j a  die Varianzfunktion (1-H (uJ ) 2 monoton mit 6x steigt , somi t 

" Fehlannahmen" bezüglich des Spektrums des Meßfehlers ( siehe 2 .  1 .  6 .  ) umso deut

licher zum Ausdruck kommen , j e  größer 6x ist . 

Andererseits kann das tatsächliche Spektrum des zufälligen Me ßfehlers umso mehr 
von dem angenommenen konstanten Wert a /N abweichen , je größer 6 ,  also j e  weniger 

Werte N zur Spektrumbestimmung vorliegen . Dementsprechend zeigte sich auch , daß 
die Abweichung von s gegenüber Aa2D sehr gering ist , wenn 6 = 1 m für die drei Pro
file ( z . B .  für T l  und LI maximal 6% von a  über die 1 5  untersuchtem Intervall
größen , wogegen bei 6 1 0  m der maximale Unterschied 50% ist) . Auch die Streuungs= 

werte waren äußerst klein ( z . B .  für T l  : e s = 0 .  003 für alle Intervallgrößen 6x 
A Lund alle vier RV ) . Bei 6 = 40 m können größere Abweichungen von s gegenüber aD 

als bei 6 = 1 0  m auftreten , dies bei gleichem 6x/6 . Außerdem ist der Anstieg der 
Streuung e mit zunehmenden 6x bedeutend steiler . Im dreidimensionalen Fall  ist s
nach Abb . 3 . 60 bei 6 40 m für T l  noch eine recht gute Abschätzung von s durch 

ab möglich , 

= 

Wie Abb . 3 . 42 - 3 . 46 aufzeigen , nimmt die mögliche Abweichung des Meß fehlerein

flusses von der Abschätzung 08 nicht nur mit 6x zu , sondern auch mit der Gelände

variation sowie schlechter werdender RV - eine Erscheinung , wie sie auch für die 

Meßfehlerauswirkung ( 4 .  1 . 3 . )  registriert wurde . Überdies weist die Berechnung 

von s , e s und es für T l  mit 6 1 0  m und aM 8 m bei linearer Interpolation auch = = 

darauf hin , daß die Abweichung von s gegenüber ob , ausgedrückt in Prozent von ab ,
geringer ist , j e  größer aM 

ist . Das Verhältnis der Streuungswerte sowie aer maximalen 

Abweichungen bei aM = 0 . 5  zu aM = 8 war für 6x = 6 = 1 0  m etwa gleich dem Verhält
nis der Me ßfehlervarianzen . Der Anstieg von e s bezw . e s mit 6x war für OM 8 m = 

j edoch wesentlich geringer als für aM 0 . 5  m .  Dies läßt darauf schließen , daß = 

für den Meßfehlereinfluß Ähnliches gilt.wie für die Me ßfehlerauswirk ung : Bei vor
gegebenem 6 wird ab einem bestimmten 6x der Unterschied zwischen dem tatsächlichen 
und dem geschätzten Me ßfehlereinfluß beachtlicht . Diese Grenze für 6x hängt von 

der Geländevariation , der RV un der Meß fehlergröße ab . 

4 .  2 . 2 .  Schätzung der Meßfehlerauswirkung 

A

Mit R ,  berechnet durch Integration der UF (Tabelle 3 . 1 ) ,  läßt sich ein Näherungs

wert für die Auswirkung eines zufälligen Meßfehlers im Fall einer großen Daten
menge ( L/6x -+ oo) angeben . Für LI z .  B .  ist der Erwartungswert ( 2/J ) o  ( siehe 

Seite 1 2 sowie Abb . 3 .  3 3 - 3 .  36) , der nach ( 1 4 )  berechnete Näherungswert f ü r  d i e  
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eß fehlerauswirkung 0 . 59a . Vergleicht man R für öx = 1 0  m (Abb . 3 . 33 - 3 . 36 )  mit 
R, so sieht man , daß für die untersuchten RV der Näherungswert kleiner ist als 
der Erwartungswert und umso weniger von Erwartungswert abweicht , je kleiner T ist . 
Solang a8<aM ( siehe 4 .  1 . 3 . )  ist somit der Beitrag eines rein zufälligen Meß fehle rs 
zur Varaanz des DHM-Fehlers durch Ra  ausreichend be schrieben . Die Übertragungs

funktion verschafft also eine sehr einfache und gute Bestimmungsmöglichkeit der 
Meßfehlerauswirkung. 

Sind auch die durchgeführten Untersuchungen zur Meßfehlerauswirkung im dreidimen

sionalen Fall sehr beschränkt , so läßt sich doch annehmen , daß oben Gesagte s auch 
hierfür gilt (vergleiche Tabe lle 3 . 4  mit Tabelle 3 . 5 ) . Wie die Tabelle 3 . 4  zeigt , 

sind die Unterschiede zwischen  (berechnet auf Grund der strengen ÜF )  und R (mit

der trennbaren ÜF gerechnet) für BLI und BKI unbedeutend . 

5 .  ANWENDUNG DER GENAU I GKE I TSSCHÄTZUNG 

In diesem Abschnitt werden - gestützt auf die vorangegangene Untersuchung und 

Analyse - einfache Verfahrensrege ln zur Genauigkeitsschätzung digitaler Höhen

modelle mitte ls Spektralanalyse angegeben . 

5 .  1 .  Genaui gke i t  e ines DHM und davon ab gelei teter Größen 

5 .  1 . 1 .  Schätzung der Genauigkeit eines bestehenden DHM 

Übersichtsmäßig ist der Vorgang der Berechnung des mittleren Fehlers eines 

DHM im Frequenzbereich durch Abb . 5 . 1  dargelegt . 

Zur näheren Erläuterung zunächst folgendes Zahlenbeispie l :  Es soll der mi ttlere 
Fehler eines DHM aus dem Profil T6 , abgetastet mit x = 1 0  m bei einer Me genauig
keit von aM = 0 . 5  m und rekonstruiert mit LI , geschätzt werden : 

Nach der Profi lhorizontierung ( sodaß g (O) = g (N) , N = 1200 )  wird gemäß ( 2 1 )  das 

Spektrum aus den (mit einem zufäl ligen Fehler behafteten) Höhenkoten gerechnet .  

Ist die ÜF gegeben , s o  läßt sich der Vektor der Varianzfunktion mit 

uk = k x/L=k/1 200 aufstellen . Mit ( 2 2 )  erhält man sodann den Schätzwert 

& 1 = 0 .  1 6 1  (= 0 . 3632  + 0 . 029 ;  siehe ( 7 3 )  , Abb . 3 . 2  5 und Abb . 3 . 44 )  . 
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Matrix 
der Höhenkoten 

Spektrum I G l  2 

RAaterweite
t.:t:. Ay 

Varianzfunktion 

Skalarprodukt gsm&ß ( 5 2 )  bezw. ( 2 2 )  

Roher Sch&tzwert 
de11 AR-Fehlerquadrats 

Parameter
der 'ltV 

BerechnWlq 
dar ÜP' 

Übertragun911- · 

funktion H 

r - - - - - - - - -,  
1 Modell. /
\ syet ... tiache r /  

1 Fehler I
L - - T - - -'  

- - - -  - - - - ,
1 S ktrum 11 11yetea. Fehler 1- --„-,:- - - - -

1 1 1
1 1 1
1 - - - !- -  - -1 1 Jtorraktur1 1 wegen

1 syetem. Fehler 1 
1 L - - - - - - - _ I  
1 1 
! 1 

Korrektur wegen dea Meßfahlarainflue11es : -To  r - - - - - --,  1 
1 Korrektur 1 1 
1 weqen 1 1

• 2 1 Optimi lllllUS 1 1 
Be rücksichtigung der Meßfahlerauawirkung: +RoM L _ _ _ _ _ J 1 

- - - - - - - - - - - -  1 
-  - - - - - - - - - - - -  -  -  

Abb . 5 . 1 :  Diagramm des Schätzvorgangs 

Als Korrektur der Fehlsc &tzung wegen de s vorhandenen Meßfehlers erhält man mit 
Formel ( 26 )  : 8  = To  = 0 . 030 ( siehe Abb . 3 . 4 1 )  . Damit ergibt s i ch der Schätz

wert der AR-Fehlerquadrats o  0 . 1 3 1 , zu dem man noch einen gewissen Betrag 
addieren könnte , da man mit Formel ( 2 2 )  eher optimistische als pes s  imistische 

Genauigkeitsangaben erhält ( siehe 4 . 2 . 1 . 1 . )  . Die Addition de r Abschätzung für 

die Meß fehlerauswirkung o  • 0 .  1 48 ( siehe ( 1  4 )  und Tabelle 3 . 1  ) liefert schließ

lich die geschätzte Varianz des OHM-Fehlers 82 = 0 .  2 7 9  . Der geschätzte mittlere 

Höhenfehler & = 0 . 5  3 m stimmt gut mit dem tatsächlichen mittleren Fehler des DHM 

überein (cr  = 0 . 47 ro ,  s iehe Abb . 3 . 2  5 ,  3 . 2  9 und 3 . 36 )  . 

Für ein Flächenmodell scheint es nahe liegend , die Formeln des dreidimensionalen 

Falls anzuwenden . Bei einer photogrammetri schen Datener fas sung läßt sich als 

Re cheneinhei t  das Stereomode l l  benutzen . Bei einem Photoma 8stab von 1 : 5  0 . 000 und 

60% Längsüberdeckung etwa wird ein Gebiet von ca . 7 x 1 1 ,  5 km2 gedeckt , das 

sind ungefähr die Ausmaße der untersuchten Testgebiete . 
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Schwierigkeiten bei der Anwendung der FFT ( 2  . 2 .  3 . )  können sich aus der Datenmenge 

ergeben , abhängig von dem zur Verfügung stehenden Programm und der Speicherkapa

zität des Rechners .  So war es z . B .  nicht möglich , das Spektrum der Testge lände 
aus einem 10  m Raster zu rechnen ( siehe (26) l .  Anstatt zu kleine Rechene inheiten 
zu verwenden , kann es ratsam sein , die Genauigkeit auf Grund von Profi len maxi

maler Länge zu bestimmen . 

Die Berechnung der bivariaten ÜF ( 2  . 2 . 2 . )  benötigt beachtliche CPU-Zeiten . Zwar 
muß die ÜF für eine bestimmte RV (mit be stimmten Parameterwerten ) nur einma l gerech

net werden und kann dann für j ede neue Anwendung aus einer Bibliothek abgerufen 
werden ; dennoch ist es um ein Vie lfaches weniger aufwendig ,  die trennbare ÜF zu 

bestimmen . Dazu muß lediglich die strenge ÜF H (u, v) für v=O gerechnet werden . Um 

abschätzen zu können , inwieweit die strenge ÜF von der trennbaren ih u  V) ab

weicht und sich dieser Unterschied auf die AR-Fehlerschätzung ausw rkt , ist es 
zweckdienlich , H (u, v) noch zusätzlich für u=v zu bestimmen ( siehe 2 . 2 . 2 .  und 

3 .  1 . 2 . 2 .  ) .  Für die untersuchten RV ist - solange die Amplituden ( Höhenunterschiede )
nicht größer sind als die der Testflächen - die Diskrepanz zwischen H(u, v) und 

H(u, v) unbedeutend . Zu eiher Abschätzung des Einflusses von (H (u, v) - H(u, vJ ) auf

&  bei gegebenem Spektrum lassen sich die entsprechenden Techniken der numerischen 

Mathematik einsetzen. 

-

Liegt die UF vor - etwa als Matrix von 100 1 00 Werten ( d . h .  in einem Raster x 

mit der Maschenweite ßu ßV 0 . 005 )  - so kann man die Matrix der Varianzfunktion = = 

für die Rasterweite des vorgegebenen OHM durch bilineare Interpolation berechnen ;

es werden die Funktionswerte für ukx = kx ßx/LX und vky = ky ßy/LY benötigt . Der 

rohe Schätzwert des AR-Fehlerquadrats. errechnet sich sodann als Spur des Matrix

produkts aus Spektrum und Varianzfunktion (Formel 25  ) ) .  

A

Die zur Korrektur des rohen Schätzwerts notwendigen Größen T und R müssen durch 

numerische Integration aus der ÜF bestimmt werden ( siehe ( 5 7 )  , ( 4 4 )  und Tabe lle 
3 .  4 )  . Auf die Brücksichtigung eines nicht rein zufälligen , also eines korrelierten 

oder systematischen Me ßfehlers wurde in dieser Arbeit nicht eingegangen . Grund

sätzlich ließe sich ein systematischer Fehler auf die gleiche Weise wie ein zu

fälliger behandeln. - es muß nur das Spektrum des Fehlers bekannt sein . Es wäre 

einerseits zu untersuchen , inwieweit sich unter Zuhi lfenahme der Theorie der 
Zufallsfunktionen ausreichende Modellannahmen bezüglich des systema.ti schen Fehle rs 

machen lassen, und andererseits , ob es überhaupt die Mühe lohnt , falls geei gnete 
Techniken zur Reduktion von systematischen Fehlern be i der Datener fassung anqe 

wandt werden . 
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Für die drei Testflächen ergaben sich durch die Profi lhori zontierung vor der 
Spektrumberechnung mit einer einzigen Ausnahme durchwegs zu pessimistische 

AR-Fehlerschätzungen . Zumindest für die Testflächen wäre eine Korrektur wegen 
Optimismus fehl am Platz ; ob und in we lchem Maß sich das auf wirklich vorkom
mende Geländetypen veral lgemeinern läßt , ist eine noch offene Frage . 

Durch Austausch der Übertragungsfunktion läßt sich mit sehr geringem Aufwand 

prüfen , inwiefern eine andere RV bei vorgegebenen DHM-Daten (Gelände , Raster

weite , Me ß fehlergröße ) zu einer anderen Darste llungsgenauigkeit de:r Gelände
oberfläche führen würde . 

Anstatt die Schätzformeln des dreidimensionalen Falls anzuwenden , ist es sicher

lich weniger aufwendig ,  die Genauigkeit des DHM an Hand einiger Profi le zu 

schätzen . Da die abgeleiteten Forme ln für primäre Referenzdaten gelten ( d . h .

für ein abgestastetes Signal, das mit einem unkorrelierten Me ßfehler behaftet i s t ,  

aber ni cht für ein durch Rekonstruktion und erneutes Abtasten gewonnenes Signal , 
also interpolierte Höhenkoten) , kommen für ein Flächenmode ll nur Profile in der 

x- , in der y- oder in der Diagonalrichtung in Frage . Die Genauigkeit eines Profils 

kann entsprechend dem Diagramm der Abb . 5 . 1  geschätzt werden . Dabe i ist die Matrix 

der Höhenwerte eindimensional ,  also ein Vekto4 und die Rasterweite ist je nach 
Profilrichtung entweder das Abtastintervall in der x-Richtung ( 6x) , oder 6y , 

oder + 6y2 •  

Die UF ist dann für das zweidimensionale Analogon der dreidimensionalen RV zu 

berechnen ( z . B  . für LI , wenn BLI zur Rekonstruktion der Fläche aus dem diskreten 

Signal benützt werden soll )  . Das innere Produkt aus Spektrumvektor (berechnet als 

FFT des horizontierten Profils ) und Varianzfunktionsvektor liefert nach Abzug von 
Tcr 2  den Schätzwert für das AR-Fehlerquadrat de s Profi ls . 1' ist nach ( 2 7 )  durch M
numerische Integration aus der univariaten ÜF zu rechnen . 

In den Profi luntersuchungen wurde eine deutliche Tendenz der geschätzten AR-Fehler 

zum Optimismus festgestellt (Abb . 3 . 2  9 - 3 . 3  2 ,  Abb . 3 . 47 - 3 . 50 )  . Da man in der 

Regel lieber eine pessimistische Genauigkeitsangabe im Kauf nimmt , ist es ratsam , 
85 um ( l/T) % bis (5/T) % zu vergrößern , j e  nach " Sicherheitsbedür fnis (TE = -1 %  

entspricht der mittleren re lativen Abweichung der in der Untersuchung geschätzten 

AR-Fehler , Tt. = -5% in etwa der maximalen re lativen Abweichung , solange 6 nicht 
zu groß ist) . Z . B .  Profil T6 bei 6x = ö = 10 m und LI ( Beispi e l  auf Seite 8 5) : 
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OS = 0 .  36 m ;  Korrektur mit (1/1') %:: b.as = aS/1 00'.I' = 0 . 0 3 .  In diesem Fal l  weicht der 

korrigierte Schätzwert ( 0 . 39  m) noch mehr vom tatsächlichen AR-Feh ler ( oS = ü . 24 m)
ab . Für die Abtastung von T6 mit &c = b. = 40 m hingegen ergibt sic::i bei LI 
0S = 1 . 4 m und mit der ( 5/T) % Korrektur (vergl . Abb . 3 . 49 )  als korrigierter Schätz
wert 2 m ( oS = 2 m) ! 

In der empirischen Untersuchung wurde für die Testflächen nur j ewei ls ein Profil 
zum Vergleich herangezogen; dennoch bot der AR-Fehler eines einzigen Profi ls eine 

gut Indikation für den AR-Fehler der Testfläche ( siehe Abb . 3 . 6 1  - 3 . 62 )  . Als 
Beispiel hierfür diene der Fall , daß das DHM der Flächen T l  , T5 und T6 bei Rekon

struktion durch BLI einen AR-Fehler von oS = 2 . 5  m hat . Dazu muß T l  mi t b.xy = 200 m 
abgetastet werden , T5 mit &cy = 80 m und T6 mit ßxy = 40 m (Abb . 3 . 5 1 ,  3 . 54 )  . Die 
AR-Fehler der Profile T l  , T5 , T6 bei ßx = 200 , 80 , 40 m und LI weichen um weniger

als 1/4  ihres Wertes von oS 2 . 5  m ab . Geht es um die Beurtei lung der Genauigkeit 

der Flächendarstellung , ist es j edoch naheliegend , nicht nur ein Profil zur 

Schätzung heranzuziehen und die Anzahl zu prüfender Profile von de  Homogenität 

des Geländes abhängig zu machen . Dabei kann man erwarten , daß sich für die ein

zelnen Profi le unterschiedliche AR-Fehler ergeben ; auf Grund von 4 . 1 .  1 .  ist an

zunehmen , daß der mittlere Fehler für die Fläche eher den größeren als den klei

neren Profil fehlern entspricht . Dazu , wie auch zur Optimismuskorrektur des ge

schätzten AR-Fehlers für ein Profil ,  sind jedoch noch weiter Untersuchungen 

wünschenswert . 

Der Beitrag schließlich , den ein rein zufälliger Meß fehler zur Var anz des Fehlers 

der Flächendarstellung liefert , läßt sich als Ro  angeben . R kann aus der trenn

baren ÜF bezw . als R2 berechnet werden , wobei  aus der ÜF des zweidimensionalen 

Analogons der dreidimensionalen RV bestimmt wird (vergl . Tabelle 3 .  1 ,  3 . 4 ) . Damit 

erhält man eine optimistische Abschätzung - für ein DHM mit einer großen Zahl  

gemessener Höhenkoten ( siehe 4 . 2 . 2 .  ) .  Z . B  . für BLI : 0 .  35 o  statt : 2/ 3 )  2o . 

Die Einfachheit der beschriebenen Vorgehensweise birgt die Gefahr in sich , daß 
zu grobe Schätzwerte resultieren . Erstens kann es zu beträchtlichen Fehlschät

zungen des AR-Fehlers kommen , wenn zur Spektrumbestirnmung eine zu geringe Abtast
dichte vorl iegt . Dazu folgendes Beispiel :  Um eine OHM-Genauigkeit von o = 3 m zu 

erreichen , ist es ausreichend , die Fläche Tb mit t-,xy = 40 m und einem zufäl ligen 
Meß fehler von oM = 2 . 5  m abzutasten und mit BLI zu rekonstruieren 

oR = 1 . 6 7 )  . 

( CT r• = 2 . 5 !Tl , 
' )  
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Bei gleicher Meßgenauigkeit und RV aber einem zulässigen Gesamtfehler von o = 8 m ,  

wäre eine Rasterweite von 1 00 m hinlänglich ( a5 = 7 . 2 )  . Für das Profil T6 zeigt

sich bei öx = 6 = 40 m, daß der geschätzte AR-Fehler gerade noch um etwas wen iger 

als die Hälfte seines Betrags falsch ist ;  bei öx = ö 1 00 m ist c bereits gröBer 

als 50% (Abb . 3 . 49 - 3 . 50 )  . Wird aber das Spektrum aus 6 = 10 m bestimmt , dann ist 

der geschätzte AR-Fehler bloß um 4% ( öx = 40 m) bezw . 8% ( 6x 1 00 m) falsch 

(Abb . 3 . 29 )  . Zwar lassen sich die Fehlschätzungen für diese Beispiel noch redlich 
durch die oben vorgeschlagene Korrektur ö0

5 auffangen , eine sichere , wenn auch 
aufwendigere Vorgehensweise wäre jedoch , die Profi le , die zur Genauigkeitsschät

zung herangezogen werden sollen , mit einem Intervall zu messen , das kleiner ist 
als das OHM-Intervall öxy . Dies vor allem im Fall von verhältnismäßig groben DHM
Rastern , durch die augenscheinlich eine Vielzahl kleinräumiger Ge ländevariationen 

nicht erfaßt werden ( z . B .  öxy.::_1 00 m für T6 ) .  

zweitens ist die Korrektur wegen des Einflusses eines zufälligen Meß fehlers als 

Ta  = aJ nur dann zuverlässig , wenn eine ausreichend große Datenmenge zur Spektrum

bestimmung vorliegt ( siehe 4 . 2 .  1 . 3 .  ) .  So ist beispielsweise bei öx = ö = 1 0  m die 

mittlere Abweichung des tatsächlichen Meßfehlereinflusses von cr5 nur 3 %  von ab 
für Tl bei LI und ca . 1 0% für T6 (Abb . 3 . 4 1  - 3 . 46 )  . Bei öx = ö = 40 m ist e s  ca . 

20% von &b für T l  aber für T6 bereits gleich groß wie 05 . Bestimmt man das Spek

trum von T6 aus einer Abtastung mit ö = 1 00 m ,  so kann die Abweichung des Meß

fehlereinflusses von 03 bis zu 1 06  betragen . Bei geringen Abtastdichten ist also 
mit erheblichen Unsicherheiten der Schätzwerte zu rechnen . Es wäre nützlich , diese 

Unsicherheit etwa in der Art von Konfidenzintervallen anzugeben - abhänging von 

Geländevariation , Abtastintervall und RV ; dazu bedarf es jedoch weiterer Unter

suchungen . 

Geht man von den durchgeführten Experimenten aus , ist drittens eine zuverlässige 

Schätzung des Beitrags eines rein zufälligen Meßfehlers zum Gesamtfehler zur mög
lich , wenn der Me ßfehler etwa gleich groß oder größer als der AR-Fehler ist (dem
nach mü ßten sich Daten , wie mar1 sie z .  B .  vom Gestaltsystem erhält , besonders zur 

vorgeschlagenen Genauigkeitsschätzung eigen )  . Z . B  . ist für T6 und LI die mittlere 
Abwe ichung der tatsächlichen Me ßfehlerauswirkung vom Erwartungswert o  kleiner als 

1 5 %  des Erwartungswert für 6x 1 00 m und aM = 8 m (Abb . 3 . 3 3 ,  3 .  3 7 )  . Für dasselbe 
Abtastintervall aber aM = 0 . 5  m ist die mi ttlere Abweichung das 1 . 2  Fache von 0 2

R
(Abb . 3 .  36 ,  3 . 40 )  . Für 6x 1 0  m hingegen , wobei a5<aM = 0 . 5  m ,  ist die mittler 

Abwe ichung lediglich 6% von ( 2/3 ) ak. Ob ohl die Me Bfehlerauswirkung unbedeutend 

wird , wenn der mitt lere Me ß feh ler we sentlich k le j.ner als de r AR-FPh l.P  i s  t , s o  w r e n  
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dennoch auch hier Angaben über die Zuverlässigkeit der Abschätzunq W'iinschenswert  , 3 0 -

wohl für den Fall daß o >o als auch für den Fall einer kleinen Anzahl gemessener We r te . S M 

5 . 1 . 2 . Schätzung der Genauigkeit vom DHM abgeleiteter Größen 

Digitale Höhenmodelle lassen sich für eine breite Palette von Aufgaben im Inge

nieurwesen anwenden . Hier seien nur zwei Beispiele herausgegriffen : Die Berech
nung von Volumina und die Erstellung von Orthophotos . Grundsätzlich läßt sich 

sagen , daß je nach der Art der abgeleiteten Größe die beste Bestimmungsweise für 

ihre Genauigkeit gewählt werden sol lte - wenn möglich , die einfachste Form der 

Fehlerfortpflanzung . 

5 . 1 . 2 . 1 .  Genauigkeit von Volumina 

Das unter einer Oberfläche liegende Volumen auf einem rechteckigen Gebiet RX . RY 
ist durch das Integral der Oberfläche über RX. RY definiert . Der mittlere Fehler 
des aus dem DHM gerechneten Volumens ist somit :  

A

J J f(x, y )dxdy - J J f(x, y )  dxdy 
RX RY RX RY 

Integration läßt sich als Faltung formulieren und als solche in die Genauigkeits
schätzung im FB einbauen . Für den mittleren Fehler des Volumens über einer Raster
masche ( RX t.x, RY = /','!/J bietet sich dabei eine recht einfache Abschätzung an . = 

Berechnet man das Volumen als Grundfläche mal Mittelwert der Rasterhöhen einer 

Masche 

( 7 6 )  

so ist dies gleichbedeutend mit der Rekonstruktion der Oberfläche aus den Referenz
aten glk durch bilineare Interpolation und der Integration der so erhaltenen Fläche 

f(x, y) über t.x . t.y .  Wenn der Meßfehler unbedeutend klein ist ( d . h .  glk = flk ) ' dann 

gibt der AR-Fehler für BLI multipliziert mit t.x . t.y eine obere Grenze für den mitt

leren Fehler des nach obiger Regel berechneten Volumens an : 

( 7 7 ) 
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Die Ableitung dieser Beziehung im OB ist im Anhang 7 gegeben . Die Schätzforme l f ü r  

den mittleren Volumenfehler über ein beliebiges Gebiet (RX = jxt:.x , RY = jyt:iy; Jx  
jy sind be liebige ganze Zahlen) ist sehr komplex . Die durchgeführten Untersuchun
gen geben jedoch zur Vermutung Aniaß , daß mit IJXIJY r. 6ya5 eine praktikable 

Abschätzung für die obere Grenze von aV gegeben ist.  

Der Volumenberechnung entspricht die Berechnung des Flächeninhalts zwi schen Profil 

und Datum im zweidimensionalen Fall . Der mittlere Fehler des Flächeninhalts I 
über dem Abtastintervall t:.x , gerechnet nach der zu ( 2 6 )  analogen Forme l 

fz + Iz+1I 
z - t:ix 2 ( 7 8 )  

läßt sich im FB nach ( 7 9 )  schätzen , unter den gle ichen Bedingungen wie sie für 

( 2 2 )  gelten . 

8} = ox2 
k 
��: ( 1-J (ukJ ) 2  I F  !k! l  2 ( 79 )  

Die Übertragungsfunktion für die lächeninhaltsberechnung sie hier ohne Herle itung 

angeführt : 

J (u} = 1 _ s-imru 
1fU 

1fU l 
tan1fu J ; l u l  < l/2 ( 80 )  

J(u) ist in Abb . 5 . 2  dargestellt , zusanunen mit der UF für LI . Da J (u) >H (u) gilt : 

aI < t:.xa5 
( 8 1 )  

Dabei ist aS der AR-Fehler für die lineare Interpolation ( siehe Anhang 7 für die 

Ableitung im OB) . Für eine be liebige Basis zur Flächeninhaltsberechnung (R = jt:.x ;  
j ist eine beliebige ganze Zahl ) , sche int auf Grund vorläufiger Untersuchungen 
/Jt:.xa5 eine brauchbare Abschätzung der oberen Grenze für crI zu sein . 
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Abb . 5 . 2 :  ÜF für LI und für die 
Flächeninhaltsberechung nach ( 78 )  . 

Wird der Flächeninhalt mit Formel ( 7 8 )  nicht aus den pr imären OHM-Daten gerechnet , 

sondern aus interpolierten Höhen (Verdichtung des abgetasteten Profils ) , so ent

spricht dies einer zwei stufigen Rekonstruktion (wie in 2 .  1 . 7 .  ausge ührt )  mit L I  

als zweiter Interpolation . In der Abschätzung ( 8 1 )  ist dann für oS der AR-Fehler , 

wie er sich für die zweistufige Rekonstruktion ergibt , einzusetzen . 

Zum Abschluß sei noch erwähnt , daß sich die Genauigkeitsschätzung von Neigungs

angaben auf analoge Weise behandeln ließe . 

5 .  1 . 2 . 2 .  Genauigkeit von Orthophotos 

Ein wesentlicher Faktor , der die Genauigkeit eines Orthophotos beeinf lußt , ist 

der Höhenfehler der abgetasteten Profi le, bezw . die Genauigkeit des OHM , das zur 

Orthophotoerzeugung benutzt wird ( 3 , 1 2 ,  20) . Ist der mittlere Höhenfehler de s 
OHM bekannt , so läßt sich auf recht einfache Weise der entsprechende mittlere 

Lagefehler im Orthophoto abschätzen . Die empirischen Untersuchungen (20) haben 

gezeigt , daß mit der Fehlerfortpflanzung des Höhenfehlers sehr gute Näherungswerte 

angegeben werden können . Nicht nur die Lagegenauigkeit , sondern auch die Höhen

genauigkeit von Stereoorthophotos läßt sich durch Fehlerfortpflanzung bestimmen , 

vorausgesetzt , die Höhengenauigkeit des OHM ist gegeben ( si ehe (3) ) .  
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5 . 2 .  Planung eines DHM 

Für welche Zwecke auch immer ein OHM zu erstellen ist , es werden in irgendeiner 
Form Spezifikationen bezüglich der gewünschten Genauigkeit vorliegen.  Die zu be
antwortende Frage ist ,  mit welchem Punktabstand und welcher Me ßgenauigkeit muß 
das Gelände erfaßt werden , damit eine für das OHM vorgeschriebene Genauigkeit 
erreicht wird . 

I st die Genauigkeit des OHM nur indirekt spezifiziert , indem z . B .  der einzuhalten

de mittlere Lagefehler des Orthophotos oder eine Toleranz für den Volumenfehler 

angegeben ist , so muß eine derartige Angabe zuerst in ein direktes Genauigkeits

maß für das OHM umgerechnet werden ( Inversion der Beziehungen in 5 .  1 . 2 . ) .  Besonders 
leicht zu beantworten wäre die Frage nach dem Punktabstand , wenn als Genauigkeits

maß die Güte spezifiziert würde , mit der die kleinste noch wichtige Geländeform 

durch das OHM dargestellt werden soll ( 1 5) . Z . B  . eine Geländeform mit einer Per io
denlänge von \= 1 / v= 20 m soll mit einer Güte von mindestens 80% dargestellt werden . 

Mit Hilfe der ÜF läßt sich dann das dafür notwendige Abtastintervall angeben : Für 

LI 6x<5  m, für KQ 6x<8 m ( siehe Abb . 3 .  1 2 )  . 

Als kleinste noch wichtige Geländeform sollen nicht Bruchkanten spezifiziert werden , 

denen definitionsgemäß sehr hohe Frequenzen zukommen und die in der Regel am effi

zientesten separat gemessen werden können , sondern Details der Oberfläche , die durch 

ein Raster erfaßt werden sollen. Wie in ( 1 5) ausgeführt wurde , ließe sich auch die 

notwendige Meßgenauigkeit bestimmen , wenn nur die Güte der Darstellung für die 

kleinste Geländeamplitude vorgeschrieben wäre . Der Vorteil einer derartigen Ge
nauigkeitsspezifikation für das OHM liegt darin , daß zur Planung der Ge ländeauf

nahme keine Information über das Gelände nötig ist , sondern die Kenntnis der ÜF 

ausreicht . Zumindest für einige Anwendungsgebiete bedeutet dies j edoch eine Ver

lagerung des Problems der adequaten Festlegung von Punktabstand und Meßgenauig
keit auf die Spezifikationsformulierung . I st nämlich der mittlere Höhenfehler von 

Interesse - ein einfaches und in Spezifikationen häufig verwendetes Genauigkeits
maß - so läßt sich das kleinste Geländedetail und die Güte, mit der es dargestellt 

werden muß, nur aus der Kenntnis der Geländegeometrie angeben . 

Wenn die Geländegeometrie in Form des Spektrums des aufzunehmenden Ge ländes be

kannt ist ,  k a n n  Abtastintervall und Me ßgenauigkei t so festgelegt werJcn , 
dar3 ein vorgeschriebener mittlerer Fehler des OHM eingeha lten w l r u .  Di e Bcstirrununq 

von ( ßx , ßy )  und aM ist in Abb . 5 . 3  schematisch dargeste llt . 
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Abb . 5 . 3 : Diagramm zur Bestinunung von Punktabstand und Meßgenauigkeit 

Der Unterschied zwi schen dem Vorgang der Schätzung der Genauigke it eines bestehen

den DHM (Abb . 5 . 1 )  und dem der Planung eines zu erstellenden DHM liegt , abgesehen 

von der Spektrumbe stimmung , in der Variation der Rasterwe ite und de r Me ß fehler

größe . I s t  der zu erwartende mittlere Feh ler des DHM für verschiedene Kombinationen 

von Punktabstand und Me ßgenauigkeit geschätzt (Matrix 8 . . k ) ,  läßt sich die j e1,J , 
nach den aufgestellten Entscheidungskriterien beste Kombination wählen , die die 

gegebene Genauigkei tsspezifikation erfül lt.  Die Entscheidungskriterien müssen 

unter anderem Kostenüberlegungen beinhalten ( siehe z . B .  (s ) > .  Be i vor liegender 

Photographie ist die mögliche Meßgenauigkeit schon weit9ehend be s timmt und läßt 
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sich nur mehr in einem engen Bereich variieren (Wahl des Auswer tegeräts und Ope
rateurs , stationäre oder dynamische Abtastung ) .  Die ÜF ist in Abb . 5 . 3  als Eingabe 

angedeutet ;  es lassen sich verschiedene RV , die bezüglich Verwedungszweck des OHM , 
Rechenaufwand , etc . in Frage kommen , bereits im Planungss tadium auf Genaui gke it 
hin überprüfen - dies gilt für einstufige Rekonstruktionen genauso wie für zwei
stufige ( siehe 2 . 1 .  7 . ) .  

Diverse Korrekturen (vergl .  5 . 1 . 1 . )  sind in Abb . 5 . 3  strichliert umrandet , da sie 
nur dann aktue ll sind , wenn das Spektrum aus einer tatsächlichen Geländeabtastung 

gewonnen wurde . schließt man automatische Datenerfassungssysteme aus , ist es 

frei lich nicht sinnvoll ,  das gesamte Gelände mi t großer Dichte abzutasten , um dann 
über Spektrum und ÜF herauszufinden , daß eine geringere Abtastdichte ausgereicht 

hätte . Demnach bleibt nur die Möglichkeit ein (oder mehrere ) Profil ( e )  zur Spek

trumbestimmung zu me ssen - was bei photogramme trischer Datenerfas sung schon vor

handene Photographie voraussetzt - oder das Spektrum , sei es profi l oder flächen
bezogen , aus einer Ge ländeklas si fikation zu be stimmen . Nur solche Klassifizierungen 

scheinen dafür in Frage zu kommen , die nicht auf umfangreichen Messungen basieren . 

5 .  2 . 1 .  Spektrum aus einem gemessenen Profil 

Auf Grund der durchgeführten Untersuchungen läßt sich annehmen ,  daß sich an Hand 
eines gemessenen Profi ls , das zur Spektruinbestimmung dient , gute Genauigkeits

vorhersagen für das Flächen-OHM machen:. lassen . Aus Genauigke its- und Kostengründen 

kommt für eine Profilmessung zu Planungszwecken im allgemeinen nur das photogram

metrische Stereomodell in Frage (direkte Höhenme ssung im Feld ist meistens zu 
kostspielig , Digitalisierung einer Höhenlinienkarte zu ungenau , es sei denn , es 

liegt eine im Vergleich zum geplanten DHM großmaßstäbige Kar tierung vor )  . 

Da das Auflösungsvermögen de s Spektrums durch die Profil länge festge legt ist 
1

( 6v = 1/L )  , soll sich das zu messende Profil mögl ichst über das ganze Stereomode ll 

erstrecken , wobei Lage und Richtung so ausgesucht werden sollen , da ß durch das 

Profil die stärkste im Modell vorkommende Ge ländevariation erfaßt wird . Dies, da 
der Flächenfehler eher größer als der Profilfehler ist ( siehe 4 . 1 . 1 . ) .  Das Abtastin

tervall 6 ist so zu wählen , daß damit die wichtigen kleinräumigen Ge lände formen 
erfaßt werden . Kleinformen mit einer Halbperiode kürzer als 6 bewirken eine Spek

trumverformung (Verflechtung ) .  Die Per iodenlänge· des kleinsten noch w l c  hti4en 

Detai ls kann aus seinem maximalen Anstieg und minimalen Krümmungsradius abge le i 
tet werden : 
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��iE]f Abb . 5 . 4 :  Maximaler An stieg und 

minimaler Krümmungsradius bezw . 

Amplitude und Halbperiode einer 

 A/2 __. Kleinform. 

Eine kleine Kuppe etwa kann durch eine halbe Sinuswelle angenähert werden . Für 

( ) . 
( 

2n )eine Sinuswelle mit der Amplitude p und der Periode A - s x = p si.n  - gilt : 

Maximaler Anstieg : tano. 

=Krümmung :  s , ,  

= (ds ) = 3 ,
dx max 

max 

-p 2 • (21r ) 
A si.n r 

21T= f»: 

[1 2 (21r) 2 2 (21T ) 
J
3/2+ p A cos r 

Die Krümmung ist maximal für x=A/4 , damit ergibt sich für den minimalen Krümmungs

radius als Reziprokwert des Absolutbetrags der maximalen Krümmung :  

1 ( ) 2}( = - = p 2n tan2o. 
Daraus folgt : 

= }( tan2o. A = 2nxtano. 

Jede Kleinform , deren Halbperiode kleiner als 6 ist , bedingt einen Beitrag zum 

AR-Fehlerquadrat von näherungsweise p2/2 . Im Schätzwert o  scheint die Summe 

dieser Beiträge nicht auf und darüber hinaus verursacht noch die auftretende 

Ver flechtung eine Fehlschätzung (vergl . Abb . 2 . 4 ,  2 . 5  ) . 

Liegen die gemessenen Profilhöhen vor , kann nach der Profi lhorizontierung das 

Spektrum als FFT gerechnet werden und sodann gemäß Abb . 5 . 3  der AR-Fehler für 

verschiedene Intervalle öx . geschätzt werden . Für Abtastintervalle öx<ö werdeni.
sich nur sinnvolle Schätzwerte ergeben , wenn das Ge ländeprofil keine Komponenten 

mit Frequenzen höher als 1/2ö enthält. Die Korrektur der Schätzwerte wegen eines 

zufälligen Me ßfehlers ,  der den Höhen zur Spektrumbestimmung anhaftet , kann mit 

Formel ( 26 )  berechnet werden . Die übrigen Korrekturen lassen sich wie in 5 .  1 . 1 .  

beschrieben anbringen . Beim Schluß vom AR-Feh ler des Profils auf de n der Fläche 

läßt sich noch ein gewi sser " Sicherheitszuschlag " anbringen (vergl . 5 . 1 . 1  . )  . 
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Im allgemeinen wird man nur an einem Quadratraster interessiert sein , es sei denn , 
das Ge lände weist in der x-Richtung eine ausgeprägt andere Variation als in der 

y-Richtung auf . Für diesen Fall sollte je ein Profil in x und in y gemessen werden . 
Die erforderliche Me ßgenauigkeit aM muß aus R2o  abgschätzt werden , wenn R nach 

( 1 4 )  aus der univariation ÜF gerechnet wird . 

Zur näheren Erläuterung kann das auch in 5 .  1 . 1 .  angeführte Beispiel ( Seite 8 9) 
dienen : Für "Gelände " T6 sei ein DHM zu erstellen , das bei bilinearer Interpolation 
einen mittleren Fehler von o 3 m haben soll .  Bei vorliegender Weitwinke lphotographie 

vom Maßstab 1 : 50 . 000 wäre aM = 2 . 5  rn (= 0 . 3 3 %Q der Flughöhe ) eine realisierbare 

Höhenmeßgenauigkeit .  Damit läßt sich eine Meß fehlerauswirkung von ( 2/3 )  2 o  2 . 8  

erwarten (vergl . Seite 3 2  und Tabe lle 3 . 5 ) . Die Abschätzung mit Hilfe der ÜF 
= 

der 
LI ergibt : R2a  2 . 2 .  Somit muß 6:cy so gewählt werden , daß o5:5_2 . 5  m (= = 

ist . 

Den folgenden Berechnungen wird nun eine Abtastung des Profils T6 mit 6 = 1 0  m 

und o; = 0 . 5  m zu Grunde gelegt : Aus einem Experiment zur Bestimmung von  ( siehe 
Abb . 3 . 2 5 ,  3 . 44 )  wurden für { 6x 1 0 , 3 0 , 40 , 50 m }  die rohen AF-Fehlerquadrate = 

{ 0 . 1 6 1  , 2 . 5 1 4 ,  4 . 348 , 6 . 660 }  erhalten . Durch die Korrektur mit 05 ( siehe Abb . 

3 . 4 1 )  ergibt sich { &  = 0 .  1 3 1 , 2 . 34 ,  4 .  1 5 ,  6 . 45 } . Mit einer ( 1/T) % Optimismus

= =korrektur ( siehe 5 .  1 . 1 . )  folgt sodann : 85 (6x=40 ) 2 . 2  m, 85 (6x=5 0)  2 . 8  m .  
Demnach mü ßte 6xy 40  m ausreichend sein ; der tatsächliche AR-Fehler für BLI = 

und 6xy 40 m wurde als 2 . 5  m errechnet . = 

*
Würde man das Profi l T6 mit einer Genauigkeit von aM 8 m messen , so könnten = 

sich für { 6x 30 , 40 , 50 m} z . B  . die rohen AR-Fehlerquadrate { 48 . 3 3 ,  54 . 55 ,  59 . 50 }= 

ergeben . Daraus nach der Korrektur mit o : { cr  3 . 09 ,  4 . 62 ,  6 . 76 } . Mit der = 

( 1/T) % Optimismuskorrektur erhält man dann : &5 t6x=40) 2 . 3  m ,  o5 (6x=50)  2 . 8  m .= = 

In diesem Fall würde man somit selbst bei re lativ ungenauer Profi lmessung noch 

eine richtige Einschätzung der geeigneten Rasterweite erhalten . Je größer aber 
6x , umso mehr kann der tatsächliche Meß fehlereinfluß von o  abweichen - wie die 

empirischen Untersuchungen gezeigt haben - und absolut gesehen wird die Abweichung 
*umso spürbarer , j e  größer aM. Ganz wesentlich für eine gute Schätzung des AR-

Fehlers ist aber vorallem ein hinreichend kleines Abtastintervall 
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5 . 2 . 2 .  Ge ländeklassifizierung 

Eine wenig aufwendige Möglichkeit der Ge ländeklassi fizierung bietet sich an , wenn 
man auf "OHM-Erfahrung" zurückgrei fen kann . Man könnte nämlich aus j edem einmal 
erstellten DHM das Spektrum des betreffenden Ge ländes berechnen und dieses ent

weder direkt oder in parametrisierter Form abspeichern . Anstatt das Spektrum der 
erfaßten Oberfläche zu bestimmen , wird es in der Rege l ausreichend sein , das 
Spektrum eines charakteri sti schen Profils , nötigenfalls mehrerer Profi le, zu be

rechnen . Liegt für ein neu zu erstel lenden DHM Ge ländeinformation vor - in der 

Form einer topographischen Karte oder eines Stereomode lls - läßt sich das "neue " 
Ge lände einem "alten" auf Grund eines visue llen Vergleichs zuordnen . Das Spektrum 

des ähnlichen Geländes wird sodann zur Genauigkeitsschätzung nach Abb . 5 . 3 .  heran
gezogen . 

Bei einer derartigen visue llen Klas sifizierung muß auf zweierlei geachtet werden . 

Einerseits sind die vorhandenen Höhenunterschiede ausschlaggebend , da sie die 

Amplitudengröße beeinflussen , andererseits die Ge ländebewegtheit , da die Ausdehnung 

von Kleinformen die Frequenzbreite festlegt ( siehe Bei spiel 2 .  1 . 5 .  sowie Abb . 
3 . 1  - 3 . 4  und Abb . 3 . 6  - 3 . 1 1 ) . Eine recht einfache Parametrisierung eines Profil

spektrums wäre durch seine Approximation mit einer Gaußschen Funktion , c0exp (-c1 v2) ,  
gegeben . Damit wäre a0 ein Maß für die Amplitudengröße und a1 ein Maß für die 

Frequenzbreite . Je größer c0 und je kleiner a1 , de sto größer der zu erwartende 

AR-Fehler bei festem Abtastintervall . 

Eine rein vi suelle Zuordnung eines Geländes zu einem anderen oder zu einer Gelände

klasse hat zwar den Vortei l ,  daß keiner lei Messungen erforder lich sind , aber 

sicher lich den Nachtei l ,  daß damit nur grobe Abschätzungen zu Planungszwecken 

ermöglicht werden . Eine Verfeinerung der Klassifikation in verschiedenen Stufen 

ist möglich , indem das Gelände mehr und mehr quantifiziert wird . Dabei läßt sich 
an Krümmungs- und Neigungsbestimmung re levanter Kleinformen sowie dominierender 

Ge ländeformen denken ( siehe 5 .  2 .  1 .  ) , oder etwa an die Bestimmung der Anzahl 

Wendepunkte in einem Profil ( 1 ) und des mittleren Höhenbereichs zwischen zwe i 

Wendepunkten , und letztendlich and die Profilabtastung . 

Die Beurtei lung der Ge ländegeometrie wird sehr effizient bei der Datenerfassung 
nach der Methode von "Progressive Sampling" ( l s )  durchgeführt . In Folge der 
schrittwei sen Geländeaufnalune in einem stets kleineren Raster ist eine gestufte 
Geländenanalyse möglich , die eine Geländeklassifizierung vor d e r  M1.J s s urHJ übe r: 
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flüssig macht. Es muß lediglich die kleinste erreichbare Rasterweite definiert 
werden , womit sich die Abtastparameter (Größe der Teilgebiete und Anzahl der 

Me ßdurchgänge ) be stimmen lassen . Die Auswahl der zu messenden Höhen (Festlegung 
der lokalen Rasterweite )  geschieht auf Grund der Analyse der Daten aus dem vor

angegangenen Meßdurchgang nach dem Kriterium , daß das Gelände zwischen zwei ge
messenen Höhen nicht ' mehr von der linearen Verbindung abweichen soll , als ein 

vorgegebener Schwe llenwert .  

6 .  SCHLUSS UND AUSBL ICK 

Die Zie lsetzung der Untersuchung war , ein Verfahren zur Genauigkeitsschätzung 

eines DHM auszuarbeiten . Die theoreti schen Überlegungen wurden durch kontrollierte 

Experimente an synthetischen Geländeoberflächen ergänzt , um sowohl die zusammen

hänge und Einflüsse im Genauigkeitsverhalten zu verdeutlichen , als auch um die 

Anwendbarkeit sowie die Grenzen der Möglichkeiten des Verfahrens an Beispielen 

aufzuzeigen . 

In Übereinstimmung mit anderen theoreti schen und experimente llen Untersuchungen 
zur Genauigkeit der Geländedarstellung durch ein DHM wurde deutlich , daß die Ab

tastdichte von ausschlaggebener Bedeutung für die Genauigkeit ist und im Vergleich 

dazu der Interpolationsmethode eine untergeordnete Rolle zukommt . Der Beitrag , 

den ein zufälliger Fehler bei der Messung der Geländehöhen zum mi ttleren Fehler 

des DHM liefert , konnte in Abhängigkeit der Interpolations- bezw . Fi ltermethode 

formuliert werden . Keine der üblichen Methoden vermag eine vol lständige Unter

drückung eines rein zufälligen Meß fehlers . Weiters weisen die angeste llten Unter
suchungen darauf hin , daß die Ergebnisse einer Profi lanalyse den Schluß auf die 

Genauigkeit der Flächendarstel lung zulassen . Dies. eröffnet eine günstige Perspek

tive für die praktische Durchführung von Genauigkeitsschätzungen , da der zwei

dimens ionale Fall in j eder Hinsicht leichter hantierbar ist . 

Das vorgeschlagene Verfahren zur Genauigkeitsschätzung bas iert auf der Konzeption 
der spektralen Zerlegung einer stetigen Funktion einer oder zweier Variablen . 

Daraus ergeben sich für die Anwendung auf eine Geländeoberfläche begrenzter Aus

dehnung Nachteile . Die Fourieranalyse eignet sich vorzüglich zur Be schreibung 
periodischer Funktionen ( siehe Beispiele 2 .  1 . 5 . und 2 . 2 . 4 .  ) ,  aber für einen Ge

ländeausschnitt wird die Summe einer endlichen Zahl harmonischer Komponenten kaum 

j emals etwas anderes als eine Näherung sein . Aus der DFT einer beschränkten An

zahl von Geländehöhen kann dadurch nur ein Näherungswert für die Genauigkeit eines 



- 1 0 1  -

DHN erwartet werden . Die Ergebnisse der empirischen Untersuchungen lassen j e doch 
hoffen , daß sich mit der FFT der abgetasteten Höhen - nich weiter aufbereitet als 

horizontiert - brauchbare Abschätzungen ergeben , aus re ichende Abtas tdichte vor

ausgesetzt . 

Wenn die Genauigkeitsansprüche an das DHM gering sind , ist ein in be zug auf die 

Geländevariation grobes Raster hinreichend . In diesem Fall ist es j edoch ratsam , 
zusätz liche Höhenmessungen zur Spektrumbestimmung heranzuziehen . Ein Vorteil der 

Berechnung des AR-Fehlers aus FFT und OF liegt in der einfachen Durchführbarkei t .  
Die angegebenen Schätzformeln berücksichtigen der Einfachheit halber nicht den 
Verflechtungseffekt . Die Beispie lrechnungen haben ge zeigt , daß sich die dadurch 
bedingte Unsicherheit in vertretbaren Grenzen hält . Di e Einbeziehung des Ver
flechtungseffekts hätte ansehnlich komplexere Forme ln zur Folge . In gewi ssem Sinn 

stellt auch die Beschreibung eines zufälligen Me ß fehlers durch ein Spektrum mi t 
einem konstanten Wert eine Vereinfachung dar . Nur für ein DHM mit einer großen 

Anzahl gemessener Höhen gewährleistet dieser Erwartungswert eine gute Abschätzung 
des Me ßfehlerauswirkung . 

Das Hauptaugerunerk der Abhandlung galt der Schätzung des mittleren Fehlers eine s 

DHM . Nun ist der mittlere Höhenfehler als Globalmaß für die Genauigkeit der Ge

ländedarstel lung durch das DHM sicher lich für einige Aufgabenste llungen von Inte

resse , für andere aber von zu geringer Aussagekraft . Gerade die spektrale Be

trachtungsweise ermöglicht j edoch detailliertere Qualitätsangaben . Die ÜF ist ein 

ausgezeichnetes Hil fsmittel zur Beurteilung von Interpolations- und Filtermethoden , 
zur Parameterwahl einer RV sowie zur Festlegung der Güte , mit der die einzelnen 

Geländekomponenten durch das DHM erfaßt werden . Mit Hi lfe der ÜF (und dem Spek
trum des Geländes)  lie ße sich über den AR-Fehler hinaus der mittlere Fehler pro 

Geländekomponente angeben . Auch sollte es möglich sein aufzuzeigen , in we lchem 
Maß Krümmungsverhältnisse richtig dargeste llt werden ; dazu bedarf es  aber noch 

weiterer Untersuchungen . Eine für kartographische Zwecke formgetre e Gelände

darstellung ( Schichtlinien , Schattierungen) erfordert eine gute Erfas sung von 

Bruchlinien . Ein globaler, mittlerer Höhenfehler kann nur sehr beschränkt Auskunft 
darüber geben , inwieweit ein DHM eine ausreichende Bruchlinienrepräsentation 

bietet . Es ist nahe liegend , Bruchkanten separat zu messen und dafür auch spe zi

fische Beurtei lungskriterien zu entwi ckeln . 
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Die vorausgesetzte äquidistante Digitalisierung bedeutet eine Einschränkung für 

die Anwendbarkeit der vorgeschlagenen Vorgehensweise . Dies betrifft sowohl die 
ÜF wie auch die Spektrumberechnung . Zwar ist es denkbar ,  die ÜF für eine unregel
mäßige Punktvertei lung zu bestimmen , j edoch j ede spezifische Anordnung hat ihre 
eigene ÜF . Das Spektrum läßt sich nicht mehr mi t geringem Aufwand als FFT be
rechnen , sonder muß über den Umweg der Autokorrelations funktion bestimmt werden . 

Es ist anzunehmen , daß sich im Fall einer Geländeaufnahme , be i der in etwa ein 
Raster eingehalten wird , die Formeln bezogen auf den durchschnittlichen Re ferenz
punktabstand anwenden lassen . Bei einer linienhaften Aufnahme , wie der Digitali

sierung von Schichtlinien im Stereomodell, ist dies nicht mehr möglich .  

Das Verfahren zur Genauigkeitsschätzung eines DHM mitte ls Spektralanalyse ist 
durchaus in der Praxis anwendbar , doch sind noch Ergänzungen und Verfeinerungen , 

sowohl theoretischer wie experimenteller Art vorstellbar . Dazu zählen vor allem 

- die Berücksichtigung systematischer Fehler (dynamische Abtastfeh ler , Stereo

modellde formationen) , 

- das Formulieren von Unsicherheitsangaben für die Meßfehlereinflüsse , 

- Verbesserungen in der Spektrumbestimmung , 

- die Mode llierung des Ver flechtungseffekts , 

die Identifikation leicht quanti fizierbarer Merkmale zur Ge ländek lassi fizierung 

für Planungszwecke und 
- eine empirische Überprüfung des Verfahrens an wirklichen Ge ländedaten . 

Zum Abschluß sei noch darauf hingewiesen , daß Spektralanalyse und Übertragungs

funktion auch für andere digitale Modelle ein wertvolles Hilfsmitte l zur Quali

tätsbeurteilung sein können . In der Kartographie und der digitalen Bi ldverarbei

tung stellen sich ähnliche Fragen wie für das OHM . Ein entsprechendes Beispiel 

für das Nutzbarmachen der Idee der Übertragungsfunktion ist in l l 9) gegeben . 
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ANHANG 1 

Rekonstruktion als Faltung 

f(x) = f

00 

a (  t) gi (x-t)dt 
-oo 

Mit der Substition x-t = u erhält man : 
-oo 00 

f(x) = f a (x-u) gi (u)du = f a(x-u) g . (u)du "[, 
00 -00 

Da g . (u) = f . {u) + m .  (u) = ( f( ißx) + m( ißxJ )  o (u-i6xJ"[, "[, "[, 6i=-oo 
folgt 

00  
f(x) = f a (x-u) /_J  (f( i6x) + m (  i6xJ ) o (u-i6xJdu . 

-oo "l=-oo 

Da o (u-ißx) nur ungleich Null ist , wenn u = i6x ,  gilt : 

f(x) - L a (x-Ux) (f( Ux) + m( l6xJ ) 
i=-oo 

f( i6x) + m ( ißx) = g (  ißx) sind die vorliegenden Re ferenzwerte ; 

a (ti) sind die den Referenzwerten zugewiesenen Gewichte . Sie sind abhängig von 
der Distanz zwischen interpoliertem Punkt x und Referenzpunkt 

Xi; t i = X - i6x = X - .Xi 

In Matrixschreibweise : fA (x) = a 
T 

g 

g = g (-6x) g (o) g (6x) g ( 26x) . T 

( . . )
a = a (x+ßx) a (x) a (x-ßx) a (x-2ßx) 

. )
T 

( ·
J an der Stelle x wird also als Linearkombination der Re ferenzwerte berechnet .  

T 1 T-Z . B . Interpolation nach kleinsten Quadraten : f(x) = b B g = a g 



l )  (x„ ) g(x1 r ) = x1 ' xl+ l {, {, {, 

A l  . 2 

oder lineare Interpolation : 

A X - x X - X T 
( )

f(x) = ( 1  - g + ( · lJ  a g ; x Exi+1-xi x i+1 - xi · 1 

Bei äquidi stanter Referenzpunktverteilung gi lt für LI : 

= 1 _ x-l t::.:x 
t::.:x 

x-Zt:, x = 1 _ x-( L + l ) t::.:x 
t::.:x 6x 

und die übrigen Elemente von a sind Nu l l  . Dies entspricht de r Generierung de s 

Gewic tsvektors a auf Grund der Funktion 

a (  t ) = { : für 

; tl = X - lt::.z 
für 



F (f(xJ ) . F(v) 

= a (t)e-j2nvtdt 

J a (t)  

J g (x-t) e-j2nvxdx = J g (u) e-j2nv (u+t)du 

A2 . 1  

ANHANG 2 

Faltungstheorem 

1 )  Herleitung des Faltungstheorems für den zweidimensionalen Fall : 
00 

Wenn f(x) = J a (t)g (x-t)dt 
-oo 

gilt 
A
F(v) = A (v) G (v) ; 

00 

J f(x)e -j2nvxdx
A 

=wobei ; j = r-T= 
-oo

J
-00 

00 

A (vJ = F (a (tu ) 

G (v} = F lg (xJ ) 

Beweis : 
00 00 

ffrrvJ = J ( J a (t)g(x-t)dt) e -j2nvxdx 
-oo -oo 

( 
0000 

g (x-t)  e -j2nvxdx) dt 
00
J 

;= 

-oo 

00 -oo 00-

da 

00 

-j2nvt f g u ( ) e -j2nvudue= 
- 00 

e -j2nvt= G(v) ,
ergibt sich weiter 

F(v) = J
00 

a (t) e -j2nvt G(v)dt = 

= A (v) G(v) . 



-j2n (vx+µy) A-d u;.i; 

2 )  Her leitung für den dreidimensionalen Fall : 

00 

Wenn f(xj y)  = ff a (s, t)g (x-s, y-t) dsdt , 
-oo 

A 
gilt F(v, µJ = A (v, µ) G (v, µ) ; 

wobei 

Beweis : 

00 

ffi(v, µ) = F (f(x,yJ ) 

A (v, µ) = F (a (s, tJ ) 

G(v, µ) = F (g (x, yJ  ) 

00 00 

= 
= 

00ff f(x, y)  e -j (2nvx + 2nµy) dxdy
-oo 

00ff a (s, t) e -j (2nvs + 2nµt)dsdt 
-oo 

F(v, µ) = ff ( ff a (s, t)g(x-s, y-t)dsdt) e-j (2nvx + 2nµy)dxdy 
-oo -oo 

00 00= ff a (s, t) ( II g (x-s,y-t)e -j (2nvx + 2nµy)dxdy ) dsdt ; 
-oo -oo 

00 

da ff ( t) ff ( ) -j2n (vu+µv+vs+µt)d d g x-s ,y- e y = g u, v e u v 
-oo  -oo 

= e -j2n (vs+µt) G (v, µ) 

gi l t  F(v, µJ = ( ff a (s, t ) e -j (2nvs+2nµt) dsdt )  G (v, µ) 
-oo 

= A (v, µ) G(v, µ) . 

, 

A2 . 2  



ANHANG 3 

Rep lik des Spektrums durch Abtasten 

1 )  Spektrum eines abgetasteten Signals , zweidimen sionaler Fall l6) : 

 
Abgetastetes Signa l  : fi (x) = ! f( l&c) o (x- l x) = 

= f(x) i (x) 
 

Reihe von De ltafunktionen : i (x) = )..J  o (x- l x) 
Z=-oo 

A. 2  . 1 

Definition der Dirac Delta oder Impulsfunktion : 

00 
o (x) 

_ J a , #O 
l oo , x=O 

; f O (x) dx = ., 

-00 

Fouriertransformierte des abgetasteten Signal s :  

Wenn F(v) = F (f(xJ ) und I (v) = F (i (xJ ) ,  dann gilt nach dem Faltungstheorem : 

Beweis : 

00 
'F lf(x) i (xJ ) = f F(v-u) I (  u)du 

00 00 

-eo -oo 

-00 

00 00 
r ( f j2nvx )= J I (u) . F(v-u) e dv du = 

-00 -oo
00 00 

= f I (u) ( f F(v) ej2n (u+v)xdv) du = 
-oo 

00 "" 

-oo -00 

= i (x) f(x) 

(mit V =  V - U )  



) 
00 l=---!x, 

-,., ; . 2 

Die Fouriertransformierte I (v) der Reihe von Impul s  funktionen i s t  wiederum i r,  

Re ihe von Impul sfunktionen : 

Daraus folgt für F . (v) : '/, 

2 )  Dreidimen sionaler Fal l :  

1 
t:,x 

l  F(v- .l.._)- f:,x L  f:,xl=-oo 

Abgetastetes Signal : f . (x, y) = f(x, y)  i (x, y) 

1  lj O (v- - )t:,x l=:!oo t:,x 

 
Bivariate Reihe von Deltafunktionen : i (x, y) = ) o (x-lt:,x y-kt:,y) , 

Defini tion de s bivariaten Dirac De lta oder 

Impulsfunktion : { 0 ; x, yiO 
o (x, yJ  = ;00 ; x, y=O 

Fourier transformierte des abgetasteten Signals : 

00 

00 

ff o (x, yJ  dxdy = 1 

Fi (v, µ)  = F (fi (x, yJ )  = Jf F(v-u, µ-v)I(u, v) dudv 

wobei F(v, µ) = F (f'(x, y J )  und I(v, µ)  = F (i (x,y J  ) 
00 00 

Beweis : F-l (F f(x, y)  i (x, y) ) = 
f
J
(ff 

F(v-u, µ-v)I (u, v )dudv) ej2n (vx+µy) dvdµ -
_eo -OO 

00 00 
= Jf I(u, vJ (ff F(v-u, µ-v) ej2n (vx+µy) dvdµ) dudv = 

-00 -00 
mit  = v-u und n = µ-V folgt wei ter : 

00 00 

= fJ I (u, vJ (JJ F( , n) ej2n { ( +u)x + (n+v)y } dt,dn ) dudv = 

-oo -eo 



)w' =  

/_ } k.=-<x> ßx 

t..y t..  

i-
uy 

-oo -oo 

= i (x, y) f(x, y) 

Daraus folgt : F .  (v, µ)

_ 
1  i 

- ti:X:ßy l:::! O ( V  - /1:t; ' \J 
k 

- -)ßy 

00 

II 
l ' 

= F(v-u, µ-V)
ßxß / .J (vY l=-oo

-ex> 

 

k µ - -) dudv= - ' t..y 

= k-  <�(X) F (v 
- ! , 

µ 
- ) 

Abb . Al : Schematische Darste l lung de s Amplitudenspektrums I F . (v, µ J I1.. 

Die Gleichung für F . (v, µ) zeigt , daß das Spektrum des abgetasteten Signals 1.. 

A 3  . }.  

f . (x, y) e in periodi sches Abbi ld des Spektrums von f(x  y) ist . Die Periodenlänge 
in der x-Richtung i st J_ , die in der y-Richtung ( siehe Abb . A1 ) - dies unterßx l 1
der Bedingung, daß F(v, µ) gleich Null ist für l v l  26x und l µ I  26y ; ansonsten 

überlappen sich die 9eriodisch wiederholten Spketrumelemente (Ver fl l chtungs
effekt , vergleiche Se ite 9 )  . 
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ANHANG 4 

Auswirkung eines rein zufäl ligen Meß fehlers bei linearer Interpol ation 
- Herlei tung im Or tsbereich 

0 ( i 1 ) ß  x i ß  x ( i +1 ) L  h 

Abb . A4 : I llustration zur Me ßfehlerauswirkung 

Fehler de s rekonstruierten Signals f( :r:) im Punkt j im i ten Intervall : 

s • •  + m • •  1,J 1-J 

A4 . 1  

B • • Fehler bedingt durch das Abtasten VQll f(x) und die Rekonstruktion mi t LI . 1,J 

m • .1.-J 

n 

k 

(Wären die abqetasteten Werte nicht mit einem Me ß feh ler behafte t 

- m0, m1 , • • •  gleiah NuZ l - dann wäre die strichliert gezeichnete Linie der 

Abb . A4 das rekonstruierte Signal . ) 
Fehler bedingt durch die unkorre lierte Zufall sfolge m .1,
i = O, 1 , . . .  n ·  E{m . }  = 0 ., 1,. 
Anzahl der Abtastinterval le , n!:>.x = L .  

Anzahl der Kontrollpunkte per Interval l .  

Varianz des Me ß fehlers m . :1, 

a2 = 1 n mlim .IM n-oo n 
i.=1 1, 

Schätzvariable für die Varianz von 
n k
I 1 Iz 1= -n i=l k. j=l e .1-J 

e :  



 f=t 

·-

t mikl 

 T 

T -k-

1 i-i.m 2 2 VM VR 

Da e  . = 8 .  + m  . + 2s . .  m . ., folgt : 1,J 1,J 1,J 1,J 1,J 

1 n k
""02 I 8  .= nk L 1,J 

= (12 +s 
" 2 "0R + 0sR 

Im Fall von LI gilt für m . . :1,J 
m • . = m .  1 + qj;1,J i.-

1 n k
I I m  . + -nk 1,J 

m . - m .  11, i.-q = k 

+ 2 n k
I I a . .  m . .nk. 1,J 1,J 

" 

Liegen unendlich vJe le geme ssene Werte vor , dann verschwindet a8R : 

m .  11,- + '{z js . . ). 1,J 

lim 1 ts „ ) = O l . 1 t„i,m nkk, n-+<» n i.=1 J=l 1,J nk-+<» i.=1 

Für 

Zim
k, n-+<» 

" 2aR gil t :  

lün
k-+<» 

Zim 
n-'K» 

1 
n 

1
k 

t ( 
mi - m .  1 tjs „

i.-
k2i.=1 J=l 1,J ) = 0 lim .!:.. t m .n i.n-+<» i.=O 

t
J=l 

t; ( 2 2 · 2 2m .  1 + q J + m .  1i.- 1,-J 
qj ) = 

- m2 + tJ·2 +- i-1 
2mi-1 

t 
. 

k q J = 

= m  +i.-1 

2 - 1 ( 2m . . - J m .t.J '/, 

(m . -1, 

2+ m .  1i.-

) 2 1mi-1 6 
k+l 2k+l + mi-1 

)+ m .  m .  11, i,-

" 2 1 2 1 
02 + • 1

0R = 3 °M + J M n m m =  =i i-1 3 

Somit folgt für die Varianz des Fehlers von f(x) : 

= a2 + a2S R 

A4 . 2  

t 8 "J=l 1,J 

= E{m . }  1, 

(m . -m .  1 ;1, i.

= 0 

= 0 

k+l
k 



2 

Abwandlung de s Signal s ( siehe 2 . 1 . 7 . )  zugehörige Four iertrans formierte 

f(x) 00 
f . (x) -z, =  fr löx1 J c (x-lßx1 Jl=-oo 
m .  (x) = 0-z, 00 
z (x) = f a1 (t)fi (x-t) dt 

zi (x) :00�� z ( lt.x2! 6 (:t:-lt.x2! 00 
-oo 

F(v) = 0 

F .  (v)= R-i tix1 

M . (v) = 0-z, 

Z (v) = A1 (v)Fi (v) 

zi (vJ = t!) z) 

ANHANG 5 M . 1  

AR-Fehler bei einer zweistufigen Rekonstruktion 

ßx2 = ßx1/m; m i st e ine qanze Zahl . 

RF bedeutet Rep lik von F(v) mit der Periode 1/t,x ( siehe Anhang 3 und Abb . 2 . 4 , 2 . 5 )  . 

Z . (v) ist nicht ein periodi sche s Abbi ld von Z (v) , sondern von der ve rflochtenen -z, 
tix 

l v l 1/2f:lx2 •Transformierten Z(v) , da im al lgeme inen Z (v)/0 für 

Entsprechend der Formulierung ( 1 1 )  in 2 . 1 . 2 .  gilt für Z(v) : 
! Uv - )2ßxK.=-oo 

zrvJ = 
0 

Da Fi (v) periodisch ist und vorausge setzt wurde , daß t:,;:;1 ein ganz zahliges 2Vielfache s von öx ist , folgt : 

A.1 (v)  i st die au f ver flochtene Systemfunktion der ersten Rekonstruktion 

rA1 ( v) = 0 für 1 v 1 
... 

Der Fehler des rekonstruierten S ignal s  ist e (x) = f(x) - f(x) , seine Fourier

transformierte E(v) = F(v) - F(v) . Wenn m . (x) = 0 ,  dann i st die Varianz von e (x) 
die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion : 00 -z, 

cr  = f i E(vJ l 2 dv 
-oo 

1 



t..x:ßx2 

öxlti.x2 

-/!:-J ) uX2 

2  ff 

F (v) 
v 2 

A5 . 2  

Aus den obigen Beziehungen folgt : 

Berücksichtigt man die Beziehung ( 1 0 . 1 )  , so läßt sich die folgende Trennung 

vornehmen : 

E(v) = A2 (v) Al (v) ßxl Fi (v) 

1 ( )
A2 (v) 6 2 lti.:x;1 Fi Al j 

Mit der Normierung Ä1 = ( 1/ßx1 JA1 und A2 = ( 1/ßx2JA2 und der zu ( 1 2)  analogen 

Herleitung ergibt sich : 

a2s 

I F( vJ l 2  dv + 

VN 
+ 2 J 2A1 (v) Ä (v) j llx1 Fi (v) 1 2  dv + 
-vNl 

00 

(1 - A1 (v) AivJ ) 2  + 2A2 (v) L Ä22 (v + I F (v) j 2  dv +] k=l 

-vN 

00

L Ä2(v + _!:_)} j ßx1 1 2  dv 
k=-00 ti.:x;2 
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ANHANG 6 A6 .  l 

Analytische Ab lei tung der Ubertragungs funktion für bi lineare Interpolation 

Ausgehend von der Uberlegung , daß sich eine stetige Funktion auf dem Gebiet 

LX. LY als eine Linearkombination von harmoni schen , (bivariaten) Sinuswel len 

auf fassen läßt , kann man , sofern Abtasten und Rekonstruktion ein lineares System 

darstellen , das Systemverhalten nach folgendem Prin zip formulieren : 

Eine Sinuswe l le f(x, y) = sin (2nvx+21Tµy+q,) wird in einem Rechtecksraster mit der 
Maschengröße ßx. f:.y abgetastet . Für eine Rastermasche IJ läßt sich je nach Rekon

struktionsvor sohrift die F liehe f(x, y) angeben und damit der Fehler 

e (x, y) = f(x, y) - f(x, y) bezw .  seine Varianz bezogen auf IJ.  Durch Mi ttelung 

über alle Rastermaschen (Ge samtgebiet LX. LY)  erhält man die Vari anz des Fehlers 

wegen Abtastung und Rekonstruktion für die Sinuswelle und somit die Übertragungs

funktion . 

Im Fall e iner Rekonstruktion durch BLI ergibt sich , analog zur Ablei tung der UF 

für LI in ( 1 4) : 

Eingangssignal : f(x, y )  = sin ( 21TVX + 21Tµy + q,J ; 4> = 0 

Abtasten : f . . = sin ( 21T \XC . + 21Tµy . )  
t., J t. J 

x .  = ißx ; i = t. 0, 1, n ·, nf:.x = LX 

Y ·  = jf:.y j = O, 1 ,  m ·  mf:.y = LYJ - , , 

Rekonstruktion für die Rastermasche IJ : x .  < x < x . 1 , y .  _ < y < y .  1t. - - i.+ J - J+ 

Fehler für IJ :  

Varianz für IJ :  

f . .  + (f . +1 . - f . . ) t. .  J t. , J 't,J 
+ (f f ) - +• . 1 - • . 

t.,J+ t., J f:.y 

(x-xi) (y-yj)+ (f . • + f . 1 . 1 - f .  1 . - f . . 1 )t.,J i.+ , J+ i.+ , J i. ,J+ f:.x f:.y 

I  (x, y) = IJf(x, y) 

er  . 1 
j+l fi+l IJe 2 (x, y) dxdy= Jt.J f:.x{).y 

y . 
•1 x .i. 



fly sinw
ljJ
sinljJfly 

��y {4 (cos2w x 

aoa2w  

:ljJ  l 
sin2wö.x 

+ ---
• A llJ6,7J 

L..I.:::J:L 

, n 1J1[llJ s-z..nL..:r.:::II... 
- -2-

ljJ6.y 

ain2wö.x
2 sin2 6.

2U 
tl1f:,, st.n  

*2/lf 

A6 . 2  

J 
J

6.y 6z 

Nach den entsprechende Substitutionen und der (keineswegs kurzen ) Ausarbei tung 

ergibt s ich mit w = 2nv und ljJ = 2n µ :  

f 
f f2 (x,y) d:x:dy = - cos r (2i+l ) wllx + (2j+l )  1jJ6.y)

6.y 6.x 

f 
f f2 (x, y) dxdy = + aos ) + aosw6.x coaljJßy -

6.y 6.x 

- (1 + 4 aoswö:x aos ll + 4 aos l/16.y ) x 

( 

-2 J J f(x, y) f(x, y)  d:x:dy = -
ö.y 6.x 

2 st.n 2 

+ (ainwö.x sinljJ!ly +
2 

• 
• ö.x) Xw6.x y -  si.nw

2 2 
x aos ( (  2i+l)  wö.x + l2j+1 ) 1jJ6y)  }

Der lange Ausdruck für o  . läßt sich in zwei Komponenten aufgliedern : t.J 

mit 

a  . = E;, (u, v) + n (  u, v) aos (a . + ß . )-Z..J  J 

wö.xu = 21T = vflx , 

E;, (u, v) = 1 

v = = µ6.y , ai = (2i+1 )  2nu , ßj -· (2j+ 1 )  2nv; 



= ---- -  s-in21TV 

12 (u, v) 

.1.-7  
..., 

A6 . 3  

Varianz für LX. LY : 

o (n, m, u, vJ = 1 
nm = (  (u, v) + n (u, v)  (n, m, u, vJ )   

1r; (n, m, u, v) = nm 

ain n21Tu n ai.n21TU 

008 (a • + ß . ) = t. J 

sin m21TV aos (n21Tu + m21TV) m 

Bei endlicher Maschenwe ite und unendlichem Gebiet LX. LY gilt : 

tim a2 (n, m, u, v) = a2 (u, v )  = (u, v )
n, m  

Somit folgt für die UbertragW1gs funktion : 

H(u, v) = 1 - /2 a (u, v) = 1 -

.. 
Es ließe sich weiters zeigen , daß die UF bei unendlich großem Gebiet LX. LY un

abhängig von der Phase  i st - wenn u< l/2 und V<l/2 ist . 

Wie in 2 . 2 . 2 .  angedeutet , enthält eine bivariate Four ier Reihe auch Komponenten 

der Art sin (21TVX - 21Tµy + ! .  Verwendet man eine S inuswe lle diesen Typs als 

Eingangs signal , so ändert sich gegenüber der obigen Ablei tung nur n (u, v) und 

 (u, V ) , nicht aber s (u, V) ,  da in (u, V) µ bezw . V nur in quadrati schen Formen 

aufscheint . 

Es ist zu sehen , daß H(u, v) nicht trennbar ist : 

1 • 2H (u, v=O) = H(u) = 1 - (2 ( 1 - sin21Tu - {st.n1Tu } )
1TU 

(vergleiche ÜF für LI , 2 .  1 . 2 .  , Seite 1 3 ) . 

H(u, v) = 1 -

2 , . 2 " (8t.n1TV)2 • 

2 }- - 81.-n 11V  , , ---J Ti l)  
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ANHANG 7 

Mi ttlerer Fehler e ines aus dem DHM gerechneten Volumens 

1 )  zweid imen sionaler Fal l  : Mittlerer Fehler eines Flächeninhalts 

Fehler von Iz, t.. L = f f(x ) dx - Iz, _, xE (xl, xl+l ) 
D.x 

Iz, tJ.x 
fi + fl+l = f f(x)dx= 

/j,x 

f(x) fz,+1 - fz, (x-xz,J + f z, ( lineare Interpolation ) = 

Abb . A7 : Fehler e ines 

Flächeninhalts Iz, t.. z, = f (f(x) - f(xJ ) dx = J e (x) dx 

Mittlerer Feh ler , berechnet aus n Abtastinterval len : 

Für die Varianz gilt 

102 = -I n 

n
2:l=l 

somit : 

[! f e (x) rdx D.x2 

tJ.xi 

Zum Vergleich die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekon struktion mi t LI : 

1 n Zx 
J
e2 (x)02 = 2: dxs n l=l D.xi 

Da [� f e (x) dx r 1 
J 

e2 (x) dx , folgt : <- D.x
D.x tJ. 



i,k  iz+1,k i,k+1 A- AY  0 

x
l 

=/!.. 
t,x2/1y2 

_ ___... __ 

!1y 1'<! 

A7 . 2  

2 )  Dreidimens ionaler Fall : Mitt lerer Fehler eines Volumens über eine Rastermasche 

gerechnet 

f + + f + iz+1 , k+1 
_ 
_vik = 4 

= J J f(x,y)  dzdy 
/J.x !1y 

+ (fi, k - fi, k+l + iz+l , k+l - iz+l ,  k) Y11�Yk (bi lineare Interpo lation ) 

Fehler von VlK : e tk = J J lf(x, y J  - f(x, yJ )  dxdy 
t,x !1y 

Mittlerer Fehler von V, berechnet aus n . m  Maschen : 

0v 
n
L:l=l 

m
L:k=l 

Varianz de s Volumenfehler s  : 

a2 =V n m t i: f _1 
l=l k=l l !1x/J.y J J e (x, y)dxdyl 

11Xz 6.yk 

2 

Zum Ve rgleich die Varianz des Fehlers wegen Abtastung und Rekonstruktion mi t BLI : 

Da 

a2 = 
J_ 

S nm 

n
L:l=l 

[ J J e (x, y) 
l1x 6y 

d:J:dy] 2  J J e2 (x,y) clzdy, 
l1x f:t.y 

folgt : 
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in Enschede , Nieder lande . 

verheiratet mit Gertrud Maria Rank l  ; seit 1979 bezw . 1 98 1  

haben wi r zwei Töchter . 
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