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KURZFASSUNG

Seit einigen Jahren beschdftigt sich das Institut fir Photogram-
metrie der TU Wien mit der Differentialumbildung. Die entwickelten
Computerprogramme -bekannt unter der Bezeichnung SORA- sind fir
das Differentialumbildegerdt Avioplan OR1 der Firma Wild ausgelegt.
Neben der Hauptanwendung der dlgital gesteuerten Differentialum-
bildung, der Orthophoto- und Stereoorthophotoherstellung, spielen

die Sonderanwendungen eine immer grdBere Rolle.

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Erweiterung der digital
gestcuerten Differentialumbildung auf die photographische Verebnung
gekrimmter Fldchen. Dabei werden die im allgemeinen nichtabwickel-
baren Objektfldchen auf abwickelbare Fl&chen (Zylinder, Kegel, Poly-
eder etc.), die m8glichst gut an die Objektfldchen angepaBt werden,
projiziert. Neben der mathematischen Behandlung der Problemstellungen

wurden die Computerprogramme entwickelt und folgende praktische Bei-

spiele bearbeitet:
- Abwicklung eines Zylinders (Rote Halle, Pergamon),

- Verebnung eines historischen Globus (Blaeu-Globus, Osterreichische

Nationalbibliothek),

- Verebnung einer sphdrischen Kuppel (Kloster "Ossios Loukas",

Griechenland),
- Verebnung einer elliptischen Kuppel (Wiener Karlskirche).

Im letzten Kapitel werden die verschiedenen Fehlereinfllisse diskutiert

und die geometrischen Genauigkeiten abgeschédtzt.
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i VORWORT

Die vorliegende Arbeit wurde in den Jahren 1977-1979 am Insti-
tut filir Photogrammetrie der TU Wien angefertigt. Dieses Insti-
tut beschdftigt sich seit einigen Jahren mit Problemen der
Differentialumbildung, vor allem in der Luftbildmessung. Mit
dieser Arbeit soll eine Erweiterung der Differentialumbildung
auf die Architekturbildmessung, insbesondere fiir Anwendungen
in der Denkmalpflege, erreicht werden..

Beim Aufbau der Arbeit wurde besonders beriicksichtigt, daB die
theoretischen tiberlegungen auf die Erfordernisse der Praxis
leicht libertragbar sind. Zum besseren Verstdndnis der auf-
tretenden Probleme wurden einige hdufig vorkommende Fdlle

detailliert behandelt.

An dieser Stelle m&chte ich auch meinen aufrichtigen Dank
Herrn Prof.Dr.K. K r a u s fir die Anregung dieser wissen-
schaftlichen Arbeit und fir die finanzielle Unterstiitzung
wdhrend meines Aufenthaltes am Institut, Herrn Prof.Dr.
W.Pillewdizer 'fiir die bernahme des Koreferates,
Herrn Dipl.-Ing. J. J a n s a flir seine Hilfe auf dem Gebiete
der EDV und gemeinsam mit Herrn Dipl.-Ing. H. K a g e r fir
verschiedene Gedanken bei der theoretischen Konzeption aus-
sprechen. Flir Anregungen zur Anwendung der Methode in der

Praxis danke ich Herrn Dr. H. For am i t t i.

*Diese Arbeit wird bei der Technischen Naturwissenschaftlichen
Fakultdt der Technischen Universitdt Wien zur Erlangung des

akademischen Grades eines Doktors der Technischen Wissenschaften

eingereicht.



25 EINLEITUNG

Die jlingste Entwicklung eines Differentialumbildegerdtes mit
digitaler Steuerung ermdglicht die Anwendung der photogra-
phischen Differentialumbildung nicht nur fiir die Herstellung
konventineller Orthophotos sondern auch fiir spezielle Aufgabe-

stellungen.
Am Institut flir Photogrammetrie der TU Wien wurden fiir das

Differentialumbildegerdt Avioplan OR1 der Firma Wild /23/
vielfdltige Anwendungsmdglichkeiten vorgeschlagen /12/.
Anhand der entwickelten Computerprogramme und der Bearbeitung

von Beispielen auf dem Gebiet

- der Orthophoto- und Stereoorthophotographie /17/,
- der Rektifizierung von multispektralen Scanneraufnahmen /18/,
- der Entzerrung stark geneigter Aufnahmen ebener Objekte

/13/, /27/ und

- der photographischen Entzerrung abwickelbarer Regelfl&dchen

/5/+ /14/

konnte bewiesen werden, daB dieses Verfahren Ergebnisse liefert,
die den Bediirfnissen der Praxis entsprechen.

Im Laufe der Zeit zeigte sich, daB weitere Problemstellungen
der Denkmalpfleger, Restauratoren, Architekten und Archdo-
logen ebenfalls mit Hilfe der digital gesteuerten Differential-
umbildung geldst werden kdnnen. Die vordringlichsten Aufgaben,
die die photogrammetrische Abteilung des Bundesdenkmalamtes
Wien und die Kartensammlung der Osterreichischen National-
bibliothek an das Institut flir Photogrammetrie herangetragen
haben, waren die Verebnung von ellipsoidfdrmigen Kuppeln sowie

die Verebnung von alten Globen.

Das Ziel dieser Arbeit ist daher, die digital gesteuerte
Differentialumbildung mit dem Avioplan OR1 auch auf die Ver-
ebnung nichtabwickelbarer Fldchen theoretisch und programm-
technisch zu erweitern. Um den Beweis flir die Tauglichkeit
dieses Verfahrens zu liefern, werden die Ergebnisse einiger

Beispiele prdsentiert. AuBerdem wird eine detaillierte Genauig-

keitsuntersuchung angeschlossen.



Bevor jedoch die Verebnung nichtabwickelbarer Fldchen behandelt
wird, werden die bisher auf dem Gebiet der Architekturbild-
messung verwendeten Verfahren sowie die allgemeinen Voraus-
setzungen (wie z.B. die Funktionsweise des Avioplans, die
prinzipiellen Eigenschaften des Programmpaketes SORA, der

Software des Avioplans) besprochen.

3. ANWENDUNG DER KONVENTIONELLEN DIFFERENTIALUMBILDUNG
IN DER ARCHITEKTURBILDMESSUNG

Vor allem auf dem Gebiet der Denkmalpflege steht man immer vor
der Aufgabe, Objekte mit zahlreichen Details auszuwerten. Bei
einer klassischen photogrammetrischen Auswertung mittels eines
Stereoautographen ist lediglich eine Strichzeichnung m&églich,
d.h. der Informationsgehalt der photographischen Vorlage wird
auf die wesentlichen Linienelemente reduziert. Diese Aufgabe
des Reduzierens obliegt der augenblicklichen Auffassung des
Operateurs. Vergessene oder als nicht wichtig angesehene
Details sind spdter nicht oder nur mehr schwer rekonstuierbar.
AuBerdem stellt die dafir notwendige umfangreiche zeitintensive
manuelle Arbeit die Wirtschaftlichkeit besonders bei sehr
detailreichen Bildern in Frage.

Daher war man schon seit ldngerem bemiiht, die Strichauswertung
durch photographische Bilder, welche durch Umbildung der
Originalbilder entstanden sind, 2zu ersetzen. Kann die auszu-
wertende Objektfldche durch eine Ebene approximiert werden, so
ist diese Aufgabe mit Hilfe eines gewdhnlichen Entzerrungs-
gerdtes in vielen Fdllen zufriedenstellend zu 1l8sen. Trifft
diese Voraussetzung nicht zu, besteht die Mdglichkeit mit
Hilfe eines Orthophotogerdtes die gewlinschten Grund- oder Auf-
riBdarstellungen zu erhalten /19/, /20/, /21/. Dabei wird das
Objekt-wie bei der iliblichen Strichauswertung- mit einer ortho-
gonalen Parallelprojektion auf eine Ebene projiziert.

Flir diese Projektion sind die Kenntnis des optischen Strahlen-
ganges wdhrend der Aufnahme und die geometrische Beschaffen-
heit der Objektoberfl&dche notwendig. In einem Stereoauswerte-
gerdt ist es einerseits mdglich, den Aufnahmestrahlengang

wieder herzustellen und andererseits Informationen iber die



Objektoberfldche zu erhalten. Mit Hilfe dieser Angaben kann
ein Orthophotogerdt die Objektoberfldche in kleinen Bereichen
durch Ebenen anndhern und die entsprechenden Bildteile durch
Entzerrung auf die Bezugsebene photographisch abbilden.

Ist aber die Objektoberfldche mathematisch geschlossen dar-
stellbar (z.B. als Gleichung eines Ellipsoides), so kann nur
mit Hilfe der neuen, digital gesteuerten Orthophotogerdte der
gewlinschte Grund- und Aufrif ohne Zuhilfenahme eines Stereo-
auswertegerdtes erlangt werden. Selbst die Notwendigkeit eines

Stereobildpaares ist nicht mehr gegeben.

Bei vielen Projekten zeigte es sich immer wieder, daB bei
krummen Fl&dchen eine Grund- und Aufripdarstellung nicht geniigt,
sondern eine Abwicklung oder eine Approximation der

gekrimmten Fldche durch eine abwickelbare Hilfsfldche (Pro-
jektionsflédche) von der Praxis gefordert wird. Die beiden Auf-
gaben koénnen, wie in dieser Arbeit dokumentiert wird, mit der
digital gesteuerten Differentialumbildung geldst werden.
Selbstverstdndlich k&nnen solche Umbildungen auch mit der
digitalen Bildverarbeitung /3/ gemacht werden, worauf aber

hier nicht eingegangen wird.

4. DIFFERENTIALUMBILDUNG MIT HILFE DES SYSTEMES
AVIOPLAN-SORA

4.1. Grundprinzip des Avioplans

Das digital gesteuerte Differentialumbildegerdt Avioplan ORI
wurde am XIII. ISP Kongress von der Firma Wild Heerbrugg vor-
gestellt /23/. In diesem Gerdt werden die optischen Elemente
der Bildiibertragung mit Hilfe eines Prozefrechners gesteuert.
Abbildung 4.1. zeigt das Grundprinzip des Avioplan OR1. Der
OR1 kann ein Bild (Vorlage) photographisch so umbilden, daB
aus einem beliebigen Raster der Vorlage ein quadratischer
Raster im Abbild entsteht. Die Umbildung erfolgt durch lineare
Interpolation entlang der vier Rasterseiten, sodaB man sie

mathematisch als eine bilineare Transformation definieren kann:



-

I

VORLAGE ABBILD

Fig.4.1.: Grundprinzip des Avioplan ORI

Ei=ao+a1xi+a2yi+a3xiyi (4.1)

ni=bo+b1xi+b2yi+b3xiyi

Dabei sind: Ei, ny (i=1,2,3,4) die Koordinaten der Eckpunkte
eines Viereckes in der photographischen Vorlage,

Xi0 Yy die Koordinaten der Eckpunkte des ent-

sprechenden Quadrates im Abbild, und

n’ bn (n=0,1,2,3) die Parameter der bilinearen
Transformation.

a

Flir diese Umbildung bendtigt der Avioplan auf einem Magnetband
die Koordinaten E und n der Punkte des unregelmdfigen Rasters
in einem Bildkoordinatensystem (E,n).

Es ist jedoch zu beachten, daB nur die Eckpunkte des un-
regelmédBigen und quadratischen Rasters einander exakt ent-
sprechen. Die Linien des unregelmdBigen Rasters miiBten ndmlich
gekriimmt sein. Bei genligend kleinen Maschen wird aber der aus
dieser Approximation entstandene Fehler vernachldssigbar klein.
Eine Untersuchung dieses Interpolationsfehlers wird im Kapitel
9.3 durchgefiihrt.
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4.2. Notwendige Schritte bei einer Umbildung mit dem
System AVIOPLAN-SORA

In den vorausgegangenen Ausfiihrungen wurde dargestellt, daR
dem Avioplan auf Magnetband die Koordinaten E und n eines un-
regelmdpBigen Rasters zu iibergeben sind und das Umbilde-

gerdt damit aus dem eingelegten Bild ein neues photograph isches
Bild (=Abbild) erzeugt, das in seinen geometrischen Eigen-
schaften einem quadratischen Raster entspricht.

Die EDV-Arbeit in einem beliebigen Universalcomputer beginnt
deshalb damit, im Abbild einen quadratischen Raster zu defi-
nieren. Die Fldche, in der das Abbild erzeugt werden soll,

muB abwickelbar sein (z.B. Zylinder, Kegel, Ebene). In Abb.4.2

ist diese Fldche mit (R) bezeichnet.

Abb.4.2: Differentialumbildung mit dem System AVIOPLAN-SORA

Die Fldche (R) ist andererseits auch die Projektionsflé&che,

auf die die Objektoberfldche (F) projiziert werden soll. Der
zweite Schritt des EDV-Programmes ist deshalb, mit den inversen
Abbildungsgleichungen (£)-1 den quadratischen xy-Raster (s=

=Rasterweite) auf die Objektoberfldche (F) zu ilibertragen.



Zum SchluB erfolgt die Transformation der Objektoberflé&che

mit den Gleichungen der Zentralprojektion, d.h. mit den
Elementen der inneren und &duBeren Orientierung, in das fliir

die Umbildung zu verwendende Bild (=Vorlage).

Die auf Magnetband ausgegebenen Bildkoordinaten § und n dieser
Punkte dienen dann zur Steuerung der Umbjildung im Avioplan.
Einen Spezialfall stellt das Orthophoto dar. Die Projektions-
fldche ist eine Ebene; die Projektionsart ist eine orthogonale
Parallelprojektion. Bei einem Stereopartner /12/ ist die
Projektionsfldche auch eine Ebene; die Projektionsart ist
aber eine parallele Schrdgprojektion.

Ist die Objektoberflédche abwickelbar, kann sie gleichzeitig
als Projektionsflédche dienen. Das'Endergebnis entspricht in

diesem Fall der Abwicklung der Objektoberfldche (Abb.4.3).

- ] ZILM_N J ’l‘\ orthophoto \

W N

| e X
S X
Abb.4.3: Differentialumbildung einer abwickelbaren Fldche;

(links: konventionelles Orthophoto; rechts: Ab-

wicklung der Fldche)

4.3. Das Programmpaket SORA

Das Programmpaket SORA (Software fiir die Off-line Rektifi-
zierung mit dem Avioplan) wurde im Auftrag der Firma Wild am
Institut fliir Photogrammetrie der TU Wien entwickelt. SORA-QP
/{2/, /17/ ist das wichtigste Programm. Es fihrt die

Berechnungen zur Herstellung von Orthophotos durch. Die Be-



rechnungen erfolgen in zwei Programmteilen:

Im Teil I wird der quadratische xy-Raster auf der Projektions-
ebene definiert. Anhand von gemessenen, unregelmdfig verteilten
Punkten der Objektoberfldche werden die z-Werte in den Punkten
des xy-Rasters durch Interpolation ermittelt, was einer Ortho-
gonalprojektion der Objektoberfldche auf die Projektionsebene

entspricht.

Im Teil II wird aufgrund vorhandener PaBpunkte die &duBere und,

bei Verwendung von Amateuraufnahmen, die innere Orientierung

der Aufnahme berechnet. Danach werden die Rasterpunkte von der

Objektoberfldche mit Hilfe einer Zentralprojektion,mit dem Auf-
nahmestandpunkt als Projektionszentrum, ins Bild transformiert.

Die Bildkoordinaten dieser Rasterpunkte sowie einige Parameter,
die fir die Steuerung und die Bedienung des Avioplans notwendig

sind, werden auf Magnetband ausgegeben.

In der vorliegenden Arbeit wird nur der Teil II des Programmes
SORA-OP verwendet. Der Teil I wird durch verschiedene Pro-
gramme, die von dem jeweiligen Umbildungsfall abh&dngig sind,

ersetzt.

5. ANPASSUNG EINES DREIACHSIGEN ELLIPSOIDES AN EINIGE
PASSPUNKTE

Bei den einleitend erwdhnten Problemstellungen ist die Objekt-
oberfldche in der Regel durch geschlossene mathematische
Beziehungen darstellbar. Die Parameter dieser Beziehungen sind
aber im allgemeinen nicht bekannt. Sie miissen aus einigen
Objektoberfldchenpunkten (PaBpunkten), die auf geod&tische
oder photogrammetrische Weise bestimmt wurden, rechnerisch
ermittelt werden. Es wurde daher das FORTRAN-Programm DEFELID
entwickelt, das eine Fldche zweiter Ordnung (=Quadrik) an ge-

gebene Punkte anpafBt.

Slenlie Theorie der Anpassung

Wir nehmen an, daB auf der zu bestimmenden Fldche n PaBpunkte



~ ~ ~

in einem lokalen Koordinatensystem (X,Y,Z) vorhanden sind.

Da die Koordinaten der PafBpunkte mit MeBfehlern behaftet sind
und der Bau gewisse Abweichungen gegeniibber der Planung (=Bau-
ungenauigkeit) aufweist, gibt es in der Regel keine Quadrik
die genau durch die vorhandenen Pafpunkte hindurch geht. Das
Problem besteht also darin, jene Fl&che zweiter Ordnung zu

finden, die am besten die vorhandenen PaBpunkte anndhert.

Eine Quadrik kann analytisch durch ein vollstdndiges Polynom

zweiter Ordnung dargestellt werden:

2 ~2
a X2+a22Y +a33Z +2a12XY+2a13XZ+2a23YZ+ Js
+2aO1X+2a02Y+2aO3Z+aOO =0
Da bei einem Ellipsoid a #O ist (Anhang 5.1), kann man durch

a’ :
00 dividieren

X+ +
a11 a22Y a33Z +2a12XY+2a13XZ+2a23YZ+ (5.2)
+2ao1x+2a02Y+2ao3Z+1 =0

Auf diese Weise werden die 10 Parameter der Gleichung (5.1)
auf neun reduziert. Setzen wir flir i, ?, 7 die Koordinaten

~d ~

Xi, Yi, Ei des Punktes Pi ein, so ergibt sich folgende Glei-

chung:

~ ~~

a11X +a Y2+a33Z1+2a12X Y +2a13 + 23Y .+

+2ao1xi+2a02Yi+2ao3Zi+1 = ¥y

wobei zwei Fdlle zu unterscheiden sind: Vi=O fir n=9 und vi#o
fiir n»9. Die zu bestimmenden Parameter ajk sind im zweiten Fall
die L&sungen der folgenden Ausgleichung nach vermittelnden

Beobachtungen:

A X=L+V (5.4)



. > 0\.2 f~2 ~2 ~ ~ ~ ~ ~ o~ ~ ~ ~
mit W ¥ & XYy &3 %Py & Y5 %4 -1 2
A= ° ° ° . ° ° . ° . ’ L= . ’ V= . (5.5)
Xn Yfl n XnYn XnZ n YnZn Xn Yn 2 1 Vn
= a.. a* a* a* a* &, a*1T mit a¥* =2a,
_[aﬂ 52 %93 22 "3 %2 %91 %2 Y3 ik “%5k

Mit der Bedingung VIV=min lautet die L6sung des Systemes (5.4)

nach der Methode der kleinsten Quadrate:

T ~1

AT, A, x = AT, L =x=M"". U mit M=AT, A una u=AT, L (5.6)

Eine Deutung der Verbesserungen vy wird im Anhang 5.2 nachgeholt.

Anhand der durch den Ausgleich ermittelten Parameter ajk ist zu-

ndchst zu priifen, ob die Koeffizienten ajk einem Ellipsoid

geniligen. Dafilir miissen folgende Bedingungen erfilillt sein /6/:

1 a a a
o1 02 03
e e A 0 212 43
DETS _= Of BETRS 28 <0, DETS= | a,, ay, axn #0 (5.7)
%2 %2 %22 %23 -
13 %23 933
43 13 %23 433
. i e b und GrisBeT= + + ~ajy-aty-al,> O
und §+6%0 mit T BgeT=a, g taggd, 1 18118557309 5 22

AnschliefBend ist aus der allgemeinen Gleichung (5.2) des
Ellipsoides, dessen Koordinatenursprung nicht mit dem Mittel-
punkt zusammenf&dllt und dessen Koordinatenachsen gegeniiber

den Hauptachsen des Ellipsoides verdreht sind, die Normalform

(x2/a2)+(¥?/p%) +(2%/c%) -1=0 (5.8)

des Ellipsoides abzuleiten (Abb.5.1). Diese Umformung erfolgt
in zwei Schritten. Zuerst wird der Koordinatenursprung in den
Mittelpunkt des Ellipsoides gebracht und anschliefiend erfolgt
die Drehung des Koordinatensystemes in die Hauptachsen des

Ellipsoides.
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Sk 10 1. Verschiebung des Koordinatenursprunges in den
Ellipsoidmittelpunkt

Die Gleichung eines Ellipsoides mit dem Koordinatenursprung
im Ellipsoidmittelpunkt hat die Form /7/:

Ene —2 w7 '72 v ""2 =V T — T —_— T - ’
a”xl +a,, Y- tagaZ +2a1 2xy+2a1 3xz+2a23y@+aoo- ¢} ’ (5.9)

Es ist nun die Aufgabe zu 1l6sen, wie aus den durch die Aus-
gleichung (5.4) ermittelten Koeffizienten ajk der Gleichung
(5.2) einerseits die Koeffizienten fﬁk ier Eleichung (5.9),
und zum anderen die Translationen DX, DY, DZ (Abb.5.1) berechnet

werden konnen.

Abb.5.1: Lage und Orientierung des Ellipsoides

Zu diesem Zweck dividiert man die Gleichung (5.9) durch aéo

und bezeichnet die neuen Koeffizienten mit ij:

N —
a11X +a22Y

2 — =2 = Soia— Touie— TouT
+a33Z +2a12XY+2a13XZ+2a23YZ+aOO— 0 (5.10)

Anstelle der Koordinaten X, Y, Z kann man aber auch schreiben:



X X DX
Y| =| Y| - |DY| oder §=§-D“)J( (5.11)
|7 | 2, DZ

(5.11) in (5.10)
3. X%+a,. V243, 2%+23, XV+2a, X2+23. Y2~
11 22 33 12 13 23
—2(311D§+512D§+513DE)§—2(512D§+5220§452352)§L 512
—2(513D§+523D§+533DE)§+
+(311D§2+522D§2+533622+2512D§D§42513D§bE+2523D§DE)+EOO=o

Die Gleichung

(5.12) reprdsentiert aber die Gleichung eines

Ellipsoides mit dem Koordinatenursprung auBerhalb des Ellipsoid-
mittelpunktes. AuBerdem ist eine Division durch aéo

sein muB. Deshalb kann ein Koeffizientenvergleich angestellt

erfolgt,

sodaB die Gleichung mit der Gleichung dquivalent

werden, der zu folgenden Ergebnissen fiihrt:

a) Identitdt folgender Koeffizienten:

[a,, a5, aps (341 312 343
B1g Bgn Hgz| = |Bqg Bgy Hyg (3.13)
13 433 233 d13 @23 933

Gegen eine

Verschiebung des Koordinatensystemes sind diese Ko-

effizienten also invariant.

b) 2(a11DX+a12DY+a13DZ)=—2a01
2(a12DX+a22DY+a23DZ)=—2a02
2(a13DX+a23DY+a33DZ)=-2ao3

oder unter Beriicksichtigung der Identitdten

(5.13) :



~

19 212 2437 [PX] [361]

212 335 33|.[p¥l+la ,|= 0 (5.14)
02

a3 a3 az3d IDZ2] |a,s

Die Beziehungen (5.14) sind ein lineares Gleichungssystem,

aus dem die Translationen Di, D?, D§ ermittelt werden k&nnen.

c) 3. DX%+3. .DY2%+3. _D%%+23. D¥DY+23

11 29 33 12 13DXDZ+2a23DYDZ+aOO=1

Unter Beachtung der Identitdten (5.13) ergibt sich der in

Gleichung (5.10) noch fehlende Koeffizient Eoo aus:
a_ =1-(a, Dk*+a, D¥°+a, Di>+2a, DRDV+2a, DXDZ+2a,.D¥DZ)  (5.15)
00 1 22 33 12 13 23
S5n 192, Drehung des Koordinatensystemes in die Hauptachsen

des Ellipsoides

Die Gleichung des Ellipsoides in einem gegen die Hauptachsen
gedrehten, aber im Ellipsoidmittelpunkt liegenden Koordina-
tensystem hat die Form (5.10), die in Matrizenschreibweise

wie folgt formuliert werden kann:

-—-T

B9 o A i EA1
7.3 Y a,,|*| Y+ a__ =0 oder X?A'X+g =0 §5.16)
¥ 12 22 23 oo oo .
ARE a 4 2

Aus dieser Gleichung soll durch Umformungen die Normalform

(5.8) entstehen. Zu diesem Zweck fiihrt man zundchst eine

Drehung ein:

X=R+X , R=orthogonale r&umliche Rotationsmatrix (5.17)

Andererseits kann die symmetrische Matrix A der Gleichung

(5.16) in eine solche orthogonale Rotationsmatrix R, d.s. die



drei Eigenvektoren der Matrix A, und in eine Diagonalmatrix

D, d.s. die drei Eigenwerte d,, der Matrix A, zerlegt werden

/4/I /8/! /29/:

A=R D RT (5.18)
(5.17) und (5.18) in (5.16):
XTRTR:D+R'R.X=X"RTAR-X=XTD . X=-7, (5.19)
Ll el

In ausfiihrlicher Schreibweise:

2 2 2 —
A X4y X Hdy BE = D (5.20)

Damit lauten die Hauptachsen a, b, c des Ellipsoides (Abb.5.1):

e /d11 ¢ &= —aoo/d22 i 6= —aoo/d33 (5.21)

~%00
5.1.3. Besonderheiten bei der Kugel und beim Rotationsellipsoid

Wenn die Fl&dche sehr stark einer Kugel nahe kommt, sind zwangs-
lidufig die Drehwinkel der Rotationsmatrix R (5.17) sehr unsicher
bestimmt. Die Unsicherheit kann man dadurch beheben, daf man
die Unbekannten a?z, al, und a;3 des Verbesserungsgleichungs-
systemes (5.4) bzw. (5.5) Null setzt. Das Problem kann aber

auch - was programmtechnisch glinstiger ist - unter Beihaltung
der urspriinglichen Verbesserungsgleichungen geldst werden,

indem man folgende Verbesserungsgleichungen hinzufiigt:

* =
el p) Vi2
* =
a13 v13 (5.22)
*
o= ¥og

Durch Vorschreibung groBer Gewichte fiir die Verbesserungen Vigr
* *

v tendieren die Unbekannten a12, a13, a;3 mehr oder

. 23

113



weniger gegen Null, d.h. die Hauptachsen des (kugelftrmigen)
Ellipsoides werden parallel zu den Achsen des Koordinaten-
systemes (i,?,Z) der PaBpunkte. Ein solches Ergebnis ist
auch deshalb zu begriiBen, weil dadurch die Aquatorialebene
(=XY-Ebene) in Abhdngigkeit der Wahl der Gewichte fiir die
Verbesserungen Vi3 und Vo3 horizontiert werden kann. Voraus-
setzung ist natiirlich, daB die PaBpunkte in einem hori-

[ B o
zontierten Koordinatensystem (X,Y,Z) gegeben sind.

Entspricht die Fldche sehr stark einem Rotationsellipsoid,
ist nur einer der Koeffizienten (5.22) unsicher bestimmt.
Man wird deshalb nur eine der Verbesserungsgleichungen (5.22)
mit einem entsprechend hohen Gewicht zum Gleichungssystem

(5.4) bzw. (5.5) hinzufiligen.

5.2. Programmrealisierung

Das Computerprogramm DEFELID, das diese Anpassung auf der
Basis der besprochenen Theorie durchfiihrt, ist im Anhang
5.3 in der Form eines FluBdiagrammes beschrieben. Das Programm

filhrt im wesentlichen folgende Operationen durch:

a) Einlesen der PaBpunktkoordinaten im dreidimensionalen

~ o~
Koordinatensystem (i,Y,Z),

b) Aufstellen des Verbesserungsgleichungssystemes (5.4) bzw.
(5.5) und eventuell (5.22) fir die neun Unbekannten ajk
und Losung des dazugehdrigen Normalgleichungssystemes
(5.6),

c) Kontrolle anhand der Beziehungen (5.7), ob die neun

Koeffizienten ajk ein Ellipsoid definieren,

~ ~
d) Berechnung der Translationen DX, D?, DZ aus dem linearen
Gleichungssystem (5.14) und des Koeffizienten 500 aus

der Beziehung (5.15),

e) Zerlegung der Matrix A in eine orthogonale Drehmatrix R

mit den Winkeln a, B, Y, und in ihre Eigenwerte dii
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entsprechend der Gleichung (5.18),

f) Berechnung der Hauptachsen des Ellipsoides nach den Be-

ziehungen (5.21),

g) Transformation der PaBpunkte vom (g,g,g)-System in das

(X,Y,Z2)-System entsprechend der Gleichung:
\ W v
£ =R+ (X - DX) (5.23)

Die Rechenoperationen b, d, e und f werden vom Unterprogramm
SOLIM durchgefiihrt, das im Rechenzentrum der TU Wien als

Bibliotheksprogramm vorhanden ist.

Um zu den Verbesserungen u; zu kommen, die von dem will-
kiirlichen Koordinatensystem der PaBpunkte unabhdngig sind
(siehe Anhang 5.3), wiederhohlt man die gesamte Ausgleichung

mit den PaBpunktkoordinaten im (X,Y,Z)-System.



6. " VEREBNUNG EINER KUGEL MIT HILFE EINES SCHNITT-
ZYLINDERS UND EINER TANGENTIALEBENE

6.1. Allgemeines

Bei der Dokumentation und Restaurierung wertvoller Globen
tritt hdufig das Problem auf, Globen meridianstreifenweise
wieder verebnen 2zu miissen; mit anderen Worten, der Arbeitsvor-
gang der Herstellung eines Globus ist umzukehren. Fiir diese
Problemstellung konnte bisher keine leistungsfdhige Methode
gefunden werden; das Problem wurde empirisch, photographisch
oder zeichnerisch unter Verwendung primitiv konstruierter
Gerdte gelbst /11/.

Ein Globus (Kugel) ist eine Fl&dche zweiter Ordnung und kann
daher ohne Verzerrungen nicht auf eine Ebene abgewickelt
werden. Um die Verzerrungen m&glichst gering zu halten, pro-
jiziert man di¢ Kugeloberfldche auf eine eng mit der Kugel
in Verbindung gebrachte abwickelbare Regelfl&dche. Es wurde
liberlegt, die in der Kartographie angewandten Projektions-—-

fldchen zu verwenden:

Eo &

Fig.6.1: Anwendung eines tangierenden oder schneidenden

Kegels

Z.B. einen Kegel, der die Kugel in einem Parallelkreis berihrt
oder sie in zwei Parallelkreisen schneidet (Abb.6.1). Die
Ergebnisse sind jedoch nicht zweckentsprechend, da diese
Methode keine Meridianstreifen ergibt. Geht die Kegelspitze
nach Unendlich, so ergibt sich ein tangierender oder schneiden-
der Zylinder (Abb.6.2). Doch auch dieser L&sungsweg mufte aus

dem gleichen Grund ausgeschlossen werden.
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Fdg.16.'2: Anwendung eines tangierenden oder schneidenden Zy-

linders mit Achse senkrecht zum HAquator.

Wdhlen wir den Zylinder aber so, daB seine Achse in der
Aquatorialebene liegt, kommt das Ergebnis der Forderung am
ndchsten. In diesem Fall ergibt sich ndmlich ein kreisf&rmiger
(tangierend) und ein elliptischer (schneidend) Zylinder (Abb.6.3).

Fig.6.3: Anwendung eines tangierenden oder schneidenden Zy-

linders mit Achse im HAquator

Um die Entscheidung fir den tangierenden oder schneidenden Zy-
linder zu erleichtern, verfolgen wir den Weg der Herstellung
eines Globus. Versuchen wir eine Kugel mit einer Karte 2zu be-
kleben, sehen wir, daB es unméglich ist, eine ebene Fldche auf
eine Kugel ohne Verzerrungen aufzukleben. Der Glcbushersteller
hilft sich dadurch, daB er die Karte nicht in einem Stilick
sondern in Teilen zu kleben versucht /28/. Er zeichnet die
Karte in Form der Abbildung 6.4, befeuchtet jeden Streifen se-
parat und klebt sie auf die Kugel anhand von vorher markierten

Meridianen. Die Streifen sind also auf der Kugel so kaschiert,



daB ihre Begrenzungslinien verzerrungsfrei werden. Je kleiner

die Streifen sind, um so kleiner sind die Verzerrungen.

Ty L \

Fig.6.4: Arbeitsvorgang der Herstellung eines Globus

Wir sehen daraus, daB wir als Hilfsfldche einen Zylinder ver-
wenden sollten, der die Kugel in zwei Meridianen schneidet.

Diese Meridiane werden bei der Verebnung der Kugel (Abwicklung
des Zylinders) verzerrungsfrei bleiben, da sie auf dem Mantel

des abzuwickelden Zylinders liegen.

6.2. Definition des schneidenden Zylinders

Wie schon erwdhnt, sollte der als Projektionsfldche verwendete
Zylinder zwei Meridiane der Kugel enthalten. Diese nennen wir
"Begrenzungsmeridiane" und bezeichnen sie mit (mq) und (my) .
Die Schnittpunkte dieser Meridiane mit dem Aquator bezeichnen
wir mit M1 und M2. Um den Zylinder zu definieren, sind =zuerst
die Meridiane (m1) und (m2) festzulegen. Dadurch ist der Winkel
(2°dA), den die Begrenzungsmeridiane bilden, auch festgelegt
(Abb.6.5). Der Schnittzylinder wird jetzt so definiert, daR
-seine Achse durch den Kugelmittelpunkt geht und in der Aqua-
torialebene liegt und

-jede Gerade seines Mantels Punkte der zwei Begrenzungsmeri-
diane verbindet.

Es ist offensichtlich, daB so ein elliptischer Zylinder mit

folgenden Parameternder Basisellipse entsteht:

a=r-cos(dA), b=r(=Radius der Kugel) (6.1)



Wir definieren nun ein kartesisches Koordinatensystem (X,Y,2)
so, daB sein Achsenursprung mit dem Kugelmittelpunkt zusammen-
fdllt, seine Y-Achse parallel zur Zylinderachse ist und seine

Z-Achse durch den Pol geht.

m‘ mg mt

A=A

AS Y
M, Mg

M.

M 1\ M,

Fig.6.5: Definition des Schnittzylinders

Im folgenden werden wir den Meridian (mg), der in der XZ-Ebene
liegt, "Hauptmeridian" nennen, und seinen Schnittpunkt mit dem

Aquator mit MO bezeichnen.
Je kleiner der Winkel dA ist, um so besser entsprechen einander

der Zylindermantel und die Kugeloberfl&dche zwischen den Meri-

dianen (m1) und (m2).

6.83. Grundprinzip der Abwicklung eines Zylinders

Wir beschrdnken uns zundchst auf die Abwicklung des Zylinders
und erst im ndchsten Abschnitt kommen wir wieder auf die Ver-

ebnung der Kugel.
Die photographische Abwicklung eines Zylinders kann mit Hilfe
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der Differentialumbildung wie folgt verwirklicht werden:

Wir definieren uns ein kartesisches Koordinatensystem (X,Y,2),
wobei die Y-Achse mit der Zylinderachse zusammenfdllt, und
nehmen an, daB der Zylindermantel schon auf der XY-Ebene ab-
gewickelt ist. Weiters definieren wir uns in der XY-Ebene
einen quadratischen Raster, der wieder iber den Zylinder-
mantel gelegt wird. Anhand vorhandener PaBpunkte werden die
Parameter der duBeren und eventuell der inneren Orientierung
der Aufnahme berechnet und die Rasterpunkte vom %ylindermantel

mit Hilfe der Abbildungsgleichungen ins Bild transformiert

(Abb.6.6) .

Abb.6.6: Prinzip der differentiellen Abwicklung eines
Zylinders

Dem quadratischen Raster ist somit ein verzerrter Raster in
der photographischen Vorlage zugeordnet. Formen wir das Bild
so um, daB der verzerrte Raster die Form des Rasters der XY-
-Ebene -multipliziert mit einem MaBstabsfaktor- annimmt, so
bekommen wir als Produkt dieser Umformung ein neues Bild, das
geometrisch der Abwicklung des Zylinders entspricht. Wie schon
bekannt, wird diese Umformung vom AVIOPLAN durchgefiihrt.

Diese Methode wurde in der Praxis bis jetzt einige Male fir

die photographische Abwicklung kreisfdrmiger Zylinder erfolg-



reich eingesetzt (siehe Abb.6.7) /5/, /14/.

Abb.6.7a: PERGAMON (Rote Halle); Aufnahme der zylindrischen
Fldche mit der Wild P31, die der Lehrstuhl fiir
Photogrammetrie der TU Miinchen zur Vefiligung
gestellt hat.

Abb.6.7b: PERGAMON (Rote Hallé); Ergebnis der Differential-
umbildung (OriginalmaBstab 1:30)



6.4. Grundprinzip der Verebnung einer Kugel

In der Praxis ist es unwirtschaftlich, die Winkel dA so klein
zu machen, daB die Kugeloberfldche fast ohne Verzerrungen um-
gebildet wird. Flir groBere dA wird der Raster -vor der Trans-
formation ins Bild- vom Zylindermantel auf die Kugeloberfldche
projiziert.

Als Projektion wurde eine Orthogonalprojektion zum Zylinder-
mantel gewdhlt, da diese Projektion im wesentlichen dem Arbeits-
vorgang der Globenherstellung entspricht.

Im abgewickelten Zylinder ist der Mittelmeridian (m,) des
sphdrischen Zweieckes verkiirzt abgebildet. Der Aquator ist -
ebenfalls etwas verkirzt- als Gerade und die Parallelkreise
sind in Abhdngigkeit von der geographischen Breite gekrimmt
abgebildet. Verfolgen wir nun ausfihrlich die Hauptschritte
des ProzeBes der Verebnung einer Kugel mit Hilfe der

Differentialumbildung:

1. Zuerst ist der Schnittzylinder festzulegen. Das geschieht

aufgrund eines gewdhlten Winkels dA (s.Kap.6.2.).

2. Dann ist ein quadratischer Raster mit bekannter Raster-
weite s auf dem Mantel des Zylinders auszubreiten (Abb.6.8):
Der Raster wird profilweise so definiert, daB die Profile in die Y-

Richtung laufen. Die gesamte Ausdehnung des Rasters in Y- und Z-
Richtung nennen wir sy und sg.

sy=Ml§2=2-(MlM;):Q'r'sin(dAJ

“o ———
sZ:/V(rQ-sinQ(d)»)-ZQ)/(\/?2—22)~dZ
o

N
~

(6.

In (6.2) ist Z, die Z-Koordinate des ersten Punktes des letzten
Profiles. Zu den Beziehungen (6.2) kommen wir nach folgenden Schrit-

ten (Basisellipse):

:%. 1)2--Z2 g—)z(:—_._—a ‘2
b\/H2=Z2-

(ds,)?=dz2+dx2 =



(ds,)? (dax)? a B2
= 1+ = 1+ ————— (6.3)
(dz)? (d2)2 b4-p2.72

(6.1) in (6.3) ergibt (6.2).

Sodann ist die Anzahl Nprof der
Profile und die Anzahl Npkt der
Punkte pro Profil zu errechnen:

Nprof=sz/s
Npkt =s_/s
P Y

/2.

Ein Rasterpunkt P.. kann nun im System
(X,Y,2) festgelegtlwerden:

Fig. 6.8: Definition

der Ausdehnung des X..=f (s,i,a,b), Y..=(j-1)*s, Z..=f _(s,i,a,b)
o 1 1] My W2

Rasters (6.4)

In (6.4) ist die Bestimmung der X..- und Z..

Koordinaten noch immer offen. Es it offen=’
sichtlich, daB jeder Punkt Pnj(j=l,2,...,Npkt) des Profiles n die gleichen
X und Z Koordinaten und verschiedene Y-Koordinate hat. Es geniigt also, den
ersten Punkt Pj) eines jeden Profiles i zu berechnen. Seine Koordinaten
sind eine Funktion des Profiles, zu dem er gehdrt, der Basisellipse (a,b),
und der Rasterweite s.
Diese Punkte Pj1(i=1,2,...,Nprof) teilen unter diesen Voraussetzungen die
Ellipse (a,b) in gleiche Bogenldngen s. Es besteht also das Problem, den
Punkt Pj+1 der Ellipse zu bestimmen, der von dem vorhergehenden Punkt Pji
um die Bogenldnge s entfernt ist (Abb.6.9). Dazu definieren wir im Punkt
P; die Tangente (tj) der Ellipse und die Normale (nji) auf (ti):

(t1): 2ok Xly, ke=-(b%/a?)«(X3/25), 1,.2b%/2 (6.5)

(n;): 2=k X+l , k_=(a’/b?)+(Z;/X;), 1_=2;(1-a%/p?) (6.6)

tuf (n;) definieren wir den Punkt O (auf der Seite des Mittelpunktes) so,
das

6;§i=a?b?\ﬁ(xg/a”)+(z§/b”))3=rk (6.7)

wobei r, der Radius des Krimmungskreises der Ellipse im Punkt P; ist. Die
Xoordinaten XOkund Zpx des Punktes Oy ergeben sich aus:

mit DX=r, -cos(n,), DZ=rk-sin(un) und un=arctan(kn)

k



Drehen wir den Punkt P; um den Punkt Ox nach links um den Winkel
w=s/rx, so ergibt sich der Punkt S:

XS=Xok+rk-cos(unﬁn), Zs:ZOk+rk-sin(unﬂn) (6.9)

Damit ergibt sich die Gleichung der Geraden (gg), die die Punkte Oy
und S verbindet:

X Z 1

; 2520k XsZok~ZgX 0ok
Xok Zoxk 1|=0 = Z=kgXtlg mit kszﬂ——, ]_S:_X.X—__
~A0k s R0k
R ° (6.10)

Die Koordinaten des Punktes P;,;, der Schnittpunkt von (gg)
mit der Ellipse, sind die Ldsungen des folgenden Gleichungssystemes:

b2x2+a272-3221H2=0 A X2+B X+Cg=0 X,,2=(-Bgt Dg)/(244)

e, = __ => __
Z=k X+l Z=k X+lg Z=k X+lg

X =(=Bg+ Dg)/(2A), Zy=k X +lg

oder _ - (6.11)
X,=(-Bg= Dg)/(285), 2, kgXptlg

wobe i As=b2+a2k§, BSZQanSlS, Cs=a2(lg—b2), DS:4a2((akSls)g—
—(lg—bQ)(b2+a2ki)

Abb.6.9: Definition eines Rasterpunktes auf dem Zylinder



Von den zwei LOsungspaaren (6.11) behalten wir jenes mit dem groBeren
Z und bezeichnen es mit (X{41,2i+1). Der Punkt Pi41(Xi+1,2i4+1) ist

der gesuchte Punkt.

Es ist jedoch zu beachten, daB dieses Verfahren eine N&dherungs-
methode darstellt und bei groBen Krimmungsverhdltnissen oder bei
groBen Bogenldngen ein Fehler auftritt, der beachtet werden muB. Die
berechnete Bogenldnge auf der Ellipse zwischen dem Ausgangspunkt Pj;
und dem erhaltenen Punkt Pj4+] miiBte mit der vorgegebenen Bogenlénge

s lbereinstimmen. Da das in der Regel nicht zutrifft, ist das geschil-
derte Verfahren so lange zu wiederholen bis eine akzeptable Uberein-
stimmung erreicht ist. Bei der ersten Wiederholung ist der Punkt Pj41
der Ausgangspunkt und die Bogenldnge jene Differenz, die sich aus der
vorgegebenen Bogenldnge s und der aus den Punkten P; und Pj,; berechne-
ten Bogenldnge ergibt.

Projektion des Rasters vom Zylindermantel auf die Objekt-
oberfldche so, daB die Projektionsstrahlen orthogonal zu
ihm stehen. Mit Hilfe der Abb.6.10 ist leicht 2zu sehen,
daB filir alle Punkt Pnj(j=1,2,...,Npkt) des Profiles n, der
Projektionsvektor zu sich parallel bleibt und in Ebenen
(Ej), die senkrecht zur Zylinderachse stehen und durch

die Punkte Ppj gehen, liegt. Es dndern sich bei dieser
Projektion also nur die X und Z Koordinaten:

o O —

o

¢ i

=] Fe 3 1‘ e )_
00 g MM M

f r -

Fig.6.10: Projektion eines Rasterpunktes vom Zylinder auf die Kugel
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Umn die Koordinaten X : und Z1 des Punktes Plj (Projektion vor Pj4
auf die Kugel) zu errechnen, ﬂonnen wir davon ausgehen, daB die
Ebenen (Ej) die Kugel in Kreisen schneiden. Der jeweilige Mittel-
punkt O liegt auf der Y-Achse in folgendem Abstand vom Kugelmittel-
punkt:

65j:Yija ry= r2-y?. (6.12)

Der Punkt Pl' beflndet sich auf dem Kreis (Oj,r]) Das Problem
besteht nun 3ar1n, i' so festzulegen, daB er auf einer Normalen
zur Ellipse (a,b) liegt (Abb:6.10). Dazu definieren wir die Tan-
gente (t;) der Ellipse im Punkt Pjj und ihre Normale (nl) die
durch den Punkt Pj4 geht:

(t;): B=keX+ly, ke=-(b2/a?)(X13/215), 1t=b2z;% (6.13)

(nj): ZkpX+ln, k. =(a?/b2) (2, 5/%13)5 1,7235(1-a?/b2(6.14)

Der Punkt P j ist dann als Schnittpunkt der Geraden (nj) und des
Kreises (Oa,r ) definiert; seine Koordinaten sind die L&sungen des

folgenden Gleichungssystemes:
e I 2 _
X+Z°-r j-o A X“+B X+C =0
Z=kX+1lp : Z=kpX+1l,

X,=(-B_ +VD) /(2A), 215k X +1l,

Xo= (-B=YDp)/(28,), Zo7kpXo+ly (6.15)

" e . o i
mit A =1+k®, B =2kplp, cn-ln—rg, D,=BZ-4AnCp

Von den zwei Ldsungspaaren (6.15) verwenden wir jenes mit dem grdBeren
Z und nennen es (X,,25). Der auf die Kugel transformierte Rasterpunkt

P;4 hat also folgende Koordinaten:

X=X _, Yi:=Y;3, 23522, (i=1,2,.,Nprof, j=1,2,.,Npkt)
(6.16)

Berechnung der Parameter der &duBeren und eventuell der
inneren Orientierung der Aufnahme aufgrund vorhandener

PaBpunkte.

Transformation der Rasterpunkte P;j von der Kugeloberfldche

ins Bild mit Hilfe der Abbildungsgleichungen:
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* * *
14 (Xij_xA)+r21 (Yij—YA)+r31 (Zij—ZA)

5..=E -c
ij o LI * *
X3q (X 4=Xp) +rp3 (Y3 3=Yp)+r33(254=7p)
. . N (6.17)

r12(Xij-XA)+r22(Yij—YA)+r32(Zij_ZA)

Mj4=No=C- . ” %
*

Eij’ nij sind die Bildkkordinaten des Punktes Plj’

Eor No sind die Bildkoordinaten des Hauptpunktes und
c die Kammerkonstante,

N YA, Zp sind die im Schritt 4 gerechneten Koordi-
naten des Projektionszentrums A (=Aufnahmestandpunkt),

X m(n,m=1,2,3) sind die Elemente der Drehmatrix

n
R(w,®,n) die ebenfalls im Schritt 4 berechnet wurden,
X;j’ Y;j, ZIj sind die Koordinaten des Rasterpunktes
sz im Kugelsystem (X,Y,2).

6. Umbildung der photographischen Vorlage (Bild) so, daRB der
auf ihr liegende Raster eine quadratische Form annimmt

(Quadratseite=s-MaBstabsfaktor) .

Obwohl nach der beschriebenen Technik das Kugelzweieck bis zum
Pol hergestellt werden kdnnte, ist es aus fertigungstechnischen
Grinden vorteilhafter den Kugelstreifen nur bis zu einem
bestimmten Breitenkreis (,) 2zu erzeugen. Der gesamte Bereich
des Poles wird in der Form einer Polkappe produziert. Als Pro-
jektionsart bietet sich der mittabstandstreue Azimutalentwurf
(ld&ngentreue Meridiane und im Pol Winkeltreue) an.

Dieser Azimutalentwurf kann aus einer etwa in der Verl&ngerung
der Z-Achse gemachten Aufnahme nach folgenden Schritten her-

gestellt werden:

1. Definition der Gr6Be des Rasters anhand des bekannten
Breitenkreises @, auf der im Pol befindlichen Tangential-
ebene (Ry) in (Abb.6.11):

SR=(M r/2-r-@y) *2=r-(N-2-9,) (6.18)

2. Definition der Anzahl Nprof der Profile und Npkt der Punkte

pro Profil:
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Nprof=Npkt=sgp/s

3. Definition eines karte-
sischen Koordinatensyste-
mes (x,y), das auf (Rj)

liegt. Die x-Achse wird

parallel zur X-Achse des

Kugelsystemes angenommen

und der Ursprung fdallt mit

dem Pol zusammen.

4. Berechnung des quadra-

tischen Rasters im System

(x,v) .

5. Projektion des Rasters Abb.6.11: Azimutale mittabstandstreue
von der Ebene (Ry) auf Projektion bei der Verebnung
die Kugeloberfl&dche mit des Polbereiches

den Eigenschaften der

mittabstandstreuen Azimutalprojektion:

2-—- 2. 2 L = {1,
dlj“X13+Yij Xij—rcos\oij)cos(kij)
*
Aij=arctan(y.lj/x.lj),Yij=rcos(¢>ij)51n(lij) (6.19)
*
mij=n/2-dij/r Zij=r51n(lij)

6. Durchfilhrung der Schritte 4,5 und 6 der Seite 31 und 32.

6.d 5w Programmrealisierung

Die Computerprogramme STREIF und POLKAP, die auf der Basis der
beschriebenen Theorie die Herstellung der Kugelstreifen und
der Polkappe durchfihren, sind im Anhang 6.1 und 6.2 in der
Form eines FluBdiagrammes beschrieben. Dabei wird davon aus-
gegangen, daB der Radius r und die Lage des Mittelpunktkoordi-
natensystemes (X,Y,Z) bekannt sind bzw. mit dem Programm

DEFELID (Abschnitt 5) vorher ermittelt wurden.



Die Programme fiihren folgende Operationen durch:

Programm STREIF:

1. Einlesen von dA, r, s und der Koordinaten X,Y,Z von PaB-
punkten im Kugelsystem,

2, Definition des Schnittzylinders,

3. Definition des quadratischen Rasters auf dem Zylindermantel,

4, Projektion des Rasters vom Mantel auf die Kugeloberfldche,

5. Vorbereitung einiger Parameter, die fiir das Starten des

zweiten Teiles des Programmes SORA-OP notwendig sind.

Programm POLKAP:
1. Einlesen von wo, ¥, s und der Koordinaten X,Y,Z von PaB-
punkten im Kugelsystem,

2. Definition des quadratischen Rasters auf der im Pol be-

findlichen Tangentialebene (Rg,),
3. Projektion des Rasters auf die Kugeloberfldche,
4. Rechenoperation 5.des Programmes STREIF,
Der zweite Teil vom SORA-OP fiihrt die Schritte 4 und 5 der

Seite 31 durch und schreibt die zur Steuerung des AVIOPLAN

notwendigen Parameter und die Bildkoordinaten der Eckpunkte

des deformierten Rasters auf Magnetband.

6.6. Praktisches Beispiel

Im Auftrag der Osterreichischen Nationalbibliothek wurde nach
der beschriebenen Methode ein Erdglobus von Willem BLAEU (Durch-
messer 68cm, Amsterdam um 1645, ONB-Globus 25) verebnet. Fiir
diese Aufnahmen danke ich Herrn Ing.J.Tschannerl (Institut fir
Photogrammetrie TU Wien) und Herrn A.Janderka (Osterreichische
Nationalbibliothek) .

Die folgende Seite ist ein Auszug aus der Ver&ffentlichung /15/.



Der Globus wurde mit der Linhof Technika aufgenommen. Grund-
sdtzlich k&nnten aus einer photographischen Aufnahme mehrere
Globusstreifen abgeleitet werden. Aus photographischen und
Genauigkeitsgriinden ist es allerdings empfehlenswert, jeden
Globusstreifen getrennt zu photographieren, und zwar eine Auf-
nahme etwa in 25° nérdlicher Breite und eine etwa in 25° siid-
licher Breite. Abb.6.13 demonstriert eine n&rdliche Aufnahme.
Als dA zwischen den Becgrenzungsmeridianen wurden 20° genommen,
daher waren fiir jede Halbkugel 18 Aufnahmen erforderlich. Wegen
der Halterung des Globus bendtigt man fir jede Polkappe zu-
sdtzlich 2 Aufnahmen, sodaB insgesamt 40 photographische Vor-
lagen fir die Verebnung anfielen.

Die Aufnahmeentfernung betrug bei einem 150mm Objektiv ca.
1,20m. Die drei Koordinaten des Aufnahmeortes A und die Para-
meter der Aufnahmerichtung im Koordinatensystem (X,Y,Z) des
Globus, die flir die oben erwdhnten Abbildungsgleichungen der
Zentralprojektion bekannt sein miissen, wurden nicht durch di-
rekte Messungen, sondern auf rechnerische Weise aus PaBpunkten
bestimmt (Abb.6.12). Da als PaBpunkte die Schnittpunkte der
Meridiane und Breiten-
kreise dienten, konnten
ihre rdumlichen Koordina-
ten X, Y und Z berechnet
werden. Die dazugehdrigen
Bildkoordinaten E und n
wurden am Komparator Wild-
STK1 gemessen. Fiir die
rechnerische Ermittlung
der Koordinaten der Auf-
nahmeorte und der Parame-
ter der Aufnahmerichtungen
der 40 Aufnahmen wurden
im Durchschnitt 20 PaB-

punkte herangezogen. Die

infolge der vorhandenen

tiberbestimmung in den ge-

dbb.6,12: Orientierung der Aufnahme ) .
g f messenen Bildkoordinaten

1h kt
Gt NeeR B gE oe aufgetretenen Widerspriiche



hatten eine Streuung -ausgedriickt in der Form der statistischen
Standardabweichung- von *0,02mm.

Aus formattechnischen Grilinden wurde die Auswertung nicht un-
mittelbar flir einen Globus mit dem Durchmesser von 68cm,
sondern fir einen im MaBstab 1:3 verkleinerten Globus durchge-
fihrt. Bezogen auf den verkleinerten Globus betrug die Maschen-
weite des auf dem elliptischen Zylinder bzw. in der Tangential-
ebene definierten Rasters 5mm. Demzufolge entstanden die Ab-
bildungen im AVIOPLAN in Profilstreifen mit einer Breite von
ebenfalls 5mm.

Abb.6.14 zeigt einige Globusstreifen im MaBstab 1:3. Die

Ldngentreue der Begrenzungsmeridiane kann mit der Entfernung

zwischen den Parallelkreisen, die sich zu 10°.360/(p®-3)=19,8mm

e

Abb.6.13: Aufnahme des nérdlichen Teiles eines Globusstreifens



ergibt, Uberprift werden. Ein Ergebnis der mittabstandstreuen
Azimutalprojektion zeigt Abb.6.15. Auch hier haben die Para-

llelkreise einen Abstand von 19,:8mm.

C o
v

[

CHINENSIS

N

Abb.6.15: Mittabstands-

treue Azimutalprogjektion
der nérdlichen Polkappe

im MaBstab 1:3




i VEREBNUNG EINER KUGEL MIT HILFE EINES POLYEDERS

7.1. Allgemeines

Fiir die Architektur und Denkmalpflege sowie fiir Restaurierungs-
arbeiten wird oft die Dokumentation von Kuppeln in Form von
"Kar£ons" verschiedener GroRe verlangt (siehe Nachwort von
Dr.H.Foramitti in /25/). Als Karton versteht man in diesem
Fall einen ebenen Plan, auf dem ein Teil der Kuppel mit
méglichst kleinen Verzerrungen abgebildet ist. Fir die Restau-
rierung benétigt man einen solchen Plan im MafBstab 1:1; fir
die Dokumentation geniligt auch ein kleinerer MafBstab.

Auf Anregung der Photogrammetrischen Abteilung des Bundes-
denkmalamtes Wien wurde die Methode der Differentialumbildung
zur Herstellung solcher Kartons erprobt.

Dazu wurden &dhnliche Uberlegungen wie bei der Verebnung des
Globus angestellt, um die geeigenetes‘te Projektionsflédche zu

definieren. In diesem Fall eignet sich als Fldche besonders

ein Polyeder (Abb.7.1).

B

>

Abb.7.1: Anwendung eines Polyeders als Projektionsfliche

Je groBer die Anzahl der Kartons des Polyeders ist, um so
besser ndhert sich dieser der Kugeloberfldche an. Die Anzahl
der Kartons flir einen gegebenen Kugelradius r ist abhdngig wvon
der Grundseite eines Kartons entlang des Aquators und vom
Kartonrand entlang eines Kugelmeridianes.

In der Praxis wurde versucht die Wirtschaftlichkeit mit der
Genauigkeit der Methode in Einklang zu bringen; mit anderen
Worten, ihre GroBe ergibt sich als Kompromif zwischen einer

m&glichst kleinen Anzahl von Kartons und einer mdglichst grofen
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Genauigkeit. Die Verzerrungen auf den Kartons ergeben sich
durch die Projektion der Kugeloberfldche auf das Polyeder.
Als Projektionsart bietet sich in diesem Fall die Zentral-
projektion -mit dem Kugelmittelpunkt als Projektionszentrum-
an. Flir den Bereich des Scheitelpunktes kann ebenfalls die
Zentralprojektion oder -wie beim Globus- eine mittabstands-

treue Azimutalprojektion verwendet werden.

7.2. Definition des Polyeders

Zuerst wird ein kartesisches Koordinatensystem (X,Y,Z), Kugel-
system genannt, so definiert, daB sein Achsenursprung mit dem
Kugelmittelpunkt zusammenf&dllt, und die X- und Y-Achsen eine

horizontale Ebene bilden.
Die Zuordnung des Polyeders zur Kugel kann dadurch verdeutlicht

werden, daB die Kugel mit zwei Gruppen von Ebenen (H) und (Z)
geschnitten wird (Abb.7.2). Die Ebenen (H) liegen horizontal

> 4l|“

K
)

/
i

w7l
x \ /

\

Abb.7.2: Zuordnung des Polyeders zur Kugel

und die Ebenen (2Z) schneiden sich in der verikal stehenden
Mittelachse 2. Der Schnittwinkel dA liegt der konstant gehalte-
nen Bogenldnge S gegeniiber (Abb.7.3). Die Schnittkurve der
Ebenen (Z) mit der Kugel sind GroBkreise, die die Z-Achse ent-
halten (Meridiane), und die Ebenen (H) schneiden die Kugel in
Parallelkreisen. Die Schnittpunkte 1, 2, 3 und 4 zweier solcher

Meridiane und Parallelkreise sind die Ecken einer Ebene
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des Polyeders. Eine solche Ebene ist ein Karton im Sinne des
Kapitels 7.1. Jeder Karton hat die Form eines Trapezes. Alle
Trapeze eines Streifens sind gleich groB. Im folgenden werden
wir - die XY-Ebene "Aquatoriale",

- ihre Schnittkurve mit der Kugel "Aquator",

- den Schnittpunkt der Z-Achse mit der Kugel "Pol" und

- den Meridian durch die X-Achse "Hauptmeridian"

nennen. Die Definition der Kartons erfolgt streifenweise:

Dabei beginnen wir im Punkt A (Abb.7.3):
;
Sz N,
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Abb.7.3: Definition des Polyeders
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X1=Xp, Y =Yp, %,=Z,=0 (7.1)

Auf Grund der bekannten Bogenldnge S ergibt sich der Punkt 2

des ersten und der weiteren Kartons aus:
X2=r-cos(¢1+d®)-cos(l1), Y2=r-cos(¢1+d¢)-sin(A1),
Zy=r-sin(¢p4+de) (7.2)
mit ¢1=arctan(Z1/X1), A1=arctan(Y1/X1), dp=dA=S/r

Der Punkt 3 des ersten und der weiteren Kartons folgt aus:
X3=r~cos(w1)-cos(h1+dk), Y3=r-cos(m1)-cos(k1+

(7.3)
+dA), Z3=r-sin(@q)
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SchlieBlich lauten die Koordinaten des Punktes 4 des ersten

und der weiteren Kartons:

X4=r'cos(@1+d@)-cos(A1+dA), Y4=r-cos(®1+

+de) *sin(Aq+dA), Z4=r-sin(¢®q+de) (7.4)

Nach Berechnung des ersten Kartons des ersten Streifens werden
die Punkte 3 und 4 dieses Kartons flir den ndchsten Karton als
Eckpunkte 1 und 2 angenommen und mit Hilfe der Gleichungen
(7.3) und (7.4) seine Eckpunkte 3 und 4 berechnet. Auf diesem
Weg sind alle n Kartons des ersten Streifens (n=2-m.r/S) de-
finiert. Die Kartons des zweiten Streifens werden dann so fest-
gelegt, daB die bekannten Eckpunkte 2 und 4 des ersten
Streifens jeweils den Eckpunkten 1 und 3 des zweiten Streifens
entsprechen usw. Der ProzeB wird beendet, wenn der Eckpunkt

2 oder 4 eines Kartons gleich oder grdBer als ein bestimmter

Zo-Wert ist.

/.38 Mathematisches Grundprinzip der Verebnung

Wie im Kapitel 4.2. beschrieben, besteht das Prinzip der

Differentialumbildung darin, daB man

im Abbild (Ebene des Kartons) einen quadratischen Raster
definiert,
- diesen Raster mit Hilfe der Abbildungsgleichungen der

Zentralprojektion (mit dem Kugelmittelpunkt als Projektions-

zentrum) auf die Objektoberfldche projiziert,

- diese Objektpunkte in die photographische Vorlage (Bild)
mit Hilfe der Zentralprojektion (Aufnahmestandpunkt als

Projektionszentrum) transformiert und

- die Vorlage so umbildet, daB der so erhaltene verzerrte

Raster eine quadratische Form annimmt.
Zur Durchfihrung dieser Schritte arbeiten wir wie folgt:

Fiir jeden Karton (R) wird ein lokales Koordinatensystem (x,y,z)

so definiert (Abb.7.4), daB in der Polyederkante 13 die y-
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Achse liegt und die x-Achse senkrecht auf y steht. Die Koordi-
naten der vier Eckpunkte 1, 2, 3 und 4 des Kartons (R) werden

nun im (x,y,z)-System errechnet:

£4=0 r ¥1=0 r 29=0
x2=s12-sin(u), Yp=Sq13°cos(u), 2z,=0
(7.5)
X37X, r Y3=Sq3 ¢ 23=0
X4=X2 7 y4=y2+s 24 ’ Z4=O

mit11=anxnds13—sz4)/(2's12),

s14=V (X3 =X5) 24 (v;-¥4) 2+(2;-25) 2, i=3=1,2,3,4
Die Anzahl Nprof der Profile und die Anzahl Npkt der Punkte pro

Profil folgen dann aus:
Nprof=x,/s, Npkt=s13/s mit s=Rasterweite (7.6)

Nach Definition des quadratischen Rasters in der xy-Ebene des
Systemes (x,y,z) werden die Parameter der dreidimensionalen
Ahnlichkeitstransformation, die notwendig ist, um vom (x,y,2z)-
System ins (X,Y,Z)-System iiberzugehen, anhand der Koordinaten
der vier Eckpunkte in beiden Systemen berechnet. Die Parameter
dieser Transformation werden mit einer Ausgléichung bestimmt,
da fir die Bestimmung ihrer Parameter nur 3 Punkte erforderlich
wdren, aber 4 Punkte (Eckpunkte) vorhanden sind. Die Verbes-
serungen der Ausgleichungen sind lediglich die Auswirkung der
Rechenungenauigkeit.

Der Raster wird dann ins Kugelsystem (X,Y,Z) transformiert:

= = = _1
Yl] = Y.] +R- ylj (7.7)
o B U8 KAl N &

wobei:Xij, Yij' Zij sind die Koordinaten eines auf dem

Karton liegenden Punktes P; .+ im Kugelsystem,

j
X1, Yi, 24 sind die Koordinaten des Eckpunktes 1
des Kartons im Kugelsystem,

R(a,B,Y) ist die Drehmatrix des (x,y,z)=Systemes



in Bezug auf das (X,Y,Z2)-System,

Xij'yij'zij sind die Koordinaten des Punktes Pij im

System des Kartons.
Z

Abb.7.4: Festlegung des Kartonsystemes im Kugelsystem

Vom Karton werden anschlieBend die Rasterpunkte mit Hilfe einer
Zentralprojektion (Kugelmittelpunkt als Projektionszentrum) auf
die Kugel wie folgt projiziert:

Die Gerade (g), die durch den Rasterpunkt Pij und den Kugel-
mittelpunkt geht, ist als Schnittgerade zweier Ebenen (E1);und
(E2) definiert:

(E1): (X—XO)(Yij—Yo)=(Xij—Xo)(Y—Yo) (7.8)

(E2): (X—XO)(Zij—ZO)=(Xij—XO) (Z-Zo)
mit X =Y =2 folgt: z=(zij/xij)x, Y=(Yij/Xij)X (7.9)
Schnittpunkt PIj dieser Geraden mit der Kugel (O,r):

e I R 2092 1v2 492 y_y2 v2_
X“+Y4+Z4-r4=0 X (X13+Yij+zij) Xin =0
Y=(Yij/Xij)X > Y=(Yij/Xij)X , (7.10)
z=(zij/xij)x z=(zij/xij)x

Das Gleichungssystem (7.10) ergibt zwei Schnittpunkte, wobej

der Punkt mit dem positiven Z-Wert unter die Bezeichnung PIj



weiter verwendet wird:

x _ xhl mv? w2
Xij_xij r Vﬂxij+yij+zij)
* - ex®.
Yiy=(Y; /%, ) XY g (7.11)
* = XX,

Mit Hilfe von PaBpunkten werden dann die Parameter der duBeren
und eventuell der inneren Orientierung der Aufnahme errechnet.

Die Punkte P;j der Kugeloberfldche werden schlieflich mittels

einer Zentralprojektion mit dem Aufnahmestandpunkt als Pro-
jektionszentrum ins Bild transformiert (Formel 6.17).

Die Kartons werden vom Aquator zum Pol kleiner; im Pol nehmen

sie die Form eines Dreieckes an. Diese Dreiecke wdren aber fiir

Arbeit des Restaurators unbequem. Darum ist die Produktion
fort-

die

der Kartons nur bis zu einem bestimmten Parallelkreis (wo)

zusetzen und der Gesamtbereich des Poles auf einen einzigen
Karton umzubilden.
Dieser Karton (R,) ist von den Deckseiten der Kartons des

letzten Streifens begrenzt und hat somit die Form eines ebenen

Vieleckes mit gleich groBen Seiten. Die Herstellung dieses

Kartons erfolgt nach dem gleichen Prinzip, das in folgenden

Schritten ablduft (Abb.7.5):
Az=Z Ag
Sp 7

~ N
N

=

—-——mm e m- o

i

I
’
14
7
’

¢i—¢——\ ! 3\
’Il 1
[
[}
1

/7 Lo =
/A ' Wy - 4 0 J
Y ! RIS W \ I
] - 7 ' \ 7
/7 | / e \ w3 Y

fx

A
Abb.7.5: Umbildung des Bereiches im Scheitelpunkt



= Definition der Gr&Be des Rasters aufgrund des bekannten

Parallelkreises (@O):
sR=r-(n—2-¢o) (7.12)

= Definition der Anzahl Nprof der Profile und der Anzahl Npkt
der Punkte pro Profil:

Nprof=Npkt=sp/s

- Definition eines kartesischen Koordinatensystemes (x,y,2),
das auf (Ry) liegt und dessen z-Achse mit der Z-Achse des

Kugelsystemes (X,Y,Z2) zusammenfdllt,

o Definition des quadratischen Rasters auf (Ry) im (x,y,2z)-

System,

= Transformation des Rasters ins Kugelsystem (Formel 7.7 mit

R=Einheitsmatrix und X¢=Y1=0),

= Projektion des Rasters von der Ebene (R,) auf die Kugel-
oberfldche mit Hilfe einer Zentralprojektion (Kugelmittel-
punkt als Projektionszentrum, Formeln (7.8) bis (7.11)),

= Transformation des Rasters von der Kugeloberfldche ins Bild
mit Hilfe einer Zentralprojektion mit dem Aufnahmestand-

punkt als Projektionszentrum (Formel (6.17)).

Da bei der Herstellung sowohl der seitlich angeordneten Kartons
als auch des Polkartons die gleiche Projektionsart (Zentralpro-
jektion mit dem Kugelmittelpunkt als Projektionszentrum) ver-
wendet wurde, bestehen keine Klaffungen oder Bildliicken zwischen

den verschiedenen Kartons.

7.4. Programmrealisierung

Fliir die praktische Durchfiihrung der genannten Methode wurde
das FORTRAN-Programm TROUL entwickelt, das im Anhang 7.1 in
Form eines FluBdiagrammes angegeben ist. Es fiihrt folgende Auf-

gaben aus:

= Definition des Polyeders und Speicherung der Koordinaten



der vier Eckpunkte aller Kartons,
= Definition des quadratischen Rasters auf dem gewilinschten
Karton, '

- Berechnung der Parameter der dreidimensionalen Ahnlichkeits-
transformation mit Hilfe des Unterprogrammes ORTRA3 (Insti-

tut flir Photogrammetrie der TU Wien),

= Transformation des Rasters vom Kartonsystem (x,y,z) ins

Kugelsystem (X,Y,2),

= Projektion der Rasterpunkte vom Karton auf die Objektober-
fldche (Kugeloberfldche) mit Hilfe einer Zentralprojektion

(Kugelmittelpunkt als Projektionszentrum),

=~ Transformation der PaBpunkte und Rasterpunkte vom Kugel-

system ins Kartonsystem,

S Errechnung von einigen Parametern, die fiir das Starten des

zweiten Teiles des Programmes SORA-OP notwendig sind.

7.5. Praktisches Beispiel

Um die Methode zu erproben, wurde die Kuppel der Katholikon-
Kirche des byzantinischen Klosters "Ossios Loukas", Griechen-
land, bearbeitet. Von Prof.Dr. J. B a d e k a s (Institut fiir
Photogrammetrie der NTU Athen) wurden eine Stereocaufnahme der
Kuppel und PaBpunktunterlagen zu Verfiigung gestellt. Die Auf-
nahmen wurden in vertikaler Richtung mit der Wild P31 bei
kombiniertem Tages- und Kunstlicht gemacht. Sie sollten im
Rahmen einer Diplomarbeit nur fiir eine Strichauswertung ver-
wendet werden. Fir eine qualitativ hochwertige Umbildung ist
der gewdhlte BildmaBstab leider zu klein.

Als PaBpunkte konnten nur 5 Punkte aus den Unterlagen gefunden
werden. Die beiden Bilder wurden deshalb in den Wild STK1 ein-
gelegt und gut identifizierbare Details der Fresken als zu-
sdtzliche PaBpunkte gemessen. Nach einer rechnerischen relati-
ven und absoluten Orientierung des Stereopaares hatte man auch
die rdumlichen Koordinaten der zusdtzlichen PaBpunkte im loka-
len System (i,?,i). Die zwanzig neuen PaBpunkte wurden so ge-

wdhlt, daB sie eine gute Verteilung in der Kuppel ergaben. An-
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hand der lokalen Koordinaten aller PaBpunkte wurde mit Hilfe
des Programmes DEFELID (siehe Kapitel 5) die Lage (io,Qg,Eo)
und Orientierung (a, B, Y) eines Ellipsoides berechnet. Bei
den drei Achsen wurden Abweichungen nur von 12cm festgestellt,
so daB die Kuppel als eine Kugel mit einem Radius von 4.28m
angenommen wurde.

Zum Zeitpunkt der Bearbeitung dieses Beispieles enthielt das
Programm DEFELID noch nicht die zus&dtzlichen Gleichungen (5.22).
Das Koordinatensystem der Kugel hat deshalb die Neigungen a=
=49.16 und B=Og.99 gegeniiber den X- und Y-Z&achsen, obwohl die
Horizontierung des Kugelsystemes zweckmédBiger gemessen wdre.
Die Kartons wurden in zwei Streifen (Streifen 1: =229.28 bis
449.56, und Streifen 2: m=44g.56 bis 66g.84) angeordnet. Jeder
Streifen enthielt 18 Kartons. Im Aquator und im Hauptmeridian
ist die Bogenldnge jeder Seite 1.50m. Die Produkte dieser Um-
bildung wurden im MaBstab 1:30 geliefert. Thre Seiten besitzen

folgende Gr6Ben ( in cm ):

GRUNDSEITE DECKSEITE LINKER bzw.RECHTER RAND
STREIFEN 1: 4.61 3.61 4.97

STREIFEN 2: 3.61 2.17 4.97

Die so erhaltenen Kartons kdnnen entweder entiang der verti-
kalen oder horizontalen Begrenzungslinie klaffungsfrei zusammen-
gelegt werden. Aus einer der beiden Aufnahmen (Abb.7.6) wurden
sowohl die Kartons der Streifen als auch der Polkarton um-
gebildet. Abb.7.7 zeigt die Kartons der zwei Streifen entlang

der horizontalen Begrenzungslinie zusammengelegt.



Abb.7.6: "0OSSIOS LOUKAS", Griechenland: Aufnahme mit der Wild P31

Abb.7.7: "0SSIOS LOUKAS", Griechenland: Kartons des ersten und .
zweiten Streifens zusammengelegt entlang der horizonta-

len Begrenzungslinie (OriginalmaBstab 1:30)
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8. VEREBNUNG EINES DREIACHSIGEN ELLIPSOIDES MIT HILFE
EINES POLYEDERS

oe Allgemeines

Die bis jetzt besprochenen Methoden beschrédnken sich auf die
Kugel. Eine groBe Anzahl von Kuppeln erweist sich aber nicht
als kugelfdrmig. Darum wurde eine allgemeinere Fldche gesucht,
die die Kugel als Grenzfall einschlieft. Als solche Fldche bot
sich ein dreiachsiges Ellipsoid und als Projektionsflédche
wieder ein Polyeder an.

Die L&sung des Problemes der Verebnung eines dreiachsigen

Ellipsoides erfolgt in zwei Hauptschritten:

1. zuerst ist die Fl&dche des Ellipsoides auf die Ebenen des

Polyeders zu projizieren, und
2. anschlieBend die Polyederfldche zu verebnen.

Fir die Projektion des Ellipsoides auf das Polyeder eignet

sich besonders eine orthogonale Projektion auf das Ellipsoid
(eine auf das Polyeder orthogonale Projektion oder eine Zentral-
projektion mit dem Ellipsoidmittelpunkt als Projektionszentrum

fiihrt zu Bildlicken entlang der Kanten des Polyeders).

8. 2. Definition des Polyeders

Zuerst definieren wir ein kartesisches Koordinatensystem (X,Y,Z2),
dessen Achsen mit den Halbachsen a, b und c des Ellipsoides

zusammenfallen (Abb.8.1).

Abb.8.1: Zuordnung des Polyeders zum Ellipsoid
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Die Zuordnung des Polyeders zum Ellipsoid kann dadurch ver-
deutlicht werden, daf das Ellipsoid mit zwei Gruppen von Ebenen
(H) und (Z2) geschnitten wird. Die Ebenen (H) sind parallel zur
XY-Ebene (Aquatorialebene), und die Ebenen (Z) enthalten die
Z-Achse. Die Abstédnde der Ebenen (H) werden durch gleich lange
Bogenabschnitte S entlang des Hauptmeridianes (Meridian dessen
Ebene die X- und Z-Achsen enthdlt) festgelegt. Zwei benach-
barte Ebenen (Zj) und (Z54+1) bilden einen Winkel dkj, dem

die konstante Bogenldnge S auf der Aquatorialellipse gegen-
iberliegt (Abb.8.2). Die Ebenen (Zj) schneiden -in Abhdngig-
keit des Winkels dA.: (Abb.8.2)- das Ellipsoid in verschiedenen

J
Z
L4 /L\ (Hy.)
5 Q’} N // \\ (Hu')
NV T
— . X

\ (Z/"}
<)

Abb.8.2: Definition des Polyeders

Schnittkurven (Zj). Diese Schnittkurven sind Ellipsen, die

eine gemeinsame Halbachse haben (die Halbachse c des Ellipso-
ides) . Ihre andere Halbachse a (Schnittgerade der Aquatorial-
ellipse mit der Ebene (Zj)) ist eine Funktion des Winkels Aj
und der Halbachsen a und b des Ellipsoides (2bb.8.2). Zu den

Halbachsen aj kommt man nach folgenden Ableitungen (Abb.8.3):

(X/a) 2+ (Y/b)2=1 == a2b2=p2x2+a2y2 (8.1)

a§=a§(b2X2+a2Y2)/(b2X2+a2Y2)=

= 2x2+a2y2)/(b2(x2/a§)+a2(Y2/a§)) (8.2)

(8.1) in (8.2) : a§=a2b2/(b2(X2/a§)+a2(Y2/a§)) (8.3)
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i ilt: Al)= . in(A.)= .
Andererseits gilt: cos( J) X/aJ und sin( J) Y/aJ (8.4)

2 2(

(8.4) in (8.3): a§=a2b2/(b cos kj)+a2sin2(kj)) oder nach

Einfiihrung des Quadrates der numerischen Exzentrizitdt

e‘12=(a2—b2)/a2 ergibt sich:

aj= b (8.5)
V1—e$cosz(lj)

Damit ist jede Schnittellipse (aj,c) der Ebenen (Zj) mit dem
Ellipsoid festgelegt. Nun wdren noch die Schnittkurven (hi)
der Ebenen (Hi) mit dem Ellipsoid zu bestimmen, und zwar in
Abhdngigkeit der verschiedenen 7Z; vom Aquator. Die Schnitt-
kurven (hi) sind auch Ellipsen. Auf eine detaillierte mathema-
tische Formulierung kann hier verzichtet werden. Im Anhang
(8.1) ist sie zum Teil nachgeholt.

Wenn nun die Drehung der Ebene (Z) von A=09 bis 4009 und die
Verschiebung der Ebene (H) von Z=-c bis +c ablduft, ist die
Ellipsoidoberfldche mit zwei Scharen von Schnittellipsen be-
deckt. Die Schnittpunkte der Schnittkurven zweier benachbarten
Ebenen (Hj), (Hj4q) und (Zj), (Zj+1) sind die Eckpunkte 1, 2,
3 und 4 einer Ebene (R) des Polyeders (Abb.8.1). Eine solche
Ebene ist wieder ein Karton im Sinne des Abschnittes 7.1. Im
Anhang (8.1) ist bewiesen, daB diese vier Eckpunkte eines
Kartons in einer Ebene liegen.

Die Definition der Koordinaten der Eckpunkte aller Kartons im
Ellipsoidsystem (X,Y,2) lduft in folgender Reihenfolge ab (Abb.8.3):

= Einteilung der Aquatorialellipse (a,b) in n gleiche Bogen-

ldangen S

b
n=(4(1/b) ‘ﬁ(bz-efyz)/(bz—yz)dy)/s (8.6)
o

Die Koordinaten X, Y der n+1 Punkte A%(j=1,2,...,(n+1))

ergeben sich aus den Beziehungen der Seite 28 bis 29 .

- Einteilung der Ellipse (a,c) des Hauptmeridianes in m gleiche

Bogenldangen S :
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: C
n=((1/¢) _J \((c?-e22%)/ (c?-22)dz) /s (8.7)
O
mit e% = (az—cz)/a2

Die Koordinaten X, Z der m+1 Punkte A}(i=1,2,...,(m+1))

ergeben sich aus den Beziehungen der Seite 28 bis 29.

= Berechnung der Halbachsen aj der Ellipsen (aj,c) fir jeden

Punkt A; mit der Formel (8.5), wobei Xj=arctan(Yj/Xj).

- Berechnung der Punkte A§ auf den Ellipsen (aj,c) so, daB

2.
zAj_zA$.

ungsmeridian

|inker Begrenz

Karton (R)

Abb.8.3: Festlegung der Eckpunkte des Kartons (R) des Polyeders

Somit sind n+1 Punkte Ag(j=1,2,...,(n+1)) definiert, die in
einer gemeinsamen Ebene liegen und nichts anderes als die

oberen Eckpunkte der Kartons des ersten Streifens sind.

= Wiederholung dieses Prozesses flir die Punkte A?(j=1,2,...,

(n+1)) mit ZA%=Z

Nach m Wiederholungen haben wir in das Ellipsoid das Polyeder

, usw.
A3

eingeschrieben. Seine Ebenen werden vom Aquator zum Pol zu

kleiner. Sie haben die Form eines Trapezes. Dort, wo die Krimmung
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der Begrenzungsellipse bzw. des Begrenzungsmeridianes kleiner
ist, bilden die Ebenen (Zj) einen gr&Beren Winkel bzw. haben
dic Ibenen (Hi) cinen groBeren Abstand von einander als in

Bereichen mit gr&Berer Krimmung.

8.43.. Mathematisches Grundprinzip der Verebnung

Wie schon bekannt, erfolgt die Verebnung des Ellipsoides nach

folgenden Schritten:

- Definition eines quadratischen Rasters mit der Rasterweite

s im Abbild (Ebene des Polyeders),

- Projektion des Rasters auf das Ellipsoid so, daBR die Pro-

jektionsrichtung normal zur Ellipsoidoberfl&dche steht,

- Projektion des auf die Objektoberfldche (Ellipsoid) pro-
jizierten Rasters ins Bild (Vorlage) mit Hilfe einer
Zentralprojektion mit dem Aufnahmestandpunkt als Pro-

jektionszentrum, usw.

Die Realisierung dieser Schritte beginnt mit der Definition
eines lokalen kartesischen Koordinatensystemes (x,y,z) mit
dem Ursprung im Eckpunkt 1 auf jeden Karton (R). Die y-Achse
geht durch die Eckpunkte 1 und 3; die x-Achse liegt in der
Ebene. des Kartons und die z-Achse steht schlieBlich senkrecht

auf dem Karton (Abb.8.4). Jedes lokale System hé&ngt liber eine

y A

Abb.8.4: Festlegung des Kartons auf dem Ellipsoid
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rdumliche Transformation (drei Translationen und drei Drehungen)
mit dem zentral gelagerten Ellipsoidsystem (X,Y,2) zusammen
(siehe auch Seite 42, Formel 7.7).

Die Koordinaten der vier Eckpunkte im lokalen System des Kartons
kbnnen anhand der im Ellipsoidsystem bekannten Koordinaten be-
rechnet werden (Abb.8.5):

2

Ay /
red \/
855 ‘ =y

S

Abb.8.5: Festlegung der Eckpunkte 1, 2, 3 und 4 im lokalen
System des Kartons (R) b

i 2 - 2 ; g =
u=arccos(sy,+(s,3-53,) )/ (2 S15° (83 So4)) (8.8)
1 : o, 0, 0)

2 (s1z-sin(u), s12-cos(u) ; O) .
3 H ( O, s13l O) .4

mit sij=\/(xi—xj)2+(yi—yj) 2+(24-25)2, 1,3=1,2,3,4

Dann wird ein quadratischer Raster mit der Rasterweite s auf
den Karton im System (x,y,2z) definiert, wobei sich die Anzahl
Nprof der Profile und die Anzahl Npkt der Punkte pro Profil
wie folgt ergibt:

Nprof= EZ, Npkt=(max (yq,¥2,¥3,Y4)-min(yq,¥2,Y3.¥4) ) /s (8.10)
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AnschlieBend werden die Rasterpunkte vom lokalen System (X,y,z)

ins Ellipsoidsystem (X,Y,%2) transformiert (Formel 7.7).

Jetzt muB der Raster vom Karton auf das Ellipsoid orthogonal
projiziert werden. Flir die Durchfihrung dieser Projektion wurde
eine iterative Methode entwickelt, die auf folgenden Gedanken

basiert (Abb.8.6):

= Gesucht ist die Richtung 3, die einen Punkt Pij des Kartons

senkrecht auf das Ellipsoid bringt.

= Diese unbekannte Richtung wird zuerst mit einer anderen
Richtung 35 approximiert, die auf dem Karton senkrecht
steht. Die Richtung 35 ist im normalen Vektor Ro auf die
Ebene des Kartons r-.e5+D,=0O enthalten. Der Vektor r ver-
bindet einen beliebigen Punkt des Kartons mit dem Ellipso-
idmittelpunkt; ey ist der Einheitsvektor von Ro; D, bedeutet
den Abstand des Ellipsoidmittelpunktes vom Karton.

- Die Gerade (g,), die durch Piy geht und die Richtung 36
enthdlt, hat die Gleichung (r-rpij)xRo=O. Der Vektor r ver-
bindet in diesem Fall.einen beliebigen Punkt der Geraden
(go) mit dem Ellipsoidmittelpunkt. Die Gerade (gy) schneidet
das Ellipsoid im Punkt PJ.

= Der Normalenvektor Rl auf die in P; tangierende Ebene
r-eq+D1=0 enth&dlt die Richtung Eﬂ.

= Die Gerade (gq), die durch Pij geht und die Richtung 3}
enthdlt, hat die Gleichung (rfrpij)le=O. Sie schneidet das
Ellipsoid im Punkt P¥, in dem eine neue Tangentialebene (tey)

definiert werden kann, usw.

Die Iteration wird beendet, wenn der Abstand PﬁP£+1 kleiner als
eine vorgegebene Schranke ist. Die Praxis hat gezeigt, daB die

Methode sehr schnell konvergiert.

Hinter der beniitzten Vektorschreibweise verbergen sich folgende

Rechenoperationen:

Die Ebene des Kartons hat die Gleichung:

AOX+BOY+COZ+DO=O (8.11)
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mit @ A_=YqZ,+¥,23+Y32 -Y12,-Y)Z,-Y32,
B, =X12Z3+X,2%,+X325-X1Zy~X%3-X3 21
Co=X1Yy+Xp¥3+X3Y1-XY3-Xo¥1~X3Y)
Dy =X1Y32+XpY Z3+X3Y 2 -

—(X1Y2Z3+X2Y3Z1+X3Y122)

Die Gerade (g,), die durch Pij geht und senkrecht auf dem Karton

steht, hat die Gleichung:
(X—Xij)/Ao=(Y—Yi.)/B =(z—zij)/cO (8.12)

Der Schnittpunkt P; der Geraden (go) mit dem Ellipsoid (a,b,c)
ergibt sich &ls LOsung des Gleichungssystemes:

XBo-Xj§Bo=YAs-Yj iAo Y=(B,X-B XlJ+AOYlJ)/A
XCo=X14Co=2RAo=2; 5Rg == 2=(CoX-CoXj+AgZi4) /Ay =
X2/a2+Y2/b2+Z2/cz=1 1=X2/a2+Y2/b2+Zz/c2
Y= (B X-BoX; 3#RoYij) /Ao

= 7=(CoX-CoXj+Ro?ij)/Po (8.13)

0=A*X2+B*X+C*
Daraus ergeben sich die beiden L&sungen:

*
-B*+VD*) / (22%), ¥i=(BoX] ~BoX; j¥heka )
Z1—( 1 COle AOle)
-s*+VD*) / (22%), ¥5=(BoX3-BoX; j+A5Y; 5)

* *
75=(CoX7=CoXi+RoZ 4 5)

(8.14)

mit A*=a’p2c2+B2aZc?+cla%n?
B =2a (B 2(AOYJ_] -Bo J)+C b2( Ag ij_coxij))
*_a2 (o2
C'=a é (BoX; 4 (BoXj3=RoY ) tAoY 5 (AoY 44 Boxlj))2 >
*b2(CoX ;5 (CoXy 3mAgZ 3 §) ¥AGZ, 5 (AgZ; =C X 4)) =R b c

D*=B*2-4a*c*
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Von den zwei LOsungen des Gleichungssystemes (8.13) verwenden
wir die mit dem positiven Z-Wert und bezeichnen sie mit (XS,YS,
z*). Die Tangentialebene (te1) des Ellipsoides im Punkt p* (Xo,

o

*,2*) wird berechnet aus:

YO’ o

(teq): A X+BY+Cy 4+D,=0 (8.15)
mit A,=x*b%c?, B,=v*a2c?, c =23a??, D,=-a%b2c?
Der Schnittpunkt P1 der Geraden (g1), die durch Pij geht und
senkrecht auf der Tangentialebene (te1) steht, mit dem Ellipsoid
ergibt sich aus den Formeln (8.13) und (8.14) wobei flir Ao, Bo’

Cor Dg die GroéBen Aq, Bq, C1, D1 zu setzen sind, usw.

Abb.8.6: Projektion des Rasterpunktes Pij vom Karton auf das
Ellipsoid

Anhand vorhandener Pafpunkte wird dann die dufere und eventuell
die innere Orientierung der Aufnahme berechnet und der Raster

von der Objektoberfldche ins Bild transformiert, usw.

Aus den gleichen Griinden wie bei Kapitel 7 werden die Kartons
nur bis zu einer bestimmten Horizontalebene (Hi) erzeugt. Der

Polbereich wird zusammenhdngend auf einen eigenen Karton umge-
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bildet (Abb.8.7). Dieser Karton hat die Form eines ebenen Viel-
eckes. Seine Seiten sind die oberen Begrenzungslinien der
Kartons des letzten Streifens. Die Umbildung erfolgt hier wie

bei der Herstellung der seitlichen Kartons:

= Definition des quadratischen Rasters auf der Ebene des Viel-

eckes,
- Orthogonalprojektion der Rasterpunkte auf das Ellipsoid,

- Transformation der Rasterpunkte von der Ellipsoidoberflé&che

ins Bild, usw.

Abb.8.7: Definition des Kartons fiir die Umbildung im Polbereich

8.4. Programmrealisierung

Flir die Realisierung der obgenannten Methode wurde das FORTRAN-
Programm ELLID entwickelt, das im Anhang 8.2 in Form eines FluB-
diagrammes zusammengestellt ist.

Das Programm definiert die Ebenen des Polyeders und speichert
die Koordinaten ihrer Eckpunkte im Elliﬁsoidsystem auf einer
Magnetplatte. Dann greift es zum gewlinschten Karton und anhand
seiner Eckpunkte berechnet es den quadratischen Raster im loka-
len System des Kartons. Anschliefend werden mit Hilfe des Unter-
programmes ORTRA3(Institut flir Photogrammetrie der TU Wien) die
Parameter der dreidimensionalen Transformation vom lokalen System
des Kartons ins Ellipsoidsystem berechnet. Nach Transformation

der Rasterpunkte ins Ellipsoidsystem projiziert das Programm die
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Rasterpunkte senkrecht zur Ellipsoidoberfldche. Zum SchluB
werden PaBpunkte und Rasterpunkte Mom Ellipsoidsystem ins
Kartonsystem transformiert und einige Parameter, die filir das
Starten des zweiten Teiles des Programmes SORA-OP notwendig

sind, berechnet. Die Fortsetzung lduft in der bekannten Weise.

8. 151, Praktisches Beispiel

Als Beispiel wurde nach Anregung von Herrn Dr. H. F or a -

m i t t i die Kuppel der Karlskirche bearbeitet. Fiir Restau- -
rierungs- und Dikumentationszwecke sollten seit langem die
Fresken der Kuppelinnenseite photographisch abgewickelt werden.
Der Hochschuljubildumsfonds der Stadt Wien hat dieses Projekt

finanziell unterstiitzt.

Um einen guten BildmaBstab zu erreichen, der die Umbildung im
MaBstab 1:50 bis 1:10 erlaubt, wurde die Kuppel nicht vom Boden
sondern vom Kuppelrundgang aus photographiert. Die Aufnahmen
wurden mit der Wild P31 bei Tageslicht gemacht (Abb.8.12). Von
jedem Fenster des Kuppelrundganges wurden zwei Aufnahmen ange-
fertigt, eine mit dem exzentrischen Mittelpunkt des Bildformates
nach links, und eine nach rechts. In allen Fenstern standen
Stative, auf die abwechselnd die Zieltafeln und die Kamera ge-
setzt wurden. Nach dem Photographieren wurden mit dem elektro-
nischen Entfernungsmefgerdt Wild DI3S die Distanzen und mit dem
Theodolit Wild T2 die Richtungen in zwei S&tzen zu den sicht-
baren Stativen gemessen. Aus den Messungen berechnete das Pro-
gramm NETZ 3D (Institut fir Landesvermessung der TU Wien) nach
einem dreidimensionalen Netzausgleich /10/, die Raumkoordinaten

~

der Auinahmestandpunkte in einem lokalen Koordinatensystem (i,?, ) .

Flir die Bestimmung der Form der Kuppel und ihrer Lage und Orien-
tierung im lokalen System wurden gut identifizierbare Details
der Fresken als PaBpunkte -insgesammt 32- zusdtzlich bestimmt.
Die Richtungen zu jedem PaBpunkt wurden von drei verschiedenen
Standpunkten aus mit dem Wild T2 gemessen. Ihre Koordinaten im
System (§,§,§) ergaben sich aus Vorwdrtsschnitten.Flir jedes

Koordinatentripel i, Y, 7 ergaben sich drei Werte (Zweierkombi-

nation der drei gemessenen Richtungen). Die Mittelung ergab end-



gliltige Koordinaten der PaBpunkte. Mit Hilfe des Programmes
DEFELID (siehe Kapitel 5) wurden die Parameter jenes Ellipsoides,
das die Kuppel approximiert, berechnet, und Lage und Orientie-
rung im lokalen System bestimmt. Danach wurden Standpunkte und
PaBpunkte vom lokalen System (?,?,E) in das Ellipsoidsystem
(X,Y,2) transformiert (Formel 5.23).

Die Kartons wurden mit Hilfe der in diesem Kapitel beschrie-
benen Methode im MaBstab 1:30 produziert. Um einen besseren
Eindruck von der Verebnung der gesamten Kuppel zu bekommen,
wurden alle vier Eckpunkte eines jeden Kartons vom dreidi-
mensionalen Kartonsystem in ein {libergeordnetes ebenes System
transformiert und am CORAGRAPH DC2, den der Fond zur FOrderung
der wissenschaftlichen Forschung zur Verfiligung gestellt hat,
gezeichnet (Abb.8.13). Auf jeden umgebildeten Karton wurden
seine vier Eckpunkte und die Begrenzungslinien auf das Negativ
graviert. Auf diese Weise erkennt man, daf beim Zusammenfiigen
der einzelnen Kartons keine Ubertragungsfehler auftreten. Zur
Demonstration sind in der Abb.8.14 die 5 Kartons der ersten

10 Streifen zusammengelegt.



Abb. 8.12: Karlskirche, Wien: Aufnahme mit der Wild P 31
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Abb.8.13: Abwicklung der gesamten Polyederfliche (Original-

maBstab 1:200),

gezeichnet am CORAGRAPH DC2



Abb. 8.14: Kartons im MaBstab 1:50 von p = 0% bis ¢ = 77521 und von » = 0° bis » = 3453



9i. GENAUIGKEITSUNTERSUCHUNGEN

9].ill. Allgemeines

In den vorhergehenden Kapiteln wurde hauptsdchlich die photo-
graphische Verebnung einer Kugel und eines dreiachsigen Ellipso-
ides unter Verwendung verschiedenartiger Projektionsfl&dchen be-
handelt.

Da die zu verebnenden Fl&chenin der Regel in zwei Richtungen
gekrimmt sind, entstehen bei der Verebnung Verzerrungen. Ihre
GrdBe hdngt von der angewandten Projektionsfldche sowie von
der verwendeten Projektion auf die Projektionsfldche ab.

In diesem Abschnitt (9.2) werden diese Projektionsverzerrungen
untersucht. Dabei wird die in der Kartographie iibliche forma-
listische Betrachtungsweise aus den folgenden beiden Griinden

nicht eingeschlagen:

= Die angewandten Projektionen kdnnen im allgemeinen nur mit
Hilfe eines iterativen ProzeBes formuliert werden, sodaR
die formalistische Beschreibung der Verzerrungen grofRe

Schwierigkeiten machen wilirde.

- In erster Linie ist man an konkreten Zahlen fiir die Ver-
zerrungen interessiert, die sich filir die verschiedenen
Projektionen und Projektionsfldchen auf numerischem Weg

immer nach den gleichen Uberlegungen ermitteln lassen.

Es wurde deshalb ein FORTRAN-Programm entwickelt, das auf

numerischem Weg die Verzerrungen in beliebigen Punkten berechnet.

Unabhédngig von diesen Verzerrungen wird die Genauigkeit des
photographischen Endergebnisses noch von folgenden Fehlern be-

einfluBt:

- Annahme, daB die Punkte des verzerrten Rasters im Bild
geradlinig verbunden werden und entlang der Rasterseiten

linear interpoliert wird, und

= Bauungenauigkeit (Abweichung des Baues von der mathematisch

definierten Oberflé&dche).



Die entsprechendenFehler nennen wir "Interpolations"- und "Bau-
ungenauigkeitsfehler". Auch diese Fehler werden in diesem Kapi-
tel ((9.3) und (9.4)) mit Hilfe von dazu entwickelten Pro-

grammen behandelt.

9.2. Projektionsverzerrungen

Nennen wir die zu verebnende Fldche (F) und die abwickelbare
Projektionsfldche (R). Es wird zwar der quadratische Raster
auf (R) definiert und mit Hilfe des Algorithmus (£)=1 auf (F)
Ubertragen, doch entspricht diese Vorgangsweise einer Pro-
jektion von (F) auf (R) mit dem Algorithmus (f) (Abb.9.1).

Abb.9.1: Definition der Indikatrix

Um die Verzerrungen dieser Projektion in einem beliebigen Punkt
PR zu errechnen, definieren wir die Tangentialebene (T) auf (F)
im Punkt Pp und einen infinitesimalen Kreis (P,dr)p in Pp auf
(T) . Wie bei der formalistischen Betrachtungsweise der Verzer-
rungen in der Kartographie nehmen wir auch hier an, daf fir den

infinitesimalen Bereich die Beziehung zwischen (F) und (R)



eine Affinitdt ist. Das bedeutet, daB der Kreis (P,dr)F zZu
einer Ellipse (P,a,b)R wird, wenn man ihn mit Hilfe von (f)
auf (R) bringt. Die Ellipse (P,a,b)r ist nichts anderes als
die Tissotsche Indikatrix, mit deren Hilfe man die Verzerrungen
berechnen kann.

Flir die komplizierteste Umbildung in dieser Arbeit, die Um-
bildung des dreiachsigen Ellipsoides mit Hilfe des Polyeders,
wurde ein FORTRAN-Programm (Programm ACCUR1, FluBdiagramm im

Anhang 9.1) entwickelt und die Verzerrungen berechnet.

Im Fall der Kugel braucht man nur a=b=c=r zu setzen. Wenn eine
andere Projektionsfldche angewandt wird (z.B. Zylinder),

arbeitet man nach dem gleichen Prinzip.

Das Programm basiert auf dem Gedanken, daB im Punkt Pp des
Ellipsoides in der Tangentialebene (T) zundchst ein Kreis
(P,dr)p mit sehr kleinem Radius dr definiert wird (Abb.9.2).
Die Normale zu (T), die durch den Punkt Pp geht, schneidet

den Karton (R) im Punkt Pp. Dieser Punkt ist Mittelpunkt der
Indikatrix im Abbild. Da fir den Bereich des Kreises die Be-
ziehung zwischen dem Ellipsoid bzw. der Tangentialebene (T)
und dem Karton (R) als Affinitdt angenommen werden kann, kann
die Indikatrix sehr leicht als Funktion des Winkels a zwischen

den Ebenen (T) und (R) festgelegt werden (Abb.9.2).

Der kreisférmige 2ylinder, dessen Achse normal zur Ebene (T)
steht, schneidet den Karton (R) in einer Ellipse mit den
Achsen ap und bg, die durch die folgenden Beziehungen

errechnet werden koénnen.:
aR=dr/cos(a), bp=dr (9.1)

Fir die Definition der Indikatrix genligt also, die Richtung
der Schnittgeraden (€) zwischen (T) und (R) 2zu ermitteln. Wenn
(T) und (R) parallel sind, ist die Indikatrix gleich einem

Kreis mit dem Radius dr.

Das Programm ACCUR1 definiert einen quadratischen Raster auf
(R) und projiziert ihn orthogonal auf die Ellipsoidoberfldche.

In jedem Punkt Pp des so entstandenen Rasters wird nun die
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Tangentialebene (T) und auf ihr ein Kreis mit dem vorgegebenen

Radius dr definiert. Dann wird der Winkel & zwischen (T) und

(R) errechnet:

(T): ApX+BpY+CpZ+Dp=0 (9.2)

(R) ARX+BRY+CRZ+Dp=0 (9.3)

Abb.9.2: Beziehung zwischen dem infinitesimalen Kreis und der

Indikatrix

Man erhilt aus den Halbachsen a, b, ¢ und den Koordinaten des

Punktes Pp:
Ap=Xpp/a?, Bo=Ypy/b2, Cp=Zpn/c2, D =-1 (9.4)
PF e e ¢ TP e ’

Aus den Koordinaten der drei Eckpunkte 1, 2, 3 des Kartons (R)

folgt:

BR=X1Z3+X2Z1+X3Z2"X1ZZ-XZZ3-X3Z1 (9.5)



DR=X1Y3Z2+X2Y1Z3+X3Y221—X1YZZ3—X2Y3Z1—X3Y122

Der Winkel a.:

2, =2, 52
a=arccos((ARAT+BRBT4CRCT)/(VQAR+BR+CR)(A%+B%+C%))

(9.6)
Um die Richtung der ar-Achse zu bekommen, wird die Normale (n)

(n): (X-Xpp) /Ag=(Y-Yp,) /Bp=(%-Zpy) /Cy (9.7)

auf dem Karton (R) durch den Punkt Pp bestimmt. Der Schnitt-
punkt Py zwischen (n) und (R) hat folgende Koordinaten:

Xpy=XPp~ARP: Ypy=Ypp~BrO/s Zpy=Zpp=CRrP (9.8)
2 2 2
wobei: P=((AgXpp+BRYpp+tCrZpp+DR) /ARtBRICR))
Transformieren wir nun die Punkte Pr und Py vom (X,Y,Z)-System
ins (x,y,z)-System (Formel 7.7), so ist auf dem Karton die

Indikatrix festgelegt. Der Mittelpunkt ist der Punkt Pp und die
ar~Achse bildet mit der y-Achse den Winkel

3=arctan((XPN—XPR)/(YPN—YPR)) (9.9)
In der Abb.9.3 sind Ergebnisse dieses Programmes fir das
praktische Beispiel des Kapitels 8. angegeben. Anhand der ge-

rechneten Indikatrizen kann man die Ldngen-, Winkel-, und Fldchen-

verzerrungen in einem bestimmten Punkt errechnen /28/.

9.8k Interpolationsfehler

Wie im Kapitel 3. gesagt, erfolgt die Differentialumbildung
unter der Bedingung, daB die beliebigen Vierecke im Bild =zu
Quadraten im Abbild werden. Die Annahmen, daf die Punkte des
verzerrten Rasters im Bild geradlinig verbunden werden und ent-
lang der Rasterseiten linear interpoliert wird, fihrt zu

Fehelern im photographischen Ergebnis der Umbildung. Um solche
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Um die Fehler zu bestimmen, stellen wir folgende Gedanken an:
Wir nennen Qi die Eckpunkte und M; die Seitenmittelpunkte eines
Quadrates im Abbild. Nach der Durchfihrung der bekannten Rechen-
schritte enthdlt das Quadrat im Bild die Form eines Viereckes
mit den Eckpunkten g;. Nach den gleichen Rechenschritten kann
man auch die Seitenmittelpunkte M; vom Abbild in die Vorlage
transformieren. Diese Punkte sind im Abb.9.4 mit mj bezeichnet.
Andererseits sind die Punkte m; die Seitenmittelpunkte in der
Vorlage. Der Interpolationsfehler entspricht daher dem Abstand
HIH&. Allerdings ist die GroBe des Interpolationsfehlers im
Abbild von Interesse, d.h. die Abstdnde mimi sind in die Ab-

stdnde MjMj umzurechnen.

e J i
1

Abb.9.4: Definition des Interpolationsfehlers im Abbild und
in der Vorlage

Flir die Untersuchung solcher Fehler, die bei der photographischen
Umbildung eines dreiachsigen Ellipsoides mit Hilfe eines Poly-
eders entstehen, wurde ein FORTRAN-Programm entwickelt (Programm

ACCUR2, FluBdiagramm im Anhang 9.2), das folgendes leistet:

= Festlegung des zu untersuchenden Kartons (R) im Ellipsoid-
system (X,Y,2),

= Definition eines quadratischen Rasters (Punkte Qi im Abb.9.4)

im ebenen System (x,y,z) des Kartons (R),

= Definition der Seitenmittelpunkte (Punkte Mj; im Abb.9.4) im

quadratischen Raster,

= Transformation der Raster- und Seitenmittelpunkte von dem
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Karton- ins Ellipsoidsystem (Formel 7.7),

- Transformation der Raster- und Seitenmittelpunkte von dem
Karton orthogonal auf die Ellipsoidoberfl&dche (Formeln 8.11-
8.15) ,

- Transformation der Raster- und Seitenmittelpunkte vom
Ellipsoid ins Bild (Formel 6.17); die notwendigen Parameter
der inneren und duBeren Orientierung der Aufnahme werden
vom SORA-Protokoll, das ausschlieflich der Herstellung der
Kartons entstand, entnommen; die so erhaltenen Bildpunkte

sind die Punkte g; und mj im Sinne der Abb.9.4.

- Berechnung der Bildkoordinaten Emj: Nmj der Seitenmittel-

punkte mj im Bild,

- Berechnung des EinfluBes des Interpolationsfehlers mlml im
umgebildeten Produkt (Orthophoto), d.h. Berechnung von MiM1:

Es genligt, die Punkte mj vom Bild ins Orthophoto (Punkte M;) nach dem
Arbeitsvorgang des Avioplan zurick zu transformieren. Anhand der Bild-
koordinaten Eqn, Ngn der vier Eckpunkte n(=1,2,3,4) eines Raster-
quadrates und seiner Karton-Koordinaten xq,, yQu werden die Parameter
ay, by (1=0,1,2,3) der bilinearen Transformation (4.1) berechnet. Dann
missen wir anhand der bekannten Koordinaten xpy; und yy: ermitteln.

Dazu 16sen wir =-nach einem Vorschlag von Herrn Dipl.-Ing. J. J a n s a-
die zweite Gleichung der Beziehungen (4.1) nach y auf:

y=(N-bgy=b1x)/(bo+bsx) (9.10)
und setzen diesen Wert in die erste Gleichung der Beziehungen (4.1):

E(b2+b3x)=ao(b2+b3x)+a1x(b2+b3x)+a2(n-bo-blx)+a3x(n—bo—blx) =

=  Ax?+Bx+C=0 mit|A=a;bg-agb,, (9.11)
B= (alb2 a2b1)+(b3(ao -E)- 63(]3 -n)
C=b,(a,~E)-ay(by-n)

(9.11) ist eine quadratische Gleichung flr x. Sie liefert zwei L&sungen:
x,=(-B+VD)/(2A) und x,=(-B-VD)/(2A) mit DABZ-uAC (9.12)

Die Werte xq o setzen wir in (9.10) ein und erhalten zwei L&sungspaare
(Xl,Y7) und (x Y Als eigentlichen L&sung nehmen wir jenes LOsungs-
o2sr, Zas ;nnerhaib des im (x,y) -System definierten Quadrates liegt.

Ergebnisse dieser Untersuchung sind fiir das Beispiel des Kapi-
tels 8.5 in den Abb.9.5 und 9.6 angegeben (die Fehlervektoren



beziehen sich auf das Objekt, der VergrdBerungsmaBstab ist

also 20:1). Betrachtet man diese Abbildungen, scheinen die
Vektoren fehlerhaft und widersprﬁchlich zu sein. Da die bili-
neare Interpolation aber fiir jedes Rasterviereck getrennt erfolgt,
beziehen sich die Vektoren jeweils auf das Viereck, in das der
Pfeil zeigt. Innerhalb eines Viereckes dndern sich die Verzer-
rungen nur stetig (Beispiel im Abb.9.5) Die Rasterseiten sind

dagegen Unstetigkeitsstellen.

9.4. Bauungenauigkeitsfehler

Bei allen Methoden wurden die Rasterpunkte von der Hilfsfldche
auf eine theoretisch bestimmte Fldche projiziert. In Wirklich-
keit gibt es aber Abweichungen zwischen der mathematisch defi-
nierten Fl&dche (soll-Fldche) und der Wirklichkeit (ist-Fld&che)
(Abb.9.7).

Zur Untersuchung solcher Fehler bei der Verebnung eines drei-
achsigen Ellipsoides mit Hilfe eines Polyeders wurde ein
FORTRAN-Programm (Programm ACCUR3, FluBdiagramm im Anhang 9.3.)

entwickelt. Das Programm basiert auf folgenden Uberlegungen:

- Festlegung des zu untersuchenden Kartons (R) im Ellipsoid-

system (X,Y,Z2),

- Definition eines quadratischen Rasters im ebenen System (x,

y,2z) des Kartons (R),

- Transformation der Rasterpunkte vom Kartonsystem ins Ellipso-
idsystem,

- Projektion der Rasterpunkte vom Karton orthogonal auf die

Ellipsoidoberflédche,

- Schnitt des Projektionsvektors mit der ist-Fldche:

In Unkenntnis der ist-Fldche wird filir die Fehleruntersuchung eine Para-
llelfl&che in einem vorgegebenen Abstand v angenommen, sodaB der Punkt I
auf dem Projektionsvektor PS in einem Abstand v von S liegt (Abb.9.7).
Der Abstand v kann positiv und negativ in das Programm eingegeben werden.
Fir eine genaue Untersuchung der Fehler infolge Bauungenauigkeit in einem
speziellen Fall ist die Kenntnis der tatsdchlichen Oberfldchenform un-
bedingt notwendig, die z.B. durch eine Stereoauswertung gewonner. werden

kdnr.te.

- Transformation der Punkte S und I in das Bild (die dazu not-

wendigen Parameter der inneren und &duBeren Orientierung werden
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dem SORA-Protokoll, das anl&dBlich der Herstellung der Kartons
entstand, entnamen und Bezeichnung dieser Punkte mit s und i,

- Berechnung des Einflusses der Bauungenauigkeit si auf das

Endprodukt der Umbildung

(Orthophoto) :

Jedem Rasterpunkt entsprechen zwei Bildpunkte i und s. Nach der Umbil-
dung werden die Punkte s die Ecken des quadratischen Rasters. Die
Punkte i zeigen die Position der Eckpunkte des Rasters, wenn man an-

Abb.9.7: Bauungenauigkeit

statt der soll-Fldche die ist-
Fldche genommen hdtte. Die
Punkte i und s nach der Umbil-
dung bezeichnen wir mit i~

und s Der Fehler infolge Bau-
ungenauigkeit im Orthophoto
ergibt sich dann aus den
Strecken s” i’ Um diese Strecken
zu bestimmen, simulieren wir

die Arbeitsweise des Avioplans,
getrennt flir jedes Viereck,

mit Hilfe der Formeln (9.10) bis
(9.12) der Seite 74. Jeder Punkt
i gehdrt aber zu vier Vierecken.
Es ist also unbestimmt, mit
welchem Viereck transformiert
werden soll. Um diese Unbestimmt-
heit zu umgehen, werden wir den
Punkt i in jenem Viereck trans-
formieren, in welchem er ein
innerer Punkt ist.

Ergebnisse dieser Genauig-
keitsuntersuchung sind im
Abb.9.8, fiir das praktische
Beispiel des Kapitels 8.5

veranschaulicht.

Karton 1 5 2 ’ ;
. Ellipsoidparameter (m): Karton (m):

1 7261 1.025 | 1.313 a=14.08, b=9.45, c=16.12 S=1.50
13| 1.002]1.143 | 2.744 Aufnahme:
Ul rcol 160 |1 grg | F0710:255 Y783, 25=1.52 (m)
- - . w=23.4831, ¢=18.2642, »=1.8391 (9)
: 7 584 | 1,375 |I1.935 Bauungenauigkeit:
7 -

9 | 2.922| 2.149 | 2.047 v =5 (em
Aub.9.8: GroBter Fehler (in cem) infolge Bauungenauigkeit fiir 3 Kartons des 1.,

-

7%

wnd -9. Streifens des praktischen Beispieles 8.5.
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10. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Mit dieser Arbeit wurde die Anwendung der Differentialumbildung
auf die Verebnung nichtabwickelbaren Fldchen erweitert. Die bis-
her in der Photogrammetrie als Projektionsfldche verwendete Be-
zugsebene wurde durch abwickelbare Fldchen ersetzt.

Die M&glichkeit der rechnerischen Bestimmung der Parameter der
duBeren und eventuell auch der inneren Orientierung aus Paf-
punkten erleichtert die Aufnahmeplanung. Es muB weder der Auf-
nahmeort noch die Aufnahmerichtung an Ort und Stelle genau
festgelegt werden.

Die Objektoberfldche wird durch geschlossene mathematische Be-

ziehungen erfaft. Die Parameter dieser Beziehungen k&nnen in der

Regel aus einigen PaBpunkten ermittelt werden. Im allgemeinen
werden deshalb keine Stereo- sondern nur Monoaufnahmen gemacht.
Die Wirkungsweise der Methode konnte anhand praktischer Bei-

spiele demonstriert werden. Sie ist dadurch gekennzeichnet, dafR

= das umgebildete photographische Produkt eine sehr gute

Bildqualitdt besitzt,

= sowohl Schwarzweifi- als auch Farbaufnahmen umgebildet

werden konnen,

= wdhrend des Umbildungsvorganges keine Dunkelkammer bendtigt

wird,

= durch Verkleinerung des Rasters auf der Projektionsfldche

die Genauigkeit beliebig gesteigert werden kann,

- sowohl MeB- als auch Amateuraufnahmen verwendet werden

k6nnen, und

- sie wesentlich wirtschaftlicher ist als ein auf der digi-

talen Bildverarbeitung fuBendes Verfahren.

Die Durchfiihrung praktischer Beispiele zeiget nur einen kleinen
Teil der m&glichen Anwendungsbereiche. Es wdre z.B. denkbar,
mit diesem Verfahren aus Satellitenbildern auch Globen oder
Karten in den gdngigen Projektionen der Atlanten herzustellen.
Es ist jedoch zu bedenken, daf fiir alle Umbildungen dieser Art
die Installation des zweiten Teiles des Programmes SORA-~QOP
notwendig ist und ein Differentialumbildegerdt Avioplah-OR1 zu

Verfiigung stehen muB.
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12, ANHANGE
12.1. Anhang 5.1

Beweis, daB bei einem Ellipsoid aéo#o ist:

(5.1) kann in Matrizenschreibweise wie folgt geschrieben werden:
T'-; ’ 3 PR

1 sy 401 302 203 1

X| |ao1 @71 ajp aj3| | X

Y| |ao2 aj2 ap az3| Y

z| lags aj3y aj3 a33| |2

Laut /4/ muB bei einem Ellipsoid die DeterminantelWl#O sein.

Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile:

aly ajy aj3 351 252 203 351 352 253
agolala azz ajz|+agg|ajy azp ajs|+ag,laiq ajz aisz|,
ajy a3 ajj ajz az3 aszj ajy az; a33

a1 402 403

+ajzlajq ajy aj3|= o (12.1)

ajp azp azj

’

o1’
z.B. wenn der Koordinatenursprung mit dem Mittelpunkt des

Die Koeffizienten a ap2 und ag3 kénnen durchaus Null werden,

Ellipsoides zusammenfdllt und die Koordinatenachsen in den

Hauptachsen des Ellipsoides liegen (siehe Gleichung (5.8)).

,

Andererseits muB8 bei einem Ellipsoid die bei a stehende Unter-

(o))
determinante ungleich Null sein /4/. Damit ist bewiesen, daB

aoo bei einem Ellipsoid immer von Null verschieden sein muB.

1125 2" Anhang 5.2

Geometrische Interpretation der bei dem Ausgleich des Kapitels

5.1. ( Formeln (5.4) bis (5.6)) angesetzten Restfehler vj:

Die Verbesserungen der Ausgleichung mit den PaBpunktkoordinaten
(X,Y,2) im Ellipsoidsystem wurden am Ende des Abschnittes 5.2.

mit uy bezeichnet. Sie ergeben sich flir den Punkt P; aus:



- .88 =

2 2 ZZ

X5 +_Y.i+__i= 1 + uy (12.3)
a b2 c?

AN

Der Punkt Pi_liegt nicht auf dem Ellipsoid. Ein Punkt Pg, der
gegeniiber P, um (DX,DY,DZ) verschoben ist, liegt auf dem Ellipsoid,

wenn folgende Gleichung gilt:

Zs + =s + Zs = 1 (12.4)

Ersetzen wir in (12.3) Xg=X;-DX, Y =Y,-DY, ZS=Zi-DZ, so ergibt
sich:
2 ,2 ,2

2 2 2
§.s+.¥s+§s+2 (st_X+XsD_Y.+E .D_Z..) +_D§ +Pl +% =1 +uy (12.5)

a2 b2 ¢2 aa bb cc a2 b2 ¢

Wenn die Punkte Pi’ PS und O
(O ist der Ellipsoidmittelpunkt)
in einer Geraden liegen, dann

gilt (Abb.12.1):

Xo _ Y 2. _ r (12.6)

(12.6) in (12.5):

2 .2 .2 .2 2 2 9
g£i(§s+¥-s+_z.s)+2‘_i_£i()_(.§+.¥s+_z_s)___u_
r2 a2b2C rsabZCZ 1

s

(12.7)

Abb.12.1: Interpretation der Ver- IiiE (0%-2) wmd de; S SHe. Kelgis

besserungen
r2/r2-—1=u. =2 r2=r2/(1+u.)
i""s 1 s "1 i

; “\[x24y2452
wobe 1 ri—Vii+Yi+Zi (12.8)

Mit Beschrdnkung auf Glieder 1.0rdnung bekommt man:

2 2 1
ri—2ridriesri(1—ui) = drixiriui (12.9)



Ergebnis:

a)

Ist die zu bestimmende Fldche eine Kugel, ist der Ausgleich
mit den Verbesserungen ui eine strenge Ausgleichung, d.h.
die Abstdnde der PaBpunkte gegeniiber der Kugel werden in
der Quadratsumme ein Minimum. Die Faktoren %-ri sind fir
alle Punkte gleich und deshalb im Ausgleich wirkungslos.

Mit Hilfe von (12.9) kodnnen nach dem Ausgleich aus den uy

die Abstdnde dri berechnet werden.

Je mehr das Ellipsoid von der Kugel abweicht, desto mehr
wird der Ausgleich mit den Verbesserungen u; ein Ndherungs-
verfahren. Die Abhdngigkeit der Verbesserungen uj von rj
kdnnte man aber dadurch kompensieren, daB man "Gewichte"
p=r§ einfihrt. Mit diesen "Gewichten" wiirden die Verbes-
serungen des Ausgleichs -abgesehen von einem konstanten
Faktor- den Abschnitten dri auf der Verbindungslinie o1
entsprechen. Ein Ausgleich, in dem nicht diese Abschnitte
dr; sondern die Ellipsoidabstdnde minimiert werden, kd&nnte
man ebenfalls durch Einfiihrung entsprechenden "Gewichte"

beriicksichtigen

Insgesamt ist aber festzustellen, daB sich die Ndherungs-
ausgleichung mit den Verbesserungen u; von einem strengen
Ausgleich nur durch "Gewichte" unterscheidet, die bekanntlich

nur einen geringen EinfluB auf die Genauigkeit des Endre-

sultates haben.
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12.3. Anhang 5.3

FluBdiagramm zum Programm DEFELID:

DEFELID
3-Dimensionale Koordinaten der " INPUT
PaBpunkte im System (X,Y,Z)

- b

Reduzierung der Koordi-
naten auf den Schwer-
punkt

!

9-Parareter Ausgleich

9-Parameter Restfehler
Vi

. handelt es sich um
SaoF gete ein Ellipsoid

SOLm:BErecjﬁming von a,pb,C
DX,DY,DZ und o,B,Y

Transformation ins
System (X,Y,Z)

¥

3-Parameter Restfehler
u

ja —<1 -v <apriori Schran%

’_l.

-

DN
nnn
N X
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12.4. Anhang 6.1

FluBdiagramm zum Programm STREIF:

Radius r, Rasterweite s / P

da, PaBpunkte im (X,Y,2)

Y

Definition des
Schnittzylinders

v

Definition des quadr.Rasters
auf dem Zylindermantel

0y

/ Raster (profilweise) P._.-._ E
IIII 1,Nprof —
aBpunkte
SORA-Parameter;

""‘1’
/ Punkte des I- Profllec

v_

Projektion
‘auf die Kugel

v

Z Punkte des I—-ProfllM

@——’ S 0 R A -1l
@—Z AVIOPLAN R oara /

END

I




12.5. Anhang 6.2

FluBdiagramm zum Programm POLKAP:

,
Radius r, Py Rasterweite % ”

/Paapunkte im System (X,Y,2)

v

Definition der
Tangentialebene im Pol

v

Definition des quadratischan Rasters

auf die Tangentialebene (profilweise

y

/ Raster (profilweise) F

Pafpunkte j a
SORA-Parameter

nein

Y
/ Punkte des I-Profiles /—__.._..

Transformation des Profiles auf die
Kugel (Azimit.Mittabstandstreue Pr.)

/ Punkte des I-ProfilM
) —

2

Y
SORA-II
R

(L) wiopLav-or1 vare /

E ND



12.6. Anhang 7.1

FluBdiagramm zum Programm TROUL:

INPUT
POLYEDR -—'@
Kartonnummer —~
Strcifennummer INPUT

Kartons vom lsten
bis letzten Streife

Eckpunkte des
Kartons

PaBpunkte im (X,Y,2)
! INPUT
Rasterweite s |
Definition des quaar .Rasters auf
dem Karton (R) im (x,Y,2)

!

Ahnlichkeitstranst.
(XIYIZ>——- (XIYIZ)

Y

Transformation des Pasters
van (x,y,z) ins (X,Y,Z)

Zentralmojektion des Paster..
auf die Kugel (X;1¥2*)

A 4

Transformmation des Rasters
(X7yi2*) — (x,y,2)

L

Transformation der Pagpunkte
(x,¥,2)—> (x:Y.z)

{ORTRA3:

Pagpunkte im (x,y,2)
SORA-Parametear

¥
LRaster im (x,y,2)

!
SORA-H

/ i ORl wn /(1)

END
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12.7. Anhang 8.1

Beweis, daB die vier Schnittpunkte der Ellipsen (h;), (hj,q),

(zj) und (zj+1) in einer Ebene liegen:
Es geniligt zu beweisen, daB sich die Richtungen 12 und 34 in
einem Punkt schneiden. Ein eventueller Schnittpunkt kann nur

auf der Z-Achse liegen.

Es ist ausreichend, den Beweis mit folgenden vier Punkten zu

fiihren:
1 (X1’Y1’O)' 2: (X2,Y2,Z2), 3 (X3,Y3,O), 4: (X4,Y4,Z4)(12-1O)

Die GrundriB-Projektion

///’,_____.\\ der vier Eckpunkte 1, 2,

/13 3 und 4 auf die XY-Ebene
5| 9 7

I a 1
o haben wir mit 1; 2; 3°
d4 — o/ . g g
2 0 und 4" bezeichnet. Die

" Richtungen 1°2° und 3~ 4°

D

X =

. schneiden sich im El-
i lipsenmittelpunkt. Zur

Kldrung der Frage, ob die
* Seiten 173 und
Y llel sind, machen wir
folgende Ableitung:

2”4 para-

Ellipse (a,b): X2/a2+22/cz=1 =3> X=(a/c) 02_Z2)

(12.11)
Ellipse (b,c): Y2/b2+22/c2=1 == Y=(b/c)ch—Z2
Setzen wir filir X die Halbachse a, und fir Y die Halbachse b1, so

erhalten wir:

a1=(a/c) cz—Zi , b1=(b/c) c —Zé (12.12)

Da Za=zb , ist die Ellipse (e2) eine maBstdbliche Verkleinerung
der Ellipse (e1)- Durch eine Verkleinerung bleiben die Richtungen
aber erhalten, d.h. die Richtung 1°3”“ist parallel zur Richtung 2”4~

Andererseits liegen die Geraden 13 und 24 in zwei parallelen

Ebenen im Anstand Za=zb‘ Infolgedessen liegen die beiden Seiten



73 und 24 in einer Ebene

Zu beweisen war.

12.8. Anhang 8.2

FluBdiagramm zum Programm ELLID:

[as f =
ILPOLYEDR ~—~8
¥

Karton vanr 1sten
bis letzten Streif.

Eckpunk e des
Kartons

PaBpunkte im (X Y,2)
Rasterweite s

v

Definition des quadr.Rasters auf
dem Karton (R) im (x,y,2)

__ Bhnlichkeitstransf.
[Emm. (X, ¥,2) === (x,¥,2)
I

Transformation des Rasters
(x,¥,2) — (X,Y,2)

¥

Or'.ha;onalc Plojekt.t.on dcs Paste}'s
aLu.f das Ellipsoid - (X7yiz*)

v

Transfarmation der Raster-
und Pagpumkte ins (x,Y,2)

7 ¥
Rasterpunkte im (x,y, z{
L 7 7

éaepunkteim (X,¥,2)

@—*ﬂ SORA- I
y

/ AVIOPLAN-OR] paTA ;—’@

und sie sind zueinander parallel,

was



12.9. Anhang 9.1

FluBdiagramm zum Programm ACCUR1:

[ INPUT |
| S—
H POLYEDR ﬂ’
¥
Kartonmsmer
Streifennummer sk

Eckpunkte des
Kartons

L— nei Rarton (R)?

j
¢

PaBpunkte im System
[ (X.Y,2) ;—1 INPUT i
¥

Definition des quadratischen Raster
auf dem Karton (R) im (Xx,y,2)

. Rhnlichkeitstransf
ﬂ°RTRA3'(x,v,z)-(x Y .z )
3

Transformation Rasters
(x ,y ,2 )—(x,v,2)
¢

Projektion des Rasters
prthogonal z.E11ipsoid

+

Projizierter Paster

o

I =1, Nprof

asterpunkte des
I-Profiles im (X,Y,Z

] :
4——"6 = 1,:pkt ) =

Tangentialebene im
Rasterpunkt Pc

erechnung von

a, aR, bRa 9
Y
2 : Band
Indikatrixparameter f
Fldchenverzerrung ORAéR




12.10. Anhang 9.2

FluBdiagramm zum Programm ACCUR2

(ACCURZ)
!

///Ellipsoid Parameter/ f/INPUT
R

asterweite /- 1 |
POLYEDR ={EEEE]
!
Kartonnummer ;Z (’INPUT
Streifennummer /~ 1
¢
Kartons vom
{ (lsten—letzten Streif. &R 68
Eckpunkte d./
Kartons /-

e—nein <§!’!IIIII,).

1a

Z{Pa[‘)punkte im Systehiz [ INPUT
) (X,Y,2) /- 1

Definition des quadrat.
Rasters im (x ,y ,z )

i

Ehnlichkeitstrsf
3.
’kRTRA (%X 2)-(x .Y .z}

efinition der Seiten-
mittelnunkte

!

Transformation Rasters
% Seitenmitt.ins (X,Y,Z

i
Parameter der aus- r/ :
fge Ajz INPUT

ren & inneren Or. /<

Transformation Raster
¢ Seitenmitt.ins Biid

)

Invertierung der bilinearen Transformat.
Transformation Seit.pkte ins Orthophoto

Berechnung des
Interpolationsfeh

B!
//, Fehlervektoren ‘/!7

Band f.
CORAGR.




2. M. ‘Anhang 9.3

FluBdiagramm zum Programm ACCUR3:

< ACCURS3 >
//’E]]ipsoid Parameter/ " INPUT
R

asterwveite /- I |

!
POLYEDR %
{

fKartonnummer :Z NPUT
Streifennummer /~ | L
t
Kartons vom
f (lsten—1etzten Streif. = T OF
Eckpunkte d./
Kartons /7

e——nein <12!l!l|lt’)»

ia
PaBpunkte im Syste
punkte Jim Sy ;Z { 1npuT

!

Definition des quadrat.
Rasters im (x ,y ,z )

4
_RhnTlichkeitstrsf}
(X*.Y{Zﬁ)r‘(x Y »Z

}

Transformation Rasters
v.(x ,y ,2 )ins(X,Y,Z)

i

Definition von I und S

¢
Paramcter der aus- ll r’ INPUT
N SETm—_

seren & inneren Or. /<

|

ORTRA3

Transformation der Pkt.
1 &S ins Bild

Invertierung der bilinearen Transformat.
Transformation von i,s ins Orthophoto:

Berechnunq der
Bauungenauigkeit

Eventue.l i/
Feh]ervektoren</
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