
Studienrichtung Vermessungswesen 
Technische Universität Wien 

GE 0 WISSENSCHAFTLICHE 
MITTEILUNGEN 

Heft 31 

Bildverbesserung 

mittels digitaler Filterung 

von 

HE Guangping 

Veröffentlichungen des Instituts für Photogrammetrie und Fernerkundung 

Wien , im April1989 Geowiss. Mitt. 
31, 1989 



Herausgeber und Verleger: o.Prof. Dr.-lng. K. Kraus 
Vorstand des Instituts für Photogrammetrie und Fernerkundung 

der Technischen Universität Wien 
A-1040 Wien, Gußhausstraße 27-29 

Die Kosten für den Druck wurden aus der ordentlichen Dotation und aus eigenen Einnah­
men des Instituts für Photogrammetrie und Fernerkundung der TU Wien getragen. 

Druck: OHTUW - Vervielfältigung, Wien 

Auflage: 400 Stück 



-Vorwort-

Vorwort 

Diese Arbeit wurde am Institut für Photogrammetrie und Fernerkundung der TU Wien 
angefertigt. Mit der Weiterentwicklung der Computer- und Satellitenbildtechnik ist die 
digitale Bildverarbeitung immer bedeutender geworden. Am diesen Institut wird dieses 
Fachgebiet seit mehreren Jahren gepflegt. Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit einem 
Teilgebiet der digitalen Bildverarbeitung, nämlich mit der digitalen Filterung. 

An dieser Stelle möchte ich meinen großen Dank Herrn Prof. Dr. K. Kraus, dem Betreuer 
dieser Arbeit ist, aussprechen, der jederzeit gerne bereit war, anstehende Probleme zu 
diskutieren und Ratschläge und Anregungen zu geben. Mein Dank gilt auch Herrn Prof. 
Dr. H. Kahmen für die Übernahme des Koreferates.* Herrn Prof. Dr. P. Waldhäusl und 
Herrn Dr. J. Jansa danke ich herzlich für die zahlreichen Diskussionen und die großartige 
Unterstützung dieser Arbeit. Mein Dank gilt auch Herrn Dr. H. Kager, Dr. L. Molnar, 
Dipl.-Ing. R. Kalliany, G. Pokorny und Frau L. Papandreou. Nicht vergessen werden darf 
Frau Tang Di, die mir erlaubt hat, ihre schönen Photos in dieser Arbeit zu verwenden. 

* Diese Arbeit wird bei der Technischen-Naturwissenschaftlichen Fakultät der Technischen 
Universität Wien zur Erlangung des akademischen Grades eines Doktors der Technischen 
Wissenschaften eingereicht. 



- Kurzfassung -

Kurzfassung 

Die digitale Bildverarbeitung, die zur Unterstützung des Menschen bei der Interpretation 
der Bildinformation Computer verwendet, hat sich schon zu einer eigenen wissenschaftli­
chen Disziplin entwickelt. Zu diesem Gebiet gehört die digitale Filterung, die dazu dient, 
Erwünschtes von Unerwünschtem zu trennen. 

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit dieser digitalen Filterung. Sie wird dafür einge­
setzt, ein an Qualität schlechtes Bild zu verbessern. Es werden die Typen der Filterung, 
der Zusammenhang zwischen Filtermatrix und Übertragungsfunktion sowie der Entwurf 
der Filtermatrix behandelt. Allgemeine Umwandlungsformeln zwischen der Filtermatrix 
und der Übertragungsfunktion sind gegeben. Zusätzlich wird eine Methode abgeleitet, mit 
der die Genauigkeit der linearen bzw. bilinearen Interpolation an jeder interpolierten Stelle 
beurteilt werden kann. Bekanntlich werden die Grauwerte eines Bildes bei der Abtastung 
verzerrt. Für die Korrektur dieser Verzerrungen werden die passenden Filtermatrizen 
angegeben. Mit anderen Filtermatrizen werden die Grauwertverzerrungen zufolge Über­
lappung bzw. Klaffung bei der Abtastung korrigiert. Da es eine ganze Reihe von Ursachen 
für Grauwertverzerrungen gibt, die sich an unterschiedlichen Bildstellen verschieden aus­
wirken, muß auch die Filterung fallweise ortsvariant angewendet werden. Dafür wird am 
Ende der Arbeit eine Methode angegeben, die ein zum Bild kongruentes Steuerbild (DKM, 
digitales Kontrollmodell) verwendet, dessen Grauwert die Zeiger zu den individuellen Fil­
termatrix bilden. 

Summary 

Recently emerged as a brauch of science, digital image processing comprises computer 
procedures to support humans in interpreting digital images. Tothis realm belongs digital 
filtering toseparate desirable image contents from undesirable ones. 

Digital filtering is the target of this research. It is applied here to improve image quality. 
Considered are different filtering techniques, the relation between the filter and the transfer 
function, and constructing filters. Formulae to convert filters to transfer functions and vice 
versa are presented. A method is designed to derive the accuracy of a linear or bilinear 
interpolation at arbitrary points. At scanning, gray values are distorted. Filters are 
derived to correct these effects. Distortion of gray values resulting from overlaps or gaps 
are corrected applying further filters. As many causes of image distortion affect the image 
differently at different location, filtering must be adapting to image location also. For this 
purpose, a digital control model (DCM) is proposed similar to the image to be corrected 
but with the gray values replaced by pointers to the corresponding filters. 
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1. Einführung und Problemdarstellung 

Bilder, die Darstellung von etwas oder jemandem, z.B. Gemälde, Drucke, Photos ... , 
spielen heutzutage als Informationsträger eine große Rolle. Zwar hat man schon nach dem 
ersten Weltkrieg Bilder für Zeitungen auf digitale Weise zwischen London und New York 
mittels Unterseekabels übertragen, aber erst seit den frühen sechziger Jahren hat sich die 
Bildverarbeitung als eigenständiger Wissenschaftszweig entwickelt. 

Die Analogmethoden der Bildverarbeitung, die meistens mittels optischer Geräte funktio­
nieren, sind auf vielen Gebieten nicht zufriedenstellend. Dagegen hat die digitale Bild­
verarbeitung in vielen wissenschaftlichen Disziplinen Anwendungen gefunden. Die digitale 
Bildverarbeitung wird getragen von den Methoden der Mathematik und N achrichtentech­
nik sowie von der Entwicklung der Aufnahmesysteme und der rasenden Weiterentwicklung 
der Computertechnik Multispektrale Kameras, die in Satelliten installiert sind, liefern 
sehr große Datenmengen. Mit fallenden Preisen und größerer Rechengeschwindigkeit der 
Hardware und anwachsendem Speicherplatz für die Bilddaten gewinnt die digitale Bildver­
arbeitung zunehmend an Bedeutung. Es gibt zum Beispiel schon viele Bildverarbeitungs­
systeme, die in PC-Systemen (personal-computer) installiert sind. 

Ein Schwarzweißbild läßt sich mathematisch als eine zweidimensionale Bildfunktion dar­
stellen, deren Werte die Helligkeit ( Grauwerte) des Bildes an den einzelnen Stellen sind. 
Die Zusammenschau mehrerer Einzelbilder, die verschiedene Spektralbereiche oder Zeit­
punkte beinhalten, bilden n-dimensionale Bilder (Multibild). Digitale Bilderverarbeitung, 
die Einzel- oder Multibilder benutzt, dient zur Unterstützung des Menschen bei der In­
terpretation und Anwendung des digitalen Bildes, denn ein Computer kann viele Daten 
gerrauer lesen und bearbeiten als der Mensch. Ohne seine Hilfe würden die Menschen vieles 
nicht erkennen und wahrnehmen. 

Die Verfahren der digitalen Bildverarbeitung lassen sich im wesentlichen in folgende Ab­
schnitte einordnen: 

* Bildkorrelation 

* Filterung 

* Rektifizierung 

* Texturanalyse 

* Klassifizierung 

Zwar sind diese Verfahren unabhängig von der Anwendungsdisziplin, aber jeder Benutzer 
stellt spezifische Anforderungen an die Ergebnisse. Die Anwendungsmöglichkeiten der 
digitalen Bildverarbeitung sind zur Zeit folgende: 

* Erdfernerkundung: Überwachung der Bodenschätze, Dokumentation der Umwelt. 

* Medizin: Krankheitsanalyse und Unterstützung bei Operationen. 

* Industrie: Automatisierung der Fertigung und Produktprüfung. 
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* Militär: Entdeckung von Objekten. 

In dieser Arbeit behandeln wir die digitale Filterung. Sie wird meistens als Bildvorverar­
beitung angewendet und dient dazu: 

* Bilder zu verbessern, um sie leichter interpretieren zu können. 

* Bilder zu restaurieren, um originalgetreue, unverzerrte Informationen zu bekommen. 

Es gibt im wesentlichen zwei Filterungsmethoden: Filterung im Orts- und im Frequenz­
bereich. Die erste Methode ist eine Faltung einer Filtermatrix mit einem digitalen Bild; 
die zweite Methode ist eine Multiplikation der Übertragungsfunktion mit dem Amplitu­
denspektrum eines digitalen Bildes. Um die Filterung im Frequenzbereich zu realisieren, 
müssen wir vorher und nachher eine Transformation durchführen, die normalerweise eine 
Fourier-Transformation ist. Diese beiden Filterungsmethoden sind zwar sehr verschieden, 
sie führen aber folglich zum gleichen Ziel. Über die gegenseitigen Beziehungen gibt es schon 
viele Publikationen, aber eine allgemeine Gleichung gibt es noch nicht. In dieser Arbeit 
werden im Kapitel [2.] die Beziehungen zwischen Filtermatrix und Übertragungsfunktion 
behandelt. Die ~nterpolation kann auch als Filterung interpretiert werden. Davon ausge­
hend werden. im Kapitel [2.5] interessante Erkenntnisse über die Genauigkeit der linearen 
und bilinearen Interpolation gewonnen. Die bilineare Interpolation spielt in der digitalen 
Bildverarbeitung eine große Rolle, und zwar bei der geometrischen Rektifizierung (Jansa, 
1983}. 

Die Filterung im Ortsbereich wird durch die Filtermatrix charakterisiert. Die Filterungs­
ergebnisse und die Rechenzeiten hängen stark von den Dimensionen der Filtermatrix ab. 
Eine möglichst kleine Filtermatrix zu entwerfen, ist eine schwierige Aufgabe. Die Rechen­
zeit zum Entwurf der Filtermatrix ist im Vergleich zu jener der Faltung sehr gering, weil 
die Filtermatrix normalerweise nur einmal zu entwerfen ist. In dieser Arbeit werden im 
Kapitel [3.] zwei Entwurfsmethoden vorgestellt. 

Die digitale Bildverarbeitung erfordert diskrete Daten, die meistens durch die Abtastung 
erhalten werden. Bei der Abtastung wird der Kontrast des Bildes gedämpft. Die in 
Flugzeugen und Satelliten mit Abtastern (scanner) erfaßten Daten weisen vor allem wegen 
Bahnst.?rungen Überlappungen (overscan) und Klaffungen (underscan) auf. Die Korrektur 
dieser Uberlappungen und Klaffungen werden im Kapitel (4.] behandelt. 

Der letzte Themenbereich ist der ortsvarianten Filterung gewidmet, die zum Beispiel in 
der terrestrischen Photogrammetrie zur Beseitigung von Fokussierungsunschärfen benötigt 
wird. Dort treten abhängig von der Entfernung der einzelnen Objektpunkte unterschiedli­
che Unschärfen im Bild auf. Außerdem gibt es bei der Aufnahme manchmal Bewegungen 
der Kamera oder des Gegenstandes. Diese Unschärfe, die im Prinzip von Bildpunkt zu 
Bildpunkt variiert, muß mit einer ortsvarianten Filterung korrigiert werden. Im Kapitel 
(5.] findet man dazu die einschlägige Theorie sowie Anwendungsbeispiele. 
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2. Theorie zur Filterung 

Die Filterung, die aus der Nachrichtentechnik stammt, diente ursprünglich dazu, Störungen 
der nachrichtentechnischen Signale zu beseitigen. Allgemein formuliert ist die Filterung 
eine Methode, die Erwünschtes von Unerwünschtem trennt. 

Im vorliegenden Abschnitt wird die Theorie der Filterung erläutert. Die Themen sind: 
Filterung im Ortsbereich, Filterung im Frequenzbereich, Typen der Filterung sowie Zu­
sammenhang der Übertragungsfunktion mit der Filtennatrix. Am Schluß wird die Über­
tragungsfunktionder linearen Interpolation abgeleitet, mit der die Genauigkeit dieser In­
terpolationsmethode beurteilt werden kann. 

2.1 Filterung im Ortsbereich 

Da Multibilder aus mehreren Einzelbildern bestehen, beschränken wir die Filterung auf 
das Einzelbild, also den zweidimensionalen Fall. Ein Einzelbild, welches mit Intervallen 
von b..X und b..Y gerastert ist und dessen Grauwerte quantifiziert sind, läßt sich als eine 
Funktion von zwei Argumenten, die ganze Zahlen sind, darstellen. Man schreibt diese 
mathematische Funktion als : 

b(m, n), (2.1.1) 

wobei m·.6.X und n·.6.Y die Stelle im Bild angibt, an der der Funktionswert b(m, n) auftritt. 
In der digitalen Bildverarbeitung wird die Funktion b(m,n) ein Digitalbild genannt. Die 
Werte des Digitalbildes entsprechen den Grauwerten eines Schwarzweißbildes. 

Im Prinzip ist die Filterung im Ortsbereich eine Faltung des Digitalbildes mit einer Filter­
matrix. Zur Herleitung der Filtertheorie betrachtet man ein zweidimensionales diskretes 
System. 

b(m,n) b' (rn,n)System cp -
Abb. 2.1.1 Zweidimensionales diskretes System 

Abb.< 2.1.1 > veranschaulicht, wie ein Eingabebild b(m, n) durch dieses System in ein 
Ausgabebild b'(m, n) übergeführt wird. Wie dieser Prozeß geschieht, ist für den Anwender 
nicht wichtig, er interessiert sich nur für die im Ausgabebild enthaltenen Ergebnisse. Die 
Beziehung der beiden Digitalbilder b(m, n) und b'(m, n) kann wie folgt formuliert werden: 

b'(m, n) = <f>[b(m, n)] (2.1.2) 
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Die Abbildungsfunktion <P kann eine beliebige Operation sein; sie charakterisiert das Sy­
stem. 

Ein solches System ist linear, wenn für ein beliebiges Digitalbild h(m, n) und eine beliebige 
Konstante q gilt: 

(2.1.3) 

Dieses System ist auch verschiebungsinvariant, wenn seine Eigenschaften innerhalb des 
Definitionsbereiches unverändert bleiben, also: 

b'(m- k,n -l) = <P[b(m- k,n -1)] (2.1.4) 

Für eine andere Darstellung wird eine zweidimensionale diskrete Einheitsfunktion, die 
sogenannte 5-Funktion, benutzt. Die 5-Funktion ist wie folgt definiert: 

5(k, l) = { 1 für k=l=O (2.1.5)
0 sonst 

Wenn diese Funktion um m,n verschoben ist, gibt es folgende Difinition: 

o(m _ k, n _ l) = { 1 für m = k und n = l (2.1.6)
0 sonst 

Mit Hilfe der 8-Funktion kann man das Digitalbild b(m, n) in der folgenden Weise be­
schreiben: 

+oo +oo 

b(m,n) = L L b(k,l)8(m- k,n-1) (2.1.7) 
k=-oo l=-oo 

Diese Gleichung ist identisch mit folgender: 

+oo +oo 

b(m, n) = L L b(m- k, n -l)5(k, l) (2.1.8) 
k=-oo l=-oo 

Bei linearen und verschiebungsinvarianten Systemen wird die Abbildungsgleichung (2.1.2) 
mittels (2.1.3) und (2.1.8) in folgende Form übergeführt: 

b'(m,n) = <f>[b(m,n)] 
+oo +oo 

= 4>[ L L b(m- k, n- l)o(k, l)] 
k=-oo l=-oo (2.1.9) 

+oo +oo

2:: I: b(m- k, n -l)<P[o(k, l)] 
k=-oo l=-oo 

Der letzte Teil 4>[5(k, l)], der die Abbildungsfunktion einer zweidimensionalen Einheits­
funktion durch ein lineares System ist, wird als Impulsantwort des Systemes bezeichnet. 
Deshalb wird die Filtermatrix, nämlich die Impulsantwort, wie folgt angegeben: 

f(k,l) = 4>[8(k,l)] (2.1.10) 

4 
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Die Filtermatrix f(k, l) charakterisiert demnach die Eigenschaften des Systemes. Für ein 
bestimmtes Eingabebild hängt das Ausgabebild nur von der Filtermatrix ab. 

Gleichung (2.1.9) lautet mit der Filtermatrix: 

+oo +oo 
b'(m,n)= L L b(m-k,n-l)f(k,l) (2.1.11) 

k=-oo l=-oo 

Diese Gleichung ist im mathematischen Sinn eine Faltung. Zur Vereinfachung wird folgende 
symbolische Darstellung benutzt : 

(2.1.12) 

Die letzten beiden Gleichungen definieren die Filterung im Ortsbereich. Sie beschreiben 
eine lineare und ortsinvariante Filterung im Ortsbereich. Daraus ist ersichtlich, daß die 
Hauptaufgabe der Filterung darin besteht, eine geeignete und effiziente Filtermatrix zu 
entwerfen. 

In der Praxis ist der Bildbereich begrenzt. Die Filtermatrix f braucht daher auch nur in 
einem endlichen Bereich definiert zu sein. Damit werden die Summationen in der Glei­
chung (2.1.11) praktisch realisierbar. Für eine endliche Filtermatrix werden im allgemeinen 
folgende Indizierungsgrenzen verwendet: 

f(k,l) für 15:_ k 5:. K 15:_15:_ L 

f (k, l) für 0 5:. k ~ K - 1 0 5:. l 5:. L - 1 

f(k, l) für - Kl 5:. k 5:. K2 - Ll 5:. l 5:. L2 

Man beachte, daß diese Filtermatrizen nur gegeneinander verschoben sind. Um die Wir­
kung dieser Verschiebung für die Filterung zu untersuchen, trachten wir die rechte Seite 
der Gleichung (2.1.11). Wenn die Filtermatrix f(k, l) um (ko, lo) verschoben wird, lautet 
die rechte Seite wie folgt: 

+oo +oo
L L b(m- k, n -l)f(k- ko, l-l0 ) (2.1.13) 

k=-oo l=-oo 

Wenn man die Variablen k, l durch die verschobenen Variablen 

k + ko 

l + lo 

ersetzt, gilt: 
+oo +oo
L L b(m- k,n -l)f(k- ko,l-10 ) 

k=-oo l=-oo 

+oo +oo (2.1.14) 
====>- L L b(m- ko- k, n -lo -l)f(k, l) 

k=-ool=-oo 

=b'(m- ko, n -lo) 
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Bei einer Verschiebung ( k0 , lo) der Filtermatrix erfolgt bei der linearen, ortsinvarianten 
Filterung auch die gleiche Verschiebung des Ausgabebildes. Weil diese Verschiebung im 
ganzen definierten Bereich des Ausgabebildes gleich ist, spielt sie bei den Filterungser­
gebnissen keine Rolle. Wir können deshalb eine endliche Filtermatrix mit beliebiger 
Indizierung verwenden. Die Gleichung (2.1.11) lautet mit endlicher Filtermatrix zum 
Beispiel: 

K-1 L-1 

b'(m,n) = L Lb(m-k,n-l)f(k,l) (2.1.15) 
k=O l=O 

oder 
K L 

b'(m,n)= L L b(m-k,n-l)f(k,l) (2.1.16) 
k=-K l=-L 

In der Abb.< 2.1.2 > wird ein Beispiel einer solchen Filterung gezeigt. Das Eingabebild 
(links) ist deutlich verrauscht. Es soll mit einer digitalen Filterung verbessert werden. 
Dazu benutzen wir folgende endliche Filtermatrix: 

f(k,l) = 91 (1~ 1~ 111) 

Abb. 2.1.2 Ein verrauschtes Bild und das gefilterte Bild 
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Nach der Faltung erhalten wir das gefilterte Bild b'(m, n) (rechts). Das Rauschen im 
Ausgabebild ist stark gedämpft. 

Die lineare Filterung der Gleichung (2.1.11) ist für manche Fälle nicht zufriedenstellend, 
weil eine solche Filterung bei einem komplizierten Problem eine große Filtermatrix hat 
und deshalb lange Rechenzeiten braucht. Um solche Probleme zu lösen, benutzt man bei 
der Filterung nicht nur das Eingabebild, sondern auch das Ausgabebild. Wir erhalten ein 
lineares System mit Rückkopplung (Abb. < 2.1.3 >). 

b(m,n) b' (m,n)System cP 
b'(m,n) 

Abb. 2.1.3 Zweidimensionales diskretes System mit Rückkopplung 

Ähnlich wie Gleichung (2.1.11) wird bei diesem Filterungsprozeß mit folgender Gleichung 
gearbeitet: 

+oo +oo +oo +oo
L L b'(m-k,n-l)h(k,l)= L L b(m-k,n-l)JI(k,l), (2.1.17) 

k=-oo l=-oo k=-oo l=-oo 

wobei b das Eingabebild, b' das Ausgabebild, fi und h die Filtermatrizen sind. Die beiden 
Filtermatrizen beschreiben die Eigenschaften des Systems. Im Gegensatz zur Gleichung 
(2.1.11) ist die linke Seite der Gleichung (2.1.17) auch eine Faltung. Es ist zu betonen, daß 
der jeweils gefilterte Teil des Ausgabebildes zur Faltung beiträgt. 

Mit den endlichen Filtermatrizen lautet die Gleichung (2.1.17) zum Beispiel wie folgt: 

K2-1 L2-1 K1-1 L1-1

L L b'(m- k,n -l)h(k,l) = L L b(m- k,n -l)!J(k,l) (2.1.18) 
k=O l=O k=O l=O 

wobei L1,K1,L2,K2 positive ganze Zahlen sind. 

Gleichung (2.1.17) ist die allgemeine Darstellung der zweidimensionalen diskreten Filte­
rung im Ortsbereich. Der Vollständigkeit halber ist zu erwähnen, daß es auch Filterungen 
im Ortsbereich gibt, die nicht als Faltung berechnet werden können (z.B. Modalfilterung 
und Medianfilterung). Im allgemeinen umfaßt nämlich die Filterung im Ortsbereich alle 
Operationen, die die einzelnen Elemente des Ausgabebildes aus einem Ensemble von Ele­
menten des Eingabebildes berechnen. 
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2.2 Filterung im Frequenzbereich 

Im Abschnitt [2.1] wurde die Filterung im Ortsbereich schon erläutert. Sie wird im all­
gemeinen durch die Faltung eines Eingabebildes mit einer Filtermatrix berechnet, z.B. 
mit Gleichung (2.1.11). Dieser Methode stellen wir nun die Filterung im Frequenzbereich 
gegenüber. 

2.2.1 Einführung in die Filterung im Frequenzbereich 

Zuerst betrachten wir den Begriff Transformation. Die Transformation ist eigentlich 
eine Methode, mit der das zu behandelnde Problem auf einem anderen Weg einfacher 
gelöst werden kann. Ein Logarithmus ist z.B. eine solche Transformation, bei der die 
Multiplikation durch die Addition ersetzt wird. Eine ähnliche Wirkung hat die Fourier­
Transformation bei der Filterung. 

Eine Funktion b(x, y) sei gegeben. Wenn b(x, y) im Sinne 

+oo+oo

J J Ib(x,y) Idxdy < oo (2.2.1) 

-oo -oo 

absolut integrierbar ist, dann existiert die Fourier-Transformation der Funtion b(x, y) und 
wird definiert durch: 

+oo+oo 

B(fx,fy) = J J b(x,y)e-jZtr(f:r:x+fgY)dxdy, (2.2.2) 

-oo -oo 

wobei j Komplexität bedeutet. 

Die inverse Fourier-Transformation lautet: 

+oo+oo 

b(x, y) = J J B(fx, Jy)e+iZtr(f.,x+fvY)dfxdfy (2.2.3) 

-oo -oo 

Bei der digitalen Bildverarbeitung handelt es sich um ein Digitalbild, das diskret und 
räumlich begrenzt ist. Wir brauchen deshalb die diskrete Fourier-Transformation (DFT). 
Ausgehend von der Gleichung (2.2.2) wird die DFT wie folgt definiert: 

M-1 N-1 

B(k,l) = ~N L L b(m,n)e-iZtr(~+';.}), (2.2.4) 
m=O n=O 

wobei das Bild mit D..X und D..Y digitaliesiert ist und für das Bildformat Lx = M · D..X 
und Ly = N · D..Y gilt. 
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Zur einfacheren Darstellung der Fourier-Transformation und der Ubertragungsfunktion 
werden die normierten Frequenzen u und v eingebracht: 

U = fx D..X = ~ Lx = ~ für 0 :S k :S M - 1 
LxM M (2.2.5)
l Ly l 

v = jyßY = -- =- für 0 ~ l ~ N -1 
Ly N N 

Die Gleichung (2.2.4) lautet mit den normierten Frequenzen u und v: 

M-1 N-1 

B(u,v) = ~N L L b(m,n)e-j21r(mu+nv) (2.2.6) 
m=O n=O 

symbolisch: 
B(u,v) = F[b(m,n)] (2.2.7) 

Der Vorteil dieser normierten Ortsfrequenzen u und v wird im Abschnitt [4.2] gezeigt. 
B(u, v) ist die Amplitude an der - mit den "Koordinaten" u und v - definierten Stelle 
im Amplitudenspektrum. 

Bei der diskreten Fourier-Transformation wählt man die Variablen k und l wie in der 
Gleichung (2.2.5) angegeben. In diesem Fall bleiben die Variablen u und v im Bereich 
[0, 1]. Zur Darstellung des Amplitudenspektrums wird für sie aber gerne das Intervall 
[-0.5, 0.5) benutzt. Es ist zu betonen, daß die beiden Intervalle äquivalent sind, da die 
Funktion B(u, v) eine periodische Funktion mit der Periode 1 ist. 

Nach der Fourier-Transformation ist ein Digitalbild durch sein Amplitudenspektrum in 
einem anderen Raum repräsentiert, der im Gegensatz zum Ortsbereich als Frequenzbereich 
bezeichnet wird. Die wichtigste Eigenschaft dieser Transformation für die Filterung ist, 
daß an die Stelle einer Faltung im Ortsbereich eine Multiplikation im Frequenzbereich tritt. 

Die Fourier-Transformation der Gleichung (2.1.17) ergibt : 

F[b' *h] = F[b *!I] 
(2.2.8)

B'(u' V) . F2(u' V) = B (u' V) . F1 (u' V) 

Diese Gleichung kann man auch in anderer Form anschreiben: 

B'( )=B( )·F1(u,v)
U, V u, V z;, ( ) , (2.2.9)

.r2 U, V 

wobei B'(u, v) das Amplitudenspektrum des Ausgabebildes ist. 

Für ein System ohne Rückkopplung (Gleichung (2.1.15)) gilt: 

(2.2.10) 
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Nach der Einführung der Übertragungsfunktion 

H(u,v) = F1(u,v) (2.2.11)
Fz(u, v) 

gilt: 
B'(u,v) = B(u,v) · H(u,v) (2.2.12) 

Das Amplitudenspektrum des Ausgabebildes wird durch Multiplikation des Amplituden­
spektrums des Eingabebildes mit einer Übertragungsfunktion berechnet. Dieser Prozeß 
entspricht der Faltung im Ortsbereich und wird die Filterung im Frequenzbereich genannt. 
Nach der inversen Fourier-Transformation entsteht das Ausgabebild: 

b'(m,n) = F- 1 [B'(u,v)], (2.2.13) 

wobei p-l die inverse Fourier-Transformation bedeutet. 

Die Gleichungen (2.2.7), (2.2.12) und (2.2.13) zusammen beschreiben die Filterung im 
Frequenzbereich. 

Zum besseren Verständnis der Filterung im Frequenzbereich sind folgende Eigenschaften 
der Fourier-Transformation von Wichtigkeit: 

Eine reelle Funktion im Ortsbereich entspricht einer komplexen Funktion 
im Frequenzbereich mit einem geraden Realteil und einem ungeraden Ima­
ginärteiL 

Eine diskrete Funktion im Ortsbereich entspricht einer periodischen Funktion 
im Frequenzbereich. 

Eine periodische Funktion im Ortsbereich entspricht einer diskreten Funktion 
im Frequenzbereich. 

Im folgenden beschränken wir uns auf die diskrete Fourier-Transformation und analysieren 
sie aus der Sicht der Anwendung. Diese Betrachtungen werden mit Beispielen untermauert. 

2.2.2 Diskrete und schnelle Fourier-Transformation 

Durch die Fourier-Transformation erhält man von einem Bild das Amplitudenspektrum im 
Frequenzbereich. Mathematisch ist die zweidimensionale diskrete Fourier-Transformation 
( DFT ) mit der Gleichung (2.2.4) definiert. Für größere Werte von M und N ist die 
Gleichung (2.2.4) ungünstig; die Berechnung ist sehr aufwendig. Nur mit der schnellen 
Fourier-Transformation ( FFT, fast fourier transformation ) ist diese Gleichung lösbar. 
Die FFT ist nichts anderes als ein Algorithmus, um die diskrete Fourier-Transformation 
schneller zu berechnen. Es gibt viele FFT-Algorithmen, die aber ähnlich dem berühmten 
COOLEY-TUKEY-Algorithmus sind. Im Anhang wird ein Fortran-Programm der FFT 
gegeben. 
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Die FFT gibt es nur für den eindimensionalen Fall. Ein Bild ist aber eine Fläche und 
hat zwei Dimensionen. Um die FFT auch im zweidimensionalen Fall benutzen zu können, 
schreibt man die Gleichung (2.2.4) um in: 

(2.2.14) 

Diese Gleichung zeigt, daß die zweidimensionalen DFT im wesentlichen zwei eindimensio­
nale DFT sind. Das bedeutet, daß die zweidimensionale DFT durch eindimensionale FFT 
berechnet werden kann. Man muß nur zuerst das Bild in einer Richtung mit der eindimen­
sionalen FFT transformieren; danach wird die FFT auf die transformierten Daten in der 
senkrechten Richtung nochmals angewendet. 

Nach der Fourier-Transformation wird ein Bild, das eine reelle Funktion im Ortsbereich 
ist, im Frequenzbereich durch sein Amplitudenspektrum, das normalerweise eine komplexe 
Funktion ist, dargestellt. Man schreibt: 

B(k, l) = Br(k, l) + jBi(k, l) (2.2.15) 

Zur Veranschaulichung wird B(k, l) mit den Amplituden Ba(k, l) dargestellt: 

Ba(k, 1) = ..jBr(k, 1)2 +Bi(k, 1)2 (2.2.16) 

Ein solches Amplitudenspektrum, als Digitalbild dargestellt, hat einen geringen Kontrast. 
Man muß daher den Kontrast verstärken oder das Amplitudenspektrum mit der folgenden 
Logarithmusfunktion darstellen: 

Ba(k, l) = c1 log(l.O + c2 ..jBr(k, 1)2+ Bi(k, 1)2), (2.2.17) 

wobei c1 und c2 wählbare Parameter sind ( Ba(k, 1)max muß z.B. < 256 sein). 

Abb.< 2.2.1 >zeigt ein Bild und Abb. < 2.2.2 >das Amplitudenspektrum Ba(u,v). Es 
dominieren die niedrigen Frequenzen und hohen Frequenzen entlang der Diagonalen. Diese 
hohen Frequenzen werden von den senkrecht dazu im Bild verlaufenden Kanten verursacht. 
Abb. < 2.2.3 > zeigt das Bild und Abb. < 2.2.4 > sein Spektrum, wobei nur niedere 
Frequenzen ( :::; 0.15) zum Bildaufbau benutzt wurden. Das Bild ist unscharf; die Kanten 
im Bild werden verflacht. Abb. < 2.2.5 >zeigt nochmals das Bild und Abb.< 2.2.6 > sein 
Spektrum, wobei nur mittlere und hohe Frequenzen ( > 0.15 ) zum Bildaufbau benutzt 
wurden. Das Bild enthält nur noch die Kanten. 
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Abb. 2.2.1 Szene eines Satellitenbildes 

Abb. 2.2.2 Amplitudenspektrum von < 2.2.2 > 
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Abb. 2.2.3 Bild nur mit Niederfrequenzen 

Abb. 2.2.4 Amplitudenspektrum von < 2.2.3 > 
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Abb. 2.2.5 Bild nur mit Hochfrequenzen 

Abb. 2.2.6 Amplitudenspektrum von < 2.2.5 > 
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2.2.3 Übertragungsfunktion und Filterung im Frequenzbereich 

Die Filterung im Frequenzbereich wird durch eine Multiplikation des Amplitudenspek­
trums mit der entsprechenden Übertragungsfunktion realisiert. Für ein gegebenes Bild 
hängt die Wirk~ng der Filterung vollständig von der Übertragungsfunktion ab. Im allge­
meinen ist die Ubertragungsfunktion eine komplexe Funktion. Man schreibt: 

H(u,v) = Hr(u,v) + jHi(u,v), (2.2.18) 

wobei H r(u, v) und H i(u, v) reelle Funktionen sind. Die Filterung im Frequenz­
bereich, die bisher mit der Gleichung (2.2.13) angegeben wurde, kann ausführlicher wie 
folgt geschrieben werden: 

B'(u,v) = (Br(u,v) +jBi(u,v)) · (Hr(u,v) +jHi(u,v)) 

= (Br(u,v) · Hr(u,v)- Bi(u,v) · Hi(u,v)) 
(2.2.19)

+ j(Br(u,v) · Hi(u,v) + Bi(u,v) · Hr(u,v)) 

= B~(u, v) + jB~(u, v) 

Wenn die Übertragungsfunktion eine reelle Funktion ist, vereinfacht sich die Gleichung 
(2.2.19): 

B'(u,v) = Br(u,v) · Hr(u,v) + jBi(u,v) · Hr(u,v) (2.2.20) 

Es stellt sich noch die Frage, ob die Ubertragungsfunktion eine beliebige komplexe Funktion 
sein kann. Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Gleichung (2.2.19). Das 
gefilterte Bild b' (m, n) wird von dem Amplitudenspektrum B' (u, v) durch inverse Fourier­
Transformation berechnet. Es ist erforderlich, daß ein Bild nach dem Filterungsprozeß 
nur reelle Grauwerte haben darf. Nach den Eigenschaften der Fourier-Transformation 
wird diese Bedingung so geschrieben: Das gefilterte Spektrum B'(u, v) soll einen geraden 
Realteil und einen ungeraden Imaginärteil haben. Bei dem Spektrum des Eingabebildes 
ist Br(u, v) immer gerade und Bi(u, v) immer ungerade. Die Übertragungsfunktion muß 
deshalb folgende Bedingungen erfüllen: 

Hr(u, v) gerade 
Hi(u, v) ungerade 

Diese Bedingung gilt auch für die Gleichung (2.2.20), d.h. eine reelle Übertragungsfunktion 
muß eine gerade Funktion sein. 

Die Filterung im Frequenzbereich soll auch mit einem Beispiel verdeutlicht werden. Abb. 
< 2.2.7 > zeigt ein mit Störungen behaftetes Bild und Abb.< 2.2.8 > das dazugehörige 
Amplitudenspektrum. Zur Unterdrückung der hochfrequenten Störungen benutzen wir 
eine Übertragungsfunktion der Tiefpaßfilterung. Die Abb. < 2.2.9 > gibt das gefilterte 
Amplitudenspektrum wieder. Abb. < 2.2.10 > ist das gefilterte Bild. 
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Abb. 2.2.7 Ein verrauschtes Bild 

Abb. 2.2.8 Das Amplitudenspektrum von < 2.2.7 > 
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Abb. 2.2.9 Das gefilterte Amplitudenspektrum 

Abb. 2.2.10 Das gefilterte Bild 
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2.2.4 Diskrete inverse Fourier-Transformation 

Die diskrete inverse Fourier-Transformation ist definiert durch: 

M-1 N-1 

b'(m,n) = L L B'(k,l)e+i21r(~,.+'l.J) (2.2.21) 
k=O l=O 

Ähnlich wie Gleichung (2.2.14) kann man die inverse Transformation (2.2.21) auch durch 
eindimensionale FFT berechnen. Man kann sogar den gleichen Algorithmus verwenden, wie 
folgende Ableitung zeigt: Die Konjunktion einer komplexen Zahl erfüllt folgende Gleichung: 

(2.2.22) 

wobei c1 und c 2 komplexe Zahlen sind und das Zeichen* die Konjunktion bedeutet. Mit 
diesem Gesetz der Konjunktion kann man die Gleichung (2.2.21) wie folgt schreiben.: 

M-1 N-1 

[b'(m,n)]* = L L [B'(k,l)]*e-i21r(~+'l.J) (2.2.23) 
k=O l=O 

Da das Ausgabebild b' eine reelle Funktion ist, erhält man: 

M-1 N-1 

b'(m,n) = L L [B'(k,l)]*e-i21r(~+'l.J) (2.2.24) 
k=O l=O 

Damit haben wir für die diskrete inverse Fourier-Transformation eine Gleichung gefun­
den, die formal der diskreten Fourier-Transformation entspricht. Wir können deshalb für 
beide Aufgaben das gleiche EDV-Unterprogramm verwenden. Abb. < 2.2.10 > zeigt 
ein Beispiel einer inversen Fourier-Transformation. Dieses Ausgabebild wurde mit der 
Gleichung (2.2.24) aus dem Amplitudenspektrum der Abb. < 2.2.9 > mittels schneller 
Fourier-Transformation berechnet. 

2.3 Typen der Filterung 

Die lineare Filterung im Ortsbereich wird im allgemeinen durch die mathematische Glei­
chung (2.1.17) dargestellet. Durch Vereinfachung, Erweiterung und Transformation dieser 
Gleichung lassen sich die verschiedenen Typen der Filterung herleiten. Im folgenden wer­
den die verschiedenen Typen der Filterung analysiert. 

2.3.1 Filterung im Orts- und Frequenzbereich 

Im Abschnitt [2.1) wurde die Filterung im Ortsbereich und im Abschnitt [2.2) die Filterung 
im Frequenzbereich erläutert. Die Filterung im Ortsbereich ist eigentlich eine Faltung des 
Digitalbildes mit der Filtermatrix, man kann sie mathematisch mit der Gleichung (2.1.15) 
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ÜRTSBEREICH b(rn,n) 
b*f 

b~ (rn,n) 

F-1TRANSFORMATION 
Fl 

B·HFREQUENZBEREICH B(u,v) B~ (u,v) 

Abb. 2.3.1 Zusammenhang der Filterung im Orts- und Frequenzbereich 

oder (2.1.18) beschreiben. Im Gegensatz dazu ist die Filterung im Frequenzbereich eine 
Multiplikation des Amplitudenspektrums des Digitalbildes mit der Übertragungsfunktion, 
wobei vorher eine Transformation und nachher eine inverse Transformation notwendig sind. 
Die Fiterung im ~~equenzbereich wurde mit den Gleichungen (2.2.7), (2.2.12) und (2.2.13) 
beschrieben. Die Ubergang von dem einen Bereich auf den anderen oder umgekehrt erfolgt 
durch die Fourier-Transformation. Die Beziehung zwischen den beiden Arten der Filterung 
ist in der Abb.< 2.3.1 > dargestellt. 

2.3.2 Rekursive und nicht-rekursive Filterung 

Zuerst betrachten wir die Gleichung(2.1.18). Durch Umformungen dieser Gleichung erhal­
ten wir: 

K2-l L2-I KI-I LI-I 

b'(m,n)h(O,O)+ L L b'(m-k,n-l)fz(k,l)= L L b(m-k,n-l)h(k,l) 
k=O 1=0 

(2.3.1) 
Das Element fz(O, 0) soll nicht gleich Null sein. Hier nehmen wir fz(O, 0) = 1 an; sonst 
müßten die beiden Seiten der Gleichung (2.3.1) durch h(O, 0) dividiert werden: 

Kl-1 Ll-1 K2-1 L2-l 

b'(m,n) = 2.:: L b(m- k,n -l)h(k,l)- L L b'(m- k,n -l)fz(k,l) (2.3.2) 
k=O 1=0 

Nach der Beschaffenheit der Filtermatrix fz lassen sich weitere Typen der Filterung un­
terscheiden: 

Rekursive Filterung 

Wenn manche Elemente der Filtermatrix fz(k, 1) in der rechten Seite der Gleichung (2.3.2) 
nicht Null sind, geschieht mit der Gleichung (2.1.18) sowohl eine Faltung des Eingabebildes 
als auch eine Faltung des jeweils gefilterten Teiles des Ausgabebildes. In diesem Fall 
sprechen wir von einer rekursiven Filterung (Abb. < 2.1.3 >). 
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Nicht-rekursive Filterung 

Wenn alle Elemente der Filtermatrix fz auf der rechten Seite der Gleichung (2.3.2) gleich 
Null sind, wird die Filterung in folgender Form geschrieben: 

K1-1 Ll-1 

b'(m, n) = L L b(m- k, n- l)fi(k, l) (2.3.3) 
k=O 1=0 

Diese Gleichung ist uns schon bekannt (siehe (2.1.15)); der rekursiven Filterung (2.3.2) 
gegenüber nennt man die Filterung (2.3.3) die nicht-rekursive Filterung. Wegen ihrer 
Einfachkeit hat diese Filterung eine große Bedeutung. 

Eine rekursive Filterung kann man auch durch eine nicht-rekursive Filterung ersetzen. Die 
Fourier-Transformation der Gleichung (2.1.17) hat ergeben, daß die rekursive Filterung 
eine Übertragungsfunktion H(u,v) in Form der Gleichung (2.2.11) hat. Nach der inversen 
Fourier-Transformation der Gleichung (2.2.12) erhalten wir: 

b' = b* h, (2.3.4) 

wobei h eine Filtermatrix ist. Die Gleichung (2.3.4) ist eine Faltung und stellt deshalb eine 
nicht-rekursive Filterung dar. 

Die rekursive Filteung ist für manche Anwendungen besser als die nicht-rekursive Filte­
rung. Sie kommt mit kleineren Filtermatrizen aus und hat deshalb günstigere Rechen­
zeiten. Rekursive Filterung lassen sich allerdings schwieriger als nicht-rekursive Filterung 
verwirklichen. Bei einer solchen Filterung ist noch die Stabilität zu behandeln. Die Sta­
bilität ist gegeben, wenn die endlichen Grauwerte des Eingabebildes durch die Filterung 
endlich bleiben. Sie lautet: 

l:l: I h(k,l) 1 < oo (2.3.5) 

Bei der nicht-rekursiven Filterung ist diese Bedingung immer eingehalten. Im Gegensatz 
dazu ist die Überprüfung der Stabiltät bei der rekursive Filterung notwendig. Zur Zeit 
gibt es viele Publikationen über dieses Problem ( [Huang, 1975), [Wahl, 1980)). 

2.3.3 Ortsvariante und ortsinvariante Filterung 

Bisher haben wir die Filterung auflineare, verschiebungsinvariante Systeme gestützt. Dar­
aus folgte die ortsinvariante Filterung, d.h. Filtermatrix und Übertragungsfunktion sind 
unabhängig von den Bildkoordinaten. In der Praxis gibt es auch Bilder, bei denen die Ei­
genschaften von Bildelement zu Bildelement variieren. Für die Bearbeitung solcher Bilder 
brauchen wir die lineare, ortsvariante Filterung. 

Wegen der inhomogenen Eigenschaft des Bildes wird für jedes Bildelement eine eigene 
Filtermatrix benutzt. Die Filtermatrix lautet daher: 

f(k,l,m,n) (2.3.6) 
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Die entsprechende Ubertrc;;gungsfunktion zur Gleichung (2.3.6) existiert; sie läßt sich aber 
schwer berechnen, da der Ubergang nicht mit der normalen Fourier-Transformation durch­
geführt werden kann. 

Die Rechenzeit bei der Filterung im Ortsbereich setzt sich aus der Zeit für den Entwurf der 
Filtermatrizen und der Zeit für die Faltung zusammen. Bei der ortsinvarienten Filterung 
ist die Entwurfszeit im Vergleich zu der Faltungszeit sehr kurz, weil nur eine Filtermatrix 
für das ganze Bild zu entwerfen ist. Im Gegensatz dazu ist der Entwurf der Filtermatrizen 
bei der ortsvarianten Filterung wesentlich aufwendiger, weil für jedes Bildelement eine 
eigene Filtermatrix erforderlich ist. 

Die ortsvariante Filterung wird in dieser Arbeit mit einem sogenannten digitalen Kon­
trollmodell (DKM) verwirklicht, das die Eigenschaften des Eingabebildes beschreibt. Mit 
einem DKM wird für jedes Element des Eingabebildes die Filtermatrix bestimmt. An das 
DKM werden allerdings keine hohen Genauigkeitsansprüche gestellt. Im Kapitel [5.] wird 
die ortsvariante Filterung behandelt. 

2.3.4 Lineare und nicht-lineare Filterung 

Bisher wurden nur lineare Filterungen besprochen. Dabei ergibt sich der gefilterte Grau­
wert aus einer Linearkombination der Grauwerte des Eingabebildes. Im Gegensatz dazu 
ist bei der nicht-linearen Filterung das gefilterte Bildelement keine lineare Kombination 
der Grauwerte des Eingabebildes, sondern eine beliebige Funktion. Mathematisch läßt sich 
eine solche Filterung wie folgt angeben: 

b'(m,n) = .P[b(i,j)] (2.3.7) 

Dabei ist cfl eine beliebige Abbildungsfunktion. b(i,j) sind die Grauwerte jeweils eines 
Bereiches des Eingabebildes b(m, n ). 

Die lineare Filterung ist ein Spezialfall der Gleichung (2.3. 7): Die Abbildungsfunktion <I> 

wird eine lineare Funktion. 

Bei der nicht-linearen Filterung kann man beliebige Funktionen wählen, um ein gutes 
Ergebnis mit wenig Rechenzeit zu erreichen. Das Problem besteht aber darin, daß die 
Eigenschaften solcher Filterungen schwer kontrolliert werden können. 

Ein bekanntes Beispiel einer nicht-linearen Filterung ist die Medianfilterung, die den Me­
dianwert der Grauwerte der Umgebung verwendet. Hier wird ein Beispiel gegeben: Die 
Abb.< 2.3.2 >zeigt ein gestörtes Bild. Einzelne Bildelemente weichen stark von ihrer Um­
gebung ab. Die Medianfilterung mit der Größe 3 X 3 wird nun in der Weise benutzt, daß 
der Medianwert aus jeweils 9 Bildelementen ermittelt und mit dem Grauwert des zentral 
liegenden Bildelementes verglichen wird. Ist diese Differenz größer als ein vorgegebener 
Schwellenwert sw (in unserem Fall ist sw=50 ), so wird der ursprüngliche Grauwert durch 
den Medianwert ersetzt. Abb.< 2.3.3 > zeigt das gefilterte Bild. Es ist offensichtlich, daß 
die Bildstörungen nach der Filterung vollständig beseitigt sind. 
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Abb. 2.3.2 Ein gestörtes Bild 

Abb. 2.3.3 Bild nach der Medianfilterung 
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2.3.5 Tiefpaß-, Hochpaß-, Bandpaß-, Bandsperrfilterung 

Die ~ilterung im Frequenzbereich wird mittels einer Übertragungsfunktion durchgeführt. 
Die Ubertragungsfunktion gibt an, wie die Amplituden des Spektrums des Eingabebildes 
verstärkt, gedämpft und/oder gesperrt werden. Abhängig von der Form der Übertragungs­
funktion kann man die Filterungen wie folgt einteilen. 

Tiefpaßfilterung 

Durch Tiefpaßfilterung werden die Amplituden der hohen Frequenzen gedämpft oder ge­
sperrt. Die Amplituden der niedrigen Frequenzen werden erhalten oder sogar verstärkt. 
Bei dieser Filterung wird vor allem das hochfrequente Rauschen unterdrückt, es werden 
aber auch die Kanten verflacht. 

Hochpaßfilterung 

Diese Filterung läßt die hohen Frequenzen passieren und dämpft die niedrigen Frequen­
zen. Die Details werden herausgehoben und alle Kanten werden verstärkt. Leider wird 
das hochfrequente Rauschen im Bild auch verstärkt. Es ist daher wichtig, daß das hoch­
frequente Rauschen vor einer Hochpaßfilterung beseitigt wird. 

Bandpaßfilterung 

Eine solche Filterung wird benutzt, um ganz bestimmte Informationen darzustellen. Diese 
Filterung läßt nur bestimmte Frequenzen passieren, in denen die interessante Information 
vorkommt. 

Bandsperrfilterung 

In manchen Bildern gibt es linienförmige StÖrungen. Es sind daher Amplituden mit be­
stimmten Frequenzen zu unterdrücken. Zur Beseitigung solcher Störungen benutzt man 
Bandsperrfilterung. 

Abb.< 2.3.4 >zeigt eindimensionale Übertragungsfunktionen für ideale Tiepaß-, Hochpaß-, 
Bandpaß- und Bandsperrfilterungen. Unter ideal versteht man, daß diese Filterungen die 
Frequenzen entweder passieren lassen oder sperren. Eine solche Filterung wird meistens in 
der Nachrichtentechnik benutzt. Bei der digitalen Bildverarbeitung verwendet man oft die 
Filterung in der Weise, daß die Amplituden der Frequenzen nur verstärkt oder gedämpft 
werden; trotzdem verwendet man die hier eingeführten Bezeichnungen. Es ist auch üblich, 
daß man eine Kombination der Tiefpaß- und Hochpaßfilterung verwendet, z.B., um die 
Amplitude der mittleren Frequenzen zu verstärken und das hochfrequente Rauschen zu 
dämpfen. Die Abb. < 2.3.5 > zeigt eine solche Übertragungsfunktion für den zweidimen­
sionalen Fall. 

Mittels dieser Übertragungsfunktion wird die Detailerkennbarkeit im Bild deutlich ver­
bessert, ohne das Rauschen zu verstärken. Um ihre Wirkung zu veranschaulichen, wird 
die Filterung im Frequenzbereich nach der im Abschnitt (2.2] beschriebenen Methode mit 
dieser Übertragungsfunktion durchgeführt. In Abb. < 2.3.6 > ist das Eingabebild und in 
Abb. < 2.3. 7 > das Ausgabebild dargestellt. 
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Abb. 2.3.5 Ubertragungsfunktion zur Verstärkung 
der mittleren Frequenzen und zur Unterdrückung des hochfrequente Rauschens 
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Abb. 2.3.6 Ein Eingabebild 

Abb. 2.3.7 Das mit der Übertragungsfunktion (Abb.< 2.3.5 >)gefilterte Bild (Abb. < 2.3.6 >) 
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2.3.6 Filterung zur Bildverbesserung und Bildrestaurierung 

Die Filterung wird zur Bildverbesserung oder Bildrestaurierung verwendet, wobei irgend­
eine der bisher beschriebenen Methoden benutzt werden kann. 

Bildverbesserung 

Ein Bild beinhaltet sehr viel Information. Es stellt sich nun die Frage, wie man die 
gewünschte Information herausfinden und wahrnehmen kann. Im allgemeinen ist ein un­
verarbeitetes Bild aus folgenden Gründen für den Anwender unbefriedigend: 

Es bietet zuviel Information, während man sich nur für eine bestimmte Infor­
mation interessiert. 

Kleine Details und kleine Grauwertunterschiede erkennt das menschliche Auge 
nicht. 

Rauschen und relevante Information sind gemischt. 

Die Bildqualität ist schlecht. 

Die Bilder sind also zu verbessern, um die gewünschte Information leichter zu bekommen. 
Es gibt kein allgemeines Kriterium für ein gutes Bild. Deshalb existiert keine Standardme­
thode zur Bildverbesserung. Es ist erforderlich, daß ein Bild durch eine Filterung möglichst 
"gut" gemacht wird. Die häufig benutzten Methoden sind: 

Details durch Hochpaßfilterung deutlich hervorheben. 

Rauschen durch Tiefpaßfilterung dämpfen. 

Bestimmte Frequenzen passieren lassen oder sperren. 

Bildrestauration 

Durch den Abbildungsprozeß werden die Bilder meistens verzerrt. Wir beschränken uns 
auf die Verzerrung der Grauwerte. Wie aus dem verzerrten Bild das ursprüngliche Bild 
rekonstruiert werden kann, ist Aufgabe der Bildrestaurierung. 

Die Verzerrung der Grauwerte eines Bildes kann man beschreiben durch: 

Eine Abbildungsfunktion. 

Eine Abbildungsfunktion mit überlagertem Rauschen. 

Der erste Fall wird mit inverser Filterung und der zweite Fall mit Optimierungsfilterung 
gelöst. 

Die Voraussetzung der inversen Filterung ist die Kenntnis der Filtermatrix JI(k, l), die 
auch als Abbildungsfunktion fungiert. Man schreibt den Abbildungsprozeß als: 

(2.3.8) 

26 



- Theorie zur Filterung -

Das Bild b' ist gegeben; gesucht ist das Originalbild b. Das Bild b' wird zunächst mit der 
"unbekannten" Filtermatrix fz gefaltet: 

b" = b' *h 
(2.3.9)

=b*h*fz 

Wir fordern, daß das Bild b" gleich dem ursprünglichen Bild b sein soll. Daraus ergibt sich 
folgende Gleichung: 

h *fz =8 (2.3.10) 

Mit dieser Gleichung wird die Filtermatrix zur inversen Filterung berechnet. In der Praxis 
ist die Gleichung (2.3.10) manchmal unrealisierbar. Man muß deshalb die inverse Filte­
rung näherungsweise durchführen. Die bekannteste Methode ist, die Filtermatrix nach der 
Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen. Man schreibt: 

2L (h * fz - 8) = min (2.3.11) 

Die weiteren Details findet man in der Literatur ([Nowak, 1978), [Pratt, 1978]). 

Zur Veranschaulichung machen wir ein Beispiel. Das in der Abb. < 2.3.9 > dargestellte 
Muster wurde von dem Muster der Abb. < 2.3.8 > mit der folgenden Filtermatrix (oder 
Abbildungsfunktion) hergestellt: 

0.025 0.1 0.025)
h (k, l) = 0.1 0.5 0.1 (2.3.12)

( 0.025 0.1 0.025 

Um das Originalmuster wieder zu bekommen, wird eine inverse Filterung durchgeführt. 
Die inverse Filtermatrix fz(k, l) wurde nach dem Prinzip (2.3.11) berechnet, das auch im 
Abschnitt [3.1.3) kurz beschrieben ist. 

-.000 .000 .000 -.018 .000 .000 -.000 
.000 -.001 -.007 .094 -.007 -.001 .000 
.000 -.007 .063 -.472 .063 -.007 .000 

(2.3.13) 
.000 -.007 .063 -.472 .063 -.007 .000 
.000 -.001 -.007 .094 -.007 -.001 .000 

fz(k,l) = -.018 .094 -.472 2.381 -.472 .094 -.018 

-.000 .000 .000 -.018 .000 .000 -.000 

Eine Faltung des Bildes (Abb. < 2.3.9 > ) mit der Filtermatrix fz ergibt wiederum das 
Originalbild (Abb. < 2.3.8 >). 
Die inverse Filterung kann man auch im Frequenzbereich durchführen. An die Stelle der 
Gleichungen (2.3.8), (2.3.9) und (2.3.10) treten: 

B'(u,v) = B(u,v) ·F1(u,v) (2.3.14) 

B"(u,v) = B'(u,v) · F2(u,v) 

=B(u,v)·F1(u,v)·F2(u,v) 

=B(u,v) (2.3.15) 

Fl (u' V) . F2 (u' V) = 1 (2.3.16) 
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Abb. 2.3.8 Synthetisches Originalbild bzw. 
das mit der Filtermatrix (2.3.13) gefaltete Bild (Abb.< 2.3.9 >) 

Abb. 2.3.9 Das mit der Filtermatrix (2.3.12) gefaltete Bild (Abb.< 2.3.8 >) 
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Bei der Optimierungsfilterung wird das Abbildungsmodell so beschrieben: 

b' = b*fi +n, (2.3.17) 

wobein das Rauschen (noise) ist. Auch hier wird das Bild b' zunächst mit der unbekannten 
Filtermatrix fz gefaltet: 

b" = b' *h 
(2.3.18) 

= b * !1 * h + n * fz 
Die Optimierungsfilterung läuft auf folgende Minimumsbedingung hinaus ([Huang, 1975], 
[Biemond, 1982]): 

L (b(m, n)- b"(m, n)) 2 
= min (2.3.19) 

Die bekannteste Optimierungsfilterung bei der Bildrestauration ist di<:. WIENER-Filterung, 
die nach dem Prinzip (2.3.19) berechnet werden kann und deren Ubertragungsfunktion 
folgendene Grundform hat: 

F1(u,v)
) 

_
H( (2.3.20)u, V - ( ) ( ) ' Fl (u' V) . Ft u' V + N s u' V 

wobei NS(u,v) das Verhältnis der Amplituden des Rausch~!ls zu denen des Signales und 
das Zeichen * eine Konjunktion für eine etwaige komplexe Ubertragungsfunktion F1 (u, v) 
bedeuten. 
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2.4 Zusammenhang der Übertragungsfunktion mit der Filtermatrix 

2.4.1 Allgemeines Prinzip 

Mit einer Filtermatrix ~ann man die lineare Filterung im Ortsbereich durchführen. Zur 
Veranschaulich~~g des Ubertragungsverhaltens dieser Filterung ist die Filt~.rmatrix nicht 
geeignet. Das Ubertragungsverhalten einer Filterung ist aber durch die Ubertragungs­
funktion gut beschrieben. Aus diesem Grund ist die Übertragungsfunktion aus der be­
kannten Filtermatrix zu berechnen. Anderseits muß man die Filtermatrix auch aus der 
Übertragungsfunktion ermitteln können, um nach dem Entwurf der Übertragungsfunktion 
im Frequenzbereich die eigentliche Filterung im Ortsbereich durchführen zu können. In 
diesem Abschnitt behandeln wir diese beiden Probleme. 

Die Ubertragungsfunktion und die Filtermatrix hängen über eine in der Abb. < 2.4.1 > 
angedeutete Transformation zusammen. 

TransformationFiltermatrix _______________JI... 

Übertragungsfunktion 
Inverse Transformation 

Abb. 2.4.1 Zusammenhang der Übertragungsfunktion mit der Filtermatrix 

Diese Transformation in der Richtung Filtermatrix ---+ Übertragungsfunktion ist die Fourier­
Transformation und in der umgekehrten Richtung die inverse Fourier-Transformation: 

f( k, 1) = F[H(u, V)], 
(2.4.1)

H(u,v) = F-1 [f(k,1)], 

wobei f( k, 1) die Filtermatrix und H( u, v) die Übertragungsfunktion ist. 

Es ist hier zu betonen, daß die Filtermatrix f(k, 1) diskret und endlich ist. Diese Bedin­
gungen kann man wie folgt schreiben: 

j(k, l) = { Realwert für 1 :::; k:::; Kund 1:::; l:::; L (2.4.2)
0 sonst 

Bei der Faltung ist die Mitte der Filtermatrix in der Regel dem aktuellen Bildelement des 
Ausgabebildes zugeordnet. Ist diese Voraussetzung - z.B. wegen der unsymmetrischen 
Indizierung (2.4.2)- nicht gegeben, dann ist die Filtermatrix mit den beiden Translationen 
x~ und y~ entsprechend zu verschieben. 
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Bevor wir die ausführliche Transformationsform angehen können, ist noch auf die maxima­
len Frequenzen fx,max und /y,max einzugehen. Sie ergeben sich aus dem Abtasttheorem 
(Abschnitt [4.2] ): 

1 
fx,max = 2ßX 

(2.4.3)
1 

Jy,max = 2ßY 

Die in der Gleichung (2.4.2) de~!lierte endliche und diskrete Filtermatrix ergibt folgende 
periodische und kontinuierliche Ubertragungsfunktion: 

K L 

H(fx, jy) = L L J(k, l)e-j27r(f",(kl::.X -x~)+fy(ll::.Y-y~)) (2.4.4) 
k=l l=l 

Aus der periodischen und kontinuierlichen Ubertragungsfunktion erhält man mit emer 
inversen Fourier-Transformation die folgende diskrete Filtermatrix: 

/:z:,ma.:c /g,ma:c 

f(k,l) = J J H(fx' jy )ej27r{f.,(kb.X-x~)+ f"(lD. y -y~))dfxdfy (2.4.5) 

- /:c,ma:z: - /y,ma:z: 

Mit den normierten Frequenzen (2.3.2) 

U = fx ·ßX 
(2.4.6) 

V= jy. ßY 

und den normierten Translationen x 1 und y1 

I Xo
I 

X=-­
D,.X 

I 
(2.4.7) 

1 Yo 
y =­

D.Y 

vereinfachen sich die Gleichungen (2.4.4) und (2.4.5): 

H(u, V) = 
K LL L f(k, l)e-j27r{f.,(kl::.X -x~)+f"(lD.Y-y~)) 

k=l 1=1 

= 
K L

L L f(k, l) [cos (27r (u(k- x 1 
) + v(l- y 

1 
))) 

(2.4.8) 

k=l 1=1 

- j sin (27r (u(k- x1 
) +v(l- y 

1 
)))] 
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1(k, 1) = r].. r~T· Hu"1, )e;,.u. (k!U -·~)+ r.('"' y -- ·~)) dJ~df, 

-Jx,rnax -Jy,max 

0.5 0.5 (2.4.9) 
= J J H(u,v)[cos(27r(u(k-x1 )+v(l-y'))) 

-0.5 -0.5 

+ _j sin (21r (u(k- x 1 
) +v(l- y1 

)))Jdudv 

Der Definitionsbereich der Übertragungsfunktion ergibt sich aus dem Abtasttheorem im 
Abschnitt [4.2) wie folgt: 

H(u, v) für - 0.5 :::; u :::; 0.5 - 0.5 :::; v :::; 0.5 (2.4.10) 

Die Gleichungen (2.4.8) und (2.4.9) beschreiben die allgemeinen Beziehungen zwischen der 
Übertragungsfunktion und der Filtermatrix. Ein dazu gehöriges Beispiel wird im Abschnitt 
[2.5) besprochen und zwar anhand der Übertragungsfunktion der linearen Interpolation. 

In der Praxis kann die Filtermatrix spezielle Formen haben, wor9-uf wir im Abschnitt [2.4.2] 
nKher ei~~ehen. In der folgenden Tabelle sollen aber noch die Beziehungen der Filtermatrix 
mit der Ubertragungsfunktion verdeutlicht werden: 

Filtermatrix Übertragungsfunktion 

diskret periodisch 
reell und gerade reell und gerade 
reell und ungerade imaginär und ungerade , 
reell gerader Realteil und ungerader Imaginärteil 

2.4.2 Die Übertragungsfunktionen zu verschiedenen Filtermatrizen 

Im letzten Abschnitt wurde die allgemeine Gleichung für die Umwandlung der Filtermatrix 
in die entsprechende Übertragungsfunktion abgeleitet. Diese Gleichung ist aber ziemlich 
kompliziert und nicht günstig für die Berechnung. In der Praxis haben die Filtermatrizen 
meistens eine spezielle Form, z.B. symmetrisch. Die allgem~ine Gleichung (2.4.8) kann 
deshalb vereinfacht werden. In diesem Abschnitt werden die Ubertragungsfunktionen aus 
speziellen Filtermatrizen berechnet. 

Zuerst vereinfachen wir die Filtermatrix in der Gleichung (2.4.2) so, daß die Mitte der 
Filtermatrix mit dem Bildelement des Ausgabebildes zusammenfällt. Zu diesem Zweck 
definieren wir die zwei neuen Variablen K 1 und V: 

'7 1 _ • ( K + 1 ) 
} ~ - znt , (2.4.11)

2 

LI . (L + 1)=znt - -, (2.4.12)
2
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wobei int der Integerwert ist. Damit lautet die Filtermatrix (2.4.2): 

Fall 1) Kund L sind in der Gleichung (2.4.2) ungerade: 

f(k, l) = {Realwert für -K'::::; k ~ K' und -L' ~ l ~ L' (2.4.13)
0 sonst 

In diesem Fall ist die Mitte der Filtermatrix an der Stelle (0, 0), d.h. in der Gleichung 
(2.4.8) ist: 

x' = 0 
(2.4.14)

y' = 0 

Damit kann die Übertragungsfunktion wie folgt berechnet werden: 

K' L' 

H(u,v)= L L f(k,l)(cos(27r(ku+lv))-jsin(27r(ku+lv))) (2.4.15) 
k=-K'l=-L' 

Fall 2) K und L sind in der Gleichung (2.4.2) gerade: 

J(k, l) = {Realwert für -K' + 1 ::::; k ~ K' und -L' + 1 ::::; l::::; L' (2.4.16)
0 sonst 

Die Mitte der Filtermatrix ist in diesem Fall an der Stelle (0.5, 0.5), deshalb haben wir 
folgende Translationen: 

x' = 0.5 
(2.4.17)

y' = 0.5 

Die Gleichung (2.4.8) lautet in diesem Fall: 

K' L' 

H(u,v)= L L f(k,l)(cos(27r(u(k-0.5)+v(l-0.5))) 
k=-K'+ll=-L'+l (2.4.18) 

- j sin(27r(u(k- 0.5) + v(l- 0.5)))) 

Wenn K gerade und L ungerade oder K ungerade und L gerade sind, ergibt sich die 
Übertragungsfunktion aus der Kombination von Fall 1) und Fall 2). 

Nun soll noch der eindimensionale Fall 1=1 mit ungeradem K betrachtet werden: 

f(k) = {Realwert für -K' ~ k ~ K' (2.4.19)
0 sonst 

Die eindimensionale Übertragungsfunktion ist dann: 

K' 

H(u) = L f(k)(cos(2?rku)- j sin(21rku)) (2.4.20) 
k=-K' 
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Im folgenden werden die Übertragungsfunktionen zu verschiedenen Filtermatrizen angege­
ben: 

Type 1) K ist ungerade und die Filtermatrix ist symmetrisch, d.h. f(k) = f( -k) 

K' 

H( u) = '2.: f( k) cos(21fku) 
k=-K' 

(2.4.21)
K' 

= f(O) + 2 L f(k) cos(21fku) 
k=l 

Z.B. die Filtermatrix (-1, 3, -1) entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u) = 3- 2cos(27ru) 

Type 2) K ist ungerade und die Filtermatrix ist unsymmetrisch, d.h. f(k) ­
- f(-k): 

K' K' 

H(u) = L f(k)cos(21fku)- j L f(k)sin(21fku) 
k=-K' k=-K' (2.4.22)

K' 
= f(O)- 2jLf(k)sin(21fku) 

k=l 

Z.B. die Filtermatrix (-1, 0, 1) entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u) = -2j sin(21ru) 

Type 3) K ist ungerade und die Filtermatrix hat beliebige Werte: 

K' K' 

H(u) = L f(k)cos(21fku)- j L f(k)sin(21fku) 
k=-K' k=-K' 

(2.4.23)
K' K' 

= f(O) +L(f(k) + f(-k))cos(21fku)- j L(f(k)- f(-k))sin(21fku) 
k=l k=l 

Z.B. die Filtermatrix (-0.5, 0, 1.5) entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u) = cos(21fu)- j2 sin(21fu) 

Type 4) K ist gerade und f(k) = f( -k + 1): 

K' 

H(u) = 2 L f(k)cos (7r(2k -1)u) (2.4.24) 
k=l 
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Z.B. die Filtermatrix (0.5, 0.5) entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u) = cos(1ru) 

Type 5) K ist gerade und f( k) = - f( -k + 1 ): 

K' 

H(u) = -2j L f(k)sin (1r(2k -1)u) (2.4.25) 
k=1 

Z.B. die Filtermatrix (-0.5, 0.5) entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u) = -j sin(1ru) 

Type 6) K ist gerade und die Filtermatrix hat beliebige Werte: 

K' K' 

H(u) = L(f(k)+f(-k))cos (7r(2k-1)u)-jL(f(k)-f(-k))sin (7r(2k-1)u) (2.4.26) 
k=1 k=1 

Z.B. die Filtermatrix (-0.5, +1.5) entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u) = cos(1ru) - j sin(27ru) 

Type 7) Kund L sind ungerade und die Filtermatrix ist symmetrisch, d.h. f(k, l) = 
f( -k, -l): 

K' L' 

H(u, v) = f(O, 0) + 2 2::: f(k, 0) cos(27rku) + 2 L f(O, l) cos(27rlv) 
k=1 1=1 (2.4.27)

K' L' 

+ 4 L L f(k, l) cos(21rku) cos(27rlv) 
k=1 1=1 

Z.B. die Filtermatrix 

f(k,l) = Cl ~: ~1) 
entspricht der Übertragungsfunktion 

H( u, v) =5-2 cos(27ru)- 2 cos(27rv) 

Type 8) Kund L sind gerade und die Filtermatrix ist symmetrisch, d.h. f(k, l) = 
!(-k + 1, -l + 1): 

K' L' 

H(u, v) = 4 2::: L f(k, l) cos ( 7r(2k- 1)u) cos (1r(2Z- 1)v) (2.4.28) 
k=1 1=1 
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Z.B. die Filtermatrix 

!( k, l) = ( ~:~~ ~:~~) 
entspricht der Übertragungsfunktion 

H(u, v) = cos(?TU) cos(?TV) 

Beim zweidimensionalen Fall gibt es noch weitere Filtermatrizen, die auf komplizierte 
Übertragungsfunktionen führen. Sie können direkt mit der allgemeinen Gleichung (2.4.8) 
berechnet werden, was allerdings aufwendig ist. 

2.4.3 Die Filtermatrix abgeleitet aus der Übertragungsfunktion 

Wenn eine Übertragungsfunktion bekannt ist, kann man die Filtermatrix nach der Glei­
chung (2.4.9) berechnen. Im wesentlichen ist diese Umwandlung nur ein Integral. Zunächst 
geben wir die vereinfachten Formen der Gleichung (2.4.9) an. Wenn die Übertragungsfunk­
tion eine reelle Funktion ist, ist die Filtermatrix symmetrisch. Die Gleichung (2.4.9) lautet 
dann: 0.510.5 

f(k,l) = -o.s -o. H(u,v)cos(2?r(u(k- x') +v(l- y'))dudv (2.4.30)1 5 

Wenn die Translationen gleich Null sind, d.h. die Filtermatrix hat eine symmetrische 
Indizierung, lautet die Gleichung (2.4.30): 

0.510.5 
f(k,l) = -o. -o. H(u,v)cos(21r(ku + lv))dudv (2.4.31)1 5 5 

Um die Rechenzeit zu reduzieren, verlangt man eine möglichst kleine Filtermatrix bei der 
Filterung. Meistens wird die zu einer beliebigen Übertragungsfunktion gehörende Fil­
termatrix theoretisch unendlich groß. Aus diesen Gründen kann man die Filtermatrix 
nicht immer direkt durch das Integral berechnen. Wir stellen daher die Forderung auf, daß 
die von der Übertragungsfunktion berechnete Filtermatrix möglichst klein sein soll, aber 
doch so groß, daß sie gerade noch eine bestimmte Genauigkeit des Ergebnisses garantiert. 
Das ist eigentlich ein Approximationsproblem. Dafür gibt es verschiedene Prinzipien. Ein 
bekanntes Prinzip ist die Methode der kleinsten Quadrate, womit unser Problem folgen­
dermaßen formuliert werden kann: 

(2.4.29) 

Die Berechnung der Filtermatrix aus der Übertragungsfunktion ist die Aufgabe des Ent­
wurfes der Filtermatrizen, worauf im Kapitel [3.) eingegangen wird. 
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2.5 Ubertragungsfunktion der linearen bzw. bilinearen Interpolation 

Die bilineare Interpolation spielt bei der geometrischen Rektifizierung digitaler Bilder eine 
große Rolle [Jansa, 1983], aber auch bei Operationen in rasterförmigen digitalen Höhenmo­
dellen. Um die Genauigkeit dieser Interpolationsmethode abzuschätzen, benutzt man in 
der Literatur (z.B. [Tempfli, 1982]) eine Übertragungsfunktion für den gesamten Interpo­
lationsbereich. Das Ergebnis dieser Methode ist ein Genauigkeitsmaß, das für das gesamte 
Interpolationsgebiet repräsentiv ist, unabhängig von einer allenfalls auch speziellen Lage 
der Interpolationsstellen. In diesem Abschnitt wird- ausgehend von der Gleichung (2.4.8) 
-eine Methode vorgeschlagen, mit der die Genauigkeit der linearen bzw. bilinearen In­
terpolation an verschiedenen Interpolationsstellen beurteilt werden kann. 

2.5.1 Die lineare bzw. bilineare Interpolation 

Wir beschränken uns zunächst auf den eindimensionalen Fall mit gleichem Intervall zwi­
schen den Stützpunkten. Zur Vereinfachung nehmen wir dieses Intervall mit 1 an. Mit der 
linearen Interpolation werden Punkte in jedem Intervall an der Stelle u 1 (Abb.< 2.5.1 >) 
interpoliert. Den interpolierten Wert kann man mit der folgenden Gleichung definieren: 

1 1 1 z~ = Zi(1- u ) + Zi+JU für 0 ~ U ~ 1, (2.5.1) 

wobei Zi und Zi+I die Stützwerte sind und z~ der im Intervall (i, i + 1] zu interpolierende 
Wert ist. 

I 
I I 

z z' z 
I

z' zz I
z' 

i-1 I i-1 i I i i+1 I i+1 i+2 

i-1 i-1+u' i i+u' i+1 i+1+u' i+2 

Abb. 2.5.1 Die eindimensionale lineare Interpolation 

Im zweidimensionalen Fall gehen wir von einer rasterförmigen Anordnung der Stützpunkte 
aus. Mit einer bilinearen Interpolation sollen Punkte, die in X-Richtung um U 

1 und in V­
Richtung um v 1 gegenüber den Stützpunkten verschoben sind, interpoliert werden. 

Die Abb. < 2.5.2 > zeigt ein Rasterelement mit der Interpolationsstelle. Die Herleitung 
der bilinearen Interpolation ist bekannt. Die Interpolationsformellautet [Kraus, 1987]: 

I ( I I I I) ( I I I) ( I I I) + I IZi,j = 1 - U -V + U V Zij + U - U V Zi+l,j + V - U V Zi,j+l U V Zi+I,j+l (2.5.2) 
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Abb. 2.5.2 Die bilineare Interpolation 

Diese Formel kann man auch umschreiben: 

z~,j = (1- v')((1- u')zi,j + u' Zi+I,j) + v'((1- u')zi,i+l + u' Zi+I,j+I) 
(2.5.3)

= (1- u')((1- v')zi,j + v' Zi,i+I) + u'((1- v')zi,j+l + v' Zi+l,j+I) 

Man beachte, daß die bilineare Interpolation durch zwei eindimensionale lineare Interpola­
tionen berechnet werden kann: Zuerst wird auf den beiden Rasterlinien in einer Richtung 
interpoliert, und dann in senkrechter Richtung nochmals. Abb. < 2.5.2 >zeigt mit u' den 
ersten und mit v1 den zweiten Interpolationsschritt. 

2.5.2 Die lineare Interpolation als Filterungsprozeß 

Um die Ubertragungsfunktion zu bekommen, betrachten wir den durch die Gleichungen 
(2.5.1) und (2.5.2) beschriebenen Prozeß. Bei der linearen bzw. bilinearen Interpolation 
ist der Interpolationswert eine Linearkombination der Stützpunkte der unmittelbaren Um­
gebung. Im eindimensionalen Fall sind es nur zwei Stützwerte. Die Interpolation (2.5.1) 
kann als eine eindimensionale lineare Filterung betrachtet werden: 

z~ = Zi(1 - u') + Zi+lu' 
(2.5.4)= (zi,Zi+I) * (u', 1- u') 

Die entsprechende Filtermatrix kann man der Gleichung (2.5.4) entnehmen: 

f(k) = (u', 1- u') (2.5.5) 
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Unsere Aufgabe ist nun, die Ubertragungsfunktion zu dieser Filtermatrix zu findeiL Auf­
grund unserer bisherigen Betrachtungen (2.4.2) können wir das angeschnittene Problem 
noch nicht lösen, da die Interpolationsstelle nicht der Mitte der Filtermatrix entspricht. 
Es existiert vielmehr eine beliebige Translation x' in der Filtermatrix bei der Faltung. 

z z 
I~ 

0 u' 1 

f(m) 
f(2) 

f(l) 

0 1 2 

0 

f(2) 

f(l) 

-2 -1 

r-

u' 

f(-m) 

0 

1 

(1) Ursprüngliche Beziehung (2) Translation der Filtermatrix von (1) 

z 

u'o 1 

1-E---­ x' --7 

I 
f( 2 )I 

1 f(1) 

I 

-2 -1 

f(-m) 

0 

(3) Spiegel der Filtennatrix von (2) 

Abb. 2.5.3 Simulierte Faltung zur Berechnung der Translation 
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Die Translation x' der Filtermatrix bei der Faltung hängt von der Indizierung der Filterma­
trix ab. x' ist definiert als die Koordinaten der Stelle in der Filtermatrix, die der gefilterten 
Stelle des Ausgabebildes entspricht. Die Abb.< 2.5.3 > simuliert diesen Faltungsprozeß. 
Daraus kann man die Translation x' ablesen: 

x' = 2- u' (2.5.6) 

Zusammenfassend ist zu sagen, daß die lineare Interpolation als ein Filterungsprozeß be­
trachtet werden kann, wobei die Filtermatrix durch die Gleichung (2.5.5) definiert ist und 
bei der Filterung die Translation (2.5.6) zu beachten ist. Es ist noch zu betonen, daß diese 
Translation nur für die folgende Definition der Filtermatrix gilt: 

f(k) für k = 1,2 (2.5.7) 

2.5.3 Übertragungsfunktion der linearen bzw. bilinearen Interpolation 

Die im letzten Absc~_nitt (2.5.2) abgeleitete Filtermatrix f(k) und Translation x' dient 
zur Berechnung der Ubertragungsfunktion der linearen Interpolation. Die im Abschnitt 
(f.4.1) abgeleitete Umwandlungsformel(2.4.8), die den Übergang von der Filtermatrix zur 
Ubertragungsfunktion erlaubt, wird nun wie folgt spezialisiert: 

L=1 

K=2 
(2.5.8)

f(k) = (u', 1- u') 
x' = 2- u' 

Damit lautet die Übertragungsfunktion: 

H(u) = L
2 

f(k)(cos(27ru(k- x'))- j sin(27ru(k- x'))) 
k=l 

= u'(cos(27ru(1- u')) + j sin(27ru(1 - u'))) + (1- u')(cos(27ruu') - j sin(27ruu')) 

= cos(27ruu')- 2u' sin(1ru)sin(1ru(1- 2u')) 

+ j(- sin(27ruu') + 2u' sin(1ru)cos(1ru(1- 2u'))) 
(2.5.9) 

Weil u' auch eine Variable ist, ist die eindimensionale Übertragungsfunktion mit den beiden 
Variablen u und u 1 anzuschreiben: 

H( u, u') = cos(27ruu')- 2u' sin( 1ru) sin( 1ru(1 - 2u')) 

+ j(- sin(21ruu1 
) + 2u1 sin(1ru) cos(1ru(1 - 2u'))) (2.5.10) 

= Hr( u, u') + j Hi( u, u') 

Mit dieser Übertragungsfunktion kann die Genauigkeit der linearen Interpolation an jeder 
Interpolationsstelle ermittelt werden. Die Analyse dieser Übertragungsfunktion wird im 
Abschnitt (2.5.4] gegeben. 
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Um die zweidimensionale Ubertragungsfunktion für die bilineare Interpolation abzuleiten, 
wird zuerst die Gleichung (2.5.3) umgeschrieben. Weil die bilineare Interpolation in zwei 
lineare Interpolationen zerfällt, kann man die bilineare Interpolation (2.5.3 oder 2.5.2) wie 
folgt schreiben: 

z' = fx * jy * z, (2.5.11) 

wobei fx und JY die eindimensionalen Filtermatrizen sind. 

Die Anwendung der Fourier-Transformation auf die Gleichung (2.5.11) ergibt die Übertra­
gungsfunktion: 

(2.5.12) 

Weil eine Faltung nach der Fourier-Transformationeiner Multiplikation im Frequenzbereich 
entspricht, lautet die obige Gleichung wie folgt: 

H(u, v) = F(fu]· F(fv] 
(2.5.13)

= H(u) · H(v) 

Da diese Gleichung auch die Variablen u' und v' beinhaltet, schreiben wir sie um: 

H(u,v,u',v') = H(u,u')H(v,v'), (2.5.14) 

wobei die beiden eindimensionalen Übertragungsfunktionen mit der Gleichung (2.5.10) 
repräsentiert sind. 

Die zweidimensionale Ubertragungsfunktion der bilinearen Interpolation wird also durch 
eine Multiplikation der beiden eindimensionalen Übertragungsfunktionen berechnet. Das 
bedeutet, daß diese Interpolation in den beiden senkrecht aufeinanderstehenden Richtun­
gen unabhängig voneinander betrachtet werden kann. 

2.5.4 Eigenschaft der Übertragungsfunktion 

Da die Übertragungsfunktion der bilinearen Interpolation in zwei Übertragungsfunktionen 
einer linearen Interpolation in den senkrechten Richtungen zerfällt, betrachten wir zunächst 
nur die eindimensionale Übertragungsfunktion (2.5.10). 

1) Die Übertragungsfunktion ist eine komplexe Funktion. Für die Ortsfrequenz u 
gibt es einen geraden Realteil und einen ungeraden ImaginärteiL Nur in den folgenden 
Fällen sind die Übertragungsfunktionen reell: 

H (u, 0) = 1 für u 1 = 0 
H(u, 0.5) = cos('rru) für u' = 0.5 
H(u,l)=l füru'=l 

2) Wenn wir in der Gleichung (2.5.10) die Variable u' durch 1 - u' ersetzen, dann 
bekommen wir: 

H(u, 1 - u') = cos(2?Tuu') - 2u1 sin(?TU) sin(1ru(l - 2u')) 
(2.5.15)+ j(sin(2?Tuu')- 2u' sin(1ru) cos(1ru(l - 2u'))) 
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Man beachte, daß die beiden Funktionen (2.5.10) und (2.5.15) konjugiert sind; das schreibt 
man wie folgt: 

H(u, u') = H*(n, 1- u') (2.5.16) 

Darans ergibt sich- wie wir nach der Gleichung (2.5.29) sehen werden-, daß an den 
Stellen u' und 1 - u' die interpolierten Werte die gleiche Genauigkeit haben. 

In der Abb. < 2.0.4 > sind die Übertragungsfunktionen mit der Variablen n' von 0 bis O..S 

dargestellt. 
H (u,u 1 ) 

r 

Realteil 

H.(u,u')
l 

-o.S 

l.o u'=o.o 

u'=o.l 

u 1 =o.2 

u 1 =o.3 
u'=o.4 
u'=o.5 

u 

l.o 

u'=o,o.S 
u 

0-o.S u'=o.4 
u'=o.~ 

u'=o.3 
u'=o.2 

-l.o 

Imaginärteil 
Abb. 2.5.4 Übertragungsfunktionen Hr( u, u') + jHi(u, u') 

3) Die Variable ·u' in der Übertragungsfunktion (2.5.10) repräsentiert die zu inter­
polierende Stelle. Mit diesem Parameter kann man berechnen, wie die Genauigkeit der 
linearen Interpolation an jeder Stelle ist. 

Die Amplitude der Übertragungsfunktion von verschiedenen u' wird in der Abb.< 2.5.5 > 
dargestellt. Diese Abbildung zeigt, daß solche Übertragungsfunktionen Tiefpaßfilterungen 
repräsentieren. Mit der Vergrößerung des Paramerters u' wird die Amplitude stärker 
gedämpft. Wenn u' = 0.5, hat der interpolierte Punkt die schlechteste Genauigkeit. 
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H(u,u') 

u'=o.l 

u'=o.2 

u'=o.3 

u'=o.4 
u'=o.S 

u-o.S 0 o. 5 

Abb. 2.5.5 Amplitude der verschiedenen Übertragungsfunktionen 

Die bilineare Interpolation hat also auch diese Eigenschaften. Wir geben nur ein Beispiel 
<:.n der Stelle ( 0.5, 0.5 ), wo die Genauigkeit am schlechtesten ist. An dieser Stelle lautet die 
Ubertragungsfunktion ( 2.5 .14): 

H( u, v, 0.5, 0.5) = cos( 1ru) cos(1rv) (2.5.17) 

In der Abb. < 2.5.6 > ist diese Übertragungsfunktion dargestellt. 

Abb. 2.5.6 Ubertragungsfunktion an der Stelle ( 0.5, 0.5) 

Weil der zu interpolierende Punkt symmetrisch zu den Stützpunkten liegt, ist diese Ubt>rtra­
gungsfunktion eine reelle Funktion. 

43 



- Theorie zur Filterung ­

2.5.5 Übertragungsfunktion im gesamten Interpolationsbereich 

Mit der oben abgeleiteten Übertragungsfunktion kann die Genauigkeit der linearen Inter­
polation an jeder einzelnen Stelle berechnet werden. Es stellt sich aber auch die Frage, 
wie die Ge~.auigkeit dieser Methode im gesamten Interpolationsbereich ist und wie eine 
allgemeine Ubertragungsfunktion aussieht. 

Zuerst betrachten wir den eindimensionalen Fall. In der Gleichung (2.5.10) gibt es zwei 
Variable u und u 1 

• Die allgemeine Übertragungsfunktion ist allerdings unabhängig von 
der zu interpolierenden Stelle u 1

• Um die Übertragungsfunktion im gesamten Interpolati­
onsbereich angeben zu können, wird über u' in der Gleichung (2.5.10) integriert. Da der 
Wertebereich von u' im Intervall [0, 1] liegt, wird folgendes Integral angesetzt: 

H'(u) = J1 

H(u,u1)du1 

0 

1 (2.5.18) 
= j(cos(27ruu')- 2u1 sin(7ru)sin((1- 2u 1 )7ru) 

0 

+ j(- sin(27ruu') + 2u' sin(1ru) cos((1- 2u')1ru)))du' 

Der Imaginärteil in dieser Gleichung ist eine ungerade Funktion zur Achse u 1 = 0.5, weshalb 
der Imaginärteil gleich Null wird. In diesem Falllautet die Gleichung (2.5.18): 

11 

H'(u) = (cos(21ruu')- 2u' sin(1ru)sin(1ru(1- 2u')))du' 

= sin(21ru) _ sin(1ru) (cos(1ru) _ sin(1ru) _ sin(1ru)) (2.5.19) 
21ru 1ru 21ru 21ru 

= ( sin(1ru) )2 

1fU 

Im Gegensatz zur Gleichung (2.5.10) ist diese Übertragungsfunktion eine reelle Funktion. 
In Abb.< 2.5.7 >ist sie dargestellt. 

Die Ubertragungsfunktion der bilinearen Interpolation kann man durch Integration der 
Gleichung (2.5.14) ermitteln: 

1 111H(u,v) = H(u,v,u',v')du'dv' 

1 1 

= 1H(u, u')du' 1H(v, v')dv' (2.5.20) 

= ( sin;:u))' (sin;:v))' 
Man beachte, daß die Gleichung (2.5.20) eigentlich eine Fourier-Transformation der fol­
genden Funktion ist: 

= { (1- Ix 1)(1- I y I) für -1::::; x::::; 1 und -1::::; y::::; 1 (
f(x' Y) 2.5.21 ) 

0 sonst 
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H(u) 

l.o 

u 
-2 -~ 0 ~ 2 

Abb. 2.5.7 Übertragungsfunktion für den gesamten Interpolationsbereich 

2.5.6 Beispiele für die Anwendung der abgeleiteten Übertragungsfunktionen 

Zuerst werden wir die eindimensionale Ubertragungsfunktion ( 2.5.1 0) mit einem Beispiel 
illustrieren. Die gleichabständigen diskreten Punkte mit der Höhe Zi sind in der Tabelle 
{2.5.1} angegeben. In der Abb.< 2.5.8 > sind sie auch als Kurve dargestellt. 

z. 
~ 

8o 

7o 

6o 

So 

4o 

3o 
i 

0 lo 2o 

Abb. 2..5.8 Gleichabständige Stützpunkte 

An der Stelle u' in jedem Intervall wird ein neuer Punkt mittels linearer Interpolation 
(2.5.1) berechnet. Für u' = 0.2 und ·u' = 0.5 sind die interpolierten Werte <,0 .2 und Z:,o.s 
in der Tabelle {2.5.1} angegeben. 

Die lineare Interpolation ist auch ein Filterungsprozeß, der durch die Filtermatrix (2.5.5) 
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Zi z'i,0.2 z"i,0.2 z'i,0.5 z"i,0.5 

0 75.0000 74.6111 74.6111 74.0278 74.0278 
1 73.0556 71.1610 71.1610 68.3190 68.3190 
2 63.5825 60.9043 60.9043 56.8870 56.8870 
3 50.1916 49.1776 49.1776 47.6566 47.6566 
4 45.1216 49.8973 49.8973 57.0608 57.0608 
5 69.0000 68.4537 68.4537 67.6343 67.6343 
6 66.2687 57.7697 57.7697 45.0213 45.0213 
7 23.7740 22.5292 22.5292 20.6619 20.6619 
8 17.5499 22.0940 22.0941 28.9103 28.9103 
9 40.2706 41.2165 41.2165 42.6353 42.6353 
10 45.0000 43.7303 43.7303 41.8257 41.8257 
11 38.6515 37.0043 37.0043 34.5336 34.5336 
12 30.4157 32.5994 32.5994 35.8750 35.8751 
13 41.3344 45.0902 45.0902 50.7239 50.7239 
14 60.1133 56.6906 56.6907 51.5566 51.5567 
15 43.0000 40.7826 40.7826 37.4564 37.4564 
16 31.9128 36.7982 36.7981 44.1261 44.1261 
17 56.3394 58.0786 58.0786 60.6875 60.6875 
18 65.0356 64.9050 64.9050 64.7093 64.7093 
19 64.3830 66.5064 66.5064 69.6915 69.6915 
20 75.0000 

Tab. 2.5.1 Zahlenbeispiel zur linearen Interpolation für u' = 0.2 und u' = 0.5 
Zi Höhen von gleichabständigen, diskreten Punkten 
z~ direkt li~ear interpolierte Höhen mit Formel (2.5.1) z 
z~' mittels Ubertragungsfunktion (2.5.10) interpolierte Höhen z 

oder die Übertragungsfunktion (2.5.10) beschrieben ist. Wir führen die Filterung im Fre­
quenzbereich mit der Übertragungsfunktion (2.5.10) durch (Abschnitt [2.3]). 

Das Amplitudenspektrum der Stützpunkte wird durch eine Fourier-Transformation be­
rechnet: 

Z(k) = F[zi] 
(2.5.22) 

= Zr(k) + jZi(k) 

Tabelle {2.5.2} enthält das Ergebnis. 

Die Multiplikation des ursprünglichen Amplitudenspektrums mit der Übertragungsfunk­
tion ergibt das gefilterte Amplitudenspektrum Z"(k, u'): 

Z"(k,u') = Z(k) · H(k,u') 

= [Zr(k) · Hr(k, u') - Zi(k) · Hi(k, u')] 
(2.5.23)+ j [Zr(k) · Hi(k, u') + Zi(k) · Hr(k, u')] 

= z;(k,u') + jZ:'(k,u') 
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k Zr(k) z;'(k, o.2) Z~(k, 0.5) Zi(k) Z:'(k, 0.2) Z:'(k, 0.5) 

-10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-7 2.5000 1.7160 1.1350 0.0000 0.3604 0.0000 
-6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
-5 -5.0000 -4.2842 -3.5355 3.0000 2.1829 2.1213 
-4 4.0000 3.5281 3.2361 0.0000 0.1203 0.0000 
-3 2.0000 1.8957 1.7820 -2.5000 -2.3031 -2.2275 
-2 1.0000 0.9631 0.9511 1.5000 1.4573 1.4266 
-1 8.0000 7.9366 7.9015 1.0000 0.9961 0.9877 
0 50.0000 50.0000 50.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
1 8.0000 7.9366 7.9015 -1.0000 -0.9961 -0.9877 
2 1.0000 0.9631 0.9511 -1.5000 -1.4573 -1.4266 
3 2.0000 1.8957 1.7820 2.5000 2.3031 2.2275 
4 4.0000 3.5281 3.2361 0.0000 -0.1203 0.0000 
5 -5.0000 -4.2842 -3.5355 -3.0000 -2.1829 -2.1213 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
7 2.5000 1.7160 1.1350 0.0000 -0.3604 0.0000 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

Tab. 2.5.2 Das Amplitudenspektrum Zr( k) + j Zi( k) der Stüzpunkte und 
die nach (2.5.23) gefilterten Amplitudenspektren Z~(k,u') + jZi'(k,u') für 
u' = 0.2 und u' = 0.5 

In der Tabelle {2.5.2} sind die gefilterten Amplitudenspektren Z~(k, 0.2), Zi'(k, 0.2), Z~(k, 0.5) 
und Zi'(k, 0.5) angegeben. Die interpolierten Werte erhält man durch inverse Fourier-
Transformation: 

z~'u' = F- 1 [Z"(k,u')] (2.5.24)
' 

In der Tabelle {2.5.1} sind die nach der Filterung im Frequenzbereich mit der Übertra­
gungsfunktion (2.5.10) berechneten interpolierten Werte z~:o. 2 und z~:o. 5 eingetragen, die 
mit den linear interpolierten Werten z~,o.2 und zL0 .5 übereinstimmen. 

Mit der Übertragungsfunktion kann man die Genauigkeit der aus einem rasterförmigen di­
gitalen Höhenmodell abgeleiteten Größen bestimmen. Im folgenden wird die Genauigkeit 
der linearen Interpolation an der jeweils zu interpolierenden Stelle u' mit der Übertra­
gungsfunktion (2.5.10) berechnet. 

Die Genauigkeit wird normalerweise mit der Varianz angegeben: 

N 
2 1 ~ ( ' )2 (2.5.25)(}' = N L...t zi,u' - Zi,u' ' 

i=I 

wobei z~ , der Interpolations- und Zi u' der Sollwert ist . 
• ,u ' 
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Die gegebenen Werte Zi der Tabelle {2.5.1} erfüllen das (erst im Abschnitt [4.2] beschrie­
bene) Abtasttheorem: 

7 1 1 
(2.5.26)

fmax = 20 < 2 · ~ = 2 · 1 

Wir können deshalb die Sollwerte Zi,u' an der Stelle u' in jedem Intervall durch die inverse 
Fourier-Transformation von Zr( k) +j Zi( k) berechnen. Die Varianz ist durch die Gleichung 
(2.5.25) gegeben. In der Tabelle {2.5.3} sind die nach der Gleichung (2.5.25) berechneten 
Variauzen o-'(u') angegeben. 

u' o-' o-" 

0.00 0.00 0.00 
0.05 0.61 0.61 
0.10 1.17 1.17 
0.15 1.67 1.67 
0.20 2.10 2.10 
0.25 2.47 2.47 
0.30 2.77 2.77 
0.35 3.01 3.01 
0.40 3.18 3.18 
0.45 3.28 3.28 
0.50 3.31 3.31 
0.55 3.28 3.28 
0.60 3.18 3.18 
0.65 3.01 3.01 
0.70 2.77 2.77 
0.75 2.47 2.47 
0.80 2.10 2.10 
0.85 1.67 1.67 
0.90 1.17 1.17 
0.95 0.61 0.61 
1.00 0.00 0.00 

Tab. 2.5.3 Variauzen o-1 nach (2.5.25) und o- 11 nach (2.5.29) der interpolierten Höhen 

Nach der Parsevalsehen Gleichung kann man die Varianz auch mit der Übertragungs­
funktion im Frequenzbereich wie folgt berechnen [Tempfii, 1982]: 

.Jf-1 
2 o- = 2:: (1- H(u))2 

• Z(k) · Z*(k) (2.5.27) 

k=-~ 

Da die Übertragungsfunktion (2.5.10) eine komplexe Funktion ist, schreiben wir diese 
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Gleichung um: 

.if-1 
2a = L (1- H(u,u')) · (1- H*(u,u')) · Z(k) · Z*(k) 

k=-Jt 
(2.5.28)

.if-1 
2 = L [(1-Hr(k,u')) +Hl(k,u')] · [z;(k)+Zl(k)] 

k=-Jt 

Mit der Übertragungsfunktion (2.5.10) und den Werten der Tab. {2.5.2} wurden mit der 
Gleichung (2.5.28) die Variazen a 11 berechnet und in die Tab. {2.5.3} eingetragen. Man 
beachte, daß die durch beiden Methoden berechneten Variauzen gleich sind. 

er' 

3 

2 

1 

0 

u' 
0 0. 5 l.o 

Abb. 2.5.9 Varianz der linearen Interpolation zwischen zwei Stützpunkten 

In der Abb.< 2.5.9 > sind diese Varianzen dargestellt. Die Genauigkeit der linearen In­
terpolation variiert mit der Interpolationsstelle u'. Mit der Übertragungsfunktion (2.5.10) 
kann man die Genauigkeit an jeder Stelle gut beurteilen. Für die bilineare Interpolation 
soll nun in Anlehnung an die Gleichung (2.5.28) die Varianz a angeschrieben werden: 

~ -1 .if-1 
2a = L L (1-H(k,l,u',v'))·(1-H*(k,l,u',v'))·Z(k,l)·Z*(k,l) 

k=-~ l=-4 
(2.5.29)

Af -1 -f-1 

= L L [(1-Hr(k,l,u',v')?+H[(k,l,u',v')] · [z;(k,l)+Z[(k,l)] 
k=-Af l=-Jt 

Abb.< 2.5.10 > zeigt ein digitales HöhenmodelL Seine Höhen liegen zwischen 27 und 220 
m. Die mittlere Höhe ist 117.4 m. Nach der Gleichung (2.5.29) wurden die Variauzen au',v' 
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Abb. 2.5.10 Ein digitales Höhenmodell 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.00 1.58 2.84 3.75 4.31 4.49 4.31 3.75 2.84 1.58 0.00 
0.1 1.46 2.28 3.33 4.16 4.68 4.85 4.68 4.16 3.33 2.28 1.46 
0.2 2.62 3.21 4.05 4.76 5.22 5.38 5.22 4.76 4.05 3.21 2.62 
0.3 3.47 3.96 4.67 5.30 5.72 5.86 5.72 5.30 4.67 3.96 3.47 
0.4 3.98 4.42 5.08 5.66 6.05 6.19 6.05 5.66 5.08 4.42 3.98 
0.5 4.16 4.58 5.22 5.79 6.17 6.30 6.17 5.79 5.22 4.58 4.16 
0.6 3.98 4.42 5.08 5.66 6.05 6.19 6.05 5.66 5.08 4.42 3.98 
0.7 3.47 3.96 4.67 5.30 5.72 5.86 5.72 5.30 4.67 3.96 3.47 
0.8 2.62 3.21 4.05 4.76 5.22 5.38 5.22 4.76 4.05 3.21 2.62 
0.9 1.46 2.28 3.33 4.16 4.68 4.85 4.68 4.16 3.33 2.28 1.46 
1.0 0.00 1.58 2.84 3.75 4.31 4.49 4.31 3.75 2.84 1.58 0.00 

Tab. 2.5.4 Varianzen O'u' ,v' [m] der bilinearen Interpolation 
innerhalb Rasterelementes des digitalen Höhenmodelles (Abb.< 2.5.10 >) 

der interpolierten Werte an der Stelle ( u', v') in jedem Rasterelement berechnet. In der 
Tab.{2.5.4} sind die Ergebnisse eingetragen. Aus der Tabelle {2.5.4} sieht man, daß die 
Genauigkeit in der u-Richtung (horizontal) schlechter als die in der v-Richtung (vertikal) 
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ist. Das wird von den zwei großen Kanten in der Y-Richtung (vertikal) des digitalen 
Höhenmodelles verursacht. Zusammenfassend ist noch zu sagen, daß die Genauigkeit der 
linearen bzw. bilinearen Interpolation mit der Stelle u' bzw. ( u', v') variiert. Mit Hilfe der 
Übertragungsfunktion (2.5.10) oder (2.5.14) kann man die Genauigkeit an jeder Stelle gut 
bestimmen. 
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3. Entwurf der Filtermatrix 

Die Wirkung der Filterung im Ortsbereich hängt vollständig von der Filtermatrix ab. Eine 
geeignete und effiziente Filtermatrix für einen gegebenen Anwendungsfall zu entwerfen, 
ist die wichtigste Arbeit bei der Filterung. Mit dem Wort geeignet ist gemeint, daß das 
gewünschte Ergebnis durch die Filterung hinreichend gut erreicht werden soll, und das 
Wort effizient bedeutet, daß die Filtermatrix so klein wie möglich sein soll. In diesem Ab­
schnitt werden wir uns mit dem Entwurf der Filtermatrix beschäftigen. Die Hauptthemen 
sind: Überblick über die Entwurfsmethoden der Filtermatrix [3.1), Entwurf der Übertra­
gungsfunktion [3.2), die diskrete Filtermatrix zu einer kontinuierlichen Abbildungsfunktion 
[3.3) und Entwurf der Filtermatrix mit einem Polynom [3.4). 

3.1 Uberblick über die Entwurfsmethoden der Filtermatrix 

Die Filtermatrix dient zur Filterung im Ortsbereich, aber ih_: Entwurf ist nicht nur im 
Ortsbereich, sondern auch im Frequenzbereich mittels einer Ubertragungsfunktion reali­
sierbar. Im Abschnitt [2.2) wurden die Typen der Filterung schon erläutert. Jeder Filtertyp 
hat eine eigene Filtermatrix und eine eigene Implementierungsmethode. Deshalb sind die 
Entwurfsmethoden der Filtermatrix unterschiedlich; man kann sie wie folgt einordnen: 

1) Entwurf der Filtermatrix im Ortsbereich ohne strenge mathematische Herleitung. 

2) Ableitung der Filtermatrix aus einer bekannten Übertragungsfunktion. 

3) Berechnung der inversen Filtermatrix zu einer bekannten Abbildungsfunktion im 
Orts- und Frequenzbereich. 

3.1.1 Entwurf der Filtermatrix im Ortsbereich ohne strenge mathematische 
Herleitung 

Von einem Bild sei die Abbildungsfunktion unbekannt. Um dieses Bild leichter interpretie­
ren und/oder einfacher bearbeiten zu können, soll das Bild durch eine Filterung verbessert 
werden. Der Grundgedanke dieser Entwurfsmethode der Filtermatrix gründet sich nicht 
auf komplexe mathematische Herleitungen, sondern auf eine empirische Arbeitsweise. Um 
das gewünschte Ziel zu erreichen, bildet man eine Funktion in Abhängigkeit von den ur­
sprünglichen Grauwerten. Z.B. die 1. Ableitung repräsentiert die Kanten im Bild. Durch 
die Filterung mit der Filtermatrix (1, -1) werden die Kanten im Bild hervorgehoben. 

Die mit diesen Methoden entworfenen Filtermatrizen können sehr unterschiedlich sein; 
normalerweise sind sie klein, und ihre Wirkung kann einfach aus dem Aufbau der jeweiligen 
Filtermatrix abgelesen werden. 

In einer Filtermatrix zur Tiefpaßfilterung können ohne weiteres negative Elemente vor­
kommen, doch die meisten Elemente in der Mitte der Filtermatrix müssen positiv sein. Im 
Gegensatz dazu sind bei einer Filtermatrix zur Hochpaßfilterung die negativen Elemente 
um das im allgemeinen positive Zentralelment angeordnet. Es ist noch zu betonen, daß 
diese Charakterisierung nur für kleine Filtermatrizen gilt. 
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Man kann auch von einer bekannten (bewährten) Filtermatrix ausgehen. Durch geringe 
Modifikationen dieser Filtermatrix erhält man eine neue Filtermatrix. 

Manchmal hat man eine Hoch- oder Tiefpaßfiltermatrix. Aus der einen kann man die 
andere mit folgender Gleichung bestimmen: 

fr+!H = C· 8, (3.1.1) 

wobei fr Tiefpaßfiltermatrix und fH Hochpaßfiltermatrix und C eine Konstante bedeuten. 
Die 8-Funktion wurde in der Gleichung (2.1.5) definiert. Die Konstante kann man beliebig 
wählen. Als Beispiel sei eine Tiefpaßfiltermatrix gegeben: 

fr( k) = (0.2, 0.6, 0.2) 

Mit der Konstanten C = 2.0 erhalten wir mit der Gleichung (3.1.1) die entsprechende 
Hochpaßfiltermatrix: 

fH(k) = ( -0.2, 1.4, --0.2) 

Die Ubertragungsfunktionen zu diesen Filtermatrizen können nach der Gleichung (2.4.21) 
berechnet werden: 

Hr(u) = 0.6 + 0.4 cos(21ru) 
(3.1.2)

HH(u) = 1.4- 0.4cos(27ru) 

Sie sind auch in der Abb. < 3.1.1 > dargestellt. 

H(u) 

1.5 

o. 5 

u 
0 o.S-o.S 

Abb. 3.1.1 Die Übertragungsfunktionen HH(u) und Hr(u) 

Schließlich soll noch das Übertragungsverhalten einer nichtlinearen F~~terung angesprochen 
werden, das allerdings schwer abzuleiten ist. Z.B. kann man die Ubertragungsfunktion 
der Medianfilterung nicht mit einer mathematischen Funktion beschreiben. Der Entwurf 
solcher Filterungen wird daher meistens im Ortsbereich durchgeführt. Aus dem gefilterten 
Bild schließt man dann auf die Charakteristik der Filterung. So erkennt man z.B. bei der 
Medianfilterung, daß die hochfrequenten Anteile beseitigt werden. Die Medianfilterung 
stellt also eine Tiefpaßfilterung dar. 

53 



- Entwurf der Filtermatrix ­

3.1.2 Ableitung der Filtermatrix aus einer bekannten Übertragungsfunktion 

Die Filtermatrix kann man auch im Frequenzbereich entwerfen. Der Zusammenhang zwi­
schen der Filtermatrix und der Übertragungsfunktion ist eine Fourier-Transformation. Für 
eine diskrete Filtermatrix und eine kontinuierliche Übertragungsfunktion haben wir die da­
zugehörigen Gleichungen, und zwar (2.4.8) und (2.4.9), bereits kennengelernt. 

Wenn x' = 0 und y' = 0 lautet die Gleichung (2.4.9): 

0.510.5 
f(k, 1) = H(u, v)e+i2Tr(ku+lv)dudv (3.1.3)1-0.5 -0.5 

Die Filtermatrix f( k, 1) hat in diesem Fall eine gerade Indizierung. Das Integral wird 
in der Praxis numerisch gelöst, was nur geringe Rechenzeit erfordert. Wenn die aus der 
Übertragungsfunktion abgeleitete Filtermatrix endlich und klein wird, ist diese Methode 
sehr genau und sehr wirtschaftlich. 

Wenn die aus der Übertragungsfunktion nach der Gleichung (3.1.3) ableitbare Filtermatrix 
groß würde, müßte man auf Approximationsmethoden übergehen, z.B. auf die Methode 
der kleinsten Quadrate: 

(3.1.4) 

wobei die zur Übertragungsfunktion Haoll(u, v) gehörende Filtermatrix faoll(k, l) größer 
als die zur Übertragungsfunktion Hiat( u, v) gehörende Filtermatrix fiat(k, l) ist. Falls 
hat( k, l) verhältnismäßig groß bleibt, ist der Entwurf der Filtermatrix rechenaufwendig und 
benötigt viel Speicherplatz. Um dieses Problem zu lösen, verwendet man das Kronecker­
Produkt der Filtermatrizen bei der Berechnung ( [Fritsch,1982], [Koch, 1985] ). Die 
Rechenzeit und die Anzahl der Speicherplätze werden dabei erheblich reduziert. In der 
Praxis spielt diese Methode eine große Rolle. 

Die bisher beschriebenen Methoden beruhen darauf, daß die Genauigkeit der Ubertra­
gungsfunktion für alle Ortsfrequenzen gleich ist. Im allgemeinen variiert aber die Genau­
igkeit in Abhängigkeit von den Ortsfrequenzen. Bei der Berechnung der Filtermatrix ist 
deshalb eine Gewichtsfunktion zu berücksichtigen. 

Eine Verfeinerung der Methode der kleinsten Quadrate (3.1.4) besteht darin, daß zusätz­
lich zur Minimumsbedingung (3.1.4) noch die größten Abweichungen zwischen Hsou(u,v) 
und Hist(u, v) bei bestimmten Frequenzen innerhalb vorgegebener Schwellenwerte liegen 
müssen. Das ist eigentlich eine Approximation nach der Methode der kleinsten Quadrate 
mit Ungleichungen, d.h. ein Problem der linearen Programmierung. Details findet man in 
der Literatur ( [Fritsch, 1982], [Huang, 1975] ). 
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3.1.3 Berechnung der inversen Filtermatrix zu einer bekannten Abbildungs­
funktion im Orts- und Frequenzbereich 

Ein Bildentstehungsprozeß, der z.B. mit der Filtermatrix f 1 beschrieben ist, liefert nor­
malerweise ein verzerrtes Bild. Um das ursprüngliche, unverzerrte Bild zu rekonstruieren, 
muß eine inverse Filterung durchgeführt werden. Die inverse Filtermatrix h der Gleichung 
(2.2.17) kann man im Ortsbereich mit Hilfe der Gleichung (2.2.18) bzw. (2.2.19) berech­
nen. Die Lösung dieser Gleichungen ist aus der Literatur (z.B. [Nowak, 1978], [Gonzalez; 
Wintz, 1987] ) bekannt. Es ist noch zu beachten, daß die inverse Filtermatrix instabil 
werden kann; in diesem Fall ist diese Methode natürlich nicht zu verwenden. 

Die inverse Filtermatrix h in der Gleichung (2.2.17) kann man auch im Frequenzbereich 
mit Hilfe der Fourier-Transformation berechnen. Der Zusammenhang zwischen der Filter­
matrix ft und ihrer inversen Filtermatrix h ist in der Abb.< 3.1.2 > dargestellt. 

f *f =ö1 2Filtermatrix fl f2 

I -1Transformation FF 

H · H =1 
Übertragungsfunktion 1 2 

H1 H2 

Abb. 3.1.2 Der Zusammenhang zwischen der Filtermatrix und ihrer inversen Filtermatrix 

Zuerst wird die Übertragungsfunktion H 1 ( u, v) der Filtermatrix ft berechnet. Die inverse 
Übertragungsfunktion H2(u, v) ergibt sich dann wie folgt: 

1 
H2(u,v)=H( ) (3.1.5) 

1 u,v 

Mit der Übertragungsfunktion H2 ( u, v) wird schließlich die inverse ~iltermatrix h in der 
bekannten Weise ermittelt. Es kann dabei passieren, daß die inverse Ubertragungsfunktion 
unendliche Werte annimmt. Durch Beschränkung der Werte der Übertragungsfunktion 
H 2 ( u, v) ist es aber immer möglich, die inverse Filtermatrix im Frequenzbereich näherungs­
weise zu berechnen. 

3.2 Entwurf der Ubertragungsfunktion 

Um eine Filtermatrix im Frequenzbereich zu entwerfen, muß ihre entsprechende Uber­
tragungsfunktion bekannt sein. Der Entwurf der Übertragungsfunktion ist deshalb die 
Schlüsselaufgabe. In diesem Abschnitt werden wir uns mit den Entwurfsmöglichkeiten der 
Übertragungsfunktion beschäftigen. 
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3.2.1 Übertragungsfunktion aus dem Amplitudenspektrum 

Nach der Fourier-Transformation ist ein Bild mit seinem Amplitudenspektrum im Fre­
quenzbereich dargestellt. Das Amplitudenspektrum beschreibt, welche Größe die Ampli­
tuden zu d~? einzelnen Ortsfrequenzen haben. Nach Analyse dieses Amplitudenspektrums 
kann man Ubertragungsfunktionen entwerfen. 

Bei diesem Entwurf gelten im allgemeinen folgende Regeln: Um die Details im Bild zu 
verdeutlichen, werden die Amplituden der hohen Frequenzen verstärkt. Um das Rauschen 
zu unterdrücken bzw. das Bild weicher zu machen, werden die Amplituden der hohen 
Frequenzen gedämpft. Um ganz bestimmte Effekte zu realisieren- z.B. die Beseitigung 
linienförmiger Störungen-, werden die Amplituden nur einiger Frequenzen verändert. 

Damit ergeben sich folgende Arbeitsschritte: Das Bild wird zuerst in den Frequenzbereich 
transformiert; dann wird das Amplitudenspektrum analysiert und bestim~t, um welche 
Beträge sich die Amplituden bestimmter Frequenzen verändern sollen. Die Ubertragungs­
funktion wird schließlich aus dem Amplitudenspektrum B(u, v) des Eingabebildes und dem 
veränderten Amplitudenspektrum B' (u, v) wie folgt berechnet: 

) = B'(u, v)H( (3.2.1)u,v B(u,v) 

3.2.2 Ubertragungsfunktion aus der Abbildungsfunktion 

Wir gehen von folgender Abbildungsfunktion aus: 

<P(x,y) (3.2.2) 

Von dieser bekannten Abbildungsfunktion kann man die entsprechende Übertragungsfunk­
tion mittels diskreter oder kontinuierlicher Fourier-Transformation berechnen: 

H(u,v) = F[<P(x,y)] (3.2.3) 

Typische Anwendungsbeispiele dieser Entwurfsmethode werden im Kapitel [3.3] behandelt. 

3.2.3 Rotation einer eindimensionalen Übertragungsfunktion 

Der Entwurf der eindimensionalen Übertragungsfunktion ist in der Regel sehr einfach. 
Die zweidimensionale Übertragungsfunktion kann man aus der eindimensionalen Funktion 
durch Rotation ermitteln. Dabei bleiben die Eigenschaften der eindimensionalen Übertra­
gungsfunktion im wesentlichen enthalten. 

Die eindimensionale Übertragungsfunktion schreiben wir wie folgt: 

(3.2.4) 

Nach Ersetzen der Variablen u durch eine neue Variable v'u2 + v 2 erhalten wir: 

Hl (Ju2+v2) (3.2.5) 
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Diese Funktion ist zweidimensional und hat ähnliche Eigenschaften wie H1 ( u ). Wir schrei­
ben sie als: 

H2(u,v)=H1 (Ju2+v2) (3.2.6) 

Als Beispiel nehmen wir folgende Funktion H1 ( u ): 

(3.2.6) 

Nach der Rotation bekommen wir die zweidimensionale Übertragungsfunktion: 

(3.2.7) 

In der Abb. < 3.2.1 > sind die beiden Übertragungsfunktionen dargestellt. 

H(u) 

u 
0 

Abb. 3.2.1 Eindimensionale Übertragungsfunktion H1 (u) und die daraus 
durch Rotation abgeleitete zweidimensionale Übertragungsfunktion H2(u, v) 

3.3 Die diskrete Filtermatrix zu einer kontinuierlichen Abbildungsfunktion 

3.3.1 Problemdarstellung 

Bildentstehungsprozesse können mit einer Abbildungsfunktion beschrieben werden. Wenn 
dieses System linear ist, entsteht das Ausgabebild durch eine Faltung. Bei Digitalbil­
dern benötigt man zur Simulation dieses Bildentstehungsprozesses unbedingt eine diskrete 
Filtermatrix. Um die diskrete Filtermatrix zu bekommen, kann man die kontinuierliche 
Abbildungsfunktion mit dem Abtastintervall des Eingabebildes diskretisieren. In der Pra­
xis funktioniert diese Methode im wesentlichen ganz gut; sie spielt auch eine beachtliche 
Rolle. 

Bei der Diskretisierung der Abbildungsfunktion muß das Abtasttheorem (Abschnitt [4.2]) 
erfüllt sein. Wenn die Abbildungsfunktion mit dem Abtastintervall des Eingabebildes 
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diskretisiert wird, ist es aber möglich, daß das Abtasttheorem verletzt wird. Dazu geben 
wir zunächst zwei Beispiele an. Das Zeichen ß bezeichnet das AbtastintervalL 

Beispiel 1: Gleitende Mittelwertbildung 

Die kontinuierliche Abbildungfunktion für gleitende Mittelwertbildung lautet: 

für I x I~ ~ und I y I~ ~~(x, y) = { 0:~ (3.3.1) 
sonst 

In der Abb.< 3.3.1 > wird diese Funktion dargestellt. 
cp (x, y) 

y 

X 

Ä 

2 
Abb. 3.3.1 Abbildungsfunktion der gleitenden Mittelwertbildung 

Beispiel 2: Bilineare Interpolation 

Im Abschnitt [2.5] wurde folgende kontinuierliche Abbildungsfunktion für die bilineare 
Interpolation angegeben: 

~(x, y) = { ~~~ (1- -'3:1)(1- ~) für I x I~ ß und I y I~ ß (3.3.2)0 sonst 

Die Abb. < 3.3.2 > zeigt diese Funktion. 

Man beachte, daß die beiden kontinuierlichen Abbildungsfunktionen nur in einem engen 
Bereich relevant und außerhalb dieses Bereiches gleich Null sind. Wenn man diese beiden 
Funktionen mit dem Intervall .6. diskretisiert, ergibt sich folgende Filtermatrix: 

f( k, l) = ( ß ~ ß) für k = l = 1 (3.3.3) 

Diese Filtermatrix hat keine Wirkung bei einer Faltung. Es stellt sich daher die Frage, 
wie die Filtermatrix zu einer kontinuierlichen Abbildungsfunktion gefunden werden kann, 
wenn die Methode der Diskretisierung nicht funktioniert. Im folgenden werden wir uns 
mit diesem Problem beschäftigen. 
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t<P<x,y) 

Abb. 3.3.2 Abbildungsfunktion der bilinearen Interpolation 

3.3.2 Bestimmung der diskreten Filtermatrix 

Die Fourier-Transformation der kontinuierlichen Abbildungsfunktion <I>(x, y) lautet: 

H'(u,v) = F[<I>(x,y)] (3.3.4) 

Gemäß den Eigenschaften der Fourier-Transformation ist H' (u, v) kontinuierlich und un­
endlich (Abschnitt [2.3]). Da die gesuchte Filtermatrix diskret sein muß, müssen wir 
eine periodische Übertragungsfunktion finden, die das gleiche Übertragungsverhalten im 
Frequenzbereich wie die kontinuierliche Abbildungsfunktion <I>(x, y) im Ortsbereich hat. 
Das Eingabebild sei mit dem Intervall .6. digitalisiert. Nach dem Abtasttheorem ist das 
Amplitudenspektrum des Eingabebildes nur richtig, wenn folgende Bedingungen gelten 
(Abschnitt [4.2]): 

fx 
u =- < 0.5 (3.3.5).6_­

v = jy < 0.5 (3.3.6).6.-

Da die Übertragungsfunktion auch nur in diesem Bereich wirken soll, wird eine neue Über­
tragungsfunktion H(u, v) mit der folgenden Bedingung definiert: 

H(u, v) = H(i + u', k + v') 
(3.3.7)

=H'(u',v') für Iu' I~ 0.5 I v' I~ 0.5 

wobei i und k ganze Zahlen sind. 

Die Übertragungsfunktion H(u, v) ist eine kontinuierliche und periodische Funktion mit 
der Periode 1 von u und v. Für den eindimensionalen Fall geben wir ein Beispiel: Die 
Übertragungsfunktion H'(u) des Beispieles 1 (Abschnitt [3.3.1]) für den eindimensionalen 
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H(u) 

H 1 (u) 

u 

Abb. 3.3.3 Übertragungsfunktionen H' (u) der kontinuierlichen 
Abbildungsfunktion und H(u) der diskreten Filtermatrix 

Fall wird in der Abb.< 3.3.3 > dargestellt, außerdem die mit (3.3.7) abgeleitete Übertra­
gungsfunktion H(u ). 

Beide Übertragungsfunktionen sind im Bereich [-0.5, 0.5] äquivalent. Unter Beachtung 
der Beziehungen (3.3.5) und (3.3.6) haben daher beide Übertragungsfunktionen die gleiche 
Wirkung auf das Eingabebild. Im Ortsbereich entspricht H(u, v) einer diskreten Filter­
matrix. Diese Filtermatrix kann man aus der Übertragungsfunktion H( u, v) nach den im 
Abschnitt [3.1) beschriebenen Methoden berechnen. Im allgemeinen erhält man sie mit 
der inversen Fourier-Transformation: 

f(k,l) = F-1 [H(u,v)] (3.3.8) 

3.3.3 Zusammenhang der Abbildungsfunktion mit der Filtermatrix 

Die Abbildungsfunktion cp(x, y) sei kontinuierlich und die Filtermatrix f(k, l) entsprechend 
der Beziehung(3.3.8) diskret. Die Werte der Abbildungsfunktion cp(x, y) an den Stellen 
x = k · ß und y = l · ß sind nicht gleich den Werten der Filtermatrix f(k, l). Dafür 
wird ein eindimensionales Beispiel gegeben: Die kontinuierliche Abbildungsfunktion der 
gleitenden Mittelwertbildung ist definiert durch: 

cp(x) = {cf I X j:=; ~ (3.3.9)
sonst 

Die diskrete :f.iltermatrix ergibt sich nach der Gleichung (2.4.31) für den eindimensionalen 
Fall aus der Ubertragungsfunktion direkt durch Integration: 

k 0 ±1 ±2 ±3 ±4 ±5 
f(k) 0.87265 0.07563 -0.01673 0.00729 0.00259 -0.00180 
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Da das AmplitudeD:~pektrum des diskreten Eingabebildes nur im Bereic~ (-0.5, 0.5) gültig 
ist und die beiden Ubertragungsfunktionen H(u, v) und H' (u, v) in diesem Bereich immer 
gleich sind, haben die diskrete Filtermatrix f( k, l) und die kontinuierliche Abbildungs­
funktion <P(x, y) zwar verschiedene Formen, aber die gleiche Wirkung bei einer 
Filterung. 

Zum Schluß wird noch ein zweidimensionales Beispiel angegeben. Für die mit der Glei­
chung (3.3.1) definierte Abbildungsfunktion wurde zuerst die Übertragungsfunktion und 
dann nach der im Abschnitt [3.1] beschriebenen Methode der kleinsten Quadrate (3.1.4) 
die Filtermatrix berechnet: Die Filtermatrix J( k, l) lautet: 

f(k,l) = 

.000 
-.000 
.001 
.007 
.001 

-.000 
.000 

-.000 
.000 

-.001 
-.015 
-.001 
.000 

-.000 

.001 
-.001 
.006 
.066 
.006 

-.001 
.001 

.007 
-.015 
.066 
.751 
.066 

-.015 
.007 

.001 
-.001 
.006 
.066 
.006 

-.001 
.001 

-.000 
.000 

-.001 
-.015 
-.001 
.000 

-.000 

.000 
-.000 
.001 
.007 
.001 

-.000 
.000 

(3.3.10) 

3.4 Entwurf der Filtermatrix mit einem Polynom 

3.4.1 Problemdarstellung 

Eine einfache Filterung ist die gleitende Mittelwertbildung. Die Filtermatrix dieser 
Filterung, z.B. mit der Größe 3 x 3, lautet: 

f(k,l) = ~ ( 1~ 1~ ~1) (3.4.1) 

Bei der Filterung wird der mittlere Grauwert aus 9 Bildelementen in der quadratischen 
Umgebung des Bildelementes b(m, n) berechnet. Der Grauwert b'(m, n) des Ausgabebildes 
nimmt diesen Mittelwert an. Diesen Prozeß kann man aber auch wie folgt verstehen: Eine 
Horizontalebene wird mit diesen 9 Bildelementen approximiert. Der Grauwert 
des gefilterten Bildelementes b' (m, n) ist der Wert dieser Ebene an der Stelle 
(m,n). 

Die Filtermatrix (3.4.1) unterdrückt das Rauschen, macht aber auch das Bild unscharf. Um 
diesen negativen Nebeneffekt zu mindern, wird folgende Vorgangsweise für den Entwurf 
der Filtermatrix vorgeschlagen: 

Anstelle einer Horizontalebene benutzen wir eine gleitende Polynomfläche höheren 
Grades und zusätzlich Gewichte in Abhängigkeit von der Entfernung der Bild­
elemente vom Zentralelernent. Der Wert dieser Fläche an der Stelle (m,n) ist 
der Grauwert b'(m, n) des Ausgabebildes. 
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3.4.2 Mathematische Herleitung 

Wir verschieben das Koordinatensystem zur Stelle m, n (Abb.< 3.4.1 >). In diesem Fall 
wird das Eingabebild mit bt(k, l) und das Ausgabebild mit b~(k, l) bezeichnet (t=Translation). 

-- -- 7m-r-- -- -- 1----­i 

I 

I 

I -K K 
-L I

I 
~k-I-­ ~ 

I _lL 

I 'V 
1 

~ 
n 

Abb. 3.4.1 Berechnung der Filtermatrix mit einem Polynom 

Unsere Aufgabe wird wie folgt beschrieben: 

Eine Polynomfläche mit den Graden I und J 

I J 

b~(x, y) = L L a(i,j)xiyj (3.4.2) 
i=O j=O 

wird aus folgenden Bildelementen bt(k, l) approximiert: 

bt(k, l) für - K ~ k ~ K und - L ~ l ~ L, 

wobei die Anzahl der Polynomkoeffizienten a(k, l) kleiner als die Anzahl der zur Faltung 
verwendeten Bildelemente sein soll, nämlich: 

I+ 1 < 2K + 1 und J + 1 < 2L + 1, 

Diese Aufgabe kann man mit einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen lösen, 
wobei die Bildelemente bt(i,j) des Eingabebildes die Beobachtungen und die Polynomko­
effizienten a(k, l) die Unbekannten sind. 

Wir haben in diesem Fall folgende Verbesserungsgleichungen: 

I J 

b~(k, l) = v(k,l) + bt(k, l) = L L kizia(i,j) (3.4.3) 
i=O j=O 
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Mit der folgenden neuen (eindimensionalen ) Indizierung 

k1 = (k + K)(2L + 1) + l + L + 1 
(3.4.4)

i1=i(J+1)+j+1 

lautet die Gleichung (3.4.3): 

(I+l)(J+l) 

Vki + bk1 = L A(k1, i1)a(i1) (3.4.5) 
il=l 

In Matrizenform: 
v + b =AT· a (3.4.6) 

Nach dem Prinzip 
T . v pv = mzn (3.4.7) 

erhält man: 
(3.4.8) 

wobei die Gewichtsmatrix p eine Diagonalmatrix ist. 

Der Grauwert des Bildelementes b'(m, n) ist der Wert dieser Polynomfläche b~(k, l) an der 
Stelle (0, 0), nämlich: 

b'(m,n) = b~(O,O) 

= a(O) 

= (1,0,0,···,0,0)a 
(3.4.9)T= e0 a 

= ef(ApAT)-1Apb 

=fTb, 

wobei f in dieser Gleichung ein Vektor ist. 

Mit einerneuen Matrix 
C = (ApAT)- 1e0 (3.4.10) 

kann man den Vektor f wie folgt schreiben: 

(3.4.11) 

Wenn man für den Übergang auf 2 Dimensionen den Vektorfund die Diagonalelemente 
der Gewichtsmatrix p mit zwei Indizierungen kund l schreibt, lautet die Gleichung (3.4.11 ): 

I J 

J(k, t) = 2:: LP(k, Z)kizic (i(J + 1) + j + 1) 
(3.4.12)

i=O j=O 

für - K :s; k :s; K - L :s; l :s; L 
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Da die Matrix f in der Gleichung (3.4.12) symmetrisch ist, kann man die Multiplikation 
in der Gleichung (3.4.9) mit einer Faltung formulieren: 

b'(m, n) = b(m, n) * f(k, l), (3.4.13) 

wobei f(k, l) als die Filtermatrix bezeichnet wird. 

Im eindimensionalen Fall kann man die Filtermatrix wie folgt berechnen: 

I 

f(k) = LP(k)kiC(i) (3.4.14) 
i=O 

3.4.3 Die Parameter des Filterentwurfes 

Beim Entwurf der Filtermatrix mit einem Polynom sind folgende Parameter im voraus 
festzulegen: 

1) Dimensionen I< und L der Filtermatrix 

2) Grade I und J des Polynomes 

3) Gewichte 

Wenn diese Parameter gegeben sind, kann man die Filtermatrix nach der Gleichung (3.4.12) 
ermitteln. Um diese Parameter angeben zu können, werden im folgende~. die Eigenschaften 
dieser Parameter bei einer Filterung analysiert und zwar mit Hilfe der Ubertragungsfunk­
tion. Zur Vereinfachung betrachten wir zunächst den eindimensionalen Fall: 

Eine Filtermatrix 
f(k) für - I< :::; k :::; I< (3.4.15) 

wird aus folgendem Polynom 
I 

b~(x) = L xi · a(i) (3.4.16) 
i=O 

mit der Gewichtsfunktion 
1 

P(d)= d2' (3.4.17)
1 +q. 

berechnet, wobei q ein zu setzender Parameter ist und d die Entfernung. 
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Die Analyse erbringt folgende Ergebnisse: 

1) Je größer die Dimension K der Filtermatrix ist, desto stärker werden die Amplituden 
der Hochfrequenzen gedämpft. Wir gehen von einem Polynom vom Grad 2 aus. Mit 
konstanten Gewichten(= 1) erhält man nach der Gleichung (3.4.14) die Filtermatrizen 
(Tab.{3.4.1}). 

K I q f( -5) f( -4) f( -3) f( -2) f( -1) f(O) f(1) f(2) f(3) f(4) f(5) 

2 
3 
4 
5 

2 
2 
2 
2 

0 
0 
0 
0 -0.08 

-0.09 
0.02 

-0.10 
0.06 
0.10 

-0.09 
0.14 
0.17 
0.16 

0.34 
0.29 
0.23 
0.20 

0.49 
0.33 
0.26 
0.21 

0.34 
0.29 
0.23 
0.20 

-0.09 
0.14 
0.17 
0.16 

-0.10 
0.06 
0.10 

-0.09 
0.02 -0.08 

Tab. 3.4.1 Filtermatrizen f( k) verschiedener Dimension K 

In der Abb. < 3.4.2 > sind die von den Filtermatrizen nach der Gleichung (2.4.21) 
berechneten Ubertragungsfunktionen dargestellt. 

H(u) 

1.0 

K=3 
K=5 

u 

K=2 

Abb. 3.4.2 Übertragungsfunktionen von verschieden 
dimensionierten Filtermatrizen (Tab.{3.4.1}) 
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2) Je höher der Grad des Polynomes ist, desto schwächer ist der Effekt der Tiefpaßfil­
terung. Dieses Ergebnis wird auch mit Beispielen demonstriert. Für verschiedene Grade 
I des Polynomes werden die Filtermatrizen mit konstanten Gewichten berechnet. Die 
Tabelle {3.4.2} zeigt diese Filtermatrizen. 

K I q f(-4) f(-3) f(-2) f(-1) f(O) f(l) f(2) f(3) f(4) 

4 0 0.0 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 
4 2 0.0 -0.09 0.06 0.17 0.23 0.26 0.23 0.17 0.06 -0.09 
4 4 0.0 0.03 -0.13 0.07 0.31 0.42 0.31 0.07 -0.13 0.03 
4 6 0.0 -0.01 0.04 -0.15 0.30 0.62 0.30 -0.15 0.04 -0.01 

Tab. 3.4.2 Filtermatrizen f( k) zu verschiedenen Polynomgeraden I 

In der Abb. < 3.4.3 >findet man die entsprechenden Übertragungsfunktionen. 

H(u) 

1.0 

1=4 

u 

1=5 

Abb. 3.4.3 Ubertragungsfunktionen zu den Filtermatrizen (Tab.{3.4.2}) 
mit Polynomen verschiedenen Gerades 

Es ist noch zu betonen, daß die Polynome mit den Graden I und I + 1 die gleichen 
Filtermatrizen liefern, wenn I gerade ist. 
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3) Je kleiner der Parameter q in der Gleichung (3.4.17) ist, desto stärker ist der Effekt 
der Tiefpaßfilterung. Um das zu zeigen, werden im folgenden Filtermatrizen mit einem 
Polynomgerad 2 für verschiedene q berechnet (Tab.{3.4.3} ). 

K I q f(-3) f(-2) f(-1) f(O) f(1) f(2) f(3) 

3 2 0.0 -0.10 0.14 0.29 0.33 0.29 0.14 -0.10 
3 2 1.0 -0.04 0.03 0.23 0.56 0.23 0.03 -0.04 
3 2 5.0 -0.01 0.01 0.11 0.80 0.11 0.01 -0.01 
3 2 20.0 0.00 0.00 0.04 0.94 0.04 0.00 0.00 
3 2 100.0 0.00 0.00 0.01 0.99 0.01 0.00 0.00 

Tab. 3.4.3 Filtermatrizen f( k) für verschiedene q 

Die entsprechenden Übertragungsfunktionen findet man in der Abb. < 3.4.4 >. 

H(u) 

q=loo 
q=2o 

q=S 

q=l 
q=o 

u 

Abb. 3.4.4 Übertragungsfunktionen von verschieden 
gewichteten Filtermatrizen (Tab.{3.4.3}) 
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4) Das Ubertragungsverhalten hängt stark vom Unterschied der Anzahl der Elemente 
der Filtermatrix und der Anzahl der Polynomkoeffizienten, also von der Redundanz der 
Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen ab. Für gleiche Redundanz haben die 
Übertragungsfunktionen fast gleiche Form. Z.B. für die Redundanz 2 gibt es folgende 
Filtermatrizen (Tab.{3.4.4} ): 

K I q f( -5) f( -4) f( -3) f( -2) f( -1) f( 0) f( 1) f(2) f( 3) f( 4) f( .5) 

2 2 0 -0.09 0.34 0.49 0.34 -0.09 
:3 4 0 0.02 -0.13 0.32 0.57 0.32 -0.13 0.02 
4 6 0 -0.01 0.04 -0.15 0.30 0.62 0.30 -0.15 0.04 -0.01 
5 8 0 0.00 -0.01 0.06 -0.16 0.29 0.66 0.29 -0.16 0.06 -0.01 0.00 

Tab. 3.4.4 Filtermatrizen f( k) gleicher Redundanz 

Die entsprechenden Ubertragungsfunktionen sind in der Abb. < 3.4.5 > dargestellt. 

H(u) 

1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

u 
0 

Abb. 3.4.5 Ubertragungsfunktionen zu den Filtermatrizen 
gleicher Redundanz (Tab.{3.4.4}) 

Die zweidimensionalen Filtermatrizen haben die gleichen Eigenschaften. Im nächsten Ab­
schnitt werden vier einschlägige Beispiele demonstriert. 
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3.4.4 Anwendungsbeispiele 

Um die Entwurfsmethode der Filtermatrix mit einem Polynom zu demonstrieren, wird ein 
verrauschtes Bild (Abb.< 3.4.6 >)benutzt. Mit den vorgegebenen Parametern werden die 
Filtermatrizen nach der Gleichung (3.4.12) berechnet. · 

Abb. 3.4.6 Ein verrauschtes Bild 

Beispiel 1) 

Für I = J = 0, K = L = 2 und q = 0 erhalten wir die Filtermatrix: 

0.040 0.040 0.040 0.040 0.040 
0.040 0.040 0.040 0.040 0.040 

(3.4.18)f(k, l) = 0.040 0.040 0.040 0.040 0.040 
0.040 0.040 0.040 0.040 0.040 
0.040 0.040 0.040 0.040 0.040 

Das mit der Filtermatrix (3.4.18) gefilt:rte Bild ist die Abb.< 3.4.7 > 
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Abb. 3.4.7 Das mit der Filtermatrix (3.4.18) gefilterte Bild 

Abb. 3.4.8 Das mit der Filtermatrix (3.4.19) gefilterte Bild 
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Beispiel 2) 

Für I = J = 2, K = L = 2 und q = 0 erhalten wir die Filtermatrix: 

0.007 -0.029 -0.042 -0.029 0.007 
-0.029 0.118 0.167 0.118 -0.029 

f(k,l) = -0.042 0.167 0.236 0.167 -0.042 (3.4.19) 
-0.029 0.118 0.167 0.118 -0.029 
0.007 -0.029 -0.042 -0.029 0.007 

Das mit der Filtermatrix (3.4.19) gefilterte Bild ist die Abb.< 3.4.8 > 

Beispiel 3) 

Für I = J = 0, K = L = 2 und q = 20.0 erhalten wir die Filtermatrix: 

0.016 0.023 0.028 0.023 0.016 
0.023 0.048 0.073 0.048 0.023 

f(k, l) = 0.028 0.073 0.154 0.073 0.028 (3.4.20) 
0.023 0.048 0.073 0.048 0.023 
0.016 0.023 0.028 0.023 0.016 

Das mit der Filtermatrix (3.4.20) gefilterte Bild ist die Abb.< 3.4.9 > 

Beispiel 4) 

Für I = J = 0, K = L = 1 und q = 20.0 erhalten wir die Filtermatrix: 

0.059 0.102 0.059) 
f(k, l) = 0.102 0.356 0.102 (3.4.21)

( 0.059 0.102 0.059 

Das mit der Filtermatrix (3.4.21) gefilterte Bild ist die Abb.< 3.4.10 > 
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Abb. 3.4.9 Das mit der Filtermatrix (3.4.20) gefilterte Bild 

Abb. 3.4.10 Das mit der Filtermatrix (3.4.21) gefilterte Bild 
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4. Korrektur des abgetasteten Bildes 

Das Digitalbild entsteht durch Abtastung eines kontinuierlichen Signals oder eines opti­
schen Bildes. Der Abtastprozeß besteht aus zwei Teilen, nämlich der Diskretisierung 
und der Quantifizierung. Unter Diskretisierung versteht man die Zerlegung des Bil­
des in Rasterelemente. Quantifizierung bedeutet, daß die Grauwerte der Rasterelemente 
durch Zahlen repräsentiert werden, z.B. durch die Integerzahlen zwischen 0 und 255. Die 
Abtastung eines Bildes muß das Abtasttheorem erfüllen. In diesem Kapitel werden die 
Abtastung eines Bildes [4.1] und das Abtasttheorem [4.2] behandelt. In der Praxis wird 
die Abtastung mittels Meßgeräten durchgeführt. Da der Abtastkopf kein Punkt sondern 
eine Fläche ist, werden die ursprünglichen Grauwerte durch die Abtastung verzerrt. Im 
Abschnitt [4.3] werden diese Verzerrungen mit der Übertragungsfunktion beschrieben und 
im Abschnitt (4.4] werden Korrekturmethoden dafür angegeben. Anschließend wird im 
Abschnitt [4.5] noch vorgeschlagen, wie Überlappung oder Klaffung der Bildelemente kor­
rigiert werden kann. Am Schluß [4.6] wird gezeigt, daß die traditionelle Methode zur Kor­
rektur wegen Überlappung zwischen den benachbarten Bildelementen nur eine Näherungs­
methode ist; eine verbesserte Methode wird vorgeschlagen. 

Abtastung eines Bildes 

Man kann ein Digitalbild durch verschiedene Methoden erhalten; z.B. liefern die Aufnah­
mesysteme in Satelliten unmittelbar digitale Daten. Durch die Abtastung eines optischen 
Bildes erhält man auch ein Digitalbild. Im Prinzip sind alle die Methoden gleich. Die dis­
kreten Daten werden durch Abtastung von kontinuierlichen Daten erhalten. Im folgenden 
werden wir uns deshalb nur mit der Abtastung eines optischen Bildes beschäftigen. 

Gegeben sei ein kontinuierliches optisches Bild. Wir schreiben es als b0 (x, y) von zwe1 
Variablen x und y: 

bo(x, y) (4.1.1) 

Die Abtastung kann man wie folgt beschreiben: Zuerst wählen wir die Abtastintervalle 
~X und ~y in der X- und Y-Richtung; dann messen wir die kontinuierliche Funktion 
b0 (x, y) an den Rasterpunkten x = m ·~X und y = n · ~Y. Diese neuen diskreten Daten 
nennen wir ein Digitalbild: 

b(m, n) (4.1.2) 

Der Zusammenhang der beiden Funktionen ist wie folgt: 

für x = m · ~X und y = n · ~yb(m,n) = { ~o(x,y) (4.1.3)
sonst 

Der Grauwert b(m, n) ist noch zu quantifizieren. Dabei kann es - da man nur eine endliche 
Anzahl von Grauwertstufen (z.B. 256) nimmt- zu Quantifizierungsfehlern kommen. Diese 
Fehler werden in dieser Arbeit aber nicht berücksichtigt. 
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4.2 Abtasttheorem 

Im letzten Abschnitt wurde die Abtastung definiert. In diesem Abschnitt wird dieser 
Prozeß analysiert. 

Zuerst bringen wir die Dirac-Feld-Funktion w(AmX' AnY) ein. Sie ist definiert durch: 

w( _:.__, _!L) = {1 für x = m · 6X und y = n · 6Y (4.2.1)
6X 6Y 0 sonst 

Das ist eine Gruppe von b - Funktionen. Mit dieser Funktion kann man die Gleichung 
(4.1.3) umschreiben: 

b(m,n) = { bo(x,y) ·1 für x = m6X und y = n6Y 
bo(x, y) · 0 sonst (4.2.2) 

X y 
=bo(x,y) ·w(6X' 6Y)' 

wobei ßX und ßY die Perioden der Dirac-Feld-Funktion und gleichzeitig die Abtastinter­
valle des Eingabebildes sind. Man beachte, daß die Abtastung eigentlich eine Multiplika­
tion der zu digitalisierenden kontinuierlichen Funktion mit einer Dirac-Feld-Funktion ist. 
Wir transformieren nun die Gleichung ( 4.2.2) in den Frequenzbereich: 

B(fx,fy) = Bo(fx,fy) *w( l;x, l~Y ), (4.2.3) 

wobei 
1 

ßFx = ßX 
(4.2.4)

1 
ßFy = ßY 

Mit den Variablen u = fx · ßX und v = jy · ßY wird die Gleichung ( 4.2.3) umgeschrieben: 

U V 
B(u, v) = Bo(u, v) *w(ßU' ßV) = B 0 (u, v) *w(u, v), ( 4.2.5) 

wobei die folgenden Bedingungen gelten: 

1
ßU = ßX · ßFx = ßX­

ßX (4.2.6)
1 

1::1V = ßY · ßFy = ßY ßY 

Die Gleichung ( 4.2.5) repräsentiert den Abtastprozeß im Frequenzbereich. Durch die In­
terpretation dieser Gleichung werden folgende Erkenntnisse erhalten: 
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B u) 

1.o 

-2 -1 0 1 

nach der 
Abtastung 

vor der Abtastung 

u 
2 

Abb. 4.2.1 Spektrum einer Funktion vor und nach der Abtastung 

1) Das Amplitudenspektrum B(u, v) des abgetasteten Bildes ist eine Faltung des Am­
plitudenspektrums des zu digitalisierenden Eingabebildes mit einer Dirac-Feld-Funktion. 
In der Abb. < 4.2.1 > wird ein eindimensionales Beispiel gezeigt. 

2) Das Spektrum B(u, v) ist nach der Abtastung eine periodische Funktion. Zuerst 
bringen wir zwei neue Variable ein, die folgende Bedingungen erfüllen: 

f:::..Fx 1
f x,max- 2 -

2
/:::..X 

(4.2.7) 
_ !:::..Fy __1_ 

Jy,max - 2 - 2/:::..Y 

Wenn die Frequenzen eines Bildes kleiner als die Frequenzen fx,max und Jy,max sind, 
wird das Amplitudenspektrum dieses Bildes nach der Abtastung nur eine Wieder­
holung des ursprünglichen Amplitudenspektrums (Abb. < 4.2.2 >). Sonst gibt es 
Überlappungen zwischen den Amplitudenspektren der verschiedenen Phasen. Die in 
der Gleichung ( 4.2. 7) definierten Frequenzen sind die Grenzfrequenzen; man nennt 
sie die Nyquist-Frequenz. Mit dieser Frequenz kann man bestimmen, mit wel­
chem Abtastintervall ein Bild digitalisiert werden muß bzw. wieviel Information bei 
der Abtastung verloren geht. Wenn man die Variablen u und v benutzt, lautet die 
Nyquist-Frequenz: 

Umax = fx,maxf:::..X = 0.5 
(4.2.8) 

Vmax = Jy,maxf:::..Y = 0.5 

Das Spektrum eines Bildes ist dann vollständig, wenn die Frequenzen im Eingabebild 
kleiner als die Nyquist-Frequenz sind, also: 

1 u 1 ::; o.5 
(4.2.9)

I V I ::; 0.5 
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3) Wenn die Frequenzen des Eingabebildes die Bedingungen ( 4.2.9) erfüllen, kann man 
das Eingabebild, also das Originalbild, aus dem abgetasteten Bild B(u, v) rekon­
struieren. Die Gleichung für das rekonstruierte Bild B'(u, v) lautet: 

B'(u,v) = B(u,v) · rect(;U' ;U) 

(4.2.10)= B(u,v) · rect(u,v) 

= Bo(u, v), 

wobei 6.U = 6.V= 1 ist und die Reet-Funktion wie folgt definiert ist: 

Iu I:S ß2U und I v I:S ß2VReet(~ ~) = { ßU~ßV ( 4.2.11) 
6.U' 6.V 0 sonst 

B(u) 

1.o 

u 

Abb. 4.2.2 Das mit der Reet-Funktion rekonstruierte Amplitudenspektrum. 

Die Abb. < 4.2.2 > veranschaulicht die Gleichung (4.2.10). Die Anwendung der 
inversen Fourier-Transformation auf diese Gleichung ergibt: 

) -b( ) (sin(1rßxX) sin(1r-fy))
b0(x, y - m, n * x · __1L 

7r ßX 7r ßY 
(4.2.12)oo Loo ( ) sin(1r(m - ßxX) sin(1r(n - -fy) 

= b m,n · x · ----=-"-­L 7r(m - -) 1r(n - __}/_)
m=-oon=-oo ßX ~Y 

Mit dieser Gleichung kann man die kontinuierliche Funktion auch im Ortsbereich aus den 
abgetasteten Daten genau rekonstruieren. Das ist die sogenannte Interpolation mittels der 
Sinc-Funktion. 
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Zusammenfassend ergibt sich: 

Ein kontinuierliches Bild b0 (x, y) kann aus dem abgetasteten dis­
kreten Bild b(m, n) wiederhergestellt werden, wenn und nur wenn 
das Amplitudenspektrum B 0 ( u, v) für u > 0.5 und v > 0.5 oder für 
fx > fx,max und jy > Jy,max gleich Null ist, wobei u = fx · .6.X und 
v = jy · .6.Y. Die Frequenzen fx,max und Jy,max hängen von den Ab­
tastintervallen .6.X und .6.Y ab und werden definiert durch: 

.6.Fx 1 
fx,max = - = ,6.X2 ­ 2 (4.2.13) 

_ .6.Fy __1_ 
Jy,max - 2 - 2.6.Y 

Diese Frequenzen nennt man die Nyquist-Frequenz. Mit den Va­
riablen u und v hat die Nyquist-Frequenz auch folgende Form: 

Umax = 0.5 
(4.2.14)

Vmax = 0.5 

4.3 Verzerrung der Grauwerte bei der Abtastung 

Den Zusammenhang zwischen dem ursprünglichen Bild und dem abgetasteten Bild be­
schreibt die Gleichung ( 4.1.3). In der Praxis gilt diese Gleichung aber nicht. Der Abtast­
prozeß wird nämlich mittels Meßgeräten durchgeführt. Wegen der endlichen Größe des 
Abtastkopfes erhalten wir nach der Abtastung nicht den Orignalwert bo(m · .6.X, n · .6.Y), 
sondern einen Mittelwert aus der Umgebung von b0 (m · .6.X, n · .6.Y). In diesem Abschnitt 
beschäftigen wir uns mit dieser Verzerrung der Grauwerte bei der Abtastung, wofür im 
folgenden die entsprechende Übertragungsfunktion abgeleitet wird. 

4.3.1 Ermittlung der Übertragungsfunktion im allgemeinen 

Zuerst betrachten wir den Abtastkopf Zwar gibt es viele Abtastgeräte, mit denen konti­
nuierliche Bilder bo(x, y) digitalisiert werden können, aber folgende zwei Typen von Ab­
tastköpfen sind üblich: 

1) Quadratischer Abtastkopf 

2) Kreisförmiger Abtastkopf 

Um die allgemeine Form der Übertragungsfunktion ableiten zu können, definieren wir den 
Abtastkopf mit folgender Abbildungsfunktion: 

~(x, y, .6.X, .6.Y), ( 4.3.1) 
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wobei .6.X und .6.Y die Abtastintervalle und gleichzeitig die Parameter der Abbildungs­
funktion sind. 

Der abgetastete Wert ist ein Mittelwert aus der Umgebung von b0 (m · .6.X, n · .6.Y). Man 
kann den abgetasteten Wert b(x, y) durch eine Faltung des ursprünglichen Bildes b0 ( x, y) 
mit der Abbildungsfunktion ( 4.3.1) berechnen: 

b'(x,y) = bo(x,y) * <P(x,y,.6.X,.6.Y) ( 4.3.2) 

Ähnlich wie in Gleichung ( 4.2.2) kann man auch hier das abgetastete Bild b' (m, n) wie 
folgt umschreiben: 

(4.3.3) 

Diese Gleichung beschreibt die Abtastung mit Berücksichtigung der Größe des Abtast­
kopfes. Um die Verzerrung der Grauwerte bei der Abtastung untersuchen zu können, wird 
die Fourier-Transformation auf diese Gleichung angewendet. Daraus erhalten wir : 

B'(u,v) = B0 (u,v) · F[<P(x,y,.6.X,.6.Y)] *W(u,v) (4.3.4) 

Da die Abbildungsfunktion keine Dirac-Funktion ist, ist das Amplitudenspektrum B' (u, v) 
in der Gleichung ( 4.3.4) nicht gleich dem Amplitudenspektrum B(u, v) in der Gleichung 
( 4.2.5). Die Differenz zwischen den beiden Amplitudenspektren ist die Verzerrung der 
Grauwerte im Frequenzbereich. Diese Verzerrung wird durch folgende Übertragungsfunk­
tion repräsentiert: 

B'(u, v) 
H( ) 

= 
u,v B(u,v) 

B0 ( u, v) · F [<P(x, y, .6.X, .6.Y)] *w(u, v) ( 4.3.5) 
Bo(u,v) *w(u,v) 

= F [<P(x, y, .6.X, .6.Y)] 

Die Verzerrung der Grauwerte eines Bildes bei der Abtastung kann man mit der Übertra­
gungsfunktion ( 4.3.5) beschreiben, die die Fourier-Transformation der Abbildungsfunktion 
(4.3.1) ist. 

4.3.2 Übertragungsfunktion im eindimensionalen Fall 

Wir gehen von einer eindimensionalen kontinuierlichen Funktion- Kurve A in der Abb. 
< 4.3.1 >-aus. 

Mit dem Abtastintervall .6. wird diese Funktion abgetastet. Beim eindimensionalen Fall ist 
der Abtastkopf eine Strecke. Wir nehmen an, daß diese Strecke gleich dem Abtastintervall 
.6. ist. Nach der Abtastung erhalten wir nicht den Wert b0 (m · .6.) sondern die jeweiligen 
Mittelwerte b0 (x) in dem Intervall: 
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bo(x) 

250 

200 

150 

100 

50 

A 
B 

X 

Abb. 4.3.1 Eine eindimensionale Funktion (Kurve A) und die aus 
abgetasteten Werten (+) rekonstruierte Funktion (Kurve B) 

Die abgetasteten Werte kann man auch durch eine Integration der abzutastenden Funktion 
in diesem Abtastintervall berechnen. Diese Eigenschaft kann man mathematisch mittels 
der Reet-Funktion und der Dirac-Feld-Funktion beschreiben: 

(4.3.6) 

Der Vergleich mit der Gleichung ( 4.3.3) ergibt folgende Abbildungsfunktion der Abtastung 
beim eindimensionalen Fall: 

X 
<P(x, .6..) = rect( .6.. ) 

(4.3.7) 
= { l für I x I::S ~ 

0 sonst 
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Aus dieser Funktion wird die Übertragungsfunktion nach der Gleichung ( 4.3.5) berechnet: 

H(u) = F[<I>(x,~)] 

= F [rect( ~)J 

= j
00 

rect( ~ )e-jZrrfx dx 

-oo 

(4.3.8) 

sin(7rf ß) 
?rjß 

sin(1ru) 
'JrU 

Die Übertragungsfunktion der Abtastung im eindimensionalen Fall ist eine Sinc-Funktion. 
In der Abb.< 4.3.2 > wird diese Funktion dargestellt. 

H(u) 

1 • 0 

o.8 

o.6 

0.4 

o.2 

u 
0-o.S o.S 

Abb. 4.3.2 Die eindimensionale Übertragungsfunktion der 
Abtastung mit endlicher Größe des Abtastkopfes 

Um die bei der Abtastung auftretenden Effekte zu veranschaulichen, wird ein Beispiel 
gegeben. Die kontinuierliche Kurve A in der Abb.< 4.3.1 >, deren höchste Frequenz 
fmax = ~0 ist, wird mit dem Abtastintervall ~ = 10 digitalisiert. Die abgetasteten Werte1 
sind mit dem Zeichen + in der Abb. < 4.3.1 > dargestellt. Da die Bedingung 

1 100 
ß = 10 < = - = 12.5 

2 · fmax 2 · 4 

eingehalten ist, kann man eine kontinuierliche Funktion aus den diskreten Punkten rekon­
struieren. Zum Vergleich ist diese kontinuierliche Funktion auch in der Abb. < 4.3.1 > 
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als die Kurve B dargestellt. Es ist deutlich, daß die Kurve B irrfolge Abtastung gedämpft 
wurde, die einer gleitenden Mittelwertbildung [Kraus, Schneider, 1988] entspricht. 

Im folgenden charakterisieren wir die Eigenschaften der Abtastung: 

1) Wegen der endlichen Größe des Abtastkopfes werden die Funktionswerte gedämpft. 
Diese Dämpfung beschreibt die Übertragungsfunktion ( 4.3.8) im Frequenzbereich. 

2) Die Ubertragungsfunktion ist gleich und/oder kleiner als 1. Sie stellt also eine 
Tiefpaßfilterung dar. Für ein Bild hat die Abtastung folgende Effekte: Der Kontrast 
wird gemindert; die Details werden verwischt und die Kanten werden unscharf. 

3) Für die Nyquist-Frequenz 

1 
Umax = 0.5 oder fmax = 6,2

hat die Ubertragungsfunktion folgenden Wert: 

2 
H(0.5) = -. 

7r 

Da das Amplitudenspektrum Bo (u) einer Funktion nur für I u I< 0.5 gilt, ist die 
Variable u auf den Bereich [ -0.5, 0.5] beschränkt. Die Übertragungsfunktion H(u) 
nimmt mit wachsendem Iu I ab. 

4) Mit der bekannten Übertragungsfunktion kann man die Verzerrung der Funktions­
werte durch eine digitale Filterung korrigieren. 

4.3.3 Übertragungsfunktion im zweidimensionalen Fall 

4.3.3.1 Übertragungsfunktion für einen quadratischen Abtastkopf 

In der Praxis wird häufig ein quadratischer Abtastkopf benutzt. Ein Bild wird mit den 
Abtastintervallen b..X und b..Y digitalisiert. Wir nehmen an, daß die Größe des Abtast­
kopfes gleich der Fläche b..X · b..Y ist. Der abgetastete Wert ist ein Mittelwert im Bereich 
b..X · b..Y. Ähnlich wie die eindimensionale Abtastung im Abschnitt [4.3.2] wird dieser 
Abtastprozeß wie folgt beschrieben: 

(4.3.9) 

Die Abbildungsfunktion dieser Abtastung ist eine zweidimensionale Reet-Funktion: 

X y
<P(x, y, b..X, b..Y) = rect( b..X, b..Y) 

(4.3.10)
für I x I:S ß 2X und I y I:S ßt 
sonst 
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Die Übertragungsfunktion der Abtastung kann man nach der Gleichung ( 4.3.5) berechnen: 

-~X - ~y
2 2 

(4.3.11) 

sin(7r fxi:J.X) sin(1r jyßY) 
1r fx!:J.X 1r jyßY 

sin(1ru) sin(1rv) 
7rU 7rV 

Diese Ubertragungsfunktion ist eine Kombination von zwei eindimensionalen Binc-Funktionen 
in X- und Y-Richtung und hat auch das am Ende des Abschnittes (4.3.2] dargestellte Über­
tragungsverhalten. In der Abb. < 4.3.3 > ist sie axonemetrisch dargestellt. 

H(u,v) 

Abb. 4.3.3 Die Ubertragungsfunktion für Abtastung mit einem quadratischen Abtastkopf 
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4.3.3.2 Ubertragungsfunktion für einen kreisförmigen Abtastkopf 

Manche Abtastgeräte haben einen kreisförmigen Abtastkopf Der abgetastete Wert ist der 
Mittelwert innerhalb dieses Kreises. Wir nehmen an, daß der Radius des Kreises der Hälfte 
das Abtastintervalles ~ entspricht. In diesem Fall sind die Abtastintervalle in X- und V­
Richtung immer gleich. Der Abtastprozeß wird mit folgender Gleichung beschrieben: 

(4.3.12) 

wobei 6. das Abtastintervall und der Durchmesser des Kreises des Abtastkopfes ist. 

Die dazugehörige Abbildungsfunktion kann man aus dieser Gleichung ablesen: 

cl>(x,y,~) = Cirac(r, ~) 
(4.3.13) 

für r = Jxz + y2 ~ ~= { 012 
sonst 

Die Übertragungsfunktion dieser Abtastung ist entsprechend der Gleichung ( 4.3.5) eine 
Fourier-Transformation der Abbildungsfunktion (4.3.13). Bei der Berechnung kann man 
die sogenannte Hankel-Transformation [Smirnow, 1979] verwenden: 

H(u,v) = F [cirac(r, ~)] 

2·J1 (6.rrVfx
2 
+fy

2 
) 

(4.3.14) 

-

wobei J1 die Bessel-Funktion der 1. Ordnung ist. 

Mit den Variablen u = fx · 6. und v = jy · ~ gilt: 

(4.3.15) 

wobei K eine möglichst große positive Integerzahl ist. Bei der Berechnung der Ubertra­
gungsfunktion wird normalerweise K > 10 gewählt. 

In der Abb. < 4.3.4 > wird die Übertragungsfunktion ( 4.3.15) dargestellt. Man sieht, 
daß diese Abtastung auch einer Tiefpaßfilterung entspricht, die allerdings etwas bessere 
Eigenschaften als die Abtastung mit einem quadratischen Abtastkopf aufweist. Die hohen 
Freuqenzen werden weniger unterdrückt. 
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H(u,v) 

1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

Abb. 4.3.4 Die Übertragungsfunktion für Abtastung mit einem kreisförmigen Abtastkopf 

4.4 Korrektur des abgetasteten Bildes 

Die Voraussetzung der Korrektur des abgetasteten Bildes ist, daß wir die Abbildungs­
funktion und die daraus abgeleitete Übertragungsfunktion der Abtastung kennen. Dieses 
Problem wurde schon im Abschnitt [4.3] behandelt. Wie aus der Übertragungsfunktion die 
Filtermatrix berechnet und wie die Filterung im Ortsbereich durchgeführt wird, werden 
wir in diesem Abschnitt behandeln. Um die Wirkung der Korrektur der Abtastung zu 
zeigen, werden zum Schluß einige Beispiele gegeben. 

Bei der Berechnung der Filtermatrix aus der Übertragungsfunktion kann man die im Ab­
schnitt [3.1.3] beschriebene inverse Methode verwenden. Dabei wird das ursprüngliche Bild 
nur dann vollständig rekonstruiert, wenn die Übertragungsfunktion an keiner Stelle Null 
ist. Für die Übertragungsfunktion der Abtastung gilt diese Bedingung, sodaß die Verzer­
rung der Grauwerte durch inverse Filterung vollständig korrigiert werden kann. Da alle im 
Abschnitt [4.3] abgeleiteten Übertragungsfunktionen der Abtastung gerade und reell sind, 
wird die Filtermatrix wie folgt berechnet: 

0.5 0.5 

f(k,l) = j j H(~,v) cos(21rku)cos(21rlv)dudv (4.4.1) 

-0.5-0.5 

Um eine möglichst kleine Filtermatrix, die eine vorgegebene Genauigkeit gerade noch ga­
rantiert, zu bekommen, kann man die Filtermatrix auch nach der Methode der kleinsten 
Quadrate berechnen, die im Abschnitt [3.1.2] kurz beschrieben wurde. 

4.4.1 Korrektur einer eindimensionalen Funktion 

Eine eindimensionale Funktion hat keine Bedeutung in der digitalen Bildverarbeitung. 
Mit einem daran anknüpfenden Beispiel kann man aber gut erläutern, wie die Korrektur 
funktioniert und welche Wirkung diese Korrektur hat. 

Als Beispiel wird eine eindimensionale Funktion bo(x) verwendet. Bei der Abtastung ist 
zuerst das Abtastintervall .6. zu bestimmen. Die Funktion b0 ( x) hat folgende höchste 
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Frequenz: 
15 

fmax = ( 4.4.2) 
32 

Durch die Abtastung wird die Information dieser Funktion nicht reduziert, wenn und nur 
wenn die folgende Bedingung eingehalten wird: 

1
f max <-.6_ ( 4.4.3) _ 

2

Durch Umformung erhalten wir folgende Bedingung für das Abtastintervall: 

.6.< 1 -~- (4.4.4)- 2jmax - 2 · 15 - l.OB 

Für unser Beispiel nehmen wir das Abtastintervall: 

(4.4.5) 

Mit diesem Abtastintervall wird die Funktion b0 (x) nach der Gleichung ( 4.1.3) fehlerfrei 
und nach der praktischen Gleichung ( 4.3.3) fehlerhaft digitalisiert. Wir erhalten zwei 
diskrete Funktionen b(m) und b'(m ). In der Tabelle { 4.4.1} werden die beiden Funktionen 
b( m) und b1 

( m) gegenübergestellt. 
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m 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

b(m) b'(m) b'(m)- b5(m) b5(m)- b7(m) b7(m)- bn(m) bn(m)­
b(m) b(m) b(m) b(m) 

250 238 -12 248 -2 251 1 251 1 
218 218 0 218 0 220 2 218 0 
146 150 4 144 -2 146 0 146 0 
163 161 -2 164 1 164 1 163 0 
136 133 -3 135 -1 134 -2 135 -1 

63 66 3 65 2 61 -2 62 -1 
53 57 4 57 4 52 -1 53 0 

119 119 0 119 0 118 -1 119 0 
196 194 -2 195 -1 198 2 197 1 
215 212 -3 212 -3 217 2 216 1 
175 178 3 174 -1 177 2 176 1 
156 151 -5 156 0 156 0 157 1 
67 73 6 68 1 65 -2 66 -1 
82 80 -2 83 1 81 -1 82 0 
87 90 3 88 1 86 -1 87 0 

116 112 -4 116 0 117 1 116 0 
86 93 7 86 0 87 1 86 0 

153 148 -5 151 -2 153 0 154 1 
126 121 -5 126 0 126 0 126 0 

5 14 9 7 2 4 -1 5 0 
52 54 2 54 2 52 0 52 0 

131 122 -9 130 -1 130 -1 131 0 
59 65 6 60 1 59 0 58 -1 
87 89 2 86 -1 87 0 86 -1 

171 165 -6 170 -1 170 -1 171 0 
136 132 -4 136 0 136 0 136 0 

61 75 14 62 1 60 -1 61 0 
229 221 -8 229 0 231 2 230 1 
244 237 -7 240 -4 244 0 245 1 
143 154 11 142 -1 142 -1 142 -1 
206 193 -13 208 2 208 2 207 1 
101 118 17 102 1 99 -2 101 0 

Tab. 4.4.1 Gegenüberstellung des an der Stelle (m · .6.) gemessenen Grau­
wertes b(m) mit jedem b' (m), das sich durch Integration der Grauwerte des 
Intervalles [m · .6.- ~, m · .6. + ~] ergibt. Mit den Korrektur-Filtermatrizen 
(4.4.7), (4.4.8) und (4.4.9) erhält man b5 (m), b7(m) und bn(m) an der Stelle 
(m·.6.). 
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Um die abgetastete Funktion b'(m) zu korrigieren, verwenden wir die im Abschnitt [4.3) 
abgeleitete Übertragungsfunktion ( 4.3.8). Daraus ergibt sich - in Anlehnung an ( 4.4.1) 
-folgende inverse Filtermatrix: 

J 
0.5 

7rU
f(k) = . ( ) cos( 27rku )du ( 4.4.6) 

Sill 7rU 
-0.5 

Man beachte, daß die Filtermatrix unabhängig vom Abtastintervall .6. ist. Alle abgetaste­
ten Funktionen könnte man also mit einer gleichen Filtermatrix, die allerdings theoretisch 
unendlich groß ist, korrigieren. Praktisch kann man nur mit endlichen Filtermatrizen arbei­
ten. Im folgenden geben wir einige endliche Filtermatrizen mit verschiedenen Dimensionen 
an, die direkt durch Integration, wie in der Gleichung ( 4.4.6) angegeben, berechnet werden. 

1) Dimension der Filtermatrix ist 5: 

f5(k) = ( .033759 -.104774 1.142030 -.104774 .033759) ( 4.4.7) 

2) Dimension der Filtermatrix ist 7: 

h(k) = ( -.016649 .034884 -.108263 1.180058 -.108263 .034884 -.016649) 
(4.4.8) 

3) Dimension der Filtermatrix ist 11: 
k 0 ±1 ±2 ±3 ±4 ±5 

fn(k) 1.172133 -.107536 .034649 -.016538 .009578 -.006220 ( 4.4.9) 

H(u) 

7 H
soll 

u 
-0.5 0.50 

Abb. 4.4.1 Die Sollübertragungsfunktion und 
die Übertragungsfunktionen von verschieden großen Filtermatrizen 

Um die Genauigkeit dieser Filtermatrizen zu veranschaulichen, werden die entsprechenden 
Übertragungsfunktionen H 5 (u), H 7 (u) und H 11 (u) in der Abb. < 4.4.1 >dargestellt. Zum 
Vergleich ist auch die Sollübertragungsfunktion H(u) = si:{:u) angegeben. 
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Mit den obigen Filtermatrizen wurden die abgetasteten Daten b'(m) gefiltert. In der 
Tabelle {4.4.1} sind die Ergebnisse b5 (m), b1(m) und b11(m) bzw. b5(m)- b(m), b1(m)­
b(m) und b11 (m)- b(m) enthalten. 

Je größer die Filtermatrix ist, desto höher wird die Genauigkeit, aber desto länger wird 
auch die Rechenzeit. 

4.4.2 Korrektur eines zweidimensionalen Bildes 

4.4.2.1 Korrektur der Abtastung mit quadratischem Abtastkopf 

Unsere Aufgabe ist, die bei der Abtastung wegen der endlichen Größe des Abtastkopfes 
verzerrten Grauwerte durch eine digitale Filterung zu korrigieren. Dafür kann die Filter­
matrix aus der Übertragungsfunktion ­
berechnet werden: 

0.5 0.5 

f(k, l) = . ( )
sm 1ruJ J TrU 

-0.5 -0.5 

entsprechend der Gleichung ( 4.4.1) - wie folgt 

TrV 
. ( ) cos(2Trku)cos(2Trlv)dudv ( 4.4.10) 

sm TrV 

Wir benutzen in diesem Fall aber die Methode der kleinsten Quadrate, die im Abschnitt 
[3.1.2] kurz beschrieben wurde und die bei gleicher Dimension der Filtermatrix zu gerraue­
ren Ergebnissen als die Filtermatrix ( 4.4.10) führt. 

Im folgenden sind die Filtermatrizen der Dimensionen 7 x 7, 9 x 9 und ll x ll angegeben, 
die nach den Formeln von [Fritsch, 1982] berechnet wurden: 

1) Dimension der Filtermatrix 7 x 7: 

h= 

.000 
-.001 
.002 

-.021 
.002 

-.001 
.000 

-.001 
.001 

-.004 
.042 

-.004 
.001 

-.001 

.002 
-.004 
.012 

-.129 
.012 

-.004 
.002 

-.021 
.042 

-.129 
1.395 
-.129 
.042 

-.021 

.002 
-.004 
.012 

-.129 
.012 

-.004 
.002 

-.001 
.001 

-.004 
.042 

-.004 
.001 

-.001 

.000 
-.001 
.002 

-.021 
.002 

-.001 
.000 

2) Dimension der Filtermatrix 9 x 9: 

fg = 

.000 
-.000 
.000 

-.001 
.012 

-.001 
.000 

-.000 
.000 

-.000 
.000 

-.001 
.002 

-.020 
.002 

-.001 
.000 

-.000 

.000 
-.001 
.001 

-.004 
.040 

-.004 
.001 

-.001 
.000 

-.001 
.002 

-.004 
.Oll 

-.124 
.Oll 

-.004 
.002 

-.001 

.012 
-.020 
.040 

-.124 
1.342 
-.124 
.040 

-.020 
.012 

-.001 
.002 

-.004 
.Oll 

-.124 
.Oll 

-.004 
.002 

-.001 

.000 
-.001 
.001 

-.004 
.040 

-.004 
.001 

-.001 
.000 

-.000 
.000 

-.001 
.002 

-.020 
.002 

-.001 
.000 

-.000 

.000 
-.000 
.000 

-.001 
.012 

-.001 
.000 

-.000 
.000 
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3) Dimension der Filtermatrix 11 x 11: 

.000 .000 .000 -.000 .001 -.008 .001 -.000 .000 .000 .000 

.000 .000 -.000 .000 -.001 .012 -.001 .000 -.000 .000 .000 

.000 -.000 .000 -.001 .002 -.020 .002 -.001 .000 -.000 .000 
-.000 .000 -.001 .001 -.004 .041 -.004 .001 -.001 .000 -.000 
.001 -.001 .002 -.004 .012 -.127 .012 -.004 .002 -.001 .001 

fn = -.008 .012 -.020 .041 -.127 1.375 -.127 .041 -.020 .012 -.008 
.001 -.001 .002 -.004 .012 -.127 .012 -.004 .002 -.001 .001 

-.000 .000 -.001 .001 -.004 .041 -.004 .001 -.001 .000 -.000 
.000 -.000 .000 -.001 .002 -.020 .002 -.001 .000 -.000 .000 
.000 .000 -.000 .000 -.001 .012 -.001 .000 -.000 .000 .000 
.000 .000 .000 -.000 .001 -.008 .001 -.000 .000 .000 .000 

Um den Effekt der Korrektur des abgetasteten Bildes zu demonstrieren, geben wir einige 
Beispiele: 

Beispiel 1) Synthetisches Bild 

Abb. < 4.4.2 > ist ein abgetastetes synthetisches Bild. Das ursprüngliche hat nur die zwei 
Grauwerte 10 und 245; durch die Abtastung mit einem quadratischen Abtastkopf, der 
dem Bildelement entspricht, entstehen viele neue Grauwerte, z.B. das maximal verzerrte 
Zentralelement hat statt 245 den Grauwert 197. Alle Kanten wurden durch die Abtastung 
unscharf. 

Um das ursprüngliche synthetische Bild zu rekonstruieren, wird die Filtermatrix fg be­
nutzt. Das gefilterte Bild ist in der Abb. < 4.4.3 > dargestellt. Man sieht, daß das 
gefilterte Bild deutlich schärfer ist. Nach der Korrektur ist der maximale Fehler der Grau­
werte gegenüber den Sollwerten 10 und 245 nur 5 Einheiten. 

Beispiel 2) Porträtbild 

Ein mit einem großen Abtastkopf abgetastetes Porträtbild ist in der Abb. < 4.4.4 > 
(links) dargestellt. Die Kanten sind unscharf und die Details verwischt, und zwar einerseits 
wegen der Mittelwertbildung innerhalb eines Bildelementes und andererseits wegen der 
Verletzung des Abtasttheorems. Um den Anteil der Mittelwertbildung zu korrigieren, wird 
eine digitale Filterung mit der Filtermatrix h im Ortsbereich durchgeführt. Das gefilterte 
Bild findet man in der Abb. < 4.4.4 > (rechts). Es ist bemerkbar, daß das gefilterte 
Bild schärfer geworden ist. In der Abb. < 4.4.5 > ist das Differenzenbild zwischen beiden 
Bildern dargestellt. Man sieht deutlich, daß die Kanten durch diese Filterung verstärkt 
werden. 
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Abb. 4.4.2 Ein durch Abtastung mit einem 
quadratischen Abtastkopf verzerrtes synthetisches Bild 

Abb. 4.4.3 Das mit h(k, l) gefilterte Bild der Abb.< 4.4.2 > 
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Abb. 4.4.4 Ein Porträtbild (links) und das Bild nach der Korrektur der Abtastung (rechts) 

Abb. 4.4.5 Das Differenzenbild 
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Abb. 4.4.6 Ein abgetastetes Luftbild 

Abb. 4.4.7 Luftbild nach der Korrektur der Abtastung mit der Filtermatrix fg 
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Beispiel 3) Luftbild 

Abb. < 4.4.6 > zeigt ein abgetastetes Luftbild. Die Grauwerte des Bildes sind genauso 
verzerrt wie die vorher behandelten Beispiele. Zur Korrektur dieser Verzerrung führen wir 
die Filterung im Ortsbereich mittels der Filtermatrix fg durch. Das gefilterte Bild findet 
man in der Abb. < 4.4. 7 >;zur Veranschaulichung zeigt Abb.< 4.4.8 >das Differenzenbild 
nach Histogrammeinebnung. 

Abb. 4.4.8 Bild der Differenzen 
zwischen Abb.< 4.4.6 > und< 4.4.7 >nach Histogrammeinebnung 

Wir fassen wie folgt zusammen: Nachdem die Filtermatrix f(k, l) unabhängig von der 
Größe des Abtastkopfes ( auch des Abtastintervalles ) ist, kann immer die gleiche Filter­
matrix verwendet werden. In der Praxis benutzt man meistens die Matrix fg. 
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4.4.2.2 Korrektur der Abtasung mit kreisförmigem Abtastkopf 

Diese Korrekturmethode ist ähnlich wie die im Abschnitt [4.4.2] dargestellte Methode. 
Die Filtermatrix kann man aus der Übertragungsfunktion ( 4.3.15) - entsprechend der 
Gleichung (4.4.1)- berechnen. Mit der Konstanten K = 10 in der Gleichung (4.3.15) 
wurde eine Filtermatrix mit der Dimension 9 X 9 nach der Methode der kleinsten Quadrate 
berechnet: 

.000 -.000 .000 -.001 .008 -.001 .000 -.000 .000 
-.000 .000 -.000 .001 -.013 .001 -.000 .000 -.000 
.000 -.000 .001 -.003 .027 -.003 .001 -.000 .000 

-.001 .001 -.003 .009 -.088 .009 -.003 .001 -.001 
fg(k, l) = .008 -.013 .027 -.088 1.256 -.088 .027 -.013 .008 

-.001 .001 -.003 .009 -.088 .009 -.003 .001 -.001 
.000 -.000 .001 -.003 .027 -.003 .001 -.000 .000 

-.000 .000 -.000 .001 -.013 .001 -.000 .000 -.000 
.000 -.000 .000 -.001 .008 -.001 .000 -.000 .000 

Mit dieser Filtermatrix wird die Filterung im Ortsbereich auf das Bild der Abb. < 4.4.9 > 
angewendet. Das gefilterte Bild findet man in der Abb.< 4.4.10 >. 

4.4.3 Zusammenfassung zur Korrektur der Abtastung 

1) Der Abtastkopf ist kein Punkt, sondern eine Fläche. Nach der Abtastung sind die 
Grauwerte eines Bildes verzerrt. Die Wirkung dieser Verzerrung entspricht einer 
Tiefpaßfilterung. 

2) Die Verzerrung der Grauwerte des Bildes bei der Abtastung kann man mit der 
Übertragungsfunktion beschreiben. Diese Verzerrung kann durch inverse Filterung 
korrigiert werden. 

3) Die Filtermatrix für die Korrektur dieser Verzerrung hängt nur von der Form des 
Abtastkopfes ab und ist unabhängig von der Größe des Abtastintervalles. Für einen 
bestimmten Abtastkopf ist die Filtermatrix deshalb nur einmal zu entwerfen. 

4) Die Korrektur dieser Verzerrung ist notwendig, wenn das Abtastintervall relativ groß 
ist oder wenn man hohe Genauigkeit verlangt. 

5) Die Größe der Filtermatrix soll zwischen 5 x 5 und 13 x 13 liegen. Noch größere 
Filtermatrizen sind unwirtschaftlich. 
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Abb. 4.4.9 Ein durch Abtastung mit kreisfömigem Abtastkopf verzerrtes synthetisches Bild 

Abb. 4.4.10 Das mit fs(k, l) gefilterte Bild der Abb. < 4.4.9 > 
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4.5 Korrektur der Abtastung wegen Überlappung oder Klaffung 

Bei der vorher behandelten Korrektur der Verzerrungen der Grauwerte eines Bildes durch 
die Abtastung haben wir uns darauf beschränkt, daß das Abtastintervall gleich dem Bild­
element ist. In der Praxis trifft diese Voraussetzung nicht immer zu. Wenn das Bildelement 
größer als das Abtastintervall ist, ist es eine Abtastung mit Überlappung; im Gegensatz 
dazu gibt es die Abtastung mit Klaffung. In diesem Abschnitt behandeln wir die 
Abtastung mit Überlappung und Klaffung. 

4.5.1 Abtastung mit Überlappung und Klaffung 

Bei der Abtastung mit Überlappung oder Klaffung sind die einzelnen Grauwerte eines 
Bildes wie bei der bisher behandelten Abtastung verzerrt. Zur Vereinfachung des Proble­
mes beschäftigen wir uns zunächst mit dem eindimensionalen Fall. Eine kontinuierliche 
Funktion bo(x) ist abzutasten. Folgende zwei Parameter werden benutzt: 

ß Abtastintervall, das ist der Abstand zwischen den benachbarten Bildelementen. 

ßp Bildelementgröße, das ist die Größe des Abtastkopfes. 

In der Abb. < 4.5.1 > ist das Abtastintervall ß und die Bildelementgröße ßp dargestellt. 

Abtastung mit Überlappung 

Abtastintervall 
6 ---+-- D:. --1-- 6 --+--6 

l---+.6p----lBildelementgröße 

Abtastung mit Klaffung 

Abtastintervall 

Bildelementgröße 

Abb. 4.5.1 Abtastintervall ß und Bildelement 6p 
Abtastung mit Überlappung (oben) und Abtastung mit Klaffung (unten) 

Unsere Aufgabe ist es, den Einfluß von Überlappung oder Klaffung bei der Abtastung 
durch digitale Filterung zu korrigieren. Das Prinzip dieser Korrektur ist ähnlich wie die im 
Abschnitt [4.4.) behandelte Korrektur der Grauwerte innerhalb des Abtastkopfes. Zuerst 
ist die Übertragungsfunktion zur Abtastung mit Überlappung und Klaffung abzuleiten. 
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Der abgetastete Wert an der Stelle m · .6 ist ein Mittelwert aus seiner Umgebung. Die 
Abbildungsfunktion dieses Prozesses kann man wie folgt definieren: 

fur.. I x I<~_ 
2 (4.5.1) 

sonst 

Nach dem im Abschnitt [4.3.1] beschriebenen Prinzip kann man die Übertragungsfunktion 
durch Fourier-Transformation bestimmen: 

(4.5.2) 

sin(nf · b.p) 

7rf. b.p 

Weil u = f · .6 gilt, kann diese Gleichung wie folgt geschrieben werden: 

sin(nu~)
H ( ) u = ---Ll--=-- ( 4.5.3) 

nu=zt 

Mit einem neuen Parameter p 
b.p 

p=- ( 4.5.4) 
.6 

lautet die Übertragungsfunktion der Abtastung mit Überlappung oder Kla:ffung: 

H(u) = sin(nup) (4.5.5) 
nup 

Im Vergleich zur normalen Übertragungsfunktion ( 4.3.8) ist in der Gleichung ( 4.5.5) ein 
neuer Parameter p hinzugekommen. Dieser Parameter bestimmt das Verhältnis zwischen 
dem Abtastintervall .6 und der Bildelementgröße b.p: 

1) p > 1 Abtastung mit Uberlappung 

2) p = 1 Normale Abtastung 

3) p < 1 Abtastung mit Klaffung 

Bei der zweidimensionalen Abtastung mit Überlappung und Kla:ffung beschränken wir 
uns auf einem quadratischen Abtastkopf. Für den kreisförmigen Abtastkopf können die 
Übertragungsfunktionen nach dem gleichen Prinzip bestimmt werden. 

Gegeben sei ein zweidimensionales kontinuierliches Bild bo(x, y). Mit den Abtastintervallen 
b.X und .6Y wird dieses Bild digitalisiert. Die Bildelementgröße entspricht nicht den 
Abtastintervallen, sondern ist wie folgt dimensioniert: 
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ßXp Bildelementgröße in der X-Richtung 

ßYp Bildelementgröße in der V-Richtung 

Der abgetastete Wert ist ein Mittelwert aus seiner Umgebung. Ähnlich wie beim eindi­
mensionalen Fall kann man die zweidimensionale Abbildungsfunktion wie folgt definieren: 

f .. I I< Ll.Xp d I I< Ll.Ypur x _ un y _
2 2 (4.5.6) 

sonst 

Die der Gleichung ( 4.3.5) entsprechende Übertragungsfunktion lautet: 

H(u, v) = F [<P(x, y, ßXp, ßYp)] 

_.:lo.Xp _.:lo.Yp 
2 2 (4.5.7) 

sin(7r fxßXp) sin('ll}yßYp) 

1r fxßXp 1r jyßYp 

_ sin(1ruPx) sin(1rVPy) 

1rUPx 1rVPy 

wobei 
ßXp 

Px = ßX 
(4.5.8)

ßYp 
Py= ßY 

Die Parameter Px und Py haben die gleiche Bedeutung wie der Parameter p in der Gleichung 
(4.5.4). 

Im folgenden analysieren wir die Übertragungsfunktionen ( 4.5.5) und ( 4.5. 7): 

1) Die Parameter Px, Py und p beschreiben das Verhältnis zwischen dem Abtastintervall 
und der Bildelementgröße. Sie bestimmen, ob es bei der Abtastung Überlappung 
oder Klaffung gibt. 

2) Wenn Px und Py nicht gleich sind, sind Überlappung oder Klaffung in beiden Ab­
tastrichtungen unterschiedlich. Dieser Fall tritt häufig in der Fernerkundung auf. 

3) Wenn die Parameter Px und Py groß sind, z.B. Px,Py 2: 2.0, hat die Übertragungs­
funktion Nullstellen und negative Werte. In der Abb.< 4.5.2 > wird die Übertra­
gungsfunktion ( 4.5. 7) für die Parameter Px = Py = 5.0 dargestellt. 
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Abb. 4.5.2 Die Ubertragungsfunktion der Abtastung für Px = py = 5.0 

4.5.2 Berechnung der Filtermatrix aus der veränderten Übertragungsfunk­
tion 

Für die Korrektur der Abtastung mit Überlappung oder Klaffung betrachten wir zunächst 
die Übertragungsfunktion (4.5.7). Bei der Abtastung mit Klaffung ist die Übertragungs­
funktion immer positiv, und ihre inverse Filtermatrix kann man nach der im Abschnitt 
(~.1.2] beschriebenen Methode berechnen... In der Abb. < 4.5.2 > ist gezeigt, daß die 
Ubertragungsfunktion der Abtastung mit Uberlappung Nullstellen hat und/oder negative 
Werte annimmt, wenn die Parameter Px, Py groß sind. In diesem Fall ist die inverse Über­
tragungsfunktion unendlich; es existiert keine inverse Filtermatrix. Um die Korrektur der 
Überlappung dennoch durchführen zu können, wird die inverse Übertragungsfunktion zu­
erst verändert, und zwar so, daß sie überall endlich wird. Z.B. erfüllt folgende veränderte 
inverse Übertragungsfunktion diese Bedingung: 

Hv u v = H(u,v) (4.5.9)
(' ) H(u,v)·H*(u,v)+S(u,v) 

Der hinzugefügte TeilS(u, v) ist eine positive gerade Funktion und dämpft die hochfrequen­
ten Bildanteile. Damit kann man die Filtermatrix aus der folgenden Gleichung berechnen: 

0.5 0.5 
H(u,v)

f(k, l) = ( ) ( ) ( ) cos(21rku) cos(27rlv )dudv ( 4.5.10) 
H u, V • H* u, V + s u, VJ J 

-0.5 -0.5 

Mit der Übertr~gungsfunktion (4.5.9) oder mit der Filtermatrix (4.5.10) kann man also 
den Einfluß der Uberlappung bei der Abtastung im nachhinein näherungsweise korrigieren. 
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Um diese Methode zu demonstrieren, wird ein eindimensionales Beispiel gegeben. Die 
Übertragungsfunktion ( 4.5.5) zur Abtastung mit Überlappung entsprechend p = 4.0 lautet: 

H(u) = sin(47ru) (4.5.11)
47ru 

3.0 

2.0 

-1.0 

-2.0 

-3.0 

-4.0 

0 

-5.0 f 

Abb. 4.5.3 Die Ubertragungsfunktionen 

In der Abb.< 4.5.3 >ist die Übertragungsfunktion H(u) (4.5.11) dargestellt. Man sieht, 
daß die Übertragungsfunktion eine Nullstelle hat und negative Werte annimmt. Es existiert 
keine inverse Filtermatrix zu H(u). Um die Überlappung trotzdem korrigieren zu können, 
wird eine veränderte Übertragungsfunktion Hv(u) mittels der Gleichung (4.5.9) verwendet: 

H(u) 
(4.5.12)Hv(u) = H2(u) +0.4u2 

Mittels der Methode der kleinsten Quadrate mit Gewichtsfunktion (Abschnitt [3.1.2]) 
wurde die folgende Filtermatrix aus Hv (u) berechnet: 

f(k) = ( 0.581 -0.911 -0.517 1.623 -0.552 1.623 -0.517 -0.911 0.581) 

Die entsprechende Übertragungsfunktion Ht(u) zu dieser Filtermatrix ist auch in der Abb. 
< 4.5.3 > eingetragen. Um den gesamten Effekt der Überlappung und ihrer Korrektur zu 
zeigen, ist die Übertragungsfunktion H(u) · HJ(u) ebenfalls in der Abb. < 4.5.3 > darge­
stellt. Theoretisch soll H(u )·Hf (u) =1 sein, d.h. nach der Korrektur soll das ursprüngliche 
Bild vollständig rekonstruiert sein. Da aber die Üb~rtragungsfunktion H (u) eine Nullstelle 
hat und negative Werte annimmt, kann man die Uberlappung nur näherungsweise korri­
gieren. 
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4.5.3 Anwendungsbeispiele 

4.5.3.1 Zur Korrektur wegen Überlappung 

Abb. 4.5.4 Ein Bild mit Uberlappung der Bildelemente 

Um die Korrekturmethode für die Überlappung zu demonstrieren, wird ein unscharfes Bild 
(Abb:. < 4.5.4 >) bearbeitet. Die Ursache dieser Unschärfe ist, daß es bei der Abtastung 
eine Uberlappung gab. Das Bildelement ist 3 mal größer als das Abtastintervall, d.h. die 
Gleichung ( 4.5.8) lautet: 

Px = Py = 3.0 (4.5.13) 

Unsere Aufgabe ist es, den Einfluß dieser Überlappung durch digitale Filterung zu korrigie­
ren. Die Übertragungsfunktion der Abtastung mit Überlappung entspricht der Gleichung 
(4.5.7). Unter der Beachtung der Beziehung (4.5.13) lautet die Übertragungsfunktion:­

sin(37ru) sin(37rv) 
) 

_
H(u,v - ( 4.5.14) 

97r2uv 

:piese Übertragungsfunktion hat Nullstellen und nimmt negative Werte an. Ihre inverse 
Ubertragungsfun~tion liefert unendliche Werte, d.h. die inverse Filtermatrix existiert 
nicht. Um diese Uberlappung korrigieren zu können, wird die folgende veränderte inverse 
Übertragungsfunktion nach der Gleichung ( 4.5.9) benutzt: 

H ( ) H(u,v) (4.5.15) 
v u,v = H(u,v)·H*(u,v)+0.1(u2 +v2 ) 
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Abb. 4.5.5 Das Bild (Abb. < 4.5.4 > nach der Korrektur zufolge Überlappung 

Abb. 4.5.6 Das Amplitudenspektrum des gefilterten Bildes (Abb.< 4.5.5 >) 
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Wir führen die Filterung im Frequenzbereich durch. Das gefilterte Bild ist in der Abb. 
< 4.5.5 > dargestellt. Die Qualität gegenüber dem Eingabebild (Abb.< 4.5.4 >) wurde 
deutlich verbessert. In der Abb. < 4.5.6 > ist das Amplitudenspektrum des gefilterten 
Bildes (Abb. < 4.5.5 >) ebenfalls dargestellt. Es gibt vier schwarze Linien in diesem 
Amplitudenspektrum. Die Ursache ist, daß die Übertragungsfunktion (4.5.14) an diesen 
Stellen Null ist. In diesem Fall kann man die entsprechenden Frequenzen nie mehr durch 
eine nicht-rekursive Filterung rekonstruieren. 

4.5.3.2 Zur Korrektur wegen Klaffung 

Die Übertragungsfunktion der Abtastung mit Klaffung ist immer positiv. Die entspre­
chende inverse Filtermatrix existiert. Man kann die Filtermatrix nach der im Abschnitt 
[3.1.2] beschriebenen Methode aus der Übertragungsfunktion ( 4.5. 7) berechnen. Da Px, Py < 
1 sind, wird die entsprechende inverse Filtermatrix der Übertragungsfunktion ( 4.5. 7) nicht 
groß. Die Filterung ist deshalb im Ortsbereich rechentechnisch günstiger als im Frequenz­
bereich durchzuführen. Im folgenden wird nur eine solche inverse Filtermatrix als Beispiel 
angegeben, wobei Px = Py = 0.8 für die Übertragungsfunktion (4.5.7) gewählt wurde. 

f(k,l) = 

.0001 
-.0002 
.0006 

-.0099 
.0006 

-.0002 
.0001 

-.0002 
.0004 

-.0012 
.0210 

-.0012 
.0004 

-.0002 

.0006 
-.0012 
.0040 

-.0696 
.0040 

-.0012 
.0006 

-.0099 
.0210 

-.0696 
1.2230 
-.0696 
.0210 

-.0099 

.0006 
-.0012 
.0040 

-.0696 
.0040 

-.0012 
.0006 

-.0002 
.0004 

-.0012 
.0210 

-.0012 
.0004 

-.0002 

. 0001 
-.0002 
.0006 

-.0099 (4.5.16) 
.0006 

-.0002 
.0001 
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4.6 Korrektur zufolge Überlappung zwischen benachbarten Bildelementen 

Im Abschnitt [4.5] haben wir uns mit den überlappenden Bildelementen beschäftigt. In 
diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf die Überlappungszonen. Das zweidimensionale 
Problem kann wiederum separat in den zwei senkrechten Richtungen betrachtet werden. 
Deshalb beschäftigen wir uns zunächst mit dem eindimensionalen Fall. 

4.6.1 Korrektur zufolge Überlappung zwischen benachbarten Bildelementen 
in der Literatur 

Eine kontinuierliche Funktion b0 (x) wird mit dem Abtastintervall .6.. digit.::llisiert. Die 
Bildelementgröße .6..p ist größer als das Abtastintervall .6... Es gibt also eine Uberlappung. 
Der abgetastete Wert b(m) ist ein Mittelwert der Funktion b0 (x) in folgendem Bereich: 

.6..p .6..p lm·.6..-- m·.6..+- (4.6.1)[ 2 ' 2 

Das Ziel der aus der Literatur (z.B. [Nowak, 1978] ) bekannten Korrekturmethoden ist, 
nur den Einfluß der Überlappung zwischen den Bildelementen zu korrigieren, wobei jedes 
Bildelement als eine Einheit betrachtet wurde. Der korrigierte Wert ist deshalb nicht der 
Wert b0 ( x) an der Stelle m · .6.., sondern ein Mittelwert von b0 ( x) in folgendem Bereich: 

(4.6.2) 

"Qm diese Korrektur durchführen zu können, wird zuerst die Abbildungsfunktion für die 
Uberlappungszone mit einer Filtermatrix ermittelt und dann die inverse Filtermatrix von 
dieser Abbildungsfunktion berechnet. Mittels einer anschließenden Filterung wird schließ­
lich der Überlappungseinfluß korrigiert. 

Im folgenden betrachten wir zunächst die Überlappung, bei der die Bedingung .6..::; .6..p ::; 
3.6.. gilt. Die Abbildungsfunktion einer solchen Überlappung kann man mit folgender Fil­
termatrix beschreiben: 

(4.6.3) 

Nach der Normierung, d.h. die Summe der Elemente soll gleich 1 sein, lautet die Gleichung 
( 4.6.3): 

( 
.6.. - .6.. 

~.6..p , 
.6.. 

.6..p , 
.6.. - .6.. )

~.6..p (4.6.4) 

Mit der Variablen p = ~ erhält man die Abbildungsfunktion: 

~ (p -1 
p 2 , 1' 

p -1)
2 

(4.6.5) 
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Im zweidimensionalem Falllautet die Abbildungsfunktion wie folgt: 

Pv-1 
2 

1 
Pv-1 

2 

( 4.6.6) 

wobei die Paramete.: Px und Py die gleiche Bedeutung wie in der Gleichung ( 4.5.8) haben. 
Zur Korrektur des Uberlappungseinflusses kann man die inverse Filtermatrix oder inverse 
Übertragungsfunktion aus .~er Filtermatrix ( 4.6.5) bzw. ( 4.6.6) berechnen. Durch die 
inverse Filterung wird der Uberlappungseinfluß korrigiert. 

Wenn der Parameter p außerhalb des Bereiches 1 ::; p::; 3 ist, lauten die Abbildungsfunk­
tionen: 

.! ( p-3 1 1 1 p-3 ) 
p 2 ' ' ' ' 2 

~ (P~5 ' 1, 1, 1, 1, 1, P~5 ) 
(4.6.7) 

4.6.2 Analyse dieser Korrekturmethode 

Um diese Korrekturmethode zu analysieren, betrachten wir die Gleichung ( 4.6.5). Diese 
Abbildungsfunktion besagt: daß der abgetastete Wert zu einem Anteil von .! aus dem 

p 

Wert des mittleren Bildelementes und zu einem Anteil von P;1aus den Werten der beiden 
benachbarten Bildelemente besteht. P 

(X) 

tl\ 
1 

0.5 (p-1) 

I _L XI 
I 

J _...­

(X) 

\ 

1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I ..... X 

-0.5p-1.5 -0.5 0 0.5 0.5p /6.0 0.5 1.5 /:). 0.5 

Abb. 4.6.1 Die beiden unterschiedlichen Abbildungsfunktionen bei Überlappung 

In der Abb. < 4.6.1 > (links) wird dieser Prozeß, nämlich (4.6.3) oder (4.6.5) , gezeigt. 
Im Vergleich dazu wird die richtige Abbildungsfunktion (4.6.1) der Abtastung mit Über­
lappung in der Abb. < 4.6.1 > (rechts) dargestellt. Man sieht deutlich, daß die Abbil­
dungsfunktion (4.6.5) und die richtige Abbildungsfunktion (4.6.1) voneinander abweichen. 
Die Abbildungsfunktion (4.6.1) besagt: Der abgetastete Wert besteht aus dem Wert des 
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mittleren Bildelementes und den Werten der benachbarten Bildelemente, allerdings jeweils 
nur aus dem schmäleren Bereich P2~1 • 

Die Filtermatrix (4.6.5) ist also eine genäherte Abbildungsfunktion. Die daraus abgeleitete 
Korrektur ist deshalb fehlerhaft. 

4.6.3 Verbesserte Methode zur Korrektur zufolge Überlappung zwischen be­
nachbarten Bildelementen 

Diese Korrekturmethode wird mittels der Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich ab­
geleitet. Der Grundgedanke dieser Methode ist folgender: 

Um den Einfluß der Überlappung (Gleichung (4.6.1)) zwischen den Bildele­
menten zu korrigieren, kann man ihn nach der im Abschnitt [4.5] beschriebe­
nen Methode fehlerfrei korrigieren, d.h. wir erhalten den Wert b0 (m · 6). In 
einem zweiten Schritt werden diese diskreten Werte "digitalisiert", und zwar 
mit dem gewünschten Abtastintervall 6. 

Dieser Ge~~nke wird im Frequenzbereich simuliert. Die Ubertragungsfunktion der Abta­
stung mit Uberlappung ist aus der Gleichung ( 4.5.5 ) bekannt: 

HI(u) = sin(7l'up), (4.6.8) 
7l'Up 

wobei p 2::: 1 ist. Die inverse Übertragungsfunktion der Abtastung, bei der der Abtastkopf 
gleich dem Abtastintervall 6 ist, erhält man aus der Gleichung ( 4.3.8) durch Inversion: 

1 7l'U 
(4.6.9)H2 ( u) = H( ) = . ( )

U Sln 7l'U 

Durch die Multiplikation der beiden Übertragungsfunktionen (4.6.8) und (4.6.9) erhalten 
wir die Übertragungsfunktion der Abtastung mit Überlappung zwischen den Bildelemen­
ten: 

(4.6.10) 

Im zweidimensionalen Fall lautet diese Ubertragungsfunktion: 

= sin(7l'UPx) • sin(7l'Vpy)H( ) (4.6.11)U, V • ( ) . ( )
Px sm 7l'U Py sm 7l'V 

.. .. 
Die Ubertragungsfunktion zur Korrektur des Einflusses der Uberlappung erhält man direkt 
durch Inversion 

1 
(4.6.12)Hi(u,v) = H(u,v) 

oder im Anlehnung an die Gleichung ( 4.5.9): 

H·(u v)- H(u,v) (4.6.13)1 
' - H(u,v) · H*(u,v) + S(u,v) 
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Um die Filterung im Ortsbereich durchführen zu können, ist die Filtermatrix nach der 
im Abschnitt [3.1] beschriebenen Methode aus der Übertragungsfunktion ( 4.6.12) oder 
(4.6.13) zu ermitteln. 

4.6.4 Vergleich der beiden Methoden 

1) Die Abbildungsfunktion in der Form der Filtermatrix 

Die Abb~_ldungsfunktion in Form der Filtermatrix der verbesserten Methode kann man 
aus der Ubertragungsfunktion (~;6.10) berechnen. Wenn der Parameter p eine ungerade 
Integerzahl ist, entspricht diese Ubertragungsfunktion einer endlichen Filtermatrix ( Ab­
bildungsfunktion). Einige Beispiele: 

p f(k) 

1 (1) 

3 i(1, 1, 1) 

5 H1, 1, 1, 1, 1) 

7 ~(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 

9 ~(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 

(4.6.14) 

Im Vergleich zur Gleichung ( 4.6. 7) kann man folgendes Ergebnis festhalten: Wenn der 
Parameter p eine ungerade Integerzahl ist, haben die beiden Methoden die gleiche Ab­
bildungsfunktion, anderensfalls sind die beiden Filtermatrizen unterschiedlich, z.B. für 
p = 1.5 gibt es folgende Abbildungsfunktionen: 

Für die in der Literatur angegebene Methode (Abschnitt (4.6.1]): 

f(k) = ( 0.1667 0.6667 0.1667) ( 4.6.15) 

Für die verbesserte Methode (Abschnitt (4.6.3]): 

f(k)=(·. ·, 0.04, -.007, 0.012 -.028 0.226 0.589 0.226 -.028 0.012 -.007 0.04, .. ·) 

2) Das Übertragungsverhalten 

Die Übertragungsfunktion zur Abbildungsfunktion ( 4.6.5) kann man nach der Gleichung 
(2.4.21) berechnen. Für 1 ::; p ::; 3 hat die Abbildungsfunktion ( 4.6.5) folgende Übertra­
gungsfunktion: 

1
Ht(u) = -(1 + (p -1)cos(27ru)) ( 4.6.16) 

p 

Die Übertragungsfunktion der verbesserten Methode wurde als Gleichung ( 4.6.10) bereits 
abgeleitet. Zum Vergleich werden die beiden Übertragungsfunktionen H(u) (4.6.10) und 
H1( u, v) (4.6.16) für die Parameter p = 1, 1.5, 2 und 3 in der Abb.< 4.6.2 > dargestellt. 
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H(u,o.O),H (u,O.O)
1 

H(u,l.S) 

H (u,l.S)
1 

H(u,2.0) 

~~~~~------~--~------------~----~~,2.0) u 
o. 50 

H(u,3.0),H (u,3.0)
1 

Abb. 4.6.2 Die Übertragungsfunktionen H(u,p) (4.6.10) 
und H1(u,p) (4.6.16) für Parameter p = 1, 1.5, 2 und 3 

Da die Bedingung H1( u) ~ H(u) für 1 ~ p ~ 3 gilt, entspricht die in der Literatur 
angegebene Korrekturmethode (Abschnitt [4.6.1] ) einer Hochpaßfilterung. Das gefilterte 
Bild entspricht nicht dem ursprünglichen Bild; es ist ein Bild mit Verstärkung der hohen 
Frequenzen. 

4.6.5 Anwendungsbeispiel 

Um die vorgeschlagene Methode zur Korrektur wegen Überlappung zu demonstrieren, wird 
von dem abgetasteten Bild der Abb. < 2.3.1 > ausgegangen. Es ist ohne Überlappung 
digitalisiert. Die Werte der Bildelemente entstanden aber durch eine Mittelwertbildung. 
In der Abb. < 4.6.3 > ist dasselbe Bild mit Überlappung zwischen den benachbarten 
Bildelementen wiedergegeben, wobei die Parameter Px = py = 1.5 gewählt wurden. Zur 
Veranschaulichung ist das Differenzenbild zwischen Abb.< 2.3.1 > und < 4.6.3 > in der 
Abb.< 4.6.4 > dargestellt. Im folgenden wird diese Überlappung mit zwei Methoden 
(Abschnitt [4.6.1] und [4.6.3]) korrigiert. Das korrigierte Bild soll gleich dem Bild (Abb. 
< 2.3.1 >)sein. 

4.6.5.1 Korrektur nach der in der Literatur angegebenen Methode 

Die zweidimensionale Abbildungsfunktion der Abtastung mit Überlappung für Px = Py = 
1.5 erhält man aus der Gleichung ( 4.6.6): 

!._ (~ 1~ ~) ( 4.6.17) 
36 1 4 1 

Zur Korrektur wegen Überlappung könnte man eine inverse Filtermatrix aus der Matrix 
(4.6.17) berechnen und eine inverse Filterung im Ortsbereich durchführen. Aber in diesem 
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Abb. 4.6.3 Ein abgetastetes Bild mit Uberlappung entsprechend Px = Py = 1.5 

Abb. 4.6.4 Das Differenzenbild zwischen Abb.< 2.3.1 > und < 4.6.3 > 
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Abb. 4.6.5 Korrektur wegen Uberlappung nach der in der Literatur angegebenen Methode 

Abb. 4.6.6 Das Differenzenbild zwischen Abb.< 4.6.3 > und < 4.6.5 > 
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Abschnitt benutzen wir die Filterung im Frequenzbereich. Die Übertragungsfunktion der 
Filtermatrix ( 4.6.17) kann man nach der Gleichung (2.4.24) berechnen: 

4 2 2 1 
Ht(u, v) = 9 + 9 cos(27ru) + 9 cos(27rv) + 9cos(27ru) cos(27rv) ( 4.6.18) 

.. .. 
Zur Korrektur wegen Uberlappung braucht man ihre inverse Ubertragungsfunktion: 

g 
Hi(u,v) = H ( ) (4.6.18)

1 

1 u, V 4 + 2 cos(27ru) + 2 cos(27rv) + 1 cos(27ru) cos(27rv) 

Das mit dieser Übertragungsfunktion gefilterte Bild ist in der Abb. < 4.6.5 > dargestellt. 
Im Vergleich zur Abb. < 2.3.1 > beinhaltet das Bild nach der Korrektur das Rauschen. 
In der Abb.< 4.6.6 > findet man das Differenzenbild zwischen den Bildern der Abb. 
< 4.6.3 > und der Abb. < 4.6.5 >. Die Kanten der Abb. < 4.6.6 > sind gegenüber jenen 
in Abb. < 4.6.4 > verstärkt. Zusammenfassend ist zu sagen, daß diese Korrektur einer 
Hochpaßfilterung entspricht. 

4.6.5.2 Korrektur nach der verbesserten Methode 

Im Abschnitt [4.6.3] ist die Übertragungsfunktion der Abtastung mit Überlappung abge­
leitet. Für Px = Py = 1.5 lautet die inverse Übertragungsfunktion zur Korrektur wegen 
Überlappung- aus den Gleichungen (4.6.11) und (4.6.12)- wie folgt: 

H· _ 9 sin( 1ru) sin(7rV) 
(4.6.19),(u,v)- 4sin(l.57ru)sin(l.57rv) 

Das korrigierte Bild ist gleich dem Bild (Abb.< 2.3.1 >). Mit dieser Methode wird das 
ursprüngliche Bild vollständig rekonstruiert. 

Zusammenfassend ist noch zu sagen, daß die beiden Methoden unterschiedliches Uber­
tragungsverhalten haben. Bei der Korrektur wegen Überlappung sollen die im Abschnitt 
[4.6.3] abgeleiteten Übertragungsfunktionen ( 4.6.11) sowie ( 4.6.12) oder ( 4.6.13) verwendet 
werden. 
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5. Ortsvariante Filterung 

Die bisherigen Betrachtungen zur Filterung beziehen sich auf ein verschiebungsinvarian­
tes System ( Abschnitt [2.1]). Alle behandelten Filterungen sind ortsinvariant, d.h. alle 
Bildelemente haben die gleichen Abbildungseigenschaften, weshalb nur eine einzige Filter­
matrix für das gesamte Bild zu entwerfen ist. Diese Filterung ist einfach und wirtschaftlich. 
Da viele Bildentstehungsprozesse in der Praxis verschiebungsinvariant oder näherungsweise 
verschiebungsinvarianet sind, können die meisten Aufgaben durch die ortsinvariante Filte­
rung gelöst werden. 

Wenn aber die Abbildungseigenschaften der Bildelemente nicht gleich sind - d.h. das 
Bild inhomogen ist -, dann ist für jedes Bildelement eine eigene Filtermatrix zu entwer­
fen. Man braucht dann jedenfalls sehr viele Filtermatrizen. Eine solche Filterung nennt 
man ortsvariante Filterung, die in diesem Kapitel behandelt wird. Die Themen sind: 
Problemstellung [5.1], Implementierung der ortsvarianten Filterung (5.2], das digitale Kon­
trollmodell [5.3] und Anwendungsbeispiele [5.4]. 

5.1 Problemdarstellung 

Im Abschnitt [2.1] wurde erläutert, daß ein Bildentstehungsprozeß durch eine Abbildungs­
funktion mit der Gleichung (2.1.2) beschrieben werden kann: 

b'(m,n) = .P[b(m,n)] (2.1.2) 

Weil die Abbildungsfunktion .P beliebig ist, kann dieser Prozeß auch ein inhomogenes 
Ausgabebild b' (m, n) liefern. Im folgenden geben wir einige Bildentstehungsprozesse, bei 
denen die Bildelemente unterschiedliche Eigenschaften haben. 

a) Bei der optischen Abbildung gilt folgendes Abbildungsgesetz: 

(5.1.1) 

wobei g die Gegenstandsweite, b die (optische) Bildweite und f die Brennweite 
der Kamera ist. Das Objekt ist normalerweise dreidimensional. Aus unterschied­
lichen Entfernungen g ergeben sich deshalb auch unterschiedliche Entfernungen b. 
Da sich das photographische Negativ jedoch fest in nur einer bestimmten Ebene 
mit der Bildweite b0 befindet, wird dort nur die dieser Bildweite b0 entsprechende 
Gegenstandsweite g0 tatsächlich scharf abgebildet; Objekte aller anderen Gegen­
standsweiten (g -=J. g0 ) werden in b0 mehr oder weniger unscharf abgebildet. Ist 
die Entfernung g des aufzunehmenden Objektes groß, so nähern sich die Entfer­
nungen b aller Bildelemente einem einzigen Wert. Die Unschärfe wird aufgrundder 
Objektausdehnung unbedeutend und für das Auge unerkennbar. Bei der Nahphoto­
graphieist die Entfernunggin der Gleichung (5.1.1) aber klein. Abhängig von der 
Entfernung g treten unterschiedliche Unschärfen im Bild auf. Um diese Unschärfen 
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korrigieren zu können, ist für jedes Bildelement eine eigene Filtermatrix, abhängig 
von der Entfernung g, zu entwerfen. Die Filterung muß ortsvariant durchgeführt 
werden. 

b) Wenn man ein sich bewegendes Objekt ( z.B. ein fahrendes Auto ) photographiert, 
kann man entweder die Umgebung oder das sich bewegende Objekt scharf abbilden; 
der andere Teil ist unscharf. Bei der Verbesserung eines solchen Bildes muß im 
scharfen Bereich und im unscharfen Bereich mit unterschiedlichen Filtermatrizen 
gearbeitet werden. 

c) Bei der dritten Problemstellung gehen wir von einem stark verrauschten homoge­
nen Bild aus. Um das Rauschen zu beseitigen, nimmt man normalerweise nur eine 
Filtermatrix und führt eine ortsinvariante Filterung durch. Nach einer solchen Fil­
terung sind aber alle Kanten unscharf. Um diesen Effekt zu mildern, schließt man 
einen Kompromiß zwischen Unschärfe und Rauschen. Eine wesentliche Verbesse­
rung ist durch eine ortsvariante Filterung möglich. Man wird bei der Filterung im 
Kantenbereich und außerhalb davon unterschiedliche Filterungen durchführen. Das 
bedeutet, daß man für homogene Bilder auch eine ortsvariante Filterung brauchen 
kann. 

In der Praxis gibt es noch mehrere Beispiele, bei denen die ortsvariante Filterung verwendet 
werden sollte. Im kommenden Abschnitt führen wir die ortsvariante Filterung ein. 

5.2 Einführung der ortsvarianten Filterung 

Wenn Bildelemente ungleiche Abbildungseigenschaften haben, muß man die ortsvariante 
Filterung veEwenden. Für eine solche Filterung gibt es zwar im Frequenzbereich eine ent­
sprechende Ubertragungsfunktion, die aber nicht direkt aus den Filtermatrizen abgeleitet 
werden kann. In dieser Arbeit wird deshalb die ortsvariante Filterung im Ortsbereich 
durchgeführt. Zum Entwurf der Filtermatrizen verwendet man die im Abschnitt [3.] be­
schriebenen Methoden. Der einzige Unterschied ist, daß jedes Bildelement bei der orts­
varianten Filterung eine eigene Filtermatrix erhält. Abhängig von dem Bildelement kann 
man die Filtermatrix mit der folgenden Formel definieren: 

f(k,l,m,n) (5.2.1) 

Mit den Filtermatrizen f(k, l, m, n) kann eine ortsvariante Filterung durchgeführt werden. 
Die Entwurfszeit für die jeweilige Filtermatrix eines Bildelementes ist aber sehr groß. Es ist 
deshalb nur für kleine Bilder möglich, die Filtermatrix für jedes Bildelement zu entwerfen. 

Um die ortsvariante Filterung auch für große Bilder zu ermöglichen, wird in dieser Arbeit 
folgende Methode benutzt: Zuerst zerlegen wir alle möglichen Filtermatrizen, die bei der 
Filterung eines Bildes verwendet werden sollen, in verschiedene Stufen. Jede Stufe wird 
mit einer Filtermatrix repräsentiert. Diese Repräsentationsfiltermatrizen werden in eine 
Filtertabelle eingetragen und bei der Filterung verwendet. 
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Dadurch kann unsere Aufgabe wie folgt definiert werden: Statt einer Filtermatrix für 
jedes Bildelement brauchen wir bei einer ortsvarianten Filterung nur einige 
Filtermatrizen. 

Um die entsprechende Filtermatrix für jedes Bildelement aus der Filtertabelle zu finden, 
wird ein digitales Kontrollmodell ( DKM ) eingeführt, das bestimmt, welche Filtermatrix 
in der Filtertabelle man für das jeweilige Bildelement b(m, n) braucht. Mit dem DKM 
lautet die Filtermatrix (5.2.1) der ortsvarianten Filterung: 

f(k, l,dkm(m, n)), (5.2.2) 

wobei dkm(m, n) der Wert des DKM an der Stelle m, n ist. Damit ist die Nummer der 
Filtermatrix in der Filtertabelle gefunden. Der Zusammenhang zwischen dem Ein- und 
Ausgabebild, der Filtertabelle und dem DKM ist in der Abb. < 5.2.1 > verdeutlicht. Sie 
zeigt, wie eine ortsvariante Filterung mittels eines DKM und einer Filtertabelle implemen­
tiert werden kann. 

Zuerst sind das DKM und die Filtertabelle zu bestimmen; danach wird die ortsvari­
ante Filterung wie folgt durchgeführt: Für das Bildelement b(m, n) sucht man den Wert 
dkm(m, n). Die entsprechende Filtermatrix für das Bildelement b(m, n) wird mit dkm(m, n) 
aus der Filtertabelle ausgelesen. Mit der Filtermatrix f(k, l, dkm(m, n)) wird das Bildele­
ment b(m, n) gefiltert. Wenn für jedes Bildelement ein solcher Prozeß durchgeführt ist, ist 
eine ortsvariante Filterung abgeschlossen. 

Ähnlich wie eine ortsinvariante Filterung (2.1.16) kann man eine ortsvariante Filterung 
wie folgt schreiben: 

K L 

b'(m,n)= L L b(m-k,n-l)·f(k,l,dkm(m,n)) (5.2.3) 
k=-K l=-L 

In Anlehnung an die Gleichung (2.2.10) lautet die ortsvariante rekursive Filterung wie 
folgt: 

KI LI K2 L2 

b'(m, n) = L L b(m- k, n -l)fi(k, l, dkm(m, n))-L L b'(m- k, n -l)h(k, l, dkm(m, n)) 
k=O l=O k=O l=O 

k+I;CO 

(5.2.4) 
Im Abschnitt [2.1] wurde abgeleitet, daß bei einer ortsinvarianten Filterung die Verschie­
bung der Indizierung der Filtermatrix einer gleichen Verschiebung des ganzen Ausgab­
ebildes entspricht. Demgegeüber ist bei der ortsvarianten Filterung die Indizierung der 
Filtermatrix nicht verschiebbar. 
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Digitales Kontrollmodell 

( DKM ) 

~ 

rn n dkrn(rn,n) 

Filter­
Eingabebild 

tabelle 
b(m,n) 

b(m,n) J f(k,l,dkrn(m,n)) 

Faltung b ( m, n ) * f ( k , 1 , dkrn (rn , n ) ) 

J b' (rn,n) 

/:: 

~ 

Ausgabebild 

b'(m,n) t/;: 

Abb. 5.2.1 Das Prinzip der ortsvarianten Filterung 

5.3 Das digitale Kontrollmodell ( DKM ) 

Die ortsvariante Filterung braucht viele Filtermatrizen, die in eine Filtertabelle geschrieben 
werden. Das DKM beschreibt die inhomogenen Eigenschaften des Eingabebildes b(m, n) 
und sorgt für die richtige Zuordnung der Bildstellen ( m, n) zu den Filtermatrizen in der 
Filtertabelle. Im folgenden behandeln wir die Struktur und die Bestimmung des DKM. 

115 



- Ortsvariante Filterung­

5.3.1 Struktur des DKM 

Da die Eigenschaften des Eingabebildes mit der "Koordinate" (m, n) variieren, benötigt 
man für jedes Bildelement b(m, n) ein entsprechendes Element dkm(m, n). Daraus folgt, 
daß das DKM und das zu filternde Eingabebild b(m, n) die gleiche Größe haben müssen. 
Jedes Element des DKM zeigt auf eine Filtermatrix in der Filtertabelle. Zur Veranschauli­
chung kann man -bei einer Filtertabelle mit weniger als 256 verschiedenen Matrizen- die 
Werte dkm(m, n) durch Integerzahlen zwischen 0 und 255 beschreiben, sodaß das DKM 
wie ein Digitalbild betrachtet werden kann. 

5.3.2 Ermittlung des DKM 

Da Abbildungsprozesse sehr unterschiedlich sind, kann man das DKM mit verschiedenen 
Methoden ermitteln. 

5.3.2.1 Ermittlung durch Interpolation 

Es sei ein inhomogenes Bild gegeben, dessen Grauwert verzerrt sind. Eine mögliche Me­
thode zur Beschreibung der inhomogenen Eigenschaften ist, die Stützpunkte durch Inter­
pretation des Bildes zu wählen, die beschreiben, in welcher Verzerrungsstufe die einzelnen. 
Bildelemente liegen. Aus diesen diskreten Stützpunkten kann ein rasterförmiges DKM in­
terpoliert werden, das die gleiche Struktur ( Größe etc.) wie das Eingabebild haben muß. 
Zur Umwandlung von beliebig verteilten Stützpunkten zu einem rasterförmigen DKM gibt 
es in der Literatur viele Interpolationsmethoden. 

Da die Verteilung der Stützpunkte sehr unterschiedlich sein kann, sollte man keine Polynom­
interpolation verwenden. Es ist ausreichend, nach der Methode des "nächsten Nachbarn" 
oder des allgemeinen arithmetischen Mittels aus den benachbarten Stützpunkten zu inter­
polieren. 

Unabhängig von der Ursache der Verzerrung können die inhomogenen Eigenschaften eines 
Bildes immer mit den Stützpunkten erfaßt werden. Die Bestimmung des DKM bei der 
ortsvarianten Filterung mit einer Interpolationsmethode ist daher eine universelle Methode. 

5.3.2.2 Ermittlung durch Methoden der Bildverarbeitung 

Da das DKM die gleiche Struktur wie das zu filternde Eingabebild hat, können zu sei­
ner Bestimmung auch die Methoden der digitalen Bildverarbeitung benutzt werden. Im 
folgenden geben wir ein Beispiel: 

Um das Rauschen zu beseitigen und trotzdem die Kanten scharf zu belassen, 
muß man im Kantenbereich und außerhalb davon unterschiedliche Filterma­
trizen verwenden. In diesem Fall ist das DKM eigentlich ein Kantenbild. 
Zur Bestimmung des Kantenbildes kann man eine Hochpaßfilterung auf das 
Eingabebild durchführen. 

Wenn die inhomogenen Eigenschaften des Eingabebildes von seinen Grauwerten abhängen, 
ist es immer möglich, das DKM durch die digitale Bildverarbeitung zu ermitteln. 
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5.3.2.3 Ermittlung durch Abbildungsfunktionen 

Bei manchen Anwendungsfällen ist die Abbildungsfunktion eines inhomogenen Bildes be­
kannt oder erhältlich; deshalb kann man das DKM daraus berechnen. Z.B. kann die 
Unschärfe in den einzelnen Eilpunkten einer Photographie aus den Elementen der inne­
ren und äußeren Orientierung und dem digitalen Objektmodell berechnet werden [Kraus, 
1982]. Die Koordinaten des Objektes sind dafür nur näherungsweise erforderlich, um dar­
aus das DKM auszugeben. 

5.4 Anwendungsbeispiele 

Die im Abschnitt [5.2] beschriebene Implementierungsmethode der ortsvarianten Filterung 
wird in diesem Abschnitt durch verschiedene Beispiele demonstriert. 

5.4.1 Ein fahrendes Auto 

Die Abb.< 5.4.1 > zeigt ein fahrendes Auto. Die Umgebung des Autos ist scharf, aber 
wegen der Bewegung ist das Auto im Bild unscharf. Da die Bewegung des Autos nur in 
einer Richtung verläuft, brauchen wir nur die eindimensionale Filterung. Im Bild hat diese 
Bewegung eine Größe zwischen 8 und 9 Bildelementen; wir nehmen die Größe von 8.5 
Bildelementen an. Da die Bewegung als eine Mittelwertbildung betrachtet werden kann, 
wird sie mit folgender Übertragungsfunktion beschrieben: 

H(u) = sin(8.5rru) (5.4.1)
8.5rru 

Die inverse Filtermatrix, __die zur Korrektur der Unschärfe des Autos dient, wird nach 
der veränderten inversen Ubertragungsfunktion mit der Gewichtsfunktion berechnet (Ab­
schnitt [3.1.2]). 

Mit einer solchen ortsinvarianten Filterung kann man zwar die Unschärfe des Autos kor­
rigieren, aber seine Umgebung wird verschlechtert. Die Abb.< 4.5.2 > zeigt das Ergebnis 
dieser ortsinvarianten Filterung. Das Auto ist zwar schärfer, aber seine Umgebung ist 
schlechter. 

Zur Verbesserung des unscharfen Autos ist eine ortsvariante Filterung zu verwenden. Für 
die Filterung sind zwei Filtermatrizen zu entwerfen, d.h. eine für die Korrektur wegen der 
Bewegung des Autos und eine andere für die Umgebung. Da die Umgebung scharf ist, ist 
die Filtermatrix nur eine 8-Funktion; zur Korrektur wegen Bewegung des Autos benutzen 
wir dieselbe Filtermatrix wie zur Ermittlung der Abb.< 5.4.2 >. Um die entsprechende 
Filtermatrix für jedes Bildelement zu finden, wird ein DKM, das die Umgebung und das 
fahrende Auto unterscheidet, angegeben (Abb. < 5.4.3 >). 

Durch eine ortsvariante Filterung erhält man das Bild ( Abb.< 5.4.4 > ). Man sieht, daß 
die Details des Autos im Bild < 5.4.4 > deutlicher wurden und seine Umgebung scharf 
bleibt. 
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Abb. 5.4.1 Bild eines fahrenden Autos 

Abb. 5.4.2 Das Bild < 5.4.1 > nach einer ortsinvarianten Filterung 
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Abb. 5.4.3 Das DKM bei der ortsvarianten Filterung 

Abb. 5.4.4 Das Bild < 5.4.1 > nach der ortsvarianten Filterung 
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Abb. 5.4.5 Ein stark verrauschtes Bild (links) und 
dasselbe Bild nach der ortsvarianten Filterung (rechts) 

Abb. 5.4.6 Dasselbe Bild nach der Mittelwertbildung (links) 
und nach einer Medianfilterung (rechts) 
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5.4.2 Ein verrauschtes Bild 

Um das Rauschen eines Bildes zu unterdrücken, verwendet man eine Tiefpaßfilterung. 
Aber nach einer solchen Filterung, insbesonders bei einer starken Tiefpaßfilterung, sind 
die Kanten im Bild verwischt. Die Abb.< 5.4.5 >(links) zeigt ein stark verrauschtes Bild. 
Zur Unterdrückung des Rauschens benutzen wir eine Mittelwertbildung von der Größe 
5 x 5. Das gefilterte Bild findet man in der Abb.< 5.4.6 > (links). Die Kanten im Bild 
sind unscharf. Die Abb.< 5.4.6 > (rechts) zeigt das Bild nach einer Medianfilterung von 
der Größe 3 X 3. Das Bild ist zwar scharf, aber noch verrauscht. 

Um diesen Effekt zu mindern, benutzen wir eine ortsvariante Filterung. Die Kantenberei­
che und die Bereiche abseits der Kanten sollen mit unterschiedlichen Filterungen bearbeitet 
werden. In diesem Fall benötigen wir das Kantenbild. 

In der Abb. < 5.4.7 > ist ein von der Abb.< 5.4.5 > (links) berechnetes Kantenbild 
dargestellt. Es wird als das DKM bei der ortsvarianten Filterung verwendet. 

Abb. 5.4. 7 Das Kantenbild und gleichzeitig auch das DKM 

Im Bereich abseits der Kanten benutzen wir die gleiche Filterung wie beim Bild (Abb.< 
5.4.6 > (links) ), im Kantenbereich wie beim Bild ( Abb.< 5.4.6 > (rechts) ). Nach einer 
ortsvarianten Filterung erhalten wir das gefilterte Bild (Abb.< 5.4.6 > (rechts) ). 
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5.4.3 Ein in Abhängigkeit vom Grauwert unscharfes Bild 

Die inhomogenen Eigenschaften eines Bildes können auch von seinen Grauwerten abhängen. 
Um einen solchen Anwendungsfall zu zeigen, geben wir ein synthetisches Beispiel. 

Abb. 5.4.8 Das DKM zur ortsvarianten Filterung 

Zur Simulation der inhomogenen Bildeigenschaften zufolge unterschiedlicher Grauwerte 
wird das DKM (Abb.< 5.4.8 >) und ein Satellitenbild (Abb.< 2.3.1 >) benutzt. Das 
simuliert unscharfe Bild findet man in der Abb.< 5.4.9 >. Die Unschärfe ist abhängig 
von den Grauwerten. Mit einer inversen Filterung (einer rekursiven Filterung) soll diese 
Unschärfe korrigiert werden, wobei die Abb.< 5.4.8 > nochmals als DKM für die inverse 
Filterung verwendet wird. Das gefilterte Bild ist in der Abb. < 5.4.10 > dargestellt. 
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Abb. 5.4.9 Ein in Abhängigkeit vom Grauwert unscharfes Bild 

Abb. 5.4.10 Das Bild < 5.4.9 > nach der ortsvarianten Filterung 
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5.4.4 Ein in Abhängigkeit von der Aufnahmeentfernung unscharfes Bild 

Wegen der unterschiedlichen Entfernungen zwischen den einzelnen Objektpunkten und der 
Kamera treten in Abb. < 5.4.11 > von Punkt zu Punkt unterschiedliche Unschärfen auf. 
Um dieses Bild zu verbessern, ist eine ortsvariante Filterung notwendig. 

Um das DKM zu ermitteln, kann man die im Abschnitt [5.3.1] beschriebene Interpolations­
methode benutzen. Da die Objektpunkte näherungweise in einer Ebene liegen, kann man 
das DKM direkt bestimmen. In der Abb. < 5.4.12 > ist ein passendes DKM gegeben. 
Die dazugehörigen Filtermatrizen wurden unter Zuhilfenahme einer Übertragungsfunk­
tion ermittelt. Durch eine ortsvariante Filterung erhalten wir das korrigierte Bild (Abb. 
< 5.4.13 >). Zur besseren Veranschaulichung sind in Abb.< 5.4.14 > die Grauwertdiffe­
renzen zwischen Abb.< 5.4.11 > und < 5.4.13 > dargestellt. 
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Abb. 5.4.11 Ein in Abhängigkeit von der Aufnahmeentfernung unscharfes Bild 

Abb. 5.4.12 Das DKM zur Beschreibung der Unschärfen 
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Abb..5.4.13 Das Bild nach der ortsvarianten Filterung 

Abb. 5.4.14 Das Differenzenbild zu Abb.< 5.4.11 > und / 5.4.13 , 
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6. Schlußbemerkungen 

Eine Filterung dient dazu, Erwünschtes von Unerwünschtem zu trennen. Als ein Vorver­
arbeitungsprozeß ist sie in der digitalen Bildverarbeitung sehr bekannt; sie wird sehr oft 
benutzt, um ein Bild nachher leichter bearbeiten oder vielseitiger verwenden zu können. 
Trotzdem sind auf diesem Gebiet noch viele Probleme zu lösen. Die vorliegende Arbeit 
hat sich mit der digitalen Filterung und ihren Anwendungen befaßt. Folgende Ergebnisse 
und Erkenntnisse wurden über bisher Bekanntes hinaus gewonnen: 

1) Eine Übertragungsfunktion darf auch komplex sein, aber sie muß einen geraden 
Realteil und einen ungeraden Imaginärteil haben. 

2) Eine lineare ortsinvariante Filterung kann entweder im Ortsbereich oder im Fre­
quenzbereich durchgeführt werden. Im Absch.!litt [2.4] wurden allgemeingültige 
Formeln für die Umwandlungen zwischen der Ubertragungsfunktion und der Fil­
termatrix abgeleitet, die auch für jene Fälle gelten, in denen die Filtermatrix un­
symmetrisch ist oder die Mitte der Filtermatrix mit der zu filternden Stelle des 
Bildes nicht übereinstimmt (z.B. die im Abschnitt [2.5] beschriebene lineare bzw. 
bilineare Interpolation). 

3) Die im Abschnitt [2.5] abgeleiteten Übertragungsfunktionen erlauben, die Genauig­
keit der linearen bzw. bilinearen Interpolation an jeder Interpolationsstelle mittels 
Fourier-Transformation zu bestimmen. Der aufgezeigte Weg kann auch für andere 
Interpolationsmethoden verwendet werden. 

4) Die kontinuierliche Abbildungsfunktion und ihre im Abschnitt [3.3] abgeleitete dis­
krete Filtermatrix haben zwar untersvhiedliche Formen, aber die glei~he Wirkung 
auf das Digitalbild. 

5) Zur Tiefpaßfilterung kann man die Filtermatrix mittels eines Polynomes nach der 
im Abschnitt [3.4] beschriebenen Methode entwerfen. 

6) Bei der Abtastung handelt es sich um eine Mittelwertbildung innerhalb eines Bild­
elementes; deshalb werden die Grauwerte verzerrt. Die Abtastung entspricht einer 
Tiefpaßfilterung. Wenn man hohe Genauigkeit verlangt oder das Abtastintervall re­
lativ groß ist, muß das grauwertverzerrte Bild durch eine Filterung korrigiert werden 
(Abschnitt [4.4]). 

7) Mit der im Abschnitt [4.5] abgeleiteten Übertragungsfunktion können die Über­
lappungen oder Klaffungen sowie die Grauwertverzerrungen innerhalb jedes Bild­
elementes korrigiert werden. 

8) Die aus der Literatur bekannte Methode zur Korrektur wegen Überlappung benach­
barter Bildelemente ist nur eine Näherungsmethode. Um diese Korrektur genauer 
durchführen zu können, wurde im Abschnitt [4.6] eine neue Übertragungsfunktion 
abgeleitet. 

127 



- Schlußbemerkungen­

9) Die ortsvariante Filterung wurde im Kapitel [5.] durch ein digitales Kontrollmodell 
( DKM) verwirklicht. Für die Bestimmung dieses DKM wurden mehrere Methoden 
angegeben. 

Durch zahlreiche Beispiele wurde noch gezeigt, daß die obigen Erkenntnisse nicht nur aus 
theoretischer Sicht interessant, sondern auch für die Praxis verwendbar sind. 
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Anhang Ein Fortran-Programm der FFT 

SUBROUTINE FFT(N,XR,XI) 
REAL XR(0:2048),XI(0:2048) 
P1=3.14159265358*2/N 
NU=LOG(N+0.00001)/LOG(2.0) 
N2=N 
DO 101 L=1,NU 
N2=N2/2 
DO 102 I=O,N-1,N2*2 
DO 102 K=I,I+N2-1 
P=IP(K/N2,NU)*P1 
C=COS(P) 
S=-SIN(P) 
K1=K+N2 
P3=C*XR(K1)-S*XI(K1) 
P4=S*XR(K1)+C*XI(K1) 
XR(K1)=XR(K)-P3 
XI(K1)=XI(K)-P4 
XI(K)=XI(K)+P4 
XR(K)=XR(K)+P3 

102 CONTINUE 
101 CONTINUE 

DO 103 I=O,N-1 
K=IP(I,NU) 
IF( K.LT.I) GOTO 103 
Q1=XR(I) 
Q2=XI(I) 
XR(I)=XR(K) 
XI(I)=XI(K) 
XR(K)=Q1 
XI(K)=Q2 

103 CONTINUE 
END 
FUNCTION IP(I1,I2) 
IO=I1 
IP=O 
DO 200 II=1, I2 
IP1=I0/2 
IP=IP*2+IO-IP1*2 
IO=IP1 

200 CONTINUE 
END 
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