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Kapitel 1

Einleitung

Wie der Begriff sagt, ist ein Versicherungsunternehmen ein Unternehmen, das ein kalkuliertes Ri-
siko (potentieller Schaden) in Kauf nimmt, um dieses im Gegenzug durch Erhebung einer Primie
zu versichern. Die Entwicklung des Geschiéftsverlaufs eines Versicherungsunternehmen kann man
einfach durch das Modell

Startkapital + Pramieneinnahmen — Schaden

beschreiben. Ziel ist einen moglichst positiven Ausgleich zwischen Einnahmen (vorhandendes Start-
kapital und die Pramieneinnahmen), und Ausgaben (die eintretenden Schiiden), zu erzielen. Von
grossem Interesse ist die frithzeitige Erkenneung von wann die Ausgaben die Einnahmen iibertroffen
konnten bzw. wann der versicherungstechnische Ruin eintritt. Hier kommt ins Spiel die Ruintheorie
um die Ruinwahrscheinlichkeit zu berechnen. In der klassischen Ruintheorie als Ausgangsrisikomo-
dell wird iiblich das kollektive Cramer-Lundberg Modell verwendet.

Ziel dieser Arbeit ist explizite Ausdriicke fiir Ruinwahrscheinlichkeit im klassischen Cramer-Lundberg
Risikomodell mit Gamma-Schiden bzw. light-tail-verteilten Schéden zu finden.



Kapitel 2

Einfiihrung in die Ruintheorie

Das individuelle- und kollektive Risikomodell, sind die zwei von den Modellen der klassischen
Risikotheorie der Versicherungmathematik. Hat ein Portfolio in einer Periode n € N Risiken, wird
der Gesamtschaden im individuellen Modell als Summe der Schéden aller Einzelrisiken Ry, ..., R,

S=> R (2.1)

berechnet. Die Einzelrisiken sind durch unabhéngige, aber nicht notwendigerweise identisch verteilt,
nichtnegative Zufallsvariablen R;,7 = 1, ...,n mit Verteilungsfunktionen Fg,,7 = 1,...,n modelliert.
Die Verteilungsfunktion Fg von S wird durch Faltung ermittelt.

Definition 2.1. Sein X und Y unabhdingige nichtnegative Zufallsvariablen mit den Verteilungs-
funktionen Fx und Fy. Das

F(z) =E[Fy(x — X)] =E[Fx(x —Y)] (2.2)

nennt man Faltung von Fx und Fy, symbolisch F' = Fx x Fy. F ist die Verteilungsfunktion der
Zufallsvariable X +Y . Im Fall der unabhingigen stetigen Zufallsvariablen wird die Faltung der
Verteilungsfunktionen

F(z) = / " Fxle - y)dFy (y) = / " Fy(x — y)dFx(y) (2.3)

Besitzen die Verteilungsfunktionen Fx und Fy Dichten fx und fy, so hat die Verteilungsfunktion
F' die Dichte

fla) = | " fxe —y) iy (y)dy = / " (@ — ) fx(v)dy (2.4)

symbolisch f = fx * fy. [ ist die Faltung der Dichten fx und fy. Im Fall der unabhdngigen
diskreten Zufallsvariablen ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariable X +Y durch

PX+Y=2)=) PX=kPY =z—-k) =) PY=kPX=x—k) (2.5)
k k

gegeben, wobei P(X +Y = x) die Punktwahrscheinlichkeit von X +Y ist. Das definiert auch die
Faltung der Verteilungsfunktionen Fx und Fy.

Kommutativitéit und Assoziativitdt sind wichtige Eigenschaften der Faltungen.

Wegen der Unabhéngigkeit der Einzelrisken ist

Fs(.%'):(FRI*FRz*...*FRn)({E) (26)



Wenn die Einzelnrisiken zusétzlich identisch Fr-verteilt sind (S homogenes Portfolio) ist die Ver-
teilungsfunktion Fs durch

n-mal

gegeben. F" ist die n-fache Faltung von Fg.

Ohne die Annahme von identisch verteilten Einzelrisiken ist das individuelle Modell schwer zu
benutzen und es kénnen nur wenige Aussagen getroffen werden.

Im Gegegsatz zum individuellen Modell geht man nicht von Einzelrisiken, sondern von Einzelschdden
aus. Die Einzelschéden sind durch unabhéngige, identisch verteilte, nichtnegative Zufallsvariable
X1, ..., X;, mit Verteilungsfunktion Fx (im Weiteren F') und die Schadenanzahl durch eine Z -
wertige diskrete Zufallsvariable N modelliert. Es wird weiters davon ausgegangen, dass die Ein-
zelschidden X1, ..., X, und die Schadenanzahl N unabhéngig von einander sind. Der Gesamtschaden
ist eine Zufallssumme, die durch

N
S=> "X, (2.8)
i=1
gegeben ist. Fiir den Fall, dass kein Schaden N = 0 aufgetretten ist, setzen wir S = 0.
Mit Hilfe der Iterativitat des Erwartungswertes und Unabhéngigkeit der X1, ..., X,, und N koénnen

Formeln fiir die Verteilungsfunktion Fig und die momenterzeugende Funktion Mg der Zufallssumme
S abgeleitet werden.

Fs(x)

P[S <z]=

ZX <x\NH :iP[N:n]P lznjxi Sx‘N:n]
iIP’[N:n]]P’[ZXZ—<x

= anF;z”(m (2.9)
n=0

wobel (pn)n>0 ist die Zéhldichte von N und F¥" ist die n-fache Faltung der Verteilungsfunktion
F'x der Einzelschédden.

Ms(s) = E[eS] = E[e* Tt Xi] = E[E[e* =5 Xi| N = iE[es ELiXi|N = n]P|N = n]
n=0
oo N
= > T[El™PN ZIE “XnP(N ZMX )"P[N = n]
n=011=1
= i ePMx (PN = n] = My (In(Mx (s)) (2.10)
n=0

Weil die n-te Ableitung der momenterzeugenden Funktion Mg(s) im Punkt 0 ist gleich dem n-ten
Moment der Zufallsvariablen S, ist der Erwartungswert:

My (s)
Mx(S)

— My (0)My (0) = E[NJE[X] (2.11)

E[S] = Mg(s)],_o = My(In(Mx(s)))

Ahnlich:

E[S?] Mg (s)],_y = My (0)Mx (0)* + My (0)(Mx (0) — Mx(0)?)

= E[NZE[X]? + E[N]Var[X]



So wird die Varianz
Var[S] = E[S?] —E[S)? = E[N]Var[X] + E[X]*Var[N] (2.12)

Haufig wird im kollektiven Modell die poissonverteilte Schadenanzahl N ~ P(X), A > 0 verwendet.
Die Poisson-Verteilung P(A) ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitverteilung iiber der Menge der
natiirlichen Zahlen N mit Verteilungsfunktion

n n

F(n)=> PN =k = Zﬂ%’? (2.13)

k=0 k=0
den Erwartungswert, die Varianz und die momenterzeugende Funktion
E[N] = Var[N] = \, My(s) =D (2.14)

Wenn die Schadenanzahl poissonverteilt ist N ~ P()), wird die Verteilung des Gesammschadens
S zusammengesetzte Poisson-Verteilung (ZGP) genannt. In dem Fall bekommt man fiir den Er-
wartungswert (2.11), die Varianz (2.12) und die momenterzeugende Funktion von S (2.10)

E[S] = AE[X], Var[S] = AE[X?], Mg(s) = e Mx()=1) (2.15)

WEeil die Zeitpunkte, wann die Schiden auftreten, von Bedeutung sind, fithrt man einen Zeitpara-
meter ¢t € Ry ein. Der Gesamtschaden im Intervall [0,¢] wird durch die Zufallsvariable

N()

St) =YX, (2.16)
=1

beschrieben. So ist (S(t),¢ > 0) und (N(¢),t > 0) ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit, den
man Gesamtschaden- und Schadenanzahlprozess nennt.

Definition 2.2. FEin stochastischer Prozess in stetiger Zeit ist eine Familie von Zufallsvariablen
S(t), t > 0.

Fiir ein festes ¢ handelt es sich bei S(¢) um eine Zufallssumme, fiir die die Resultate von oben fiir
den Erwartungswert (2.11), die Varianz (2.12) und die momenterzeugende Funktion (2.10) gelten.
Weil N(t) beschreibt die Anzahl der Schéden bis zum Zeitpunkt ¢, geht es bei (N(¢),¢ > 0) um
einen Zahlprozess.

Die Zeitpunkte, wann die Schiiden auftreten, sind zufillig. Die werden Ankunftszeiten genannt und
mit T,,, n = 1,2, 3, ..., bezeichnet. (T},),>1 ist ein stochastischer Prozess, die man Schadenzeiten-
prozess nennt.

Es gilt

T,=inf{t e R* : N(t)=n}, neZ®

T =0

Weil die Ankunftszeiten zufiillig sind, ist die Zeit zwischen dem Auftreten des (n — 1)-ten und
den n-ten Schadens auch zufillig. Die werden als Zwischenankunftszeiten genannt und mit W,
n=1,2 3, ..., bezeichnet. Also

Wp=T,—Th1, n=>1



Es folgt:
T, =Y W
i=1

Es wird davon ausgegangen, dass die Zwischenankunftszeiten W,,, n = 1,2, 3, ... und Einzelschiden
Xn, n=1,2,3,... sind unabhingig und sowie Einzelschidden identisch verteilt sind.

Es wird jetzt die zeitliche Entwicklung des Geschiftsverlaufs des Versicherungsunternehmen be-
trachtet.
Startkapital + Pramieneinnahmen — Schaden

Dieser Prozess nennt man Reservenprozess, Risikoprozess oder auch Uberschussprozess. Das klas-
sische kollektive Risikomodell der Risikotheorie geht auf die Arbeiten von Filip Lundberg und
Harald Cramer. Es wird als das klassische Cramer-Lundberg Prozess genannt. Es ist durch

N(t)
Rt)=u+ct— > Xi, R(0)=u (2.17)
=1

gegeben, wobei u fiir das Anfangskapital, ¢ > 0 fiir die Pramienrate steht. Wie bisher angenommen
sind die Einzelschdden (X;);>1 unabhéngig identisch verteilt und von N(¢) unabhéngig. Bei dem
Cramer-Lundberg Modell wird als Zahlprozess (N(t),t > 0) der homogene Poisson-Prozess mit
Intensitédt A > 0 verwendet. Somit ist S(f) zusammengesetzt poissonverteilt und der Gesamtscha-
denprozess S(t) ist ein zusammengesetzter Poisson-Prozess.

Definition 2.3. Ein Zihlprozess (N(t),t > 0) ist ein homogoner Poisson-Prozess mit Intensitdt
A > 0 wenn

1. N(0) =0 fs.
2. N(t) hat unabhdingige Inkremente
3. N(t) = N(s) ~ Poi(A(t —s)), 0<s<t

4. hat f.s. cadlag (rechtsstetig mit existierenden Limes von links) Pfade

Fiir das Versicherungsunternehmen ist es wichtig, dass der Reserveprozess (R(t), t > 0) nicht
negativ wird. Der Reserveprozess kann aber auch negativ werden. Dies Ereigniss, dass der Reser-
veprozess zum ersten mal negative Werte annimt, bezeichnet man als technischen Ruin, weil es
noch nicht bedeutet, dass das Versicherungsunternehmen gleich bankrott geht. In der Ruintheorie
ist die Ruinwahrscheinlichkeit, die Warhscheinlichkeit mit der R(t) negativ wird, eine verbreitetes
Risikomass. Definiert man den Ruinzeitpunkt, den ersten Zeitpunkt wann der Ruin eintritt,

T =inf{t > 0; R(t) <0} (2.18)
so wird die Ruinwahrscheinlichkeit mit Anfangskapital v im Zeitintervall (0, ¢] durch
Y(u,t) = Plr < t|R(0) = u] =P[ inf R(s) < 0|R(0) = u] (2.19)

0<s<t

und die totale Ruinwahrscheinlichkeit mit Anfangskapital u

P(u) = tlirgo P(u,t) = ]P’[t11>1(f) R(t) < 0|R(0) = u] = P[r < 00| R(0) = u] (2.20)



Es ist offensichtlich, dass die Ruinwahrscheinlichekit ¢ (u) fallend in w ist.

Oft wird die Wahrscheinlichkeit ¢(u), die sogenannte Uberlebenswahrscheinlichkeit, dass fiir Start-
kapital u kein Ruin eintritt, betrachtet.

d(u) =1 —=v(u) (2.21)
In dem klassischen Cramer-Lundberg Modell wird es angenommen, dass
¢ > AE[X] (2.22)

Diese Bedingung nennt man “ Nettoprofitbedingung“. Das bedeutet, dass die Pramieneinnahmen
grosser als die erwarteten Anspruchszahlungen sind. Weil der Gesamtschaden zusammengesetzt
poissonverteilt ist, ist der Erwartungswert von R(t)

N(?)
E[R(t)] = Elu+ ct — S(t)] = u+ct —E[>_ Xi] = u+ t(c — AE[X])
i=1
Nach dem starken Gesetz der grossen Zahlen ist
lim E() =c— AE[X] f.s.
t—oo

So soll die Pramienrate einen Sicherheitszuschllag enthalten, da sonst der Ruin mit Sicherheit
eintreten wiirde. Wir schreiben

c=(1+A)AEX], A>0 (2.23)

4

Die Konstante A nennt man “ relativer Sicherheitszuschlag“.

Weil bei dem klassischen Crdmer-Lundberg Modell (N (t), ¢ > 0) ein homogoner Poisson-Prozess
ist, ist der ab dem Stoppzeit 7 startende Prozess ein Cramer-Lundberg Prozess mit Anfangskapital
R(7). Ausgehend von dieser Tatsache und mithilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit,
bekommt man fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

h u+tct
d(u) = e Me(u + ch) + / / ’ B(u+ ct — y)dF (y) e~ Mdt (2.24)
o Jo

wobei h > 0 sehr klein ist. Es ist leicht nachzupriifen, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢(u)
stetig ist. Lésst man in (2.24) h gegen 0 laufen, so sieht man leicht, dass ¢(u) rechts- und links
differenzierbar ist und es gilt

’

e (u) = A((u) — / " o(u— y)dF ) (2.25)

Somit ist ¢(u) in allen Punkten, wo F'(u) stetig ist, differenzierbar.



Die obere Integro-Differentialgleichung (2.25) it schwer zu lésen. E gilt offenbar

c(o(u) — ¢(0)) /qs )dz = X (/qs d:c—//gb:v— )AF( )dx)
(/¢ dz//yqﬁ( y)dzdF (y ))

<H

: ( / o(z)dz — / / 2)dzdF(y ))
= /\( /0 é(z)de — /O /O dF(y)¢(m)dx>

)\/O o(z)(1 — F(u—x))dx (2.26)
Weil
4= E[X] = /Ooo 2dF(z) = /Oooa — F(2))de

wenn u — oo erhélt man nach dem Satz von beschrinkten Konvergenz

e(l— = )\/ (1- ))dz = Ap (2.27)
Es folgt
A A
60 =1- 20 w0 =25 (2:29)

Wenn die Laplace-Stieltjes Transformation der Schiaden existiert, kann man die Integro- Differen-
tialgleichung (2.25) 16sen, indem man die Laplace Transformation verwendet. Multipliziert man
beide Seiten der Gleichung mit e™**, s € C, und integriert danach die beiden Seiten von 0 bis oo,
so bekommt die Laplace Transformation der Uberlebenswahrscheinlichkeit

c¢(0)

9(s) = s — A+ AMx(—s)’

R(s) > 0 (2.29)

Im Allgemeinen fiihrt die Laplace Transformation eine gegebene Funktion f vom reellen Zeitbereich
t in eine Funktion F' im Spektralbereich s iiber. Die Wichtigste dabei ist, dass die Differentiation
und Integration im reellen Originalbereich einfache algebraische Operationen im Bildbereich ent-
sprechen.

Fiir die numerischen Berechnungen der Uberlebenswahrscheinlichkeit, kann man die inverse La-
place Transformation bzw. das Bromwich Integral

1 y+iT

o(u) = — lim eU(s)ds, v > so (2.30)
211 T— o0 y—iT

verwenden, wobei sg die Konvergenzabszisse von qg(s) ist. Bei den numerischen Berechnungen auf
dem Computer tauchen Probleme, weil der Integrand oszielliert, wenn s gross ist. Fiir grosse s
kann man den Integrand mit



approximieren. Ersetz man
s=re'Y =rcosp+irsingp

so bekommt man
é(s)esu ~ @e—wem cos ptirusing _ @eru cos ¢ yi(rusin p—)
Wenn der Imaginérteil verschwindet bzw
rusing —¢ =0

wird es keine Schwingungen geben. Dies legt nahe, die Kontur
1
s(p) = —(peotp +ip), —mT<p<m (2.31)
u

zu verwenden. Diese Kontur ist eine Talbot Kontur [13] und kann man im Allgemeinen fiir die nu-
merische Berechnung der inversen Laplace Transformation der Uberlebenswahrscheinlichkeit ver-
wenden.

Im Allgemeinen hingt es von der Versicherungssparte ab, welche Verteilungsfunktionen geeignete
Modelle fiir die Schidden darstellen. Statistische Analysen zeigen, dass die Gammaverteilung und
die inverse Gauf3-Verteilung als realistische Modelle fiir Einzelschiden in Frage kommen. Die Gam-
maverteilung T'(r, «) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der Menge der positiven
reellen Zahlen R, mit der Dichte:

2" e >0 (2.32)

Die zwei Parameter sind der Formparameter r > 0 und Skalenparameter o > 0. Ausgehend von
der Dichte der Gammaverteilung ist die momenterzeugende Funktion:

_ sX1 * sx _ * a” r—1_—(a—s)z
Mx(s) E[e®*] /0 e’ f(x)dx /0 I‘(r)x e dz
a” > (a — 8) r—1_—(a—s)z
= x' e Srdx

(a—s)" /o I'(r)

— ( a > R(s) < a (2.33)

o — S

Der Erwartungswert und die Varianz werden:

EX] = M;f(s)’s:o - #L:o = g (2.34)
E[X?] = M;(S)IS_OZML_OZW
Varlx] = E[X?) - (B[x]? = " ED (1Y - T (2.35)

Die inverse Gaufl-Verteilung IG(d, ) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der Menge
der positiven reellen Zahlen R, mit der Dichte:
) 152, —
flz) = ey s () 506> 0,9 >0 (2.36)

oL



Ausgehend von der Dichte der inversen Gauf-Verteilung ist die momenterzeugende Funktion:

3 1

(oo}
5 ]
Mx(s) = E[esX]:/O T T L

T S -3 (%2 +(v?—2s))
= ——e®xT2e72 v dx
0o V2w
o0
_ 4 6676—6 'y2—2366 72—2$x—%e—é(62x71+(72—2s)x)dx

0 \/27‘1‘
_ eam—\/wzfm/oo 0 VP25 = o= 3 (82 (72902 g

0 vV 2T

- 2
e N O

Der Erwartungswert und die Varianz werden:

(2.37)

(2.38)

(2.39)



Kapitel 3

Einfiihrung in Mittag-LefHer-Funktionen

Die nach dem schwedischen Mathematiker Goésta Magnus Mittag-Leffler benannte Funktion
eC, Rla)>0, z€C 3.1
9= iy @G R0 (31)

ist eine Verallgemeinerung der Exponentialfunktion

kZ:oFIH—l zeC

Wenn man im Nenner bei der Gamma Funktion (3.1) a = 1 nimmt, bekommt man unmittelbar die
Exponentialfunktion. Mittag-Leffler definierte und studierte die Funktion zwischen 1902-1905 [2].
Diese Form von Mittag-Lefller Funktion hat nur ein Parameter und ist als klassische Mittag-LefHer
Funktion bekannt.

Die zwei Parameter Form der Mittag-Leffler Funktion
,06€C, Rla)>0, R(B)>0, z€C 3.2
;Fak% o, B () (8)>0, = (3.2)

ist eine Verallgemeinerung von der ein Parameter Mittag-Leffler Funktion. Wenn man im Nenner
bei der Gamma Funktion (3.2) 8 = 1 nimmt, bekommt man unmittelbar die ein Parameter Mittag-
Leffler Funktion. Es ist offensichtlich eine weitere Verallgemeinerung der Exponentialfunktion. Die
Form ist von Humbert und Argaval 1953, sowie Dzherbashyan 1954 weitreichend studiert [2].

Im weiteren kann man die Exponentialfunktion als ein Parameter bzw. zwei Parameter Mittag-
Leffler Funktion schreiben.

’;)F Y =FEi(2) = E11(2), z€C (3.3)

Bemerkung 3.1. Manche Mittag-Leffler Funktionen kann man mit unvollstingigen Gamma Funk-

10



tionen ausdriicken.

Brpla) = Zrk+ﬁ Zr(5—1 Ty B LE+L)

k=0
S
— (1—t)°2tkde
(B -1DI(k+1) Jy
S /1(1—75)'82 ii(xt)k dt
T(B—1) J, £ T(k+1)
————
Taylorreihe von e*t in 0
1 ! P 5 (B —1,2)
= — 1—t)P2edt = ! Pem 27 3.4
o, 00 NG (34

Bemerkung 3.2. Die n-fache Ableitung der zwei Parametern Mittag-Leffler Funktion kann man
explizit berechnen. Ausgehend von der Berechnung der ersten und zweiten Ableitung

el kzk—l

Pt L(ak + B)

(2) > k lc 2
Eq k:Z:Z ak: + B)
kann man leicht sehen, dass
(n) ok —1) e (k—n4 D)2 SN k(k—1) - (k—n+ 1)2F
Bapl?) = kz:; I'(ak + B) B k_z:n:() I'(ak + B)
oA+ GG N ()
N ; T(a(n+j)+ 8) gl Z (o + an + B) (3:5)

Die néichste Lemma gibt uns eine ganz wichtige analytische Eigenschaft der zwei Parameter Mittag-
Leffler Funktion.

Lemma 3.3. Sei
;}Fawﬁ a,B€C, Ra)>0, R(B) >0, zeC
Dann ist:

k! s&—

W, %(8) > |a\1/a (36)

o0
/ e—szzak-l-ﬁ—lngé(iaza) dz =
0
Beweis. Fiir z =~ + 1 und t = sz aus der Definition der Gamma Funktion ergibt sich:

(oo} oo
Py+1) = / e tdt = sV“/ e **dz
0 0

Weiter:

“k=1\ _ (ck=1-(ck=j) _
(47 - e



Bei dem néchsten Schritt wird Fubini-Tonelli Satz, Binomische Reihe, Lehrsatz fiir komplexe Ex-
ponenten und Bemerkung 3.2 verwendet. Wir fangen von der rechte Seite der Formel in (3.6)

arll.

klse—B

(Sa _ a)k+1

Analog wird auch

berechnet.

kls®—

(s* +a)

sak+5(1 _ 7)k+1 ~ goktB s

Sak+ﬁ Z ( > )jﬁ - Sak+ﬁ Z

i+ k al F(aj—l—ozk:-i-ﬁ)
K Z(_ Y < j ) s¥itak+B T(aj + ak + B3)

j+l~c
$07

oo

Z k+] a’ /DO o—57 yaitak+B—1 g
= L(aj+ak+B) Jo

* (k + g (az®)
sz ak+/3 1
/ Z Tlaj + ok ) &

0

00
/ e 57 ak+[3 lE(k)( )dZ
0

o0
p :/ e*SZzak+ﬁ*1Eik[)3(faza) dz
0 .

12



Kapitel 4

Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiden mit Form-
parameter r rational in Form einer endlichen Summe von
Mittag-Leffler Funktionen

Wir betrachten das klassische Risikomodell mit Gamma-Schéiden. Zur Erinnerung aus dem Kapitel
1, ist die Gammaverteilung T'(r, &) eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der Menge der
positiven reellen Zahlen R, mit der Dichte:

Die zwei Parameter sind der Formparameter » > 0 und Skalenparameter o > 0.

Der Erwartungswert, die Varianz und die momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung sind:

= BlX] =~
VarX] = =
Mx(o) = (72) v <a

Wie im Kapitel 1 nehmen wir weiter an, dass die Nettoprofitbedingung
r
c> A—
@
erfiillt ist.

Der nichste Satz driickt die Uberlebenswahrscheinlichkeit im klassischen Risikomodel mit Gamma-
Schéden als unendliche Summe von Mittag-Leffler Funktionen aus, wenn der Formparameter r
rational ist, r = m/n.

Satz 4.1. Die Uberlebenswahrscheinkeit fir das klassische Model mit Gamma-Schiden mit dem
Formparameter r € Q4 , und Skalenparameter o > 0 ist:

m+n—1

o(u) =e Z mgu%ﬂEl_’ (szu}T), r=m/n (4.1)
=0

1
Die Koeffizienten sy sind die einfachen Nullstellen des Polynoms (4.2):

Qr(t) = (c(t™ — a) — ™ + Aa', r = % €Q, (4.2)

13



und die Koeffizienten my ergeben sich aus der Partialbruchzerlegung von

Q) = -
wobei
P.(t) = co(0)™ (4.4)

Beweis. ITm Kapitel 1 haben wir gezeigt, dass die Laplace Transformation der Uberlebenswahr-
scheinlichkeit:
) c¢(0)

o(s) = cs — A+ AMx(—s)’ #(s) >0

Weil die Laplace Transformation der Dichte von Gammaverteilung I'(r, «)

F(s) = Mx(-s) = (Sj_‘ay, R(s) > —a

o W0)  cd)s+ay
:>¢( ) CS—)\—F)\(Sia)T (CS—)\)(S—I—Oz)T—I—)\ar

Fiir rationalen r = 7* betrachten wir die im Bildbereich verschobene Laplace Transformation der
Uberlebenswahrscheinlichkeit.

) c¢(0)

(s —a) = ) 7>\+>\(%)m/n
cp(0)s™/™

(c(s — @) = X)s™/™ + Xam/n

P, (s7)

Qr(s™)

1
Durch ersetzen von s=» = ¢ werden:

P.(t) = c#(0)t"™, Polynom des Grades m

m
n

Qr(t) = (c(t™ —a) = AN)t"™ + Aa™, Polynom des Grades m + n
Q- (t) hat die Nullstellen sq , $1, - , Smatn—1 -

Die Nullstellen der ersten Ableitung des Polynoms Q.,.(t)

’

sind
ti:o, i:071’_._’m_2

und

Jfmca+ ) izex

t, = v k=0,1,....,.n—1
k c(n—l—m)e 3 y Ly ey T

14



Unmittelbar sieht man, dass die Nullstelle 0 keine Nullstelle des Polynoms Q,.(¢) ist. Ersetz man ¢
in @Q,(t) mit der t; Nullstelle, so bekommt man

m

Qtr) = (m(ca—i—)\) —ac — )\> <m(a+i‘)> " e L

n—+m n—+m

t, ist die Nullstelle von @,-(t) nur wenn

(m(ca N A)

n—+m

-

<m(a+i‘)>"
_ le%
n-—+m

k
und om ganzzahlig ist. In dem Fall wird
n

33

A
LA T
no «
Weil ,
c> \—
«

angenommen wurde, sind keine der Nullstellen von @, (¢) Nullstellen von Q,.(t). So wurde gezeigt,
dass @, (t) m + n einfache Nullstellen hat.

Die Partialbruchzerlegung ergibt:

P(t) _ mg’jl my

Qr (t) =0 t— s

) m+n—1 me
=0 5" TSt

Ausgehend von der analytischen Eigenschaft (3.6) der zwei Parameter der Mittag-Leffler Funktion
fir o = %, 8= %, k =0, sp = a, n natiirliche Zahl:

> 1 1 1
/ e 20T R 1 (spzn) dz = ——— (4.5)
0 n’n Sn — S¢
-1 1 1 9 ES
= 7 T i S, ul =un"E1 1(spun) (4.6)
Sn — Sy n’n

Schliesslich bekommen wir fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit:

m+n—1 1
) = e 3 mexl[ S u}
=0

Sn — Sp
m+n—1
1 1
= e Z meun 'E1 1 (spun) (4.7)
n’n
=0

15



Bemerkung 4.2. Die Polynomen P,.(t) und Q,(t) kann man durch ihre Taylorreihen mit Ent-
wicklungsstelle sy darstellen. Deswegen wird ihr Ratio:

Bi(se) B (se)

P(t) P.(s¢) + T (t —s¢) + o (t—s0) + ...
SO Qo+ Lt o + L e
Weil s, Nullstelle des Polynoms Q,(t) ist, ist
Qr(se) =0
Es folgt:
py 1 Pl Ty e T ey
Qr(t)  t—s Q’Tl(!se) N Q’T'Q(!Se) (t—s0)+ ..
Pr(se) + PT/I(‘!%) (t —s¢0) + P’{;(!S@ (t =507+ ’ mpnt
Q;1(!S£) * Qé(!se)(t —50) + S ; b
Fiirt = s, bekommt man
e " “9

Bemerkung 4.3. Fiir n = 1 ist r positiv ganzzahlig bzw. ist natirlichzahlig. In dem Fall ist die
Dichte von Gammaverteilung I'(r, o):

r
r—1 _ —ax __ «

0N RG]

gleich die Dichte von Erlangverteilung Erl(a,r), die ein spezieller Fall der Gammaverteilung ist.

' e , x>0

In dem Fall und wegen (3.3) wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit:

I T
p(u) = e Z meEq 1(seu) = e” Z meestt
£=0 =0

T
— E mee(sz—a)u
=0

Wie ersetzen
Sp—a =235

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit wird:
G(u) = Y muBEri(Siu) = mee" (4.9)
=0 =0

Bemerkung 4.4. Firm =1undn =11istr =1. Wennr =1 bekommen wir von der Gammaver-
teilung die Exponentialverteilung Exp(a) mit Parameter o > 0. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit
in dem Fall wird

1 1
p(u) = e Zszm(szu) =e U ngesf“
£=0 =0

1
— E mee(sz*a)u
=0
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Berechnung der Koeffizienten s¢ und my aus (4.3) bzw. (4.8) ergibt:

A
So = S1 = —
c
ca A
mo = ———¢(0), M =———=¢(0)
So folgt
_ (so—a) (s1—a) _ CQ . A (%704)11,
o(u) moe u+me U= )\QS(O) p— /\qb(O)e
(4.11)
Weil die Uberlebenswahrscheinlichkeit mit dem Startkapital 0
A A A
9(0) =1- =5 =1- = und (0) = =
c ac ac
wird
A 2
= 1 L (a=)u
o) Ze
und die Ruinwahrscheinlichkeit
A A
— Lo (e=2)u 4.12
Y(w) = —e (412)

Fiir r =1 reduziert sich der Ausdruck in Satz 4.1 auf das klassische Ergebnis von Crameér.
Bemerkung 4.5. In der Bemerkung 4.4 Formel (4.12)

A
R=a—-s1=a——
c

ist die Losung der Lundberg Gleichung
MX (S)MT(—CS) =1

wober
«

Mx(s) = ( ), N(s) <«
ist die momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung X ~ T'(1, o) = Exp(a) und

A R(s) > A

A+ sc’ c

a— S

Myp(—cs) =

ist die Laplace Transformation der Exponentialverteilung T ~ Exp()\).

Beispiel 4.6. Fiir

1
= - = :17 :2
r 2 m n

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit aus (4.1) wird:



Die Berechnung der Koeffizienten s; und my aus (4.3) bzw. (4.8) ergibt:

4 4N
s0 = Va, 812—? <1+\/1+ac>, 82:—? (1— 1+o¢c>

R S (U _ 60
DN 3st—a—27 3s2—a—2
wobet \ N
r
0)=1-—=1— —
9(0) ac 2ac

die Uberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital 0 ist.

Beispiel 4.7. Fiir
r=2 = m=2, n=1

Wegen (3.3) wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit aus (4.1):
2 2
o(u) =e Z meEq 1(spu) = e Z mee’t"
=0 =0

Die Berechnung der Koeffizienten s; und my aus (4.3) bzw. (4.8) ergibt:

A dac A dacc
80205,81:% 1+ 1+T 782:% 1-— 1+T

$(0)s1 g — $(0)s2

351 — 2(a+ 2)’ 35y —2(a+ 2)
wobes ) o)
o) =1- =1
ac ac

die Uberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O ist.
Nach dem Ersetzen von mg und sg wird die Wahrscheinlichkeitswahrscheinlichkeit

d(u) =1+ myel® 1= 4 pyelsz—)u
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Kapitel 5

Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiden in Form
einer unendlichen Summe von Faltungen der Mittag-Leffler-
Funktionen

In dem Kapitel wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit im klassischen Risikomodell mit Gamma-
Schiden als unendliche Summe von Faltungen der Mittag-Leffler Funktionen ausgedriickt. Auch
hier wird es angenommen, dass die Nettoprofitbedingung

r
c> A—
o

erfillt ist. Als Erweiterung der im Kapitel 1 Definition 2.1 ist die n-fache Faltung einer auf der
Menge der positiven reellen Zahlen definierten Funktion f:

fr) = /0 PO (@ ) f(y)dy, © >0

fHz) = flz), 220

f*o(x) = Jo(x), >0

Satz 5.1. Die Uberlebenswahrscheinkeit fir das klassische Model mit Gamma-Schéiden mit Form-
parameter r > 0 and Skalenparameter o > 0 ist:

Bu) = e~ (0) { e (Z (2) - <au>’“E1,1+r<au>]*"> } (5.1)

n=1

Beweis. ITm Kapitel 1 haben wir gezeigt, dass die Laplace Transformation der Uberlebenswahr-
scheinlickeit

2y c¢(0)
o(s) = cs — A+ AMx(—s)’ R(s) >0

ist, wobei Mx die momenterzeugende Funktion ist. Weiter kann man

: 4(0) ! 1 -
b(s) = =03
© = 57 Y A s Au(l-MM)

1- 22
c JI%;

schreiben, wobei



Im Anhang A ist es gezeigt, dass die Tail-Verteilung
1
g(z) = ;IP’(X >z), x>0 (5.2)

eine Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, dass dessen Laplace Transformation der Term
im Nenner

R 1-— Mx(—s) 1 o
=XV (- .
(s) - 5 (1-76) (5.3)
ist und im (0, 1) liegt. Wegen Nettoprofitbedingug
c> A
liegt
)\7/1 1-— Mx(—S)
c S
in (0,1).

Weil die Laplace Transformation der Dichte von T'(r, a)

@
o+ s

fo) = e = (72) L 06 > —a

wird

os) = 2O ! (5.4

i GR))

Wir erkennen in (5.4) die geometrische Reihe mit dem allgemeinen Term

% (i a s(sj—ra)’“> (5:5)

— i5) = 20 f_'f (2)'|3- () (5:6)

s
Fiir s > o kénnen wir das Argument von (5.4) verschieben.

n=0

Weil s > a, folgt:

s—a (s—a)s" s—a sTLq_
s

Wir erkennen in (5.8) wieder eine geometrische Reihe mit dem Term (E) <1
5

1 a” 1 e - (oz)i 1 2 artt
—t — = — — = — -
s—a (s—a)st s—a st Z < \s s — Z ‘ srtitl
1= 1=
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Zur Erinnerung:

o oo
% [eau] _ / U5y = / e—(s—a)udy = , §R(S) >a, a>0 (5.9)
0 0 S—«
u™ [e%s} u” e 1 fo'e) un_l o 1

Wegen der Linearitit FEigenschaft des Integrals und Definition der Gamma Funktion fiir jede
natiirliche Zahl folgt:

1 a Y arti i
— = - — E " d 5.11
s—a (s—a)s” /0 ¢ (e ; F(TJriJrl)u “ (5:11)

=0

So folgt aus

quS(s —a) = /000 e_(s_“)“qb(u)du

und des Faltungsatzes, dass:

e ¢(u) = ¢(0) {e"“ * (go (2‘>n [ i NE J:er:r 5 i

1=

) } 5.12)

Aus der Definiton der Mittag-Leffler Funktion (3.2) fiir &« = 1 und 8 = 1 + r folgt:

:E r

n=0

— ep(u) = ¢(0) {eau % (Z (2) [e" — auTELl_,_r(ozu)]*”) } (5.13)

Bemerkung 5.2. Man kann leicht die untere Relation (5.14) bewiesen.
e Fx(u) = e* —a"u"Ey11(ou) (5.14)

Mit der Substitution von Argument x durch g, und der Verwendung der Bemerkung 3.1, bekommen
wir:

e Fx(u) = e™(1- Fx(u))=e" (1 - /Ou FO([;)xT_le_wdx>

= e (1 — ﬁ /Oau k”ekdk> = e <1 — %r)’y(r, au)>

e (1= (au)" e "By ry1(au)) = e* — a"u" Ey pq1(ow)
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Die obere Berechnung, die Definition von Faltung und n-Faltung sowie die Faltungseigenschaften
erlauben es, wie folgend die Uberlebenswahrscheinlichkeit zu schreiben:

plu) = e7e(0) {eau * (i (;\)n [e™ — (QU)TELHT(au)]*”) }

n=0

) {6a“ x (i (/C\)" [eo‘“Fx(U)]*n> }
n=0
ol (v £ ) emor)

= e g(0) {ea“ +§; <2>n(ea“ [ FY )D}

I I

S S

= =

— +

<

+ 3

| 8 =
NERTVE

7 N

al> -~
~—— Ol
3 SN—
3
N

=

><3

=

o

<

60 (2) [ 7o (5.15)

Man kann die Ruinwahrsheinlichkeit berechnen.

-ow=1-s03 (3) [T
- {¢(0) Jrﬂb(())nZ::1 (C) [/OwF?(y)dy—AwF?(y)dy}}

Das Berechnen von dem ersten Integral mithilfe von der Faltung Definition und dem Fubini-Tonelli

Satz ergibt:
X _n *(n 1)
/ Fy(y)dy = / / VFx(y —u)du dy
0

/ o / Fy(t)dt du
= / F*(n u)du =

= u"

(u)

Man kann weiter die Ruinwahrscheinlichkeit berechnen.

Ool (2) w0 (2) [ F}”<y>dy>

P(u)

Il Il
— —
| |
N 7 N
= =
2 =
9 +
e ¢
/—\ 8
>/ S~—
”‘t
3
\
=
2
[~
7N
o
~
T
3
|
=3
S
(oW
<
~_
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Wegen Nettoprofitbedingung ist )‘7" < 1, und die geometrische Reihe wird konvergieren.

oo

v = 1- (¢<o>1 L eo> (2) [ Fﬁ?@)dy)

n=1

Weil ¢(0) =1 — A—C“, schliesslich wird die Ruinwahrscheinlichkeit:

- <¢<o>¢(10) —my-(3) [ F}"<y>dy>

=1
¢<o>§1 (2) [ Frwa (5.16)

Die erworbene Formel ist als Beekman Formel bekannt.

()

Bemerkung 5.3. Fiir r = 1 reduziert sich der Ausdruck in Satz 5.1 auf das klassische Ergebnis
von Cramér.

Fiir r = 1 ist der Ausdruck in eckiger Klammer in Satz 5.1 fir alle w > 0 gleich 1. Die Lemma
B.1 gibt seine n-fache Faltung.

1"=—" u>0, n>1 (5.17)

<
—
<
S—
Il
('b‘
Q
S
=
o
S~—
——
@
Q
<
*
N
(]
N
o>
N———
H~
*
3
~
——

) Ay
Taylorreihe von e ¢ in 0

Il
<
~—~

=
=

ac (1 B /\e_(a_g)u) (5.18)

Weil $(0) =1 — ~—, so wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit (5.18):
By = 1 el
ac

23



Bemerkung 5.4. Fiir r ganzzahlig wird:

v (w1 N (o)
Eyiqr(au) = Z L(k+r+1)  (au)r Z I'(k+1)

Taylorreihe von e in 0

_ 1 (e § _(aw)* (5.20)
(o))" P I'(k+1) ’

So wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit von Satz 5.1:

—Qau au = )\ " au T 1 au = (au)k>] }
o(u) = e *Mp(0)< e % — e — (au e —
(u) ( ){ (3_0 (C) l (o) (o) ( ;:O: A
_ —au au - >\ o= (au)k] *n> }
= e p(0) e * E — E 5.21
( ) { (n—O <C> |J<_O k! ( )

Fiir r = 2 wird der Term in den eckigen Klammern 1 + au. Seine n-fache Faltung mit Hilfe des
Faltunsatzes ist:

(14+o0uw)™ = (1+au)*x(1+au)*..*(1+au)
n-mal
ZIl+auw)™ = Zl+au]-ZL[1+au]-ZL[1+au]-.. L1+ au

n-mal

Ll+au = / (1+au)e‘t“du:t—;a (5.22)
0
wny t+ n_ ny\ 1 n\ «
v - (5 ()8 ()
n\ a? n an~t n\ a”
+ <2> e R 1) e (n)t% (5.23)
Aus (5.10):
S [ft+a\" ! n\ wu" (n\ , u"t
< [( 2 ) » b “] = oo T\ )Y
n 1 u2n72 n u2n71
* "'+(n—1>0‘ (2n—2)!+<n>a (2n — 1)

L x|
= — .24
pre (i)(n—l—z’—l)! (5.24)

"\ ot ticl

1 meoo= —_— 2
— (I4au) ;(i)(n—i—i—l)! (5.25)



Weiter wird die Faltung von e** und die n-fache Faltung des Termes in den eckigen Klammern
berechnet. Man erinnert sich, dass die Faltung von e®* and u* ist:

u u
e xul = / =8k s = eo‘“/ e sFds
0 0
] u
- _ Z u’ k! auki e~ ds
ak+1 7 l Oék
J: 0
k
_ _ Z Ujk' + :ZC' eau
t k=5l T gkt
J:

Aus der Distributivitéit Eigenschaft der Faltung folgt:

n i, nd+i—1 n i, n+i—1
n\ o'u n a'u
*1+au*n e & ) i ai— _ ) ey —
( ) <Z <z)(n+z—1)!> _ (z>< (n+z—1)!>
1=0 1=0
- EO(5 L
. i
5\ am o a™ Iyl
OOl B
T . . il
at i—o \' i—o \! j=0 anty
—2n
eQu n n n+i—1 ’U,j
= o _ - 5.26
=) 5 (5.20

e e} A n e n n n+i—1 uj
o = 0 (3) 1G-S (0|2 w5
0 j ’

n=0 1= j3=0
_ = 2\ " —au = A " & n niid uj
_ qs(o)Z(ca) —e ¢(0)Z<c> ‘ <2) > T (5.27)
n=0 n=0 =0 7=0

geometrische Reihe

Weil ¢ > Ap = 2 und ¢(0) =1 — 22

ac

sw = (-2 (RO L0 (S 5

1= j=
ac

CCBEEO(E ) e

n=0 i=0 =0

Der néchste Schritt ist die Laplace Transfomation der unendlichen Summe. Aus (5.10) ergibt sich:

S RO #5) 20205 =

n=0 =0 7=0 n=0 i= 7=0
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part. Summe geo. Reihe

CER)E ()5

L) (@)

(5.29)
Wir erkennen zwei geometrischen Reihen mit Termen Z—Ac und é (1 + %) . Fir s > a:
S s (5 ) - L B @) Sy
c) 4 i L qn—ij) Cs—a ac cs s
n=0 =0 7=0 n=0 n=0
_ 1 1
(s-a)(1-2) G-a)1-40+%2)
2\ +5
_ T2 (5.30)

Ozc—2)\527%(s+a)

Der Schritt der Partialbruchzerlegung ergibt:

2y (VST )| - 2 () ey
c 1 an=—ij! T oac—22\s—8 s— 89 '

n=0 i=0 =0

AEVIA2+H4)ac _ —a—2s; _ a+2so
2c und m; = 2(s2—s1) mz = 2(s2—s1) °

Die inverse Laplace Transformation ergibt:

NN o) [T W 1 2\ my ma
Z(C) Z(z) Z an—ij! Z [ac—2)\ (s—sl—i_s—@)7 % u]

n=0 i=0 =0

wobei 51 /9 =

2\ ( sty
= —(m m
ac — 2\ 1e 2¢

52714)

Schliesslich wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir r = 2 :

2\ 2\
olu) = 1‘O_ageaﬂm_m0mf”+mﬁwﬁ
2\
= 1= = (e eezmen) (5.32)
ac
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Kapitel 6

Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiden in Form
einer unendlichen Summe von Ableitungen der Mittag-LefHler-
Funktionen

In dem Kapitel wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit im klassischen Risikomodell mit Gamma-
Schéden als unendliche Summe von Ableitungen der Mittag-Leffler Funktionen ausgedriickt. Auch
hier wird es angenommen, dass die Nettoprofitbedingung

r
c>A—
«

erfiillt ist.

Satz 6.1. Die Uberlebenswahrscheinkeit fiir das klassische model mit Gamma-Schiden mit Form-
parameter r > 0 and Skalenparameter o > 0 ist:

b(u) = e ¢(0) i (_k1!>k (AZ‘)k urtEE®, ((a + 2) u) (6.1)

k=0

wobei Eg% die n-fache Ableitung von Mittag-Leffler Funktion ist.

Beweis. Sei 8 > «a. Zuerst miissen wir eine Funktion g finden, deren Laplace Transformation fiir
s>S5,8>0,ist:

1
g(s) = 6.2
96) = e e (6.2)
wobei a, b, c Konstanten ungleich 0 sind.
Die §(s) kann man weiter schreiben:
R 1 c as® + bs® 1 £s57¢ 1
g(s) =~ Ry R s == B‘ia - e (6.3)
casP + 08 asP + bs™ + ¢ cs +El+sﬁa_a+g
Bezeichnet man P = %. Fiir die angenommenen Konstanten a, b, ¢ gibt es ein S > 0 sodas

fiir s > Sist P in (—1,0). In (6.3) erkennen wir die geometrische Reihe mit dem allgemeinen Term
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—_

Na)Y
—
VA
N
|
o |

P 1 & 1 &
_ = — P(— _ k‘Pk+1
T p) ~ e PR =00 (-
k=0 k=0
geom. Reihe

k+1 S—ozk—oz
,Z ( > (sﬂ_a—"—é)k—i_l
25
C :

k41 [ g(B—a)—(ak+B)
= (©) T
Wegen der analytischen Eigenschaft der Mittag-Leffler Funktion (3.6) kann man Term fiir Term
invertieren und finden, dass ¢ die Laplace Transformation der Funktion g ist.

Sl c Sfozkfa
S ogt) = 2 [iZ(n’“ (a)k“(b),m; N t]

k=0 shme+ 2
1 - (_1)k c\ k1 b —«
= E Z k! (5) t D= 1E[(3 )a B+ak <_atﬂ ) (65)
k=0 '

Wir erinnern uns, dass nach dem Verschieben des Argumentes der Laplace Transformation der
Uberlebenswahrscheinlichkeit im klassischen Risikomodell mit Gamma-Schiden ist:

) _ c¢(0) _ c¢(0)s”
ds=a) = c(s—a) = A+A(2)"  esmH = (ac+ N)s" + Aa”
1
— (ac+ A)s" + Aa”
9(s)

Jetzt konnen wir die oberen Berechnungen anwenden und finden, dass:

s (6.4)

= C¢(O)ST cs"'“”l

cAa”

~ s"(es —ca—N)

Fiir s > « ist der P in (—1,0) und die Laplace Transformation der Uberlebenswahrscheinlichkeit
wird:

A N r - ()\Oér)k
d(s—a) = co(0)s kzo(_l)k (cs™t1 — (ca+ N\)s™)F+1

S LI
k+1
k=0 —(a+2))
Jetzt fithren wir die inverse Laplace Transformation von qS(s —a).

oty s ] = oo =o0) Y0 G (M) ut B, +1((a+i)u>

k=0

(6.6)

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist:

d(u) e ];) ( ) WO ER ((a + 2) u) (6.7)

O
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Kapitel 7

Uberlebenswahrscheinlichkeit in Form einer unendlichen Sum-
me von Faltungen der Tail-Verteilungen

In dem Kapitel wird das klassische Risikomodell mit light-tail-verteilten Schidden betrachtet. Zur
Erinnerung, eine generische Schadensgrosse X ist light-tail-verteilt, wenn

E[eX] < 0o, fiir alle s € R

erfiillt ist. Wie im Kapitel 1 ist die Laplace Transformation der Uberlebenswahrscheinlichkeit ei-
nes zusammengesetzten Poisson-Prozesses wenn die Laplace-Stieltjets Transformation der Schiden
existiert

- 1 1 1 1

o(s) = ¢(0)- =¢(0)-
s )\<1—Mx(—8)> s )\u<1—MX(—s)>

1—- 1-—
c s c 1%

wobei Mx die momenterzeugende Funktion und p der Erwartungswert von X sind.
Im Anhang A ist es gezeigt, dass die Tail-Verteilung

g(x) = %IP(X >zx), >0 (7.1)

eine Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, dass dessen Laplace Transformation der Term
im Nenner

. 1— Mx(-s) 1 ( A
=— > =—(1- ) 7.2
is) = =20 = (1 (o (72)
ist und im (0, 1) liegt. Wegen Nettoprofitbedingug
c> M\
liegt
)\7;1, 1-— Mx(fs)
c 1S
in (0,1). )
Deswegen ldsst sich die Uberlebenswahrscheinlichkeit durch geometrische Reihe ausdriicken.
n 1 - )\,LL " ~ n
) = o0 Y- (%) o)
n=0



Als Erweiterung der im Kapitel 1 Definition 2.1 ist die n-fache Faltung einer stetigen Verteilungs-
funktion G(z), = > 0, die eine Dichte g(z), besitzt,

6w = [ G (@ — y)dG(y) = / ")y

(z) =G(z) = '
G\ (z) = G(x) /0g<y>dy

G*(x) = 1(z > 0)
und die Laplace Transformation von G*"(z), wenn die Laplace Transformation von g(x) existiert,

@(s) = / e TG (x dx—/ / y)dydzx —/ g*"(y)/ e *Fdxdx
0 0 0 y

Fubini
1

_ 1 / " e (y)dy = S(5(s))"

s s
Weiter kann man die Laplace Transformation der Uberlebenswahrscheinlichkeit

s =001 Y () a6y =s0 Y () G0

n=0

schreiben.

Die inverse Laplace Transformation gibt uns den néchsten Satz.

Satz 7.1. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit im klassischen Risikomodell kann in der folgenden
Form geschrieben werden.

$(u) = ¢(0) Y </\”>n G*™(u), u >0 (7.3)

C
n=0

G*" st die n-fache Faltung der Verteilungsfunktion

G(z) = /Om 9(y)dy

und g(x) ist die Tail-Verteilung von X;. Sie kann als:

" " /n\ (=1)F [*
G*"<x>=;<m+2(k)(nﬁ) / (w—y)”f*’“(y)dy>,a:20,n21 7.9

k=1

berechnet werden.

Bemerkung 7.2. Weil die Uberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital 0

¢(0)—1—/\*M

Cc

kann man die Uberlebenswahrscheinlichkeit als

B(u) = (1 - t“) 3 (Ac“) Gy =3 (1 - ) (AC“) G () (75)

n=0 n=0

30



schreiben.
Weil die Nettoprofitbedingung

erfillt ist, ist

Unmittelbar sieht man, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist die Verteilungsfunktion der zu-

sammengesetzt Geometrisch-verteilt Zufallsvariable mit g = A

Y ~ ZGeo (/\CM,G>

N A
Y =) X, N~Geo .

i=1
(Xi)ien ti.d., X; ~ G-verteilt
k
Bemerkung 7.3. Weil f**(x) ist die Dichte von Sy = ZXi’ wird

i=1

/Om(x—y)”f*k(y)dy = /Ooo(x—y)"f*’“(y)ﬂ(x—é’k <0)dy =E[(z — 5k)" 1(z — S < 0)] = E [(z — Sk)}]

k
Sk =>_ Xi, E[(z - S)}] =E[(x — Sk)"1(Sk < x)]

i=1
mit der Konvention fir leere Summen, d.h. Sy = 0. Die n-fache Faltung der Verteilungsfunktion
G(z) wird

" n n _1\k " n n _1\k n
G (z) = ui” (n, £y <k) ( nll) E [(z - sk>+]> -y (k) ( nl!) E[@-S)"] (7.6)

n
k=1 H k=0

Bemerkung 7.4. Zum praktischen Rechnen kann man das Integral

[a—vrtwa- [ ) (1) ara s vy - 3 (1) [Cwran

=0 Jj=0

baw. der Erwartungswert
> (n) (=1Y2" 7 S{2(Sk < I)] => (n.)(l)j:r”jﬂi {S;']l(sk < x)}

E[(x—S)"] = El

schreiben.

Bemerkung 7.5. Ausgehend von der Definition der n-fache Faltung von G(x)

G (z) = / "G (@ — y)dC(y) = / " w)dy
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kann man die n-fache Faltung von G(x) mithilfe der Fubini-Tonelli Satz

o = (R QS L)

un = o
— i z ynfl n n (71)]@ y . . .
—oum Jo ((n—l)!+§<k)(n_1)!/o(y T f ()d>dy

schreiben. Es folgt

und

Aus der Bemerkung 7.3 folgt:

o = g (o B (el s0r) - (e e ]

pr k=1
Bemerkung 7.6. Weil
1(Sg <z)=1-—1(Sk > x)

kann man die g*" aus der f 7.5 weiter

() el s

(Z) ((:L)i"),l (]E [(sk ) - 1(Sy > x))D

e e )

*M, 1
g (z) = —

NE

=

k

I
o

NE

k=0

>
Il

I
= Fl=
M=

0

schreiben, wobei
E [(Sk - x)fl] ~E [(sk )" (S, > x)]
Wir betrachten die erste endliche Summe
n—1 "

R E o]t S (vae-sr

k=0

I1

Fiir alle Werten x im Definitionsbereich ist diese Summe gleich 0, weil I1 immer O ist.

n

n: Yy (Z) (—1)*E [(x - sk)”*l] )

k=0
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Der Beweis dieser Identitdt I1 befindet sich im Anhang C.

Wegen dem (7.7) kann man (7.6) in der Bemerkung 7.3 weiter

" (—1)k
o) = =3 (1) S el sm s < o)

n!

1 = (n) (=) "
> (1) S @l - ora - 15> a))
B 1 n n (_1)k+n N .
= 2 (1) S s o Bl )

schreiben,wobei
E [(Sk — z)i] =E[(Sk — )" 1(Sk > z)]

Wir betrachten die erste endliche Summe

nn 1
7 nl Z()() [(Sk — )" :7

i() DYE [(x — Si)"]

12

3‘>—~

11

Fiir alle Werten x im Definitionsbereich ist diese Summe gleich 1, weil 12 immer Tl 15t.

e () 0eie - 50 = o

k=0
Der Beweis dieser Identitdt 12 befindet sich im Anhang C
Beweis (von Satz 7.1).

1 1 1
glx) = ;]P’(X>x):u( —P(X <)) N(l_/f dy)
= %(H—F)(m),xzo

wobei

H(z) =1(x >0), >0

(7.8)

(7.9)

Die Definition von Faltung, und die Faltungseigenschaften, sowie die Dirac Delta Eigenschaften

erlauben es, die folgende Berechnung von n-fache Faltung von ¢ zu fiithren:

N L B ).

n mal

_ in <Z> (71)kF*k *H*(nfk)
K k=0

F(@/Owl.f@)dy/;mxy)f(y)dy(H*f)(x), 23>0
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— F* = (Hxf)s---x(Hxf)=H"x f* (7.12)

n mal

n
o (1) et e = LS (W) ot mrhy e
’LLn

k=0

_ i n _1\k pxk *n_i *1 - n _1\k pxk *Mn
= M”k_0<k>( DA = <6O*H +];(k>( Dk ks H

_ 1n< ”+Z< > *k*H*”> (7.13)

Aus der Definition von der n-fache Faltung der Verteilungsfunktion G(x)

/Om 7™ (y)dy = /O-’” uin (H*” + Zi: (Z)(_l)kf*k *H*n> (y)d(y)
- f/ Hz—y <H+Z< ) DAL H) (y)d(y)

_7*(n)nn_***(n)
— o (H +1 _|_kz_:l<k>( l)kfk H +1>($)

Nach Lemma B.1:

z" " /n\ (=1)k [*
@) = ;<m+2(k>(nﬂ) / (:vy)"f*’“(y)dy> (7.14)
k=1

G*'Il(m)

Jetzt fithren wir den alternativen Beweis mit Induktion durch.

Beweis mit Induktion (von Satz 7.1).

H(z)=1(z>0), x>0
Fla) = / 1 f)dy = / " He — ) f(y)dy = (H = f)(x)

=g(x) = %IF’(X >x) =

==

(1-PX <o) = (1 - /Oxf<y>dy)
1

1
S H = F) (@)= (H = Hx f) (), 220

" " /n\ (=1)k [*
=G = o <m+ (k)(nl!) / (wy)"f*’“(y)dy>
k=1

Il
s
/N
T

*
S
*
M
/‘\
\_/
k‘
a
X
3
=
K.ﬁ
\/
&
8
Vv
=
3
Vv
—
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Jetzt wird die Induktion gefiihrt.

n=1, G =1 (x ¥ Z (,1)(—1)’“ [ - y)f*’“(y)dy> ~L(e- [ / sy
1<x/ [ ) = (o [Frox o)

(H*3xf=F)(z)

22 2 T ()2
,;( o +Z<2><1>k | f*’“(y)dy>

3

w

+
M
<>

)(_1)kH*3*f*k>( )_ :(H*S 2H*3 *f+H*3*f*2> (l‘)

7’
- (;(H —Hxf)x (;(H*Q - H* *f)) )(:r) = (9% G)(x)

G

= /w Gz —y)g(y)dy = /I G(z —y)dG(y)
0 0

Gehen wir davon aus, dass die Aussage fiir n bereits bewiesen ist. Wir miissen nun die n-fache
Faltung fiir (n 4+ 1) beweisen.

*(n+1 1 zntt i, n+1 —1)* * n *
G(+)($)W<M+Z( k )(7(1+)1)!/() (x—y)"*f k(y)dy>

k=1
1 a" w [T @y
=—05 i —(=1) / =1 (y)dy
) (n+1)! 0 (m+1)!
N——
H*(n+2) H*(n42) 4 pr(n+1)

+ ; (") [ e )

H*(n+2)*f*k

— MnJrl <H*(n+2) ( )nH*(n+2) % f*(n+1) + Z ( 1) (_1>kH*(n+2) % f*k

n *(n * 1 *(n n *(n *(n
@Yo = L (H 3 4 Capgrios s
— n n
+ -1 k+1H*(n+2) % *(k+1) + ( ) kH* (n+2) % R
> (1) oS ) (@
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n
_ nlJrl H* (n+2) _|_ Z ( ) k+1H*(n+2) % f*(k+1)
r k=0
* * 1 *(7 *
+Z(> H(n-‘r?)*fk)():un+1<H(L+2)_H(n+2)*f

(et (e o

1 1 *(n 1 *(n+1 *
P ST s )
_,_/

G*n

=(g*G")(x / G (x—y dy—/ G (x —y)dG(y)

Beispiel 7.7. Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall, wenn die Schiden gammaverteilt T'(r, o)
sind.
X,=X,i=1,..,k
X ~T(r,a), r>0, a>0

k
;‘Sk:ZXz‘NF(kT,a), r>0, a>0

i=1

Die n-fache Faltung aus (7.4) kann man

" n n _1\k T
_ L ﬁ L B kﬁ . ok S
G <”! = <k)( D * Tk ) (7.15)

schreiben, und die Uberlebenswahrschinlichkeit aus (7.3) wird

o(u) Z( 1) 6

n=0

o1+ S0 5 (5 S0 )
oo 2 () R E Q)

= 40 <e " i (2) S () s FO(‘Z)ukr—le—w)

n=1 k=1

Man sieht, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit als Doppelsume der Faltung der n-fache Faltung
von
H(z)=1(z > 0)
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(siehe Lemma B.1) und der Dichte

@) = g

von
Sk ~T(kr,a), >0, a>0

berechnet werden kann.

Als nichstes wird die Faltung von H*™ 4tV (z) und f**(x) berechnet, was exakte Ausdriicke- bzw.

eine rekursive Formel ergibt, die leicht zu benutzen sind.

(H D) o Ry () = /0QE Mf*k(y)dy _ zn: <n> (;l)jx"—j /0”” () dy

| |
n! P AV n!
n )
n\ (=1) —j /z j oFr kr—1_—oay
— n s (07 d
Z(J) I A (o S

Das Integral der Faltung bezeichnen wir mit

’U‘k(l‘) — /I yjaikrykr—le—aydy
” o = [(kr)

Fiir j =0 bekommt man

T kr
= [ S _yrlevg 7.16
vo,k () /0 F(kr)y e Yy (7.16)
—_—
I'(kr,a)
Mithilfe der partielle Integration kann man vji(z) fir j =1,2,...,n berechnen.
z kr J kr k i1 z kr
4 _ e B R A A S P L/ 1 O ko1 —ang
vik(®) /0 YTon? ¢ YT AT ¢ T o LY Ty Y
vj—1,k ()
., kr+j—1
= M)+ @) (7.17)

= (H*HD) & f7R) (1) = —UOk +Z< ) " (—if*’“(wﬂ

kr+j— 11)- (2)
O( i—1,k

Alternativ kann man die n-fache Faltung G*"(x) aus der Bemerkung 7.3 berechnen.

n n Nk
@) =23 (1) S e - s)

n
K k=0
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Wie in der Bemerkung 7.4 kann man den Erwartungswert

B[S0 = i(ﬁ)(—wx"—fﬂa [st1(5, < )]

=0 M
n n T akr
=0 (]) o T(kr)
" /n 1 o
= —1)Ig" I — thra)—le=tqt
2 () e e | ‘
— Zn: n (_l)jzn,j’Y(kT‘Fj,OéiC)
= J oI T (kr)

berechnen.

Beispiel 7.8. Als zweites Beispiel betrachten wir den Fall, wenn die Schiden invers Gauj-verteilt
I1G(0,7) sind. Zur Erinnerung, ist die inverse Gaufs-Verteilung IG(9,7) eine stetige Wahrschein-
lichkeitsverteilung tber der Menge der positiven reellen Zahlen R, mit der Dichte:

1)
V2T

2 -1 2
Pt P G ] ) x>0,8>0,v>0

flz) =

Der Erwartungswert, die Varianz und die momenterzeugende Funktion der inversen Gauf3-Verteilung
sind:

VarlX| = —
(X] 3

2
My(s) = VIR iy < T
Gleich wie bei gammavertielten Schdden, wenn

Xi=X,i=1,..k

X ~1G(0,7), 6 >0, v>0

k
= S :ZXi ~IG(kd,v), § >0, ya >0
i1

Die n-fache Faltung aus (7.4) kann man

¥ ( > N /O " —y)”f*’%y)dy)

]. n n k6 3 1 252 —1 2
- 7 + Z < ) O vt o et G e e z)> (7.18)
( P V2T

1

3\83

3\%
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schreiben, und die Uberlebenswahrscheinlichkeit aus (7.3) wird

o = o003 () @

C

ekﬁ’yuf§ 7l(k252u_1+’y2u)

272

B au — (A"« (n g u” ko kéy, —2 —1(k*%u +72u)
= qj(())(e -+ <c> Z(k)( 1) n!*\/ﬂe u”2e

Man sieht, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit als Doppelsume der Faltung der n-fache Faltung

von
H(z)=1(z > 0)
(siche Lemma B.1) und der Dichte
ko
*k _
von
Sk ~ IG(kd,v), 6 >0, v>0

berechnet werden kann.

Als nichstes wird die Faltung von H*" V() und f**(x) berechnet, was exvakte Ausdriicke- bzw.

eine rekursive Formel ergibt, die leicht zu benutzen sind.

/ox (x?_li!y)nf*k(y)dy - zn: <n> (_7171')J

(H*(n+1) *f*k)(l')
i=o

§=0
Das Integral der Faltung bezeichnen wir mit

3

x
vjk(x) = / yl ey Rem s (RO gy
0

Fiir 3 =0 bekommt man

T ko

ké
R R

Jz

Rovy =5 =3 (K8 49%) gy — @(

IG(ké,7v)

Fiir j =1 bekommt man

v k(x) = —c 2
14(2) /0 VST Ners
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3 _1(12s52,-1_.2
ek&'y$ 2e 5 (K20~ "+~ m)’ x>0,

+7Vx) 4 20D (—

x
ée—%(k262y*1+72y)dy:/ ko eFry 3= 3Ky ) g
0

S () S [ gpmet e b g
J n 0 T

)
NG

Y

)\7/4 ni ﬁ_’_ n n (_1)kﬁ* ko ekévu_%e_%(k262u71+72u)
c p™ \ n! —\k n!  \or

(D) 7

g™ / ¥ £ (y)dy
0

Y

— W) (7.19)
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Nach dem FErsetzen von y durch % wird

1
v1k(2) = —/ " ko P o L AR A A P /oo ko P P U R K P
’ o V2 1z V2T

1/z
= @ 1-— / Lek&yz*%e*%(k252y+72y—l) @b
i o Vom

IG(ké,v)

Y B
—7(1 <1><f W) - (=L M))
ko

V( (2 48 - (-7 —wa) (7.20)

Mithilfe der partielle Integration kann man v (zx) fir j = 2,3,...,n berechnen.

T kb ks~ —3 1 2, —1 2 ko 3 _1/p2g2..—1 2
vin(z) = 3 N0 kv, =5 om 3 (KPP YT ) g — 2 n MO RSy =5 -5 (K78 T 47 a)
5o (@) /O ol v=—3" 5
frE (@)
+ 2“;3 : j(iekéwy(n D=8 e 28y 7)) gy
v 0o V2w
vj—1,k(x)
k252 z k& ko 3 1 252, —1 2
+ = T ekovy (n=2)—5 o—3(K°5%y T +y ) g
o Y Y
vj—2,1(7)
2 . om—3 k262
— —?x"f k(m)+ e vj,l,k(:v)—i—?vj,g,k(x) (7.21)
n n—1
*(n * X nx
= (H s ) (2) = S0k(@) = = —v1(2)
"L\ (1) 2 . 2n —3 k252
+ )" — 2" f(x) + vj—1k(T) + —5-vj—2.k(T)
JZ_:Q() n! ( 7 v T 2

Alternativ kann man die n-fache Faltung G*"(x) aus der Bemerkung 7.3 berechnen.

" (—1)k
Gn(m) =3 (k) ( nll) E [(z - 51)"]

n
H k=0

Wie in der Bemerkung 7.4 kann man den Erwartungswert
n ~ (n jom—j j
Elw-s07) = D (})CueE [s{1(Sk < )]
§=0
_ Z (n) ] n— ]/ kﬁ’yy] 26 (k252y71+72y)dy
n . . ko ]
= —1)lz" Y ehov 172 :
Z (j>( ) V2r ()i=2

i1
/ (zs)' "2 y(j—%)—16—%(k252y—1+w2y)dy
0 2K 1(rsy)
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Der Integrand im oberen Ausdruck ist die Dichte der verallgemeinerten inversen Gauf-Verteilung
GIG(j — %, kd,v). Zur Erinnerung, ist die verallgemeinerte inverse Gaufs-Verteilung GIG(p, a,b)
eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber der Menge der positiven reellen Zahlen Ry, mit der
Dichte: »
b 1 1 2 —1 2
—_ (2 = p—1_—3(a"zT 4b7 >0
r@=(2) s e ) o>

und den Parameter a > 0,b > 0, wobei K,(ab) die modifizierte Bessel Funktion zweiter Gattung
ist. Im Fall von invers Gauf-verteilte Schiden sind die Parameter der GIG(p,a,b) p = j — %,
a=k6, b=r. Weiter kann man den Erwartungswert

" /n ko 2K 1 (ksy)
E[(:C—Sk)n] _ (.)(_1)_]3:”—] ek 22 Fy(aj)
+ JZ::O J V2r (&)—2

schreiben, wobei Y ~ GIG(j — %, kd, 7).
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Kapitel 8

Asymptotische Approximation bei Gamma- bzw. invers Gaufl-
Schiden

Mit den Annahmen, dass die momenterzeugende Funktion Mx(s) der Schiden X im klassischen
Risikomodell auf dem (—o0, a) oder (—o0, a] existiert, dass die Nettoprofitbedingung ¢ > Ay erfiillt
ist und im Fall des Intervalls der Existenz (—oo,a] [Soren Asmussen, Hansjorg Albrecher: Ruin
Probabilities, Second Edition [9] |

MX(a)—1—§a20

gilt, existiert dann genau eine positive Losung R der Lundberg Gleichung

Mx(s)Mr(—cs) =1
Mx(s) =1+ gs

Das erlaubt die Ruinwahrscheinlichkeit durch die asymptotische Formula [Hans U. Gerber: An
Introduction to Mathematical Risk Theory [8] ]

U(u) ~ Ce B fiir u — oo (8.1)

darzustellen, wobei C' durch

Jo- yePy (1= Fx(y)) dy '

berechnet wird. p steht fiir den Erwartungswert E[X] und Fx (z) ist die Verteilungsfunktion von

Schiden X. Weil
> 1
/ W(l—-Fx(y ))dy—/ — e / f(z)dzdy

[ [ () o

Fubini

L)l (8.3)
115 '
ist das Integral in (8.2) die erste Ableitung von (8.3) an der Stelle s = R.
> Mx(s) -1\’ M4 (R) Mx(R)—1
/ ye'™ (1 — Fx(y))dy = (X( ) ) _ MR Ml 2) (8.4)
0 5 —h R R
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Die Rechenregeln des Logarithmus erlauben es die momenterzuegende Funktion
Mx(s) = ")
weiter zu schreiben. Thre erste Ableitung wird
M (s) = XK (s) = Mx(s)K'(s) (8.5)

Weil angenommen wurde, dass die Lundberg Gleichung eine eindeutige positive Lésung R > 0 hat,
ist

My (R) =1+ ER

Es folgt

1 /¢
R 1) R T N
Mx(R)K'(R) _ Mx(R) -1 A+ cR)(RK'(R) — 1)+ A '

R R?

Beispiel 8.1. Seien die Schdden X im klassichen Risikomodell gammaverteilt T'(r, o). Die mo-
menterzeugende Funktion Mx(s) von Gammaverteilung T'(r,a) existiert auf (—oo, ). Weil die
Gammaverteilung auf Ry definiert ist, gilt fir das klassische Risikomodell P[X > {] > 0. Weiter
nehmen wir wie im Kapitel 1 an, dass die Nettoprofitbedingung ¢ > A= erfillt ist. Dann hat die
Lundberg Gleichung

MX(S):1+§5

eine eindeutige positive Losung R > 0. Wennr € 1,2,3 kann man die positive Losung R analytisch
berechnen. Fir andere Werte von r, verwendet man Methoden wie z.B Newton-Verfahren um eine
numerische Lésung zu bekommen.

Die Mx(s) man kann

schreiben. Es folgt

@
K(s)=rl
(s)=r n(as)’ R(s) < «
und r
(o) —
K'(s) = — R(s) < a
Weil der Erwartungswert der Gammaverteilung
r
p=—
o
wird
R(c— )\ﬁ)
C = T Q@ (8.7)
()\+cR)( " —1) + A
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Beispiel 8.2. Seien die Schiden X im klassichen Risikomodell invers Gauf-verteilt I1G(0,7).
Die momenterzeugende Funktion Mx (s) von der inversen Gauf-Verteilung IG(d,) existiert auf
(—o0, 772] Weil die inverse Gaufs-Verteilung auf R definiert ist, gilt fiir das klassische Risikomodell
P[X > 5] > 0. Weiter nehmen wir wie im Kapitel 1 an, dass die Nettoprofitbedingung c > )\%
erfillt ist und zusdtzlich ,

Mx(%/2) —1— ;% >0
gilt. Dann hat die Lundberg Gleichung

Mx(s) =1+ gs

eine eindeutige positive Losung R > 0. Weil die linke Seite der Gleichung eine Exponentialfunktion
und die rechte Seite der Gleichung lineare Funktion ist, kann man R nur mithilfe der Methoden
wie z.B Newton-Verfahren numerisch berechnen.

Weil die momenterzeugende Funktion

Mx(s) = 570-V1=25/7")  g(5) < %
15t, 1St

und
5 1 2

- R(s
71— 2s/?

Weil der Erwartungswert der inversen Gaufs- Verteilung

K'(s) =

5

p=2
v

wird
R(c— )\é)
C = 5 it (8.8)
()\+cR)<R7; ~1) +A
v /1-2R/~?
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Kapitel 9

Panjer’s Schranken fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

Im Kapitel 7, Bemerkung 7.2, haben wir gesehen, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit die Ver-
teilungsfunktion der zusammengesetzt Geometrisch-verteilt Zufallsvariable Z Geo(A—C‘L, @) ist. Das
bedeutet, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit

S(u) = ni (1 - t“) <Ac“> G ()

ist die Verteilungsfunktion von

wobei N ~ Geo(%") und (Y;)sen i.d.d. mit Verteilungsfunktion G(x) sind. Weil die geometrische
Verteilung Geo(q) ist gleich die negative Binomailverteilung N B(r,q) mit r = 1, geniigt die geo-
metrische Verteilung die Panjer-Relation bzw. gehort zu Panjer-Klasse

b
Pn = <a+ n) Pn_1, a,b €R, abng e N (9.1)
mit a = ¢ und b = 0.

Aus der Kapitel 7 wissen wir, dass die Verteilung G(x), = > 0, die als Dichte die Tail-Verteilung
der Verteilungsfunktion der Schéiden g(z), « > 0 hat, eine stetige Verteilung ist. Wen man (Y;);en
i.i.d. mithilfe Auf- und Abrunden mit einem kleinen Zahl ¢ > 0 disktretisiert, kann man das
Panjer-Rekursion verwenden und die Panjer’s Schranke fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢(u)
bekommen.

Sei € > 0. Das Auf- und Abrunden von (Y;);en

Y| - [V
Xi = lJ ’ Yi = ’71“
€

Sei
N N
§ = ZZ;) ? = 277,
i=1 i=1
dann
eS <8 <eS
und



Fiir sehr kleine € > 0 sind €S und €S sehr nach an S.

Wir definieren

Dann
g =Pne<Y;<(n+1)g=G((n+1)e) —G(ne), n>0

und
Jo=0,G,=Pl[(n—1)e<Y; <nef=G(ne) —G((n—1)e), n>1

Ahnlich definieren wir

h, = P[S=n], h, = P[S =n]
Wir kénnen jetzt die h,, und h,, mithilfe Panjer-Rekursion berechnen. Zur Erinnerung [Rolski T.,
Schmidli H., Schmidt V., Teugels J.: Stochastic Processes for Insurance and Finance [10]] ist die
Rekursion

n

Po go=0 1 i ,
ho = By = b— ) gihn_s, i>1 9.2
0 { Z <a + n) g v (9:2)

my(ngo) go>0" 1—ago p

Weiter definieren wir
n

n hiy En = iﬁz
=0 =1

|
Il

die kann man wie folgt 7 7 7
E:En_l +ﬁna kn = kn—l +hn

schneller berechnen. Schliesslich kann man die Panjer-Schranken berechnen.

Elaje) < P[S <] < k|, (9.3)
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Kapitel 10

Diskussion und Vergleich der Resultate

In den vorherigen Kapiteln haben wir Formeln bekommen, um die Uberlebenswahrscheinlichkeit
im klassischen Risikomodell mit Gamma-Schidden in Form einer unendlichen Summe von Faltun-
gen bzw. Ableitungen der Mittag-Leffler Funktionen zu berechnen. Wir haben auch eine generelle
Formel fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit bekommen, wenn die Schiden light-tail-verteilt sind,
sowie die assymptotische Approximation und die Panjer Schranken fiir die Uberlebenswahrschein-
lichkeit. Es wurde immer angenommen, dass die Nettoprofitbedingung erfiillt ist.

Wenn der Formparameter r» > 0 der Gammaverteilung ganzzahlig bzw. natiirlichzahlig ist, kann
man den Ausdruck (4.9) von Kapitel 4 leicht implementieren, um Resultate zu bekommen. Wenn
aber > 0 nicht ganzzahlig ist, dann braucht man numerische Methoden, um die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit zu berechnen. Hier wird R freie Programmiersprache fiir statistische Berechnungen
und Grafiken verwendet, da sie bereits die meisten Funktionen stellt und auch die Moglichkeit
bietet, eigene Funktionen zu schreiben.

Zuerst werden aber die Ergebnisse bzw. verschiedene erworbene Formeln fiir die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit diskuttiert. Der Satz im Kapitel 4 erméglicht die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei
Gamma-Schéden als endliche Summe von Mittag-Leffler Funktionen zu berechnen, wenn r > 0
rational ist und das Polynom (4.2) einfache Nullstellen hat. Die Formel ist zwar leicht in R zu
implementieren, ist aber nur im Fall » > 0 rational begrenzt.

Im Kapitel 5 ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiden in Form einer unendlichen
Summe von Faltungen der Mittag-Leffler Funktionen gegeben (5.1). Bei der numerischen Imple-
mentierung hat man hier mehrere Moglichkeiten fiir die Mittag-Leffler Funktionen. Man kann die
Beziehung (3.4) benutzen um die Mittag-Leffler Funktion durch die unvollstéindige Gamma Funkti-
on zu berechnen. Man kann eine eigene Funktion fiir die Mittag-Leffler Funktion schreiben oder die
Mittag-Leffler Funktion aus dem Paket “MittagLeffleR“ in R verwenden. Weil es um eine unendli-
che Summe geht, werden hier nur die n ersten Terme der Summe im Betracht genommen, um einen
moglichst kleinsten truncation Error zu bekommen. Die Anzahl n der betrachteten Terme hingt
von der Wertwahl der Parameter fiir das klassische Risikomodel und den Gamma-Schéden ab. Die
Formel kann man leicht in R implementieren, aber ist wegen der n-fachen Faltung nicht zeiteflizient.

Im Kapitel 6 ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiiden in Form einer unendlichen
Summe von Ableitungen der Mittag-Leffler Funktionen gegeben (6.1). Weil die n-fache Ableitung
der Mittag-Leffler Funktion eine unendliche Summe ist (3.5), in Wirklichkeit ist die Formel fiir die
Uberlebenswahrscheinlichkeit eine unendliche Doppelsumme. Die Formel kann man leicht imple-
mentieren. Sie ist zeiteffizienter als die Formel vom Kapitel 5. Weil es auch hier um eine unendliche

47



Summe geht, werden die m ersten Ableitungen der Mittag-Leffler Funktion und die n ersten Ter-
me fiir die unendliche definierende Summe der Ableitungen im Betracht genommen, um einen
moglichst kleinsten truncation Error zu bekommen. Die Anzahl n und m der betrachteten Terme
héngt von der Wertwahl der Parameter fiir das klassische Risikomodel und die Gamma-Schéden ab.

Im Kapitel 7 ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit in Form einer unendlichen Summe von n-fachen
Faltungen der Verteilungsfunktion der Tail-Verteilung von Schiiden gegeben (7.3), die leight-verteilt
sind. Die n-fache Faltung wird durch die Formel (7.4) berechnet. Weil die n-fache Faltung der
Gamma- bzw. der inversen Gauf3-Verteilung wieder eine Gamma- bzw. ein inverse Gauf}-Verteilung
ist, kann man alternativ zu der Formel (7.15) bzw. (7.18) die Formeln (7.16) und (7.17) bzw. (7.19),
(7.20) und (7.21) verwenden, um eine zeiteffiziente numerische Implementierung zu bekommen. Ei-
gentlich ist sie die zeiteffizienste von allen numerischen Implementierungen. Auch hier werden nur
die n ersten Terme der unendlichen Summe im Betracht genommen, um einen méglichst kleinsten
truncation Error zu bekommen. Die Anzahl n der betrachteten Terme héngt von der Wertwahl der
Parameter fiir das klassische Risikomodel und den light-tail-verteilten Schiaden ab.

Als letztes ist in den Kapiteln 8 und 9 die assymptotische Approximation bzw. die Panjer Schranken
der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei leight-Tail-verteilten Schiiden gegeben. Im Fall der Gamma-
bzw. der invers Gau-Schiden kann man die assymptotische Approximation bzw. Panjer Schranken
durch die Formeln (8.7) und (8.8) bzw. (9.3) Formel berechnen. Die numersiche Implementierung
ist leicht und zeiteffizient.

Wie genau sind die Ergebnisse der numerischen Implementierungen der erwobenen Formeln? Dafiir
braucht man eine Referenz, mit der man die Ergebnisse vergleichen kann. Bei Gamma-Schéiden, bei
der r = 2 ist, kann man die Uberlebenswahrscheinlichkeit analytisch berechnen. Weil die Laplace
Transformation der Gammaverteilung

Mx(s) = a 2,%(s)<a
55

a—s
ist, wird die Laplace Transformation der Uberlebenswahrscheinlichkeit:

bs) = c$(0) _ () (s+a)’
cs — A+ A (Sza)2 (cs— A (s+a)? + Aa?

#(0) (o + 2as + s?)
5 | 2ac— A ca? — 2a\
s | s°+ c s +

c

Der Nenner ist ein Polynom des Grades 3. Durch die grosse Losungsformel kann man leicht die
Nullstellen berechnen.

_Qac—/\+\/)\2+4a)\c _2ac—)\_\/)\2—|—4a)\c

$0=0, 51 = 2¢ 2¢c 52 = 2c 2¢c

Nach der Partialbruchzerlegung bekommt man fiir die Laplace Transformation der Uberlebens-
wahrscheinlichkeit:

o) = o T
S S — 81 S — S92
wobei ) )
(s1 + ) (s2+ )
mo =1, m; = —¢(0) ————, =¢(0) ————
0 ! ¢( )81 (82 *31) ? ¢( >«92 (52*51)
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Die inverse Laplace Transformation ergibt:
o(u) = 14+ mee®™ 4+ mge®"

Fiir die numerische Implementierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit kann man auch die Inte-
gralformel fiir die inverse Laplace Transformation, das Bromwich-Integral, auf der Talbot Kontur
(2.31) verwenden. Fiir den Vergleich zwischen analytischer Berechnung und Bromwich-Integral der
Uberlebenswahrscheinlichkeit, wird man fiir die Parameter des klassischen Risikomodells ¢ = 2,
A =1 und # = 0.4 wahlen. Fiir r = 2 wird o = 1.4.

—— Analytisch
—— Inverse Laplace

Abbildung 10.1: Vergleich von der inversen Laplace Transformation und analytischen
Berechnung der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schéden, Fall r = 2

Aus dem Plot 10.1 sieht man, dass die Integralformel fiir die invere Laplace Transformation eine
ziemlich genaue Approximation ist. Der truncation Error fiir die gewihlten Werte der Parameter
¢, A\, v, a und 6 ist kleiner als 1075. Fiir die anderen numerischen Implementierungen wird die
Integralformel als Referenz und die Werte der Parameter ¢ =2, A = 1 und 6 = 0.4 verwendet.

0.8
I

0.6
I

o)

0.4

——  Summe Mittag-Leffler Funktionen
- —— Inverse Laplace

0.2

0 2 4 6 8 10

Abbildung 10.2: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die endliche Summe
von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-Schiden wenn r rational
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Der Plot 10.2, wie der Titel sagt, zeigt die Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die endliche Sum-
me von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-Schiden wenn r rational ist. In den Fall ist r =
m/n = 7/6 gewihlt. Der truncation Error fiir die gewiihlten Werte der Parameter ¢ =1, A =1, r,
a=12%rund § = 0.2 ist kleiner als 107

Der nichste Plot 10.3 und die néchste Tabelle 10.1 zeigen, dass die Uberlebenswahrscheinlich-
keit durch die Faltungen der Mittag-Leffler Funktion auch eine ziemlich genaue Approximation
zu der inversen Laplace Transformation ist, wenn man die n = 14 ersten Terme der Summe im
Betracht nimmt. Weil hier die n-fache Faltung auftaucht, muss man fiir das Faltungsintegral das
Integralinterval in Subintervalen von der Lénge h trennen. Der Plot 10.4 zeigt, dass je kleiner die
Lange h ist, desto genauer ist die Approximation. Fiir die nummerische Implementierung bei dem
Plot 10.3 und der Tabelle 10.1 wurde A = 0.001 genommen. Der truncation Error fiir die gewéhlten
Werte der Parameter ¢, \, r, o, § und h = 0.001 ist kleiner als 1073.

©
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«© S
—_ o —
=) =}
5 5 =3 b
o 7o)
g
<
o —
o ™
o o 7
T T T T T T
[0] 2 4 6 8 10
u
o =)
™~ ~
<) S
= =
=3 = —
n wn
o 2 4
™ @
o o
T T T T T T
(0] 2 4 6 8 10
u u u
—— Inverse Laplace —— n=11 n=13
— n=10 — n=12 — n=14

Abbildung 10.3: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Faltungen
von Mittag-Lefller Funktionen bei Gamma-Schiden
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Startkapital r=0.524 1r=1.047 r=1.571 r=2.094 1=2.618 r=3.142
u=0 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286
u=1 0.389 0.417 0.431 0.440 0.446 0.450
u=2 0.469 0.525 0.555 0.575 0.589 0.599
u=3 0.537 0.613 0.653 0.679 0.696 0.709
u=4 0.595 0.685 0.730 0.758 0.776 0.789
u=>5 0.646 0.743 0.790 0.817 0.835 0.847
u=6 0.691 0.791 0.836 0.862 0.878 0.889
u="7 0.729 0.830 0.873 0.896 0.910 0.920
u=38 0.763 0.861 0.901 0.921 0.934 0.942
u=9 0.792 0.887 0.923 0.941 0.951 0.958
u=10 0.818 0.908 0.940 0.955 0.964 0.969

Tabelle 10.1: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Faltungen

von Mittag-Lefller Funktionen bei Gamma-Schiden

0.8
I

ou)
07

0.6

05

0.4

r=4%pif6
al=0.7*r

—— Inverse Laplace

— h=0.1

— h=0.01
h=0.001

Abbildung 10.4: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Faltungen

von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-Schiden

fiir verschiedene Werte der Subintervalen h fiirs Integrieren

Den Plot 10.5 bzw. 10.6 bekommt man fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Ableitun-
gen der Mittag-Leffler Funktion bzw. durch die Tail-Verteilung bei Gamma-Schiden. Beide sind
ziemlich genaue Approximationen. Die Anzahl der betrachteten Terme der Summe ist n = 14.
In dem Fall der Ableitungen der Mittag-Leffler Funktion ist die Anzahl der betrachteten Terme
fiir die endlich definierende Summe der n-fachen Ableitung m = 50. Der truncation Error fiir die
gewihlten Werte der Parameter c, A, r, o und @ ist kleiner als 1073, Die Tabellen 10.2 und 10.3

bestatigen die obere Schlussfolgerungen.
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Abbildung 10.5: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Ableitungen

von Mittag-Lefller Funktionen bei Gamma-Schiden

Startkapital r=0.524 r=1.047 r=1.571 r=2.094 r=2.618 r=3.142
x=0 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286
x=1 0.389 0.417 0.431 0.440 0.446 0.450
x=2 0.469 0.525 0.555 0.575 0.589 0.599
x=3 0.537 0.613 0.653 0.679 0.696 0.709
x=4 0.595 0.685 0.730 0.758 0.776 0.789
x=5 0.646 0.743 0.790 0.817 0.835 0.847
x=6 0.691 0.791 0.836 0.862 0.878 0.889
x=7 0.729 0.830 0.873 0.896 0.910 0.920
x=8 0.763 0.861 0.901 0.921 0.934 0.942
x=9 0.792 0.887 0.923 0.941 0.951 0.958
x=10 0.818 0.908 0.940 0.955 0.964 0.969

Tabelle 10.2: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Ableitungen

von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-Schiden
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Abbildung 10.6: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Tail-Verteilung bei Gamma-Schéiden

Startkapital r=0.524 r=1.047 r=1.571 r=2.094 r=2.618 r=3.142
u=0 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286
0.389 0.417 0.431 0.440 0.446 0.450
0.469 0.525 0.555 0.575 0.589 0.599
0.537 0.613 0.653 0.679 0.696 0.709
0.595 0.685 0.730 0.758 0.776 0.789
0.646 0.743 0.790 0.817 0.835 0.847
0.691 0.791 0.836 0.862 0.878 0.889
0.729 0.830 0.873 0.896 0.910 0.920
0.763 0.861 0.901 0.921 0.934 0.942
0.792 0.887 0.923 0.941 0.951 0.958
0 0.818 0.908 0.940 0.955 0.964 0.969

CCCCﬁCCCCC
= © 00 O Ui Wi

Tabelle 10.3: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Tail-Verteilung bei Gamma-Schiiden

Die néchsten zwei Plots, Plot 10.7 und 10.8, zeigen die asymptotische Approximation und die Pan-
jer Schranken der Uberlebenswahrscheinlichkeit. Man sieht, dass die asymptotische Approximation
auch fiir kleine Werte des Startkapitals z.B. u = 1 sehr gut funktioniert. Im Fall der Panjer Schran-
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ken gilt je kleiner der Rundungsparameter € ist desto néher ist die untere bzw. obere Schranke zu
inversen Laplace Transfomation. Es wurde ¢ = 0.1 genommen.
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Abbildung 10.7: Asympotische Approximation
der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiden
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Abbildung 10.8: Panjer Schranken fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit
bei Gamma-Schiden

Aus dem Plot 10.9 sieht man, dass wenn die Schidden im klassischen Risikomodel mit den gleich
gewihlten Werte der Parameter invers GauB-verteilt sind, ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit
grofler. Die Anzahl der betrachteten Terme der Summe ist n = 14. Der truncation Error fiir die
gewihlten Werte der Parameter ¢, ), und 6 ist kleiner als 1072.
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Abbildung 10.9: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Tail-Verteilung
bei invers Gau-Schiden

Startkapital de=0.524 de=1.047 de=1.571 de=2.094 de=2.618 de=3.142
u=0 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286 0.286
u=1 0.376 0.421 0.443 0.455 0.461 0.465
u=2 0.429 0.519 0.571 0.602 0.621 0.634
u=3 0.473 0.596 0.668 0.709 0.734 0.749
u=4 0.504 0.658 0.742 0.788 0.813 0.828
u=>5 0.545 0.710 0.800 0.845 0.869 0.882
u=6 0.568 0.754 0.844 0.887 0.908 0.919
u="7 0.595 0.791 0.879 0.917 0.935 0.945
u=8 0.616 0.822 0.906 0.940 0.954 0.962
u=9 0.636 0.848 0.927 0.956 0.968 0.974
u=10 0.656 0.870 0.943 0.968 0.977 0.982

Tabelle 10.4: Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Tail-Verteilung

bei invers Gauf3-Schiden

Die n#chste zwei Plots 10.10 und 10.11 zeigen die asymptotische Approximation und Panjer Schran-
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ken der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei invers Gauf-Schéiden.
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_Abbildung 10.10: Asymptotische Approximation
der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei invers Gauf3-Schiden
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Abbildung 10.11:
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Panjer Schranken fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit
bei invers Gauf3-Schiaden
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Anhang A

Tail-Verteilung und deren Laplace Transformation

Sei f(x), = > 0, Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Bezeichnen wir mit

w= /Oooxf(x)dx

ihren Erwartungswert und mit

Fo) = P(X <2) = [ fw)y, 220
0
ihrer Verteilungsfunktion.

Weil f(z), x > 0, eine Dichte ist, existiert ihre Laplace Transformation

fo)= [ ey

0
mindest fiir R(s) > 0, [G. Doetsch: Theorie und Andwendung der Laplace-Transformation [3]].
Wir nehmen an, dass f(s) fiir R(s) > —e fiir e > 0 (z.B. Laplace Transformation der Dichte

von Gammaverteilung I'(r, ) existiert fiir R(s) > —a). Dann ist f(s) holomorph in R(s) > —e
und

f(s)= 7/ e *Txf(z)dx (A1)
0
gilt, [G. Doetsch: Theorie und Andwendung der Laplace-Transformation [3]].

Besonders als holomorphe Funktion ist f(s) stetig und differenzierbar fiir s € (—¢, 00).
for= [ fr=1
0

f'(s) <0, fiir alle s € (—e,00)

Somit liegt f(s) fiir alle s > 0 in (0, 1).
Sodann betrachten wir ihre Tail-Verteilung

g(x) = %(1 — F(x)) = i(l —P(X<uz))= %P(X >x), >0
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Weil g(z) > 0 und integrierbar fiir alle = > 0 ist, und

/Ooog(:c)dx = l/OOP(X>x / / f(y)dydx
= M/ /dxf 7/0 uF )y = =1

Fubini

ist g(x) Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Als Wahrscheinlichkeitsdichte, gleich so wie bei f(x), existiert ihre Laplace Transfomation mindest
fiir ®(s) > 0. Die Berechnung der Laplace Transformation von g(x) ergibt:

i(s) = /mes’"”g(x)dx:l/oo '(1—/xf()df>d$
= (_/ /f dtd:p) = i(—/ / et f(t) dxdt)

Fubwn

= (AL [ erwa) - A L (1) (A2

w\s s s s

Der néchste Schritt ist Ergebnisse aus dem erworbenen Wissen von der Dichte f(z) und deren
Laplace Transformation f(s), herauszuziehen.

Wenn die Laplace Transformation f(s) von f(x) fiir R(s) > —e existiert, dann existiert die Laplace
Transformation §(s) von g(x) fiir Re(s) > —e und aus (A.2)

A(s) = (1 —
() = (1= (5)

fiir R(s) > —e gilt. So ist G(s) holomorph in R(s) > —e. Wegen der holomorphen Eigenschaft von
g(s) schliesst man, dass §(s) differenzierbar und stetig in (s) > —e auch ist.

Mithilfe der I'Hospital Regel fiir den Grenzwert, ist s = 0 aus (A.2) eine hebbare Singularitéit

! . 1. .
lim g(s) = glgg)%(l—f(S)) = —ﬁglg%f(é’)
I’ Hospital
1 o0
= —lim e rf(x)de =1
Hs—0 Jq

Das bestitigt nochmal das Ergebniss, dass fiir s = 0 ist die Laplace Transformation einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte dessen Integral auf dem Definitionsbereich.
Weil g(z) eine Wahrschienlichkeitsdichte ist, und ihre Laplace Transformation existiert, gilt gleich
wie bei f(x), dass

9(s) =0, §'(s) <0

So haben wir gezeigt, dass
g(s) € (0,1), fir alle s >0
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Anhang B

n-Fache Faltung der Funktion H(z)

Lemma B.1. Sei H(z) = 1(xz > 0). Dann ist:

n—1
*n _ €
H (x)—(n_l)!7x207n21 (B.1)
Beweis. Der Beweis wird mit Induktion durchgefiihrt.
p1-1
n=1, H(x)= A= =1=1(x>0), >0
x

n=2 M) = g =o= [ay= [ Ay

Gehen wir davon aus, dass die Aussage fiir n bereits bewiesen ist. Wir miissen nun die n-fache
Faltung fiir (n + 1) beweisen.

H*(n+1)($) — ﬁ — /Ox Mdy = /Oa wH(y)dy

n! (n—1)! (n—1)
xnfl
= e * H(z) = (H™ % H) (x)
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Anhang C

Beweis der Identitit /1 und /2

Lemma C.1. Nehmen wir an, dass die momenterzeugende Funktion
Mx(s) = Ele*¥]
in der Umgebung von s = 0 existiert. Sei
Qn(s) =1 —Mx(s))"—1, n>1 (C.1)
Dann

Q4 (6) = (17 ()10 = (o)™ [M(s) + (1= Mx() o)) J = L2 (€2

wobei Ay, j(s) sind analytisch in der Umgebung von s = 0.

Beweis. Der Beweis wird mithilfe der Induktion gefiihrt.

i=1, Q,(s)=—n(l—Mx(s)" "My (s) mit Ap1(s)=0

§=2, Qu(s) =n(n—1)(1 = Mx(s))">Mx(s)” = n(1 — Mx(s))" " My(s)
=n(n—1)(1 — Mx(s))"[Mx(s)? + (1 — Mx(s))(My (s) + ﬁ)}
=n(n—1)(1 = Mx(s))" " *[Mx(s)? + (1 — Mx(s))Ap2(s)]
mit  A,o(s) = My(s)+ ni :

Gehen wir davon aus, dass die Aussage fiir j bereits bewiesen ist. Wir miissen nun die Aussage fiir
j + 1 beweisen.

Q7 (s) = (17 (1)t [~ = )01 = ()"0 6] [Mc(6) 4 (1= M ()5

’

(1= Mo ()" [GMyc (Y™ Mig(s) = M () A () + (1= Mx()4,,5(5)]

= (9 ()6 DA M) (M5 4 (1 M (o) A 0]

mit
, 1 /

Anga(s) = My () Ang(s) = o [IM (5 T M (5) = Mic(s) Anss) + (1 = M (5)) A, (5)

O
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Korollar C.2.

Qr(0)=-1
QYO0)=0, j=1,2,...,n—1

Q(0) = (~1)"nlp"
wobei p = E[X].
Beweis. Als Folge des Lemmas C.1, Mx (0) = 1 und My (0) = E[X] = p.

Lemma C.3. Sei .
Sk =) X
i=1

die Summe von k unabhdngige identisch verteilte Zufallsvariablen X;. Dann

2t é (Z) (—DFE[(x — S))" 1 =0

Proof. Wir betrachten die endliche Summe in (C.3). Sie kann man weiter

1

> (1) et s = kz_l (&) (1) (") vEispan -

Zj (n]— 1) (-1)! kZ_:l (Z) (—1)*E[S]]z" 17

schreiben. Wir bezeichnen mit
g =Elsll. wny =3 ()0
k=1
Nach dem Binomialsatz kann man @, (s) aus dem Lemma C.1
" /n " /n
@) =3 () =30 () -1#ats
k=1 k=1
schreiben. Die j-te Ableitung von @, (s) an der Stelle s = 0 wird

W0 =3 (7 ufo| =3 (3)tm

k=1 k=1

Nach dem Korollar C.2 sind
Qn(0)=-1; QYVO)=0, j=1,2,..,n—1

So haben wir gezeigt, dass die endliche Summe in (C.3) gleich —z"~! ist.
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Lemma C.4. Se: .
Se=)_X;
i=1

die Summe von k unabhdngige identisch verteilte Zufallsvariablen X;. Dann
" /n
"+ —1D)FE[(x — Sp)"] = nlp™ C4
> () 1Bt 071 = ()

Proof. Gleich wie bei dem Lemma C.3 betrachten wir die endliche Summe in (C.4). Sie kann man
weiter

’é <Z) e ,; @ (_1)?;; (?) (~1)/E[S]]a" 7 =
> (5) 0 X (1) eisier

=0 k=1

schreiben. Auch hier bezeichnen wir mit

n

mi; = B[S, wiy =) (Z) (—1)*mu;

k=1
Wieder nach dem Binomialsatz kann man @, (s) aus dem Lemma C.1
~(n k E_N~ (" k
@05 = 3 ()t =30 () - 1#ats o
k=1 k=1

schreiben. Die j-te Ableitung von @Q,(s) an der Stelle s = 0 wird

n

o =3 (7 augo| =3 (3)tm

k=1 k=1

Nach dem Korollar C.2 sind
Qu(0)=-1 QP0)=0, j=12..n-1 Q(0)= (-1 nly"
So haben wir gezeigt, dass die endliche Summe in (C.4) gleich
nly™ — "

ist. O
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Anhang D

Codes fiir die numerischen Implementierungen

1. Vergleich von der inversen Laplace Transformation und analytischen Berechnung der Uberle-
benswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schéden, Fall r=2

# Clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x,r,al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(s) (al/(al-s))"r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Gammaverteilung Parameter
al<- 1.4
r<- 2

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sticherthetitszuschlag
th<- c/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Plotbereich

xmin<- O

xmax<- 10

nobs<- 100

x<- seq(xmin, xmax, length.out=nobs+1)

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit, analytische Berechnung
p<- Vectorize (function(x){
s1<- (la-2*al*c+(la"2+4*laxalxc) (1/2))/(2%*c)
s2<- (la-2*al*c-(la"2+4xlaxalxc)~(1/2))/(2*c)
mi<- -(1-(r*la)/(al*c))*((sl+al)"2)/(s1*(s2-s1))
m2<- (1-(rxla)/(alx*c))*((s2+al)"2)/(s2*(s2-s1))
res<- 1+ml*exp(sl*x)+m2*exp(s2%x)
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return(res)})

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize(function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1lix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p)~"2+1i)/x
Im(1lp(s)*exp(s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b

# Plot

curve (p(x), from=xmin, to=xmax, type="1", lwd=2, col="black", xlab="Startkapital",
ylab="Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

curve (lip(x), from=xmin, to=xmax, type="1", col="red", add=TRUE)

legend ("bottomright", inset=.05, c("Analytisch", "Inverse Laplace"), 1lty=1, col=c("
black","red"), box.col=NA)

2. Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die endliche Summe von Mittag-Lefler Funktionen bei
Gamma-Schéden wenn 7 rational

# Clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Fuer die mnicht in R wverfuegbaren Mittag-Leffler Funktionen
library("MittagLeffleR")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x, r, al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-alx*x)

# Momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(s) (al/(al-s)) r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Polynomzaehler der Laplace Transformation won Ueberlebenswahrscheinlichkezt
pm<- Vectorize (function(t) c*pO*t~m)

# Polynomnenner der Laplace Transformation von Ueberlebenswahrscheinlichkeit
qm<- Vectorize (function(t) c*t~(n+m)-(c*xal+la)*t " m+la*al”r)

# Erste Ableitung der Polynomnenner der Laplace Transformation
# won Ueberlebenswahrscheinlichkedt
gqma<- Vectorize (function(t) c*(n+m)*t~(n+m-1)-m*(c*xal+la)*t~(m-1))

# Plotbereich und Anzahl der Punkte fuers Integrieren
xmin<- 0

xmax<- 10

nobs<- 100

x<- seq(xmin, xmax, length.out=nobs+1)

# Klassisches Risikomodell Parameter

c<- 1
la<- 1
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# Gammaverteilung Parameter

m<- 7
n<- 6
r<- m/n

al<- 1.2*r

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sticherhetitszuschlag
th<- c¢/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital 0
p0<- th/(1+th)

# Vektor fuer die Koeffizienten der Polynomnenner
polc<- rep(0, m+n+1)

polc[1]1<- la*al"r

polc[m+1]<- -(c*al+la)

polc[n+m+1]<- ¢

# Nullstellen der Polynomnenner
nns<- polyroot (polc)
print (length(nns)==(n+m))

# Vektor fuer die Koeffizienten der Partialbruchzerlegung
pbzc<- rep(0, m+n)

for(i in 1:(n+m)){

pbzc[i]l<- pm(nns[i])/qgma(nns[i])}

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit fuer "r" rational
p<- Vectorize (function (x){
if (x==0) return(p0);
Re(exp(-al*x)*sum(sapply (1:(m+n), function(i) pbzc[il*x~(1/n-1)*mlf (nns[i]*x"(1
/n),1/n,1/n)))) 1)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize(function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1ix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p) ~2+1i)/x
Im(1lp(s)*exp (s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun, 0, pi)$value
b

curve (p(x), from=xmin, to=xmax, col="black", lwd=3, xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

curve (lip(x), from=xmin, to=xmax, col="red", add=TRUE)

legend ("bottomright", inset=.05, c("Summe Mittag-Leffler Funktionen", "Inverse
Laplace"), 1lty=1, col=c("black","red"), box.col=NA)

3. Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Faltungen von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-
Schiden

# Clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R wverfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")
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# Fuer die nicht in R verfuegbaren Mittag-Leffler Funktionen
library("MittagLeffleR")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x, r, al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(s) (al/(al-s)) r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Faltung von 2zwei Funktionen
myconv<- function(a,b,h){
n<- length(a)-1
c<- rep(0,n+1)
c[1l<- 0
c[2]1<- (al1]l*b[2]+a[2]1*b[1])*h/2
for(k in 2:n){
j<- 2:k
clk+1]1<- (sum(al[jl*b[k-j+2]1)+(al1]l*bl[kl+alk]l*b[1]1)/2)*h
}
return (c)

}

# Plotbereich und Anzahl der Punkte fuers Integrieren
xmin<- 0

xmax<- 10

nobs<- 10000

dx<- xmax/nobs

x<- seq(xmin, xmax, length.out=nobs+1)

# Anzahl der in der Summe betrachteten Terme
nmax<- 14

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Fuer mehrere Plots in einem Fenster
op<- par(mfrow=c(2,3), oma=c(5,0,5,0), xpd=NA)

# Array fuer die Ueberlebenswahrscheinlichkedit
# fuer werschiedene Werte won Startkapital und Parameter
mpl<- array(dim=c(xmax+1,6))

"o tt

r

# Vektor fuer die Werte won "r"
co<- c()

# Schleife fuer mehrere Werte won Gammavertetilungsparametern,
# die eine Ratioverhaeltnis haben
for(i in 1:6){r<- ix*pi/6;

al<- 0.7x*r

# Element won Vektor "co"
co[il<- round(r,3)

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sticherhetitszuschlag
th<- c/(la*mu) -1
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# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Arrays fuer die n-fache Faltung, die Summe wund die Ueberlebenswahrscheinlichkeit
h<- array(dim=c(nmax, nobs+1))
s<- array(dim=c(nmax, nobs+1))
pl<- array(dim=c(nmax, nobs+1))

# Die erste Zeile won Arrays "h", "s" und "pl"

h[1,]<- exp(al*x)-(al#*x) r*mlf (al*x,1,1+r)

s[1,1<- la/cxh[1,]

pl[1,]1<- pOxexp(-al*x)*(exp(alx*x)+myconv (exp(al*x),s[1,],dx))

# Der Rest der Zeilenm won Arrays "h", "s" und "p1l"
for(n in 2:nmax){

hln,]<- myconv(h[n-1,1,h[1,],dx)

s[n,1<- sln-1,1+(la/c) "n*h[n,]

plln,]<- pO*xexp(-al*x)*(exp(al*x)+myconv (exp(al*x),s[n,],dx))
}

# Spalte des Arrays "mpl"
mpl[,i]l<- round(pl[nmax, seq(l, nobs+1l, by=nobs/xmax)],3)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize(function(x){
if (x==0) return(pO)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1li*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p)~"2+1i)/x
Im(lp(s)*exp (s*x)x*ds)
}
1/pi*integrate (fun, 0, pi)$value
b

# Plot

curve (lip(x), from=0, to=xmax, col="black", lwd=3, xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

matplot (x, t(pl[(nmax-4):nmax,]), type="1", col=c(2:(nmax-2)), add=TRUE)

legend ("bottomright", inset=.05, legend=c(pasteO("r=",round(r,3)), pasteO("al=",
round(al,3))), box.col=NA)

}

# Gemeinsame Legende won allen Plots
legend (-26,-0.075,ncol=3,c("Inverse Laplace",paste0("n=",(nmax-4) :nmax)),
lty=1, col=c("black",2:(nmax-2)))

# Umbennen von Zeilen und Spalten des Arrays "mpl"
rownames (mpl)<- pasteO("x=", xmin:xmax)
colnames (mpl)<- pasteO("r=", co)

4. Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Faltungen von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-
Schéden fiir verschiedene Werte der Subintervalen dx fiirs Integrieren

# Clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R wverfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Fuer die nicht in R verfuegbaren Mittag-Leffler Funktionen
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library("MittagLeffleR")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x, r, al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(s) (al/(al-s))"r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Faltung von 2zwei Funktionen
myconv<- function(a,b,h){
n<- length(a)-1
c<- rep(0,n+1)
cl1l<- 0
c[2]1<- (al1l*b[2]+a[2]1*b[1])*h/2
for(k in 2:n){
j<- 2:k
c[k+1]1<- (sum(al[jl*b[k-j+2]1)+(al1l*bl[kl+alk]l*b[1]1)/2)*h
¥
return (c)

}

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Gammaverteilung Parameter
r<- 4xpi/6
al<- 0.7x*r

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sicherhetitszuschlag
th<- c¢/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
pO0<- th/(1+th)

# Anzahl der in der Summe betrachteten Terme
nmax<- 14

# Plotbereich
xmin<- O
xmax<- 10

# Vektor fuer die Werte der Subintervalen fuers Integrieren "dz"
co<- c()

# Liste fuer den Plotbereich von werschiedenen "dz"
pb<- list ()

# Liste fuer die Ueberlebenswahrscheinlichkeit von wverschiedenen
p<- list ()

# Array fuer die Ueberlebenswahrscheinlichkeit
# fuer werschiedene Werte wvon Startkapital wund "dz"

mpl<- array(dim=c(xmax+1,3))

# Schleife fuer mehrere Werte won "dz"
for(j in 1:3){nobs<- 107 (j+1);
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# Subintervalen fuers Integrieren
dx<- xmax/nobs
x<- seq(xmin, xmax, length.out=nobs+1)

# Element won Vektor "co"
col[jl<- dx

# Element der Liste "pb"
pb[[jl]<- x

# Arrays fuer die n-fache Faltung, die Summe und die Ueberlebenswahrscheinlichkeit
h<- array(dim=c(nmax, nobs+1))

s<- array(dim=c(nmax, nobs+1))

pl<- array(dim=c(nmax, nobs+1))

# Die erste Zeile won Arrays "h", "s" und "pl"
h[1,]<- exp(al*x)-(al*x) r*mlf (al*x,1,1+r)

s[1,1<- la/cxh[1,]

p1[1,]1<- pO*xexp(-al*x)*(exp(al*x)+myconv(exp(al*xx),s[1,],dx))

"en

# Der Rest der Zeilenm won Arrays "h", "s
for(n in 2:nmax){
hln,]<- myconv(h[n-1,],h([1,],dx)
s[n,]1<- s[n-1,]+(la/c) "n*hl[n,]

plln,]1<- pO*xexp(-al*x)*(exp(al*x)+myconv (exp(al*x),s[n,],dx))

und ”pl "

}

# Element der List "p"
plljll<- pillnmax,]

# Spalte des Arrays "mpl"
mpl[,jl<- round(pl[nmax, seq(l, nobs+1l, by=nobs/xmax)],3)
}

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize (function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1ixp)/x

ds<- (cot(p)-p*csc(p) ~2+1i)/x
Im(1lp(s)*exp (s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun, 0, pi)$value
b

# Plot

curve (lip(x), from=xmin, to=xmax, col="black", xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

colors<- c("red","blue","green")

for(i in 1:3){

par (new=TRUE)

lines(pb[[i]],p[[i]], col=colors[i])}

legend ("bottomright", inset=.05, c("Inverse Laplace","h=0.1","h=0.01","h=0.001"),

l1ty=1, col=c("black",colors), box.col=NA)
legend (6.2, 0.552, c("r=4*pi/6","al=0.7*r"), box.col=NA)

# Umbennen von Zeilen und Spalten des Arrays "mpl"
rownames (mpl) <- pasteO("x=", xmin:xmax)
colnames (mpl)<- pasteO("h=", co)
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5. Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Ableitungen von Mittag-Leffler Funktionen bei Gamma-
Schéden

# clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R wverfuegbaren trigonmometrische Funktionen
library ("pracma")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x,r,al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Mometerzeugende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(z) (al/(al-z)) r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# k-fache Ableitung der zweti Parameter Mittag-Leffler Funktion
# "m" steht f T die betrachtenen Termen in der Summe
mlfab<- Vectorize(function(a, b, k, x, m){
sum(sapply(0:m, function(j) x~j*factorial (j+k)/(factorial(j)*gamma (a*j+axk+

b))

# Plotbereich und Anzahl der Punkte fuers Integrieren
xmin<- 0

xmax<- 10

nobs<- 100

x<- seq(xmin,xmax, length.out=nobs+1)

# Anzahl der betrachteten Terme
mmax<- 50 # in den Ableitungen der Mittag-Leffler Funktionen
nmax<- 14 # in der Summe

# Klassiches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Fuer mehrere Plots in einem Fenster
op<- par(mfrow=c(2,3), oma=c(5,0,5,0), xpd=NA)

# Array f r die Ueberlebenswahscheinlichkedt
# fuer wverschiedene Werte won Startkapital wund Parameter "r"
mp2<- array(dim=c(xmax+1l, 6))

# Vektor fuer die Werte won "r"
co<- c()

# Schleife fuer mehrere Werte von Gammaverteilungsparameter,
# die eine Ratioverhaeltnis haben
for(i in 1:6){r<- ixpi/6;

al<- 0.7x*r

# Element won Vektor "co"
co[i]l<- round(r,3)

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sicherheitszuschlag
th<- c¢/(la*mu)-1
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# berlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
pO0<- th/(1+th)

# Power-Funktion
powf<- Vectorize(function(x, k) {
(-la*al"r*x~(r+1)/c) "k/factorial (k)})

# Array fuer die Ueberlebenswahrscheinlichkedit

p2<- array(dim=c(nmax, nobs+1))

for(j in 1:nmax){

p2[j,]1<- pO*rowSums (sapply(0:j, function(k) exp(-al*x)*powf(x,k)*mlfab(1l, rxk+1, k,
(al+(la/c))*x, mmax)))}

# Spalte des Arrays "mp2"
mp2[,i]<- round(p2[nmax, seq(l, nobs+1l, by=nobs/xmax)],3)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize(function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function (p){
s<- (p*cot(p)+1li*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p) 2+1i)/x
Im(lp(s)*exp(s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun, 0, pi)$value
b

# Plot

curve (lip(x), from=xmin, to=xmax, col="black", lwd=3, xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

matplot (x, t(p2[(nmax-4):nmax,]), type="1", col=c(2:(nmax-2)), add=TRUE)

legend ("bottomright", inset=.05, legend=c(pasteO("r=", round(r,3)), pasteO("al=",
round(al,3))), box.col=NA)

}

# Gemeinsame Legende won allen Plots
legend (-26,-0.075, ncol=3,c("Inverse Laplace",pasteO("n=",(nmax-4) :nmax)),
lty=1, col=c("black",2:(nmax-2)))

# Umbennen von Zeilen und Spalten des Arrays "mp2"
rownames (mp2) <- pasteO("x=", xmin:xmax)
colnames (mp2)<- pasteO("r=", co)

6. Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Tail-Verteilung bei Gamma-Schiiden

# clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R wverfuegbaren trigonmometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x,r,al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Verteilungsfunktion der Gammaverteilung
Fg<- function(x, r, al) Igamma(r, al*x, lower=TRUE)/gamma(r)

# Dichte won n-fache Faltung der Gammaverteilung
nf<- function(n,x) fg(x,n*r,al)
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# Momenterzeudende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(s) (al/(al-s)) r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkedt
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Plotbereich und Anzahl der Punkte fuers Integrieren
xmin<- 0

xmax<- 10

nobs<- 100

x<- seq(xmin,xmax, length.out=nobs+1) [-1]

# Anzahl der in der Summe betrachteten Terme
nmax<- 14

# Fuer mehrere Plots in einem Fenster
op<- par(mfrow=c(2,3), oma=c(5,0,5,0), xpd=NA)

# Array fuer die Ueberlebenswahscheinlichkedit
# fuer werschiedene Werte won Startkapital und Parameter "r"
mp3<- array(dim=c(xmax+1, 6))

"o tt

# Vektor fuer die Werte won
co<- c()

r

# Schleife fuer mehrere Werte won Gammaverteilungsparameter,
# die eine Ratioverhaeltnis haben
for(i in 1:6){r<- ix*pi/6;

al<- 0.7x*r

# Element won Vektor "co"
co[il<- round(r,3)

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sicherheitszuschlag
th<- c/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit, Array Variante
# Erster Schhritt, Array fuer die Momente der k-fache Faltung der Gammaverteilung
vO<- array(dim=c(nmax ,nobs))
v<- array(dim=c (nmax ,nmax ,nobs))
for(k in 1:nmax){
vO[k,]<- pgamma(x, k*r, al, lower.tail=TRUE)
v[1,k,]<- -x/al*nf(k, x)+k*r/alx*v0[k,]
for(n in 2:nmax){
vin,k,]<- -x"n/al#*nf(k, x)+(k*r+n-1)/al*v[n-1,k,]
}
}

# Zweiter Schritt, Array fuer die Faltung von (n+1)-fache Faltung der
Indikatorfunktion
# und Dichte der k-fache Faltung der Gammaverteilung
u<- array(dim=c(nmax,nmax,nobs))
for(n in 1:nmax){
for(k in 1:nmax){
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uln,k,]<- x"n*v0[k,]+rowSums (sapply(l:n,function(j)choose(n,j)*(-1) " j*x"(n-j)*v
[i,k,1))
}
}

# Dritter Schritt, Array fuer die n-fache Faltung der Verteilungsfunktion der Tail-
Verteilung
G<- array(dim=c (nmax ,nobs))
for(n in 1:nmax){
G[n,]<- (x"n+rowSums (sapply(l:n,function(k)choose(n,k)*(-1) "k*uln,k,]1)))/
factorial(n)

}

# Vierter Schritt, Ueberlebenswahrscheinlichkeit
p3<- array(dim=c(nmax,nobs))
for(n in 1:nmax){
p3[n,l1<- round((1-la*mu/c)* (l+rowSums (sapply(l:n,function(k)(la/c) " k*G[k,]1))),3)
}

# Den Fall mtt Startkapital O im Betracht nehmen
y<- c(0,x)
p3<- cbind(rep(p0,nmax),p3)

# Spalte des Arrays "mp3"
mp3[,i]<- round(p3[nmax, seq(l, nobs+1l, by=nobs/xmax)],3)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize (function(x){
if (x==0) return(pO)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1lix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p)"2+1i)/x
Im(lp(s)*exp (s*x)x*ds)
}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b

# Plot

curve (lip(x) ,from=xmin, to=xmax,col="black",lwd=3, xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

matplot (y,t(p3[(nmax-4) :nmax,]),type="1",col=c(2:(nmax-2)),add=TRUE)

legend ("bottomright", inset=.05, legend=c(pasteO("r=", round(r,3)), pasteO("al=",
round(al,3))), box.col=NA)

}

# Gemeinsame Legende won allen Plots
legend (-26,-0.075,ncol=3,c("Inverse Laplace",paste0("n=",(nmax-4) :nmax)),
lty=1, col=c("black",2:(nmax-2)))

# Umbennen von Zeilen und Spalten des Arrays "mp3"
rownames (mp3) <- pasteO("x=", xmin:xmax)
colnames (mp3)<- pasteO("r=", co)

7. Uberlebenswahrscheinlichkeit durch die Tail-Verteilung bei invers GauB-Schiiden

# clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")
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# Dichte der inversen Gauss-Verteilung
fig<- function(x,de,ga) de/sqrt(2*pi)*exp(dexga)*x~(-3/2)*exp(-1/2%(de"2/x+ga"~2%x))

# Dichte wvon n-fache Faltung der inversen Gauss-Verteilung
nf<- function(n, x) fig(x, n*xde, ga)

# Momenterzeugende Funktion der inversen Gauss-Verteilung
mx<- function(s) exp(dex*(ga-sqrt(ga~2-2%s)))

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Plotbereich und Anzahl der Punkte fuers Integrieren
xmin<- 0

xmax<- 10

nobs<- 100

x<- seq(xmin,xmax, length.out=nobs+1) [-1]

# Anzahl der in der Summe betrachteten Terme
nmax<- 14

# Fuer mehrere Plots in einem Fenster
op<- par(mfrow=c(2,3), oma=c(5,0,5,0), xpd=NA)

# Array fuer die Ueberlebenswahscheinlichkeit
# fuer wverschiedene Werte won Startkapital und Parameter "de"
mp3<- array(dim=c(xmax+1l, 6))

# Vektor fuer die Werte won "de"
co<- c(Q)

# Schleife fuer mehrere Werte won Parameter der inversen Gauss-Vertetilung,
# die eine Ratioverhaeltnis haben
for(i in 1:6){de<- ix*pi/6;

ga<- 0.7xde

" "

# Element won Vektor
co[i]l<- round(de,3)

co

# Erwartungswert der inversen Gauss-Verteilung
mu<- de/ga

#Relativer Sicherheitszuschlag
th<- c¢/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkett mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

#Ueberlebenswahrscheinlichkeit, Array Variante
# Erster Schritt, Array fuer die Momente der k-fache Faltung der inversen Gauss-
Verteilung
vO<- array(dim=c(nmax ,nobs))
v<- array(dim=c(nmax ,nmax ,nobs))
for(k in 1:nmax){
vO[k,]<- pnorm(-k*de/sqrt(x)+ga*sqrt(x))+exp(2*k*de*ga)*pnorm(-k*de/sqrt (x)-gax*
sqrt (x))
v[1,k,]<- kxde/ga*(pnorm(-k*de/sqrt(x)+ga*sqrt(x))-exp(2*k*dexga)*pnorm(-k*de/
sqrt (x)-ga*sqrt(x)))
v[2,k,]<- 1/ga"2*xv[1,k,]+k"2*xde"2/ga"2*v0[k,]-2/ga"2*x"2*nf (k,x)
for(n in 3:nmax){
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v[ln,k,]<- (2*n-3)/ga"2*v[n-1,k,]J+k"2*xde"2/ga"2*v[n-2,k,]-2/ga"2*x " n*nf (k,x)
}
}

# Zweiter Schritt, Array fuer die Faltung von (n+1)-fache Faltung der
Indikatorfunktion
# und Dichte der k-fache Faltung der inversen Gauss-Vertetilung
u<- array(dim=c(nmax,nmax ,nobs))
for(n in 1:nmax){
for(k in 1:nmax){
uln,k,]<- x"n*v0[k,]+rowSums (sapply(1l:n,function(j)choose(n,j)*(-1) " j*x " (n-j)*v
[i,k,1))
}
}

# Dritter Schritt, Array fuer die n-fache Faltung der Verteilungsfunktion der Tail-
Verteilung
G<- array(dim=c(nmax ,nobs))
for(n in 1:nmax){
G[n,]<- (x"n+rowSums (sapply(l:n,function(k)choose(n,k)*(-1) k*uln,k,]1)))/
factorial(n)

}

# Vierter Schritt, Ueberlebenswahrscheinlichkett
p3<- array(dim=c(nmax,nobs))
for(n in 1:nmax){
p3[n,1<- (1-la*mu/c)*(1+rowSums (sapply (1:n,function(k) (la/c) " k*G[k,1)))
}

# Den Fall mit Startkapital O im Betracht nehmen
y<- c(0,x)
p3<- cbind(rep(p0,nmax),p3)

# Spalte des Arrays "mp3"
mp3[,i]<- round(p3[nmax, seq(l, nobs+l, by=nobs/xmax)],3)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize(function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1ix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p) ~2+1i)/x
Im(1lp(s)*exp (s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b

# Plot
curve (lip(x) ,from=xmin, to=xmax,col="black",lwd=3, xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")
matplot (y,t(p3[(nmax-4) :nmax,]) ,type="1",col=c(2:(nmax-2)),add=TRUE)
legend ("bottomright", inset=.05, legend=c(pasteO("de=", round(de,3)), pasteO("ga=",
round(ga,3))), box.col=NA)
}

# Gemeinsame Legende won allen Plots
legend (-26,-0.075,ncol=3,c("Inverse Laplace",paste0("n=",(nmax-4) :nmax)),
1ty=1, col=c("black",2:(nmax-2)))

# Umbennen von Zeilen und Spalten des Arrays "mp3"
rownames (mp3) <- paste0("x=", xmin:xmax)
colnames (mp3)<- pasteO("de=", co)
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8. Asymp Approx der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schiiden

# clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library("pracma")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x,r,al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung
mx<- function(s) (al/(al-s))"r

# Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Gammaverteilung Parameter
r<- 4xpi/6
al<- 0.T7*r

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

# Relativer Sticherhettszuschlag
th<- c/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Plotbereich
xmin<- 0
xmax<- 10

# Lundberg Koeffizient

lun<- function(z) mx(z)-1-c/la*z
R1<- al/2

while (lun(R1)>0) R1<- R1/2

print (c(R1, 1lun(R1)))

R2<- al/2

while (lun(R2)<0) R2<- (R2+al)/2
print (c(R2,1un(R2)))

print ("Schranken fuer den Lundberg Koeffizient")
print (c(R1,R2))

R<- uniroot (lun,c(R1,R2))$root
print ("Lundberg Koeffizient")
print (R)

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit, Asymp Approz
C<- R*(c-la*r/al)/((la+c*R)*(R*r/(al-R)-1)+1)
print (C)

ap<- function(x) 1-C*exp(-Rxx)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize (function(x){
if (x==0) return(pO)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1lix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p)~2+1i)/x
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Im(lp(s)*exp (s*x)x*ds)
}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b

# Plot

par (oma=c(2,0,0,0))

curve (lip(x), from=xmin, to=xmax, col="black", lwd="2", xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

curve (ap(x), from=xmin, to=xmax, col="red", add=TRUE)

legend ("bottomright", inset=.05, c("Inverse Laplace", "Assymp Approx"), lty=1, col=
c("black", "red"), box.col=NA)

9. Asymp Approx der Uberlebenswahrscheinlichkeit bei invers Gauf-Schiden

# clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Dichte der inversen Gauss-Verteilung
fig<- function(x,de,ga) de/sqrt(2*pi)*exp(dexga)*x~(-3/2)*exp(-1/2%(de~2/x+ga~2*x))

# Momenterzeugende Funktion der inversen Gauss-Verteilung
mx<- function(s) exp(de*(ga-sqrt(ga~2-2%s)))

# Laplace Transformation der berlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Inverse Gauss-Verteilung Parameter
de<- 4x*pi/6
ga<- 0.7#de

# Erwartungswert der inversen Gauss-Verteilung
mu<- de/ga

# Relativer Sticherhettszuschlag
th<- c/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Plotbereich
xmin<- O
xmax<- 10

# Lundberg Koeffizient

lun<- function(z) mx(z)-1-c/la*z

print ("Check die Existenz von Lundberg Koeffizient")
print (lun(ga~2/2) >=0)

R1<- ga~2/4

while (lun(R1)>0) R1<- R1/2

print (c(R1, 1lun(R1)))

R2<- ga~2/4

while (lun(R2) <0)R2<- (R2+ga~2/2)/2

print (¢ (R2,1un(R2)))
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print ("Schranken fuer den Lundberg Koeffizient")
print (c(R1,R2))

R<- uniroot (lun,c(R1,R2))$root

print ("Lundberg Koeffizient")

print (R)

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit, Asymp Approzx

C<- Rx*x(c-laxde/ga)/((la+c*R)*(R*de/(ga*sqrt (1-2*xR/ga"2)) -1)+1a)
print (C)

ap<- function(x) 1-Cxexp(-R*x)

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize (function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1ix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p) "2+1i)/x
Im(1lp(s)*exp (s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b

# Plot
curve (lip(x), from=xmin, to=xmax, col="black", lwd="2", xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")

curve (ap(x), from=xmin, to=xmax, col="red", add=TRUE)
legend ("bottomright", inset=.05, c("Inverse Laplace", "Assymp Approx"), lty=1, col=
c("black", "red"), box.col=NA)

10. Panjer Schranken fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei Gamma-Schéden

# Clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Fuer die nicht in R wverfuegbaren Arrays, die am O starten
library ("Oarray")

# Fuer die nicht in R wverfuegbaren unvollstaendigen Gamma Funktionen
library("zipfR")

# Dichte der Gammaverteilung
fg<- function(x,r,al) al"r/gamma(r)*x~(r-1)*exp(-al*x)

# Verteilungsfunktion der Gammaverteilung
Fg<- function(x,r,al) Igamma(r, al*x, lower=TRUE)/gamma(r)

# Tail-Verteilung der Gammaverteilung
ftg<- function(x) (1-Fg(x,r,al))/mu

# Verteilungfunktion der Tail-Verteilung der Gammaverteilung
Ftg<- function(x) integrate(ftg, 0, x)$value

# Momenterzeugende Funktion der Gammavertetilung
mx<- function(s) (al/(al-s))"r

# Laplace Transformation der berlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*xmx(-s))
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# Wahrscheiblichkeiten der geometrischen Verteilung
p<- function(n) (1-q)*q°n

# Momenterzeugende Funktion der geometrischen Verteilung
mn<- function(z) (1-q)/(1-q*exp(z))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Gammaverteilung Parameter
r<- 4xpi/6
al<- 0.7x*r

# Erwartungswert der Gammaverteilung
mu<- r/al

#Relativer Sicherheitszuschlag
th<- c/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Geometrische Verteilung Parameter
q <- la*mu/c

# Erwartungswert und Varianz der geometrischen Verteilung
en<- q/(1-q)
vn<- q/(1-q) "2

# Erwartungswert und Varianz der Tail-Verteilung von Gammaverteilung
mi<- r/al

m2<- r*x(r+1)/al"2

m3<- r*x(r+1)*(r+2)/al"3

ex<- m2/(2%ml1)

vx<- m3/(3*m1) -(m2/(2*m1)) "2

# Erwartungswert und Varianz der ZGeo
es<- en*ex
vs<- en*vx + ex"2%vn

# Plotbereich
xmin<- 0
xmax<- es+5*sqrt(vs)

# Panjer s Parameter fuer geometrische Verteilung
a<- q
b<- 0

# Rundungsparameter
ep<- 0.1

# Anzahl der Diskretistierungspunkte
nmax<- ceiling(xmax/ep)

# Angabe des Arrays

# fu...Wahrscheinlichkeiten fuer aufgerundete Schaeden

# fd...Wahrscheinlichkeiten fuer abgerundete Schaeden

# gu...Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe won aufgerundeten Schaeden

# gd...Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe wvon abgerundeten Schaeden

# hu...Kumulative Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe von aufgerundeten Schaeden
# hd...Kumulative Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe wvon abgerundeten Schaeden

fu<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
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fd<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
gu<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
gd<- Oarray(dim=nmax+1l,o0ffset=0)
hu<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
hd<- Oarray(dim=nmax+1,offset=0)

ful0]l<- O
£d [0]<- Ftg(ep)
for(n in 1:nmax){
fuln]<- Ftg(n*ep)-Ftg((n-1)=*ep)
fd[nl<- Ftg((n+1)*ep)-Ftg(n*ep)
}

gul0]<- ifelse(ful[0]==0,p(0) ,mn(log(ful0])))

gd [0]1<- ifelse(£fd[0]==0,p(0) ,mn(log(£d[0])))

hu[0]<- gul0]

hd [0]<- gd [0]

for(n in 1:nmax){
k<- 1:n
guln]l<- 1/(1-a*fu[0]) *sum((a+b*xk/n)*fulk] *guln-k])
gdlnl<- 1/(1-axfd[0])*sum((a+b*k/n)*fd[k]*gd[n-k])
hul[n]<- huln-1]+guln]
hd[n]<- hd[n-1]+gd[n]

}

# Diskretisierung der Verteilungsfunktion
x<- ep*(1:nmax)

lo<- stepfun(x,hu[0:nmax])

hi<- stepfun(x,hd[0:nmax])

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize (function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1lix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p) ~2+1i)/x
Im(lp(s)*exp(s*x)*ds)
}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b

# Plot
curve (lip(x) ,from=xmin, to=xmax,col="black", xlab="Startkapital", ylab="
Ueberlebenswahrscheinlichkeit")
curve (lo(x) ,from=xmin,to=xmax,col="green",add=TRUE)
curve (hi(x) ,from=xmin,to=xmax,col="blue",add=TRUE)
legend ("bottomright", inset=.05, c("Aufgerundet", "Inverse Laplace", "Abgerundet"),
lty=1, col=c("green", "black", "blue"), box.col=NA)

11. Panjer Schranken fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei invers Gauf-Schiden

# Clear workspace
rm(list=1s())

# Fuer die nicht in R verfuegbaren trigonometrischen Funktionen
library ("pracma")

# Fuer die nicht in R verfuegbaren Arrays, die am O starten
library ("Oarray")

# Fuer die nicht in R werfuegbaren unvollst ndigen Gammafunktionen
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library ("zipfR")

# Dichte der tnversen Gauss-Verteilung
fig<- function(x,de,ga) de/sqrt(2*pi)*exp(dexga)*x~(-3/2)*exp(-1/2%(de"2/x+ga"~2%x))

# Verteilungsfunktion der inversen Gauss-Verteilung
Fig<- function(x,de,ga) pnorm(-de/sqrt(x)+ga*sqrt(x))+exp(2*de*ga)*pnorm(-de/sqrt(x
)-gaxsqrt(x))

# Tail-Verteilung der inversen Gauss-Verteilung
ftig<- function(x) (1-Fig(x,de,ga))/mu

# Verteitlungfunktion der Tail-Verteilung der inversen Gauss-Verteilung
Ftig<- function(x) integrate(ftig, 0, x)$value

# Momenterzeugende Funktion der inversen Gauss-Verteilung
mx<- function(s) exp(dex*(ga-sqrt(ga~2-2%s)))

# Laplace Transformation der berlebenswahrscheinlichkeit
lp<- function(s) c*p0/(c*s-la+la*mx(-s))

# Wahrscheiblichkeiten der geometrischen Verteilung
p<- function(mn) (1-gq)*g°n

# Momenterzeugende Funktion der geometrischen Verteilung
mn<- function(z) (1-q)/(1-q*exp(2))

# Klassisches Risikomodell Parameter
la<- 1
c<- 2

# Inverse Gauss-Verteilung Parameter
de<- 4x*pi/6
ga<- 0.7+de

# Erwartungswert der inverse Gauss-Verteilung
mu<- de/ga

#Relativer Sicherheitszuschlag
th<- c/(la*mu) -1

# Ueberlebenswahrscheinlichkeit mit Startkapital O
p0<- th/(1+th)

# Geometrische Verteilung Parameter
q <- laxmu/c

# Erwartungswert und Vartianz der geometrischen Verteilung
en<- q/(1-q)
vn<- q/(1-q) "2

# Erwartungswert und Varianz der Tail-Verteilung von inversen Gauss-Verteilung
mi<- de/ga

m2<- de/ga”3*(l+dex*ga)

m3<- de/ga"5*(3+3*de*ga+de~2*ga”2)

ex<- m2/(2*m1)

vx<- m3/(3*m1)-(m2/(2*m1)) "2

# Erwartungswert und Varianz der ZGeo
es<- en*ex

vs<- en*vx + ex"2*vn

# Plotbereich
xmin<- 0
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xmax<- es+b5xsqrt (vs)

# Panjer s Parameter f r geometrische Verteilung
a<- q
b<- 0

# Rundungsparameter
ep<- 0.1

# Anzahl der Diskretisierungspunkte
nmax<- ceiling (xmax/ep)

# Angabe des Arrays

# fu...Wahrscheinlichkeiten fuer aufgerundete Schaeden

# fd...Wahrscheinlichkeiten fuer abgerundete Schaeden

# gu...Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe von aufgerundeten Schaeden

# gd...Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe wvon abgerundeten Schaeden

# hu...Kumulative Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe wvon aufgerundeten Schaeden
# hd...Kumulative Wahrscheinlichkeiten fuer die Summe wvon abgerundeten Schaeden

fu<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
fd<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
gu<- Oarray(dim=nmax+1,offset=0)
gd<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
hu<- Oarray(dim=nmax+1,o0ffset=0)
hd<- Oarray(dim=nmax+1,offset=0)

ful[0]<- 0
fd[0]<- Ftig(ep)
for(n in 1:nmax){
fuln]<- Ftig(n*ep)-Ftig((n-1)*ep)
fd[nl<- Ftig((n+1)*ep)-Ftig(n*ep)
}

gul[0]<- ifelse(ful0]==0,p(0),mn(log(ful0]1)))
gd[0]<- ifelse(£d[0]==0,p(0) ,mn(log(£d[0]1)))
hu[0]<- gul[0]
hd [0] <- gd[0]
for(n in 1:nmax){
k<- 1:n
gulnl<- 1/(1-a*ful0]) *sum((a+b*k/n)*fulk]*guln-k1)
gd[nl<- 1/(1-a*fd [0])*sum ((a+b*k/n)*fd[k]*gd[n-k])
hul[n]l<- hul[n-1]+guln]
hd[n]<- hd[n-1]+gd[n]
}

# Diskretistierung der Verteilungsfunktion
x<- epx*(1l:nmax)

lo<- stepfun(x,hul[0:nmax])

hi<- stepfun(x,hd[0:nmax])

# Inverse Laplace Transformation der Ueberlebenswahrscheinlichkeit
lip<- Vectorize (function(x){
if (x==0) return(p0)
fun<- function(p){
s<- (p*cot(p)+1lix*p)/x
ds<- (cot(p)-p*csc(p)"2+1i)/x
Im(1lp(s)*xexp (s*x)*ds)

}
1/pi*integrate (fun,0,pi)$value
b
# Plot
curve (lip(x) ,from=xmin, to=xmax,col="black", xlab="Startkapital", ylab="
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Ueberlebenswahrscheinlichkeit")
curve (lo(x) ,from=xmin,to=xmax,col="green",add=TRUE)
curve (hi(x) ,from=xmin,to=xmax,col="blue",add=TRUE)
legend ("bottomright", inset=.05, c("Aufgerundet", "Inverse Laplace", "Abgerundet"),
lty=1, col=c("green", "black", "blue"), box.col=NA)
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