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Kurzfassung

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit ist eine degenerierte parabolische partielle Differenzi-
algleichung in einer Raumdimension mit homogenen Neumann- oder periodischen Rand-
bedingungen. Beispiele fiir Probleme, die durch solch eine Gleichung beschrieben werden
kénnen, sind diinne Fliissigkeitsfilme oder pordse Medien.

Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zu der Bestimmung von Lyapunov-Funktionalen
fiir Gleichungen dieser Art vorzustellen. Der Algorithmus besteht aus drei essentiellen
Schritten und endet mit dem Losen eines polynomiellen Entscheidungsproblems, welches
wir mit Hilfe einer Quantorenelimination losen kénnen. Hierfiir widmen wir uns der ele-
mentaren Algebra, stellen die wichtigsten Definitionen und Resultate vor und gehen auf
Apsekte fiir eine konkrete Implementierung ein.

Im Anschluss betrachten wir eindimensionale Diinnfilmgleichungen vierter und sechster
Ordnung und bestimmen mit Hilfe des vorgestellten Algorithmus Lyapunov-Funktionale.
Abschlieend gehen wir noch auf den mehrdimensionalen Fall ein und stellen als eine
weitere Anwendung die Bestimmung von logarithmischen Sobolev-Ungleichungen vor.






Abstract

The starting point of this thesis is a degenerated parabolic partial differential equation
in one space dimension with homogeneous Neumann or periodic boundary conditions. A
thin liquid film or a porous medium can be described by such an equation.

Our aim is to present an algorithm, which helps us to establish Lyapunov functionals
for this type of equation. The algorithm consists of three essential steps and ends with
solving a polynomial decision problem. This can be achieved with quantifier elimination
methods. For this we will give a short introduction in the basic concepts of elementary
algebra and examine possible obstacles for an actual implementation.

Following this, we will establish Lyapunov functionals for a fourth order and a sixth order
thin film equation with the help of our algorithm. Finally we will examine the multidi-
mensional case and present logarithmic Sobolev inequalities as a further application.
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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

Unser Ausgangspunkt ist eine degenerierte parabolische Differenzialgleichung (vgl. Defi-
nition 2.1.2) mit der Losungsfunktion u. Méchten wir Lyapunov-Funktionale bestimmen,
so fithrt dies zu einer Ungleichung der Form

k41
/uawso(@,...,aw %) de >0, (1.1)
Q u Uu

wobei Sy ein multivariates Polynom eines bestimmten Typs ist. Systematische partielle
Integration wurde das erste mal 2006 in [15] vorgestellt und liefert uns einen Algorith-
mus, welchen wir verwenden kénnen, um die obige Ungleichung zu verifizieren. Mit den
erhaltenen Lyapunov-Funktionalen konnen wir z.B. Konvergenzraten gegen stationére
Zusténde bestimmen. Der Algorithmus besteht aus drei essentiellen Schritten:

1. Schritt: Bestimmung eines Integranden. Dieser kann je nach Aufgabenstellung vari-
ieren, z.B. zu der Bestimmung von Lyapunov-Funktionalen (vgl. Satz 2.2.32) oder fiir
logarithmische Sobolev-Ungleichungen (vgl. Satz 7.1.8).

2. Schritt: Bestimmung von Verschiebungspolynomen (vgl. Definition 2.2.22). Dies sind
nichttriviale Polynome, welche zu Sy addiert werden kénnen ohne den Wert des Integrales
in (1.1) zu veréndern.

3. Schritt: Losen eines polynomiellen Entscheidungsproblems (vgl. Kapitel 3). Wir addie-
ren eine beliebige Linearkombination aus Verschiebungspolynomen zu dem Polynom Sy
in (1.1) und wollen feststellen, ob die Koeffizienten dieser Linearkombination so gewéhlt
werden konnen, dass der modifizierte Integrand nichtnegativ ist. Hierbei bestimmen wir
die Koeffizienten nicht explizit, sondern iiberpriifen die Existenz algorithmisch.

Im Folgenden findet sich ein kurzer Uberblick iiber die einzelnen Kapitel und den Inhalt
dieser Arbeit:

In Kapitel 1 fithren wir die bendtigte Notation ein. Im Anschluss motivieren wir unser
weiteres Vorgehen mit einer eindimensionalen Diinnfilmgleichung 4. Ordnung und geben
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die wichtigsten Definitionen an. Insbesondere fithren wir die von uns benétigten Poly-
nomraume ein.

In Kapitel 2 untersuchen wir eindimensionale parabolische Differentialgleichungen belie-
biger Ordnung und entwickeln einen Algorithmus fiir die Bestimmung von Lyapunov-
Funktionalen. Der Schwerpunkt liegt in diesem Kapitel auf Schritt 1 und Schritt 2 und
die benotigte Analysis.

In Kapitel 3 betrachten wir Schritt 3 des Algorithmus. Wir fithren die wesentlichsten
Grundlagen von elementarer Algebra ein und definieren ein polynomielles Entscheidungs-
problem. In weiterer Folge lernen wir Algorithmen kennen, welche uns helfen diese zu
16sen.

In Kapitel 4 wollen wir den Aufwand des Algorithmus untersuchen. Insbesondere bestim-
men wir die Anzahl der Verschiebungspolynome in Abhéngigkeit von &k aus (1.1) exakt
und asymptotisch.

In Kapitel 5 betrachten wir eindimensionale Diinnfilmgleichungen. Wir gehen auf die
Losbarkeit der entsprechenden Gleichungen ein und stellen ein Existenzresultat fiir klas-
sische Losungen vor. Im Anschluss bestimmen wir Lyapunov-Funktionale fiir Diinnfilm-
gleichungen 4. und 6. Ordnung.

In Kapitel 6 legen wir einen Schwerpunkt auf den mehrdimensionalen Fall und erweitern
die Methoden aus Kapitel 2. Dariiber hinaus skizzieren wir eine Variante, durch welche der
Aufwand in mehreren Raumdimensionen verringert werden kann. Als Beispiel betrachten
wir eine mehrdimensionale Diinnfilmgleichung 4. Ordnung.

In Kapitel 7 betrachten wir logarithmische Sobolev-Ungleichungen. Diese kénnen mit den
Hilfsmitteln aus Kapitel 2 einfach bestimmt werden.

Als Vorlage fiir diese Diplomarbeit dient [15] und [14, Kapitel 3], jedoch werden wir Re-
sultate aus der Literatur an einigen Stellen ausbauen und ein Augenmerk auf die Analysis
legen. Insbesondere sind Abschnitt 2.3 und Abschnitt 7.1.1 um einige Rechnungen erwei-
tert und der Algorithmus wurde erstmals angewendet, um Lyapunov-Funktionale fiir eine
Diinnfilmgleichung 6. Ordnung zu bestimmen (vgl. Abschnitt 5.3).

1.1 Notation

1.1.1 Vektoren und Multiindizes

Zur notationellen Vereinfachung schreiben wir Gréflen, die aus mehreren Komponenten
bestehen, immer fett gedruckt an. Insbesondere verwenden wir diese Notation fiir Vekto-
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ren und Multiindizes. Dariiber hinaus vereinbaren wir, dass fiir & € R¥ gilt:

k
£:=(&,..,&)" und [¢°:= Z@Q
i=1

Des Weiteren definieren wir fiir & € R*:

€., =&, ..., &) fir m=1,...k

Speziell fiir Multiindizes werden wir eine Reihe von Schreibweisen und Konventionen
einfithren. Wir werden alle Elemente aus dem Raum NF als einen Multiindex bezeichnen,
wobei N die Zahl 0 enthélt. Somit schreiben wir:

N={0,1,2,...} und N, :=N\{0}.

Folgende Konvention legen wir fiir k € N¥ fest:
k
k= (k... k) und [k|:=) k.
i—1

Fiir £ € R* und k € N* definieren wir:

k
¢ =]Je
i=1

1.1.2 Raume differenzierbarer Funktionen

Sei 2 C R™ eine offenen Menge und X ein Banachraum. Fiir £ € NU{oo} bezeichnen wir
mit C*(€, X) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen u : Q — X. Ist
die Funktion v und all ihre Ableitungen stetig auf 2, so schreiben wir auch u € C*(Q, X).
Besitzt die Funktion u einen kompakten Tréger, so driicken wir dies durch u € C§ (€2, X)
aus. Den Tréger von u werden wir mit supp w anschreiben. Fiir den Fall X = R verwenden

wir auch die Notation C*(€2). Ist die Funktion u Lipschitz-stetig, so schreiben wir u €
C%(Q).

Fiir v : dom u C R” — R verwenden wir folgende Schreibweisen:

ol )
D= 01'1041 cL. u 8$nan fir a€N" und 8061“ = 8;@

Speziell fiir den Fall £ = 1 vereinbaren wir, dass

gelten soll.



In Kapitel 5 werden wir schwach differenzierbare Funktionen benétigen. Aus diesem
Grund definieren wir fiir m € N, ein beschranktes Gebiet 2 C R™ und u : Q — R:

el = / ddz und Julmg = 3 1D,
la|<m

Die Sobolev-Raume H™(Q2) und H}"(£2) sind dann durch
H(Q) = C= @™ wnd (@) o= O

gegeben. Wir mochten auf [11, Kapitel 5] fiir weitere Informationen und Eigenschaften
zu obigen Rdumen verweisen.

1.1.3 Weitere Konventionen

Fiir die Méachtigkeit einer Menge 2 schreiben wir auch |€2|. Dariiber hinaus driicken wir
fir Q@ C R™ das n-dimensionale Lebesgue-Mafl von €2 durch meas({2) aus. Mit span(B)
bezeichnen wir die lineare Hiille der Menge B.

1.2 Ein einfiihrendes Beispiel

Das hier vorgestellte Beispiel findet sich auch in [14, Abschnitt 3.1 und 3.2]. Wir betrach-
ten eine Diinnfilmgleichung 4. Ordnung (vgl. Kapitel 5) mit periodischen Randbedingun-
gen und einer Nichtnegativitdtsbedingung. Wir definieren:

Q:=(a,b) und Qp:=(0,T) x Q.

Das betrachtete Problem ist dann fiir ein § > 0 gegeben durch:

Gesucht ist eine Funktion u : Qr — R mit:
Uy = _<uﬂuacacm)ac in QTa
w(0) =ug in (1.2)
u>0 in QT,

und der Randbedingung:
Olu(t,b) = du(t,a), i=0,...,3 fir tec(0,7). (1.3)

Im Folgenden werden wir annehmen, dass das Problem (1.2) eine hinreichend oft diffe-
renzierbare Losung besitzt. Insbesondere ist uy > 0 so gewéhlt, sodass dies moglich ist.
In Abhéngigkeit von S mochten wir nun alle Funktionale der Form

H,[u] := ﬁ/ﬁua dr mit a>0 (1.4)



bestimmen, welche fiir Losungen von (1.2) monoton fallend in der Zeit sind. Funktiona-
le, welche diese Eigenschaft besitzen, werden auch Lyapunov-Funktionale genannt (vgl.
Definition 1.4.15).

Wir differenzieren H,[u] nach ¢ und setzen (1.2) ein:

d 1 1
—H, = Ly do = — R CTE czz)z AT
o [u] oo 1) /Qozu w dz -1 /Qu (U)o dx

Durch zweimalige partielle Integration und unter Beriicksichtigung der periodischen Rand-
bedingungen folgt:

d 1 r=b
EHQ[U] = “lac 1)ua+5 T z:a—l—/guawzuxumm dx (1.5)
-0
x=b
_ua+,872uxum —/ [(Oz—l—ﬂ_ 2) a+pB-3 u> +ua+,8 2um] Upy AT
= —/(a+ﬁ—2) L T T d:):—/ oA=22  dg. (1.6)
Q Q

\H,_/

Wir kénnen somit schliefen, dass 4 H,[u] < 0 erfiillt ist, wenn fiir das erste Integral in
(1.6) gilt:

0< /Q(oz + B = 2)uP P, dr = /Q(a + B8 — 2)utr=3 %(ui)m dx. (1.7)

Mittels partieller Integration folgern wir weiter:

x=b
—(oz—l—ﬁ—?))/ R T d$>
— Qiﬁ_/

Somit kann obige Ungleichung nur erfiillt sein, wenn gilt:

1

0< g(a +5-2) (ua+ﬁ_3u§

=0

(a+B—-2)(a+p—-3)<0 & 2<a+p3<3. (1.8)

Wir haben bewiesen, dass fiir a + 3 € [2, 3] das Funktional H, tatséchlich ein Lyapunov-
Funktional fiir das Problem (1.2) ist.

Nun stellt sich uns die Frage nach der Optimalitdt des Parameterbereichs. Wir werden
in Kapitel 5 sehen, dass dieser vergroflert werden kann. Insbesondere impliziert dies, dass
(1.7) eine zu starke Forderung war.

Zur Verbesserung des Parameterbereiches starten wir mit den Gleichungen (1.6) und
(1.5). Es folgt:

__Ha[u] = / ua+ﬂ_2uxu:ca:x dx
Q

= /(Oé+ﬁ— 2)u " 3u2umda:+/ B2 da.
Q Q



Somit erhalten wir:

0= /(a + B — 2)u P30y, dr + / w22 da + / U Uty dz (1.9)
Q Q Q

:AWWQwHLQW%f%?+G§f+%%7)m (1.10)

:/ (uaﬂg%%) dr =:T. (1.11)
Q u u /=x

Das letzte Gleichheitszeichen ist am besten durch differenzieren ersichtlich:

Uy U _
(u‘”ﬁ £ > = (ua+ﬂ 2uzuxa:>
u u x T

= (Oé + ﬁ - 2)ua+573u§um§ + ua+1872u3:x + ua+672umum§x
Ug \ 2 Ugy Ugz \ 2 Ug Ugag

:ua+ﬂ((a+ﬂ—2) (B2) 224 (==) + = )
u u u u u

Da Z = 0 gilt, konnen wir fiir jedes beliebige ¢ € R folgern:

d d
Sl =

Obwohl obige Gleichung trivial ist, konnen wir diese als eine abstrakte Formulierung einer
partiellen Integration auffassen.

H,[u] + T. (1.12)

Betrachten wir den Integranden in Gleichung (1.11) genauer, so besitzt dieser folgende
allgemeine Darstellung:

<ua+5<92>kl<yff>b (““”>k3> mit 1k +2-ky+3 ks =3 (1.13)

u u u

Alle moglichen Integranden sind somit durch alle Wahlmoglichkeiten von k = (k1 ko, k3) €
N3 gegeben, wobei wir die geforderte Nebenbedingung beachten miissen. Alle moglichen
Integranden sind durch die Ortsableitungen der folgenden Funktionen gegeben:

3
Py (u) := u®t? <%> mit k= (3,0,0),
U
Py(u) = wot Lzt it k= (11,0
2(“) U U U mi ( ) L )7
P3(u) := yotpleze mit k= (0,0,1).
U
Wir definieren:
x=b
7 = /(R(u))m dr = P;(u) =0 fir 1=1,2,3.
Q r=a

Analog zu Gleichung (1.12) kénnen wir eine partielle Integration abstrakt schreiben als:

d d
——H,[u] = ——
W] ==

dt Ha [U] + 0111 -+ CQIQ —+ CgIg, (114)



wobei ¢1, ¢y und c3 reelle Konstanten sind. Da Z; = 0 gilt, ist die obige Gleichung trivial,
jedoch dndert sich dies sobald wir nur die Integranden betrachteten. Es stellt sich die
Frage, ob wir die Konstanten so wéahlen kénnen, sodass die Summe der Integranden in
Gleichung (1.14) nichtnegativ ist. Im néchsten Kapitel werden wir die hier vorgestellte
Idee aufgreifen und in einem allgemeineren Kontext betrachten.

1.3 Polynomriume

In Abschnitt 1.2 haben wir festgestellt, dass die Integranden in Ungleichung (1.14) durch
Polynome der Form

k1 ko k
(%) (7@) (““"?“)3 mit 1k +2-ky+3 ks =3
u u u

beschrieben werden kénnen. Wir wollen im Folgenden die entsprechenden Polynomraume
und die zugehorige Notation einfithren. Es wird sich herausstellen, dass sich Polynome
dieser Bauart auch auf eine kanonische Art und Weise in die Definition unseres Grund-
problems (vgl. Definition 2.1.2) einbetten lassen. Die Idee ist es die auftretenden Briiche
als Variablen aufzufassen.

Definition 1.3.1 Fiir £ € N und m € N definieren wir:

Lok = {k e N™ .

i=1,...,

max kigk}, und B, = {(Rm%R:EHgk):kEIm,k}.

Der Vektorraum aller Polynome in den Variablen &, ..., &, mit maximalem Grad k£ ist
dann durch

Pk := span(B,,)
gegeben.

Satz 1.3.2 Die Menge B,, . ist eine Basis von P, 4.

Beweis: Per Definition ist B,, ;, ein Erzeugendensystem. Wir miissen lediglich die lineare
Unabhéngigkeit nachweisen. Wir fithren den Beweis mit Hilfe einer Induktion nach m.

Induktionsbehauptung: B, ist fiir alle m € N eine Menge von linear unabhéngigen
Polynomen.

Induktionsanfang: Fiir m = 1 betrachten wir eine Linearkombination der Nullfunktion:

2
P(&) =Y el =0.
=0

Leiten wir die obige Gleichung n-mal nach &; ab, so folgt:

T pey

— =nl-c,=0 Vn<k.
gy

£§1=0




Dies impliziert ¢; = ... = ¢, = 0. Somit ist die Nullfunktion nur trivial linearkombinierbar
und wir schlieen auf die lineare Unabhéngigkeit von By 4.

Induktionsschritt: Gelte die Induktionsbehauptung fiir ein m — 1 € N. Um die Indukti-
onsvoraussetzung anwenden zu koénnen, miissen wir Z,, j, durch

k
Toge =\ J{i) eEN" 1 €T, 1}

1=0

ausdriicken. Betrachten wir eine Linearkombination der Nullfunktion und schreiben diese
als ein Polynom in der Variable &, an, so kdnnen wir schlieflen:

k k
0= ah=Y"c (Y cunt) =D &P ).
=0 =0 ~

kezm.k lez’mfl,k Epm—l,k

Da {1,&,,...,£" } eine Menge linear unabhingiger Funktionen ist (dies folgt unmittelbar
aus dem Induktionsanfang, wenn wir £ durch &, ersetzen), gilt:

P&, .. o) =0 fir i=0,... k,

daher bilden die Polynome P; jeweils eine Linearkombination der Nullfunktion im Raum
Pin—1k- Die lineare Unabhéngigkeit von B,,,—1 x (laut Induktionsvoraussetzung) impliziert
nun, dass alle Koeffizienten ¢ ;) verschwinden miissen. Somit ist nur eine triviale Li-
nearkombination der Nullfunktion moglich und wir schliefen wiederum auf die lineare
Unabhéngigkeit von B,, ;. Dies komplettiert den Beweis. O

Definition 1.3.3 Sei k£ € N gegeben. Dann sei 7, C Zj ;, und der lineare Raum Py, C Py,
definiert durch:

k
Ty = {keNk:Zz‘-ki:k}, Bi={(RF S R: £ €5 keT,) und
=1

Py, := span(By).

Korollar 1.3.4 Die Menge B, ist eine Basis von P.

Beweis: Per Definition ist By ein Erzeugendensystem von Py. Es geniigt somit zu zeigen,
dass By, eine linear unabhéngige Familie ist. Aus By C By und Satz 1.3.2 folgt bereits
die lineare Unabhéngigkeit. O

BEISPIEL 1.3.5 Fiir £ = 3 haben wir in Abschnitt 1.2 bereits alle moglichen Multiindizes
in Z3 kennengelernt. In Tabelle 1.1 sind diese und die Basispolynome des Raumes P;
aufgelistet. O



ko ¢F
(3,0,0) &
(17 17 0) 5152
(07 07 1) 5152

Tabelle 1.1: Auflistung aller zuldssigen Multiindizes und die zugehorigen Basispolynome
des Raumes P, fiir k = 3.

BEISPIEL 1.3.6 Fiir k£ = 5 gibt es genau 7 zuléissige Multiindizes in der Menge Z5 (vgl.
Kapitel 4). In Tabelle 1.2 sind diese und die Basispolynome des Raumes P5 aufgelistet.

O
k %
(5,0,0,0,0) &
(37 1’07070) 510)52
(2’07170v0) 5%53
(1’2707070) 5153
(170707170) 5154
(0,1,1,0,0) &&3
(0,0,0,0,1) &5

Tabelle 1.2: Auflistung aller zuldssigen Multiindizes und die zugehérigen Basispolynome
des Raumes P, fiir £ = 5.

BEISPIEL 1.3.7 Fiir k = 7 gibt es bereits 15 zuldssige Multiindizes in der Menge Z; (vgl.
Kapitel 4). In Tabelle 1.3 sind diese und die Basispolynome des Raumes Ps5 aufgelistet.

O

k £k k %
(7,0,0,0,0,0,0) & (1,1,0,1,0,0,0) &&&,
(5,1,0,0,0,0,0) &, (1,0,2,0,0,0,0) &2
(4,0,1,0,0,0,0) &lég (1,0,0,0,0,1,0) &1&
(3,2,0,0,0,0,0) &3¢2 (0,2,1,0,0,0,0) ¢2&
(3,0,0,1,0,0,0) &3¢, (0,1,0,0,1,0,0) &&s
(2,1,1,0,0,0,0) &26,65 (0,0,1,1,0,0,0) &34
(2,0,0,0,1,0,0) &2&; (0,0,0,0,0,0,1) &
(1,3,0,0,0,0,0) &&

Tabelle 1.3: Auflistung aller zuléssigen Multiindizes und die zugehorigen Basispolynome
des Raumes Py, fiir k = 7.

Anmerkung 1.3.8 Die Beispiele 1.3.5, 1.3.6 und 1.3.7 verdeutlichen bereits, dass die
Méchtigkeit der Menge Zj nicht linear in k£ wéchst. In Kapitel 4 werden wir diese be-
stimmen. Insbesondere ist dies fiir die Abschitzung des Aufwandes des in Abschnitt 2.2
vorgestellten Algorithmus von Bedeutung. )

Oftmals ist es notig die Variablen im Raum P} einzuschrénken:
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Definition 1.3.9 Sei £ € N und m € N mit m < k. Der Raum 9y, C Py, ist durch
Qkm = {P € Py : P ist unabhéngig von &, 41, ...,&}
definiert.

Der Raum @y ,, besitzt folgende Eigenschaften:

Korollar 1.3.10 Sei £ € N und m € N mit m < k. Dann ist die Menge Qj,,,, N Bj ein
Basis von Qj .

Beweis: Die Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Tatsache, dass By eine
Basis von Py, ist (vgl. Korollar 1.3.4). O

Lemma 1.3.11 Sei £k € N und n € N. Dann gilt:
G-Hce Qk—i—n,max(k,n) VG e Pk:a VH € Pn

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass k& > n gilt.
Da G- H die Variablen &1, . . ., &1, nicht enthélt, gentigt es zu zeigen, dass G- H € Prip
erfiillt ist.

i) Seien k € Z;, und I € Z,, zwei beliebige Multiindizes. Fiir das Produkt der entsprechen-
den Monome gilt:

k
i = H&fi“i mit [; ;= 0 fiir i > n.
i=1

Die gewichtete Summe der Exponenten ergibt sich zu:

Zz (k; + 1) Z%ki—i—iﬁli:k—i—n.

i=1 i=1
Wir kénnen somit schliefen, dass

€i&n € Prsn
gilt.

ii) Seien G € P, und H € P, zwei beliebige Polynome. Beziiglich der entsprechende

Basismonome erhalten wir:
Z ckfk und H(& Z clﬁ

keTy lez,
Mit Hilfe von 1) folgt:
(G- H)(&) = Z chcl fkf € Prin-

kcT, 1€T, ePn+ R

Somit ist die gewiinschte Aussage bewiesen. O
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1.4 Lyapunov-Funktionale

Die hier vorgestellten Definitionen sind aus [14, Abschnitt 1.4] entnommen, jedoch finden
sich diese auch in [22, Abschnitt 1.1]

Definition 1.4.12 (Allgemeines Cauchy-Problem) Sei X ein Banachraum iiber R und
bezeichne X’ seinen topologischen Dualraum. Dariiber hinaus sei A : dom A C X — X’
ein stetiger (moglicherweise nichtlinearer) Operator, uy € X und 7' > 0. Ein Problem der
Form:

Gesucht ist eine Funktion u : [0, T] — X mit:

d
—u+A(u)=0 in X' fir te(0,7),

dt (1.15)

u(0) = up.

wird als ein allgemeines Cauchy-Problem bezeichnet.

Anmerkung 1.4.13 Im Allgemeinen wird man fiir ein Cauchy-Problem nur einen schwa-
chen Losungsbegriff verwenden. Problem (1.15) ist hier so formuliert, dass u nicht diffe-
renzierbar in der Zeit ¢ sein muss. Wir erhalten als minimale Regularitdtsvoraussetzung,
dass die Zeitableitung von u in einem geeigneten Sinn als eine Abbildung von (0,7") nach
X' aufzufassen ist. O

Definition 1.4.14 (Klassische Lisung eines allgemeinen Cauchy-Problems) Eine Losung
eines allgemeinen Cauchy-Problems (Definition 1.4.12) wird eine klassische Lisung ge-
nannt, wenn gilt:

u e CY[0,T], X).

Definition 1.4.15 (Lyapunov-Funktional) Sei ein allgemeines Cauchy-Problem (Defi-
nition 1.4.12) gegeben. Ein Funktional H : dom A — R heifit ein Lyapunov-Funktional,
wenn fiir alle klassischen Losungen u des Cauchy-Problems gilt:

%H[u(t)]go fiir ¢ € (0,7),

(vgl. [14, Definition 1.1]).

Anmerkung 1.4.16 Im Zusammenhang mit Lyapunov-Funktionalen wird oft der Be-
grift Entropiefunktional oder auch nur Entropie verwendet. Meistens versteht man unter
Entropie ein Lyapunov-Funktional, dessen zeitliche Anderung durch das Funktional selbst
beschriankt ist. Das heifit, es soll gelten:

%H[u@] < —0(H[u(t)).
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Hierbei ist ® eine streng monoton steigende Funktion auf R* (vgl. [6, Abschnitt 1]). Die
Definition einer Entropie kann je nach betrachteter Literatur variieren (z.B. [14, Definition
1.2]), oder als Synonym fiir ein Lyapunov-Funktional verwendet werden. Im Folgenden
werden wir diese Begriff immer unterscheiden. O
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Kapitel 2

Systematische partielle Integration -
Der eindimensionale Fall

In Abschnitt 1.2 haben wir mit Hilfe eines konkreten Beispieles gesehen wie eine partielle
Integration systematisiert werden kann. Wir wollen in diesem Kapitel den notigen For-
malismus aufbauen. Dieses Kapitel beschrinkt sich nur auf den eindimensionalen Fall,
weil dem mehrdimensionalen Fall ein eigenes Kapitel gewidmet ist (vgl. Kapitel 6).

2.1 Das Grundproblem

Definition 2.1.1 (Grundvoraussetzungen) Im Folgenden werden wir immer ein offenes
beschrénktes Intervall (a,b) C R und eine Endzeit T > 0 betrachten. Wir definieren:

Q:=(a,b) und Qp:=(0,T) x Q.

Definition 2.1.2 (Grundproblem) Es gelten die Grundvoraussetzungen (Definition 2.1.1).
Sei eine (ungerade) Zahl k£ € N und ein 5 > 0 gegeben. Des Weiteren sei P € Py, ein
Polynom mit P # 0. Das Grundproblem ist dann gegeben durch:

Gesucht ist eine Funktion u : Qr — R mit:

k
Uy = <u’8+1P(%,...,8xu) in Qp,
u(0) =up in £, (2.
u>0 in Qp,
und einer der folgenden beiden Randbedingungen:
Olu(t,b) = du(t,a), i=0,...,k fir te€ (0,7) oder (RB1)
Xy =0, i=0,...,|k/2] auf (0,T) x 9. (RB2)

13



Anmerkung 2.1.3 Die Forderung, dass k eine ungerade Zahl ist, kann in der obigen De-
finition auch weggelassen werden. Die Entscheidung ob auch gerade k zugelassen sind
héngt einerseits von der gewiinschten Randbedingung ab, andererseits von der Sinnhaf-
tigkeit des in Abschnitt 2.2 vorgestellten Algorithmus. In Abschnitt 2.2.3 werden wir dies
genauer betrachten. o)

Definition 2.1.4 (Klassische Lisung) Wir bezeichnen eine Funktion u € C(Q7) als eine
klassische Losung unseres Grundproblems, wenn gilt:

u; € C(Qr) und
Ouec Or) fir i=0,....k+1,

wobei die obigen Ableitungen im klassischen Sinn aufzufassen sind.

Anmerkung 2.1.5 In Definition 2.1.2 ist absichtlich nicht nédher spezifiziert aus welchen
Funktionenrdumen die Funktionen u und ug stammen. Dies ist von der konkreten Form
des Polynoms P und von 3 abhéngig. Um dies einzusehen, wollen wir eine entsprechende
schwache Formulierung von (2.1) betrachten. Wir multiplizieren (2.1) mit einer Testfunk-
tion ¢ € C§°(2r) und integrieren iiber Q7. Es folgt mittels partieller Integration:

T T k
O:/ /utgo dx dt—/ /(uﬂ’LlP(%,...,a’ru)) @ dx dt
0 JQ 0 JQ u U Jx

T T . ak
= —/ /uapt dx dt—l—/ /ufBHP(u—,..., xu)gpx dx dt,
0o Ja 0o Ja u U

wobei die Randterme wegen des kompakten Trégers von ¢ verschwinden. Der entspre-
chende Funktionenraum, aus dem u stammen soll, muss nun so gewahlt werden, dass die
Integierbarkeit von UBHP(%, ceey %)gpm gewdhrleistet ist. Insbesondere kann der Inte-
grand auch Singularitdten beinhalten, weil nur v > 0 vorausgesetzt wird. Betrachten wir

als Beispiel

Pi(&):=& und Py(€) ==& + (&),

so besitzt der entsprechende Integrand fiir P, unabhéngig von [ keine Polstellen. Fiir P
und # < k — 1 kann dies der Fall sein.

Im Allgemeinen konnen wir nicht von der Existenz eines Maximum- bzw. Minimum-
prinzips ausgehen. Dies bedeutet, dass die Nebenbedingung u > 0 gesondert betrachtet
werden muss. Wir werden spéter in Kapitel 5 sehen, dass die stéarkere Forderung u > 0
entscheidend fiir die Existenz von klassischen Losungen ist, weil in diesem Fall die Diffusi-
on u?*1 in Gleichung (2.1) nicht verschwindend ist. Unter diesem Aspekt ist die Annahme
u > 0 sinnvoll, wenn wir von klassischen Losungen sprechen wollen. O

Definition 2.1.6 (Grundhypothese) Wir werden im Folgenden immer voraussetzen, dass

unser Grundproblem (Definition 2.1.2) fiir alle Anfangswerte ug € C*°(€2) mit uy > 0 in
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Q immer mindestens eine klassische Losung besitzt, sofern ug die gewiinschte Randbe-
dingung erfiillt.

In Kapitel 5 werden wir ein Existenzresultat fiir eindimensionale Diinnfilmgleichungen
vorstellen. Dies soll verdeutlichen, dass zumindest in Spezialfédllen unsere Grundhypothese
tatséchlich erfiillt ist.

Definition 2.1.7 (a-Funktional) Es gelten die Grundvoraussetzungen (Definition 2.1.1).
Sei @ > 0 und s € C*(R\ {0}) N C(R) mit:
s"(u) =u*"? fir u#0

gegeben. Ein Funktional H, : C(Qr) — C([0, T]) wird als a-Funktional bezeichnet, wenn
es die Form

besitzt (vgl. [15, Definition 2]).

Lemma 2.1.8 Das a-Funktional H, bildet in den angegebenen Raum ab. Insbesondere
ist H, wohldefiniert.

Beweis: Sei ein beliebiges u € C(Q7) gegeben.

1) Wir miissen zeigen, dass |H,[u](t)| < oo fiir alle ¢ € [0,7] gilt. Weil die Funktion u
nach Voraussetzung stetig auf der kompakten Menge Q2 ist und s(u(t,z)) als Zusam-
mensetzung stetiger Funktionen wieder stetig ist, konnen wir schlieflen:

sup |s(u(t,z))] =: C < oc.
(t,2)eQr

Dies impliziert bereits die Beschranktheit von |H,[u|(t)], weil

|Ho[u](t)] < /Q |s(u(t, z))| de < /QC’ dr=(b—a)-C < o0
gilt.

ii) Mittels majorisierter Konvergenz mit Majorante C' kann das Integral mit dem Grenz-
wert vertauscht werden (vgl. [13, Satz 128.1]). Wir konnen daher schliefien:

lim H,[u](t) = lim Qs(u(t,x)) dx = /Q lim s(u(t,z)) de = /Qs(u(to,x)) dr = H,[ul(ty),

t—to t—to t—to

wobei fiir den Fall ¢y € {0, 7"} der entsprechende einseitige Grenzwert in obiger Gleichung
betrachtet wird. O

Anmerkung 2.1.9 Die Funktion s in Definition 2.1.7 kann explizit durch zweimalige
Integration bestimmt werden. Wir unterscheiden die Fille « = 1 und a # 1.
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Fiir a # 1 folgt:

uafl
s'(u) = /an du = ] +A und

o —

(u) = ua_1+Ad S + Au+ B
SRR u_a(a—l) " ’

wobel A und B reelle Konstanten sind.

Im Fall & = 1 schlief3en wir:
s'(u) = /u_l du=Inu+A und

s(u):/lnu—l—fldu:ulnu—u—i—flu—l—B:u(lnu+A)+B,

wobei A, A und B reelle Konstanten sind.

Meistens konnen wir die Konstanten so wéhlen, dass s(u) > 0 fur alle Funktionen u
mit v > 0 erfiillt ist. Speziell fiir den Fall &« = 1 sei hier hervorzuheben, dass u +>
In v unbeschrénkt ist, jedoch ist die Funktion v — wInu nach unten beschrinkt. Somit
existieren auch fiir « = 1 entsprechende Konstanten A und B. )

BEISPIEL 2.1.10 Sei a # 1. Dann ist durch

1 [e%
u(t,x)t—)m/ﬂu dx

ein a-Funktional gegeben. O

BEISPIEL 2.1.11 Fiir a = 1 ist durch
u(t, z) — / u(lnu — 1) dz
Q
ein a-Funktional gegeben. O

Definition 2.1.12 (a-Produktion) Es gelten die Grundvoraussetzungen (Definition
2.1.1). Sei H,, ein a-Funktional. Wir definieren:

CY(Qr) fir o > 1

domPa::{ {ueCY Q) :u+#0in Qr} fiira < 1.

Das Funktional P, : dom P, — C([0,T]) bezeichnen wir als a-Produktion von H,, wenn
gilt:

Polul(t) == _EHa[u(tax)]a
(vgl. [15, Definition 2]).
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Anmerkung 2.1.13 Der Definitionsbereich eines a-Funktionals ist nicht optimal, weil nur
die Integrierbarkeit der Funktion s(u) gefordert werden muss, jedoch ist dann nicht mehr
die Stetigkeit von H, in der Zeit t gewéahrleistet. Die Menge dom P, ist so gewahlt, dass
sich P, durch vertauschen des Integrals mit der Zeitableitung berechnen lésst. Fiir die
Definition der a-Produktion geniigt es, wenn wir Differenzierbarkeit nur in der Zeit ¢
fordern. Da wir immer nur klassische Losungen von unserem Grundproblem betrachten
werden, ist dies keine Einschréankung. O

Lemma 2.1.14 Die a-Produktion H, bildet in den angegebenen Raum ab. Insbesondere
ist P, wohldefiniert. Dartiber hinaus gilt fir alle ¢ € [0, 7]):

Py lul(t) = —/QS'(u(t,x))ut(t,m) dr Yu € dom P,.

Beweis: Sei ein beliebiges u € dom P, gegeben.

i) Wir miissen zeigen, dass die Funktion t — —H,[u|(t) stetig differenzierbar ist. Es gilt:

d /
7 (s(u(t,2))) = ' (ut, 2))u (8, 2). (2.2)

Da v und u; nach Voraussetzung stetig auf der kompakten Menge Q7 sind, wird

sup |8 (u(t, ))u(t, )| =: C < o0
(t,x)EQT

impliziert. Die Menge dom P, ist so gewéhlt, dass das obige Supremum tatséchlich endlich
ist. Fiir a € (0,1] ist die Funktion s" nur stetig auf R\ {0}. In diesem Fall verwenden wir
zusétzlich die Voraussetzung u # 0 in Q7.

Da C eine integrierbare Majorante von s(u), ist, kann mittels majorisierter Konvergenz
(vgl. [13, Satz 128.2]) Integral und Differentialoperator vertauscht werden und wir erhal-
ten:

—%HQ[U](U = —%/Qs(u(t,x)) dex = —/Q%s(u(t,x)) dx = —/Qs’(u(t,x))ut(t,x) dx.

Insbesondere impliziert dies die stetige Differenzierbarkeit von ¢ — —H,[u|(t) auf (0,T).

ii) Es verbleibt zu zeigen, dass t — —H,[u](t) stetig bis zu dem Rand von [0, 7] ist. Im
ersten Beweisschritt wurde die Stetigkeit im offenen Intervall (0,7") gezeigt. Es geniigt
somit nur die Grenzwerte

lim —iHa[u](t) und  lim —%Ha[u](t)

t—0t  dt t—T—

zu betrachten. Mittels majorisierter Konvergenz mit Majorante C' kann das Integral mit
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dem Grenzwert vertauscht werden (vgl. [13, Satz 128.1]) und es folgt:

lim —iﬂa[u](t) lim — [ s'(u(t, z))u(t, z) de = —/Q lim s'(u(t,x))u(t, x) dx

t—o0t+ dt t—0+ Q t—0+

__ /Q S (u(0, 2))ur(0, ) dix = Pafu] (0),

lim —iHa[u](t) = lim —/Qs’(u(t,a:))ut(t,x) dx = —/Q lim s'(u(t,x))us(t, ) dx

t—T— dt t—T~ t—T—
= — /Q s'"(w(T, x))uw (T, z) do = Pyu)(T).

Wir haben somit gezeigt, dass die entsprechenden Grenzwerte existieren und damit schlie-
Ben wir:

t — P,[ul(t) € C([0,T7]).

Da v € dom P, beliebig war und das Integral mit dem Differentialoperator vertauscht
werden darf, ist P, wohldefiniert und besitzt die gewiinschte Darstellung. O

Lemma 2.1.15 Sei u € C*(Q2), k € N eine ungerade Zahl und v > 0. Dariiber hinaus
erfiilllt v entweder (RB1) oder (RB2) (unabhéngig von der Zeit ¢). Dann gilt fiir alle
G e Py

k r=b
uva(%,...,azu) =0, (2.3)

sofern der obige Ausdruck fiir v definiert ist.
Beweis:

i) Wir betrachten den Fall, dass die Funktion v die Randbedingung (RB1) erfiillt. Dann
gilt:

uB) = u(@) wnd 40 = Z%) fir i=1.. k.
u U
Insbesondere impliziert dies:
et % ) = (e ( M O
u (b)G(u(b),..., " (b)) =u (a)G(u(a),..., ” (a)).

Dies ist bereits dquivalent zu Gleichung (2.3).

ii) Die Funktion u soll nun (RB2) erfiillen. Da k ungerade ist, muss fiir alle k € Zj, gelten:
Jj(k) € {1,...,k} : j(k) mod 2=1 und kjx) #0.

Wiére dies nicht der Fall, dann wiirde gelten:

k lk/2
L —

J
ioki=) 2k

=1 =1
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Somit wére k eine Summe aus geraden Zahlen und daher selber eine gerade Zahl. Dies
ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass k£ ungerade ist.

Wir schreiben das Polynom G explizit an und verwenden, dass alle ungerade Ableitungen
auf 0€2 verschwinden. Es folgt:

Uy Oku AR VAN SR Ol ki .
G(E’”" u):ch< - ) H(u) =0 fir z€{a,b}.
kel ——_——— =1,
=0 fiir z€{a,b} #i(k)

Dies impliziert bereits (2.3), weil beide Summanden verschwinden. O

Anmerkung 2.1.16 (zu Lemma 2.1.15) Das Lemma bleibt giiltig, wenn wir fiir periodische
Randbedingungen die Forderung, dass k ungerade ist fallen lassen. Der Ausdruck

u Oku
a2
u u
ist immer definiert, wenn v > k oder u > 0 in Q gilt. O

Aus Lemma 2.1.15 kénnen wir bereits eine wichtige Eigenschaft von klassischen Losungen
unseres Grundproblems folgern:

Korollar 2.1.17 Sei u eine klassische Losung unseres Grundproblems (Definition 2.1.2).
Dann ist der Mittelwert

u(t) == —1 u(t,r) dx
ut) = meas(Q)/Q (t,2) d

zeitlich konstant. Insbesondere gilt:

u —; Ug(x) dr =: u
u(t)—meaS(Q)/Q o(@) do = us VEE[0,T].

Beweis: Da u eine klassische Losung ist, gilt:

sup | (t,z)| = C < oo.

(t,x)EQr

Mittels majorisierter Konvergenz mit Majorante C' (vgl. [13, Satz 128.2]) folgt:

d_ d 1 1
%u(t) = Em/gu(t,x) dr = m/ﬂut(t,x) dzx.

Wir setzen fiir die Zeitableitung ein und wenden Lemma 2.1.15 an. Es folgt:

Gty = [ (wrp(e, %) e = wip(te, 2 2
Dies impliziert bereits:
u(t) =u(0) =us Vte[0,T].
Somit ist die gewiinschte Aussage bewiesen. O
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2.2 Der Algorithmus

Wir betrachten unser Grundproblem und wollen bestimmen fiir welche Werte « ein a-
Funktional ein Lyapunov-Funktional ist. Der Algorithmus besteht aus vier Schritten,
welche hier vorgestellt werden sollen. Hierbei ist der vierte Schritt optional. Im Folgenden
sei u immer eine klassische Losung von (2.1), welche entweder (RB1) oder (RB2) erfiillt.

2.2.1 Bestimmung der a-Produktion

In einem ersten Schritt wollen Wir ¢ die a-Produktion bestimmen. Wir betrachten eine
klassische Losung v mit u > 0 in 2y unseres Grundproblems, verwenden Lemma 2.1.14
und setzen Gleichung (2.1) fiir die Zeitableitung ein. Wir erhalten:

P, [u](t) = —/Qs'(u)ut dx = —/Qsl(u) (uBHP(%, e 8§u)>x dw.

u u

Nun integrieren wir einmal partiell, wobei zu beachten ist, dass wegen Lemma 2.1.15 der
Randterm trivial ist und setzen fiir s” ein. Es folgt:

O, |z=b U Ok
PJul(t) = —' (wufrip(dE, % /” APTP(E L ) d
) =~ P BN [T [t e
K
:/ua%ﬁp(zﬁ’“,?awu) dzx.
Q U U U
Wir definieren:
oru ...
&i(u) == " fir e Ny, &u):=(&([u),...,&(w)) und

) = (&), .., En(w)T fir m e N,.

Somit ergibt sich:

Polul(t) = /Q utPE (u)P(€(u)) da.

Da u > 0 vorausgesetzt wird, hdngt das Vorzeichen des Integrals nur von dem Vorzeichen
von & (u) P(§(u)) ab.

Definition 2.2.18 Sei ein Polynom P € P} gegeben. Dann ist das Polynom S durch

< ._{ R - R
O €= &P(E)

definiert.
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Lemma 2.2.19 Sei u eine klassische Lésung unseres Grundproblems (Definition 2.1.2)
mit v > 0 in Q7. Dariiber hinaus sei H, ein a-Funktional mit a-Produktion P,. Dann
gilt:

P, [u](t) = /Qua*ﬁso(g(u)) dx.

Beweis: Das Lemma ist eine unmittelbare Konsequenz der Rechnung am Anfang dieses
Abschnittes. ]

Anmerkung 2.2.20 Lemma 2.2.19 bleibt fiir u > 0 giiltig, wenn « und § hinreichend grof
gewihlt werden, sodass der entsprechende Integrand auf €27 definiert ist. O

Anmerkung 2.2.21 Wir konnen das Polynom Sy als ein Element des Raumes Py, auffas-
sen. Es sei hier vereinbart, dass wir fiir Polynome aus dem Raum Py, die letzte Variable
extra anschreiben. Wir schreiben also

£eR" und (&) € RF
statt

gk ERk und £k+1 GRk+1.

2.2.2 Die Verschiebungspolynome

In einem zweiten Schritt miissen wir eine abstraktere Formulierung fiir eine partielle
Integration finden. Fiir einen Multiindex k € Z; definieren wir:

I = /Q (ua+5€k(u)>x dx.

Mit Lemma 2.1.15 folgt:

z=b
= 0.

r=a

[k: — ua+5€k (u)

Dies ermoglicht es uns eine partielle Integration in folgender Form zu abstrahieren:

Pfu] = Pafu] + ) cx - I, (2.4)

€Ty

wobei ¢ fiir k € Zj reelle Konstante sind. Es ist hier hervorzuheben, dass das Integral
Iy, trivial ist, jedoch ist dies nicht der Fall fiir die Integranden. Diese m6chten wir nun
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explizit bestimmen. Wir differenzieren u®?¢*(u) nach z:

(w25 (w)) =m+mw%*%£<wmw%éw

m = yoth ((a + 5)%5
:uwﬂ0a+ﬂxm> + (€4 L)

Wir miissen die Ableitung des Polynoms &*(u) nach « bestimmen. Mit Hilfe der Ketten-
regel folgt:

8@ 8
890 Z 8@ 8_ u

%€,

35
Yo% 0w —Oiu -y, k
=3 ™ _ _Z o, (1) (i) = G (w)G(wW).

u

Des Weiteren gilt:

251 ag Z@ ki u) [[ &7 (w)
=
= &) Yk [T67 () = )€™ () 3k = [kl (w)€" (u).

Zusammenfassend erhalten wir:

(w8 (w))

ww(m+ﬂxm> () — [kl (u)E* +ZI%¢ A >

k k
— ua-f—ﬁ ((a + ﬂ |k7| 51 Z €Z+1 )

=1

T

Betrachten wir die obige Gleichung ohne den Faktor u®™?, so erhalten wir Polynome in
den Variablen &1, ..., & 1. Dies motiviert folgende Definition:

Definition 2.2.22 ( Verschiebungspolynom) Fiir eine Zahl v > 0 und einen Multiindex
k € I, ist das Verschiebungspolynom! T}, durch

RF+1 5 R
= { (€ &) = (v — kDG + T8, %,

definiert. Dariiber hinaus sei

0By ={Tx : k € Z;;} und §,P :=span 6,B;.

Lengl. ,shift polynomial®
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Der Name Verschiebungspolynom ist damit zu begriinden, dass uns die Polynome Ty, k €
7. ermoglichen den Ableitungsgrad mit Hilfe einer partiellen Integration zu verschieben.

Anmerkung 2.2.23 Zur Bestimmung von Lyapunov-Funktionalen fiir unser Grundpro-
blem setzen wir v = « + (. Es sei hier angemerkt, dass Sy von o und S unabhéngig ist,

die Verschiebungspolynome jedoch nicht. O

Anmerkung 2.2.24 Alternativ konnen wir ein Verschiebungspolynom auch darstellen als:

T = € (v - kD& +Zk: 5”1)

Diese Darstellung folgt direkt durch Bildung der jeweiligen Ableitung von &€ und Her-
ausheben des entsprechenden Monoms. Aus der urspriinglichen Darstellung in Definition
2.2.22 folgt insbesondere, dass auch die neu gefundene Darstellung keine Singularitdten
aufweist und somit fiir alle (£, &) € R¥! definiert ist. O

Lemma 2.2.25 Sei £ € N und v > 0. Dann besteht die Menge d,B; aus zueinander
linear unabhéngigen Polynomen. Insbesondere ist 4,8}, eine Basis von 6., Py.

Beweis: Wir betrachten eine Linearkombination der Nullfunktion:

0= Y afi= 3 a7 - kDee* +Z 5 &H)

keZy, keI

wobei ¢ € R fiir alle k € 7, gilt. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass dies nur trivial moglich
ist. Wir fiihren folgende Mengen und Konventionen ein :

hn”::{IGIWWJ-(l$0,.w0)61%} mit N°:=¢ und

U{ 0 5,0,...,0) 1 LE Ty}

Insbesondere konnen wir die Menge Z;, nun durch

k
1y, = U I m
m=1

ausdriicken. Der Beweis wird induktiv nach dem Index der letzten nichtverschwindenden
Komponente von k gefithrt. In Beispiel 2.2.28 ist dies explizit fiir den Fall k = 5 vorge-
rechnet, da dies die Vorgehensweise dieses Beweises motiviert.

Induktionsbehauptung: Fir m € {1,... k} gilt:

c, =0 Vk e [k,m-
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Induktionsanfang: Sei m = k. In der Menge I}, ,,, = I, sind alle Multiindizes k enthalten,
fiir die ky # 0 gilt. Der Multiindex e := (0, ...,0, 1) ist die einzige Losung der Gleichung
Zlez' - k; = k mit k; # 0. Wir kénnen somit schlieflen, dass

NS {e}
gilt. Des Weiteren ist £° das einzige Monom aus der Menge Bj, mit:

a k
0% @Ha—gk — G

Wir konnen die Linearkombination der Nullfunktion umschreiben:

0= celpi1 + G(E),
wobei G € Qj41 ein Polynom ist. Da G(&) die Variable & nicht enthélt, muss bereits
Cce =0
gelten.

Induktionsschritt: Gelte die Induktionsbehauptung fiir alle n € {m, ..., k}. Im Fall m =1
sind wir fertig. Sei also m > 2. Die Induktionsvoraussetzung impliziert insbesondere, dass

k
=0 Vke U Ik,n (25)

n=m

gilt. Wir wollen nun
e =0 Vk e ]kﬂn—l

folgern. Wir schreiben unsere Linearkombination der Nullfunktion an und verwenden,
dass die Mengen Iy, fiir m € {1,..., k} paarweise disjunkt sind. Mit der Induktionsvor-
aussetzung folgt:

k m—2
ZCka:Z Z Cka = Z Z Cka— Z Cka—f-Z Z Cka.

keI n=1 kel n n=1 k€ly , k€ly m—1 n=1 kel n

Nun l6sen wir die Mengen 1}, ,,, explizit auf und setzten in die alternative Darstellung der
Verschiebungspolynome ein. Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, schreiben wir ¢; ; statt
(1,5,0,..,0) fir die auftretenden Konstanten. Dies impliziert:

Lk/(m—1)]

- Y > G (G- mzzfm 5 ") Z S ol
J=1  1€lym, m—1 n=1 kel ,
Lk/(m—1)]

S DD DI A (S ) waz&“)wmem 7

j=1  lE€lpm,

m—2

n=1 kel ,
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Zusammenfassend erhalten wir:
[k/(m—1)]

Z Z Cl]gm Qfm 1(( —Ji—1) 51—1-2[ 5Hl) Z Z cxTr  (2.6)
n=1 k€l »

.7 1 lelk m,j
[£/(m—1)] |
+&m Z Z Ly J Ehsbmi- (2.7)

=1 lelym,j

Wir fassen die obige Summe als Polynom ersten Grades in &, auf, wobei die Koeffizienten
von &, unabhéingig sind. Insbesondere enthélt die Summe (2.6) die Variable &, nicht.
Somit kénnen wir schlieffen, dass der Koeffizient bzgl. &, trivial sein muss. Es folgt:

[k/(m—1)] [k/(m—1)]
- ‘
Z Z CLj J &b Z En Z Cj J Emoa:
J=1 €y m,; Jj=1 L€l m,j

Wir erhalten ein Polynom in der Variablen &, ; mit Koeffizienten, die von &,,_; un-
abhéngig sind. Die lineare Unabhéngigkeit von {7 |, : n = 0,...,[k/(m — 1)] — 1}
impliziert:

ST oy, fir j=1,... |k/(m—1)
lelk,m,j

Wir kénnen nun verwenden, dass die Menge B}, ,,,—2 aus linear unabhéngigen Polynomen
besteht (vgl. Satz 1.3.2) und erhalten:

a; =0, V€, j=1,....]k/(m—1)].
Dies ist nun aquivalent zu:
=0 Vk €Iy,
womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist.

Die gewiinschte Behauptung folgt, weil Z;, die Vereinigung der Mengen I}, ,,, ist. Per De-
finition ist d,B}, ein Erzeugendensystem und somit eine Basis von 0, P. O

Anmerkung 2.2.26 (zum Beweis von Lemma 2.2.25) Ein erster Blick legt die Vermutung
nahe, dass ZkeIk cTi = 0 bereits

0= Z (v — |k|)6ER = & Z cu(y — |K|)€*
keTy, keZy

impliziert. Aus der linearen Unabhéngigkeit von By kénnten wir dann zumindest fiir
|k| # ~ schlieflen, dass ¢, = 0 gelten muss. Dies ist jedoch eine falsche Schlussfolgerung. In
Beispiel 2.2.28 sind die Verschiebungspolynome fiir £ = 5 explizit angegeben. Betrachten
wir zum Beispiel die Verschiebungspolynome

(v —5)& +5¢1&  und
(v — 4)ede, + 36262 + €3¢,
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so teilen sich beide das Monom &£1&,. Insbesondere miissen wir beachten, dass der jeweilige
Koeffizient beziiglich £}& einmal von + abhingig und einmal unabhiingig ist. Somit ist
es fiir unsere Zwecke nicht zielfithrend, wenn wir die Summen

Y ey — [k)&g" und ZCkZ@ €it1
keTy keZ, =1 3

getrennt betrachten. Auch die alternative Darstellung ist hier nicht zweckméfliger. Unsere
Linearkombination der Nullfunktion lasst sich als

k
0= 3 (- ke + k)
i=1 v

kEIk

anschreiben. Auch hier kénnen wir nicht direkt aus der linearen Unabhéangigkeit von By
auf die lineare Unabhéngigkeit von ¢.,B;, schlieflen. Dies liegt daran, dass die obige Glei-
chung beziiglich By keine Linearkombination darstellt, weil die Koeffizienten von (&, £x41)
abhéngen. O

BEISPIEL 2.2.27 Wir schlieen an Beispiel 1.3.5 an und bestimmen alle Verschiebungs-

polynome fiir £ = 3. Diese sind in Tabelle 2.1 angegeben. O
k ¢ |kl | Ty
(3,0,0) & 3 | (v —3)& +385%
(1,1,0) && 2 | (v— 2L +8 +486
(0,0,1) & 1 [ (v—=1)&&s + &

Tabelle 2.1: Auflistung aller Verschiebungspolynome fiir £ = 3.

BEISPIEL 2.2.28 Wir schliefen an Beispiel 1.3.6 an und bestimmen alle Verschiebungs-
polynome fiir £ = 5. Diese sind in Tabelle 2.2 angegeben.

k e k| T
(5a0707070) 5? d (7 5)51 + 55%52
(37 17 07 07 O) 5%52 4 (7 4)&152 + 35%53 + 5?63
(27 O? 17 07 O) 5%53 3 (’Y 3)5153 + 2515253 + €%£4
(17 2’ 07 07 O) 5153 3 (’Y 3)5153 + 55’ + 2€1§2§3
(1’ 07 07 17 0) 5154 2 (/7 2)5154 + 6264 + 6155
(0,1,1,0,0) && 2 | (v —2)&&8s + &5 + &b
<07070707 1) 55 1 (7 1)5155 ‘|‘§6

Tabelle 2.2: Auflistung aller Verschiebungspolynome fiir £ = 5.

Wir wollen hier explizit nachrechnen, ob die Verschiebungspolynome linear unabhéngig
sind. Hierfiir schreiben wir eine Linearkombination der Nullfunktion an. Zur Erhéhung
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der Ubersichtlichkeit nummerieren wir die Multiindizes k. Es folgt:

0=ci((v = 5)E& +56&) +ea((v — 4)&16 + 3616 + E6)

+c3((7 = 3)60& + 26168 + £1&) + ca((v — 3)ETES + & + 261683)
+o5((7 — 2)&08 + L&+ &1&) + co((v — 2)&1&8 + & + &)
+ 07((7 —1)&&s + fﬁ)-

1. Schritt: Sei m = 5. Wir schreiben die Linearkombination als Polynom in &5,; an. Da
der Koeffizient vor & verschwinden muss, folgt bereits ¢; = 0.

2. Schritt: Sei m = 4. Wir fassen die Linearkombination als Polynom in &4, auf. Da alle
Koeffizienten bzgl. den einzelnen Potenzen von &5 verschwinden miissen, folgt:

C5£1 =0 = ¢ =0.

3. Schritt: Sei m = 3. Der Koeflizient vor 3,1 muss trivial sein. Wir kénnen folgern:
03§f+06§2:() = c3=0Acg=0.
Obige Implikation gilt, weil die Monome & und &% linear unabhéngig sind.

4. Schritt: Sei m = 2. Wir sortierten das verbleibende Polynom bzgl. &5,1. Da der Koef-
fizient trivial sein muss, folgt:

026? + 6425152 =0 = co=0Acs =0.
Obige Implikation gilt, auf Grund der linearen Unabhiingigkeit der Monome & und &;&,.

5. Schritt: Sei m = 1. Wir sortieren das verbleibende Polynom beziiglich &;,;. Analog zu
den vorherigen Schritten muss der entsprechende Koeffizient trivial sein. Es folgt:

a5 =0 = ¢ =0

Zusammenfassend konnen wir ¢; = ... = ¢; = 0 schlieflen. Damit ist fiir den Fall £k =5
nachgewiesen, dass die Verschiebungspolynome linear unabhingig sind. O

Definition 2.2.29 Sei v > 0 und k£ € N. Dann ist der Operator 4, durch

5. = { Pk — 577)k
T G(€) = Zkelk Ckék = 0,G (&, Eppr) = ZkeIk. Tk

definiert.

Lemma 2.2.30 Sei v > 0 und k£ € N. Dann gilt:

i) Der Operator 4, ist bijektiv und linear.
ii) Es gilt die Inklusion 0,P; C Pyy1.
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iii) Sei Q C R eine offene Menge, u € C**1(Q) mit u > 0 auf Q und G € Py ein
Polynom. Dann gilt:
(0G(EW)), = w5, G(Ew)
iv) Fiir m € N mit £ > m folgt:

P e Qk,m = 57P S Qk+1,m+1-

Beweis:

i) Seien G und H Polynome aus dem Raum P, und sei A eine beliebige reelle Zahl. Wir
stellen G und H als Linearkombination bzgl. Elementen aus B dar:

GE) =) & ud HE) = &tk
kel ke
Unmittelbar aus der Definition von 4, folgt:
keZy keZy ke

Wir kénnen daher auf die Linearitét von d, schlieBen. Aus Lemma 2.2.25 folgt, dass die
Verschiebungspolynome eine Basis von ., Py, bilden. Dies impliziert, dass d, ein injektiver
Operator ist. Aus dim P, = dimd,P, und der Injektivitédt folgt die Surjektivitdt und
somit konnen wir auf die Bijektivitat schliefen.

ii) Da nach i) der Operator ¢., linear ist, geniigt es zu zeigen, dass
Ty € Pk+1 Vk € T,

gilt. Das Verschiebungspolynom 7T} ist eine Summe aus Monomen. Wir betrachten die
(gewichtete) Summe der Exponenten:

k
€ - 114D joki=1+4k
j=1

k
g”15’“-'11'1 k=it l—itk=1+k
il ((+1)-1—i- 14 j-hkj=i+l—i+tk=1+k
Somit ist Ty eine Summe aus Monomen aus dem Raum Py ; und damit selbst ein Element
aus Priq.

Jj=1

iii) Die Verschiebungspolynome wurden so konstruiert, sodass

(W€ (W), = W T(€(w), Era(w) = u7[6,E")(E(u), Eria(u)) Yk €T,

gilt. Nun niitzen wir die Linearitdt von d, aus und erhalten:

(WGEw)), = (u ) e®(w), = D (werg"(w)), = Y cx’[6,€")(E(w), G ()

keTy, keTy, keTy
— [@ 3 s] (E(w), €xin (1)) = w76, G(E(w), € (u).
keTy
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Somit ist iii) bewiesen.

iv) Das Polynom P enthélt nur Monome €%, welche die Variablen &,,1,...,&; nicht
enthalten. Dies bedeutet:

Aus der Definition von Ty folgt, dass die entsprechenden Verschiebungspolynome nicht
von {my2,- .., E&k+1 abhidngen. Da der Operator ¢, als Linearkombination der Verschie-
bungspolynome definiert ist, folgt die gewiinschte Aussage. O

Anmerkung 2.2.31 Lemma 2.2.30 bleibt giiltig, wenn wir nur v € C"*1(Q) mit n < k
voraussetzen, jedoch miissen wir dann fordern, dass G € 9y, gilt. O

Der néchste Satz entspricht dem, was wir als eine systematische partielle Integration
bezeichnen wiirden.

Satz 2.2.32 (Systematische partielle Integration fir a—Funktiona@ Sei u eine klassische
Losung unseres Grundproblems (Definition 2.1.2) mit « > 0 in Q. Dariiber hinaus sei
H, ein a-Funktional mit a-Produktion P,. Dann gilt:

PL) = [ wsig(w) o= [

Q

uH (So(E(w) + 8t sGEW), G (w)) dz VG € .

Beweis: Das erste Gleichheitszeichen folgt aus Lemma 2.2.19. Somit geniigt es zu zeigen,
dass

/QuaJrﬂ(SaJrgG(E(u),ka(u)) dr =0 VG e Py

gilt. Sei G' € Py, beliebig und fest. Mit Lemma 2.1.15 und Lemma 2.2.30 folgt:

= / (u**’G(&(u))), dx = / U504 4G (E(u), G (u)) da.
Q

r=a Q

0=u*"G(€(u)

Da G beliebig war, ist die gewiinschte Behauptung bewiesen. O

Anmerkung 2.2.33 Satz 2.2.32 bleibt giiltig, wenn wir nur u > 0 fordern, jedoch miissen
wir dann voraussetzen, dass die entsprechenden Integranden auf €27 definiert sind. Dies
ist der Fall, wenn o und g hinreichend grofi gewahlt werden. O

2.2.3 Ein Entscheidungsproblem

In diesem Abschnitt mochten wir nun eine Variante présentieren wie entschieden werden
kann, ob fiir eine vorgegebenes o > 0 das entsprechende a-Funktional sogar ein Lyapunov-
Funktional ist. Die Grundlage aller weiteren Uberlegungen bildet Satz 2.2.32. Uns stellt
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sich die Frage, ob ein Polynom G € P, existiert mit:

S0(&) + 0assG(€, &) > 0 V(€ &rr) € RFFL (2.8)

Insbesondere wiirde dies

Palul(t) = [ @2 ( Sul€() +8005GlE ). Gnlw) ) o > 0

>0

>0

implizieren. Somit wire H,[u] monoton fallend in der Zeit ¢ und wir kénnten schlieBen,
dass wir ein Lyapunov-Funktional gefunden hétten. Wir formulieren Ungleichung (2.8)
um, indem wir das Polynom G als Linearkombination von Elementen aus By darstellen.
Wir erhalten die zu (2.8) dquivalente Aussage:

Ien)rer, SR V(€ &) €ERFT = So+ Y T > 0. (2.9)
keTy,

Probleme der Form (2.9) werden auch polynomielle Entscheidungsprobleme genannt. Es
ist hier hervorzuheben, dass die Konstanten cg, mit k € Z, nicht von Interesse sind.
Unser Ziel ist es, Bedingungen fiir o und S zu finden, sodass die entsprechenden Kon-
stanten existieren. In Kapitel 3 werden wir Techniken kennenlernen wie solche Probleme
algorithmisch gel6st werden konnen.

Im Hinblick auf die Losbarkeit von (2.9) ist es sinnvoll den Fall, dass k eine gerade
natiirliche Zahl ist, genauer zu betrachten. Prinzipiell haben wir nur fiir die Randbe-
dingung (RB2) benotigt, dass k ungerade ist. Diese Einschrankung war notig damit die
Randterme bei allen partiellen Integrationen verschwinden (vgl. Lemma 2.1.15 und An-
merkung 2.1.16). Problematisch ist jedoch die Tatsache, dass §,P; C Py gilt. Fiir ein
gerades k € N wiirde dies bedeuten, dass k+ 1 ungerade ist. Wir kénnen somit schlielen,
dass fiir alle I € 7y gilt:

(1) e {1,...,k+1}:j(I) mod 2=1 und g #0,

(vgl. Beweis von Lemma 2.1.15). Dies bedeutet, dass alle Polynome aus dem Raum Py 4
nur aus Monomen besteht, welche immer mindestens einen ungeraden Exponenten ent-
halten. Insbesondere gilt dies fiir das Polynom

So -+ Z Cka, € ’Pk+1.

keTy

Dies macht es schwierig, jedoch nicht unmdéglich, die Konstanten so zu wéhlen, sodass
(2.9) erfiillt ist. Die Schwierigkeit besteht fiir ein gerades k in der Tatsache, dass viele
Monome ,, kompensiert* werden miissen. Dies bedeutet, dass wir viele Zwangsbedingungen
zu erfiilllen haben damit wir das Vorzeichen von Sy + Zkezk ciT), eindeutig bestimmen
konnen. In Beispiel 2.2.38 ist dies illustriert. Selbst fiir den Fall, dass k eine ungerade
Zahl ist, ist das Problem (2.9) nicht immer 16sbar. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 2.2.34 (Normalform) Sei k € N. Ein Polynom G € Py, besitzt Normalform,
wenn fiir jede Variable &;, i = 1,...,k der hochste Exponent in G gerade ist (vgl. [15,
Definition 8]).
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Lemma 2.2.35 Sei k € N. Fiir jedes G € P; in Normalform gilt:

G € Qp k2

Beweis: Wir betrachten ein j > |k/2] + 1. Dann gilt:
j-2>(lk/2]+1)-2>2k—142=k+ 1.
Somit kénnen wir schlieflen, dass fiir jeden Multiindex k € Z
ki <1 Vj>[k/2] +1

gelten muss. Wir schliefen, dass fiir k € Z, die Variablen §|j/2/41,...,& hochstens mit
Exponent 1 in &€* enthalten sein konnen. Da G sich als Linearkombination der &% dar-
stellen ldsst folgt, dass G' von §|x/2)+1, - . ., § unabhéngig sein muss. O

Lemma 2.2.36 Sei k € N. Besitzt das Polynom G € P, keine Normalform, so kann
G()>0 VEeR:
nie erfiillt sein.

Beweis: Da G keine Normalform besitzt folgt, dass ein j € {1,..., k} existiert, sodass die
hochste nichtverschwindende Potenz von ¢; ungerade ist. Wir fassen G als ein Polynom
in der Variable §; auf:

GE) =) &Gi(&, . G G &),
i=0
wobei die G, © = 0,...,k Polynome unabhéngig von ¢; sind und m der héchste nicht-

verschwindende Exponent beziiglich §; ist. Wir definieren:

9i = Gi(nuy o M1, Mty -+ -5 M),

wobei (11, ..., 11, Nj+1,---,Mk) € RF1 so gewiihlt wurde, sodass g, # 0 gilt. Dies ist
moglich, weil m der hochste nicht verschwindende Exponent von §; ist. Es folgt:

lim G (7]17 <oy Mj—1, gj? Mi+1y- - ﬂ?lc) 51.131 § gzé; Sgn(gm) - 00,
j—r00 4
=0

é.j*)OO

lim G(nh I 777j717 5_77 77j+17 o e 777k) = gglzl Zglé-; = _Sgn(gm) + OQ0.
Ay

fj*}*OO
Wiéhlen wir nun §; hinreichend grof§ bzw. hinreichend klein, so nimmt die Funktion

gj — G(nb v 777j717€j777j+17 v 777k)
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unterschiedliche Vorzeichen an. Dies impliziert bereits, dass G(&) > 0 nicht erfiillt sein
kann. a

Anmerkung 2.2.37 Lemma 2.2.36 liefert eine notwendige Bedingung, welche wir niitzen
konnen, um Problem (2.9) zu 16sen. Des Weiteren kénnen wir Lemma 2.2.35 niitzen, um
die Anzahl der Variablen zu reduzieren. Wir miissen die Konstanten so wéhlen, dass das
Polynom

So + Z Ck,Tk

kEIk

unabhéingig von den Variablen §|(411)/2+1,---,&k+1 ist. Stellen wir obiges Polynom be-
ziiglich der Basis By, dar, so konnen wir sofort schlieflen, dass all jene Koeffizienten, die
zu von &) (k+1)/2)+1; - - - » Sk+1 abhingigen Monomen gehdren, trivial sein miissen. O

BEISPIEL 2.2.38 Wir betrachten den Fall £ = 4. In Tabelle 2.3 sind alle zul&ssigen
Multiindizes und die entsprechenden Verschiebungspolynome aufgelistet.

i k ¢ k| T
21(2,1,0,0) && 3 (7 3)5152 + 2665 + &6
31(1,0,1,0) && 2 | (v —2)&8 + &+ 6
4 (07 27 0’ O) gg 2 ('7 2)§1§§ + 2§2§3

5 (07 07 O’ 1) 54 1 (7 1)6154 + 55

Tabelle 2.3: Auflistung aller Verschiebungspolynome fiir & = 4. Diese werden mit dem
Index ¢ nummeriert.

Wir werden fiir ¢ # 0 die Falle

Pi(¢):=c& und Py(€) :=c&+ &

betrachten. Zur Erhohung der Ubersicht nummerieren wir alle Verschiebungspolynome
und die entsprechenden Konstanten und setzten v := o + f3.

i) Fiir Py erhalten wir:

0 So+aTi+...+cT5 =c&i&y
+a (( 4)51 + 4§1§2)
((7 3)5152 + 2§1§2 + 5153)
+ C3((V 2)E76 + &85 + 5154)
ca((v = 2)6163 + 26:83)
((7 IBISTYS 55)
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Es folgt:
0< (v —4)er&] + (der + (7 = 3)e)§06 + (e + (v — 2)e3)E7Es + (2c2 + (v — 2)ca)&i&5
+(cH ez + (v — 1)es)&iéa + (e3 + 2¢4)6283 + 565,

Mit Hilfe von Lemma 2.2.36 und Lemma 2.2.35 folgt, dass die Koeffizienten bzgl. £3&3,
&1&4, &&3 und & trivial sein miissen (vgl. Anmerkung 2.2.37). Wir erhalten folgendes
Gleichungssystem:

o+ (v—=2)e3=0, c+eg+(y—1es=0, c3+2c4,=0 und ¢5=0.
Dies impliziert:
c

cg=(y—2)c, c3=—c, 0425 und ¢5 = 0.

Die Variable & ist im verbleibenden Polynom nur mit ungeraden Exponenten vertreten.
Somit miissen auch die restlichen Koeffizienten trivial sein und wir erhalten die Gleichun-
gen

(v=4)e1 =0, 2(y—2)c+ (v — 2)% =0 und 4+ (y—3)(y—2)c=0.
Die einzige widerspruchsfrei Losung ist durch
ci=0 und ~=2

gegeben. Wir sehen, dass alleine durch notwendige Bedingungen alle Konstanten und
eindeutig bestimmt sind. Wahlen wir ¢y, ..., c5 wie oben angegeben so folgt:

S0+01T1+...+C5T5EO, fir Oé+,6:2

ii) Fiir P, erhalten wir:

0< So+ciTh+...4+csTs =&y + &

+a (( )51 + 45152)

+ e ((7 3)5152 + 25152 + 5153)

+c3((7 — 2)6186 + L& + &)
4((7 2)685 + 25253)

+Cs((7 1)&1& +f5)

Es folgt:

0<((y=4)er +1)& + (der + (v = 3)e2) &6 + (c2 + (v — 2)e3)678s + (202 + (7 — 2)ca) 165
+(c+c3+ (v — 1)es)&&a + (c3 + 2¢4) €283 + ¢5Es.

Analog zu i) kénnen wir in einem ersten Schritt

co=(y—2), c3=—c C4:§ und c5=0

33



schliefen. Im verbleibenden Polynom

(v =4)er + DE + (dey + (v = 3)e2)& + (22 + (v — 2)ea) 165

ist & nur mit ungeraden Exponenten vertreten. Wir kénnen somit analog zu i) schlielen,
dass alle Koeffizienten trivial sein miissen. Dies wiirde jedoch wieder v = 2 und ¢; = 0
implizieren. Wir erhalten einen Widerspruch zu:

(’)/—4)01+1:O.
Somit kénnen wir schlieflen, dass fiir P, keine Konstanten mit
So+celi+...¢c5T5 >0 V(€,§5) € R?

existieren. O

Aus Beispiel 2.2.38 erhalten wir:

Korollar 2.2.39 Sei u eine beliebige klassische Losung unseres Grundproblems fiir k =
4,c#0und P(§) = ¢&4 € Py mit u > 0 in Qp. Dann gilt fiir 5 € (0,2) und o := 2 — f:

P,[ul(t) = Py_glu](t) =0 Vte[0,T].
Dies bedeutet, dass Hy_g ein Lyapunov-Funktional ist.

Beweis: Aus Beispiel 2.2.38 folgt, dass ein Polynom 0,G € d5P5 existiert mit:
So(€) +0:G(€,65) =0 V(&,&5) € R

Wir wenden nun Satz 2.2.32 an und erhalten

Palul(t) = [ 4 So(6(w) do = [ 4 Suf6(w) + 5:6(6(w), & (w) do =0

Q ~~ d

=0

fiir jede klassische Losung u. Somit ist das entsprechende a-Funktional tatséchlich ein
Lyapunov-Funktional. O

2.2.4 Konvexe Sobolev-Ungleichungen

Oftmals mochten wir eine stdrker Abschétzung nach unten fiir die a-Produktion erhal-
ten, z.B. zur Berechnung von Konvergenzraten (vgl. Abschnitt 5.2.2). Wir wollen eine
Abschétzung der Gestalt:

P,[u](t) > kQlu)(t), x>0, (2.10)

wobei () ein Funktional der Form

Qul(0) = [ wF(Ew) dr (2.11)
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ist und F' € Py gelten soll. Das Polynom F' ist so gewihlt, sodass

F(&&1) >0 V(&) € R+

erfiillt ist. Somit muss das Polynom F' zwingend Normalform besitzen und daher von den
Variablen &|(x41)/2)+1, - - - » {k+1 unabhéngig sein. Insbesondere impliziert diese Forderung,
dass der in (Q enthaltene Ableitungsgrad kleiner als k ist. Aus diesem Grund werden auch
Abschétzungen der Form (2.10) als konvexe Sobolev-Ungleichung bezeichnet (vgl. [14,
Definition 1.3]).

Folgendes Korollar liefert eine Variante wie F' gewéhlt werden kann:

Korollar 2.2.40 Sei k € N eine ungerade Zahl. Dann gilt fiir alle f € P11y

f? € Qpsr (k1) 2-

Beweis: Die Aussage ist ein Spezialfall von Lemma 1.3.11. O

BEISPIEL 2.2.41 Sei k = 3. Eine mogliche Wahl von ) wére durch
Qu(®) = [ (W D7).)" da
)

gegeben (vgl. [14, Abschnitt 3.2]). Tatsiichlich besitzt der Integrand die Form u®*? f(&(u))?,
wobei f € Py gilt. Wir leiten ab und erhalten:

(ue)/2), O‘_‘;ﬂu(aw—zvzuz‘

Die zweite Ableitung ergibt sich somit zu:

w2y, @ ;f Ba+t g =2 esma/z2 #umwm/zum
_ etm 2@t B O‘+5_2(%)2+% .
2 2 U u

Quadrieren wir obige Gleichung, so erhalten wir:

(@A) ot (a+8) ((a + 8 -2) ("%)4 +(a+B-2) <%)2"ﬂ + (%)2)

4 4 U

Somit konnen wir

f(&?gz):oﬁz—ﬁ(a—kg—%%r&) und
2 _9\2
Plene) = (I o - 2+ )
schlieflen. O
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Mit Hilfe von Satz 2.2.32 erhalten wir fiir alle G € Py.:

(210) & 0< / u (So(6(w) — KF(E(w)) + Fas sG(E(W), e (u) ) do.

Analog zu Abschnitt 2.2.3 erhalten wir folgendes modifiziertes polynomielles Entschei-
dungsproblem:

cr)ker, SR, Ik € RT 1 V(€, 1) € RM = S) — kF + Z eIy > 0. (2.12)
ke,

Die Losbarkeit von Problem (2.9) impliziert im Allgemeinen nicht die Losbarkeit von
(2.12). Dies ist in Beispiel 2.2.42 illustriert.

BEISPIEL 2.2.42 Das hier vorgestellte Beispiel findet sich auch in [14, Abschnitt 3.2].
Wir betrachten k = 1 und setzen & := &;. Sei F(£) = &2

Wir betrachten das Polynom Sp(€) := (¢ — 1)? und suchen ein £ > 0 mit:
0<So(€) —KF(§) = (€ —1)" —rE* VEER
Dies muss insbesondere fiir £ = 1 gelten. Wir folgern:
0<0-r & 0>&k.

Wir erhalten somit einen Widerspruch zu x > 0. Interpretieren wir xF" als eine beliebig
kleine Storung von Sy, so ist die Nichtnegativitat fiir jedes k > 0 verletzt. O

2.2.5 Zusammenfassung

Wir wollen nun zusammenfassen wie mit den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden
bestimmt werden kann, ob ein a-Funktional ein Lyapunov-Funktional fiir unser Grund-
problem (Definition 2.1.2) ist. Der Algorithmus besteht aus vier Schritten, wobei der
letzte Schritt optional ist:

1. Schritt: Bestimmung der a-Produktion. Die a-Produktion ergibt sich zu:
P, lu](t) := / u*tP Sy (€(u)) da,
Q

wobei Sy(&) = & P(&) gilt.

2. Schritt: Bestimmung der Verschiebungspolynome T}, k € Z;. Die Verschiebungspoly-
nome ergeben sich zu:

Tio(&, &) = (a+ B — |k|)&EF + Z a—gfz'ﬂ.
i=1 ¢
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3. Schritt: Losen des polynomiellen Entscheidungsproblems. Mit Hilfe von Satz 2.2.32
kénnen wir nun die a-Produktion anschreiben als:

PO = [0 (Su(e) + 3 uTide(w) G (0)) do

keZy

Wir wollen die Konstanten cg, k € Z, so wihlen, dass das Vorzeichen vom Integran-
den eindeutig bestimmt ist und das Integral nichtnegativ ist. Dies fithrt zu folgendem
polynomiellen Entscheidungsproblem:

Ierker, CR: V(€ &) €RM = S5+ Y~ T > 0.
keTy,

Dieses Problem kann algorithmisch gelost werden (vgl. Kapitel 3). Mit Hilfe von Lemma
2.2.36 und Lemma 2.2.35 kann das polynomielle Entscheidungsproblem vorher vereinfacht
werden (vgl. Anmerkung 2.2.37).

4. Schritt: Losen des modifizierten polynomiellen Entscheidungsproblems. Sei ein Funk-
tional der Form

Qul(t) = / WP F(E(0), G (u) de, (2.13)

gegeben, wobei I € Pyq ein nichtnegatives Polynom ist. Wir suche eine Abschétzung
der Form:

Polu](t) — sQlu](t) = 0.
Dies fiihrt zu dem modifizierten Entscheidungsproblem:

H(Ck)keIk CR, dk e RT: V(ﬁ,&ﬁ_l) € RIH_I = Sy — kF + Z el > 0,
keZy,

welches mit den gleichen Methoden wie im 3. Schritt gelost werden kann.

Anmerkung 2.2.43 Es stellt sich die Frage, ob der obige Algorithmus alle o > 0 liefert,
fiir die die entsprechenden a-Funktionale gleichzeitig Lyapunov-Funktionale sind. Der
Algorithmus ist so konstruiert, dass der Integrand u®+? (SO+Z keT, cka) nichtnegativ ist.
Dies ist nur eine hinreichende, jedoch keine notwendige Bedingung. Theoretisch wire es
somit moglich, dass die a-Produktion nichtnegativ ist, auch wenn der Integrand negative
Werte annimmt. Fiir den Spezialfall einer Diinnflimgleichung 4. Ordnung lasst sich einfach
zeigen, dass mittels der hier vorgestellten Methode alle o bestimmt werden kénnen (vgl.
Kapitel 5). O

Anmerkung 2.2.44 Es wurde schon erwdahnt, dass sich die entsprechenden Entscheidungs-
probleme algorithmisch 16sen lassen. In Kapitel 4 werden wir ndher darauf eingehen wie
fiir ein beliebiges k € N die Menge 7}, algorithmisch konstruiert werden kann. Dies liefert
auch eine Antwort auf die Frage wie grof3 die Anzahl der Multiindizes in der Menge I},
ist. O
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2.3 «a-Funktionale h6herer Ordnung

Die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Methode kann direkt auf Funktionale erweitert werden,
welche auch Ableitungen der Funktion u enthalten. Wir gehen wie in [15, Abschnitt 5.1.]
VOr.

Definition 2.3.45 (a-Funktional der Ordnung m) FEs gelten die Grundvoraussetzungen
(Definition 2.1.1). Sei m € Ny, > 0 und s € C*(R \ {0}) N C(R) mit:

s'(u) = u®?7t fir w# 0.
Wir definieren:
dom H™ :={u € C(Qr):u#0in Qr}.

Ein Funktional H : dom H! — C([0,T]) wird als a-Funktional der Ordnung m be-
zeichnet, wenn es die Form

20 = 5 [ (@rs(utt,a)” da

besitzt (vgl. [15, Abschnitt 5.1]).

Anmerkung 2.3.46 Es ist oftmals iiblich ein a-Funktional der Ordnung m als ein Ener-
giefunktional zu bezeichnen (vgl. [22, Abschnitt 1.1]). O

BEISPIEL 2.3.47 Eine mogliche Wahl von s(u) wére durch

2
= —_— a/2
s(u) : U

gegeben. Speziell fiir « = 1 und m = 1 erhalten wir:
it = [ (@) do,
Q

Das Funktional H] wird auch Fischer-Information genannt. Das hier angegebene Beispiel
findet sich mit weiterfithrenden Referenzen in [14, Beispiel 1.1]. Q

Definition 2.3.48 («-Produktion der Ordnung m) Es gelten die Grundvoraussetzungen
(Definition 2.1.1). Sei H,, ein a-Funktional. Wir definieren:

dom P :={u e C'(Qr) :u#0in Qr}.

Das Funktional P : dom P! — C([0,T]) bezeichnen wir als a-Produktion von H",
wenn gilt:

PIul(t) =~ Hut, ).
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Lemma 2.3.49 Das a-Funktional der Ordnung m und die a-Produktion der Ordnung m
bilden tatséchlich in die angegebenen Réume ab. Dariiber hinaus gilt fiir alle ¢ € [0, T:

= —/Slagns(u(t,w))@?(s'(u(t,w))ut(t,x)) dr Yu € dom P

Beweis: Der Beweis wird analog zu den Beweisen von Lemma 2.1.8 und Lemma 2.1.14,
mittels majorisierter Konvergenz gefiihrt. Insbesondere sind die Definitionsbereiche so
angegeben, dass die Suprema iiber die entsprechenden Integranden endlich sind. Fiir die
gewiinschte Darstellung von P! ist

10, . Com m /
2 ¢ (OF's(ult, ) = Os(u(t, ) (97" s(u(t, )

= O s(u(t, )00 (s' (u(t, z))u(t, x))

zu beachten. O

2.3.1 «a-Produktionen hoherer Ordnung

Wir wollen nun algorithmisch bestimmen, ob ein a-Funktional der Ordnung m ein Lyapunov-
Funktional ist. Im Wesentlichen gehen wir analog zu Abschnitt 2.2 vor. Wir werden uns
in diesem Abschnitt auf periodische Randbedingungen (RB1) beschrianken.

Sei u > 0 eine klassische Losung unseres Grundproblems mit periodischen Randbedin-
gungen und 2m < k. Wir wenden Lemma 2.3.49 an und integrieren m + 1-mal partiell:

/8"‘ w)O (' (u)uy) da = (—1)2/98;"“3@)8?_1 (s'(w)uy) dz
= (1 [ ms(s s do = (41" [ 027s()s () (T PE)), da
(1) /Q (027 s(u)s'(w)) u " P(E(u)) do. (2.14)

Alle Randterme verschwinden auf Grund der periodischen Randbedingungen. Um den
Integranden zu bestimmen, miissen wir den Ausdruck

(aims(u)s'(u))x
auswerten. Die technische Schwierigkeit besteht in der Tatsache die Ableitung 92™s(u) zu

bilden, weil wir hier 2m-mal die Kettenregel anwenden miissen. Folgendes Lemma liefert
uns das notige Hilfsmittel:

Lemma 2.3.50 (Formel von Faa di Bruno) Es gilt:

ot =3 () oot TT(%)” i (7) = g

leZ, j=1
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wobei die Funktionen s und w hinreichend oft differenzierbar sind und der Ausdruck s(u)
definiert ist (vgl. [25, Abschnitt 3]).

Fiir n € Ny kénnen wir induktiv folgern:

as(u) = s (w) = u> " TS — 1),

wobei zu beachten ist, dass das Produkt {iber eine leere Indexmenge als 1 definiert ist
Wir erhalten:

P s(u) = Z ( ) /2=l ll‘f __1_] H(&M) .

lEIQm
Mit Hilfe von

u—llljﬁ@]ﬁ;!) H o H<aﬂu> :H<81u o

konnen wir 92™s(u) auch ausdriicken als:

1] —2 2m
m o « . 1
s = 3w gt () T1G -1 Ty

Es folgt:

2™ s(u)s' (u)

= Z alo,m, 1) u*=" €., (u).

leIQm

Bilden wir nun die Ableitung nach x und verwenden die Produktregel, so konnen wir
schliefen:

(02ms(u)s'(u)) = Z a(a, m, 1) ((a — D u2u, & (u)+ uo‘*l(fém(u))g).
I€Tom —uaig,

Bereits in Abschnitt 2.2.2 haben wir den Ausdruck (fk (u))z berechnet. Analog folgt

(€ (), = D 22 (@) (Era(0) — 6 (06 0)) =~ WL (1) + D FE W)

i=1
Setzen wir dies wieder ein, so erhalten wir:

(aZm

= 3w alam, ) (o= 1 6 € () + Z‘%?m iar(w)-
lelom
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Dies motiviert nun folgende Definition:

Definition 2.3.51 Sei m € Ny, und « > 0. Fir I € 7, definieren wir:

 (2m)! a , 1y,
7=0 j=1
Das Polynom K™ : R?"*! — R sei durch
a£2m
Eonin = D alayml) ((a =1 [U& £2m+2 e

lelom

definiert.

BEISPIEL 2.3.52 Wir wollen K™ fiir m = 1 berechnen. Die Indexmenge Z, ergibt sich
Zu:

I, = {(27 0)7 (O? 1)}
Es folgt:

ala, 1, (2,0)) (——1)( ) (—!>0 2?(')' ;(a—Q) und
1.

worom= (3 () -
Wir erhalten:

Kl(fl, 527 63) = CL(O&, 1a (27 0)) ’ [(CY - 3)5? + 25152} + a(a> 17 (O’ 1)) ’ [(a - 2)6162 + 53}
= %(O‘ —2)(a = 3)& + 2(a — 2)61& + &,

Der gewiinschte Integrand ergibt sich somit zu:

(=1)™ 2P P(E(w)) (927s(u)s' (w)), = w7 (=1)"*2 P(&(u)) K™(€gppa(w). (2.15)
Definition 2.3.53 Sei Polynom P € P} gegeben, m € Ny mit 2m < k und a > 0. Dann
ist das Polynom Si* durch

gm { R — R
O (& ki) = (1)™P(&) K™(€911)

definiert.
Lemma 2.3.54 Sei u eine klassische Losung unseres Grundproblems (Definition 2.1.2)

mit u > 0 in Q, welche (RB1) erfiillt. Dariiber hinaus sei m € N, mit 2m < k und H™
ein a-Funktional mit a-Produktion P}*. Dann gilt:

Prul(t) = / WS E (), g () dor
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Beweis: Das Lemma ist eine unmittelbare Konsequenz aus Gleichung (2.14) und Glei-
chung (2.15). O

Lemma 2.3.55 Es gilt:
i) Das Polynom K™ erfiillt:
K™ € Papi1.
ii) Das Polynom S§* erfiillt:
50" € Qhtom1,k+1-
Beweis:

i) Die Aussage ist eine direkte Konsequenz aus dem Beweis von Lemma 2.2.30 ii), wenn
wir k durch 2m ersetzen und beachten, dass fiir [ € Z,,, gilt:

3 1 Sin
ii) Die gewiinschte Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz von i) und Lemma 1.3.11.
O

2.3.2 Die Verschiebungspolynome

Wir wollen nun Satz 2.2.32 auf a-Funktionale héherer Ordnung erweitern. Lemma 2.3.55
hilft uns bei der Auswahl der entsprechenden Verschiebungspolynome. Insbesondere diirfen
wir die Ausdriicke &yo(u), ..., Ekromr1(u) nicht verwenden, weil eine klassische Losung
u unseres Grundproblems im Allgemeinen nicht genug Regularitéit besitzt.

Satz 2.3.56 (Systematische partielle Integration fiir o-Funktionale hoherer Ordnung)
Sei u eine klassische Losung unseres Grundproblems (Definition 2.1.2) mit u > 0 in Qp,
welche (RB1) erfiillt. Dariiber hinaus sei m € Ny mit 2m < k und H?" ein a-Funktional
der Ordnung m mit a-Produktion P7*. Dann gilt fiir alle G € Qg iom 4

Palul(t) = [ w i spg(u) do = [ 0 (Su(6(w) + 01l G () do

Beweis: Das erste Gleichheitszeichen folgt aus Lemma 2.3.54. Somit geniigt es zu zeigen,
dass

/w%@wmam@HMMM=OVGe%wm
0
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gilt. Sei G € Qjom  beliebig und fest. Wir wenden Lemma 2.2.30 an, wobei Anmerkung
2.2.31 zu beachten ist. Es folgt:

z=b

0 = u**PG(&(u))

— [ Gew), do = [ w66, G () de

r=a

Der Randterm ist trivial, weil u die Randbedingung (RB1) erfiillt (vgl. Lemma 2.1.15).
Da G beliebig war, ist die gewiinschte Behauptung bewiesen. O

Anmerkung 2.3.57 (Giltigkeit fir w > 0)  Alle Aussagen und Definitionen fiir a-
Funktionale der Ordnung m bleiben giiltig, wenn die Funktion » auch den Wert 0 an-
nimmt. Es muss jedoch gewéhrleistet werden, dass die Ausdriicke

O"s(u), O7s'(u) und  0*™s(u)
auf ganz Qp definiert sind. Dies bedeutet, dass wir
% —n>0

fordern miissen, wenn der Ausdruck 07s(u) fiir eine Zahl n € Ny auftritt. Speziell fiir
Satz 2.3.56 miissen wir zusétzlich sicherstellen, dass der Ausdruck u®*#d,,5G auf Qr
definiert ist. Wir erhalten die hinreichenden Bedingungen:

%—szO und a+ 5 > degG,

wobei deg den Maximalgrad des Polynoms G bezeichnet. O

2.3.3 Ein weiteres Entscheidungsproblem

Wir wenden Satz 2.3.56 an und wollen ein Polynom G € Qj 9y, 1 bestimmen, welches

(ST +0,G) (&, &s1) 20 V(€ &ppr) € RF! (2.16)

erfiillt, womit P™[u] > 0 gewihrleistet ist. Um die Ubersichtlichkeit zu erhohen, definieren
wir:

k
Tievomp = {1k € Liyom : Eprom € Qbtromk}-

Mit Korollar 1.3.10 folgt, dass G die Darstellung
G= D afiom

kejk+27n,k:

besitzt. Aus der Definition von ¢, und Lemma 2.2.30 erhalten wir:

0,G = Z kTl € Qriomit k-

k€ETk12m,k
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Fiir (2.16) erhalten wir nun folgendes Entscheidungsproblem:

H(Ck)keijer,k CR: V(£,£k+1) S RFHL = Sgn + Z ce 1y > 0. (217)

k€ETkrom,k

Mit (2.17) haben wir ein Entscheidungsproblem gefunden, welches uns hilft festzustellen,
ob H]' ein Lyapunov-Funktional ist.

2.3.4 Zusammenfassung

Im Wesentlichen kénnen wir Schritt 1 - Schritt 8 aus Abschnitt 2.2.5 {ibernehmen wir
miissen jedoch beachten, dass wir Sy durch Si* und Zj, durch Jy 2, 1 ersetzen. Wir wollen
nun die Unterschiede zwischen den Entscheidungsproblemen (2.9) und (2.17) zusammen-
fassen:

i) Die Polynome Sy und S{* unterscheiden sich im Grad. Dies bedeutet, dass fiir
die entsprechenden Entscheidungsprobleme unterschiedliche Verschiebungspolyno-
me betrachtet werden miissen.

ii) Das Polynom S; ist von a unabhéngig, jedoch enthilt das Polynom S§* hohere
Potenzen von «. Diese ergeben sich durch die Faktoren a(a, m,l), 1 € Zy,,.

iii) Zur Reduktion der Variablen in (2.17) ist die Substitution v = a+/ nicht zielfithrend.
Dies ist mit ii) zu begriinden.

iv) Die Entscheidungsprobleme (2.9) und (2.17) kénnen mit den selben Methoden gelost
werden.
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Kapitel 3

Polynomielle Entscheidungsprobleme

In diesem Kapitel wollen wir uns ndher mit polynomiellen Entscheidungsproblemen be-
schéftigen. In einem ersten Schritt werden wir den nétigen abstrakten Rahmen aufbauen
und ein entscheidendes Resultat vorstellen. Als néchstes werden wir einen Algorithmus
und die entsprechende Software vorstellen, welche uns hilft unsere Entscheidungsprobleme
zu 16sen. Abschlieend werden wir noch auf den Aspekt eingehen wie einfache Probleme
ohne computergestiitzte Hilfe gelost werden kénnen.

3.1 Elementare Algebra

Dieser Abschnitt ist dem Gebiet der elementaren Algebra gewidmet. Elementare Alge-
bra beschéftigt sich mit theoretischen Aspekten der reellen Zahlen. Die Besonderheit ist,
dass wir in elementarer Algebra ausschlieflich Variablen (vgl. Definition 3.1.1) verwen-
den um einzelne reelle Zahlen zu reprasentieren (vgl. [26, Introduction]). Alle folgenden
Definitionen sind im Rahmen der reellen Zahlen zu verstehen. Im Wesentlichen fassen
wir [26, Abschnitt 1] zusammen.

Definition 3.1.1 (Variable) Die Symbole

r, v Y,y §& und ¢ ¢

werden fiir i € N als Variablen! bezeichnet und stellen Platzhalter fiir jeweils eine belie-
bige reelle Zahl dar.

Definition 3.1.2 (Algebraische Konstanten) Die reellen Zahlen
1, 0 und -1

werden als algebraische Konstanten bezeichnet.

I Prinzipiell kénnte i aus einer beliebigen Indexmenge stammen. Fiir unsere Zwecke geniigt es, dass %
eine natiirliche Zahl ist.
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Definition 3.1.3 (Algebraische Operation) Die Operationen
+ und

werden als algebraische Operationen bezeichnet.

Definition 3.1.4 (Term) Wir definieren einen Term rekursiv. Eine Variable oder eine
beliebige reelle Konstante wird als ein Term der Ordnung 1 bezeichnet. Sei k € N, a ein
Term mit Ordnung m, < k und b ein Term mit Ordnung m,; < k. Dariiber hinaus sei
max(mg, my) = k. Dann werden die Ausdriicke

a+b und a-b

als Terme der Ordnung k + 1 bezeichnet.

Definition 3.1.5 (Tarski-Term) Ein Term, in dem alle vorkommenden Konstanten
algebraische Konstanten sind, wird auch Tarski- Term genannt.

BeISpIEL 3.1.6 Ein Beispiel fiir einen (Tarski-)Term der Ordnung 5 wire durch den
Ausdruck

((m—l—(—l-y))-f)—l—(—l-c)

gegeben. Der rekursive Aufbau des obigen Terms ist in Abbildung 3.1 mit Hilfe eines
Baumes dargestellt.

x .
1y
Abbildung 3.1: Darstellung eines Terms mittels eines Baumes.

Der Ausdruck
\/§ +x

ist ein Beispiel fiir einen Term, welcher kein Tarski-Term ist, weil v/2 keine algebraische
Konstante ist. O

Anschaulich betrachtet bezeichnen wir alle Ausdriicke als Term, welche sich in sinnvoller

Art und Weise aus Variablen, Konstanten und algebraischen Operationen zusammenset-
zen lassen.
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Definition 3.1.7 (Algebraische Relation) Die Relationen
= und >

werden als algebraische Relationen bezeichnet.

Definition 3.1.8 (Atomare Formel) Seien a und b zwei Terme. Ausdriicke der Form
(a=05b) und (a>b)
werden als atomare Formeln bezeichnet.

Unser Ziel ist es, eine Formel zu definieren. Diese ist im Wesentlichen eine Zusammen-
setzung von atomaren Formeln mittels den logischen Verkniipfungen

-, A und V.

Dariiber hinaus werden wir noch den Existenzquantor 3 und den Allquantor V verwenden.
Es sei hier vereinbart, dass wir (3x) und (V) statt (3 € R) und (Va € R) schreiben.

Definition 3.1.9 (Formel) Wir definieren eine Formel rekursiv. Eine atomare Formel
wird als eine Formel der Ordnung 1 bezeichnet. Sei k € N, ® eine Formel der Ordnung
mg < k und O eine Formel der Ordnung mg < k. Dariiber hinaus sei max(mg, me) = k.
Dann werden die Ausdriicke

dPANO und dVO

als Formeln der Ordnung k + 1 bezeichnet. Wenn & eine Formel der Ordnung &k und &
eine beliebige Variable ist , dann bezeichnen wir ebenfalls die Ausdriicke

-, ()P und (VP
als Formeln der Ordnung k + 1.

Definition 3.1.10 (Tarski-Formel) Eine (atomare) Formel, in der alle vorkommenden
Konstanten algebraische Konstanten sind, wird auch (atomare) Tarski-Formel genannt.

Anmerkung 3.1.11 Tarski-Terme und Tarski-Formeln sind der elementaren Algebra zu-
zuordnen, weil hier jede reelle Zahl durch eine Variable représentiert wird. Fiir einen
allgemeinen Term oder eine allgemeine Formel ist dies nicht der Fall. Wir unterscheiden
in diesem Abschnitt explizit zwischen diesen beiden Konzepten, weil wir auf die Origi-
nalarbeit von A. Tarski [26] verweisen mochten. Im Hinblick auf unser Ziel, Lyapunov-
Funktionale zu bestimmen, ist diese Unterscheidung jedoch nicht weiter notig. O

BEeISPIEL 3.1.12 Ein Beispiel fiir eine (Tarski-)Formel der Ordnung 3 wére durch den
Ausdruck

($+y>c)/\(ﬂ(£-—1>0))
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gegeben. Der rekursive Aufbau obiger Formel ist in Abbildung 3.2 mit Hilfe eines Baumes
dargestellt.

A

l—l—\

>

’_I_‘

|
r+y c >

L

£-—1 0

Abbildung 3.2: Darstellung einer Formel mittels eines Baumes.

Weitere Beispiele fiir (Tarski-)Formeln wéren durch
0=1, (Gz)(z>¢ und —-1+z=y

gegeben. Ein Beispiel, fiir eine Formel, die keine Tarski-Formel ist, wire durch

z>V2

gegeben. O

Anmerkung 3.1.18 Es ist moglich, den Allquantor nicht gesondert zu betrachten, sondern
(V) @ als Kurzschreibweise fiir die Formel

—(3z) ()
zu interpretieren. )

Anmerkung 3.1.14 Tarski-Terme und Tarski-Formeln enthalten nur Variablen und alge-
braische Konstanten und keine reellen Zahlen. Wir kénnen jedoch eine natiirliche Zahl n
mit dem Tarski-Term

I14+...+1
——

n mal

identifizieren. Insbesondere kénnen wir eine negative ganze Zahl —n als eine Kurzschreib-
weise fiir den Ausdruck —1-n = —1-(1+...+ 1) interpretieren. Somit ist es prinzipiell
moglich, dass Tarski-Terme und Tarski-Formlen auch ganze Zahlen enthalten. O

Anmerkung 3.1.15 Mit Hilfe unserer algebraischen Relationen und logischen Verkniipfungen
konnen wir Kurzschreibweisen fiir die wichtigsten Relationen einfiihren. Seien a und b zwei

beliebige Terme. Die Relation (@ > b) kann durch

(@>b)V(a=0)
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definiert werden. Eine Implikation a = b kann auch als

—aVb

geschrieben werden. Dies ermoglicht es uns auch eine Aquivalenz a < b iiber
(maVb)A(—bVa)

zu bilden. Somit ist die Menge aller Formeln sehr reichhaltig. O

Definition 3.1.16 (Freie Variable) Wir definieren eine freien Variable rekursiv. Die

Variable £ wird frei in der atomaren Formel ¢ genannt, wenn die Variable £ in ® enthalten

ist. Sei £ € N und sei ® ein Term der Ordnung k. Man nennt ¢ frei in (3x) ¢ (bzw. frei

in (Vz) ®) dann und nur dann, wenn £ frei in ® ist und ¢ nicht die selbe Variable wie

x ist. Dariiber hinaus nennen wir £ frei in =® dann und nur dann, wenn & frei in ® ist.
Seien ® und © zwei Formel, sodass die Formeln

dPAO und dVvVO

von der Ordnung k + 1 sind. Wir nennen ¢ frei in & A © (bzw. frei in ® vV ©) dann, und
nur dann, wenn ¢ frei in ® oder £ frei in © ist.

BEISPIEL 3.1.17 Die Variable £ ist frei in den Formeln
=-1, (BO)E+z=0)A(£=0), und (Fy)(E+y=o0),
jedoch ist & nicht frei in den Formeln
r=-1, (F)E+z=0), und (V) (Iy)(E+y=c)
8}

Definition 3.1.18 (Logische Aussage) FEine Formel ® wird logische Aussage genannt,
wenn ® keine freien Variablen enthélt.

Da logische Aussagen nur wahr oder falsch sein kénnen, ist der Ausdruck (vgl. Anmerkung
3.1.15)

b= 06

sinnvoll. Wenn @ oder © freie Variablen enthélt, muss festgelegt werden, welche Bedin-
gungen fiir alle freien Variablen gelten sollen damit eine Aquivalenz wohldefiniert ist. Dies
fithrt zu folgender Definition:

Definition 3.1.19 (Formeliquivalenz) Seien ® und © Formeln und sei {¢1,...,&,} die
Menge aller Variablen, welche in ® oder © frei sind. Dann nennt man ¢ und © dquivalent,
wenn die logische Aussage?

(V&1) ... (V&) (® < ©)

2Das Symbol < ist im folgenden Ausdruck im Sinne von Anmerkung 3.1.15 zu interpretieren.
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eine wahre Aussage ist. Sind ® und © &quivalent, so schreiben wir auch ¢ < ©.

Fiir eine beliebige Formel © werden wir die Suche nach einer dquivalenten Formel ohne
Quantoren als ein polynomielles Entscheidungsproblem bezeichnen. Der Begriff | poly-
nomiell“ ist damit zu begriinden, dass eine Formel per Definition nur Produkte und
Summen von Variablen enthalten kann. Genau genommen ist die Bezeichnung ,, Entschei-
dungsproblem* nicht korrekt. Als Entscheidungsproblem wiirden wir im klassischen Sinne
die Frage, ob eine logische Aussage wahr oder falsch ist bezeichnen. Wir wollen hier den-
noch diesen Begriff verwenden, weil wir in Abhéngigkeit der freien Variablen entscheiden
mochten, ob eine Formel wahr oder falsch ist.

Definition 3.1.20 (Prdinezform) Wir sagen, dass eine Formel der Form

Pranexform (oder auch Normalform) besitzt, wenn & eine quantorenfreie Formel ist,
welche die Variablen z1, ...,z enthélt und Q);, i = 1,..., k entweder eine Existenz- oder
ein Allquantor ist.

Uns stellt sich nun die Frage, ob jede Formel die nicht Préanexform besitzt zumindest zu
einer Formel in Pranexform dquivalent ist. Dies ist tatsdchlich der Fall und im folgenden
Satz formuliert:

Satz 3.1.21 Fiir jede Formel & existiert eine dquivalente Formel © in Prénexform (vgl.
[18, Theorem 27, Kapitel II].

3.2 Quantorenelimination
Die Grundlage aller weiteren Uberlegungen ist folgender Satz, welcher 1930 von A. Tarski
bewiesen (1948 - publiziert) wurde:

Satz 3.2.22 (Tarski) Sei ® eine beliebige Tarski-Formel. Dann existiert eine Tarski-
Formel U(®) mit den folgenden Eigenschaften:

i) Die Tarski-Formel U(®) enthélt keine Quantoren und nur Variablen, welche bereits
in ® frei sind.
ii) Die Tarski-Formeln ® und U(®) sind dquivalent.

Ist ® dariiber hinaus eine logische Aussage, in der alle vorkommenden Terme Tarski-
Terme sind. Dann ist ® dquivalent zu einer der folgenden Aussagen:

0=0 oder 0=1,
(vgl. 26, Theorem 31 und Theorem 36]).
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Fiir einen Beweis sei auf [26, Abschnitt 2] verwiesen, jedoch ist dieser in Anmerkung
3.2.23 skizziert.

Anmerkung 3.2.23 Wir waren sehr restriktiv mit den betrachteten Relationen. Dies
liegt einerseits daran, dass sich die wichtigsten Relationen wie >, <, <, =, =, <, oder
# durch unsere algebraischen Relationen und logischen Verkniipfung darstellen lassen
(vgl. Anmerkung 3.1.15). Andererseits hat dies auch technische Griinde und liegt an der
Struktur vom Beweis von Satz 3.2.22. Im Folgenden soll nun die Beweisidee vorgestellt
werden.

Wir betrachten eine Tarski-Formel der Form (3x) ®, wobei die Tarski-Formel ® kei-
ne Quantoren enthilt. Die Idee ist es eine Tarski-Formel ® zu konstruieren, welche zu
(3z) ® dquivalent ist und keine Quantoren enthélt. Mit Hilfe von Anmerkung 3.1.13 kann
dies dann auch auf Tarski-Formeln der Form (Vz) ® angewendet werden. Per Induktion
nach der Anzahl der Quantoren folgt das gewiinschte Resultat auch fiir eine allgemei-
ne Tarski-Formeln mit endlich vielen Quantoren. Die Schwierigkeit im Beweis von Satz
3.2.22 besteht in der Tatsache, dass es bereits nichttrivial ist einen einzigen Quantor zu
eliminieren.

Dass der Beweis induktiv gefithrt werden kann, sehen wir am besten ein, wenn wir Formeln
in Prénexform betrachten. Insofern ist es hier von Bedeutung, dass jede Formel tatséchlich
in Normalform umgeschrieben werden kann. O

Obiger Satz besitzt einige interessante Eigenschaften. Es ist hier insbesondere hervorzu-
heben, dass der Beweis von Satz 3.2.22 konstruktiv und algorithmisch ist. Dies bedeutet,
dass die Formel U(®) explizit in endlich vielen Schritten konstruiert werden kann.

Der Ubergang von einer Formel zu einer quantorenfreien Formel wird auch Quantoreneli-
mination® genannt. Den von A. Tarski gefundenen Algorithmus werden wir im Folgenden
Tarski-Algorithmus zur Quantorenelimination oder auch nur Tarski-Algorithmus nennen.
Zusétzlich liefert der Tarski-Algorithmus eine Losung fiir Entscheidungsprobleme. Eine

genau Beschreibung des Algorithmus ergibt sich aus dem Beweis von Satz 3.2.22 und
findet sich in [26, Abschnitt 2].

Wir méchten gerne Probleme der Form (2.9) oder (2.12) im Kontext von elementarer Al-
gebra betrachten. Dies ist jedoch nicht direkt moglich, weil die entsprechenden Polynome
in den Problemen (2.9) und (2.12) reelle Koeffizienten besitzen koénnen. Einerseits hangt
dies von den Polynomen P € P, und F' € P, ab, andererseits konnen sowohl 5 als auch
a konkret vorgegebene reelle Zahlen sein.

Elementarer Algebra bietet uns im eigentlichen Sinne keine Moglichkeit diese Koeffizien-
ten darzustellen. Um dieses Problem zu umgehen, ersetzten wir die entsprechenden Koef-
fizienten durch freie Variablen und merken uns, dass die entsprechenden freien Variablen
fiir einen konkreten Zahlenwert stehen. Dies macht es uns moglich den Tarski-Algorithmus
anzuwenden und wir erhalten eine quantorenfreie Tarski-Formel. Substituieren wir nun
die zusétzlich eingefiihrten freien Variablen durch die entsprechenden Zahlenwerte, so er-

3engl. ,,quantifier elimination “
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halten wir eine quantorenfreie dquivalente Formel. Auch die Bedingungen o > 0,5 > 0
und x > 0 miissen gesondert betrachtet werden.

Nummerieren wir die Verschiebungspolynome mit den Zahlen 1,...,n so wiirde die
Pranexform von (2.9) und (2.12) folgendermafien aussehen:

(3er) ... (Fe) (V) . .. (vgkﬂ)(SO n Xn:ciTi >0Aa>0A8> o), (3.1)

(3k)3cr) ... Ben)(VEL) ... (vgm)(so —kF+Y T2 0Aa>0A8>0Ak> o).
=1

(3.2)

Zusammenfassend konnen wir nun auf die Existenz von Algorithmen schlieffen, welche in
endlich vielen Schritten die Quantoren in Problem (2.9) und Problem (2.12) eliminieren.
Wir erhalten Formeln, welche nur von «, f und x abhéngen. Der Tarski-Algorithmus
hat jedoch den Nachteil, dass dieser sehr rechenaufwendig ist (vgl. [9, Abschnitt 1]). Wir
kénnen somit nur triviale Probleme mit einem annehmbaren Rechenaufwand l6sen. Eine
Abhilfe schafft das von G. E. Collins 1973 entwickelte Verfahren zur Quantorenelimination
mittels einer zylindrischen algebraischen Zerlegung * (vgl. [9]).

3.2.1 Quantorenelimination mittels einer
zylindrischen algebraischen Zerlegung

Wir wollen das Verfahren zur Quantorenelimination mittels einer zylindrischen algebrai-
schen Zerlegung in diesem Abschnitt vorstellen. In einem ersten Schritt werden wir defi-
nieren was wir unter einer zylindrischen algebraischen Zerlegung verstehen. Anschlielend
werden wir das Verfahren kurz skizzieren. Eine ausfiihrliche Beschreibung des Algorith-
mus wiirde den Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen, daher sei fiir Details auf die Ori-
ginalarbeit von G. E. Collins [9] verwiesen.

Definition 3.2.24 (Algebra - mengentheoretisch) Sei €2 eine Menge und bezeichne B(€2)
deren Potenzmenge. Eine Menge A C PB(Q2) heilt Algebra (im mengentheoretischen Sinn),
wenn gilt:

i) ABeA=AUBec,
ii) ABejd=ANBe,
iii) AcA=A=Q\Aec,

(vgl. [19, Definition 2.22. und Lemma 2.23.]).

Definition 3.2.25 (Semialgebraische Menge) Fiir k € Ny bezeichnen wir mit R[¢y, .. ., &]
den Polynomring in den Variablen &, ..., & iiber den reellen Zahlen. Wir betrachten nun

4engl. ,quantifier elimination by cylindric algebraic decomposition®
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folgende Menge:
B = {{s ERF:P(E)>0):Pe R[&l,...,gk]} C PB(RF).

Dariiber hinaus definieren wir 2 C B(R*) als die kleinste Algebra im mengentheoretischen
Sinn, welche B enthélt, das heifit:

A = N ¢.

CCR(RY), BCC,
¢ ist eine Algebra

Eine Menge Q C R* heifit semialgebraisch, wenn 2 € 2 gilt (vgl. [5, Abschnitt 2]).

Definition 3.2.26 (Projektion m; ) Sei k € Ny und [ = 1,... k. Dann ist der Projekti-
onsoperator m; durch

W __{ RF - R
b 52(517"'7&6)'_)(517"‘760

definiert (vgl. [5, Abschnitt 2]).

Mit Hilfe der Projektion m; kénnen wir nun eine zylindrische Zerlegung definieren:

Definition 3.2.27 Sei ® C P(R*) eine Zerlegung von R* in endlich viele zusam-
menhéngende paarweise disjunkte Mengen. Die Zerlegung heifit zylindrisch, wenn fiir
allel =1,... kund alle A € ©® und B € ® gilt:

WI(A):Wl(B) oder WI(A)ﬂﬂ'l(b):Q).

Eine zylindrische Zerlegung heifit algebraisch, wenn sie nur aus semialgebraischen Mengen
besteht. Die Elemente einer zylindrischen algebraischen Zerlegung werden auch Zellen
genannt (vgl. [5, Abschnitt 2]).

BEISPIEL 3.2.28 Sei £k = 1. Wir definieren:

Dy := (2, 00),
D2 = [1, 2],
D2 = (—OO, 1)
Unser Ziel ist es, zu beweisen, dass © := {D;, Dy, D3} eine zylindrische algebraische

Zerlegung von R ist.

1. Schritt: Wir miissen zeigen, dass ® eine zylindrische Zerlegung ist. Die Menge 2
besteht aus disjunkten Intervallen und bildet somit eine Zerlegung von R aus paarweise
disjunkten zusammenhéngenden Mengen. Aus m(D;) = D;, i = 1,2, 3 folgt:

7T1(Di) N 7T1(Dj) = @ Vi 7é ]

Somit ist © tatsdchlich eine zylindrische Zerlegung von R.

23



2. Schritt: Wir miissen zeigen, dass ® nur aus semialgebraischen Mengen besteht. Hierfiir
definieren wir:

Pl(g) 225_27
Py(§) == (£ = 1)(€ - 2),
P(€) = —-§+1

Aus den Darstellungen

D;={¢€R:P(&) >0}, i=13 und
Dy ={¢€R: Py(&) > 0}°

folgt die gewiinschte Behauptung.

Betrachten wir das Polynom P := P5, so kénnen wir sagen, dass die zylindrische al-
gebraische Zerlegung ® von P induziert worden ist. Die Mengen D; und Dj sind die
Zusammenhangskomponenten der Menge

{£€eR: P >0}

und D, ist die einzige Zusammenhangskomponente der Menge

{¢ eR: P(¢) <0}

O

Wir méchten nun die Idee des von G. E. Collins entwickelten Algorithmus vorstellen. Wir
betrachten eine Formel

in Pranexform. Hierbei ist ® eine quantorenfreie Formel in den Variablen &, ..., &, und
r < k. Dariiber hinaus sei A C R[{y,...,&] die Menge aller Polynome, welche in der
Formel ® enthalten sind. Die Menge A induziert eine zylindrische algebraische Zerlegung
D von R*. Die Zerlegung ® besitzt die besondere Eigenschaft, dass das Vorzeichen jedes
Polynoms aus A in jeder Zelle eindeutig bestimmt ist. In Beispiel 3.2.28 ist eine zylin-
drische algebraische Zerlegung mit dhnlichen Eigenschaften fiir ein konkretes Polynom
angegeben. Jeder Zylinder

(D) 1=1,....k, DeD

ist die Vereinigung von endlich vielen Zellen. In jedem Zylinder kénnen nun Allquantoren
und Existenzquantoren wie Konjunktionen V und Disjunktionen A gehandhabt werden
(vgl. [9, Abschnitt 1]). Dies macht es nun moglich eine quantorenfreie dquivalente Formel
zu finden.

Wollen wir Quantorenelimination mittels einer zylindrischen algebraischen Zerlegung an-
wenden, so konnen wir auf folgende konkrete Implementierungen zuriickgreifen:
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e QEPCAD,
e QEPCAD B,

e Wolfram Mathematica.

Hervorzuheben ist, dass G. E. Collins an der Entwicklung von QEPCAD beteiligt war.
QEPCAD B ist eine verbesserte und erweiterte Version von QEPCAD, welche kostenlos unter
https://www.usna.edu/CS/qepcadweb/B/QEPCAD.html erhéltlich ist. In Abbildung 3.3
ist eine typische Ein- und Ausgabe in QEPCAD B angegeben. Weitere Informationen und
weiterfithrende Referenzen zu den jeweiligen Implementierungen finden sich in [5, Ab-
schnitt 4].

Auch die Anwendung des Algorithmus von G. E. Collins ist problematisch. Der Aufwand
ist geringer als beim Tarski-Algorithmus, jedoch ist dieser immer noch enorm. Die Anzahl
der bendtigten Rechenschritte kann nach oben abgeschétzt werden.

Definition 3.2.29 Sei ¥ € N und S C R¥. Dariiber hinaus seien f und g Funktionen
von S nach R. Wir sagen, dass f die Funktion g auf S dominiert, wenn eine Konstante
C > 0 existiert mit:

9(&) <C-f(§) VEE€S,
(vgl. [8, Abschnitt 3]).

Satz 3.2.30 Die Anzahl der Rechenschritte, um eine Formel ® in Pranexform durch
Quantorenelimination mittels einer zylindrischen algebraischen Zerlegung in eine quan-
torenfrei dquivalente Formel zu iiberfithren, wird von der Funktion

N° —» R
(rym,n,d, a) — (20)2 (m)? " dBa

dominiert (vgl. [9, Theorem 17, Abschnitt 4]). Die Bedeutung der einzelnen Parameter
ist in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

Anzahl der Variablen in ¢

Anzahl der in ® enthalten Polynome

Maximalgrad der in ® enthalten Polynome

maximale Léange aller ganzzahligen Polynomkoeffizienten
Anzahl aller in ® enthaltenen atomaren Formeln®

& A3 33

Tabelle 3.1: Bedeutung aller Parameter aus Satz 3.2.30

Wir sehen, dass der Aufwand doppelt exponentiell mit der Anzahl der Variablen wéchst.
Fiir unser urspriingliches Problem zur Bestimmung von Lyapunov-Funktionalen bedeutet

5G. E. Collins fasst den Begriff einer atomaren Formel weiter als A. Tarski. Hier sind atomare Formel,
alle Formeln der Form P o 0, wobei P ein Polynom ist und o € {=,>, >, <, <, #} gilt.
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Quantifier Elimination
in
Elementary Algebra and Geometry
by
Partial Cylindrical Algebraic Decomposition
Version B 1.69, 16 Mar 2012
by
Hoon Hong
(hhong@math.ncsu.edu)

With contributions by: Christopher W. Brown, George E.
Collins, Mark J. Encarnacion, Jeremy R. Johnson

Werner Krandick, Richard Liska, Scott McCallum,
Nicolas Robidoux, and Stanly Steinberg

Enter an informal description between ’[’ and ’]’:
[QE for a 4th order thin film equation]

Enter a variable list:

(a,b,c1,c2,c3,x1,x2,x3,x4)

Enter the number of free variables:

2

Enter a prenex formula:

(E c1)(E c2)(E c3)(A x1)(A x2) (A x3)(A x4)[ - x1 x3
+ ¢l ((a+ Db - 3) x174 + 3 x1°2 x2)

+ ¢c2 ((a+ b - 2) x172 x2 + x2°2 + x1 x3)

+ ¢c3 ((a+ b -1) x1 x3 + x3) > 0 ].

Before Normalization >

finish

WARNING! Projection factor b2 c272 + 2 a b c272

-4 b c272 + a™2 ¢c272 - 4 a c272 + 4 c272

+ 2 b cl c2 + 2 acl c2 + 9 cl172

is everywhere zero in the cylinder over the cell (1,8,4)
of postive dimension. The McCallum projection may not
be valid.

An equivalent quantifier-free formula:
b+a-3<=0/\2Db+2a-3>>20
=====================  The End =======================

Abbildung 3.3: Darstellung einer typischen Ein- und Ausgabe in QEPCAD B. Die mit
blau hervorgehobene Formel dient zur Bestimmung von Lyapunov-Funktionalen fiir eine
Dinnfilmgleichung 4. Ordnung (vgl. Kapitel 5). Es ist zu beachten, dass E bzw. A fiir eine
Existenz- bzw. einen Allquantor steht.
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dies, dass der Aufwand doppelt exponentiell mit der Anzahl der Verschiebungspolynome
wachsen wird, weil jedes Verschiebungspolynom T}, eine Variable ¢ induziert (vgl. Kapitel
4).

Satz 3.2.30 liefert uns zusétzlich eine Menge an Parametern, welche wir optimieren
konnen, bevor wir unsere polynomiellen Entscheidungsprobleme 16sen. Lemma 2.2.35
und Lemma 2.2.36 liefern uns Zwangsbedingungen, um die Anzahl der Variablen zu mi-
nimieren. Dariiber hinaus kénnen wir die Variablen a und g zu einer einzigen Variable
v := a+ f zusammenfassen. Um die Anzahl der atomaren Formeln zu reduzieren, kénnen
wir versuchen die Bedingungen o > 0 und # > 0 in (3.1) und (3.2) wegzulassen. Nach der
Quantorenelimination miissen wir jedoch das Ergebnis auf eventuelle Widerspriiche (zu
diesen beiden Bedingungen) iiberpriifen. Die Hilfsresultate aus Abschnitt 3.2.2 kénnen
auch verwendet werden, um weitere Variablen zu reduzieren.

3.2.2 Hilfsresultate

Im Hinblick auf den benétigten Aufwand ist es oftmals niitzlich die Quantorenelimination
selber durchzufithren. Wir wollen hier drei Resultate vorstellen, welche sich hierfiir als
niitzlich erweisen werden und aus [15, Abschnitt 3] entnommen wurden.

Lemma 3.2.31 Sei P(§) = a1£? + a2€ + a3 € R[¢]. Die Formel
(a1 =0Aaz=0Aaz>0)V (a; >0A4aia3 — a3 > 0) (3.3)
ist eine zu
(V¢) P(§) =0 (3.4)

dquivalente quantorenfreie Formel.
Beweis:

i) Wir wollen (3.3) = (3.4) zeigen. Gelte (a1 = 0 Aaz = 0 Aag > 0), dann folgt
P(&) = ag > 0. Dies impliziert bereits (3.4).

Sei nun (a; > 0A4ajas—a3 > 0) erfiillt. Die (komplexen) Nullstellen von P sind gegeben
durch:

—ay £ /a3 — 4ajaz

Ma = (3.5)

2&1
Fiir 4a,a3 — a2 = 0 besitzt P genau eine doppelte Nullstelle 7. Es folgt:
P& = —n)?>0.
&) ap (§—mn)° >
>0 >0

Ist 4a1as — a2 > 0 erfiillt, so besitzt P keine reelle Nullstelle. Aus a; > 0 folgt, dass der
Graph von P komplett oberhalb der {-Achse verlduft und somit (3.4) impliziert wird.
Insgesamt erhalten wir die gewiinschte Implikation.
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ii) Wir wollen (3.3) <= (3.4) zeigen. Wir unterscheiden die Fille a; = 0 und a; # 0 .
Gelte a; = 0 dann wird P(§) = a9 + a3 impliziert. Aus (3.4) folgt bereits
a9 = 0A as Z O,

weil £ nur noch mit einem ungeraden Exponenten in der Formel enthalten ist (vgl. Lemma
2.2.36).

Betrachten wir nun den Fall a; # 0. In einem ersten Schritt wollen wir beweisen, dass
(3.4) impliziert, dass P hochstens eine doppelte Nullstelle besitzen kann. Nehmen wir an,
dass P zwei verschiedene Nullstellen 7, und 7y besitzt. Diese Nullstellen sind so indiziert,
dass 11 < m gilt. Das Polynom P lésst sich dann durch

P(&) = ar(§ —m)(§ — m)

darstellen. Wir wéhlen £ € (11,72) und € € (1, 00). Es folgt:

P(§) = a1 (£ —m) (£ —n2),
=0 20

P(E) = (5—771)5—772)-
>0 >0

Dies impliziert:

sgn(P(¢)) = —sgn(ar) und  sgn(P(€)) = sgn(ar).

Da sgn(a;) # 0 gilt, folgt, dass P zwei verschiedene Vorzeichen annimmt. Dies ist ein
Widerspruch zu (3.4). Somit besitzt P unter den gegebenen Voraussetzungen hochstens
eine doppelte Nullstelle. Fiir die Diskriminante (vgl. Gleichung (3.5)) folgt:

ag —4aias <0< 4ajas — ag > 0.

Zusitzlich konnen wir aus (3.4) folgern, dass a; > 0 gelten muss und wir erhalten die
gewiinschte Implikation.

Fassen wir i) und ii) zusammen dann erhalten wir die gewiinschte Aquivalenz von Formel
(3.3) und Formel (3.4). O

Lemma 3.2.32 Sei P(&,&) = a1&] + ao€ils + azés € R[E, &) Die Formel
(a3 > 0A4dajaz —a3 >0)V (aa=0Aaz3=0Aa; >0) (3.6)
ist eine zu

(V€1)(V€2) P(&1,62) = 0 (3.7)

dquivalente quantorenfreie Formel.
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Beweis: Fiir & = 0 gilt:
(V&) P(0,&) = azés >0 & az > 0.

Somit kénnen wir uns auf den Fall £ # 0 beschranken. Wir erhalten das dquivalente
Problem:

(V& € R\ {0}) (V&) P(&1,&2) =2 0Aaz > 0.
Dividieren wir durch & und definieren die neue Variable

_ &
xr = =2
1

so erhalten wir die dquivalente Formel:
(Vx) asz® + asx +a; > 0.

Insbesondere ist as > 0 eine notwendige Bedingung damit die obige Formel giiltig ist
und kann daher weggelassen werden. Wenden wir nun Lemma 3.2.31 an, so erhalten wir
direkt die gewiinschte Aussage. O

Lemma 3.2.33 Sei P(,6,8) = i) + @il + a3 + adi&s + as&ilels + & €
R[&1, &9, &3] Die Formel

(4a4 —a: > 0 Adajas — a1a — a5 — a3a, + azasas > 0) (3.8)

V (4a4—a§:()/\2a2—a3a5 :0/\4al—a§ ZO)
ist eine zu
(V€1)(VE2)(VE3) P(&1,&2,&3) = 0 (3.10)
dquivalente quantorenfreie Formel.
Beweis: Fiir & = 0 gilt:
(V&) (VE3) P(0,&,&) = &5 > 0.

Somit kénnen wir uns auf den Fall & # 0 beschranken. Wir wollen die urspriingliche
Formel in eine Gestalt bringen, sodass wir Lemma 3.2.31 anwenden koénnen. Sei also
&1 # 0 dann ist die urspriingliche Formel dquivalent zu:

(V&1 € R\ {0})(VE:)(VEs) P(&1,82,85) = 0.

Wir dividieren durch £% und definieren die neuen Variablen

_ & _ &
y:=- und z:= .
&1 i
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Somit erhalten wir die dquivalente Formel:

(Vy)(V2) (a1 + agy + asz + auy® — asyz + 2*) > 0.

(& J
-

=:G(y,2)

Wir fassen G als ein quadratisches Polynom in z auf:
Gy, 2) = 2 + (as + asy)z + (a1 + agy + asy?).

Wenden wir Lemma 3.2.31 auf (Vz) G(y, z) an, so erhalten wir die zu (3.10) dquivalente
Formel:

(Vy) 41 (a1 +azy + asy?) — (az + a5y)21 > 0.

=:H(y)

Wir koénnen das quadratische Polynom H darstellen, als:
H(y) = a1y® + agy + as,
wobei wir
ay := 4ay — a?, Qg = 4day — 2azas und as := 4a; — ag
definiert haben. Wenden wir wieder Lemma 3.2.31 auf (Vy) H(y) an, so erhalten wir:
(3.10) & (a1 > 0Adaaz —a3) V (@ =0Aax =0Aaz > 0).

Nun miissen wir fiir aq, as und asz einsetzen und erhalten direkt das gewiinschte Resultat.
Insbesondere ist zu beachten, dass

4a1as — a3 = 16(4ajay — a1a2 — a3 — aiay + asasas)

gilt. O
Anmerkung 3.2.34 Die Polynome in Lemma 3.2.32 und Lemma 3.2.33 sind Beispiele fiir
Polynome aus dem Raum Pz bzw. Ps in Normalform. Wir werden die entsprechenden

Lemmata verwenden, um Lyapunov-Funktionale zu bestimmen indem wir die Quantore-
nelimination ohne computergestiitzte Hilfe durchfiihren. O
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Kapitel 4

Computergestiitzte Aspekte

Ziel dieses Kapitels ist es, die Anzahl der zulédssigen Multiindizes in der Menge Z; zu
bestimmen. Dies liefert uns eine Antwort auf die Frage wie viele Verschiebungspolynome
existieren und kénnen wir niitzen, um den benétigten Aufwand fiir unsere polynomiellen
Entscheidungsprobleme nach oben abschétzen zu kénnen. Insbesondere ist das asympto-
tische Wachstum der Anzahl an Variablen von Interessen.

Prinzipielle kann unser Verfahren zur Bestimmung von Lyapunov-Funktionalen vollstandig
von einem Computer durchgefithrt werden. In Kapitel 3 haben wir bereits Programme
zur Losung von polynomiellen Entscheidungsproblemen kennen gelernt. Um die entspre-
chenden Entscheidungsprobleme aufzustellen, miissen wir alle Verschiebungspolynome
berechnen. Hierfiir benotigen wir alle zuldssigen Multiindizes k € Z. Diese konnen fiir
beliebiges k£ € N algorithmisch berechnet werden.

4.1 Diophantische Gleichungen

Wir haben alle zuléissigen Multiindizes k € N¥ als Losung der Gleichung

dicki=k (4.1)

charakterisiert. Dies ist ein Spezialfall folgenden Typs an Gleichungen:

Definition 4.1.1 (Lineare diophantische Gleichung) Seir € Ny, n € Nund (a;);=1,. , C
Z. Wir bezeichnen eine Gleichung der Form

r

i=1

als eine lineare diophantische Gleichung und k = (ky,...,k,) € Z™ als dessen Losung
(vgl. [7, Abschnitt 1]).
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Unsere urspriingliche Gleichung ist somit eine lineare diophantische Gleichung mit a; =
1,7 = k und n = k. Die Anzahl der nichtnegativen Losungen kann bequem per Formel
angegeben werden:

Satz 4.1.2 Die Anzahl der nichtnegativen Losungen J(n) von (4.2) ist gegeben durch:

L d"y
n! dan

J(n) =

—(0) mit ¢(z) ::H !

L] — g’
(vgl. [21, Abschnitt 1]).

1

Beweis: Wir entwickeln (1 —2%)~" in eine geometrische Reihe. Es folgt:

1
1 — e

Zx““ fir = e (-1,1).

WMg

Induktiv kénnen nun alle hheren Ableitungen bestimmt werden:

CZL‘T:”‘ 1 — ga - dx™ Z W = Z a;j - e a) —m+ 1)3:“1‘]-_777/‘

Der einzige nichtverschwindende Summand an der Stelle z = 0 muss die Bedingung
a;7 —m = 0 erfiillen. Dies impliziert:

am 1 = )
dl'_ml—;pai :Z<az‘]aﬂ_m+1 aij;m — Zm 5a1]m
Wir erhalten:
am 1 _fml fir3j eN: a;j =m
dzm 1 —z%| _, 1 0 sonst.

Durch Anwendung der Produktregel auf ¢(x) folgt:

Lodh 1
n‘lZ I!- l' dxll—xal le Z'Hl Zl’
|l€|§n lel leL

wobei die Indexmenge £ definiert ist als:
L:={leN:|l|]=n,Vi=1,...,r 35, e N: a;5; = [;}.

Die Bedingung |l| = n impliziert, dass j = (j1,...,, ) fiir alle I € £ eine nichtnegative
Losung von (4.2) ist. Andererseits impliziert jede nichtnegative Losung k von (4.2) einen
Multiindex € L iiber:

li::aiki, Z.:].,...,T’.
Zusammenfassend konnen wir schreiben:

Jn)= > 1 (4.3)
keN"
arki+...4arkr-=n
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Dies schliefit den Beweis ab. O

Anmerkung 4.1.3 Satz 4.1.2 liefert das gewiinschte Resultat, jedoch ist die Berechnung
der Ableitung problematisch, weil sich diese nicht in einfacher geschlossener Form dar-
stellen lasst. Um dieses Problem zu umgehen, haben wir im Beweis die entsprechenden
Briiche in Potenzreihen entwickelt, weil sich so die gewiinschten hoheren Ableitungen
einfach berechnen lassen. In der Praxis bedeutet dies jedoch, dass eine Potenzreihenent-
wicklung nicht zielfiihrend ist, wenn wir mittels Satz 4.1.2 die Anzahl an nichtnegativen
Losungen bestimmen wollen, weil wir bereits die gesuchte Anzahl kennen miissten, wenn
wir Gleichung (4.3) auswerten wollen. O

Mochten wir Satz 4.1.2 anwenden, so konnen wir die gesuchte Ableitung mittels eines
Computeralgebrasystems (z.B. Maple oder Wolfram Mathematica) berechnen. In [21] ist
eine weitere Variante vorgestellt wie die gesuchte Anzahl an Losungen von (4.2) berechnet
werden kann.

Die Theorie iiber lineare diophantische Gleichungen liefert iiberdies auch noch Lésungs-
algorithmen (vgl. [7]). Hier gilt jedoch zu beachten, dass Gleichung (4.2) im Allgemeinen
abzéhlbar viele Losungen besitzt. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 4.1.4 (Minimale Losung) Auf der Menge N” ist iiber

eine Teilordnung definiert. Wir nennen eine Losung k € N” von (4.2) minimal, wenn sie
minimal beziiglich der obigen Teilordnung ist (vgl. [7, Abschnitt 1]).

Anmerkung 4.1.5 Seien I und k zwei verschiedene nichtnegative Losungen von (4.1).
Dann gilt:

326{1,,l{f}l7,<k7,:>3]€{1,,k’}\{l}lz>k'z

Somit sind 7 und k nicht bzgl. der Teilordnung auf Z* vergleichbar. Dies impliziert, dass al-
le nichtnegativen Losungen von (4.1) minimal sind. Da minimale Losungen per Definition
nichtnegativ sind, folgt, dass alle nichnegativen Losungen unserer Bestimmungsgleichung
(4.1) durch die Menge 7, beschrieben werden. O

Entscheidend ist, dass die Menge aller minimalen Losungen von (4.2) immer endlich ist
(vgl. [7, Lemma 1]). Entsprechende Losungsalgorithmen konnen daher in sinnvoller Art
und Weise alle minimalen Losungen berechnen. Mit Anmerkung 4.1.5 folgt, dass wir
die Menge Z; algorithmisch bestimmen konnen. Diese Vorgehensweise besitzt jedoch den
Nachteil, dass die Uberpriifung, ob eine gefundene Lsung tatsichlich minimal ist den
meisten Aufwand in entsprechenden Algorithmen fiir lineare diophantische Gleichungen
beansprucht (vgl. [7, Abschnitt 2]).
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4.2 Ein Partitionierungsproblem

Lineare diophantische Gleichungen bilden einen allgemeinen Rahmen in dem unsere Be-
stimmungsgleichung (4.1) gelost werden kann. Die Resultate aus dem vorherigen Ab-
schnitt sind jedoch fiir unsere Zwecke nur bedingt brauchbar. Dies ist damit zu begriinden,
dass wir die konkrete Darstellung von (4.1) nicht berticksichtigt haben, sondern die all-
gemeinere Gleichung (4.2) betrachtet haben.

Definition 4.2.6 (Partition) Sei k € Ny. Wir nennen b = (by,...,b,) eine Partition
von n, wenn gilt:

bl => b=k und be(N,),
i=1
wobei wir zusétzlich noch fordern, dass

by >by...>b,

erfiillt ist (vgl. [23, Kapitel 15]).

Definition 4.2.7 (Partitionsfunktion) Sei k € Ny. Die Anzahl an moglichen Partitionen
bezeichnen wir mit p(k) und die Abbildung

N, — N,
kv p(k)

bezeichnen wir als Partitionsfunktion (vgl. [23, Kapitel 15]).

Ein Partitionierungsproblem und Gleichung (4.1) kénnen wir im Wesentlichen als unter-
schiedliche Beschreibung des gleichen Problems bezeichnen. Jede Partition b der Zahl k
induziert durch

ki:‘{je{l,...,r}:bj:i}, i=1,.. k

einen zuldssigen Multiindex k € Zj. Andererseits erzeugt jeder zuldssige Multiindex k €
7i ein Partition der Zahl k iiber:

k

k+"'+k+“'+2+"'+2+1+"'+1:Zi'ki:k-
%,—/ . ~- (. ~ _ A
kj, mal ko mal k1 mal =1

Wir erhalten:

Lemma 4.2.8 Sei k € Ny, r =k und a; =4, Vi =1,..., k. Dann gilt:
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Fiir unsere Zecke ist wichtig, dass die Anzahl an moglichen Partitionen rekursiv und
asymptotisch angegeben werden kann:

Satz 4.2.9 Sei k € Ny. Dann gilt:

i) Die Partitionsfunktion erfiillt die Rekursion

k

k-pk) = Z vp(k —v-n).
ek

ii) Die Funktion
RNIEL

4+/3k

Papp : Nx = Ny 1 k—
ist asymptotisch gleich zu p, das heifit es gilt:

lim
k—o0

p(k) |
papp(k)‘ -

Wir schreiben auch pg,, ~ p.

Es sei hier auf [23, Kapitel 15] fiir Beweise und weiterfithrende Referenzen zu Satz 4.2.9
verwiesen. Der Ausdruck pg,, ~ p wird auch Hardy-Ramanujan Formel genannt.

Satz 4.2.9 und Satz 4.2.9 beantworten die Frage nach der Anzahl der zulédssigen Multi-
indizes k € Zj, vollstéandig. Wir haben zur Berechnung sowohl eine Formel, als auch eine
Rekursion und eine asymptotische Formel zu Verfiigung. In Tabelle 4.1 wurde p und pgyp,
fiir einige Werte von k berechnet.

k|1 2345 6 7 8 9 10 11
plk) |1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56
Pap(k) |2 3 4 6 9 13 18 26 35 48 65

Tabelle 4.1: Auflistung von p(k) und pe,(k) fiir verschiedene Werte von k. Um die
Ubersicht zu erhoéhen, wurden die Werte von pq,, (k) auf die néchste ganze Zahl gerundet.

Die asymptotische Formel p,,, ist fiir uns von Interesse, weil wir schliefen kénnen, dass
die Anzahl der Verschiebungspolynome schneller als jedes Polynom wichst. Im Hinblick
auf Satz 3.2.30 ist dies ungiinstig.

Unter diesem Aspekte ist es sinnvoll einen anderen Algorithmus zu suchen, um die Quan-
torenelimination durchzufithren. In [2, Kapitel 14] ist solch ein Algorithmus angegeben.
Auch hier ist der Aufwand exponentiell in der Anzahl der Variablen, jedoch nicht doppelt
exponentiell. Der Nachteil an dem in [2] vorgeschlagenen Algorithmus ist, dass wir auf
keine konkrete Implementierung zugreifen kénnen.
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Fiir Partitionierungsprobleme existieren geeignete Losungsalgorithmen (vgl. [27]), wel-
che wir verwenden kénnen, um alle zuldssigen Multiindizes k € Z; zu berechnen. Es
ist insbesondere hervorzuheben, dass Algorithmen existieren, die dies in O(k - p(k)) Re-
chenschritten bewerkstelligen (vgl [27, Abschnitt 7]). Im Anschluss miissen wir nur die
erhaltenen Partitionen in zuldssige Multiindizes umschreiben. Pro Partition brauchen wir
hierfiir maximal k-Rechenschritte, daher ist hier nicht mit einem wesentlichen Mehrauf-
wand zu rechnen. Ein entsprechender Algorithmus ist aus Griinden der Vollstandigkeit
in Algorithmus 1 angegeben.

Algorithm 1: Umschreiben einer Partition in einen zuldssigen Multiindex.
Input : Eine Partition b der Zahl k
Output: Ein zulassiger Multiindex k
k:=(0,...,0); // ein Vektor der Linge k
foreach b € b do
| K[b] = K[b] + 15
end
return k;

4.3 Zusammenfassung

Eine vollstéindige Implementierung des in Kapitel 2 vorgestellten Algorithmus zur Be-
stimmung von Lyapunov-Funktionalen ist méglich. Folgende Probleme treten jedoch auf:

i) Die Machtigkeit der Menge Z; wéchst schneller als jedes Polynom in k.
ii) Algorithmen zur Quantorenelimination sind sehr rechenaufwendig.

Von einer konkreten Implementierung kénnen wir daher nur fiir kleine k£ € N eine annehm-
bare Rechenzeit erwarten. Fiir eine Diinnfilmgleichung 6. Ordnung (k = 5, vgl. Kapitel
5) ist bereits das Rechenlimit auf einem handelsiiblichen Computer erreicht (zwei Prozes-
sorkerne je 2,5 GHz und 4 GB Arbeitsspeicher). In einem Vorverarbeitungsschritt sollte
immer die Anzahl der Variablen in (3.1) und (3.2) reduziert werden (vgl. Abschnitt 3.2.1),
um den Rechenaufwand zu minimieren.

Anmerkung 4.3.10 Die in diesem Abschnitt betrachteten Aspekte sollten von uns auch
beachtet werden, wenn wir den Algorithmus ohne computergestiitzte Hilfe durchfiihren.
Einzelne Teile, wie z.B. die Berechnung der zuldssigen Multiindizes oder die Bildung
der Verschiebungspolynome, kénnen auch fiir groe k£ € N effizient an einen Computer
ausgelagert werden. O
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Kapitel 5

Diinnfilmgleichungen

Unser Ziel fiir dieses Kapitel ist es, Lyapunov-Funktionale fiir Diinnfilmgleichungen 4.
und 6. Ordnung zu bestimmen.

5.1 Ein Existenzresultat

Satz 5.1.1 (Ezistenzsatz) Seim € Ny, T > 0,8 > 1 und (—ag, ag) C R ein beschrianktes
Intervall. Wir definieren:

Q:=(—ap,ap) und Qp:=(0,7) x Q.
Wir betrachten das Problem:

Gesucht ist eine Funktion u : Qr — R mit:

- a2m+1u )
w= (0" (1 Gme), 9, (5.1)
u(0) =wuy in Q,
und der Randbedingung:
Oty =0, i=0,...,m auf (0,7)x 9. (5.2)

Dann existiert fiir jede Anfangsbedingung uy € H™ eine Funktion v € C(Qr) mit folgen-
den Eigenschaften:

i) Die Funktion w ist eine klassische Losung von (5.1) auf der Menge:
wr = Qr \ {u=0}u{t =0}).
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Dies bedeutet, dass gilt:
u € Clwy),
Ou € Clwy) fiir i=0,...,2m+2,

wobei die obigen Ableitungen im klassischen Sinn aufzufassen sind.
ii) Die Randbedingung (5.2) ist auf (0,7") x 0Q \ {u = 0} punktweise erfiillt.
iii) Es gilt:

iv) Fiir alle ¢ € C%(Qr) mit
supp (., 2) € (0,T) Vr e

gilt:
82m+1

fj wpy dx dt + jf ]u!ﬁwmﬁgom dx dt = 0.
Qr wr

(vgl. [4, Theorem 3.1 und Theorem 7.1}).

Anmerkung 5.1.2 Fordern wir zusétzlich die Bedingung u > 0, so besitzt (5.1) die Form
unseres Grundproblems (Definition 2.1.2) mit:

P(&) = (=1)"&mi1 € Pomyr-

Gleichungen dieser Form konnen wir auch als Dinnfilmgleichung der Ordnung 2m + 2
bezeichnen. Fiir m = 1 erhalten wir die Diinnfilmgleichung 4. Ordnung, welche wir bereits
in Kapitel 1 kennen gelernt haben. Fiir m = 2 erhalten wir die Diinnfilmgleichung 6.
Ordnung, welche in diesem Kapitel genauer betrachtet wird. O

Anmerkung 5.1.8 Satz 5.1.1 impliziert einen Regularitétsgewinn auf der Menge wyr, weil
die Anfangsbedingung nur ug € H™(Q) erfiillen muss. Mit dem Einbettungssatz von
Sobolev (vgl. [1, Abschnitt 8.13]) folgt insbesondere, dass die Anfangsbedingung nur aus
dem Raum C™71(Q) ist, jedoch ist u eine klassische Losung auf der Menge wr-. O

Eine heuristische Betrachtung von Gleichung (5.1) legt die Vermutung nahe, dass wir mit
einem Regularititsverlust an jenen Punkten rechnen miissen an denen die Diffusion |u|?
verschwindet. Satz 5.1.1 untermauert diese Vermutung. Da wir klassische Losungen auf
Qr betrachten wollen, miissen wir gewihrleisten, dass {u = 0} = () gilt. Im niichsten Satz
ist ein entsprechendes Resultat vorgestellt:

Satz 5.1.4 (Nichtnegativitit) Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.1.1 und zusétzlich
soll ug > 0 erfiillt sein. Wir definieren:

4 firm=1
g* = % fiir m = 2
g fir m > 3.

Dann gilt fiir die Losung v aus Satz 5.1.1:
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i) Fir 1 < g < 2 gilt:
uw>0 in Qp.
ii) Fir 2 < p < p* gilt:
u>0 in Qr und meas({u=0})=0.
iii) Fir 5* < g gilt:
u>0 in Qp.
iv) Fiir 8 > 4 ist die Losung u eindeutig,.

(vgl. [4, Theorem 4.1 und Theorem 7.2}).

Kombinieren wir Satz 5.1.1 und Satz 5.1.4, so konnen wir fiir hinreichend grofle 5 auf die
Existenz von klassischen Losungen fiir Gleichung (5.1) schlielen sofern wir eine positive
glatte Anfangsbedingung voraussetzen, welche die entsprechende Randbedingung erfiillt.

Anmerkung 5.1.5 Wollen wir nicht nur ein symmetrisches Intervall, sondern ein be-
schrianktes nichtleeres Intervall der Form (a, b) betrachten, so kénnen wir dies mit einer
linearen Transformation in x und ¢ bewerkstelligen. Fiir ein beliebiges ag > 0 definieren
wir:

C = und d:= —

Wir konnen somit die neuen Variablen

F:=cr+d und t:=c""%t

betrachten. Die Gleichung

a2m+1u

szW%M%ﬁgﬂxm (0,T) x (a,b)

geht durch die entsprechende Koordinatentransformation iiber in

c””wzﬁwﬂ4ﬂﬂﬁ ) i (0, 2T) x (—ag, ap).

Kiirzen wir den entsprechenden Faktor auf beiden Seiten, so konnen wir nun problemlos
Satz 5.1.1 und Satz 5.1.4 anwenden. O

5.2 Eine Diinnfilmgleichung 4. Ordnung

Wir betrachten eine Diinnfilmgleichung 4. Ordnung:

Uy = — (uﬁuazxz)ﬂw
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mit § > 0 (vgl. Abschnitt 1.2). Im Kontext unseres Grundproblems (Definition 2.1.2)
ergibt sich das Polynom P zu:

P(E) = —&.

Die Funktion u(t, z) kénnen wir als Hohe eines (newtonschen) Fliissigkeitsfilms interpre-
tieren. Fiir Aspekte der Modellierung sei auf [10, Abschnitt 7.11] verwiesen. Als mogliche
Anwendung ergeben sich z.B. Hele-Shaw-Fliisse (vgl. [24, Abschnitt VI.D]).

Die Bedingung u(t, z) = 0 entspricht einem Riss im Fliissigkeitsfilm zu dem Zeitpunkt ¢
an der Stelle x. Betrachten wir dies im Zusammenhang mit Satz 5.1.1 und Satz 5.1.4, so
kénnen wir davon ausgehen, dass Risse im Fliissigkeitsfilm im Allgemeinen Unstetigkeiten
in den Ableitungen von u hervorrufen werden.

Satz 5.1.4 lasst sich fiir unsere Diinnfilmgleichung 4. Ordnung in folgender Weise verbes-
sern:

Satz 5.2.6 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.1.1. Dariiber hinaus sei m = 1.
Dann gilt:

i) Fir 8 > 3/2 ist der Triger der Funktion u monoton wachsend in der Zeit. Dies
bedeutet:

supp u(ti,.) C supp u(tz,.) V2 >t
ii) Fiir 8> 7/2 und o € Q gilt:
U(to,!ﬁo) >0= U,(tl,l‘o) >0 \V/tl > 1.
(vegl. [3, Abschnitt 0]).
Anmerkung 5.2.7 Satz 5.1.1 und Satz 5.2.6 ii) implizieren, dass unsere Grundhypothese

(Definition 2.1.6) fir den Fall 5 > 7/2 und der Randbedingung (RB2) erfiillt ist. Da
der Trager einer Funktion per Definition immer abgeschlossen ist folgt, dass Satz 5.2.6 1)

nicht hinreichend ist. O

Anmerkung 5.2.8 Wir haben in den vorgestellten Existenzresultaten g > 1 vorausgesetzt.
Fiir den Fall 5 € (0,1/2) ist es moglich fiir spezielle Anfangsbedingungen zu zeigen, dass
der Fliissigkeitsfilm in endlicher Zeit reifit selbst wenn ug > 0 in Q erfiillt ist (vgl. [3,
Abschnitt 0]). O

5.2.1 Lyapunov-Funktionale fiir die Diinnfilmgleichung 4. Ord-
nung

Unser Ziel ist es, mit den Methoden aus Kapitel 2, Lyapunov-Funktionale zu bestimmen.
Wir gehen analog zu [14, Abschnitt 3.2] vor.
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Satz 5.2.9 (Lyapunov-Funktionale fir die Dinnfilmgleichung 4. Ordnung) Sei u eine
beliebige klassische Losung der Diinnfilmgleichung 4. Ordnung® mit u > 0 in Q7. Dann
gilt:

i) Fiir a + 3 € [3/2, 3] gilt:
P[ul(t) >0 Vte|0,T).

Dies bedeutet, dass H, ein Lyapunov-Funktional ist.
ii) Fir a+ f € (3/2,3) existiert ein x > 0 mit:

Plul(t) > Kk /Q (WD72),.)* dz vt € [0,T). (5.3)

Beweis: Wir verwenden Satz 2.2.32 und benutzen den Algorithmus aus Abschnitt 2.2.
Zusétzlich definieren wir v := « + [ und nummerieren die Verschiebungspolynome.

i) Um P,[u] > 0 schlieflen zu konnen, geniigt es, wenn wir das Entscheidungsproblem
(2.9) 16sen. Das Polynom Sy ergibt sich zu:

50(5) = —&183.

Fiir (2.9) erhalten wir:

0<So+aTy+ T+ csTs = =618 + e ((v = 3)&] +365&) + 2 ((v — 2)&6 + & + &1&3)
+ 03((7 —1)&1&3 + 54)'

Es folgt:
0< (y=3)aéi + Ba+ (v —2)e)6& + (— 1+ o+ (v — D)es) &a&s + 265 + eséa.

Aus Lemma 2.2.36 folgt, dass obiges Polynom Normalform besitzen muss. Mit Lemma
2.2.35 konnen wir schlieffen, dass die Koeffizienten vor &&3 und &4 trivial sein miissen
(vgl. Anmerkung 2.2.37). Wir erhalten die Bedingungen:

—14+e+(y—1)e3=0 und e3=0.
Dies impliziert ¢ = 1 und ¢3 = 0. Wir definieren:
a;:=(y—=3)c1, ay:=3c1+(y—2) und az:=1.
Damit geniigt es das Entscheidungsproblem
(3e1) (V&) (VEa) (ar&y + aséf + asés > 0)
zu 16sen. Mit Lemma 3.2.32 erhalten wir, dass ein ¢; mit

0 < 4ajas — ag =4(y—3)c; — (301 + (v — 2))2 = —9c§ —2ye1 — (v — 2)2 =:g(c1)

1Vgl. Definition 2.1.2 mit k£ = 3 und P(¢) = —&;.
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existieren muss. Das Polynom g¢(c;) ist quadratisch in ¢;. Die Existenz eines ¢; € R ist
dann und nur dann gewéhrleistet, wenn g mindestens eine reelle Nullstelle besitzt. Die
(moglicherweise komplexen) Nullstellen von ¢ sind durch

etV -90-9) (5.4
gegeben. Wir erhalten fiir die Diskriminante:
—(27y-3)(v=3)>20 & a+p=7¢€[3/2,3]
Dies entspricht der gewiinschten Behauptung.

ii) Wir miissen das modifizierte Entscheidungsproblem (2.12) 16sen. Aus Beispiel 2.2.41
folgt:

(7)?

Fl&.&) =

v —2)°
C 4)€?H7—%ﬁ&+$)
Den Vorfaktor %/4 > 0 kénnen wir weglassen, weil andernfalls

N G0k
k=K 1 >0

betrachtet werden kann. Fiir (2.12) erhalten wir:

OS«v—ﬁq—gw—%ﬂﬁ+%%rﬂv—%@—ﬂw—%K%z

F (=14 + (v = 1es)er&s + (ca — K)EE + csba.

Da obiges Polynom Normalform besitzen muss, folgt analog zu i), dass ¢co = 1 und ¢3 = 0
gelten muss. Wir definieren:

K K
by = (7_3)01_1(7—2)2:%—1(7—2)2,
by :=3c1+ (v —2) —k(y—2)=as—k(y—2) und

b3 :=1—kK=a3— k.
Damit geniigt es das Entscheidungsproblem

(3K)(3er) (V&) (VE2) (b1€] + bk + 385 > 0)

zu 16sen. Wir wéhlen x € (0,1) und wenden Lemma 3.2.32 an, wobei wir b3 =1 —k > 0
beriicksichtigen miissen. Es verbleibt zu zeigen, dass ein £ € (0,1) und ein ¢; € R mit

0 < 4b,b3 — b3
existiert. Setzen wir fiir by, by und b3 ein, so erhalten wir:

0 < darag — a3 +#7 (v = 2)° = (v = 2)%) ++ (= da1 — (v = 2)* + 2a5(y - 2))

=g(c1) 1t. 1) =0 =:h(c1)
= g(c1) + kh(cy).
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Wir konnen xh als Stérung der Funktion g interpretieren. In einem ersten Schritt wihlen
wir ein ¢y € R mit g(cg) > 0. Dies ist fir v € (3/2,3) moglich, weil die Funktion g
zwei verschiedene reelle Nullstellen besitzt (vgl. Gleichung (5.4)). Wir wihlen nun kg
hinreichend klein, sodass |kh(co)| < g(co) gilt. Es folgt:

0 < g(co) + Koh(co).

Damit haben wir mit ¢; := ¢y und & := ko die gewiinschten Zahlen gefunden. O

Wir haben somit den Parameterbereich aus Abschnitt 1.2 verbessert. Dariiber hinaus
sind die angegebenen Intervalle aus Satz 5.2.9 optimal. Den Beweis werden wir analog
zu [22, Abschnitt 5.1] fithren. Eine Beweisskizze findet sich auch in [14, Lemma 3.3].
Folgender Satz liefert die Existenz einer speziellen Anfangsbedingung:

Satz 5.2.10 Es sei  := (0, 7). Dann existiert eine Funktion vy € C*°(2) mit folgenden
Eigenschaften:

i) Die Funktion vy nimmt nur positive Werte im Intervall [0, 7] an und erfiillt so-
wohl die Randbedingung (RB1) als auch die Randbedingung (RB2) fiir alle k € N
(unabhéngig von t).

ii) Fiir v € [3/2, 3]° gilt:

_/Ug (UO)J: (UO)xxa: dl‘<0
Q

Vo Vo

Folgende technische Hilfsresultate werden von uns benétigt:
Lemma 5.2.11 Es gilt:
i) Fiir alle € > 0 und z € R gilt die Abschétzung:

sin?(x) cos?(x)

<1
sin?(7) + e

ii) Fiir 0 € (0,1) ist die Funktion z + sin(z)°~! auf (0, 7) integrierbar.
iii) Es gilt:

s

lim sin(z)’ ! cos(z) dz = oo.
§—0+ 0

Beweis:

i) Die gewiinschte Abschitzung folgt direkt durch:

sin?(z) COSQ(iL')) < )sinz(:c) cos®(z)

= cos’(z) < 1.
sin?(z) + ¢ cos’(2) <

sin?(z)
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ii) Wir definieren die Funktion g : [0, 7] — R durch:

(z) = 2y fir z € [0,7/2)
I\E) = —21 42 fir x € [7/2, 7).

Da sin(z) konkav auf dem Intervall [0, 7] ist, erhalten wir die Ungleichung:
sin(z) > g(x) Va €0,
Fiir § € (0,1) folgt:
sin(z)’! < g(x)°™' Va e [0,7].
Die obigen Funktionen sind in Abbildung 5.1 dargestellt. Es folgt:
2 2

T 7r /2
0< / sin(z)°! dx < / g(x) " dr =2 / (—x)éil de =< (
0 0 0 0

™

2

77.)572 < 00,

wobei wir verwendet haben, dass die Funktion ¢ symmetrisch um =z = 7/2 ist. Dies
beweist die Integrierbarkeit der Funktion sin(z)°~.

iii) Sei 0 € (0,1). Wir schétzen ab:

4 w/4 1 /4
/ sin(z)"™ cos'(z) dv 2 / sin(2)’" cos(m/4)" dw = 1_1/ sin(z)° ! da.
0 0 0

Mit sin(z) < z fir > 0 folgt:

T 1 7I'/4 1
/ sin(x)’~! cos*(z) dx > —/ 2 do = —(2)56’1 — o0 fiir §—0%.
; A 4\4
Wir haben somit die gewiinschte Aussage bewiesen. O
Y Yy
1 6 |
4 1
0.5 1
2 €
; > T s — X
0 T 7r 0 z s
—sin(z) — g(x) —sin(z)’ "t —g(z)°?

Abbildung 5.1: Darstellung der Funktionen aus dem Beweis von Lemma 5.2.11. Zur gra-
phischen Darstellung wurde 6 = 1/2 gewihlt.
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Beweis (von Satz 5.2.10): Seien € > 0 und § € (0, 1) zwei beliebige reelle Zahlen. Wir
definieren:

Die Funktion v sei durch

= v(e.5) = Q — R*
vIm e o= T (6+Sin2(x))7/2

gegeben. Wir wollen zeigen, dass v fiir hinreichend kleine Werte von € und § die gewiinschten
Eigenschaften besitzt.

i) Da € > 0 gilt, nimmt die Funktion x + € + sin(x)? nur positive Werte an und wir
konnen schlieflen, dass v die gewiinschte Regularitiat besitzt. Trivialerweise erfiillt v die
periodische Randbedingung (RB1), weil sin?(z) eine periodische Funktion ist. Um (RB2)
zu verifizieren, konnen wir die Formel von Faa di Bruno (Lemma 2.3.50) mit:

s(u) ;== (e +u)”? und wu(z) :=sin’(z)
verwenden. Per Induktion konnen wir zeigen, dass gilt:
0Pt gin?(x) = (—=1)™ 22" sin(x) cos(z) Vm € N.

Somit ist jede ungerade Ableitung von x + sin?(z) fiir x € {0, 7} trivial. Analog zu dem
Beweis von Lemma 2.1.15 kénnen wir zeigen, dass fiir jeden Multiindex 1 € Zy,,. gilt:

(1) e {1,....2m+ 1} : j(I) mod 2 =1 und ;g #0.
Dies bedeutet aber, dass fiir I € Z,,,1 das Produkt
ﬁ ((9% sin2(a;))lj
i=1 J!

immer mindestens eine ungerade Ableitung enthélt und somit fiir = € {0, 7} trivial ist.
Zusammenfassend erhalten wir fiir m € N:

o2y = 92 s(u) = Y ( ) allls( ﬁ ( ' ) fir x e {0,}.
leZ, j=1

=0

Dies beweist, dass v die gewiinschte Randbedingung erfiillt.

ii) Wir wollen das angegebene Integral fiir vy = v auswerten. Hierfiir integrieren wir
einmal partiell. Analog zu Abschnitt 1.2 folgt:

VU VUgzza Vgz (Vg Vg2
—/Qzﬂ——d:c:/ﬂiﬂ—<7+(’y—2)(?) >d:c::D7[v], (5.5)

v (% (%
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wobei der Randterm wegen den erfiillten Randbedingungen verschwindet. Wir berechnen
die Ableitungen von v:

v, =7 (e+ sinQ(x))T/Q_l sin(zx) cos(x),

Vo =T (€4 sin2(x))T/2_1 [2(% — 1) (sin*(x) cos®(x)) (e + sin®(z)) ™" + (cos*(z) — sin2(x))].

Da wir nur an einem hinreichend kleinen e interessiert sind, mochten wir fiir das Integral
den Limes fiir ¢ — 0 betrachten. Um majorisierte Konvergenz anwenden zu koénnen,
miissen wir die Ausdriicke |v,/v| und |v,,/v| abschdtzen. Unter Berticksichtigung von
Lemma 5.2.11 i) ergeben sich die folgenden Abschétzungen:

Uy |2 9, -1 o |sin®(x)cos®(7) ) 9, -1
—| = (e +sin“(x < + sin“(x
v (¢ (@) € +sin*(z) |~ e ()
<1
und
v _ 1 sin? )cos ,
| = (s e 2] N —sin'(w)
o | < (€ + sin*(z)) | i + ‘ cos? . sin (x)l
~~ <1
<1

< (e+ Sin2($))_17'|:’7' — 2|+ 1} :

—_—
=:C1

Wir erhalten:

< (6 + Sinz(x))(m)p_2 C (C’l + |y - 2\72)

=:C
< C -sin(z)™ ™ = C - sin(z)’

Lemma 5.2.11 ii) gewéhrleistet, dass die gefunden Majorante & + C'-sin(x)°~! tatsichlich
integrierbar ist. Aus

limwv(e, d) = sin(x)” =: h(x)

e—0

folgt mittels majorisierter Konvergenz:

lim D, [v] = D,[sin(z)7] = D,[h].

e—0

Es gentigt das Integral D, [h] zu berechnen. Fiir die entsprechenden Ableitungen erhalten
wir:




Der Integrand ergibt sich zu

sin(x)5+3 (T(T _1) cos?(x) B T) ' <T<T _1) cos?() Lt (y—2)? 6982(33)).

sin?(x)

Wir erhalten die Koeflizienten:

sin(x) =1+ =1y - 2) =:a1(0),
Z?r;g)) =i (r=1) =7 (71 = 1) = 7(y = 2) = ax(0),
Lo —: ay(5).

Es folgt:
D, [h] = a1(6) /07r sin(2)° ! cos(z)* dx + ay(9) /07r sin(z)°™! cos(z)? dx
+ as(6) /0 " in(z)* cos(z)* da.

Das zweite und dritte Integral bleiben auch fiir den Grenzwert § = 0 beschréankt, weil der
Exponent beziiglich sin(z) immer positiv ist. Auch die Koeffizienten a;, as und a3 bleiben
beschrankt, weil diese Polynome beziiglich § sind. Aus Lemma 5.2.11 iii) folgt, dass das
erste Integral im Grenzwert divergiert. Wir konnen schlieflen:

lim D,[h] = sgn(a:(0)) - co.

6—0t

Des Weiteren gilt:

18 c
a1(0) = ;(3 —7)(y—3/2) <0 fir ve€[3/2,3
Dies bedeutet, dass wir ein dy € (0,1) wéahlen kénnen mit:
3+
D, [sin(z)®] < -1 und 79:= %
v

Aus
lim D, [v(e, dp)] = D,[sin(z)™] < —1

e—0t

folgt, dass wir ein ¢y > 0 wéhlen kénnen mit:
- 1
D, [(€ + sin(z)?) 0/2] < —5 < 0.
Die gesuchte Funktion vy ist somit durch v(eg, dg) gegeben. O

Korollar 5.2.12 Der Parameterbereich aus Satz 5.2.9 ist optimal. Dies bedeutet, dass
unter der Annahme der Grundhypothese (Definition 2.1.6) fiir a + 8 € [3/2, 3] eine
klassische Losung u und ein ¢y € [0, 7] existiert mit:

Pu[u](to) < 0.
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Insbesondere kann (5.3) nicht erfiillt sein.

Beweis: Wir betrachten Q = (a,b). Dann ist durch:

aTm

T=cr+d mit c:= il und d:= —
b—a b—a

eine lineare Transformation von Q auf [0, 7] gegeben. Sei vo(Z) jene Anfangsbedingung
aus Satz 5.2.10. Wir definieren:

Q- R*
uo() = { x — vo(cx + d) = vo(Z).

Aus unserer Grundhypothese folgt, dass zu ug eine klassische Losung der Diinnfilmgleichung
4. Ordnung existiert. Wir setzen ¢, = 0 und miissen zeigen, dass P,[u](0) < 0 gilt. Mit
P,[u] € C(]0,T]) (vgl. Lemma 2.1.14) und Satz 2.2.19 folgt:

R R

Durch Transformation auf [0, 7] und Ersetzen der Ableitungen folgt:

P,[u](0) = —04/ <u8+ﬂ (o) wo)ﬁi)(x) dr = —c /O7r vo P (W)z (v0)szs dz < 0.

Q Uo Ug

Die Ungleichung ist wegen Satz 5.2.10 ii) und ¢ > 0 giiltig. Dies beweist die gewiinschte
Behauptung. O

Abschlielend mo6chten wir noch a-Funktionale 1. Ordnung berechnen.

Satz 5.2.13 Wir definieren:
7 1

7 1
= = — — 2 = = - 2 .
Biim g = 5gV265 und Byi= 4 o5 V265

Dariiber hinaus sind die Zahlen «;(f) und as(8) durch

a1 (B) == 5—13 (125 485 — 44/— 15032 + 5255 — 360) und

as(f) = % (125 + 85 + 44/ 15062 + 5254 — 360)

gegeben. Sei u eine beliebige klassische Losung der Diinnfilmgleichung 4. Ordnung? mit
u > 0in Qp. Fir

a=2 oder «ac€ (a(f),a(B)) mit [ € (B, 5)
gilt:
Plu](t) >0 Vte0,T].

2Vgl. Definition 2.1.2 mit k = 3 und P(¢) = —&;.
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Dies bedeutet, dass H! ein Lyapunov-Funktional ist.

Beweis: Um den gewiinschten Parameterbereich zu bestimmen, verwenden wir die Me-
thoden aus Abschnitt 2.3. Es geniigt das Entscheidungsproblem (2.17) zu losen. Mit Hilfe
von Beispiel 2.3.52 ergibt sich das Polynom S} zu:

Sh=(-1)'P K = (1) & (50— 2)(a - 3)8] + 20— Dk + &),

Wir verwenden Beispiel 2.2.28 und erhalten alle Verschiebungspolynome, welche auch im
Raum Qg 4 enthalten sind. Wir nummerieren die entsprechenden Verschiebungspolynome
und erhalten fiir (2.17):

—2)(a = 3)&& + 2(a — 2)6i6be + &
1((a+ B8 —5)& + 5¢1&)

(a+ 38— 4)5152 + 35162 + 6153)

(a4 B8 = 3)&E + 2668 + 5154)

( )€

( )

OSS&+01T1+...+C5T5

[\DI»—t

(a
o
+ o
+ e
4(@‘1‘5 3)¢ fz+§2+2§1§2§3)
+c5(a+5—2£1£2£3+53+52£4)

Es folgt:

0<eci(a+B=5) + (51 + ol + 5 —4) 16 + (%(a —2)(a—3)+ e+ cz(a+ B —3))E

+ (Bea 4 cala+ B —3)) &5 + 37+ (2(a — 2) + 203 + 24 + cs(a + 8 — 2))&1628s
+ s + (1+ ¢5)E5 + c5626u.

Wir wenden Lemma 2.2.36 und Lemma 2.2.35 an und erhalten, dass die Koeffizienten vor
den Monomen £2&4, &&, und & trivial sein miissen. Dies impliziert:

c3=0, ¢,=0 und c¢5=0.
Zusammenfassend erhalten wir das Entscheidungsproblem:
(3e1) (Bea) (VE1) (V) (VEs) (€] + an€i6a + as€€s + aa€l&s + aséi&als + €5 > 0)  (5.6)
mit:
= aad B—5), ari=5c+eslat f—4), agi %m — N (a—3) + o,
as :=3co und as:=2(a—2).

Mit Lemma 3.2.33 kénnen wir die Allquantoren eliminieren. Wir beschranken uns auf
den Fall (3.9). Aus 4ay — a2 = 0 folgt:

(=2

120 —4(a—2) =0 & c3= 3

79



Setzen wir dies in die Gleichung 2a, — agas; = 0 ein, so erhalten wir:
—2)? 1 —2)?
2(5c1 + %(a . 4)) ~a— 2)(§(a — ) (a—3)+ %) =0

& o= 3—10(a —2)*(3a — 28— 5).

Die berechneten Werte konnen wir nun in die Gleichung 4a; — a3 > 0 einsetzen. Dies
impliziert:

%(a—2)2(3a—26—5)(a+ﬁ—5)— (%(Q—Q)(a O‘_2 )
& ——(a—2)% (53a” — 24af + 486” — 1700 — 1206 + 245) 0. (5.7)
—~g(a,6)

Ungleichung (5.7) ist fiir @« = 2 immer erfiillt. Betrachten wir daher die Ungleichung
g(a, B) < 0. Die Losungsmenge ist das von einer Ellipse beschriankte Gebiet (vgl. Abbil-
dung 5.2). Wir kénnen g als ein quadratisches Polynom bzgl. « auffassen. Dies impliziert,
dass « zwischen den Nullstellen der Funktion a — g(«, 3) liegen muss. Die Nullstellen
sind in Abhéngigkeit von [ gegeben durch:

513 (125 + 85 F 4y/—1503% + 5258 — 360) = a12(B).

Dies ist nur moglich, wenn die Diskriminante nichtnegativ ist. Die Nullstellen des Poly-
noms —1503% + 5258 — 360 sind durch

7T 1
= F 55V265 = fi
20
gegeben. Fassen wir die gefundenen Resultate zusammen, so erhalten wir:

a=2 oder «ac€ (a(f),a(B)) fir S e (b, Pa).

Dies beweist die gewiinschte Behauptung. O

0 : : : - ﬂ
1 2 3

Abbildung 5.2: Darstellung des Parameterbereiches aus Satz 5.2.13.
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Anmerkung 5.2.14 Der Parameterbereich in Satz 5.2.13 ist nicht vollsténdig bestimmt,
da wir den Fall (3.8) nicht beriicksichtigt haben. Eine Skizze des vollstdndigen Parame-
terbereiches findet sich in [15, Abbildung 1]. Weitere Informationen zu a-Funktionalen
erster Ordnung fiir eine Diinnfilmgleichung 4. Ordnung finden sich auch in [20]. O

Anmerkung 5.2.15 Es gilt f; ~ 0.9361 und Sy ~ 2.56309. O

5.2.2 Anwendung

Aus Korollar 2.1.17 wissen wir bereits, dass fiir den Mittelwert der Losungsfunktion u
gilt:

m/ﬂu(t’x) dx = m/guo(aﬁ) dr = Uso.

Die Lyapunov-Funktionale aus dem letzten Abschnitt kénnen dazu verwendet werden,
um Konvergenzraten gegen den Mittelwert zu berechnen. Wir wollen dies hier heuristisch
motivieren. Hierfiir sei u eine klassische Losung der Diinnfilmgleichung 4. Ordnung, welche
(RB2) erfiillt, 8 € (0,2) und « := 2 — 3. Mittels einer Poncaré-Ungleichung® angewendet
auf u, folgt:

/ ((u(a+,8)/2)m)2 dr = / u?, dr > C, / Uy dx.
Q Q Q

Wenden wir auf das rechte Integral eine weitere Poncaré-Ungleichung?* an, so erhalten
wir:

/ ((u(o‘+5)/2)xx)2 dx > Cng/(u — Uso)? da.
Q

Q

Mit der konvexen Sobolev-Ungleichung aus Satz 5.2.9ii) erhalten wir eine obere Abschéitzung
fiir die Differenz u — uo, in der L?-Norm:

Py_glul(t) > /@Cng/(u(t) — Ugo )2

Q

Fiir ausfiihrliche Informationen méchten wir hier auf die Literatur verweisen, z.B. [22,
Kapitel 6] oder [6].

5.3 Eine Diinnfilmgleichung 6. Ordnung

Wir betrachten eine Diinnfilmgleichung 6. Ordnung:

U = (uﬁuxmx:ﬂx)x s

3Es gilt: Cllullrz < [[Vullzz, Vu € HL(Q), (vgl. [11, Theorem 3, Abschnitt 5.6]).
1Es gilt: Cllu —l|z2 < ||Vul|zz, Vu € HY(Q), (vgl. [11, Theorem 1, Abschnitt 5.8]).
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mit 4 > 0. Im Kontext unseres Grundproblems (Definition 2.1.2) ergibt sich das Polynom
P zu:

P(E) = &s.

Analog zu einer Diinnfilmgleichung 4. Ordnung kann auch hier Satz 5.1.1 und Satz 5.1.4
(fiir m = 2) angewendet werden und wir erhalten entsprechende Existenzresultate. Auch
hier beschreibt die Funktion u wieder die Hohe eines Fliissigkeitsfilmes (z.B. eines SiGi-
Films). Fiir weiterfithrende Informationen sei auf [12] und [17] verwiesen.

5.3.1 Lyapunov-Funktionale fiir die
Diinnfilmgleichung 6. Ordnung

Wir werden analog zu einer Diinnfilmgleichung 4. Ordnung vorgehen und mit dem Algo-
rithmus aus Abschnitt 2.2 Lyapunov-Funktionale bestimmen.

Satz 5.3.16 Sei u eine beliebige klassische Losung der Diinnfilmgleichung 6.0Ordnung® mit
u > 0in Qp. Dann gilt fir g € (0,2) und o :=2 — 3

P,[ul(t) = Py_glu](t) >0 Vte0,T].

Dies bedeutet, dass Hs_p ein Lyapunov-Funktional ist. Insbesondere ist oo + 3 = 2 die
einzige Losung, welche wir mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.2 erhalten.

Beweis: Wir wenden den Algorithmus aus Abschnitt 2.2 an. Es geniigt das Entschei-
dungsproblem (2.9) zu 16sen. Wir definieren v := o + 8 und nummerieren die Verschie-

bungspolynome®. Das Polynome S ergibt sich zu:
= &1&s.

Fiir (2.9) erhalten wir:

0< So+ali+...+ T =68 +a((y—5)E +56&)

((v
+ C2(( 4)5152 + 35152 + 5153)
+e3((v — 3)&18s + 26168 + &)
+ 04((7 3)5152 + 52 + 2515253)
5((7 2)¢ 54 + &6+ 5155)
+ 6 ((7 — 2)6168 + & + L&)
+ 07((7 1)&&s + 56)

Es folgt:
0<cr(y—5)& + (5e1 + co(y — 4))51152 + (c2 + es(y — 3))5?53 + (3ca + caly — 3))5%53
+ (3 + c5(7 — 2)) &8 + (203 + 24 + (7 — 2))6a&ols + (1 + ¢5 + er(y — 1)) &6
+ a5 + (5 + c6) &2 + ¢6&5 + 7.

®Vgl. Definition 2.1.2 mit k = 5 und P(£) = &.
6Hier sind die Verschiebungspolynome anders nummeriert als im Beweis von Satz 5.2.13.
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Da das obige Polynom Normalform besitzen muss, folgt mit Lemma 2.2.35, dass die Koef-
fizienten vor den Monomen £2&,, £1&5, €3, €264 und &g trivial sein miissen (vgl. Anmerkung
2.2.37). Wir erhalten folgendes Gleichungssystem:

cstes(v—2)=0, l+e+oa(y—1)=0, =0,
cs+cg=0 und c¢;=0.
Dies impliziert:
c3=7—2, =0, cs=-1, ¢g=1 und c¢;=0.

Zusammenfassend erhalten wir das Entscheidungsproblem:

(3e1)(3e2) (V&) (V&) (VEs) (ar&] + aai€a + as€6s + au€iél + as&i&als + &5 > 0)  (5.8)
mit:
a; :=c1(y—=05), ag:=bci+ca(y—4), az:=co+ (v—2)(y—3),
ay =3¢y und az:=3(y—2).
Wir 16sen das Entscheidungsproblem mit Lemma 3.2.33.

i) Wir betrachten den Fall (3.9). Aus 4a4 — a2 = 0 folgt:

3
12¢0-9(y—2?2=0 & c3= 1(7 —2)%.
Setzen wir dies in die Gleichung 2a, — agas = 0 ein, so erhalten wir:

10+ 53— 22— 4) 30~ (S0 = 2 + (1 - Dy —8)) =0

3
& o =-(y—2)°
8
Die berechneten Werte kénnen wir nun in die Gleichung 4a; — a3 > 0 einsetzen. Es folgt:
3 3 3 2 2
=2 =5 = (36 -2+ (1=2)(=3)) =0

1
& —1—6(2572 — 84y 4 84)(y — 2)? > 0. (5.9)

Fiir die Diskriminante des Polynoms 2572 — 84+~ + 84 folgt:
84 — 42584 = —1344

Somit nimmt das Polynom nur positive Werte an. Damit kann (5.9) nur fiir v = 2 erfiillt
sein.

ii) Wir betrachten den Fall (3.8) und wollen zeigen, dass dieser nicht losbar ist. Aus der
Ungleichung 4a, — a2 > 0 erhalten wir:

3
12¢5 = 9(y —2)* > 0 & ¢y > yithe 2)2. (5.10)
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Wir berechnen den Term 4aja4 — alag — a3 — a§a4 + asazas und sortieren ihn bzgl. der

einzelnen Potenzen von ¢;. Fiir die entsprechende Ungleichung erhalten wir:
0 <4ajas — alag — ag — a§a4 + asasas = 5103 + 5201 + l~)3
mit:
—by :=by := —25, —by 1= by := (177 — 50)cy 4+ 67(y — 2)> und
—by = b3 := —3¢3 + (—47% + 207 — 28)2 — 3(y — 2)%(y — 3)ca.

Es geniigt die Ungleichung byc? + byc; + b3 < 0 zu lésen. Da by > 0 gilt, muss das
quadratische Polynom in ¢; mindestens eine reelle Nullstelle besitzen. Dies bedeutet,
dass fiir die Diskriminante folgende Ungleichung gelten muss:

0 < by —4bibs = —3pip2 & pips <0,
mit:
pri=—3(y—2)*+4c; und py:= 255 + (2877 — 1007y + 100)cy + 492 (v — 2)%

Ungleichung (5.10) impliziert, dass p; > 0 gelten muss. Es verbleibt das Ungleichungs-
system

p1 >0 und pp <0,

fiir ¢ zu l6sen. Vernachldssigen wir einstweilen die erste Ungleichungen und betrachten
nur die zweite Ungleichung. Wir definieren:

dy =25, dy:=28y* — 100y + 100 und ds:= 4y*(y —2)%
Es folgt:
P2 = dlcg + dQCQ + d3 S 0.

Aus d; > 0 folgt, dass obige Ungleichung fiir ein ¢y nur erfiillt sein kann, wenn py min-
destens eine Nullstelle besitzt. Fiir die Diskriminante muss gelten:

0 < d5 —4dyds = 16(4y — 5)(y — 5)(2y — 5)(3y — 5).
Mit der Bedingung v > 0 erhalten wir den Parameterbereich:
v € (0,5/4]U[5/3,5/2] U [5,00) =: A.

Wir definieren:

b B Addy —dy + /B = Adyd;
= und r:= .

d
2d1 ' 2dl

Somit konnen wir fiir v € A die Konstante ¢y aus dem Intervall [/,r] wéhlen. Damit
p1 > 0 erfiillt ist, muss die obere Intervallgrenze r die Ungleichung r > (3/4)(y — 2)?
erfiillen. Dies fiihrt zu:

131

0<r =2y = 2P = —10 5y 1)+ o= [{Hy 57— D)2~ B3~ 5) = h().
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Die obere Ungleichung ist jedoch nie erfiillt und kénnen wir z.B. aus Abbildung 5.3
entnehmen. Wir sehen auch, dass fiir v # 2 sogar h(y) < 0 gilt. Damit ist hier (3.8) nicht
erfiillt.

Fassen wir i) und ii) zusammen, so erhalten wir die gewiinschte Aussage. Insbesondere
haben wir gezeigt, dass das betrachtete polynomielle Entscheidungsproblem &quivalent

zu der Formel v = 2 ist. O
0 05 1 15 16718 2 22 24 26 28 5 52 54 56 58 6 62 64
0 70 70 9

-1 —0.2
-10
-2 —0.4
-3 —0.6 —20
—4 —0.8
-30
() h(7) ()
(a) v € [0,5/4] (b) 7 € [5/3,5/2] (c) 7 € [5,6.5

Abbildung 5.3: Darstellung der Funktionen h(y) aus dem Beweis von Satz 5.3.16.

Der Beweis von Satz 5.3.16 lasst Riickschliisse auf einige interessante Aspekte zu. Wir
mochten hier auf die Unterschiede zwischen den Entscheidungsproblemen (5.6) und (5.8)
eingehen. Beide Probleme haben wir mit Lemma 3.2.33 gelost. Die Koeffizienten bzgl.
des Monoms &;&2¢3 waren gegeben durch:

(5 0 2(a—2),
(5 0 3(y—2).

Wir sehen, dass die gesuchten Parameterbereiche jene Mengen enthalten fiir die der ent-
sprechende Koeffizient verschwindet. Dies ist auch plausibel, weil £;&,£5 das einzige Mo-
nom ist, welches alle drei Variablen enthélt, jedoch ist dies ein Trugschluss und deutet auf
keine allgemeine Gesetzméafigkeit hin. In [22, Abschnitt 4.4] findet sich ein Gegenbeispiel.

6)
8)

Dariiber hinaus sehen wir, dass der Fall (3.8) nicht automatisch einen besseren Parame-
terbereich liefert als (3.9). Fiir uns ist dies insofern interessant, weil der Fall (3.9) meistens
einfacher zu behandeln ist.

Satz 5.3.16 liefert uns auch keine nichttriviale Darstellung von P,_g. Fir a + § = 2
sind die einzigen nicht verschwindenden Koeffizienten bzgl. der Verschiebungspolynome
gegeben durch ¢ = —1 und ¢g = 1. Es folgt:

So+ClT1+...+C7T7:§§.

Dies fiithrt mit Satz 2.2.32 zu folgender Identitéat:

Uy U U 2
o Wy Ugzxxx 2 TTT 2
Pa{u] = / u'———dxr = / (T T— A / u ( ) dr = / Uprx d.
o u u Q Q u Q
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Die obige Gleichung folgt sofort durch zweimalige partielle Integration. Der Beweis mit
Hilfe von systematischer partieller Integration ist hier umstédndlicher. Wir sehen auch,
dass eine Abschétzung der Form P,[u] > kQ,[u] mit:

Qa[u] :/ (u(a+ﬁ)/2)ixw dx:/uixx
Q Q

trivialerweise erfiillt ist. Auch hier erhalten wir keine zusatzlichen Informationen oder
nichttriviale Ungleichungen.
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Kapitel 6

Systematische partielle Integration-
Der mehrdimensionale Fall

In diesem Kapitel mochten wir die Methoden aus Kapitel 2 auf den mehrdimensionalen
Fall erweitern. Prinzipiell konnen wir ein analoges Vorgehen wéhlen. Wir ersetzten fiir
einen Multiindex e den Bruch
D*u
u

durch eine Variable &, (u). Im Folgenden werden wir das Vorgehen nur skizzieren und auf
die Rigorositdt aus Kapitel 2 verzichten.

6.1 Das Grundproblem

Definition 6.1.1 Sei n € Ny und k € N.. Wir definieren:

My ={aeN"a#0A|al <k} und &:=((a)aem,, € NVl

Mit Hilfe von obiger Definition ist es uns moéglich die entsprechenden Polynomraume fiir
den mehrdimensionalen Fall zu definieren:

Definition 6.1.2 Sei n € Ny und k£ € N. Wir definieren:
Tk = {k = (ka)acrn, € NM1 2 37 Jal ko =k},

aGMnﬂk

Cnj = {(IE@M"J“| —R: & Sk) cke Tk} und Ry :=span(Cpi).
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Nummerieren wir die Variablen &,,a € M,,;, mit den Zahlen 1,...,|M, x|, so kénnen
wir analog zu Korollar 1.3.4 aus Satz 1.3.2 schlieBen, dass Cj, Basis von R, j, ist. Eine Nor-
malform fiir Polynome lésst sich analog zu dem eindimensionalen Fall (Definition 2.2.34)
definieren. Lemma 2.2.35 und Lemma 2.2.36 lassen sich ohne gréflere Verdnderungen auf
den neuen Polynomraum iibertragen. Es gilt zu beachten, dass ein Polynom aus dem
Raum R, in Normalform unabhéngig von &, sein muss, wenn |a| > |k/2] + 1 gilt.

Anmerkung 6.1.3 Die Methoden aus Abschnitt 4.1 kénnen problemlos verwendet werden,
um alle zuldssigen Multiindizes aus der Menge 7, 5 zu berechnen. Mit Satz 4.1.2 kann
auch |, x| berechnet werden. O

Definition 6.1.4 (Grundvoraussetzungen - mehrdimensional) Im Folgenden werden wir
immer einen beschrankten Quader (aq,b1) X ... X (an,b,) € R™ und eine Endzeit T > 0
betrachten. Wir definieren:

Q.= H(ai, b;) und Qr:=(0,7) x .

i=1

Definition 6.1.5 (Grundproblem- mehrdimensional) Es gelten die Grundvoraussetzun-
gen (Definition 6.1.4). Dartiber hinaus sei k € N eine (ungerade) Zahl und 5 > 0. Des
Weiteren sei P = (Py,...,P,)" € (Rnx)" ein Polynom mit P # 0. Das Grundproblem
ist dann gegeben durch:

Gesucht ist eine Funktion u : Qr — R mit:

. D% .
uy = div (UBHP((T)aeMn,k)) in Qrp,
uw(0) =up in £, (6.1)
u >0 in QT;

und periodischen Randbedingungen.

Eine klassische Liosung konnen wir analog zu dem eindimensionalen Fall (Definition 2.1.4)
definieren. Wir miissen jedoch fordern, dass alle partiellen Ableitungen bis zu dem Grad
k im Ort x stetig auf Q7 sind. Analog definieren wir das a-Funktional (Definition 2.1.7)
und die a-Produktion (Definition 2.1.12) und erhalten die gleichen Eigenschaften (Lemma
2.1.8 und Lemma 2.1.14). Es geniigt in den entsprechenden Definitionen den Integrati-
onsbereich anzupassen, weil wir in dem Beweis nur die Stetigkeit der Funktion v bzw. die
Differenzierbarkeit in ¢ verwendet habe.

Analog zu dem eindimensionalen Fall werden wir fiir klassische Losungen u unseres
Grundproblems die Schreibweise

B D%y

€a(u) ; und - §(u) := (Sa(t))acMm,,

verwenden.
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Anmerkung 6.1.6 Auf Grund der periodischen Randbedingungen und der einfachen
Geometrie folgt fiir alle G € (R, )" und v > 0:

/ WG (&(u) -n dS =0,
o0

wobei n den nach auflen gerichteten normierten Normalvektor auf 02 bezeichnet. Dies
konnen wir einerseits ausniitzen, um partiell zu integrieren, andererseits werden wir dies
verwenden, um Verschiebungspolynome auch fiir den mehrdimensionalen Fall zu definie-
ren. Wir miissen jedoch beachten, dass der Integrand im Randintegral definiert sein muss.
Dies ist der Fall, wenn u > 0 gilt oder « hinreichend grof} ist. O

6.2 Der Algorithmus

Wir mochten auch fiir den mehrdimensionalen Fall Lyapunov-Funktionale bestimmen. Im
Wesentlichen miissen wir nur die Schritte aus Abschnitt 2.2 geeignet modifizieren. Wir
werden jedoch sehen, dass dies theoretisch moglich, jedoch unpraktikabel ist.

6.2.1 Bestimmung der a-Produktion

Sei u eine klassische Losung unseres mehrdimensionalen Grundproblems mit v > 0 in Qg
und « > 0. Analog zu dem eindimensionalen Fall erhalten wir mit Hilfe des Integralsatzes
von Gaufl und Anmerkung 6.1.6:

Puul(t) = — /Q S (u)ug da = — /Q S(uydiv (v P(Ew)) de
= /Qs"(u)uﬁJrl Vu- P(&(u)) de = / ut? Vu, P(&(u)) de.

Q u

Bezeichne a; € N™ jenen Multiindex, dessen i-te Komponente den Wert 1 besitzt und die
restlichen Komponenten trivial sind. Im mehrdimensionalen Fall ergibt sich das Polynom
Sy somit zu:

n

So(§) == Zgalpz@) € R jt1-

i=1
Das Polynom ist genau so definiert, sodass

7Vu

u

So(&(u)) P(&(u))

gilt. Insbesondere erhalten wir folgende Identitét:

P,[u](t) = /Quaw So(&(u)) dx. (6.2)
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6.2.2 Die Verschiebungspolynome

Analog zu dem eindimensionalen Fall wollen wir den Integranden in (6.2) modifizieren.
Mit Anmerkung 6.1.6 erhalten wir fiir alle G € (R, ;)™

/Q aiv (uGIE(w) ) da = / WHBG(E()) - dS = 0.

o0
Somit kénnen wir obiges Integral mit (6.2) addieren. Unser Ziel ist es, das Polynom G
so zu wahlen, sodass der modifizierte Integrand

u P Sy(€(w)) + div (v G(Ew)))
nichtnegativ ist. Um das Polynom G zu bestimmen, betrachten wir eine Basis von (R, x)™:
{e*:i=1,....n, k€ T},

wobei e; den i-ten kanonischen Basisvektor von R™ bezeichnet. Wir koénnen nun das
Verschiebungspolynom T j, € R, 41 liber die Gleichung

0
uaﬂaTLk < div (uaﬂ?e@-fk(u)) = a—(uaJrBEk(u))
X
definieren. Stellen wir G als Linearkombination bzgl. der angegebenen Basis dar und
beriicksichtigen wir, dass u > 0 gilt, so erreichen wir unser Ziel durch Losen des folgenden

Entscheidungsproblems:

3(Cik)i=1,..nkeg,, CR: v(gd)aEMn,k+1 = Sy + Z Z ciklir > 0.

i=1 k€T k

Hier sehen wir schon das gréfite Problem an dieser Vorgehensweise. Die Anzahl der Ver-
schiebungspolynome ist selbst fiir einfache Félle sehr gro8 (vgl. Beispiel 6.2.7). Dies be-
deutet, dass obiges Entscheidungsproblem theoretisch, jedoch nicht praktisch 16sbar ist.
Im néchsten Abschnitt werden wir daher eine andere Vorgehensweise kennenlernen.

BEISPIEL 6.2.7 Sei k = n = 3. Dies entspricht dem Fall einer Diinnfilmgleichung 4.
Ordnung in drei Raumdimensionen (vgl. Abschnitt 6.3). In einem ersten Schritt miissen
wir alle Variablen £, bestimmen. Die entsprechenden Multiindizes a sind in Tabelle 6.1
angegeben.

N
I
w

al =

]

Y

2
0
07
1
1
0

)

)

— O = OO
—_ = O N OO

AN N N N TN N
~— — — —— — —

)

F OO, L INON OO WR
R NONO - O WO
— N =N O R O WwWwo o
S N N N N N N N N

=~~~

Tabelle 6.1: Auflistung aller Multiindizes aus der Menge M3 5.
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Wir erhalten insgesamt 19 Variablen. Mit Hilfe von Satz 4.1.2 kénnen wir die Dimension
des Raumes R3 3 bestimmen. Es folgt:

. 1 & . 1 1
dimR33 = 5@90(0) =38 mit ¢(z)= H T el = 0= 271 = 2201 — )"

aEM3,3

Dies impliziert, dass wir dim(R33)® = 114 Verschiebungspolynome betrachten miissen.
0]

6.2.3 Reduktion der Variablen

Wir wollen hier die in [15, Abschnitt 5.4] und [14, Abschnitt 3.3] vorgestellte Variante
prisentieren wie die Anzahl der Variablen deutlich verringert werden kann. Die Idee
besteht darin nicht alle partiellen Ableitungen als Variable aufzufassen, sondern nur jene
die sich in kanonischer Weise aus der konkreten Form von P ergeben. Zuséitzlich kénnen
wir auch Summen von verschiedenen &, als eigenstédndige Variablen auffassen. Dariiber
hinaus ist es auch moglich tensorwertige Ausdriicke zu betrachten, jedoch miissen hier
Abhéngigkeiten untereinander beriicksichtigt werden (vgl. z.B. Gleichung (6.3)). Eine
Liste mit geeigneten Wahlmdglichkeiten ist in Tabelle 6.2 angegeben. Weitere Beispiele
finden sich z.B. in [15, Abschnitt 5.4].

Ordnung | 1 2 3 4
Yu  Au VAu A
Variable ' ' b b
( VVu ) 1

Tabelle 6.2: Auflistung von geeigneten Variablen fiir eine mehrdimensionale partielle In-
tegration.

Den Ausdruck Vu/u haben wir bereits fiir die Definition des Polynoms Sy verwendet
und entspricht der kanonischen Erweiterung von u,/u aus dem eindimensionalen Fall.
Allgemein kénnen wir immer Ausdriicke der Form:

Du
U

betrachten, wobei D ein mdoglicherweise tensorwertiger Differentialoperator mit Ordnung
kleiner oder gleich k ist. Insbesondere soll das Polynom P und Sy durch die gewéhlten
Ausdriicke darstellbar sein, z.B. durch Summen, Skalar-, Matrix-Vektor-, und Tensorpro-
dukte. Die Schwierigkeit besteht darin, eine geeignete Auswahl an neuen (tensorwertigen)
Variablen zu finden, weil wir nicht nur P darstellen wollen, sondern auch all jene Poly-
nome G € (R, ;)" fur die

div (u"”rﬁ G )
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Ausdriicke der Form Du/u enthélt, welche in Sy enthalten sind. Der Nachteil bei dieser
Art der Reduktion der Variablen ist, dass das Ergebnis nicht vollstdndig sein muss. Dies
bedeutet, dass wir im Allgemeinen einen besseren Parameterbereich erwarten konnen
wenn wir alle partiellen Ableitungen betrachten.

Ohne hier auf Details einzugehen, wollen wir im nachsten Abschnitt diese Vorgehensweise
anhand der mehrdimensionale Diinnfilmgleichung 4. Ordnung illustrieren.

6.3 Die mehrdimensionale Diinnfilmgleichung 4. Ord-
nung

Die mehrdimensionale Diinnfilmgleichung 4. Ordnung ist fiir ein beliebiges n € N durch:
A

uy = —div <u6+1—v u)

u

gegeben (vgl. [10, Abschnitt 7.11]). Im Kontext unseres Grundproblems erhalten wir:
Pl(é) = Z gai+2a]~;
j=1

wobei die Notation aus Abschnitt 6.2.1 zu beachten ist. Zur Bestimmung von Lyapunov-
Funktionalen fiir die Diinnfilmgleichung werden wir wie in [15, Abschnitt 5.4] vorgehen.

Fiir die a-Produktion erhalten wir fiir eine klassische Losung mit u > 0 in Qp:

Pulu](t) = — / AL
Q u u

Nach obiger Gleichung ist es sinnvoll die neuen Variablen

Vu VAu
Ng:=— und 7np:=
zu betrachten. Wir erhalten Sy = —n - mp. Zusétzlich wollen wir noch die Variablen
Au VVu AAu
ne = BT Ny = Iy und  7p =

definieren. Folgendes Lemma liefert eine geeignete Wahl fiir Verschiebungspolynome und
motiviert die zusétzlich eingefithrten Ausdriicke 1z, n,; und np.

Lemma 6.3.8 Sei v : dom v C R" — R : @ — u(x) eine hinreichend oft differenzierbare
Funktion. Dann gelten fiir v > 0 folgende Identitéten:

i) div (W"?T) =u’ ((7 —ng -np+ nD) =T,
i) div (ana) = U”’((v —2)nel*ne +ne - nr + ni) = u'Ty,
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iii) div (vﬂng - nH) - u”((v —2)0¢ Ny - N+ tr (%) +ng - nT) =Ty,
iv) div (WMGIQ'H@) =u ((7 = 3)Ingl* +2n¢ - ny -6 + Inc|2nL> = Ty

Beweis: Die gewiinschten Identitdten folgen direkt, wenn wir fiir die entsprechenden
Variablen einsetzen und die Divergenzen berechnen. Wir mochten daher stellvertretend
nur iii) beweisen. Es folgt:

div <u7ng . nH> = div (u'y’2(Vu)T : VVu)
= (7 — 2w (Vu)T - VVu - Vu + o' 2div ((vu)T : vvu).
Dariiber hinaus gilt:

div (V)" VVu) = Z Or, (D200, )00 = En: (amiazju)Q + i(agiamju)azju

6j=1 i,j=1 ij=1

=tr ((VVu)?) + Vu - VAuw.

Fassen wir beide Gleichungen zusammen und heben u” heraus, so folgt iii). O

Das Polynom Sy ergibt sich zu:

So(§) = —ng -7

Wir sehen, dass die Polynome 73,75 und 75 den Ausdruck ng - 4 enthalten. Da auch S
diesen Ausdruck enthélt, ist es sinnvoll diese als Verschiebungspolynome zu verwenden.
Die Hinzunahme von T} ist notig, weil T3 sonst das einzige Polynom ist, welches den
Ausdruck n% - ny; - g enthélt. Dies wiirde sonst zu Problemen beim Lisen des folgenden
Entscheidungsproblems fiithren. Zusammenfassend erhalten wir fiir v := a +

PQ[U] (t) = / U’YSO de = / u” (SO -+ ClTl + ...+ C4T4) dx.
Q Q

Das zweite Gleichheitszeichen ist mit den Divergenzdarstellungen aus Lemma 6.3.8 zu
begriinden (vgl. Abschnitt 6.2.2). Um P,[u](t) > 0 zu schlieflen, geniigt es somit das
folgende Entscheidungsproblem zu 16sen:

Je e R*: Ve, nr € R, Vor,np €R, Vny e RV = Sy + 111+ ...+ cTy >0,
wobei ¢ := (¢q,...,¢4) gilt. Fir 0 < So+ ;71 + ... + ¢4T erhalten wir:
0 <ea(y=3)ngl" + (caly = 2) + ca) ImglPne + (= 1+ (v = Ver + e2 + e3)ng - np
+ conp + (e3(y = 2) + 2ca)mEnpme + cstr (nF) + cunp.

Da np und jede Komponente von n, nur mit dem Exponenten 1 in obiger Ungleichung
erhalten ist, folgt, dass die entsprechenden Koeffizienten trivial sein miissen. Dies impli-
ziert:

c4=0 und —1+(y—1)cg+ca+ec3=0.
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Wir kénnen somit ¢; = 0 und c3 = 1 — ¢ schlieen. Es folgt die Ungleichung;:
0 < arlngl* + azlng*ne + asni, + amenume + astr (ng;) = S(ng,nr, M)
mit:

ap:=cy(y—=3), ax:=ca(y—2)+cs, ,a3=cy,
ag:=(1—co)(y—2)+2¢, und as:=1-—co.

Unser Ziel ist es, die Anzahl der Variablen weiter zu verringern und auf die skalaren
Grofien

So:=1Ingl, &L:=n und &y :=/tr (n%)

zu reduzieren. Aus
v (03) = (00, 0n,u)°

folgt, dass &g wohldefiniert ist. Wir benotigen folgendes Lemma:

Lemma 6.3.9 Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann gilt:

vl A w| < /tr (42) |v||lw], Vv, w € R

Beweis: Es gilt:

(vT Aw)? = (v Aw) (vT Aw) = ('wTil’T_/v)(vTAw) = w’ A%w|v|*.

—A
Bezeichne \* < tr (A?) den groBten Eigenwert von A% so erhalten wir:
(vT Aw)? = w! A2w|v* < M w|v|* < tr (A?) Jw|?|v]?.

Ziehen wir nun die Wurzel auf beiden Seiten, so erhalten wir die gewiinschte Aussage. O

Das obige Lemma impliziert unmittelbar:

nemumel < \Jtr (n3) [nal® = Euél. (6.3)

Dies konnen wir verwenden, um 0 < S(ng,n0,my) auf ein Problem in den skalaren
Groflen &g, &, und &g zuriickzufithren. Wir definieren:

s(€a, &, €m) = ar1€l + aall&r + azél + aalllu + aséyy.

Auf Grund von (6.3) kénnen wir schlielen:

5(7707 nr, nH) > min (S(£G7 £L7 _gH)a 8(€G7 €L7 SH))
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Damit ist s > 0 eine hinreichende Bedingung und es geniigt das entsprechende Entschei-
dungsproblem

(Je2)(3ea) (VEe) (V€L ) (VEm) (5(Sa, €2, 61) > 0)

zu 16sen. Wir wollen nun die Quantorenelimination explizit durchfiihren. Betrachten wir
den Fall £ = 0, so folgt aus s > 0 die Bedingung;:

(CLg 20/\&5 ZO) & Co € [071]
Wir dividieren durch &£ und definieren:

&

&

Dies fiihrt zu der folgenden dquivalenten Formel:

€

und & = %

&1

(302)(304)(V€1)(V§2)(fb1 + a2§i+ asfi%—\aﬁ/{z —I—\af_/{g >0Naz3 > 0ANas > 0).

:;b3 =:by =:b1

Mit Lemma 3.2.31 kénnen wir den Allquantor bzgl. &, eliminieren.

i) Es soll by = by = 0 und b3 > 0 gelten. Die Gleichungen b; = 0 und by = 0 implizieren,
dass ¢ = 1 und ¢4 = 0 gelten muss. Dies ist nur fiir v = 2 kein Widerspruch zu

0<bs=&(E+7—2) V.
Insbesondere ist fiir v = 2 die Ungleichung a4 > 0 erfiillt.
ii) Es soll b; > 0 und 4bb3 — b3 > 0 gelten. Fiir 4b1b3 — b3 > 0 folgt:
0 <4(1 - c) <C2f% + (es+ 2y — 2)) & + caly — 3)) — (2e44+ (1 =) (v — 2))2
= dlf? + do&1 + d3
mit:
dl = 4(1 — CQ)CQ, dQ = 4(1 — CQ)(C4 + CQ(’V — 2)) und
dy == 4(1 — cp)ea(y = 3) — (2ea+ (1 — &) (v — 2))%.

Somit miissen wir das Entscheidungsproblem
(3ea) (Fea) (V) (dr€] + do&y +d3 > 0 A by >0 Aag > 0)
16sen. Setzen wir fiir az und b, ein, so folgt:
(by >0ANa3>0) < e0,1).

Den Allquantor kénnen wir mit Lemma 3.2.31 eliminieren und wir erhalten wieder zwei
Fille.
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Wir betrachten den Fall d; = dy = 0 und d3 > 0. Aus den Gleichungen d; = 0 und dy = 0
folgt, dass co = ¢4 = 0 gelten muss. Setzen wir dies in d3 ein, so erhalten wir:

0<ds=—(y—2)>%
Nur fiir v = 2 erhalten wir keinen Widerspruch.

Betrachten wir nun den Fall d; > 0 und 4d;ds — d3 > 0. Wir wiihlen fiir y € [3/2, 3]:

Cy = % und ¢4 = —%(2\/—(27 -3)(y—3)+1).

Trivialerweise ist ¢ € [0, 1) erfiillt. Dartiber hinaus gilt:
8 2
d1 = § und 4d1d3 - d2 = 0.

Somit haben wir zumindest fiir v € [3/2, 3] eine Losung fiir unser Ungleichungssystem
gefunden und wir kénnen schliefen, dass wir fir a« + g € [3/2, 3] Lyapunov-Funktionale
erhalten. Wir haben somit folgenden Satz bewiesen:

Satz 6.3.10 ( Lyapunov-Funktionale fir die mehrdimensionale Diinnfilmgleichung 4. Ord-
nung) Sei u eine beliebige klassische Losung der mehrdimensionalen Diinnfilmgleichung
4. Ordnung? mit u > 0 in Q7. Fiir a + 3 € [3/2, 3] gilt:

P,[u)(t) >0 Vtel0,T].

Dies bedeutet, dass H, ein Lyapunov-Funktional ist. Insbesondere ist der Parameterbe-
reich optimal. Das heifit, dass unter der Annahme der Grundhypothese (Definition 2.1.6)
fiir v € [3/2, 3] eine klassische Losung v und ein ¢, € [0, T existiert mit:

Pa[UKto) < 0.

Beweis: Die Rechnung aus diesem Abschnitt impliziert, dass wir fiir den angegebenen
Parameterbereich Lyapunov-Funktionale erhalten. Es verbleibt die Optimalitét zu zeigen.
Wir wihlen fiir a + 3 € [3/2, 3] die gleiche Anfangsbedingung vy wie im Beweis von
Korollar 5.2.12; jedoch mit z; als Argument auf dem Intervall (a1, b;). Insbesondere ist
damit ug von g, ..., x, unabhingig. Es folgt:

Vuy = ((u9)z,,0,...,0)7 und VAuy = ((10)z,212,50,-..,0)".

Somit erhalten wir:

Pa[u](o) = — / ug‘ﬂa% . M dr = — / u8z+6 (UO)xl (Uo)xwwl da
Q Ugp Up Q

Uo Uo
b1 n
_ _/ ug—i—ﬁ (U'U)J»‘l (uo)xlmxl d{L‘l H (bz i ai) <0.
N al U Up =2 —v—'>0
Vv
<0

2Vgl. Definition 6.1.5 mit k¥ = 3 und P;(¢) = >

j=1 Eait2a;s © = 1,...,n. Es gilt die Notation aus
Abschnitt 6.2.1 zu beachten.
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Das Vorzeichen des Integrals folgt direkt aus der Konstruktion von uy im Beweis von
Korollar 5.2.12. Bezeichne u die klassische Losung der Diinnfilmgleichung mit Anfangs-
bedingung ug. Da t — P,[u](t) stetig in der Zeit ist, folgt P,[u](0) < 0. Wir schliefien,
dass fiir o + 8 € [3/2,3]° das Funktional H, kein Lyapunov-Funktional sein kann. Wir
haben somit die gewiinschte Aussage bewiesen. O

Anmerkung 6.5.11 Wir haben fiir den mehrdimensionalen Fall den gleichen optimalen Pa-
rameterbereich wie im eindimensionalen Fall gefunden. Dies ist nicht selbstversténdlich,
weil wir durch die Reduktion der Variablen und Betrachtung der hinreichenden Bedin-
gung s > 0 einen kleineren Parameterbereich erwarten hétten konnen. O

Zusammenfassend mochten wir noch zwei wesentliche Schritte fiir den mehrdimensionalen
Fall herausgreifen:

i) In einem ersten Schritt miissen wir Ausdriicken der Form

Du
U

identifizieren und als neue Variablen betrachten.

ii) In einem zweiten Schritt ist es zielfithrend die neuen Variablen auf skalare Grofien
zuriickzufithren und somit nochmals die Anzahl der Variablen zu reduzieren.

In [16, Lemma 4] findet sich ein weiteres Beispiel fiir eine mehrdimensionale systematische
partielle Integration.
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Kapitel 7

Logarithmische
Sobolev-Ungleichungen

In diesem Kapitel wollen wir die Methoden aus Kapitel 2 verwenden, um sogenannte
logarithmische Sobolev-Ungleichungen herzuleiten. Wir benotigen folgende Definition:

Definition 7.0.1 (Logarithmische Sobolev-Ungleichungen - eindimensional) Sei Q :=
(a,b) ein beschrinktes Intervall, v > 0 und C' > 0. Dariiber hinaus sei ¢ € N% und
p € N2 mit:

Gip1 = @p2 und ¢ < go.

Eine Ungleichung der Form

/u”((?gl In(u))™ dr < C’/ u” (0% In(u))™ dz (7.1)
Q

Q

werden wir als eine logarithmische Sobolev-Ungleichung bezeichnen, wobei u € C% Q)
mit v > 0 in € gilt.

Um die entsprechenden Resultate aus Kapitel 2 anwenden zu konnen, werden wir im
Folgenden fordern, dass u entweder (RB2) oder (RB1) (unabhéngig von der Zeit ¢) erfiillt.

7.1 Der Algorithmus

Wir formulieren Ungleichung (7.1) um und erhalten:

/Qu'y (C(é’f In(u))™ — (02 ln(u))m) dx > 0.

Unser Ziel ist es, bei vorgegebenen q und p eine Konstante C' in Abhéngigkeit von v zu
bestimmen.
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7.1.1 Bestimmung des Integranden

Fiir den entsprechenden Algorithmus miissen wir den Integranden auswerten. Hierfiir
verwenden wir das folgende Lemma:

Lemma 7.1.2 Sei n € N und u eine hinreichend oft differenzierbare Funktion, welche
den Wert 0 nicht annimmt. Dann gilt auf den Definitionsbereich von w:

- ) o - LY Y

lel, j=1

Beweis: Wir verwenden die Formel von Faa di Bruno mit s(u) = In(u). Es folgt:

agln(u)zz<l>al”1n ﬁ( )

leZ, j=1

Induktiv erhalten wir:
_ 1 B 1
O () = (~1)" (1 = 1!~ = (<1 = )t [ o

Setzen wir die hoheren Ableitungen von In(u) ein, so erhalten wir die gewiinschte Aussage.
O

Definition 7.1.3 Sei n € N. Das Polynom H,, : R" — R sei durch

swz() DI (e - sH()

lez,

definiert.

Unmittelbar aus der Definition des Polynoms H,, folgt:
Lemma 7.1.4 Sei n € N. Dann gilt: H, € P,,.

Beweis: Die gewiinschte Aussagte ist eine direkte Konsequenz aus der Tatsache, dass H,,
als Linearkombination der Basismonome aus P,, gegeben ist. O

Mit Lemma 7.1.2 und der Notation aus Kapitel 2 erhalten wir:
0y In(u) = Hy(€,(w)).

Zusammenfassend konnen wir schlief3en:

(1) o /Q (O (Hpy (6())” — (Hy (6@))™) do > 0, (7.2)
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Anmerkung 7.1.5 Induktiv folgt mit Lemma 1.3.11, dass das Polynom C(H,, )P —(H,, )"
aus dem Raum Q,,, 4, ist. )

BEISPIEL 7.1.6 Wir wollen H;(&

~—

bestimmen. Aus Z; = {1} folgt:

1 1
Hi(§) = ¢ )t a-nry T
O
BEISPIEL 7.1.7 Wir wollen H(&) bestimmen. Aus Z, = {(2,0), (0,1)} folgt:
2 1 2 1
H(@) =5 DM -1 (5) + 5 (D7 (0-116 5=6-&
O

7.1.2 Die Verschiebungspolynome

Mit Hilfe der Verschiebungspolynome aus Kapitel 2 kénnen wir den Integranden in (7.2)
manipulieren ohne den Wert des Integrals zu verdndern. Wir erhalten den folgenden Satz:

Satz 7.1.8 (Systematische partielle Integration fiir logarithmische Sobolev-Ungleichungen)
Es gelten die Voraussetzungen von Definition 7.0.1. Dariiber hinaus sei u € C%(£2) mit
u > 0 in Q, welche (RB1) oder (RB2) (unabhiingig von der Zeit t) erfiillt. Dann gilt fiir
alle G € Qupy—1,00-1:

(1) / 0 (C(Hyp (€)™ = (Hyy (6(w))"" + 6,G(€(w)) ) da > 0.

Beweis: Wegen (7.2) geniigt es zu zeigen, dass gilt:

/ WE,G(EW)) dr =0, VG € Qppy 14yt
Q

Dies konnen wir analog zu dem Beweis von Satz 2.3.56 mit Lemma 2.1.15 und Lemma
2.2.30 folgern. Zusammenfassend erhalten wir die gewiinschte Aussage. O

Anmerkung 7.1.9 Das Polynom G in Satz 7.1.8 ist so gewéahlt, dass der Intergand aus
dem Raum Q,,,, 4, ist (vgl. Anmerkung 7.1.5). O

7.1.3 Ein Entscheidungsproblem

Analog zu Kapitel 2 erhalten wir als eine hinreichende Bedingung fiir (7.1), dass ein
Polynom G € Qg,p,—1,4,—1 €xistieren muss mit:

C(Hg,)"” = (Hy)"' +6,G >0, VEe€R®
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Wir stellen das Polynom G durch unsere Monombasis (Korollar 1.3.10) dar und verwenden
die Notation aus Abschnitt 2.3.3. Wir erhalten:

G = Z ckEIq“Tl und 4,G = Z cTi.

kejqszlyqul k’Equpz*l,qz*l

Zusammenfassend erhalten wir folgendes polynomielles Entscheidungsproblem:

30, Ik kednypy 10y SR :VEER? = C(H,)” — (Hy)" + > e > 0.
k€jq2p2—1,q2—1

(7.3)

Obiges Entscheidungproblem konnen wir wieder mit den in Kapitel 3 vorgestellten Me-
thoden algorithmisch 16sen. Insbesondere haben wir einen Algorithmus gefunden, welcher
uns hilft logarithmische Sobolev-Ungleichungen zu bestimmen.

7.1.4 Zusammenfassung und Anmerkungen

Wir konnen Schritt 1 - Schritt 3 aus Abschnitt 2.2.5 iibernehmen, jedoch miissen wir
beachten, dass wir So durch CHP2 — HP' und Z, durch Jy,p,-1,4,-1 ersetzen miissen.

Anmerkung 7.1.10 Fordern wir, dass u € C'%P2((Q) gilt, so kann das Polynom G aus dem
Raum P, gewdhlt werden, sofern die geforderten Randbedingungen fiir k& = gop, erfiillt
sind. Dies erhoht die Anzahl der Verschiebungspolynome fiir das Entscheidungsproblem
(7.3). O

Anmerkung 7.1.11 (Giltigkeit fir w > 0) Wéhlen wir v > pago, so ist der Integrand in
Satz 7.1.8 auch definiert, wenn v den Wert 0 annimmt. Wir kénnen daher Satz 7.1.8 fiir
u > 0 erweitern, sofern wir v hinreichend grof wéhlen. Ist v zusétzlich eine gerade Zahl,
so konnen wir jede Forderung an das Vorzeichen von u weglassen. O

Anmerkung 7.1.12 Die Bedingung ¢;p1 = ¢opo haben wir verwendet, um
(qu)pl € Pyp, und (Hq2)p2 € Paops

schliefen zu konnen. Wenn wir diese weglassen mdochten, dann ist es sinnvoll den Inte-
granden in Satz 7.1.8 additiv mit der Funktion

u”(%H(f(u)), H e QQ1P1—17¢12—1

Zu erweitern. O
Anmerkung 7.1.18 (Mehrdimensionale Erweiterung) Wir konnen die hier vorgestellte

Methode direkt auf Funktionen u in mehreren Variablen erweitern. Folgendes gilt es zu
beachten:

i) Wir wihlen Q als einen n-dimensionalen Quader (vgl. Definition 6.1.4).
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ii) Die Funktion u soll periodische Randbedingungen erfiillen.

iii) In Definition 7.0.1 miissen wir den mehrdimensionalen Definitionsbereich beriick-
sichtigen und fiir i € {1,2} den Ausdruck 0% In(u) durch eine partielle Ableitung

D% In(u) mit |oy| =g
ersetzen.
iv) Die Verschiebungspolynome und Methoden zu der Reduktion von Variablen kénnen

wir aus Kapitel 6 entnehmen.

O

Anmerkung 7.1.14 1In [15, Abschnitt 5.2.] finden sich weiterfiihrende Referenzen zu lo-
garithmischen Sobolev-Ungleichungen (z.B. Optimalitat der Konstante C'). O

7.2 Ein Beispiel

Wir wollen hier ein Beispiel fiir eine logarithmische Sobolev-Ungleichung vorstellen. Diese
ist aus [15, Abschnitt 5.2.] entnommen.

Satz 7.2.15 Es sei (2 := (a,b) ein beschréinktes Gebiet und v > 0. Dariiber hinaus sei
w e C*(Q) mit w >0 (u>0 fir y >4 ), welche (RB1) oder (RB2) fiir k = 2 erfiillt
(unabhéngig von t). Dann gilt:

3

/qu(ln(u))i dx < <—)2/Qu7(ln(u))im dx.

v

Beweis: Nach dem vorherigen Abschnitt ist es hinreichend, das Entscheidungsproblem
(7.3) zu losen. Mit Beispiel 7.1.6 und Beispiel 7.1.7 folgt:

CH; — Hy = C(& = &) =& = (C - 1)§ — 2056+ O

Mit Hilfe von Beispiel 2.2.27 folgt, dass das einzige zuléssige Verschiebungspolynom durch
T(€) == (v = 3)& + 366
gegeben ist. Fir (7.3) erhalten wir:

0< CHj — H{ +cT' = (C = 1)& — 2C&6& + C& + c((v — 3)&L + 3¢1%)
= a1&} + bl + az&)

mit:

a;:=C—14c¢(y—3), ay:=-2C4+3c und az:=C.
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Die Allquantoren in (7.3) kénnen wir mit Lemma 3.2.32 eliminieren. Beriicksichtigen wir,
dass C' > 0 gelten soll, so erhalten wir folgendes dquivalentes Entscheidungsproblem:

(3C)(3e)(4aras — a2 > 0 A C > 0).
Es gilt:
0 <dajaz — a3 =4C(C — 1+ c(y — 3)) — (—2C + 3¢)* = =9¢* + 4yCc — AC.

Damit ein ¢ existiert, muss obiges quadratische Polynom mindestens eine reelle Nullstelle
besitzen. Dies impliziert, dass die entsprechende Diskriminante nichtnegativ sein muss.
Wir erhalten fiir die Diskriminante:

0 < (49C)* — 4(=9)(—4C) = 16C*y* — 144C.

Obige Ungleichung kénnen wir durch C' > 0 dividieren und nach C' auflésen. Es folgt:

C> (%)2

Insbesondere ist damit die gesuchte logarithmische Sobolev-Ungleichung fiir

3\ 2
o= (2
Y
erfiillt und wir erhalten die gewiinschte Aussage. Die Giiltigkeit fiir u > 0 und v > 4 folgt
direkt aus Anmerkung 7.1.11. O

Anmerkung 7.2.16 Fordern wir u € C*(Q) mit entsprechenden Randbedingungen, so
konnen wir noch zwei weitere Verschiebungspolynome betrachten (vgl. Anmerkung 7.1.10).
Wir berichten hier, dass dies nicht zu einer Verbesserung der Konstante C' in Satz 7.2.15
fithrt. Dies resultiert aus der Tatsache, dass die Vorfaktoren fiir die zusétzlichen Verschie-
bungspolynome auf Grund von Lemma 2.2.36 und Lemma 2.2.35 trivial sein miissen. O
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Nachwort

Abschlielend mochten wir einige Aspekte erwéahnen auf welche wir im Rahmen dieser Ar-
beit nicht weiter eingegangen sind. Systematische partielle Integration wurde verwendet,
um Lyapunov-Funktionale fiir folgende Gleichungen zu bestimmen:

i) Porose-Medium-Gleichung (vgl. [15, Abschnitt 4.1]),

ii) Derrida-Lebowitz-Speer-Spohn-Gleichung (vgl. [15, Abschnitt 4.3] fiir den eindi-
mensionalen Fall und vgl. [16, Lemma 4] fiir den mehrdimensionalen Fall) und

iii) Fokker-Planck-Gleichung (vgl. [14, Abschnitt 3.4]).
Dariiber hinaus kénnen die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden erweitert werden auf:

i) Gleichungen, welche die gemischte Form

ke
Uy = <uﬁ+1p(%, ce %) +u7+1Q(%, ce agu) + )x

besitzen (vgl. [15, Abscnitt 5.3]),
ii) Mehrdimensionale radialsymmetrische Funktionen (vgl. [14, Abschnitt 3.3]) und

iii) Mehrdimensionale Neumann-Randbedingungen (vgl. [14, Abschnitt 3.3]).

Nicht beantwortet haben wir die Frage wie wir unser Verfahren auf Funktionen erweitern
konnen, welche nicht im klassischen Sinne differenzierbar sind. Um Lyapunov-Funktionale
zu bestimmen, haben wir explizit das Vorzeichen der Zeitableitung von H, betrachtet.
Dies ist hinreichend, aber nicht notwendig, um auf Monotonie schliefen zu kénnen. Je
nach gewahltem Losungsbegriff fiir unser Grundproblem (Definition 2.1.2) ist dies auch
nicht moglich. Eine Erweiterung von logarithmischen Sobolev-Ungleichungen auf Sobolev-
Réaume wére in diesem Zusammenhang auch von Interesse.
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