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Abstract

This thesis deals with the optimal investment control of the free surplus of an insurance company.
The surplus process is modelled via the classical Cramér-Lundberg risk process perturbed by
a Brownian Motion. The insurer has the possibility to invest the surplus in a risky asset and
in a risk free asset. A distinction is made between two cases: In the constrained case there
are contraints set for the investment in the risky asset, whereas in the unconstrained case the
insurer is free to invest as much as it wants and short selling is permitted. In both settings the
existence of a solution of the Hamilton-Jacobi-Bellman equation is proven and it is shown that
the minimal ruin probability function is such a solution. What is also of major interest is the
asymptotic behaviour of the optimal investment control and the minimal ruin probability for low
surplus levels, because in this model they are generally not analytically calculable. Under the
specific assumption of exponential distributed claims additional statements about the asymptotic
behaviour for large surplus levels can be made. Lastly, on the basis of two specific examples
possible courses of the optimal control under different assumptions are presented.

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der optimalen Kontrolle der freien Reserve eines Versicherungs-
unternehmens, welche durch das klassische Cramér-Lundberg Modell, das zusétzlich durch eine
Brownsche Bewegung gestort wird, modelliert ist. Das Unternehmen hat die Moglichkeit dieses
Vermogen in eine risikobehaftete Anlage und in eine risikofreie Anlage zu investieren. Dabei
wird zwischen zwei Problemstellungen unterschieden. Im ersten Fall werden Grenzen fiir den in
das risikoreiche Asset angelegten Anteil der Reserve festgelegt und im zweiten Fall soll dieser
unbeschrankt sein und damit Leerverkdufe ermoglicht werden. Es wird fiir beide Félle die Exis-
tenz der Losung der entsprechenden Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung bewiesen und gezeigt,
dass die Ruinwahrscheinlichkeit eine solche ist. Von groftem Interesse ist auch das asymptotische
Verhalten der optimalen Strategie und der Ruinwahrscheinlichkeit bei kleiner Reserve, da diese
im betrachteten Modell in der Regel nicht analytisch berechenbar sind. Unter der speziellen
Annahme von exponentialverteilten Schiden werden zusétzlich asymptotische Aussagen fiir ho-
he Reserven getroffen. Anhand von konkreten Beispielen wird gezeigt, wie die Entwicklung der
optimalen Kontrollstrategie unter verschiedenen Annahmen aussehen kann.
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1 Einleitung

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist das Auffinden der optimalen Kontrollstrategie eines Versicher-
ungsunternehmens, genauer einer asymptotischen Darstellung fiir eine solche, unter welcher die
Ruinwahrscheinlichkeit minimiert wird. Die freie Reserve des Unternehmens wird durch das
Cramér-Lundberg Modell beschrieben, welches in diesem Fall durch einen Stoérterm, der durch
eine Brownsche Bewegung modelliert ist, erweitert wird. Dieser Storterm sorgt dabei fiir eine
zusétzliche Unsicherheit. Diese Arbeit orientiert sich grofiteils am wissenschaftlichen Artikel von
T. Belkina und S. Luo [3].

Im Allgemeinen ist es in diesem Modell nicht moglich, die optimale Kontrolle analytisch zu
berechnen, jedoch werden asymptotische Darstellungen gefunden, welche einen Aufschluss iiber
ihr Verhalten fiir x — 0 und = — oo liefern.

Zunéchst miissen die Grundlagen wiederholt werden, die fiir das Verstédndnis dieser Arbeit von
Bedeutung sind.

Kapitel 2 beschéftigt sich mit den Grundbegriffen der Stochastischen Analysis. Der Kernaussage
der Stochastischen Analysis, der sogenannten Ito-Formel, wird dabei eine besondere Bedeutung
zugemessen.

In Kapitel 3 wird die Einfiihrung in die Stochastische Kontrolltheorie vorgenommen. Dabei wer-
den die wichtigsten Definitionen, unter anderem die eines Kontrollprozesses, Zustandsprozesses,
der Wertfunktion und der zuléssigen Strategien vorgestellt. Besonders wichtig ist die in diesem
Kapitel hergeleitete Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung, welche eine notwendige Bedingung fiir
die Wertfunktion ist.

Kapitel 4 ist der Ruintheorie gewidmet. Es wird das klassische Risikomodell, das Cramér-
Lundberg Modell, prasentiert und der Begriff der Ruinwahrscheinlichkeit definiert. Das in diesem
Kapitel vorgestellte Modell liefert die Basis fiir den spéater im Fokus liegenden gestorten Risiko-
prozess.

In Kapitel 5 wird das Cramér-Lundberg Modell, welches die freie Reserve des Versicherungsun-
ternehmens beschreibt, durch einen Storterm erweitert und das konkrete Optimierungsproblem
dieser Diplomarbeit dargelegt. Es wird die Existenz einer klassischen Losung der Hamilton-
Jacobi-Bellman Gleichung bewiesen und gezeigt, dass die minimale Ruinwahrscheinlichkeit die-
se 16st. Weiters wird eine asymptotische Darstellung fiir die optimale Kontrollstrategie und
die minimale Ruinwahrscheinlichkeit hergeleitet. Dabei werden zwei verschiedene Félle betrach-
tet. Zunéchst der beschrinkte Fall, bei welchem Leerverkdufe verboten werden und der in die
riskante Geldanlage investierte Anteil ein fix vorgegebenes Level nicht iiberschreiten darf. Im
unbeschrankten Fall dagegen sind keine solchen Einschriankungen gegeben.



Anschliefsend wird in Kapitel 6 der Spezialfall von exponentialverteilt auftretenden Schéden
genauer betrachtet. In diesem Fall ist es moglich, die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung ana-
lytisch zu 16sen und aufzuzeigen, dass die Ruinwahrscheinlichkeit, vorausgesetzt die Reserve ist
groft genug, gegen einen endlichen Wert konvergiert.

In Kapitel 7 werden numerische Ergebnisse fiir konkrete Beispiele préasentiert. Fiir die auftreten-
den Schiden im Cramér-Lundberg Modell werden verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen
betrachtet, verglichen und letztlich graphisch veranschaulicht.

Im Anhang befindet sich weiterfithrende Theorie aus dem Gebiet der Differentialrechnung, wel-
che in Kapitel 6 fiir die Berechnung der Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung benétigt
wird.



2 Stochastische Analysis !

In den folgenden Kapiteln wird der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) betrachtet.
Die Stochastische Analysis beschéftigt sich mit stochastischen Prozessen, dabei ist ein stochas-

tischer Prozess (Xi):>0, eine Familie von Zufallsvariablen auf (2, F,P) mit Zustandsraum R,
bzw. R,

2.1 Grundbegriffe

Definition 2.1 (Filtration). Eine Filtration (F)i>o ist eine wachsende Familie von o-Algebren
mat .7:15 Q F.
Mit FX wird die von dem Prozess X, erzeugte Filtration bezeichnet.

Einer der bedeutendsten stochastischen Prozesse ist die sogenannte Brownsche Bewegung. Diese
taucht besonders haufig in der Finanz- und Versicherungsmathematik auf spielt eine wichtige
Rolle bei der Simulation von Aktienkursen.

Definition 2.2 (Standard Brownsche Bewegung). Eine Standard Brownsche Bewegung (Bt)t>0
ist ein beziiglich der Filtration (Ft)t>0 adaptierter Prozess, der folgende Eigenschaften erfiillt:

1. By = 0 P-fast sicher,

2. B hat P-fast sicher stetige Pfade,

3. B hat normalverteilte Inkremente By — By ~ N (0,t — s) fir 0 < s <,
4. By — By ist stochastisch unabhdngig von Fs fiir 0 < s < t.

Definition 2.3 (Geometrische Brownsche Bewegung). Sei (Bi)i>o eine Standard Brownsche
Bewegung, dann ist der Prozess (S¢)i>0, beschrieben durch

o2
S; = rexp [(,u— 2) t+UBt:| ,

ewne geometrische Brownsche Bewegung.

Der Parameter p heifit Drift und der Parameter o ist die Volatilitdt.
St ist die Losung der stochastischen Differentialgleichung

dSt == ,uSt dt + O'StdBt, t Z 07 SO = Z.

'vgl. [13]



Nun wird eine fiir diese Arbeit wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilung, die Poisson-Verteilung,
vorgestellt.

Definition 2.4 (Poisson-Verteilung). Fine Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt mit Para-
meter A (X ~ Poi(X)), falls gilt

k
P(X:k:):e_)‘%, firk=0,1,--- ,n.

Fur X gilt dann
E(X)=X und V(X)=A.

Ein weiterer wichtiger stochastischer Prozess ist der Poisson Prozess.

Definition 2.5 (Poisson Prozess). Der Prozess (Ni)i>0 nennt sich Poisson Prozess mit Inten-
sitdt X > 0, falls folgende Eigenschaften erfillt sind:

1. Ny = 0 P-fast sicher,
2. (Ni)e>0 besitzt rechtsstetige Pfade,
3. Nt — Nj ist unabhdngig von der Vorgeschichte Fy fir s <t,
4. Ny — Ng ~ Poi(\(t — s)) fir alle s < t.
Der Poisson Prozess Ny zdhlt die bis zum Zeitpunkt t aufgetretenen Spriinge.

In der Versicherungsmathematik wird das Auftreten der zu zahlenden Schiden aus dem Versi-
cherungsbestand gerne durch einen Compound Poisson Prozess beschrieben.

Definition 2.6 (Compound Poisson Prozess). Sei N eine mit dem Parameter A Poisson-
verteilte Zufallsvariable und (X;);en unabhéingig identisch verteilte Zufallsvariablen, so heifit

N

S:=> X, (2.1)

i=1
Compound Poisson Prozess (S ~ CPoi(\)).
Fir die Zufallsvariable S gilt
1. E(S) = ME(X;) und
2. E(S) = AE(X1))? + AV(X1) = AE(X?).

Definition 2.7 (Martingal). Ein integrierbarer und (Fi)e>o-adaptierter Prozess M = (M)¢>o,
der P-fast sicher
Mg = E[M|Fs]  fir s<t,

erfillt, heifst Martingal.
Bemerkung 2.1. Beispiele fir Martingale sind
1. die Brownsche Bewegung und

2. der kompensierte Poisson Prozess My := Ny — At fiir t > 0.



2.2 Ito-Prozesse und Ito-Formel

Die Ito-Formel ist eine der Kernaussagen aus der stochastischen Analysis, welche in ihrer ein-
fachsten Form als Integraldarstellung fiir stochastische Prozesse beziiglich einer Brownschen
Bewegung gesehen werden kann.

Die Beweise fiir die hier vorgestellten Varianten der It6 Formel konnen in [13] nachgeschlagen
werden.

Definition 2.8 (Progressive Messbarkeit). Ein Prozess (Xi)i>o heifit progressiv messbar bzgl.
der Filtration (F)¢>o, falls
X : (s,w) = Xs(w),

eingeschrankt auf dem Intervall [0,t] messbar beziiglich B([0,t]) ® F; ist.

Definition 2.9 (Eindimensionaler It6-Prozess).
Es sei (0, F, (Fi)e>0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (By)y>o eine eindimensionale
Brownsche Bewegung bzgl. der Filtration. Dann heifst ein Prozess (X¢)i>o der Form

t t
Xt:X0+/ K, ds+/ H, dB;, (2.2)
0 0

fir den die Eigenschaften

1. Xo ist Fy-messbar,

2. P (fOT | K| ds < oo) =1, wobei Ky progressiv messbar ist und

3. P (fOT HS2 ds < oo> = 1, wobei Hy progressiv messbar ist

gelten, emndimensionaler Ito-Prozess.

Satz 2.1 (Eindimensionale It6-Formel).
Sei Xy ein Ito-Prozess und f eine Funktion aus dem Raum der zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen (C?(R)), so ist f(X;) wieder ein Ito-Prozess und es gilt

t t t
f(Xy) = f(=o) —l—/o f(Xs)Ks ds —i—/o f(Xs)Hs dBs + ;/0 f”()(s)f'fs2 ds. (2.3)

Eine vereinfachte Darstellung ist

£ = fla)+ [P0 Xt 5 [0 ).

was direkt aus
dXy = Ks ds+ H;, dBSa
und

t
<X>t:/ H52 dS,
0

folgt.



Definition 2.10 (n-dimensionaler It6-Prozess).

Es sei (0, F, (Fi)i>0,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und By = (Bf,---,BP)" eine
n- dimensionale Brownsche Bewegung bzgl. der Filtration F;. Dann heif$t ein Prozess der Form
X =Xo+ fg bs ds + fg os dBs, fir den by € R™ und o, € R™™ adaptiert sind und

1. IP’(fg”bé\ ds < oo) =1 Vie{l,..,n},
2. P(fo ds<oo):1 Vi,j e {1,..,n},

gelten, ein n-dimensionaler Ito-Prozess.

Satz 2.2 (n-dimensionale Ito-Formel). Sei (X;)i>o ein n-dimensionaler Ito-Prozess und
f:[0,T] x R* = R € CY2. Dann ist f(t, X;) wieder ein Ité-Prozess und es gilt

f(t, X)) = (0, Xo) /a (5, X5) ds—i—Z/ 5 (5, X,) dX'+ Z/azajSXS)d<Xi’Xj>s’

o (2.4)
mit <XZ,XJ>t = fg(aa—r)ij ds.

Nun erweitert man den It6-Prozess aus (2.2) mit einem Sprungprozess S; (z.B. einem Compound
Poisson Prozess), so erhélt man einen stochastischen Prozess der Form

¢ t
X =X +/ K, ds +/ H, dBg + Sy, (2.5)
0 0
einen sogenannten Sprung-Diffusions-Prozess.

In [14, Kapitel 11] ist folgende Version der It6-Formel fiir solche Prozesse mit Beweis nachzulesen.

Satz 2.3 (Ito Formel fiir Sprung-Diffusions-Prozesse). Sei (X¢)i>0 ein Prozess der Form (2.5)
und f eine Funktion aus dem Raum der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen (C?(R)), so
gilt

f(Xy) = f(zo) /f de+/f HdB+/f” X, )H? ds
+ Z s - s*)]' (2'6)
0<s<t



2.3 Stochastische Differentialgleichungen 2

Definition 2.11 (Stochastische Differentialgleichung). Sei (By)i>0 eine n-dimensionale Brown-
sche Bewegung, b : [0,T] x R" — R™ und o : [0,T] x R™ — R™ "™ messbare Abbildungen. Eine
Gleichung der Form

dX; = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) d By, (27)

mit Anfangsbedingung Xo = &, heifst stochastische Differentialgleichung.

Es handelt sich hierbei um n gekoppelte Differentialgleichungen
dX} = bi(t, Xy) dt + Zn: o (t, X;) dBj.
j=1
Definition 2.12. Ein Prozess (X;) heifit starke Losung dieser Differentialgleichung, falls gilt:
1. (X¢)e=o erfallt (2.7) P-fast sicher,
2. IP’(fOT]bS(s,XS)\ ds < oo) =1, ]P’<f0T(U§j(s,XS))2 ds < oo> =1 und

3. (Xt)e>o0 st FB-adaptiert.

Satz 2.4 (Existenz und Eindeutigkeit der starken Losung). Betrachte man eine stochastische
Differentialgleichung der Form (2.7), fir die die lineare Wachstumsbedingung und Lipschitz-
bedingung
16, @) + [lo(t, 2)|| < K|z —yl|,
o(t, 2)I* + llo(t, 2)1* < K*(1 + [l]),

und E(£2) gelten, wobei 0 < t < T und K > 0 sind. Dann existiert eine eindeutige, starke und
stetige Losung X; der SDE, sodass gilt:

E( sup |X¢|?) < oc.
0<t<T

Bemerkung 2.2. Bei der sogenannten schwachen Lisung ist diese auch von der betrachteten
Brownschen Bewegung B abhdngig, insbesondere muss dabei X; nicht FB-adaptiert sein.

2vgl. [11]






3 Einfiihrung in die Kontrolltheorie

Die stochastische Kontrolltheorie beschéftigt sich mit der Optimierung von Systemen, welche
durch stochastische Prozesse dargestellt sind. Nun werden einige Begriffe aus der Kontrolltheorie
vorgestellt.

3.1 Terminologie

- Der Kontrollprozess u; ist ein progressiv messbarer Prozess mit Werten in &/ C RP, p € N.
Die Anzahl der Aktien in einem Portfolio stellt zum Beispiel einen solchen Kontrollprozess
dar.

- Der Zustandsprozess X; wird durch die Gleichung

dXt = b(t, Xt,ut) dt+0(t,Xt,Ut) dBt, (31)

beschrieben, wobei die Funktionen b: [0,7] x R" x U — R™ und o : [0,T] x R" x Y — R">*™
Borel-messbar sind. Ein Beispiel fiir einen Zustandsprozess ist das Vermogen des Investors
unter Verwendung der Strategie u;.

- Das Zielfunktional J(t, z,u;) ist gegeben durch

J(t o) = E (/tT (s, Xoyt1y) ds + (T, X)Xy = x)) , (3.2)

wobei die Funktion ¢ die laufenden Kosten beschreibt und ¥(7, X7) die Endkosten zum
Zeitpunkt T. Das Ziel ist es, J(t,x,u;) zu maximieren.

- Die Menge der zuldssige Strategien A(t, ) soll gewisse Minimalbedingungen erfiillen:

1. Die stochastische Differentialgleichung der Form (3.1), welche den Zustandsprozess be-
schreibt, soll eine eindeutige starke Losung besitzen.

2. Das Zielfunktional J(t, z, us) soll wohldefiniert sein.

- Die Wertfunktion V' (¢, x) ist durch V(¢t,z) = sup J(t,z,u;) gegeben.
ucA(t,x)

Das Ziel ist es, die Wertfunktion V(¢,2) zu bestimmen und eine Strategie u; € A(t,x), die
sogenannte optimale Strategie, zu finden, fiir die

V(t,x) = J(t, z,ux)

erfillt ist.
Yvgl. [9]




3.2 Ito-Diffusion und ihr Generator

Nun werden Definitionen und Séatze vorgestellt, welche zur Herleitung der sogenannten Hamilton-
Jacobi-Bellman Gleichung benétigt werden. Mit dieser Gleichung lasst sich weiters die Wert-
funktion V (¢, 2) und die optimale Strategie u; € A(t,x) bestimmen.

Sei nun (9, (F)¢, F, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und B eine m-dimensionale Brown-
sche Bewegung. Besitzt die stochastische Differentialgleichung

dX; = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) d By,
mit messbaren Funktionen
b:[0,00) x R" — R", o :[0,00) x R" — R™™,

und Anfangsbedingung Xy = z, eine eindeutige starke Lésung, so nennt man diese It6-Diffusion.
Die Matrix a(t,z) := (0o ") heift dann Diffusionsmatrix.

Definition 3.1 (Generator). Der Operator L, welcher definiert ist als

Lf:=lim [f(SaXs”Xt = l’] — f(t, ;1;)
s\t s —t

(3.3)

fir x € R mit Definitionsbereich Dy, := {f(t,z)| Limes (3.3) existiert}, heifit Generator der
It6-Diffusion.

Weiters sei der Operator L wie folgt definiert:

_9 + ib'(t :C)i + i oii(t m)i
8t i1 n 8%’2 i1 KA (9:62'1‘3"
wobei L auf dem Bereich
2
DL =C% = {f (?9{ 8azfj stetig Vi, j =1, - } ,

definiert ist.
Somit ldsst sich der Operator, angewandt auf eine Funktion f aus DL, weiters schreiben als

o*f _ of 1
+Zb al‘l_‘_ Z—l CM] axle a—i—b(t a?) If(tax)‘{’itr(a(t,l‘),D;pr(t,l‘)),

wobei mit Dy f(t,x) der Gradient von f, mit tr die Spur der Matriz und mit Dy, (t,x) die
Hessematriz von f bezeichnet wird.

10



Bemerkung 3.1.

- Mit der obigen Notation lasst sich die Ito-Formel (2.4) folgendermafen schreiben:

df (t, X¢) = Lf(t, Xy) dt + Do f(t, X¢)o (¢, Xy) dBy.

- Im eindimensionalen, zeithomogenen Fall, lautet der vereinfachte Operator

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen der Generator L mit dem Operator £
iibereinstimmt.

Satz 3.1. Sei die Funktion f € CY2 und gelte fiir alle u > t:

E {/ulﬁf(s,Xs)] ds] <oo und E [/u]Dggf(s,XS)(I(S,XS)\2 dWs| < oo,
¢ t

so st f € Dy und L= L.

3.3 Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

Um die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung nun herleiten zu kénnen, wird das sogenannte Bell-
man Prinzip angewandt. Dieses besagt, dass das globale Optimierungsproblem auf dem Intervall
[t,T] in zwei lokale Optimierungsprobleme auf den Intervallen [t, ;] und [t1,T] zerlegt werden
kann.

Somit ist unter Verwendung dieses Prinzips das Ziel die Wertfunktion der Form

11 T
Vit,2) = sup E[/ plos Xovus) s [ (s, Xovus) s+ (T, X)X, = 2
u€A(t,z) t t

t1
= sup E [/ o(s, Xs,us) ds + V(ty, X)) | Xt = x} , (3.4)
u€A(t,x) t

mit T > t1 > t zu bestimmen.

Man setzt voraus, dass die Wertfunktion V' (¢, x) glatt genug ist, sodass folgende Umformungen
durchgefiihrt werden konnen. Genaueres dazu ist in [9] zu finden. Zuerst wird die
Ito-Formel (2.3) fiir V'(¢1, Xy,) angewandt, woraus sich folgendes ergibt:

t1 X t1
V(t1, X,) =V (t,x) +/ ((W(;;s) ds + D,V (s, X5)b(s, Xs,us) ds
t t
t1

1 [h
+2/ tr(a(s, Xs,us)DyzV (s, X)) ds + D,V (s, Xs)o(s, Xs,us) dBs.
¢ t

Als néchstes kann fiir V(¢1, X;,) in die Gleichung (3.4) eingesetzt werden, wobei von V (¢, x)
zusétzlich gefordert wird, dass das stochastische Integral bzgl. der Brownschen Bewegung ein

11



Martingal ist. Das hat zur Folge, dass der Erwartungswert des Integral verschwindet und nur
mehr die folgenden Terme {ibrig bleiben.

t1 t1 X t1
0= sup E [/ o(s, Xs,us) ds —|—/ V(s Xs) ds + D,V (s, Xs)b(s, Xs,us) ds| Xy = m]
u€A(t,x) t t ds t

1[4
+E / tr(a(s, Xs,us)DyzV (s, Xs)) ds| Xy = :1:} .
t

2

Dividiert man jetzt durch den Faktor (¢; —t) und bildet den Grenzwert fiir ¢; — ¢, so vereinfacht
sich die Gleichung zu

0= 51615 {gp(t,Xt, ut) + (W(;,tXt) + D,V (t, Xp)b(t, X¢, ur) + %tr (a(t, Xt,ut)DmV(t,Xt))} .
Setzt man nun
crpa) =P80 b (e eu) + Lralt, v 0 De £ 1, 2)),
so ergibt sich die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung (HJB-GLeichung):
0 =sup{e(t,z,us) + LV (t,x)}. (3.5)

ueU

Man sieht, dass unter bestimmten Voraussetzungen das Erfiillen der HJB-Gleichung eine not-
wendige Bedingung an die Wertfunktion ist.

Nun stellt sich die Frage, ob eine Losung der HJB-Gleichung automatisch auch die gesuchte
Wertfunktion ist. Diese Uberlegung fithrt zum Verifikationstheorem.

3.4 Ein Verifikationstheorem

Verifikationssétze garantieren, dass die Losungen der HJB-Gleichung auch wirklich die Wert-
funktion darstellen. Fiir konkrete Probleme sind oft “eigene” Verifikationssétze notig.
Die Menge der zuldssigen Strategien A(¢, x) sei so, dass

(A1) wu progressiv messbar ist und E[ftT (s, Xs,us) ds|X; = z] erfiillt,
(A2) Yu € A(t,x) die stochastische Differentialgleichung (3.1) eine eindeutige starke Losung
besitzt, fiir die E[ sup || Xs||?] < oo gilt und
t<s<T

(A3) das Zielfunktional J(¢,z,u) wohldefiniert ist.

Der Beweis des nichsten Satzes ist in [9, Kapitel 5] zu finden.

Satz 3.2 (Verifikationssatz). Angenommen es gelte

- lo@t @, u)||* < Co(1+ [|z* + ||lul|?*) mit Cs >0,

- et z,u)| < Cp(1 + ||z]|? + ||ul|?) mit Cp, > 0 und

- e CY2([0,T) x R™) mit |®(t,z)| < Co(1 + ||z]|?) mit Ce > 0.

Weiters soll ®(t,x) die HJB-Gleichung (3.5) erfiillen. Dann folgt:
1. ®(t,z) > V(t,x) und

2. Existiert u und ist uy = u(t, X;), so ist uf die optimale Strategie, fir die
V(t,x) = J(t,z,uf) gilt.

12



3.5 Auffinden der Wertfunktion und der optimalen Strategie

Zum Berechnen der gesuchten Wertfunktion und optimalen Strategie wird in der Regel folgendes
Schema angewandt:

1. Zuerst wird der Maximizer (¢, x) der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung bestimmt.

2. Dann wird 4(t, ) in die HJB-Gleichung eingesetzt und man erhélt eine partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung fir V (¢, z).

3. Letztlich wird versucht, diese Differentialgleichung zu losen (z.B. mit Hilfe bestimmter
Ansétze, Numerischer Methoden, Fourrierreihen, etc.) und man erhélt eine Darstellung
der Wertfunktion, von der die optimale Strategie abgeleitet werden kann.
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4 Ruintheorie

In diesem Kapitel werden das Cramér-Lundberg Modell und der Begriff der Ruinwahrscheinlich-
keit mit einigen dazugehorigen Resultaten vorgestellt.

4.1 Cramér-Lundberg Modell !

Im Jahr 1903 stellte F. Lundberg ein Risikomodell in stetiger Zeit vor, das sogenannte Cramér-
Lundberg Modell. Es beschreibt die freie Reserve Uy eines Versicherungsunternechmens zum Zeit-
punkt ¢ > 0. Diese setzt sich zusammen aus dem zu Beginn zur Verfiigung stehenden Anfangs-
kapital, den eingehenden Pramien sowie den eingetretenen Schéden, fiir die das Unternehmen

aufkommen muss.
Ny

Ut:u+cthYi:u+cth(t). (4.1)
i=1
Die Prémienrate ¢ wird in diesem Risikomodell als konstant angenommen. Fiir den Bestand
sind die Beitrage iiber das ganze Jahr verteilt und koénnen als stetig iiber die Zeit angenommen
werden. Der Einfachheit halber ist die Pramie in diesem Modell fiir jedes Intervall proportional
zu seiner Lange modelliert.

Die Anzahl der Schéden (Vi);>o, die bis zum Zeitpunkt ¢ aufgetreten sind, bilden einen ho-
mogenen Poisson-Prozess mit Parameter A. Die Schiden Y; > 0, oft auch Claims genannt, sind
eine Folge unabhédngig und identisch verteilter Zufallsvariablen, welche auch unabhéngig von NVy
sind. Somit ist die Summe S(t) = 25\21 Y; ein Compound Poisson-Prozess, wie er in Kapitel 2
definiert ist.

Der Verlauf der durch das Cramér-Lundberg Modell beschriebenen Reserve kann sich beispiels-
weise darstellen wie in Abbildung 4.1. Darin ist zu erkennen, dass die freie Reserve wahrend
der schadenfreien Zeit durch die Pramieneinnahmen linear steigt. Tritt ein Schaden auf, so fallt
das Vermogen um den Schadenbetrag.

Yvel.[1]
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Reserve U(t)

Zeit t

Abbildung 4.1: Realisation des Risikoprozesses U(t)

4.2 Ruinwahrscheinlichkeit 2

Wird der Prozess {U;},~, zu einem Zeitpunkt 7" < oo negativ, so spricht man vom Ruin des
Versicherungsunternehmens.

Definition 4.1 (Ruinzeitpunkt). Der Ruinzeitpunkt T' ist definiert als
T:=inf{t>0:U; <0},
mit inf ) = co.

In diesem Zusammenhang ist der Begriff der Ruinwahrscheinlichkeit von grofier Bedeutung fiir
das Versicherungsunternehmen. Diese wird bei einem Startkapital von u mit ¥(u) bezeichnet.
Es wird angenommen, dass sowohl die Pramienrate, als auch die Verteilung der Claims wahrend
des betrachteten Zeitraumes gleich bleiben.

Definition 4.2 (Ruinwahrscheinlichkeit). Die Ruinwahrscheinlichkeit ist definiert als
U(u) =P(T < o0).

Die Berechnung und Abschétzung der Ruinwahrscheinlichkeit ist eines der zentralen Probleme
der aktuariellen Mathematik.

Diese dient als Indikator fiir die Solvenz des Versicherungsunternehmens.

Eine hohe Ruinwahrscheinlichkeit ldsst auf eine Instabilitét schlieffen. In diesem Fall kénnen
Anpassungen beziiglich der Prédmienhéhe oder des Startkapitals getétigt werden, um die Wahr-
scheinlichkeit zu verringern.

Mit der Ruinwahrscheinlichkeit ist es méglich verschiedene Portfolios zu vergleichen, wobei
darauf Bedacht zu nehmen ist, dass es sich nicht um die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit des
Ruins in néchster Zeit handelt. Moglicherweise bedarf es hunderte von Jahren bis der Zustand
erreicht wird.

Aufserdem handelt es sich bei der hier gegebenen Definition des Ruins um eine mathematische
Abstraktion. Nur weil sich das Kapital des Unternehmens im Minusbereich befindet, heifst dies
lange nicht, dass es insolvent ist und andersrum muss nicht schon bei kleinstem positiven Wert
auch schon eine Solvenz vorliegen.

2vgl. [10] und [1]
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Bemerkung 4.1. Von der Pramie ¢ im Cramér-Lundberg Modell (4.1) wird gefordert, dass sie
einen Sicherheitszuschlag 0 enthdlt, fir den ¢ = (14 0)A\uy gilt, woraus folgt, dass 6 gegeben ist

durch
c

0=——
Apa

)

wobei iy = E[Y7] ist.

Dieser Zuschlag hat den Grund, da das sogenannte Nettopramienprinzip mit ¢ = E(S), P- fast
sicher zum technischen Ruin des Versicherungsunternehmens fihren wirde. Genaueres dazu ist
in [1] nachzulesen.

Definition 4.3 (Anpassungskoeffizient).
Bei einem Ruinprozess, bei dem die Claims Y > 0 unabhdngig identisch verteilt sind mit E =
u1 > 0, ist der Anpassungskoeffizient, oder auch “Lundbergkoeffizient” R die positive Lisung in
r der Gleichung

1+ (14 0)ur = my(r), (4.2)

wobei mit my die Momentenerzeugende Funktion der Claims Y bezeichnet wird.

Der Anpassungskoeffizient ist ein Mafs fiir das Risiko und héngt von zwei Faktoren ab: der Ge-
samtschadenhohe und der Pramienrate.

In den néchsten beiden Sdtze wird eine Abschétzung fiir die Ruinwahrscheinlichkeit des Ver-
sicherungsunternehmens und eine explizite Formel bei exponentialverteilten Schéden gegeben.
Die Beweise sind in [10] zu finden.

Satz 4.1 (Lundbergs Grenze fiir die Ruinwahrscheinlichkeit). Fir einen Compound Poisson
Prozess U mit Startkapital w, Pramienrate ¢, Claims mit Verteilungsfunktion P, Momenten-
erzeugendefunktion my (t) und Anpassungskoeffizienten R, welcher (4.2) erfillt, gilt folgende
Abschdtzung fiir die Ruinwahrscheinlichkeit
(u) < e B,

Satz 4.2 (Lundbergs Grenze fiir die Ruinwahrscheinlichkeit mit exponentialverteilten Claims).
Fir einen Compound Poisson Prozess U, bei dem die Claims exponentialverteilt sind mit Er-
wartungswert py ist die Ruinwahrscheinlichkeit bei einem Anfangskapital u gegeben durch

wobei R = ﬁ und ¥(0) = 1—_}_9 sind.
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5 Optimales Investment bei Sprung-

Diffusionsprozessen 1

Die folgenden Kapitel orientieren sich an dem in der wissenschaftlichen Arbeit von T. Belkina
und S. Luo [3] vorgestellten Modell und Optimierungsproblem.

5.1 Das Modell

Betrachtet wird ein Versicherungsunternehmen, dessen freie Reserve durch das Cramér-Lundberg
Modell (siehe Kapitel 4) beschrieben wird.
Dieses Modell wird nun durch einen Storterm, welcher durch eine Standard Brownsche Bewegung
B! = (B});>0 beschrieben wird, erweitert:

Ny
Xp=z+ct—)» Yi+nBl, t>0, (5.1)
=1

wobei g1 > 0 eine Konstante ist, die die Volatilitdt dieses Storterms repréasentiert.
Somit kann in diesem Modell der Ruin entweder wegen eines Schadens oder aufgrund von Os-
zillation durch den Storterm eintreten.

Das Unternehmen kann nun zum Zeitpunkt ¢ einen Anteil von a; in ein risikobehaftetes
Asset, wie zum Beispiel in eine Aktie, investieren. Die Preisentwicklung einer solchen Geldanlage
wird durch eine geometrische Brownsche Bewegung S = (S¢)1>0

dSt = /LStdt + O'StdBt,

mit Volatilitdt o und Erwartungswert u beschrieben.
B = (B¢)t>0 ist dabei eine weitere Standard Brownsche Bewegung, die unabhéngig von der
Schadenzahl (N¢)¢>o und den Schidden Y; ist.

Die beiden Brownschen Bewegungen B! und B sollen in Korrelation zueinander stehen. Fiir den
entsprechenden Korrelationskoeffizienten p € [—1,1] gilt Cov (dBy,dB}) = E(dBs dB!) = p ds.

Der restliche Anteil der freien Reserve (X; — a;) zum Zeitpunkt ¢ wird in eine risikofreie Anlage
P,, wie beispielsweise in eine Anleihe, mit fixem Zins r angelegt, sodass gilt:

dP;, =rP, dt.

3]
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Mit 7 := {as},~, wird nun der dynamische Kontrollprozess fiir die Investition der freien Reserve
bezeichnet.

Somit folgt unter den obigen Annahmen, dass die freie Reserve des Versicherungsunternehmens
gegeben ist durch die Gleichung

t t
X7 = /[c—FT(X;r—as)—F/,Las]ds—Fa/ anBs—i—crl/ dB! — ZYZ’ (5.2)
0 0

mit Korrelationskoeffizienten p € [—1, 1] und Volatilitdt des Storterms o;.

Bemerkung 5.1. Es ldsst sich eine Standard Brownsche Bewegung W finden, sodass

\/O'QCL% + 2001 pay + o AWy = oay dB; + o1 dB}, (5.3)
gilt.

Beweis. Beide Seiten sind als Zusammensetzungen von Gaufl-Prozessen wieder Gaufs-Prozesse.
Berechnet man den Erwartungswert beider Seiten, so sieht man sofort, dass aufgrund der
Martingaleigenschaft diese gleich null sind. Fiir die Varianzen gilt:

V (0a; dBy + 01 dB}) = 0%a;V (dBy) + 20a,01Cov (dBy,dB}) + o1V (dB})
= o?a} dt + 20a;01p dt + o dt
= (a at + 20ai01p + 01) dt,

\Y% <\/a a2 + 2001pa + o3 th) = (0%a* +20a01p + 07) V (dW})
= (02a2 + 20a01p + a%) dt.
Somit ist die Gleichheit beider Seiten aus (5.3) gezeigt. O

Mit dem Resultat aus (5.3) lasst sich der Prozess (5.2) vereinfachen zu

. N(t)
X7 :a:+/ [c+ (XTI —as) + pag) ds+/ \/a a? +2001pas + o3 dW, — ZY (5.4)
0

In dieser Arbeit unterliegt der Prozess X]* den folgenden Bedingungen:
- Die Parameter A, c,r, i, 0,01 > 0 sind Konstanten,
- p#1,—1 und

- die Verteilungsfunktion der Schéden Y; ~ F, ¢ € 1,--- , N(t) hat eine stetige Dichte mit
Tréger (0,00) und E(Y;) < oo.

In diesem Kapitel werden zwei verschiedene Fille beziiglich des Investments der freien Reserve
in das risikobehaftete Asset (z.B. Aktie) betrachtet, der beschrénkte und der unbeschriankte Fall.

Im beschriankten Fall werden Grenzen gesetzt, sodass nicht mehr als ein fixer Wert A > 0 in
die risikobehaftete Anlage investiert werden darf und keine Leerkdufe erlaubt sind. Also muss

zu jedem Zeitpunkt ¢ der in die Aktie angelegte Anteil a; aus dem Intervall A = [0, A] sein.

Im unbeschrankten Fall werden dafiir keine Grenzen gesetzt und es gilt somit A = (—o0, 00).
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Definition 5.1 (Die Menge der zuldssigen Strategien IT).
Die Menge der zuldssigen Strategien fiir dieses Modell wird mit I1 bezeichnet.
Jedes ™ = {as} 5o € Il muss die folgenden Bedingungen erfiillen:

(I11) as ist Fs- vorhersagbar,
(T12) as ist auf jedem endlichen Intervall P- fast sicher quadratisch integrierbar und
(I13) as € A.
Mit
" =inf{t >0: X[ <0}, (5.5)
sei der Ruinzeitpunkt des Versicherungsunternehmens unter Verwendung der Strategie m € 11

bezeichnet.

Demnach ist die zugehorige Uberlebenswahrscheinlichkeit 6™ (x), d.h. die Gegenwahrscheinlich-
keit zur Ruinwahrscheinlichkeit W™ (z) (siche Kapitel 4) definiert als
0M(x)=1-0"(z) =1—-P(7" < 0).

Die maximale Uberlebenswahrscheinlichkeit §(z) ist gegeben als

é(z) = ilelg 0" (). (5.6)

Per Definition ist d(z) somit eine nicht-fallende Funktion und es gilt die Anfangsbedingung
5(0) =0 fiir z = 0.

5.2 Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

Der Prozess (5.4) ist ein Sprung-Diffusionsprozess der Form (2.5).

Die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung fiir das in diesem Kapitel betrachtete Modell kann
analog zu Abschnitt 3.3 hergeleitet werden, wobei die entprechende It6-Formel fiir einen solchen
Prozess (Satz 2.3) verwendet werden muss. Weiters wird, damit die Voraussetzungen fiir die
[t6-Formel erfiillt sind angenommen, dass §(z) zweimal stetig differenzierbar ist.

In [8] wurde gezeigt, dass dies fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit immer der Fall ist, wenn
die Schiden im Risikoprozess stetige Wahrscheinlichkeitsdichten besitzen. Aus diesem Grund
wurde diese Eigenschaft oben schon als Annahme getroffen.

Insgesamt kommt man zur HJB-Gleichung

sup L95(z) = 0, (5.7)
acA

wobei der Operator £ gegeben ist durch

LD§(z) = %(0%2 + 2pooia+ 02)8" (x) + [e + (u — r)a + ra]d (x) — M(8)(z), (5.8)

M) (@) = Noa) - [ "b(x — y) dF(y)] = NE(3(x) — 6(z — ).

Da § auf (0,00) eine wachsende Funktion ist, folgt dass auch M (J)(z) positiv ist.
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5.3 Asymptotisches Investment bei kleiner Reserve © — 0

Proposition 5.1. Angenommen W ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die die
HJB-Gleichung (5.7) lost. Sei ay definiert als

aw (x) == —W — p%, (5.9)

wobei W (x) # 0 gelten muss.

Dann mazimiert ay die HJB-Gleichung (5.7) auf dem Intervall A = (—o0,00), unter der Be-
dingung, dass W"(z) <0 gilt.

Beweis. Fiir den Maximizer ay muss die Gleichung
1
LW () = §(U2aw2 +2p001aw + X)W (z) + [+ (n — r)aw + rz]W'(z) — M(W)(z) = 0,

erfiillt sein. Wird diese nach ay, abgeleitet, so muss im Falle einer Extremstelle

2ayw W () + pooy W () + (u — r)W'(z) — 0 = 0,
gelten. Woraus durch umformen

wr = B T)W(@)  po
W a?W"(x) o’

erhalten wird.

Nun soll ay ein Maximum sein, d.h. es muss 622 L)W () < 0 erfiillt sein. Das ist genau der
w

Fall, wenn W”(z) < 0 ist. O

5.3.1 Der beschrankte Fall

In diesem Abschnitt wird das Kontrollproblem fiir den Fall eines auf den Bereich A = [0, A]
beschrankten Investments betrachtet. Es sei zudem angenommen, dass p > r ist. Der Fall p < r
kann analog betrachtet werden.

Zunéchst stellt sich die Frage, wie der Maximizer (5.9) fiir den beschrénkten Fall aussieht.

Proposition 5.2. Der Mazimizer fiir A = [0, A] ist gegeben durch

aw(z) 0<aw(z) <A W'(x) <0,
ap(x) =<0 aw(z) <0,W"(z) <0; oder aw(z) > A/2, W"(z) > 0, (5.10)
A aw () > A, W"(x) <0; oder aw(z) < A/2, W"(z) > 0,

wenn W' (x) # 0 ist und A wenn W"(z) = 0.

x)
z)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches nachrechnen und wird hier nicht genauer ausgefiihrt.

O]
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Definition 5.2. Der Operator Tw(x) ist definiert als

Tw(z) = O<i£1£ATw(a, x), (5.11)

wobet
_H{MW)(z) — [e+re+ (u—r)ajw(z)}
02a? + 2pooia + o?

Tw(a, ) (5.12)

ist und w eine nicht-negative, auf dem Intervall [0,00) stetige Funktion ist. Die Funktion W ist
dabei iber w definiert und lautet

Man bemerke, dass W(0) = foow(s)ds =0 ist.

Folgendes Lemma besagt, dass eine klassische Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung
(3.5) existiert (siehe auch [3]).

Lemma 5.1. Es existiert eine stetig differenzierbare Funktion v(z) auf [0,00), welche folgende
Gleichung erfiillt

V'(z) = To(z), v(0)=1. (5.13)

Beweis.
Fiir jedes w € C[0, K] mit K > 0 sind die Funktionen M (W)(z) und T, (a,z) offensichtlich
stetig in x. Da T(a, ) fiir alle a € [0, A] stetig in x ist, folgt, dass Tw(x) ebenfalls stetig ist.

Nun betrachte man zwei stetig differenzierbare Funktionen w;(x) und we(z) in C[0, KJ.

Sei ||w|| die Supremumsnorm definiert auf C[0, K] (d.h. ||w]| :=sup{Jw(z)|: 0 <z < K}).
Wi(z) = [y wi(y) dy und Wa(z) = [ we(y) dy erfiillen dann

(Wi(z) = Wa(z)| =

[ i) = vt as| < [urto) = wato] a

< zl|lwy; — ws|| < K||lwy — wall. (5.14)

Genauso gilt

/Om Wi(x —y) — Wa(x —v) dF(y)‘ _

< /0 ’ /0 o (s) — wals)] ds dF(y)
< Kljwy — we]|. (5.15)

/0 ' /0 " wi(s) — wals) ds dF(y)

Somit folgt mit (5.14) und (5.15) insgesamt

MWy () — M(Wa)(x)| = \A(Wux) W) - [ Wi =) = Wali ) dF<y>'

<A <|W1(33) — Wa(z)| +

[ Wi =)~ Wil ) ar())

< 2)\K|]w1 — 'UJQH.
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Angenommen fiir jedes x € [0, K| gilt Tw;(x) > Twa(x), wobei
Twa(x) = Ty, (ab, x) ist, dann ist

Twi(x) — Twe(x) = Twy(x) — Ty, (a3, x)
< Tw1 (a;, 'T) - Tw2 (a§7 fL‘)
_ H{M W) (x) = M(W2)(x) — [c+ re + (p — r)as][wi (x) — wa(z)]}
02(a3)? + 2pooyal + o?
202AK ||y — wal| — [e + ra + (p — r)as][wi (z) — wa(2)]}
02(a})? + 2pooial + o3
< 2{2\K ||w1 — wa|| + [c + ré( + (e —r)A]||wr — wal}

01
= CO(K)[|w1 — wall,

mit C(K) _ 2[2)\K+C+T‘§<+(M*T)A] .

loa

1
Somit ist der Operator T' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C(K).

Fiir den Operator Tw(z) := [y Tw(y)dy + 1, w € C([0, K]) gilt dann

1
17wy = Twall < KCO(K)[Jwi — w2l < 5 llwr — wel,

fiir ein K mit KC(K) < &. Daraus folgt, dass der Operator 7 eine Kontraktion (d.h. Lipschitz-
stetig mit Konstante € [0, 1)) auf C([0, K]) ist.

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz (siche [6]) folgt nun, dass in C([0, K]) ein Fixpunkt v
von T existiert, sodass

v="To, (5.16)

gilt. Die Losung kann, da K beliebig gewihlt war, ohne Weiteres auf das Intervall [0, co) erweitert
werden.
Leitet man nun (5.16) ab, so erhélt man

!/

o = (To) = (/0 Toly) dy + 1) ~ Tu(z),

womit das Lemma bewiesen ist. O

Sel nun
V(z) = /O " u(s)ds, (5.17)

wobei die stetig differenzierbare Funktion v, die Losung aus Lemma 5.1 ist.
Lemma 5.2. Die Funktion v(z) ist positiv auf [0, 00).

Beweis. Der Beweis erfolgt per Widerspruch, d.h. es wird angenommen, dass
32 €[0,00) : v(Z) < 0. Definiere dazu

zo = inf{z > 0:v(xz) = 0}.
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Nun sei angenommen, dass zp < oo ist. Dann gilt v(xp) = 0 und v(x) ist monoton fallend auf
[0, 2], d.h.

v(xo) — v(zo — €)

v'(xp) = lim

e—0+ €
C o 2B0Z9 0 o (5.18)
e—0+ €
Wegen Lemma (5.1) gilt jedoch
v'(20) 513 Tv(zg) = inf Ty(a,z9) = inf 2AM(V)(wo) — [e+ rzo + (1 _2 rjajv(zo)}
0<a<A 0<a<A a’o? + 2pooia + 0%
2M(V)(o)

 0<a<A a202 4+ 2pooia+ o}

Da v(x) monoton fallend auf [0, z¢] ist, folgt

o o 0
M(V)(20) = Afo(o) — / o(z0— $)dF(s)] = —A / oo — $)dF(s) = / v(zo— $)dF(s) > 0,
0 0 zo
was ein Widerspruch zu (5.18) ist. Daher muss xg = oo gelten und v(x) ist somit positiv auf
ganz [0, 00) . O

Der néchste Satz besagt, dass die Losung der HJB-Gleichung (5.7) ein Vielfaches der maximalen
Uberlebenswahrscheinlichkeit 6(z), wie sie in (5.6) definiert wurde, ist.

Die Aussage ist ohne Beweis in [3] zu finden. In dieser Arbeit wird der Beweis genauer ausgefiihrt.
Dieser hélt sich im Wesentlichen an den Beweis aus [4, Kapitel 4], in dem die Aussage fiir das
Modell ohne Storterm gezeigt wurde.

Satz 5.1. Es sei g eine positive, wachsende und zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
[0,00), welche die HIB-Gleichung (5.7) lést. Dann ist g beschrinkt und die maximale
Uberlebenswahrscheinlichkeits-Funktion ist durch §(x) = g(z)/g(c0) gegeben.

Weiters ist 7 = {a*(t) }+>0, mit a*(t) = aE(Xt“j), die zugehorige optimale Investmentstrategie
und X[~ die freie Reserve zum Zeitpunkt t unter Verwendung von m*.

Fiir den Beweis dieses Satzes werden die néchsten drei Hilfslemmata benétigt, deren Beweise in
[12], [4] und [2] zu finden sind.

Folgendes Lemma besagt, dass Ruin niemals durch Investments verursacht wird, wenn bei einer
geringen Reserve eine konstante Investmentstrategie zugrundegelegt wird.

Lemma 5.3. Fir jede Zahl n € N und eine zuldssige Strategie m = {a(t)}+>0, sodass im Falle
einer geringen Reserve X[ (x — 0) die Strategie a(t) = ¢, ¢ > 0 konstant ist gilt:

P(r™ < mppi|m™ > 1) =0,

wobei T der in (5.5) definierte Ruinzeitpunkt ist und mit 0 = 19, 71,... die Eintrittszeiten der
Schiden bezeichnet werden.

Lemma 5.4. Fir jede zuldssige Kontrollstrategie 7 = {a(t) }+>0 € [0, A] gilt

P(thZT,TW:OO> +P(1" <o0)=1.
t—00
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Lemma 5.5. Es existiert eine zulissige Kontrollstrategie m, sodass die Uberlebenswahrschein-
lichkeit 6™ (x) fir alle x > 0 positiv ist .

Beweis von Satz 5.1.
Fiir jedes € > 0 kann die Funktion g zu g, fortgesetzt werden, sodass g wachsend und zweimal
stetig differenzierbar auf (—oo, co) ist:

_ Jg(x) fiir z €[0,00)
9ele) = {O fir z € (—o0, —¢)

Fiir jede zuldssige Strategie m und Konstante M > 0 definiert man nun den Austrittszeitpunkt
aus dem Intervall (0, M) als

Ty =1inf{t >0: X[ ¢ (0,M)}.
Mit Tf/f* wird dabei der erste Austrittszeitpunkt aus (0, M) unter Verwendung der optimalen

Strategie m* bezeichnet.
Wendet man nun die Ito-Formel (2.3) an, so erhiilt man

tATTM
9e(Xyprzr) = glx) + /0 e+ X2 + (1 —r)ay(XD)]g/(X2) ds

1 tAT" M
+ 2/ {UZ[CLZ(X:)]Q + 20'0'1pa*(X + Ul}gll ) ds
0

tATTM
/ \/02 (X9 + 2001pa(XE) + of g'(X7) AW,

+ Z —9(X)]

X; <XS_

Mit dem Operator £, wie er in (5.8) definiert ist, und

tATTM
/ \/02 2+ 2001pa}(X3) + of g'(X7) dW,

<o [ ) - /089<X::—u> aF()] ds+ 37 [0 — 9(X2 ),

lésst sich die Gleichung vereinfachen zu

*

tATTM
0
Da g laut Voraussetzung die HJB-Gleichung erfiillt, gilt E“Z(Xs*)g(X;k) = 0. Der Integrand in

Mt(l) ist offensichtlich beschrankt und Mt(l) und Mt(z) sind beides Martingale. Bildet man nun
auf beiden Seiten der oberen Gleichung die Erwartungswerte, so verbleibt nur mehr

E[Qe(Xt/\Tgf; )= g(x). (5.19)
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Mit der gleichen Uberlegung gilt fiir jede beliebige zulissige Strategie 7 = {ut},~o wegen

L) g(XT) < 0: )
Elge(Xiarg,)] < g(x).

Bildet man die Grenzwerte fiir t — oo und danach M — oo, so erhélt man mit der Anwendung

des Lemmas von Fatou (siehe [13]):

E[QE(XT‘”)} < g($),

und wegen Lemma 5.4 gilt auch
E[ge(X77)] = g(00)P(7" = o0).
Aus Lemma 5.5 folgt, dass g(co) < oo ist und es gilt

P = 00) < JE) (5.20)
Andererseits folgt aus (5.19):
9(z) = Elge(X, )

= Elge(X, o) L, o0y +9(0) P(X,, o= =0)

tATT ATy

M

=0, wegen Lemma 5.3

+ E[96<Xt/\7']7\’; )} 1{’€<XtATX; <0}

< g(oo)IP)(Xt/\TX; > 0) 4+ g(0)P(—e < Xiperr < 0).

Fiir ¢ — 0 konvergiert die Wahrscheinlichkeit P(—e < X, nrrs < 0) — 0, da die unabhéngig,
identisch verteilten Claims eine stetige Dichtefunktion besitzen.
Bildet man nun wieder die Grenzwerte fiir t — oo und M — oo, so erhélt man

9(x) < g(o0)P(7" = o),

woraus mit (5.20) die Gleichheit der beiden Seiten folgt und die maximale Uberlebenswahr-

scheinlichkeit somit die Form P(77" = o0) = % besitzt. O

Da V aus (5.17) eine positive, wachsende und zweimal stetig differenzierbare Funktion auf [0, co)
ist, welche die HJB- Gleichung 16st (leicht nachzurechnen), sind die Voraussetzungen von Lemma
5.1 erfiillt. Deshalb lésst sich der néchste Satz formulieren (vgl. [3]):

Satz 5.2. Die Funktion V ist beschrinkt und wachsend auf [0,00). Die mazimale Uberlebens-
wahrscheinlichkeit ist gegeben als

o(z) = V(2)/V(c0).
Lemma 5.6. Es existiert ein € > 0, sodass v'(x) < 0 fir x € [0,¢€) gilt.

Beweis. Die Funktion v erfiillt die Voraussetzungen aus Lemma (5.1), somit gilt

v'(07) = lim Tv(x) = inf lim T,(a,x)

z—0t 0<a<A z—0t
it 2000 et 7+ (e o)
0<a<A z—0+ a’0? +2pooia + o3

o 2let (p—raf}
0<a<A a20? + 2pooia+ o?’

Da (p—7)a > 0 ist und die Pramienrate ¢ ebenfalls positiv sein muss, ist fiir z € [0,¢€) v'(z) < 0.

O]
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5.3.1.1 Verifikationssatz 2

In diesem Abschnitt wird untersucht, unter welchen Parametervoraussetzungen die optimale
Strategie die Werte 0, A oder ay (z) annimmt.

Im folgenden Satz seien p; und py definiert als

(—r)or (n—1r)A% +2cA _ (u—r)or  of(u—1r)A% + 2¢A]

PL= " o 2T 2eoy 20 2¢01 '

o

Satz 5.3. Es existiert ein € > 0, sodass
(a) falls p < p2, V die Gleichung

sup L%V (z) = LAV (z) = 0, (5.21)

0<a<A
lost, wobei x € (0, ¢€) ist;
(b) falls po < p < p1, V die Gleichung

sup L%V (z) = LY@V (2) =0, (5.22)
0<a<A

lost, wobei x € (0,¢€) ist;
(c) falls p > p1, V die Gleichung
sup LV (z) = LV (z) = 0, (5.23)

0<a<A
lost, wobei x € (0, €) ist.

Beweis. ad (a): Angenommen es ist p < p2 und die Funktion f(a) mit a € [0, A] sei folgender-
mafen definiert
c+(p—r)a

> 0.
$(0%a? 4+ 2pooia + o?)

fla) :=

Um die Extremstellen der Funktion zu berechnen, wird zunéchst die erste Ableitung betrachtet

o) = 2(p—r) _ 2[20%a+ 2poo][(p — r)a + 2] |

02a? 4+ 2pooia + o} (02a2 + 2pooia + 0%)?

Fiir f'(a) = 0. ergeben sich die beiden Losungen

—ct\/+ (u—r)202 )02 —2(u—r)pcor /o
w—r

ai, a2 =

Auf dem Intervall (a1, ag) ist die Funktion f monoton wachsend.
Ist p < p1, so lasst sich herleiten, dass

Ve + (1= 1)20%0? =2~ r)peor/o =\ + (1 —r)20%/0? — 2 — r)preor [o
- 2 —r)202/62 —2(y — 2 91
e =Pt o2 = 2= 1P T confo

=vVcZ+0=c¢,

2vgl. [3]
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gilt, woraus folgt, dass a; < 0 < aq ist.

Fiir p < po gilt:

e+ AR+ (n—r)20%)o% —2(u—r)pcor /o
as = =
—c+ \/62 —1)202/0% —2(u—1) (“;201 — U[(“_g)c’gf”c’q] co/o
>
w—r
et/ + )2[A? + 2¢A] —c+\/(c—|—(u—r)A)2_A
B p—r p—r -

Somit ist die Bedingung p < ps dquivalent zu A < ao. Deshalb ist die Funktion nicht nur auf
(a1, az) wachsend, sondern auch auf dem eingeschriankten Intervall (0, A).

Da V die HIB- Gleichung (3.5) erfiillt, ldsst sich ein a*(x) € [0, A] finden, sodass L& @V (z) =
ist.

Von nun an wird zur Vereinfachung mit v(z) die erste Ableitung und mit o'(z) die zweite
Ableitung von V(z) bezeichnet. Setzt man in die Gleichung (5.8) ein und formt nach v((x)) um,
so ergibt das:

’U’(x) (.’E)/U( ) [C+(M—T)a*(x)+rx]
v(x) (a*( )) +2p001a*(x)+0%
MV@p@ -re
%02( *(x))2 + 2pooia*(z) + o2 fla*(z))
M(V)(x)/v(z) —rz -
= T2 ar(@))? + 2poorar@) + o7 1D (5.24)

wobeil im letzten Schritt die Monotonie der Funktion verwendet wurde. Mit dem Resultat aus
(5.24) kann man den Maximizer ay (), wie er in (5.9) definiert ist, abschétzen:

w—=r 1

> —
ay(x) > 2 -, N @) ol poi/o. (5.25)
502(a*(x))?+2poo1a* (x)+0
Fiir kleines x sind lir%M(V)(x) =0 und lirr(l)v(x) =1
T T—
Der restliche Term aus (5.25) ist somit weiter abschétzbar:
(n=r) o (p— r)[0?A? + 2p001 A + 0?] o1
o?f(A) o P= 202[c+ (p—1)A] o’
_ (n—1)[02A% + 2poa1 A + 03] ~ 2pooi(c+ (p—r)A)
202[c+ (u—1)A] 202[c+ (u—1)A]

_ (u—1)[02A%2 + 03]+ (u —7)2poo1 A — (u — r)2pco1 A — 2poaic
202%[c+ (u—r)A]

—r)o?—[(u—r clo?
(p<>ﬂz) (1 —)[0A2 + 0F] — 200,71 [égalgA” lo”A

202%[c+ (u—1r)A]
(4= P)o®A% 4 (= r)o? — (u— r)od + (i — )0 A% + 2c0°A
202[c+ (pn—r)A]

_ 2A02[c—|—(u—1)" Al A

202[c+ (u—r)A]
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Zusammenfassend gilt somit:

w—r 1

o2 _ M(V)(z)/v(z)—re
FA) = 1@ s spomar @707

ay(z) > —poi/o > A, (5.26)

Wegen Lemma 5.6 gilt v'(z) < 0 fiir kleine 2. Wegen der Relation (5.26) gilt somit

sup LV (z) = LAV (x).

0<a<A

Weil V' die HJB- Gleichung supg<,<4 £V (x) = 0 erfiillt, ist Teil (a) des Satzes bewiesen.

ad (c): Nun wird der Fall p > p; betrachtet. Wegen LV (x) < 0 ist

V(z) o M(V)(z)/v(z) = (c+ 1)
v(zr) — 307 .
Des Weiteren ist fir kleine z
por 301

ay () < o2 c—[MV)(z)/v(z) +rz]

Wegen der Bedingung p > p; gilt ebenfalls
w—r so?
o2 c— [M(V)(x)/v(z)+ ra]

<0,

weshalb supgc,<a LV (z) = LoV (z) gilt.

ad (b): (5.22) wird per Widerspruch bewiesen. Nimmt man an, dass der Maximizer von £V (x)
nicht ay (x), sondern 0 oder A ist, dann muss entweder (5.21) oder (5.23) gelten.
Fall 1: Ist £AV (z) = 0, so folgt, unter der Bedingung p > ps, fiir kleines

w—r 1

T ) - @R
T A T e At

—poifo < A.

ay(z) =

Aus diesem Grund ist der Maximizer von £V (z) nicht A und es muss £4V (z) < 0 sein. (Wi-
derspruch!)

Fall 2: £0V (z) = 0. Weil p < p; ist, gilt fiir kleine x
1 2

w—r 507
o2 c— [M(V)(x)/v(z)+ ra]

ay(z) = —poy/o > 0.

Deshalb ist der Maximierer von £V (x) = 0 nicht 0 und es muss £V (z) < 0 erfiillt sein.
(Widerspruch!).

Somit muss im Falle der Bedingung py < p < p; folgen, dass der Maximizer von £L*V (x) = 0 fiir

kleine z gleich ay (x) sein muss.
O
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Bemerkung 5.2.

. Aus Satz 5.3 folgt direkt, dass bei einer geringen Reserve x € (0,¢€), die optimale Kontroll-
strategie ay, € [0, A] die Form

A falls p < pa,
ay(x) =< ay(z) falls p2 < p < p1,
0 falls p > p1,

besitzt. Lisst man x in (5.13) gegen null streben, sieht man, dass ai,(07) die Gleichung

VOY) et (ur)ap(0t)] 5om
v(0) o2al,(01)2 + 2por0al, (01) + 03’ '
lost. Setzt man nun (5.27) in die Definition von ay (z) (5.9) ein, so gilt ebenfalls:
d( 1
v (0+)) ——— (5.28)
v = (ay, (0%) + p2t)
Nachdem Gleichheit gelten muss, lost a},(07) die quadratische Gleichung
B 1 _ 2[c + (p —r)ay (07)]
2@y (0) +p2)  02ay(0%)? + 2p0000(,(0) + 0F
welche sich in vereinfachter Form als
(1 —7)ai (07)%0% + 2coal, (07) + [2po01c — o (p — 1)) = 0 (5.29)
darstellen ldsst.
Somit erhdlt man die folgende (reelle) Losung:
c c2 201c
ay (04) = — + + pL—p)- 5.30
AT \/(u—r)2 ) (550

Es gilt 0 < a},(0+) < A.

. Da laut Lemma 5.1 v(0) = 1 gilt, folgt aus Satz 5.3 und den Gleichungen (5.27), (5.28)
sowie (5.30), dass v'(0") die folgende Gestalt hat:

2[c+(u—r)A]

T 02A%242poor At falls p < pa,
_2c
V(0F) = ot falls p > p1,
~ P00 = e falls py < p < p1
2[ % o1 .
o [av(0+)+p o ] o'ﬂ/’%fuir‘i’\/ﬁﬁ’%(plfp)]

Da davon ausgegangen wird, dass die Variablen c, u,r, A, a, p,0,01 alle positiv sind und
0.B.d.A angenommen wurde, dass > 1 ist, folgt, dass in allen Fillen v'(0%) = V"(0") <
0 ist, d.h. dass V nahe bei Null konkav ist. Dies stimmt mit der Aussage des Lemmas 5.6
tberein.
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5.3.2 Der unbeschrankte Fall

In diesem Abschnitt wird der Fall betrachtet, dass der in das risikobehaftete Asset investierte
Anteil der freien Reserve aus dem ganzen Intervall A = (—o00,00) sein darf und somit keiner
Beschrankung unterliegt. Zudem wird angenommen, dass u # r ist.

Sei nun V' (z) die Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung (3.5) mit den Eigenschaften
V() >0, V'(z)<0, V(0)=0 und V'(0")=1. (5.31)
Der Maximizer ay (x) der HIB-Gleichung wurde schon in Proposition 5.1 berechnet:

ay(z) = —W — p%, (5.32)

mit V”(z) < 0. Im unbeschriankten Fall ist die optimale Kontrollstrategie gleich diesem Maxi-
mizer: aj, = ay und es gilt die HJB-Gleichung

LY@V () = 0. (5.33)
Setzt man den Maximizer in die HJB-Gleichung ein, so erhélt man:

c+mc—M V'(z) +

- ;Ul( V() £ AE [V (@ — V) — V(a)] = B V@)

202 V(X))

Bemerkung 5.3. Fir z — 0 ist die optimale Strategie a},(07) wie in (5.30) gegeben.

Als néchstes soll gezeigt werden, dass eine Funktion V' mit den Eigenschaften (5.31) existiert,
welche die HJB- Gleichung (3.5) 16st.

Sei nun F(y) = 1 — F(y). Wegen der Eigenschaft V(0) = 0 lisst sich die obige Gleichung
schreiben als:

c rx—ip(u_r)al '(x 102 — POV (z) - F "(x — =
+ [+ jota -2 -3 [ Fuve - a

(2 (V@)

507 VI(X) (5.34)
Definiert man L1 V'(z) und LoV'(z) als
LiV'(x) = [c—l—m _olw ;r)al] )\/ y)V'(x —y) dy,
LoV'(z) = W - Dy, (5.35)
so erhélt man die vereinfachte, quadratische Gleichung
%Ufu ~ 2A)(V"(@)? + LV (2)V" () — %(LQV’(Q:))2 —0. (5.36)

Unter den Bedingungen V'(z) > 0 und V”(z) < 0 lésst sich eine Losung LV'(x) von (5.36)
berechnen, die
V" =LV'(x), (5.37)
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erfiillt und gegeben ist als

CLiV'(2) + V(L V' (@)% + 07 (1 — p?)(L2V'(2)?)
ot (1 —p?) '

Analog zu Lemma 5.1 im beschréankten Fall, 14sst sich fiir den unbeschrénkten Fall ein &hnliches

Lemma formulieren. Der Beweis erfolgt analog und wird hier nicht noch einmal ausgefiihrt.

LV (x) =

(5.38)

Lemma 5.7. Es existiert eine stetig differenzierbare Funktion v(x) auf dem Intervall (0, 00) mit
v'(z) = Lv(x), v(0)=1. (5.39)

Von nun an sei v eine solche Funktion, die Lemma 5.7 erfiillt und man schreibe

Vix) = /Oxv(y) dy. (5.40)

Lemma 5.8. Eine Funktion v(z) wie aus Lemma 5.7 ist positiv auf [0,00) und v'(x) ist negativ
auf [0, 00).

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas erfolgt analog dem von Lemma 5.2. O

]%emerkung 5.4. Ebenfalls analog zum beschrdankten Fall lisst sich zeigen, dass die mazimale
Uberlebenswahrscheinlichkeit gegeben ist durch 6(x) = V(x)/V(c0), wobei V' wie in (5.40) dar-
gestellt werden kann und eine Lésung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung ist. (Vgl. Lemma

5.1)

Im néchsten Schritt wird das asymptotische Verhalten der Losung der HJB- Gleichung bei kleiner
Ausgangsreserve = betrachtet.
Definiere zunéichst

" plp—1)o1

v:=v-1, ¢,:=c————"— und 05 = o2 (1 - p?). (5.41)
o

0 erfiillt wegen (5.34) offensichtlich die Gleichung

(cp+rz)(v(zx)+ 1)+

N | =
DN
=
—
3
N~—
|
>
O\&
e
—~
<
SN—
—
N
—
8
|
<
SN—
_l_
—_
SN—
QU
<
Il
[\
q
[\
2
—
8
S~—

mit Anfangsbedingung 9(07) = 0.
Die Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor o'(z) ergibt

(e +ra)(ola) + 1)7'(2) + 503 @) = A7 (0) [ o) (ota=9)+ 1) dy
=~ (3(z) + 1)%. (5.42)

Es lasst sich eine Losung von (5.42) finden, sodass diese und ihre Ableitung folgende Dar-
stellungen besitzen (vgl. [3]):

o(z) = azP(1+0(1)), o'(z)=aBz’ 1(1+0(1)), fir z—0,

wobei a, 8 > 0 sind.
Weil F(z) =1+ o(1) fiir z — 0 ist, lisst sich (5.42) in dem Fall schreiben als
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—r)?
¢, 7 (0F) + éag(@’(oﬂ)? - (“202>

Dann ist die Losung dieser Gleichung gegeben durch

2 2

L é 2i__c,,-|— Cp—|-2’yap

0'(07) = + = 5 .
02 Opt Op2 o,

Somit muss § = 1 sein. Dann gilt:

L 59 (n—r)?
[cpoz + 590 } (I1+0(1)) = a7 (5.43)
woraus folgt, dass v = 0/(0") ist.
Zu Beginn wurde geklirt, dass o/(07) = V”(0") < 0 ist.
Daraus folgt
Vi(z) =v(z) =149(x) =1+ az(l+0(1)) fir z—0, (5.44)
V() =a+o0(1) fir x— 0.
Es ist
cp+ /3 +2v02 w—r
o= — 0_2 = — 5 o . 62 2016 (545)
P g [p7_ufr+\/w+a(u—r)(pl_p)

_ k-
o [a(07) + p %]

)

wobei a},(07) wie in (5.30) definiert ist.
Insgesamt hat V(x) somit die asymptotische Darstellung:

Viz) =z + %xQ(l Yo(1)), z—0.

Wie in Bemerkung 5.4 bereits erwihnt wurde, kann man die maximale Uberlebenswahrschein-
lichkeit mit der Wertfunktion V' darstellen via §(z) = V(x)/V(00). Somit kann man folgendes
Theorem formulieren:

Satz 5.4. Es gilt

6(2) = Cla+ S2*(1+o(1)], = =0,
wobei C' = ﬁ > 0 ist.

Somit wird die intuitive Uberlegung, dass wenn die Reserve gegen Null strebt, die Uberlebens-
wahrscheinlichkeit ebenfalls gegen Null konvergiert, bestéatigt.

Um eine Formel fiir die optimale Strategie (5.32) geben zu kénnen, muss noch eine asymptoti-
sche Darstellung fir V" (z) gefunden werden.

Dazu fihrt man zunachst die Substitution durch

(z) = ax(l + 2(x)), z—0, (5.46)
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wobei a wie in (5.45) definiert ist.
Dann ist
' (z) = a(l + 2(2)) + axz'(z), = —0. (5.47)

Die Funktion z(z) in (5.46) und (5.47) sei von der Form z(z) = n2?(1 + o(1)), mit 6,1 > 0 (vgl.
13])-

Da o(x) und o'(z) die Gleichung (5.42) erfiillen miissen, folgt § = 1. Setzt man das in die
Gleichung ein und formt nach 7 um, erhélt man

A—71+2v—ac
2(cp +ao?)

Setzt man 7 in (5.47) ein, so hat V" (x) die Form
V"'(z) =9 (z) = a+ 2anz(1+0o(1)), = —0. (5.48)

Nun sind die asymptotischen Darstellungen bei x — 0 fiir V/ und V" bekannt und man kann
(5.44) und (5.48) in die optimale Strategie (5.32) einsetzen:

(p=—r)V'(x) o1

WO =Ty
_ C(u=r)ltaz(l+o(l)] o1
o?la+ 2amxz(1 + o(1))] -

. c c? 201c o k=T 2y . .
- u—r+\/<u—r>2+aw—r>(’“ )=t (1-5) tret)

=00 L2 (1= 2 atr 4 o),

o2

dabei ist a},(07) wie in (5.30) definiert. Setzt man fiir n und « ein, so erhilt man die folgende
Darstellung fiir die gesuchte optimale Kontrollstrategie:

Satz 5.5. Fir die optimale Investmentstrategie gilt

e ) on o

2
o 2 (=2 o
Cpt 50

i (z) = al (07) — [ £ } z(1+0(1),  (5.49)

wenn x — 0.
Dabei ist a},(07) in (5.30) definiert und c, und o, in (5.41).

Bemerkung 5.5. Zu Beginn des Abschnittes wurde gefordert, dass p # r ist. Im Fall p = r

gilt der Satz 5.4 ebenfalls. Die Variable v ist dabei gegeben durch o = —i%p, was direkt aus der
P

Gleichung (5.43) folgt.

Die optimale Investmentstrategie ist fiir p = r klarerweise konstant gleich ay,(x) = —pZt.
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6 Spezialfall der exponentialverteilten

Claims !

In diesem Kapitel wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Schiaden Y;, ¢ = 1,--- , Ny im be-
trachteten Ruinprozess (5.1) mit der Exponentialverteilung mit Erwartungswert m = % > 0

festgelegt, d.h. Y; ~ Exp(k).

Zuerst wird die optimale Investmentstrategie, genauer ihr Verhalten bei £ — 0 und x — oo, fiir
den unbeschrankten Fall berechnet.

Im zweiten Schritt wird dies auch fiir den beschréankten Fall getan, also unter der
Forderung, dass der in das risikobehaftete Asset angelegte Anteil der freien Reserve positiv und
unter einer vorgegebenen Grenze A sein muss.

6.1 Unbeschrankter Fall

Zuerst wird die optimale Strategie fiir x — oo bestimmt, wobei ay (x) aus ganz R sein darf.
Es wird angenommen, dass g # r ist. Im Fall ¢ = r ist die optimale Strategie wegen (5.9)
konstant gleich aj,(z) = —pZ-.

Da die Claims exponentialverteilt sind, ist F(y) = e *¥. Einsetzen in (5.34) liefert mit der
Bedingung, dass V(0) = 0 ist

x —r 2 " 2
(cp+rz)V'(z)+ %aﬁV”(x) — )\/0 e MV (x —y) dy — AV (0)e " = (,u202) (“//’E(:Z) )7

wobei ¢, und o, wie in (5.41) definiert sind.

Setzt man nun u(z) = V'(x)e*, so ist u'(x) = e " (u/(z) — ku(z)) und die obige Gleichung
lasst sich umformen zu

—r)?  (W¥(2))
202 (v(x) — ku(z))’

(cp +ra)u(z) + %O’Z(u/(l‘) — ku(z)) — )\/x u(y) dy — AV (0) = (s
0

Driickt man die optimale Strategie aus (5.9) mit den Funktionen u(x) und u/(z) aus, so hat sie

die Form

)= M7 wz) o1

o2 u'(x)— ku(x) o’

Yvgl. [3]
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Fiir
. . o
ay(z) = aj (z) + p;l, (6.1)

gilt
2

-7 v —7)?ay(x)o
(cp +ra)u(z) — ;az(ﬁ/lt(aj)(ﬂu(x) - )\/0 u(y) dy — AV (0) = — (“202) ‘;(_)T u(@).

Leite man diese Gleichung nach x ab, so ergibt sich

1 op—ru'(z)ay(x) — u(z)(av(z)')

ru(z) + (cp + ro)u’ (z) — 3% 52 (@) — Au(x)

= ) (@i (@) + ule) @ ()]
Werden beide Seiten durch u(z) dividiert, so ist

r—A+(c, +rz) (k - %) - %Ug/‘; rkay () ;V“g%x)— ay'(x)

AT [k:aNV(:E) iy —21"} +ay'(z).
o
Diese Gleichung kann weiter vereinfacht werden zu:
[H@%@+ﬂﬂ@“@:*ﬂ{W%@—2P—A+%—M_;+Tm]UQﬁ}@)
m m 20 m | pu—r

L o) - 2K —T
+2 <cp +rx + 2m0p> av(r) — o, o (6.2)

Wie bereits erwihnt, werden Ausdriicke fiir die optimale Strategie und die Wertfunktion bei

x — oo gesucht. Fiir die Gleichung (6.2) existiert eine Familie von beschrankten Losungen,
wobei jede dieser Losungen als unendliche Reihe der folgenden Form geschrieben werden kann.

ay (x) ~ Z arr ™"z — oo, (6.3)
k=0

mit den Koeffizienten

U L

a; = —
’ r o2

Eine genaue Herleitung dieser Darstellung ist in [3] zu finden. Aus (6.3) und (6.1) ist die optimale
Strategie fiir £ — oo nun herleitbar:

Satz 6.1. Fliir die optimale Strategie gilt

—Tr)m g —TmQ
airle) = Lo T (1 2 U o) (6.4

o2

fiir x — oo.
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Also wurde gezeigt, dass die optimale Strategie fiir x — oo gegen einen fixen Wert konvergiert.

Nachdem die Strategie nun bestimmt werden konnte, wird als Néchstes die Wertfunktion be-
rechnet.

Man sieht, dass fiir die logarithmische Ableitung von V'(z) aus (6.1) folgt:

V' (x) W=

(V@) = Gy = ~raa)

Integriert man diesen Ausdruck und formt etwas um, so ist V'(z) fiir ein K > 0 gleich:

V/(z) = K exp {—(“ _UZ)mQ /Ox a;(y) dy}. (6.5)

Da ay(y) = ao + 61%(1 +0(1)) fiir y — oo gilt, kann (6.5) weiter vereinfacht werden zu

() = Kexp{ — ' L
Viz) = Kexp /1 m 1= m(1— )11+ o()] W
= Kexp {— lr % +(1-m(1- i\);(l +o0(1)) dy}

= Ke™@/maMN™=1(1 4 o(1)).
Damit ist die Wertfunktion V(z) = [ V'(s) ds gegeben durch
V(z) = V(o) — Ke /™M1 (14 0(1)), z— oco. (6.6)

Da die maximale Uberlebenswahrscheinlichkeit &(z) proportional zur Wertfunktion V'(z) ist
(siehe Bemerkung 5.4), gilt der néchste Satz:

Satz 6.2. Es ist
§(x) =1— K e /™M1 4 0(1)), 2 — oo,

fir eine Konstante K1 > 0.

Bemerkung 6.1. Die entsprechende Ruinwahrscheinlichkeit ®(x) = 1 — §(z) ist dann klarer-
weise gegeben als
®(x) = Kie ™M (1 + 0(1)), z — oo. (6.7)

In die Formel fiir die Ruinwahrscheinlichkeit (6.7) flieflen demnach in erster Linie die Zinsrate
r, der Erwartungswert der Claims m und die Schadenintensitédt A ein. Die Parameter pu, o, die
Volatilitét der Stérung und die Prémienrate ¢ spielen dagegen keine Rolle.
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6.2 Beschrankter Fall

Wie schon im vorigen Abschnitt wird wieder p # r angenommen.
Sei V() die Funktion, welche fiir grofe x die Gleichung (5.21) aus Satz 5.3 erfiillt, d.h. es gilt

sup LYV (x) = LAV (z) =
0<a<A

= %(02142 + 2poo1 A + U%)V”({B) + e+ (u—r)A+rz]V'(z) — M(V)(z) = 0. (6.8)

Da die Schéden mit dem Parameter k = 1/m exponentialverteilt sind, lautet die Wahrscheinlichkeits-
dichte f(Y1) = ke~*¥1. Die Funktion M (V)(x) lasst sich damit schreiben als

MV)(z) = \[V(z) — k /0 Ve - s)eheds),

was schlieflich zur Gleichung
1
5(02142 +2po1 A+ o)V () + [e+ (p — 1) A+ ra)V(z)
—AV (x) + k:)\/ V(z—s)e *ds =0, (6.9)
0

fithrt. Definiert man eine Funktion g(z) als

g(z) := /Ow V(x— s)e *ds,

und fihrt anschlieffend die Substitution mit z := 2 — s durch, so wird diese zu

g(x) == — /0 V(z)e Mo=2) gy = e7ho /Oa? V(2)ekdz.
Das Ableiten dieser Funktion nach z liefert
J(z) = —ke @ /:v V(2)eMdz + V(x)etoe
= —kg(x) +0V(z). (6.10)
Da der Prozess V per Annahme die Gleichung (6.9) erfiillt, folgt, dass auch
G'(z) + kG(z) = 0, (6.11)
gelten muss, wobei G(z) definiert ist als
Glz) = %[JQAQ + 20001 A+ G2V (@) + [e + (1 — 1) A+ ra]V ()
+EA /Off V(z —y) exp(—ky)dy — AV (z),
was genau der linken Seite der Gleichung (6.9) entspricht.

Leitet man die Funktion G(x) ab und verwendet (6.10), so ist G'(z) gegeben durch

G'(z) = %Az V" (x) + [c+ (p— 1) A+ rz]V"(z) + rV'(z) + kAV (z) — K2 Ag(z) — AV (2),
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wobei

Ag = 0?A% + 2po0 A + 02,

ist. Der zweite Term aus (6.10) ist
1
kG(x) = §A/2) V" (2)k + EV'(z)[c+ (u —r)A + rx] — MV (2) + k*A\g(x)).

Fiihrt man die beiden Terme nun zusammen, so erhélt man mit (6.11) die folgende gewthnliche
Differentialgleichung dritter Ordnung

0= %A?) V" (z)+ V" (x) [;Aik +c+(p—r)A+ raz} + V(@) (r = A+ klc+ (u—r)A+rz])

2¢c  2(p-—r1)A 2r 2[(r = A) + ke+ kA(p—1)]  2rk
=V"(X)+ [142 t—— t k+ VPl V" (x) + Y o V'(x).
Z Z P P Z
Nun werden zur Vereinfachung die folgenden Variablen eingefiihrt
2¢c  2(p—r)A 2r
a) = —5+ —5—+k, az == —5,
A A A
" 2[(r = A) + ke + kA(u — )] " 2rk
3= ) 4= —Q5
A A7
und
o=V
Die Differentialgleichung ldsst sich dann schreiben als
" + (a2x + a1)¢' + (agz + az)¢p = 0.
Fiir
Y1 = QS? Y2 = ¢/7 (612)
gilt
/ /
v1 =0y + 12, Yo =—(asaz +a3)y1 — (a2 + ar)ya.
Schreibt man das System von Differentialgleichungen in Matrixform an
y' = Ay,
so hat die Matrix A die Gestalt
0 1
<—(a4:c +a3) —(azx + a1)> (A1 + o),
wobei die Matrizen Ag und A; definiert sind als
A0:<O 0), A1:<O 1>.
—ay  —ay —az —ag
Dies fiihrt insgesamt zur folgenden Gleichung:
y' = (A1 + Agz)y.
Multiplizieren beider Seiten mit dem Inversen von x ergibt
A
ey = (AO + ;) Y. (6.13)
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Fiir die Losung dieser Gleichung bei  — oo soll der Approximationsfehler von der Ordnung
O(z—g) sein (vgl. [3]). Bei x — oo hat (6.13) eine irregulére Singularitidt zweiter Ordnung. Ge-
naueres dazu ist im Anhang A erklart.

Betrachtet man nun das charakteristische Polynom der Matrix Ag

-A —-A

XAO()‘) = —(as+ N —(az+A) = Aaz +A) — Mas + A) = Maz — aq),

so sieht man, dass diese als einzigen Eigenwert A = 0 hat. Somit ist Ay singulér und besitzt keine
eindeutige Inverse. Das Ziel ist es, eine asymptotische Darstellung der Losung der Differential-
gleichung fiir * — 0 zu finden. Um dies zu tun, wird die sogenannte “Methode der asymptotischen
Diagonalisierung fiir Systeme linearer, gewohnlicher Differentialgleichungen” aus [5| verwendet,
bei der eine Korrektur des Eigenwerts vorgenommen wird. Zunéchst wird dafiir eine Matrix D
gesucht, sodass

D 'A\D = A,

fiir eine Diagonalmatrix A, gilt.
Es ist leicht zu zeigen, dass D und Ay die folgende Gestalt haben

1 0 - 0 O
D= (—a4/a2 1)7 Ao = <0 —a2>'

Die Inverse der Matrix D lasst sich leicht berechnen und lautet
Dl 1 0
a4 / ag 1/°

Als néchstes wird eine Substitution durchgefiihrt:

N N
y:D(Iz+1+22>Z, (6.14)
X X

wobei z = (21, 22)7 ist, I3 die 2 x 2 -Einheitsmatrix ist und N; und No zwei 2 x 2 Matrizen sind.
Die genaue Darstellung dieser beiden Matrizen wird im Folgenden bestimmt.

Im néchsten Schritt wird die Gleichung (6.14) nach der Variable x abgeleitet, wobei zu beachten
ist, dass z auch von x abhéingt. Dann hat ¢’ die Form:

N N N 2N
yf_p<12+;+x;)zf_p(x;+x;)z.

Nun kann fiir ¥ in (6.13) eingesetzt werden:

Ny | N Ny | 2N
e ly = [D (12 +=1+ j) 2 - D<21 + j) z} (6.15)
T T €T €T
A N, | N
= (Ao + 1) D<12 + 1+ j) . (6.16)
T T €T
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Umformen von (6.15) fiihrt weiter zu:

Ny, N\ '[/. A N, N 1
rly = <12+1+22> KA0+1> (12+1+§> —i—O(S)}z, (6.17)
i o X X X X
wobel
- _ —k 1
A =D AlD(—ag—k(k—al) k—ay)’

ist. Die Matrizen Vi und N, sollen so gewéhlt werden, dass die Gleichung die folgende Form

annimmt (vgl. [3]): .
el = (Ao + % + % + O(;))z (6.18)

Dabei sollen fil und /Ig Diagonalmatrizen sein, wobei /11 aus den Diagonaleintrigen von fil

besteht
~ —k 0
Al - < 0 k— CL1> ’

Somit fehlt noch die Bestimmung der Matrizen N1, No und Ag. Um diese zu berechnen, werden
die Gleichungen (6.17) und (6.18) gleichgesetzt.

A N, N 1 N MN\/-.- A A
X X X X X X X i

Aus dem Koeffizientenvergleich fiir % folgt
AgNy + Ay = Ay + N Ay

Daraus erhalt man Ny

Ny = 0 ‘1/a2> .

<—[a3+k(kz—a1)]/a2 0
Fiihrt man nun in (6.19) den Koeffizientenvergleich fiir # durch, so ergibt sich die Gleichung
/I()Ng + filNl = fig + leil + Ngfio.

Daraus konnen die Eintrége der fehlenden Matrizen leicht berechnet werden:

_ 0 — (2 — ay) /a2
N2 = ([a3 +k(k — a)](ar — 2k) /a2 0 2) )

i ([—ag - k(l(fl —a1)]/az a5 + k(k:o+ al)]/a2> = (A/To_ : 1 —OA/T‘> ‘

Das Differentialgleichungssystem (6.18) ist asymptotisch dquivalent zu
- A A
7= x(Ao + 24 j) z, (6.20)
x
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wobei 7 = (71, 2)7 ist. Genaueres dazu kann in [5] gefunden werden.
Diese Gleichung kann in die folgenden zwei linearen unabhéngigen Gleichungen aufgespaltet

werden
A
7= (—k+/r>zl,
x
i ( 2r 2¢ 2(u—r)A+ 1—)\/7'>~

Zp=| ——5T— —5 — Z9
2 AT A2 A2 x ’

wobei diese leicht gelost werden konnen und fiir x — oo die allgemeine Losungen (nach dem
Schema von [15] berechnet) die Form

Z = Cre "N (1 4 o(1)),

Zy = Che 47 Ap xl_)\/r(l +0o(1)),

r g2 Aetlom)A),

mit Konstanten C7,Cs € R besitzen.

Wie in [5] von R. Bellman begriindet ist, haben auch die Losungen des Gleichungssystems (6.18)
diese Form. Da jetzt die allgemeinen Losung von z bekannt ist, kann in (6.14) riicksubstituiert
werden und man erhélt

A2 1

P

— — 2k —

2re 22a3 ( a1)> 2

r—X\A r—2>\ A2 1
= —k- — 2k L+k( 2 2k — :
2 < re + xr3ras (a1 )> act [ + <2m" + mQa%( al))] 2

y1221+(—

Mit der in (6.12) festgelegten Notation sieht man, dass die ersten beiden Ableitungen der Funk-
tion V(z) aus (6.8) fiir z — oo folgendermafen aussehen miissen:

V'(z) = Cre MM 1 + 0(1)), x — oo,
V() = <_1_r—)\+ r—A

m re z2ras

(a1 — 2k)) Cre~ /MM ™11 4 0(1)), = — oo,
wobei C] > 0 ist (da V auf dem Intervall [0, 00) als wachsend angenommen wird).

Dann ist die optimale Strategie ay (x), wie sie in (5.9) gegeben ist, gleich

(p—r)V'(z) o1

ay(z) = o) p (6.21)
—Tr)m g —T m2
:(“02)— o _ (1—i>w(72)i(1+0(1)), % = oo.

Es lésst sich folgender Satz iiber die Wahl der optimalen Strategie formulieren (vgl. [3]), welcher
leicht nachzurechnen ist:

Satz 6.3. Fir x — oo, hat die optimale Strategie die Darstellung

o

epmpmlaro) Az tpmo gm0
W@ =15 b pos <

o

A A< lmpm  yon

0-2
Fiir den Fall A > (“;# —pZ > 0 ist auferdem (6.4) erfiillt und die Wertfunktion hat die

bereits im unbeschrinkten Fall berechnete Gestalt (6.6).
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In ihrer Arbeit [3] haben Luo und Belkina eine Darstellung der Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir
x — oo gefunden, die identisch mit der fiir den Satz 6.2 hergeleiteten Formel im unbeschrinkten
Fall ist. Jedoch ist die Konstante diesmal von der Schranke A abhéngig:

Satz 6.4. Fir die mazimale Uberlebenswahrscheinlichkeit des Unternehmens gilt
§(x) =1 — Koe ®/™aN™ 11 4 0(1)), 2 — oo,

fir eine Konstante Ko = Ko(A) > 0.
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7 Beispiele !

In diesem Kapitel werden konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die Schiden
Y; mit ¢ = 1,--- , Ny gewdhlt und deren Auswirkung auf die optimale Strategie untersucht und
verglichen.

Dabei werden keine Grenzen fiir den in die Aktie investierten Anteil der zur Verfiigung stehenden
Reserve festgelegt, d.h. es konnen die Resultate des unbeschrénkten Falles aus Abschnitt 5.3.2
angewandt werden.

Um die optimale Strategie ay * bestimmen zu kénnen, muss zuerst die Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichung (5.33) gelost werden (vgl. Abschnitt 3.5). Der in (5.38) definierte Operator,

welcher die Voraussetzungen von Lemma 5.7 erfiillt, 16st die aus der HJB-Gleichung
resultierende Integro-Differentialgleichung (5.37). Diese wurde durch T. Belkina und S. Luo in
ihrer Arbeit ([3]) numerisch gelést und dadurch die optimale Strategie aj, erhalten.

Im Folgenden werden zwei konkrete Beispiele betrachtet.

7.1 Beispiel 1

In diesem Beispiel sind die Parameter des Risikomodells folgendermafsen belegt:
puw=042, r=0.32, c=0.36, A\=03p=-02, 0 =01, 07 =02, k= 1.
Es werden nun fiir die Claims die drei verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen betrachtet:

- Exponentialverteilung mit Parameter k:
fy) =re™, F(y) = e fii y >0,
EY)=k=1.
- Halbnormalverteilung mit Parametern v und u:
2
()
fly) = %e (%2), F(y)=2[1-®(¥)] fiir y > 0,

wobei v als v = 77; gegeben ist, damit der Erwartungswert der Verteilung, wie bei der

Exponentialverteilung, gleich 1 ist: E(Y) = vy/2 = 1.

™

- Log-Normal-Verteilung mit Parametern v > 0 und u € R:
_(1ny—U)2

- log y— .
fly) = \/%vye 22 F(y)=1—-9® (W) ,firy >0
Hier wird v = 1 und u = 0.5 gesetzt, damit der Erwartungswert wieder gleich E(Y) =
eutv?/2 = 1 ist.

Mit @ ist hier die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung gemeint.

3]
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In Abbildung 7.1 sind die drei Verteilungen mit den oben gewédhlten Parametern und gleichem
Erwartungswert veranschaulicht.

— Exponentialv. — Halbnormalv. — Lognormalv.
0.9
0.6 1
0.3
0.0
1] 1 2 3 4 5

Abbildung 7.1: Vergleich der Verteilungen in Beispiel 1

Unabhéingig von der betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilung hat die optimale Strategie fiir
x — 0 wegen (5.30) und Satz 5.5 die asymptotische Darstellung

al (z) ~ 0.8542115 — 0.020394702(1 + o(1)), z — 0. (7.1)

Fiir den Fall von exponentialverteilten Claims wurde in Kapitel 6 in (6.4) die asymptotische
Darstellung der optimalen Strategie fiir grofse Reserven berechnet:

1
ay(z) 2 10.4 = 0.625—(1 + o(1)), @ — oo.

Die optimale Strategie ist als Ergebnis der in [3] gelosten Integro-Differentialgleichung graphisch
dargestellt und veranschaulicht die Auswirkungen der verschiedenen Verteilungsannahmen iiber
die Schéden.

In Abbildung 7.2 ist die Entwicklung der optimalen Strategie fiir Werte der Reserve in der Nahe
von Null dargestellt. Wie schon in (7.1) behauptet, ist der in das riskante Asset investierte Anteil
fiir x — 0 bei allen Verteilungen noch gleich und betréagt in etwa 0.8542115.

Jedoch lasst sich erkennen, dass diese bei wachsender Reserve immer mehr voneinander ab-

weichen. Besonders im Fall der log-normalverteilten Schiden sieht man, dass die optimale Stra-
tegie im Vergleich zu den anderen Verteilungen schneller steigt.
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Abbildung 7.2: Optimales Investment bei kleiner Reserve

Betrachtet man nun den Verlauf der Strategie auf dem groferen Intervall (0,8) in Abbildung
7.3, so werden die Unterschiede immer deutlicher.

25 T T T

Exponential
20l = = = Half-normal i
““““ Log-normal o

e

Reserve

Abbildung 7.3: Optimales Investment bei grofter Reserve

Fiir log-normalverteilte Claims verhélt sich af, (x) bei groferer Reserve linear und weicht stark
von den beiden anderen Féllen ab.

Unter der Annahme, dass die Schéden exponentialverteilt sind, bleibt der in die Aktie investierte
Anteil bei steigender freier Reserve konstant, was dem Ergebnis aus Kapitel 6 entspricht.

Obwohl die optimale Strategie mit halb-normalverteilten Claims fiir z — 0 im Vergleich noch

am hochsten ist, dndert sich das bei einer steigenden Reserve deutlich. Fiir x > 3 wird diese
langsam kleiner.
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7.2 Beispiel 2

Im zweiten Beispiel werden neben der Exponentialverteilung die Paretoverteilung und die Wei-
bullverteilung fiir die Schéden betrachtet. Die Parameter sind hierbei gegeben als:

p=02 r=0.12 ¢=05 A=03, p=0.15, 0 =0.9, o1 = 0.5, k = 0.5.

- Paretoverteilung mit Parametern u und v:

v

v
fly) = W, F(y) = (uiy) , x>0 wobei u,v € R. Man setzt u = v = 2, damit
E(Y)=ul'(1+ 1) =2ist.

- Weibullverteilung mit Parametern u und v:
fly) = %(3)”_167(%)1), F(y) = e W), 5 >0, wobei u,v € R. Man setzt u = 1 und

u

v = 0.5, damit E(Y) = %= = 2 ist.

v—1 —

In Abbildung 7.4 sind die betrachteten Verteilungen mit den gerade bestimmten Parametern
abgebildet.

= Exponentialv. = Paretov. = Woeibullv.

Abbildung 7.4: Vergleich der Verteilungen in Beispiel 2

Nun ist die optimale Strategie fiir sehr kleine Werte £ — 0 in den drei Féllen wieder gleich und
hat wegen (5.30) den Wert

ay (z) ~ —0.05274736 4+ 0.01112835z(1 + o(1)), x — 0.
Bei # — oo wurde fiir exponentialverteilte Claims in (6.4) die Strategie
1
alr(z) =~ 0.163580 + 0.740741—(1 + o(1)), =z — oo,
x

berechnet. In [3] haben die Autoren nun auch unter den Annahmen dieses Beispiels die optimale
Strategie berechnet:
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Abbildung 7.5: Optimales Investment bei kleiner Reserve

In Abbildung 7.5 sieht man, dass wie in Beispiel 1 die Unterschiede zwischen den verschiedenen
Verteilungsannahmen bei £ — 0 noch relativ gering sind. In allen Féllen ist der in das riskante
Asset investierte Anteil negativ, d.h. es handelt sich um Leerverkaufe.

0.8

0.7

Exponential
Weibull
Pareto

14 16 18 20

Reserve

Abbildung 7.6: Optimales Investment bei grofier Reserve

Ebenfalls wie im obigen Beispiel wird die unterschiedliche Entwicklung von aj, fiir die verschie-
denen Annahmen bei groferer Reserve auch in Abbildung 7.6 immer deutlicher. Fiir exponen-
tialverteilte Claims wird sie ab einer bestimmten Reservehohe wieder konstant, wihrend sie fiir
die Pareto- und Weibullverteilung mit hoherer Reserve weiter ansteigt.
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A Differentialrechnung !

Definition A.1 (Komplexe Differenzierbarkeit).
Eine Funktion f : C D U — C, U offen heifst komplex differenzierbar an der Stelle zg € C,
genau dann wenn

1oy e i 4 = f(20) o f(z0+h) = f(z0)
f'(20) := lim ¥ = Jim 222 . 0

z=z20 2 — 20 h—0
existiert. Ist f dberall in U differenzierbar, so nennt man die Funktion holomorph auf U.

Bemerkung A.1.
Eine Matriz heifst holomorph, wenn jeder Eintrag eine holomorphe Funktion ist.

Definition A.2 (Singularitit). Sei U C C offen, zo € U und D := U\ {z}.

Ist f: D — C holomorph, so heifit zg Singularitdt von f.

Existiert eine offene Umgebung B C U won zg so, dass f keine weitere Singularitit in B hat,
spricht man von einer isolierten Singularitdt. Fine isolierte Singularitit zo nennt man

o hebbar, wenn es eine holomorphe Funktion f : DU {z0} — C mit flp = flp gibt,

o cinen Pol, wenn zo nicht hebbar ist und ein m € N so ezistiert, dass (z—z0)™ f(z) eine hebbare
Singularitdt in zg hat. Das kleinste solche m heifst Ordnung des Pols,

o wesentlich (oder auch irregulr), wenn zy weder hebbar noch ein Pol ist.

Bemerkung A.2. Fin lineares System, welches eine Polstelle bei x = oo hat, kann in Matriz-

form geschrieben werden als

Y _
dr

wobei die Zahl ¢+ 1 mit ¢ € N als der Rang der Singularitit bezeichnet wird.

Somit ist der Rang fiir gewohnliche Punkte —1, fiir hebbare (bzw. regulire) Singularititen 0 und

positiv fiir wesentliche Singularitdten.

T

A)Y,

'ygl. [16] und [7]
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