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Kurzfassung

Der Vergleich zwischen asymptotischer Analyse und numerischen Berechnungen ist spe-
ziell dann von grofem Interesse, wenn auch experimentelle Daten fiir ein und dasselbe
Problem vorliegen, da man eine Idee iiber den Einfluss der dabei getroffenen Annahmen
oder verwendeten Modelle bekommt.

In der vorliegenden Arbeit wird eine turbulente, nahkritische Kanalstrémung mit freier
Oberflache betrachtet, deren Wellenform von zentralem Interesse ist. Die asymptotische
Analyse, welche fiir groffe Reynolds-Zahlen und Froude-Zahlen nahe dem kritischem
Wert 1 durchgefiihrt wurde, liefert eine erweiterte Form der sogenannten Korteweg-de
Vries (KdV) Gleichung fiir die Oberflichenerhthung erster Ordnung [12].

Neben der asymptotischen Losung dieser Oberflichenerh6hung werden fiir die numeri-
sche Herangehensweise der Aufgabenstellung die vollstandigen Bewegungsgleichungen
mithilfe eines CFD-Programms unter Verwendung eines geeigneten Turbulenzmodells
gelost. Zur Bestimmung der Oberfliche wird ein Iterationsverfahren verwendet, welches
bereits in [I3] erfolgreich eingesetzt wurde und auf einer zusétzlichen asymptotischen
Entwicklung basiert. Neben der bereits lingere Zeit bekannten stehenden Solitdrwelle
werden auch Einzelwellen zweiter Art numerisch untersucht.

Die Experimente aus [15], welche auf der Nihon Universitiat Tokio durchgefithrt wurden,
bieten schliefslich die Moglichkeit eines zusétzlichen Vergleichs sowie einer ausfiihrliche-

ren Analyse der Ergebnisse.



Abstract

The comparison between asymptotic analysis and numerical computations is of great
interest, especially if experimental data is provided. Thus, one can get an idea about
the influence of the assumptions that were made during the computations.

In the present thesis a steady turbulent near-critical free-surface flow is considered,
whose stationary waveform is of key interest. The asymptotic analysis was performed
for large Reynolds numbers and Froude numbers close to the critical value 1, leading to
an extended form of the so-called Korteweg-de Vries (KdV) equation [12]. The solution
of this ODE yields the first-order pertubation of the surface elevation.

For the numerical approach the full equations of motion are solved with the help of a
CFD-program using an appropriate turbulence model. In order to obtain the shape of
the free surface an iteration procedure is used, which was successfully applied to a rela-
ted problem [I3]|. This iteration procedure is based on a further asymptotic expansion,
which is performed in the present work. Besides the solitary wave, the so-called single
wave of the second kind is studied numerically as well.

The corresponding experiments were executed at the Nihon University Tokio [15]. The
measured surface elevations are compared to the numerical and theoretical predicti-

ons.
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Kapitel 1

Einleitung und Ziel

Freie Oberflaichenstréomungen stellen speziell im Bereich der numerischen Stréomungs-
mechanik eine besondere Herausforderung dar. Zum einen treten dabei in den Rand-
bedingungen zusédtzliche Nichtlinearitdten auf, zum anderen erschwert vor allem die
Unkenntnis {iber die Form und Position der freien Oberfliche mafigeblich das Auffin-
den der gesuchten Losung.

Gegenwirtige Methoden der finiten Elemente, sowie jene der finiten Volumen stellen
Modelle fiir die Berechnung von freien turbulenten Scherstromungen zur Verfiigung,
welche allerdings aufgrund der hochgradigen Nichtlinearitéit des vorliegenden Problems
sehr schnell zu unphysikalischen Losungen fithren konnen. Hinzu kommt die Tatsa-
che, dass in der vorliegenden Arbeit eine leicht iiberkritische Zustromung (Froude-Zahl
knapp tiber 1) kombiniert mit einer grofen Reynolds-Zahl betrachtet wird. Durch diese
Gegebenheiten nimmt die Komplexitit des zugrunde liegenden Problems deutlich zu,
da besonders nahkritische Stromungen sehr sensibel auf Storungen reagieren.

Aus diesen Griinden soll fiir die Ermittlung der freien Oberflichenform ein iteratives
Verfahren herangezogen werden, welches bereits in [13] erfolgreich auf die numerische
Untersuchung des welligen Wassersprunges angewandt wurde.

Der wellige Wassersprung wurde in den vergangenen Jahren nicht nur mittels asym-
ptotischer Methoden [4],[5] sondern auch auf numerischen Wege [2] analysiert. Die Be-
rechnung von welligen Wasseroberfléchen kann durchaus auch unter Verwendung finiter
Volumen erfolgen [10], worauf im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht néher eingegangen

werden soll.



Einleitung und Ziel

In [12] wurde gezeigt, dass im Gegensatz zum welligen Wassersprung die Existenz einer
stehenden Solitdrwelle bei ebenem, geneigtem Boden eine in Strémungsrichtung ver-
anderliche Bodenrauhigkeit voraussetzt. Ist die Forderung eines ebenen Kanalbodens
nicht erfiillt, so ldasst sich eine stehende Wasserwelle auch bei konstanter Bodenrau-
higkeit sowohl rechnerisch als auch experimentell finden [14]. Eine der erstaunlichen
Erkenntnisse von [14], in welcher Strémungen tiber ein Rampe sowie eine Bodenwelle
untersucht wurden, war, dass die Differentialgleichung zur Beschreibung der dabei ent-
standenen Solitdrwelle rein formal mit jener des vorliegenden Problems iibereinstimmt.
Den einfachsten Fall stellt eine Stromung iiber eine geneigte Ebene mit abschnitts-
weise konstanter Bodenrauhigkeit dar, wobei sich die Rauhigkeit in einer bestimmten
Region um eine Konstante von jenen Rauhigkeiten stromauf- sowie stromabwiérts im
Bereich der voll ausgebildeten Stromung unterscheidet. Eine stehende Wasserwelle wird
in einem solchen Szenario induziert, indem die Bodenrauhigkeit in dieser Region einen
hoheren Wert im Vergleich zu jenen stromauf sowie stromab annimmt [§]. In einer wei-
terfithrenden Arbeit [6] wurden die analytischen Berechnungen der dabei entstehenden
freien Oberflachenformen weiter ausgebaut, sodass eine sogenannte Losung zweiter Art
gefunden werden konnte.

Ziel dieser Arbeit ist es den Verlauf der Wasseroberflache unter Verwendung eines CFD-
Programms (FLUENT®) iterativ zu bestimmen. Dabei soll ein Turbulenzmodell ver-
wendet werden, welches in jedem Iterationsschritt fiir eine vorgegebene Wasserober-
flache die ensemble-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen 16st, um in weiterer Folge
eine neue, verbesserte Oberflache zu gewinnen. Diese Ergebnisse sollen des Weiteren
mit den bereits bestehenden analytischen, sowie experimentellen Daten verglichen und

analysiert werden.



Kapitel 2

Problemstellung

Betrachtet wird eine zwei-dimensionale, turbulente Stromung mit freier Oberfliche iiber
eine geneigte Ebene mit einem Gebiet erhohter Rauhigkeit. Dariiber hinaus sei die Stro-
mung stationdr und inkompressibel. Die Neigung des Kanalbodens « sei als klein und
konstant angenommen. Die Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit in x- bzw.
y-Richtung des in Abb. dargestellten kartesischen Koordinatensystems werden ent-

sprechend mit u(z,y) und o(z,y) bezeichnet.

Abbildung 2.1: Stationére Solitarwelle in offener, turbulenter Kanalstromung mit ver-
dnderlicher Bodenrauhigkeit [15]

Querstriche (-) iiber den einzelnen Feldgrofen kennzeichnen ensemble-gemittelte Werte.
Der Index r beschreibt den Referenzzustand der voll ausgebildeten Zustrémung weit

stromauf. Auch weit stromab soll wieder eine voll ausgebildete Abstromung erreicht



Problemstellung

werden. Bei gegebener Referenzhohe h, und Volumenstrom V pro Tiefeneinheit des

Kanals lasst sich die Referenzgeschwindigkeit der Zustromung mittels
1%
Uy = — 2.1
- 21)

ermitteln. Die graue Box aus Abb. im Bereich 0 < z < ¢ des Kanalbodens symbo-
lisiert die Region mit erhohter Bodenrauhigkeit. Entlang der freien Oberfliche sollen
Oberflachenspannungen vernachlassigt werden.

Eine der gréfiten Schwierigkeiten bei der numerischen Findung der Héhe h(z) stellt
die Einhaltung der dynamischen Randbedingungen entlang der freien Oberflache dar,
welche sich, wie in Kapitel [7] beschrieben wird, nicht auf einfachem Wege in FLUENT

implementieren lassen.



Kapitel 3

Grundgleichungen und

Randbedingungen

Im folgenden Kapitel wird auf die Basisgleichungen, welche die Grundlage der analyti-
schen Berechnungen in [12] sowie in [6] sind, ndher eingegangen, da diese im verwendeten

[terationsverfahren aus Kapitel [5| eine zentrale Rolle spielen.

3.1 Dimensionsbehaftete Form

Fiir eine inkompressible, zwei-dimensionale Stromung lautet die ensemble-gemittelte

Kontinuitétsgleichung
ou n ov
or 0Oy
und gilt entlang des gesamten Kanals [17, S. 225]. Beim Grenziibergang hoher Reynolds-

~0 (3.1)

Zahlen setzt sich die Stromung aus zwei Schichten zusammen, der viskosen Unterschicht
und der voll turbulenten Defektschicht 11, S. 12|. Nachdem fiir die viskose Unterschicht
eine universelle Losung der Stromung bereits vorliegt [I1, S. 559], geniigt es fiir eine
analytische Untersuchung lediglich die Defektschicht zu betrachten [12]. In den zwei-

dimensionalen, ensemble-gemittelten Bewegungsgleichungen in z- bzw. y-Richtung fiir



Dimensionsbehaftete Form

stationdre Stromungen

ou, on_ 1op o (00 Pu) uP  uv (3.20)
Yor Uay  pox JrERAT YA a2 oy? ox oy ‘
Ov_Ov 19p v 0%\ Ouv  O?
uf)_x+vﬁ_y__;8_y_g'cosa+y(8x2+8y2)_ ar oy (3.2b)

bezeichnen die gestrichenen Grofen v’ und v" die Fluktuationen der Geschwindigkeits-
komponenten @ und v [I1, S. 502]. Die Gravitationsbeschleunigung g, die konstante
Dichte p sowie die konstante kinematische Viskositat v des Fluids sind gegebene Gro-
fsen, wihrend der ensemble-gemittelte Druck p(z,y) zunéchst noch als unbekanntes Ska-
larfeld in den Glgn. und auftritt.

In der voll turbulenten Defektschicht, in welcher die Einfliisse der Wand eine unter-
geordnete Rolle spielen, iberwiegen die sogenannten Reynolds-Spannungen gegeniiber
den viskosen Spannungen [11], S. 503|. Aus diesem Grund reduzieren sich die ensemble-

gemittelten Navier-Stokes Glgn. (3.2)), welche auch als Reynolds-Gleichungen bezeichnet

werden, zu -
_oJu _Ou 10p ) ou?  ou
u%—l—va—y = —;%—FQ'SIHO(— ailj — ay (33&)
g v 19p oy ov?
l— + 00— =————¢ - — — . 3.3b
o +v 9 oy g-cosa— —- oy (3.3b)

Die Annahme der vernachléssigbaren viskosen Spannungen setzt eine grofse Reynolds-
Zahl voraus, welche in [I2] mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit der Zustro-
mung
Tw

Upp 1= " (3.4)
gebildet wird, wobei 7, die auftretende Wandschubspannung bezeichnet. Wie in Kapitel
2] erwihnt wurde sei die Zustromung voll ausgebildet, weshalb sich die Bewegungsglei-
chung aufgrund fehlender Beschleunigungsterme zu einem Kréftegleichgewicht zwischen
der Wandschubspannung 7,, und der Gewichtskraft des dariiber liegenden Fluidfilms re-

duziert. Auf diese Weise lésst sich zunédchst die Wandschubspannungsgeschwindigkeit

trr = /g0, (35)

der Zustromung



Dimensionsbehaftete Form

und in weiterer Folge die Reynolds-Zahl

B A/gahd
Re, = —r — VIO (3.6)

bestimmen.
Das betrachtete Stromungsgebiet erfordert an den Grenzen vorgegebene Randbedin-

gungen. Die Defektschicht muss die Randbedingung
5(2,0) = 0 (3.7)

am Boden erfiillen. Aufgrund fehlender viskoser Spannungen koénnen die Glgn. (3.3
die Haftbedingung jedoch nicht erfiillen. Die Anpassung der Geschwindigkeit der De-
fektschicht an die Geschwindigkeit der Wandschicht erfolgt in der Uberlappungsschicht
durch das logarithmische Widerstandsgesetz [11], S. 535]. Fiir die Geschwindigkeitskom-

ponente @ an der Oberflache kann dadurch die Beziehung

1

a(z,h) = u, [— ‘In (“TB

v

K

erhalten werden [12]. Dabei wird die Wandschubspannungsgeschwindigkeit w, analog
zur Gl. (3.6)) gebildet, mit dem Unterschied, dass u, an jeder beliebigen Stelle x mit der

entsprechenden Hohe h(x) zu bestimmen ist. Sowohl die von Karmén Konstante &, als

) +OF (@) + 6(:5)] (3.8)

mit

auch C* sind empirisch ermittelte Werte. Wahrend sich k = 0,41 in der gebrauchlichen
Literatur durchgesetzt hat, hiangt C* u.a. von der Wandrauhigkeit ab, wobei fiir eine
hydraulisch glatte Wand der Wert C* = 5 experimentell gefunden wurde [T, S. 524].
Wie aus Abb. ersichtlich, variiert die Bodenrauhigkeit im vorliegenden Fall, weshalb
Ct = C*(z) eine von der Lingsrichtung des Kanals abhéngige Variable darstellt.

In den Bereichen der voll ausgebildeten Stromung vereinfacht sich die ensemble-gemittelte
Kontinuitatsgleichung (3.1)) zu

dv(z,y)

oy =0 fir |z|>¢. (3.10)



Dimensionsbehaftete Form

Aufgrund der Randbedingung (3.7)) folgt aus Gl. (3.10)), dass weit stromauf sowie weit

stromab die Geschwindigkeitskomponente normal zum Kanalboden
u(xy) =0 fir |z|>¢ (3.11)

sein muss. Dadurch wird impliziert, dass die gemittelte Wasserhohe mit der Referenz-
héhe geméf
h(z) = h, fir |z| >/ (3.12)

iibereinstimmt.
Entlang der gemittelten Stromlinie an der freien Oberflache sind sowohl kinematische
als auch dynamische Randbedingungen zu erfiillen. Der Geschwindigkeitsvektor @ =

(u(x,h), v(x,h))T soll sich tangential an die mittlere freie Oberfliche anschmiegen, was

durch _ _
v(x,h)  dh(z)

a(z,h)  dx
beschrieben wird. Mit dieser kinematischen Randbedingung wird sichergestellt, dass die
gemittelte freie Oberfliche eine Stromlinie darstellt. Gleichung (3.13)) kann aber auch

als Definitionsgleichung fiir die gemittelte freie Oberflache dienen.

(3.13)

Ohne Verlust der Allgemeinheit wird der konstante Umgebungsdruck in [I2] zu null
gesetzt. Nach [3, S. 22| beschreibt

S, v v} ~ e
(p - P )-ﬁ:o mit ﬁ:|ﬁ|-< Sm*”) (3.14)

—pW —p— pm COS

das Spannungsgleichgewicht an der freien Oberfliche, wobei 77 stets orthogonal zur
Oberflache ist. Der Winkel ¢ bezeichnet jenen Winkel, welcher vom Normalvektor 7
und der y-Achse eingeschlossen wird. Es sei nochmal betont, dass in Gl. (3.14]) sowohl

Effekte der Oberflachenspannung als auch viskose Spannungen vernachléassigt werden.



Dimensionslose Form

3.2 Dimensionslose Form

Es ist bekannt, dass Solitdrwellen eine im Bezug auf die Amplitude groke Wellenldnge
besitzen. Speziell fiir den reibungsfreien Fall haben Solitdrwellen der Amplitude €, mit
0 < ¢ < 1, Wellenléingen der Grofenordnung O(1/4/€). Aus diesem Grund wurde in
[12] eine Hilfsgrofse

§ =3¢ (3.15)

definiert, wobei der Faktor 3 eingefithrt wurde, um die bei der asymptotischen Analyse
entwickelten Endgleichungen in einer moglichsten einfachen Form darstellen zu kénnen.
Es stellte sich in [I3] heraus, dass es fiir die numerische Untersuchung von Vorteil ist

die fiir die asymptotische Analyse unumgéngliche Koordinatenstreckung der Form

X=6 (3.16)

B

zu ibernehmen. Im weiteren Verlauf sollen Grofsbuchstaben stets dimensionslose Gro-
fsen symbolisieren. Entsprechend der Kontinuitatsgleichung (3.1)) wird die Geschwindig-

keitskomponente normal zum Kanalboden

-1 v
V=2-= 3.17
5T (3.17)
ebenfalls gestreckt. Weitere dimensionslose Variablen wurden in [12] geméfs
Y — h - U
Yy=2 H=— U=— 3.18
b, B, i (3.18a)
_ D —  u? u'v’ V2 u
P=——) Ul=—, UV =—, V?=—, U =— (3.18b)
gph?” u‘rr uTT‘ uTT Ury

eingefithrt. Wihrend H = H(X) und U, = U,(X) unbekannte Funktionen von X sind,
héngen die restlichen Stromungsgrofen zusatzlich von Y ab.
Die mit den dimensionslosen Variablen ([3.16)) - (3.18)) entdimensionierte Kontinuitéts-

gleichung lautet dann ~ ~
ou oV

a—X + 8_Y = (3.19)



Dimensionslose Form

Auf analoge Weise werden die Bewegungsgleichungen (3.3al) und (3.3b|) zu

_oU o0 OP o o007 UV
2 _ N e —_— —
Fr <U8X +V8Y) 5 55 ( X + oy ) (3.20a)
OV oV oP auv:  av©
21 2 oV ovy_ _9r
0“Fr (UﬁX +V8Y> Iy 11—« ((5 E3% + Y > (3.20b)
entdimensioniert, wobei die Froude-Zahl durch
Uy
Fr = — 3.21
o (3:21)

definiert ist. Um das System der Basisgleichungen (3.19)), (3.20a}) und (3.20b]) zu schlie-

Ken, miissen die Randbedingungen aus Abschnitt ebenfalls entdimensioniert wer-
den. Fiir die Geschwindigkeitskomponente in X-Richtung entlang der gemittelten freien

Oberfliche kann die dimensionslose Beziehung

U(X,H) = %UT E -In (Re,U.H) + C*(X) + U(X)} (3.22)
mit _ _
O(X) :/0 (2&%‘%) dy (3.23)

gewonnen werden [12]. Aus Gl. (3.12)) lasst sich die asymptotische Randbedingung

H(X)—1 fir X — +oc0 (3.24)

anschreiben.

Entlang der Oberfliche muss sowohl die dimensionslose kinematische Randbedingung

_ _ 3.25
U(X,H) dx 7’ (3:25)

als auch die entdimensionierten dynamischen Randbedingungen
[P(X,H) + QW(X,}_I) sin — aU'V/(X,H) cosp = 0 (3.26a)

10



Dimensionslose Form

P(X,H) + QW(X,H)] cosp — alU'V'(X,H)sinp =0 (3.26b)

erfiillt werden, welche sich aus Gl. (3.14]) mittels Matrizenmultiplikation in zwei skalare
Gleichungen umschreiben lasst.

Mithilfe der Beziehung B B
dh  dH

lassen sich die Glgn. (3.26a) und (3.26b) fiir § < 1 in der Form
S dA

[P(X,H) +al’ (X,H)] b — aUVI(X.H) =0 (3.28a)
- o aA

[P(X,H) +tav (X,H)} — aU'V/(X,H)d 75 = 0 (3.28b)

anschreiben.

11



Kapitel 4

Asymptotische Entwicklung

Die in Abschnitt gewonnenen dimensionslosen Gleichungen sollen im folgenden Ka-
pitel ndher untersucht werden. Dabei soll die in [16], S. 59-75] beschriebene Methode der
asymptotischen Entwicklung verwendet werden. Eine solche Entwicklung ist nur dann
gerechtfertigt, wenn einer der dimensionslosen Parameter sehr klein oder sehr grofs wird.
Wie in Kapitel [I| bereits erwéhnt, liegt eine leicht iiberkritische Zustromung vor, welche
durch

Frzl—i—%g mit 0<e<1 (4.1)

beschrieben werden kann [12]. Der Faktor 3/2 dient, so wie in Gl. (3.15]), der Vereinfa-
chung der Endgleichungen. Der Stérparameter € bietet sich hier als Entwicklungspara-
meter fiir eine asymptotische Entwicklung an. Dariiber hinaus soll fiir die Reynolds-Zahl
Re; > 1 gelten.

In Abschnitt werden kurz die in [I2] durchgefiihrten Entwicklungen zusammenge-
fasst, um diese dann in Abschnitt zu erweitern.

4.1 Ohne Druckstorungsterm

Bis jetzt wurden die drei kleinen, dimensionslosen Parameter «, d sowie ¢ eingefiihrt,
wobei die Beziehung zwischen ¢ und e bereits mit Gl. (3.15)) festgelegt wurde. Um

den Zusammenhang zwischen der Kanalneigung a und dem Entwicklungsparameter

12



Ohne Druckstérungsterm

e zu finden, wurden in [I2] zwei Aspekte in Betracht gezogen. Auf der einen Seite
soll die Wirkung der Turbulenz eine wichtige Rolle spielen, um einen reibungsfreien
Grenzfall ausschliefen zu konnen, da es sonst zu keiner Ausbildung einer stehenden
Solitarwelle kommt. Auf der anderen Seite wurde es bemerkenswerterweise geschafft,
analytische Ergebnisse ohne der Zuhilfenahme von Turbulenzmodellierung zu erzielen.
Das bedeutet, dass die entwickelten Gleichungen aus [12] frei von sémtlichen empirischen
Werten, welche u.a. in den Glgn. (3.22)) und (3.23)) enthalten sind, bleiben. Diese beiden

Forderungen werden genau dann erfiillt, wenn o = O(e?) ist. Aus diesem Grund wird

ein Kopplungsparameter A mit

(6%

definiert, wobei A = O(1) ist.
Die funktionale Abhéngigkeit der Stromungsgréfsen vom Storparameter € kann durch

die Potenzreihen

H(X) = Hy+cH (X)+e*Hy(X) + O(e%), (4.3a)
UX,)Y)=Uy(Y) +eU(X,)Y) +2Us(X,Y) + O(e%) (4.3b)
VXY)=Vo(Y) +eVi(X,)Y) +2VL(X,Y) + O(%), (4.3c)

UVIXY) = (UVo(Y) +e(UVN(X,Y) + 2(UV)y(X,Y) + O(e?), (4.3d)
UP(X,Y) = (U)(Y) +e(U)(X,)Y) 4+ 2(UP)(X,Y) + O(), (4.3¢)
VAXY) = (VoY) +e(VA(X,Y) 4+ 2V (X,Y) + O(e?), (4.3f)

P(X)Y)=Py(Y) +eP(X,)Y) +2P(X,Y) + O(?) (4.3g)

beschrieben werden, wobei Terme der Ordnung &* hier vernachléssigt werden [12]. Die
Grofen der Grundstromung, welche mit dem Index 0 versehen sind, konnen aus der Tat-
sache ermittelt werden, dass die voll ausgebildete Zustromung mit der Grundstromung

iibereinstimmen muss. Auf diese Weise ergibt sich fiir die Hohe des Grundzustandes
Hy=1 (4.4)
und fiir die Geschwindigkeitskomponente parallel zum Kanalboden

Up(Y) = 1. (4.5)

13



Ohne Druckstérungsterm

Substituiert man nun in den Reynolds-Gleichungen bzw. , in der gemit-
telten Kontinuitatsgleichung sowie in den Randbedingungen die Stromungsgro-
fen mit den Potenzreihen ([£.3), so lassen sich die Feldgrofen geméf [12] in fiihrender
Ordnung bestimmen. Eine Untersuchung der Terme von O(¢) ergibt, dass sich die unbe-
kannten Feldgroéfsen als Funktion von H; bestimmen lassen. Um das Gleichungssystem
zu schlieffen, miissen demnach die Gleichungen zweiter Ordnung herangezogen werden,

aus welchen sich die sogenannte erweiterte Korteweg-de Vries (KdV) Gleichung

d3H, dH,

mit den Randbedingungen
Hy —0 fir X — £o00 (4.7)

herleiten lasst [12]. Der Parameter

(07

P=3an (4.8)

charakterisiert den Einfluss der turbulenten Dissipation, wihrend die Funktion

I, fir 0<X<L
r(X) = (4.9)

0 sonst
mit )
Cf — Cfr
'y =———-+" 4.10
L 3e Cyr ( )

die Bodenreibung in dem Gebiet erhéhter Rauhigkeit, welches sich {iber die dimensi-
onslose Lénge L erstreckt, charakterisiert [15]. In GL beschreiben ¢y und ¢y, die
Bodenreibungskoeffizienten im Gebiet erhchter Rauhigkeit, sowie im Referenzzustand.
Die erweiterte KdV-Gleichung ist eine gewohnliche, inhomogene Differentialglei-
chung dritter Ordnung und wurde in [6] fiir schwache Dissipation f < 1, geméfs

H(X,8) = H” + H" + 0(5?) (4.11)

14



Ohne Druckstérungsterm

entwickelt, woraus eine analytische Losung fiir H; resultiert. Weiters wird in [6] gezeigt,
dass die nichtlineare Differentialgleichung prinzipiell zwei verschiedene Losungen
bei gleichen Parametern aufweisen kann. Neben der Solitdrwelle, welche in [14] als Lo-
sung erster Art betitelt wurde, existiert eine weitere Losung, die sogenannte Losung
zweiter Art.

Aus [12] geht hervor, dass sich im turbulenten Fall (8 # 0) die Position des Wellenbergs
X der Solitirwelle in fithrender Ordnung bestimmen lésst. Diesbeziiglich wurden wie-

derum zwei Losungen

X0 = L =+ arccosh (9 sinh L_ cosh £) (4.12)
2 L 2 2

gefunden, wobei sich lediglich die Position X,(r?)_, welche sich weiter stromaufwérts be-
findet, als stabil erwiesen hat [I5]. Um reelle Werte fiir XY zu erhalten, muss laut [15]
stets L < Lyax mit L. &~ 5.151 gelten.

Demnach existieren strenggenommen bei gleichen Parametern drei Losungen der erwei-
terten KdV-Gleichung. Aufgrund der Instabilitdt einer der drei Losungen wird diese in
der folgenden Arbeit aufser Acht gelassen.

Seit [6] ist bekannt, dass die Solitdrwelle sowohl ein schwaches als auch ein starkes Ab-
klingen stromabwiérts aufweisen kann. Dies hangt davon ab, ob der Reibungsparameter

[';, mit dem Eigenwert A {ibereinstimmt oder nicht. In [6] wurde der Eigenwert

A =29+ 80 4+ 02 (4.13)

2O = % und AW = %\/ 36 4 L2 — 12Lcoth§ (4.14)
bis zur ersten Ordnung bestimmt. Fiir I', = A besitzt die Solitdrwelle ein starkes Ab-
klingen stromabwérts. Setzt man alle nétigen Beziehungen aus Kapitel 5 von [6] in jene
aus Kapitel 3 und 4 desselben Artikels ein und wertet diese fiir die experimentellen

Daten von [I5] numerisch aus, so erhdlt man die dimensionslose Oberflachenerh6hung

H, aus Abb. [£.1]
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Hy

] : l X
-10 L 10 20 30

Abbildung 4.1: Gleichméfig giiltige analytische Losung der dimensionslosen Oberflé-
chenerhéhung H, erster Art nach [6] fiir T, = A 4 A1) ausgewertet fiir die experi-
mentellen Daten aus [15]: Fr = 1,065; o = 1/291; L = 3,34

Der Wert 8 = 0,127 lasst sich mithilfe der GI. bei gegebener Bodenneigung o =
1/291 bestimmen, wobei man ¢ = 0,0433 durch die bekannte Froude-Zahl Fr = 1,065
aus GI. erhélt. Die numerische Auswertung der Glgn. sowie ergibt
dann fiir L = 3,34 den Eigenwert \ ~ 4,06.

Eine Unstetigkeitsstelle an der Stelle X = L ist in Abb. klar ersichtlich, welche sich
auf physikalischem Wege nicht erklaren lasst. In [6] ist jedoch kein Hinweis auf die hier
festgestellte Unstetigkeit und eine mogliche Erklarung zu finden.

Falls der Rauhigkeitsparameter 'y vom Eigenwert A um den Betrag O(1) abweicht,
so weist die Solitarwelle ein schwaches Abklingen stromabwérts auf. Die graphische
Auswertung der allgemeinen Gleichungen aus den Kapiteln 3 und 4 von [6], zusammen
mit den Formeln aus Kapitel 6 des gleichen Artikels, ist in Abb. zu sehen. Die
Parameter stimmen mit jenen aus Abb. iiberein mit dem Unterschied, dass sich I'f,

vom Eigenwert A signifikant unterscheidet.
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H,
\
[ \
3 \
\
: — T, =3<2\
o [ 1 — T, =5> 2\
\
i\
\
\
| ‘\I ) 1 L X
~10 L 10 20 30 40 50

Abbildung 4.2: Gleichméfig giiltige analytische Losung der dimensionslosen Oberflé-
chenerh6hung H; erster Art nach [6] fiir verschiedene Werte von I'j, ausgewertet fir die
experimentellen Daten aus [I5]: Fr = 1,065; o = 1/291; L = 3,34

In Abb. ist zu sehen, dass sich die dimensionslose Oberflichenerhéhung H; der
positiven X-Achse fiir 'y < A von unterhalb annéhert, wihrend fiir I', > \ stets
H, > 0 bleibt. In beiden Féllen klingt die Funktion H; im Vergleich zu jener aus
Abb. deutlich schwécher ab. Fiir die Existenz einer Solitdrwelle muss darauf geachtet

werden, dass die Bedingung
FL Z FL,min mit FL,min =2 COth(L/4) (415)

stets erfiillt ist [6]. Im vorliegenden Fall ist I'f min &~ 2,93 bel einer dimensionslosen
Lange L des erhohten Rauhigkeitsbereichs von L = 3,34.

Wie bereits erwédhnt, existiert neben der Losung erster Art der erweiterten KdV-Glei-
chung auch jene zweiter Art, welche den Namen ,stationidre Einzelwelle zweiter Art*
tréigt [14]. Um deren wesentliche Unterschiede aufzuzeigen werden in Abb.[4.3|die beiden

Losungen fiir gleiche Parameter gegeniibergestellt.

17
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— Losung erster Art
20 — Losung zweiter Art

X

-10 L 10 20 30 40 50

Abbildung 4.3: Vergleich der analytischen Losungen erster und zweiter Art der Gl. (4.6
nach [0] und [7] fur: Fr = 1,065; « = 1/291; L =3,34; 'y, = 3

Fiir die analytische Losung der Welle zweiter Art wurden die Glgn. (4) und (5) aus
[7] fiir die entsprechenden Parameter aus Abb. ausgewertet. Dabei darf nicht aufier
Acht gelassen werden, dass die gleichméfige giiltige analytische Losung aus [7] lediglich
fir |pL| < 1 gilt.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den Wellen erster und zweiter Art ist deren
Amplitude. Da die Welle zweiter Art fiir die gegebenen Parameter eine Amplitude
von Max {H1(X)} < 1 aufweist, bleibt diese Welle im Gegensatz zur Solitdrwelle iiber
den gesamten Bereich tiberkritisch (Fr > 1). Die Position des Wellenbergs sowie das
Abklingverhalten stromabwérts sind weitere Unterschiede.

Bei genauerem Betrachten der Glgn. (4) und (5) aus [7] ldsst sich feststellen, dass die
gleichméfig giiltige analytische Losung am Beginn des Rauhigkeitsbereichs nicht stetig

differenzierbar ist, was mit wachsendem Term LS%T";, entsprechend der Beziehung

po () dH(X)
X1—>n0l* dX _X1—>0+ dX

+ LB°Ty, (4.16)

immer sichtbarer wird. Abb. [4.4]zeigt deutlich, dass trotz erfiillter Bedingung || < 1
der Knick an der Stelle X = 0 mit steigendem [ unzuléssig grof wird. Selbst bei klei-
nem Parameter 5 = 0,1 und |fI',| < 1 ist in Abb. bei einer dimensionslosen Lange
L = 5 des Bereichs mit erhohter Rauhigkeit eine fehlende Tangentenstetigkeit zu er-

kennen. Es handelt sich dabei offenbar um eine - vermutlich unvermeidliche - Schwéache

18
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der in [8] angegebenen gleichméfig giiltigen Losung.

Der Vergleich der beiden Abbildungenundbestéitigt, dass der Term aus GI. ,
welcher den Knick verursacht, quadratisch von 3 abhingt, da kleinere relative Ande-
rungen von [ die Diskrepanz der Steigungen von H; an der Stelle X = 0 vergleichsweise

starker beeinflussen.

— =0,

— £ =0,15

__g—qg 010
4/ Lol . . LX
-4 -2 2 L 4 6 8 10

Abbildung 4.4: Gleichméifig giiltige analytische Losung der dimensionslosen Oberflé-
chenerhthung H; zweiter Art geméf [7] fir: T, = 0,1; L =3

Abbildung 4.5: Gleichméafig giiltige analytische Losung der dimensionslosen Oberfla-
chenerhthung H; zweiter Art geméf [7] fir: ST, = 0,1; 5 =0,1
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4.2 Mit Druckstorungsterm

Es darf nicht auffer Acht gelassen werden, dass die erweiterte KdV-Gleichung aus Ab-
schnitt lediglich eine Hohe H; in erster Ordnung liefert. Des Weiteren wurden bei
der Herleitung selbiger Gleichung in [12] einige Annahmen getroffen, sodass die asym-
ptotische Theorie zur Génze ohne empirische Werte auskommt.

Aus diesen Griinden entsteht bei der Losung der vollen Bewegungsgleichungen mittels

FLUENT fiir eine Kanalstromung mit vorgeschriebener Hohe

h=h,(1+¢cH)) (4.17)

ein Druckverlauf pg(z) # 0 entlang dieser Oberfldche. Eine detaillierte Beschreibung der
Vorgehensweise zur Losung der Reynolds-Gleichungen mittels Fluent kann aus Kapitel
entnommen werden.

Fiir eine vorgeschriebene Wasserhohe ist demnach der gemittelte Druck p(z) entlang
der Oberfliche nicht mehr im Gleichgewicht mit den negativen Normalkomponenten
der Reynolds-Spannungen (siche Abschnitt [3.2)).

Fiir eine dufere dimensionslose Druckstorung

Pg(X) = psiz) (4.18)
gphy
miissen die dynamischen Randbedingungen ([3.28a)) und (3.28b) geméfs

o — -7 .dH dH

12 D /! — p—
[P(X,H) +alU (X,H)} b —al'V (X,I{) Ps(X)d (4.19a)

_ _ — _ S _dH

[P(X,H) + on’z(X,H)} - aU’V’(X,H)éj—X — Py(X) (4.19b)

erweitert werden [13].

Es lédsst sich vermuten, dass die Losung der erweiterten KdV-Gleichung aus Abschnitt
nahe jener Oberflaichenform liegt, fiir welche man in FLUENT pg(z) &~ 0 erhélt.
Auf dieser Uberlegung basiert die Annahme, dass die entdimensionierte Druckstérung
Ps(X) entlang der Oberfliche von der Ordnung £? ist. Folgt man der Herleitung aus
[12] unter Beriicksichtigung der neuen Randbedingungen sowie und der
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Annahme, dass
Ps(X) = ?Psy(X) mit Pgy = O(1), (4.20)

so erhélt man anstelle der Gl. (3.17) aus [12]

_ 9d%H(X)

Py (X)Y) — Ha(X) = > TdxT

(1-Y?) = A-(V?)(Y) + Psa(X). (4.21)

Orientiert man sich anschliefsend an der Abfolge der weiteren Rechenschritte aus [12],
so verdndert sich Gl. (3.20) aus selbigem Artikel zu
dH,; (X)

dx (4.22)

AHy(X) _ ,d*Hy(X)
dx dXxs

— BBHL(X) = 3I(X)] +

Vo(X,1) — — |3 — Hy(X) = VAAU(1)

dPss(X)
dx

wobei AU den dimensionslosen Geschwindigkeitsdefekt der voll ausgebildeten Zustro-

mung beschreibt. Die stationédre Version der Gl. (3.21) aus [12]

dH,(X)
dX

dH,(X)
dX

Va(X,1) — = — |2H,(X) = VAAU(1) (4.23)
bleibt trotz geéinderter Randbedingungen unverdandert. Die letzten beiden Glgn. (4.22))

und (4.23)) sind kompatibel, wenn

d3H, df,
13 +(H1—1)d—X = [((H, —T)

~ 1dPg
3 dX

(4.24)

erfiillt ist. Dies entspricht der erweiterten KdV-Gleichung mit einem zusatzlichen
Term, dem Druckstérungsterm. Die Randbedingungen aus bleiben dabei unver-
andert.

Gleichung erinnert stark an jene aus [13|, da der zusétzliche Druckstérungsterm
rein formal mit jenem aus selbigem Artikel {ibereinstimmt. Dennoch war eine erneute
Herleitung nicht zu vermeiden, weil es sich hierbei um zwei grundsétzlich unterschied-

liche Phanomene handelt.
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Kapitel 5

Iterationsverfahren

Um den dynamischen Randbedingungen des vorliegenden Problems zur Génze zu ge-
niigen, i.e. Ps =~ 0 , wird fiir die Ermittlung der dimensionsbehafteten Wasserhohe bis
zur ersten Ordnung gemaf Gl. die Iterationsroutine aus [I3] verwendet, welche
bei der Losung eines verwandten Problems erfolgreich zum Ziel fiithrte. Dabei muss
Gl in jedem Iterationsschritt numerisch gelost werden (siche Kapitel [6]).

Um hierbei eine numerische Differentiation des aus FLUENT entnommenen Oberfla-
chendrucks Pgo(X) zu vermeiden, wird Gl. im Intervall |—oo; X| integriert. Dar-

aus resultiert das Gleichungssystem der gekoppelten Differentialgleichungen

d?H 1 1
—dX21 + §H12 —Hy =G — 3Ds2 (5.1a)
dG,
1x = pB(H, —T) (5.1b)
mit den Randbedingungen
H +o00
U0 fir X o (5.2)
1 —00.

Die Randbedingungen ([5.2) implizieren, dass auch alle Ableitungen von H; fiir X —
400 und alle Ableitungen von G fiir X — —oo ident 0 sein miissen. Da zudem eine
voll ausgebildete Zustréomung vorausgesetzt wird, gilt an der Oberflaiche der Parallel-

stromung Pge(X — —o0) = 0.
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll die Losung der Glgn. sowie fiir die
Oberflachenerh6hung H; im weiteren Verlauf mit H 1 bezeichnet werden, solange Pgo(X)
die Fehlerschranke nicht unterschreitet.

Als Ausgangslosung fiir die Iterationsschleife i = 1 werden die Glgn. (5.1a)),
sowie jedoch fiir Pgo(X) = 0 numerisch gelost. Die dabei erhaltene erste Schét-
zung der Oberflichenerhchung H 1(1) wird mittels Gl. in eine dimensionsbehaftete
Wasserhohe umgerechnet und in FLUENT vorgeschrieben. Nach Losen der Reynolds-
Gleichungen in FLUENT (siehe Kapitel ) wird daraus der Oberflaichendruck Pé%) (X)
gewonnen.

Um eine neue Niaherung der Oberflichenerh6hung zu generieren, wird die vorausgehen-

de Hohe um den Betrag
AW (X) = BV (X) ~ 7Y (X) (5.3)

korrigiert, wobei H 1(1) (X) die Losung der Gl. (4.24]) mit der nun bekannten Druckstérung

Pé? (X)) darstellt. Daraus resultiert die neue Approximation
HP(X) = BV (X) + AD(X). (5.4)

Dieser Prozess wird solange wiederholt, bis sich zwei aufeinanderfolgende Oberfla-
chenerhéhungen nicht mehr signifikant #indern, also wenn Max{|A®|} < &x < 1 er-
reicht wird (siehe Abb. [p.1)). Dann ist auch gewihrleistet, dass der Oberflichendruck
Max{\PéfQ)H < &p < 1ist, was zu bedeuten hat, dass fiir die gegebene Oberflachenerho-
hung Hfi) (X) die dynamischen Randbedingungen entlang der Oberflache erfiillt sind.
Die Schranken £x und &p fiir das Abbruchkriterium werden in Kapitel [8] diskutiert.

Um die numerische Stabilitat des iterativen Verfahrens zu erhéhen und somit das Kon-

vergenzverhalten zu verbessern wird ein Relaxationsfaktor geméafy
Psy(X) = rPgy(X) mit 0<r <1 (5.5)

eingefiihrt, wobei in Gl. (4.24]) die Funktion Pgo(X) in jedem Iterationsschritt ¢ durch
die unterrelaxierte Funktion Pgs (X) zu ersetzen ist.

Fiir einen allgemeinen Iterationsschritt ¢ innerhalb der Schleife gilt

X)) = HO(X) + AOX)  (i=1,2, 3, 4,..) (5.6)
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mit
AV = 1P (X) = H(X). (5.7)
Es sei an dieser Stelle betont, dass sich die Korrekturfunktionen A®(X) stets auf die

Ausgangslosung Hl(l)(X ) beziehen, welche identisch zur Losung der erweiterten KdV-
Gleichung ohne Druckstorungsterm ist.

H; aus Glgn. (5.1)) und
" mit PS2 = 0,
i =1gibt 1,V = H,

Y

1. Naherung der
Wasserhdhe h(z)

aus Gl (4.17))

Reynolds-Gl. fiir B ~
hrich Oberflachendruck Ps(z) Pso(X) aus Glgn.
vorgeschriebene
Gl (4.18 4.20 d (5.5
Wasserhohe e o
H," = H, Hy aus Glgn. (5.1)
Neue Héhe h(x) und (5.2)) mit
aus Gl ({£.17) Pgy(X) statt Pgy(X)

Y

H, aus Glgn.

B wd E7)

[Beende Iteration}

Abbildung 5.1: Flussdiagramm der Iterationsroutine
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Kapitel 6

Numerische Losung der erweiterten
KdV-Gleichung

Eine Schwierigkeit bei der numerischen Losung des Gleichungssystems stellt das
Implementieren der asymptotischen Randbedingungen (5.2)) auf ein endliches Rechen-
gebiet mit den Grenzen X ., weit stromauf und X ., weit stromab dar. Die Notation
X o sowie X, fiir die Grenzen des Rechengebiets symbolisiert, dass es sich um be-
tragsmafig grofe, aber dennoch endliche Werte gegeniiber der Liange L des Gebietes
mit erhohter Rauhigkeit handelt.

Eine Idee ist es, die asymptotischen Randbedingungen aufgrund der Beschrankt-
heit des Rechengebiets zu umgehen, indem man sich das asymptotische Abklingen der

Form

Hy = Ce™  fir X — 400 (6.1)

zu Nutzen macht, wobei der Parameter k aus der algebraischen Gleichung
k (1%2 - 1) - (6.2)

zu bestimmen ist [12]. Fiir 3 < 2/3v/3 ~ 0,385 existieren fiir die kubische Gleichung
(6.2) zwei negative k; < ky < 0 und eine positive Losung ks > 0 [I5].

Da der Koeffizient C von der gesuchten Funktion H; abhidngt und somit a priori unbe-
kannt ist, kann an den Réndern des Rechenintervalls [X_..; X ] weder eine Dirichlet-

noch eine Neumann-Randbedingung vorgeschrieben werden. Abhilfe soll hier die soge-
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nannte Robin-Randbedingung schaffen, bei der das Abklingverhalten in der Form

ky fir X =X 00> 1
ks fir X =X_ <0, |X_o>1

>
I

(6.4)

implementiert wird. Aus der Definition von Gy ergibt sich an der linken Berandung des

Rechengebiets .
Gi(X-w) =8 [ ()~ D) Jax (6.5)

=0 fiir | X |>1

unter Verwendung von Gl. (6.1)) mit k = ks die dritte Randbedingung

G (X ) = gﬂl (X ) (6.6)

3
des Differentialgleichungssystems .
Der entscheidende Nachteil bei der Wahl dieser drei Randbedingungen ist die numeri-
sche Instabilitdat, welche sich im Laufe des Iterationsprozesses bemerkbar machte. Da
der Funktionswert H; (X_,) durch keine der drei Randbedingungen vorgeschrieben
bzw. fixiert wird, fiihren bereits kleine numerische Fehler bei der Berechnung von Pgs
an der Stelle X = X zu einem Aufschaukeln von H; an selbiger Stelle und in weiterer
Folge zum Absturz der Iterationsroutine.
Da in FLUENT numerische Singularitdten bei der Ermittlung des Oberflichendrucks
speziell am Anfang des Rechengitters nicht auszuschliefen sind, mussten daher alter-
native Randbedingungen gefunden werden.
Eine erneute Integration der erweiterten KdV-Gleichung mit Druckstérungsterm
analog zu Kapitel 5] jedoch im Intervall [X_..; X], liefert unter Beriicksichtigung der
neuen Definition der Hilfsfunktion
X ~ ~ ~
G1(X):=p [Hi(X) —T(X)]dX mit X €[X ;X o (6.7)

X oo
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folgendes Differentialgleichungssystem:

d f;((j() o d f;lf(j() N % [H2(X) — HY(X_s)] — Hy(X) o
FHL(X ) = G1(X) = Go(X ) = 5 [Pa(X) — Poo(X )]
dG(X)
L = B (X) - T(X)]. (6.8b)

Aus der Subtraktion von Gl. (6.8a]) mit Gl. (5.1a]) folgt unter der Annahme vernachlés-

sigharer Oberflachendruckstérung weit stromauf, d.h.
PSQ(XfoO) << 17 (69)

die Gleichung

d2H, (X) 1., _
| TR w) — Hi(X o) = Gi(X o). (6.10)

X_w 2

Bei entsprechender Wahl von |X_ | > 1 ist die Randbedingung
Hy (X_o) =0 (6.11)

mit guter Naherung gerechtfertigt. Die zweite Randbedingung folgt per Definition aus

GL

!

G1 (X o) =0, (6.12)

was laut GI. gleichbedeutend mit verschwindender Kriimmung von H; an der
Stelle X = X, ist. Fiir die Vervollstdndigung des Randwertproblems wird noch die
dritte Randbedingung

H (X)) =0 (6.13)

stromab gesetzt. Mit der Wahl der drei Dirichlet-Randbedingungen - re-
duziert sich zum einen das Gleichungssystem ((6.8) wieder zu (|5.1)) und zum anderen
wird dadurch das zuvor erwdhnte Problem der numerischen Instabilitiat gelost. Um
der Annahme sowie den Randbedingungen (6.11)) und gerecht zu werden,
muss das Rechengebiet ausreichend lang gegeniiber der im Experiment [I5] verwendeten

Liange L = 3,34 sein. Die entsprechende dimensionsbehaftete Lénge ¢ lasst sich unter
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Numerische Losung der erweiterten KdV-Gleichung

Verwendung der Glgn. (3.15)) und (3.16]) geméaf

(= 3—\L/Ehr =0,49m (6.14)
berechnen, wobei die Referenzhdhe h, = 9,15cm aus den gemessenen Daten von [15]
hervorgeht. Nach zahlreichen Versuchen erschienen die Rénder des Intervalls mit z_, =
—10m und x, ., = 17m als zweckmaéfig, was eine Gesamtlinge von {p = T, —T_o =
27 m ausmacht. Die Asymmetrie des Rechengebiets ldsst sich durch die Asymmetrie des
Abklingverhaltens ks > |ko| von H; erkliren.

Eine erneute Umrechnung in dimensionslose Grofien liefert fiir die Grenzen

T

X =3 —
Ve 3

= 6825 und X,o = 3\/595]_?" — 116,03. (6.15)

T

Eine weitere Schwierigkeit bei der numerischen Losung des Differentialgleichungssys-
tems (b.1]) stellt die Singularitéit der Storfunktion I'(X) an den Stellen X = 0 sowie
X = L dar. Da bei der numerischen Losung von (5.1) ohne Weiteres keine Gitterkon-

vergenz erreicht werden konnte, wurde eine neue stetige Funktion I'(X) mit

(

0 fuir X < -AX
I'y (X .
— | — — <
5 (AX+1) fur AX <X < AX
[(X)=1T, fir AX <X <L-AX (6.16)

I, (L—X
_L( +1) fir L—-AX<X<L+AX

0 fir X >L+AX

eingefithrt. Dabei bezeichnet AX = Lp/n, in GL die Schrittweite und n, =
10000 die Anzahl der dquidistanten finiten Differenzen iiber der Gesamtlange L, =
Xpoo — X_oo = 184,28.

Es ist leicht nachzuvollziehen, dass fiir steigende Werte von n, die Schrittweite AX

abnimmt und sich im Grenziibergang

lim [(X)=T(X) (6.17)

Ny —>00
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Numerische Losung der erweiterten KdV-Gleichung

ergibt. Aus der Abb. geht ebenfalls hervor, dass fiir beliebige Werte von n, die
Fléchenerhaltung

X+oo/\ X+oo
/ [(X)dX = [(X)dX (6.18)
e X oo
stets erfillt ist.
D(X),[(X)

FL |, ||
f 1
1 1
1 1
! \
: | —r
| — ()

h
! I
! 1
! 1
! 1
| 1
! 1
! 1
! 1
! 1

X

0 L
Abbildung 6.1: Qualitativer Vergleich zwischen der Funktion I'(X), welche in [6] und

[7] fur die analytische Berechnung von H; verwendet wurde, und der Funktion I'(X),
welche fiir die numerische Berechnung herangezogen wird

Nach Diskretisierung der Glgn. und mittels dquidistanter zentraler Dif-
ferenzen der Ordnung O (AX 2) wurden diese zusammen mit den Randbedingungen
- mithilfe des Newton-Raphson-Verfahrens in MATHEMATICA iterativ
gelost. Aufgrund der Nichtlinearitédt des vorliegenden Problems ist die Wahl der Aus-
gangslosung fiir die Iterationsroutine des Newton-Raphson-Verfahrens entscheidend.
Sind die Wellen erster Art von Interesse, welche in Abb. zu sehen sind, so lassen
sich die analytischen Losungen aus Kapitel 6 von [6] als gute Schitzung fiir die Aus-
gangslosung verwenden. Die Initialisierung der Hilfsfunktion G; erfolgt durch den von
MATHEMATICA bereit gestellten Befehl Integrate, wobei die bekannten analytischen
Funktionen H;(X) und I'(X) geméf der Definition integriert werden.
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Numerische Losung der erweiterten KdV-Gleichung

-—- —TI;,=3
——— T, = 2O 4+ 80D =406
FL:5

o

-10 L “S===mm 20

30

Abbildung 6.2: Losungen erster Art von (4.6|) fiir die Parameter: g = 0,127; L = 3,34.
Strichlierte, diinklere Linien: numerische Losungen des zu (4.6 dquivalenten Glei-

chungssystems ([5.1]) mit (6.11)) - (6.13)) fiir Pso(X) = 0. Volle, hellere Linien: analytische
Lésungen nach [6].

Wegen der Tatsache, dass die gleichméfig giiltige analytische Losung der Solitdarwelle
fiir ', = A + BAM in Abb. eine Unstetigkeitsstelle aufweist, wurden in Abb.
fiir alle drei Werte von I'p die Formeln aus Kapitel 6 zusammen mit den allgemeinen
Gleichungen aus Kapitel 3 und 4 von [6] herangezogen. Diese sind streng genommen
nur dann giiltig, wenn ', vom Eigenwert A um den Betrag O(1) abweicht (blaue und
griine Linien). Besser als erwartet zeigt Abb. auch fiir das Eigenwertproblem I';, =
MO 4+ BAD) eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen.

Aus [12] geht hervor, dass sich die Impulsbilanz {iber die gesamte Kanalstromung zu

/ +oo(H1 ~T)dX =0 (6.19)

[e.e]

reduziert. Unerwarteterweise wird diese Erhaltungsgleichung laut Abb. lediglich fiir
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Numerische Losung der erweiterten KdV-Gleichung

die numerischen Losungen

/&ﬁm—rmszmxwpw (6.20)
erfiillt, wihrend die analytischen Losungen von H; die globale Impulsbilanz verletzen,
i.e. Gi(+00) # 0. Abgesehen vom Eigenwertproblem nimmt der Fehler fiir steigende
Werte von I';, ab. Durch Probieren kann sogar fiir die gegebenen Parameter ein Rau-
higkeitswert '), = 5,495 gefunden werden, fiir welchen die Bilanz (|6.19) erfiillt ist.
Bei weiterem Steigern des Betrages von I';, wechselt allerdings die Hilfsfunktion fiir
X — 400 das Vorzeichen, i.e. G1(+00) < 0. Es handelt sich dabei um einen Fehler der

Grofenordnung O(f3) der zusammengesetzten, gleichmifig giiltigen Lésung [T}

Gy
0.8 L

I

. --- —I;=3
0.6 ! |

: ‘ _—— FL:)\<0)+ﬁ)\<1):4,06
0.4 fJL 1! -=- Iy =5

i

Abbildung 6.3: Gegeniiberstellung der Hilfsfunktionen G fiir die Losungen erster Art
mit den Parametern: § = 0,127; L = 3,34. Strichlierte, diinklere Linien: numerische

Losungen des Gleichungssystems ([5.1)) mit (6.11]) - (6.13) fiir Ps2(X) = 0. Volle, hellere

Linien: numerische Integration der analytischen Funktionen H;(X) und T'(X) mittels
MATHEMATICA geméf der Definition (6.7)).

!Personliche Mitteilung von Dr.techn. Markus Miillner (2018)
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Numerische Losung der erweiterten KdV-Gleichung

Um die Losung zweiter Art der erweiterten KdV-Gleichung auf numerischen Wege zu
finden, kann hier H;(X) = 0 und G;(X) = 0 als erste Schitzung fiir das iterative
Newton-Raphson-Verfahren verwendet werden. Aufgrund der im Vergleich zur Losung
erster Art geringeren Amplitude konvergiert diese Schiatzung stets gegen die Einzelwelle
zweiter Art, welche in Abb. zu sehen ist.

H,
1.2F
1.0
0.8 —-—— — pI'y = 0,1
- — BT, =02
0.6 BT, =03
0.4
0.2
L \ | | el ] L X
-10 L 10 20 30 40 50 60

Abbildung 6.4: Losungen zweiter Art von (4.6|) fiir die Parameter: g = 0,1; L = 3,34.
Strichlierte Linien: numerische Losungen des zu (4.6 dquivalenten Gleichungssystems

(5.1) mit (6.11)) - (6.13)) fiir Pso(X) = 0. Volle Linien: analytische Losungen nach [7].

Wie zu erwarten war, steigt die Diskrepanz zwischen analytischer und numerischer L&-
sung mit steigendem SBI';, da die analytische Losung streng genommen nur unter der
Voraussetzung |G| < 1 gilt. Auffillig ist, dass fiir fT';, = 0,3 laut numerischer Losung
ein Umschlag von iiber- zu unterkritischer Stromung und umgekehrt stattfindet, wéh-
rend laut gleichmafig giiltiger analytischer Losung die Welle stets iiberkritisch bleibt,
ie. Hi(X) < 1,VX.

Waéhrend alle numerischen Losungen in Abb. die Integralbedingung erfiillen,
wachst der Fehler der analytischen Losung mit steigendem SI',. Nach genauerem Be-
trachten der dimensionslosen Oberfldchenerh6hungen zweiter Art aus Abb. [6.4] wird

klar, wie der - von null verschiedene - Endwert von GG zustande kommt. Fiir alle drei
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Numerische Losung der erweiterten KdV-Gleichung

Félle von ST, erzeugt namlich die analytische Losung H; eine geringere Fliche als die
numerisch ermittelte Oberflachenerhéhung. Erfiillt die auf numerischem Wege gefunde-
ne Funktion H; die Integralbedingung, so bedeutet das im Umkehrschluss, dass fiir die

analytischen Losungen zwangsweise G1(+00) < 0 gelten muss.

-0.2

-—- — AI =0,
——— — B =02
——- — B =03

-0.4

-0.6

-0.8

Abbildung 6.5: Hilfsfunktionen G fiir die Losungen zweiter Art mit den Parametern:
£ =0,1; L = 3,34. Strichlierte Linien: numerische Losungen des Gleichungssystems (/5.1])
mit - fiir Pso(X) = 0. Volle Linien: numerische Integration der analytischen
Funktionen H;(X) und I'(X) geméf der Definition mittels MATHEMATICA.
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Kapitel 7

Numerische Losung der

Reynolds-Gleichungen

Neben der KdV-Gleichung ist das Losen der vollstédndigen Bewegungsgleichungen ein
wichtiger Bestandteil der Iterationsroutine aus Abb.[5.1] Dazu wird das CFD Programm
ANSYS® FLUENT 16.2 verwendet, welches ausschlieklich mit dimensionsbehafteten
Grofsen rechnet. In der Schnittstelle zwischen MATHEMATICA und FLUENT ist daher
in jedem Iterationsschritt ¢ eine Umrechnung zwischen dimensionslosen und dimensi-
onsbehafteten Grofen - und umgekehrt - erforderlich.

Die Losung der Reynolds-Gleichungen in FLUENT erfolgt mithilfe des sogenannten
,2D double precision pressure-based Solvers, wobei die Gleichungen mittels Upwind-
Verfahren erster Ordnung diskretisiert werden. Als Turbulenzmodell sei hier das Stan-
dard k-e-Turbulenzmodell gewéhlt. Frihere Untersuchungen [I3] haben némlich am
Beispiel des welligen Wassersprunges gezeigt, dass die Wahl des Turbulenzmodells nur
wenig Einfluss auf das Ergebnis hat.

Entlang des Kanalbodens kommt die in FLUENT implementierte Standard Wandfunk-
tion zum Einsatz. In Anlehnung an [I3] werden die kinematischen Randbedingungen
(3.13) sowie die dynamischen Randbedingungen fiir die Tangentialkomponenten
des Spannungstensors durch Anwendung der lokalen Symmetrie-Randbedingung an der
Oberfliche h(x) erfiillt. Diese Randbedingung erfordert laut [I] nicht zwangsweise eine
Symmetrielinie der vorliegenden Geometrie, sondern kann auch fiir feste Wénde mit

verschwindenden Scherspannungen verwendet werden. Auf diese Weise wird die freie
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Voll ausgebildete Stromung

Wasseroberfliache fiir die Berechnung in FLUENT als eine solche fixierte Wand behan-
delt und nach jedem Iterationsschritt geméaf und korrigiert. Um diese lokale
Symmetriebedingung rechtfertigen zu kénnen, muss der hydrostatische Druckanteil py,
vom Druck p zufolge

p=p—pn mit py=pg(h, —y) (7.1)

abgespalten werden [13]. In FLUENT werden die Bewegungsgleichungen mit p als unbe-
kanntes Skalarfeld gelost, wobei die Komponente des Gravitationsvektors normal zum
Boden zu null gesetzt wird. Zur Ermittlung des in benétigten Druckstorungsterms
wird nach jeder FLUENT Rechnung der hydrostatische Druckanteil p, zu p wieder hin-
zugefiigt, bevor dieser mithilfe von (4.18]) und zu Pss umgeformt wird.

Entlang der stromabwiértsseitigen Berandung des Rechengebietes kommt die Abstrom-
bedingung zum Einsatz. Um sicherzustellen, dass weit stromauf tatséchlich mechani-
sches Gleichgewicht herrscht, wird am Einstromrand des Rechengebiets ein voll ausge-
bildetes Geschwindigkeitsprofil als Randbedingung vorgeschrieben. Die Ermittlung die-
ses Profils wird im Abschnitt [Z.T] naher erlautert.

Die Randbedingungen fiir die Normalspannungen aus ((3.14]) sollen schliefslich nach Be-

endigung des Iterationsprozesses aus Kapitel 5| erfiillt sein.

7.1 Voll ausgebildete Stromung

Um den Voraussetzungen der voll ausgebildeten Zustromung aus Kapitel [2| zu genii-
gen, muss zunéchst ein Geschwindigkeitsprofil am Einlass des Kanals ermittelt werden,
welches sich in Stromungsrichtung nicht mehr dndert. Dazu werden die Bewegungsglei-
chungen in FLUENT sowohl mit konstanter Wasserhohe h(x) = h,., als auch konstanter
Bodenrauhigkeit gelost. Bei der Erstellung des Rechengitters fiir die zwei-dimensionale
Kanalstromung kann bei der Wahl der Knotenanzahl n, parallel zur y-Achse die ge-
streckte Wandkoordinate |11}, S. 520]

y+ = Pl (7.2)

p v

als Orientierung dienen. Fiir eine korrekte Implementierung der Wandfunktion sollte

diese Wandkoordinate, welche den dimensionslosen Abstand zwischen Boden und Mit-
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Voll ausgebildete Stromung

telpunkt p der wandnahen Zellen beschreibt, moglichst im Bereich
30 < Y,;" <300 (7.3)

liegen, wobei Werte bis hin zu Y,© = 11,2 akzeptabel sind [I]. Mit n, = 1+ h,/h.
und der dimensionsbehafteten Zellhohe h, = 2y, der wandnahen Zellen lasst sich die

Bedingung ([7.3)) unter Zuhilfenahme der Glgn. (3.5) und (7.2)) auf

gah? gah?
1
600y =™ 60w

+1 (7.4)

umformen. Eine numerische Auswertung von ([7.4]) ergibt fiir die experimentellen Daten
von [I5] sowie fiir eine bei Zimmertemperatur ndherungsweise geltende kinematische
Viskositit v &~ 107 m?/s das Intervall 10 < n,, < 85. Um ein moglichst feines Netz zu
generieren und somit den numerischen Fehler gering zu halten, ist es von Vorteil sich
fiir moglichst grofie Werte von n, zu entscheiden. Dabei darf nicht aufser Acht gelassen
werden, dass sich die Intervallsgrenzen bei jeglichen Parametervariationen dndern kon-
nen. Hinzu kommt, dass die Wasserhohe h(z) im Allgemeinen ebenfalls variiert. Um
also sicher zu gehen, dass die Bedingung weitestgehend erfiillt ist, wird praventiv
n, = 60 gewahlt. Die Anzahl der Zellen n, parallel zur x—Achse wurde wie schon bei
der Losung der erweiterten KdV-Gleichung mit n, = 10000 festgelegt, was zu annéa-
hernd quadratischen Zellen fiihrt.

Die Ermittlung des voll ausgebildeten Einlaufprofils erfolgt ebenfalls mithilfe eines ite-
rativen Verfahrens (siche Abb. [7.1]). Nach dem Lésen der Reynolds-Gleichungen wird
das Auslaufprofil @(z;,y) am Ende des Kanals extrahiert und fiir eine erneute Berech-
nung an der Stelle z = x_, als Einlaufprofil vorgeschrieben. Die Geschwindigkeitskom-
ponente in y-Richtung wird in jedem Iterationsschritt j zu v(x_,y) = 0 gesetzt. Dieser
Prozess wird solange durchgefiihrt, bis sich die Geschwindigkeitsprofile am Kanalanfang
sowie -ende nicht mehr signifikant voneinander unterscheiden.

Leider liefert eine solche Berechnung unter Verwendung der experimentellen Daten von
[T5] mit einer Dichte p = 1000kg/m?® einen in Stromungsrichtung nicht verschwin-
denden Druckgradienten dp/dz, was fiir eine voll ausgebildete freie Oberflachenstro-
mung nicht korrekt ist. Ein moglicher Grund dafiir kénnten die zusétzlichen Verluste
sein, die beim Experiment an den Seitenwidnden des Kanals entstehen, welche bei einer

zwei-dimensionalen Rechnung nicht berticksichtigt werden. Auch Sekundérstromungen
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Voll ausgebildete Stromung

kénnten eine Rolle spielen [9]. Dieses Problem kann gelést werden, indem z.B. der Nei-
gungswinkel o oder die Oberflichenrauhigkeit k, als freie Parameter betrachtet werden,
welche so zu bestimmen sind, dass die Diskrepanz behoben wird.

Als Abbruchkriterium fiir den Druckgradienten dp/dx soll dieser mit jenem Druckabfall

pro Léangeneinheit | des Kanals

Ap _pip 1 (7.5)

verglichen werden, welcher bei einer geschlossenen Rohrstromung mit gleichen Parame-
tern entstehen wiirde [I7, S. 291]. Wéhrend die Gl. (3.21)) die Referenzgeschwindigkeit

u, = 1,01 m/s liefert, kann die Rohrreibungszahl A\r entweder mittels

27y
Ap=de; mit cp = — (7.6)

pu?
nach [II, S. 543| oder mithilfe der Abb. 17.17 aus selbigem Buch ermittelt werden.
Der hydraulische Durchmesser dj, lasst sich nach [I7, S. 193] fiir den vorliegenden Fall
geméfs -

44, 4bh, -

dp, = — = lim — = 4h, = 36,6 cm (7.7)
S b/hr—00 b+ 2h,

bestimmen, wobei A, die Querschnittsfliche und s die benetzte Umfangsldnge des Quer-
schnittes beschreiben. Das Verhiltnis aus Breite b des Kanals und Wasserhohe h, wéchst
fiir die zwei-dimensionale Betrachtungsweise iiber alle Grenzen.

Auf diese Weise lésst sich das Abbruchkriterium

_5 _ dp/dz _
107° < =< 107" 7.8
A/l (7.8)
fiir den Druckgradienten dp/dx anschreiben. Wichtig dabei ist, dass die untere Gren-
ze von (8.2)) nicht unterschritten wird, da der mit FLUENT berechnete Druckgradient
ansonsten zwar klein gegen 1 aber nicht mehr konstant ist. Dieses Ergebnis ist rein
numerisch bedingt und lasst sich in FLUENT lediglich durch héhere Druckgradienten

entsprechend der unteren Grenze in ([7.8|) beheben.
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Voll ausgebildete Stromung

Experimentelle Daten:
k, = 0,05 mm und
a = 1/291 nach [15]

l

Reynolds-Gl. fiir 1 !
h(z) = h, mit @ (o) =

g+
al(r_o,y) = 1m/s @ @)

A

Reynolds-Gl. fiir
h(z) = h, und

neuem Einlaufprofil

Nein Abbruchkriterium

(7.9) erfullt?

Ja

Andere o Nein Abbruchkriterium

Y

oder k, (7.8) erfillt?

Ja

Y

L Beende Iteration }

Abbildung 7.1: Flussdiagramm zur Ermittlung eines voll ausgebildeten Geschwindig-
keitsprofils mit verschwindendem Druckgradienten in Stréomungsrichtung

Aus den von Prof. Yasuda zur Verfiigung gestellten Messdatenﬂ geht hervor, dass die Ex-
perimente bei einer Umgebungstemperatur von ¢ = 7°C durchgefiihrt wurden, womit
in [I8, D2: S. 176] eine kinematische Viskositit v = 1,427 - 107 m? /s abgelesen werden
kann. Fixiert man nun den Parameter k,; = 0,05 mm entsprechend dem Experiment

aus [I5], so erhdlt man nach j = 10 Iterationsschritten unter der Beriicksichtigung von

2Personliche Mitteilung von Univ.Prof Youichi Yasuda (2018)
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Boden mit Gebiet erhéhter Rauhigkeit

(7.8) und des Abbruchkriteriums

Uy

<107° (7.9)

fiir das voll ausgebildete Profil den neuen Neigungswinkel oy = 1/468 des Kanalbodens.
Folgt man erneut der Iterationsroutine aus Abb. mit dem Unterschied, dass diesmal
der Neigungswinkel aj; = 1/291 festgehalten wird, so erhdlt man die dazu gehorige
Bodenrauhigkeit k,;; = 0,676 mm. Der Index I bzw. II symbolisiert, dass es sich um
zwei unterschiedliche Problemstellungen handelt, die im Folgenden getrennt voneinan-

der betrachtet werden.

7.2 Boden mit Gebiet erhohter Rauhigkeit

Das voll ausgebildete Geschwindigkeitsprofil, welches entsprechend dem Algorithmus
aus Abb. ermittelt wurde, wird im néchsten Schritt dazu verwendet, um das Stro-
mungsfeld tiber einem Boden mit einem Gebiet erhohter Rauhigkeit zu berechnen (siehe
Abb. . Dabei wird das Rechengitter mittels ANSYS® GAMBIT fiir eine fixierte
Hohe h(z) erstellt und nach jedem Iterationsschritt i gemiR den Glgn. und
gedndert. Die Knotenanzahlen n, und n, aus Abschnitt bleiben dabei unveréndert.
Fiir die Rechnung mit der Rauhigkeit entsprechend dem Experiment wird im Bereich
0 < x < ¢ die erhdhte Rauhigkeit k. ; = 0,5 mm aus [15] vorgeschrieben. Im Experiment
wurde gezielt versucht den Rauhigkeitsparameter 'y mit dem Eigenwert A\ iibereinzu-
stimmen, welcher sich aus den Glgn. und gemiR 'z ;= A + AN = 436
bestimmen lésst. Die Diskrepanz zwischen diesem Rauhigkeitswert und jenem aus [15]
rithrt aus den unterschiedlichen Neigungswinkeln her, welche den Dampfungsparameter
B gemaf Gl. beeinflussen.

Um bei der Rechnung mit dem Neigungswinkel entsprechend dem Experiment eben-
falls eine Ubereinstimmung zwischen I';, und A zu erzielen, muss erneut das iterative
Verfahren aus Abb. zum Einsatz gebracht werden. Dazu wird zunédchst eine fiktive
Hilfsneigung ar bestimmt, die in weiterer Folge die erhohte Bodenrauhigkeit k. ;r liefern
soll. Fiir die Ermittlung von ar werden zunéchst die Glgn. (3.4]) und gleichgesetzt,

39



Boden mit Gebiet erhéhter Rauhigkeit

bevor diese mithilfe von Gl. ([7.6]) zu

B 20.gh,

umgeformt werden. Das Einsetzen dieser Beziehung in Gl. (4.10|) liefert schlieflich den
fiktiven Neigungswinkel des Bodens

_cpuz(1+3ely)

a
d 2gh,

(7.11)

Die Referenzbodenrauhigkeit cy, = cgrr = 0,006 ergibt sich aus GI. , wobei
T numerisch mittels FLUENT bestimmt wird. Fiir den tatsdchlichen Neigungswinkel
arr = 1/291 folgt nach Gl. ein zum Experiment unverédnderter Rauhigkeitspara-
meter 'y ;7 = A0 4+ 8D = 4,06 und damit der fiktive Neigungswinkel oz = 1/191 aus
Gl. . Eine erneute Anwendung der Iterationsroutine aus Abb. mit fixiertem
ar liefert jene erhohte Bodenrauhigkeit k. ;; = 2,003 mm fiir den Bereich 0 < z < /,
welche mit der Referenzbodenrauhigkeit k, ;7 so abgestimmt ist, dass wiederum ein Ei-

genwertproblem vorliegt.

40



Kapitel 8

Ergebnisse

Wie bereits erwahnt, muss die Problemstellung I, bei welcher die Rauhigkeiten des Ka-
nalbodens mit jenen aus [15] iibereinstimmen, von der Problemstellung II unterschieden
werden, in welcher mit dem Neigungswinkel des Kanalbodens entsprechend dem Expe-
riment gerechnet wird.

Neben den bei der Umgebungstemperatur ¢ = 7°C herrschenden Stoffeigenschaften
des Wassers wurde die Problematik I auch fiir die Stoffwerte v® = 107%m?/s so-
wie p® = 1000kg/m® untersucht, welche in guter Niherung bei Zimmertemperatur
vorliegen. Das hochgestellte (b) deutet darauf hin, dass an dieser Stelle eine weitere
Fallunterscheidung gemacht werden muss. Fiir den Fall a wurde der Winkel a; = a}“)
bereits in Abschnitt [7.1{ermittelt, wahrend agb) erst durch erneutes Anwenden der Itera-
tionsschleife aus Abb. gefunden werden muss. Einen Uberblick {iber alle relevanten
Parameter ist in Tab. 8.1l zu finden.

In Kapitel [f| wurde bereits angesprochen, dass FLUENT am Anfang des Rechengebietes
numerische Schwierigkeiten bei der Berechnung des Oberflichendrucks aufweist. Beim

Losen des Differentialgleichungssystems (5.1) mit den Randbedingungen (6.11]) - (6.13))
fiihrt eine solche numerisch bedingte Storung des Oberflachendrucks bei X = X_, zu

dH, (X)
dXx

£0, (8.1)

X oo

was einer voll ausgebildeten Zustrémung widersprechen wiirde. In weiterer Folge liefert

eine FLUENT-Rechnung mit einer Hohe h(z), welche keine verschwindende Tangenten-
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Ergebnisse

steigung weit stromauf besitzt, einen noch groferen numerischen Fehler von ps(z_).
Um ein dadurch bedingtes Aufschaukeln des Fehlers zu unterbinden, was mit fortschrei-
tendem Iterationsschritt ¢ ein Abstlirzen des Algorithmus zur Folge hétte, wird die
Oberflachenstorung weit stromauf gegléttet. Dies geschieht in jedem Iterationsschritt
1, bevor die erweiterte KdV-Gleichung gelost wird. Wahrend des Glattungsverfahrens
werden die ersten ng = 40 Punkte der diskreten Funktion Pg geloscht und durch eine
lineare Extrapolation des 41. und 42. Punktes ersetzt. Die Anzahl der geléschten Punkte
ng sollte dabei nicht zu knapp ausfallen, da ansonsten Gefahr besteht den numerischen

Fehler zu extrapolieren, was das Gegenteil des erwiinschten Effekts bewirken wiirde.

ky [mm] ke [mm] a -] B -] Ip=A[-]
(a) a) (a
o\ =1/468 | B\ = 0,079 | ') =388
Problem I | k., =005 | koy=05 | / ! b
o =1/502 | B = 0,074 | T, = 3,86
Problem II kﬁll = 0,676 ke,]l = 2,003 ajr = 1/291 51[ = 0,127 FLJ[ = 4,06

Tabelle 8.1: Verwendete Parameter in Iterationsroutine aus Abb. [5.11 Problem I: Rech-
nung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment. Problem II: Rechnung mit Neigungs-
winkel entsprechend Experiment. Farblich hervorgehobene Parameter stimmen mit ex-
perimentellen Werten aus [15] iiberein.

Die Ausgangslosung H 1(1) fiir jegliche Berechnungen ist immer die numerische Losung der
erweiterten KdV-Gleichung ohne Druckstorungsterm. Als Abbruchkriterium sei zum
einen

Max{|P{|} < 1073 = ¢&p (8.2)

und zum anderen

Max{|AO|} <107 = ¢u (8.3)

festgelegt.
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Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment

8.1 Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend

Experiment

8.1.1 Losung erster Art
Fall a

Abb. zeigt die Entwicklung der dimensionslosen Oberflichenerhohungen iiber die

[terationsschritte i. Verschiedene Relaxationsfaktoren 0 < r < 1 wurden getestet.

Abbildung 8.1: Dimensionslose Oberflichenerh6hungen H 1(i) ausgehend von der Losung
erster Art nach Anwendung der Iterationsroutine aus Abb. [5.1]fiir die Werte aus Tab.
(Problem I - Fall a) sowie: 7 = 0,2; L = 3,34; Fr = 1,065

Selbst fiir einen relativ geringen Relaxationsfaktor » = 0,2 entstehen bereits nach we-
nigen Iterationen starke Amplitudenerhhungen, i.e. Max{H 1@} > 4. Diese miissen aus
mathematischer Sicht durch die stets erfiillte Flachenerhaltung ([6.20]) ausgeglichen wer-

den, weshalb sich zunehmend tiefere Wellentéler vor der Solitdrwelle bilden. Nach 15
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Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment

Iterationen konnte keine weitere Losung von gefunden werden, was dadurch zu
erkldren ist, dass der Einfluss von ﬁb(};’) (X) trotz Relaxation im Verhéltnis zu G§15) (X)
zu dominant ist.

In Abb. sind die Extremwerte der beiden fiir das Abbruchkriterium herangezoge-
nen Funktionen iiber die Iterationsschritte ¢ aufgetragen, welche eine stark wachsende

Tendenz aufweisen.

Max {|pg‘> y}, Max {|A®|}
0.07} .
0.06 +
0.05+
0.04+
0.03+ .
0.02+
0.01¢+ o °

1 1 1 I 1 y
5 i 5 3 10 B 11 terationen 1

Abbildung 8.2: Extremwerte der Betriage von Péi) und A® fiir die Berechnung der Welle
erster Art (Problem I - Fall a)

Fall b

Erstaunlicherweise fiihrt Fall b, bei welchem, im Vergleich zu Fall a, lediglich die Tem-
peratur und die damit verbundenen Stoffwerte des Wassers gedndert wurden, bei gleich-
bleibendem Relaxationsfaktor zu einer konvergenten Losung. In Abb. wird die nach
28 Iterationen erzielte numerische Lésung den experimentellen Daten von Prof. Yasudaf]
gegeniibergestellt.

Sowohl die numerisch ermittelte Oberflaichenerhohung Hf%), als auch die Messungen
weisen ein Wellental auf, was laut asymptotischer Analyse in [6] nur dann auftritt, wenn
der Rauhigkeitsparameter I';, kleiner als der Eigenwert X ist (siehe Abb. . Weiters

fallt auf, dass die Amplitude MaX{Hl(QS) } < 3 ist. In der asymptotischen Analyse [0]

3Personliche Mitteilung von Univ.Prof Youichi Yasuda (2018)
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Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment

wird jedoch Max{H;} = 3 + O(?) > 3 vorhergesagt, was durch die experimentellen
Daten nur bedingt bestétigt wird, da die Hohe des Wellenberges in Abb. nahe bei
4 liegt.

Abbildung [8.4] zeigt die dimensionslosen Druckstérungen Ps zu Beginn des Iterations-
prozesses, sowie nach Erreichen der Abbruchkriterien und . Die darin ent-
haltenen Fluktuationen sind rein numerisch bedingt und verdeutlichen daher, dass eine
numerische Differentiation dieser Funktionen zu einer signifikanten Verfilschung der
Ergebnisse fithren wiirde, weshalb die Verwendung der integralen Version der er-
weiterten KdV-Gleichung mit Druckstérungsterm unabdingbar ist.

Ein genauerer Blick auf die Druckstérung Pézg), welche in Abb. iiber dem gesamten
Rechengebiet [ X _o.; X || dargestellt ist, ldsst den bereits angesprochenen numerischen
Fehler an der Stelle X = X_, erkennen, welcher die Anwendung des Glattungsverfah-

rens rechtfertigt.

H,
4o
L
\
3 (\ \
1
| — "y
| 28
| i
i \ Experiment
|
|
1L
| 10
e e N— X
-10 -5 d 15 20

Abbildung 8.3: Dimensionslose Oberflaichenerh6hungen erster Art fiir die Werte aus
Tab. (Problem I - Fall b) sowie: L = 3,34; Fr = 1,065. Blaue Linie: numerische
Lésung von fiir Pso = 0. Rote Linie: konvergente Losung nach Anwendung der
[terationsroutine aus Abb. mit r = 0,2. Griine Punkte: Messungen von Prof. Yasuda®

4Personliche Mitteilung von Univ.Prof Youichi Yasuda (2018)
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Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment

Pg

¥

-50

(28)
S

-0.0010+

Abbildung 8.4: Entdimensionierte, mittels FLUENT berechnete, Druckstorungen fiir
gleichen Satz von Parametern aus Abb. [8.3]

A
0.000
-50 50 100
-0.0005}
— AW =¥ _ g
—_— A(27) — H(28) - H(27)
-0.0010 ! !

Abbildung 8.5: Dimensionslose Oberflichenkorrekturen fiir gleichen Satz von Parame-

tern aus Abb.
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Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment

Die dimensionslosen Oberflichenkorrekturen A sind in Abb. R zu sehen. Nach 28
[terationen und einer CPU-Rechenzeit von etwa 21 h konnte eine konvergente Losung
nach Erreichen von Max{|P{’|} = 3,3-104 < 10~® und Max{|A®|} = 7,5:10-5 < 10~

gefunden werden.

8.1.2 Losung zweiter Art

Die Losung zweiter Art lasst sich nur mit den Parametern aus Fall b untersuchen, da das
Gleichungssystem bereits fiir Pgs = 0 keine numerische Losung zweiter Art liefert.
Offensichtlich scheint es zwischen ﬁ}b)f‘(ﬁ)[ = 0,286 und ﬁ}a)F(ﬁ)I = 0,307 eine Grenze zu
geben, oberhalb welcher keine numerische Losung existiert. Durch schrittweises Verklei-
nern des Rauhigkeitsparameters konnte bei festgehaltenem B}a) eine Grenze F%)I = 3,83

gefunden werden.

H,
4k N
!
\
3l |
| ;"
| H£15)
20 | 28
\ s
1 \
\
ya
] | Ll . , X
-10 L 10 20 30 40 50 60

Abbildung 8.6: Dimensionslose Oberflachenerh6hungen H 1(i) ausgehend von der Losung
zweiter Art nach Anwendung der Iterationsroutine aus Abb. fiir die Werte aus

Tab. (Problem I - Fall b) sowie: r = 0,05; L = 3,34; Fr = 1,065
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Rechnung mit Rauhigkeit entsprechend Experiment

Der Versuch eine konvergente Losung zweiter Art zu finden, ist in Abb. dargestellt.
Sogar fiir den kleinsten getesteten Relaxationsfaktor » = 0,05 wéchst die Einzelwelle
H 1(1) zweiter Art bereits nach wenigen Iterationsschritten rasant an und nihert sich auf
diese Weise der Gestalt der Solitarwelle.

Der Grund, warum das Auffinden einer konvergenten Losung erster Art hier verhindert
wird, liegt womoglich in der Position der Wellenberge Xr(rf;x, welche sich weiter strom-
abwiirts befinden als jene in Abb. [8.3] Wie bereits in Abschnitt [4.1] erwéhnt, ist seit [15]
bekannt, dass eine stabile Solitdrwelle ihr Maximum in der Nahe von X7 erreicht.
Diese Bedingung ist hier nicht erfiillt, da sich mit X2 = 2.971 der Wellenberg von
H™ nahe bei X\F = 2.897 befindet.

In Abb. sind wachsende Werte von MaX{]Pé(f)\} ab i ~ 5 zu erkennen, wobei die
Intensitat des Wachstums mit fortschreitendem Iterationsschritt zunimmt. Die Ober-
flichenkorrekturen A® reagieren mit Verzégerung auf die immer stirker wachsenden
Druckstorungen, was sich auf den kleinen Relaxationsfaktor » = 0,05 zuriickfithren
lasst. Nach der 28. Iteration liefert MATHEMATICA wie bereits im Fall a der Welle
erster Art keine Losung der Differentialgleichung, weshalb die Iteration abgebrochen

wurde.

Max { |P§i) | }, Max {|A®]}

0.015F ..
0.010+ |
0'005""==::':ZII::::::::--°".

5 11() 115 2‘0 2‘5 Iterationen i

Abbildung 8.7: Extremwerte der Betrage von PS) und A® fiir die Berechnung der Welle
zweiter Art (Problem I - Fall b)
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Rechnung mit Neigungswinkel entsprechend Experiment

8.2 Rechnung mit Neigungswinkel entsprechend

Experiment

Der vom Standpunkt der analytischen Losung [7] groke Wert von 87Tz ;1 = 0,516 ver-
hindert fiir die Rechnung mit Neigungswinkel entsprechend Experiment die numerische
Existenz einer Losung zweiter Art. Da also fiir die vorliegenden Parametern das Glei-
chungssystem bereits fiir Pso = 0 keine Einzelwelle zweiter Art liefert, wird hier
lediglich die Solitdarwelle ndher untersucht.

Abbildung zeigt den Versuch eine konvergente Losung erster Art zu finden. Nach
250 Iterationen wurde das Verfahren aufgrund fehlender Aussichten auf Erfolg nach
einer CPU-Rechenzeit von mehr als einer Woche abgebrochen. Die Auswahl der dar-
gestellten Zwischenergebnisse der Oberflachenerhéhungen Hl(i) kann mit mithilfe der
Abbildungen und verstandlich gemacht werden. Wahrend die Wellenberge der
Oberflachenerh6hungen H {145) und H £240) laut Abb. naherungsweise ein Minimum
erreicht haben, geht aus Abb. hervor, dass die maximale Druckstérung Max{ |P§240) |}
im Vergleich zu Max{\PéMS) |} wesentlich hoher ist. Diese Tatsache spiegelt sich auch in
Abb. wider, zumal H 1(240) zwei Wellenberge besitzt. Die Spriinge von X9, in den
[terationen ¢ = 154 sowie ¢ = 239 entstehen durch die Bildung zweier solcher Wellen-
berge annéhernd gleichgrofer Amplitude, wobei jener weiter stromaufwérts wéchst und

der andere in weiterer Folge wieder verschwindet.
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Rechnung mit Neigungswinkel entsprechend Experiment

H,y
&\ |
3 |
‘ | aY
\ _ H1(145)
2|+ ‘: H1(190)
_ H1(240)
1 W
| 10
| ‘ 4 | X
-10 L 20 30 40 50

Abbildung 8.8: Dimensionslose Oberflichenerh6hungen H 1@ ausgehend von der Losung
erster Art nach Anwendung der Iterationsroutine aus Abb. [5.1]fiir die Werte aus Tab.
(Problem II) sowie: r = 0,05; L = 3,34; Fr = 1,065

Die Oberflachenerhohung Hflgo) liegt mit einer Amplitude von Max{Hl(lgo)} ~ 3 lber
dem arithmetischen Mittel aller Wellenberge Max{H 1(1)} = 2,67 bei vergleichsweise mo-
derater Druckstorung Pélgo).

Eine Erklarung fiir die fehlende Konvergenz kann in Abb. B.10] gefunden werden. So-
lange sich die Position der Wellenberge X0 standig dndert, konnen auch die Ampli-
tuden MaX{H{i)} nicht konstant bleiben, was ein zyklisches Auf- und Absteigen von

Max{\Péi)H zur Folge hat.
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Rechnung mit Neigungswinkel entsprechend Experiment

Masx {| P b, Max {]A 0}

0.010 -
L

0.008 2

0.006 - & % .

P

0.004 L
A

0.002

! ! ! ' L Jterationen 7
50 100 150 200 250

Abbildung 8.9: Extremwerte der Betréige von Péi) und A® fiir die Berechnung der Welle
erster Art (Problem II)

Max {Hl(z) }, Xl(égax

L ~— Iterationen ¢

20 100 150 200 250

Abbildung 8.10: X- sowie Y-Koordinate der Wellenberge von H l(i) fiir die Berechnung
der Welle erster Art (Problem II)

Um zu verdeutlichen welche Auswirkungen eine Anderung von X r(ﬁzlx hat, wird in Abb.

das Verfahren der Oberflichenkorrektur wiahrend eines Iterationsschrittes gezeigt. Ein
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Rechnung mit Neigungswinkel entsprechend Experiment

kleiner Relaxationsfaktor r < 1 bewirkt, dass auch die Druckstorung ﬁSQ =1rPs < 1
ist. In einem allgemeinen Iterationsschritt ¢ unterscheidet sich daher die Losung f[fz)
des Gleichungssystems kaum von der Hohe Hfl), welche fiir Pso = 0 ermittelt
wird (blaue und rote Linie). Andert sich allerdings die Position des Wellenberges Xr(rf)ax,

wird dadurch eine unverhéltnisméfig groe Oberflichenkorrektur A® erzeugt, wodurch

sich die Amplitude der Oberflaichenerh6hung H fi) im neuen Iterationsschritt signifikant
i+1)

verdndert, siehe Hl(

Hla j—-vlla A

L =l \__7\__==!_ X
-10 ) D 10 15 20

Abbildung 8.11: Prozess der Oberflichenkorrektur in einem allgemeinen Iterations-
schritt ¢ fiir gleichen Satz von Parametern aus Abb.

Fixiert man die Position X,,.x des Wellenberges von H fl) durch eine adaptierte Iterati-
onsroutine, lasst sich womdglich eine konvergente Losung finden. Durch diese Fixierung
wird der Welle allerdings ein Freiheitsgrad genommen, weshalb die dabei generierte

Losung verfilscht wird.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und

Schlussfolgerungen

Im vorliegenden Fall einer turbulenten offenen Kanalstromung mit freier Oberfliche
wurden die numerischen Ergebnisse mit den bereits vorhandenen analytischen Vorher-
sagen [12], [6] sowie mit den experimentellen Messdaten aus [15] verglichen.

Fiir die Berechnung der freien Oberfliche wurde das Iterationsverfahren aus Abb.
verwendet, welches bereits fiir ein verwandtes Problem erfolgreich zum Ziel fithrte [13].
Dabei wurde dieser Iterationsprozess voll automatisiert, was aufgrund der langen CPU-
Rechenzeiten unumgénglich war. Um eine Kommunikation zwischen den verwendeten
Programmen MATHEMATICA, FLUENT und GAMBIT zu erméglichen, wurde ein
Code programmiert, der auf einer textgesteuerten Benutzung (TUI) der kommerziellen
Programme basiert.

Die numerische Simulation des Experimentes ergibt in FLUENT einen nicht verschwin-
denden Druckgradienten in Stromungsrichtung. Einer der Griinde dafiir konnte das
Auftreten von Sekundérstromungen [9] im Experiment sein, was durch die Simulation
der zwei-dimensionalen Stromung nicht erfasst werden kann. Auch die zusétzlichen Ver-
luste an den Seitenwénden des Kanals werden bei der Simulation nicht berticksichtigt.
Aus diesem Grund mussten fiir die numerischen Berechnungen gewisse Anderungen
vorgenommen werden, sodass dieses Problem behoben werden kann. Da die Oberfla-
chenrauhigkeiten des Kanalbodens im Experiment lediglich geschatzt wurden, war es
naheliegend diese Parameter mithilfe des iterativen Verfahrens aus Abb. SO anzu-
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Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

passen, dass der Druckgradient in Stromungsrichtung verschwindet. Dabei stellte sich
heraus, dass die gednderte Referenzbodenrauhigkeit mehr als 13 mal so groft war, wie
die geschitzte, i.e. k, ;; > 13k, (siche Tab. . Nicht zuletzt wegen der neuen erhoh-
ten Bodenrauhigkeit k. ;; ~ 2mm war es wenig liberraschend, dass in Abschnitt
keine Konvergenz erzielt werden konnte.
Eine andere Moglichkeit war es den Neigungswinkel des Kanalbodens anstelle der Ober-
flichenrauhigkeiten anzupassen (siehe Abschnitt , um eine Vergleichbarkeit zwi-
schen Experiment und numerischen bzw. analytischen Ergebnissen bei gleichbleibender
Froude-Zahl herzustellen. Obwohl sich die beiden unter diesen Umstidnden betrachteten
Félle a und b nur um die Temperatur des Wassers unterscheiden, liefert ausschlietlich
Fall b eine konvergente Losung. Die in Fall b hher angenommene Temperatur hat eine
niedrigere kinematische Viskositit v® < (@ zur Folge, wodurch sich wiederum mit
Gl eine hohere Schubspannungsreynolds-Zahl bildet, i.e. Reg ~ 3900 > Regfl) ~
2800. Die erweiterte KdV-Gleichung , welche die Grundlage fiir das Iterationsver-
fahren darstellt, wurde in [12] allerdings fiir die beiden Grenziibergénge Fr — 1 sowie
Re, — oo entwickelt. Im Fall a scheint die Schubspannungsreynolds-Zahl Re(Ta) nicht
ausreichend grofs zu sein, was ein Grund fiir die fehlende Konvergenz sein kann.
Zum Zeitpunkt des Experiments war die Losung zweiter Art noch nicht bekannt, wes-
halb dafiir keine Messdaten vorliegen. Der Versuch, eine Losung zweiter Art bei den
gegebenen Parametern aus Tab. (Problem I - Fall b) zu finden, ist trotz der ver-
gleichsweise hoheren Reynolds-Zahl Re® gescheitert. Moglicherweise sind hier die Chan-
cen auf Erfolg hoher, wenn kleinere Werte fiir SI';, gewéhlt werden, da man sich mit
}b)l“g)l = 0,286 nahe der oberen Grenze fiir die Existenz einer numerischen Losung
befindet.
Aus diesen Griinden bleibt fiir eine Analyse lediglich der Vergleich aus Abb. iibrig,
wobei diese mit Bedacht durchzufiihren ist, da der Neigungswinkel o und somit auch
g und I'y im Experiment deutlich grofer waren, als jene in den Berechnungen (siehe
Tab. . Im Vergleich zur konvergenten Losung H {28) scheint die numerische Losung
der erweiterten KdV-Gleichung ohne Druckstérungsterm, welche aus der asymptoti-
schen Entwicklung stammt, die experimentellen Werte besser anzunahern.
Um den Einfluss einzelner Parameter besser abschitzen zu konnen, miisste eine Para-
metervariation durchgefiihrt werden. Von besonders grokem Interesse dabei wére, wie
stark sich die Wasserhohe bei verschiedenen Werten von I'; verhalt. Laut asymptoti-

scher Analyse sollte ndmlich das Wellental von H f28) bei grofker werdenden Rauhigkeit-

o4



Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

sparametern abnehmen.
Strenggenommen sollten fiir die Ermittlung der von aufsen aufgeprégten Druckstorun-

gen pg) laut (4.19) die Reynoldsschen Normalspannungen

— ou 2
U? = —21/,5% + gkt (9.1a)
— ov 2
V/2 — —2Vta—y + §kt (91b)

ebenfalls berticksichtigt werden. Dabei bezeichnet v, die sogenannte turbulente Schein-
viskositéat, wessen Definition vom verwendeten Turbulenzmodell abhéngt, wahrend die

turbulente kinetische Energie die allgemein giiltige Definition

b= (@ + 7 +wP) (9.2)
besitzt [9, S. 10]. Weil aber die Reynoldsschen Normalspannungen im vorliegenden Fall
eine untergeordnete Rolle spielen, wird in jedem Iterationsschritt ¢ der Druck, der von
auften auf die Oberflache wirkt, jenem auf der Seite der turbulenten Stromung gleich-
gesetzt. Moglicherweise konnen die Abbruchfehler im Fall b aus Abschnitt unter
Beriicksichtigung von ((9.1)) weiter verringert werden, wodurch sich die Oberflachenform
H 1(28) aus Abb. nur geringfiigig &ndern wiirde. Das Konvergenzverhalten der anderen
Berechnungsfille kann dadurch nicht beeinflusst werden, weil die in FLUENT berech-
neten Normalspannungen ({9.1]) von der Gréfenordnung O(10~%) sind und damit keinen
bedeutenden Einfluss auf den Oberflichendruck p = O(10) haben.

Um die Grofenordnung des Einflusses des gewéahlten Turbulenzmodells einschétzen zu
konnen, wire der Vergleich mit einem weiteren Turbulenzmodell von Vorteil. Dazu
wiirde sich z.B. das Reynolds-Spannungs Modell als Modell zweiter Ordnung anbieten,
worauf im Rahmen dieser Arbeit aufgrund der groferen CPU-Rechenzeiten verzichtet

wurde.
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Symbolverzeichnis

Lateinische Buchstaben

A Kopplungsparameter, GI. [-]

A, Querschnittsfliiche des Kanals weit stromauf [m?]

b Breite des Kanalbodens [m]

C Koeffizient der Exponentialfunktion aus GI. [-]
c+,.C universelle Gréfen der turbulenten Wandschicht, Gl. [-]
cy Reibungskoeffizient |- |

dp, hydraulischer Durchmesser, GL. [m]

Fr Froude-Zahl, Gl [-]

Gy Hilfsfunktion, Gl [-]

g Gravitationsbeschleunigung [m/s?]

H dimensionslose Oberflichenerhohung, Gl. [-]
H, Losung der Glgn. (5.1), fiir Psy # 0 [-]

h Oberfldchenerh6hung tiber dem Kanalboden [m]

h. Zellhohe der wandnahen Zellen [m]

~.

Nummer des Iterationsschrittes der Iterationsschleife aus Abb. [-]

J Nummer des Iterationsschrittes der Iterationsschleife aus Abb. [-]
k Bodenrauhigkeit [m]

ke erhohte Bodenrauhigkeit [m]

k Wachstums- bzw. Abklingparameter |- |

ki, ks, ks Losungen der GL (6.2) [-]
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Ky turbulente kinetische Energie, G1. (9.2)) [m?/s?|

L dimensionslose Lange des Bereichs mit erhohter Bodenrauhigkeit |- ]

Lp dimensionslose Gesamtlinge des Rechengebietes |- ]

14 Léange des Bereichs mit erhohter Bodenrauhigkeit [m]

l Lange des Kanalbodens [m]

n Normalvektor zwischen Oberflichenerhdhung und y-Achse, GL (3.14)) [-]

na Anzahl der geloschten Knotenpunkte |- ]

Mgy My Anzahl der Knoten in X- bzw. Y-Richtung [- ]

P dimensionsloser Druck |- |

p dimensionsloser unterrelaxierter Druck, GI. [-]

D Druck [Pa]

Ph hydrostatischer Druck, GL [Pa]

D um py, verringerter Druck, GIL. [Pa]

r Relaxationsfaktor |- ]

Re, Schubspannungsreynolds-Zahl, Gl. [-]

s Umfang des benetzten Querschnittes [m]

U, dimensionslose Wandschubspannungsgeschwindigkeit, GI. [-]

AU dimensionsloser Geschwindigkeitsdefekt |-]

Uy Wandschubspannungsgeschwindigkeit, Gl. [m/s]

u v dimensionslose Geschwindigkeitskomponenten in X- und Y-Richtung,
Glgn. (3.184)), [-]

U, v Geschwindigkeitskomponenten in z- und y-Richtung [m/s]

1% Volumenstrom pro Tiefeneinheit des Kanals [m?/s]

X, Y dimensionslose X- und Y-Koordinate, Glgn. (3.16), [-]

Xm analytische Position des Wellenberges der Solitarwelle, Gl. [-]

Xinax numerische Position des Wellenberges |- ]

X o, X400 dimensionslose Grenzen des Rechengebietes, Gl. (6.15]) |- ]
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X
AX

L,y

T 00y Ttoo
+

YP

yp

Integrationsvariable, Gl. [-]

dimensionslose Schrittweite |- ]

Langs- und Querkoordinaten entsprechend Abb. [m]
Grenzen des Rechengebietes [m]

dimensionslose Wandkoordinate, Gl. [-]

Normalabstand zwischen Wand und Mittelpunkt der wandnahen
Zellen [m]

Griechische Buchstaben

«

aF

Vg

JIEIN

Tw

Neigungswinkel des Kanals -]
fiktiver Neigungswinkel des Bodens, Gl. (7.11)) [-]
Démpfungsparameter, Gl. (4.8)) |- ]

funktionale Abhéingigkeit der dimensionslosen Rauhigkeitserh6hung von

X, GL [-]

modifizierte Version von I', GL [-]
dimensionsloser Rauhigkeitsparameter, Gl. [-]
Oberflachenkorrektur, Gl. [-]

Streckungsparameter, Gl. (3.15) [-]

Storparameter, Gl. (4.1) [-]
Umgebungstemperatur [°C]

von Karmén Konstante [- |

Eigenwert, Gl. [-]

Rohrreibungszahl, G1.[7.6] [-]

kinematische Viskositét [m? /s

turbulente kinematische Viskositéit [m?/s]

Schranken fiir das Abbruchkriterium, Glgn. (8.2), [-]
Dichte des Fluids [kg/m?]

Wandschubspannung [Pa]

o8



@ Winkel zwischen 77 und y-Achse |- ]

Indizes

max maximal

min minimal

r Referenzzustand

S Oberflache (surface)

1,2,... Ordnung in asymptotischer Entwicklung
I 1I Nummer der Problemstellung

Hochgestellte Symbole

T transponiert

(1), (2),...,(7), (4 + 1) Nummer des Iterationsschrittes der Iterationsschleife aus Abb.
1], [2],..,[j], [7 + 1] Nummer des Iterationsschrittes der Iterationsschleife aus Abb.
(a), (b) Fallunterscheidung fiir unterschiedliche v

+, - + zwei Losungen, erste Losung, zweite Losung

ensemble-gemittelte Groke

! turbulente Fluktuation

Abkiirzungen

CFD Computational Fluid Dynamics
CPU Central Processing Unit

KdV Korteweg-de Vries

ODE Ordinary Differential Equation
TUI Text User Interface
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