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Kurzfassung

Zahlreiche technische Innovationen basieren auf mikromagnetischen Vorgidngen. Ein pro-
minentes Beispiel sind Lese- und Schreibvorgénge auf klassischen Festplatten. Dort werden
Bits als Magnetisierungsmuster in granularen ferromagnetischen Bauteilen codiert.

Die mikromagnetischen Phédnomene, welche diese Dynamiken beschreiben, werden unter
Annahme einer homogenen Temperaturverteilung im Medium durch die Landau—Lifshitz—
Gilbert-Gleichung (LLG) modelliert. Analytische Losungen dieser hochgradig nichtlinea-
ren partiellen Differentialgleichung mit der nichtkonvexen Nebenbedingung konstanter Ma-
gnetisierungslinge sind im Allgemeinen nicht bekannt. Deshalb sind die Entwicklung und
die Analysis numerischer Methoden zur approximativen Losung der LLG-Gleichung von
groflem Interesse.

In dieser Arbeit betrachten wir Zeitschrittverfahren, welche auf dem Tangent-Plane-Zugang
basieren. Integratoren dieser Art verwenden zur ortlichen Diskretisierung Finite-Element-
R&ume erster Ordnung und eine Predictor-Corrector-Zeitintegration, um die Nebenbedin-
gung zu erhalten.

Die erste explizite Version eines Tangent-Plane-Integrators wurde 2006 vorgeschlagen, und
2008 zu einem unbedingt konvergenten Integrator, welcher den Term héochster Ordnung
implizit in der Zeit behandelt, verallgemeinert. Kiirzlich wurde in [Alouges et al. (Numer.
Math., 128, 2014)] der erste Tangent-Plane-Integrator vorgestellt, welcher formal beina-
he zweiter Ordnung exakt in der Zeit ist. Fiir die verbesserte Konvergenzordnung miissen
dort auch Terme niedrigerer Ordnung implizit in der Zeit integriert werden — darunter fillt
insbesondere die Streufeld-Approximation der magnetostatischen Maxwell-Gleichungen, de-
ren Berechnung mit hohem Rechenaufwand verbunden ist. Aufgrund der Nichtlokalitdt des
Streufelds ist die zugehorige Finite-Element-Systemmatrix voll besetzt. In der Praxis wird
diese Matrix daher nicht assembliert, sondern das lineare Gleichungssystem iterativ gelost.
Wir zeigen in dieser Diplomarbeit, dass nach dem ersten Zeitschritt lineare selbstadjun-
gierte Terme niedrigerer Ordnung durch ein Adams—Bashforth-artiges Zweischrittverfah-
ren explizit in der Zeit integriert werden konnen. Insbesondere deckt unsere Analysis die
Streufeld-Berechnung mittels hybrider FEM-BEM-Methoden ab. Schlielich erhalten wir
durch diesen implizit-expliziten (IMEX) Zugang den ersten Tangent-Plane-Integrator, wel-
cher ebenfalls beinahe zweiter Ordnung exakt in der Zeit ist, unbedingt gegen eine schwache
Losung von LLG konvergiert und effizient ist in dem Sinne, dass neben einer Streufeld-
Berechnung nur das direkte Losen eines linearen schwach-besetzten Gleichungssystems pro
Zeitschritt notig ist. Numerische Experimente, ausgefiihrt mit dem im Zuge dieser Diplom-
arbeit implementierten LLG-Solver, bestétigen die Ergebnisse unserer Analysis.



Abstract

Numerous technical innovations are based on micromagnetic processes. A popular example
are read /write operations on classical hard disk drives. There, bits are encoded as magne-
tization patterns in granular ferromagnetic components.

The micromagnetic phenomena describing these dynamics are usually modeled by the
Landau-Lifshitz—Gilbert (LLG) equation, if we assume a homogeneous temperature dis-
tribution in the medium. Analytical solutions to this highly nonlinear partial differential
equation with the non-convex constraint of a constant magnetization modulus are in gen-
eral unknown. Therefore, the development and the analysis of numerical methods for the
approximate solution of the LLG equation are of great interest.

In this work, we consider time-marching schemes based on the tangent plane approach.
These integrators rely on first-order finite element spaces for the spatial discretization and
a predictor-corrector time integration to preserve the modulus constraint.

The first explicit version of a tangent plane integrator was proposed in 2006 and generalized
to an unconditionally convergent integrator, which treats the highest-order term implicitly
in time, in 2008. Recently, in [Alouges et al. (Numer. Math., 128, 2014)] the first formally
almost second-order in time accurate tangent plane integrator was presented. There, for the
improved order of convergence lower-order terms have to be integrated implicitly in time
— in particular, this includes the stray field approximation of the magnetostatic Maxwell
equations, whose evaluation requires high computational effort. Due to the non-locality
of the stray field, the corresponding finite element system-matrix is dense. Therefore, in
practice rather than assembling this matrix, the linear system is solved iteratively.

In this diploma thesis, we show that after the first time step, by using an Adams—Bashforth-
like two-step method, linear self-adjoint terms can be integrated explicitly in time. In
particular, our analysis covers the stray field computation by hybrid FEM-BEM methods.
Ultimately, by using this implicit-explicit (IMEX) approach we derive the first tangent
plane integrator, which is almost second-order accurate in time, converges unconditionally
to a weak solution of LLG, and is efficient in the sense that, besides one stray field com-
putation, one only requires the direct solution of one sparse linear system per time step.
Numerical experiments, simulated with the LLG solver implemented in the course of this
diploma thesis, confirm the results of our analysis.



Danksagung

In erster Linie danke ich Professor Dirk Praetorius fiir die Moglichkeit meine Diplomarbeit
am Institut fiir Analysis und Scientific Computing als Teil seines Teams zu verfassen. Thm,
Bernhard Stiftner und Michele Ruggeri danke ich fiir die hervorragende Betreuung dieser
Diplomarbeit und das viele Korrekturlesen. Auflerdem will ich der gesamten Arbeitsgruppe
fiir die stets unterhaltsame Gestaltung der Arbeitszeit danken.

Ein grofles Dankeschon richte ich an Alexander Rieder fiir das Teilen seines Codes zur Ver-
kniipfung von NGSolve und BEM++, sowie an Alexander Haberl und Markus Faustmann
fiir ihre Hilfe mit BEM++4. Ebenso danke ich Matthias Hochsteger, Philip Lederer und
Christoph Wintersteiger fiir den individuellen und von mir oft in Anspruch genommenen
NGSolve Support.

Des Weiteren will ich meinen Mitstudenten und Freunden Christoph, Daniel, Gerold, Gre-
gor und Patrick fiir die unvergessliche Zeit im Studium und abseits der Uni danken. Es darf
auch mein guter Freund, ehemaliger Schulkollege und langjéhriger Mitbewohner Jan nicht
unerwahnt bleiben: Danke fiir das ausgiebige Feiern und dafiir, dass du mich {iberredet
hast nach Wien zu kommen.

Ich danke meiner Freundin Francesca dafiir, dass sie durchwegs an mich glaubt und stets
fiir mich da ist. Ich weif}, dass ich immer auf dich zédhlen kann.

Zu guter Letzt geht ein herzliches Dankeschén an meine Familie nach Innsbruck: Danke
euch allen, dass ich mich immer wieder auf den néchsten Heimatbesuch freue. Danke Omi,
fiir deine Unterstiitzung und unzdhlige geistreiche Telefonate, die mich zum Gliick auch
mal von der Mathematik ablenken. Danke Mama und Papa, fiir eure vollste Unterstiitzung
in jeglicher Hinsicht. Ihr habt dieses erfolgreiche Studium erst méglich gemacht.

Finanziell wurde diese Arbeit durch das WW'TF Projekt Thermally Controlled Magnetiza-
tion Dynamics (MA14-44) unterstiitzt.



Eidesstattliche Erklarung

Ich erklidre an Eides statt, dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbststdndig und ohne
fremde Hilfe verfasst, andere als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel nicht benutzt
bzw. die wortlich oder sinngeméfl entnommenen Stellen als solche kenntlich gemacht habe.

Wien, am 21. Dezember 2017
Carl-Martin Pfeiler



Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung und Notation 1
1.1. Notation . . . . . . . . . . e e e 4

2. Die Landau-Lifshitz—Gilbert-Gleichung 5
2.1. Schwacher Losungsbegriff . . . . .. ... o 0oL 5
2.2. Lineare Terme niedrigerer Ordnung . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 6
2.2.1. Anisotropie . . . . . . . ... 6

2.2.2. Das Streufeld . . . . . ... ... .. 7

3. Diskretisierung 10
3.1. Diskretisierung in der Zeit . . . . . . . . . ..o 10
3.2. Diskretisierung im Ort . . . . . . . . . . ... 11
3.2.1. Notation. . . . . . . . . . . . e 11

3.2.2. Standardresultate der FEM . . . . . .. ... ... 0oL 12

3.2.3. Problemspezifische Resultate . . . . . ... ... .. ... ...... 14

4. Tangent-Plane-Integratoren 18
4.1. Tangent-Plane-Integrator, explizite Version . . . . .. ... ... ... ... 19
4.2. Tangent-Plane-Integrator, 6-Schema . . . . . . . . .. .. ... ... .... 23
4.3. Tangent-Plane-Integrator, zweite Ordnung in der Zeit . . .. ... ... .. 26
4.3.1. Motivation . . . . . . . ... 27

4.3.2. Konsistenzfehler hoherer Ordnung . . . . . . ... ... ... .... 30

4.3.3. Neue variationelle Formulierung . . . . . . . .. ... ... ... ... 32

4.3.4. Losbarkeit des Systems . . . . .. ... oL 34

4.3.5. Stabilisierung und CFL-Bedingung . . . . . .. . ... ... .. ... 38

4.3.6. Algorithmus. . . . . . .. .. .. L 40

4.4. FEffizienter Tangent-Plane-Integrator, zweite Ordnung in der Zeit . . . . . . 41
4.4.1. Motivation . . . . . . . ... 41

4.4.2. Explizites Zweischrittverfahren fiir Terme niedrigerer Ordnung . . . 42

4.4.3. Algorithmus. . . . . . .. . .. L 43

5. Konvergenz 49
5.1. Konvergenzresultat . . . . . . . . . .. ... . L 49
5.2. Konvergenzbeweis . . . . . . . . ... 50

5.2.1. Vorbereitung — Diverse Ungleichungen & diskrete Energieabschitzung 51
5.2.2. Beweis von Theorem 5.1(a) — Extrahieren konvergenter Teilfolgen . 54
5.2.3. Beweis von Theorem 5.1(b) — Identifizieren der Grenzfunktion . . . 56
5.2.4. Beweis von Theorem 5.1(c) — Energieungleichung der Grenzfunktion 60
5.3. Konvergenzordnung . . . . . .. .. . Lo L 63



Inhaltsverzeichnis

6. Implementierung

6.1. Software .

6.2. Losen der linearen Gleichungssysteme . . . . . . ... ... ... .. ....
6.3. Testen der Implementierung — Standardproblem uMAG #4 . . .. .. ..

A. Appendix

A.1. Funktionalanalytische Hilfsmittel . . . . . . .. ... ... ... ... ....

A.2. Sonstiges

Literaturverzeichnis

ii

65
65
65
67

74
74
76

78



1. Einleitung und Notation

Zahlreiche technische Innovationen basieren auf mikromagnetischen Vorgéingen. Ein pro-
minentes Beispiel sind Schreibvorgédnge auf klassischen Festplatten. Dort werden Bits als
die Magnetisierung in granularen ferromagnetischen Bauteilen codiert.

Die mikromagnetischen Phinomene, welche diese Dynamiken beschreiben, werden durch
die Landau-Lifshitz—Gilbert-Gleichung (LLG) modelliert. Fiir ein beschréanktes Lipschitz-
Gebiet Q € R3, Anfangsdatum m° € H'(Q) mit |m°| = 1 fast iiberall in Q, Endzeitpunkt
T > 0 und den Gilbert-Dampfungskoeffizienten o € (0, 1] lautet die Gilbert-Formulierung
der LLG-Gleichung

m; = —m X heg(Mm) + am x my in Qp :=(0,7) x Q, (1.1a)
Opm =0 auf (0,7) x 092, (1.1b)
m(0) = m° auf . (1.1c)
Das effektive Feld
o€
heg () == _@ = CexAY +7(¢) + f,

beinhaltet den Austausch-Term CexAt) mit Austausch-Konstante Coyx := A2, > 0, selbst-

adjungierte, lineare Terme niedrigerer Ordnung wie zum Beispiel das Streufeld hg(1)) oder

uniaxiale Anisotropie (e - 1¥)e, welche im Operator (1) zusammengefasst werden, sowie

ein konstantes angelegtes externes Feld f: R? — R3. Die Energie £ des Systems ist hier

durch

Cex
2

1

||V"»b‘|§;2(g) - §<7"('¢)7¢>Q —(f,¥)a

E(Y) =

gegeben.

Analytische Losungen der Gleichung (1.1) sind im Allgemeinen nicht bekannt. Deshalb sind
die Entwicklung und die Analysis numerischer Methoden zur approximativen Lésung der
LLG-Gleichung von groflem Interesse.

Um Anspriiche an ein numerisches Verfahren zur Losung von (1.1) zu motivieren, neh-
men wir zunichst die Existenz einer starken Losung m € C?(Q7) von (1.1) an. Diese
Losung erfiillt unmittelbar einige grundlegende strukturelle Eigenschaften: Bilden wir das
Skalarprodukt von (1.1a) mit m, so folgt m; - m = 0, d.h. die Zeitableitung m; steht
punktweise in ganz Qr orthogonal auf m. Das impliziert 9;(|m|?) = 2m; - m = 0 und
damit die Liangenerhaltung |m(t, z)| = |m%(x)| = 1 fiir alle (t,z) € Q. Des Weiteren
erfiillt das System ein Energiegesetz, das wir im Folgenden herleiten: Zun#chst verwenden
wir die Vektoridentitét

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c fir alle a,b,ccR?
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und betrachten das Kreuzprodukt von m mit (1.1)

mXxmy=—m X (m X heg(m)) + am x (m x my)
= —(m - heg(m))m + [m[*he(m) + a(m - my)m — a|m[*m,

= —(m - heg(m))m + heg(m) — amy .
Bilden wir nun das Skalarprodukt dieser Gleichung mit m;, dann folgt
heg(m) - my = a|my|?.

Fiir die Zeitableitung der Energie sehen wir nun

Le(m() = —{hea(m(n), mu(t))o = —allmu(t)0) <0,

d.h. die Energie des Systems ist monoton fallend in der Zeit. Durch Bilden des Integrals
von t = 0 bis ¢ = 7 erhalten wir nun das Energiegesetz

E(m(r)) + /0 Ime(t)l g2y dt = E(mO) fiir alle 7 € (0,T).

FEine Schwierigkeit bei der numerischen Integration stellt die stark nichtlineare Struktur
dieser parabolischen Gleichung dar. Des Weiteren sollte ein Integrator die nichtkonvexe
Nebenbedingung |m| = 1 sicherstellen. Neben dem intrinsischen Energiegesetz des Systems
liegen weitere algorithmische Herausforderungen in der (effizienten) Kopplung mit ande-
ren partiellen Differentialgleichungen, wie zum Beispiel den (magnetostatischen) Maxwell-
Gleichungen.

In dieser Arbeit betrachten wir Zeitschrittverfahren, die auf dem Tangent-Plane-Zugang
basieren. Integratoren dieser Art verwenden zur ortlichen Diskretisierung Finite-Element-
Réume erster Ordnung und sind dadurch auch fiir komplexere Geometrien geeignet. Wir
haben uns bereits iiberlegt, dass fiir eine starke Losung m - m; = 0 in Q7 gilt. Motiviert
von dieser Beobachtung besteht die Idee darin, zu gegebenem ¢ € [0,7) und gegebener Ma-
gnetisierung m(t, -) mit m(¢,x) € S? fiir alle x € €, die Zeitableitung v(¢, ) := dym(t, x)
punktweise im Tangentialraum von m(t, ) € S? zu suchen. Ins Diskrete wird diese Idee
iibertragen indem man die Orthogonalitidt in allen Knoten z; einer gegebenen Triangu-
lierung 75, von Q fordert, d.h. man fordert mJ(zp) - v} (z5) = 0 fiir alle z,, € N(Tp),
wobei m}} respektive v} diskrete Approximationen an m(t, ) respektive v(t,-) bezeichnen.
Ein lineares Zeitschrittverfahren der Form mZ“ = mj + kv}}, wobei k > 0 die diskrete
Zeitschrittweite bezeichnet, wiirde die Nebenbedingung |mj(z)| = 1 nicht erhalten. Um
sicherzustellen, dass die Nebenbedingung |m}(z5)| = 1 auch fiir die aktualisierte Magneti-
sierung mZH erhalten bleibt, macht man ein lineares Update und projiziert die erhaltene
Funktion in allen Knoten zj der Triangulierung auf die Sphére

mZH(Zh) . mj(zp) + kv (zh)

= T () + K0 (2] fiir alle zp, € N(Tp,) . (1.2)

Wihrend Tangent-Plane-Integratoren, die als Update (1.2) verwenden, per Konstruktion
die Nebenbedingung |m| = 1 sicherstellen, erfiillen sie nicht das Energiegesetz, da das
Update (1.2) eine Abnahme der Energie des Systems zur Folge hat [Bar05]. Wir untersuchen
Tangent-Plane-Integratoren auf folgende Kriterien:
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e unbedingte Konvergenz gegen eine schwache Losung von (1.1),
e formale Konvergenzordnung in der Zeit,
o effizientes Aufstellen und Losen des linearen Finite-Element-Gleichungssystems.

Der erste Tangent-Plane-Integrator wurde in [AJ06] présentiert, dort und in [BKPO0S8] analy-
siert, und in [Alo08] zu einem #-Schema zur impliziten zeitlichen Integration des Austausch-
Terms erweitert. Die nichtlineare Projektion (1.2) erschwert die Konvergenzanalyse und ist
insbesondere der Grund dafiir, dass selbst die Crank—Nicolson-artige Wahl § = 1/2 nur auf
ein formal erster Ordnung in der Zeit exaktes Verfahren in der Zeit fiihrt.

In [AKST14] gelang es den Autoren durch eine Modifikation der Gleichung zur Bestimmung
der diskreten Zeitableitung v} einen unbedingt konvergenten Tangent-Plane-Integrator zu
formulieren, der formal beinahe zweite Ordnung exakt in der Zeit ist. Formal soll be-
tonen, dass die Konvergenz (beinahe) zweiter Ordnung nicht rigoros bewiesen ist: Unter
gewissen Regularitdtsannahmen kann mit dem Satz von Taylor gezeigt werden, dass durch
die Modifikation das Update (1.2) einen kubischen Konsistenzfehler in der Zeitschrittwei-
te liefert. Ebenfalls aufgrund des nichtlinearen Updates (1.2) kann jedoch nicht wie bei
der Wirmeleitungsgleichung eine Rekurrenzrelation zum rigorosen Beweis der Konvergen-
zordnung ausgenutzt werden. Zumindest ldsst der bessere Konsistenzfehler jedoch hohere
Ordnung erhoffen. Die numerischen Experimente in [AKST14] bestétigen diese Vermutung.
Mit beinahe zweiter Ordnung driicken wir aus, dass der Fehler des Verfahrens formal
mit O(k%*~¢) fiir alle ¢ > 0, jedoch nicht mit O(k?) fillt. Die Nachteile des Algorithmus
aus [AKST14] im Vergleich zu bisherigen Tangent-Plane-Integratoren, beziehungsweise der
Preis der fiir die verbesserte Konvergenzordnung bezahlt wird, ist einerseits eine in der
Praxis teurer zu assemblierende Masse-Matrix, die zusétzlich instationér ist; andererseits,
dass die Gleichung zur Bestimmung von v} von 7 (v}) abhidngt. Wenn die Simulation
die magnetostatischen Maxwell-Gleichungen beriicksichtigt, ist dieser Operator 7r nicht als
schwach-besetzte Matrix darstellbar. Somit wird in der Praxis, trotz der Linearitéit des
Gleichungssystems in v} ein iterativer Loser verwendet. In [DPPT17] zeigen wir, wie dieser
zweite Nachteil und somit das iterative Losen vermieden werden kann.

Ausgehend von [AKST14] fithren wir in dieser Diplomarbeit eine Modifikation ein, welche
die Behandlung von Termen niedrigerer Ordnung durch ein explizites Zweischrittverfah-
ren erlaubt. Inspiriert wurde diese Idee von [PRS17], wo die Autoren fiir das Midpoint-
Verfahren Terme niedrigerer Ordnung mit einem Adams—Bashforth-Zweischrittverfahren
explizit in der Zeit behandeln. Schliefllich erhalten wir einen Algorithmus, der nur eine
Streufeldberechnung pro Zeitschritt, und nur das Losen eines linearen schwach besetz-
ten Gleichungssystems pro Zeitschritt erfordert. Fiir unseren effizienten Tangent-Plane-
Integrator beweisen wir unbedingte Konvergenz gegen eine schwache Lésung von LLG. Wir
zeigen auflerdem, dass mit wesentlich geringerem Rechenaufwand dieselbe beinahe quadra-
tische Konvergenz in der Zeit wie fiir den Integrator aus [AKST14] erwartet werden kann.
Um die formale Konvergenzordnung sowie unterschiedliche Laufzeiten experimentell zu un-
tersuchen, wurden alle Tangent-Plane-Integratoren implementiert. Fiir das Assemblieren
der Finite-Element-Matrizen verwenden wir die C++ Bibliothek Netgen/NGSolve [Sch], die
Berechnung des Streufelds ist iiber eine hybride FEM-BEM-Methode und BEM++ [SBAT15]
realisiert.
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1.1. Notation

Wir betrachten stets ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet Q C R3. Fiir einen Banach-Raum
B, definieren wir B := B3. Zum Beispiel schreiben wir also C* (Q) := (C*°(Q))3, L*(Q2) :=
(L2())? und HY(Q) := (H'(Q))?. Fiir das L?(Q)-Skalarprodukt schreiben wir

(p, ) q = /Qcp capdx fiir alle o, € L*(Q).

Wir verwenden dieselbe Notation auch fiir matrixwertige Funktionen. Wir schreiben also
zum Beispiel

(Vp,Vap)q = / Ve : Vi dax fir alle o, € H(Q),
Q

wobei wir mit A : B das innere Frobeniusprodukt zweier Matrizen A, B € R3*3 bezeichnen.
Weiter werden wir folgende Notation verwenden: Wir schreiben A < B, um auszudriicken,
dass A < C'B mit einer generischen Konstante C' > 0 gilt. Analog verwenden wir A 2 B.
Wenn wir diese Notation verwenden, geben wir die Abhéngigkeiten von C > 0 explizit an.
Insbesondere hingt die Konstante C' > 0 nie von sensiblen Parametern, wie zum Beispiel
den Diskretisierungsparametern h, k > 0 ab. Wir schreiben A ~ B, wenn sowohl A < B als
auch A 2 B gilt.

Weiter verwenden wir die Landau-Symbole O und €. In der Komplexitétstheorie werden
diese meist im Zusammenhang mit wachsender Problemgréfie N — oo folgendermafien
verwendet: Man schreibt

f=0(g), falls limsup ’f(N) e R,

N—o0 g(N)
d.h. f(N) wéchst maximal so schnell wie g(N) fiir N — oco. Man schreibt

f=Q(g), falls limsup ‘f(N)‘ € (RU{zxoo})\ {0},
N—o0 g(N)

d.h. f(N) wéchst mindestens so schnell wie g(N) fir N — oo.

Unsere Problemgrofe entspricht N ~ k~!, wobei k > 0 die Zeitschrittweite bezeichnet.

Dementsprechend wollen wir dieselbe Notation fiir & — 0 verwenden: Wir schreiben f =

O(g), beziehungsweise f = Q(g), wenn

@ ZW im su M 00
‘GR bzw. 1 p‘g(k)'e(RU{j: b\ {0} .

lim sup
g(k) k—0

k—0
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Wir betrachten das in Kapitel 1 diskutierte Modellproblem: Fiir ein beschréinktes Lipschitz-
Gebiet Q C R3, Anfangsdatum m° € H'(Q2) mit |m°| = 1 fast iiberall in Q, Endzeitpunkt
T > 0 und den Gilbert-Dampfungskoeffizienten o € (0, 1] lautet die Gilbert-Formulierung
der LLG-Gleichung

m; = —m X heg(Mm) + am x my in Qp :=(0,7) x Q, (2.1a)
Opm =0 auf (0,7") x 092, (2.1b)
m(0) = m° auf . (2.1c)

Das effektive Feld

e
O

beinhaltet den Austausch-Term Cex A1) mit Austausch-Konstante Ceyx := /\2X > 0, selbst-
adjungierte, lineare Terme niedrigerer Ordnung wie zum Beispiel das Streufeld hg(1)) oder
uniaxiale Anisotropie (e - 1¢)e, welche im Operator 7 (1) zusammengefasst werden, sowie
ein konstantes angelegtes externes Feld f: R?® — R3. Die Energie £ des Systems ist hier
durch

hegt (1) := =Cox A +7(Y) + f, (2.2)

C

E@) = VYl — 5 (R W) B0 — (£, )0 (23)

gegeben. Unter der Nebenbedingung |m| = 1 gilt folgende Aquivalenz.

Lemma 2.1 ([Goll12, Lemma 1.2.1]). Die Gilbert-Formulierung (2.1a) ist dquivalent zur
alternativen Formulierung

amy +m x my = heg(m) — (heg(m) - m)m (2.4)

unter Hinzunahme der Nebenbedingung |m| =1 fast iberall in Qp.

2.1. Schwacher Lésungsbegriff

Wie in der Literatur [AS92] iiblich definieren wir den Begriff einer schwachen Lésung von
LLG iiber die Gilbert-Formulierung (2.1).

Definition 2.2 (Schwache Losung der Gilbert-Form). Sei m® € HY(Q) mit |m°| =1 fast
iiberall in Q. Eine Funktion m: Qpr — R3 nennen wir eine schwache Lisung von (2.1),
falls sie die folgenden Bedingungen (i)—(iv) erfillt:
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(i) m € L>(0,T; H'(Q)) N H(Qr) mit |m| = 1 fast iberall in Q7.
(i) Fiir alle € H(Qr) gilt

T T
/0 (Om(t), oo dt = Cun [ (m(t) x Vm(t), Vp(t))o dt

T ‘ T
- / (m(t) x £(t),o(t))q dt - / (m(t) x m(m(t)), p(t))q dt
0 0
T
+a/0 (m(t) x dm(t), o)) dt .

(iii) m(0) = m® in HY/?(Q).

(iv) m erfillt die Energieungleichung
Em(r)) o [ 1m0 s, d < Em)

fiir fast alle T € (0,T).

2.2. Lineare Terme niedrigerer Ordnung

(2.5)

(2.6)

In diesem Kapitel betrachten wir lineare, selbstadjungierte Terme, d.h. solche, welche die
Voraussetzungen an 7 in (2.2) erfiillen. Wenn nicht anders angegeben, folgen wir in diesem

Kapitel der Prisentation aus [Rugl6, Chapter 2.2.1].

2.2.1. Anisotropie

Durch die mikroskopische Struktur eines ferromagnetischen Materials kann es Achsen ge-
ben, nach denen sich die Magnetisierung bevorzugt ausrichtet. So eine bevorzugte Achse
a € S? wird als leichte Achse bezeichnet. Mathematisch wird diese Anisotropie des Mate-
rials iiblicherweise durch eine glatte, nicht-negative Funktion ¢: S — R modelliert. Mit

einer materialabhéingigen Konstante K > 0 lautet die zugehorige Energie

Enmi(t) :_K/Q<;§(¢) dz .

Im effektiven Feld finden wir diesen Term entsprechend (2.2) als

85ani
hani =
oY

= —KVo(t)

wieder.

Zu gegebener leichter Achse u € S? und Materialkonstante K, > 0 wird uniaxiale Aniso-

tropie beispielsweise durch die Funktion

G(1h) == Kyl — (u- 1)’
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beschrieben. Die Funktion verschwindet genau dann, wenn @ = £u. Der zugehérige Term
des effektiven Felds lautet hier

hani(d’) = Cani(u : 'I,[J)’U,

mit Canj = 2K, > 0. Da h,pi(¢0) im Fall von uniaxialer Anisotropie linear von v abhéngt,
und die Selbstadjungiertheit

(Pani(¥), @) = (¥, hani(¥))a

erfiillt ist, deckt der Operator 7 aus (2.2) uniaxiale Anisotropie ab.

2.2.2. Das Streufeld

Die Magnetisierung selbst induziert ein magnetisches Feld, welches durch die Maxwell-
Gleichungen beschrieben wird. Da die elektromagnetische Wellenldnge viel grofler ist als
die Dimensionen eines Ferromagnets, kann dieses selbst-induzierte Magnetfeld durch die
magnetostatischen Maxwell-Gleichungen beschrieben werden. In der klassischen Theorie des
Mikromagnetismus wird die Dynamik in ferromagnetischen Materialien oft ohne elektrische
Strome modelliert. Diese Vereinfachung ist nicht fiir alle Materialien berechtigt, wenn dem
aber so ist, dann kénnen wir die magnetostatische Energie als

1

gstray(m) = —5 /g‘) hs(m) -m dx

auffassen, wobei hs(m) das sogenannte Streufeld bezeichnet.

Die Berechnung des Streufelds kann in mikromagnetischen Simulationen oft den Grofiteil
der Rechenzeit in Anspruch nehmen. Verschiedene Strategien zur Beschleunigung dieser Be-
rechnungen wurden vorgeschlagen: In [AKT12], [KVBP*14] und [AKST14] verwenden die
Autoren Approximationsstrategien basierend auf schnellen Summationstechniken wie der
Fast Multipole Method oder der (nicht-uniformen) Fast Fourier Transform aus [KTFT08].
Wie in [PRS17] und [DPP*17] verwenden wir fiir unsere Analysis und unsere Implemen-
tierung die hybride FEM-BEM-Methode aus [FK90] zur Approximation des Streufelds. In
[BFF*14] wird dieser Zugang in einem abstraktem Setting analysiert.

Wir halten uns im Text an die anwendungsorientierte Prisentation aus [Gol12, Kapitel 4.3]
sowie [PRS17]. Das Streufeld hy € L?(Q) kann via hs(m) = —Vu|g mit dem Gradienten
des magnetostatischen Potentials u geschrieben werden. Das magnetostatische Potential
u € H'(R?) 16st das Vollraumproblem

—Au=—divm in ), (2.7a)

~Au=0 in R3\ Q, (2.7b)

ut — it = auf 09, (2.7¢)

(Vu™ — V™) .n = —m-n  auf 09, (2.7d)
u(z) = O(Jz|™Y)  fiir || — oo. (2.7e)
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Hier bezeichnet n den dueren Normalvektor auf 92, welcher in Richtung R3\ Q zeigt und
u™" die Spur von ulgs,g auf 9, sowie u'™ die Spur von u|q auf 9€2. In [Pra04, Propositi-

on 3.1] wird gezeigt, dass hs: L*(Q) — L*(Q) linear, beschrinkt und selbstadjungiert ist,
also in unser Setting (2.2) des Operators 7 passt.

Den Ausgangspunkt fiir die hybride FEM-BEM-Methode zur Approximation des Streu-
felds stellt die Zerlegung u = uy + uo mit uy,us € H 1(R3) dar. Das Streufeld kann damit
als hg(m) = —Vulg = —Vuy|q — Vug|q geschrieben werden. Wir setzen u; als schwache
Losung von

—Au; = —divm in Q, (2.8a)
up =0 in R3\ 0, (2.8b)
(Vus® —Vul™) .n=—m-n auf 09, (2.8¢)

an. Nach (2.7)—(2.8) muss uy die Bedingungen

—Auy =0 in R?\ 99, (2.9a)

uS<t — ylit = o0t auf 09, (2.9b)

(Vus® — Vullt) .n =0 auf 09, (2.9¢)
us(z) = O(|Jx|™Y)  fiir |2 — oo. (2.9d)

im schwachen Sinn erfiillen. Fiir die Darstellung des Streufelds benttigen wir Vu, sowie
Vus nur eingeschriinkt auf 2. Nach dem Ansatz (2.8) ist ui|q € H'(2) die schwache Losung
des Randwertproblems

—A(uilg) = —divm in Q, (2.10a)
On(uilg) =m-n auf 09 . (2.10b)

Das Transmissionsproblem (2.9) wurde zum Beispiel in [SS11, Section 3] ausfiihrlich be-
handelt. Nach der Literatur ist uz|q € H'(Q) die schwache Losung des Randwertproblems

Auglg =0 in 2, (2.10c)
uglo = (K —1/2)(u1fon) auf 012, (2.10d)

mit dem zum Laplace-Problem gehorigen Doppelschicht-Integraloperator definiert durch

K(ulon)(@) = - [ VW) asgy) . (211)

Eine Approximation an hg(m) erhalten wir nun durch Diskretisieren von (2.10). Wir ver-
wenden die Notation Vj, := S'(7},) fiir eine Triangulierung 7y, von €2, sowie Vj = (V},)3.
Um zu gegebener Magnetisierung my;, € V), eine Approximation hgj(my) ~ hg(m) zu

berechnen, verwenden wir in unserer Analysis sowie in unserer Implementierung folgenden
Algorithmus aus [PRS17, Algorithm 12].
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Algorithmus 2.3. Input: Approzimation my, € Vj, an m € L*(Q).
(i) Berechne uy, € V) := {vh eV, }fQ v, de = O}, sodass

(Vuin, Vop)o = (myp, Vuop)q  fir alle v, € Vi
(ii) Berechne g, € Vh‘9Q = {wvnloq | vn € Vi }, sodass
(gn,vn)oa = (K —1/2)(u1nlon), vh)aa  fir alle vy, € Vhag.
(iii) Berechne ug ), € Vi, sodass ug oo = gn und
(Vug p, Vop)o =0 fir alle vy, € V= {v, € Vi |vplon =0} .

(i) Definiere hgp(my) := —Vuy ), — Vug), € LQ(Q) .
Output: Approzimation hgp(my) an hg(m).

Bemerkung 2.4. (i) Fir die Randdaten in Algorithmus 2.3(ii) gilt (K — 1/2)(u1plo0) €
VhBQ. Wiihrend die Randdaten in [BFFT 14] durch eine Scott—Zhang-Projektion diskretisiert
werden, verwenden wir, wie in [PRS17] vorgeschlagen, die L?(0))-Orthogonalprojektion auf
V2 zur Diskretisierung der kontinuierlichen Randdaten (K — 1/2)(u1 p|a0)-

(ii) Fiir quasi-uniforme Triangulierungen ist die L*-Orthogonalprojektion H'-stabil und
erfillt eine Approximationseigenschaft erster Ordnung. Nach [Goll2, Lemma 4.5.5] sind
diese Eigenschaften hinreichend, sodass [BFF*T 14, Proposition 4.2] gilt.

(iii) [BFF 14, Proposition 4.2] stellt sicher, dass die Realisierung des Operators hgp, durch
Algorithmus 2.3 die Voraussetzungen unseres Konvergenzresultats (Satz 5.1) in Kapitel 5
erfiillt.
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In Definition 2.2 haben wir einen schwachen Losungsbegriff fiir die Gilbert-Form der Landau—
Lifshitz—Gilbert-Gleichung (2.1) eingefiihrt. Das Finden einer schwachen Losung gemif

dieser Definition ist ein Problem im unendlich-dimensionalen Raum H' (7). Um ein nu-

merisches Zeitschrittverfahren anwenden zu konnen, teilen wir die Zeit- und Ortskompo-

nente der Punkte X € Qp in X = (t,x) € [0,T) x Q = Qp auf und fassen Funktionen aus

H'(Qr) als Abbildungen von [0,T) nach H'(Q) auf, d.h.

m: [0,T) - HY(Q)
t —m(t,-).

Zunichst werden wir in Kapitel 3.1 eine uniforme Diskretisierung des Zeitintervalls [0,7)
einfithren. Zwischen den diskreten Stiitzstellen verwenden wir konstante (3.1a) oder af-
fine (3.1b) Interpolation. Dann werden wir in Kapitel 3.2 den unendlich-dimensionalen
Raum H'(Q) durch eine Familie endlich-dimensionaler Finite-Element-Réume {Viliso
erster Ordnung approximieren.

3.1. Diskretisierung in der Zeit

Wir zerlegen das Zeitintervall [0,7") uniform in N € N Intervalle

N-1

. T ..
[OaT):nLJO[tn,th) mit t, =N firn=0,1,...,N

der Lange T/N > 0. Wir nennen k := T/N die (uniforme) Zeitschrittweite. Fiir einen
Banach-Raum B, eine Folge (¢")"_ | C B und t € [t,,t,.1) definiere die Interpolationen

n=-—1

er(t) ="', ()=, ep(t) =", (3.1a)
und
t—t t —t
p(t) == 7n<p”+l + ch", (3.1b)
7571—}—1 - tn tn-l—l - tn

firn = 0,1,..., N—1. Per Definition gilt ¢, ¢ , ¢ € L*(0,T; B), sowie ¢, € H'(0,T; B).

10
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3.2. Diskretisierung im Ort

Um den Sobolev-Raum H' () zu approximieren, verwenden wir konforme Finite-Element-
R&ume erster Ordnung. Im folgenden Abschnitt 3.2.1 definieren wir die endlich-dimensionalen
R&Aume und fixieren die verwendete Notation. Im daran anschlieenden Abschnitt 3.2.2 zitie-
ren wir einige Standardresultate zu Finite-Element-Raumen, beziehungsweise die fiir unse-
re Analysis notwendigen Spezialfille davon. Diese Resultate sind Inhalt jeder einfithrenden
Vorlesung zu Finite-Element-Methoden und kénnen in Standardwerken zu Finite-Element-
Methoden wie zum Beispiel [BS08] nachgelesen werden. In Abschnitt 3.2.3 zitieren oder
beweisen wir fiir unsere Problemstellung spezifische Resultate.

3.2.1. Notation

Zunéchst definieren wir einige Begriffe aus der Terminologie von Triangulierungen. Wir
betrachten ausschliellich aus nicht-degenerierten Tetraedern bestehende, reguléire Triangu-
lierungen 7 des Lipschitz-Gebiets €.

Definition 3.1. Fine endliche Zerlequng T von 2 nennen wir reguldre Triangulierung von

Q, falls

e Q=UyprT,
e alle T € T kompakte Tetraeder mit |T'| > 0 sind,

e und der Durchschnitt zweier verschiedener Elemente 11, Ty € T stets entweder eine
gemeinsame Seitenfidche, eine gemeinsame Kante, ein gemeinsamer Knoten oder leer
15t.

Zu einer reguliaren Triangulierung 7, des beschrinkten Lipschitz-Gebiets 2 bezeichne der
Diskretisierungsparameter A > 0 den maximalen Elementdurchmesser in 73, d.h.

h:= max hy mit hy :=diam(7T) fir T € Tp, .
TeTh

Definition 3.2. Sei v > 0. Eine Familie {Tp,};,~, von Triangulierungen nennen wir -
quasi-uniform, falls fir alle h > 0 gilt

v Ih < |T1Y? < diam(T) < b fiir alle T € Ty,

Um spéter in Kapitel 3.2.3 die Voraussetzungen von Lemma 3.10 zu erfiillen, ist es hinrei-
chend, wenn die Triangulierungen 7, die folgende Winkelbedingung erfiillen.

Definition 3.3. Fine Triangulierung T erfillt die Winkelbedingung, falls fir alle T € T
der Winkel zwischen je zwei verschiedenen Seitenflichen von T durch w/2 beschrinkt ist.

Wir wollen den Sobolev-Raum H'(Q) durch eine Familie endlich-dimensionaler Finite-
Element-Réume {V'3,}, ., approximieren. Sei dazu {73}, eine Familie regulérer, v-quasi-
uniformer Triangulierungen von 2. Bezeichne S'(7,) den Standard-Finite-Element-Raum
erster Ordnung auf 7Ty, d.h.

81(771) = {go € CO(Q) Ll € Pl(T) fiir alle T € 771} .

11
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Weiter bezeichnen wir mit A}, die Menge aller Knoten in 7j, sowie die Menge der Knoten
eines Tetraeders T' € T, mit N(T) := {z, € N}, |z, € T} C N, Es gilt T = conv {z), :
zneN (T)} Um vektorwertige Funktionen zu approximieren, verwenden wir den endlich-
dimensionalen Raum V', := S(7;,)® ¢ H'(Q) und definieren den nodalen Interpolanten
Z,: C°(Q) — V3 durch

(Zne)(zn) = p(zp) fiir alle z;, € A}, und fiir alle p € C°(Q). (3.2)
Wir definieren die Menge der zulédssigen Magnetisierungen M), C V', als
My, = {), € Vi : |9, (z5)] = 1 fiir alle z, € N}y } (3.3)
und den diskreten Tangentialraum von 1, € M, als
ICh(ty,) == {@n € Vi : P (2z1) - pp(2zn) = 0 fiir alle zj, € Ny} (3.4)
Zusétzlich benotigen wir noch die Menge
Uy = {), € Vit |9, (2zp)] = 1 filr alle 2z, € N} ), (3.5)

welche ), + ¢, € Uy, fiir alle ¢, € My, und ¢, € Kp(1p;,) erfiillt. Diese Beobachtung
halten wir im folgenden Lemma fest.

Lemma 3.4. Sei 1), € My, und p;, € ICp,(my,). Dann gilt ¥, + @), € Uy,

Beweis. Sei zj, € Nj, beliebig. Wir zeigen, dass |, (z) + ¢, (21)? > 1. Da ¢, € Ki(v;,),
gilt

[ (zn) + @n(20)|* = [n(zn)* + 290 (21) - o1 (2n) + lon(zn)* = 1+ [@n(2n)* > 1.

Da zj € N}, beliebig war, folgt die Behauptung. O

3.2.2. Standardresultate der FEM

In diesem Abschnitt halten wir einige Standardresultate zu Finite-Element-Raumen fest.
Wir beginnen mit dem Approximationssatz. Er ist ein zentraler Satz der Finite-Element-
Theorie und kann beispielsweise in [BS08, Kapitel 4.4] gefunden werden.

Satz 3.5 (Approximationssatz). Sei {7}, eine y-quasi-uniforme Familie requldrer Tri-
angulierungen von Q. Sei 3/2 < p < oo und m € {0,1,2}, dann existiert eine Konstante
C > 0, sodass

[u — Zhulwme ) < ChQ_m\u|W2,p(Q) fiir alle u € W*P(Q). (3.6)
Die Konstante C' > 0 hdngt nur von v, m und p ab.

Folgendes Lemma ist inklusive Beweis in [Rugl6, Lemma 3.4.12] zu finden und beruht auf
der Beobachtung, dass 0 (¢p,|7) = O fiir || > 2, da ¢, |7 affin ist fiir alle T' € Ty, ¢, € V.

12
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Lemma 3.6. Sei {7}, eine Familie reguldrer Triangulierungen von . Dann gilt fiir

alle p;, € Vi, und ¢ € C* (Q)

S Lo % PPy < Cllenldgs o 81y (3.7)
TeTh

mit einer generischen Konstante C > 0, die insbesondere nicht von h abhdingt.

Beweis. Sei T' € Ty, beliebig. Da ¢, |7 eine affine Funktion ist, gilt dq(¢p,|7) = O fiir alle
Multiindizes & mit |a| > 2. Damit folgt

lpp % "pﬁq?(T) = Z 0a (), < "ﬁ)“i?(T) = Z 10:0; (e, X d’)H%ﬁ(T)

= 1<i<5<3
= > 195pn x 01 + Doy X g + @y, X D032y
1<i<5<3

S ”‘Ph”%{l(T)”@bH%VZOO(T) .

Durch Summieren iiber alle Elemente sehen wir

Z len < d”’QHQ(T) S H’(pH%VZsOO(Q) Z H‘Ph”%{l(T) = ”‘Ph”%[l(g)”"pH%V?,oom)y
TeT), TeT),

was die Behauptung zeigt. O

Ein weiteres Standardresultat ist die inverse Ungleichung, deren Beweis beispielsweise in
[BS08, Kapitel 4.5] nachgelesen werden kann.

Lemma 3.7 (Inverse Ungleichung). Sei {7y}, eine y-quasi-uniforme Familie reguldrer
Triangulierungen von 2. Dann existiert fiir alle 1 < p < oo eine Konstante C > 0, sodass

IVenllLr) < Chlepllor) — fir alle o, € V. (3.8)
Die Konstante C' > 0 hidngt nur von p und v ab. Ol

Das folgende Resultat besagt, dass die || - || Lr(q)-Norm auf V', dquivalent zu einer gewich-
teten || - |s»-Norm auf dem Vektor der Knotenwerte der Funktionen aus V', ist und folgt
mit einem Skalierungsargument.

Lemma 3.8. Sei {7}, eine y-quasi-uniforme Familie requldrer Triangulierungen von
Q. Dann existiert fiir alle 1 < p < oo eine Konstante C > 0, sodass

M pnlney B S lenz)lP < Clonlhng,  firalle g€ Vi, (39)
zhENh
Die Konstante C > 0 hdngt nur von p und 7 ab. O

13
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3.2.3. Problemspezifische Resultate

In diesem Abschnitt geben wir einerseits Resultate an, welche speziell fiir die von uns
verwendeten Finite-Element-Rdume gelten und nicht Inhalt der Finite-Element-Standard-
literatur sind. Andererseits dient der Abschnitt als Zusammenfassung einiger Lemmas,
welche sich aus elementarer Rechnung durch das von uns gewihlte Zeitschrittverfahren
(Algorithmus 4.34 in Kapitel 4) ergeben. Wir geben diese Lemmas hier explizit an, um
die Beweisfithrung in Kapitel 5.2 moglichst {ibersichtlich und nachvollziehbar gestalten zu
konnen.

Da wir unser Zeitschrittverfahren erst in Kapitel 4 wihlen werden, wollen wir in diesem
Abschnitt folgende Notation verwenden: Wir fixieren N € N, sowie die zugehorige Zeit-
schrittweite & > 0 und die Zerlegung des Zeitintervalls [0,7") gem#f Kapitel 3.1. Wir
fixieren h > 0, sowie eine Triangulierung 7, von (), den zugehorigen Finite-Element-
Raum V7, und die Mengen My, U, € HY(Q) gemiB Kapitel 3.2.1. Fiir jeden Zeitpunkt
tn =nk € [0,T] mit n =0,1,..., N bezeichne m} € M,, die zugehérige Magnetisierung.
Fir allen =0,1,...,N — 1 sei v} € K(mj}) so, dass

my(zp) + kv (zh)

mtl(z,) = fiir alle z, € Ny, . 3.10
) ) ke ne N (310

SchlieBlich sei m;, € L?*(0,7T;V},) wie in (3.1a) definiert.
Wir adaptieren das folgende Lemma aus [Rugl6, Abschitzung (4.48)].

Lemma 3.9. Der nodale Interpolant Iy, erfillt die Approximationseigenschaft
[, X @ = In(myy, < @)l 20,0 () < Chllmyll 2o m o) lellwesq,)  (3.11)
fiir alle ¢ € C* (@) Die Konstante C > 0 hdngt nur von ~ ab.

Beweis. Wir folgen in der Beweisfiihrung [Rugl6, Proposition 3.4.3, Lemma 3.4.12, Ab-
schétzung (4.48)] und passen diese auf die hier verwendete || - || ,2(o 1, p1 ())-Norm an. Die
Identitédtsabbildung bezeichnen wir mit Z.

Sei ¢ € C™ (Qr) beliebig. Sei t € [0,T) beliebig und 0 < n < N —1 so, dass t € [tn, tpt1).
Dann folgt mit Satz 3.5 und Lemma 3.6, dass

i (£) x (1) = Tu(mip (t) x @Oy = O I — ) (mp x (0 311y
TeTh
(3.6)

S BN Imi < et 2
TETh

. 2 2 2

S B2 mil 2 o o) By )

< h’2HmZ”?—11(Q)HQDH%/VQaOO(QT)’ (3.12)

14
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Fiir den abzuschitzenden Ausdruck gilt nun

tn+1

N-1
[y, X @ — Zp(my,, x QO)H%?(O,T;Hl(Q)) = Z /t Z I(Z = Zn)(mi; x c‘O(t))H%‘P(T) dt
n=0 TeTh

(3.12) ) ) N1 atiq )
S Wlelneay X [ IRl o
n=0 v °'n

20,4112 -2
= h HSOHWQ,OO(QT)Hmhk”L2(0,T;H1(Q)) )
Durch Ziehen der Quadratwurzel folgt nun die Behauptung. O
Wir zitieren das folgende Resultat aus [Bar05].

Lemma 3.10 ([Bar05, Lemma 3.2]). Sei {74}~ eine Familie reguldrer Triangulierungen
von §), welche zusdtzlich die Winkelbedingung aus Definition 3.3 erfillen. Dann gilt

IVIn(en/lenDlL2) < IVenllzz ) (3.13)
fiir alle ¢, € Uy,. Ol
Es gilt die folgende elementare Beobachtung.
Lemma 3.11. Sei my, € My,. Dann gilt |mp| zrq) < Q|7 fiir alle 1 < p < oo.

Beweis. Die Abschitzung folgt direkt aus der Definition von My: Sei T € T}, beliebig. Da
my, eingeschrinkt auf T' € Ty, affin ist, nimmt es sein Betragsmaximum in einem der Knoten
zp € N(T) C N, an. Per Definition von My, gilt aber |my,(z,)| = 1 fiir alle z, € N,
Damit folgt die Aussage fiir p = oo. Fiir 1 < p < oo gilt mit obiger Uberlegung

HthiP(Q) = Z ”thI[J,p(T) < Z T| = [€].
TeT, TeT,

Das schlieffit den Beweis. O

Fine weitere interessante Beobachtung ist, dass eine Funktion aus V', deren Betrag kon-
stant in €) ist, selbst konstant in 2 ist.

Lemma 3.12. Sei my, € V', mit |my| =1 in Q. Dann ist my, konstant in ).

Beweis. Seien T € T, sowie z1,z9 € N(T') beliebig und definiere z* := (z1 + 22)/2 € T.
Es gilt

2 = Sz () = 3 (malan) P+ 2ma (1) - m(z2) + ma(z2) ) < 1.

[ (27))
Also gilt Gleichheit in der Cauchy—Schwarz’schen Ungleichung und folglich my(z1) =
Amy(z9) fiir ein A € R. Da nach Voraussetzung |mp(z1)| = |my(22)| > 0, folgt A €
{+1,—1}. Da my|7 affin ist, wiirde A = —1 das Verschwinden |my(z*)| = 0 implizieren.
Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung |myp| = 1 in  und es folgt A = +1. Das
zeigt, dass my, elementweise konstant ist. Da Funktionen aus V', global stetig sind, folgt,
dass my, konstant in ganz (2 ist. O
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Die folgenden zwei Lemmas sind essentiell fiir die Beweisfithrung in Kapitel 5.2.

Lemma 3.13. Fir alle0 <n < N —1 gilt

1
|mZ+1(zh) —my(zp) — kvi(zp)| < §k2|v2(zh)|2 fiir alle zp, € Ny, , (3.14)
sowie
iy —mfp — kol sy < OF(Ioh 13 + Rz Voblipz) - (315)

Beweis. Die geometrische Abschétzung (3.14) wird in [Rugl6, Lemma 4.3.4] bewiesen. Die
zweite Abschitzung (3.15) ist eine Verbesserung der Abschétzung

I = mj — kofl gy < CRIE s
in [Rugl6, Corollary 4.3.5] und bedarf einer verfeinerten Analysis und funktionalanalyti-
scher Hilfsmittel.

Zunéchst verwenden wir die erste Abschétzung der diskreten Norméquivalenz (3.9) fiir
p = 3/2 gefolgt von der geometrischen Abschitzung (3.14) und der zweiten Abschétzung

der diskreten Norméquivalenz (3.9) mit p = 3. Wir erhalten

ntl _ an Ly (3<9) B3 n+1 N ) — ko? 3/2 2/3
[, my, 'UhHL?»/Q(Q) ~ Z (my ™ (zn) — my(2n) vy (21)]
zhENh
(3.14)
S KN )

zpEN

2/3
(3.9) R,
< Ropl2a 0, - (3.16)

Nun erhalten wir aus der Interpolationsungleichung (Lemma A.3) mit r =3, p=2, ¢ =6
und 6 = 1/2 die Abschétzung

n (A2) nnl/2 nil/2
lofllzs@ < IoRlsg VRl L, (3.17)

Der Sobolev’sche Einbettungssatz (Satz A.4) zeigt weiter

lvrllzo) < VRl ) < Rll2) + VORI L2 @) - (3.18)

Aus den Abschétzungen (3.16)—(3.18) folgt nun insgesamt

1 (3.16) 2 2
||"ﬂnZJr —my, — k'vZHLW?(Q) Sk ||'UZHL3(Q)
(3.17) nyl/2 /2 \2
S (e e
(3.18)
S Ropla (103 s + IVRll2)) -
Das schliefit den Beweis. O
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3. Diskretisierung

Lemma 3.14. Fir alle0 <n < N —1 gilt
\m"“(zh) —mp(zp)| < klvi(zn)|  fir alle zp € Ny, (3.19)
sowie

[l = mil| g2 () < CEllvRl £2(0 (3.20)

Beweis. Die geometrische Abschétzung (3.19) wird in [Rugl6, Lemma 4.3.4] bewiesen. Das
Vorgehen um (3.20) zu beweisen, wird im Beweis von [Rugl6, Corollary 4.3.5] beschrieben:
Wir verwenden die erste Abschitzung der diskreten Norméquivalenz (3.9) fiir p = 2 gefolgt
von der geometrischen Abschitzung (3.19) und der zweiten Abschitzung der diskreten
Norméquivalenz (3.9) mit p = 2. Wir erhalten

n+1 n (39) 3 n+1 n 2 1/2
= e S (B Y I en) — min))
thNh
(3.19) 1/2
S k(Y whnl)
zhENh
(3.9)

S kllvillze @
Das schliefit den Beweis. O

In Kapitel 5.2 werden wir die Abschétzungen (3.14) und (3.19) auch in der folgenden Form,
welche man durch Division der entsprechenden Abschéitzung durch & > 0 erhilt, bendtigen.

Lemma 3.15. Fir alle0 <n < N —1 gilt

’mz+1(zh)k ™, (2h) ‘ <|vj(zn)| fiir alle z, € Ny, (3.21)
sowie
m (zn) —mp(zn) Lonia 2 i
‘ - - vh(zh)‘ < ShlvR(zR)?  fir alle z), € N, (3.22)
0
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4. Tangent-Plane-Integratoren

In diesem Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die verschiedenen Tangent-Plane-Inte-
gratoren, die im Laufe der letzten Jahre entwickelt wurden. Der Fokus liegt hierbei auf hin-
reichenden Voraussetzungen fiir die Wohldefiniertheit der Algorithmen; auf Abh#ingigkeiten
(CFL-Bedingungen) der Diskretisierungsparameter, sodass Konvergenzresultate gelten; auf
formaler Ordnung der Zeitintegration; sowie auf Recheneffizienz der Integratoren in der Pra-
xis.

Die erste Version eines Tangent-Plane-Integrators wird in [AJ06] prasentiert. Die Autoren
beweisen dort Konvergenz des Outputs ihres Integrators gegen eine schwache Losung von
LLG, indem sie zuerst den Grenziibergang k — 0 und anschlieBend den Grenziibergang
h — 0 durchfithren. In [BKP08] wird die Konvergenzanalysis aus [AJ06] prézisiert, in-
dem die konkrete CFL-Bedingung k& = o(h%/?) an die Diskretisierungsparameter formu-
liert wird, sodass Konvergenz des Outputs gegen eine schwache Losung von LLG folgt.
In [Alo08] wird der Algorithmus aus [AJ06, BKPO0S8] verallgemeinert zu einem 6-Schema
zur impliziten Behandlung von Termen hochster Ordnung, wie man es fiir die lineare
Wirmeleitungsgleichung kennt. In Abhéingigkeit des Parameters 6 € [0, 1] werden dort hin-
reichende CFL-Bedingungen formuliert, sodass Konvergenz gegen eine schwache Losung
von LLG folgt: Insbesondere wird bewiesen, dass der Integrator fiir die Wahl 1/2 < 6 <1
unbedingt konvergent ist. Des Weiteren deckt die Analysis fiir § = 0 den expliziten Inte-
grator aus [AJO6] ab, und es gelingt die CFL-Bedingung k = o(h%/?) aus [BKP0S] weiter
abzuschwiichen zu k = o(h?). Die Anwendbarkeit des #-Schemas wird in [AKT12] und
unabhéngig davon in [Goll2] auf allgemeines effektives Feld erweitert. Insbesondere er-
laubt die Analysis in [Gol12] im Gegensatz zu jener aus [AKT12] auch die in der Praxis
unumgéngliche Diskretisierung von 7 und f. In [AKT12] wird eine Modifikation des 6-
Schemas vorgeschlagen, welche durch hohere Ordnung des Konsistenzfehlers Konvergenz
zweiter Ordnung in der Zeit erhoffen ldsst. In [AKST14] wird diese Idee weiter prézisiert
und Konvergenz der berechneten Approximationen gegen eine schwache Losung von LLG
bewiesen. Des Weiteren wird in [AKST14] eine Stabilisierung eingefiihrt, welche unbedingte
Konvergenz des Integrator garantiert.

Diese Diplomarbeit (sowie unsere parallel dazu entstandene Arbeit [DPP*17]) modifiziert
den Algorithmus aus [AKST14] und zeigt (inspiriert von [PRS17]), dass wir Terme niedri-
gerer Ordnung im Stil eines Mehrschrittverfahrens explizit in der Zeit behandeln kénnen.
Der erhaltene Algorithmus behilt alle Vorteile des in [AKST14] priisentierten Integrators
gegeniiber dem Standard-Tangent-Plane-Integrator aus [Alo08]. Wihrend unser effizienter
Tangent-Plane-Integrator ebenso wie der Integrator aus [AKST14] formal beinahe zweite
Ordnung in der Zeit liefert, werden beim Integrator aus [AKST14] Terme niedrigerer Ord-
nung implizit in der Zeit integriert. Unter diese Terme fillt insbesondere die mit hohem
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4. Tangent-Plane-Integratoren

Rechenaufwand verbundene Berechnung der Streufeld-Approximation der magnetostati-
schen Maxwell-Gleichungen. Die Konsequenz ist eine deutlich geringere Laufzeit unseres
effizienten Tangent-Plane-Integrators im Vergleich zum Integrator aus [AKST14], da fiir un-
seren Algorithmus auch in der Praxis pro Zeitschritt jeweils nur eine Streufeld-Berechnung
durchgefiihrt werden muss, sowie nur ein lineares schwach-besetztes Gleichungssystem zu
l6sen ist. Mit der im Zuge dieser Diplomarbeit entstandenen Implementierung all dieser
Tangent-Plane-Integratoren fithren wir numerische Experimente durch, welche sowohl die
verbesserte Laufzeit, als auch die theoretisch mogliche Konvergenz zweiter Ordnung in der
Zeit bestétigen. Schliefllich zeigen wir in Kapitel 5 unbedingte Konvergenz des Outputs
unseres Integrators gegen eine schwache Losung von LLG.

4.1. Tangent-Plane-Integrator, explizite Version

Ein Problem bei der approximativen Losung der LLG-Gleichung stellt die Diskretisierung
der Nebenbedingung |m| = 1 fast iiberall in Qp dar. Eine Moglichkeit ist das Verwenden
von stabilisierenden Straftermen. Diese Strategie war die etablierte Vorgehensweise und
wurde von mehreren Autoren analysiert; vgl [AJ06, p. 302]. In [AJ06] wird hingegen ein
Algorithmus présentiert, welcher génzlich auf Strafterme verzichtet und auf dem sogenann-
ten Tangent-Plane-Zugang basiert. Bei dem vorgestellten Algorithmus handelt es sich um
ein Predictor-Corrector-Schema. Unsere Prisentation orientiert sich an [AJ06].

Der Ausgangspunkt ist die alternative Formulierung
amy +m X my = heg(m) — (heg(m) - m)m (4.1)

der LLG-Gleichung. Diese Formulierung ist unter der Nebenbedingung |m| = 1 dquivalent
zur Gilbert-Formulierung, siehe Lemma 2.1. Grundlegend fiir die Formulierung des Tangent-
Plane-Integrators ist die Beobachtung, dass Gleichung (4.1) linear in der Zeitableitung m;
ist. Man fithrt die freie Variable v := m, ein und erhiilt die Gleichung

av +m X v = heg(m) — (heg(m) - m)m. (4.2)

Im Kontinuierlichen lautet die Strategie nun wie folgt: Zu gegebenem m(t) berechne v(t) :=
my(t) aus Gleichung (4.2) und approximiere m(t+ At) durch eine geeignete Updateformel.
Multiplizieren wir Gleichung (4.2) mit einer Testfunktion ¢ € H'(Q) so erhalten wir die
variationelle Formulierung: Finde v(t) € H'(Q), sodass fiir alle ¢ € H*(Q) gilt

a(v(t),@)a + (m(t) x v(t), p)a = (heg(m(t)), p)a — ((her(m () - m(1))m(t), @)o. (4.3)

Aus der Nebenbedingung |m| = 1 fast tiberall in Q7 folgt unmittelbar m-v = 0 fast iiberall
in Qp. Diese Beobachtung motiviert das Vorgehen fiir festes ¢ die Losung v(t) von (4.2)
im Tangentialraum IC(m(t)) C H'(Q) zu suchen. Als Nichstes iiberlegen wir uns, dass es
sogar ausreichend ist, nur mit Funktionen ¢ aus dem Tangentialraum C(m(t)) ¢ H' ()
zu testen:

Zuniichst rechnen wir nach, dass fiir Funktionen der Form ¢ = (m(t) - ¢)m(t) € H*(Q)
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4. Tangent-Plane-Integratoren

mit ¢ € H'(Q) Gleichung (4.3) stets erfiillt ist: Wir verwenden v(t) € IC(m(t)) ¢ H*(Q)
und sehen, dass der erste Term auf der linken Seite von Gleichung (4.3) verschwindet

a(v(t), p)o = a(v(t) -m(t), m(t) - Pja =0. (4.4)

Lemma A.11 zeigt, dass auch der zweite Term auf der linken Seite von Gleichung (4.3)
verschwindet

(m(t) x v(t), @) = (M(t) x v(t)) - m(t), m(t) - Yo "= 0. (4.5)

Schliellich zeigt die Nebenbedingung |m| = 1 fast iiberall in Qp, dass auch die rechte Seite
von Gleichung (4.3) verschwindet

(et (m(t)) — (het (m(t)) - m(t))m(t), p)
= ((1 = [m(&)*) (he(m(t)) - m(t)), m(t) - P)a = 0.

Wir haben also gezeigt, dass Gleichung (4.3) fiir Funktionen der Form ¢ = (m(t)-¢)m(t) €
H'(Q) mit ¢ € H'(Q) stets erfiillt ist. Nun kénnen wir jede Funktion ¢» € H*(Q) in ihren
zu m(t) orthogonalen und auf span {m(t)} projizierten Anteil aufteilen

Y = (¢ — (m(t) -P)m(t)) + (m(t) - P)m(t).

Da Gleichung (4.3) linear in der Testfunktion ¥ € H'(Q) ist, folgt aus den Rechnun-
gen (4.4)-(4.6), dass die Gleichung fiir allgemeines v € H'(Q) genau dann erfiillt ist, wenn
sie fiir ihren zu m(t) orthogonalen Anteil ¥ — (m(t) - ¥)m(t) € K(m(t)) erfiillt ist. Folg-
lich reicht es aus Gleichung (4.3) nur mit Funktionen ¢ € KC(m(t)) zu testen. Dadurch
verschwindet letzte Term in (4.3). Zusammenfassend ist also (4.3) &quivalent zu: Finde
v(t) € IK(m(t)), sodass

(4.6)

a(v(t),@)a + (m(t) x v(t), p)a = (hea(m(t)), p)a, (4.7)

fiir alle p € IC(m(1)).

Einsetzen von heg, partielle Integration fiir den Laplace-Term und Ausnutzen der Randbe-
dingung (2.1b) fiihrt schlieflich fiir gegebenes m(t) € H'(Q) auf: Finde v(t) € KC(m(t)),
sodass

a((t),)a + (m(t) x v(t), p)o = —Cex(Vm(t), Vip)a + (m(m(t)), o) + (f,p)a, (4.8)

fiir alle ¢ € IC(m(2)).

Um ein numerisches Verfahren zu erhalten, wollen wir die kontinuierliche Gleichung (4.8)
mittels Finite-Element-Diskretisierung in ein lineares Gleichungssystem umformulieren.
Wir verwenden die in Kapitel 3.2.1 eingefiihrte Notation sowie den Raum V7, := SY(T)3 C
H'(Q). Die Nebenbedingung |m| = 1 fast iiberall in Q kénnen wir nicht direkt in den
diskreten Raum iibernehmen, da |my| = 1 fir my € V) impliziert, dass my konstant
ist, sieche Lemma 3.12. Stattdessen fordern wir fiir diskrete Approximationen m;j € V', an
die kontinuierliche Magnetisierung m, dass |mp(zp)| = 1 fiir alle z;, € N},. Diese Bedin-
gung entspricht genau mj, € M,,. Entsprechend betrachten wir v, € ICj,(my,) anstelle von
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v € KC(m). Weiter seien 7, : V', — V7, eine Approximation an w: H(Q) — H(Q), sowie
f), € V), eine Approximation an f € L?(), deren Eigenschaften wir an dieser Stelle nicht
weiter prézisieren. Fiir die geforderten Eigenschaften beziiglich Algorithmus 4.34, welcher
den Kern dieser Arbeit darstellt, sieche Theorem 5.1. Die diskretisierte Version der varia-
tionellen Formulierung (4.8) lautet nun:

Zu gegebenem my, € My, finde vy, € IC,(my,), sodass:

a(vp, @p)a + (mp x vh, )0 = —Cex(Vmy, Vo) o + (mrp(ma), on)o + (Fr, en)a, (4.9)

fiir alle ¢, € IC,(my,).

Um ein volldiskretes Verfahren zu erhalten, miissen wir noch eine Zeitdiskretisierung, sowie
eine Updateformel definieren. Sei dazu N € Ny gegeben. Definiere k£ := T/N und eine
uniforme, disjunkte Zerlegung von (0,7] in N Intervalle (¢,t,4+1] mit ¢, := nk fir n =
0,1,...,N. Fiir eine gegebene Approximation mj € M, an m(t,) konnte man nun (4.9)
16sen um v} zu erhalten und mZH durch die lineare Extrapolation

mt = m} + koj (4.10)

definieren. Diese Wahl der Updateformel wird in der Literatur als Projection-free tangent
plane scheme bezeichnet und in [AHP*14, Rugl6] analysiert. Man beachte, dass bei Ver-
wendung der Updateformel (4.10) im nicht-trivialen Fall v} # O stets mZ“ ¢ M, gilt.
Wir betrachten hingegen die Update Formel

m(z) + kvp (1)

mt(z,) = fiir alle zp, € N}, . 4.11
h (2n) Im7 (zp,) + kvp (2] h=2%h (4.11)

Per Definition des Updates (4.11) gilt stets mZ'H € M. Kombinieren von (4.9) und (4.11)
liefert das folgende volldiskrete numerische Verfahren.

Algorithmus 4.1 (Tangent-Plane-Integrator, explizit; [AJ06, BKPO08]). Input: Approzi-
mation m$) € My, an die Anfangsmagnetisierung m°, Zeitschrittweite k = T/N > 0 mit
N eN.

Loop: Fiirn=0,1,...,N — 1 iteriere die folgenden Schritte (a)-(b):

(a) Berechne v} € IC,(m}}), sodass fiir alle @, € Kp(m})

04<’U7ﬁa 90h>9 + <mz X ”Za 90h>9

5 . (4.12)
= —Cea(Vmy, Ve )a + (mr(mpy), o) + (Fr, en)a -
(b) Definiere m}** € My, durch
m + kvh(zh) .
mtl(z,) = m;, (2n) tr alle zp, € Ny,. 4.13
h ( h) ’mZ(zh) + k"Uh(Zh)’ f h h ( )

Output: Approzimationen my ~ m(nT/N) fir allen=0,...,N.

Algorithmus 4.1 ist fiir alle k& > 0 wohldefiniert.
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Theorem 4.2. Algorithmus 4.1 ist wohldefiniert, d.h. fir alle n = 0,1,...,N — 1 ist
Gleichung (4.12) eindeutig losbar und der Nenner in (4.13) ist stets positiv.

Beweis. Mit der Bilinearform a(my,; -, - ) definiert als

a(mp; ¥y, @) = aly, @p)a + (M X Yy, eh)0

kann fiir alle n = 0,1,..., N — 1 die linke Seite von (4.12) als a(m};v}, ;) geschrieben
werden. Wir nutzen die Orthogonalitidt (A.5) aus: Fiir die Bilinearform a(my; -, -) und
beliebiges ¢;, € ICh(my,) gilt

a(mp; op, 1) = 04”9%”21,2(9) :

Da a > 0, definiert die Bilinearform a(my,; -, -) eine zu || - || 2(q) dquivalente Norm auf
KCr(myp,). Die eindeutige Losbarkeit folgt nun aus dem Lemma von Lax—Milgram (Lem-
ma A.1).

Der Nenner in (4.13) ist stets ungleich 0, da v} € IC;(m}) fiir alle n = 0,1,...,N — 1,
siehe Lemma 3.4. O

In [AJ06] wird folgendes Konvergenzresultat bewiesen.

Theorem 4.3 ([AJ06, Theorem 2.1(b)]). Sei {74}, eine Folge regulirer Triangulierun-
gen von Q. Sei m® € H?*(Q) mit |m°| = 1 fast diberall in Q und mf) := T,m° € M, mit
dem nodalen Interpolant Ij,: H*(Q) — V. Der Operator 7: L*(2) — L*(Q) sei stetig.
Weiter gelte wp, = m und f;, = f. Zu gegebenen h,k > 0 bezeichne myy, die lineare Inter-

polation in der Zeit des Outputs (mZ)Zi% von Algorithmus 4.1, vgl. (3.1b). Dann gilt

(i) Fiir alle h > 0 existiert ein my, € H*(Qr) und eine Teilfolge (M) C (mpg)x, sodass
My — My, in Hl(QT) fijr kK — 0.

(i) Es existiert ein m € HY(Qr) und eine Teilfolge (my) C (my,), sodass my — m
in HY(Qp) fiir h' — 0. Dieses m € HY(Qr) ist eine schwache Lésung von LLG im Sinne
von Definition 2.2. O

Bemerkung 4.4. (i) Theorem 4.3 liefert eine Konstruktion schwacher Losungen von LLG,
insbesondere beweist es die Existenz schwacher Losungen im Sinne von Definition 2.2, vgl.
[AJ06, Remark 2.1].

(ii) Theorem 4.3 formuliert keine scharfe notwendige Beziehung zwischen den Diskreti-
sierungsparametern h,k > 0. Anstatt eine konkrete CFL-Bedingung zu fordern, wird im
Theorem und dessen Beweis grofiziigig zuerst der Limes fiir k — 0 und dann der Limes fiir
h — 0 gebildet. Dass die Konvergenzanalyse dahingehend verbessert werden kénnte, merken
die Autoren auch in ihrer Arbeit an: A more refined result would give a link between the
speeds at which h and §t go to 0,...; [AJ06, Kapitel 3.2].

(iii) In [BKPOS8] wird die Konvergenzanalyse prizisiert und bewiesen, dass die konkrete
CFL-Bedingung k = 0(h5/2) hinreichend fiir die Konvergenzaussage von Theorem 4.3 ist.
(iv) In [Alo08] wird diese Bedingung weiter abgeschwdcht und gezeigt, dass bereits die CFL-
Bedingung k = o(h?) hinreichend fiir die Konvergenzaussage von Theorem 4.3 ist. Wir
fassen die Kernpunkte der Arbeit im folgenden Kapitel 4.2 zusammen.
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(v) Es ist festzuhalten, dass dieser Algorithmus im Gegensatz zu den zu diesem Zeitpunkt be-
kannten Algorithmen ohne die Verwendung von Straftermen auskommt; vgl [AJO6, p. 302].
Der Algorithmus ist insofern attraktiv, dass nur das Ldsen eines linearen Gleichungssys-
tems pro Zeitschritt notwendig ist.

4.2. Tangent-Plane-Integrator, 6-Schema

Der in Kapitel 4.1 vorgestellte Algorithmus ist voll explizit in der Zeit, und wie in Bemer-
kung 4.4 bereits erwéhnt, miissen die Diskretisierungsparameter k,h > 0 eine restriktive
CFL-Bedingung erfiillen. In [Alo08] wird Algorithmus 4.1 zu einem impliziten Schema,
dhnlich dem 6-Schema fiir die Warmeleitungsgleichung, verallgemeinert. Durch diese Mo-
difikation kann wie bei der Warmeleitungsgleichung fiir die Wahl 6 € (1/2,1] unbedingte
Konvergenz gegen eine schwache Losung gezeigt werden, d.h. auf eine CFL-Bedingung an
die Diskretisierungsparameter k, h > 0 kann verzichtet werden.

Bemerkung 4.5. In der Originalarbeit [Alo08] wird nur der Spezialfall heg(m) = CegAm
betrachtet. Der Algorithmus und die Konvergenzanalysis werden erst spdter in [AKT12] auf
allgemeines effektives Feld heg(m) = CegAm +w(m) + f, sowie in [Goll2] zusditzlich auf
Diskretisierungen wy, f; von m, f, erweitert. Unsere Prdsentation formulieren wir auch
fiir allgemeines effektives Feld heg = CezAm + w(m) + f.

Die Idee besteht darin, nur den Term hochster Ordnung auf der rechten Seite im Glei-
chungssystem (4.12) implizit zu behandeln, d.h. fiir € [0, 1] ersetzen wir

Cex(Vmy, Vi )a ~ Cex(V(my, + 0kvy), Vo )a, (4.14)

wobei k = T'/N die Zeitschrittweite bezeichnet. Diese Modifikation fithrt auf folgenden
Algorithmus.

Algorithmus 4.6 (Tangent-Plane-Integrator, §-Schema; [Alo08]). Input: Approzimation
m% € My, an die Anfangsmagnetisierung m°, Zeitschrittweite k = T/N > 0 mit N € N,
sowie 6 € [0, 1].

Loop: Firn=0,1,...,N — 1 iteriere die folgenden Schritte (a)-(b):

(a) Berechne v} € IC,(m}), sodass fir alle ¢;, € Kp(m}))

a(vy, pp)a + My x vy, ¢p)a + 0kCex(Vuy, V)

4.15
= _Cem<vmgv V‘Ph>9 + <7rh(m2)7 90h>Q + <fh7 Soh>Q . ( )

(b) Definiere mzﬂ € My, durch

n + kvp(zp) .
mP T (z,) = m;(2n) tr alle zp, € Ny, 4.16
) g )+ o] e €N 19

Output: Approzimationen my ~m(nT/N) fir allen=0,...,N.

Genauso wie Algorithmus 4.1 ist auch dieser Algorithmus fiir alle £ > 0 wohldefiniert.
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Theorem 4.7. Algorithmus 4.6 ist wohldefiniert, d.h. fir alle n = 0,1,...,N — 1 ist
Gleichung (4.15) eindeutig losbar und der Nenner in (4.16) ist stets positiv.

Beweis. Fiir # = 0 entspricht die Aussage genau jener von Theorem 4.2. Wir beweisen die
Aussage fiir 6 € (0,1]. Mit der Bilinearform a(my; -, - ) definiert als

a(mp; ¥y, ) = (P, ep)a + (M X Py, @) + 0kCex (Vb Vi)

kann fiir alle n = 0,1,..., N — 1 die linke Seite von (4.15) als a(m};v}, ;) geschrieben
werden. Wir nutzen die Orthogonalitét (A.5) aus: Fiir die Bilinearform a(mp; -, -) und
beliebiges ;, € IC,(my,) gilt

a(mn; oy, Pp) = OJHLPhHiz(Q) + 6”‘ﬂcexHV‘th:?(Q) ‘

Da o > 0 und 0kCex > 0, definiert die Bilinearform a(my; -, -) eine zu || - ||y
dquivalente Norm auf ICp,(my,). Die eindeutige Losbarkeit folgt nun aus dem Lemma von
Lax—Milgram (Lemma A.1).

Der Nenner in (4.16) ist stets ungleich 0, da v} € ICy(m}) fiir alle n = 0,1,...,N — 1,
sieche Lemma 3.4. O

Die Konvergenzanalysis in [Alo08] ist insofern préziser als jene in [AJO06], dass eine fiir
Konvergenz hinreichende Beziehung zwischen den Diskretisierungsparametern h, k > 0 an-
gegeben wird. Fiir heg(m) = CexAm ist folgendes Resultat in [Alo08] zu finden. Die
Version fiir allgemeines effektives Feld wird in [AKT12, Gol12] bewiesen. Die Analysis in
[Gol12, Kapitel 3] deckt zusétzlich Diskretisierungen 7, f; von m, f ab.

Theorem 4.8 ([Alo08, Theorem 2 und Remark 1], [AKT12, Theorem 2|, [Goll12, Theo-
rem 3.3.7]). Sei {Tp},~( eine Folge regulirer Triangulierungen von 2, welche die Winkel-
bedingung aus Definition 3.3 erfillen. Sei m® € H'(Q) mit |[m°| = 1 fast iberall in Q und
es gelte ml) — m? in HY(Q) fir h — 0. Es gelte fir p=2,4 und alle h > 0

|7 (en) + Fllizr) < Cillenllrr) + Co  fiir alle ¢, € Vi,

mit von h > 0 unabhdngigen Konstanten C1,Co > 0. Weiter gelte 7, = 7 und fj, = f. Zu
gegebenen h, k > 0 bezeichne myy, die lineare Interpolation in der Zeit des Outputs (m’ﬁ):g)
von Algorithmus 4.6, vgl. (3.1b). Dann existiert eine schwache Lésung m € H'(Q) im
Sinne von Definition 2.2 und eine Teilfolge von myy die wir ebenso bezeichnen, sodass
my, — m in HY(Q) fir h,k — 0. Fir 1/2 < 6 < 1 ist die Konvergenz unbedingt, fiir

0 = 1/2 ist k = o(h) hinreichend, fiir 0 < 6 < 1/2 ist k = o(h?) hinreichend. O

Bemerkung 4.9. (i) Algorithmus 4.6 ist eine Verallgemeinerung von Algorithmus 4.1.
Fiir 6 = 0 stimmen die Verfahren dberein. Theorem 4.8 mit = 0 verbessert die Konver-
genzaussage aus [BKPOS], vgl. Bemerkung 4.4 (ii)-(iv).

(ii) Das Verfahren ist fir 1/2 < 6 < 1 unbedingt konvergent fiir h,k — 0 und erfordert in
jedem Zeitschritt nur das Lisen eines linearen Gleichungssystems (4.15).

(11i) Terme niedrigerer Ordnung w(m) und f des effektiven Felds kénnen weiterhin explizit
in der Zeit behandelt werden, ohne Stabilitit zu verlieren.
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(iv) Ahnlich wie bei der Wirmeleitungsgleichung liegt die Vermutung nahe, fir die Wahl
0 = 1/2 ein Verfahren zweiter Ordnung in der Zeit zu erhalten. Das ist hier aber bereits
fir heg(m) = Am aufgrund des nichtlinearen Projektionsschritts (4.16) nicht der Fall.
Im folgenden FExperiment 4.10 belegen wir diese Aussage numerisch. In Proposition 4.15
zeigen wir mathematisch, dass mazimal erste Ordnung erwartet werden kann.

Experiment 4.10. Ziel: Wir wollen die Konvergenzrate (in der Zeitschrittweite k) von
Algorithmus 4.6 fiir verschiedene Werte von 6 € [0,1] untersuchen. Insbesondere wollen
wir belegen, dass die Wahl @ = 1/2 bereits fiir den Spezialfall heg(m) = CegAm nicht auf
eine bessere Konvergenzordnung in der Zeit fihrt.

Setting: Auf dem Gebiet Q = (—1.6,1.2) x (—0.3,0.3) x (—0.025,0.025) sei die Anfangs-
bedingung m° durch

. -1 fir x1 < —1,
0 1-g(z) ) x1(z1 +2) fiir —1 <z <0,
m’(x) = 0 mit g(x) := )
g() —z1(z1 —2) fir0 <z <1,
1 fir 1l <z,

gegeben (siehe Abbildung 4.2(a)).

Parameter: Wir betrachten den Spezialfall, dass heg(m) = CegAm, d.h. w(m) = 0 und
f = 0. Wir wihlen Ce = 1/100, a = 1 und simulieren die Dynamik bis zum Zeitpunkt
T =24.

Diskretisierung: Die Geometrie diskretisieren wir durch eine Triangulierung Ty (Abbil-
dung 4.1) mit mazimalem Elementdurchmesser h = 0.05 erzeugt in Netgen [Sch], bestehend
aus 4582 Tetraedern, respektive 1655 Knoten. Fiir die Zeitdiskretisierung verwenden wir
verschiedene Zeitschrittweiten k = 2¢ - Eref fiir £ € {1,2,3,4,5,6} und kyep = 107
Verfahren: Wir verwenden Algorithmus 4.6 (TPS1) mit den verschiedenen Wahlen 6 = 0,
0 = 0.5 und 0 =1, um eine approxrimative Lésung mpy zu berechnen. Wir ldsen die auftre-
tenden linearen Gleichungssysteme wie in Kapitel 6 beschrieben mit einer Genauigkeit von
T =10"10,

Referenzlosung: Da keine analytische Lisung bekannt ist, berechnen wir die Referenz-
losung mit einer feineren Zeitschrittweite und einem exakteren Algorithmus: Wir verwen-
den zur Berechnung der Referenzldsung mpy,,, unseren effizienten Tangent-Plane-Integrator
zweiter Ordnung (Algorithmus 4.34 aus Kapitel 4.4) mit k = ks und den kanonischen
Wahlen M (k) = 1/|klogk| und p(k) = |klogk|.

Diskussion: In Abbildung 4.3(a) vergleichen wir die Fehler

e [7vhs,  (tn) — Mok (tn) | L2 )
fiir verschiedene Wahlen von 0 und k. Fir den grobsten Zeitschritt ist die zu erwartende
Instabilitat fir die voll-explizite Wahl 60 = 0 gut zu erkennen. Weiter sehen wir, dass
die Crank—Nicolson-artige Wahl @ = 1/2 zwar zu einer héheren Genauigkeit fihrt als die
extremen Wahlen 0 = 0 und 60 = 1, aber ebenfalls nur Konvergenz erster Ordnung in der
Zeit liefert. Es sei angemerkt, dass wir auch fiir eine mit TPS1, 0 = 0.5 und k = ke
berechnete Referenzlosung nur Konvergenz erster Ordnung beobachten (ohne Abbildung).
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Abbildung 4.2.: Magnetisierung zu Beginn und am Ende von Experiment 4.10.

Um zu zeigen, dass das gewdhlte Beispiel Konvergenz zweiter Ordnung erlaubt, rechnen wir
das Ezxperiment ebenfalls mit unserem effizienten Tangent-Plane-Integrator (TPS2+AB) und
verschiedenen Zeitschrittweiten k. Abbildung 4.3(b) zeigt, dass fiir TPS2+AB der Fehler zur
Referenzlosung quadratisch in der Zeitschrittweite k fallt.

4.3. Tangent-Plane-Integrator, zweite Ordnung in der Zeit

In diesem Abschnitt préisentieren wir eine Modifikation von Algorithmus 4.6, welche for-
mal einen in der Zeitschrittweite k£ > 0 kubischen Konsistenzfehler garantiert. Folglich hat
der darauf basierende Algorithmus das Potential konvergent zweiter Ordnung in der Zeit
zu sein. Die Idee wurde zum ersten Mal in [AKT12] vorgestellt, und spéter in [AKST14]
préizisiert und analysiert. In diesem Abschnitt fassen wir die Ergebnisse aus [AKST14] zu-
sammen.
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(a) Verschiedene Wahlen von 6 fiir Algorith-  (b) Algorithmus 4.6 (TPS1) fiir # = 0.5 im Ver-
mus 4.6 (TPS1) im Vergleich. gleich mit Algorithmus 4.34 (TPS2+AB).

Abbildung 4.3.: Ergebnisse von Experiment 4.10: Zur Berechnung der Referenzlésung ver-
wenden wir Algorithmus 4.34 (TPS2+AB) mit k = k¢ = 107% Wir
stellen die Fehler maxycq1 . ny [[Mhk(tn) — Mnk(tn)l|2(q) in doppelt-
logarithmischen Plots dar.

4.3.1. Motivation

Bei Crank—Nicolson-artigen Zeitschrittverfahren angewandt auf ein nichtlineares paraboli-
sches Modellproblem kann man Konvergenz zweiter Ordnung in der Zeit erwarten, siehe
[Tho06, Theorem 13.4]. Um den Nutzen dieser weiteren Modifikation zu motivieren, zeigen
wir zunéchst, dass man aufgrund des Projektionsschritts (4.16) fiir Algorithmus 4.6 mit
jeder Wahl von 6, insbesondere auch fiir die Crank—Nicolson-artige Wahl § = 1/2 nur Kon-
vergenz erster Ordnung in der Zeit erwarten kann. Um das zu beweisen, benétigen wir die
folgende Definition und drei Lemmas.

Definition 4.11. Fiir ¢ € C* (ﬁ) mit || = 1, definiere die punktweise Projektion auf
den Tangentialraum K(v) durch

Pyp: C*(Q) = C>*(Q), Pylu)=u—(u- 9)p. (4.17)

Im folgenden Lemma halten wir einige grundlegende Eigenschaften von Py, aus Definiti-
on 4.11 fest.

Lemma 4.12. Seien ¢ € C™ (Q) mit [¢| =1, w € K(¢) und uw € C*>° (). Dann erfillt
Py die folgenden Figenschaften (i)-(v):

(i) w=Py(u) + (u-p)p,
(ii) Pylep) = 0,
(iii) Pp(w) = w,
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(v) Py(u) w=u-w,
(v) Py(¥ x u) =1 x u =1 x Py(u).

Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus der Definition 4.11 von Py (u) :=u — (u - 9)p.

ad (i). Wir addieren und subtrahieren die Projektion von w in Richtung 1. Es folgt
u=u—(u- Y)Y+ (u- )P =Py(u) + (u- ).
ad (ii). Wir verwenden die Voraussetzung |t| = 1 und erhalten
Py()=v— (¢ -Y)p =9 —¢ =0.
ad (iii). Wir nutzen aus, dass w € IC(¢)), d.h. w steht orthogonal auf 1. Es folgt
Py(w) =w — (w-p)p =w—0=1w.
ad (iv). Diese Aussage folgt ebenfalls, da w orthogonal auf v steht. Es gilt ndmlich
Pyu) w=u-w—(u- Y)Y w=u-w.
ad (v). Die erste Identitét folgt aus der Orthogonalitét von ¥ x u zu 1. Es gilt
Pyt xu) = xu—((¢ xu) )b =9 xu.
Die zweite Identitét gilt, da 1 x @ = 0. Damit sehen wir
Y xu =19 X Py(u)+¢ X ((u-Y)Y) =1 x Pyu.
Das schliefit den Beweis.
Lemma 4.13. Seim € C* (Qr) mit |m| =1 in Qp. Dann gilt
|mt|2 =-m-my nQr.
Beweis. Da |m| = 1 zeigt eine direkte Rechnung

0= Ll = )
—2dt2m —dtm M) = 1 - My Mg - My .

Das schlieffit den Beweis.

Lemma 4.14. Firk >0 und w,w € R? mit |u| =1 und w-w = 0 gilt

u + kw

k,2
—— =u+kw — — |w|? k).
P u + kw 2|w|u+(9( )
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Beweis. Die Aussage folgt aus der Taylor-Entwicklung bis zum quadratischen Glied von

u+ kw
Hi
lu + kw|

fik

um k = 0. Wir leiten die Funktion nach k& ab und verwenden die Voraussetzungen |u| = 1
sowie u - w = 0. Es gilt

+ kw
ke o fw]?
UK Py B vy e
+ kw
"ok s — |l u 2 w E2 u
/ ~ ]w\’ + kw3 3 ]w\’ +k:'w|3+3 | |\ + kwl|>’
+ kw u u + kw
" ks — 3w —2 9k |w| —— 9k2|wl* — 15k3|w| .
! = 3wl \ +kw[3+ |w|]u—|—kw|5+ [l lu + kwl> [l lu + kw7
Mit Taylor gilt nun die Darstellung
]{32 k k— 2
10 = 10+ kO + 00+ [ ESE 0 as
Ko 3
:u+k:'w—?|w| u+ O(k”).
Das schliefit den Beweis.
]

Proposition 4.15. Sei m € C* (Qr) mit |m| =1. Firt € [0,T — k| definiere
v(t) == my(t). (4.20)
Dann gilt

m(t) + kv(t) )
() 1 ko] m(t + k) +Q(k?)  fir allet € (0,7 — k). (4.21)

Beweis. Wir verwenden Lemma 4.14 mit w := m(t) und w := v(¢). Aus (4.20) und (4.18)
folgt

m(t) + kv(t) (4.19) m o (4) — K o (D12 m 3
m() + ko) TR 132‘ (O mi0 00 (4.22)
m(t) + kmy(t) + ?(m(t) -my(t)) m(t) + O(k3).

(4.18)

Die Taylor-Entwicklung bis zum zweiten Glied von k — m(t + k) um k = 0 lautet

m(t+ k) =m(t) + kmy(t) + k;mtt(t) +O(k3). (4.23)
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Ausnutzen der Identitéten (4.22)—(4.23) und Lemma 4.12(i) liefert nun

m(t) + ko(t)  k? k2
m(t+k) — () 1 ko()] ?mtt(t) - E(m(t) -y (t)) m(t) + O(k?)
2
_ %Pm(t)mtt(t) + O
= Q(k?).
Das schliefit den Beweis. O

Proposition 4.15 zeigt, dass die Wahl v(¢) := my(¢) in Kombination mit der Updateformel

m(t) + kv(t)

MR~ e T k()

(4.24)

bereits auf dem kontinuierlichen Level nur einen in k£ > 0 quadratischen Konsistenzfehler
zuldsst und man somit nicht mehr als ein Verfahren erster Ordnung in der Zeit erwarten
kann.

4.3.2. Konsistenzfehler hherer Ordnung

Nach Proposition 4.15 kénnen wir fiir die Wahl v := m; ein Verfahren maximal erster
Ordnung in der Zeit erwarten. Um einen Tangent-Plane-Integrator zweiter Ordnung zu
erhalten, machen wir den Ansatz

v(t) == mu(t) + Py (t) € K(m(t)) (4.25)
fiir eine Funktion y: Qp — R3. Wir projizieren y(t) in (4.25) auf K(m(t)) um die Ortho-
gonalitédt m(t) - v(t) = 0 zu erhalten. Die Taylor-Entwicklung von m(t + k) lautet

ki2
m(t+ k) = m(t) + kmy(t) + () + O(k?). (4.26)
Nach Lemma 4.14 gilt

m v . )
M (o) + ho(r) - %\v(t)\m@) +O(k)
(4.25) m(t) + kmy(t) + kP y(t) .

2
- % (Ime(t)]* + 2my(t) - Prnyy(t) + [Py (1)) m(t) + O(K?).

Kombinieren von Lemma 4.13 und Lemma 4.12(i) zeigt
my(t) + [me(t)Pm(t) = mu(t) — (m(t) - mu(t)m(t) = Prgmal(t) . (4.28)
Gleichsetzen von (4.26) und (4.27) sowie Einsetzen von (4.28) fiihrt auf

k2 k2
KPmny(t) — 5 (2m(t) - Py (t) + [Py ()[7) m(t) = 5 Pmyma(t) + O(k%).
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Da m(t) punktweise orthogonal auf Py, ymu(t) steht, folgt

|

y(t) = Smu(t) + O(K?). (4.29)

Das motiviert nun die kanonische Wahl
k
'U(t) = mt(t) + §Pm(t)mtt(t)

um einen in k£ kubischen Konsistenzfehler zu erhalten. Im Gegensatz zu Proposition 4.15
gilt die folgende Aussage.

Proposition 4.16. Sei m € C® (Qr) mit |m| =1. Firt € [0,T — k] definiere

v(t) := my(t) + gpm(t)mtt(t) . (4.30)
Dann gilt
() £ ko) m(t+ k) + O(K®)  fir allet € (0,T — k). (4.31)
[m(t) + kv ()]
Beweis. Wir verwenden wieder Lemma 4.14 mit u := m(t) und w := v(t), wobei v(t)

durch (4.30) definiert ist. Wir verwenden Lemma 4.13, fassen Terme hoherer Ordnung in
O(k3) zusammen und erhalten

m(t) + ko(t) @) R .
im0+ ko) -~ O T EE) - SO m() + Ok)

2

0 (0) 4 k(1) + P ma(t) = ()P0 + 00 (432
2 2
U 1) 4 kma(t) + 5 Prame() + (1) - ma()mi) + O9).

Aus dieser Identitdt erhalten wir nun mit Lemma 4.12(i)

mt) Fkot) B ,
() 1 o] ~ )+ Rma(t) + ma() + O)

Die rechte Seite stimmt bis auf O(k®) genau mit der Taylor-Entwicklung von k +— m(t+ k)
um k=10
2

m(t + k) = m(t) + kmy(t) + %mtt(t) + O(k?)

iiberein. Insgesamt erhalten wir fiir die Differenz

m(t) + kv(t)

MR = () 1 k(o)

= O(k?).

Das schlieffit den Beweis. O
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Proposition 4.16 garantiert einen in k£ > 0 kubischen Konsistenzfehler und motiviert da-
durch eine Modifikation des Gleichungssystems (4.15) im #-Schema Algorithmus 4.6, um
auf ein Verfahren, welches zweiter Ordnung exakt in der Zeit ist, zu hoffen. Um Propositi-
on 4.16 verwenden zu kénnen, miissen wir zunéchst fiir gegebenes m(t) eine variationelle
Formulierung finden, die von v(t) aus (4.30) gelost wird. Tatséchlich werden wir eine Glei-
chung formulieren, die von

v(t) = my(t) + gpm(t)mtt(t) + O(k?) (4.33)

gelost wird. Diese Storung zweiter Ordnung fiihrt jedoch auf keine weiteren Schwierigkei-
ten: Der Beweis von Proposition 4.16 kann wortgleich fiir die folgende Proposition 4.17
tibernommen werden. Man bemerke, dass die zusétzlichen, in k quadratischen Terme beim
Einsetzen von v(t) in (4.19) mit O(k) multipliziert werden und deshalb bei der zweiten
Gleichheit in (4.32) in O(k3) absorbiert werden kénnen.

Proposition 4.17. Sei m € C* (Qr) mit |m| =1. Firt € [0,T — k| sei

k
v(t) = my(t) + 579,71(t)m,5t(t) + O(K%). (4.34)
Dann gilt
m(t) + kv(t) 3 )
— = =m(t+ k k lle t T—-k 4.
m(t) £ ko () m(t+ k) + O(k”) fir alle t € (0, ), (4.35)
d.h. eine quadratische Stérung in v(t) reduziert die Ordnung des Updates nicht. 0

4.3.3. Neue variationelle Formulierung

Das Ziel lautet nun, eine zu (4.7) analoge Gleichung zu formulieren, die von

k
v(t) == my(t) + §Pm(t)mtt(t)
geldst wird. Anschliefilend kénnen wir die Gleichung analog zu (4.9) diskretisieren, um ein
numerisches Verfahren zu erhalten. Zunéchst benotigen wir ein wenig Notation.

Fir ¢ € C* (ﬁ) definiere

ot () = Cox A% + (1)) . (4.36)

Da 7 ein linearer Operator, und f konstant in der Zeit ist, gilt fiir ¢ € C* (QiT) und alle
t € [0,T]

Or(hett ((1))) = heg (1, (1)) . (4.37)

Nun sind wir bereit, die folgende Gleichheit zu beweisen.
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Satz 4.18. Seim € C™ (Qr) eine Losung von LLG. Seit € [0,T]. Dann erfillt

v(t) == my(t) + gpm(t)mtt(t) (4.38)
fir alle ¢ € IC(m)
(o 5 hen(m(0) - m(0)o(0). ) + (m(t) x v(0). gl — 5 (healo(®). 2,0
= (hat(m(1)), $ha + F(Ra(1), pho.
wobei
Ry (1) = (e (m()) - m(0) Pragymas(t) — e (Pryma(0)) . (4.40)

Beweis. Die alternative Formulierung (4.1) von LLG lautet
amy +m x my = heg(m) — (heg(m) - m)m. (4.41)

Um die Prisentation kompakt zu halten, verzichten wir im Beweis auf Mitfithren der Zeit-
variable t als Funktionsargument, d.h. wir schreiben zum Beispiel m anstelle von m(t).
Wir leiten (4.41) nach der Zeitvariable ab, setzen die Gleichheit (4.37) ein, und erhalten

amy +m xmy = O(amy +m x my)

2D 9, (het (m) — (her(m) - m)m)

U2 b (my) — (hog(my) - m)m

(4.42)

— (her(m) - my)m — (heg(m) - m)m, .
Nach der Definition (4.38) von v gilt

(4.38) k
av+mxv = am;+m X mt—|—§a73mmtt+§m X Pyt .
Wir verwenden Lemma 4.12(iii) fiir den ersten Term auf der rechten Seite, Lemma 4.12(v)
fiir den zweiten und vierten Term auf der rechten Seite, sowie Linearitat von P,, fiir den

dritten Term auf der rechten Seite und erhalten

k k
av+mxv:73m(oemt+mxmt+§amtt+§mxmtt>.

Einsetzen von (4.41)—(4.42) und Lemma 4.12(ii) zeigen nun

av+m X v (441 Pm (heg(m) + gamtt + gm X mtt>
. k k
U2 5 (heﬁ(m) + Sher(my) — - (e (m)- m)mt) .
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Wir multiplizieren diese Gleichung mit ¢ € K(m), integrieren iiber €2, verwenden Lem-
ma 4.12(iv) und erhalten

(v, )+ (M x v, )0

Lk k (4.43)

Y (het(m), @) + 5 (har(ma), @)a = 3 (e (m) - m)me, @)

Nach Definition (4.38) von v gilt m; = v — %Pmmtt. Setzen wir diese Beobachtung in
(4.43) ein, so sehen wir

k k
{(a + 5 (het(m) - m))v, @)0 + (M x v, @) — 5 (hert(v), )0
= <heff(m)? §0>Q + k2<R17 90>Q 5
was die Behauptung (4.39) zeigt. O

4.3.4. Losbarkeit des Systems

Wir betrachten die variationelle Formulierung (4.39). Einsetzen der Definition (4.36) von
heg (v), partielle Integration und Ausnutzen der Randbedingung (2.1b) fiihrt fiir ¢ € IC(m)
auf

(o + g(heff(m) -m))v, p)a + (M x v, p)a + kc;x (Vo,Vep)a - ng% 20

= —Cex(Vm, V)a + (m(m), @)a + (f,¢)a + k*(R1, @)q .

(4.44)

Um ein volldiskretes Verfahren zu erhalten, werden wir /C(m) im Ort durch ICp(my,) dis-
kretisieren. Zu gegebenem my € Mj erhalten wir dann das Gleichungssystem: Finde
vy € Kp(my,), sodass

(04 5 her(ma) - ma)on, @p)a + (mi x vn 2y

kCex k
5 (Vun, Vg )a — §<7"(’0h)7 Pn)o

= —Coex(Vmy,, Vop)a + (mh(my), @n)a + (Fu, en)a + B (Rin, @)

(4.45)

+

fiir alle ), € IC,(My,). Ry, € V1, bezeichnet eine Diskretisierung von Ry, siehe (4.40), de-
ren Definition wir spéter in Kapitel 4.3.6 angeben. Anders als fiir das System (4.15) beim
klassischen Tangent-Plane-Algorithmus, ist die eindeutige Losbarkeit dieses Gleichungssys-
tems nicht garantiert: Wéhrend beim Standard Tangent-Plane-Integrator (Algorithmus 4.6)
die Masse-Matrix lediglich mit o > 0 gewichtet wird, haben wir hier die lokale Gewichtung
o+ %(heﬁ?(mh) -myp,), welche im Allgemeinen auch nicht-positive Werte annehmen kann.
Die Koerzivitédt der linken Seite ist also a priori nicht gegeben.

Abhilfe verschaffen wir uns, indem wir Gleichung (4.44) weiter modifizieren, sodass die
im Diskreten resultierende Masse-Matrix elliptisch ist: Wir ersetzen in (4.44) die lokale
Gewichtung des Masse-Terms

((a+ g(heﬂ(m) -m))v, p)o ~ (W(M)v, ¥)o (4.46)
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mit einer Gewichtsfunktion w, welche strikt von Null weg beschrankt ist, d.h., es existiert
ein positives wy € R, sodass w(-) > wp > 0. Konkret definieren wir diese Gewichtung
folgendermafen.

Definition 4.19. Sei 0 < o < 1 und sei M: Rt — RT so, dass

EM (k) — 0 firk — 0, (4.47a)
k+— kM(k) monoton wachsend ist und (4.47b)
k+— M(k)  monoton fallend ist. (4.47¢)

Fiir k > 0 definiere

a+ gmin{x,M(k)} firx >0,

firx <0. (4.48)

(Z)MJC(I') = {

1+ £ min{—a2,M(k)}
fir x € R.

Lemma 4.20. Die Funktion M: RY — RT erfille die Voraussetzungen von Definiti-
on 4.19. Sei kg > 0. Dann gilt fir alle k < kg

o

w T)>wyi=w —M(ky) = —F+—— >0 fiirallexeR. 4.49

Mk (2) = wo = gk (—M (ko)) T 50 (ko) (4.49)

Beweis. Seien k < ko und z € R beliebig. Aus (4.47b) folgt koM (ko) > kM (k). Fiir z < 0
sehen wir

« « (6

w x) = > >
k() 1+ £ min{—z, M(k)} ~ 1+ £M(k) ~ 1+ 22 M (k)

= Wt ko (—M (ko)) -

Fiir x > 0 gilt

«

k
w z)=a+ -—min{fz, Mk)} >a> —F———
ale) = o+ gmin{a, M} > 0> s

= W1 ko (—M (ko)) -

Die Positivitat von @y, (—M (ko)) folgt aus a > 0. O

In den folgenden zwei Lemmas analysieren wir die durch Einfithren dieser Gewichtung
bedingte Stérung des Systems (4.45).

Lemma 4.21. Die Funktion M: Rt — RY erfiille die Voraussetzungen von Definiti-
on 4.19. Sei Oppy definiert wie in (4.48). Wdihle ko > 0 so, dass koM (ko) < «. Dann
gilt fiir alle k < ko und alle x € [—M (ko), M (ko)]

k
]04 + 5.% — (Z}M7k<x)’ < Ck? , (4.50)

mit der von k unabhingigen Konstante C = M (ko)?/(2a) > 0.
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Beweis. Nach Voraussetzung (4.47a) ist es moglich kg > 0 so zu wihlen, dass koM (ko) < a.
Wir erinnern daran, dass M (ko) < M (k) nach Voraussetzung (4.47c).

Nach der Definition (4.48) von @yz , verschwindet fiir 0 <z < M (ko) < M (k) die Differenz
auf der linken Seite von (4.50) und die Behauptung folgt sofort.

Differenzieren nach x zeigt, dass fiir x € [—M (kg),0) C [-M(k),0) und j € N die Formel

) 270 51
~ () 207K y!
wM’k(:U) - (2a — k)i
gilt. Nach Voraussetzung gilt
kx| kM (ko) < koM (ko) Lo
2« 2ce 2a 2

Nun zeigt eine Taylor-Entwicklung um x = 0 und Auflésen der geometrischen Reihe durch
die Formel > 22, ¢ =1/(1 - q) fiir |¢| < 1, dass

[e.e]

St (1) +k +Z kixd +/~c +k:2x2 > (k;a:)]
w ) =« —X — = —X —_—
Mk 27 £ 2ail 2 da = \2a

L 222 2a (4.51)

k
L A T
RIS R Py -

Mit dieser Identitét (4.51), der Voraussetzung (4.47b), der Wahl von ko, sodass koM (ko) <
a und wegen |z| < M (ko) gilt nun

ko (451) a2 9 2 9 x? 9
—r — = — k< k* < k
ot 5o = Cari(@)] da—2kz" = da—2kM(ko)" = 4o — 2koM (ko)
2 2
< i]ﬁgmk?:c]ﬁ’
2a 2a
mit C' = M (ko)?/(2a). O

Lemma 4.22. Die Funktion M: Rt — RY erfiille die Voraussetzungen von Definiti-
on 4.19. Dann gilt fir die Gewichtsfunktion Oy aus (4.48)

kM (k)

|orrk(z) —al < fir alle x € R. (4.52)

Beweis. Die Abschiitzung folgt direkt aus der Definition (4.48) von @z (-). Fiir « > 0 gilt

- k, . kM (k
|orrk(z) —al = §]m1n{m,M(k)}] < 2( ) :
Fiir x < 0 lautet die Rechnung
~ @ a—a—gmin{—x,M(k)} kM (k)
Ork(z) — af = [ - ‘ = ‘ — <
1+ 5& min {—xz, M(k)} 1+ 5% min {—z, M (k)} 2
Durch die Fallunterscheidung ist die Behauptung gezeigt. O
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Definition 4.23. Im Full m € C™ (Qr) wihlen wir fir M: RT — R die konstante
Abbildung M: k — |[heg(m) - m||peo(q,). Weiter definieren wir zu gegebener Abbildung
M: Rt — RT und gegebenen ko >k > 0 die lokale Gewichtsfunktion

wir k(M) = Ok (Rer (M) - m)) (4.53)
welche nach Lemma 4.20 die Abschdtzung
wark(m) > wo = af(1+ koM (ko)/(2a)) > 0
erfillt.

Satz 4.24. Seim € C* (WT) eine Losung von LLG. Definiere wyr entsprechend Defini-
tion 4.23. Sei t € [0,T]. Dann erfillt

’U(t) = mt(t) + gpm(t)mtt(t) (454)

fir alle ¢ € IC(m)

rk(m(D)o(t), pho + (m(t) x o(t), e)o — 5 (har(e(0), @)

= (her(m(1)), p)o + k*(Ri(1), p)a + k*(Ra(t), p)a + k*(Rs(t), p)a

(4.55)

wobei Ro und Rs beschrinkte Funktionen auf Qr bezeichnen, welche die Abschdtzungen

1
1Rzl z 07) < 5 l[Pest(m) - ||z (g 7]l L () (4.56)
sowie
1
1IR3l L0r) < - lIesr(m) - |7 00 (o | Prmae || L= (2) (4.57)
erfillen.

Beweis. Um die Prasentation kompakt zu halten, verzichten wir im Beweis auf Mitfithren
der Zeitvariable ¢ als Funktionsargument, d.h. wir schreiben zum Beispiel m anstelle von
m(t). Nach Satz 4.18 erfiillt v die Gleichung

k

((a+ 5 (hesm) - m)0, @)a + (m % v, 9)a — 5 (hex(0), @)

- <h’eff(m)7 90>Q + k2<R17 90>Q .

(4.58)

Wir erweitern um die Gewichtsfunktion:

(a+ g(heﬂ(m) m))v = wyp(m)v+ (o + g(heﬁ"(m) -m) — wayk(m))v
2 nram)o + (04 (e (m) - m) — ong s (m)) (g + P,
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Schlieflich erhalten wir

(o + g(heﬁ(m) - m))v = wap(m)v + Ry + KRy, (4.59)
mit
Ry = (0 + & (hag(m) - m) — i (m))m, (4.60)
und
Lk
R; = 5((1 + §(heg(m) -m) — wir k(M) Py, . (4.61)

Die Abschétzungen (4.56)—(4.57) folgen aus Lemma 4.21. Gleichung (4.55) folgt durch
Einsetzen von (4.59) in (4.58). O

Bemerkung 4.25. Wenn wir m € C* (Qr) annehmen, dann ist ||heg(m) - m g0
endlich und wir wihlen M : RY — R konstant wie in Definition 4.23.

(i) Damit folgt aus Lemma 4.21, dass sich die Storung des Systems (4.44) durch die Mo-
difikation (4.46) fiir k — 0 asymptotisch wie O(k?) verhiilt.

(it) Lemma 4.22 impliziert die Konvergenz wyri(-) — « fir k — 0, welche wir spdter in
Kapitel 5.2 im Konvergenzbeweis von Theorem 5.1 bendtigen werden.

(iii) In einem volldiskreten Verfahren wire die entsprechende Wahl von M: RT — RT in
Definition 4.23

M:k—li h M -mP || peeq - 4.62
msup max et (m) -mi L) (4.62)
Selbst wenn dieser Wert endlich ist, ist er a priori nicht bekannt. Eine Strategie diese
Schwierigkeit zu umgehen, wird in Kapitel 5.3 besprochen.

4.3.5. Stabilisierung und CFL-Bedingung

Beim 6-Schema Algorithmus 4.6 mit der Wahl = 1/2 haben wir fiir die Konvergenz des
Outputs die CFL-Bedingung k& = o(h) gefordert, siche Theorem 4.8. Unsere Wahl von
v in (4.30) entspricht der Mittelpunktregel § = 1/2. Kanonisch wiirde man nun diesel-
be CFL-Bedingung k£ = o(h) an die Diskretisierungsparameter k,h > 0 fordern, jedoch
wird in [AKST14] eine Idee vorgestellt, diese Forderung zu vermeiden. Um ein unbedingt
konvergentes Verfahren zu erhalten, fithren wir die Stabilisierung

kCex
2

(V0. V)~ "0 (14 (k) (Yo, Vi) (4.63)

ein. Hier bezeichnet p: Rso — R>( eine Funktion mit p(k) — 0 fiir £ — 0. Diese Modifika-
tion im Steifigkeitsterm fiihrt zu folgender Gleichung.

Satz 4.26. Sei m € C™ (Qr) eine Losung von LLG. Seit € [0,T]. Dann erfillt

w(t) = ma(t) + ng(t)mtt(t) (4.64)
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fir alle p € K(m)
(Wi k(m(t)v(t), o + (Mm(t) x v(t), )
Cewk(l + p(k)){(Vo(t), Vo — ﬁ<7T(U(t)), ®)a

2 (4.65)
= (her(m(1)), ) + k> (R (1), @)a + E*(Ra(t), p)o + k> (R5(t), )0

+kp(k)(VR4(1), Vp)a + k*p(k) (VRs(1), Vio)a + k% (0nRs5 (1), p)on

+

mit den auf Q x [0,T] definierten Funktionen

ma(t) (4.66)

und

Ce:l:
4

Rs(t) := —2 P ymut) . (4.67)

Beweis. Um die Prasentation kompakt zu halten, verzichten wir im Beweis auf Mitfithren
der Zeitvariable ¢ als Funktionsargument, d.h. wir schreiben zum Beispiel m anstelle von
m(t). Nach Satz 4.24 erfiillt v die Gleichung

Eo—
(W (M), )a + (M x v, o — §<heff<v)a P)o (4.68)
== (heff(m)7 (10>Q + k2<R17 (10>Q + k2<R27 (10>Q + k3<R37 (10>Q )
Fiir den dritten Term auf der linken Seite liefert partielle Integration im Ort
— 4.36
(het(v),@)0 2 ~Cox(V0, Vipha + (7(0), @0 + Cox(Onv, @)

4.64
U2 O (V0, Vep)a + (m(v), p)a

k
+ Cex<8'n,mta ‘P>8§2 + §Cex<anpmmtt7 SO>8Q
k
= —Cex(Vv, V) + (7(v),p)a + §CeX<aanmtt, )

= —Cex<V’U, V(p>ﬂ + <7T(’U), QO>Q + 2k<8nR5a 90>8Q (4'69)

Wir erweitern um die Stabilisierungsfunktion p: Ry — R>¢ und erhalten mit R4 und Rj
definiert wie in (4.66)—(4.67)

C;x Vv = C;x(l + p(k)) Vo — C;x,o(k)Vv
64) Cox Cox k
V2 2 (1 () Vo = Z (k)Y (my + 2 P (4.70)
Cex

= (14 (k) Vv = p(k)V Ry — kp(k)V R; .

Wenn wir nun (4.69)—(4.70) in Gleichung (4.68) einsetzen, erhalten wir die Behauptung (4.65).
O
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Bemerkung 4.27. (i) Falls p(k) > 0 zumindest linear in k fdllt, d.h., p(k) = o(k), dann
gilt kp(k) = O(k?) und nach (4.65) ist damit die Storung der Gleichung quadratisch in k.
(ii) Wir haben die Stabilisierung eingefiihrt, um spdter im Konvergenzbeweis von Theo-
rem 5.1 auf eine CFL-Bedingung verzichten zu konnen. In Kapitel 5.3 werden wir bespre-
chen, wie p(-) zu wdhlen ist, sodass unbedingte Konvergenz des Integrators folgt.

4.3.6. Algorithmus

Wir wollen (4.65) umschreiben, sodass die vorkommenden Terme fiir m, v, € H'(Q)
sinnvoll definiert sind. Dazu setzen wir die Definition (2.2) von heg(m) ein und integrieren
partiell im Ort. Dies ergibt

<heff(m)7 90>Q = _Cex<vma V‘P)Q + (W(m)a 90>Q + <.f7 @)Q .

Die Randterme verschwinden aufgrund der Neumann-Randbedingung 0, m = 0 auf 01,
vgl. (2.1b). Setzen wir diese Gleichheit nun in (4.65) ein, erhalten wir die Gleichung

(ware(m(t)v(t), p)a + (m(t) x v(t), p)a

ok (11 k) (V0(0), Vgl — & (m(0(0). )

= —Cex(Vm, V)q + (m(m), p)a + (f,¢)a
+EHRi(t), ) + k*(Ra(1), p)a + k(R (1), )
+kp(k)(VR4(t), Vp)a + K p(k)(VR5(t), Vip)o + k*(OnRs(1), @) aa -

+

(4.71)

Um den in [AKST14] vorgestellten Tangent-Plane-Integrator zu erhalten, diskretisieren
wir IC(m) in Gleichung (4.65) im Ort durch ICp(my,). Die Storungen in der rechten Seite
approximieren wir im Diskreten durch 0 € ICp(my,), d.h. wir wihlen Ryj := Rop, := Rgj =
R4h = R5h = 0.

Algorithmus 4.28 ([AKST14, Algorithmus 2], (Almost) second-order tangent plane sche-
me). Input: M wie in (4.47), p wie in (4.63), N € N, Zeitschrittweite k = T/N > 0,
Approximation m% € M,, des Anfangsdatums mP.

Loop: Firn=0,1,...,N — 1 iteriere die folgenden Schritte (a)-(b):

(a) Finde v} € IC,(m}), sodass fir alle @, € Kp(m})
(Wi k(mp)vp, @p)a + (M X VR, @h)a
Cegk k
o (14 p(k)) (VvV}, V) — o (mh(vh), on)e (4.72)

2
= _Cew<vm27 V‘Ph>9 + <7rh(m2)7 ‘Ph>Q + <fh7 ‘Ph>ﬂ .

_|_

(b) Definiere m}*' € My, durch

n+1 my,(zn) + kvj (zh) )
= . 4.
my " (z) Ml (zn) + kol (2) fiir alle z, € N, (4.73)

Output: Approximationen mj =~ m(nT/N) fir allen =0,...,N.
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Theorem 4.29. Sei wj,: V), — L*(Q) stabil, d.h. es gelte Imn(en)llpz) < C’,,HcthLz(Q)
fiir alle ), € Vi, mit der von h > 0 unabhdingigen Konstante Cr > 0. Weiter sei ky <
2a/(3C) so, dass koM (ko) < a. Dann ist Algorithmus 4.28 fiir alle k < ko wohldefiniert,
d.h. Gleichung (4.72) ist in jedem Schritt eindeutig losbar und der Nenner in (4.73) ist
positiv fir allen =0,1,...,N — 1.

Beweis. Fiir alle m} € M, kann die linke Seite in (4.72) als a(m}; vy, ;) mit der Bili-
nearform

a(mp; Py, @) = <W1\/l,k(mh)¢ha wp)a + (mp X Py, ep)a

4 CollLEP ) Gy, To)a— Fmun). ene

geschrieben werden. Die Bilinearform ist elliptisch auf ICp,(my,), da

Cexk

Crk "
almyin,en) = (w0 = 3= ) lenlaio) + —o IV enla, i alle @, € Kn(my)

und nach Wahl von kg
Crk (4.49) « Crk _ 200 Crky _ 2«

_ Zwv \EE _ > 27 ==
T Ly M)~ T2 T3 T2 3

2c

Die eindeutige Losbarkeit folgt nun aus dem Lemma von Lax—Milgram (Lemma A.1). Der
Nenner in (4.73) ist stets positiv, insbesondere sogar > 1, da v} € Kp(m}) gilt, siehe
Lemma 3.4. Diese Beobachtung schliefit den Beweis. O

Bemerkung 4.30. Dieser Algorithmus ist nicht fiir beliebiges k > 0 wohldefiniert, vgl.
Theorem 4.29. Das ist ein Nachteil im Vergleich zu Algorithmus 4.6, vgl. Theorem 4.7. Die
entscheidende Verbesserung von Algorithmus 4.28 gegentiber dem Standard-Tangent-Plane-
Integrator (Algorithmus 4.6) ist der in k > 0 kubische Konsistenzfehler des Verfahrens, vgl.
Proposition 4.15 bzw. Proposition 4.16. Folglich kann man auf ein zweiter Ordnung in der
Zeit exaktes Verfahren hoffen. Der Preis fiir den verbesserten Konsistenzfehler ist, dass in
der Prazis ein iterativer Loser zum Berechnen der Losung v}l von (4.72) notwendig ist: Die
Gleichung ist zwar linear in v}, jedoch ist das resultierende lineare Gleichungssystem voll
besetzt, da hgy, ein nichtlokaler Operator ist (vgl. Kapitel 2.2.2). In der Prazis verwendet
man deshalb meist eine Fizpunktiteration zur Berechnung von vy . Abhilfe verschafft die
Idee mp(vy,) geeignet durch ein explizites Zweischrittverfahren zu approzimieren. Dieses
Vorgehen analysieren wir in Kapitel 4.4.

4.4. Effizienter Tangent-Plane-Integrator, zweite Ordnung in der
Zeit
4.4.1. Motivation

Betrachte die Gleichung (4.72) zur Berechnung der Unbekannten v} € ICp(m}) in Algorith-
mus 4.28. Wie fiir Finite-Element-Methoden iiblich, schreibt man dieses Finite-Element-
Gleichungssystem als lineares Gleichungssystem Bz = b mit einer Matrix B € R3V*3N
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und rechter Seite b € R?>". Die Unbekannte z € R3" reprisentiert dann den Koeffizienten-
vektor der Unbekannten v} in der verwendeten Basis des Finite-Element-Raums. Die ersten
drei Terme auf der linken Seite von (4.72) entsprechen drei schwach-besetzten Matrizen:
Der erste Term (was x(m})v}, @) entspricht Ma mit einer (gewichteten) Masse-Matrix
M e R*N>3N. Der zweite Term (m} x v}, ;) entspricht Sx mit einer schiefsymme-
trischen Matrix § € R3V*3N: Der dritte Term (Vvi, Ve, )o entspricht Az mit einer
Steifigkeitsmatrix A € R3V*3N_ Im Unterschied zu Algorithmus 4.6 kommt hier jedoch
zusitzlich der von der Unbekannten v} abhingige Term (7, (v}}),¢p)q vor. Falls in der
Simulation das Streufeld hg beriicksichtigt wird, kann dieser Term nicht als Px mit einer
(schwach-besetzten) Matrix P € R3V*3N geschrieben werden (vgl. Kapitel 2.2.2). Folg-
lich verwendet man in der Praxis fiir (4.72) eine Fixpunktiteration zur Berechnung von
vy € Kp(my). Inspiriert von [PRS17] modifizieren wir Algorithmus 4.28 so, dass in dem
zu losenden Finite-Element-Gleichungssystem keine Terme der Art 7p,(v}) vorkommen.
Folglich kann die erhaltene Modifikation von (4.72) in der Praxis direkt gelst werden.

4.4.2. Explizites Zweischrittverfahren fiir Terme niedrigerer Ordnung

Wir wollen die in Kapitel 4.4.1 beschriebenen Nachteile von Algorithmus 4.28 gegeniiber
dem klassischen #-Schema Algorithmus 4.6 vermeiden. Gleichzeitig soll der verbesserte Kon-
sistenzfehler (siehe Proposition 4.16 bzw. Proposition 4.17) erhalten bleiben. Wir modifi-
zieren fiir ¢ € [k,T] in Gleichung (4.71) die linearen Terme niedrigerer Ordnung auf der
linken Seite

k(m(v(t), p)a ~ (w(m(t)), p)a — (w(m(t — k), p)a. (4.74)

Die Storung der daraus resultierenden Gleichung verhélt sich dabei qualitativ nicht schlech-
ter als die Storung von Gleichung (4.71), auf der Algorithmus 4.28 aus [AKST14] beruht.
Diese Erkenntnis fasst der folgende Satz zusammen.

Satz 4.31. Seim € C™ (Qr) eine Losung von LLG. Seit € [k, T]. Dann erfiillt

v(t) == mu(t) + gpm(t)mtt(t) (4.75)
fir alle ¢ € IC(m)

(wark(m(t))v(t), )o + (m(t) x v(t), p)a + Ce;k(l +p(k))(Vo(t), V)

= —Ceal V(). Vil + 5 {m(m(), @) — 5 (x(mlt ~ B). G)a + (F. 900 (470)

+ k2 (Ri(t), p)a + KX (Ra(t), @)a + k> (R3(1), p)a + k*(m(Re), p)a
+kp(k)(VR4(t), Vp)a + k2 p(k)(VR5(1), Vp)a + k*(0nRs5(t), p)on »

wobei Rg ein beschrdinkte Funktion auf Qp bezeichnet, welche die Abschitzung
1
| Rl oo () < §HmttHL°°(QT) (4.77)
erfillt.
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Beweis. Um die Prasentation kompakt zu halten, verzichten wir im Beweis auf Mitfithren
der Zeitvariable ¢ als Funktionsargument, d.h. wir schreiben zum Beispiel m anstelle von
m(t). Zusitzlich schreiben wir m°4 anstelle von m(t — k). Nach Satz 4.26 erfiillt v Glei-
chung (4.65). Durch partielles Integrieren erhalten wir

(orpm)o,@)a + (m x v, @) + 2 (1t (1) (Vo, Vo — & (n(v), @)

= —Cex(Vm, Vo + (7(m), p)a + (f,¢)a (4.78)
+E(Ry, p)a + K (Ra, @) + k*(Rs, @)
+ kp(k)(V Ry, V)a + k2p(k)(VRs, V) + k2 (0, R5, ©)sq ,

vgl. (4.71). Zunéchst gilt mit Taylor
t
m° 4 kmy = m + / (T —t+k)my(r) dr . (4.79)
t—k

In Kombination mit (4.75) erhalten wir

_mod 1 ot , . k
m-—m_ . / (T —t+k)my(r) dr (4.19) my Uy - = Pmmy. (4.80)
k k Ji—k 2
Damit folgt
_ old 1 t k
pomzm 1 / (7 =t + kymu(r) dr +2Pymy (4.81)
k kJik 2

Aus der Linearitdt von 7 und (4.81) folgt

t (1 —t+ k)my(T) dT) + k—Qﬂ'(Pmmtt) . (4.82)

kn(v) = w(m) — w(m°d) + Tl'(/t 5

—k

Wir schéatzen ab

k‘2
= ?HmttHL‘X’(QT)'

/tt (1 — t+ k)ymu(r) dr /tik(f—wk) dr

—k

< lmull ey

Da auch |Ppmy| < |my| gilt, folgt insgesamt die Behauptung durch Einsetzen von (4.82)
in (4.78). O

4.4.3. Algorithmus

Um unseren effizienten Tangent-Plane-Integrator zu erhalten, gehen wir nun gleich vor wie
in Kapitel 4.3.6, den Ausgangspunkt bildet aber Satz 4.31: Wir diskretisieren /KC(m) in
Gleichung (4.76) im Ort durch KCp(my,). Die Storungen in der rechten Seite approximieren
wir im Diskreten durch 0 € ICp(myp,), d.h. wir wihlen Ry, := Rop := Rgp = Ry :=
R5h = R6h = 0.
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Algorithmus 4.32. Input: M wie in (4.47), p wie in (4.63), N € N, Zeitschrittweite
k=T/N >0, Approzimationen m), m; € My, der Anfangsdaten m° und m(k).

Loop: Fiirn=1,2,...,N — 1 iteriere die folgenden Schritte (a)-(b):

(a) Finde v} € IC,(m}), sodass fiir alle @;, € Kp(m})

n n n n Cfiﬂ?k n
(Wi k(my)vy, pp)a + (M X vy, ep)a + 5 (14 p(k))(Vvy, V) (453)
n 3 n 1 n— .
= —Cex(Vmy, Ve, )a + §<7‘h(mh)7 Pp)a — §<7"h(mh Y, ena+ (Fuen)a-

(b) Definiere m)*t € My, durch

fir alle zj, € Np,. (4.84)

n m}(zy) + kvl (z
mh+1(zh) — Z( h) h( h)
h

imj; (zn) + kv, (1))
Output: Approximationen mj =~ m(nT/N) fir allen =0,...,N.

Theorem 4.33. Algorithmus 4.32 ist wohldefiniert, d.h., Gleichung (4.83) ist in jedem
Schritt eindeutig l6sbar und der Nenner in (4.84) ist positiv fir allen =1,2,...,N — 1.

Beweis. Fiir alle m} € M, kann die linke Seite in (4.83) als a(m}; vy, ¢),) mit der Bili-
nearform

Cexk(1+ p(k))

a(mp; Yy, ) = <WM,k(mh)1/’ha ep)a + (mp X Yy, op)a + . B) (Vy,, Vo )a

geschrieben werden. Die Bilinearform ist elliptisch auf ICp,(my,), da

Cexk

a(mp; op, Pp) > WOHSOhHi?(Q) + THV(thiQ(Q) fiir alle ¢, € ICp(1124) -

Die eindeutige Losbarkeit folgt nun aus dem Lemma von Lax—Milgram (Lemma A.1). Der
Nenner in (4.84) ist stets positiv, insbesondere sogar > 1, da v} € Kp(m}) gilt, siehe
Lemma 3.4. Diese Beobachtung schliet den Beweis. O

Algorithmus 4.32 benétigt zwei Anfangsdaten m%, m}L € M, mit mg ~ m° = m(0) und
m} ~ m(k). Diese Einschrinkung ist unpraktikabel. Deshalb wird man in der Praxis von
m% € M, ausgehend eine Approximation m}L € M, an m(k) berechnen. Gleichzeitig
soll der verbesserte Konsistenzfehler, sieche Proposition 4.16 bzw. Proposition 4.17, in je-
dem Zeitschritt erhalten bleiben. Eine Moglichkeit, das zu realisieren, stellt der folgende
Algorithmus dar.

Algorithmus 4.34. Input: M wie in (4.47), p wie in (4.63), N € N, Zeitschrittweite
k=T/N >0, Approzimation m% € M, des Anfangsdatums mP.

Preprocessing: Berechne m,ll € My, wie in Algorithmus 4.28, d.h.:

(a) Finde v\) € IKCp,(mY), sodass fir alle ¢, € IC,(m))

(wWar (M)}, pp)a + (M) X v}, @p)a
Clezk k
(1 + p(k)(Vop, Vep)a — §<7"h(vg), Pn)Q (4.85)
= _Cem<vm27 V‘Ph>Q + <7rh(m2)7 (Ph>Q + <-fh7 Q0h>Q .

_l’_
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4. Tangent-Plane-Integratoren

(b) Definiere m; € My, durch

mj (zn) + kvj (21)
m; (z1) + kvj (21|

mj (zp) = | fir alle zj, € Np,. (4.86)

Loop: Fiirn=1,2,...,N — 1 iteriere die folgenden Schritte (a)-(b):
(a) Finde vy € IKCp(m}), sodass fir alle @, € IC,(m])

(wark(mp)vg, pp)a + (Mmy X vy, @0 + ;w (14 p(k))(Vvp, Vepa (4.87)

= —Cex(Vm},, V) + §<7"h(mh)a Pp)a — §<7"h(mh b, en)a+ (Frena-

(b) Definiere m}™' € My, durch

szrl(zh) — fiir alle z, € Np,. (4.88)

Output: Approzimationen mj ~ m(nT/N) fir allen =0,...,N.

Bemerkung 4.35. (i) Aus Satz 4.33 folgt, dass Algorithmus 4.34 nach dem ersten Zeit-
schritt, d.h. nachdem 7n,1Z berechnet wurde, fir alle k > 0 wohldefiniert ist. Damit der Pre-
processing Schritt wohldefiniert ist, sind wie fiir die Wohldefiniertheit von Algorithmus 4.28
die Voraussetzungen von Satz 4.29 hinreichend.

(11) Satz 4.31 zeigt, dass man fir unseren effizienten Tangent-Plane-Integrator ebenso wie
fiir den Integrator aus [AKST14] (Algorithmus 4.28) formal zweite Ordnung in der Zeit
erwarten kann. Abbildung 4.4 (a) belegt diese Beobachtung.

(iii) Durch die lokale Gewichtung wari(my) des Masse-Terms in Gleichung (4.87) ist es
aus praktischer Sicht im Vergleich zu Algorithmus 4.6 teurer die zugehdrige Masse-Matriz
zu assemblieren. Insbesondere ist die Gewichtung von mj abhingig. Infolgedessen ist die
Masse-Matriz instationdr und muss in jedem Zeitschritt neu assembliert werden. Dass sich
dieser Nachteil unseres effizienten Tangent-Plane-Integrators (sowie des Integrators aus
[AKST14]) im Vergleich zum 0-Schema (Algorithmus 4.6) in der Laufzeit niederschligt,
zeigt Abbildung 4.4(b).

(iv) Der entscheidende Vorteil unseres effizienten Tangent-Plane-Integrators gegeniiber Al-
gorithmus 4.28 aus [AKST14] ist, dass Terme der Form 7y (v}) im Gleichungssystem (4.87)
vermieden werden. Folglich kann nach dem ersten Zeitschritt das Gleichungssystems (4.87)
in jedem Zeitschritt direkt gelost werden. Abbildung 4.4(b) zeigt, dass dieser Unterschied
die Laufzeit deutlich reduziert.

Experiment 4.36. Ziel: Wir wollen die Konvergenzrate (in der Zeitschrittweite k) un-
seres effizienten Tangent-Plane-Integrators (Algorithmus 4.34) untersuchen. Insbesondere
wollen wir belegen, dass die explizite Integration von Termen niedrigerer Ordnung mittels
Adams—Bashforth-artigem Zweischrittverfahren die verbesserte Konvergenzordnung von Al-
gorithmus 4.28 nicht reduziert, wihrend die Laufzeit deutlich verringert wird.

Wir betrachten wir das in [PRS17, Section 6.1] vorgeschlagene, und ebenfalls in [DPP* 17,
Section 7.1] untersuchte Modellproblem.
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Setting: Auf dem Gebiet Q = (0,1) sei die Anfangsbedingung konstant m°® = (1,0,0).
Parameter: Wir simulieren die Ummagnetisierung unter dem konstanten extern angeleg-
ten Feld f = (—2,—1/2,0). Die Simulation soll Einfliisse des Streufelds beriicksichtigen und
Anisotropie vernachlissigen, d.h. Cgni = 0 und w(m) = hg(m). Wir wihlen die Austausch-
Konstante Cey = 1, den Gilbert-Dampfungskoeffizient o« = 1 und simulieren die Dynamik
bis zum Zeitpunkt T = 5.

Diskretisierung: Die Geometrie diskretisieren wir durch eine Triangulierung Tp, mit ma-
zimalem Elementdurchmesser h = 1/8 erzeugt in Netgen [Sch], bestehend aus 3904 Te-
traedern, respektive 898 Knoten. Fir die Zeitdiskretisierung verwenden wir verschiedene
Zeitschrittweiten k = 2¢ - kyef fiir € € {1,2,3,4,5} und kyep=5-107°.

Verfahren: Wir vergleichen die Konvergenzraten und die Laufzeiten von Algorithmus 4.6
(TPS1) mit 6 = 0.5, sowie Algorithmus 4.28 (TPS2) und Algorithmus 4.3/ (TPS2+AB) jeweils
mit den Wahlen M (k) = 1/|klogk| und p(k) = |klogk|. Wir losen die auftretenden linea-
ren Gleichungssysteme wie in Kapitel 6 beschrieben mit einer Genauigkeit von T = 10710,
Referenzlosung: Da keine analytische Lisung bekannt ist, berechnen wir die Referenz-
losung mit der feineren Zeitschrittweite k,op und TPS2. Fiir diesen Integrator wurde die
Konvergenz zweiter Ordnung in [AKST14, Chapter 7.1] numerisch verifiziert. Wir ver-
wenden zur Berechnung der Referenzlosung mpy,,, die kanonischen Wahlen M (kper) =
1/‘kreflog kref’ und p(kre ) = ’kreflog kref’-

Diskussion: In Abbildung 4.4(a) vergleichen wir die Fehler

e [0k, (En) — ok (tn) | 1
fiir die verschiedenen Verfahren und verschiedene k. Unserer Analysis entsprechend, beob-
achten wir fiir unseren effizienten Tangent-Plane-Integrator TPS2+AB ebenso wie fiir TPS2
quadratische Konvergenz gegen die Referenzlosung myy, .. Wie erwartet, fallt der Fehler
fiir das 0-Schema TPS1 nur linear in k.

Abbildung 4.4(b) zeigt die bendtigte Rechenzeit der verschiedenen Verfahren fir die Simu-
lation mit der Zeitschrittweite k = 4 - 1074, Da wir in TPS2+AB Streufeld-Terme nach dem
ersten Zeitschritt mittels Zweischrittverfahren explizit in der Zeit integrieren, vermeiden
wir die fir TPS2 bendtigte Fizpunktiteration (vgl. Bemerkung 4.35(iv)). Abbildung 4.4(b)
zeigt, dass dadurch die Laufzeit im Vergleich zu TPS2 signifikant reduziert wird. Dort ist
ebenfalls zu sehen, dass die Laufzeit von TPS2+AB hdher ist als jene von TPS1. Der Grund
dafiir ist, dass die Masse-Matriz in TPS2+AB ebenso wie in TPS2 nicht stationdr ist, und
deshalb in jedem Zeitschritt neu assembliert werden muss.

Unter Berticksichtigung von beidem, der Laufzeit und der Fxaktheit des Integrators, ist
unser effizienter Tangent-Plane-Integrator die beste Wahl.

ref”

Bemerkung 4.37. (i) Um die Prdsentation der Beweise in Kapitel 5 so lesbar wie mdglich
zu gestalten, fiihren wir die Notation w,(m, ') ein. Damit soll (4.87) auch fir n =0 Sinn
machen:

Im Preprocessing Schritt n = 0 von Algorithmus 4.34 lésen wir Gleichung (4.85) um eine
Approzimation m,ll ~ m(k) zu erhalten. Durch direktes Finsetzen stellt man fest, dass

(4.85) dquivalent zu (4.87) fir n = 0 ist, wenn man w(m; ") = wp(mY) — kwp(v)) in
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(a) Experimentelle Konvergenzrate: Der Fehler  (b) Effizienz: Kumulative Rechenzeit fiir k = 4 -

maXne (1, N} [[Mhke (tn) — Menk(tn) | a1 () 10~
zur Referenzlosung im doppelt-logarith-
mischen Plot.

Abbildung 4.4.: Ergebnisse von Experiment 4.36: Algorithmus 4.6 (TPS1), Algorithmus 4.28
(TPS2) und Algorithmus 4.34 (TPS2+AB) im Vergleich.

(4.87) wdhlt. Da wir im ersten Zeitschritt n = 0 Gleichung (4.85) ldsen, wird die Notation
mp(my 1) = wp(my) — kmy(v)) (4.89)

motiviert. Mit dieser notationellen Konvention — wir merken an, dass m;l im Allgemei-
nen nicht existiert — erfillt der Output von Algorithmus 4.34 Gleichung (4.87) auch fiir
n = 0.

(i) Dementsprechend werden wir auch im Kontinuierlichen die Notation

w(m; ') == w(m}) — km(v}) (4.90)

verwenden.

(111) An einer Stelle im Beweis der Energieabschitzung Theorem 5.1(c) bendtigen wir eine
Abschitzung fir [(m(m} —m}~ 1), vP)q|. Mit Lemma 3.14 und Ausnutzen der Stetigkeit
von 7 werden wir so eine Abschdtzung firn =1,2,..., N erhalten, jedoch nicht fiir n = 0.
In diesem Fall gilt aber mit der Stetigkeit von 7w und der eben eingefithrten Definition (4.90)
von w(m;,Y), die Abschitzung

_ (4.90)
kl(m(my, —my ), vh)al =" K2 |(m(v)), vh)al < Cak?(lvp 72 - (4.91)
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mq

-1,0 -0,5 0 0,5 1,0

Abbildung 4.5.: Magnetisierung zu verschiedenen Zeitpunkten von Experiment 4.36.
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5. Konvergenz

In Kapitel 4 haben wir Tangent-Plane-Integratoren und zugehorige Konvergenzresultate
aus [AJO06], [BKPO0S§], [Alo08], [AKT12], [Gol12] und [AKST14] zitiert. Unser Konvergenz-
resultat fiir den interpolierten Output von Algorithmus 4.34 lautet nun wie folgt.

5.1. Konvergenzresultat

In diesem Kapitel werden wir an einigen Stellen von Folgen zu Teilfolgen iibergehen. Wir
merken es explizit an, wenn wir von einer Folge (fy,)nen die Teilfolge (fy, )ren extrahieren,
jedoch werden wir diese Teilfolge im Allgemeinen wieder mit (fy,)nen anstelle von (fy, )ken
bezeichnen.

Theorem 5.1. (a) Sei (mY)~0 C My, mit
Imi |l gy < Co  uniform fiir h >0, (5.1)

mit einer von h > 0 unabhingigen Konstante Cy > 0. Sei der Approzimationsoperator
. Vi, = L*(Q) stabil im folgenden Sinn: Fiir alle ), € Vj, gelte

I7n(en)llz2i) < Crllenllzoy (5:2)

mit einer von h > 0 unabhdngigen Konstante Cr > 0. Weiter existiere eine von h > 0
unabhdingige Konstante Cy > 0, sodass

Dann ezistieren m € L>(0,T; H (Q))NHY(Qr), v € L*(Qr), und Teilfolgen des interpo-
lierten Outputs mpy, m,,, m,fk, v, von Algorithmus 4.34, definiert durch (3.1a)—~(3.1b),
welche

mp, — m in H (Qr), (5.4a)

mpp — m in L*(Qr), (5.4b)

Ve — U in L*(Qr), (5.4c)

m,,,m} —m in L*(Qr), (5.4d)
Vm,,,Vmj, — Vm in L*(Qr), (5.4e)
Mpk, My, My, = m in L°°(0,T; HY()), (5.4f)
om =v fast diberall in L*(Q7), (5.4g)

lm| =1 fast diberall in L*(Qr), (5.4h)
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erfiillen, wobei alle Konvergenzen in (5.4) fiir dieselbe Teilfolge gelten.
(b) Zusdtzlich seien die Funktionen p(-) und M(-) so gewdhlt, dass p(k) — 0 und
EM (k) — 0 fir h,k — 0. Weiter gelte k = o(p(k)) oder die CFL-Bedingung k = o(h). Sei

m® € HY(Q) mit |/m°| = 1 fast diberall in Q und angenommen, es existieren Teilfolgen,
sodass

m) — m? in HY(Q) fir h — 0, (5.5a)

fnL—f in L*(Q) fiir h — 0, (5.5b)

m(my,), Th(my,) — m(m) in L*(Qr) fir b,k — 0. (5.5¢)

Dann ist die Grenzfunktion m € L>(0,T; HY(Q))NH'(Qr) aus (a) eine schwache Lisung
von LLG im Sinne von Definition 2.2(i)-(iii).

(c) Zusitzdich gelte f € L3(Q) und (5.5a)-(5.5¢) mit starker Konvergenz. Weiter sei
m: L*(Q) — L?(Q) ein stetiger, linearer, selbstadjungierter Operator mit

[ (enllps) < Crllenllre firale ¢, € Vi, (5.6)

mit einer von h > 0 unabhdngigen Konstante Cr > 0. Dann ist die Grenzfunktion m €
L>(0,T; HY(Q)) N HY(Q7) aus (a) eine schwache Lisung von LLG im Sinne von Defini-
tion 2.2(i)—(iv).

5.2. Konvergenzbeweis

Unser Beweis von Theorem 5.1 folgt in vielen Teilen den Ideen aus [AKST14]. Da unser
Algorithmus 4.34 sich jedoch durch die in Kapitel 4.4 eingefiihrten Modifikationen von
Algorithmus 4.28 unterscheidet, kann der Beweis aus [AKST14] nicht direkt iibernommen
werden. Wir unterteilen die Présentation des Konvergenzbeweises in die folgenden Schritte:

e In Kapitel 5.2.1 beweisen wir eine diskrete Energieabschiitzung fiir (mp)2_ . (v7)N .

e In Kapitel 5.2.2 extrahieren wir Teilfolgen des interpolierten Outputs mpx, m;,., v,
von Algorithmus 4.34, welche (schwach) gegen die Grenzfunktionen m € H*'(Qr)
und v € L?(Qr) konvergieren fiir h, k — 0.

e In Kapitel 5.2.3 zeigen wir, dass die Grenzfunktion m unter den zusétzlichen An-
nahmen von Theorem 5.1(b) eine schwache Losung von LLG im Sinne von Definiti-
on 2.2(i)—(iii) ist.

e In Kapitel 5.2.4 zeigen wir, dass unter den zusétzlichen stédrkeren Voraussetzungen
von Theorem 5.1(c) die Grenzfunktion m sogar eine physikalische schwache Losung
von LLG im Sinne von Definition 2.2(i)—(iv) ist.

Wir erinnern daran, dass der Output von Algorithmus 4.34 durch Einfithrung der Notation
wh(mgl) die Gleichung (4.87) auch fiir n = 0 erfiillt, sieche Bemerkung 4.37. Des Weiteren
werden wir in diesem Kapitel die Identitédt mit Z bezeichnen.
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5.2.1. Vorbereitung — Diverse Ungleichungen & diskrete Energieabschdtzung

Zunéchst zeigen wir, dass die diskrete Energie beschréinkt bleibt.

Lemma 5.2. Sei kg < o/(3Cx) so, dass koM (ko) < av. Dann gilt fiir alle k < ko, dass der
Output (m’,;‘)rjyzo, (UZ),]LO von Algorithmus 4.34 fiir alle 1 < j < N die Abschditzung

Jj—1 Jj—
I 251 0y D 0122y + K200k) Y V071220 < C (5.7)
n=0 =

erfillt. Die Konstante C' > 0 héingt nur von T, |}, é'f, CN',T, o, wo, ko, Cez und Co ab.

Beweis. Testen wir (4.87) mit der Losung ¢, = v}, so erhalten wir

k
(wars(mp)vf, vida + (mi, x v, via + == (14 p(k) [V VRl

(5.8)
3 1 - n n
= —Cox(Vmfl, Voo + 5 (my(mf), vh)o — 5 (ma(mi ™), of)o + (f1, oh)o.

Aufgrund der Orthogonalitit (m} x v}, v} )q = 0 (sieche Lemma A.11) lautet die Gleichung
nach Umordnen der Terme und Multiplikation mit dem Faktor 2k

C’exk2HV'vhH + 2Cexk(Vm}, Vuy)q
 okanra{moh o) Conk A (5.9)
+ 3k(mp(mp), vi)a — k(mn(my ), vi)a + 2k(fr, vh)0
fir alle n =0,...,N — 1. Lemma 3.10 zeigt
my + kvy >‘ 2

an—i—l 2 — HVI
7m0 (ot oo

L*(Q)

(3 13)
|Vmf 4+ kR (5.10)
= vaZ”LQ(Q) + 2k(Vmy, Vuy)o + kQHVUhHLg(Q

Kombinieren von (5.9) und (5.10) fithrt auf

5.9)
< Cevamh||L2(Q) 2k<WM,k(mZ)'UZa'UZ>Q - CekuP(k)||VvZ||i2(Q)

+ 3k(mp(mp), vi)a — k(mp(m) =), vi)a + 2k(Fr ). (5.11)

(5.10)
Cox | VM ™32y < Cexl| VM |72y + 20exk(Vmi, Voi)a + Cexk? || Vo [72

Nun miissen wir zwischen den Féllen n = 0 und n > 0 unterscheiden: Fiir n > 0 erhalten wir
mit der Cauchy—Schwarz’schen Ungleichung (Lemma 3.10), Stabilitdt (5.2) von ), sowie
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gleichméBiger Beschrénktheit (5.3) von f,, dass

3k(mp(my), vp)a — k(m h(mZ’l)av2>Q+2k<fh,vZ>Q
< (Bhlmnm) Loy + klimn(mi ) 2y + 261 Falzz) ) 10l 2y
Y ) (5.12)
R (30 kllmp 2 + Crklmi | 22 +2k:cf)||vh||L2

< (4G 4 2C5)k|[v} ] 20y < Crklvhll2(q)

wobei die vorletzte Abschétzung aus Lemma 3.11 folgt. Die Konstante C7 > 0 héngt hier
nur von Cy, || und Cy ab. Einsetzen von (5.12) in (5.11) zeigt fiir n > 0 also

CeX||an+1||L2 ) < CeXHVTnZH%P - 2k<wM,k(m2)UZvUZ>Q (5.13)
— Cexk?p(k )HVvhHLz(Q + Crk[|vill 2o - '
Die Young’sche Ungleichung (Lemma A.13) in der Form
kC?
Crkl|vill2() < kwollvilzeq) + 5~
(4.49)
gemeinsam mit 0 < wo = a/(1 + koM (ko)/(2a)) < warp(-) liefert
Lo PR R 1 n kCl
—2k{war g (mpy) vy, vp)a + Crklvpl L2 ) < _2kw0”UhHL2 o T keollvp 72 @ T g
< —k‘UJoH'UhHLz(Q) +k‘02, (5.14)

mit einer Konstante Cy > 0, welche nur von C; und wy ! abhingt. Einsetzen von (5.14) in
(5.13) zeigt fiir n > 0 schliefSlich

Cex ||V ™72 + kwollvil 72 i) + Cexk?p(k) [V 0h1[72

(5.15)
< cex||th|yL2 4 kCy.

Fiir n = 0 lautet Ungleichung (5.11) aufgrund der Definition (4.89) von my(m; ")

eXHV'rnhHL2 < CeXHVTn'hHL2 2k<wM7k(m2)’v2, v2>§2 - Cexk2p(k)||vv?1”i2(g)
)

+ 2k (7, (my), vh>Q + K (m(v]), vida + 2k(f1,, )0 . (5.16)

Analog zu (5.12) erhalten wir mit wps ,(-) > wo die Abschéitzung

— 2k(war e (M) o], vi)a + 2k(my(m)), vi)a + 2k(f),, vi)a + k> (mh(v)), Vi)

< 2IWOHUh,HL? + 2kCr Q2 [0 2 Q)+2kathHL2 Q)+k20 thHLz
—2kwol|v} || L2 (@) + LRV}l g2y + Crk? (V] 172 0 (5-17)
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Einsetzen von (5.17) in (5.16) zeigt

Cex | VM| 7210y < Cexl VMil[72 ) = Cexk?p (k)| VUR 172 (g

! (5.18)
- QkWOHUhHﬁ(Q) + Clk””%”ﬁ(g) + Cﬂ'kQvaLHQLQ(Q)

Wieder wenden wir die Young’sche Ungleichung (Lemma A.13)

kC?
ClkthHL2 @ = kaH”th () + -

auf Gleichung (5.18) an und erhalten

Cex |V |72 + k(wo — Crk)l[vpl 720 + Cexk®p(k) [ VRl 72

) (5.19)
< CexHthHLQ +k02

Wir erinnern an die Definition wy := a/(1+ koM (ko)/(2cv)), vgl. Definition 4.23. Aufgrund
der Wahl von kg so, dass ko < o/(3Cr) und koM (ko) < a, gilt

~ . (4.49) « ~ 2a 20 a «
- = ——— > — — > — — — = —
wo — Crk - koM(ko) — Crk > 3 Crko 3 3~ 3 >0. (5.20)

Einsetzen von (5.20) in (5.19) zeigt die Abschétzung

[0
Coxl|Vm|320) + 5 HlIVAIT2 ) + Cexh” p(k) [ VORIT ) (5.21)
< Cex||VmMy |72 + kCa.

Nun summieren wir (5.15) fiir n = 1,2,...,j — 1 und addieren (5.21). Auflésen der Tele-
skopsumme fiithrt schliefllich zu

7—1
IV |72 +k2||vh“[,2 +k2p(k) Y IVORlGeq) < C
n=0

mit einer Konstante C' > 0, welche nur von T, |Q], C’f, Cir, v, wp, ko, Cex und Cy abhingt.
Aufgrund der nodalen Projektion (4.88) und mj € M,, gilt auch Hm%HiQ(Q) < |9 fiir alle
7 =0,...,N, siche Lemma 3.11. Diese Beobachtung schliefft den Beweis. ]

Wir wollen das Nebenprodukt (5.11) des vorhergehenden Beweises festhalten, da wir es
spater im Beweis von Theorem 5.1(c) in Kapitel 5.2.4 wieder benotigen werden.

Lemma 5.3. Der Output (mP)N . (v)N_ von Algorithmus 4.3/ erfiillt

n=0-
Ce:chanrlnLQ(Q) < Ce:cuvthL?(Q 2k{wnr i (mp) vy, vp)a — Cewk2p(k)||va||iZ(Q)
+ 3k(mp(my), via — k(mp(m) ), v e + 2k(F), vi)a (5.22)

fir allen=0,1,...N. [l
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5. Konvergenz

Lemma 5.4. Fualls k = o(p(k)) oder die CFL-Bedingung k = o(h) erfillt ist, dann gilt

Beweis. Falls k = o(h), dann verwenden wir eine inverse Ungleichung (Lemma 3.7) und
sehen

k| Vv, | 2 @) < Ckh™? H'vthLz @) 0.

—>0
(5.7)
<C
Gilt hingegen k = o(p(k)), dann gilt
N-1
k| Vo |2 =k k[|VoP2s,0 = kp(k Vv
V05l 0y = K 32 IV © Z 1701
<s.7>
<C
Das schliefit den Beweis. O

5.2.2. Beweis von Theorem 5.1(a) — Extrahieren konvergenter Teilfolgen

Wir beginnen mit (5.4a)—(5.4c): Dividieren der Abschitzung (3.20) in Lemma 3.14 durch
k liefert

n+1
my —my n
R P LA (5.24)
Damit gilt fiir die Zeitableitung
mn+1 mP 2 (5.24) N-1 . (5.7)
|0kl 0, —kZH e S R Wil = € (529)
n=0

Des Weiteren gilt die in h, &k > 0 gleichméBige Beschranktheit

(3.1b) (5.1),(5.7)
< T-. max < (CT.

|’mhkui2(0;T;H1(Q)) > 0s HthHl(Q)
Folglich sind (mp)n k>0 C H'(Q7) und (Vhk)h k>0 C L?(Qr) gleichmiBig beschriinkt in
H'(Qr) respektive L?(Qr).
Nun erhalten wir (5.4a) fiir eine Teilfolge (mp/p )/ k>0 C (Mpk)n k>0 durch Anwenden des
Satzes von Eberlein-Smulian (Satz A.6) sowie (5.4b) durch Anwenden des Einbettungs-
satzes von Rellich (Satz A.5) fiir dieselbe Teilfolge. Von nun an betrachten wir stets den
Output des Algorithmus fiir diese A/, k' > 0, verwenden aber aus Griinden der Lesbarkeit
die Bezeichnungen h, k > 0.
Ebenso erhalten wir (5.49) fiir eine Teilfolge (v}, )n k>0 C (Vy;)n k>0 durch Anwenden
des Satzes von Eberlein-Smulian (Satz A.6). Wieder betrachten wir von nun an nur noch
diese Teilfolge des Outputs, verwenden aber weiterhin die Notation h, k > 0.
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5. Konvergenz

Als Néchstes wollen wir (5.4d) zeigen. Dafiir beobachten wir zunéchst, dass fiir alle n =
0,1,...,N — 1 und alle t € [t,,t,+1) die Abschéitzungen

3.1a),(3.1b) | t -1 t—t t —1
i (t) — ()] T | LT Dt T Tt T
tn+4,_'tn tn+& —tn tn+4,_'tn
m?tt — my
= (t—tn) hTh < k|Oympi ()],
sowie
|mhk(t) . m+ (t)| (3'13)7:(3'1b) tn+1 —t n+l l— tn Z o tn+1 - tn mn+1
hk tn+1 _’tn h tn+& _’tn tn+& _’tn
m?t —mp
= (tpy1 —t)| 2 k: L1 < E|Oem (t)]

gelten. Damit folgt

_ (
mene — Myl L2 < FllOmnkll g2, =0,
(5.25)
Imur — my 2 0p) < klOmnkllp2 — 0,
fiir h,k — 0. Mit (5.4b) folgt nun (5.4d).
Wir zeigen (5.4e): Es gilt in L?(Q7) die in h, k > 0 gleichmiBige Beschrinktheit

N—-1 5.7
vaﬁkui2(QT) = Z k‘HVmZIIZLz(Q) >
n=0

Ebenso gilt die Beschrinktheit in L?(Q7) auch fiir Vi, :

+ 12 - n2 61 &
vathL2(QT) = ZkHthIIL2(Q) < ch =CT.
n=1 n=1

Nun erhalten wir durch zweimaliges sukzessives Anwenden des Satzes von Eberlein—

Smulian (Satz A.6) die Existenz einer Teilfolge (Vmy ) w wso0 C (Vmy )n ko respektive
(VmZ/k/)h’,kbO c (szk)h,lwo, sodass Vm,,,, — g; € LQ(QT)7 sz,k, —9gs € LQ(QT)
in L*(Qr). Wieder verwenden wir h, k > 0 anstelle von i/, &’ > 0. Mit denselben Argumen-
ten wie im Beweis von [BFFT 14, Lemma 3.7] identifizieren wir die Grenzfunktionen g, go:
Wir haben bereits gezeigt, dass nach (5.4b) und (5.4d) fiir diese Teilfolge die Konvergenzen
My, My, my, — m in L*(Qr) gelten. Weiter zeigt (5.4a), dass Vm € L*(Qr). Aus der
Eindeutigkeit von Limiten folgt nun g; = Vm = g, und somit (5.4e).
Wir zeigen (5.4f): Die gleichméifige Beschrénktheit (5.7) von [|mj|| g1 (o) impliziert nach
(3.1a)~(3.1b) die gleichm#Bige Beschrinktheit von myg, m;,,m;, in L°(0,T; H'(Q)).
Sukzessives Anwenden des Satzes von Banach-Alaoglu (Satz A.7) zeigt die Existenz ei-
ner Teilfolge (hy, k¢)een und einer Funktion m € L>(0,T; H'(Q)), sodass

mhéké’mf:gk;g’mZekg - m in LOO(07T7 HI(Q)) :
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5. Konvergenz

Da L>(0,T; H(Q)) ¢ L*(Q7), folgt aus (5.4b) und (5.4d) sowie der Eindeutigkeit von
Limiten, dass m = m und somit (5.4f).

Wir haben nun eine Teilfolge (hy, k¢)ren gefunden, sodass die nach (3.1a)—(3.1b) interpo-
lierten Funktionen (5.4a)—(5.4f) simultan erfiillen. Wir bezeichnen Glieder dieser Folge von
nun an mit A,k > 0 anstelle von hy, ks. Es bleibt zu zeigen, dass die Limiten m,v auch
(5.4g)—(5.4h) erfiillen.

Zunichst zeigen wir die Gleichheit (5.4g): Lemma 3.8 und Lemma 3.15 zeigen

N-1 mn+1 —m?
h
10k — vnkl 1o,y = Z kH : ~h L'(Q)
39 n-‘rl(z )_mn(z )

k; m, h h\=h) — n
Z > 2 vi(zh)
n=0 zRENY

(3.22) N—1 X

SO RR Y Klop(zn)]
n=0 2R €Ny

39

N—
7)
ZuvhuLz <Ck—>0 fiir k — 0.

Nun folgt dym = v fast iiberall in Q7 mit (5.4a) und (5.4c).

Es bleibt (5.4h) zu zeigen, wofiir wir wie in [Rugl6, Beweis von Proposition 4.3.11, Step 3]
vorgehen: Sei (t,x) € Qp beliebig. Sei K € Tj, so gewihlt, dass ¢ € K und z;, € N, (K). Es
gilt |my, (¢, zp)| = 1 und Vm,, (¢) ist konstant in K, da m;, (t) € S'(73)3. Wir rechnen

L= it @)l = [Imz(t 20)] = Imi ¢, @)
< it 20) — M (1)) < hic| Vimi (1) ]

woraus ||1 — |mukll|2(x) < hi[[Vmy, | g2 (k) folgt. Nun folgt

N—
11— mp IBegy = SEY 11— [mf] 2 )

n=0 KT,
~1
Z B il Vmille g < BPIVmg 3, — 0
n=0 KeT,
fiir h,k — 0. Nun folgt (5.4h) aus (5.4b) und der Dreiecksungleichung. O

5.2.3. Beweis von Theorem 5.1(b) — ldentifizieren der Grenzfunktion

Dass m die Nebenbedingung aus Definition 2.2(i) erfiillt, haben wir bereits gezeigt, vegl.
(5.4h). Wir zeigen, dass auch Definition 2.2(iii) gilt: Nach (5.4a) gilt m, — m in H'(Qr).
Da der Spuroperator stetig ist, folgt my(0) — m(0) in HY?(Q), siehe Satz A.8. Nach
Voraussetzung (5.5a) gilt m,(0) = m) — m® in H'(Q). Aufgrund der Eindeutigkeit von
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5. Konvergenz

Limiten und H'(Q) ¢ HY?(Q) schlieBen wir m(0) = m° im Sinne des Spuroperators.
Es bleibt Definition 2.2(ii) zu zeigen: Seien ¢ € C* (Qr) und ¢ € [0,7T] beliebig. Fiir
n=0,1,...,N—1mitt, <t <t,y1 wihlen wir Z,(m} x(t)) € Kp(m}) als Testfunktion
in Gleichung (4.87) und erhalten

(wark(my)vp, T(my, < @(t)))a + (my x vy, Ir(my x ¢(t)))a

Cexk n n
+ (1+ p(k))(Vvi, VI (my x o(t))o (5.26)
= —Cex(Vmj, VI (mjy x @(t)))a + (Fr. Tn(my, x o(1)))o '
3 n n 1 n— n
+ 5 {mn(mp), Tn(mi, x @())a = 5 (mn(my ), In(my, x (1)),
fir n =1,2,..., N — 1 und aufgrund der notationellen Konvention (4.89) auch fiir n = 0,

sieche Bemerkung 4.37. Integrieren von (5.26) von ¢ = t,, bis t = t,,41 und Summieren der
entstehenden Gleichungen fiir n =0,1,..., N — 1 liefert

T T
/0 (wWrk(mp v, Ir(my,, X @) dt—l—/o (mp . xv,  Ip(m,, X @) dt

Cexk
2

T T
= — Cex/ <Vm,:k, Vl'h(m,:k X (,0)>Q dt—i—/ <fhal.h(m}:k X (,0)>Q dt
0 0

+

T
(14 p(0) [ (F075 9Ty x )
(5.27)

3 (7 _ _ 17 _ _
5 | mnlmi). Zutmig < @ at =3 [ (m(mi) Tufmi, < @) .

wobei 7y, (M) gemiB Definition (3.1a) und (4.89) fiir 7y, (m;, ") steht wenn ¢ € [0, k). Lem-
ma A.9 besagt, dass in einem Hilbert-Raum die Folge der Skalarprodukte der Folgenglieder
einer stark und einer schwach konvergenten Folge selbst in R gegen das Skalarprodukt
der Grenzfunktionen konvergiert. Damit folgt aus den Voraussetzungen (5.5b)—(5.5¢) und
(5.4b)—(5.4¢c), dass

T T
/ (my, x v, Ip(m,, X ¢))odt — / (m xv,m x ¢)q dt
0 0

T T
/ (fr,In(m,, x p))q dt — / (f,m x @)q dt (5.28)
0 0

1

T T
3| Gmmis) = mumi) Ty, x @)a de > [ am).m x oo

fiir h, k — 0. Die verbleibenden Terme betrachten wir einzeln. Zunéchst wollen wir

T T
/ (W k(M )v, Ip(my, X @))o dt — a/ (v,m x p)q dt . (5.29)
0 0
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5. Konvergenz

fiir h, k — 0 zeigen: Wir verwenden die Dreiecksungleichung und erhalten
T T
‘/ (wrk(mp v, Ir(my,, X @))o dt —a/ (v,m X P)q dt‘
0 0
< ‘/ (W k(M )V, My X p)a — alv,m X @)o dt‘
0

T
+ ]/ (wrrr(m v, (T — Th) (my, x @))a dt ‘ .
0

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet fiir h, k& — 0 mit Lemma A.9, da einerseits
(4.52) zusammen mit (5.4c) impliziert, dass wyr k(M )v;, — av in L*(Qr) fiir b,k — 0,
und andererseits (5.4b) impliziert, dass m;, x ¢ — m x ¢ in L*(Qr) fiir h,k — 0. Fiir
den zweiten Term auf der rechten Seite verwenden wir die Cauchy—Schwarz’sche Unglei-
chung sowie |wps k(-)] < a+ kM (k) nach Lemma 4.22. Es folgt, dass |wasx(-)| gleichméBig
beschrénkt ist, da kM (k) — 0 fiir h, k — 0 nach Voraussetzung. Damit sehen wir

| [ tornntmin i (2 = Tu)min, x oa dt| S ol | (€ = Znmig < @)l

(5.7

S @ = Zh)(my, < @)l 2y

(3.11)

S hllmgllzo.rm @) llelwze o
(5.7)

Das zeigt (5.29). Als Néchstes wollen wir

Cexk
2

T
(14 p(k)) /0 (Vo VIa(m, x @))a di = 0 (5.30)

fiir h, k — 0 zeigen: Der Faktor Cex(1 + p(k))/2 ist beschriankt, da p(k) — 0 fiir & — 0.
Mit der Dreiecksungleichung folgt nun

Cex(1 + p(k))k

T
. ‘/ (Voy,, VI, (my, x ¢))o dt‘
0

T T
S k(/o (Vo V(myy, x @))a dt | + k:‘/o (Vi V(T = Tp) (g, % 9))a |

(3.11)
S kIVoliczan (HV (M X o)l 2 + Plmyll e 0.5 (@) H‘PHWQ‘X’(QT))
(5.4) (5.2

< kIVon iy 30 fir bk — 0.

Das zeigt (5.30). Es bleibt noch

T T
Cox / (Vi VIn(m, < @))g dt = Cex / (Vm, V(m x o)odt (5.31)
0 0
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fiir h, k — 0 zu zeigen: Wieder schitzen wir mithilfe der Dreiecksungleichung
T T
‘/ (Vo VIh(mo, x o)) dt—/ (Vm. V(m x ) di|
0 0
T T
< ’/0 (Vm,,,V(m,, X p))a dt—/o (Vm,V(m x ¢))q dt’ (5.32)

+| /OT (Vimy V(T ~Ty)(my, < @) d |

ab. Wir untersuchen den ersten Term auf der rechten Seite: Mit (A.11) kann der erste Term
auf der rechten Seite von (5.32) geschrieben werden als

T T
‘/ (Vmy, my, x V) dt—/ (Vm,m x Vg dt|. (5.33)
0 0

Weiter impliziert einerseits (5.4d), dass m;, x Vo — m x Ve in L?(Q7) und andererseits
gilt Vm,, — Vm in L?*(Qr), siehe (5.4e). Damit kénnen wir Lemma A.9 anwenden.

Insgesamt, folgt in Kombination mit (5.33), dass der erste Term auf der rechten Seite von
(5.32) fiir h, k — 0 verschwindet

T T
‘/ (Vm, . V(m,, x¢))a dt—/ (Vm,V(m x ¢))a dt’
0 0
33| [T o T (A.3)
= ’/ (Vm, ,m,, x V)q dt—/ (Vm,m x V)q dt‘ =0 fir h,k—0.
0 0

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (5.32) zeigen die Cauchy—Schwarz’sche
Ungleichung und Lemma 3.9, dass

’/OT (Vi V(T = Tn)(mi, x @) dt|

< lmyell 20,6 @) (T = Zo) (M X 0l 20,750 ()
(3.11) ~ ~

S hllmpllceomm @)l 20,05 @) e llwze @)
7

~

—
ot

Kombinieren von (5.27)—(5.31) zeigt nun
T T

a/ (v,Mm X Y)g dt+/ (m xv,m x @)q dt (5.34)
0 0

T T T
_ —cex/o (Vm, V(m x @) dt+/0 (F,m x o) dt+/0 (m(m), m x @)q dt
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Ausnutzen elementarer Eigenschaften des Kreuzprodukts liefert die Identitéten

(vmxnpg —(m x v, p)q
(m x v,m x @)g 2 —(m x (m x v), )0 '~ ((m - v)m — (m - m)v, @)o = (v, )0

)
)
(Vm, V(m x ¢) >Q“‘” (Vm,m x Vo ‘=) —(m x Vm, Ve)q
)
)

W

<ﬁmX¢Q —(m x f, )

W

(m(m),m x @)g = —(m x w(m), ¢)q.

Wir setzen diese Identitéiten in (5.34) ein. Da die Wahl von ¢ € C* (Q7) beliebig war,
folgt insgesamt, dass m, v die Gleichung

T T
/ <’U, SO>Q dt = Cex/ <m X va V(P>Q dt
0 0

T T T
—/ (m x f,p)a dt—/ (m x w(m),p)q dt—i—a/ (m x v,p)q dt
0 0 0

fiir alle ¢ € C* (Qr) erfiillen. Gemeinsam mit (5.4g) und einem Dichtheitsargument
(C™ () N H'(Qr) liegt dicht in H'()) folgt nun, dass m die schwache Formulie-
rung (2.5) erfiillt. O

5.2.4. Beweis von Theorem 5.1(c) — Energieungleichung der Grenzfunktion

Es bleibt die Energieungleichung 2.2(iv) zu zeigen: Sei 7 € (0,7") beliebig. Wihle j so, dass
T € [tj—1,t;). Nach Definition der Energie (2.3) gilt fiir alle 0 <n < j—1

n n CBX n n
Emith) —&E(m}) = 5 ([[Vm +1HL2 _'H‘7Tnh”i2an)
1 n mn 1 n n
- §<W(mhﬂ) mh+1>Q + §<7"(m2) mp)a — (f,m)T —m})q
(5.22) o Coxk?p(k n
< kostmpyof oy — =PI ooz, o
3k n n k n—1 n n
+?<ﬂ'h<mh)avh>9_ §<7"h(mh ) v+ E(frvp)a
1 n n 1 n n n
) mi o+ (i) mi)a — (. mi - mia
=: RHS.
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Wieder verstehen wir 7r;,(m}~") im Sinne von Bemerkung 4.37 fiir n = 0. Durch Umordnen

der Terme und Ausnutzen der Selbstadjungiertheit von 7 kann die rechte Seite als
Cexk?p(k)

2
= (m(mp), mp™ —mi — kvp)a — (f,my —mj — kvj)a

RHS = —k{wri(mf)of,, v})a - A

n+1 n n+1 n k n n—1 n (535)
- §<W(mh —mp),m" —my)o + §<7"(mh —my ), vp)o
3k k _
+ 5~ m) ), oo — 5 {(mn — m)(mi ), o) + k(fy — £ o)
geschrieben werden. Wir schétzen die Terme folgendermaflen ab: Der zweite Term ist ne-
gativ und wird vernachléssigt. Fiir den dritten Term verwenden wir die Holder’sche Un-

gleichung (Lemma A.2), Voraussetzung (5.6), sowie Lemma 3.13 und sehen

(i), mitt — it — kool < [lm(m)l| g lmitt - mi — kvpl e (5.36)
(5.6),(3.15) ) )
S KImil= @) (1051320 + 195 2@ VRl 2y ) -

Mit analoger Argumentation sehen wir auch

(ot —mf —kopal < Flpsllmyt —mi — kopll e,
(3.15) (5.37)
< R1F e (10812200 + 107 20 IV0R 22y -
Stetigkeit von 7 und Lemma 3.14 zeigen
+1 +1 (8.20) 2 2
[(w(my ™ —my),my™ —mplal S K (vRllg2 ) (5.38)
und
1 (3:20) 2 1
kl(m(my —mp =), vi)al S koo iz vkl ) (5.39)

wobei wir anmerken, dass (5.39) nicht fiir n = 0 gilt. Dort haben wir die Ungleichung

(4.91)
Kl - mi)ooal S R odlEa (5.40)
siche Bemerkung 4.37. Kombinieren der Ungleichungen (5.36)—(5.40) fiihrt nun auf

E(my ™) — E(my) + k{wark(my)vy, vh)a

n n n max{n—1,0
< CkQthHLZ(Q)(thHLZ(Q) + ”VUhHL2(Q) + [lvy, { }HL2(Q)) (5.41)
+ 7<(7fh —m)(mp), vi)a — §<(7"h —m)(my Yoma+ k(L — f.ola,
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firm =0,1,...,7—1. Summieren dieser Ungleichungen fiir n = 0,1,...,j—1 und Auflésen
der Teleskopsumme auf der linken Seite zeigt

E(my (1)) — E(my,.(0)) + /0 ’ (W (M ) v, v )0 dt

tj tj
< Ck?/ ||U;:k”3;2(9) de +Ck/ [Vl L2 VRl 2o dt
] 0 0 , (5.42)

T3 /0 j ((wp —m)(my,), V000 dt_% /0 J ((mp — m)(mpy), vy, )0 dt
+/Dj<fh—f7'”f_zk>9 dt .

Nun wollen wir beginnend mit den Termen auf der rechten Seite den Grenziibergang h, k —
0 durchfiihren: Beschriinktheit von v}, in L*(Qr), siehe (5.7), impliziert Konvergenz des
ersten Terms auf der rechten Seite gegen 0 fiir h,k — 0. Fiir den zweiten Term auf der
rechten Seite verwenden wir (5.7) und die Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung. Dies zeigt

Gy - ~ - G.7),(5.23) .
k . ||vhk;||L2(Q)vathLQ(Q) de S k””hk”LQ(QT)||VvthL2(Q) — 0 fur h,k — 0.

Kombinieren der Cauchy—Schwarz’schen Ungleichung, (5.7) und der Voraussetzung, dass
(5.5b) und (5.5¢) mit starker Konvergenz gelten, zeigt, dass die iibrigen Terme auf der
rechten Seite ebenfalls gegen 0 konvergieren fiir h,k — 0. Betrachten wir nun die Terme
auf der linken Seite: Es gilt £(m)) — £(m(0)), da m) — m(0) in H*(Q) fiir h — 0 nach
Voraussetzung. Weiter gilt, da £(-) und [ - || 12 (o -,z2(q)) Schwach unterhalbstetig sind (vgl.
Lemma A.10), dass fiir alle messbaren I C [0,7],

/I (S(m(f)) + 04||U\|%2(O,T;L2(Q)) dr

. 1/2 —\a— 12
<timinf [ (E0mf(r) + 1o mi v e e O

(5.43)

da wjl\éi(m,;k)v,:k — a'?v in L?(Qr) nach Lemma 4.22 und (5.4c). Insgesamt fiihrt (5.42)

auf

/I (E6m(r)) — £m(0)) + allvlZ2(0, g2y dr <0

Da I C [0,T] eine beliebige messbare Menge war, erhalten wir
Em() + allvla g gy < EmIO))

punktweise fiir fast alle 7 € (0,7). Es gilt v = 9ym, siehe (5.4g). Das schlieBt den Beweis.
O
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5.3. Konvergenzordnung

Zunéchst wollen wir uns iiberlegen, wie die als Input unseres effizienten Tangent-Plane-
Integrators (Algorithmus 4.34) benétigten Funktionen M (-) und p(-) zu wéhlen sind, sodass
wir Konvergenz (beinahe) zweiter Ordnung in der Zeit erhoffen kénnen.

Bemerkung 5.5. Die Gewichtsfunktion wyy () hingt von der Wahl der Funktion M : RT —
R* ab. Falls die Voraussetzungen (4.47) an M: RT — R erfiillt sind, beweist Satz 5.1

Konvergenz gegen eine schwache Liosung der LLG-Gleichung. Jedoch sind unserer Analysis

nach die Voraussetzungen (4.47) nicht hinreichend, sodass wir Konvergenz zweiter Ordnung

in der Zeit erwarten kénnen. Wir wollen uns diberlegen, wie man M: RT — R wdhlen

kann, sodass sowohl die Voraussetzungen (4.47) erfillt sind, als auch Konvergenz zweiter

Ordnung zu erwarten ist.

(i) Eine mdgliche Wahl ist die konstante Funktion M : k — My fiir ein My € R*. In Bemer-

kung 4.25 haben wir uns iiberlegt, dass fiir formale Konvergenz zweiter Ordnung My € R

so grofl gewdhlt werden muss, dass

lim sup max, |hest (M) - My || Lo () < Mo (5.44)
h,k—0 0=n<

Da der Wert auf der linken Seite von (5.44) aber im Allgemeinen unbekannt ist, kommt die
Strategie, eine konstante Funktion zu wdhlen, bestenfalls als Hit-Or-Miss Strategie infrage.
(ii) Falls die linke Seite von (5.44) endlich (aber unbekannt) ist, fordern wir limy_,o M (k) =
00 zusdtzlich zu den Voraussetzungen (4.47). Dann existiert ein ko > 0 so, dass

lim sup max [het (M) - Myl oo () < M (ko) - (5.45)
hk—0 0<n<

Lemma 4.21 zeigt dann, dass wir fir alle k < kg Konvergenz zweiter Ordnung in der Zeit
erwarten kénnen.

(i4i) Mogliche Wahlen fiir solche Funktionen sind zum Beispiel M : k v+ k™ fiir ein X €
(0,1). Die kanonische Wahl fiir die Funktion M : Rt — RT sodass sowohl (4.47) als auch
limg_,o M (k) = oo erfiillt sind, ist M : k> 1/|klog(k)|.

Mit der Analysis aus Kapitel 4 kénnen wir fiir unseren effizienten Tangent-Plane-Integrator
(Algorithmus 4.34) Konvergenz beinahe zweiter Ordnung in der Zeit gegen eine Losung
von LLG erhoffen, wenn wir die Stabilisierung p(-) entsprechend der folgenden Bemer-
kung 5.6(iv) wihlen. Wenn wir die CFL-Bedingung k = o(h) fordern, kénnen wir hingegen
Konvergenz echt zweiter Ordnung in der Zeit erwarten.

Bemerkung 5.6. (i) Nach Bemerkung 4.27(i) erwarten wir formale Konvergenz zweiter
Ordnung in der Zeit nur, falls p(k) = o(k).

(ii) Nur falls k = o(p(k)), konnen wir die Konvergenzaussage von Theorem 5.1 ohne CFL-
Bedingung beweisen (vgl. Lemma 5.4).

(11i) Nach (i)-(ii) ist es nicht moglich, die Stabilisierung p(-) so zu wihlen, dass das Ver-
fahren formal exakt zweiter Ordnung in der Zeit und unbedingt konvergent ist.

(iv) Nun ist die kanonische Wahl p(k) := |klogk|. Diese Wahl fiihrt auf unbedingte Kon-
vergenz und wir erwarten beinahe zweite Ordnung, d.h. kp(k) = O(k*~¢) fiir jedes € > 0.
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5. Konvergenz

Die Konvergenz (beinahe) zweiter Ordnung ist jedoch nicht rigoros bewiesen: Das klassische
Vorgehen um Konvergenz p-ter Ordnung eines Zeitschrittverfahrens rigoros zu beweisen,
basiert im Wesentlichen auf zwei Bestandteilen:

1. Man zeigt, dass der Konsistenzfehler pro Zeitschritt durch O(kP*!) kontrolliert wird.
2. Man leitet eine Rekurrenzrelation her, welche die Fehlerfortpflanzung beschreibt.

Wir haben in Proposition 4.16 gezeigt, dass der Konsistenzfehler pro Zeitschritt (beinahe)
kubisch in k ist. Wir konnen die erhoffte Konvergenz (beinahe) zweiter Ordnung jedoch
nicht rigoros beweisen, wie es beispielsweise in [ThoO6] fiir die Wirmeleitungsgleichung
gemacht wird. Der Grund dafiir ist, dass wir hier — im Gegensatz zum Crank—Nicolson-
Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung — aufgrund der punktweisen Projektion

m(t) + kv(t)

MR = e R (d)

auf S? in jedem Zeitschritt, keine explizite von m(t) und m(t + k) abhiingige Darstellung
von v(t) erhalten. Genau so eine explizite Darstellung wird jedoch im entsprechenden Be-
weis fiir die Warmeleitungsgleichung ausgenutzt, um die bendtigte Rekurrenzrelation zu
zeigen. Da wir keine Rekurrenzrelation fiir unser Verfahren zur Verfiigung haben, kénnen
wir die Beweisstrategie fiir die Konvergenzordnung des Crank—Nicolson-Verfahrens fiir die
Wirmeleitungsgleichung nicht auf unser Zeitschrittverfahren iibertragen.

Diese Problematik betrifft nicht nur unseren effizienten Tangent-Plane-Integrator oder den
Integrator aus [AKST14] und wird auch nicht durch die Modifikation (4.30) von v(t) in-
duziert: Bereits fiir die Tangent-Plane-Integratoren aus [AJ06, BKP08, Alo08], die einen
quadratischen Konsistenzfehler aufweisen, ist Konvergenz erster Ordnung in der Zeit nicht
rigoros bewiesen.

Dennoch liefert der kubische Konsistenzfehler im Vergleich zum quadratischen Konsistenz-
fehler beim 6-Schema (Algorithmus 4.6) das Potential fiir ein Verfahren hoherer Ordnung.
Experiment 4.10 sowie Experiment 4.36 und das Experiment aus [AKST14, Section 7.1]
bestétigen die erhofften Konvergenzraten der verschiedenen Integratoren, und deuten dar-
auf hin, dass die Beweisschwierigkeit lediglich technischer Natur ist.
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6. Implementierung

Um die Ergebnisse unserer Analysis numerisch zu verifizieren, haben wir die in Kapitel 4
vorgestellten Algorithmen implementiert.

6.1. Software

Fiir das Assemblieren der Finite-Element-Matrizen und das Meshing verwenden wir die
C++ Bibliothek Netgen/NGSolve [Sch]. Insbesondere das Python Interface ermoglicht dort
eine intuitive symbolische Definition von Linear- und Bilinearformen.

Zur Berechnung des Streufelds mittels Algorithmus 2.3 verwenden wir Netgen/NGSolve
(fiir den Finite-Element-Teil), sowie die C++ Bibliothek BEM++ [SBAT15] (fiir den Rand-
Element-Teil).

Um diese zwei Softwarepakete aneinander zu koppeln (d.h. Einschrinken von Triangulie-
rungen und Funktionen von Q auf 92), verwenden wir das von Alexander Rieder im Zuge
seiner Dissertation [Riel7] entworfene Python Modul pyngbem.

Zur Visualisierung von Triangulierungen (siehe z.B. Abbildung 6.1) und Magnetisierungen
(siehe z.B. Abbildung 6.2) verwenden wir das Open-Source-Programm ParaView [AGLO5].

6.2. Losen der linearen Gleichungssysteme

Finen grundlegenden Aspekt numerischer Integratoren stellt das Losen linearer Gleichungs-
systeme dar.

Berechnung des Streufelds mit Algorithmus 2.3

Zu gegebenem 1)), € V', verwenden wir Algorithmus 2.3 um hg 5, (1)},) = hs(1p},) zu berech-
nen. Dort ist in jedem Schritt (i)—(iii) ein lineares Gleichungssystem zu l6sen.

Fiir das lineare Gleichungssystem in (i) verwenden wir den CG-Solver mit (Block-) Jacobi
Preconditioner aus NGSolve. Um die L?(99)-Orthogonalprojektion in (ii) zu berechnen,
verwenden wir GMRES aus SciPy [com]| ohne Preconditioner durch das BEM++ Python
Interface. Das Poisson-Problem mit inhomogenen Dirichlet-Daten aus (iii) 16sen wir mit
einem direkten PARDISO-Solver in NGSolve.

Direktes Losen im Tangentialraum

In jedem Zeitschritt n =1,2,..., N — 1 von Algorithmus 4.87 miissen wir ein Gleichungs-
system folgender Form losen: Finde v} € KCp,(m}}) so, dass

a(mp; vy, ¢p,) = F(mj,mj "5 ¢,) fiir alle @), € KCp(mj}). (6.1)
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6. Implementierung

Wir bezeichnen die Anzahl der Knoten unserer Triangulierung 77, mit K := #A\}, und die
kanonische Basis unseres Finite-Element-Raums V', = (S'(73,))? ¢ H'(Q) bestehend aus
Hutfunktionen mit ¢j, ¢37,..., QO?LK eVy.
In der Implementierung assemblieren wir zunéichst das Gleichungssystem (6.1) fiir den
Losungs- und Testraum V', der Dimension 3K, d.h. wir assemblieren die Matrix A €
R3E>X3K ynd den Vektor r € R3¥ welche

Aj, = a(mZ;cplﬁ,cp{L) fir alle j,k € {1,...,3K} und
rE = F(mZ,mZ*1;¢ﬁ) fir alle k € {1,...,3K}

erfiillen. Tatséchlich wollen wir (6.1) aber fiir den Lésungs- und Testraum ICp,(mjp) S Vi,
16sen. Da fiir ¢;, € Kp(m}) die Orthogonalitit mj}(zs) - ¢, (z) = 0 fir alle z, € N},
gilt, lautet dim /Cp,(m}) = 2K und (6.1) definiert effektiv nur 2K Gleichungen fiir v} €
In [Rugl6, Chapter 6.1.2] wird explizit die Konstruktion einer Matrix Q@ € R2K*3K pe-
schrieben, sodass das Losen von (6.1) auf das Losen des 2K x 2K Systems

(QAQT)u = Qr (6.2)

zuriickgefiihrt werden kann. AnschlieBend definiert man X := Q" u € R3KX und erhilt die
Losung von (6.1) durch

3K
n_§ : k _k
Uy = )\(‘Oh
k=1

Die Konstruktion der Matrix Q@ € R2(*3K ist geometrisch motiviert und beruht auf der
Idee, in jedem Knoten z, € Njp, k = 1,..., K, die kanonische Basis {ej,e2,e3} des
R3 mittels einer Rotationsmatrix Ry, in eine Orthonormalbasis {R;el, R;—eg, R;eg} mit
R/ e3 = m}(z;) zu iiberfithren. Die Matrix Q € R?X*3K hat dann Blockstruktur

Q, 0 - 0
0 Q - 0 € R2E 3K
0o . .0
0 -~ 0 Qg

mit Qg = (R;el,R;eg) € R¥2 fiir k = 1,..., K. Insbesondere wird in [Rugl6, Pro-
position 6.1.3] gezeigt, dass das Losen von (6.2) dquivalent zum Loésen von (6.1) ist. In
der Implementierung stellen wir die Matrix Q € R**3K wie in [Rugl6, Section 6.1.2]
beschrieben auf und Losen (6.2) mit GMRES aus SciPy [com| ohne Preconditioner.

Iteratives L6sen im Tangentialraum

Falls eine Simulation Streufeld-Effekte beriicksichtigt, miisste man hs’h(cpfl) fir alle k €
{1,---3K} berechnen, um die Matrix A aus (6.2) zu assemblieren. Des Weiteren wéire
diese Matrix nicht schwach-besetzt, da das Streufeld nichtlokal ist. Insgesamt ist diese
Herangehensweise nicht praktikabel. Stattdessen 16sen wir das Gleichungssystem (4.85) im
Preprocessing-Schritt von Algorithmus 4.34 iterativ.
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6. Implementierung

Algorithmus 6.1. Input: Approzimation m) € My, des Anfangsdatums m° und Tole-
ranz T > 0. Definiere £ := 1 und 172 = 0.

Loop: Iteriere die folgenden Schritte (a)—(b):

(a) Finde n € Kn(mY), sodass fir alle @), € IC,(mY)

CLok
(wWark(m)nh, en)a + (M) x 0%, pn)a + 5 (1+ p(k)) (V. Ver)a

= —Ceal Vil Vb + (ma(mf). 2r)e + (Fr @r)e + & (mall ), nha
(b) Terminiere, falls ||} — nfi;l”Lz(Q) < 7. Sonst, gehe zu (a) und definiere £ := £+ 1.
Output: Approzimation n§ ~ v9.
Bemerkung 6.2. (i) In [DPP' 17, Section 5] zeigen wir mit einem Fizpunktargument,
dass Algorithmus 6.1 nach endlich vielen Schritten terminiert.
(i1) Fiir das Losen im diskreten Tangentialraum in Schritt (a) gehen wir wie im vorherge-
henden Abschnitt beschrieben, vor.
(11i) Analog losen wir bei der Implementierung von Algorithmus 4.28 das Gleichungssys-
tem (4.72) fir v} in jedem Zeitschritt n =0,1,..., N — 1 iterativ.

6.3. Testen der Implementierung — Standardproblem pMAG #4

Da im Allgemeinen fiir LLG keine analytischen Losungen bekannt sind, ist es nicht-trivial
eine Implementierung auf Korrektheit zu iiberpriifen. Um dieser Problematik entgegenzu-
wirken, hat die Micromagnetic Modeling Activity Group (uMAG) des National Institute
of Standards and Technology (NIST) [mmag] in Gaithersburg (Maryland, USA) Standard-
Probleme entwickelt, um Forschern die Méglichkeit zu geben, ihre Algorithmen und Imple-
mentierungen zu testen und zu vergleichen.

Spezifikation

Wir testen unsere Implementierung des effizienten Tangent-Plane-Integrators (Algorith-
mus 4.34) fiir das pMAG Standard-Problem #4. In diesem Problem wird die Umkehrung
der Magnetisierung in einem diinnen Film O mit Materialeigenschaften dhnlich Permalloy
simuliert. Die Abmessungen des Gebiets sind 500nmx 125nmx3nm. Das Problem ist fiir
die Gilbert-Formulierung (mit physikalischen Einheiten)

M = —yoM x Heg + %M x &M in (0,7) x Q,
OnM =0 auf (0,7) x 09,
M(0) = M° auf 0,

mit dem effektiven Feld
2A

Hep:= —mAM +n(M)+F  mit m(M) := H{(M),
KoM g
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6. Implementierung

/ -
Abbildung 6.1.: pMAG #4: Triangulierung 73, von €.

gestellt. Wie in [PRS17, Chapter 6.2] verwenden wir GroBbuchstaben um diese Formulie-
rung von der dimensionslosen Form (2.1) zu unterscheiden. Hier steht pg = 47 - 1077 N/A?
fiir die Permeabilitdt im Vakuum, das skalierte gyromagnetische Verhéltnis betriagt v =
2.211-10°m/(As) und die materialabhéingigen Parameter sind die Magnetisierungslinge
M = 8-10° A/m, die Austausch-Steifigkeitskonstante A = 1.3-107!1 J/m und der vor-
geschlagene Gilbert-Dampfungskoeffizient = 0.02. Die Simulation soll Streufeld-Effekte
beriicksichtigen und Anisotropie vernachlidssigen. Wir gehen wie in [PRS17, Chapter 6.2]
vor, um die Problemstellung auf die dimensionslose Gilbert-Formulierung (2.1) zu skalieren:
Mit dem rdumlichen Skalierungsparameter L = 1 - 10~ und den Konstanten

2A
Cex :

= m sowie Cani =0
S

erfiillt m := M /M, die dimensionslose Form (2.1) von LLG auf dem skalierten Gebiet
Q := (—250,250) x (—62.5,62.5) x (—1.5,1.5). Ebenso wie die Linge der Magnetisierung
wird das externe Feld F' mittels f := F'/M; auf unser dimensionsloses Setting skaliert.

Diskretisierung

Wir diskretisieren die Geometrie durch eine Triangulierung 7; (siehe Abbildung 6.1) mit
maximalem Elementdurchmesser h = 5nm erzeugt in Netgen [Sch]. Die generierte Triangu-
lierung besteht aus 17 127 Tetraedern, respektive 5963 Knoten. Fiir die Zeitdiskretisierung
verwenden wir eine uniforme Schrittweite von k = 0.1 ps. Wir verwenden zur Simulation un-
sere Implementierung von Algorithmus 4.34. Die auftretenden linearen Gleichungssysteme
16sen wir wie in Abschnitt 6.2 beschrieben mit einer Genauigkeit von 7 = 1075,

Anfangsbedingung

Der Anfangszustand mY ist der sogenannte s-state: Wie in der Problemstellung vorgeschla-
gen, generieren wir diesen Zustand durch Anlegen eines langsam abklingenden externen
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Abbildung 6.2.: uMAG #4: Equilibrium s-state m% bei t = 0ps.

Felds F in Richtung (1,1,1). Als Anfangswert dafiir withlen wir m® = (1,0,0) und o« = 1
fiir maximale Dampfung. Die Stérke des angelegten Felds wiahlen wir so, dass zu Beginn
po|F| = 30 - 1073 T. Diese Stiirke liegt in derselben GroBenordnung wie jene des spiiter zur
Umkehrung der Magnetisierung verwendeten Felds. Uber einen Zeitraum von 1ns lassen
wir dieses Feld linear abklingen, sodass dann |F'| = 0 gilt. Wir merken an, dass die Analy-
sis in dieser Arbeit nicht-konstante externe Felder wie dieses linear abklingende Feld nicht
beriicksichtigt — In unserer Arbeit [DPPT17] lassen wir allgemeineres als das spezielle
in (2.2) betrachtete effektive Feld zu. Dort verallgemeinern wir den Algorithmus sowie die
Analysis so, dass unter anderem auch f € C(0,T; L?(2)) abgedeckt wird. Anschliefend
relaxieren wir den erhaltenen Zustand fiir 1ns, d.h. wir simulieren die Entwicklung der
Magnetisierung ohne extern angelegtes Feld. Diese Dauer ist ausreichend, sodass sich ein
stabiler Zustand, der gesuchte s-state m” (Abbildung 6.2), etabliert.

Umkehrung der Magnetisierung

Ausgehend von dem relaxierten s-state m° simulieren wir nun die Umkehrung der Ma-

gnetisierung unter dem angelegten Feld F' = (24.6,4.3,0)u, 110=3 T. Das entspricht einer
Feldstirke, sodass pio| F| =~ 25 - 1073 T. Abbildung 6.3 und Abbildung 6.4 zeigen, dass eine
Dauer von T' = 3ns ausreicht um die Umkehrung zu simulieren. Abbildung 6.5 zeigt die
Magnetisierung zu jenem Zeitpunkt, an dem die durchschnittliche Magnetisierung in -
Richtung verschwindet. In Abbildung 6.6 ist der Endzustand der Magnetisierung zu sehen.

Vergleich mit anderen Integratoren

Zum Vergleich mit anderen Integratoren wird die zeitliche Entwicklung der iiber € gemittel-
ten Werte der z-, y- und z-Komponente der Magnetisierung herangezogen. Wir vergleichen
unser Ergebnis fiir die durchschnittliche Magnetisierung mit jenem des Finite-Differenzen-
Codes 00MMF [DP99], welches auf der uMAG Homepage [mmag] verfiigbar ist. Dort wird ei-
ne uniforme Triangulierung bestehend aus achsenparallelen Wiirfeln der Kantenldnge 1 nm
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-1,0 -0,5 0 0,5 1,0

Abbildung 6.3.: uMAG #4: Magnetisierung zu verschiedenen Zeitpunkten. Ansicht von
oben.

verwendet. Das entspricht 187 500 Wiirfeln, respektive 252 504 Knoten. Die Zeitschrittweite
k < 0.2ps wird dort adaptiv gesteuert. Der auf [mmag] zur Verfiigung gestellte Datensatz
stellt einen Auszug ihrer Simulation dar und zeigt, dass der tatséichlich vom Algorithmus
gewihlte Zeitschritt zwischen 14 fs und 50 fs liegt. Trotz der verschiedenen Losungsansétze
und der deutlich gréberen Diskretisierung, die wir wihlen, zeigt Abbildung 6.7, dass die
Ergebnisse gut iibereinstimmen.
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-1,0 -0,5 0 0.5 1,0

Abbildung 6.4.: uMAG #4: Magnetisierung zu verschiedenen Zeitpunkten. Ansicht von
oben. Fortsetzung von Abbildung 6.3.
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= 136.4 ps; Die z-Komponente der durchschnittlichen Ma-

Abbildung 6.5.: uMAG #4:t

gnetisierung verschwindet.

Die Umkehrung der Magnetisierung ist abgeschlos-

)

Abbildung 6.6.: uMAG #4: ¢t = 3ns;

sem.
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Abbildung 6.7.: uMAG #4: Zeitliche Entwicklung der Durchschnittswerte fiir z-, y- und
z-Komponente der Magnetisierung. Die Simulation mit unserem effizienten
Tangent-Plane-Integrator TPS2+AB zeigt qualitativ dieselbe Dynamik wie

die Simulation des Finite-Differenzen-Codes 00MMF.
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A. Appendix

In diesem Kapitel zitieren wir einerseits allgemein bekannte Resultate aus der Standard-
literatur, andererseits sammeln wir einige Hilfsresultate, welche durch elementare Umfor-
mungen bewiesen werden.

A.l. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Das Lemma von Lax—Milgram formuliert hinreichende Bedingungen an eine Bilinearform
a(-,-) auf dem Hilbert-Raum H, sodass stets eine eindeutige Lésung der Operatorgleichung
a(u,-) = F € H* existiert. Ein Beweis kann in [Alt06, Abschnitt 4.2] gefunden werden.

Lemma A.1 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbert-Raum (iber R) und a(-,-) eine stetige,
koerzive Bilinearform auf H, d.h. es existieren Konstanten L,M > 0, welche nur von
a(-,-) abhingen, sodass

a(u,v) < Llullg||v||lg und alu,uw) > M||ul|?  fir alle u,v € H.
Dann ezistiert fir jedes F' € H* ein eindeutiges u € H, sodass a(u,-) = F € H*. O

Wir benétigen die Holder’sche Ungleichung, welche zum Beispiel in [Alt06, Abschnitt 1.16]
bewiesen wird.

Lemma A.2 (Holder’sche Ungleichung). Sei 1 < p < ¢ < oo mit 1 = 1/p+ 1/q und
f € LP(Q), sowie g € LY(Q). Dann gilt fg € L*(Q) mit
1f 9l < 1f1lLe@)llgll o) - (A.1)
0
Die folgende Interpolationsungleichung folgt aus der Holder’schen Ungleichung.

Lemma A.3 (Interpolationsungleichung). Sei f € LP(Q)NLI(Q) und 1 < g <r < p. Sei
0<6<1so,dass 1/r=(1—0)/p+80/q. Dann gilt

1F 1z @) < Il pnioy 1 £l 2oy - (A.2)

Beweis. Im Fall p = ¢ folgt r = p = ¢ und folglich (A.2) mit Gleichheit. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit sei also ¢ < p. Nun existiert ¢ € [0, 1], sodass sich r als
Konvexkombination r = tp + (1 — t)q darstellen l&sst. In den Féllen § = 0 beziehungsweise
0 = 1 folgt sofort r = p beziehungsweise r = ¢, einer der Exponenten auf der rechten Seite
von (A.2) verschwindet, und es folgt direkt wieder (A.2) mit Gleichheit.

Wir miissen also nur den Fall ¢ < p, sowie 0 < t < 1 betrachten. In diesem Fall gilt
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t = (r —q)/(p — q) und die Behauptung folgt aus der Holder’schen Ungleichung (Lem-
ma A.2) und einer kurzen Rechnung

r tp| £1(1—t)q (A1) tp (1-t)q tp (1-t)q
1flzr ) = A bikdva dz < |If[*ll grreoIlSf] Iva-0@) = IFI eI Fllzaqy -

Nach Voraussetzung gilt 6 := 2=, und damit folgen die Identitéten
(1—9)r:up:tp, sowie 0r:uq: <1—T_q>q: (1—-1t)q.
p—q p—q p—q
Einsetzen in vorige Rechnung liefert
1-6 2]
1£ 15y < IEICo oy 11 Faey -
Potenzieren mit 1/r zeigt nun die Behauptung. O

Der folgende Einbettungssatz von Sobolev wird zum Beispiel in [Alt06, Abschnitt 8.9]
bewiesen.

Satz A.4 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei @ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit OS2 €
COY und 1 < p,q < oo, k,m € Ny mit m > k. Dann ist die Einbettung W™P(Q) —
WHkA(Q) stetig, falls m — n/p > k — n/q. Insbesondere ist fir Q C R* die Einbettung
H'(Q) — L5(Q) stetig. O

Der folgende Einbettungssatz von Rellich wird zum Beispiel in [Alt06, Abschnitt 6.4] be-
wiesen.

Satz A.5 (Rellich). Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit 9 € C%! und m € Ny. Dann
ist die Einbettung H™1(Q) — H™(Q) kompakt. O

Der folgende Satz von Eberlein-Smulian wird in [Yos80, Abschnitt V.5] bewiesen.

Satz A.6 (Eberlein-Smulian). Jede beschrinkte Folge in einem reflexiven Banach-Raum
besitzt eine schwach konvergente Teilfolge. O

Der folgende Satz von Banach—Alaoglu wird in [GD03, Appendix C| bewiesen.

Satz A.7. Sei B ein Banach-Raum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel in B* ab-
geschlossen in der schwach-* Topologie.

Der Spursatz wird zum Beispiel in [Alt06, Abschnitt 6.6] bewiesen.

Satz A.8 (Spursatz). Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 92 € C%L. Dann ezistiert
genau eine stetige lineare Abbildung v: H'(Q) — L?(0Q) mit

yu = ulpq fir alle w € CO(Q) N H(Q).

Dieser Operator v wird als Spuroperator bezeichnet.
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Die folgenden zwei Eigenschaften schwach konvergenter Folgen in Hilbert-Rdumen werden
zum Beispiel in [Alt06, Abschnitt 6.2] bewiesen.

Lemma A.9. Sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt {-,-) . Seien (fn)neN, (gn)nen C
H Folgen mit f, — f € H, sowie g, — g € H fiir n — oo. Dann konvergiert auch das
Skalarprodukt der Folgenglieder

gegen das Skalarprodukt der Grenzfunktionen. O

Lemma A.10. Sei H ein Hilbert-Raum und (f)nen C H eine Folge in H mit f, — f € H
fiir n = o0o. Dann gilt

1l < liminf || follz - (A4)

Wir sagen auch, die || - ||-Norm ist schwach (folgen- )Junterhalbstetig. O

A.2. Sonstiges

Wir sammeln einige elementare Nebenrechnungen in diesem Kapitel, um uns in den Be-
weisen in Kapitel 5.2 und in den Herleitungen in Kapitel 4 auf die entscheidenden Ideen
fokussieren zu kénnen.

Das folgende Lemma wird durch direktes Nachrechnen verifiziert.

Lemma A.11. Seien u,v,w € R3, dann gilt

(uxw) - u=0, (A.5)
u-(vxw)=(uxv) w, (A.6)
uX (vxw)=(u - wv-—(u v)w. (A.7)
Die letzte Formel wird auch Grafiman-Identitit genannt. Ol
Fiir vektorwertige Funktionen f,g: R? — R3 verwenden wir die Notation
fog:: (alegvafog’a?)fXg)a (A8)
sowie f x Vg := —Vg x f. Aus der Produktregel und (A.5) erhilt man die folgenden
Identitéten.
Lemma A.12. Seien f,g: R3 — R3, dann gilt
V(fxg)=Vfxg+fxVg, (A.9)
(Vfxg):Vf=0. (A.10)
Kombinieren der beiden Identitdten liefert
V(fxg):Vf=(fxVg):VFf. (A.11)
0
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A. Appendix

Eine oft verwendete Ungleichung ist die Young’sche Ungleichung.

Lemma A.13 (Young’sche Ungleichnug). Seien a,b € R und 6 > 0 beliebig, dann gilt
b< 9.2 24 Ly, (A.12)
W=35% T o ‘

Beweis. Wir rechnen nach

S apr Lo = ([ [)>o

Addieren von ab auf beiden Seiten der Ungleichung schlieit den Beweis. O

7
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