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Abstract

Demographische Verdnderungen wie steigende Lebenserwartung oder sinkende Ferti-
litdtsrate iiben Druck auf die Pensionssysteme aus und zwingen Regierungen Pensions-
reformen durchzufithren, um den Problemen bei Alterung der Bevilkerung gegenzusteu-
ern. Eine Moglichkeit ist die Erhohung des Pensionsantrittsalters. Diese Arbeit befasst
sich mit unterschiedlichen Modellen des Pensionsantrittsalters und untersucht die Fol-
gen der zuvor erwihnten demographischen Anderungen anhand von drei Modellen: (i)
Ein OLG-Modell von Cipriani (2016); (ii) ein zeitstetiges Modell von Bethencourt und
Perera-Tallo (2014); (iii) ein OLG-Modell von Miyazaki (2014). In (i) und (ii) wird das
Pensionsantrittsalter durch eine Nutzenmaximierung optimal berechnet und die Auswir-
kungen einer steigenden Lebenserwartung sowie einer sinkenden Fertilitédtsrate auf den
pro Kopf Kapitalstock, das Pensionsantrittsalter und die Pensionszahlungen betrachtet.
In (iii) ist das Pensionsantrittsalter exogen geben und es werden die Auswirkungen einer
Erhohung des Pensionsantrittsalters auf den pro Kopf Kapitalstock, den aggregierten
Output und die Pensionszahlungen analysiert. In Rahmen dieser Arbeit wird das Mo-
dell von Cipriani (2016) um eine endogene Fertilitdtsrate erweitert, sowie im Modell
von Miyazaki (2014) die Lebenserwartung eingefiihrt. In (i) und (ii) wird gezeigt, dass
das Pensionsantrittsalter bei steigender Lebenserwartung steigt. In (i) steigt das Pen-
sionsantrittsalter auch bei sinkender Fertilitatsrate, in (ii) sind Auswirkungen auf das
Pensionsantrittsalter, welche sich durch Anderungen der Fertilitétsrate ergeben, nicht
eindeutig. In (iii) wird gezeigt, dass der pro Kopf Kapitalstock mit steigendem Pensi-
onsantrittsalter sinkt, jedoch die Pensionszahlungen steigen. Die Auswirkungen auf den

aggregierten Output sind nicht eindeutig.
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Abstract (english)

Population ageing as caused by increasing life expectancy or decreasing fertility leads
to major challenges for pensions systems. One way to deal with it could be an increase
in the official retirement age. Therefore, the aim of this thesis is to review different
models of retirement age and analyze the effects of demographic changes on key economic
variables. Three different models are considered: (i) an OLG model (Cipriani, 2016);
(ii) a continuous OLG model (Bethencourt and Perera-Tallo, 2014); (iii) an OLG model
(Miyazaki, 2014). In (i) and (ii) the retirement age is endogenously chosen and the effects
of an aging population on the capital stock, retirement age and pension benefits are
investigated. In (iii) the retirement age is given exogenously and the effects of an increase
in the retirement age on the capital stock, aggregate output and pension benefits are
analyzed. Furthermore, the existing models are extended as follows: In (i) an endogenous
fertility rate is considered, in (iii) life expectancy is introduced. In (i) and (ii) an increase
in life expectancy leads to an increase in the retirement age. In (i) a drop in fertility
induces an increasing retirement age, in (ii) the effects of a fertility drop are ambiguous.
In (iii) an increase in the retirement age leads to a fall in the capital stock and an increase

in the pensions benefits. The effects are ambiguous for the aggregate output.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit demographischen Anderungen und deren Auswirkungen auf
das Pensionsantrittsalter. Dazu werden einerseits zwei verschiedene Modelle vorgestellt,
in denen das Penionsantrittsalter optimal berechnet wird und die Effekte einer sinkenden
Fertilitdat bzw. einer steigenden Lebenserwartung auf das Pensionsantrittsalter analysiert
werden. Andererseits wird ein Modell betrachtet, bei dem das Pensionsantrittsalter exo-
gen vorgegeben ist und die Effekte einer Verdnderung des Pensionsantrittsalters auf den
aggregierten OQutput untersucht werden.

Eine alternde Bevoélkerung — also sinkende Fertilitédtsrate und steigende Lebenserwar-
tung — bewirkt, dass der Anteil der dlteren Personen (iiber 65 Jahre) an der Gesamt-
bevolkerung steigt. Dadurch werden die staatlichen Pensionssysteme unter Druck ge-
setzt und miissen reagieren, um das Pensionsbudget weiterhin ausgeglichen zu halten.
Bonenkamp et. al. (2017) zeigen, dass Pensionssysteme einer Reform unterzogen werden
miissen, um den Problemen, die durch eine alternde Bevélkerung zustandekommen, ge-
genzusteuern. Die Pensionssysteme miissen geéndert werden, damit sie langfristig nach-
haltig sind. Dazu konnten einerseits bestehende Systeme angepasst werden, zum Bei-
spiel durch Erhohung des Pesionsantrittsalters oder der Pensionsbeitrage. Andererseits
konnten, wenn nicht schon vorhanden, beitragsorientierte (defined contribution, DC)
Pensionssysteme eingefiihrt werden. Bei einem Wechsel von einem leistungsdefinierten
(defined benefit, DB) Pensionssystem zu einem beitragsdefinierten wird das Risiko einer
steigenden Lebenserwartung eher auf die Pensionistinnen und Pensionisten iibertragen.
Bei einem leistungsdefinierten System werden die Pensionsbeitrige sofort mithilfe einer
Formel in zu erwartende Leistungen umgewandelt. Pensionistinnen und Pensionisten
erhalten also im Voraus festgelegte Pensionszahlungen. Bei einer steigenden Lebenser-
wartung miissen diese in gleicher Hohe jedoch langer ausbezahlt werden. Somit muss

der Staat bei einer steigenden Lebenserwartung die zusétzlichen Kosten iibernehmen.



Im Gegensatz dazu werden bei beitragsdefinierten Systemen die Pensionszahlung nicht
fixiert, sondern ergeben sich aus den fixen Beitrdgen, die wahrend des Arbeitslebens
angehduft und zum Pensionsantritt in eine jéhrliche Pension umgewandelt werden. Ei-
ne hohere Lebenserwartung bedeutet in diesem Fall, dass die verfiigharen Einzahlungen
langer ausbezahlt werden miissen, was die jahrliche Rate senkt. Somit liegt das Risiko
einer steigenden Lebenserwartung in diesem Fall bei den Pensionistinnen und Pensionis-
ten.

Die Europiische Kommission zeigt in ihrem Bericht von Carone et. al. (2016), welche
Reformen die européischen Lénder jeweils durchgefiihrt haben. Oft ist es eine Kombina-
tion aus der parametrischen Verdnderung und dem Wechsel zu neuen Pensionssystemen.
So haben zum Beispiel aufler Luxemburg alle EU Lénder das Pensionsantrittsalter ange-
hoben. Auflerdem wird neben Osterreich beispielsweise in Kroatien, Italien, der Slowa-
kei oder Groflbritannien bis 2060 das Frauenpensionsantrittsalter an jenes der Méanner
angeglichen. Zuséitzlich haben zum Beispiel Schweden, Italien (beide schon seit Ende
der 1990er Jahre), Griechenland, Polen und Lettland auf ein NDC System gewechselt.
Deutschland hat ein spezielles Punktesystem (point system), das einem beitragsdefinier-
ten System ahnlich ist, da wihrend des Erwerbslebens Punkte gesammelt werden, die
dann zu Beginn der Pension in Pensionszahlungen umgewandelt werden. Auch Kroatien,
Zypern, Ruminien und die Slowakei haben dieses Punktesystem eingefiihrt. Osterreich
hat seit 2005 ein leistungsdefiniertes Umlageverfahren (Pay-As-You-Go DB), das sich in
eigenen Pensionskonten darstellt. Weiters wird in dem Bericht erwéhnt, dass die Halfte
der EU Léander Mechanismen eingefiihrt haben, welche die Lebenserwartung beriick-
sichtigen und damit versuchen die Nachhaltigkeit der Pensionssysteme zu gewéhrleis-
ten. Einige Lander verwenden auch zwei Mechanismen in Kombination. Das wéren zum
einen so genannte Ausgleichsmechanismen (automatic balancing mechanisms), welche
die Indexierung der Leistungen oder Beitrige bei DB bzw. DC Systemen gegebenen-
falls anpassen'. Diese Mechanismen werden nur in Schweden, Deutschland und Spanien
verwendet. Zum anderen wiren das so genannte Nachhaltigkeitsfaktoren (sustainability
factors), welche bei Anderungen der Lebenserwartung oder anderen demographischen
Effekten direkt die Hohe der Pensionszahlungen verédndern. Diese Variante wird zum
Beispiel in Italien, Polen, Schweden oder Spanien verwendet. Und zuletzt gibt es noch
die Methode das Pensionsantrittsalter an die Lebenserwartung automatisch anzupassen

(automatic link between retirement age and life expectancy), welche beispielsweise in

Htrei {ibersetzt aus Carone et. al. (2016), Seite 17



Italien, Griechenland, der Slowakei oder den Niederlanden zu finden sind?.

Wie schon erwihnt sind Pensionsreformen wichtig, um den demographischen Anderun-
gen entgegenzuwirken. In den letzten Jahren ist einerseits die Lebenserwartung gestiegen
und andererseits die Fertilitéitsrate gesunken, was in Abbildung 1.1. verdeutlicht wird.

Die Lebenswartung ist von etwa 69 Jahren im Jahr 1960 auf knapp 82 Jahre im Jahr
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Abbildung 1.1.: Verlaut von Lebenserwartung und Fertilitdt der letzten 56 Jahre in
Osterreich. Quelle: Weltbank (2017).

2016 gestiegen. Die Fertilitétsrate ist von etwa 2,7 im Jahr 1960 auf knapp 1,5 im Jahr
2016 gesunken. Bei der Fertilitéitsrate ist weiters zu sehen, dass es wieder einen leich-
ten Aufwirtstrend gibt. Der tiefste Wert lag 2001 bei 1,3. Insgesamt bedeutet das, dass
Menschen ldnger leben, jedoch nicht mehr so viele Kinder geboren werden. Die Bevolke-
rung wird sozusagen élter, der Altersabhéngigkeitsquotient (“old-age dependency ratio”)
steigt. Dieser beschreibt das Verhiltnis der {iber 65 jéhrigen zur Erwerbsbevolkerung,

also

Anzahl der Menschen iiber 65 Jahre
Anzahl der Menschen zwischen 15 und 64 Jahren'

Altersabhéngigkeitsquotient =

2ygl. Carone et. al. (2016), Seite 8-18.



Laut dem Bericht der Européischen Kommission von Carone et. al. (2016) wird erwar-
tet, dass in der EU das Verhaltnis von Erwerbspersonen (zwischen 15 und 64 Jahren)
zu iiber 65 jéhrigen in Zukunft zwei zu eins sein wird, anstatt vier zu eins wie es bisher

war. In Abbildung 1.2. wird dieser Trend eines steigenden Altersabhéngigkeitsquotien-
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Abbildung 1.2.: Prognose des Altersabhingigkeitsquotienten in Osterreich. Quelle: Sta-
tistik Austria (2017). Die Old-Age Dependency Ratio wurde hier als
Verhéltnis der iiber 65 jahrigen zu jenen zwischen 20 und 64 Jahren
definiert.

ten veranschaulicht. In Osterreich kamen 2015 auf eine Person iiber 65 Jahre knapp 3

erwerbstétige Personen, 2050 werden es nur mehr zwei Personen sein.

Die EU Kommission schreibt in einem Bericht von Schwan und Sail (2013), dass eine
Erhohung des Pensionsantrittsalters essentiell ist. Aus diesem Grund werden in dieser
Arbeit verschiedene Modelle vorgestellt, die das Pensionsantrittsalter explizit betrachten
und die Auswirkungen einer alternden Bevolkerung analysieren.

Viele Autoren beschéftigen sich mit dem Thema des Pensionsantrittsalters. So wird in
Fanti (2012) ein Pay-As-You-Go System mit Fertilitdt betrachtet und gezeigt, dass ein
Sinken der Fertilitdatsrate kurzfristig immer positive Auswirkungen auf die Pensionszah-
lungen hat, dass es langfristig jedoch auf die aktuelle Fertilitédtsrate sowie die Kosten

der Kindererziehung ankommt.



Dedry et. al. (2014) betrachten ein Overlapping-Generations (OLG) Modell und unter-
scheiden einerseits zwischen exogenem und endogenem Pensionsantrittsalter und ande-
rerseits zwischen drei verschiedenen Pensionssystemen: leistungsdefiniert, beitragsdefi-
niert und ein Pensionssystem mit konstanter jahrlicher Rate. Sie kommen zu dem Ergeb-
nis, dass die jeweiligen Auswirkungen einer alternden Bevolkerung auf die Kapitalakku-
mulation von der jeweiligen Kombination von Pensionsantrittsalter und Pensionssystem
abhéngen. Sie begriinden ihr Ergebnis damit, dass sich nicht jedes Land gleich verhélt
und es deswegen wichtig ist, fiir ein Land die jeweils beste Losung zu finden.

Prettner und Canning (2014) betrachten ein dezentrales, kontinuierliches Modell, bei
dem das Pensionsantrittsalter durch die Nutzenmaximierung der Individuen optimal
berechnet wird. Die Autoren untersuchen in ihrem Paper die Auswirkungen einer stei-
genden Lebenserwartung auf das optimale Pensionsantrittsalter. Im Allgemeinen sind
diese Effekte nicht eindeutig. Fiir hinreichend hohes Pensionsantrittsalter sind die Aus-
wirkungen jedoch positiv. Die Autoren zeigen, dass dies fiir die G8 Léander erfiillt ist
und kommen demnach zu dem Schluss, dass eine Erh6hung der Lebenserwartung einen
Anstieg des optimalen Pensionsantrittsalters bewirkt.

Fanti und Gori (2010) betrachten in ihrem Paper keine alternde Bevolkerung, nehmen
jedoch an, dass das Pensionsantrittsalter vom Gesundheitsstatus abhéngt bzw. davon,
wie viel der Staat in Gesundheit investiert. Sie kommen zu dem FErgebnis, dass das
Pensionsantrittsalter mit steigenden Gesundheitsausgaben steigt, mit steigenden Pen-
sionsbeitragen und in Folge steigenden Pensionszahlungen sinkt. Je gesiinder man ist,
desto langer kann man arbeiten. Werden die Pensionseinzahlungen erhoht, so kann kiirzer
gearbeitet werden, um trotzdem geniigend Einkommen in der Pension zu Verfiigung zu
haben.

Diese Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: In Kapitel 2 wird das Modell von Cipriani
(2016) vorgestellt. Es wird ein 2-Perioden OLG-Modell mit endogenem Pensionsantritts-
alter betrachtet und gezeigt, dass sowohl eine Erh6hung der Lebenserwartung als auch ein
Sinken der Fertilitdt das optimale Pensionsantrittsalter erhhen. Steigt die Lebenserwar-
tung, so wird die Pensionsdauer verldngert, weshalb Individuen l&nger arbeiten werden,
um in der Pension keine finanziellen Einbuflen zu haben. Sinkt die Fertilitéit, so werden
die Pensionszahlungen von weniger Beitragszahlern finanziert, weshalb diese sinken. Um
weiterhin genug Einkommen in der Pension zur Verfiigung zu haben, werden Individuen
lénger arbeiten. In Kapitel 3 wird das Modell von Bethencourt und Perera-Tallo (2012)

betrachtet. Es handelt sich um ein kontinuierliches Modell, welches mithilfe eines sozia-



len Planers wiederum das optimale Pensionsantrittsalter berechnet und die Auswirkung
einer alternden Bevolkerung betrachtet. Auch hier fiithrt eine Erhchung der Lebenserwar-
tung zu einem Anstieg des Pensionsantrittsalters. Ein Sinken der Fertilitéit hat in diesem
Modell im Allgemeinen keinen eindeutigen Effekt. In Kapitel 4 wird das OLG-Modell
von Miyazaki (2014) betrachtet. Diesmal ist das Pensionsantrittsalter exogen vorgege-
ben und es werden die Auswirkungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters auf den
aggregierten Output betrachtet. Zusétzlich wurde noch die Lebenserwartung modelliert,
um auch die Auswirkungen einer steigenden Lebenserwartung auf den aggregierten Out-
put zu analysieren. Diese Effekte sind nicht eindeutig. In einer realen Okonomie fiihrt
eine Erhohung des Pensionsantrittsalters bzw. der Lebenserwartung fiir plausible Para-
meterwerte fiir Kapitalelastizitéit und Steuer zu einem Steigen des aggregierten Outputs.
In allen Modellen dieser Arbeit wird die Annahme getroffen, dass das Staatsbudget zu
jedem Zeitpunkt ausgeglichen ist. Das heifit, dass bei der Berechnung der Pensionszah-
lungen sowohl die Fertilitat als auch die Lebenserwartung beriicksichtigt werden. Zuletzt

wird in Kapitel 5 eine Zusammenfassung sowie ein Vergleich der Modelle dargestellt.



Kapitel 2

Optimales Pensionsantrittsalter in
einem OLG-Modell

In diesem Abschnitt wird das Modell “Aging, Retirement and Pay-As-You-Go Pensions”
von Cipriani (2016) vorgestellt.

2.1. Modell

Cipriani (2016) verwendet ein Overlapping Generations (OLG-) Modell, um das optimale
Pensionsantrittsalter zu berechnen und die Auswirkungen einer Erhéhung der Lebens-
erwartung oder eines Sinkens der Fertilitdt auf das Pensionsantrittsalter zu berechnen.

Dazu wird das Leben der Individuen in drei Phasen unterteilt:
e Kindheit: Individuen miissen keine 6konomischen Entscheidungen treffen.

e Erwachsenenleben: Individuen arbeiten die ganze Zeit, es wird keine Freizeit an-
genommen. Individuen entscheiden, wie viel vom Lohn sie fiir Konsum ausgeben

und wie viel sie fiir die Pension ansparen.

e Hoheres Alter: Individuen miissen entscheiden wie lange sie noch arbeiten und ab
wann sie in Pension gehen. In der Pension erhalten sie Pensionszahlungen vom

Staat. Sie iiberleben jedoch nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit.

Da in der ersten Phase des Lebens keine 6konomischen Entscheidungen getroffen werden,
modelliert das OLG-Modell nur das Erwachsenenleben (Periode 1) und das hohe Alter
(Periode 2). Die Nutzenfunktion zum Zeitpunkt ¢ lautet:

U=1Inc + pr[lncg i +0In(l — 1)), (2.1)



wobei ¢;+ den Konsum der Individuen in der ersten Periode zum Zeitpunkt ¢ und ¢z ;41
den Konsum der Individuen, die zum Zeitpunkt ¢ + 1 in der zweiten Periode sind, be-
zeichnet. Weiters beschreibt § den Diskontierungsfaktor, also wie viel einem die zweite
Periode wert ist, m die Wahrscheinlichkeit in die zweite Periode zu kommen, welche als
Lebenserwartung interpretiert werden kann, o wie viel einem Freizeit wert ist und [; wel-
cher Anteil der zweiten Periode gearbeitet wird. [; ist in diesem Modell endogen gegeben
und wird durch eine Nutzenmaximierung optimal berechnet.

In der ersten Periode konnen Individuen ihr Nettoeinkommen fiir Konsum oder Erspar-

nis verwenden. Die Budgetrestriktion dieser Periode lautet:
c1p = (L= 7)w — st (2.2)

wobei w; den Lohn, 7 die Einkommenssteuer und s; die Ersparnis eines Individuums
zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Weiters gilt, dass die Ersparnis nicht negativ sein kann, da

sich Individuen nicht verschulden konnen:
>0 <= ¢ <(1—71)wy (2.3)

In der zweiten Periode setzt sich das verfiigbare Kapital aus der Ersparnis der ersten

Riiq
s

Periode, die mit verzinst wird, dem Nettoeinkommen (1 — 7)w;yq fiir den Anteil [,
den man arbeitet, und den Pensionszahlungen P, ; fiir den Anteil (1 — [;), den man in
Pension ist, zusammen. Dieses Kapital wird nur fiir Konsum verwendet. Somit lautet

die Budgetrestriktion dieser Periode:

Ryt

Cotr1 = S+ (1= 1)wply + Py (1 = 1), (2.4)
Zu beachten ist, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit bei der Verzinsung einberechnet
wird. Je geringer die Wahrscheinlichkeit ist, dass man in die zweite Periode kommt, desto
hoher ist der Zinssatz. R;,q beschreibt somit den “risikofreien” Zinssatz.

Driickt man aus Gleichung (2.2) die Ersparnis aus und setzt diese dann in Gleichung
(2.4), so erhélt man die intertemporale Budgetrestriktion:

Ry Ry
Cit+ Copy1 =

(1 —=71)wy + (1 — Twply + Py (1 = 1), (2.5)

In diesem Modell wird angenommen, dass die Bevolkerung mit einer konstanten, exo-



genen Rate n wichst. NV; beschreibt die Anzahl der Individuen im Erwachsenenle-
ben (Periode 1) zum Zeitpunkt ¢. Es gilt somit N; = (1 + n)N;_;. Da jedoch nicht
nur die Individuen der ersten Periode arbeiten sondern auch jene der zweiten Peri-
ode, setzt sich die erwerbstétige Bevolkerung L; zum Zeitpunkt ¢ wie folgt zusammen:
Li=Ny+ Nyl = Nyy(L+n+7l_q).

Auf der Produktionsseite wird eine Cobb-Douglas Produktionsfunktion mit den zwei

Faktoren Kapital K; und Arbeit L; angenommen:
Y, = AKML; ™, (2.6)

wobei A > 0 den technologischen Fortschritt und a € (0,1) die Kapitalelastizitit be-
schreibt. Letztere gibt die prozentuelle Verdnderung des Outputs an, wenn sich der
Inputfaktor Kapital um ein Prozent verdndert. Je hoher « ist, desto wichtiger sind Ma-
schinen bzw. Kapital im Vergleich zu Arbeitskriften. Eine reprisentative Firma mochte
nun zu jedem Zeitpunkt ¢ ihren Gewinn Y; —w;L; — R; K; maximieren. Da ein vollstandi-
ger Wettbewerb angenommen wird, ist der Profit langfristig gleich Null. Die Arbeiter
und das Kapital werden entsprechend ihrer Grenzproduktivitit entlohnt:

oY,

wy = oL, (1 —a)Aky und R,

oy,

= — = aAk*! 2.
aKt « kt ) ( 7)

wobei k; = IL(—: den Kapitalstock pro Arbeitskraft bezeichnet. Der Lohn héngt nur von

der Zeit t ab, alle Individuen bekommen somit den gleichen Lohn.

Der Staat mochte sein Budget zu jedem Zeitpunkt ausgeglichen halten, das heifit, dass
alle Einnahme durch Steuern gleich den Ausgaben durch das PAY G-Pensionssystem sein

miissen. Fiir die Pensionszahlungen P, gilt also

(1 = 1) Pipr = 7w (1 +n + wly)

th+1(1 +n+ 7Tlt)

P pu—
<~ t+1 7T<1 _ lt)

(2.8)

Individuen verhalten sich nun so als ob sie ihren Nutzen maximieren, unter der Annahme,

dass Lohne, Zinssatz und Pension fix gegeben sind. Das Optimierungsproblem lautet



somit?:

max Incyy + fr[lncg g +0In(l — 1) (2.9)
C1,t,C2,t4+1,bt
R R
S.t. i+l C1t + Cot4+1 — i+ (]_ - T)wt — (]. - T)wt+1lt - -F)t—i-l(]- - lt) =0 (210)
cp—w(l—7)<0 (2.11)
L,—1<0 (2.12)
Ciis Copg1, 1 > 0 (2.13)

Um dieses Problem zu l6sen wird die Lagrange-Funktion

L(cit, e 41,0, A) = Iner g+ pr[lncg i + 0 In(1 — 1y)]
Riq

R
—Al :rl ClLt F €241 — (1 —=71)wy — (1 = Twigrly — Pryr(1 —1y)]

— palle — 1] = pafer — (1 — 7)wy]

herangezogen. Die Bedingungen erster Ordnung lauten:

oL

|
<0 : =0 2.14
dery = cLt Jcy 4 (2.14)
oL ! oL |
<0, c : =0 2.15
Derirs B (2.15)
OL ! OL
<0 - = =0 2.16
alt - ! 8lt ( )
OL
- =0 2.17
O\ (2.17)
|
Iy —1<0, p - (I — 1) =0 (2.18)
!
ey —(1=7)w <0, py-(cry—(1—7)) =0 (2.19)
M1, U2 > 0, AeR (220)

c1p und copqq diirfen nicht Null sein, da sonst die Zielfunktion wegen In(cy;) bzw.
In(co441) gleich —oo wiire, also gilt ¢; 4, 2441 > 0. Dann folgt fiir Gleichung (2.14), dass

die Ableitung % mit Gleichheit erfiillt sein muss, % = 0. Selbes gilt fiir Gleichung

(2.15), #ﬁl = 0. Mit gleicher Argumentation kann gesagt werden, dass [; < 1 gelten

muss, da sonst wiederum die Zielfunktion gleich —oo wéare. Somit folgt in Gleichung

3In Cipriani (2016) wird gleich von einer inneren Losung ausgegangen, in dieser Arbeit werden der
Vollstandigheit halber die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen angegeben.
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(2.18), dass 1 = 0 gelten muss. Die Lagrange-Funktion &ndert sich zu

L(ci, cap41, 0, A) = Incry + Br[lnca 1 + 0 In(1 — )]

Riq Riq

-l —CLe T ol — (1 —=7)ws — (1 = T)wigrly — Pp1 (1 = 1p)] — pafer — (1 — 7)wy]

Insgesamt lauten die Bedingungen erster Ordnung daher:

oL 1 Rty !

— e 2.21

Jcip  cig T H2 ( )
oL _ Bm _\& (2.22)

802,t+1 C2t41

oL ) ! 5

oL __fm AM(1T=7)ws = Pra] <0, - | — pro_, A[(L— 7wy — Pra] ) =0 (2.23)

ol 1-1 1-1

oL R R !

O PLere + eaprt =~ = Tywy — (1= wesaly — Prpa(1— 1) = 0 (2.24)

! |
cp— (1 =7w <0,  pg-(crp—(1-7))=0 (2.25)
ti, 2 >0, AeR (2.26)

Es miissen nun alle méglichen Punkte gesucht werden. Dazu werden die Fallunterschei-

dungen gy > 0, o =0, [; > 0 und [; = 0 betrachtet.

o > 0:

Aus Gleichung (2.25) folgt dann sofort, dass ¢1; = (1 — 7)w; und damit s; = 0 gilt. In
Folge wiirde das jedoch bedeuten, dass der Kapitalstock in der néchsten Periode Null
wire, da er sich aus der Ersparnis ergibt, k; 1 = m = 0. Aus Gleichung (2.7) folgt
dann wiederum, dass auch die Lohne gleich Null wéren, w;,; = 0. Insgesamt wiirde es

zu einem degenerierten System fithren, weshalb dieser Fall nicht weiter betrachtet wird.
2 = 0:
Aus Gleichung (2.25) folgt, dass ¢1; < (1 — 7)wy, also s; > 0 gelten muss.

a) l; = 0: Aus Gleichung (2.23) folgt, dass die Ableitung g—ft < 0 nicht mit Gleichheit
erfiillt sein muss.

Driickt man aus Gleichung (2.21) und (2.22) jeweils A aus und setzt diese gleich,
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so folgt:

s
=A
Rt+101,t
= Coty1 = BRt—i-lcl,t (227)
pr_ _
Cot+1 )

Fiir Gleichung (2.24) gilt mit [; =0, P,y = th%(pr") und Gleichung (2.27)

R R 1
et c1t+ BRiyic1y — as (1 —71)w, — {1+ n) =0 ‘ s
T T
< Cl’th_;,_l(l + Wﬁ) = Rt+1(1 — T)U}t + th+1(1 + n)
(1 —7T)wy + 7(1 +n) 3=t
= = firis (2.28)

(1+7p)

Wenn in der zweiten Periode nicht gearbeitet wird, setzt sich der Konsum in der

ersten Periode aus dem verfiigharen Einkommen in der ersten Periode (1 — 7)wy

und den auf heute abdiskondierten Pensionszahlungen 7(1 + n)g—i

wobei der Konsum noch mit m gewichtet ist.

e Je hoher der Lohn w; in der ersten Periode ist, desto hoher ist der Konsum.

zusaminerl,

Individuen steht mehr Einkommen zu Verfiigung, welches sie fiir Konsum

ausgeben konnen.

e Je hoher der Lohn wyq in der zweiten Periode ist, desto hoher sind die Pen-
sionszahlungen, die man bekommen wird, weshalb Individuen in der ersten

Periode nicht so viel sparen miissen und mehr konsumieren koénnen.

e Je hoher der Zinssatz R;yq ist, desto geringer ist der Konsum. Aufgrund des
hoheren Zinssatzes wird das Sparen attraktiver, weshalb Individuen mehr in

Kapital investieren und somit weniger Einkommen fiir den Konsum ausgeben.

e Je hoher die Fertilitdtsrate n ist, desto mehr Menschen zahlen in die Pensi-
onskasse ein, wodurch die Pensionszahlungen steigen. Dadurch muss in der
ersten Periode nicht so viel gespart werden und es kann mehr konsumiert

werden.

e Je hoher f ist, desto wichtiger ist die zweite Periode, weshalb in der ersten
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Periode mehr gespart und weniger konsumiert werden wird.

e Je hoher die Lebenserwartung 7 ist, desto mehr gewinnt die zweite Periode an
Bedeutung, wodurch mehr gespart wird und somit der Konsum in der ersten
Periode sinkt.

e Fine Erhohung der Steuer 7 hat keinen eindeutigen Effekt auf den Konsum in
der ersten Periode, da sich zum einen das verfiigharen Einkommen in der ers-
ten Periode verringert, zum anderen jedoch die Pensionszahlungen erhéhen.
Welcher Effekt iiberwiegt héingt von den jeweiligen Parameterwerten von wy,
Wiy1, Ry und n bzw. dem Vorzeichen von —w; Ryyq + (14+n)w,1 ab. Um auf
diese Bedingung zu kommen wurde der Konsum aus Gleichung (2.28) nach 7

abgeleitet.

Im Weiteren erhilt man die Bedingungen fiir den Fall, dass die Auswirkungen
nicht eindeutig sind, durch Ableiten der jeweiligen Variable nach dem jeweiligen

Parameter.
Fiir die Ersparnis gilt

St = (1 — T)wt — Cl,t

(1—7)mpw, —7(1+ n)%i—i
- " (2.29)

e Je hoher der Lohn in der ersten Periode w; ist, desto hoher ist das verfiighare

Einkommen und desto mehr kann gespart werden.

e Je hoher der Lohn in der zweiten Periode w;,1 bzw. die Fertilitédtsrate n ist,
desto hoher sind die erwarteten Pensionszahlungen, weshalb Individuen in

der ersten Periode weniger sparen miissen.

e Je hoher der Zinssatz R, ist, desto mehr wird gespart werden, da das Sparen

attraktiver wird.

e Je hoher ( ist, desto wichtig ist die zweite Periode, weshalb in der ersten

Periode mehr gespart wird.

e Je hoher die Lebenserwartung m ist, desto mehr wird gespart, da die zweite

Periode an Bedeutung gewinnt.
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e Je hoher die Steuer 7 ist, desto weniger wird gespart werden. Zum einen
verringert sich das verfiigbare Einkommen in der ersten Periode, weshalb
weniger gespart wird um weiterhin konsumieren zu konnen. Zum anderen
werden die Pensionszahlungen erhéht, da durch die hohere Steuer mehr in die

Pensionskasse eingezahlt wird, weshalb Individuen weniger sparen werden.

Zu beachten ist, dass diese Losung nur erreicht wird, wenn s; > 0 gilt, da sonst

Gleichung (2.25) verletzt ist. Dazu muss folgende Bedingung erfiillt sein:

Bl — 71w, — (1 +n)3=t

R
>0 <= 4L >0
"= (1+5) -
— pfl-—1w>7(1+ n)th (2.30)
Riiy

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es in diesem Fall keinen optimalen Punkt,

sondern nur im degenerierten Fall mit s; = 0 und ¢1; = (1 — 7)w,.

Fiir den Kapitalstock pro Arbeitskraft k;,,; = IL(:—E gilt in diesem Fall wegen
Lt+1 = (1 + n)Nt:

s, (1—7)mpw, — (1 + n)gi

14+n) (1+76)(14n)

kt+1 = (

(27) (1 —=7)mB(1 — a)aAk} —7(1+n)(1 — a)kiiq
(1+ 7)1+ n)

Araf(l —a)(1 —1) .
(1+78)1+n)a+7(1+n)(l—a) ki (2.31)

— k=

Fiir den steady state Kapitalstock k* = k; 1 = k; gilt damit:

. Amaf(l —a)(1 —71) e
k= (1+78)(1+n)a+71(1+n)(1—a) (2.32)

b) I; > 0: Dieser Fall beschreibt die innere Losung.
Driickt man aus Gleichung (2.21)-(2.23) jeweils A aus und setzt diese gleich, so
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erhélt man aus den ersten beiden Gleichungen:

Cot1 = C1B R (2.33)

Um auch eine Darstellung von /; als Funktion von ¢; ; zu bekommen, wird zunéachst

P = W in Gleichung (2.23) eingesetzt und diese dann mit Gleichung

(2.21) gleichgesetzt:
I, = (1 = 7)mwipr — 7w (14 n) — BoTRyy1c1y (2.34)

TWt41

Setzt man nun Gleichung (2.33) und (2.34) in Gleichung (2.24) und ersetzt P4

wie zuvor, so erhélt man fiir den optimalen Konsum in der ersten Periode:

Ry Ryt

- (1 —7)w,

cit + BRiy1c1y —

Twee1 (1 +n)

— (1 — T)thlt — — thJrllt =0

T
R
< s cip+ BRiciy + BORic1y =
R TW 14+n TW 14+n
;_—i-l (1 i 7_) + t+17(T ) + (1 - T)U)t+1 o t+1§r )

& Ripcip+BrRipciy + BomRyiciy = R (1 — 7wy + (1 — 7)mwey
Fiir den Konsum folgt somit:

(1—7) [wt + WM}

Riiq

LT (11 0)np)

(2.35)

Analog zum Fall [, = 0 hédngt der optimale Konsum in der ersten Periode posi-
tiv von den Loéhnen w; und w;y; und negativ von dem Zinssatz R;,; und dem

Zeitpréferenzfaktor f ab. Neu sind in diesem Fall folgende Effekte:

e Je hoher die Steuer 7 ist, desto niedriger ist der Konsum, da den Individuen
weniger Einkommen zu Verfiigung steht, welches sie fiir Konsum ausgeben

konnen.

e Je hoher 9, desto niedriger ist der Konsum. Wenn fiir Individuen die Freizeit
bzw. Pension wichtiger wird, dann wollen sie mehr Geld in der zweiten Peri-
ode zu Verfiigung haben und werden in Folge in der ersten Periode weniger

konsumieren und mehr sparen.
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e Eine Erhohung der Lebenserwartung 7 hat nur unter der Annahme, dass die
Ersparnis positiv ist, eindeutige Auswirkungen auf den optimalen Konsum
in der ersten Periode. Es kénnen zwei Effekte unterschieden werden: Zum
einen hat eine Erhohung der Lebenserwartung den direkten Effekt, dass we-
niger in der ersten Periode konsumiert wird, da die zweite Periode an Bedeu-
tung gewinnt. Jedoch gibt es auch den indirekten Effekt, dass sich durch eine
Erh6hung der Wahrscheinlichkeit in die zweite Periode zu gelangen auch das
erwartete Einkommen und somit der Konsum erhéht. Welcher Effekt iiber-
wiegt hidngt vom Vorzeichen von w;, 1 — (1 + )8Ry 11w, ab. Da die Ersparnis
groBer Null sein muss, iiberwiegt der direkte Effekt (siche Gleichung (2.37)).

Eine Erhohung der Lebenserwartung senkt somit den Konsum.

An Gleichung (2.35) ist wieder gut zu sehen, warum die Bedingung ¢;; < (1 —7)w;
wichtig ist. Der Konsum héngt von dem Lohn der zweiten Periode ab. Wenn die
Lohne in der zweiten Periode wesentlich hoher sind als jene in der ersten Periode,
konnte der Konsum héher als das verfiighare Einkommen dieser Periode sein. Dafiir
miissten die Individuen Schulden machen, was in diesem Modell nicht méglich ist.

Fiir die optimale Ersparnis gilt:

se = (1 —7T)wy — c1y

(1= 7)m](1 + 8) By — ]
B (14 (1+6)7B) (2.36)

Die Effekte eine Erhohung von wy, wyi1, Rirq, 7 und 8 sind analog zu jenen im
Fall I; = 0. Neu ist in diesem Fall:

e Je hoher 4, desto hoher ist das Gewicht der Freizeit in der zweiten Periode
und in Folge steigt die Ersparnis, da Individuen mehr Geld in der zweiten

Periode zur Verfiigung haben wollen.

e Eine Erhohung von 7 hat nur unter der Annahme, dass die Ersparnis grofier
Null ist, positive Auswirkungen auf die Ersparnis. Zum einen bewirkt eine
hohere Lebenserwartung, dass Individuen mehr sparen, um in der zweiten
Periode keine finanziellen Einbuflen zu haben. Zum anderen wird durch ei-
ne hohere Lebenserwartung das erwarteten Einkommen der zweiten Periode
erhoht, weshalb Individuen in der ersten Periode nicht mehr so viel sparen

miissen. Welcher der beiden Effekte iiberwiegt hangt von (1+0)5 Ry 1w — w1
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ab. Wie auch schon beim Konsum in der ersten Periode gilt fiir positive Fr-
sparnis (14-9) 5 R 1w; > wyyq. Eine Erhéhung der Lebenserwartung hat somit

positive Auswirkungen auf die Ersparnis.

Zu beachten ist, dass auch hier wieder s; > 0 gelten muss. Dazu muss folgende

Bedingung erfiillt sein:

1 —7)r[(1 4 9)Bw, — 2L
W50 s ( )ml( ) By R”l]zo

(I+(1+9)7mP)

= (140)Buw, > =t (2.37)
Riyq
Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es in diesem Fall keinen optimalen Punkt,
sondern nur im degenerierten Fall mit s; = 0 und ¢1; = (1 — 7)w,.

Fiir den optimalen Anteil [;, der in der zweiten Periode gearbeitet wird, gilt:

(1 —7)mwi1 — 7w (1 +n) — BoTRey1c1 ¢
TWt41

I =

(1 = 7)mwipr — Twipa (1 4+ n) — Bom Rm(l(_lzzq(lit:;)lw_g))mm

TWt+1

_ (= n)a( f mhywp —7(1+ )1+ (4 OmBlwrs = fin(1 — ) Rigrwn -, gy
m(1+ (1 4+ 0)7f)wisq .

Man konnte [; auch als das optimale Pensionsantrittsalter ansehen, welches wie

folgt interpretiert werden kann:

e Je hoher der Lohn w; in der ersten Periode ist, desto geringer ist das Pen-
sionsantrittsalter. Individuen kénnen durch den hoheren Lohn in Periode 1
mehr sparen und miissen somit in Periode 2 nicht mehr so lange arbeiten, um

genug Geld fiir diese Periode zur Verfiigung zu haben.

e Je hoher der Lohn w1 in der zweiten Periode ist, desto hoher ist das Pensi-

onsantrittsalter, da das Arbeiten in der zweiten Periode attraktiver wird.

e Je hoher der Zinssatz R;.; ist, desto niedriger ist das Pensionsantrittsalter.
Durch den hohen Zinssatz wird in der ersten Periode mehr gespart, weshalb
Individuen in der zweiten Periode mehr Geld zu Verfiigung haben und somit

nicht zusatzlich noch mehr Einkommen benotigt wird, weshalb in der zweiten
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Periode nicht so lange gearbeitet werden muss.

e Je hoher die Fertilitidtsrate n ist, desto niedriger ist das Penionsantrittsalter,
da mehr Individuen in die Pensionskasse einzahlen und sich die Pensionszah-
lungen somit erhohen. Dadurch erhoht sich das Einkommen in der zweiten

Periode, weshalb weniger lange gearbeitet wird.

e Je hoher ¢ ist, desto wichtiger ist einem die Pension und desto geringer ist

das Pensionsantrittsalter.

e Eine Erhohung von 7 hat zwei entgegengesetzte Effekte: einerseits haben
Individuen durch eine Erhchnug der Steuer selber weniger Einkommen zu
Verfiigung, weshalb sie ldnger arbeiten miissen, um den Konsum zu finan-
zieren. Andererseits erhalten Individuen dadurch héhere Pensionszahlungen,
weshalb weniger lange gearbeitet werden muss. Welcher der beiden Effekte
tiberwiegt, hiangt von —w; 1 [m(1+78) + (1+n)(1+ (1 +0)7B)] + BOT R p1w;
ab.

e Eine Erhohung von 3 hat negative Auswirkungen auf das optimale Pensions-
antrittsalter. Die zweite Periode gewinnt an Bedeutung, weshalb Individuen
in der ersten Periode mehr sparen werden, um nicht in der zweiten Periode

langer arbeiten zu miissen.

e Eine Erhchung der Lebenserwartung = hat im Allgemeinen keine eindeutigen
Auswirkungen auf das optimale Pensionsantrittsalter. Die zweite Periode ge-
winnt wieder an Bedeutung. Je nachdem wie die Lohne ausfallen, wird man
entweder weniger arbeiten, da in der ersten Periode genug angespart wer-
den konnte, oder man wird lénger arbeiten, da der hohe Lohn der zweiten
Periode einen Anreiz dafiir schafft. Fiir den Fall, dass die Ersparnis positiv
ist (siehe Gleichung (2.37)), tiberwiegt der zweite Effekt. Eine Erhéhung der

Lebenserwartung erhoht das optimale Pensionsantrittsalter.

Um tatsédchlich eine innere Losung zu erhalten, muss [; > 0 gelten. Dazu muss
folgende Bedingung erfiillt sein:

(I —m)r(l+ 7B)wepr —7(1 +n)(1 + (1 + §)mB)wegr — Bom(1l — 7) Ry wy
7(1+ (14 8)mB)wet

>0

& (A=7)r(+mB)wir =2 7(1+n)(1+ (14 6)7B)wipr + Bm(1 — 7) Ry rwy
(2.39)
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Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es keinen optimalen Punkt mit / > 0 und

Mo = 0.
Fiir den Kapitalstock pro Arbeiter k; 1 = [L(:Ll gilt wegen Ly = Ni(1+n + 7ly)
somit
N,
hppy = 2 ot (2.40)

Lt+1 (1 +n+ 7Tlt)

Werden nun s; und l; durch die Terme in Gleichung (2.36) bzw. (2.38) ersetzt, so

folgt nach einigen Umformungsschritten:

ArafB(l —a+9)
a(l+n)+apr?+r[l+af(l+n)(1+0)]

kt-}—l - k? (241)

Fiir den steady state Kapitalstock pro Arbeiter k* = k; 1 = k; gilt also:

1

. Araf(l —a+9) o
b= a(l+n) + afr? + 7l +aB(1+n)(1+9)] (242)

Mit einigen Umformungsschritten folgt dann fiir den optimalen Anteil [*, den man
in der zweiten Periode arbeitet?:

. (I=7)(1+nB) 7(1+n) (1—7‘)5[a(1+n)+aﬁ772+7r[1—|—a5(1+n)(1—|—5)]]

T (1+(1+6)mp) ™ 71+ (1 +0)7nB)(1 —a+9)
(2.43)

2.2. Erh6hung der Lebenserwartung

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen einer Erhéhung der Lebenserwartung auf
den Kapitalstock k*, das optimale Pensionsantrittsalter {* sowie auf die Pensionszahlun-
gen P* analysiert. Dazu wird die jeweilige Ableitung betrachtet. Diese stellt die jeweilige
Verdnderungen dar, wenn sich die Lebenserwartung um eine marginale Einheit erhoht.
Eine Erhohung der Lebenserwartung hat einen positiven Effekt auf den Kapitalstock:

Ok*
or

> 0. (2.44)

Je langer man lebt, desto mehr Bedeutung gewinnt die zweite Periode, weshalb in der
ersten Periode mehr gespart wird, was wiederum den Kapitalstock erhoht.

4Wie mit dem Autor kommuniziert wurde, sind in Cipriani (2016) sind Tippfehler fiir I, und I*.
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Auch das optimale Pensionsantrittsalter wird positiv durch eine Erhéhung der Lebens-
erwartung beeinflusst:

olr*
or

>0 (2.45)

Da sich die Wahrscheinlichkeit erhoht, in die zweite Periode zu kommen, gewinnt diese

wieder an Bedeutung. Durch die ldngere Lebensdauer wird mehr gearbeitet, um sich

weiterhin in der Pension alles leisten zu kénnen.

T(lfa)A(l(Jr"Jr;rl*)(k*)a betrachtet, so hat
m(1-1* )

eine Erhohung der Lebenserwartung im Allgemeinen keinen eindeutigen Effekt auf die

Werden zuletzt noch die Pensionszahlungen P* =

Pensionszahlungen. Es gibt zwei direkte Effekte: einerseits bewirkt eine Erhchung der Le-
benserwartung, dass die Pensionszahlungen ldnger ausgezahlt werden miissen, wodurch
diese sinken. Andererseits wird mehr in die Pensionskasse eingezahlt, da die Wahrschein-
lichkeit steigt, dass Individuen in der zweiten Periode arbeiten. Dies bewirkt, dass die
Pensionszahlungen steigen. Es gibt zusétzlich auch zwei indirekte positive Effekte: zum
einen bewirkt eine Erhohung der Lebenserwartung, wie zuvor gesehen, eine Erhohung
des Kapitalstocks, da Individuen in der ersten Periode mehr sparen. Ein hoherer Kapi-
talstock erhcht den Output. Dieser wiederum erhéht den Lohn und in Folge auch die
Pensionszahlungen. Zum anderen fithrt eine Erhohung der Lebenserwartung zu einem
hoheren optimalen Pensionsantrittsalters, welches, wie zuvor gesehen, die Pensionszah-

lungen erhoht. Welcher Effekt iiberwiegt hdngt auch hier von der Parameterwahl ab.

Nun werden diese Ergebnisse in Abbildung 2.1. veranschaulicht. Der Anteil [*, der in der
zweiten Periode gearbeitet wird, der Kapitalstock pro Arbeiter k* sowie die Pensionszah-
lungen P* werden als Funktion der Lebenserwartung = dargestellt, um die Auswirkungen
einer steigenden Lebenserwartung zu analysieren. In Tabelle 2.1 sind die Parameterwerte
der nachfolgenden Grafiken aufgelistet.

In Grafik (a) ist sehr schon zu sehen, dass es bis ca. 7 = 0.55 optimal ist, in der zwei-
ten Periode nicht zu arbeiten. Aufgrund der geringen Uberlebenswahrscheinlichkeit ist
der Altersabhéngigkeitsquotient klein, d.h. auf einen Pensionisten kommen mehrere Bei-
tragszahler, was die Pension sehr hoch macht und Individuen deswegen, falls sie in die
zweite Periode kommen, nicht arbeiten miissen. Auch beim Kapitalstock ist gut zu sehen,
dass bei m = 0.55 der Wechsel von nicht Arbeiten in der zweiten Periode zu Arbeiten
in der zweiten Periode stattfindet. Sowohl fiir den Fall [* = 0 als auch fiir [* > 0 steigt
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Parameter Wert Anmerkung

0.01  Fertilitatsrate
0.9 Uberlebenswahrscheinlichkeit

A 10 Technologischer Fortschritt
« 0.3 Kapitalelastizitét

153 0.95 Zeitpraferenzfaktor

T 0.3 Einkommenssteuer

) 0.1 Préferenzfaktor der Freizeit
n

T

Tabelle 2.1.: Parameter der Simulation

der Kapitalstock bei steigender Lebenserwartung. Zu beachten ist, dass eine Lebenser-
wartung von unter 50% in einer realen Okonomie nicht vorkommt. Weiters ist zu sehen,
dass die Pensionszahlungen sinken. Da Individuen immer lénger leben, miissen die Pen-
sionszahlungen langer ausbezahlt werden. In Folge dessen sinken sie.

In Grafik (b) ist das qualitative Verhalten fiir {* und £* wie vorher. Bis etwa m = 0.81
ist es optimal in der zweiten Periode nicht zu arbeiten. Danach nimmt der Anteil, den
Individuen in der zweiten Periode arbeiten, mit steigender Lebenserwartung zu. Auch
der Kapitalstock steigt sowohl fiir den Fall [* = 0 als auch fiir {* > 0. Im Vergleich
zu Grafik (a) ist zu sehen, dass die Pensionszahlungen mit steigender Lebenserwartung
wachsen. Die Kapitalelastizitdt wurde auf o = 0.7 gesetzt. Maschinen sind wichtiger fiir

die Produktion, weshalb der Effekt des steigenden Kapitalstocks iiberwiegt.

2.3. Erh6éhung der Fertilitat

Als néchstes wird die Verinderung des Kapitalstocks k*, des optimalen Pensionsan-
trittsalters {* und der Pensionszahlungen P* betrachtet, wenn sich die Fertilitdt um eine
marginale Einheit erhoht.

Fiir den steady state Kapitalstock k* gilt:

ok* _ 1 (k)0 —afrA(l — a+9d)[a+ maf(l+6)]
on  1l-a (a(1+n) + afr? + 71 + af(1 +n)(1 4 0)])?
>0

<0 (2.46)

Eine Erhohung der Fertilitdt fithrt zu einem Sinken des Kapitalstocks. Je hoher die
Fertilitéat ist, desto mehr Individuen zahlen in die Pensionskasse ein, desto hoher sind
in Folge die Pensionszahlungen, weshalb in der ersten Periode weniger gespart werden
muss, was wiederum den Kapitalstock senkt.
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Abbildung 2.1.: Auswirkungen einer steigenden Lebenserwartung auf das Pensionsan-
trittsalter [*, den Kapitalstock k* sowie die Pensionszahlungen P*
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Wird nun das optimale Pensionsantrittsalter im steady state betrachtet, so gilt:

o —1(1+1+0)mB)(1—-a+d)—6(1—71)a(l+(1+0)mf3)
on 14+ (1+9)7B)(1 —a+9)

<0 (2.47)

Auch hier fithrt eine Erhohung der Fertilitét zu einem Sinken des Pensionsantrittsalters.
Je hoher die Fertilitét ist, desto mehr Leute zahlen in die Pensionskasse ein, wodurch die
Pensionszahlungen steigen. Dadurch erhoht sich das Einkommen in der zweiten Periode,

weshalb das Pensionsantrittsalter sinkt.

Werden noch die Pensionszahlungen betrachtet, so ist der Effekt hier nicht eindeutig.
Zum einen bewirkt eine Erhohung der Fertilitat, dass mehr Leute in die Pensionskasse
einzahlen, wodurch die Pensionszahlungen steigen. Zum anderen senkt eine Erhéhung
der Fertilitdat den Kapitalstock, wie oben zu sehen ist. Ein niedrigerer Kapitalstock ver-
ringert den Output und in Folge dessen sinkt der Lohn und die Pensionszahlungen. Ob
die Pensionszahlungen bei steigender Fertilitdt nun steigen oder sinken, héngt von der

jeweiligen Parameterwahl ab.

In Abbildung 2.2. werden diese Ergebnisse noch grafisch veranschaulicht. [*, £* und
P* werden als Funktion von n dargestellt, um die Auswirkungen einer Erhohung der
Fertilitdt zu analysieren. Um zu zeigen, dass eine steigenden Fertilitét keine eindeutigen
Effekte auf die Pensionszahlungen hat, wurde der Préferenzfaktor der Freizeit einmal
auf 6 = 0.2 und einmal auf 6 = 0.7 und 7 = 0.15 gesetzt. In Grafik (a) ist zu sehen,
dass es bis knapp n = 0.7 optimal ist in der zweiten Periode zu arbeiten. Danach sind
die Pensionszahlungen durch die hohe Fertilitéit so hoch, dass Individuen in der zweiten
Periode nicht mehr arbeiten werden. Werden die Parameter jedoch anders gewahlt —
beispielsweise «, § oder 7 sehr hoch bzw. 8 sehr niedrig — so wird in der zweiten Periode
nicht gearbeitet. Weiters ist zu sehen, dass der Kapitalstock mit wachsender Fertilitét
sinkt. Wenn die Fertilitdt so hoch ist, zahlen viele Individuen in die Pensionskasse ein,
wodurch die Pensionszahlungen erhoht werden. Aus diesem Grund werden Individuen
in der ersten Periode weniger sparen und mehr konsumieren, wodurch der Kapitalstock
sinkt. Da ¢ sehr gering gewéhlt ist, ist Individuen Freizeit in der zweiten Periode nicht
so wichtig, weshalb in der ersten Periode nicht so viel gespart wird, wodurch der Kapi-
talstock und in Folge der Lohn und die Pensionszahlungen gesenkt werden. Dieser Effekt
ist grofler als jener, dass durch die steigende Fertilitdt mehr Leute in die Pensionskasse

einzahlen, weshalb es insgesamt zu negativen Auswirkungen auf die Pensionszahlungen

23



bei einer Erhohung der Fertilitdt kommt. Fiir den Fall, dass in der zweiten Periode nicht
gearbeitet wird, steigen die Pensionszahlungen mit steigender Fertilitdt. Wenn mehr In-
dividuen in der ersten Periode leben, wird mehr in die Pensionskasse eingezahlt, was die
Pension erhoht. Dieser Effekt ist grofler als jener des sinkenden Kapitalstocks. In Grafik
(b) dndert sich das qualitative Verhalten von [* und &* nicht. Die Pensionszahlungen
steigen mit steigender Fertilitédt, egal ob in der zweiten Periode gearbeitet wird oder
nicht.

2.4. Endogene Fertilitat

Zuletzt wird das Modell um eine endogene Fertilitdat erweitert. Die endogene Fertilitét
wird wie in Cipriani (2013), in dem jedoch das Pensionsantrittsalter nicht betrachtet
wird, modelliert.

Fiir die Bevolkerung gilt N;y; = n;N;, wobei n; hier durch die Nutzenmaxierung der
Individuen optimal bestimmt wird und die Anzahl der Kinder beschreibt. (n; — 1) stellt
die Wachstumsrate der Bevélkerung dar. Individuen beziehen den Nutzen ~yInn; aus
der Anzahl der Kinder, wobei v den Préferenzfaktor fiir Kinder beschreibt. Der Gesamt-
nutzen setzt sich wiederum additiv zusammen. Weiters miissen Individuen einen festen
Anteil ¢ ihres Einkommens in der ersten Periode fiir die Kindererziehung verwenden,

weshalb die Budgetrestriktion der ersten Periode wie folgt gedndert wird:
c1t+ st + qung = (1 — 7)wy (2.48)

Da die Kosten fiir Kinder w;gn; ein Anteil des Einkommens sind, sind diese umso hoher,
je hoher der Lohn w; ist. In der zweiten Periode &ndert sich nichts. Individuen wéahlen
weiterhin den optimalen Anteil /;, den sie in der zweiten Periode arbeiten.

Das Optimierungsproblem lautet somit

max  Incyy+ fBr[lncasyr +0In(1 — )] +yInng (2.49)

C1,t,C2,t+1,0t,mt

Rt+1 Rt+1

s.t. C1t+ C2141 —

wi(l =7 —gqny) — (1 = Twpale — (1 = 1) Py = 0
L —1<0
Cl,t + nquwe — (1 — T)wt S 0

Cl1,t,C2,t+1, lt7 T 2 07
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Abbildung 2.2.: Pensionszahlungen P* als Funktion der Fertilitdt n
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Es wird wiederum zwischen [, = 0 und [; > 0 unterschieden:
a) l; = 0: Fir den Konsum in der ersten Periode ¢y, gilt:

_ Rt+1wt2Q(1 —7)
Riqweq(1 + 708 + ) — Tweay

C1t (2.50)
Wie schon im Modell mit exogener Fertilitdt hat einer Erhohung des Lohns in der
zweiten Periode w1 positive Auswirkungen, eine Erhéhung des Zinssatzes Ry 1,
der Lebenserwartung 7 sowie des Préferenzfaktors S negative Auswirkungen und
eine Erhohung der Steuer 7 keine eindeutigen Auswirkungen auf den optimalen

Konsum in der ersten Periode. Fiir die anderen Parameter gilt:

e Eine Erhohung des Lohns in der ersten Periode w; hat keine eindeutigen
Auswirkungen auf den Konsum in der ersten Periode. Zum einen steht mehr
Einkommen zu Verfiigung, welches fiir Konsum verwendet werden kann. Je-
doch werden durch ein hoéheres Einkommen die Kosten der Kinder grofier,
weshalb die Fertilitdtsrate sinkt. Dies wiederum senkt die Pensionszahlun-
gen, was wiederum den Konsum senkt. Welcher der beiden Effekte iiberwiegt
héngt von den jeweiligen Parameterwerten bzw. genauer gesagt von dem Vor-
zeichen von Ry ywiq(1 + 706 + v) — 27yw,;1 ab. Um auf diese Bedingung zu

kommen wurde der Konsum aus Gleichung (2.50) nach w; abgeleitet.

e Eine Erhohung der Kosten fiir Kinder ¢ hat negative Auswirkungen auf den
Konsum in der ersten Periode, da ein groflerer Anteil des Einkommens fiir die
Kindererziehung verwendet wird und somit weniger Einkommen fiir Konsum

zu Verfiigung steht.

e Eine Erhohung des Priferenzfaktors fiir Kinder v hat keine eindeutigen Aus-
wirkungen auf den Konsum in der ersten Periode. Je wichtiger Kinder sind,
desto mehr Kinder wird man bekommen, desto hoher ist der Anteil des Ein-
kommens, welcher fiir Kindererziehung verwendet wird, weshalb in der ers-
ten Periode weniger konsumiert wird. Je mehr Kinder geboren werden, desto
mehr Leute zahlen in die Pensionskasse ein, weshalb die Pensionszahlungen
steigen und in der ersten Periode wiederum mehr konsumiert wird. Welcher
der beiden Effekte iiberwiegt hingt vom Vorzeichen von — R, jw,q + 7w 4
ab.
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Fiir die Fertilitatsrate n; ergibt sich:

_ YRy qwi(1 —7)
Ripiwq(1 + 7B 4 7y) — Tweay

ny (2.51)
e Eine Erhohung des Lohns in der ersten Periode w; hat negative Auswirkungen
auf die Fertilitatsrate, da ein hoherer Lohn auch hohere Kosten fiir Kinder

bedeuten.

e Eine Erhchung des Lohns in der zweiten Periode w;,; hat positive Auswir-
kungen auf die Fertilitdtsrate, da weniger gespart werden muss und somit in

der ersten Periode mehr Geld fiir die Kindererziehung zu Verfiigung steht.

e EKine Erhohung des Zinssatzes R, hat negative Auswirkungen auf die Fer-
tilitatsrate, da das Sparen attraktiver wird und somit in der ersten Periode

weniger Geld fiir Kinder zu Verfiigung steht.

e Fine Erhohung der Steuer 7 hat keine eindeutigen Effekte auf die Anzahl der
Kinder. Zum einen verringert eine hohere Steuer das verfiighbare Einkommen
in der ersten Periode, weshalb weniger Kinder geboren werden. Zum anderen
werden die Pensionszahlungen héher, weshalb in der ersten Periode weniger
gespart werden muss und in mehr Kinder investiert werden kann. Welcher

Effekt iiberwiegt hingt von — Ry jw;q(1 + 7f5) + w4 ab.

e Eine Erhohung der Lebenserwartung 7 sowie des Zeitpraferenzfaktors § be-
wirken, dass die zweiten Periode wichtiger wird, wodurch in der ersten Periode
mehr gespart wird und nicht mehr so viel Einkommen fiir die Kindererziehung

zu Verfiigung steht.

e Eine Erhchung der Kosten fiir Kinder ¢ hat negative Auswirkungen auf die

Fertilitiatsrate, da dadurch teurer werden.

e Eine Erhohung des Préferenzfaktor fiir Kinder + hat positive Auswirkungen

auf die Fertilitatsrate, da Kinder immer wichtiger werden.

Fiir die optimale Ersparnis gilt

(1 —71)qRiwimf — (1 — 7)Tywiw,
Ripwig(1+ 78 +7) — Twi1y

5 = (2.52)

Wie schon im Modell mit exogener Fertilitdt hat eine Erhohung des Lohns in der

zweiten Periode wy,; negative Auswirkungen und eine Erhéhung des Zinssatzes
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Ry, der Lebenserwartung m sowie des Zeitpréferenzfaktors S positive Auswir-

kungen.

e Eine Erhohung des Einkommens w; hat wie schon beim Konsum in der ersten
Periode keine eindeutigen Auswirkungen. Zum einen steht bei einer Erhéhung
des Einkommens mehr Geld zu Verfiigung, welches gespart werden kann. Je-
doch héngt die Ersparnis auch vom Konsum der ersten Periode ab, bei dem

es selbst keine eindeutigen Auswirkungen gibt.

e Fine Erhohung der Steuer 7 hat keine eindeutigen Auswirkungen. Zum einen
gibt es den direkten negativen Effekt auf die Ersparnis. Zum anderen héngt
das Ergebnis wiederum vom Konsum der ersten Periode ab, welcher keine
eindeutigen Auswirkungen bei einer Erhohung der Steuer aufweist. Welcher
Effekt {iberwiegt hangt von — Ry jwiq(1 4+ 78 + ) + w1y — (1 — 27)yq(1 +

70 + Vw1 Repwi — (2 — 7)17y*wi, jwy ab.

e Eine Erhohung der Kosten fiir Kinder ¢ hat positiven Auswirkungen auf die
Ersparnis. Wenn die Kindererziehung teurer wird, entstehen zwei positive
Effekte fiir die Ersparnis: zum einen werden Kinder durch Konsum in bei-
den Periode substituiert, wodurch die Ersparnis in der ersten Periode steigt.
Zum anderen bewirken weniger Kinder auch niedrigere Pensionszahlungen,

wodurch erneut mehr gespart werden muss.

e Eine Erhchung des Priferenzfaktors fiir Kinder v hat negative Auswirkungen
auf die Ersparnis. Wenn Kinder sehr wichtig sind, werden mehr Kinder gebo-
ren, die in die Pensionskasse einzahlen, was wiederum die Pensionszahlungen

erhoht und somit die Ersparnis senkt.

Damit s; > 0 sichergestellt wird, muss gelten
Rtﬂqwﬂrﬁ > TYWitq- (253)

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existiert in diesem Fall kein optimaler Punkt,
sondern nur im degenerierten Fall mit s, = 0.
Fiir den pro Kopf Kapitalstock k. gilt:

agrPB(l —a)A
ya+7y(l - a)

[ ke (2.54)
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Im steady state k* = k; 11 = k; gilt dann:

o [ agqrB(l — a)A ] = (2.55)

Y0+ (1~ a)

Fiir den Anteil, der in der zweiten Periode gearbeitet wird, die Anzahl der Kinder

sowie die Pensionszahlungen gilt mit Hilfe von £* im steady state:

=0 (2.56)

_ xa—1
ot v(1 —71)aAk _ (257)
(1475 +7)ga Ak — 1y

q(1 — 7)1 — o) A2k

* = 2.58
7@*(1 4+ 7B + y)aAk**"! — rymq (2.58)
b) l; > 0: Fiir den optimalen Konsum in der ersten Periode gilt:
(1—7) [wt + W%}
Crp = e (2.59)

(14+(14+0)rB+7)

Da sich diese Gleichung nur im Nenner von jener aus dem Modell mit exogener Fer-
tilitat unterscheidet, sind die Auswirkungen einer Erhohung von wy, w1, Rii1, 7,
7, 5 und  analog zu jenen im Modell mit exogener Fertilitit. Die einzige Neuerung
ist der Préaferenzfaktor fiir Kinder +: Eine Erhéhung von v senkt den Konsum in
der ersten Periode, da mehr Kinder geboren werden und somit mehr Einkommen

fiir Kindererziehung verwendet wird.

Die optimale Fertilitatsrate lautet mit Gleichung (A.36):

Rit1

(1+ (1+0)7B + v)qu;

y(1 —71) [wt + WM}
ny =

(2.60)

Die Auswirkungen einer Erhchung von wy, w1, Ryy1, 5, ¢ und v sind wie im Fall
[, = 0. Dadurch, dass in diesem Fall auch in der zweiten Periode gearbeitet wird,

gilt fiir 7, 7 und §:

e Eine Erhohung der Steuer 7 hat negative Auswirkungen auf die Fertilitétsrate.
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Es steht weniger Einkommen zu Verfiigung, wodurch die Kosten fiir Kinder

nicht mehr leistbar waren und somit die Fertilitdtsrate sinkt.

e Fine Erhchung der Lebenserwartung 7 hat negative Auswirkungen, wenn die
Ersparnis positiv ist. Die zweite Periode wird wichtiger, es wird mehr gespart,
weshalb in der ersten Periode weniger Einkommen zu Verfiigung steht und

die Fertilitatsrate somit sinkt.

e Eine Erhohung des Préferenzfaktors fiir Freizeit 0 hat negative Auswirkungen

auf die Fertilitdtsrate, da wiederum die zweite Periode an Bedeutung gewinnt.

Fiir die optimale Ersparnis gilt:

(1—7)m [(1 8w — (1-+7) 8
(15 (15 0)md+7)

S = (2.61)
Wie schon beim Konsum in der ersten Periode sind die Auswirkungen einer Erhohung
von wy, Wiy, Ryy1, 7, m, f und 0 analog zu jenen im Modell mit exogener Ferti-
litdt. Eine Erhohung des Préferenzfaktor fiir Kinder v hat wie schon im Fall [; = 0
negative Auswirkungen auf die Ersparnis.

Fiir eine positive Ersparnis muss folgende Bedingung erfiillt sein:
5 >0 <= (1 + (5)6Rt+1wt > (1 + ’}/)thrl (262)

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existiert in diesem Fall kein optimaler Punkt,

sondern nur im degenerierten Fall s, = 0.

Fiir das optimale Pensionsantrittsalter gilt:

2
, (1= 7) |mq(1 + 78 + Nweprwy — Tyweprwy — BroqRewf — Ty Rt

_ 2.63
' mq(1+ (14 0)7B + y)wir1we (2.63)

Durch die Einfiihrung einer endogenen Fertilitdt sind viele Effekte im Vergleich

zum Modell mit exogener Fertilitdt nicht mehr eindeutig:

e Eine Erhohung des Lohns in der ersten Periode w; sowie des Zinssatzes R;yq
bewirkt zum einen, dass in der ersten Periode mehr gespart wird, wodurch
in der zweiten Periode nicht so lange gearbeitet werden muss. Zum anderen
werden jedoch weniger Kinder geboren. In Folge sinken die Penionszahlungen,

wodurch langer gearbeitet werden muss, um in der zweiten Periode keine
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finanziellen Einbuflen zu haben. Welcher der beiden Effekte iiberwiegt, hingt

vom Vorzeichen von —f37dqR? +1wt2 + Tﬂvwfﬂ ab.

Eine Erhéhung des Lohn in der zweiten Periode w,;;; macht zum einen das
Arbeiten in der zweiten Periode attraktiver, wodurch [; steigt. Zum anderen
werden auch mehr Kinder geboren, wodurch die Pensionszahlungen steigen
und somit in der zweiten Periode weniger gearbeitet werden muss. Welcher
der beiden Effekte iiberwiegt hingt von —rmyw?,; + SmdqR;, w; ab. Es ist
zu sehen, dass es genau die obige Bedingung fiir w; mal Minus Eins ist. Damit
kann nur entweder eine Erhohung des Lohns in der ersten Periode oder eine
Erhohung des Lohns in der zweiten Periode positive Auswirkungen auf das

Pensionsantrittsalter haben, aber nicht beide.

Eine Erhohung der Steuer 7 hat wie im Modell mit exogener Fertilitat kei-
ne eindeutigen Auswirkungen, da sich zum einen das verfiighare Einkom-
men verringert, wodurch mehr gearbeitet werden muss, um keine finanziellen
Einbuflen in der zweiten Periode zu haben. Zum anderen werden die Pensi-
onszahlungen erhéht, wodurch weniger gearbeitet werden muss. Welcher der
beiden Effekte tiberwiegt hangt vom Vorzeichen von —[mq(1+ 78 +~)+ (1 —

’LU2
27y wepwy — (1 — 2T)7T”}/R:: + BréqR; w; ab.

Eine Erhohung der Lebenserwartung 7 hat wie im Modell mit exogener Fer-
tilitdt fiir eine positive Ersparnis positive Auswirkungen. Wenn Individuen
langer leben, miissen sie auch ldnger arbeiten, um in der zweiten Periode

keine finanziellen Einbuflen zu haben.

Eine Erhohung des Préferenzfaktor § bzw. des Priferenzfaktors fiir Freizeit ¢

bewirkt, dass die zweite Periode an Bedeutung gewinnt, wodurch zum einen

mehr gespart wird und weniger gearbeitet werden muss. Zum anderen sinkt

die Fertilitatsrate und somit die Pensionszahlungen, wodurch ldnger gear-

beitet werden muss. Welcher Effekt iiberwiegt hingt fiir f von —dmq(1 +

Nweriwy — (1 4+ y)Repiwiqd + 7y(1 + 0)wwy + 7y(1 + 5)% und fiir §
Wit

von —(1 + @B + ) mBqu, () Riyrwy + mwery + 7Y7Swi (we + 5~ ) ab.

1
Eine Erhohung der Kosten fiir Kindererziehung ¢ hat negative Auswirkungen
auf das Pensionsantrittsalter. Diese konnen in zwei entgegengesetzte Effekte
unterteilt werden, wobei der negative Effekt iiberwiegt: Einerseits wird, wie
oben beschrieben ist, durch héhere Kosten die Ersparnis erhéht, wodurch in

der zweiten Periode weniger gearbeitet werden muss. Zum anderen werden
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jedoch weniger Kinder geboren, wodurch die Pensionszahlungen sinken und

mehr gearbeitet werden muss.

e Eine Erhohung des Priferenzfaktors fiir Kinder v hat keine eindeutigen Aus-
wirkungen auf das Pensionsantrittsalter. Zum einen bedeuten mehr Kinder
auch hohere Pensionszahlungen, wodurch weniger lang gearbeitet werden
muss. Zum anderen bedeuten mehr Kinder hohere Kosten, wodurch weni-
ger gespart werden kann und somit ldnger gearbeitet werden muss. Welcher
der beide Effekte iiberwiegt hiingt von m285qw;, 1w, — 1wy 1wy (1+(1+8)7 ) —
Trwe1 (1 4+ (1 + 0)7f3) ab.

Auch hier muss gelten [; > 0. Dazu muss folgende Bedingung erfiillt sein:

2
w
7q(1 + 78 + VWi wy > TYW 1wy + BT SqRw? + Tﬂﬂyﬁ (2.64)

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es keinen optimalen Punkt mit /, > 0.

Fiir den Kapitalstock pro Arbeiter gilt im steady state k* = k;y1 = ky:

k* =

2A%amBq(1 - a+d) e
Alrq(1+7p+7)+(1 fT)'yoz]—F\/AQ [rq(1+7B+7)+(1—7)va]2+4(1—7)ym A2amBq(1 - a+d)
(2.65)

Mit Hilfe von k* folgt dann fiir den Anteil, der in der zweiten Periode gearbeitet
wird, [*, die Anzahl der Kinder n* sowie die Pensionszahlungen P* im Optimum:

o (1 —7)[rq(1 4+ 76 + 7)aA — TyaA — Brdqa? A2k** L — rryk*172]

7q(1+ (1 +0)7B + ~)aA (2.66)

. Yl—7)aA+nm(1- F)ykrlme
" 1+ 1 +HnB+vy)aA (2.67)
pr _ T(L= 0)AR*"(n" + 7l*) o)

(1 —1¥%)

In der Abbildung 2.3. werden der Kapitalstock k£*, das Pensionsantrittsalter [*, die An-

zahl der Kinder n* sowie die Pensionszahlungen P* als Funktion der Lebenserwartung

7 dargestellt, um die Auswirkungen einer steigenden Lebenserwartung zu analysieren.

Die Parameter wurden wie in Tabelle 2.1 gewéhlt. o wurde variiert, um mogliche Fille
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der Pensionszahlungen zu zeigen. Die Ergebnisse fiir das optimale Pensionsantrittsalter
[* sowie die Pensionszahlungen P* stimmen mit jenen aus Kapitel 2.2 {iberein: ist die
Lebenserwartung sehr gering, wird in der zweiten Periode nicht gearbeitet. Ab jedoch
ca. 7 = 0.55 wird auch in der zweiten Periode gearbeitet. Es ist schon zu sehen, dass
der Anteil, der in der zweiten Periode gearbeitet wird — und somit das optimale Pen-
sionsantrittsalter — mit steigender Lebenserwartung steigen. Wie schon im Modell mit
exogener Fertilitat sinken die Pensionszahlungen fiir o = 0.3 und steigen fiir o = 0.7.
Zu beachten ist, dass der Knick in den Grafiken fiir £*, n* und P* jeweils den Wechsel
von Nichtarbeiten in der zweiten Periode zu Arbeiten in der zweiten Periode darstellt.

Interessant ist, dass die Anzahl der Kinder mit steigender Lebenserwartung sinkt. Dieser
Effekt ist dadurch zu erkléren, dass Individuen in ihrer Nutzenmaximierung die Pensi-
onszahlungen als gegeben ansehen und somit nicht beriicksichtigen, dass mehr Kinder
eine Erhohung der Pensionszahlungen bedeuten.

Der Kapitalstock wéchst fiir den Fall, dass in der zweiten Periode nicht gearbeitet wird,
sowohl fiir « = 0.3 als auch fiir « = 0.7, da zum einen die Ersparnis erhoht wird und
zum anderen die Anzahl der Kinder sinken, was zusammen zu einem Steigen des Kapi-
talstocks fithrt. Fiir den Fall, dass in der zweiten Periode gearbeitet wird, ist fiir « = 0.3
zu sehen, dass der Kapitalstock fiir hohe Lebenserwartung zuerst ansteigt und dann

jedoch wieder sinkt. Der Kapitalstock k* = unterscheidet sich von jenem im

nr il
Modell mit exogener Fertilitdt. Dieser Effekt (lie;;t g)enau an der endogenen Fertilitét,
da die Wachstumsrate der Erwerbsbevilkerung (n* + 7l*) einmal positiv und einmal
negativ ist. Bis etwas m = 0.7 ist der Effekt der sinkenden Fertilitdt grofler als jener
des steigenden Pensionsantrittsalters. Dadurch sinkt die Erwerbsbevolkerung, was den
Kapitalstock pro Arbeitskraft erhoht. Fiir sehr grofle 7 ist der Effekt des langeren Ar-
beitens hoher als das Sinken der Fertilitét, weshalb die Erwerbsbevolkerung steigt und

somit der Kapitalstock pro Arbeitskraft wieder sinkt.

2.5. Zusammenfassung

In diesem OLG-Modell wurde das Pensionsantrittsalter optimal durch eine Nutzenma-
ximierung berechnet. Weiters wurden die Auswirkungen einer alternden Bevolkerung
auf den Kapitalstock, das Pensionsantrittsalter und die Pensionszahlungen berechnet.
Sowohl bei sinkender Fertilitdt als auch bei steigender Lebenserwartung erhohen sich
Kapitalstock und Pensionsantrittsalter. Diese demographischen Anderungen bewirken,

dass Individuen zum einen mehr sparen, was den Kapitalstock erhoht, und dass sie zum
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Abbildung 2.3.: Kapitalstock £*, Pensionsantrittsalter [*, Anzahl der Kinder n* und Pen-
sionszahlungen P* als Funktion der Lebenserwartung m
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anderen langer arbeiten. Die Auswirkungen auf die Pensionszahlungen sind im Allge-
meinen nicht eindeutig.

Zuletzt wurde die Fertilitéit endogenisiert und die Auswirkungen einer steigenden Lebens-
erwartung auf den Kapitalstock, das Pensionsantrittsalter, die Fertilitédtsrate sowie die
Pensionszahlungen betrachtet. Eine Erhohung der Lebenserwartung hat positive Aus-
wirkungen auf das optimale Pensionsantrittsalter. Fiir eine Kapitalelastizitidt a < %,
was durchaus plausibel ist, bewirkt eine Erhchung der Lebenserwartung ein Sinken der
Pensionszahlungen. Die Auswirkungen auf den Kapitalstock sind nicht eindeutig. Fiir
den Fall, dass die Lebenserwartung so gering ist, dass in der zweiten Periode nicht gear-
beitet wird, steigt der Kapitalstock mit steigender Lebenserwartung. Fiir den Fall, dass
in der zweiten Periode auch gearbeitet wird, steigt der Kapitalstock zunéchst an und
sinkt dann wieder etwas ab. Zuletzt hat eine Erhchung der Lebenserwartung negative

Auswirkungen auf die Fertilitatsrate.
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Kapitel 3

Optimales Pensionsantrittsalter in

einem zeitstetigen Modell

In diesem Abschnitt wird das Modell “Optimal Retirement Age and Aging Population”
von Bethencourt und Perera-Tallo (2014) vorgestellt.

3.1. Modell

Im Vergleich zum vorigen Kapitel ist dieses Modell zeitstetig, ¢t € R. Weiters wird ein So-
zialer Planer herangezogen, der das Pensionsantrittsalter optimal festlegt. Zuletzt wird
gezeigt, wie die optimale Losung dezentralisiert werden kann und welche Mechanismen
eingesetzt werden konnen, sodass die optimalen Allokationen im zentralen und dezen-

tralen Problem iibereinstimmen.
Die Lebensjahre eines Individuums werden mit a bezeichnet und haben eine obere Be-
schrankung a. Somit gilt a € [0, a]. Das Leben wird wiederum in drei Phasen eingeteilt:
e Kindheit: a € [0, ay)
e Erwachsenenleben: a € [ay, a,)
e Hohes Alter: a € [a,, a

Individuen konsumieren in allen drei Phasen, arbeiten jedoch nur als Erwachsene — ge-
nauer gesagt bis zum Pensionsantrittsalter a,(t), welches durch die Nutzenmaximierung
durch einen sozialen Planer optimal bestimmt wird. ¢(a,t) beschreibt den Konsum im
Alter a zum Zeitpunkt ¢, also den Konsum der Generation ¢t — a, die zum Zeitpunkt ¢ im

Alter a ist. Fiir die Individuen wird eine logarithmische Nutzenfunktion angenommen,
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i.e. U(e(a,t)) = In(c(a,t)).
Fiir a € [ay, a,] beschreibt die Funktion A : [a,, a,] — R, die Produktivitdt bzw. Erfah-
rung eines Individuums im Alter a. Fiir h soll gelten: h € C?, wobei C? die Menge aller
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen darstellt. Individuen kénnen jedoch nicht
wéhlen wie viel sie arbeiten bzw. wie produktiv sie sind.
Das Arbeiten bringt allerdings auch einen Disnutzen ¢(a) mit sich. Fiir ¢ gilt: g—i’ > 0,
¢ € C? ¢ konvex und lim,_,,, ¢'(a) = +oc. Man kann ¢(a) als die gesundheitlichen Kos-
ten des Arbeitens oder einfach als Annahmne, dass Individuen nicht ihr ganzes Leben
lang arbeiten wollen, ansehen. Die Annahmen stellen somit dar, dass man eher gesund-
heitliche Probleme hat, je dlter man ist, und die Kosten dann héher sind.

¢(a)

Zuletzt wird noch angenommen, dass @) eine steigende Funktion in a ist. Das bedeutet,

dass die Kosten des Arbeitens ¢(a) den Gewinn an Arbeit h(a) tibersteigen.

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit s(a) fiir jedes Alter a ist fiir die ersten beiden Phasen
des Lebens gleich Eins. Man lebt also sicher bis a = a,, da s(a) =1 Va < a,. Fiir a > a,
gilt s(a) = ¥(a,§), wobei ¢ die Gesundheit der Individuen bezeichnet. Die Funktion
Y : [a,,a) x Ry — [0,1] gibt somit die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir das Paar (a, &)
an, wobei gilt g—’ﬁ < 0 und %—? > (0. Weiters gilt 1(a,, &) = 1 und ¥(a, &) = 0. Das bedeu-
tet also, je &lter man wird, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit, dass man noch ein
Jahr ldanger lebt, und je gesiinder man ist, desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man noch ldnger lebt. Somit kann eine Erhohung der Lebenserwartungen als Erhéhung

von & modelliert werden.

N(a,t) bezeichnet die Anzahl aller Individuen im Alter a zum Zeitpunkt ¢. Man kann
N(a,t) auch als Produkt aller Individuen, die vor a Jahren geboren wurden (also zum
Zeitpunkt ¢t — a), multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass sie nach a Jahren noch
leben, anschreiben. Es gilt also N(a,t) = N(0,t — a)s(a). Wird angenommen, dass die
Geburten mit konstanter Rate n wachsen, i.e. N(0,t) = nN(0,1), so gilt

N(a,t) = s(a)N(0,t)e " (3.1)
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Wird die Gesamtbevolkerung N (t) zum Zeitpunkt ¢ betrachtet, so muss iiber jedes Alter

in Gleichung (3.1) integriert werden:

N(t) = /s(a)N(O,t)e_”“da (3.2)

[e=]

Auch die Bevolkerung N (t) hat eine konstante Wachstumsrate n:

N(t) = / % (s(a)N (0, £)e™) da

l

s(a)N(0,t)e "da = /s(a)nN(O, t)e "*da = nN(t) (3.3)

O\Ql

Méchte man den Anteil i der Individuen im Alter a der Bevolkerung betrachten, so gilt

(@) = s(@)N(0,t)ema _ s(a)e—na Vo <a (3.4)

[o@N 0] [ Fstarereaal

O —na

und

=

und daher kann man die Anzahl aller Individuen im Alter a zum Zeitpunkt ¢ als Anteil

aller Individuen im Alter a an der Gesamtbevolkerung N (t) darstellen:
N(a,t) = p(a)N(t). (3.6)
Diese Darstellung folgt sofort aus Gleichung (3.1) und (3.4).

Auf der Produzentenseite wird ein einziges Gut Y (t) betrachtet, welches fiir Konsum
C(t) oder Investition I(t) verwendet werden kann. Es gibt zwei Faktoren: Arbeit L(t)
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und Kapital K (t). Es wird eine Cobb-Douglas Produktionsfunktion angenommen:
Y(t) = A@t) K@) L), (3.7)

wobei a die Kapitalelastizitat und A(t) den technologischen Fortschritt beschreibt. Letz-
terer ist exogen gegeben und wichst mit der Rate 7, i.e. A(t) = vA(t).

Weiters wird eine neoklassische Kapitalakkumulation angenommen:
K(t) = I(t) —0K(t), (3.8)

wobei 0 die Abschreibungsrate des Kapitals bezeichnet.
Im Folgenden stellen die Kleinbuchstaben jeweils den pro Kopf Wert der Variablen dar.

So beschreibt k(t) = ) den pro Kopf Kapitalstock und es gilt:

N(t
h(t) = @Eg) _ ggg _ k(t)% —i(t) = (5 + n)k(t)
AW RN — e(t) — (5 + k(D) (3.9)

c(t) stellt den aggregierten pro Kopf Konsum dar.

3.2. Sozialer Planer

Betrachtet man einen sozialen Planer, der den Nutzen der Individuen iiber die Zeit unter

der Ressourcenbeschriankung maximiert, so kommt man auf folgendes Optimierungspro-

oo
max
{c(at)}e_ —gar(t
0

blem:

\m

p(a)In(c(a,t))da — / p(a)p(a)da | e~ P=™iqt (3.10)

0 ay

st k(t) = ARk (a, (1)) — /,u(a)c(a, t)da — (n + 6)k(t)
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ar(t)

it U(a,(t) = [ hau(ada

ay

wobei [(a,(t)) das effektive pro Kopf Arbeitsangebot und p die Zeitpraferenz beschreibt.
Es wird angenommen, dass p > n gilt. Die Hamilton-Funktion lautet

a ar(t)
i = [ u(a)n(c(a, t))da / 1(a)¢(a)da
0 ay
ar(t) 11—« a
+ A1) A k()™ / h(a)u(a)da - /,u(a)c(a?t)da —(n+9)k(t) (3.11)
ay 0

Da der Konsum zu jedem Zeitpunkt ¢ und in jedem Alter a optimal gewéhlt werden soll,
kann der Konsum in einem beliebigen, festen a € [0, a] betrachtet werden. Die Bedingung

erster Ordnung fiir den Konsum lauten fiir ein beliebiges, festes a € [0, al:

p(@)——— = ADu(a) & c(a,w:%t) (3.12)

Da a € [0,a] beliebig gewihlt war, gilt also
cla,t) =¢(t) Vael0,al,Vte|0,00) (3.13)

Der Konsum ist also fiir jedes Alter gleich und héngt nur von der Zeit ¢ ab. Wird nun

der aggregierte Konsum c¢(t) betrachtet, so gilt:

c(t) = /u(a) cla,t)da = é(t) - /,u(a)da = ¢(t) (3.14)

0 =z(t)

Somit kann das Optimierungsproblem aus Gleichung (3.10) wie folgt formuliert werden:

o0 ar(t)
max O/ In(c(t)) — / i(@)p(a)da| e -rat (3.15)
st (t) = AW R U(an ()= — o(t) — (n + 8)k(t) (3.16)
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ar(t)

mit l(aT(t)):/h(a)u(a)da, (3.17)

ay

k(t) stellt die Zustandsvariable dar, ¢(t) und a,(t) die Kontrollvariablen. Um dieses
Problem zu 16sen, wird die (Momentanwert-)Hamilton-Funktion herangezogen:

In(c(t)) — / pla)p(a)da+ A(t) [A®)' k() 1(ar ()™ = c(t) — (n + 0)k(t)]  (3.18)

ay
Die Bedingungen erster Ordnung lauten:

aig) = C(lt) —A() =0 (3.19)
aaai[t) = —p(ar(t))d(ar(t)) + A(t)(1 — a)A(t)' (

k(t)
l(ar(t))

)al + A(t)(n + ) (3.21)

) Hlarnutar) L0 (320

)\(t) = (p—n)A(t) — A(t)aA(t) ™ <l(§fz))

lim A()k(t) =0 (3.22)

t—o00

Nach einigen Umformungsschritten (siehe Appendix A3) erhilt man folgende Gleichun-

gen:
et)
_c(t) =r(t)—p (3.23)
1
ol w(t)h(a.(t)) = ¢(a(t)) (3.24)

« a—1
wobei w(t) = (1 — a)A(t)! (l(ffz))> den Lohn und r(t) = aA(t)' <l(552))> -4
den Zinssatz darstellen.

Diese Gleichungen kénnen wie folgt interpretiert werden:

e Gleichung (3.23) stellt die klassische Euler-Gleichung (fiir den Spezialfall der lo-
garithmischen Nutzenfunktion) dar. Sie gibt die Wachstumsrate des optimalen
Konsums an. Durch einen hoheren Zinssatz r(t) sind die Individuen anfangs mehr

an Ersparnis interessiert, welche sie spéter fiir Konsum ausgeben kénnen. Dadurch
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steigt die Wachstumsrate des Konsums. Durch eine hohere Diskontierung p ist die
Zukunft fiir Individuen weniger wichtig, weshalb der Konsum nicht so stark wéchst
oder sinkt. Es ist also zu sehen, dass die Wachstumsrate des Konsums nur positiv

sein kann, wenn der Zinssatz echt grofler als der Zeitpraferenzfaktor ist.

o Gleichung (3.24) gibt an, dass Individuen zum optimalen Pensionsantrittsalters
a,(t) indifferent zwischen Arbeit und Pension sind. Der Disnutzen des Arbeitens
¢(a,(t)) ist zu diesem Zeitpunkt gleich dem zusétzlichen Nutzen der durch Arbeiten
entsteht. Letzterer entsteht dadurch, dass Individuen durch Arbeiten Einkommen
in Hohe von w(t)h(a,(r)) bekommen, welches sie fiir zusétzlichen Konsum verwen-

den konnen. Insgesamt bringt das einen Nutzengewinn von Tlt)w(t)h(ar(r)).

3.3. Dynamisches System und Steady State

Um steady state Werte zu bekommen und auch weitere Analysen durchfiithren zu kénnen,
wird zunéchst das dynamische System (k:(t), ar(t)) aufgestellt. Fiir die &(t)-Gleichung
wird der Konsum c¢(t) aus Gleichung (3.24) in Gleichung (3.16) eingesetzt:

L — ) A"k (t)*1(a, ()" (a, (1))

E(6) = A0 (1) - o) ~ (n+9)k(1)
= AWk (an (£))0 - {1 - ((;(a_ {;‘3;88” — (n+ 8)k(t) (3.25)

Fiir die a,(t)-Gleichung wird Gleichung (3.24) nach der Zeit ¢t abgeleitet und man erhélt:

¢'(a-(t)  H(a(t) ) — i) w(t)
Lb(cw(t)) h(aT(t))] o) = =[r(t) — ol + (3.26)

Ersetzt man zuletzt noch r(¢) und %, so erhélt man insgesamt folgendes dynamisches

System:

k(1) = A k()1 (ap(£))1 [1 (- a)h(a(t))

(b(ar(t))l(ar(t))} — (n+0)k(?) (3.27)

-«
A(t) ar h(ar
(1= a)(y+p+8) +alp—n) —al—a) (HGHED ) sy

ar(t) = Par®) _ W) | alar(han (1)) (3:28)

b(ar(t)) h(ar(t)) lar (1))
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- olan(t)l(an(t) k) O\
M0 a)h(ar (D) (A(t <t>>> =0 (3:29)

wobei Gleichung (3.29) die Transversalitdtsbedingung aus Gleichung (3.22) mit A aus
Gleichung (3.20) darstellt.
K(t)

Zuletzt kann noch das Kapital pro effektiver Arbeit /%(t) = AONG = % betrachtet

werden. Mit l;:(t) = % — k(t)y erhilt man dann folgendes dynamisches System:

S [ abe )] :

) = FoiGan (0= |1 = S — ok 540 (330

U)o+ alp—n) - all - ) (1e0) T )

ar(t) = T @) _ W) ;i 0)ha, 1) (3:31)
d(ar(t)) h(ar(t)) l(ar(t))

s @) (ko \

M, <1—a>h<ar<t>>'<z<ar<t>>> = 332

Um den steady state (k*,a?) zu berechnen, werden die Gleichungen (3.30) und (3.31)

»r

Null gesetzt:

=0 <= (Q-a)(y+p+d)+alp—n)=

a(l —a)h(a,(t)

_ )
= 0= [anrr el aamr] | 6
und
k=0 <= k@t)*(a(t) {1 f;a: {;‘;{;EZE;)] = (n 40 +7)k(t)
~ 1 — U=ah(a(®) Ta
= k@) =la(t) n‘ﬁfg)f‘;r“” (3.34)
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Fiir den steady state werden Gleichung (3.33) und (3.34) gleichgesetzt:

a(l — a)h(ar(t)) ]
[(1=a)(v+p+0) + alp — n)lo(ar(t)(ar(t))*

ol M
= Uar(t)) .

n+d0+7y
(3.35)
Daraus folgt eine implizite Gleichung fiir a;:
h(a;) (I—=a)d+v+p) +alp—n)

Wird dieser Ausdruck nun in Gleichung (3.34) eingesetzt, so erhilt man den steady state
Kapitalstock pro effektiver Arbeit &*:

1

7% * « e
k*=l(ay) - (W) (3.37)
In Abbildung 3.1. wird das dynamische System so wie der steady state grafisch darge-
stellt. Es ist sehr schon zu sehen, dass der steady state ein Sattelpunkt ist. Da fiir jeden
gegeben Kapitalstock k das Pensionsantrittsalter a, festgelegt wird, kann der steady
state durch eine geeignete Politik erreicht werden. Okonomisch wird das als stabil bzw.
Sattelpunkt-stabil bezeichnet. Jeweils in schwarz eingezeichnet ist der Sattelpunktpfad
zu sehen. Wihlt man einem gegebenen Startwert k(0) ein passendes a,(0) auf diesem
Sattelpunktpfad, so wird man immer zum steady state (/;;*,a:) konvergieren. Startet
man mit einem Kapitalstock links vom steady state, dh. IE(O) < k*, so ist das Kapi-
tal zu niedrig. Um das ausgleichen muss das Pensionsantrittsalter anfangs sehr hoch
gewihlt werden. Dadurch wird genug produziert, um den Kapitalstock zu erhéhen. Mit
steigendem pro Kopf Kapital steigt auch der pro Kopf Output. In Folge dessen kann
das Pensionsantrittsalter gesenkt und der Kapitalstock weiterhin erhéht werden bis der
steady state erreicht wird. Startet man rechts vom steady state, dh. k(0) > k*, so ist
der pro Kopf Kapitalstock ineffizient hoch. Durch hohe Abschreibungen miisste sehr viel
gespart werden um diesen konstant zu halten. Das wiirde jedoch sehr wenig Konsum
bedeuten und wéire nicht optimal. Einerseits ist der pro Kopf Output grof§ genug, an-
dererseits soll der Kapitalstock abgebaut werden, wodurch das Pensionsantrittsalter zu
Beginn eher niedrig gesetzt wird. Bis zum steady state sinkt der Kapitalstock, wodurch
Individuen lédnger arbeiten miissen, um das auszugleichen und das Pensionsantrittsalter

steigt.
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(b) Dynamik des Problems

Abbildung 3.1.: Steady State (k*, a}) und Dynamik
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Weiters ist in Abbildung 3.1. (b) schén zu sehen, dass fiir ein gegebenes &(0) mit einen
anderen Startwert a,.(0), der nicht auf dem Sattelpunktpfad liegt, niemals der steady

state erreicht wird.

3.4. Erhohung der Lebenserwartung

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen einer Erhohung der Lebenserwartung
auf die beiden steady state Werte k* und a; analysiert. Es wird also die Verdnderung
betrachtet, wenn & um eine marginale Einheit erhoht wird. Wenn sich ¢ erhoht, so
wird die Gesundheit besser, was wiederum die Wahrscheinlichkeit erhoht in das hohe
Alter zu kommen. Somit kann eine Erhchung von ¢ als Erhohung der Lebenserwartung
interpretiert werden. Die nachfolgenden Rechnungen sind in Appendix A3 zu finden.

Fiir das optimale Pensionsantrittsalter a; gilt:

da;
23

>0 (3.38)

Wenn sich die Lebenserwartung erhéht, so werden Individuen ldnger arbeiten, um die

(langere) Pension weiterhin finanzieren zu kénnen.

Fiir den Kapitalstock pro effektiver Arbeit &* gilt:

ok*
0¢

<0 (3.39)

In Gleichung (3.37) ist zu sehen, dass Verdnderungen des Kapitalstocks infolge einer
Erhohung von ¢ nur durch das effektive pro Kopf Arbeitsangebot [(a’) beeinflusst wird.
Dieser Effekt kann in einen direkten und einen indirekten Effekt unterteilt werde: Durch
eine Erhohung von &, also einer Erhohung der Lebenserwartung, nimmt zum einen die
Anzahl der Individuen, die in Pension sind, und somit der Anteil der nicht arbeitenden
Bevélkerung zu. Dadurch sinkt das effektive pro Kopf Arbeitsangebot und in Folge der
Kapitalstock pro effektiver Arbeitskraft. Zum anderen bewirkt eine Erhohung der Le-
benserwartung ein héheres Pensionsantrittsalter. Dadurch steigt das effektive pro Kopf
Arbeitsangebot und in Folge auch der Kapitalstock. Insgesamt iiberwiegt jedoch der ne-
gative Effekt, weshalb eine Erhohung der Lebenserwartung einen niedriger Kapitalstock

zur Folge hat.
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Abbildung 3.2.: Erhéhung der Lebenserwartung von £° auf ¢!

In Abbildung 3.2. werden diese Ergebnisse grafisch veranschaulicht. Die blauen Linien
zeigen das System in der Ausgangssituation mit ¢°, die magentafarbenen Linien zeigen
das System nach einer Erhéhung der Lebenserwartung auf ! > €9, Es ist schén zu se-
hen, dass eine Erhéhung von ¢ die (k = 0)-Linie nach oben und die (&, = 0)-Linie nach
rechts verschiebt. Der neue steady state stellt sich bei einem niedrigen Kapitalstock &
und einem hoheren Pensionsnatrittsalter a, ein. In Abbildung 3.3. sind der steady state
Kapitalstock und das steady state Pensionsantrittsalter als Funktion der Lebenserwar-
tung gezeichnet. Auch hier ist zu erkennen, dass eine héhere Lebenserwartung zu einem

sinkenden Kapitalstock und einem steigenden Pensionsantrittsalter fiihrt.

3.5. Erhohung der Fertilitat

Als néchstes werden noch die Effekte einer marginalen Erhohung der Fertilitdt auf das
Pensionsantrittsalter sowie den Kapitalstock betrachtet. Diese sind nur unter gewissen
Annahmen eindeutig. Eine Erhchung der Fertilitdt hat einerseits einen direkten nega-

tiven Einfluss auf das Kapital, den “capital dilution effect”. Andererseits bewirkt eine
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Abbildung 3.3.: Steady State Kapitalstock und Pensionsantrittsalter als Funktion der
Lebenserwartung

hohere Geburtenrate, dass die Anzahl der Jungen steigt und jene der Alten sinkt, was
keinen eindeutigen Effekt auf das Verhéltnis von nicht arbeitender Bevolkerung zu Er-
werbsbevolkerung hat. Auflerdem, da in diesem Modell angenommen wird, dass man pro-
duktiver ist je dlter man ist, reduziert eine hohere Fertilitat die Arbeitsproduktivitit, da
im Vergleich weniger produktive Menschen am Arbeitsmarkt sind. Das wiederum senkt
das effektive pro Kopf Arbeitsangebot. Die nachfolgenden Rechnungen sind wiederum
im Appendix A3 zu finden.

Die Auswirkungen einer Erhohung der Fertilitat auf das Pensionsantrittsalter a; sind im

Allgemeinen nicht eindeutig. Es gilt jedoch:

ﬂ <0 - Oa,
on on

>0 (3.40)

Einer Erhohung der Fertilitat bewirkt also ein hoheres Pensionsantrittsalter, wenn das
effektive pro Kopf Arbeitsangebot sinkt. Letzteres sinkt wenn eine der Bedingungen
erfiillt ist (siche Gleichung (A.61) und (A.65)):

e Das Durchschnittsalter der effektiven Arbeitskrafte ist hoher als des Durchschnitts-

alter der Gesamtbevolkerung.

e Das Durchschnittsalter der Erwerbsbevolkerung ist héher als das Durchschnittsal-
ter Alter der Gesamtbevolkerung und die Produktivitéit zum Pensionsantritt (also

am Ende der Erwerbsperiode) ist groBer als die durchschnittliche Produktivitét
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der Erwerbsbevolkerung.

Einfach ausgedriickt bedeuten diese Bedingungen, dass éltere Arbeitskrafte durchschnitt-
lich produktiver sind. In diesem Fall bedeutet eine hohere Fertilitdtsrate n, dass der
soziale Planer vorhandene Konsumgiiter auf mehr Individuen aufteilen muss und der
pro Kopf Konsum zunéchst sinken wiirde. Dadurch steigt jedoch der Grenznutzen des
Konsums, wodurch wiederum langer gearbeitet wird (siehe Gleichung (3.24)). Insgesamt
fiihrt eine Erhohung der Fertilitdt zu einem hoheren Pensionsantrittsalter, wenn Arbeits-
kréafte durchschnittlich im Alter produktiver sind.

Fiir den Kapitalstock &* ist der Effekt im Allgemeinen nicht eindeutig. Er hingt von
der jeweiligen Wahl der Parameterwerte bzw. der Wahl der Produktivitét A(a) und des
Disnutzens ¢(a) ab.

In Abbildung 3.4. werden die Ergebnisse grafisch dargestellt. Die Produktivitit wur-
de dazu als steigende Funktion in a gewéhlt, wodurch nach den obigen Bedingungen
das effektive pro Kopf Arbeitsangebot bei steigender Fertilitdt sinkt und das optimale
Pensionsantrittsalter steigt. Die blauen Linien zeigen das System in der Ausgangssitua-
tion mit n°, die magentafarbenen Linien zeigen das System nach einer Erhohung der
Fertilitdtsrate auf n' > n°. Um sowohl ein Steigen als auch ein Sinken des Kapitalstocks
zu zeigen, wurde die Disnutzenfunktion in den beiden Grafiken variiert. Welcher Fall
eintritt hangt von der jeweiligen Wahl der Parameter und der Funktionen ¢(a) und h(a)
ab. In beiden Grafiken ist zu sehen, dass, wie schon bei der Erh6hung der Lebenserwar-
tung, die (l~€ = 0)-Linie nach oben und die (@, = 0)-Linie nach rechts verschoben werden.
Es ist lediglich entscheidend um wie viel die Linien ansteigen. In Grafik a) ist zu sehen,
dass eine Erhohung der Fertilitdtsrate sowohl einen héheren Kapitalstock als auch ein
hoheres Pensionsantrittsalter bewirkt. In Grafik b) stellt sich der neue steady state bei
einem niedrigeren & und einem héheren a, ein. Eine hohere Fertilitit bewirkt in diesem

Fall, dass der Kapitalstock sinkt und das Pensionsantrittsalter steigt.
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a =0

T

T

(b)

Abbildung 3.4.: Erhéhung der Fertilitit von n® auf n!
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In Abbildung 3.5. werden zuletzt noch der steady state Kapitalstock sowie das steady

state Pensionsantrittsalter als Funktion der Fertilitdtsrate dargestellt. Auch hier ist zu

n n L n n ' L L L L i L L n
0.008 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0018
n n

0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018
n n

(a) (b)

Abbildung 3.5.: Steady State Kapitalstock und Pensionsantrittsalter als Funktion der
Fertilitat

sehen, dass das Pensionsantrittsalter mit steigender Fertilitédt wichst. Weiters wurde die
Disnutzenfunktion erneut variiert, um sowohl ein Steigen (Grafik (a)) als auch ein Sinken

(Grafik (b)) des steady state Kapitalstocks zu présentieren.

3.6. Das dezentrale Problem

Bethencourt und Perera-Tallo zeigen in ihrem Paper weiters wie man das Problem de-
zentral losen kann und welche Mechanismen eingesetzt werden kénnen, um auch im

dezentralen Problem auf die optimale Allokation des sozialen Planers zu kommen.

Eine Moglichkeit die dezentrale Losung zu erhalten, ist einen représentativen Haus-
halt zu betrachten. Dieser soll einen durchschnittlichen Haushalt in der Okonomie, was
Alter und Vermogen angeht, darstellen. Seine Nutzenfunktion entspricht jener des so-
zialen Planers (Gleichung 3.15). Der reprisentative Haushalt beriicksichtigt jedoch seine

Budgetrestriktion und nicht die Ressourcenbeschrankung.
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Das Optimierungsproblem des repréisentativen Haushalts lautet dann:

o] ar(t)
max n(c — a a)da ef(pfn)t .
c(t),ar(t)! In(e(t)) a/ p(a)g(a)d dt (3.41)
st b(t) = w(t)l(an(t)) +r()b(t) — c(t) — nb(t), (3.42)

wobei b(t) das Vermogen beschreibt. Der Haushalt optimiert also seinen Nutzen, wel-
cher sich aus dem Nutzen durch Konsum In(c(t)) minus dem Disnutzen des Arbeitens
fa?(t) p(a)p(a)da zusammensetzt. Als seine Budgetrestriktion hat er das verfiigbare Ein-
kommen (Einkommen w(t)l(a,(t)) plus Zinsen r(¢)b(t)) abziiglich dem Konsum ¢(¢) und
der Abschreibung nb(t). Wichtig ist, dass der Haushalt als Preisnehmer den Lohn w(?)

sowie den Zinssatz r(t) als gegeben ansieht.

Mithilfe der Bedingungen erster Ordnung erhélt man folgende Optimalitdtsbedingun-

gen:
()
Ol r(t) — p (3.43)
Hlar(t)) = ——w(t)h(a (1)) (3.44)

c(t)

Auf der Produktionsseite wollen Firmen ihren Profit (Output A(#)'=2k(¢)*1(t)'~* minus
Kosten w(t)I(t) + (6 +7(t))k(t)) zu jedem Zeitpunkt ¢ maximieren. Daraus ergeben sich

der Lohn w(t) sowie der Zinssatz r(t):

w(t) = (1—a)A) ™ (k—t))a (3.45)

(1)
r(t) = aA(t) (%) -9 (3.46)

Da sich der Markt zu jedem Zeitpunkt ¢ im Gleichgewicht befinden soll, muss gelten:
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Fasst man Gleichung (3.43) - (3.48) zusammen, so miissen ingesamt folgende Bedingun-

gen erfiillt sein, um eine optimale Losung des dezentralen Problems zu erhalten:

% =r(t)—p (3.49)
olar(1)) = I;w(t)h(ar@)) (3.50)
w(t) = (1 —a)A(t) ™ (];—t))a (3.51)

r(t) = aA(t) (I;(—;))) . 4] (3.52)
tlggo A(t)k(t) =0 (3.53)

Es ist schon zu erkennen, dass diese Bedingungen mit jenen des sozialen Planers iiberein-
stimmen (vgl. Gleichung (3.22), (3.23) und (3.24)). Da die Bedingungen ersten Ordnung
iiberstimmen, haben die beiden Systeme gleiche Wachtsumsraten. Und da zusétzlich
auch die Transversalitdtbedingungen gleich sind, stimmen die optimalen Allokation des

reprisentativen Haushalts mit jenen des sozialen Planers iiberein.

Eine weitere Moglichkeit das System zu dezentralisieren wére ein einzelnes Individuum zu
betrachten. Mit Hilfe eines Pensionssystem kann das Individuum zu der optimalen Allo-
kation des sozialen Planers gefiihrt werden. Wichtig ist dabei, dass der soziale Planer bei
der optimalen Konsumallokation die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines einzelnen Indi-
viduums nicht beriicksichtig. Im Gegensatz dazu spiet die Uberlebenswahrscheinlichkeit
eine zentrale Rolle, wenn ein einzelnes Individuum jedoch seinen Konsum optimiert: je
geringer die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist, desto mehr wird ein Individuum in der
Gegenwart konsumieren und desto weniger somit sparen. Somit wiirde ein Individu-
um nie auf die Allokation des sozialen Planers kommen. Um das zu umgehen, kénnen
Mechanismen eingebaut werden, die Individuen gegen die Unsicherheit des Uberlebens
versichern und somit die Ersparnis wieder erhohen. Eine detailliertere Ausfithrung ist in
Bethencourt und Perera-Tallo (2014) zu finden.

3.7. Zusammenfassung

In diesem Modell wurde das Pensionsantrittsalter optimal durch einen sozialen Planer

berechnet und die Auswirkungen einer alternden Bevolkerung auf den Kapitalstock und
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das Pensionsantrittsalter untersucht. Es wurde gezeigt, dass eine steigende Lebenser-
wartung das Pensionsantrittsalter erhoht. Individuen werden langer arbeiten, um in der
Pension keine finanziellen Einbuflen zu haben. Eine steigende Lebenserwartung verrin-
gert den Kapitalstock, da das effektive pro Kopf Arbeitsangebot sinkt. Eine sinkende
Fertilitdt hat keine eindeutigen Auswirkungen, da die Effekte vom effektiven pro Kopf
Arbeitsangebot bzw. der Produktivitdt sowie dem Disnutzen von Arbeit abhéngen. Es
kann jedoch schon gesagt werden, dass das Pensionsantrittsalter bei sinkender Fertilitét

sinkt, wenn Arbeitskrifte im Alter durchschnittlich produktiver sind.
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Kapitel 4

Auswirkungen einer Erhohung des

Pensionsantrittsalters in einem
OLG-Modell

4.1. Modell

In diesem Kapitel wird das OLG-Modell von Miyazaki (2014) vorgestellt. Das Pensi-
onsantrittsalter ist hier exogen gegeben und es werden im Vergleich zum OLG-Modell
aus Kapitel 2 die Auswirkungen einer Verdnderung des Pensionsantrittsalters auf den
Kapitalstock, den aggregierten Output und die Pensionszahlungen betrachtet. Um her-
vorzuheben, dass das Pensionsantrittsalter nicht optimal gewéhlt wird, wird es nicht wie
in Kapitel 2 mit /; sondern mit x bezeichnet. Zudem wird in diesem Modell eine Arbeits-
produktivitét 6 € (0,1] in der zweiten Periode angenommen. Weiters wird in Miyazaki
(2014) angenommen, dass man mit Sicherheit in die zweite Periode gelangt und dass
die Bevolkerung konstant ist. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit wird auf 7 = 1 und die
Wachstumsrate der Bevolkerung auf n = 0 gesetzt.

Fiir die Konsumentenseite werden wiederum folgende Annahmen getroffen: Individuen
leben zwei Perioden lang, wobei die Periodenldnge auf 1 normiert ist. In der ersten Peri-
ode sind Individuen bzw. Haushalte jung. Sie arbeiten und bekommen dafiir einen Lohn
wy, den sie jedoch versteuern miissen. Somit bleibt ihnen als Einkommen (1 —7)w;, wobei
7 € [0,1) die Lohnsteuer beschreibt. Das Nettoeinkommen kénnen sie in Konsum ¢;;

und Ersparnis s; unterteilen. Die Budgetrestriktion fiir diese Periode lautet somit

1+ st =(1—7)wy. (4.1)
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Weiters ist es wichtig, dass die Ersparnis grofler gleich Null ist, da sich Individuen nicht

verschulden konnen:
>0 <= C1,t < (1 — T)U)t (42)

In der zweiten Periode sind die Individuen alt. Sie arbeiten in dieser Periode nur mehr
einen Anteil x € [0, 1) ihrer Zeit, die iibrige Zeit (1 —x) sind sie in Pension. Man kénnte «
somit als Pensionsantrittsalter bezeichnen, welches in diesem Modell exogen gegeben ist.
Fiir die Arbeit erhalten sie wieder den Lohn abziiglich der Steuer (1 —7)w;1, wobei nun
eine Arbeitsproduktivitit von 6 € (0,1] angenommen wird. §# < 1 kommt daher, dass
angenommen wird, dass Individuen im Alter weniger produktiv sind. Das Einkommen
setzt sich nun aus (1 —7)z0w;,; zusammen. Die restliche Zeit sind Individuen in Pension
und erhalten Transfers in Hohe von P, ;. Weiters erhalten Individuen in der zweiten
Periode das Ersparte aus der vorigen Periode, was noch verzinst wird — also Ry 1s;.
Dieses zu Verfiigung stehende Kapital kann nun nur noch fiir Konsum ¢y 4 ausgegeben
werden, da Individuen in dieser Periode nicht mehr sparen miissen, da sie nur zwei

Perioden lang leben. Die Budgetrestriktion fiir diese Periode lautet daher
Cot+1 = Rt—i—lst + (1 — T)l‘ewt+1 + (1 — x)Pt—i-l' (43)

Setzt man die Ersparnis s; aus Gleichung (4.1) in Gleichung (4.3) so erhilt man die

intertemporale Budgetrestriktion eines Individuums:
Rt+1CLt + Cot+1 = (]_ - T)tht+1 + (1 - T)I'th+1 + (1 — I’).Pt_;'_l (44)

Individuen verhalten sich nun so, als ob sie ihren Nutzen maximieren wiirden. Dazu
wird die folgende logarithmische Nutzenfunktion U(cy s, cory1) = In(cis) + S1n(co i)
angenommen, wobei # € (0,1) den Diskontierungsfaktor darstellt. Daraus ergibt sich

das folgende Optimierungsproblem:

max In(ci) + FIn(coi41) (4.5)
C1,t,C2,t+1

s.t. Rt+101,t + Cot+1 — (1 — 7')th,5+1 — (1 — T)Iewt_;,_l — (1 — .Z')Pt_;,_l =0 (46)

Cit — (1 — T)?Ut S 0 (47)

1t Co1 2> 0 (4.8)
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Da dieses Maximierungsproblem analog zu Kapitel 2 mit der Lagrange-Funktion geltst
wird, werden hier nur die Ergebnisse préasentiert. Die Rechenschritte sind in Appendix

A4 zu finden. Fiir den optimalen Konsum gilt:

Riii(1—71wi+ (1 — 7)z0wi g + (1 — x) Py
(1+ B)Ria

Cit = (49)
Die Interpretation einer Erhéhung von wy, w1, Ri11, 7 und 3 ist analog zu Kapitel 2:
ein hoheres wy bzw. w;;1 bewirkt ein Steigen des optimalen Konsums, ein héheres R 1,
7 bzw. 3 bewirkt ein Sinken des optimalen Konsums. Neu in diesem Modell sind die

Auswirkungen von 6, P, und x:

e Eine Erhohung der Arbeitsproduktivitit ¢ in der zweiten Periode hat dieselben
Auswirkungen wie eine Erhohung der Transferzahlungen P, ;: es steht mehr Ein-

kommen zu Verfiigung, welches fiir Konsum ausgegeben werden kann.

e Eine Erhchung des Pensionsantrittsalters x hat keine eindeutige Auswirkung, da
der Lohn in der zweiten Periode ldanger ausbezahlt wird, die Transferzahlungen

P, 1 jedoch kiirzer.
Fiir die optimale Ersparnis gilt:

Bl —7)Riywy — (1 — 7)axbweys — (1 — )Py

(14 B)Risa (4.10)

St —

Auch hier ist die Interpretation einer Erhéhung von wy, wyy1, Ryy1, 7 und § wieder analog
zu jener in Kapitel 2: ein hoheres wy, R;; 1 bzw. § bewirkt ein Steigen der optimalen
Ersparnis, ein hoheres w1 bewirkt ein Sinken der Ersparnis und ein hoheres 7 hat keine
eindeutigen Auswirkungen, da diese von den Werte der exogenen Parameter w;, w1,
Riy1, B, 0 und x abhingen. In diesem Modell sind noch die Auswirkungen von 6, P,

und z relevant:

e Eine Erhohung der Arbeitsproduktivitat 6 sowie der Transferzahlungen P,,; be-
wirkt ein Sinken der Ersparnis, da sich dadurch das Einkommen in der zweiten

Periode erhoht und in Folge in der ersten Periode weniger gespart werden muss.

e Eine Erhohung des Pensionsantrittsalters x hat keinen eindeutigen Effekt auf das

Sparen in der ersten Periode.
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Auch hier ist wieder zu beachten, dass s; > 0 gelten muss. Dazu muss folgende Bedingung

erfiillt sein:
St > 0 <~ 6(1 — T)Rt+1wt > (1 — T).Tethrl -+ (1 — %)Pt+1 (411)

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so befindet man sich im Fall s, = 0 und ¢;; = (1—7)w;.
In Folge wére auch der Kapitalstock gleich Null. Im weiteren wird angenommen, dass

diese Bedingung erfiillt ist.

Wird auf der anderen Seite die Produzentenseite betrachtet, so wird angenommen, dass
eine reprasentative Firma zu jedem Zeitpunkt einen Output produziert. Dazu wird Ar-
beit L; und Kapital K; verwendet. Die Produktionsfunktion lautet Y; = AK*L;~*, wobei
a € (0,1) die Kapitalelastizitit und A = 1 den technologischen Fortschritt beschreibt.
In diesem Modell wird die Fertilitdt und somit das Bevdélkerungswachstum nicht be-
trachtet. Die Wachstumsrate der Bevolkerung n wird auf Null gesetzt, n = 0, und die
Bevolkerung bleibt daher konstant — N; = (14+n)N;_; = N;_1, wobei IV, alle Individuen
beschreibt, die zum Zeitpunkt ¢ geboren sind. Da Individuen auch in der zweiten Peri-
ode arbeiten, setzt sich die Erwerbsbevolkerung L; zum Zeitpunkt ¢ wie folgt zusammen:
Ly = Ny+ 20N;_1 = (1 + x20)N,.
_ K KpLy®

Wird der Konsum pro Arbeiter betrachtet, also k; = Tk, 80 folgt 4, = L% = —tt— =

<IL(—:> = ky*. Die Inputfaktoren Kapital und Arbeit werden geméfl ihren Grenzproduk-

tivitaten entlohnt:

R, = ak?™! (4.12)
wy = (1 — )k (4.13)

Zuletzt muss noch beachtet werden, dass das Staatsbudget fiir die Pensionszahlungen

zu jedem Zeitpunkt ausgeglichen sein muss. Somit gilt

(1 — Q})PtJrl = th+1(1 + 1'0) (414)

Der Kapitalstock K, in der zweiten Periode setzt sich aus der Ersparnis s; aller Indi-

viduen zusammen, die in Periode t leben, also K;.1 = s;N;. Wegen Ly = (1 + 20) N,
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gilt fiir den Kapitalstock pro effektiver Arbeitskraft k; 1 = IL{ZLI = T

B(1 = T)Riyywy — (1 — 7)xbwiyy — (1 — ) Py
(1+20)(1 + B) Ry

kt+1 =

Mit Gleichungen (4.12), (4.13) und (4.14) folgt nun:

B(1 —1)w, (1 — 7)xbwi sy TWii1

ki1 = (1+ z6)(1+ B) N (1+20)(1+ B) R B (1+ B)Reta

Bl-7)1-0a), , (@A—=7)20(1—aq) ¢! _a)k
1+20)1+8)""  (A+z0)(1+5a ™ 1A+ ™

((1 + B)a(l+z0)+ (1 —a)(r+ :1:'0)) o Bl —7)(1— a)k?

(1+20)(1+ 8 (1+20)(1+ )

Fiir den Kapitalstock pro Arbeiter gilt also:

. af(l—7)(1 - a)
T W Ball+20) + (1 - a)(7 +20)

ki

Es gibt somit einen steady state k* = k;; = k; fiir beliebiges x € [0, 1):

. afl-n-a) .
(1+B)a(l+20) + (1 — a)(r + x0)

af(l—7)(1—«) T—a

= M 0T A 120 + 0= a)(r 5 20)

4.2. Erhéhung des Pensionsantrittsalters

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Im Folgenden werden die Auswirkungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters auf

den Kapitalstock, den aggregierten Output sowie die Pensionszahlungen analysiert. Dazu

wird zunéchst die Verdnderung vom Kapitalstock betrachtet, wenn sich der Anteil, den

man in Periode 2 arbeitet, — und somit das Pensionsantrittsalter — um eine marginale

Einheit erhoht. Wird also die Ableitung % betrachtet, so ist zu sehen, dass diese negativ
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ist. Dazu wird die Kettenregel verwendet:

o

8/€*: 1 { af(l—7)(1—«) }1—&
or 1—a |[(1+P)a(l+20)+ (1 —a)(r+x0)

| {—045(1 — )1 —a)-[(1+B)ab + (1 — 04)9]] <0 (4.18)

(1 + B)au(1 + 20) + (1 — a)(1 + 20)]?

Da alle Parameter zwischen Null und Eins liegen, ist es leicht zu sehen, dass die erste
Klammer positiv und die zweite Klammer, wegen des Minus im Zahler, negativ sein
muss. Wenn das Pensionsantrittsalter erhoht wird, sparen Individuen in Periode 1 we-
niger und somit verringert dies den Kapitalstock pro effektiver Arbeit. Eine Erhchung
des Pensionsantrittsalters hat in diesem Modell also eine negative Auswirkung auf das

Kapital.

Wird nun der aggregierten Output Y* = (1 + 20)(k*)® betrachtet, so sind die Aus-
wirkungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters nicht eindeutig. Es gibt zwei ent-
gegengesetzte Effekte: zum einen steigt durch eine Erhohung des Pensionantrittsalters
die effektive Arbeitskraft und somit der aggregierte Output. Zum anderen bewirkt ein
langeres Arbeiten jedoch, dass in der ersten Periode weniger gespart wird, weshalb der
Kapitalstock und in Folge dessen auch der Output sinkt. Welcher der beiden Effekte
iiberwiegt hiangt von den Parametern ab. Fiir die Analyse wird die Ableitung % her-
angezogen. Wichtig ist alleine das Vorzeichen, weshalb alle Terme, die groBler Null sind

und somit das Vorzeichen nicht beeinflussen, herausgehoben werden kénnen. Insgesamt

1

kann gesagt werden, dass ein eindeutiges a € (0, 5) existiert, sodass

o fiir alle @ € (0, @) der aggregrierte Output Y* fiir jedes 7 € [0, 1) in z steigt,

1
’ 2

Y* fiir jedes 7 € [0,7) in z sinkt und fiir jedes 7 € (7,1) in z steigt,

e fiir alle o € (@, 5) ein eindeutiges 7 € (0, 1) existiert, sodass der aggregierte Output

o fiir alle @ > % der aggregierte Output Y* fiir jedes 7 € [0,1) in x sinkt.

Nun werden diese Ergebnisse noch grafisch dargestellt. Abbildung 4.1. zeigt die oben be-
schriebenen Fallunterscheidungen. Die farbige Fldche zeigt jene (o, 7)-Kombinationen,
fiir die der aggregierte Output wéchst. Die weile Fléche zeigt jene Kombinationen, fiir
die der aggregierte Output sinkt. Das Pensionsantrittsalter wurde dazu auf x = 0.5 ge-

setzt, da sich fiir unterschiedliches x nicht das qualitative Verhalten, sondern nur der
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Abbildung 4.1.: Vorzeichen von % fiir verschiedene (a,7)-Kombinationen

Wert von & veréndert.

In Abbildung 4.2. wird der aggregierte Output als Funktion des Pensionsantrittsalters
grafisch dargestellt. Dazu wird fiir die jeweiligen a-Werte (o = 0.3, @ = 0.49 und
a = 0.7) jeweils die Grafik fiir 7 = 0.3 und 7 = 0.7 gezeigt, um alle vorigen Fallun-
terscheidungen zu préasentieren. In Grafik a), b) und d) ist zu sehen, dass die Kapital-
elastizitat o kleiner % sein muss, damit eine Erhohung des Pensionsantrittsalters einen
positiven Effekt auf den aggregierten Output haben kann. Grafik a) und b) beschreiben
den ersten Fall. «v ist klein genug gewéhlt, sodass der Output fiir jedes 7 mit wachsendem
x steigt. Wenn o < % ist, bedeutet das, dass Arbeit fiir die Produktion wichtiger ist als
Kapital. In Folge dessen ist der Effekt der erhdhten effektiven Arbeitskraft grofier als
jener des sinkenden Kapitalstocks, weshalb der aggregierte Output steigt. In Grafik c)
und d) ist der zweite Fall dargestellt und es ist zu sehen, dass die Hohe der Steuer 7
entscheidend dafiir ist, ob der aggregierte Output wéchst oder sinkt. Wenn Kapital und
Arbeit anndhernd gleich wichtig sind, so ist die Hohe der Steuer entscheidend. Die Steuer
ist nun entscheidend, welcher der beiden Effekte iiberwiegt. Ist die Steuer sehr hoch, so
werden Individuen in der ersten Periode mehr sparen, um die Steuerabgaben zu kom-
pensieren. Dadurch steigt wieder der Kapitalstock und somit der aggregierte Output.
Bei einer niedrigen Steuer, wird nicht mehr sondern weniger gespart werden. In diesem
Fall iberwiegt der Effekt des sinkenden Kapitalstocks. Zuletzt ist noch in Grafik e) und
f) der dritte Fall dargestellt. Fiir o > % sinkt der aggregierte Output mit wachsendem
x fiir jedes 7. Wenn Maschinen wichtiger sind als Arbeitskréfte, iiberwiegt erneut der

Effekt des sinkenden Kapitalstocks. Ein héheres Pensionsantrittsalter bewirkt, dass in
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Abbildung 4.2.: Aggregierter Output Y* als Funktion von z

der ersten Periode weniger gespart werden muss, wodurch das Kapital und somit der

aggregierte Output sinkt.

Analog koénnen auch die Pensionen betrachtet werden. Diese ergeben sich aus Glei-

Copx . Tw*(1426)  7(1420)(1—a)
chung (4.14): P* = =7=5= = =—175

Erhohung des Pensionsantrittsalters = interessant sind, wird die Ableitung % analy-

(k*)*. Da auch hier die Auswirkungen einer

siert. Auch hier sind die Auswirkungen nicht eindeutig und hiangen von den Parametern
ab. Zum einen bewirkt eine Erhchung des Pensionsantrittsalters wieder, dass die effektive
Arbeitskraft steigt, da Individuen ldnger arbeiten und somit langer in die Pensionskasse
einzahlen. Individuen sind auerdem kiirzer in Pension, weshalb die Pensionszahlungen
weniger lange ausbezahlt werden miissen. Beides erhoht die Pensionszahlungen. Zum
anderen bewirkt eine Erhohung des Pensionsantrittsalters, dass in der ersten Periode
weniger gespart werden muss, was den Kapitalstock senkt. Ein niedrigerer Kapitalstock
senkt den Output und in Folge auch den Lohn. Somit wird weniger in die Pensionskasse

eingezahlt und die Pensionszahlungen sinken. Analog zum aggregierten Output ist fiir
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die Analyse wieder nur das Vorzeichen entscheidend. Insgesamt kann gezeigt werden®,

dass ein & € (0, 1) existiert, sodass
e fiir alle @ < & die Pensionszahlungen P* fiir alle 7 € (0, 1) in x steigen,

e fiir alle a € (a, HET%) ein 7 € (0, 1) existiert, sodass die Pensionszahlungen P*

fiir alle 7 < 7 in x sinken und fiir alle 7 > 7 in x steigen,

1+6

TTo0-20" 1) die Pensionszahlungen P* fiir jedes 7 € (0,1) in x sinken.

o fiir alle o € (

Zu beachten ist, dass der Wert fiir o, ab welchem die Pensionszahlungen immer sinken,
positiv von x abhéngt. Je grofler x ist, desto hoher muss « sein, dass es zu einem Sinken
der Pensionszahlungen kommen kann. Somit héngt das qualitative Verhalten erneut nur
von & ab. Abbildung 4.3. zeigt wiederum die oben beschriebenen Fallunterscheidungen:
die farbige Flache zeigt jene («,7)-Kombinationen, fiir die die Pensionszahlungen stei-
gen, die weifle Flache zeigt jene Kombinationen, fiir die die Pensionszahlungen sinken.
Das Pensionsantrittsalter x wurde variiert, da der kritische Wert fiir @ von x abhéngt.
Fiir den Fall x = 0.2 ist schon zu sehen, dass die Auswirkung einer Erhohung x auf
die Pensionszahlungen auch von 7 abhéngen. Fiir a = 0.7 liegt der Punkt mit einem
niedrigem 7 in der weiflen Flidche und bedeutet somit, dass mit dieser Wahl von o und 7
eine Erhohung von z die Pensionszahlungen sinken lésst. Kapital ist fiir die Produktion
wichtiger als Arbeit, weshalb der Effekt des sinkenden Kapitalstocks und somit des sin-
kenden Lohns iiberwiegt. Fiir & = 0.7 und hohem 7 bewirkt eine Erh6hung von = auch
eine Erhohung von P*, da die Parameterkombination (a,7) dann im farbigen Bereich
liegt. Wenn die Steuer sehr hoch ist, ist das Nettoeinkommen sehr gering, weshalb In-
dividuen in der ersten Periode mehr sparen miissen, was den Kapitalstock und in Folge
den Lohn und die Pensionszahlungen erhoht. Zu beachten ist, dass der kritische Wert

fiir a, ab dem es zu einem Sinken der Pensionszahlungen kommen koénnte, grofier % ist:

1446

1

Da a < % ein realistischer Parameterwert fiir die Kapitalelatizitit ist, kann man sagen,
dass eine Erhohung des Pensionsantrittsalter auch zu einer Erhohung der Pensionszah-
lungen fiihrt.

Abbildung 4.4. zeigt die Pensionszahlungen als Funktion des Pensionsantrittsalters fiir

verschiedene Werte von o und 7. In der oberen Grafik ist a klein genug gewahlt, sodass

°Dieses Ergebnis unterscheidet sich wesentlich von Proposition 3.2. aus Miyazaki (2014).
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Abbildung 4.3.: Vorzeichen von % fiir verschiedene («,7)-Kombinationen

der erste Fall eintritt und die Pensionszahlungen in z steigen. In der unteren Grafik ist
a sehr hoch gewihlt. Es ist zu sehen, dass die Pensionszahlungen bis x etwa 0.9 sinken
und danach steigen. Diese Grafik verdeutlicht, dass die Auswirkungen einer Erh6hung
von x auf die Pensionszahlungen P* von den jeweiligen Parameterwerten abhéngen.
Zusammengefasst gilt, dass prinzipiell eine Erhéhung des Pensionsantrittsalters mehr
Einkommen in der zweiten Periode generiert, weshalb mehr Steuern eingenommen wer-
den und die Pensionszahlungen somit erhcht werden. Weiters senkt eine Erhchung des
Pensionsantrittsalters die Ersparnis und somit den Kapitalstock und den Lohn, weshalb
die Pensionszahlungen sinken. Speziell der Wert der Kapitalelastizitéit « ist entschei-
dend. Ist diese sehr hoch, ist Kapital fiir den Output wichtiger, weshalb ein Sinken des
Kapitalstocks und in Folge des Lohns einen hoheren Einfluss auf die Pensionszahlungen
hat, als die Tatsache, dass durch die Erh6hung des Pensionsantrittsalters mehr Leute in
die Pensionskasse einzahlen. Fiir niedriges « sind Arbeitskriifte von gréfierer Bedeutung,
weshalb der Effekt durch die hohere effektive Arbeit {iberwiegt und die Pensionszahlun-

gen somit steigen.
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Abbildung 4.4.: Pensionszahlungen P* als Funktion von z

4.3. Modell mit Uberlebenswahrscheinlichkeit

Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell basiert auf jenem von Miyazaki (2014), jedoch
wurde zusitzlich eine Uberlebenswahrscheinlichkeit 7 € (0, 1) der zweiten Periode ein-
gefithrt. Dieses Modell unterscheidet sich von jenem in Kapitel 2 also insofern, als dass
das Pensionsantrittsalter wieder exogen gegeben ist und eine Arbeitsproduktivitiat 0 < 1
in der zweiten Periode angenommen wird. Das exogenen Pensionsantrittsalter wird ver-
wendet, um wiederum die Auswirkungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters auf

den Kapitalstock, den aggregierten Output und die Pensionszahlungen zu analysieren.

Das Optimierungsproblem der Individuen lautet somit:

vt In(cy4) + 708 1In(cat41) (4.20)
s.t. B C1t+ Copg1 — Bty (1—71)w; — (1 = 71)xbwiyy — (1 —2)Pyy =0 (4.21)
cr—(1—7)w <0 (4.22)
Cit,C241 > 0 (4.23)
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Da das Maximierungsproblem analog zum vorigen Modell gelést wird, sind die Rechen-

schritte in Appendix A5 zu finden. Fiir die optimale Ersparnis gilt:

7B(1 — T)Reyrwy — w(1 — 7)xbwiq — w(l — ) Py

(1+7B)Risa (4.24)

St —

Auch hier muss beachtet werden, dass s; > 0 gilt. Dazu muss analog zu Kapitel 4.1 die

Bedingung
St Z 0 e ﬁ(l - T)Rt+1wt Z (1 - T)l’gwt_i_l + (1 — x)Rt-i-l (425)

erfiillt sein. Ist dies nicht der Fall, so gilt s; = 0 und ¢;; = (1 — 7)w; und in Folge dann,

dass der Kapitalstock Null ist. Im weiteren wird angenommen, dass s; > 0 erfiillt ist.

Die Produktionsseite bleibt durch die Einfilhrung einer Uberlebenswahrscheinlichkeit
analog zu jener aus Kapitel 4.1. Weiterhin gilt fiir Zinssatz und Lohn: R, = ak?~ " und
we = (1 — a)k.

Der Staat muss jedoch sehr wohl die Uberlebenswahrscheinlichkeit 7 einkalkulieren, da

weiterhin das Budget fiir die Pensionszahlungen ausgeglichen sein muss:
(1 — 2) Py = Twi + 7wy = 1w (1 4 w20) (4.26)
Auch in diesem Modell gibt es einen steady state k* = k;1 = k; fiir beliebiges x € [0, 1):

mafB(l—7)(1— ) o
(1+76)(1+ mxb)a+ (1 — o) (7 + 7zh)

k* = (4.27)

4.4. Erhohung des Pensionsantrittsalters sowie der

Uberlebenswahrscheinlichkeit

Wie zuvor wird wieder die Verdnderung des Kapitalstocks betrachtet, wenn sich der

ok*
ox °

Modell mit Uberlebenswahrscheinlichkeit hat eine Erhohung des Pensionsantrittsalters

Anteil, den Individuen in der zweiten Periode arbeiten, erhcht — Auch in diesem

eine negative Auswirkung auf den Kapitalstock pro effektiver Arbeit:

ok*
ox

<0 (4.28)
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Eine ceteris paribus Erhohung des Pensionsantrittsalters veranlasst Individuen in der
jungen Periode weniger zu sparen. Dies fiihrt zu einer Verringerung des Kapitalstocks

pro Arbeiter.

Nun wird auch noch die Verdnderung des pro Kopf Kapitalstocks betrachtet, wenn die
Uberlebenswahrscheinlichkeit erhoht wird. Der Gedanke dahinter ist, dass heutzutage die
Lebenserwartung immer mehr zunimmt und Individuen mehr sparen. Deswegen sind die
Auswirkungen einer Erhohung der Uberlebenswahrscheinlichkeit auf den Kapitalstock

positiv:

ok*
o

>0 (4.29)

Eine Erhohung der Uberlebenswahrscheinlichkeit lisst Individuen in der jungen Periode

mehr sparen und in Folge dessen erhoht sich der pro Kopf Kapitalstock.

Als néchstes werden die Ergebnisse dieses Modells grafisch dargestellt. Da die Auswir-
kungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters und der Uberlebenswahrscheinlichkeit

analysiert werden, werden diese in einem 3D-Plot dargestellt.

Zunéchst wird in Abbildung 4.5. der gleichgewichtige pro Kopf Kapitalstock gezeigt.
Es ist schon zu sehen, dass der pro Kopf Kapitalstock mit wachsendem z sinkt und mit
wachsendem 7 steigt. Diese Grafik wurde fiir « = 0.3, § = 0.9, 7 = 0.3 und § = 0.9
geplottet. Eine Veranderung der Parameterwerte hat keine Auswirkung auf das qualita-
tive Ergebnis — der pro Kopf Kapitalstock sinkt weiterhin fiir wachsendes x und steigt
fiir wachsendes m —, lediglich die Stéarke der Kriimmung &ndert sich. Wenn Individuen
langer arbeiten miissen, werden sie in der ersten Periode weniger sparen, da sie langer
Einkommen bekommen. Doch das Sinken der Ersparnis senkt den pro Kopf Kapital-
stock. Steigt jedoch die Lebenserwartung, so steigt die Ersparnis, damit Individuen sich
weiterhin den Konsum in der zweiten Periode leisten konnen, und in Folge dessen der

pro Kopf Kapitalstock.

Wird nun der aggregierte Output Y* = (1 + mz6)(k*)* betrachtet, so sind wegen

o o (k)"
T w0 (k") +(1 + mz0) 5 (4.30)
>0 5o >0 DA
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Abbildung 4.5.: Pro Kopf Kapitalstock

die Auswirkungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters auf den aggregierten Out-
put nicht eindeutig. Der Gesamteffekt kann in zwei verschiedene Effekte zerlegt wer-
den: zum einen bewirkt eine Erhohung des Pensionsantrittsalters, dass Individuen in
der ersten Periode weniger sparen, was den pro Kopf Kapitalstock und somit auch den
Output verringert. Zum anderen bedeutet eine Erh6hung des Pensionsantrittsalters ei-
ne Erhohung der effektiven Arbeitskraft pro Person, was wiederum den Output erhoht.
Welcher Effekt {iberwiegt hingt wie schon in Kapitel 4.2 von den Parameterwerten ab.
Auch hier sind wieder die Elastizitit des Kapitals a und die Steuer 7 entscheidend.
Hinzu kommt in diesem Modell jedoch noch die Uberlebenswahrscheinlichkeit 7.

Wird nun eine Erhohung der Lebenserwartung betrachtet, so ist schon zu sehen, dass

diese, wegen

883; = 0, (k) +(1 + 720) a(gﬂ) , (4.31)
>0 5o >0 T
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immer zu einem Steigen im aggregierten Output fithrt. Je langer man lebt, desto mehr
spart man an, desto hoher ist der pro Kopf Kapitalstock und in Folge auch der aggre-
gierte Output. In den nachfolgenden Grafiken werden die Ergebnisse fiir unterschiedliche

Parameterwerte présentiert:
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(b) Y* als Funktion von z fiir gegebenes 7

Abbildung 4.6.: Aggregierter Output fiir « = 0.3 und 7 = 0.3

Abbildung 4.6. zeigt den aggregierten Output fiir « = 0.3 und 7 = 0.3 zum einen
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als Funktion von Pensionsantrittsalter und Steuer in einem 3D-Plot. Hier ist zu sehen,
dass der Output sowohl in z als auch in 7 steigt. Zum anderen wird Y™ fiir feste 7
Werte gezeigt. Auch in dieser Grafik ist schon zu sehen, dass der Output steigt. Da
a recht klein ist, sind Arbeitskréfte wichtiger als Kapital. Die Erhohung der effektiven
Arbeitskraft hat einen grofleren Einfluss auf den aggregierten Output als das Sinken des
Kapitalstocks, weshalb eine Erhéhung des Pensionsantrittsalters auch eine Erhéhung des
Outputs bewirkt.

Abbildung 4.7. zeigt nun den aggregierten Output fiir « = 0.4 und 7 = 0.2 wiederum
als 3D-Plot und als Funktion von z fiir gegebenes 7. Das Ergebnis ist in diesem Fall
nicht eindeutig. In Grafik b) ist zu sehen, dass der Output fiir niedriges 7 nicht steigt,
jedoch fiir hohes 7 sehr wohl. Zu beachten ist, dass sich die Werte in einem sehr geringen

Intervall bewegen, weswegen das Sinken in x fiir niedriges 7 im 3D-Plot nicht deutlich zu
1
2
Fiir eher niedrige Steuern 7 gilt, je langer man lebt, desto wichtiger wird der Effekt des

sehen ist. Da a < 3 sind Arbeitkréfte wieder wichtiger fiir die Produktion als Kapital.
langeren Arbeitens, was zu einem Steigen des Outputs fithrt. Ist die Lebenserwartung
sehr gering, so hat einen Erhohung des Pensionsantrittsalters zuséatzlich den Effekt, dass
weniger gespart wird, was den pro Kopf Kapitalstock und somit auch den Output senkt.
Fiir geringe Lebenserwartung sind diese Effekte anndhernd gleich bzw. iiberwiegt sogar
der negative Effekt. Gut zu sehen ist jedoch, dass der Output fiir festes x aber steigendes
m wéchst.

Dazu im Vergleich ist es interessant die Grafik fiir « = 0.4 und 7 = 0.7 anzusehen:
Abbildung 4.8. zeigt nun einen Anstieg in x und in 7. Ist die Steuer sehr hoch, so bleibt
einem durch das ldngere Arbeiten trotzdem nicht genug Kapital in der zweiten Periode,
weshalb mehr gespart wird, was das Kapital und somit den Output erhoht. Fiir festes «
kommt es also wie im Modell ohne Lebenserwartung darauf an wie die Steuer gewahlt
wird. In diesem Modell ist jedoch zusétzlich noch die Lebenserwartung entscheidend.
Zum Schluss wird nun in Abbildung 4.9. noch die Grafik fiir = 0.7 und 7 = 0.3 préisen-
tiert: Es ist zu sehen, dass der aggregierte Output Y* fiir jedes m € (0,1) in z sinkt und
fir jedes = € (0,1) in 7 steigt. Da a recht hoch gew#hlt ist, ist Kapital sehr wichtig im
Vergleich zu Arbeit. Somit bewirkt eine Erhéhung des Pensionsantrittsalters ein Sinken

der Ersparnis und in Folge dessen ein Sinken des Outputs.

Zusammengefasst gibt es wie in Kapitel 4.2 mogliche Fille fiir die Auswirkungen ei-

ner Erhéhung des Pensionsantrittsalters auf den aggregierten Output:

e Fiir & > 3 sinkt der Output Y* in z fiir jedes 7 € (0,1) und auch fiir jedes
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Abbildung 4.7.: Aggregierter Output fiir « = 0.4 und 7 = 0.2

me (0,1).

e Fiir a < 1 gibt es ein & € (0, 3), sodass
— fiir a < & steigt der Output Y* in z fiir alle 7, 7 € (0,1) und

— fir a € (a, %) héngt die Steigung des Outputs Y* sowohl von 7 als auch von

7 ab.
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(a) 3D-Plot von Y*(z, )

-3
35x10 .

R
LI [ [ (O [}
OO0 O9
©NnmD

1 I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 R

(b) Y* als Funktion von z fiir gegebenes «

Abbildung 4.9.: Aggregierter Output fiir « = 0.7 und 7 = 0.3

Zuletzt werden noch die Auswirkungen einer Erhéhung von z und 7 auf die Pensions-

zahlungen P* = %(lﬂ*)a betrachtet. Diese sind wegen

opP* _ 7(1 — ) (7‘{'9(1 —z)+ (1+ Wx@)) () + 7(1+ 720)(1 — ) O(k*)™

(4.32)
— )2 —_
or  w V(l x) ~ 7r(1v ) Oz

>0 >0 <0
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bzw.

OP* T1—a) 1 7(1 4+ 720)(1 — «) J(k*)~

= - — (F)° (4.33)
0 1- 2 1-— 0
s (1—z) 7 . 7( = ) _Om
<0 >0 >0

nicht eindeutig. Auch hier kann der Gesamteffekt in zwei verschiedene Effekte zerlegt
werden. Wird zuerst eine Erhohung des Pensionsantrittsalters betrachtet, so bewirkt die-
se zum einen wie vorher ein Sinken der Ersparnis und in Folge ein Sinken des Kapitals
und der Pensionszahlungen. Zum anderen bedeutet eine Erhohung des Penionsantrittsal-
ters, dass mehr Individuen am Arbeitsmarkt sind und demnach Steuern zahlen, was die
Pensionszahlungen erhoht. Wird nun eine Erhohung der Lebenserwartung betrachtet,
so bewirkt diese zum einem ein Steigen der Ersparnis und in Folge eine Erhohung der
Pensionszahlungen. Zum anderen bedeutet eine Erhohung der Lebenserwartung, dass
die Pension iiber einen ldngeren Zeitraum ausbezahlt werden muss, weshalb die Pensi-
onszahlungen sinken. Welcher Effekt iiberwiegt héngt von der Kapitalelastizitit a ab.
Diese Ergebnisse werden anhand der nachfolgenden Grafiken noch verdeutlicht. Fiir alle

Grafiken wurde die Steuer auf 7 = 0.3 gesetzt, @ wurde variiert.

Abbildung 4.10.: 3D-Plot von P*(x, ) fiir a = 0.3 und 7 = 0.3

In Abbildung 4.10. ist zu sehen, dass fiir &« = 0.3, also niedrige Kapitalelastizitat, die
Pensionszahlungen fiir festen 7 in x steigen und fiir festes x in 7 sinken. Wenn Ar-

beitskrifte im Vergleich zu Kapital wichtiger sind, so iiberwiegt der Effekt der gréfleren
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Erwerbsbevolkerung, weshalb die Pensionszahlungen mit wachsendem Pensionsantritts-
alter steigen. Fiir steigende Lebenserwartung iiberwiegt jedoch der Effekt der langeren

Pension, weshalb die Pensionszahlungen sinken.

Abbildung 4.11.: 3D-Plot von P*(z,7) fiir « = 0.7 und 7 = 0.3

Abbildung 4.11. zeigt die Pensionszahlungen fiir « = 0.7. Es ist zu sehen, dass diese
sowohl in z als auch in 7 steigen. Fiir dieses « tiberwiegen jeweils die positiven Effekte,
weshalb insgesamt die Pensionszahlungen steigen.

Fiir a = 0.8 steigen die Pensionszahlungen in 7 fiir festes x. Fiir festes 7 ist die Steigung
in z nicht eindeutig. Da Kapital sehr wichtig im Vergleich zu Arbeitskriften ist, iiber-
wiegt bei einer Erhohung der Lebenserwartung der Effekt, dass Individuen mehr sparen
und somit das Kapital und in Folge die Pensionszahlungen erhoht werden. Bei einer
Erhohung des Pensionsantrittsalters ist dieser Effekt nicht eindeutig. Fiir z < %, wenn
man also mehr als die Hélfte der zweiten Periode in Pension ist, iiberwiegt der Effekt,
dass weniger gespart wird, weshalb die Pensionszahlungen sinken. Sind Individuen je-
doch kiirzer in Pension, also z > %, so iberwiegt der Effekt dass die Erwerbsbevélkerung

zunimmt, weshalb die Pensionszahlungen steigen.

4.5. Zusammenfassung

In diesem Modell wurde das Penionsantrittsalter exogen angenommen und die Auswir-

kungen einer Erhohung des Pensionsantrittsalters auf den Kapitalstock, den aggregierten
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Abbildung 4.12.: 3D-Plot von P*(z,7) fiir « = 0.8 und 7 = 0.3

Output sowie die Pensionszahlungen untersucht. Weiters wurde eine Uberlebenswahr-
scheinlichkeit in die zweite Periode eingefiihrt, welche die Lebenserwartung modellieren
soll. Es ist zu sehen, dass der Kapitalstock pro Arbeiter mit steigendem Pensionsan-
trittsalter sinkt und mit steigender Lebenserwartung steigt. Fiir den aggregierten Out-
put und die Pensionszahlungen treten, je nachdem wie die Parameterwerte gewahlt sind,
unterschiedliche Effekte auf. Zu beachten ist jedoch, dass eine Erhohung des Pensions-
antrittsalters nur dann einen negativen Effekt auf die Pensionszahlungen hat, wenn die
Kapitalelastizitit o sehr hoch gewihlt wird, also wenn Kapital sehr viel wichtiger ist
als Arbeit. Fiir a < %,
Effekte nicht auf. Eine Erhéhung des Pensionsantrittsalters steigert somit die Pensions-

was in der Realitdt durchaus plausibel ist, treten die negativen

zahlungen. Eine Erhohung der Lebenserwartung hat in einer realen Okonomie negative
Auswirkungen auf die Pensionszahlungen. Fiir den aggregierten Output kann es in ei-
ner realen Okonomie nur dann zu negativen Auswirkungen sowohl einer Erhéhung des
Pensionsantrittsalters als auch einer Erhchung der Lebenserwartung kommen, wenn die
Kapitalelatizitéit nahe bei % liegt und die Steuer klein gewéhlt wird. Gilt fiir die Ka-
pitalelatizitit zum Beispiel a@ = 0.3, so sind die Auswirkungen auf den aggregierten

Output immer positiv.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Fazit

In dieser Arbeit wurden unterschiedliche Modelle betrachtet, die explizit das Pensions-
antrittsalter modellieren. Ziel war es zu untersuchen, welche Verinderungen notig sind,
um den Problemen bei Alterung der Bevolkerung entgegenzuwirken. Dazu wurden ei-
nerseits zwei Modelle betrachtet, in denen das Pensionsantrittsalter optimal bestimmt
wurde und andererseits ein Modell, in dem das Pensionsantrittsalter exogen vorgegeben
war. Es wurden die Auswirkungen von steigender Lebenserwartung sowie sinkender Fer-

tilitdtsrate analysiert.

Eine Erhohung der Lebenserwartung hat sowohl in Kapitel 2 (Cipriani, 2016) als auch in
Kapitel 3 (Bethencourt und Perera-Tallo, 2014) positive Auswirkungen auf das optimale
Pensionsantrittsalter. In Kapitel 2 wurde ein OLG-Modell betrachtet, in dem Indivi-
duen in der ersten Periode voll arbeiten und in der zweiten Periode optimal wihlen,
welchen Anteil sie arbeiten. Den restlichen Teil sind sie in Pension und erhalten Pensi-
onszahlungen. Es wurden die Auswirkungen einer steigenden Lebenserwartung auf das
optimale Penionsantrittsalter, den Kapitalstock pro Arbeitskraft sowie die Pensions-
zahlungen analysiert. Ist die Lebenserwartung eher niedrig, so ist es optimal in der
zweiten Periode nicht zu arbeiten. Aufgrund der geringen Lebenserwartung ist der Al-
tersabhéngigkeitsquotient klein, dh. auf eine alte Person kommen viele Junge. Dadurch
sind die Pensionszahlungen automatisch héher, weshalb in der zweiten Periode nicht ge-
arbeitet werden muss. Erst ab einer gewissen Lebenserwartung werden Individuen auch
in der zweiten Periode arbeiten. Je hoher die Lebenserwartung dann ist, desto héher
ist auch das optimale Pensionsantrittsalter. In entwickelten Landern, in denen die Le-
benserwartung hoch ist, wird immer auch in der zweiten Periode gearbeitet. Sowohl
fiir den Fall, dass in der zweiten Periode nicht gearbeitet wird, also auch fiir den Fall,

dass in der zweiten Periode gearbeitet wird, steigt der Kapitalstock pro Arbeiter mit
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steigender Lebenserwartung. Die zweite Periode gewinnt an Bedeutung, wodurch Indi-
viduen mehr sparen, um keine finanziellen Einbuflen zu haben. Im Allgemeinen sind die
Auswirkungen einer steigenden Lebenserwartung auf die Pensionszahlungen nicht ein-
deutig. In einer realen Okonomie fithrt eine hohere Lebenserwartung jedoch zu einem
Sinken der Pensionszahlungen. Individuen arbeiten zwar ldnger, jedoch iiberwiegt der
Effekt der langeren Pension, wodurch die Pensionszahlungen sinken. Als Erweiterung
zu Cipriani (2016) wurde die Fertilitatsrate endogenisiert. Die Effekte fiir Pensionsan-
trittsalter, Kapitalstock und Pensionszahlungen bleiben gleich. Jedoch hat eine steigende
Lebenserwartung negative Auswirkungen auf die Fertilitdtsrate. Da Individuen in ihrer
Nutzenmaximierung die Pensionszahlungen als gegeben ansehen, bewirkt eine hohere Le-
benserwartung lediglich, dass die zweite Periode an Bedeutung gewinnt, wodurch mehr
gespart wird und somit weniger Einkommen fiir Kinder zur Verfiigung steht und damit
die Fertilitatsrate sinkt.

Auch in Kapitel 3 hat eine Erhohung der Lebenserwartung positive Auswirkungen auf
das optimale Pensionsantrittsalter. Es wurde ein zeitstetiges Modell vorgestellt, in dem
das Pensionsantrittsalter durch die Nutzenmaximierung eines sozialen Planers optimal
berechnet wird. Dieser teilt vorhandene Giiter so auf, dass der Nutzen aller Individuen
optimiert wird. Es wurden jedoch auch Moglichkeiten gezeigt wie das Modell dezentra-
lisiert werden kann. Wahrend des Arbeitslebens verfiigen Individuen iiber eine gewisse
Produktivitéit. Zugleich tragen sie auch einen Disnutzen vom Arbeiten, welcher mit dem
Alter steigt. Im Optimum bewirkt eine hohere Lebenserwartung, dass zum einen langer
gearbeitet wird, zum anderen jedoch der Kapitalstock sinkt. Letzterer hiangt vom effek-
tiven pro Kopf Arbeitsangebot ab, welches mit steigender Lebenserwartung abnimmt,
da verhéltnisméaflig weniger Personen im Erwerbsleben sind.

In Kapitel 4 wurde zusitzlich zu Miyazaki (2014) eine Uberlebenswahrscheinlichkeit
eingebaut, welche als Lebenserwartung interpretiert werden kann, um wiederum die
Auswirkungen einer steigenden Lebenserwartung zu analysieren. Die Effekte fiir den
Kapitalstock sowie die Pensionszahlungen sind analog zu Kapitel 2. Neu in diesem Mo-
dell sind die Auswirkungen auf den aggregierten Output. Dieser steigt mit steigender
Lebenserwartung. Fiir den aggregierten Output sind die Inputfaktoren Kapital und Ar-
beit entscheidend. Einerseits wird das Kapital erhoht, andererseits steigt die Zahl der
Erwerbspersonen, da die Wahrscheinlichkeit erhoht wird in die zweite Periode zu gelan-

gen und somit in der zweiten Periode zu arbeiten.

Ein weiteres Ziel war es, die Auswirkungen einer sinkenden Fertilitdt zu betrachten.
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In Kapitel 2 sind die Auswirkungen analog zur steigenden Lebenserwartung: eine nied-
rigere Fertilitdtsrate erhoht das Pensionsantrittsalter sowie den Kapitalstock und senkt
die Pensionszahlungen. In Kapitel 3 sind die Auswirkungen einer sinkenden Fertilitdt im
Allgemeinen weder fiir den Kapitalstock noch fiir das Pensionsantrittsalter eindeutig.
Entscheidend ist wiederum das effektive pro Kopf Arbeitsangebot. Unter der Annahme,
dass éltere Personen im Arbeitsleben durchschnittlich produktiver sind, steigt durch eine
sinkende Fertilitdt das effektive pro Kopf Arbeitsangebot und in Folge sinkt das Pensi-

onsantrittsalter.

Zuletzt wurde in Kapitel 4 das Pensionsantrittsalter exogen vorgegeben und die Auswir-
kungen eines hoheren Pensionsantrittsalters untersucht. Ein hoheres Pensionsantritts-
alter senkt den pro Kopf Kapitalstock. Wenn Individuen lénger arbeiten, muss in der
ersten Periode nicht so viel gespart werden, wodurch der Kapitalstock sinkt. Fiir realisti-
sche Parameterwerte steigen die Pensionszahlungen mit hoherem Pensionsantrittsalter.
Der Kapitalstock sinkt zwar — und in Folge auch die Lohne —, jedoch werden durch die
Erhohung des Pensionsantrittsalters zum einen linger Steuern gezahlt und zum ande-
ren muss die Pension kiirzer ausbezahlt werden, was insgesamt zu einem Steigen der
Pensionszahlungen fithrt. Die Auswirkungen auf den aggregierten Output sind im All-
gemeinen nicht eindeutig. Fiir realistische Parameterwerte wie beispielsweise o = 0,3
fiir die Kapitalelastizitéit, fiihrt ein hoheres Pensionsantrittsalter zu einem steigenden

aggregierten Output.

In allen drei Kapiteln wurde angenommen, dass das Staatsbudget zu jedem Zeitpunkt
ausgeglichen ist. Der Staat reagiert auf demographische Verdnderung sofort perfekt und
passt das Pensionssystem an. Das bedeutet beispielsweise, dass der Staat das Pensi-
onsantrittsalter bei steigender Lebenserwartung erhoht, um das Budget ausgeglichen zu
halten. Das ist eine strenge Annahme, die eine Vereinfachung darstellt. In der Realitét
reagiert die Regierung nicht immer sofort und perfekt auf demographische Anderungen
und hélt das Staatsbudget nicht unbedingt ausgeglichen. Deshalb miisste untersucht
werden, ob und wie sich die Ergebnisse dieser Arbeit &ndern, wenn diese Annahme nicht
erfiillt ist.

Dennoch sind diese Modelle ein guter Ansatz, um die Auswirkungen von demographi-
schen Anderungen auf Pensionssysteme, aber auch Kapitalstock und Output zu model-

lieren.
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Anhang A

Appendix

A1: Modell von Cipriani (2016)

Kapitalstock und optimales Pensionsantrittsalter

T(1-7)[B(1+0) Rep1we—we41]
ki1 = Riq1(1+(1+0)7B)
o Q1—7)m (147 B)wer1—7(14+n)(1+(14+0)7B)wey1—Bén(1—T)w
I+n+ B (EX (R e :

7 [B(1 4 0) Riprwy — Wyey1] (]

(1 + n)(l -+ (1 + (5)7r5)wt+1 + 7T(1 + Wﬁ)th - B(SWRt+1wt . Rt+1
Setzt man nun Lohn und Zinssatz aus Gleichung (2.7) ein, so folgt

(1 —a)m [B(1+ ) Aaky — kiyq]

kt+1 =

— a(l+n)(1+ (1+0)nB)kiy1 +arn(l + 7f)kiy — afomAky
=(1—a)rp(1l+9)Aaky — (1 — @)k

= [a(l+n)(1+(1+0)mB8)+an(l+78)+ (1 — )] kit
=[(1 = a)mB(1+9)Aa + apdrAa] k}'

Araf(l — a+9) o
a(l+n)+apr2+ra[l+aB(l+n)(1+6)] "

— k=
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k
a(l1+n)(1+ (1+0)7B) ki1 + ar(l + 1) key — afomAake

(A.2)



Fiir das optimale Penionsantrittsalter setzt man Lohn und Zinssatz aus Gleichung (2.7)
in Gleichung (2.38) und schreibt k* wie in Gleichung (2.42). Insgesamt gilt

po_ A=n)r(1+78) —7(1+n)(1 + (1 +8)7) — fom(1 - 7)aA(R")*"!
N (14 (1 +9)7p)

—T (6% T O n « 7T2 s « n
Q) — (L )1 (L ) — ATl e e ) ()

n (14 (1 +9)7p)

(I =7)1+7p) _Tl+n (1-7)o [a(l +n) + afr? +7[l +aB(1 +n)(1 —i—(S)]]
S (1+(1+6)7TB) T 714+ (1+8)7B)(1 —a+9)

(A.3)

Verdanderungen von k* und [* bei einer Erhéhung von w

Fiir den Kapitalstock gilt:

ok 1 (k) afA(l —a+0)[a(l+n)+ afr? + [l +aB(1+n)(1+0)]]

or  l-a (a(1+n) +apr?+ [l +aB(l+n)(1+0)])
>0
_afrA(l —a+)2afm + 1+ aB(l+n)(1+0)] (A4)
(a(1 +n) + afn? + 7l + af(1 +n)(1 +0)])° '
Das Vorzeichen héngt also nur vom Zéhler ab:
afA(l —a+96)- [a(l+n)—apfr’] >0, (A.5)
da wegen 3,m,n € (0,1) (1+n) > fr? gilt.
Fiir das Pensionsantrittsalter gilt:
o (1-71)Bs N T(1+n) (I—7)da(l+n)(1+2(1+06)nB)
or (1+(1+6)mpB)? 72 21+ (14 0)78)%(1 — a+9)
) (1-7)das L =3 +aB(+m+0)(1+0)5  (1-7)55
1+ (1+0)mB)2(1—a+9) 1+ (1+0)mB)2(1—a+9) 1+ (1 +9)np)?
~1(1+n) (A-7)0a(l+n)(14+2(1+06)7p) (1—71)B6(1+d)af(l+n)(1+9) >0
- q2 21+ (1 +0)7B)2(1 —a+d) I+ 1+0)mB)2(1 —a+d)
(A.6)
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A2: Erweiterung Cipriani (2016), endogene Fertilitit

Das Optimierungsproblem lautet

max Incy s+ Br[lneg i +9In(l — )] + vInn, (A.7)

€1,t,C2,t4+1,lt,m¢

s.t. 1t + Capr1 —

i—1<0

Ri R

;“wtu — 7 —qn) — (1 = Pwggrle — (1 = 1) Py = 0

Cl,t + ngqW — (1 — T)wt S 0

Cl,ty C2,t+1, lt7 T Z 07

Um dieses Problem zu l6sen wird die zugehorigen Lagrange-Funktion aufgestellt:

L=Inc;+ pr[lncyipr +0In(l — )] +v1lnn,

R R
- )‘[ thlCl,t + Coq1 — ;Hwt(l -7 qnt) - (1 - T)wt+1lt - (1 - lt)-Pt—H]
— [l — 1] = pafer s + neque — (1 — 7)wy (A.8)

Die Bedingungen erster Ordnung lauten:

oL ! oL
<0 . =0 A9
deyy — 7 cut dciy (4.9)
L ! oL

oy, Cotpr - =0 (A.10)
0ca 441 0ca 141
oL ! oL
— <0, l;-=—=0 A1l
oL, = ol (A.11)
oL ! oL
— <0 -— =10 A.12
3nt - Tt ant ( )
oL
— =0 A.13
2 (A.13)

!

L—1<0, mll—1=0 (A.14)
cry +mquy — (1 —T)wy <0, pafery + nquy — (1 — 7)wy] =0 (A.15)
Has f2; (3 EO,AER (A16)
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Da In0 in keinem Fall optimal sein wird, folgt fiir Gleichung (A.9), (A.10) und (A.12),
dass die Ableitung mit Gleichheit erfiillt sein muss, da weder ¢;; noch cy;41 noch n,
gleich Null sein kénnen. Weiters folgt aus Gleichung (A.14), dass gy = 0 sein muss, da
[; = 1 nicht optimal sein kann.

Die Lagrange-Funktion kann fiir diesen Fall folgendermaflen geschrieben werden:

L=1Inc;+ pr[lncosrr +0In(l — 1) + vInn,

R R
- )‘[ tHCl,t + Copr1 — ;:1 wt(l - T qnt) - (1 - T)wt+1lt - (1 - lt)PtJrl]
— paler s + nequy — (1 — 7)wy] (A.17)

Und somit lauten die Bedingungen erster Ordnung;:

OL 1  Run

|
_ - \— 1o =0 A.18
dery c1y . M2 ( )
L

oL _ Fm iy (A.19)
Ocapr1 Cogy1
oL 100) ! o
= B + A1 = 7)wig1 — P41] <0, L+ | — b + A1 = T)wgr — Prya] ) (A.20)
8lt 1-— lt 1- lt

L
OL _ v\ Ruawg Laquw; = 0 (A.21)
ant Tt
0L R R !
- = G Cl,t + C27t+1 - A wt(lfoqnt) — (1*7’)wt+1lt — (1*lt)Pt+1 ; 0 (A22)
o\ 7 T

! |

cie+nqug — (1 —71)w, <0, pofer +nqug — (1 —1)wy] =0 (A.23)
po > A ER (A.24)

Es miissen nun die Fallunterscheidungen s > 0, po = 0, Iy > 0 und [, = 0 getroffen

werden.

o > 0O:

Aus Gleichung (A.23) folgt sofort ¢;; + niquw; = (1 — 7)w, und somit s; = 0. In Folge
wiére jedoch k; 1 = (nti—twlt) gleich Null, was zu einem degenerierten System fiihrt.

p2 = 0:

Aus Gleichung (A.23) ist zu sehen, dass ¢;; +niquwy < (1 —7)w; und somit s, > 0 gelten

1muss.

a) l; = 0: Aus Gleichung (A.20) folgt, dass die Ableitung g—lf: < 0 nicht mit Gleichheit

erfiillt sein muss.
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Driickt man aus Gleichung (A.18), (A.19) und (A.21) jeweils A aus und setzt diese
gleich, so folgt

s B

= < Cott1 = 5Rt+lcl,t (A25)
Rt+101,t Co.t+1
und
™ YT Y1t
= = ny=-—= A.26
Rt+101,t ny Ry 1wiq ! wiq ( )

Werden Gleichung (A.25) und (A.26) in Gleichung (A.22) eingesetzt, so folgt mit

Py = 72 fiir den Konsum in der ersten Periode ¢y

Rt+1 TWt41M

R
sl wiqny — ———— =0
s

R
wt(l _7_) + t+1
T

cit + BRiyic1: —

R R R

— c1 + BRip1c1s + ilVcl,t L 2 ¢ Aeh L w(1 —7)
i Twiq v
R 1 —
o trwig(L+ 78 +7) — Twepiy| Resrw(1 —7)
wiq
Ripwiq(l —
— cry= t+1Wy q( T) (A27)
Riprwg(1+ 7B+ ) — Twigry
Fiir die Fertilitatsrate n; folgt dann
1 —7)Riqw
n M= 7) Reyawy (A.28)

 Reweg(L+ 78+ 7) — Twip1y

Fiir die optimale Ersparnis gilt

st =(1—=71)w —cr1p —npwrg = (1 — 1wy — (1 +y)ery

(1 — 1w Repq(1 + 78 +7) — (1 = 7)7ywew; — Repqwiq(l — 1) (1 + )
Repwq(1 478 + ) — Twe1y

_ (1 - T)th+1wt2775 — (1 - 7')7'7wt+1wt (A 29)
Ripiwg(1 + 78 4+ ) — Twipay '

Damit s; > 0 sichergestellt wird, muss gelten

Ryp1quymB > Tywyy . (A.30)
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Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existiert in diesem Fall kein optimaler Punkt,

sondern nur im degenerierten Fall mit s; = 0.

Der pro Kopf Kapitalstock k;1 setzt sich aus der Ersparnis s; der jungen In-

dividuen NV; im Verhéltnis zur arbeitenden Bevolkerung L;y; = n;N; zusammen:

(1-7)qRip1w2mB—(1—T)Tywi 1w o Wit 1
k _ St _ Rep1weq(14+mB+y) —Twe 17y _ weqm s "V R (A 31)
t+1 — n - YRep1we(1—7) o vy '
Rep1weq(14+mB+7y) —Twe 417

Mit w, = (1 — @) Ak und Ry = aAk{'" folgt weiter:

aqrfB(l — a)Aky — 7y(1 — ) Ak
Yo

ki1 =

— kplya+7my(1 —a)] = agrpB(l — a) ALY

aqrfB(l —a)A
ya+71y(1 — )

= k= k (A.32)

Im steady state k* = k; 1 = k; gilt dann:

agrPB(l —a)A } =
k* = A.33
B .
b) 1 > 0: Aus Gleichung (A.20) folgt dann
o
_ 16_ lt + )\[(1 — T)wt+1 — P,§+1] = O
Bro Bré
< A= =
(L=l =T)wer — A=) Prr (1= 1)(1 = T)wey — w
2
= )\ = B0 (A.34)

(1 — 7wy — TWi Ny — Liwem

Driickt man auch aus Gleichung (A.18), (A.19) und (A.21) jeweils A aus und setzt

diese gleich so folgt:
T b

= <~ Coit1 = 6Rt+lcl,t (A35)
Rt+101,t Cot+1
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und

T YT YCi
Rt-i—lcl,t ne Ry wiq ' wq ( )

und

T B2

Rt—l—lcl,t (1 — T)wt+17T — TW1 My — lth_l'ﬂ'

< (1 — 7‘)u1t+17r — TW1 My — BW(SRt—&-lCl,t = lt'lUt+17T

(1 - T)wt+17T — TWi1 Ty — 57T5Rt+161,t

— ;=
W4T
(1 = Twpam — <% + BﬂéRtH) “L
— ;=
W41 T
_ (L= PJwpamwg — (Twpery + BrdqRiw)er, (A.37)
W1 Wy

Wird nun wieder alles in Gleichung (A.22) eingesetzt, so folgt:

Rt Cit + ﬁRt+1cl,t - Rtﬂwt(l - T) + Hin wiqng — (1 - T)wt+1lt
_ Tt Twprly =0
T
— L2 c1t+ BRip1c1y — Rtﬂwt(l —7)+ fie vere — (1 — 7)wep
Thnh + BOR 101 — T

= R+ (14078 +7) = Ripaw(1 —7) + (1 — 7) 7w
Fiir den optimalen Konsum in der ersten Periode gilt:

(1—71) [wt + WM}

Ry

(14+(14+0)rB+7)

(A.38)

C1t =
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Die optimale Fertilitatsrate lautet mit Gleichung (A.36):

v(1—17) [wt + 71'%}

Riq1

(1+ (1+0)7B + v)qu,

(A.39)

ny =
Die optimale Ersparnis wird wie folgt berechnet:

st =(1—71)w —wgny —c1p = (1 — 1wy — (1 + 7)ery

(1= 7)w(1+ (1 +0)75 +7) = (L+7)(1 = m)wy = (L+7)(1 = 7)mg
(1+ (1 +0)mf +7)

(1= 7)1 |(1+6)Bws — (1 + )2t

Riqt1
= A.40
1+ 1+0)m3+7) (4.40)
Fiir eine positive Ersparnis muss folgende Bedingung erfiillt sein:
5 >0 <= (1 + 5)5Rt+1wt > (1 + ’)/)'thrl (A41)

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existiert in diesem Fall kein optimaler Punkt,

sondern nur im degenerierten Fall s; = 0.

Fiir das optimale Pensionsantrittsalter wird Gleichung (A.37) herangezogen:

(1 = 7w 1wiqm — (Twtr1y+BnoqRe1we)(1-7) (thrﬂzU;cZE)
e A3

Wi41TWeq

ly =

(1) wprrwegn(1+ (1 +6)7B +) — (rwip1y + BrdqRes1we)(1-7) (wt + ﬂlg;g)
mq(1+ (1 +0)78 + y)we1wy

’ll)2
(1-7) [7”1(1 + 7B + w1 wr — TYW 1wy — BrOqR 1 wf — 7'77’73:1] (A.42)
a mq(1+ (14 0)mB + ) wirwy '
Auch hier muss gelten [; > 0. Dazu muss folgende Bedingung erfiillt sein:
2 Wiy
7q(1 + 76 + y)wi 1wy > Tywiwy + B dqRyw; + T7T’)/R— (A.43)
t41
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Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es keinen optimalen Punkt mit [, > 0.

Wird nun der Konsum pro Arbeiter betrachtet, so gilt k; 1 = IL(:E = E—Jﬁ Mit

Liy1 = (ng + wly) Ny und Gleichung (A.39), (A.41) und (A.42) folgt dann weiters:

St
ki1 = —(nt )
(1=7)[(1+0) B —(1-47)m L
— (1+(140)mB+)
y(1-7) [wt+ﬂ%] (1-7) [WQ(1+7T5+7)wt+1wt*Tﬁ’wt+1wt*57r5th+1wt2*‘rTr'y Zfﬁ
(1+(140)mB+7)que (A+(140)TB+7) que1we

2
t+1

Ryt

w

(1 + 5)7Tﬁqwt2wt+1 - (1 + ’Y)qut

w2
(1 = 7)ywpwer + (1 — T)’V”ﬁ +7q(1 + 7B + Y)wiwe 1 — BomqRe w7
(A.44)

Mit w, = (1 — @) Ak® und Ry = a Akl folgt weiters:

kt+1:
(14 6)mBgA*(1- )P k2kgy — (1+y)mqA2 U=l poget]
(1-7)[YA2(1- @)k k2,  +ym A2 kO 4 A2(1- )2k [mq(14mB+y) A2k, - BOmgAake k]

(1 +0)7mpgA?a(l — a)ki™ — (1 +7)7qA(L — )k kit
(1 —71)yAakgkir + (1 — 7)yrkl  + mq(1 + 78 + v) Aak ki1 — BomqA%al k20
(A.45)

= 1=

Im steady state k* = k; 1 = k; gilt:

(1 — T)yAak** ™ + (1 — P)yrk*? + mq(1 4 78 + ) Aak** T — BémqAa’k**™
= (1+6)7BeA%a(l — a)k™™ — (1 +)mgA(l — )k
<~
20D A20nB8q(1 — a4+ 6) — k* L Alrg(l + 78 +7) + (1 — )va] — (1 — 7)ymr = 0

Fiir den pro Kopf Kapitalstock gilt:

* a—1 _
k1,2 =

Alrq(1+7B+7)+(1 - 7)va] £ /A2 [rq(1+7B+7)+(1-7)ya]2+4(1 - 7)yrA2arBg(1— a+0)
2A%2amfBq(1—a+9)

(A.46)
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Da die Wurzel grofier als Null und auch grofer als A[rq(1 + 78+ ) + (1 — 7)va]
ist und &**! nicht negativ sein kann, folgt

k*a71 _

Alrg(1+7p+7)+(1-7)ya] + \/A2 [rq(1+7S+7)+(1—7)va]2+4(1—7)yr A%2an Bq(1 — a+9d)
2A%2amBq(1—a+d)

>
k" =

2A%amBq(1—a+d) e
Alrq(1+7p+7)+(1 *T)’)/Oz]—k\/AQ [rq(1+7B+7)+(1—7)va]2+4(1—7)ym A2anBq(1 - a+d)
(A.47)

A3: Modell von Bethencourt und Perera-Tallo (2011)

Optimaler Konsum und optimales Pensionsantrittsalter
Driickt man A(t) jeweils aus Gleichung (3.19) und (3.20) aus und setzt diese gleich, so
folgt:

1 oanlt)
. - )
— %)~w<t>h<ar<t>>=¢<ar<t» (A.48)

Gleichung (A.48) stellt eine implizite Gleichung fiir das optimale Penionsantrittsalter
a,(t) dar.

Leitet man Gleichung (3.19) nach der Zeit ¢ ab, so folgt ¢(t) = —T;Q)\(t) Aus Glei-

chung (3.21) erhilt man A(t) = A(¢) - {p — aA(t) (,(552)))“_1 + 5} =At)-[p—r()].

Betrachtet man nun % und setzt die jeweiligen Terme fiir A(£) bzw. A(t) ein, so folgt:
é(t) A(t)
N A () — A.49
oD r(t) = p (A.49)
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Mit A(t) aus Gleichung (3.19) bzw. (3.20) erhédlt man zwei Alternativen fiir die Trans-

versalitdtsbedingung:

m () — s, tim @)
tlg& c(t)k(t> 0 bzw. tl—>oo w(t)h(ar(t))k(t) 0 (A.50)

Dynamisches System
Fiir die a,(t)—Gleichung wird Gleichung (A.48) nach der Zeit abgeleitet:

— C(t>2w(t)h(ar(t)) + C(t)u'}(t)h(aT(t)) + @w(t)h’(ar(t))ar(t) = ¢'(a,(t))a.(t)
O ) W), 1 ),

7 @M T e T ha) 0] = st [0
25, 1))
Sar) W] )

“ a®) " Ma)) " T e
) W), )

e[Sl MU - - g+ 2 (A5
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_ ah(ar(t))u(ar(t))dr(t) (A52)

Somit folgt insgesamt fiir die a,(t)—Gleichung:

¢I(ar(t))_h/(ar(t)) a — o M -« . X M o
b(a'r-(t)) h<a7-(t>)} 0 ( k() ) Fotp+(l-a)y+ ( k )

h(ar(t))p(ar(t))
l(ar (t)

—an+9) —« ar(t)

A ar l-o ar
- 1—a)(y+p+8) +alp—n)—a(l —a) < (t)li((t) (t))) ¢(arh((t))l((tc)zi(t)) A53
e ()= T ) W) | o har@nor () (A.53)
Sar) ~ hlar) Tar ()

Steady State

L (I—a)h(ar(t))

1 =
- — Blar )l (ar(t
- ot [

a(l — a)h(ar(t)) }
(1= a)(y+p+0) + alp — n)]p(ar(t)l(ar(t))*

| — (1-a)h(as(t)

a(l —a) h(ar(t) Blar(0)l(ar ()
T A=)+ pt0) +alp—n) dla@i(a®)  n+otr
a(l—a)(n+d8+7) o har(t)
= |0 @hrptdtalp-n ! P(ar(t)l(ar(t)) !
pay)l(ay) (1—a)(y+p+9)
= Th@) T (-abtptd)ralp—n) (A.5)
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Damit folgt dann:

11—«

 (—a)h(a})
1 — Sanitas)

n+o0+y

k* = l(a})

r

(+p+9)
n+40+y

1 _ (=a)(+p+d)talp—n) | s

1

= I(a) L%M} v (A.55)

(s ($lap) \ (1—a)(y+p+9) o0 1=
- (h(ar*)) (1-a)(y+p+6)+alp—n) [7+p+5] (A.56)

Wichtige Ableitungen
Die nachfolgenden Ableitungen sind fiir die Auswirkungen einer Erhchung der Lebens-
erwartung oder einer Erhohung der Fertilitdt auf den Kapitalstock sowie das Pensions-
antrittsalter essentiell.
Als erstes wird das effektive pro Kopf Arbeitsangebot [(a,(t)) betrachtet. Der Einfach-
heit halber wird im Folgenden der Zeitindex ¢ beim Pensionsantrittsalter a, weggelassen:

7 " jrh(a)s(a)e*"“da ?h(a)s(a)e*”ada
l(ay) = [ hla)u(a)da =" “— = — il . (A.57)
ay Ofs(a)e*"“da Ofe*malajL [ Y(a,&)emeda

Die Ableitung von I(a,) nach a, ist positiv:

ol(a,
8((1 ) = h(a,)p(a,) >0 (A.58)
Die Ableitung von [(a,) nach £ ist wegen %‘g’é) > 0 negativ:
a Y(a, —na
o1 i %5 e—nagy
%= —l(ay) <0 (A.59)

[ e mda+ [ (a,§)emda
0
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Die Ableitung von [(a,) nach n ist nicht eindeutig:

. [azrh(a)S(a)(-a)e—nada] L{a s(a)e—nada} — Laf;h(a)S(a)e_”“da] [

s(a)(—a)e_”“da]

" |

[Th(a)b’(a)e"“da] [Ofas(a)ae”“da] -

ay

Of s(a)e"“da] :

[afrh(a)s(a)ae"“da

ay

I

s(a)e”“da]

L{()d}

[Th(a)s(a)e‘"“da] ;s(a)ae_”“d,a }Th(a)s(a)ae_”ada
. 07 ay

J

0

s(a)e~mda ?Th(a)s(a)e*”ada

=l(a,) a— slae” da —/a arh(a)s(a)e’ da
0 [s(a)emda ay J h(a)s(a)e"2da
0 ay
i Ela] Eyla/[ay.ar]]

Ela] beschreibt das durchschnittliche Alter der Gesamtbevolkerung mit

Ela] = Ela/[0,a]]

E,[a/]ay,a,]] beschreibt das Durchschnittsalter der effektiven Arbeitskréfte mit

ar

h(a)s(a)e ™

/a ap(a)da.

s(a)e "da

Buloflay ol = [ o

ay
ay
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|

s(a)e~"da

=1
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ar ar

/aMda: /au(a,ar)da,
o Jh@u@da g,

wobei v die Gewichtung mit der Produktivitét, also die Effektivitiat, kennzeichnet. Das
Vorzeichen von 2- hiingt also von Ela] und E,[a/[ay, a,]] ab. Es konnen zwei Aussagen
getroffen werden. Die erste folgt direkt aus Gleichung (A.60) mit /(a,) > 0:

ol

o < 0 = E,[a/]ay,a.]] > Ela) (A.61)

Das pro Kopf Arbeitsangebot sinkt mit wachsender Fertilitdt, wenn das Durchschnitts-
alter einer effektiven Arbeitskraft hoher ist als jenes der Gesamtbevélkerung. Das ent-
spricht genau dem, dass durch die steigende Geburtenrate die Arbeitsproduktivitdt und
somit das pro Kopf Arbeitsangebot sinkt.

Fiir die zweite Aussage iiber g—i wird zunéchst eine Bedingung hergeleitet. Unter der An-
nahme, dass h(a,) > Elh(a)/[ay, a.]], gilt E,[a/[ay,a.]] — Ela/|ay, a,]] > 0, wobei h(a,)
die Produktivitdt im Alter a, und E[h(a)/[ay,a,]] = fazr h(a)p(a)da die durchschnitt-
liche Produktivitdt der Erwerbstéitigen beschreibt. Diese Annahme bedeutet also, dass

die Produktivitdt am Ende des Arbeitslebens am grofiten sein soll. Es gilt also:

Fah(@u(ayda | ap(ayda
E,la/[ay,a.]] — Ela/]ay,a,]] = a”ar _ auar
[ ha)p(a)da [ p(a)da

E[h(a)/[ay,ar]]

} fh@uada
T ah(@)p(a)da — =, T a uta)da
“ J ula)da

) T h(ayu(ayda
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Qr

[ ah(@)u(a)da - E[h(a)/la,.a,)) | a p(a)da

ay ay

Qar

J ha)u(a)da

ay

1 f
= { / a (h(a)-E[h(a)/lay, a]]) pla)da (A.62)
J h@)u(a)da |,
Um das Vorzeichen zu bestimmen, wird zunéchst noch der Ausdruck (h(a) — E[h(a)/[ay, a,]])
betrachtet. Da h(a) stetig ist, folgt nach dem “Satz vom Minimum und Maximum?”, dass
h(a) im kompackten Intervall [a,, a,] ein Minimum annimmt. Unter der Annnahme, dass

h(a) quasikonkav ist, gilt:

h(a) = h(A(a)a, + (1 — A(a))a,) > min{h(a,), h(a,)} Va € (ay,a,)

a, — a

mit  A(a) =

Ay — Gy

Da angenommen wurde, dass h(a,) > E[h(a)/[a,,a,]|] wird das Minimum bei a, ange-

nommen. Insgesamt gilt also
har) > Elb(a)/[ayar]]  und  h(ay) < E[a(a)/laysa,])
Da h(-) stetig ist, existiert ein a € (ay, a,), sodass
h(a) = E[h(a)/[ay, a,]] und h(a) < E[h(a)/lay,a:]] Va € [ay,a). (A.63)
Mit der Quasikonkavitét von h(a) gilt:

h(a) = h(j\(a)d + (1 - S\(CL))CLT) > min{h(a), h(a,)} = E[h(a)/[ay, a,]] Va € (a,a,]

mit  A(a) = —— (A.64)
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Insgesamt folgt fiir Gleichung (A.62):

Qr

[ @ (h@) EWh(@)/lay.00)) n(a)da
ar a, ?Th(a)u(a)da ]
- / a (h(a)-E[h(a)/lay, a,]]) pa)da —a / wa)da | — Efh(a)/[ay, ar]
2 f n(a)da
_ :
~ [ a (@) Elh(@)/lay,0,)) nla)da - a | [ h@pla)da - Elh(e)fay.a) [ uta)da
— [ a (ha) Elh@)lay.a) pla)da a | [ (h(e) - Elha)/lay.a.1) na)da

N
S
3

~—
ay <0 <0 >0

— / (a— @) (h(a) — Elh(a);lay, a,]]) p(a) da + / (a— @) (h(a) — Elh(a)/lay, a,]]) p(a) da
H,—/ J
> 0,

wobei die letzte Umformung mit Gleichung (A.63) und (A.64) folgt.
Fiir g—fl bedeutet das also

ol

5 = l(a) (Ela) - E,[a/[ay, a])

N J J

=l(a,) - | Ela] — Ela/lay, a,]| + Ela/lay, a;]] — Eyla/lay, a,]]
—~~

-~

>0 Ann.: <0 mit h(ar) > E[h(a)/[ay, ar]]: <0
insgesamt gilt also

ol

Ela/lay,a.]] > Ela], h(a,) > Elh(a)/]ay,a:]], h(a) quasikonkav = o

<0
(A.65)

Das pro Kopf Arbeitsangebot sinkt mit steigender Fertilitéitsrate, wenn zum einen das

durchschnittliche Alter der Erwerbsbevolkerung grofler ist als jenes der Gesamtbevolke-
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rung und wenn die Produktivitdt zum Pensionsantritt grofler ist als die durchschnittliche
Produktivitét.

Als néchstes wird die (a, = 0)- bzw. die daraus resultierende Gleichung fiir den Kapi-

talstock & betrachtet. Der Einfachheit halber wurde der Zeitindex ¢t wieder weggelassen:

oo a(l = a)h(a,) = A6
o= [T 4 75 ol T (460
Fiir die Ableitung von k nach a, gilt:
ok 1 s a (1—-a)a
Oar |, — l1-a (k "17':0) (1I-a)(y+p+0)+a(p—n)
[h (ar)é(ar) ((ar))* = hla,)¢'(ar) ((ar))* = hla,)d(ar)a (I(a,)*" M(ar)h(ar)]
¢(ar)? (I(ar))*
_ ke (1-a)a h(ar) W (ar) - ¢'(ar) - O‘N(“T)h(arq
l—a (l-a)(y+p+0)+alp—n)la)la)” [ ha) ¢(ar) l(ar)
kl—a
_ (l;: ar:O) W(a,) ¢'(ar) aplar)h(ar)
 l-a h(ar) - o(ar) - l(ar) <! (A.67)
>0
Da angenommen wird, dass % steigend in a ist, gilt Va € [ay, a,]:
a%; ¢'(a)h(a) — ¢(a)h'(a) ¢(a) [¢'(a)  W(a) ¢'(a)  W(a)
oa h{a)? >0 = o5 w97 = e e
>
Insgesamt folgt dann
ok
oar |, . < 0. (A.68)
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Weiters gilt

oh (Fla,—o) " (1 = @)ah(a,) (<o) a
0la=0  (1—a)((1—a)(y+p+0) +alp—n))é(ar) (la,)*
- (];a :0) ol
_ T \e=0) Ot (A.69)
1—a ay) Eﬁz
<0
und
6712 _ 1 <]; . )a (1 —a)ah(a,) o
Onls—g 1—a\ a0 ¢lar)  [(1—a)(y+p+0)+alp—n)?((ar)*

e = e S0 =+ p40) +alp— )]

o ~ 1 0l 1
T1-a (k ‘ir=0> [W%+ (1—04)(7—1—,0—1—5)4—04(,0—71)}
2 (Flamo) |- (Bl - Bulefleya) + =5 a0
(A.70)

Im Allgemeinen ist dieses Vorzeichen nicht eindeutig. Unter gewissen Annahmen, wie in
(A.61) und (A.65) zu sehen ist, gilt 2t < 0 und somit

ok

ar=0

Als néchstes wird die (k = 0)- bzw. die daraus resultierende Gleichung fiir den Kapital-

stock k betrachtet. Der Einfachheit halber wurde der Zeitindex ¢ wieder weggelassen:

1
_ (Lao)h(ar) ] 1o
1 = S

_ Plar)iar) A.72
n—+0+7y ( )
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Fiir die Ableitung von & nach a, gilt:

ok ) R Lk ... R
da ,;Oh(ar)“(a’”)[ n+7+0 Ml Ry n+y+o
=1 — ) (ar)d(an)i(ar) + (1 — a)h(an)d(a)l(ar) + (1 — a)h(ar)dlar)h(ar)plar)
¢(ar)2l(ar)2
(Fliy)" nar) ah(a)pla,) H(a,) | ¢(ay)
= 10 W@ dan) | T TGS Ty T dlan) |
>0
(A.73)
ok|  _ o |1 Gty |, e 1= S |1 (1-ahan) 0
0¢ ,;:0_85 n+vy+4 1—« n+~y+9 n+y+9do(ar)(l(ar))? 0
(1. \° 1 a(ay) al
= (Hi) mrrra s [1 * ¢<aT>Z(ar>] g <" (A.74)
—~~
<0
ok _ou 1=y |7 1 [1-SEe |
8n;€:0_8n n+vy+0 11—« n+y+0

(1—a)h(ar)
. (1—a)h(a,) O 1= Gaiay
(n+v+0)d(ar)l(ay)? On n+y+9

~ a 1 ah(a,) ] 0l <I~C|L: )
= (Hivo) T 79 [l * ¢<aT>Z<ar>] Bn T a)(n 759
_ () [+ i o) (Eld] - B fa/[ay,a]]) - (Fi..) (A.75)

(l(ar)* (n+7+9) (I -a)(n+vy+9)
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Im Allgemeinen ist auch dieses Vorzeichen nicht eindeutig. Unter gewissen Annahmen,

wie in (A.61) und (A.65) zu sehen ist, gilt 2¢ < 0 und somit

ok

In i,

< 0. (A.76)

Auswirkungen einer Erhéhung der Lebenserwartung

Die Auswirkungen einer Erhohung der Lebenserwartung ¢ auf das Pensionsantrittsalter
a;y und den Kapitalstock pro effektiver Arbeitskraft k werden mit dem Impliziten Funk-
tionentheorem, angewendet auf Gleichungen (A.54) und (A.55) bzw. (A.56), berechnet.

Dazu werden a; und k jeweils als Funktion von £ angesehen:

a; =a;(€), K =k(), o) =e(a(©), hlay)=h(a;(§)), Uay)=1a;(€),¢)

Wird nun Gleichungen (A.54) total nach ¢ differenziert, so folgt, dass eine Erhohung der

Lebenserwartung positive Auswirkungen auf das optimale Pensionsantrittsalter hat:

o)y O—0ytprd) _d
ha) T At pr o) ralp—n) |
0N dar . olar) (Ollar,€)dar  d(ar,€)
Da agl(ar’§)+h(a:)( day  O¢ 0¢ ):O
>0 <0
—_—
¢(ay) dl(ay, &)
= aai:— - hlap) 0 >0 (A.7T7)

K O e o, O Al 6)

Jdax (ar,€) h(ar) Oat

>0 >0

Fiir den Kapitalstock wird Gleichung (A.55) bzw. (A.56) total nach ¢ differenziert:

~. o = . o d
k*(€) — [m} I(a;, &) =0 ‘d_g
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-, o' = l—a)(y+p+0o ar)\ " d
- k(@——[ } (1—a)(y+p+9) (¢( )) —o |2
Y+p+6 (1—a)(y+p+0)+alp—n) \ h(a*) dg
- 1 igazg da}
o [ o }1“ (I—a)(y+p+0) ou; 06 _
o v +p+o (1—aﬂv+p+6%+Mp—n)@%gy
L >0
a*) ~ N
N 1 Oitas) Da;
ok* « T—a (I—a)(y+p+9) dar O
— = |— L <0 (A.78
3 \{7+p+5} (1-a)(y+p+d)+alp—n) (¢(a;)) A
>0 h(a;)

>0

Eine Erhohung der Lebenserwartung hat somit negative Auswirkungen auf den Kapi-
talstock.

Auswirkungen einer Erhéhung der Fertilitdt
Analog wird auch hier wieder das impliziten Funktionentheorem auf die Gleichungen
(A.54) und (A.55) bzw. (A.56) angewandt. Dazu werden a* und k* also Funktionen von

n angesehen:

Fiir das optimale Pensionsantrittsalter gilt damit:

Plar) . o\ (I—a)(y+p+d) a1 4
We) " T T pr 0 Tal-m " lan
Wt Dapy 0l (Oar) Doy Dllarm)) | (L-a)yaptda
dar On " h(a¥) dar  On on [(1—a)(y+p+6)+alp—n)2
a* #(ay) Ol(az.m) (1—a)(y+p+d)a
s O, h(ay) 9n [(1—a)(v+p+0)+a(p—n)]?
on pler) o (e
h(af) l d)(ar) al(a'rvn)

oa: (a';’ TZ) + h(ar) Oa}
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Das Vorzeichen von

Jl(az,n) (Ela) - E,la/lay. a,]) = i iapiats

[(1—a)(y+p+6)+a(p—n)]?

#(ay)
R(ag) 7( % ¢(ay) Ol(az,n)
oa l(a ’n) + h(a®) Oa}

>0
p o~ <
R = e e R
e Y
e hla)(a;)
s ()
g

da’

T

6n1

st nicht eindeutig. Wenn jedoch E,[a/[a,a,]] > Elal, also mit

Gleichung (A.61) 2 < 0, dann hat eine Erhohung der Fertilititsrate positive Auswir-

kungen auf das optimale Pensionsantrittsalter.

Die Auswirkungen auf den Kapitalstock sind bei einer Erhéhung der Fertilitdt nicht

eindeutig:
. o )T,
k(n)—_7+p+5_ l(a;,£) =0 Id—5
. [ o  ]T= (1—a)(y+p+9) Slap) N\ d
& K- v +p+d]  (A—a)ly+p+d)+alp—n) (h(ar*)) - ‘dS
ok { a } e (1-a)(y+p+d)a (cb(ai) )_1
on  [v+p+d]  [A—a)(y+p+0)+alp—n)? \hlax)
i(az) da’
_{ a ] L-a)y+p+d) o on _,
v+p+d]  (I—a)(y+p+d)+alp—mn) <M)2
n(a)
. O :{ a ] (1= a)(y+ p+8)h(ar)
o [y+p+d]  [(1—a)(y+p+0)+alp—n)lola)
>0 >0
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>0 o falls 2L
olap)
Oty Oap
a a on
— L A.80
(-0 tpr0tap—n  oa) (4.80)
>0 h(a;)
——
>0

Parameter zu den Grafiken des dynamischen Systems

Die Funktionen h(a), ¢(a) und v(a,§) wurden wie folgt gewihlt, sodass die gewiinschten
Eigenschaften erfiillt sind:

a—ay

o h(a) =e%

e ¢(a) = % bzw. fiir Abbildung 3.4. b): ¢(a) = ==12

ao—a ao—a

o lag) =1 (2==)

In der nachfolgenden Tabelle werden alle Parameter aufgelistet:

Parameter Wert Anmerkung

« 0.3 Kapitalelastizitét

) 0.05  Abschreibungsrate des Kapitals

¥ 0.02  Wachstumsrate des technologischen Fortschritts
P 0.04  Diskontrate

Qy 15 Beginn des Arbeitslebens/Erwachsenenlebens
a 65 Ende des Arbeitslebens/Erwachsenenlebens
a 100 Beschriankung des Alters/Lebens

n? 0.01  Fertilitéitsrate

nt 0.03  Erhohung der Fertilitédtsrate

&0 0.1  Gesundheitsparameter

&t 0.9  Erhohung des Gesundheitsparameters

Tabelle A.1.: Parameter der Simulation
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Reprisentativer Haushalt
Die Hamilton-Funktion des reprasentativen Haushalts lautet:

ar(t)
H{(e(t), ar(t), A(t)) = In(e(t)) — / p(a)p(a)da + M) [w(t)l(ar(t)) + r(t)b(t) — c(t) — nb(t)]

ay

Die Bedingungen erster Ordnung des représentativen Haushalts lauten:

i’i) - % (D) =0 (A.81)
aji) = —p(a,(t))p(a,(t)) + Mt)w(t)p(ar(t))h(a,(t)) (A.82)
At) = (p—n)A(E) = AB)[r(t) —n] = A(t)[p — r(t)] (A.83)
Him A(#)b(t) = 0 (A.84)

Aus Gleichung (A.81) folgt ﬁ = A(t). Leitet man das nach der Zeit ¢t ab, so gilt

—CC(%)Q — A(t). Insgesamt erhilt man mit Gleichung (A.83):

d M)A gy, (A.85)

Fiir die Bedingung an das Pensionsantrittsalter a,(t) wird Gleichung (A.81) in Gleichung
(A.82) eingesetzt:

1
¢(ar(t)) = %w(t)h(ar(t)) (A.86)
Auf der Produktionsseite gilt:
max P(t) = At k(t)*1(t) ™ — w(t)I(t) — (6 +r(t))k(t) (A.87)

1(t),k(t)

Mit den Bedingungen erster Ordnung folgt:

a;é? = (1—a)A(t)'— (?g;)a —w(t) =0 == wt)=(1-a)Alr)' (lz{((;))a (A.88)
a-l a—1
ar — oA (F) om0 L0 = i =adey (T) -0 (as
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A4: OLG-Modell von Miyazaki (2014)

Optimale Ersparnis sowie steady state Kapitalstock

Das Optimierungsproblem lautet:

max In(ciy) + SIn(czt1) (A.90)
C1,t,C2,t+1

s.t. Rt+1C17t -+ C2.t+1 — (1 — T)’ll]th+1 — (1 — T)xeth — (1 — l’)Pt+1 =0 (Agl)

C1t — (1 - T)wt S 0 (A92)

Cit; 241 = 0 (A.93)

In Miyazaki (2014) wird gleich von einer inneren Losung ausgegangen, der Vollsténdig-
keit halber werden hier die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen présentiert. Dazu wird
die Lagrange-Funktion L(cyy, cat41, A\, o) = In(crs) + Bln(carsr) — A[Rep1c1t + Copr1 —
(1 — 1w Riy1 — (1 — 7)xbwiyy — (1 — x)Pryq] — plers — (1 — 7)wy] herangezogen. Die

Bedingungen erster Ordnung (FOCs) miissen erfiillt sein:

oL ! oL
< . = A.94
3017,5 = 07 Cit 801’15 0 ( 9 )
oL ! oL
<0, c . =0 A .95
dcarr1 — i 0ca, 141 ( )
oL
i A.
R 0 (A.96)
!
ci—(1=Pw, <0, p-(ery—(1—7)w) =0 (A.97)
>0\ ER (A.98)

Da ¢y 4 und cg 441 nicht Null sein kénnen, da sonst die Zielfunktion gleich —oo wére, sind
die Ableitung in Gleichung (A.94) und (A.95) mit Gleichheit erfiillt. Die Bedingungen

erster Ordnung lauten damit:

oL 1 |
=—4+AR1 =0 A.99
801,7& Cit * i ( )
oL
Pty (A.100)
a02,t+1 Cot+1
oL

5 == Rt+1cl7t + 027t+1 - (1 — T)tht+1 — (1 — T)I‘@wt_Fl — (1 — ZL')Pt+1 ; 0 (A101)
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!
cp— (1 =7)w <0, p-(crp—(1—7)w)) =0 (A.102)
p>0,AeR (A.103)

Um alle kritischen Punkte zu erhalten, muss zwischen ¢ > 0 und g = 0 unterschieden

werden:

p > 0: Aus Gleichung (A.102) folgt sofort, dass ¢1; = (1 — 7)w; und somit s; = 0
gilt. In Folge wére dann auch der Kapitalstock gleich Null, da sich dieser aus der Er-

sparnis ergibt, k41 = 1755 = 0, und weiters dann auch der Output und die Lohne.

w = 0: Aus Gleichung (A.102) folgt, dass ¢;+ < (1 — 7)w; gelten muss.
Driickt man A aus Gleichung (A.99) und (A.100) jeweils aus und setzt diese dann gleich,
so ergibt das

1B

Rt+101,t Cot+1

< Cot+1 = ﬁRt-i—lcl,t- (A104)

Wird Gleichung (A.104) in Gleichung (A.101) eingesetzt, so folgt fiir den Konsum in der
ersten Periode

Rt+lcl,t + 5Rt+101,t - Rt+1(1 - T)wt - (1 - T)xewtﬂ - (1 - I)Pt+1 =0

<~ (1 + 6)Rt+lcl,t = Rt+1(1 — T)wt + (1 — T)$€wt+1 + (1 — ZL’)Pt+1

Rt+1<1 — T)U}t + (1 — T):L'H’th + (1 — .Z')Pt+1
(14 B) Ry

= o= (A.105)

Fiir die optimale Ersparnis eines Individuums gilt wegen Gleichung (4.1):

se=(1—T)wr —c1y

_ Rt+1(1 — T)wt + (1 — T)$9wt+1 + (1 — x)Pt—i-l
(1+ B) R

(1+8)(1 = 7)Rypywy — Ry1 (1 — 1wy — (1 — 7)xbwiy g — (1 — ) Py
(1+B)Ria
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/6(]. — T)R,H_lwt — (1 — T)l'ewH_l — (]. — .I)Pt_t,_l

(14 B)Resa (4.106)

< St =

Auswirkungen einer Erhéhung von x auf Y™
Es ist interessant die Auswirkung einer Erhohung des Pensionsantrittsalters x auf den

aggregierten Output Y* = (1 4 z0)(k*)* zu analysieren:

oy
or

o
ox

(k") + (1 + 20)a (k™)

*

= (k") |0k 4+ (1 + x@)aa
ol | 0

>0

X

J/

=A

Das Vorzeichen von % wird also durch jenes von A bestimmt, wobei B = (1+ 3)a(1+

z0) + (1 — a)(7 + 20) > 0 gilt:

af(1 —;)(1 —Oé)]l‘l‘y N (11—|—_xi)oz _ [aﬁ(l —;)(1 —a)ri‘a

A=

,[—am1—7x1—ayK1+ﬁyw+m1—awq
B2

o+

(1+26)a (aﬁ(l (- a))—l

l1—«

‘ (—aﬁ(l —7)(1 —«a) -i[gr(Ql + B)ad + (1 — a)@])]

c

Das Vorzeichen von % wird also durch jenes von C' bestimmt.

(1+z20) (14 B)abd+ (1 —a)b
l—a B

C=0-
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= —— [+ B)a(l —a)(l+20) + (1 — a)’*(t + 26) — (1 + 20)a(l + afb)]

(1—-a)B < ~— 2
\W—/ D
>0
Das Vorzeichen von % wird also durch jenes von D bestimmt. Mit einigen Umfor-

mungsschritten kommt man nun auf folgendes Ergebnis:

D=(1-a)’t+ (1 —a)’z0 + (1 + 20)a[B — a(l + 23)] (A.107)

(. /
-~

=:G(1,a)

Das Vorzeichen von % héngt somit vom Vorzeichen von G(7,«) ab. Es ist leicht zu
sehen, dass G(-, ) strikt wachsend in 7 auf [0, 1) ist. Das heift, falls G(0,a) > 0 gilt
G(r,a) > 0 V7 € (0,1). Somit wird also G(0, ) betrachtet:

G(0,a) = (1 — a)®z0 + (1 + z0)a[B — a(l + 28)] (A.108)

Um G(0, «) fiir alle o zu analysieren, wird in Gleichung (A.108) der Fall fir o = 0 und
a = 1 betrachtet:

G(0,0) =20 >0
G0,1)=—1+20)(1+5) <0

Da sich die Vorzeichen unterscheiden und G(7,«) quadratisch in « ist, gibt es genau

eine Nullstelle & € (0, 1), das heifit es existiert genau ein & € (0, 1), sodass gilt

Va<a G0O,a)>0  und (A.109)
Va>a G(0,a)<0. (A.110)

Aus Gleichung (A.109) folgt somit insgesamt, dass genau ein a € (0, 1) existert, sodass
fiir alle o kleiner a gilt 2= > 0 fiir jedes 7 € [0, 1).

Fir G(0,a) < 0 héingt das Vorzeichen von 2~ von jenem von G(1,) ab. Wenn

G(1,) > 0 gilt, existiert genau ein 7 € (0, 1) sodass

G(r,a) <0 VT1€[0,7) und (A.111)
G(r,a) >0 VY r1e(r]). (A.112)
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Dazu wird also G(1, ) betrachtet:

G(1,0) = (1 —a)*(1 +20) + (1 + 20)a[8 — a1l + 23)]
= (1+20)[1 — (2 — B) — 2a%8 (A.113)

Auch hier ist es wieder interessant eine Nullstelle von Gleichung (A.113) zu berechnen,

um Unterscheidungen treffen zu kénnen:
G(l,a)=0 <= (1+z0)[1—al2-78)—2a%8=0
— a®28+al2-8)-1=0

= a= % (A.114)

Mit Gleichung (A.114) gilt somit:

1

G(l,a) >0 Vac< 5 und (A.115)
1
Gl,a) <0 Va> 5 (A.116)

Somit kann man sagen, dass fir a € (@,1) wegen Gleichungen (A.111) und (A.112)

genau ein 7 € (0, 1) existiert, sodass

oy*

S 0 Vr<7 und (A.117)
aY*
e >0 V7>7 (A.118)

Zu beachten ist, dass auch fir a in Gleichung (A.109) a < % gilt, da G(O,%) =
20— 3(1+20) = —1 <0,

Auswirkungen einer Erhéhung von x auf P*

Bei der Analyse von % wird analog zum aggregierten Output vorgegangen. Fiir die

7(1420)(1—a)
(1-2)
wie oben B := (14 f)a(l+ 20) + (1 — 7)z0(1 — ) + (1 + 26)7(1 — «) folgt:

Pensionszahlungen gilt P* = (k*)*. Nach einigen Umformungsschritten und

oP*

(1 —x)+ (1 +20)
e =7(1—a)-

(1—x)?

(1+ 26) ok

(1 — m) Oé(k*)a—lg

(k) +
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- (17952?1)(52;3 (@460~ a)B — (1 +28)ad(1 + )1 — 2)]

>0

Das Vorzeichen von 68% héngt nur von jenem von D ab. Mit einigen Umformungsschrit-

ten erhalt man:

D=(1+0)1—-a)*+1+0)(1-a)(1+Ba+ (1+ap)zl] — (1+20)ad(1+ ab)(1l - z)
=:G(r,e)

Das Vorzeichen von 22- héngt nur von jenem von G(7,a) ab. Die weiteren Schritte

werden analog zum aggregierten Output gefiihrt. Es ist leicht zu sehen, dass G strikt
wachsend in 7 ist. Falls also G(0,«) > 0, so wire G(1,«) > 0 fur alle 7 € (0,1). Somit
wird G(0,a) = (1 4+ 60)(1 — a)[(1 + B)a+ (1 4+ ap)zb] — (1 + 20)ab(1 + af)(1 — x) fir
den Fall & = 0 und a = 1 betrachtet:

G(0,0) = (1+60)z0 >0 (A.119)
G(0,1)=—(1+20)0(1+p)(1—x) <0 (A.120)

Somit existiert also ein @ € (0, 1), sodass gilt:

Va<a G(0,a) >0 und (A.121)
Va>a G(0,a) <O0. (A.122)

Aus Gleichung (A.121) folgt somit, dass fir a < a gilt % > 0 fir alle 7 € (0,1).

Fir den Fall & > @ muss G(1, «) betrachtet werden, um das Vorzeichen von % zu

bestimmen. Ist G(1, ) > 0, so existiert ein 7 € (0, 1), sodass

G(r,a) <0 VY7 <7 und (A.123)
G(r,a) >0 V7 >7 (A.124)

Da G(1,a) = (1+0)(1 — a)? + (1 +0)(1 — a)[(1 + Ba+ (1 + aB)zb] — (1 + 20)ad(1 +

af3)(1—z) nicht fur alle « € (@, 1) groBer oder kleiner Null ist, wird nun jenes o € (@, 1)

berechnet, fiir das G(1,«) = 0 gilt, um zu wissen, ob und wenn bei welchem « es einen
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Vorzeichenwechsel gibt:

G(l,a) =0
= [(1+0)(l-ao)l-a)+(1+p)a+(1+ap)zl] —(1+20)ab(l1+af)(l—2)=0
— 1+l —-a)l+a)(1+20)—(1+20)abd(1+af)(l—x)=0
— (1+af)(l+20)[1+0—-a(l+20—20)]=0
0
— 1+0—a(l+20—20)=0
1+46
Somit gilt also
1446
G(l,a) >0 Va< m und (A126)
G(l,a) <0 Va> ng;fx@ (A.127)

Wegen Gleichung (A.123) und (A.124) kann man sagen, dass fiir o € (@, #ﬁw) ein

7 € (0, 1) existiert, sodass

oP* _
o < 0 Vr<7 und (A.128)
oP* _
o 0 Vr>r7. (A.129)

Zu beachten ist, dass auch hier fiir o in Gleichung (A.121) a < 1+12J9r—f:1:0 gilt, da mit

einigen Umformungsschritten folgt

1+0 B (1 —x) 1+6
G<O’1+29—x9> =(1+6) <1+20—x9> W8 T2 a0

0(1 — ) 1420 —20+ 5+ 003
+(1+9)'1+29—x9'< 1120 26 0
146 1420 — 20+ B8+68
(1+m9)'1+2e—x9'9'< 1+20— 20 )'“ @)
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>0

A5: OLG-Modell von Miyazaki (2014) mit Uberlebenswahrscheinlichkeit

Optimale Ersparnis sowie steady state Kapitalstock:

Auch hier werden die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen verwendet. Die Lagrange-Funktionen

Riiq
™

ist durch L(cy, co 41, A, ) = In(cr ) + 78 In(copv1) — A[Rt“ Clt+Coty1 — (1—=7)w;—

™

(1—7)z0wi 1 — (1 —2) Prpq] — pler s — (1—7)wy] gegeben. Die Bedingungen erster Ordnung

lauten in diesem Fall, da ¢;; und cp 441 nicht gleich Null sein kénnen:

oL 1 Riq

dos o w0 (A.130)
azil - cjﬂ A= 0 (A.131)
g_i B = B, (1 P — (1 — 2)Pa £ 0 (A132)
crp— (L= 7wy < 0, p-(ery—(1—7hw)=0 (A.133)
p>0A€R (A.134)

Auch hier wird wieder zwischen g > 0 und g = 0 unterschieden:

p > 0: Aus Gleichung (A.133) folgt sofort, dass ¢;; = (1 — 7)w; und s; = 0 und da-

mit wieder ki1 = 725 =0

p = 0: Aus Gleichung (A.133) folgt, dass ¢1¢ < (1 — 7)w; gelten muss.
Durch analoges Vorgehen wie in Kapitel 4.1 erhélt man aus Gleichung (A.130) und

(A.131) folgende Beziehung des Konsums in den zwei Perioden:

ge] s
= < BRt+1cl,t = C2t+1 (A135)
Cot+1 Rijicy

Wird dieses Ergebnis in Gleichung (A.132) eingesetzt, so ergibt das fiir den Konsum in

der ersten Periode:

Ry

Ry

. Cl,t + ﬁRt-i-lcl,t — (1 — T)U)t — (1 — T)l'ewt+1 — (1 — $)Rg+1 = 0
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1+7p3 Ryt

(

)Rt-i-lcl,t = (]_ — T)wt + (1 — T)l’gwt_i_l + (1 — l’)Pt_;'_l

(1 =7)Reyqwy + m(1 — 7)xbwyyq + 7(1 — 2) Py

— =
o (1 + Wﬂ)RtH

(A.136)
Fiir die optimale Ersparnis gilt:

se=(1—T)ws —c1y
(1 = 7)Ripyw + (1 — 7)axbweyy + (1 — ) Py
(1+7B) R

=1 —-7)w —

761 — T)Reyywy — (1 — 7)xbwiy g — w(1 — ) Py

< S =
! (1 +7Tﬁ)Rt+1

(A.137)

Um ein Gleichgewicht zu berechnen, wird analog zu Kapital 4.1 erneut der Kapitalstock
pro effektiver Arbeit betrachtet unter Beriicksichtigung von Zinssatz R, und Lohn w;

und den Pensionszahlungen von Gleichung (4.26):

b St 761 — T)Reyywy — (1 — 7)xbwiyy — w(1 — ) Py
T g (1+76)(1+ mx8)Riq
Bl -7)(1-a) pa (1 —7)26 + 7(1 + 720)] (1 — oz)k
T (1 +7B)(1+wxb) ! (1+78)(1 + mz0) i

Und somit gilt:

1+ 78) 1+ mz0)a+7(1 —7)z0(1 — ) + 7(1 + 720)(1 — )

=71 =a) .,

(1+ nB8)(1 + mzb)a ki1 = 1+ 7B) (L + nz0) "
(A.138)
Auswirkungen einer Erhéhung von x bzw. m auf k*
ok 1 raB(1—7)(1 - a) a

0r 1-a (1+78)(1 4 mzf)a + (1 — a)(7 + 7xb)
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(A.139)

. [—Wozﬂ(l —7)(1—a)-[(1+78)mha + (1 — a)@w]] 0
[(1+78)(1 4 mz0)a + (1 — a)(r + 7z0))°

Da alle Parameter zwischen Null und Eins liegen, ist der Ausdruck aufgrund des Minus

in der zweiten Klammer negativ.

37{5*: 1 [ rafB(l—7)(1 - a) ]1—&
or  1—oa [(1+78)1+m2b)a+ (1 —a)(r + m2b)

‘ {aﬁ(l — 7)1 =) - [(1+78)(1 + mxb)a + (1 — o) (1 + mx0)]
(1 +78)(1 + 7zb)a + (1 — a)(1 + 7z6))’

CmaB(l—=7)(1 =) [B(1 + 7)o+ (1 + 7f)zba + (1 - a)m@]} >0

5 (A.140)
(14 78)(1 + 7xf)a+ (1 — a) (T + wxb)]

Da wieder alle Parameter zwischen Null und Eins liegen, ist die erste Klammer immer
positiv. Wegen des Quadrats ist der Nenner der zweiten Klammer auch immer positiv.

Entscheidend ist nun das Vorzeichen im Zahler in der zweiten Klammer:

af(l—7)1—a)[(1+76)(1 4+ mzh)a+ (1 — a)(7 + 7xb)
—mB(1 4+ mxf)a — w(1 4+ 7f)zba — (1 — a)wab)
=af(1—7)1—a)-[(1+7p)a —nB(1l+mxl)a+ (1 —a)7]
=af(l-7)(1—a)- [(1-7m*Bzb)a+ (1 —a)r] >0

Letzte Ungleichung kommt wieder daher, dass alle Parameter zwischen Null und Eins

liegen und deswegen die linke Seite — und somit der Zahler — immer positiv ist.
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