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Abstract

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Methoden zur Parameterschiatzung bei zwei
affinen Modellen, dem CIR Modell und dem I'-OU Modell. Es werden im Spe-
ziellen die Maximum-Likelihood Methode, Momentenmethode, exponentielle
Momentenmethode und Quasi-Maximum-Likelihood Methode betrachtet, wo-
bei zunéchst Schitzer fiir die jeweiligen drei Parameter erarbeitet werden
und schliellich die Varianzen dieser Schétzer untersucht werden. Letztendlich
wird zudem die erarbeitete Theorie auf konkrete Beispiele angewendet und
veranschaulicht.



Abstract

This thesis deals with parameter estimation methods of two affine models, the
CIR model and the I'-OU model. Specifically the maximum likelihood method,
the method of moments, the exponential method of moments and the quasi
maximum likelihood method will be considered, whereas we will first develop
estimators for the three parameters respectively and then analyse the variances
of those estimators. Ultimately the theory will be applied to specific examples
and visualised.
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1 Einleitung

In dieser Arbeit werden wir verschiedene Schiatzmethoden zu zwei in der Fi-
nanzmathematik héufig verwendeten affinen Modellen erarbeiten und imple-
mentieren.

Zuerst betrachten wir ein stochastisches Volatilitdtsmodell, bei dem die
Volatilitat durch eine Brownsche Bewegung angetrieben wird - das CIR Modell.
Insbesondere ist dieses ein nicht-lineares Modell, was notwendig ist, um eine
nicht negative Volatilitdt zu gewéhrleisten. Wahrend die Brownsche Bewegung
der wohl am héaufigsten verwendete Prozess in der stochastischen Analysis ist
und es nur natiirlich scheint ein solches Modell in Betracht zu ziehen, muss man
sich doch klar werden, dass die Stetigkeit der Brownschen Bewegung bei der
Modellierung von Volatilitdt beim Vergleich mit echten Daten einen Nachteil
darstellt.

Um diesem Problem Abhilfe zu verschaffen, kann man ein Modell betrachten,
das Spriinge zuldsst. In diesem Sinne betrachten wir als zweites Modell ein
Non-Gaussian Ornstein Uhlenbeck (OU) Modell, namlich das I'-OU Modell,
welches als stochastischen Term einen wachsenden Lévy Prozess besitzt, in
unserem genauer studierten Fall ist dieser ein Compound Poisson Prozess.

Wir werden bei beiden Modellen zunichst die Verteilung des Prozesses
untersuchen, insbesondere die bedingte Verteilung, die durch die bedingte
charakteristische Funktion beschrieben wird. Mit dem Wissen {iber die Vertei-
lung simulieren wir Daten auf einem diskreten Zeitgitter, wobei zur besseren
Vergleichbarkeit der beiden Modelle die Parameter so gewéhlt werden, dass
der stationédre Erwartungswert und die stationédre Varianz gleich sind.

Im zweiten Schritt schitzen wir die Parameterwerte aus unseren simulierten
Daten mithilfe verschiedener Methoden. Wir untersuchen dabei vier verschie-

dene Methoden:

e Die Maximum-Likelihood Methode, die sich der exakten bedingten Uber-
gangsdichten bedient

e Die Momentenmethode, die als Grundlage die bedingten Momente der
Verteilung benotigt

e Die exponentielle Momentenmethode, die direkt die bedingte charakte-
ristische Funktion verwendet



e Die Quasi-Maximum-Likelihood Methode, die normalverteilte bedingte
Ubergangsdichten annimmt

Schliellich machen wir uns Gedanken iiber die Varianzen der vorhin erar-
beiteten Schétzer und geben, wenn moglich, einen Schétzer fiir die Varianz-
Kovarianz Matrix an.

Zuletzt werden die Ergebnisse durch ein konkretes Beispiel veranschaulicht.
Neben den theoretischen Varianzschitzern werden zudem numerische Illus-
trationen in Form von Histogrammen der Schétzer der einzelnen Parameter
priasentiert, die durch wiederholtes Anwenden der jeweiligen Schétzmethode
entstanden sind.



2 CIR Modell

Das CIR Modell, benannt nach John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll, Jr. und
Stephen A. Ross, ist ein Modell fiir kurzfristige Zinssdtze und wurde erstmals in
ihrer Arbeit ’A Theory of the Term Structure of Interest Rates’ [5] beschrieben.
Die Verédnderung der Zinsrate wird hierbei durch die folgende stochastische
Differentialgleichung beschrieben:

dry = k(0 — r)dt + o/r . dWy (1)

mit Parametern x, # und ¢ und Brownscher Bewegung W;.

Wie bekannt, ist eine Brownsche Bewegung ein Zufallsprozess mit unabhéngigen,
stationdren Inkrementen, welche normalverteilt sind.

Die Vorteile einer Zinsrate, die dieser Struktur folgt, sind (siehe [4] und [5]):

e Der Zins wird, sofern der Startwert ein positiver ist, nie negativ und im
Falle, dass 2k6 > o2, bleibt der Zins sogar durchgehend positiv.

e Sollte der Zins Null erreichen, kann er danach wieder positiv werden.
e Der Zinsprozess ist mean-reverting.

e Die Volatilitét ist abhéngig vom momentanen Level des Prozesses, sie ist
also nicht konstant.

e [s gibt eine stationére Verteilung.

Wie man sieht, verwendet der CIR Prozess als stochastischen Term eine Brown-
sche Bewegung. Diese ist der wohl am meisten studierte stochastische Prozess
und dessen Stetigkeit und Skalierungsinvarianz sind héufig gewiinschte FEigen-
schaften.

Was oft ein Vorteil ist, entspricht bei Vergleich mit Daten nicht immer exakt
der Realitéit. Besonders das Fehlen von Spriingen ist realititsfern.



2.1 Bedingte Verteilung

Um mit dem CIR Prozess arbeiten zu kénnen, benotigen wir folgendes Wissen
iiber die Verteilung:

Satz 2.1. Mit s <t und A =t — s gilt:
1. Die bedingte charakteristische Funktion ist
26
2

2 T
Elexp(iyre)|rs = 1] = (1 - ;—Kiy(l - exp(—/fA)>

< iy exp(—krA) r )
X exp >
1 — Z-iy(1 — exp(—rA))

K

(2)

2. Die bedingte Dichte ist

Hierbei bezeichnet

o? T 4K0
b= E(l—eXp(—/ﬁ?A)% Z = E, A= ?, b

und I ist die modifizierte Bessel-Funktion erster Art.

Beweis. Um die bedingte Verteilung von r zu beschreiben, betrachten wir die
charakteristische Funktion des Prozesses:

Fiir y € R ist die charakteristische Funktion ¢ x (y) einer Zufallsvariable X mit
Verteilung F' definiert durch

[e.9]

ox(y) := Elexp(iyX)] = / exp(iyx)dF (x)

—00

Fiir den CIR Prozess betrachten wir nun wie in [10] den folgenden exponentiell-
affinen Ansatz fiir die charakteristische Funktion, wobei u = iy:

[ [exp(iyr:)] = E [exp(urt)] = exp(o(t, w) + ¢ (t, u)rg) (4)



Wir suchen genauer gesagt Funktionen ¢ und 1, fiir die gilt, dass ¢(0,u) =0
und ¢ (0,u) = u und dass My, definiert durch:

M = f(t,r) = exp(o(T — t,u) + (T — t,u)ry) (5)
ein Martingal ist. Denn damit folgt, dass

E [exp(iyrr)] = E[Mr| = My = exp(o(T,u) + (T, u)rp)

Mit diesen Uberlegungen wenden wir nun auf (5) unter der Annahme, dass
1 und ¢ ausreichend oft differenzierbar sind, die Ito-Formel an. Die dazu
benotigten Ableitungen sind:

% (t,ry) = — (%QS(T —t,u) + Tt%¢(T —t, u)) ft,ry)

&t ) = (T — w7
2
ol (tre) = (T —tw)?f(t,r1)

Ito Formel:

2
ar (. x) = 2 pe xde+ 2 pie x)dx, + %% s

ot Ox (t, Xo)d[Xi)

Anwendung der Ito Formel auf (5) liefert:

df<t7 Tt)
f(ta Tt)

- (%éb(T ) (T u)) dt + (T — t,u)dr,

1
+ 51/1(T — t,u)?0rdt

=— (%gb(T —t,u) + Tt%w(T —t, u)) dt + (T — t,u)x(0 — ry)dt

1
+ (T — t,u)o/rdW; + 5w(T —t,u)0?rdt

Damit f(t,7:) ein lokales Martingal ist, miissen die d¢ Terme einander aufhe-
ben, es muss also fiir alle r; gelten, dass

0

% (T —t,u) + rt%@ZJ(T —t,u) = (T —t,u)k(0 — 1) + %@Z)(T —t,u)0?ry

10



Nun sammeln wir die Koeffizienten ein und erhalten die folgenden gewthnlichen
Differentialgleichungen fiir ¢ und v, wobei s =T — ¢:

0

5 (s,u) = O0rp(s,u), @(0,u)=0
2

%w(s,u) = —rY(s,u) + %w(s,u)Q, »(0,u) =u

Die Gleichung fiir ¢ ist eine Riccatische Differentialgleichung. Man kennt daher
eine Losungsmethode dafiir. Die Losungen fiir die beiden Differentialgleichun-
gen sehen folgendermaflen aus:

o2
o(s,u) = —%‘if log (1 - ﬁu(l - exp(—ﬁs)))

uexp(—ks)

¢(87u> =

11— %u(l — exp(—ks))

Somit ist die charakteristische Funktion gegeben durch:
20
2

0.2 T
Elexp(iyre)|ro = r] = (1 — ﬁzy(l — exp(—mt)))

' —kt
xexp<1 iy exp(—kt) r )

o2

5-iy(1 — exp(—~t))

und die bedingte charakteristische Funktion fiir s < ¢ und A = t—s ist gegeben
durch:

2k6

o2 7
Elexp(iyry)|rs = r] = <1 — %zy(l — exp(—mA)))

< iyexp(—rA) r )
X exp 2
1 — Z-iy(1 — exp(—rA))

(7)

Betrachtet man in (7) anstatt 7; die charakteristische Funktion von % mit

b = % (1 —exp(—rA)) und vergleicht man mit [9], erkennt man, dass dies
die charakteristische Funktion einer nichtzentralen Chi-Quadrat Verteilung ist.
Genauer ist %rt|rs nichtzentral Chi-Quadrat verteilt mit

40 . exp(—rA) 7 o?

wobel b =

A= — - = —7
o2’ b 4Kk

(1 — exp(—rA)) (8)

11



Hierbei sind A die Freiheitsgrade und ¢ ist der Nicht-Zentralitétsparameter. Da
die charakteristische Funktion die Verteilung eindeutig charakterisiert, bedeu-
tet das, dass %rt|7°s nichtzentral Chi-Quadrat verteilt ist mit den Parametern

A und 6.

Damit ist mit den Bezeichnungen wie in (8) und zudem z = ¢ die bedingte
Dichte wie behauptet (siehe [9])

= (2 () ()

Fiir spatere Berechnungen benétigen wir zudem die ersten vier bedingten Mo-
mente, insbesondere den bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz,
und auch die bedingte Kovarianz:

Satz 2.2. Sei
o? 4k0 exp(—kA) r
b= E(l—exp(—/@A)), )\—?, d = —
Damit gilt fiir s < t:
Elr¢|rs = r] =b [\ + ]
E[r?|rs = 1] =b [(A + 6)2 + 2(A + 26)]
Elr}|rs =] =b> [(A+ 6) + 6(\ + 6)(A + 26) + 8(A + 36)] (9)
Elrdrs = r] =b[(A + 0)* + 12() + 6)2(A + 20) + 4(11A2 + 44X + 3652)
+ 48(\ + 40)]

Insbesondere vereinfachen sich die Ausdriicke fiir den Erwartungswert und die
bedingte Varianz zu

Elr¢lrs = 7] = rexp(—rA) + 0(1 — exp(—rA))
o? o? (10)
Virdrs =r] = T?(exp(—mA) —exp(—2kA)) + 9%(1 — exp(—kA))?

Die bedingte Kovarianz ist gegeben durch:

Cov(riripn|rs = 7] :exp(—ﬁh)E[rﬂrs =r] 4+ 0(1 — exp(—rh))E[rirs =]
— Elrrs = r|E[rgn|rs = 7]

(11)
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Beweis. Die ersten vier Momente der nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung
konnen gewonnen werden durch Differenzieren der entsprechenden momenter-
zeugenden Funktion, welche folgendermafien aussieht (siehe [9]):

1 5t
M(END) = ——exp (_)
(5:2,9) (1—2t)2 1—2t

Die Resultate fiir den bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz
folgen sofort aus den Resultaten iiber die Momente durch Einsetzen von b, A
und 0 und sind dessen vereinfachte Ausdriicke.

Fiir die Darstellung der bedingten Kovarianz stellen wir zunéchst folgende
Uberlegungen an, wobei wir Eigenschaften der bedingten Erwartung verwen-

den:
Elrireen|rs) = ElE[rgrin|re|rs) = ElridElreen|rd|rs]

= E[r(r¢ exp(—rh) 4+ 0(1 — exp(—rh)))|rs]
= eXp(—mh)E[rflrs] + 0(1 — exp(—~rh))E[r¢|rs]
Damit folgt die behauptete Darstellung fiir die bedingte Kovarianz:
Covrreap|rs) =E[rrian|rs] — Elre|rs|E[rien|rs]
:exp(—Kh)]E[Tt2|r5] + 0(1 — exp(—kh))E[r|rs]
— Elre|rs]Elrinlrs)

2.2 Stationare Verteilung

Bei Betrachtung der charakteristischen Funktion aus (6) fir ¢ — oo, se-
hen wir, dass ¢ nur in den Termen exp(—+xt) vorkommt und diese mit dem
Grenziibergang Null werden, was zu folgender charakteristischen Funktion fiir
die stationére Verteilung fiihrt:

2K0

_ o? a7 iy exp(—kt) r
lim (1 - ﬁzy(l - exp(—mf))) exp (1 —

t—00 izy(l — exp(—~t))

2k6 _ 2k0

(1 - ;—ziy(l - 0)> 7 exp(0) = (1 - %) i

o2

13



Dies ist die charakteristische Funktion einer Gamma Verteilung mit Parame-

tern 910 9
g g

Die Dichte sieht also folgendermaflen aus:
al/

fr(z) = F(y)xl’_l exp(—ar) (13)

Fiir den stationdren Erwartungswert und die stationédre Varianz ergeben sich
somit mit X ~ ['(v, @)

E[X] =6 V[X]= "2—19 (14)

2.3 Simulation

Fiir die Schétzung der drei Parameter x, # und o wurde zuerst ein Pfad eines
Zinsverlaufes mit N Beobachtungen unter den wahren Parametern simuliert.

Das R-System stellt mit rchisq eine Funktion bereit, die Zufallsvariablen
von einer nichtzentralen Chi-Quadrat Verteilung liefert. Damit generieren wir
(ohne Diskretisierungsfehler, aus der exakten Ubergangsverteilung (3)) einen
Pfad x1,...,xn des CIR-Prozesses auf einem dquidistanten Gitter

ri=rt, ti=tia+A, i=1... N (15)

Simulation CIR

ka=0.4
th=6
si=0.3

N=1000
dt=1

b <—si"2/(4xka)*(1—exp(—kaxdt))

14



rt

x=vector (length=N)
x[1]=6

for(j in 2:N){
x[j]=bxrchisq (1,4*kaxth/si"2,x[j—1]/bxexp(—kaxdt))
}

Fiithrt man die Simulation mit dem Code von oben aus mit
k=04,0=6,0c=03 A=1, N=1000

erhilt man:

Simulation CIR

o
]
o
]
.
o -
=
[=5]
o
(=]

800 1000

15



3 Parameterschitzung CIR Modell

Wir haben nun alle Information beisammen, um mit der eigentlichen Pa-
rameterschiatzung zu beginnen. Dafiir wurden die folgenden vier Methoden
herangezogen:

e Maximum-Likelihood Methode
e Momentenmethode
e Exponentielle Momentenmethode

e Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Hierbei ist im Folgenden immer der Parameterraum I' = {y = (k,0,0) €
R3: k0,0 > 0} und der Parametervektor mit den wahren Parametern sei 7.
Die N Beobachtungen, die unter 7 simuliert wurden, werden mit ry,...,ry
bezeichnet. Wir werden viele Schétzer iterativ aus entsprechenden Gleichungs-
systemen ermitteln. Fiir die Startwerte fiir diese Iterationen ziehen wir die
folgenden einfachen unbedingten Momentenschétzer heran, die sich mithilfe
der Formeln aus (10), (11) ergeben, wobei s < t:

E[ri] = fexp(—rA) + 0(1 — exp(—rA)) =0

Vry = Hz(exp(—/iA) —exp(—2kA)) + Hﬁ(l —exp(—kA))? = o
2
Cov[ririya] = exp(—rA) (6% + 92%) +60(1 — exp(—rA))f — 67
o’ Cov|ririral
= exp(—KkA)— 1) = = exp(—kA
PR = pl1) = e explry

Somit sind k, # und o:

S og(p obei p(1) = ij:_ll(errl —0)(rj —0)
Y A, bt = Z;\fﬂ(?“j —0)2

1 N
O=5 2" (16)

7=1
N
2k 1
o = 7N Z(TJ — 9)2
7=1

16



3.1 Maximum-Likelihood Methode

Es bietet sich an bei diesem Modell die Maximum-Likelihood Methode zu
benutzen, da wir die Verteilung und insbesondere die bedingten Dichten exakt
kennen und somit durch unsere Uberlegungen von vorher sofort die zu maxi-
mierende bedingte log-likelihood Funktion anschreiben kénnen:

N
In(y) = log(g(rj,rj-1;7)) (17)
j=2

wobel g(rj,mj—1;7) = log(fr(rj|rj—1;7)) ist.
Hierbei deutet das N die Abhéngigkeit von der Anzahl der Beobachtungen

und v die Abhéngigkeit vom Parametervektor. f, bezeichnet die bedingte
Dichte des CIR Prozesses, siehe (3).

Man beachte, dass die hier angegebene Funktion Iy (7) nicht die klassische
log-likelihood Funktion ist, da der erste Term, der nur vom Anfangswert r;
abhéngt, weggelassen wurde. Diesen ersten Summanden zu vernachléssigen
stellt statistisch gesehen bei grofem N kein Problem dar, wie in [3] argumen-
tiert wird.

Der dazugehorige R Code, der diese Methode implementiert, sieht folgender-
maflen aus, wobei kal, thl und sil im Code die Startwerte in (16) sind:

Maximum-Likelihood Methode CIR
logll <—function(ka, th, si){
tmp <-0
b <—si"2/(4xka)*(1—exp(—kaxdt))
for(j in 1:(N—1)){
tmp <—tmp+log (dchisq(x[j+1]/b,4xkaxth/si "2,
x|[j]*exp(—kaxdt) /b))

}

return ((—1)*tmp)

}

library (stats4)

17



optML <—mle(logll , start=list (ka=kal, th=thl K si=sil),
method = "L-BFGS-B” , lower=c(0.01, 0.01, 0.01),
upper = c(Inf, Inf, Inf))

Wie man sieht, wurde die Maximierung in R mit der bereits in R implemetierten
Funktion mle vorgenommen, die fiir das Problem des Schétzens von Para-
metern mit der Maximum-Likelihood Methode vorgesehen ist. Als Optimie-
rungsmethode wurde 'L-BFGS-B’ gewihlt, eine Modifikation der 'BFGS’ quasi
Newton-Methode, die obere und untere Schranken als zusétzliche Argumente
zuldsst. Dies ist in diesem Fall sinnvoll, da sémtliche Parameter grofer als Null
sein miissen.

3.2 Momentenmethode

Bei dieser einfacheren Methode betrachten wir die folgenden Martingal Schéitz-
funktionen, von der Konstruktion wie bei [8]:

N
GN() =) [ = fru) fry) =Eylrilro =]
=1
JN
GN() =D i1 = ) Py =By frrolro=r]  (18)
=1
JN
GR(n) = _[rF = fArj-1,7), F3(r,7) = By [rflro = 1]

<.
Il
R

Hierbei ist £, der Erwartungswert beziiglich des Parametervektors . Mithilfe
der Formeln in (10) berechnen sich f!, f2, f3 als:

fl(r, v) = Ey[ri|rog = r] = rexp(=rA) + 0(1 — exp(—rA))
f2(7”, v) = Ey[rirolro = 1] = r? exp(—rA) + rf(1 — exp(—rA))

F2(r7) = Bqrtlro = r] = Vy[rifro = 1] + (By [ri]ro = r])?
2 2
= r%(exp(—fiA) — exp(—2kA)) + Gg—m(l — exp(—rA))*+

+ (rexp(—rA) + 0(1 — exp(—rA)))?

(19)

18



Den Schitzer 4 des Parametervektors v = (k, 0, o) erhalten wir, indem wir die
drei Gleichungen (18) gleich Null setzen, also va =0,7 =1,2,3. Wir kénnen
diese drei Gleichungen mit drei Unbekannten, den Parametern, explizit 16sen.
Damit dies iibersichtlich bleibt, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

f = exp(—rA)
L = N
§1,N = N ;Tz', §o,N = N ;W’i—1 3N = N z_: r?
wo T
vLN = N ;m‘_l, 1)27]\7 = N ;7}21

Betrachten wir damit nun die Gleichungen G%,,i = 1,2, 3, erhalten wir:

N N
Gy(v) = Z[Tj Mrj1y Z —rj-18 —0(1 = p)]
— —
JN N j

=Y =B i1 = NO(1—B) = N&,n — forn — 01— B)] =0
J= j=1

N N
GR () = Z[Tﬂ"j—1 — f2(rj—1,7)] Z TiTi—1 — 7"]2-_16 —rj—16(1 — B)]
j=1 j=1
N N N
:Zrﬂj—l —B 7"]2'—1 —0(1 —5)27“1'—1
j=1 j=1 j=1

=N[& N — fron — 0(1 — B)viN] 20

19



4&57“];1

N v .
:ZT?_NQQ(l_ﬁ)z_2%(1—5)27’3‘—1—52 i
j=1 — <
o2 5 o2 N
—No-(1-6) 9—;(1_5);73_1

2

o? 2 K0
—(Fo-0) [(4 *

o*(1-p

=N & — 021 — )2 — 208(1 — Byvyy — BPoan — —(1— B)%0

2K

02

— ;(1 — B)vi,N

!
=0

Wir 16sen nun diese drei Gleichungen fiir die Unbekannten x,6 und o und

erhalten nach einfacher Rechnung;:

B

2
U27N — Ul,N A

2
U2, N — V] N

o E3.n — 02(1 — )2 —208(1 — By n — BPua N
(1= B)%0+ 1(1 = By

20

So,N — &1,NVIL N 1 So,N — &1,NVILN §1,N — BuiN
= = = —— 10g s 0 = 7,

(20)
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Die Implementierung in R sieht so aus:

Momentenmethode CIR

xil <— mean(x[2:N])

xi2 <— mean(x[2:N]*x[1:(N—1)])
xi3 <— mean(x[2:N]"2)

vl <— mean(x{l (N=1)])

v2 <— mean(x[1:(N—=1)]"2)

be <— (xi2 — xil*vl)/(v2—v1"2)

ka_est <— —log(be)/dt

th_est<—(xil—bexvl)/(1—be)

si_est<—((xi3—th"2%(1—be)"2—2xth*bex(1—be)*vl—be " 2xv2)/
(1/(2xka)*(1—be) " 2xth+1/kax(1—be)*vl))"(1/2)

3.3 Exponentielle Momentenmethode

Eine weitere Moglichkeit besteht darin statt der normalen Momente die ex-
ponentiellen Momente heranzuziehen und gleichartige Schéatzfunktionen zu
betrachten, ndmlich

eXp Zykrj (7“_7‘_1,")/)], k= 17 273

an

(21)

flr,y) = EW[GXP(Zyle)lro =],
wobei man sofort sieht, dass die Funktion f auf der rechten Seite die uns
explizit bekannte bedingte charakteristische Funktion ist, siehe (2).

Wesentlich fiir die drei Schatzfunktionen ist die Wahl der y,. Wéahrend
theoretisch eine beliebige Wahl von y; # 0 zum gewiinschten Ergebnis fithren
sollte, zeigte sich durch praktisches Testen, dass die Qualitdt der Schatzung
sehr wohl deutlich von der Wahl der y; abhingt und in den meisten Fillen
ergaben sich in zahlreichen Experimenten numerische Schwierigkeiten bzw.
schlechte Schétzwerte.

Waéhrend man fiir eine Schétzung aus genau einem simulierten Pfad durch-
aus noch die y;. geschickt wihlen kann, zeigte sich durch wiederholtes Ausfiihren,
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dass selbst die y, die fiir einen bestimmten Pfad fiir die Schétzung zielfithrend
waren, bei einer weiteren Simulation (zu denselben wahren Parametern und
der anschliefenden Schétzung danach) #dhnlich schlechte Ergebnisse wie bei
beliebiger Wahl der y;, liefern.

Aus diesen Griinden wurde bei dieser Schitzung ein etwas unkonventioneller
Zugang gewahlt:

Zuerst wird die Funktion G (yy), das heiBt der obige Schitzer G%; als
Funktion von y;, betrachtet, im Code genannt ’testy’. Die Parameter werden
in dieser Funktion durch die Vorschétzer ersetzt, ndmlich eben die in (16).

Wir wissen, dass theoretisch G& () = 0 erfiillen muss, sofern man die wahren
Parameter einsetzt. Im zweiten Schritt betrachten wir daher die Nullstellen der
Funktion G’f\,(yk), um gute Werte fiir 1, zu finden.

Wichtig ist, sich zu erinnern, dass wir hierfiir nicht die wahren Parameterwer-
te verwendet haben, sondern deren Vorschétzer, die direkt aus den simulierten
Daten gewonnen werden. Wiirden wir die wahren Werte verwenden, hétten
wir ndmlich fiir unseren endgiiltigen Schétzer Information verwendet, die wir
zu diesem Zeitpunkt nicht haben sollten - die Parameter zu schitzen unter
Verwendung der wahren Parameter ergibt keinen Sinn.

Die Funktion Glf\,(yk) hat bei beliebiger Simulation als Grundlage immer
eine dhnliche Gestalt, ist wie erwartet symmetrisch mit trivialer Nullstelle bei
0. Es ist also einfach moglich drei nicht-tiviale Werte fiir y;, unter diesen zu
finden, selbstversténdlich mit Vermeidung von symmetrischen Nullstellen.

Mit dieser automatisierten Wahl fiir y1, y2, y3 zeigt sich nun auch bei wie-
derholtem Testen mit vielen Pfaden, dass die Schatzung der Parameter durch
diese angepasste Methode sinnvolle und vergleichbare Ergebnisse liefert.

Der folgende R-Code implemetiert die beschriebene Methode:

Exponentielle Momentenmethode CIR

fexp <— function(r, ka, th, si, y){
b <—si"2/(4xka)*(1—exp(—kaxdt))
return((1—1i*y*2x%b)"(—2xkaxth/si " 2)*
exp (1 ixyxexp(—kaxdt)*r/(1—1ixy*2xb)))
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}

testy <— function(yl)

Re(mean(exp(1lixylxx[2:N])—
fexp(x[1:(N—=1)],kal,thl, sil yl)))

testyl <— Vectorize (testy)

yroot<—uniroot . all (testyl , c(—2,2))

yl <— yroot [2]

y2 <— yroot [3]

y3 <— yroot [5]

library (rootSolve)

modelexp <— function(y)
c(F1 = Re(mean(exp (lixylsx[2:N])—

F2 = Re(mean(exp (1i*xy2*x[2:

F3 = Re(mean(exp(1li*y3*x[2:N

optExpMo <— multiroot (f=modelexp, start=c(kal, thl, 6 sil))

Das eigentliche Losen dieses Gleichungssystems wurde hier mit der Funkti-
on multiroot aus dem Paket rootSolve vorgenommen. Diese Funktion ist
speziell fiir das Finden von Nullstellen bei mehrdimensionalen Funktionen
vorgesehen.

3.4 Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Wéhrend wir bei der Maximum-Likelihood Methode fiir die log-likelihood
Funktion die wahren Ubergangsdichten genommen haben, nehmen wir hier
stattdessen normalverteilte Ubergangsdichten an und schétzen Erwartungs-
wert und Varianz dafiir aus unseren simulierten Daten. Die log-likelihood
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Funktion sieht also folgendermaflen aus:

N
In(7) = log(n(n,51:7)) + > _log(n(ry, p(rj—1),0°(rj-1);7)) (22)
j=2

wobei n die Dichte der Normalverteilung bezeichnet.

Hierbei wurde fiir den ersten Summanden Erwartungswert und Varianz ge-
schétzt aus der stationdren Verteilung, ndmlich einer Gamma Verteilung mit
Parametern v = %Tif,w = 3—’;, siehe (12), und fiir alle weiteren Summanden
erfolgte die Schiatzung mit dem bedingten Erwartungswert und der bedingten

Varianz aus (10). Das bedeutet also:

p(rj—1) = Eq[rjlrj—1 = 7]
o?(rj-1) = Vylrjlrj1 =]

Diese Methode wird durch den folgenden Code implemetiert:

Quasi-Maximum-Likelihood Methode CIR
al <— function(r, ka, th, si){
r+exp(—kaxdt) + thx(l—exp(—kaxdt))

}

bl <— function(r, ka, th, si){
r*(si”"2/ka)x(exp(—kaxdt) — exp(—2xkaxdt)) +
th*(si 2/(2xka))*(1—exp(—kaxdt)) " 2

g <— function (ka, th,si){
mul <- th
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sil <— si "2%th/(2xka)
gstart <— log(dnorm(x[1] ,mul,sil))
for (j in 2:N){
ghelp <— log(dnorm(x[j],al(x[j—1],ka,th,si),
bl(x[j—1],ka,th,si)))
gstart <— gstart+ghelp

}

return((—1)*gstart)

}

library (stats4)

optQMI<—mle (g, start=list (ka=kal, th=thl,K si=sil))

Die Funktionen al und b1 implementieren die obigen bedingten Erwartungs-
werte und bedingten Varianzen i(r;j—1) bzw. o(rj_1). Wie bei der Maximum-
Likelihood Methode wird die Schétzung hier ebenfalls mit der Funktion mle

vorgenominern.
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4 Varianzschatzung CIR Modell

4.1 Varianzschatzung Maximum-Likelihood Methode

Sei g(rj, rj—1;7) = log(fr(rj|rj—1;7)). Damit ergibt sich als einfacher Schétzer
fiir die Varianzen (vgl. [3]):

N5 P -
(Zz a—vg(rj, i1 7)8—79(% Tio1; 7)T>
]:

Fiir die Berechnung erinnern wir uns, dass die Ubergangsdichte folgenderma-
Ben aussieht (siehe (3)), wobei h die Dichte einer nichtzentralen Chi-Quadrat
Verteilung bezeichnet:

1 ri 4k exp(—rA) ri_1 , o?
Fr(rjlri—1iy) = b (3‘7 5 T ) mit b:= - (1 — exp(—+A))

Unter Beachtung der Darstellung der nichtzentralen Chi-Quadrat Dichte ergibt
sich fiir g die folgende Darstellung:

ri 4k exp(—rA) i
9(rj,rj-1;7) :=10g(fr(7"j|7“j1;7))=—10gb+10gh(g]> poR ( b) ’ )

1 140 1
=—logb—log2 — % (Tj + exp(—kA) Tj—l) + (Z? — 5)

r; exp(—rA) rj i1
1 y log L ux
108 (exp(—ﬁA) rj_1> Hlog lag <\/ b?

= —2log(o) + log(4) + log(x) — log(1 — exp(—~rA)) — log(2)

T2 eil;(—ﬁ;A)) (rj + exp(—kA)rj_1) + (i_g _ %)

x (log(r;) —log(rj—1) + KA)

162 exp(—KkA)rjri_q
log 4«
tiog g (\/ o4(1 — exp(—rA))?

(24)
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Die Ableitungen von g nach den drei Parametern sehen damit folgendermafien

aus:
O i) =t AEPEAA) 2 (g ep(—pA)ri (1= Ak))
8/€g TjsTj—157 _K) 1 exp(—/ﬁA) o2 (1 _ eXp(—K)A))

2 Arxexp(=kA)(rj + exp(=rA)rj_1)
o2 (1 — exp(—rA))2

0
+ ;(log(m‘) —log(rj—1) + KA)

kO 1 0 162 exp(—KA)rjrj—1
Al ===+ 5 log N
* <O’2 2) HIPPRC = (\/ (1 — exp(—rA))?
0 K
59903, ri=1;7) = —5(log(ry) —log(rj—1) + KA)
0 16K2 exp(—rA)rjrj_1
* o0 log Igaig_l (\/ o4(1 — exp(—rA))?

0 2 4k(r; + exp(—rA)ri— 2K0
%9(7”j77“j—1; 7) - ; + ((1]_ eXp((—K,A)))O?S 1) - (1Og(rj) - log(rj—l)

o3
0 16kr2 exp(—rA)rjri_q
A) + == log L ~
TRA)F Do 8 51 <\/ o4(1 — exp(—rA))?
(25)

Schliellich benétigen wir noch die Ableitung der logarithmierten Besselfunk-
tion. Betrachten wir allgemein eine Besselfunktion mit Index v und Argument
x, ergibt sich fiir die Ableitung nach x:

0 L) v
%log IV(ZL') = _[V(x) E

Fiir die Ableitung nach v verwenden wir die folgende Darstellung der Bessel-
funktion aus [1]:

r\Y 1 N ) y
I(x)= (5) m/o exp(z cos(h))(sin(h))** dh

woraus sich fiir uns die gewiinschte Ableitung dann ergibt als:

L tog () =log (3) —w (v +3) Jy exp(z cos(h))(sin(h))* log(sin(h))dh
a” : 2 i exp( cos(h))(sin(h) b
wobei ¥(s) die Digamma Funktion bezeichnet, also 1(s) = % logT'(s) = %
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4.2 Varianzschatzung Momentenmethode

Eine Vorgehensweise, um die Varianzen der Parameter theoretisch zu schétzen,
wird beschrieben in [8] und wir gehen analog vor:

Zunéchst bendtigen wir folgenden Martingalkonvergenzsatz (entspricht Lemma
3.8 in [8]):

Satz 4.1. Angenommen (X, ) ist ein Martingaldifferenzvektor, sodass fiir alle

e >0 qilt, dass
n
> E[[| Xkl
k=1

2 P
L, ol >et Fr1] — 0

und
n

P
D Xk X0l Fra] =Y
k=1

mit n — oo. Dann gilt:
n
> Xk = N(O,Y)
k=1

Satz 4.2. In unserem speziellen Fall gilt damit (entspricht Proposition 3.9

in [8]): 1
——Gn(0) 2 N(0,Y)

VN

mit N — oo, wobei die Matriz'Y folgendermajflen aussieht:
Y;; = E(Cov[ZL, =1 jro))

)T

o 2
Hierbei ist 2y = (v, TiTh—1,7%,

Explizites Ausrechnen der Matrix Y ergibt unter Verwendung von (9):
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Matrix Y
Y11 = E(Cov[ry, r1|ro]) = V[ri|ro]
Y12 = Yo1 = E(Cov([ry, riro|ro]) = E[ro]V[ri|ro] = Elro]Y11
Vi3 = Y31 = E(Cov[ry,r3|r0]) = E[r|ro] — E[r1|ro]E[r?|ro]
Yoy = E(Cov[riro, r1ro|ro]) = E[rd]V[ri|ro] = E[r3]Y11
Ya3 = Ya2 = E(Cov[riro, 7i|ro]) = E[ro]E(Covry, 7i|ro]) = E[ro]Yis
Y33 = E(Cov[r?, r2|ro)) = E[rf|ro] — (E[r?|ro])?

Im zweiten Schritt verwenden wir (entspricht Lemma 3.11 in [8]):

Satz 4.3. Es gilt

VNlen — € = N(0,3)
wobei

»=pPlyphHt

und

Pyj = bij — d101 — 603,
Hierbei bezeichnet 0;; das Kroneker Delta und die qb; erhalten wir aus der
folgenden Darstellung der Funktionen f'(r,~y), i =1...3:

Fir,v) = dbr® + dir + ¢}

Explizites Ausrechnen der Matrix P ergibt unter Verwendung von (19):

Matrix P
P11 =1 —exp(—kA)
Py=0
Pi3=0
Py = —0 — exp(—kA)
Py =1

Py3 = —exp(—£rA)
0.2
Py = —;(exp(—/iA) —exp(—2kA)) + 2exp(—rkA)O(1 — exp(—rA))

P3y =1 —exp(—rA)
P33 =1 —exp(—2kA)
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Im letzten Schritt erhalten wir schlielich die Verteilung des Schétzers (ent-
spricht Theorem 3.12 in [8]):

Satz 4.4. Der Schitzer yx = (kn,0n,0N) ist asymptotisch normal, ndimlich
mit
VNN = 0] = N(0,T)
mit N — oo, wobei
T = DD’

Hierbei sind die Fintrdge der Matriz D gegeben durch (26).

Oh;
aZL’j
Die Funktionen A; sind Schéatzfunktionen der drei Parameter. Wahrend wir

beim Schétzen in (20) Funktionen von v = (§1.v,&,n,&3.n) und vy =
(vi,n,v2,n) betrachtet haben, was uns exakte Schétzer liefert, kann man durch

Dij = —(&y) i=1...3 (26)

Taylor Entwicklung argumentieren, dass 4y = h({y) + Sy, wobei wir in
unseren neuen Schétzern h; schlichtweg vy y und vy y durch §; y bzw. {3 N
ersetzen. Der Term Sy kann vernachléssigt werden.

Wieder fiithren wir die explizite Berechnung durch mithilfe von (20):

Matrix D
Betrachten wir also die Funktionen A1, ho und hj3, dann sehen diese folgender-

maflen aus: ,
R 1 SN —¢
k=hi(&y) = —Zlog <—;’N> ,

SS,N - 61 N
)
: SE
0 - hQ(gN) = 52 N*ﬁé - 51,]\77
1 _ > 1,N
&N—& N
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o

_ ha(e) = E3n — 02(1 — )2 =208(1 — B)s1n — BN
> (1=0)%0+1(1- PN

2
. 2 . €2,N7€%’N 2 éQ,foiN . £Q,N7§%’N o £2,N7€%7N
v =Gyl —gimg )~ 2nvg g (L g o — (g ) G

N A 1 527N_5%,N 2 5271\’_5%,1\1
_W [5(1 B 63,N7€%,N) iy + (1 - EN—E N )N
o8 '53,N*§%N

Damit ergeben sich die gewiinschten Ableitungen und somit die Eintrage der
Matrix D als:

o 1 24N 1 24N
Dii= 2 hi(ey) =+ 0N
U oaw o) =3 n—&y AGN—&y
d 1 &N
Diy = ———hy(€y) = — 5 —EN
P g N v =3 SN — &y
0 1 §1,N
Dia—= —2 1 - - SLN
BT Oy o) =3 &N —& N
Do = =1
21 Dern ha(éN)
Doy = Toon ha(én) =0
Das = =2 ha(en) = 0
23 Ern 2(En

Wiéhrend die Berechnung der Eintrige von Dsq, D3y und D33, was den Ablei-
tungen der Funktion hg entspricht, zwar theoretisch nicht schwer sind, ergeben
sich jedoch sehr lange Ausdriicke. Deshalb werden diese Ausdriicke hier nicht

aufgelistet.

Die Berechnung wurde zudem nicht handisch, sondern mit einem externen
Programm durchgefiihrt und schliefllich nach R zur weiteren Rechnung expor-

tiert.

4.3 Bemerkung zur Varianzschatzung Exponentielle
Momentenmethode

Aufgrund der Anderung dieser Methode, damit diese funktioniert, ist die be-
kannte Theorie hierbei nicht anwendbar.
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4.4 Varianzschatzung Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Im Falle der QML Methode ist analog zur ML Methode ein einfacher Schétzer
fir die Varianzen, vgl. [7]:

9 _—3 9 2. T
(a,y log(n(fi1, <f1,’y))a7 log(n(fi1,071;7))

N9 B -
+ z; ag(m i1 V)a—vg(m Tie1; 7)T>
]:

wobei g(rj,7j-1;7) = log(n(rj, u(rj—1),0%(rj—1);7)) fiir j > 1 ist.  bezeich-
net hier wie bereits bei der Parameterschéitzung die Dichte der Normalvertei-
lung.

Zum Bestimmen der Ableitungen betrachten wir zunéchst eine allgemeine
Normalverteilung n(u(y), o?(y)) und leiten diese nach y ab:

) ) 1 (z — n(y)
B log(n(u(y), o*(y))) = oy 8 (m exp (W))

0 e (L _M>
Oy _l ® ( 27r02(y)> i ( 202 (y) ]

I (z — u(y))?

— 3_y _— log ( 27r02(y)) — T(y)}

_ 50°0)] Ao 1) g5 nW))o (y) + (2 = n(y)* 5 [0° ()]
202(y) 2(0%())?

(27)
Nun brauchen wir nur noch die jeweiligen Ableitungen nach den Parametern
der Funktionen ;1 und o2 zu bestimmen. Man beachte, dass dadurch, dass der
erste Summand von der stationdren Verteilung abhé&ngt, man diesen auch in
Bezug auf die Ableitungen separat betrachten muss, vergleiche (23).

0 0 0
J p =10 & 0 99M 951 0
O S R S S S
L™ Ok 1 22 001 2k oo ' &
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j>1: p(r;) =rexp(—kA) +0(1 — exp(—~rA))
0

%u(rj) = —rjexp(—kA)A + fexp(—rA)A
9]

D (1) =1 — exp(—)

0

5 H(rs) =0

o? 52
0(rj) =r—(exp(=rA) — exp(=2tA)) + 0 (1 — exp(=KA))*

0 rio? o> 9
D ) = = "7 (exp(nAA) — exp(~26A) — 90 (1~ exp(—wA)
+ TjIZQ (2A exp(—2kA) — Aexp(—kA))
2
+ 9%(1 —exp(—rA)) exp(—rA)A
0 o? A2
%U(Tj) :%(1 — exp(—r~A))
%0(@) :20%(exp(—/@A) —exp(—2kA)) + 20%(1 — exp(—krA))
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5 Vergleich und numerische lllustrationen CIR
Modell

Zum Vergleich der vier verschiedenen Methoden kann man einerseits fiir kon-
krete Parameterwerte dessen theoretische Varianzschétzer betrachten, ande-
rerseits kann man sich auch durch wiederholtes Schéitzen der Parameter aus
mehrfachen Simulationen die Schétzer fiir die jeweiligen Parameter berechnen
und diese Daten dann zum Beispiel als Histogramm darstellen.

Im Folgenden wird beides fiir die jeweiligen Methoden présentiert. Hierbei
ist zu beachten, dass es bei der exponentiellen Momentenmethode keinen theo-
retischen Schétzer gibt, wie bereits im vorherigen Kapitel angemerkt.

Wie in der anfianglichen Ilustration wahlen wir folgende Parameter, wobei wir
jetzt jedoch mehr Zeitschritte betrachten:

k=04,0=6,0=03 A=1, N =10000

Die Anzahl der Wiederholungen bei der Simulation und anschliefendem Schétzen
fiir die Histogramme ist M = 100.

Maximum-Likelihood Methode

Bei dieser Methode merkt man, dass die Eintrdge der Varianz-Kovarianz Ma-
trix sehr klein sind. Auch bei Betrachtung der Histogramme erkennt man eine
sehr gute Schiatzung der Parameter und nur geringe Abweichungen vom wahren
Wert. Datfiir ist die Berechnung mit dieser Methode auch sehr rechenaufwéndig,
was sich besonders bei der hundertmaligen Wiederholung fiir die Histogramme
bemerkbar gemacht hat.

Der theoretische Varianzschéitzer, berechnet mit der Methode aus Kapitel 4.1,
ist durch folgende Matrix gegeben:

0.075588098 —0.54592318  0.003130164
0.545923180  5.09794452 —0.016447047
0.003130164 —0.01644705 0.000162763

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:
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CIR Maximum Likelihood Methode - kappa

[ T T T T T T 1
0.36 0.37 0.38 0.39 0.40 0.41 042 043

CIR Maximum Likelihood Methode - theta

594 596 598 6.00 6.02 6.04 6.06

CIR Maximum Likelihood Methode - sigma

0.298 0.299 0.300 0.301 0.302
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Momentenmethode

Man bemerkt bei dieser Methode ebenfalls, dass die Eintrdge der Varianz-
Kovarianz Matrix klein sind. Bei Betrachtung der Histogramme sieht man,
dass die Schétzer der Parameter sehr gut sind. Ein weiterer positiver Aspekt
der Methode ist zudem der geringe Rechenaufwand.

Der theoretische Varianzschétzer, berechnet mit der Methode aus Kapitel 4.2,
ist durch folgende Matrix gegeben:

0.002732993  0.09569274 —0.06768842
0.095692740  3.41988046 —2.37125493
—0.067688419 —2.37125493 1.67647021

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:

CIR Momentenmethode - kappa

20 25
|

Frequency
15

10
1

0.390 0.395 0.400 0.405
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CIR Momentenmethode - theta

35
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20

Frequency
15

10

5985 5990 5995 6.000 6.005 6.010 8.015

CIR Momentenmethode - sigma

25

20

15

Frequency

10

0.298 0.299 0.300 0.301 0.302

Exponentielle Momentenmethode

Wie bereits angemerkt konnen wir hier wegen der Anderung der Methode
keinen theoretischen Varianzschétzer angeben. Die Histogramme zeigen uns
jedoch, dass auch diese Methode sehr gute Schétzer fiir die Parameter liefert

und die Abweichungen vom wahren Wert klein sind.

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:
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Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Man sieht bei dieser Methode ebenfalls sehr kleine Eintrége in der Varianz-
Kovarianz Matrix. Im deutlichen Unterschied zu den anderen Methoden merkt
man bei Betrachtung der Histogramme hier jedoch, dass der Parameter o
konsequent tiberschéitzt wird. Der eigentliche Wert ¢ = 0.3 wird nicht getroffen,
der Parameterschitzer bewegt sich zwischen 0.38 und 0.4. Bei den anderen
beiden Parametern ist die Schiatzung im Gegenzug sehr gut, vergleichbar mit
den anderen Methoden.

Der theoretische Varianzschétzer, berechnet mit der Methode aus Kapitel 4.4,
ist durch folgende Matrix gegeben:

1.2335668 —0.19882196 0.15515616
—0.1988220  3.46504352 —0.06598029
0.1551562  —0.06598029  0.03469615

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:

CIR QML Methode - kappa
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CIR QML Methode - theta

594 596 598 6.00 6.02

CIR QML Methode - sigma

6.04 6.06

0.382 0.384 0.386 0.388

40

0.390 0.392



6 Gamma-OU Modell

Als zweites Modell betrachten wir ein Nicht-Gauflsches Ornstein Uhlenbeck
(Non-Gaussian OU) Modell, ndmlich das Gamma-OU Modell. Allgemein ist
ein OU-Prozess definiert als die Losung der folgenden stochastischen Differen-
tialgleichung;:

dy(t) = —Xy(t)dt + dZ(t)

Hierbei ist Z ein Lévy Prozess. Wir betrachten nun im Speziellen die auf den
ersten Blick seltsam erscheinende Zeitwahl fiir den Lévy Prozess: Z(At) =:
Z\(t), womit spéter die stationdre Verteilung unabhéngig vom Parameter A
ist. Da unser Interesse in der Modellierung der Volatilitét liegt, bezeichnen wir
den Prozess im Folgenden mit V(¢). Somit ergibt sich:

AV () = AV ()dt + dZy(t), V(0) = Vp (28)

Dabei gilt A > 0 und dass Z ein Subordinator, also ein wachsender Lévy
Prozess, ist.

Bereits anhand dieser Definition sieht man, dass der Prozess V sich also aus-
schliefllich durch die Spriinge des Lévy Prozesses nach oben bewegt und, be-
dingt durch die Struktur des Prozesses und das positive A, zwischen den
Spriingen exponentiell abfallt.

Vorteile bei der Beschreibung der Volatilitdt durch den Nicht-Gauflschen OU
Prozess, sind die folgenden (siehe [2]):

e Bei nicht negativem Startwert und der Tatsache, dass Z ein Subordinator
ist, bleibt der Prozess fast sicher positiv.

e Im Falle, dass der Prozess Null erreicht, kann er daraufhin wieder positiv
werden.

e Der Prozess lasst Spriinge zu, ist also nicht stetig.
e Ls gibt eine stationére Verteilung.

Als stochastischen Term verwendet der Nicht-Gaufische OU Prozess einen
wachsenden Lévy Prozess Z.

In unserem Fall, dem I'-OU Modell, ist, wie der Name bereits verrat, die
stationdre Verteilung eine Gamma Verteilung. Fiir (28) gilt, dass Vo ~ I'(v, )
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mit Parametern v > 0 und a > 0. Fir den Subordinator Z gilt im I'-
OU Modell, dass dieser ein Compound Poisson Prozess mit Intensitidt A und
Sprunghdhenverteilung FExp(«) ist. Der Compound Poisson Prozess ist ein
reiner Sprungprozess.

Aufgrund seiner Funktion wird der Prozess Z in diesem Zusammenhang
auch als ”Background Driving Lévy Prozess” (BDLP) bezeichnet.

6.1 Bedingte Verteilung

Fiir das weitere Arbeiten mit dem I'-OU Modell benétigen wir folgendes Wis-
sen iiber die Verteilung:

Satz 6.1. Mit s <t und A =t — s gilt:

Elexp(iyVt)|Vs = v] = exp(iyv exp(=AA)) + vlog(a — iy exp(AA))

—vlog(a — iy) (29)

Bewers. Um die bedingte Verteilung von V' zu beschreiben, betrachten wir die
charakteristische Funktion des Prozesses:

Wiéhrend der stetige Teil uns keine Probleme bereitet, benotigen wir fiir den
Sprungteil den so genannten charakteristischen Exponenten von Z:

Definition. Fir einen Lévy Prozess (Zi)i>o existiert eine stetige Funktion
Y : R — R, genannt der charakteristische Exponent von Z, sodass

Elexp(iyZ(t))] = exp(ty(y)) (30)

Fiir unsere weiteren Uberlegungen geniigt es Z(1) zu betrachten, da fiir ¢t = 1
gilt, dass ¢ die kumulantenerzeugende Funktion von Z(1) ist und die ku-
mulantenerzeugende Funktion fir Z(t) sich sofort aus dieser ergibt durch
Hinzumultiplizieren von t. (siehe [4])

Wir betrachten zuerst die momentenerzeugende Funktion von Z. Wir wissen:
Z(1) hat die Gestalt Z(1) = Zf\i(ll) X;. Die Anzahl der Spriinge (N(1)) ist pois-
sonverteilt mit Intensitéit v und die Sprunghdhen (X;) sind exponentialverteilt
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mit Parameter a. Somit ergibt sich fiir Z(1):

N ~ Poi(v), Mp(u) = exp(v(exp(u) — 1))
X ~ Ezp(a), My (u) = —

a—u (31)
oY vu
Mygsy () = Mav(log Mcx(u) = exp [v (= —1) | = exp | |
. . . . iyt
Damit wird der charakteristische Exponent in (30) zu 1(y) = ;2%

Wir ziehen nun die folgende Darstellung fiir V' (¢), die direkt aus der Definition
des Prozesses ersichtlich ist (vgl. (28)), heran, wobei wieder s < t und A = t—s:

V(t) = V(s)exp(—AA) —1—/ exp(—A(t — u))dZy(u) (32)

Zudem verwenden wir das folgende Resultat, das dem Lemma 15.1 aus [4]
entspricht, das fiir Z Lévy Prozess und f : [s,T] — R linksstetig gilt:

T T
exp ( / f(t)dzt)] ~ exp ( / ¢<f<t>>dt>

wobei 1(u) der charakteristische Exponent von Z ist. Zusammen ergibt das
fiir die bedingte charakteristische Funktion also:

E

Elexp(iyVi)|Va = o] = expliyoexp(-AA)) + / By exp(—A(t — u)))du

(33)
Im letzten Schritt verwenden wir die hergeleitete Darstellung des charakteris-
tischen Exponenten, um das Integral auszurechnen.

Man beachte hierbei, dass wir in unseren Uberlegungen zum charakteristi-
schen Exponenten den Prozess (Z(t)); betrachtet haben, wir aber eigentlich
mit dem Prozess (Z)(t)): = (Z(At)); arbeiten. Das bedeutet insbesondere fiir

.. . _ vyt
den charakteristischen Exponenten einen extra Faktor A, also i (y) = iy Es
ergibt sich damit:

A Aviy exp(—Au) du

/:w(y exp(—A(t — u)))du = /fi/f(y exp(—Au))du = /0

= vlog(a — iy exp(—AA)) — vlog(a — iy)

a — iy exp(—Au)
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Hierbei ist wie gehabt A = ¢ — s. Durch Einsetzen in (33) erhélt man die
behauptete Darstellung. O]

Fiir spétere Berechnungen benotigen wir ebenfalls die ersten vier Momente von
01 = fol exp(—A(1 — s))dZy(s), die ersten beiden bedingten Momente von V;
- insbesondere folgt aus den letzten beiden selbstverstédndlich sofort die spéter
benétigte bedingte Varianz von Vi - sowie die bedingte Kovarianz:

Satz 6.2. Es gilt mit der Bezeichnung Oy = fol exp(—A(1 — s))dZx(s) und
B =exp(—AA):

E, V] — 2B8E,[VH]E,[O1]
E,[V5'] = 36°E,[ViIEA[O1] — 3BE, [Vo]E, [OF]
E

— 4BE, [VH]E,[OF]
E, [Vi[Vh = v] =Bv + (1 — B)E, V)]
E,[V?|Vo = v] =8%0* + 28K, [Vo]E,[01] + E,[O7]

(34)
Die dafiir bendtigten ersten vier Momente von Vy sehen daber folgendermafen
aus: y
B, Vo] =~
viv+1
E, V] :T)
viv+1)(v+2)
EW [%3] = 3
viv+1)(v +2)(v+3)
EW “/()4] = oA

Die bedingte Kovarianz ist gegeben durch

Cov[ViValVp = v] =BE, [V |V = o] + (1 = B)=E,[Vi[V = v]
— B, [Vi[V = o], V2l V = o]

(35)

Beweis. Mit den Bezeichnungen: O; := ftt,l exp(—A(t; — s))dZy\(s) und g =
exp(—AA) und unter der Beriicksichtigung des speziellen Zeitgitters wird die
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Darstellung von V' (t;) = V; in (32) zu
Vi=pVi-1 +0; (36)

Unter Anwendung des Erwartungswertes auf beide Seiten und der Wahl von
1 = 1 ergibt sich:
Eq V1] = A, [Vo] + &, [O1]

Unter Beriicksichtigung der Stationaritit erhalten wir schliefSlich

Ey[04] = (1 = B)E, Vo] (37)

Weiters wenden wir den Erwartungswert auf die quadrierte Gleichung (36),
wobei wieder i = 1, V12 = 52‘/02 + 28VH01 + O%, an, um auf einen Ausdruck
fiir E,[O3%] zu erhalten:

E, [V{] = BE, V] + 26K, [Vo]E, [01] + E,[O]]
Unter Beriicksichtigung der Stationaritdt ergibt sich damit

E,[07] = (1 — B*)E,[V5] — 28E, [Vo]E,[O1] (38)

Fiir das dritte und vierte Moment ziehen wir wieder die Gleichung (36) heran
und nehmen diese zur dritten bzw. vierten Potenz. Die Argumentation erfolgt
analog mit Beriicksichtigung der Stationaritét.

Mit Vi = B3V + 38%VE01 + 38Vp0% + O ergibt sich

EW[VE] = 53E7[V03 + 362]]5:@ [V02]E7[Ol] + 38E, [Vl E, (03] + E, [07]
EV[O%] = (1 - /BS)E’Y[‘/O:}} - 352Ev[V02]E7[01] - 35E7[%]E7 [O%]

Mit Vit = BVt + 4B83V301 + 682V20? + 481,03 + OFf ergibt sich

B, [V =8'E, V5] + 45°Ey [VF'IE,[01] + 65°E [VF]E4[OF]

+ 45K, VOB, [O7] + E,[01]

(1= BYE, 1G] = 48°E, [V ]E, [O1] — 65°E, [V, O]
— 4B, [V, [OF]

E,[O]]
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Nun zur eigentlichen Berechnung der Erwartungswerte. Wir verwenden dabei,
dass O7 unabhéngig von Vj ist sowie (37) und (38).

E,[Vi[Vo = v] = E, [V + O1/Vo = v] = Bv + E,[O]
= pv+ (1 - B)E,[Vo]

E,[VZ|[Vo = v] = B, [8*V + 28V401 + OF[Vp = v
= %0 + 2BE, [V|E,[01] + E,[Of]

Um die benotigten Momente von V[ auszurechnen, erinnern wir uns, dass Vj
gammaverteilt ist mit Parametern v und a. Die angegebenen Momente erhélt
man dann einfach mithilfe der momentenerzeugenden Funktion der Gamma
Verteilung, ndmlich:

M(t;v,a) = (L)V

oa—t

Fiir die Darstellung der bedingten Kovarianz stellen wir zunéchst folgende
Uberlegungen an, wobei wir Eigenschaften der bedingten Erwartung verwen-

den:
E,[ViVa[Vo] = E,[E, [ViVa|Vi][Vo] = E, [VIE, [V2[V1][ Vo]

v
— B, [G(3Vi + (1 - )1V
v
= BE, [V Vo] + (1 - 5)5E7[V1|V0]
Damit folgt die behauptete Darstellung fiir die bedingte Kovarianz:

Cov[ViVa|Vo] =E, [ViVa|Vo] — B, [VA[VOIE, [Val Vi)
=B, [VP1V0] + (1= 8) =By [Vi V] — B [VA[VOIE, [Va |V

wobei man [E,[Va|Vp] durch analoge Argumentation und Rechnung wie vorher
erhilt als:

E,[Va|Vy = v] = E,[82V) + 02|V = 1] = B2 + E,[02] = B2 + (1 — BHE,[Vo)]

]
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6.2 Stationare Verteilung

Wie bereits anfangs erwahnt, besitzt der I'-OU Prozess eine stationére Vertei-
lung, ndmlich eine Gamma Verteilung mit Parametern v und «. Ausgehend
davon kann man bereits zeigen, dass der BDLP Z wie behauptet einer Com-
pound Poisson Verteilung mit Intensitéit v und exponentialverteilten Spriingen
mit Parameter a folgen muss.

Wir verwenden dafiir die folgende Fundamentalgleichung, die Lemma 3.1
aus [6] entspricht. Diese liefert eine Aussage tiber den Zusammenhang der
kumulantenerzeugenden Funktion der stationdren Verteilung, im folgenden
bezeichnet als Kp(u; v, a), und der kumulantenerzeugenden Funktion der Ver-
teilung von Z(1), im folgenden bezeichnet als Kz (u; v, a):

0
Kz(u;v,a) = u%KD(u; v, ) (40)

Die kumulantenerzeugende Funktion der Gamma Verteilung sieht folgender-
mafen aus:

Rep(usna) =g (i) =g ((25)) = v (755)

Ableiten nach v und Einsetzen in (40) ergibt schlieflich die kumulantenerzeu-
gende Funktion der Verteilung von Z(1):

14

Kz(uv,a) = u%KD(u; v,a) = u—
Da eine Verteilung eindeutig durch ihre kumulantenerzeugende Funktion cha-
rakterisiert ist, sind wir hiermit bereits fertig, denn das Ergebnis von K
ist die kumulantenerzeugende Funktion eines Compound Poisson Prozesses
mit Intensitdt v und exponentialverteilten Spriingen mit Parameter « (vgl.
momentenerzeugende Funktion davon in (31)).

6.3 Simulation

Um Beobachtungen simulieren zu konnen, brauchen wir im Wesentlichen die
Ubergéinge von V' von einem Zeitschritt auf den néchsten auf dem Zeitgitter
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0=ty <t; <---<ty. Fiir beliebiges i € [1, N] also:

t;
V(ti) = V(ti_l) exp(—)\(ti - ti—l)) + / eXp(—)\(ti — S))dZ)\(S) (41)
ti1

Fiir das Integral simulieren wir zunéchst fiir diesen einen Zeitschritt den Com-
pound Poisson Prozess Z), wobei wir folgende Tatsachen verwenden, siehe [4]:

e Die Anzahl der Spriinge N(7T') in einem Intervall [0, 7] eines Compound
Poisson Prozesses ist poissonverteilt mit Parameter 7', wobei v die
Intensitdt des Compound Poisson Prozesses ist.

e Die genauen Sprungzeiten sind, bedingt auf die Anzahl der Spriinge
N(T), unabhéngig voneinander und auf dem Intervall [0, T'] gleichverteilt.

Die Simulation des Compound Poisson Prozesses Z) geschieht also mit folgen-
den Schritten:

1. Simulation der Anzahl der Spriinge N (7). Dies ist eine poissonverteilte
Zufallsvariable mit Parameter vT, wobei in unserem Fall, da wir Z)(t) =
Z(At) betrachten, noch mit A multipliziert werden muss, also VAT

2. Simulation der Sprungzeiten U; mit N (7') unabhéngigen, gleichverteilten
Zufallsvariablen auf dem Intervall [0, 7.
3. Simulation der Sprunghdhen Y; mit N(7") unabhéngigen Zufallsvariablen,
[0

die im allgemeinen Fall exponentialverteilt sind mit Parameter $. Bei
unserer Betrachtung von Z) wird dies zu A§ = a.

Der eigentliche Compound Poisson Prozess setzt sich dann folgendermafien

zusammen:
N(T)

1) =) LV

i=1

Nun, mithilfe der Sprungzeiten U, . . ., Uy (7) und den dazugehdrigen Sprunghhen
Yi,...,Yn(r) ergibt sich fiir das Integral:

N(1)

| et = shazate) = 3 exn(-ate - Uy,

ti1 j=1

Im Folgenden wéhlen wir zur Vereinfachung als Zeitgitter jene dquidistanten
Gitterpunkte, die zueinander Abstand A haben, also t; = tj_1 + A. Weiters
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schreiben wir: V; := V/(t;)

Der folgende R-Code implementiert die beschriebene Simulation des Prozesses

V:

Simulation OU

nu=>53.3334
al =8.8889
la=0.4
N=1000
dt=1

V<—vector (length=N)
V[1l]=rgamma(1 ,nu, al)

for(j in 2:N){
Nt <— rpois(1,nuxlaxdt)
U <~ runif(Nt,0,dt)
Y <— rexp(Nt, al)
V[j]=V[j—1]*exp(—la*dt)+sum(exp(—lax(dt—U))*Y)
}

Hier ein Beispiel fiir eine solche Simulation mit
v =>53.3334, a = 8.8889, A =04, A =1, N =1000.
Die Parameter wurden dabei so gewéhlt, dass der Prozess das gleiche stationére

Mittel und die gleiche stationére Varianz wie der Prozess im Beispiel beim CIR
Prozess hat.
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Simulation Gamma-OU
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7 Parameterschitzung Gamma-0OU Modell

Nach dieser Vorarbeit konnen wir nun mit der eigentlichen Parameterschitzung
beginnen. Dafiir vergleichen wir wieder folgende Methoden:

e Momentenmethode
e Exponentielle Momentenmethode

e Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Im Unterschied zum CIR Modell betrachten wir die Maximum-Likelihood Me-
thode nicht. Wie in [8] bemerkt, kann im I'-OU Fall die Maximum-Likelihood
Methode nicht in ihrer iiblichen Weise definiert werden.

Das Problem ist, dass der Prozess V' von einem Compound Poisson Prozess
angetrieben wird, zwischen den Spriingen exponentiell abklingt, und somit
die Ubergangsverteilung ein Atom (fiir den Fall dass kein Sprung passiert)
besitzt, dessen Position vom kontinuierlichen Parameter \ abhéngt. Deswegen
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besitzt das statistische Experiment kein dominierendes o-endliches Maf3, was
iiblicherweise in der Definition der Dichten und Likelihood-Funktion voraus-
gesetzt wird.

Insgesamt gibt es beim I'-OU Modell die drei Parameter: A\,v und «. Al-
ternativ kann man statt der Parameter der Gamma Verteilung, v und «,
auch den Erwartungswert ¢ = = und die Varianz n = - heranziehen. Beide
Parametrisierungen konnen offensichtlich aus der jeweilig anderen gewonnen
werden und beide haben ihre Vorteile. Wéahrend es bisher einfacher war die
erste Parametrisierung zu verwenden, hat die zweite Parametrisierung mit
v = (A, {,n) besonders bei der Varianzschitzung Vorteile, wie wir spater sehen
werden.

Es ist also im Folgenden der Parameterraum I' = {y = (\,v,a) € R3 :
A\ v, > 0} bzw. spiter T' = {y = (\,¢(,n) € R3 : X\, {,n > 0} und der
Parametervektor mit den wahren Parametern sei vg. Die N Beobachtungen, die
unter g simuliert wurden, werden mit Vi, ..., Vy bezeichnet. Wir werden viele
Schétzer iterativ aus entsprechenden Gleichungssystemen ermitteln. Fiir die
Startwerte fiir diese Iterationen ziehen wir die folgenden einfachen unbedingten
Momentenschétzer heran, die sich mithilfe der Formeln aus (34), (35) ergeben,

wobei § = exp(—AA):
EWi] = BE,[Vo] + (1 = B)E, [Vo] = E,[Vo] = ¢

VIVi] = B°E, [V + (1= BB, V5] — P = +n— P =1
Cov[ViVa] = B(¢? +n) + ¢(1 = B)¢ — ¢
Cov[Vﬂ/Q]
— 1) = e
= = R A
Somit sind A, { und n:
1 , S Vi — OV =€)
A= ——log(p(1)), wobei p(1) = =~
A S (V=)
1 N
(=52 (42)
=1
1 jN
n= N Z(Vj - C)Q
j=1
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2
Startwerte fiir ¥ und « ergeben sich durch v = % bzw. a = %

7.1 Momentenmethode

Wir konstruieren die Martingalschéatzer wie beim vorigen Modell in der folgen-
den Art:

N
GO =1V = 11 (V1,7 fH(v,7) = B, [Vi[Vo = o]
j=1
jN
Gy = ViVir = Vi) FP0,9) =EViVo[Vo=v]  (43)
j=1
]N
GN() =) V7 = Vi1, Fv,7) =By [VE[Vo = 0]

<.
I
_

Hierbei ist £, der Erwartungswert beziiglich des Parametervektors v = (A, v, ).

Nun zur eigentlichen Berechnung der Erwartungswerte in (43). Wir verwenden
dabei, dass O unabhéngig von Vj ist sowie die Ergebnisse aus (34), insbesonde-
re die beiden Gleichungen (37) und (38). Wie gehabt ist dabei f = exp(—AA).

fHo,y) = Ey[Vi[Vo = v] = Eq[Vo + O1|Vo = v] = vf + E,[O1]
= 0B+ (1= B)E,[Vo] = v + (1 = )=
FA(0.7) = By [WVolVo = o] = 028 + 0(1 = §)=
P, 7) = By [V Vo = o] = B [8°V§ + 26001 + OF|V = ¢]
= B0 +280(1 = B)= + (1 = B, (V] - 28K, [VIE, [O1]

v(v+1)
o

= 8% +2B0(1 = B)= + (1 - %) - 28=(1-8)=

2,2 v 2 Y 2 v?
= P +260(1 = B) = + (1= %) — + (1 - %) = 2601 - 9)) —
2
= 870 +260(1 = )= + (1= B’ + (1 - %) —
(44)
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Den Schitzer 4 des Parametervektors v = (A, v, 0) erhalten wir, indem wir die
drei Gleichungen (43) gleich Null setzen, also va =0,7 =1,2,3. Wir kénnen
diese drei Gleichungen mit drei Unbekannten, den Parametern, explizit 16sen.
Damit dies iibersichtlich bleibt, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

¢ :=—, ni=—, f = exp(—AA)
(6% (8%
1 o 1 o 1 &
§1,N = N Z‘/Za §o,N = i ZVz‘qu 3N = N ZVf
i—1 i—1 i—1
| & 1o,
vLN:NZW—L U27N:NZVZ>1
i—1 i—1

Setzen wir nun unsere Erkenntnisse aus (44) in die Gleichungen G’Z}V,i =1,2,3
ein, erhalten wir:

N N
G =Y Vi= FA Vi, = Vi = ViaB— (1= B)C]
- ~
]N N J
=3 Vi8> Vi~ N(1—B)¢ = N& — Ny — N(1 - B)¢
j=1 j=1

= Nl&1 — Bor — (1= B)C] =0

N
G =) ViV = PV, = D _[ViVia = V218 = V(1 = B)]

M-

j=1 J=1

N N
=2V, BZW 0 Vi

7=1 J=1

Né N — Nﬁfs,N — (1= B)(Nv N
Nl&n — B&.n — (1 = B)Cur N] 20

N
:Z _f Vlv )]
=1

J
N
DIV = BV =28V (1= )G = (1= 92 = (1= )

<.
—_
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=2

=> v 522v2 —26(1-8 CZVH— (1= 8)*C = N(1 =)

=
= N& N — Nﬁ va N —26(1 — chm,N — N(1-8)*¢* = N(1-5%n

= N[é3n — B2van — 28(1 = B)Cuiy — (1= B)*¢% — (1 — 51 20

Wir 16sen nun diese drei Gleichungen fiir die Unbekannten 3,( und 7 und
erhalten nach einfacher Rechnung:

§o,N — E1L,NVIN &N — Buin

6 - 2 ) C - —7
L Y (45)

Cbn &y — By —viy)

Dadurch erhalten wir auch sofort die Schétzer fiir unsere drei Parameter \, v
und «, da diese ja im folgenden Zusammenhang zu den eben berechneten
stehen: )
3 1 ¢ ¢
A= ——log(h), U= &=
A U 1

Die Implementierung in R sieht folgendermafien aus:

Momentenmethode OU

xil <— mean(V]|
Xxi2 <— mean(V]
xi3 <— mean(V| ] 2)
vl < mean(V[1:(N-1)])

v2 <— mean(V[1:(N—-1)]"2)
be <— (xi2 — X11*V1)/(V2 —v1°2)
ze <— (xil — bexvl)/(1—be)
eta <— ((xi3 — xil"2) — be"2%(v2 — v172))/(1—be"2)

]

2:NJ)
2:NJ+V[1: (N=1)])
5N

ZZZZ

la_est <— — 1/dt log(be)
al _est <— ze/eta
nu_est <— zexal _est
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7.2 Exponentielle Momentenmethode

Mithilfe der bedingten charakteristischen Funktion konstruieren wir wie vorher
Schétzer der Art:

G =Y [exp(iysV;) — f(Vj—1,7)], k=1,2,3

WE

(46)

1
ylexp(iye V1) Vo = v,

ﬁu.

f(v,7) =

Die dafiir benétigte charakteristische Funktion des Prozesses V' haben wir
bereits ausgerechnet in (29).

Beim Testen dieser Methode stellte sich wie schon beim CIR Modell heraus,
dass die Wahl der y;, deutlich die Qualitdat der Schiatzung beeinflusst, ebenso
gravierend wie das beim vorherigen Modell der Fall war.

Aus diesem Grund wurde hier wieder der unkonventionelle Zugang von
vorher umgesetzt, vgl. Kapitel 3.3. Der folgende R-Code implementiert diese
Methode:

Exponentielle Momentenmethode OU

fexp <— function(v, nu, al, la, y){
exp (1l ixyxvkexp(—la*dt)) + nuxlog(al—liky*exp(—laxdt))—
nuxlog(al—1lixy)}

testy <— function(yl) Re(mean(exp(1li*yl*V[2:N])—
fexp(V[1:(N—1)],nul,all  lal yl)))

testy <— Vectorize (testy)

yroot<—uniroot . all (testy , c(—2,2))

yl <— yroot [2]
y2 <— yroot [3]
y3 <— yroot [5]

library (rootSolve)

modelexp <— function(y)
c(F1 = Re(mean(exp(lixyl*V[2:N])—
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fexp (V[1:(N=1)],y[1],v[2],y[3],y1))),
F2 = Re(mean(exp (1i*y2%V[2:N])—

fexp (V[1:(N=-1)],y[1],y[2].,¥[3].¥2))),
F3 = Re(mean(exp (1i*y3%V[2:N])—

fexp (V[1:(N=1)],y[1],y[2],y[3].¥3))))

optExpMo <— multiroot (f = modelexp,
start = c(nul, all, lal))

Das Losen des Gleichungssystems wurde wieder mit der Funktion multiroot
aus dem Paket rootSolve vorgenommen.

7.3 Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Wie beim vorigen Modell werden hier normalverteilte Ubergangsdichten an-
genommen. Im Gegensatz zur Maximum-Likelihood Methode kénnen wir die
Quasi-Maximum-Likelihood Methode also umsetzen. Dafiir schiatzen wir Er-
wartungswert und Varianz aus unseren simulierten Daten. Die log-likelihood
Funktion sieht also wie gehabt folgendermafien aus:

In(7) = log(n(ji1, 57; 7 +Zlog i-1),0°(Vi-1)7)  (47)

wobei 1) die Dichte der Normalverteilung bezeichnet.

Beim ersten Summanden bedienen wir uns wieder den Schétzungen fiir Erwar-
tungswert und Varianz geschétzt aus der stationédren Verteilung, einer Gamma
Verteilung mit Parametern ( = =,1 = -, und fiir alle weiteren Summanden
erfolgt die Schédtzung mit dem bedingten Erwartungswert und der bedingten
Varianz, welche folgen aus (34). Das bedeutet also:

i1 = g =

t= = (48)
u(Vi-1) = Ey[Vj|Vj1 = v] = exp(=AA)v + (1 — exp(—AA))¢
o*(Vi—1) = V4 [Vj|Vjo1 = v] = (1 — exp(—2)A))n
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Diese Methode wird durch den folgenden Code implementiert:

Quasi-Maximum-Likelihood Methode OU
a <— function(v, nu, al, la){
exp(—laxdt)*v+(l—exp(—laxdt))*nu/al

}

b <— function(r, ka, th, si){
(1—(exp(—laxdt)) " 2)*nu/al "2
}

g <— function(nu,al, la){

mul <— nu/al

sil <— nu/al"2

gstart <— log(dnorm(V[1] ,mul,sil))

for (j in 2:N){
ghelp <— log(dnorm(V[j],a(V[j—1],nu,al, la),

b(V[j—1],nu,al,la)))

gstart <— gstart+ghelp

}

return((—1)*gstart)

}

library (stats4)

optQMI<—mle (g, start=list (nu=nul, al=all ,la=lal))

Die Funktionen a und b implementieren die obigen bedingten Erwartungswerte

und bedingten Varianzen pu(rj_1) bzw. o?(rj_1). Die Maximierung wird mit
der Funktion mle vorgenommen.
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8 Varianzschiatzung Gamma-OU Modell

8.1 Varianzschiatzung Momentenmethode

Wie schon beim CIR Modell verwenden wir zur theoretischen Schitzung der
Varianzen der Parameter die in [8] beschriebene Vorgehensweise:

Analog wie in Kapitel 4.2 beginnen wir mit der Berechnung der Matrix Y,
wobei diese sich durch folgendes Resultat ergibt (vgl. Satz 4.2):

Es gilt
1

VN

mit N — oo, wobei die Matrix'Y folgendermafSen aussieht:

Gn(10) 2 N(0,Y)

Yij = E(Cov[Z}, 2] |V0))

Hierbei ist Zy = (Vi, ViVi—1, V)T

Explizites Ausrechnen der Matrix Y ergibt unter Verwendung von (34) und
der Tatsache, dass O unabhéngig von Vj ist:

Matrix Y

Y11 = E(Cov[V1, Vi[Vo]) = E(V[V1[Vo]) = V[O1]

Yi2 = Yo1 = E(Cov[Vi, ViVu|Vo]) = E[WVu]V[V1| Vo] = E[Vb] Y11

Vi3 = Y31 = E(Cov[V1, VE[Vi]) = E(Cov[8Vy + Oy, B2VE 4 28VH01 + O?|Vy))
= 2BE[Vo]E(Cov[O1, 01Vo]) + E(Cov[O1, OF| Vi)
= 2BE[Vo]V[01] + Cov[01, OF] = E[Vo]V[O1] + E[OY] — E[O4]E[Of]

Yoo = E(Cov[V1Vp, ViVo Vo)) = E[VFIE(V[Vi|Vo])] = E[Vi] Vi

Yas = Yap = E(Cov[Vi Vo, V| Vo)) = E[Vo]E(Cov[V1, V| Va)) = E[Vo]Y13

Yaz = E(Cov[V, V| Vo)) = E(V[5*VF + 26001 + OF| Vo))
= 4B%E[VEE(Cov]O1, O01|Vi)]) + 4BE[VH]E(Cov][O1, 03| Vp)) + E(Cov[03F, 03| Vp))
= AB°E[VZ|V[01] + 46E[Vp]Cov[O1, 0?] 4+ Cov][0?, 0?]
= 4°E[V{'|V[01] + 48E[V)(E[0F] — E[O1]E[OF]) + E[0]] — E[0F]
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Im zweiten Schritt gehen wir iiber zur Matrix X. Diese ergibt sich folgender-
mafen (vgl. Satz 4.3):

Es gilt
VN[ey — € 2 N(0, %)
wobei
»=pPlyphHt
und

Pyj = 8ij — ¢461, — ¢hds;
Hierbei bezeichnet d;; das Kroneker Delta und die d)f erhalten wir aus der
folgenden Darstellung der Funktionen f*(v,~),i=1...3:

Fl(v,7) = ¢hr® + ¢hr + o}

Explizites Ausrechnen der Matrix P ergibt unter Verwendung von (44):

Matrix P
P11 =1—exp(—)\A)
Pio=0
Py = —(1 —exp(=AA))¢

Py3 = —exp(—AA)
Py = =2 exp(=AA)(1 — exp(=AA))¢
P33 =1- exp(—2/\A)

Im letzten Schritt erhalten wir die Verteilung des Schétzers mit der Matrix T
folgendermafien (vgl. Satz 4.4):

Der Schitzer 4y = (kn, 0N, 0n) ist asymptotisch normal, ndmlich mit

VNBx — 0] 2 N(0,T)
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mit N — oo, wobei
T =DxDT

Hierbei sind die Eintrdge der Matrix D gegeben durch (49).

Oh;
&N
Die Funktionen h; sind Schétzfunktionen der drei Parameter, wobei diese
Funktionen nur von £y abhéngen. Dafiir werden analog zum vorherigen Modell
in den Schétzern der Parameter vy y durch & y und vy durch &3 n ersetzt.

D;j = (&v) i=1...3 (49)

Wieder fiithren wir die explizite Berechnung durch mithilfe von (45):

Matrix D

Die Funktion h; schitzt den Parameter A\. Wahrend beim CIR Modell die
Wahl der zwei weiteren Schéatzfunktionen offensichtlich war, haben wir hier
zwei Moglichkeiten:

Entweder wir schétzen v und «, die Parameter der Gamma Verteilung,
oder wir gehen iiber auf ¢ und 7, welche Erwartungswert und Varianz der
Gamma, Verteilung widerspiegeln. Offensichtlich kénnen die zwei Parameter
auf einfache Weise aus der jeweilig anderen Dastellung gewonnen werden.

Wiéhrend beide Zugénge im Zuge der Arbeit betrachtet wurden, stellte sich
heraus, dass der Zugang mit den Parametern ¢ und 7 vorteilhaft ist. Hier ist
ndmlich der Vergleich mit dem CIR Modell besser gegeben, da der Parameter
¢ als stationédres Mittel dem dort vorhandenen Parameter 6 entspricht.

Demzufolge hier also die Schéatzfunktionen fiir die Parameter A, ¢ und 7:

2
A=) = L lon (—g 5) |

A SS,N - 6%71\[
_ 2
) &N — %&,
:h p— ’ i p—
¢ =ha(&nN) G G §1,N
537N*5%,N

2
b =&y — (B222) (G - 8

Ui :h3(§N) = 2
1— <€2,N—51,N)
&3, N—E1,N
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Damit ergeben sich die gewiinschten Ableitungen und somit die Eintrage der
Matrix D als:

0 1 24N 1 2N
Dii= 2 h(ey) =~ —0N ’
1= gy ) Aoy —Ey Azigy—&y
1 &N
Dis= —2 hy(€y) = — 2N
27 96N 1én) AN —&y
1 &N
Dis = —2—h(ey) = ~——bN
Y 1{ew) AN &y
0
Doy = a&’me(fN) =1
Dy = =2 hy(en) = 0
2 = gy 2 EN) =
Das =~ ho(en) = 0
2= pgy N
0
D31 = = -2
31 851,Nh3(§N) §1N
Dy = =2 hy(en) = 0
2 = g B EN) =
D33 = h =1
33 TErn 3(&w)

8.2 Bemerkung zur Varianzschitzung Exponentielle
Momentenmethode

Aufgrund der Anderung dieser Methode, damit diese funktioniert, ist die be-
kannte Theorie hierbei nicht anwendbar.
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8.3 Varianzschatzung Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Im Falle der QML Methode ist analog zur ML Methode ein einfacher Schétzer
fir die Varianzen, vgl. [7]:

0 0
1 = =2, 1 — 2. N\T
(87 Og(n(ﬂlaalf)/)a’y 08;(’7(#1701,7)

g B -
+ z; ag(m i1 V)a—vg(m Tie1; 7)T>
]:

wobei g(rj,7j-1;7) = log(n(V;, 1(Vj—1),0*(Vj—1); 7)) fiir j > 1 ist. n bezeich-
net hier wie bereits bei der Parameterschétzung die Dichte der Normalvertei-
lung.

Zum Bestimmen der Ableitungen verwenden wir die bereits hergeleitete Formel
aus (27) und brauchen damit nur noch die jeweiligen Ableitungen nach den
Parametern der Funktionen z und o zu bestimmen. Der erste Summand héingt
von der stationdren Verteilung ab, man muss diesen deshalb auch in Bezug auf
die Ableitungen separat betrachten.

Man beachte, dass auch hier als Parameter A, und 7n betrachtet wurden
und somit auch dessen Ableitungen angegeben werden:

0 0 0

J p1=¢ PG 0 84‘“1 an’” 0
0 0 0
U%:n 50%20 8_50%:0 8_770%:1
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g>1:

1(Vj) =exp(=AA)v + (1 — exp(—=AA))¢
(%\,LL(V}) = — exp(—AA)VA + exp(—AA)CA

V) =1 — exp(—AA)
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9 Vergleich und numerische lllustrationen
Gamma-0U Modell

Wir vergleichen nun auch bei diesem Modell die drei verschiedenen Methoden
zur Parameterschédtzung. Einerseits werden die theoretischen Varianzschétzer
prasentiert und zudem werden die praktischen Schétzer, die durch wiederholtes
Schétzen der Parameter aus mehrfacher Simulation gewonnen wurden, in Form
von Histogrammen dargestellt.

Man beachte, dass es bei der exponentiellen Momentenmethode keinen theo-
retischen Schétzer gibt, aufgrund der Anderung der Methode. Zudem sei noch
einmal daran erinnert, dass, im Unterschied zum CIR Modell, die Maximum-
Likelihood Methode nicht angewendet werden konnte.

Wir wéahlen dieselben Parameter wie in der anfinglichen Illustration, wobei
wir jetzt jedoch mehr Zeitschritte betrachten. Es sei jedoch hier zu beachten,
dass wir zur besseren Vergleichbarkeit mit dem CIR Modell nicht die Para-
metrisierung v = (\, v, «) betrachten, sondern jene mit v = (A, {,n), wobei -
wie bereits mehrfach erwiahnt - diese im folgenden Zusammenhang stehen und
leicht auseinander gewonnen werden kénnen: ( = £, = 7. Damit gilt mit
der vorherigen Wahl von v = 53.3334 und « = 8.8889 also:

A=04,=6,n7=0.6749992, A =1, N = 10000

Die Anzahl der Wiederholungen bei der Simulation und anschliefendem Schétzen
fiir die Histogramme ist M = 100.

Momentenmethode

Bei dieser Methode sind die Eintrédge der Varianz-Kovarianz Matrix recht klein.
An den Histogrammen sieht man, dass die Schétzer der Parameter dennoch
sehr gut sind. Der Rechenaufwand bei dieser Methode ist zudem gering, was

ebenfalls ein Vortell ist.

Der theoretische Varianzschétzer, berechnet mit der Methode aus Kapitel 8.1,
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ist durch folgende Matrix gegeben:

1.26234062  0.02143533 —1.3694736
0.02143533  3.41987618  0.5532102
—1.36947357 0.55321018  2.5228064

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:

OU Momentenmethode - lambda
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20

Frequency
15
1

10
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OU Momentenmethode - zeta
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15
1
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1
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594 5.96 5.98 6.00 6.02 6.04 6.06
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OU Momentenmethode - eta

25
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Frequency

10

0862 064 0.66 068 0.70 072

Exponentielle Momentenmethode

Wie bereits angemerkt, kann hier kein theoretischer Varianzschitzer angegeben
werden, weil die Methode gedndert wurde. An den Histogrammen sieht man
jedoch, dass die Methode ebenfalls sehr gute Schétzer fiir die Parameter liefert.

Die Abweichung von den wahren Parameterwerten ist gering.

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:

OU exp Momentenmethode - lambda
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OU exp Momentenmethode - zeta
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OU exp Momentenmethode - eta
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Quasi-Maximum-Likelihood Methode

Bei dieser Methode hat die Varianz-Kovarianz Matrix kleine Eintrdge. Ein
deutlicher Unterschied zu den anderen Methoden ergibt sich bei Betrachtung
der Histogramme, wo man merkt, dass der Parameter 1 konsequent {iberschétzt
wird. Wahrend der eigentliche Wert n = 0.6749992 sein sollte, schwankt der
Schatzwert zwischen 1.08 und 1.13. Bei den anderen beiden Parametern ist die
Schétzung jedoch sehr gut, wie auch schon bei den vorherigen Methoden.
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Der theoretische Varianzschétzer, berechnet mit der Methode aus Kapitel 8.3,
ist durch folgende Matrix gegeben:

1.262345282  —0.003009201 —1.4097190
—0.003009201  3.557452830 —0.1800659
—1.409718970 —0.180065864  1.8774085

Die Histogramme zu den jeweiligen Parametern sehen folgendermaflen aus:

OU QML Methode - lambda
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