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Vorwort

Diese Diplomarbeit wurde im Jahr 2017 am Institut fiir Diskrete Mathematik und
Geometrie der Technischen Universitdt Wien unter der Betreuung von Ao.Univ.Prof.
Dipl.-Ing. Dr.techn Bernhard Gittenberger geschrieben.

In dieser Diplomarbeit wird das Thema Pélyasche Abzihltheorie behandelt.
Die Grundlage fiir meine Arbeit ist der Artikel Kombinatorische Anzahlbestimmun-
gen fiir Gruppen, Graphen und chemische Verbindungen von G. Pélya, [P637]. Die
Diplomarbeit besteht aus zwei Teilen, dem theoretischen Teil iiber die Abzahltheorie
nach Pélya und dem Teil, der Anwendungen behandelt.

In Kapitel 1 wird die zugrundeliegende Fragestellung der Theorie anhand eines
Beispiels erkliart und anschlieBend die notwendigen Grundlagen und Definitionen
erlautert. Danach werden im Kapitel ,Das Lemma von Burnside und der Satz von
Polya“, Kapitel 2, diese beiden wichtigen Sétze vorgstellt und bewiesen. Der wich-
tigste Satz fiir diese Arbeit ist der Satz von Pdlya, Satz 2.9. Weiters werden die
Zyklenzeiger bestimmter Permutationsgruppen bestimmt. Ich habe jene Permutati-
onsgruppen betrachtet, auf die spéater in der Arbeit zuriickgegriffen wird.

Im zweiten Teil der Arbeit werden verschiedene Anwendungen des Satzes von
Polya behandelt. Ich habe mir die Themen Musik, injektive Funktionen, Graphen
und Molekiile in der Chemie ausgesucht. Es gibt aber viel mehr Anwendungsbei-
spiele, als die hier erwéhnten.

Zu guter Letzt habe ich in Kapitel 7 noch einen Algorithmus beschrieben, der die
Koeffizienten des Polynoms, das man mit dem Satz von Poélya erhélt, berechnet.






Mathematik ist Musik des Geistes,
Musik ist Mathematik der Seele.

Daniil Charms
(1905 - 1942)






Teil 1

Pélyasche Abziahltheorie






Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel werden Ergebnisse von [P637] verwendet.

1.1 Motivation - ein Beispiel

Beispiel 1.1.

Die sechs Seitenfldchen eines Wiirfels sollen so eingeféarbt werden, dass drei Seiten
rot, zwei Seiten griin und eine Seite blau ist. Man interessiert sich nun fiir die Anzahl
der verschiedenen Féarbungen.

Wenn man nun davon ausgeht, dass man sechs Farben zur Verfiigung hat (jedoch
nur drei verschiedene), so gibt es 6! Moglichkeiten, diese Farben zu permutieren und
sie somit den Seitenflichen zuzuordnen. Um die Permutationen innerhalb der selben
Farbe zu verhindern, muss noch durch die jeweiligen Anzahlen geteilt werden. Daraus
folgt, dass falls jede der sechs Seiten fixiert oder als wohl unterschieden angesehen
wird, die Anzahl der moglichen Féarbungen durch

6!
3o~ Y

gegeben ist.

Die Seiten eines Wiirfels sind aber nicht fixiert oder unterscheidbar. Man will
also die Anzahl der moglichen nicht dquivalenten Farbungen der Seitenflichen des
Wiirfels mit drei roten, zwei griinen und einer blauen Seite. Zwei Farbungen sollen
als dquivalent angesehen werden, wenn sie durch Drehungen des Wiirfels in einander
iibergefiihrt werden kénnen.

Um diese Anzahl bestimmen zu kénnen, muss man also die Drehungen und die
dadurch entstandenen Permutationen der Seitenflichen untersuchen. O

1.2 Grundlagen und Definitionen

Um Fragestellungen wie im Beispiel 1.1 aus Abschnitt 1.1 allgemein zu formulieren,
werden nun einige Definitionen und Erkldrungen benotigt.

Definition 1.2. Eine Menge F von wohl unterschiedenen Elementen Fi, Fy, ..., die
Figuren genannt werden, heifit Figurenvorrat.

11



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Jede der Figuren F; enthélt k& Kategorien, wobei «;; Elemente der Kategorie
j in der Figur F; enthalten sind, kurz gesagt die Figur F; hat den Inhalt o; =

(Oéz‘,l, Qi 2, .. 7ai,k)'

Die Anzahl der Figuren mit Inhalt o = (aq,ag,...,ax) sel aqy ay... a,- Die Po-
tenzreihe
o0 oo o0
200 D o2 = ) (1.1)
a1=0 as=0 =0

wird abzidhlende Potenzreihe des Figurenvorrats F genannt.

Definition 1.3. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Die Gruppe der
Permutationen auf der Menge M mit der Hintereinanderausfithrung nennt man die
Permutationsgruppe P, vom Grad n und der Ordnung |Py| =

Definition 1.4. Sei m € Py, eine Permutation mit j; = j;(7w) Zyklen der Lénge i
fir i =1,2,...,n. Der Vektor j = [j1, jo, ..., Jn) heiit der Typ der Permutation.

Bemerkung 1.5. Fiir den Typ einer Permutation gilt
1-1+2-Jo+--+n-jo=n

Definition 1.6. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen und 7= € P, eine
Permutation des Typs j = [j1, J2, ---, jn). Dann ist das Polynom

ZT(r) = atal? - ar (1.2)
der Zyklentyp von 7.

Man kann auch Polynome betrachten, die die Zyklenstrukturen ganzer Unter-
gruppen & von P,; beschreiben.

Definition 1.7. Sei & eine Untergruppe von P,;. Der Zyklenzeiger der Gruppe
G ist durch das Polynom

PG($1,$2,..., n = ’6| Z ‘6‘ Zl\ 2 ‘x%n(ﬂ)
Ted €S

gegeben.

Bemerkung 1.8. Fasst man in dieser Summe die Permutationen des gleichen Typs
J = [j1,J2, -y Jn] zusammen, so erhélt man

1 A
Ps(x1, T, ...y Tp) = 18] Z By jordn T 23 (1.3)

J=li1.52;---.3s]

wobei hj, j, ;. die Anzahl der Permutationen mit Typ j = [j1, jo, .., jin] ist.
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Die Elemente der Menge M werden nun von 1 bis n durchnummeriert und je-
dem Element m; € M wird eine Figur aus dem Figurenvorrat F zugeordnet. Auf
diese Weise entsteht ein n-Tupel (fi, fo, ..., fr), das die Zuordnung m; — f; festhilt,
wobei mehreren m; auch die selbe Figur aus F zugeordnet werden darf, es ist also
fi = [; erlaubt. Diese n-Tupel werden Konfigurationen genannt, wobei zwei Kon-
figurationen (f1, ..., fn) und (ff, ..., f}) gleich heifen, wenn f; = f/ fir allei = 1,..,n
gilt, das heiffit wenn sie genau die selbe Zuordnung beschreiben. Jede Konfiguration
f = (f1,..., fn) hat einen sogenannten Gesamtinhalt a(f) = (a1, as, ..., ), der
beschreibt, wieviele Elemente insgesamt aus den k& Kategorien enthalten sind. Das
bedeutet die Kategorie ¢ kommt in der Konfiguration f genau «; mal vor. Fiir festes

f = (fl)f?a 7fn) gllt .
>_ailf) = a(f),

wobei «;(f) der Inhalt der Figur f; in der Konfiguration f ist. Zwei Konfigurationen
f und f’ werden in Bezug auf eine Teilmenge & von P,; dquivalent, in Zeichen
f ~& [, genannt, wenn es eine Permutation 7 € & gibt, sodass 7(f) = f’ gilt.
Durch diese Aquivalenzrelation ~g kann man die Menge aller Konfigurationen K in
Aquivalenzklassen einteilen, also X nach der Aquivalenzrelation ~g faktorisieren.

Definition 1.9. Die Menge aller Konfigurationen faktorisiert nach der Aqui-
valenzrelation ~g wird mit

Kne

bezeichnet.

Sei nun A, 4.0, die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen aus K)we
mit Gesamtinhalt (aq, ag, ..., ay), also die Anzahl der in Bezug auf & indquivalenten
Konfigurationen f mit Gesamtinhalt (aq, a, ..., ag).

Bemerkung 1.10. Sei K¢ die Menge aller Konfigurationen mit Gesamtinhalt o =

(0, g, ...ax). Dann kann A,, 4, o, angegeben werden als

_ (6%
Aa1,a27~~ak - ‘ /~6|'

Die Reihe

SN S Ava 2 = Pz, 2, e ) (1.4)

a1=0 as=0 ap=0

wird abzihlende Potenzreihe oder erzeugende Funktion der in Bezug auf &
indquivalenten Konfigurationen genannt. Die Koeffizienten Ay, ..o, von 207252 - - - 2*
in dieser Potenzreihe sind also die Anzahlen der in Bezug auf & indquivalenten Kon-

figurationen mit Gesamtinhalt (aq, ag, ...ax).

Beisprel 1.11.
[Fortsetzung Beispiel 1.1] Der Wiirfel hat sechs Seiten, also gibt es in der Menge M

sechs verschiedene Elemente und auf der Menge M 6! = 720 Permutationen, also
h = |Py| = 720.
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Interessant ist nun die Untergruppe & von Py, die die Drehungen des Wiirfels in sich
selbst beschreibt. & besitzt folgende Elemente mit den dazugehorigen Zyklentypen:

R — A —F

Abbildung 1.1: Drehachsen eines Wiirfels

o id: ZT(id) = a9

e drei £90° Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiber
liegender Seitenflichen: ZT(w) = zix}

e drei 180° Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiber
liegender Seitenflichen: ZT(w) = 2223

e vier +£120° Drehungen um die Achse durch zwei gegeniiber liegende Eckpunkte:
ZT(r) = a3

e sechs 180° Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiber
liegender Kanten: ZT(7) = 3

Das sind insgesamt 24 Drehungen, also |S| = 24 und der Zyklenzeiger ist gegeben
durch

Ps(x1, w9, x3, 24, T5, Tg) = 2—14 (28 + 6ajxy + 3ata) + 8z + 623) .
Im gegebenen Kontext gibt es nur drei Figuren (|]F| = 3) und drei Kategorien
(k = 3) (rot, griin, blau). Hier gilt also |F| =3 = k.
Insbesondere gibt es in diesem Beispiel eine Bijektion zwischen den Figuren und
Kategorien, da es nur eine rote, eine griine und eine blaue Seite mit den Inhalten
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) gibt. Jede dieser gefirbten Seiten ist eine Figur im
Figurenvorrat. Die Kategorien sind also die verschiedenen Farben und die Figuren
die gefarbten Seiten. Da es keine Seiten gibt, die mehrere Farben beinhalten, ist die
Bijektion zwischen den Figuren und den Kategorien leicht zu erkennen.
Es wird nun die Anzahl der in Bezug auf & indquivalenten Féarbungen (Konfigu-
rationen) mit drei roten, zwei grilnen und einer blauen Seitenfliche (Gesamtinhalt
(r,g,b) = (3,2,1)), also die Anzahl A3, gesucht. O



Kapitel 2

Das Lemma von Burnside
und der Satz von Podlya

2.1 Grundlagen und Vorbereitungen

In [dB64] wird das Lemma von W. Burnside aus [Burll] auf Permutationsgruppen
angewandt. Das daraus resultierende Lemma gibt eine erste Moglichkeit, gesuchte
Anzahlen, die in Abschnitt 1.1 beschrieben wurden, zu bestimmen.

Fiir das Lemma von Burnside sind einige Definitionen und Resultate iiber Grup-
pen notwendig, die im folgenden zusammengefasst werden.

Definition 2.1. Sei G eine Gruppe und seien g und h zwei Elemente dieser Gruppe.
Die Elemente g und h~!'gh werden konjugiert genannt.

Definition 2.2. Ein Element g € G wird selbstkonjugiert genannt, wenn es mit
allen seinen konjugierten Elementen iibereinstimmt, also

g=h"'gh, VheQG.

Das neutrale Element ist in jeder Gruppe selbstkonjugiert. In jeder kommutati-
ven Gruppe gilt auf Grund

g=h"'gh=p_"hg=y,
=id

dass alle Elemente selbstkonjugiert sind.
Analog koénnen auch ganze Untergruppen als konjugiert und selbstkonjugiert
beziehungsweise als Normalteiler bezeichnet werde.

Definition 2.3. Sei H eine Untergruppe von G und sei g eine Abbildung auf G.
Dann heifien die Gruppen H und ¢~!'Hg konjugierte Untergruppen von G.

Definition 2.4. Fine Untergruppe H von GG wird Normalteiler genannt, wenn sie
mit allen ihren konjugierten Untergruppen iibereinstimmt, also

H=g'Hg, Vgeca.

15
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Definition 2.5. Sei die Ordnung der Gruppe G’ kleiner als die Ordnung der Gruppe
G. Die Gruppen G und G’ werden homomorph genannt, wenn

16

e cine eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen der Gruppe G und denen
der Gruppe G’ existiert und

e falls g1, 9> € G den Elementen ¢, g5 € G’ zugeordnet werden, folgt, dass g;g>
dem Element ¢ ¢/}, zugeordnet wird.

Es existiert also ein Homomorphismus zwischen G und G'.

2.2 Lemma von Burnside

Der folgende Satz (aus [Burl1]) ist nun eine Vorbereitung auf das Lemma von Burn-
side, das zur Anzahlbestimmung verschiedener Aquivalenzklassen von IC?‘NG verwen-
det werden kann.

Satz 2.6 (Homomorphiesatz). Sei f : G — G’ ein Homomorphismus zwischen G
und G'. Dann folgt:

1. der Kern kern(f) ist ein Normalteiler von G und
2. die Faktorgruppe G /kern(f) ist isomorph zum Bild f(G).

Die endliche Gruppe G aus Satz 2.6 ist die Menge aller Konfigurationen mit
Gesamtinhalt @ = (g, ag, ..., ) der Menge M. Diese ist homomoprh zur Menge
der in Bezug auf & indquivalenten Konfigurationen, G' = IC‘/"N6 (sieche Bemerkung
1.10). Das Ziel ist es nun die Anzahl der Elemente dieser Menge zu bestimmen, also
K9 |- Das fithrt auf das folgende Lemma:

Lemma 2.7 (Lemma von Burnside II). Sei K¢ die Menge aller mdéglichen Konfi-
gurationen mit Gesamtinhalt o = (aq, ag, ..., ) der Menge M mit Figuren aus F
und & eine Teilmenge der Permutationen auf M. Dann ist die Anzahl der in Bezug
auf & indquivalenten Konfigurationen mit Gesamtinhalt o gegeben durch

Kol = 151 S Hrex: w(h)=nl

TeS

Beweis
Die Anzahl der Fixpunkte unter & kann auch folgendermafien berechnet werden:

SHfek : wn(f)=r =Y Hre&: n(f)=f} (2.1)

TES feK

Fiir festes fsei {r € &: 7n(f) =f} =6 und {r € &: n(f) = f}| = n(f). &;
bildet eine Untergruppe von &.

Sei g eine zu f #dquivalente Abbildung, f ~g ¢g. Dann existiert ein 7 € &, sodass
7(f) = g gilt. Weiters gibt es ein 7 € &, sodass auch 7(g) = f gilt, da ~g eine
Aquivalenzrelation ist. Daraus folgt, dass #(7(f)) = f gilt, also #7 in der Menge
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S enthalten ist. Das bedeutet, es gibt genau n(f) Moglichkeiten ein 7 zu finden,
sodass 7(f) = g gilt:

{re&: n(f) =g} =n(f)

Daraus und aus Satz 2.6 folgt, dass die Gruppe & in Untergruppen aufgeteilt werden
kann, die alle n(f) Elemente besitzen. Jedes Element einer dieser Unterguppen wird
genau einem Element der Aquivalenzklasse von f zugeordnet. Daraus folgt:

S|
[f)~el

S|

n(f) =

Wenn nun iiber alle Elemente der selben Aquivalenzklasse aufsummiert wird, ergibt

sich
> nlg) =18,

ge[f]NG

und bei der Summation iiber alle Elemente aus £ muss noch mit der Anzahl der
Aquivalenzklassen multipliziert werden. Gemeinsam mit Gleichung (2.1) folgt nun
die gewiinschte Aussage:

ek m(f)=fH = > {ree: n(f)=f}

TeES fEK™

= |6

e
O

Beispiel 2.8.

[Fortsetzung Beispiel 1.11] Um die Anzahl der in Bezug auf & infiquivalenten Farbungen

(Konfigurationen) mit drei roten, zwei griinen und einer blauen Seitenfliche (Ge-
samtinhalt (r, g, b) = (3,2, 1)) mit dem Lemma von Burnside, Lemma 2.7, berechnen
zu konnen, muss fiir jede Permutation m aus & die Anzahl der Fixpunkte ermittelt
werden.

o id: ZT(id) = 29

— alle 3,2—:1, = 60 moglichen Farbungen sind Fixpunkte

e drei £90° Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiber
liegender Seitenfliichen: ZT(w) = a3z}

— 0 Fixpunkte

e drei 180° Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiber
liegender Seitenfliichen: Z7T(m) = z2x3
— Um einen Fixpunkt zu erhalten, muss die blaue Seite eine der Seiten sein,
durch die die Drehachse geht, also die einen Zyklus der Lénge 1 bilden. Dafiir
gibt es zwei Moglichkeiten. Weiters muss die zweite Seite, durch die die Dreh-
achse geht, eine rote Seite sein und die beiden Seitenpaare, die die Zyklen der
Lange 2 bilden sind griin und rot. Hier gibt es wieder zwei Moglichkeiten. Das
ergibt insgesamt 4 Fixpunkte.
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e vier £120° Drehungen um die Achse durch zwei gegeniiber liegende Eckpunkte:
ZT(m) = a3
— 0 Fixpunkte

18

e sechs 180° Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiber
liegender Kanten: Z7(rw) = 3
— 0 Fixpunkte

Nach Lemma 2.7 gibt es somit

Z|{felc(321) m(f) = f} = (1 60+6-0+3-4+8-0+6-0)= 2 _g

& 24

€S
in Bezug auf G indquivalenten Farbungen des Wiirfels mit drei roten, zwei griinen
und einer blauen Seitenflache. O

2.3 Satz von Pdlya

Der Satz von Pélya erklirt wie man die erzeugende Funktion der in Bezug auf &
indquivalenten Konfigurationen, die in (1.4) definiert wurde, erhdlt. Dies ist mit
Hilfe der abzdhlenden Potenzreihe des Figurenvorrats (1.1) moglich.

Satz 2.9 (Satz von Pélya). Die erzeugende Funktion der in Bezug auf & indquivalenten
Konfigurationen erhdlt man, in dem man die Potenzreihe des Figurenvorrats in den
Zyklenzeiger von & folgendermaflen einsetzt:

F(z17227 ceey Zk) = PG(f(Zla 292, ~-‘7Zk)7 f(Z%,Zg; "'7213)7 ...,f(Z{L,Z;L, 7Zl?))

Beweis

Gegeben seien der Figurenvorrat F sowie die zugehorige abzidhlende Potenzreihe
f(z1, 29, ..., 2zk). Gesucht ist die erzeugende Funktion der in Bezug auf & indquivalenten
Konfigurationen mit Gesamtinhalt o = (g, @, ..., ), F(z1, 29, ..., 2). Fiir diese
Potenzreihe gilt, wie in (1.4) definiert

(200252 - - 2% F (21, 22, -vy 21) = Aon.aman = Aa-

Man betrachtet zunéchst die Anzahl der Konfigurationen f = (fi, fa, ..., fs) mit
Figuren aus F und Gesamtinhalt o« = (ay, o, ..., ). Die Inhalte der einzelnen
Figuren F; seien o; = (a1, 2, ..., 04 ) fiir i = 1,..., s und es gilt

s s s s
E o =0 < E a1 = 01, E Qo = Qig, ..., E Q| = Ol.
i=1 i=1 i=1 =1

Werden die Figuren F; unabhéngig von einander den Pldtzen f; der Konfiguration
zugewiesen, so kann man dieser Konfiguration die Reihe

E § E F1F2 al 1taz 1+ s, IZ;I 2taz et tase Z}j‘lvk+a2,k+"'+0¢s,k
FieF FobeF  FseF

§ Flzall a12 alk E F2Za2l O122_ a2k_ E ansl as2 ]j‘.sk

FieF FoeF FseF
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zuordnen.
Setzt man nun in dieser Reihe F; = 1, so ergibt sich die erzeugende Funktion der
Konfigurationen (ohne Beriicksichtigung der in Bezug auf & dquivalenten Konfigu-
rationen) mit Gesamtinhalt a als Produkt der abzéhlenden Potenzreihen des Figu-
reninhalts,

1 a1 o agp s
z :Aa170627---706k211222 R = f(zla 22y ey Zk)
@

mit flaha%._Qk als Anzahl der Konfigurationen mit Gesamtinhalt c.

Sei nun 7 € G eine Permutation des Typs j = [j1, ja, ---, jn] und X, (7) die Anzahl
der Konfigurationen mit Gesamtinhalt «, die durch 7 in sich selbst iibergefiihrt
werden. Man betrachtet nun die zugehorige Potenzreihe,

Z Xo(m)zft 252 20,
[e%

Sei (a1, as, ..., ay) ein Zyklus der Linge A in 7. Um zu gewihrleisten, dass die Kon-
figuration f durch 7 in sich selbst iibergefiihrt wird, also n(f) = f gilt, muss
F,, =F,, =--- = F,, gelten. Allgemein muss gelten, dass Figuren innerhalb eines
Zyklus immer identisch sein miissen, jedoch in verschiedenen Zyklen unabhéngig
von einander gewéhlt werden kénnen.

Jeder Zyklus der Lange A tragt zum Gesamtinhalt der Konfiguration das A-fache des
Inhalts der ihm zugeordneten Figur bei. Fiir den oben erwédhnten Zyklus, wére der
Gesamtinhalt A - o, = (A, 1, A, 2, ...y A, k). Die abzéhlende Potenzreihe dieses
Zyklus der Lange A\ ist dann

f(2}, 20,0y 2).
Man erhélt als Potenzreihe der durch 7 in sich selbst iibergefiihrten Konfigurationen

Y Xa(m)ztzg? -k =
(63

= f(z1, 29, ...,zk)jlf(zf, z%, ey z,f)j2 s f(2T 2 ZZ)J"

(2.2)

Sei g = (g1, g2, ---, gn) €ine bestimmte Konfiguration aus K* mit Gesamtinhalt «
und sei & = {my, 79, ..., T} die Menge aller Permutationen aus &, die g fest lassen,
also m;(g) = g fur alle i = 1,...,m. Nach dem Lemma von Burnside I, Satz 2.6, ist
die Anzahl der Konfigurationen, die zu g in Bezug auf & dquivalent sind, % Jede
dieser Konfigurationen wird von m Permutationen aus & in sich selbst iibergefiihrt
(ndmlich von einer zu & konjugierten Untergruppe in &). Jede dieser zu g in Bezug
auf G dquivalenten Konfigurationen wird in m Termen der Summe

Z Xa(m)

TeS

mitgezihlt, also wird die Aquivalenzklasse von g, [g]~. insgesamt ‘gm' -m = |&| mal

in dieser Summe gezéhlt, also

D Xo(m) = 6] - Aa.

TeS

S
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Fiir die erzeugende Funktion der in Bezug auf & dquivalenten Konfigurationen erhélt
man nun durch Umformen

20

”XO‘ m al a a

F(21,22,---72k) —_— 2%211222”.2’/]‘316

1 « o (7

= & L Xalmaptag o

Te® «
und Einsetzen von (2.2)
1 ) ‘ 4
F(z1,29, ..., 2) = @Zf(zl,ZQ,...,zk)“f(zf,zg,...,zz)”~~~f(zf’,zg,...,z£)j”.
TeS

Es koénnen nun noch die Permutationen des gleichen Typs zusammengefasst werden
um das gewiinschte Ergebnis zu erhalten,

F(Zl,ZQ,...,zk) =
1 ' ' |
= —’6| Zh‘jlﬂé ,,,,, jsf(zl7227-.-7Zk)J1f<Z%’Z§,...722)]2...f(z?’zgj.“,zg)]n —
J

= Ps(f(z, 22, ...,zk),f(z%,zg,...,z,f),...,f(z’l"”,zg, e 21)-

O

Bemerkung 2.10. Das Einsetzen der Potenzreihe des Figurenvorrats f(z1, 22, ..., 2x)
in den Zyklenzeiger Pg(x1,x2, ..., T,) der Permutationsgruppe &, wird ab nun durch

Ps(f(z1, 22, 21)) i= Ps(f(21, 20, oo 21), f (21, 25, oy 22), oo (21, 28,0, 22)) (2.3)

kurz geschrieben.

2.4 Zyklenzeiger des direkten Produkts zweier
Gruppen

In diesem Abschnitt wird wie in [P637] ab Seite 176 vorgegangen.

Seien G und H zwei Permutationsgruppen der Ordungen g und h und den Gran-
den r und s. Weiters bezeichnen Pg(x1, 2o, ..., x,) und Py(x1, x9, ..., x) die Zyklenzei-
ger der beiden Gruppen. Die in G permutierenden Elemente werden mit ¢, gs, ..., -
und die in ‘H permutierenden Elemente mit Ay, ho, ..., hy benannt. Zwei Permutatio-
nen g und my der beiden Gruppen kénnen in folgender Weise notiert werden.

noG G o Gy hi hy -+ hj - h,
p— d p—
TG (91’ Gor e G e gr,) und 7y (hy hor - hj, <o hy
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Fiir das direkte Produkt G x H wird aus den Gruppen ¢ und H je eine Permu-
tation gewéhlt. Hierfiir gibt es insgesamt g - h Moglichkeiten. Dem Paar mg, 3, wird
die Permutation

g G ge hyo oo by oo hy
g - gy o gw hy - hy - hy

zugeordnet. Das bedeutet, die beiden einzelnen Permutationen werden einfach gleich-
zeitig ausgefiihrt.

Die Zyklentypen der einzelnen Permutationen bleiben gleich. Es werden nur zwei
Permutationen gleichzeitig ausgefiihrt. Man muss also die Zyklentypen zusammen-
fassen und das funktioniert, indem man die beiden Zyklenzeiger miteinander multi-
pliziert. Der Zyklenzeiger von G x H ist also das Produkt der beiden Zyklenzeiger
Pg und PH,

PQXH = Pg X Pg.

Das Produkt wird hier mit dem Symbol X geschrieben, da es sich um ein Produkt
von Polynomen in mehreren Variablen handelt. Dieses Produkt ist wie in [Fri97]
folgendermaflen definiert.

Definition 2.11. Seien P (x4, x2, ..., x,) und Py(x1, 23, ..., T,,) Polynome iiber Q in
den Variablen xy, Ty, ..., Zmax{n,m}- Diese kénnen als

Py (21,22, ..., 2,) :Zp(j)ng" und  Po(z1, 22, .oy ) :Zq(k)fo"
0 i=1 (k) i=1
dargestellt werden. Das Produkt der beiden Polynome ist definiert als

Pri(z1, 72, oy n) X Po(1, Tg, .oy ) 1= ZZP(j)CI(k) (Hﬁ) X (Hﬁf) 5
(k) i=1 i=1

()

wobei . . .
i=1 i=1 i=1 £=1
und ‘ , .
ol X = a0
gilt.

Weiters wird die k-te Potenz eines Polynoms P(zy, xs, ..., x,) durch

P(zl,xg,...,xn)Xk = P(xy, 29, ..., x) X -+« X P(x1, %2, ..., Ty

-

\~—

-~
k-mal

definiert.

2.5 Spezielle Permutationsgruppen

Fiir die Beschreibung der Permutationsgruppen wird zusétzlich zu [P637] das Buch
[Tit14] verwendet.
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2.5.1 Die symmetrische Gruppe S,

Die symmetrische Gruppe S,, besteht aus allen Permutationen einer n-elementigen
Menge. Die Operation dieser Gruppe ist die Hintereinanderausfiihrung von Permuta-
tionen. Eine Verkniipfung zweier Permutationen wird von rechts nach links gelesen,
m;m; bedeutet also, dass zuerst 7; und dann 7; ausgefiihrt wird. Im Allgemeinen ist
die Hintereinanderausfithrung von Permutationen nicht kommutativ, das Ergebnis
héngt also von der Reihenfolge der Permutationen ab.

Um den Zyklenzeiger, wie in Definition 1.7 beziehungsweise in Bemerkung 1.8
definiert, aufstellen zu konnen, benttigt man die Anzahl der Permutationen des
gleichen Typs. Sei j = [j1,j2, ..., jn) €in Typ von Permutationen in S,. Wie viele
Permutationen mit dem Typ j = [j1, J2, ..., Ju] gibt es in 5,7

Permutationen vom Typ j = [j1, jo, ..., jn] kOnnen auf jiljs!---j,! verschiede-
ne Arten, die sich nur durch Permutationen der Zyklen unterscheiden, dargestellt
werden. Alle j; Zyklen der Lénge ¢ kénnen auf genau ¢ verschiedene Arten darge-
stellt werden, also gibt es insgesamt /¢ Moglichkeiten die Elemente dieser j; Zyklen
anzuordnen. Daraus folgt, dass es

n!

191411292 4o ! + - - pdn g, !

verschiedene Permutationen vom Typ j = [j1,J2, ..., ju] gibt. Mit der Formel (1.3)
aus Bemerkung 1.8 folgt nun die Darstellung des Zyklenzeigers der symmetrischen
Gruppe,

1 n! L ,
Py (21,29, ..., T5) = — .,,, m— Y RRY A 2.4
Sn( ’ PRERE) n) [ J_[J1JZ2 . 1]1]1!232j2! . njnjn' 142 n ( )

In dem Fall, dass & = S, gilt, ist jede Konfiguration zu jeder anderen dquivalent,
die aus ihr durch eine der n! Permutationen aus S,, hervorgeht. Die Reihenfolge der
n Figuren in der Konfiguration spielt fiir die Aquivalenz keine Rolle. Es kommt nur
darauf an, welche Figuren in der Konfiguration vorkommen. A,, 4, ., ist also die
Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von n Figuren aus dem Figurenvorrat
F mit Gesamtinhalt o = (o, ag, ..., ag).

Lemma 2.12. Der Zyklenzeiger der symmetrischen Gruppe erfillt die Rekursion
1 n
Ps, (1,79, ..., x,) = ﬁ;xkpsnk(xl,xg, ey Tn—k),  Pgy = 1.

Beweis

Die Richtigkeit der Aussage folgt aus der Uberlegung, dass wenn man einen neuen
Zyklus der Lange k einfiigen mochte und eine Permuation in der symmetrischen
Gruppe S,, erhalten will, dies nur in der symmetrischen Gruppe S,,_; tun kann.
Anderenfalls wére die Bedingung aus Bemerkung 1.5 fiir S,, verletzt. U
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2.5.2 Die alternierende Gruppe A,

Die alternierende Gruppe A, besteht aus allen geraden Permutationen einer n-
elementigen Menge. Die Gruppenoperation ist wiederum die Hintereinanderausfithrung
von Permutationen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten zu definieren, was es bedeutet, dass eine Per-
mutation gerade oder ungerade ist. Hier wird die Version genannt, auf die bei der
Uberlegung fiir den Zyklenzeiger der alternierenden Gruppe zuriickgegriffen wird.

Definition 2.13. Jede Permutation lésst sich in Zyklen zerlegen. Fine Permutation
ist genau dann gerade, wenn die Anzahl der Zyklen gerader Langer gerade ist.

Um den Zyklenzeiger der alternierenden Gruppe wie in Bemerkung 1.8 zu erhal-
ten, muss man sich nun die Anzahl der Permutationen gleichen Zyklentyps iiberlegen.
Als erste Beobachtung ist festzuhalten, dass es keine ungeraden Permutationen gibt.
Es gibt natiirlich genauso viele gerade Permutationen des gleichen Zyklentyps wie
schon in der symmetrischen Gruppe. Die Méchtigkeit der alternierenden Gruppe ist
allerdings nicht mehr n!, sondern %’, was die zweite wichtige Beobachtung fiir die
Darstellung des Zyklenzeigers der alternierenden Gruppe ist.

Diese beiden Eigenschaften kénnen nun zusammengefasst werden, indem man

beim Koeffizienten der symmetrischen Gruppe aus Gleichung (2.4) den Faktor
(1 + (_1)j2+j4+j6+...)

erganzt.
Schlussendlich ergibt sich dann

1 1(1 4+ (—1)i2tiatiety
P (21, T, ooy ) = — Z n! (14 (1) ) i s

Jn
nl L1120l ping,l T2 "
J=lI1,J25 0]

als Zyklenzeiger der alternierenden Gruppe A,,.

2.5.3 Die zyklische Gruppe C,

Eine Gruppe, die von einem Element 7 erzeugt wird, wird zyklische Gruppe genannt.
Sie besteht aus Potenzen des Erzeugers,

() = {n": i € Z}.

Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine zyklische Gruppe C,, mit genau n Elementen.
Fiir zyklische Gruppen der Ordnung n gilt, dass 7" das neutrale Element ¢ = id = 7°
ist, 7" = e, und hohere Potenzen den jeweiligen Elementen entsprechen, 7 =
gm wodn

Zyklische Gruppen sind isomorph zu Drehgruppen regelméfliger n-Ecke. Jede
Drehung um den Winkel %’r entspricht einer Permutation einer n-elementigen Menge.
Die Drehgruppe C,, kann durch Potenzen der Permutation 7 = (1,2, ..., n) dargestellt
werden,

C,={e=x"r" .. 7"}
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Abbildung 2.1: n-Eck

Um den Zyklenzeiger dieser Gruppe zu erhalten, muss man die Zyklenstruktu-
ren der Elemente der Gruppe untersuchen, also die Potenzen 7% von 7 = (1,2, ..., n).

Sei g der grofite gemeinsame Teiler von k£ und n, g = ggT(k,n), wobei k < n
auf Grund von 7% = 7% m°d " yorausgesetzt werden kann. Das bedeutet es gibt zwei
natiirliche Zahlen ¢ und d, sodass ¢ = § und d = % gilt. Diese beiden Beziehungen

kénnen umgeschrieben werden und man erhélt

n n

=— und k=c-g=c-—,
974 9779
woraus der Zusammenhang

n-c=%k-d

folgt. Da (), eine zyklische Gruppe der Ordnung n ist, gilt
id = 7 = 7_‘_k-d — (Wk)d.

Da 4 der grofite gemeinsame Teiler ist, ist d die kleinste Zahl mit obiger Eigenschaft
(anderenfalls wire der ggT grofier). Daraus kann nun geschlossen werden, dass die
Permutation 7% in insgesamt £ Zyklen der Lénge der d zerfillt. Der Zyklenzeiger
hat also die Gestalt

1 n

— d

Pe, (x1, 29, ..., 1) = n § Cdxy ,
dn

wobei die Koeffizienten ¢; noch bestimmt werden miissen. Es ist also noch die Frage
nach der Anzahl der Permutationen aus C, mit genau % Zyklen der Lénge d zu
beantworten.

Jede natiirliche Zahl k£ mit 1 < k < n und ggT(k,n) = 4 liefert eine Permutation
o = r* aus C,, mit % Zyklen der Lénge d. Aus

)

folgt, dass ¢ und d teilerfremd sind. Das bedeutet jede zu d teilerfremde Zahl c,
die kleiner oder gleich d ist, liefert mit k = ¢ - 2 eine Permutation o = 7% mit der

d
gewiinschten Eigenschaft.

ggT(k,n) = ggT (c :
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Die Anzahl der zu d teilerfremden Zahlen, die kleiner oder gleich d sind, kann mit
der Eulerschen Phi-Funktion ¢(d) berechnet werden, also gilt fiir die Koeffizienten
cq = ¢(d). Der Zyklenzeiger der zyklischen Gruppe C,, hat folgende Darstellung:

1 n
Pg, (21, g, .oy ) = EZ@(CZ);EC‘; (2.5)

dn

2.5.4 Die Diedergruppe D,
Weitere Literatur, die fiir diesen Abschnitt verwendet wird, ist das Buch [KPR13].

Die Diedergruppe ist die Transformationsgruppe eines regelméfligen n-Ecks. Die-

se Gruppe besteht aus den n Drehungen um die Winkel
0 21 4w 2(n— )
) n Y n AR n

und n Spiegelungen an Geraden. Bei geradem n gehen die Hélfte dieser Achsen
durch gegeniiberliegende Eckpunkte und die andere Hélfte der Geraden durch die
Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten. Wenn n ungerade ist, liegt jede der n
Geraden durch einen Eckpunkt und durch den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Kante.

(a) n gerade (b) n ungerade

Abbildung 2.2: Spiegelachsen von n-Ecken

Die Drehungen der Diedergruppe werden von einer beliebigen Drehung, zum
Beispiel 7 = (1,2,...,n) (vergleiche dazu Abschnitt 2.5.3), erzeugt und bilden somit
eine zyklische Untergruppe der Ordnung n. Die gesamte Gruppe D,, erhélt man nun
durch Hinzufiigen einer beliebigen Spiegelung, zum Beispiel die Spiegelung mit Achse
durch den Eckpunkt n. Diese Spiegelung hat die folgenden Zyklenschreibweisen:

o = (1,n—1)(2,n—2)---(g—l,ﬁ%—l) <ﬁ> (n), n gerade

2 2
-1 1
o = (1,n—1)(2,n—2)---<n nt >(n), n ungerade

2 72

Alle weiteren Spiegelungen oy, erhalt man durch Anwendung der Spiegelungen, o}, =
7*o. Die Diedergruppe kann also dargestellt werden als

D, = {(m,0 : " =0%=id, oo =7 1).
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Die n Drehungen tragen zum Zyklenzeiger den gleichen Beitrag bei, wie bei
der zyklischen Gruppe aus Abschnitt 2.5.3. Man muss also noch die Spiegelungen
genauer untersuchen.

Fiir gerades n gibt es § Spiegelungen die zwei Fixpunkte haben und die anderen
Elemente jeweils Zweierzyklen bilden. Die andere Hélfte der n Spiegelungen bilden
lauter Zweierzyklen. Diese Permutationen tragen also die Summanden

26

E:chani2 und g2
5 V12 5 T2
zum Zyklenzeiger der Diedergruppe D,, fiir gerades n bei.

Bei ungeradem n gibt es nur Spiegelungen mit Achse durch einen Eckpunkt und
den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite, wie in Abbildung 2.2b dargestellt.
Das bedeutet jede dieser Spiegelungen hat genau einen Einserzyklus und sonst lauter

Zweierzyklen. Sie liefern zum Zyklenzeiger also den Summanden

n—1
nair,® .
Gemeinsam mit Formel (2.5) folgt nun die Darstellung des Zyklenzeigers der Die-
dergruppe D,,.

n—2 n n
= (gxfasf + 323 + D g @(d)xj) , n gerade

PDn(Ilax27"'7In) = n—1 n
1 (nx%xf +Zd‘n¢(d)x§> , n ungerade

2n

Durch Umformen erhélt man die (einfachere) Gestalt,

n—2 n
1 n 3 (:fof - mf) , n gerade
PDn($1,9€2» ,xn) = % E ‘P(d)md + 1 n—1
dn ST, , n ungerade

2.5.5 Die allgemeine lineare Gruppe GL,

Zur Beschreibung der allgemeinen linearen Gruppe GL, und der affinen Gruppe
Aff,, und ihrer Zyklenzeiger werden die Biicher [DM96] und [Hav06] und der Artikel
[Fri97] verwendet.

Die allgemeine lineare Gruppe und ihr Zyklenzeiger sind hilfreich fiir den Zy-
klenzeiger der affinen Gruppe. Deshalb wird sie hier zuerst besprochen.

Die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n eines Vektorraums V' iiber einem
endlichen Korper K, GL,(K) ist die Menge aller bijektiven, linearen Abbildungen

f: vV -V
r +— Ax,

also aller reguldren n x n-Matrizen.

GL,(K)={A : f:V =V mit f(z) = Az und det(A) # 0}
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Fiir den Zyklenzeiger der allgemeinen linearen Gruppe und spéter auch fiir den
Zyklenzeiger der affinen Gruppe werden einige Definitionen und Eigenschaften der
klassischen Normalform einer linearen Abbildung benotigt, die hier mit weiterer Hil-
fe von [Fri94] zusammengefasst werden.

Sei K := F} ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum iiber K und A eine lineare Abbildung auf V.

Zwei Abbildungsmatrizen A; und A, aus GL,(K) werden konjugiert genannt,
in Zeichen A; ~ Ay, wenn eine Matrix B in GL,(K) existiert, sodass

A, = BA,B™! (2.6)
gilt. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Bemerkung 2.14. Zwei Permutationen sind genau dann konjugiert, wenn sie den
gleichen Zyklentyp haben.

Definition 2.15. Ein Polynom ¢(z) € K[z] wird genau dann Annullatorpoly-
nom zu A von v € V genannt, wenn

p(A)v =0

gilt. Weiters wird ¢(z) € K|x] Annullatorpolynom zu A von V' genannt, wenn
¢(z) ein Annullatorpolynom zu A von v fiir alle v € V ist.

Definition 2.16. Ein Annullatorpolynom zu A, das normiert ist und minimalen
Grad hat, heifit Minimalpolynom zu A.

Definition 2.17. Das charakteristische Polynom zu A wird definiert durch
Xa(x) =det(A —zFE).

Kann das Minimalpolynom ¢(z) von V' geschrieben werden als
pl(z) = [ ila)
i=1

mit paarweise verschiedenen, normierten, irreduziblen Polynomen ¢;(x), so gibt es
eine Zerlegung des Vektorraums V' in eine direkte Summe von unter A invarianten
Unterrdumen U;, sodass ¢(x)% die Minimalpolynome der U; sind,

V= @ U.. (2.7)

Weiters ist jeder dieser Unterrdume U; eine direkte Summe von zyklischen Un-
terrdumen W, ; mit j =1,2,...,7(4).

Definition 2.18. Sei A : V — V eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum
und v € V. Der A-zyklische Vektorraum W, der durch v generiert wird, ist der
Raum mit der Basis

{v, Av, A%, ...}
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Fiir die zyklischen Unterrdume W, ; gilt, dass ¢;(z)% das Minimalpolynom von
Wi @) ist und das Minimalpolynom von W ; ein Teiler des Minimalpolynoms von
Wi,j—l—l fir alle j = 1, 2, ,7’(2) — 1 ist.

28

r(7)
U =P wi, (2.8)
=1

Sei Z ein zyklischer Unterraum der Dimension d mit Basis
{v, Av, A%v, ..., A"}

und Minimalpolynom

d
o(x) = Zaixi und aq = 1.

=0

Dann kann die Einschrankung von A auf Z beziiglich obiger Basis durch die soge-
nannte Begleitmatrix C(¢) von ¢(z) beschrieben werden.

00 - 00 —a
10 - 00 -—a
1 - 00 —a
C(SD): . . . . . .
00 10 —ass
00 01 —ag,

Dies ist durch die Annullator-Eigenschaft des Minimalpolynoms leicht zu sehen.

p(A)-v=0WeV & A vta A" vt daA-vtaE -v=0
o At v=—qFE - v—aA-v—-—ag 1A v
Falls Z ein zyklischer Unterraum der Dimension dk mit Minimalpolynom ¢(z)*

ist, existiert eine Basis von Z, sodass die Einschrénkung von A auf Z durch die
Hyper-Begleitmatrix H(¢*) von ¢(z)* beschrieben werden kann.

3\

Cle) 0 -~ 0 0 0
Eu Clg) -~ 0 0 0 0 01
0 Eu Clg) 0 0 0 00
H(g*) = : : . - : : k, B = S
0 0 - Eg Cle) 0 0 -~ 00
0 0 - 0 Eg Cl)]
(2.9)

Um diese Darstellung einzusehen, benutzt man wieder die Annullator-Eigenschaft
des Minimalpolynoms und zerlegt es geeignet in Faktoren.

(A v=0WweV & p@pA)ft v=0VweV
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Definiert man nun z; := ¢(A)*~! - v, so erhilt man
o(A) -z =0.

Da ¢(x) eine Minimalpolynom zu A ist, gilt diese Gleichheit und man erhilt als
Basiselemente

2 d—1
{71, Awy, A%2q, 0, A T }

und somit die letzte Spalte in der Blockdiagonalmatrix H (¢").
Faktorisiert man das Minimalpolynom durch

P(Af v=0WeV & (A p(A)f? v=0VeV
und definiert man x5 := p(A)*~2 . v, so erhiilt man mit dem Zusammenhang

O(A) - zo=2, & AM-zy4ag AT xy @A xy FagE -1y = 1y

& At gy = —aoE 1y —aA-xe — - —ag 1 AT e + 1y
die vorletzte Spalte der Matrix. Weitere Basiselemente sind also
{xy, Axy, A%29, ..., Ad_ll’g}.
Setzt man dieses Verfahren fort, erhélt man als Basis des Vektorraums
{ag, Axgy o) A g gy, Ay, A% gy, g, Ay, A ) (2.10)
mit
T = @(A)F™ 0,

Die Hyper-Begleitmatrix H (") aus (2.9) beschreibt also die Einschrinkung von A
auf Z beziiglich dieser Basis (2.10). Im Falle k = 1 gilt fiir die Hyper-Begleitmatrix,
dass sie mit der Begleitmatrix ident ist, H(¢') = C(y).

Sei nun V' ein Vektorraum mit der Zerlegung aus (2.7) und (2.8) und mit Mini-
malpolynom

plx) = H pi(z)"

und charakteristischem Polynom

s

xa(z) = l_[gol(a:)7 mit y; > ¢;.
i=1

Fiir ~; gilt
Y= j A (2.11)
j=1
wobei Ago die Anzahl der zyklischen Unterrdume der U; mit Minimalpolynom ¢;(x)’

ist. Fiir diese Anzahlen gilt auflerdem fiir alle i =1, ..., s

(@) . () .
AT > 0Vi=1,..,cund A7 > 1, fir j =¢;.
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Die /\y) werden nun zu Vektoren A(¥) zusammengefasst,

XD = (AP AP, A

Cq

30

Die klassische Normalform der Matrix A ist dann die Blockdiagonalmatrix
diag(D (1, A1), D (92, A?) ., D (93, A¥) ), (212)

wobei die Matrizen D (gpi, )\(i)) folgende Blockdiagonalmatrizen der Gestalt

N

— ding( H(eh), - H(pL) H@), o HgD), HG), . H(gE), )
A?E) A§> A@

sind.

In jeder Aquivalenzklasse der Relation aus (2.6), der sogenannten Konjugiert-
heitsklasse, liegt eine dieser Blockdiagonalmatrizen (2.12). Somit wurden also die
Konjugiertheitsklassen bestimmt. Die Zyklentypen innerhalb einer Konjugiertheits-
klasse sind nach Bemerkung 2.14 gleich, daher ist es nun Ziel die Méchtigkeit dieser
Klassen zu berechnen.

Die Méchtigkeit einer Konjugiertheitsklasse kann mit Hilfe des Satzes von La-
grange berechnet werden.

Satz 2.19 (Satz von Lagrange). Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. G/U
und U\G seien die Mengen aller Links- und Rechtsnebenklasse. Fir die Nebenklassen
gilt |G/U| = |[U\G|. Weiters gilt

Gl =U/G]-1U].

Man sieht also G L, (K) als Transformationsgruppe auf sich selbst und betrachtet
die Abbildungen
X: GL,(K) = GL,(K)

M XMX .
Mit dieser Abbildungsvorschrift gilt auch XY = X oY, da

(2.13)

XY(M)=XYMXY) ' = XYMY'X' = X(Y(M)) = (X oY)(M),

wobei links die Matrixmultiplikation von X und Y steht und rechts die Hinterein-
anderausfithrung der Funktionen X und Y.

Der Zentralisator Z4 zu der Abbildung A ist die Menge aller mit A kommutie-
renden Funktionen. Mit den Abbildungen aus (2.13) gilt fiir den Zentralisator

Z,={B€GL,(K): AB= BA} =
= {B € GL,(K): B(A) = A}.
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Die Konjugiertheitsklasse zu A, K4, kann mit Hilfe der Funktionen aus (2.13) durch
Ka= {E € GL,(K): 3B € GL,(K) mit A = BAB*} -

—{A € GL.(K): 3B € GL,(K) mit A= B(4)} =
{B(4) : BGGL( )}

beschrieben werden.
Man betrachtet nun die Abbidung

F: Ka— GLo(K)/Za
B(A) — Bo Zy.

Fiir alle Elemente X aus dem Zentralisator Z, gilt
(BoX)(A) = B(X(A)) = B(A),

woraus die Bijektivitédt der Abbildung F folgt. Weiters kann man durch die Defini-
tion Y := B o X die Menge B o Z4 schreiben als

BoZy,={BoX: Xe€Z,}=
={YeGL,(K): Y(A)=B(A)}.
Daraus ist leicht ersichtlich, dass die Mengen
Ka={B(A): BeGL,(K)} und GL,(K)/Z4={Y € GL,K : Y(A) = B(A)}
gleich méchtig sind. Mit Hilfe des Satzes von Lagrange, Satz 2.19, folgt nun

GL(K)|

Kl = |GL(K)/Z4| =
‘ A’ | ( )/ A| ‘ZA’

Die Méchtigkeit der linearen Gruppe GL, (K) ist gegeben durch

IGL(K)| = (¢" = 1)(¢" —q)--- (" —¢" "),

wobei ¢ die Anzahl der Elemente von K ist, || = ¢. Es bleibt also noch die
Méchtigkeit des Zentralisators zu bestimmen. Nach [Kun81] gilt folgendes Lemma.

Lemma 2.20. Sei ¢ ein normiertes, irreduzibles Polynom in K[z] vom Grad d und
A= (A1, Ao,y o) S0, dass ¢ =Y 5 | i\ gill. Seien weiters die p; durch

ka + Z i\

k=i+1
definiert. Dann ist die Mdchtigkeit des Zentralisators zu D(p, \) gegeben durch

Ai

HH d,ul_ d,uz k)

=1 k=1
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Fiir die Konjugiertheitsklasse von A, K4, mit der klassischen Normalform (2.12)
von A erhélt man dann

32

|G L (K)|
[T, b(di, A®)
wenn die Polynome ¢;(z) Grad d; haben.

|Kal =

Um den Zyklenzeiger der Konjugiertheitsklassen bestimmen zu kénnen, wird der
sogenannte Exponent (auch Ordnung oder Periode genannt) benétigt, der in [LN94]
wie folgt definiert ist.

Definition 2.21. Sei f ein Polynom iiber dem Galoisfeld F, mit f(0) # 0. Der
Exponent (oder Ordnung oder Periode) ist die kleinste natiirlich Zahl e, sodass
x¢ — 1 von f(z) geteilt wird, also

e:=exp(f) =min{n e N : f(z)| 2" —1}.

Zuniichst ist man am Zyklentyp der Hyperbegleitmatrix H(o*) fiir ein festes k
interessiert. Der endliche Kérper, oder das Galoisfeld, Fj, hat ¢ Elemente. Der Raum
F qd ist der Raum der Vektoren der Dimension d und Eintrdgen aus [7. Dieser Raum
hat ¢¢ verschiedene Elemente. Der Zyklentyp dieser Hyperbegleitmatrix H (") ist
gegeben durch

(z 1)d

- H e, (2.14)

wobei e; := exp(¢') der Exponent von ¢* fiir 1 <7 < k ist. Die Hochzahl, also die
Anzahl der Zyklen der Lange e;, ist

q q(’L 1)d
€; ’

weil man insgesamt ¢' — ¢(~1¢ Elemente fiir ' hat, die in den Zyklen der Linge
e; vorkommen. Die Zahl ¢' — ¢~ erhilt man, indem man von der Gesamtanzahl
¢'¢, die Anzahl der fiir bereits ¢, 2, ..., =Y verwendeten Elemente ¢~1¢ abzieht.

Eine Abbildung A € GL,(K) gegeben in klassischer Normalform (2.12) kann
nach Abschnitt 2.4 durch das direkte Produkt

\@ )
Xizlxw Xk VH(g7)
beschrieben werden, das auf dem Raum

(%)
A

s Vi jd;
X X T X FY

operiert, wobei d; die Grade der Polynome ¢; sind.

Deshalb reicht es, den Zyklentyp von Hyperbegleitmatrizen (2.14) zu kennen,
um den Zyklenzeiger von GL,,(K) zu erhalten. Dazu muss man also alle klassischen
Normalformen (2.12) aus GL,,(K) bestimmen.
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Die Anzahl der normierten, irreduziblen Polynome vom Grad d iiber F} ist in [LN94]
gegeben durch

Ny(d) = 5 37 )t

t|d

wobei p(t) die Mébius-Funktion,

1 =1
u(t) :== ¢ (=1)* , tist das Produkt von k verschiedenen Primzahlen
0 , tist durch das Quadrat einer Primzahl teilbar

ist.

Jedes normierte, irreduzible Polynom vom Grad kleiner oder gleich n, aufler das
Polynom P(z) = x, kann als Teiler des charakteristischen Polynoms einer reguléren
Matrix A € GL,,(K) auftreten. Diese

by = i]\fq(i) -1
i=1

verschiedenen Polynome werden nun mit ¢; (), (), ..., ¢, () benannt. Um daraus
die charakteristischen Polynome und somit die Matrizen A € GL,,(K) erstellen zu
kénnen, werden alle Losungen (71, 72, ..., V., ) € N von

D yirdi=mn (2.15)

gesucht. Fiir diese Losungen werden dann wiederum alle méglichen Vektoren AD =
(Aﬁ”, Aé”, s Aﬁ?) € N¢, auch Zyklentypen genannt, mit

Vi = i:j : A§i)
=

gesucht (vergleiche (2.11)). Die Mengen aller moglichen Zyklentypen werden mit

ZT () == {)\ = (A, A0,y Aey) Y = Zj ) )\]}
j=1

bezeichnet.
Somit kann die klassische Normalform (2.12) der Konjugiertheitsklasse von A
mit dem charakteristischen Polynom

) = [T oo

als
diag (D(p1, A1), D(p2, AP), ..., D(gy,,, ™))
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geschrieben werden, wobei A
2D € ZT ()
fir alle 2 =1, 2, ..., t, gilt.
Zusammengefasst ergibt das fiir den Zyklenzeiger Pgp, (k) der allgemeinen linea-
ren Gruppe GL,(K) folgende Gestalt:

Satz 2.22. Scien ey, der Exponent von ;(x)*, ay definiert als

g — q=1ds

€ik

Qg =

und b(d;, \V)) die Grifie des Zentralisators von D(p;, \¥)). Dann kann der Zyklen-
zeiger Par, (k) der allgemeinen linearen Gruppe durch

@
X AS

|G L, ( an
GL. L 2 2= Tz, . A@)X ("THQ: )

berechnet werden. Die erste Summe lduft dber alle Losungen (1,72, .-V, ) vON
(2.15) und die zweite Summe fdiber alle t,-Tupel (AP, N2 At € XEZIZT(%)
(fiir die Definition der Produkte siehe Definition 2.11).

2.5.6 Die affine Gruppe Aff,

Eine bijektive, affine Abbildung auf einem Vektorraum V iiber einem endlichen
Korper K ist gegeben durch

f: vV -V
rz — Az 4o

mit A € GL,(K) und v € V. Diese Abbildung f wird durch die Abbildungsmatrix
A und den Vektor v beschrieben. Statt f kann man auch (A, v) schreiben.

Hat man zwei Abbildungen (A;, v;) und (As, v2), so ergibt ihre Hintereinander-
ausfithrung

(A1, v1) 0 (Az,v2) = (A1 Ag, Ayvg + v1)

wieder eine bijektive, affine Abbildung (A; Ay, Ajva+v1). Ebenso ist die Inverse einer
Funktion

(A0) = (A1 A )

auch eine bijektive, lineare Funktion. Die Menge aller bijektiven, affinen Abbildun-
gen

Aff,(K)={(A,v) : A€ GL,(K),veV}
bilden also eine Gruppe, die affine Gruppe.

Beispiel 2.23.
Fiir den Fall, dass n = 1 gilt und K = Z;5 der Restklassenkorper mit 12 Elementen
ist, ist eine bijektive, affine Abbildung nichts anderes als eine Geradengleichung. Die
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affine Gruppe Aff)(Z12) ist dann also die Menge der bijektiven, linearen Abbildungen
auf Z12,
Aﬁl(zlg) = {f(il?) =ar + b : a, be Zlg}.

O

Wie schon im letzen Abschnitt {iber die allgemeine lineare Gruppe 2.5.5 erwéhnt,
wird in diesem Teil darauf zuriick gegriffen. Um dies tun zu kénnen, wird das folgende
Lemma bendtigt.

Lemma 2.24. Sei A : K" — K" eine requldre, lineare Abbildung und b € K™.
Wenn die Abbildung
v Av—w

bijektiv ist, so folgt, dass die Abbildung
v B(v):=Av+b
den gleichen Zyklentyp hat wie die Abbildung v — Awv.

Beweis
Wenn die Abbildung A — id bijektiv ist, so existiert ¢ := (A — id)~*(b) und ist
wohldefiniert. Weiters ist die Abbildung

T:K" — K"

v o= v—c
eine Permutation von K" und es gilt

(T"'oBoT)(v) = Alv—c)+b+c=
= Av—Ac+ (A—-id)(c) +c
= Av.

Also sind die beiden Abbildungen v +— Av und v — B(v) konjugiert zueinander und
haben somit den gleichen Zyklentyp. O

Die klassische Normalform der Abbildung (A,b) € Aff, (K) auf K", wobei K
weiterhin als F, angenommen wird, kann als ein direktes Produkt von Abbildungen
(A, V') auf Unterrdumen von K™ dargestellt werden. Hierbei ist A’ eine Hyperbe-
gleitmatrix eines normierten, irreduziblen Polynoms ¢;(z) € K|x].

Falls ¢;(x) # x — 1 gilt, dann ist die Abbildung v — H(¢})v — v eine regulre,
lineare Abbildung. Nach Lemma 2.24 gilt somit, dass der Zyklentyp von (H(?),b)
nicht von b abhéngt, also gleich dem Zyklentyp von (H(?),0) ist.

Man muss also noch den Fall p;(z) = x — 1 betrachten. Fiir dieses spezielle
Polynom hat die Hyperbegleitmatix die Gestalt

10 -+ 00
11 0 0

A=Hh=101 . 0

- O
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Seien b = (by, by, ...,b;)T € K7, b/ = (b,0,...,0)" € K/ und b = (=by, —bs, ..., —b;,0)T
K drei Vektoren und weiters
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T:K' — K
v = v+b
eine Permutation auf K7. Da fiir die beiden Abbildungen A : v ~ Av 4+ b und
B: v Av+ ¥V
(T™'oAoT)(v) = T (AT (v) +b) =
= AT(v)+b—b=
Av+ Ab+b—b=
~ B
gilt, sind sie mittels T" konjugiert zueinander. Der Zusammenhang
Ab+b—b=1

ist leicht nachzurechnen.

Das bedeutet, dass fiir alle ¢/~! Vektoren b € K7 mit b; = 0, die Zyklentypen
der affinen Abbildungen (A, b) und (A4,0) gleich sind. Es muss also nur mehr der
Zyklentyp von B(v) := Av + ¥ fir den Fall, dass b; # 0 gilt, berechnet werden.

Fiir diese Berechnung sei nun A" := H(gpﬁ“) € GL;41(K). Damit gilt

A(2)= (o)

Alle Elemente (b, v)T € Kj+1 haben beziiglich A’ das selbe Minimalpolynom

¢’ (), also liegen sie alle i

Zusammengefasst ergibt das fur den Zyklenzeiger PAﬂ'n(K der affinen Gruppe
Aff, (K) folgende Gestalt:

Satz 2.25. Seien ey, der Ezponent von o;(x)* und a;, definiert als

qkzdi B q(k—l)di
€ik

ik =
Weiters seien die u;; durch

Ty Hk 1 Tery , pi(z) # o —1

U5 = q’

¢l [T 2 + @ g =Dzl pile) =2 — 1

definiert und b(d;, \V) die Grifie des Zentralisators von D(p;, \V)). Dann kann der
Zyklenzeiger Pag,(x) der affinen Gruppe durch

tn

|GL, (K v XA
mﬁ |ZZ b (g, A )xgﬁ><FW“

berechnet werden. Die erste Summe lduft iber alle Lisungen (y1,7Y2,..., V) vOn
(2.15) und die zweite Summe tber alle t,-Tupel (AD,X® | X)) € X" ZT(v,).




Teil 11

Anwendungen

37






Kapitel 3

Der Satz von Pdlya in der Musik

In diesem Abschnitt wird zu Beginn die Zwoélftonmusik nach Arnold Schénberg aus
musikalischer Sicht erklart. Hier wird allerdings nur auf die Reihenfolge der Tténe
eingegangen, also genau genommen werden Zwolfton-Reihen besprochen. Fiir die
Darstellung von Noten werden die Artikel [TME11] und [Pur04] zu Hilfe genommen.
Bei der mathematischen Beschreibung der Zwolfton-Reihen wird hauptséchlich
wie in Artikel [FL15] vorgegangen. Ein weiteres Werk, das sich mit dieser Thematik
beschéftigt und auch in diesem Kapitel verwendet wird, ist das Buch [I1o08].

3.1 Zwolftonmusik und Zwolfton-Reihen

Fiir dieses Kapitel werden die Wikipediaeintrage [Wik17] und [Wik15] verwendet.
Fiir genauere und ausfiihrlichere Erklarungen der Musiktheorie (nicht nur Zwolfton-
musik) von A. Schénberg sei auf sein Buch [Sch78] verwiesen.

Kompositionsverfahren, die in den 1920-er Jahren von Komponisten um Arnold
Schonberg entwickelt wurden, werden als Zwolftonmusik oder Dodekaphonie zusam-
mengefasst. Grundlage dieser Verfahren ist die Komposition mit zwolf aufeinander
bezogenen Tonen. Zwolfton-Reihen miissen zwei Forderungen erfiillen:

e Alle zwolf Tonhohen der chromatischen Tonleiter miissen vorkommen, wobei
enharmonische Verwechsungen und Oktavierungen keine Rolle spielen.

e Ein Ton darf in der Zwolftonkomposition erst dann ein zweites Mal verwendet
werden, wenn alle anderen T6éne schon vorgekommen sind.

Es ist also nur die Tonfolge festgelegt. Andere Toneigenschaften, wie Lange oder
Lautstarke bleiben unbestimmt und kénnen von Ton zu Ton variieren. Enharmoni-
sche Verwechslung und Oktavierung aufler Acht zu lassen, bedeutet, dass beispiels-
weise das cis’ auch fiir die Té6ne cis/cis” und des/des’/des” steht. Eine Zwolftonreihe
ist also eine beliebige aber vollstéindige Anordnung der zwolf Halbtone der chroma-
tischen Tonleiter.

39
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INNE
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. 7o ‘ﬁ#iﬂgi:#;
Abbildung 3.1: chromatische Tonleiter

Eine Zwolftonreihe ist aber noch keine Komposition, sondern nach Schénberg
eine Themaform, welche als Gebilde angesehen wird, aus dem ein Thema abgeleitet
werden kann. Jeder Komposition liegt eine Zwdélftonreihe zu Grunde, man spricht
von der Grundreihe einer Komposition. Aus einer Grundreihe kann man nach Arnold
Schonberg noch drei weitere Tonreihen bilden.

e Krebs: Grundreihe riickwarts

e Umkehrung oder Spiegelung: Jedes in der Grundreihe vorkommende Inter-
vall; wird in die andere Richtung gelesen. Ein aufsteigendes Intervall wird zu
einem absteigenden und umgekehrt.

e Krebsumkehrung: Umkehrung des Krebs oder Krebs der Umkehrung

Wie oben erwéhnt sind die Oktavlagen frei wihlbar, wodurch sich folgende Ton-
reihen als Krebs, Umkehrung und Krebsumkehrung, wie in Abbildung 3.2 darge-
stellt, ergeben.
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Abbildung 3.2: Grundreihe, Krebs, Umkehrung, Krebsumkehrung

Es kann nun auch noch jede der vier Reihen auf jede beliebige Hohe der 12
Tonhohen transponiert werden, also mit jedem beliebigen Ton anfangen und dann
die entsprechenden Intervalle beibehalten werden. Somit ergeben sich insgesamt
4 - 12 = 48 Tonreihen, die fiir die Komposition eines Musikstiickes zur Verfiigung
stehen.

Manchmal werden auch noch folgende weitere Verdnderungen einer Zwolfton-
Reihe betrachtet.
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e Quartenzirkel: Die chromatische Skala wird so verdndert, dass aufeinan-
derfolgende Tone eine Quart bilden. Eine Quart ist ein Intervall von fiinf
Halbtonen.

e Quintenzirkel: Die chromatische Skala wird so verdndert, dass aufeinan-
derfolgende Toéne eine Quint bilden. Eine Quint ist ein Intervall von sieben
Halbtonen.

e Verschiebung: Die Tonreihe wird um einen Ton verschoben. Die Verschie-
bung wird in der Musik-Theorie auch 6fters Rotation genannt.

e Fiinf-Stufen-Schritt: Die Reihenfolge der T6ne in der neuen Zwolfton-Reihe
erhélt man aus der urspriinglichen Reihe, indem man alle fiinf Téne nimmt.

3.2 Mathematischer Aufbau von Zwolfton-Reihen

3.2.1 Tonhohen-Klassen, Zwolfton-Skala, Zwolfton-Reihen

In der Musik ist ein Ton durch seine Frequenz f > 0 festgelegt. Zwei Tone mit den
Frequenzen f und 2 - f bilden eine Oktave und eine Oktave ist in 12 gleichgrofle
Teile unterteilt. Diese 12 Intervalle bilden die Zwo6lfton-Skala. Die Frequenzen f;
der elf Téne zwischen den beiden T6nen mit den Frequenzen f und 2f sind gegeben
durch f; = f- 212 mit 1 <i < 11. Wird nun auBer Acht gelassen, dass das mensch-
liche Gehor nur Tone mit den Frequenzen zwischen 20 Hz und 20 kHz wahrnehmen
kann, kann man alle Tone der Zwolfton-Skala als eine abzéhlbar unendliche Menge
angeben,

{f 27 | keZ).

Da man nicht an den genauen Frequenzen interessiert ist, kann man den Faktor f
weglassen. Somit wird jeder Ton durch ein k& € 7Z repréasentiert und man erhélt als
Modell der Zwolfton-Skala die ganzen Zahlen Z.

Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, spielen Oktavierungen keine Rolle. Alle Tt6ne,
die Oktaven bilden, sind als dquivalente T6ne anzusehen. Das bedeutet alle Téne
mit Frequenzen f - 2122k = f- 245 mit k € Z bilden eine Aquivalenzklasse, in der
der Ton mit der Frequenz fiz fiir 0 < i < 11 enthalten ist. Ein Ton der durch die

Zahl n € 7 reprisentiert wird, ist also in der Aquivalenzklasse

n:=nmod 12 = 12k +i mod 12 =i = .

Jede Aquivalenzklasse von Toénen kann als durch eine Restklasse in den ganzen
Zahlen Z modulo 12 beschrieben werden. Auf diese Weise erhélt man als Zwolfton-
Skala den Restklassenkorper Zis und spricht von Tonh6hen-Klassen. Im Folgen-
den wird zwischen Ton und Tonhohen-Klasse nicht mehr unterschieden, das heifit
mit Tonen sind Tonh6hen-Klassen gemeint. Diese Vereinheitlichung ist legitim, da
Oktavierungen in der Zwolftonmusik keine Rolle spielen. Genauer gesagt werden
Zwolfton-Reihen, die sich nur durch Oktavlagen unterscheiden, nicht als verschie-
den angesehen.
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Eine Zwolfton-Reihe ist eine Folge von 12 Ténen, wobei alle 12 verschiede-
nen moglichen Tone vorkommen miissen. Es diirfen also nicht an 2 verschiedenen
Positionen in der Reihe die gleichen To6ne stehen. Zwolfton-Reihen sind also eindeu-
tige Zuordnungen von Tonen auf bestimmte Plidtze. Man kann sie mit bijektiven
Funktionen,

f : {1,2, ceny 12} — Z12

beschreiben, wobei die Menge {1, 2, ..., 12} die Plitze beziehungsweise Stellen symbo-
lisiert. Die Menge aller Zwolfton-Reihen stimmt also mit der Menge aller bijektiven
Funktionen von {1, 2, ...,12} nach Z;, tiberein und wird mit R bezeichnet.

R={f: f:{1,2,..,12} = Zys, f bijektiv}

Zwolfton-Reihen werden ab jetzt als Funktionen bezeichnet. Insgesamt gibt es

12! = 479.001.600

verschiedene Zwolfton-Reihen.

Man ist nun interessiert an der Anzahl der nicht dquivalenten Zwolfton-Reihen.
Nach Arnold Schonberg zéahlen als dquivalente Zwolfton-Reihen Reihen, die durch
Anwendung des Krebs, der Umkehrung oder Spiegelung, der Krebsumkehrung oder
beliebiger Transposition erhalten werden konnen (siche Abschnitt 3.1). Weiters kon-
nen auch andere Systeme betrachtet werden, in denen Zwolfton-Reihen als dquivalent
gelten, wenn sie nach Anwendung einer Teilmenge von allen oben erwihnten Opera-
tionen ident sind. Wenn diese Teilmenge der Operationen grofier ist, gibt es natiirlich
weniger Aquivalenzklassen, also ist die Anzahl der nicht dquivalenten Zwdlfton-
Reihen kleiner.

Die Transposition, die Umkehrung und die Quarten- und Quintenzirkel sind Ab-
bildungen, die auf eine Zwolfton-Reihe angewandt werden. Diese Funktionen werden
Tonhdhen-Klassen-Operationen genannt. Im Gegensatz zu diesen beiden Funk-
tionen, beeinflussen der Krebs, die Verschiebung und der Fiinf-Stufen-Schritt die
Reihenfolge der Téne, nehmen also Einfluss auf die Plidtze beziehungsweise Stellen.
Diese Abbildungen sind also fiir die Ordnung zusténdig und werden Ordnungs-
Operationen genannt. Dementsprechend ist die Krebsumkehrung eine Zusammen-
setzung von Funktionen, die einerseits auf den Stellen operiert und andererseits auf
Zwolfton-Reihen angewandt wird.

Die Zwolfton-Skala kann man als reguléres 12-Eck darstellen.
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Abbildung 3.3: Zwolfton-Skala als 12-Eck

In den folgenden Abschnitten werden diese Operationen behandelt und mathe-
matisch beschrieben.

3.2.2 Transposition

Zunéchst werden nur einzelne Toéne betrachtet, die wie in Abschnitt 3.1 erklart durch
ganze Zahlen k repréisentiert werden kénnen. Das am Ende des Abschnitts erklérte
Transponieren auf einen Halbton héher wird mathematisch durch die Abbildung

T:7 — Z
E— k+1
beschrieben. Durch mehrmaliges Anwenden dieser Abbildung kann man To6ne auch
auf beliebige Tonhohen transponieren. Wenn die Abbildung n (n € N) mal hinter-
einander ausgefiihrt wird, folgt die Darstellung
" = ToT"!
(k) = k+n

fiir das Transponieren um n Halbtone nach oben. Lésst man n € Z zu, so erhélt man
fir n € Z \ N auch die Abbildungen, die das Transponieren um n Téne nach unten
realisieren. Um diese Funktionen auf Zwolfton-Klassen anwenden zu kénnen, also auf
Elemente des Restklassenkorpers Zio, wird die Addition modulo 12 benotigt. Aufler-

dem geniigt es n € {—11,—10, ..., 10, 11} zuzulassen, da man ja nur von Tonhohen-
Klassen spricht. Somit gilt

T”:Zlg — Zqs
k — k+n=k+nmod 12

und
T—n — T12—n

fir n € {0,1,...,10,11}.
Es ist klar, dass fiir Transpositionen die Identitét

Tn—l—m — Tn o Tm



44 KAPITEL 3. DER SATZ VON POLYA IN DER MUSIK

fir alle n, m € {0,1,...,11} gilt. Weiters hat dieser Operator die Ordnung 12, also
T =id.

Die Permutationsgruppe, die alle 7", n € {0,1,...,11} enthélt ist eine zyklische
Gruppe der Ordnung 12 (siehe Abschnitt 2.5.3),

Clo 2 (T) = {id, T, T, ..., T"}.

3.2.3 Umkehrung

Die Umkehrung oder Spiegelung einer Grundreihe kehrt jedes Intervall um. Das be-
deutet ein aufsteigendes Intervall wird zu dem gleichen absteigenden Intervall und
umgekehrt. In Abbildung 3.2 kann man die Umkehrung (3. Zeile) von der Grund-
reihe (1. Zeile) erkennen. In diesem Beispiel ist der erste Ton der Grundreihe und
der Umkehrung gleich. Auf Grund der Transposition muss das aber nicht so sein. Es
kann ein beliebiger Ton fest bleiben, da man mit Hilfe der Tansposition die erhaltene
Tonreihe danach auf jede beliebige der 12 Tonhohen transponieren kann.

Sei ty € {0,1,...,11} ein beliebiger Ton (eigentlich eine Tonhohen-Klasse), der
festgehalten wird. Fiir jeden anderen Ton t; # to, t; € {0,1,...,11} existiert eine
natiirliche Zahl r, so dass t; entweder um r Halbtone hoher oder tiefer als ¢, ist.
Bei der Umkehrung wird ¢; nun auf den Ton abgebildet, der r» Halbtone tiefer oder
hoher als ¢, ist.

Die Abbildung ist also durch die Vorschrift

Ut0:212 — Z12

ty — (tl —to) 11 > 1y
t1 — =2y —t
1 { to—i‘ (to —tl) ,tl < to 0 !

gegeben. Die Funktion vereinfacht sich, indem man ¢, = 0 setzt zu

Ui212 — Z12
t — —t.

Es ist einfach einzusehen, dass U?(¥) = 7 fiir diese Abbildung gilt. Die Umkehrung
ist somit eine Permutation und hat die Zyklenschreibweise

(0)(1,11)(2,10)(3,9)(1,8)(5,7)(5).

3.2.4 Verkniipfung von Transposition und Umkehrung

Betrachtet man die Hintereinanderausfithrung von U und T, so erhélt man

UoT)®) =Ut+1)=—t—1=—t+11=(T"oU){) = (T oU)().
Analog erhélt man die Gleichheit

UoTF=T"0U



3.2. MATHEMATISCHER AUFBAU VON ZWOLFTON-REIHEN 45

fir alle k € {0, 1,...,11}. Jede Abbildung die eine Komposition von Transpositionen
und Umkehrungen ist, kann so dargestellt werden, dass die Transpositionen zusam-
mengefasst werden und auf die Umkehrungen angewandt werden. Da T" die Ordnung
12 und U die Ordnung 2 hat, erhélt man mit

(T,U)={T"U’ : 0<r<11,0<j<1}

eine Gruppe mit 24 Elementen. Das ist die Diedergruppe D5, die Transformations-
gruppe eines regelméfigen 12-Ecks (sieche Abschnitt 2.5.4), also

<T7 U) = D12-

Wendet man nun auf die Zwolfton-Skala, wie in Abbildung 3.3 dargestellt, Trans-
positionen und Umkehrung an, so erhélt man folgende Darstellungen.

i L o3 7 0 11 5 L 5
11 3 2 10 3 11
10 i 3 5 1 10
5 5 I 5 5 5
8 7 6 55 T 6 7 8

Abbildung 3.4: Transposition und Umkehrung

3.2.5 Krebs

Beim Krebs wird die Grundreihe riickwiérts gelesen. Diese Abbildung ist eine Ordnungs-
Operation, sie arbeitet auf den Plédtzen beziehungsweise Stellen. Um die umgekehrte
Ordnung zu erhalten, muss die Abbildung

K:{1,2,..,12} — {1,2,..,12}
i 12—i+1

auf die Definitionsmenge einer Zwolfton-Reihe f angewendet werden.
Diese Operation ist eine Permutation der Menge {1, 2, ..., 12} und ihre Zyklen-
schreibweise ist
(1,12)(2,11)(3,10)(4,9)(5,8)(6,7),

woraus folgt, dass ihre Ordnung 2 ist.

3.2.6 Quarten- und Quintenzirkel

Der Quartenzirkel ist eine Permutation einer Zwolfton-Reihe, so dass die chromati-
sche Skala in eine Reihe verwandelt wird, in der alle aufeinanderfolgenden Intervalle
Quarten sind, also zwischen zwei aufeinanderfolgenden Toénen immer fiinf Halbton-
schritte liegen.
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Der Quartenzirkel @) ist eine Tonhohen-Klassen-Operation, die Abbildung ist
also auf Z,, definiert.

Q: Zis — Zio
t — b5-t

Die Zyklenschreibweise dieser Permutation ist durch

(0)(1,5)(2,10)(3)(4,8)(6)(7,11)(9)
gegeben.

Der Quintenzirkel ist die Umkehrung des Quartenzirkles. Hier wird die chromati-
sche Skala so verdndert, dass aufeinanderfolgende T6ne eine Quint bilden, zwischen
zwei aufeinanderfolgenden To6nen also immer sieben Halbténe liegen. Die Abbildung
Q ist ebenfalls auf Z,5 definiert und hat die Abbildungsvorschrift

QZ Z12 — Zlg
t — T-t.

Auf Grund der Tatsache, dass 7-t = —5 - t gilt, besteht zwischen Quarten- und
Quintenzirkel der Zusammenhang

Q=UoQ=QoU.

Ist also in einer Gruppe sowohl Quartenzirkel als auch Umkehrung enthalten, so ist
auch automatisch der Quintenzirkel in dieser Gruppe und umgekehrt. Deshalb wird
der Quintenzirkel hier erwédhnt, aber im Folgenden nicht mehr explizit angefiihrt.

3.2.7 Verschiebung

Die Verschiebung bildet die Zwolfton-Reihe auf eine Reihe ab, die mit dem zweiten
Ton der urspriinglichen Reihe beginnt und den ersten Ton der urspriinglichen Reihe
als letzten hat. Es wird die Reihenfolge der Tone verédndert, also auf den Platzen be-
ziehungsweise Stellen operiert. Somit ist die Verschiebung eine Ordnungs-Operation
und ist auf der Definitionsmenge {1,2, ..., 12} einer Zwolfton-Reihe definiert.

Die Abbildung V, die die Verschiebung beschreibt wird durch

V{1,2,..,12} — {1,2,..,12}
. 1+1 , i <11
1 =
1 , 1=12
beschrieben.

Diese Operation V ist eine Permutation der Menge {1,2, ..., 12} mit der Zyklen-
schreibweise

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12)
und der Ordung 12.
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3.2.8 Fiinf-Stufen-Schritt

Durch den Fiinf-Stufen-Schritt wird eine neue Zwolfton-Reihe gebildet, indem man
hintereinander jeden fiinften Ton von der urspriinglichen Reihe nimmt. Da 12 und
5 teilerfremd sind, entsteht dadurch wieder eine Zwdélfton-Reihe. Wie beim Krebs
(siche Abschnitt 3.2.5) und der Verschiebung (siehe Abschnitt 3.2.7) wird bei dieser
Abbildung die Reihenfolge der Téne veréndert. Es handelt sich also wieder um eine
Ordnungs-Operation.

Der Fiinf-Stufen-Schritt wird durch die Permutation

12 3 4567 8 9 10 11 12
16 11 49 2 7 12 5 10 3 8

beschrieben und kann rekursiv aufgeschrieben werden,
F(i+1)=F()+5mod 12, i€ {1,2,...,11}, F(1) = 1. (3.1)

Um auf eine explizite Darstellung fiir /' zu kommen, setzt man in die Beziehung
(3.1) rekursiv ein und erhalt
F(i) = F(i—1)+5mod 12 =
= F(i—2)4+2-5mod 12 =
= F(i—3)+3-5mod 12 =

= F( (t—1))4+(i—1)-5mod 12 =
= F()+(G—1)-5mod 12.
i

Die Funktionsvorschrift fiir den Fiinf-Stufen-Schritt F' lautet also

Fo{1,2,..,12) — {1,2,..,12}
i — (i—1)-541mod 12.

3.2.9 Verkniipfung von Krebs, Verschiebung und
Fiinf-Stufen-Schritt

Wie in Abschnitt 3.2.2 ist die Gruppe (V') eine zyklische Gruppe der Ordnung 12,
sie ist also isomorph zu (', in Zeichen

012 = <V>

Weiters ist analog zu Abschnitt 3.2.4 die Gruppe (V, K) isomorph zur Diedergruppe
D15, also
Dy = (V, K).

Zunéchst betrachtet man die Gruppe (V, K, F)) mit der Verschiebung V', dem
Krebs K und dem Fiinf-Stufen-Schritt F' als Erzeuger. Durch genaue Betrachtung
der drei Abbildungsvorschriften und gemeinsam mit Beispiel 2.23 zeigt sich, dass
die Gruppe (V, K, F') isomorph zur eindimensionalen affinen Gruppe Aff;(Z,),

Affy(Zy2) = (V, K, F).



48 KAPITEL 3. DER SATZ VON POLYA IN DER MUSIK

Bemerkung 3.1. Die Gruppe (V| R, F') enthélt neben dem Fiinf-Stufen-Schritt mit

1 2 3 4
1 8 3 10

6

FoVoK:( 12

) 78 9 10 11 12
) 729

4 11 6

auch den Sieben-Stufen-Schritt. Dieser ist in Abschnitt 3.1 nicht explizit erwéhnt,
weil er dhnlich wie der Quintenzirkel nicht weiter betrachtet wird.

3.3 Aquivalenzklassen in der Zwolftonmusik

Mathematisch gesehen macht es keinen Unterschied, ob Zwdélfton-Reihen als Funk-
tionen die Definitionsmenge {1,2,...,12} oder Z;5 haben. Mittels der Funktion

LI{1,2,...,12} — 2o
t = 1—1

kann jedes Element der einen Menge mit einem der anderen Menge eindeutig iden-
tifiziert werden. Zwolfton-Reihen konnen also auch als Funktionen

[ Zag— Zao

von Zis in sich selbst gesehen werden. Somit konnen Zwolfton-Reihen als Permu-
tationen von Z,, aufgefasst werden. Die Menge aller Permutationen von Zis ist
isomorph zur symmetrischen Gruppe Si, (siehe Abschnitt 2.5.1), also sind Zwolfton-
Reihen nichts anderes als Elemente der symmetrischen Gruppe Ss.

Somit kénnen die Permutationsgruppen auf Zis direkt in Doppelnebenklassen
(Rechts- und Linksnebenklassen) von Siq iibersetzt werden.

Mit Hilfe der Identifikation ¢ kann man sagen, dass die Verschiebung V' der
Transposition 7', der Krebs K der Hintereinanderausfiihrung von Umkehrung und
Transposition UT', sowie der Fiinf-Stufen-Schritt F' dem Quartenzirkel () entspre-
chen.

Zwolfton-Reihen werden als dquivalent gesehen, wenn sie durch Anwendung
von bestimmten Permutationen ineinander iiberfithrbar sind. Es gibt nun mehrere
Moglichkeiten, die Permutationsgruppe aus den genannten Permutationen zu wéahlen
und zu erzeugen.

In der Tabelle 3.1 sind die verschiedenen Permutationsgruppen, Doppelneben-
klassen und die zugehorige Anzahl der indquivalenten Zwolfton-Reihen zusammen-
gefasst.
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Permutationsgruppe Doppelnebenklassen Anzahl indquivalenter Reihen
(T') x (K) C12\S12/(K) 19 960 320

(T, U) x (K) D1,\S12/(K) 9 985 920
(T) x (V) Cr2\S12/C12 3 326 788

(T, U) x (V) D15\ S12/C12 1 664 354
(T,U) x (V,K) D15\ S12/ D1y 836 017
(T,U,Q) x (V,K) Aty (Z12)\S12/ D12 419 413
(T,U) x (V, K, F) D15\ S12/ A1 (Z15) 419 413
(T,U,Q) x (V,K, F) | Aff1(Z12)\S12/Aff1(Z12) 211 012

Tabelle 3.1: verschiedene Permutationsgruppen auf der Menge der Zwolfton-Reihen,

Tabelle aus [FL15]

Die Zwolfton-Musik nach Arnold Schénberg ist in Tabelle 3.1 in der zweiten Zeile
dargestellt. Wie in Abschnitt 3.1 erklart, sind die Permutationen Transposition T,
Umkehrung U und Krebs K zuldssig. Nach Schonberg ist auch die Krebsumkehrung
eine erlaubte Transformation. Diese muss allerdings nicht extra erwéhnt werden, da
sie eine Hintereinanderausfithrung von Krebs und Umkehrung ist und somit in der
Permutationsgruppe enthalten ist.

Nach Arnold Schonberg gibt es also

9 985 920

verschiedene indquivalente Zwolfton-Reihen.
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Kapitel 4

Erzeugende Funktion von
injektiven Funktionen

Als Grundlage fiir dieses Kapitel dient das Buch [HP14].

Mit Hilfe des Satzes von Pélya wird die Gestalt der erzeugenden Funktion I(z)
bewiesen. Der Koeffizient von x" dieser abzéhlenden Potenzreihe ist die Anzahl
injektiver Funktionen von n ununterscheidbaren Elementen in eine Menge von Ob-
jekten.

Die erzeugende Funktion I(x) der Klasse aller injektiven Funktionen wird durch
die abzéhlenden Potenzreihen der symmetrischen Gruppe und der alternierenden
Gruppe (siehe Abschnitte 2.5.1 und 2.5.2) dargestellt.

Sei Y eine Menge von Objekten, ¢(x) die zugehorige abzihlende Potenzreihe und
E die Gruppe, die nur die Identitéit enthilt. Weiters ist £ die Potenzgruppe auf
der Menge Y fiir X = {1,2,....,n} eingeschrinkt auf die injektiven Funktionen.
Mit I(z) wird die erzeugende Funktion der injektiven Funktionen, die durch E“
bestimmt sind, bezeichnet. Der Koeffizienten von 2™ in dieser Reihe ist die Anzahl
der injektiven Funktionen von n Objekten. Diese Potenzreihe wird mit Hilfe des
Satzes von Pdlya, Satz 2.9, und der abzéhlenden Potenzreihe ¢(z), der Potenzreihe
des Figurenvorrats, dargestellt.

Satz 4.1. Die erzeugende Funktion I(x) der Klasse aller injektiven Funktionen von
n ununterscheidbaren Elementen in eine Menge von Objekten mit abzihlender Po-
tenzreihe c(x) ist durch

I(x) = Pa,(c(z)) = Ps, (c(2))

gegeben, wobei Py, (x) und Ps, (z) die Zyklenzeiger der alternierenden und der sym-
metrischen Gruppe reprdsentieren.

Beweis

Die abzéhlende Potenzreihe der Menge Y ist ¢(x). Man betrachtet die Potenzgruppe
E% auf der Menge YX mit X = {1,2,...,n} und Y als Menge aller Objekte. E
symbolisiert die Gruppe, die nur die Identitdat enthéalt und S, ist die symmetrische
Gruppe.

o1
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Die Menge Y ist die Menge aller Funktionen

f: X =Y

Diese Menge ist also die Menge aller geordneten n-Tupel von Objekten aus Y.

Durch Anwendung des Satzes von Pdlya, Satz 2.9, erhélt man als erzeugende
Funktion aller Funktionen

Ps, (c(x)).

Es muss also gezeigt werden, dass in Py, (c(x)) die injektiven Funktionen doppelt
und alle anderen Funktionen einfach gezéhlt werden.

Die Anzahl von Konjugiertheitsklassen von injektiven Funktionen von X in sich
selbst bestimmt durch E4» ist 2, da die eine Klasse aus allen geraden und die andere
aus allen ungeraden injektiven Funktionen besteht. Daher werden die Konjugiert-
heitsklassen von E° aus injektiven Funktionen von P4, (c(x)) doppelt gezihlt.

Zu zeigen ist noch, dass Pa, (c(z)) die Konjugiertheitsklassen der nicht-injektiven
Funktionen von E°» nur einfach zihlt.

Seien dafiir f und g zwei Funktionen aus einer dieser Konjugiertheitsklassen.
Daher existiert eine Permutation 7 in S, sodass f(z) = g(mx) fiir alle z € X gilt.
Nun gilt es zu zeigen, dass f und g auch in der selben Konjugiertheitsklasse von
E4» liegen.

Wenn 7 eine gerade Permutation ist, folgt das direkt aus der Gleichung f(x) =
g(mz). Sei also 7 eine ungerade Permutation. Da f nicht injektiv ist, extistieren
x1, %o in X, 1 # 9, sodass f(x1) = f(xq) gilt. Sei o € S,, die Permutation, die z;
und x5 vertauscht und alle anderen Elemente in X festlasst. Die Permutation o ist
als Transposition ungerade und daher ist mo eine gerade Permutation. Somit gilt
f(x) = g(woz) fir eine gerade Permutation o und es folgt, dass f und ¢ in der
selben Konjugiertheitsklasse von E4» liegen, womit bewiesen ist, dass Py, (c()) die
Konjugiertheitsklassen von Eg mit nicht-injektiven Funktionen nur einmal z&hlt.
Damit folgt die Aussage des Satzes. O



Kapitel 5

Graphen

In diesem Kapitel werden Anzahlbestimmungen von Graphen behandelt. Als Unter-
lagen werden die Arbeit [P637], das Buch [HP14] und der Artikel [Ott48] verwendet.

Graphen werden in der Mathematik fiir die Beschreibung vieler verschiedener
Anwendungen eingesetzt. Beispiele dafiir sind Molekiilstrukturen, Computernetze,
Kombinationsmoglichkeiten, Straflennetze, Wasserleitungen und noch viele mehr.

5.1 Grundlagen und Definitionen

Um eine einheitliche Notation zu haben, werden zu Beginn die notwendigen De-
finitionen der Graphentheorie wiederholt. Dafiir wird zusétzlich das Buch [Tit14]
benutzt.

Definition 5.1. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein System von zwei
endlichen Mengen, den Knoten V und den Kanten F. Jeder Kante e € E sind zwei
Knoten u,v € V' zugeordnet, man schreibt die Kante e = {u, v} fir u,v € V auch
als ungeordnetes Paar von zwei Knoten. Die Knoten v und v heiflen Endknoten der
Kante e. Die Anzahl der Knoten wird mit n, n := |V/|, und die Anzahl der Kanten
mit m, m := |E| bezeichnet.

Definition 5.2. Zwei Knoten, die durch eine Kante verbunden sind, heiflen adja-
zent. Hat eine Kante e den Endknoten v, so heiflen e und v inzident.

Definition 5.3. Der Knotengrad d(v) eines Knoten v € V ist die Anzahl der
Kanten, die mit v inzident sind oder dquivalent dazu die Anzahl der Knoten, die zu
v adjazent sind.

Graphen werden meist auch graphisch dargestellt. Knoten werden durch Punkte
und Kanten durch Verbindungsgeraden dargestellt. In Abbildung 5.1 ist der Graph
G = (V, E) mit den Mengen V' = {a,b,¢,d} und E = {{a,b},{b,c},{c,d},{a,c}}
gezeichnet.

93
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d c
Abbildung 5.1: Graph G = (V, E)

Definition 5.4. Eine Untergraph oder Teilgraph H = (W, F) von G = (V, E)
ist ein Graph, fiir den

WCV und FCFE und FCWxW
gilt.

Definition 5.5. Eine Kantenfolge der Léinge k£ von v € V nach v € V' in einem
Graphen G = (V, E) ist eine alternierende Folge von Knoten und Kanten

U=y, €1, Vg, €2, ..., €, Vpp1 =0, v; €V, e, € EVi=1,..,k (k+1)

fiir die
ei:{vi,viﬂ} VZ:L,]{?

gilt. Stimmen Anfangs- und Endknoten einer Kantenfolge iiberein, heifit sie ge-
schlossen. Sind alle Kanten e;, ¢ = 1, ...,k paarweise verschieden, so nennt man
diese Kantenfolge auch Kantenzug. Kommt weiters jeder Knoten nur einmal vor,
spricht man von einem Weg. Ein Kreis ist ein geschlossener Weg, also eine Kanten-
folge bei dem Anfags- und Endknoten iibereinstimmen, aber alle anderen Knoten
héchstens einmal vorkommen.

Definition 5.6. Der Abstand d(u,v) von zwei Knoten u und v ist die Lénge des
kiirzesten Weges zwischen den beiden Knoten.

Definition 5.7. Ein zusammenhingender ungerichteter Graph G = (V| E) ist
ein Graph, bei dem je zwei verschiedene Knoten durch eine Kantenfolge verbunden
sind. Ein maximaler zusammenhéngender Teilgraph eines Graphen G = (V| E) heifit
eine Zusammenhangskomponente von G.

Definition 5.8. Ein Baum ist ein zusammenhéingender Graph, der keine Kreise
enthélt.

Definition 5.9. Die Zusammenhangszahl ;(G) eines Graphen G ist k, wenn es
keine Menge von maximal k Kanten gibt, die durch Entfernen den Zusammenhang
von G zerstort.

Bemerkung 5.10. Die Zusammenhangszahl eines Graphen G = (V| E') kann mit Hilfe
von

w(G)=n—m+1
berechnet werden.
Fiir zusammenhéngende Graphen G gilt, dass die Zusammenhangszahl j(G) stets
nichtnegativ, u(G) > 0, ist.

Definition 5.11. Ein Baum mit einem ausgezeichneten Knoten heifit Wurzel-
baum.
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5.2 Wurzelbaume

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe des Satzes von Pélya, Satz 2.9, eine Darstellung
der erzeugenden Funktion von Wurzelbdumen hergeleitet.

Fiir diese Herleitung wird die Darstellung

Po (f(@)) = 3 Ps,(f(x)) = exp (Z fr )) (51)

der Summe iiber die Zyklenzeiger aller symmetrischen Gruppen verwendet. Diese
Darstellung wird hier nicht bewiesen. Der Beweis greift auf die Rekursion aus Lemma
2.12 und die Definition des Zyklenzeigers der symmetrischen Gruppe (2.4) zuriick.

Die dquivalente Darstellung

N e[S LD
L+ Ps (f(x) =exp (> p (5.2)

erhalt man durch Herausziehen des ersten Terms aus der Summe auf der linken Seite.

Sei nun 7,, die Anzahl der Wurzelbdume mit n Knoten. Daher ist
T(x) = Z T,z"
n=1

die erzeugende Funktion der Wurzelbdaume.
Folgender Satz wird zur Berechnung der Koeffizienten T,, der erzeugenden Funk-
tion benutzt.

Satz 5.12. Die erzeugende Funktion der Klasse aller Wurzelbaume T'(x) erfillt die

Funktionalgleichung
T(:c)zxexp(E (Z>>

k=1

Um diesen Satz zu beweisen wird nun der Satz von Pdlya, Satz 2.9, verwendet.

Beweis

Im ersten Schritt des Beweises wird die erzeugende Funktion W, (z) der Wurzelbdume,
deren Wurzel Knotengrad n hat, ermittelt. Diese speziellen Wurzelbdume koénnen

als eine Kombination mit Wiederholung von n Wurzelbdumen dargestellt werden.

Hat man n Wurzelbdume, so kann man daraus einen Wurzelbaum mit Wurzelgrad n

machen, indem man einen neuen Knoten als Wurzel definiert und dann diese Wurzel

mit den n Baumen iiber deren Wurzel verbindet. In der Abbildungen 5.2 und 5.3 ist

ein Beispiel fiir n = 3 aufgezeichnet.
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Abbildung 5.2: 3 Wurzelbaume Abbildung 5.3: zugehoriger Wurzel-

baum mit Wurzelgrad 3

Alle Wurzelbdume mit Wurzelgrad n kénnen auf diese Weise erhalten werden.

Weiters betrachtet man die Potenzgruppe E°* auf der Menge Y X mit X =
{1,2,...,n} und Y als Menge aller Wurzelbdume. E symbolisiert die Gruppe, die
nur die Identitdt enthélt und S,, die symmetrische Gruppe.

Die Menge Y ist die Menge aller Funktionen

f+ X =Y

ir—>wi,

also nichts anderes als die Menge aller geordneten n-Tupel von Wurzelbdumen.

Da S, alle Permutationen von X enthélt, entspricht die Gruppe ES» genau der
Menge der Wurzelbdume mit Wurzelgrad n.

T'(x) ist die abzdhlende Potenzreihe von Y, deren Koeffizienten von ™ die Anzahl
der Wurzelbdume mit n Knoten sind. Die Anzahl der Knoten einer Funktion f € Y,
also eines n-Tupels von Wurzelbdumen, ist definiert als die Summe der Knoten der
einzelnen Baume. Sei also w(w) die Anzahl der Knoten eines Baumes w € Y, dann
ist die Anzahl der Knoten einer Funktion f definiert als

i€X

Die Anzahl der Knoten einer beliebigen Funktion ¢ aus E°", also eines Wurzel-
baums mit Wurzelgrad n ist um 1 kleiner als die Anzahl der Knoten des Baumes zu
dessen Aquivalenzklasse er gehort.

Wendet man nun den Satz von Pélya mit & = S, und f(x) = T'(x) als abzéhlende
Potenzreihe des Figurenvorrats an, so erhélt man fiir die erzeugende Funktion der
Wurzelbdume mit Wurzelgrad n

—~

Wa(z) = Ps, (T (x)). (5-3)

Die Funktion ist mit W, (z) bezeichnet, da zu beachten ist, dass in dieser Potenzrei-
he der Koeffizient von x* die Anzahl der Wurzelbiume mit Wurzelgrad n und k + 1
Knoten ist. (Fiir £ < n ist diese Anzahl natiirlich 0, da es keinen Baum mit Wurzel-
grad n und echt weniger als n + 1 Knoten gibt. Man kann also & > n voraussetzen.)
Um zu erreichen, dass der Koeffizient von z* die Anzahl der Wurzelbiume mit k
Knoten ist, muss die erzeugende Funktion einfach mit z multipliziert werden. Somit
wird die Gleichung (5.3) zu

Wa(x) =z Ps, (T (x))
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Um die erzeugende Funktion der Wurzelbdume 7'(x) zu erhalten muss nun iiber
alle W,,(x) aufsummiert werden,

T(zr)=) Walz) =z ) Ps,(T(x))

Mit der Identitét (5.1) folgt nun die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung 5.13. Eine alternative Moglichkeit diesen Satz zu beweisen, ist wie in
[F'S09]. Die Klasse aller Wurzelbdume kann wie folgt als Klasse von Multimengen
aufgefasst werden. Ein Wurzelbaum kann als eine Wurzel, an der ein Wald von
Wurzelbdumen héangt, dargestellt werden. Somit ist das eine Klasse von Multimengen
und ihre erzeugende Funktion kann mit Hilfe dieser Konstruktion bewiesen werden.

5.3 Baume

Die erzeugende Funktion der Baume wird im Gegensatz zu der der Wurzelbdume
mit einem kleinen ¢ bezeichnet. Sei also ¢,, die Anzahl der Baume mit n Knoten.
Dann ist

t(zr) = i tpa"
n=1

die erzeugende Funktion der Bdume. Um die Darstellung

t(x) = T(a) — 5 (T*(x) - T(a*))

in Satz 5.18 beweisen zu konnen, werden die folgenden zwei Lemmata benétigt. Die-
se beiden Aussagen sind nicht nur fiir Baume sondern fiir beliebige Graphen giiltig.

Sei G ein beliebiger Graph und p* die Anzahl der unterschiedlichen Knoten. Zwei
Knoten heiflen nicht unterschiedlich, wenn sie die selbe Anzahl an nicht unterschied-
lichen Nachbarn haben. Also ist p* die Anzahl der Aquivalenzklassen von Knoten
bestimmt durch die adjazenten Knoten.

Weiters sei b* die Anzahl der unterschiedlichen Blocke des Graphen G, zum
Beispiel eine Strecke, ein Dreieck, ein Viereck und so weiter. Zwei Blocke sind nicht
unterschiedlich, wenn sie die selben Knoten mit den selben Anzahlen beinhalten. Die
Anzahl der unterschiedlichen Knoten innerhalb des Blockes ¢ wird mit p} bezeichnet.

Um diese Definitionen anschaulicher zu erklédren, ist hier folgendes Beispiel illus-
triert.

Beispiel 5.14.
Sei der Graph G graphisch gegeben.
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Abbildung 5.4: Graph G

Die Knoten sind in der Abbildung mit der Anzahl ihrer Nachbarn beschriftet.
Zwei Knoten, die in der gleichen Aquivalenzklasse sind, haben in diesem Beispiel
den gleichen Namen. In diesem Beispiel ist also p* = 4.

Die Anzahl der unterschiedlichen Blocke ist b* = 3 und die Blocke sind zweimal
ein Dreieck, einmal ein Viereck und zwei einzelne Strecken. O

Lemma 5.15. Fir jeden beliebigen Graphen G und die oben genannten Anzahlen
p*, b* und p} gilt der Zusammenhang

b*
pr=1=) (1. (5.4)
i=1
Beiuspiel 5.16.
[Fortsetzung Beispiel 5.14] Die Anzahlen der unterschiedlichen Knoten in den Blocken
ist jeweils 2, also p; = p5 = p; = 2. Mit den gegebenen Anzahlen kann das Lemma
fiir dieses spezielle Beispiel iiberpriift werden.

3=4-1=2-1)+2-1)+(2-1)

Das Lemma wird nun auch allgemein bewiesen.
Beweis
Der Beweis des Lemmas erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl der
unterschiedlichen Blocke b*. Wenn b* = 1 ist, es also nur einen Block gibt, dann ist
auch p* = p] und der Zusammenhang

pr—1l=p;—1

ist richtig.

Sei nun G ein beliebiger Graph mit der Anzahl an unterschiedlichen Blocken b*.
Weiters betrachtet man einen beliebigen Block, der nur einen gemeinsamen Knoten
mit einem anderen Block hat. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann dieser
Block als der Block Nummer 1 angenommen werden.

Durch Entfernen aller Knoten aus dem Graphen, die in der Aquivalenzklasse der
Knoten in diesem Block mit Ausnahme des Verbindungsknoten zum anderen Block
liegen, entsteht ein neuer Graph G’. Dieser Graph hat nun b* — 1 verschiedene Blocke
und p* — (pf — 1) Knotenklassen.
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Laut Induktionsannahme gilt der Zusammenhang (5.4) fiir den Graphen G’ und
sieht folgendermaflen aus.

b*

pP-pi-1)—-1=> (-1

1=2

Durch Umformen dieser Gleichung folgt nun direkt die Richtigkeit des Lemmas. [

Das Lemma 5.15 gilt fiir allgemeine Graphen. Um im Weiteren eine dhnliche
Aussage fiir Baume zu bekommen, werden zunéchst noch ein paar Begriffe erklért.

Sei wieder p* die Anzahl der unterschiedlichen Knoten und ¢* die Anzahl der
unterschiedlichen Kanten, wobei zwei Kanten als nicht unterschiedlich gelten, wenn
sie jeweils die selbe Anzahl an nicht unterschiedlichen Nachbarkanten haben. Weiters
ist eine Kante eine Symmetriekante, wenn sie die selben Endpunkte besitzt. Die
Anzahl der Symmetriekanten in einem Baum wird mit s bezeichnet.

Das Zentrum eines Graphen ist die Menge aller Knoten, deren maximaler Ab-
stand zu allen anderen Knoten minimal ist.

Lemma 5.17. Die Anzahl der Symmetriekanten eines Baumes ist entweder 1 oder
0 und es gilt

p—(¢"—s)=1.

Beweis
Die Anzahl der Symmetriekanten s ist 1 genau dann, wenn das Zentrum des Baumes
aus zwei gleichen Knoten besteht. Anderenfalls ist s = 0.

Da ein Baum keine Kreise enthélt bestehen die Blocke in Ba4umen nur aus Stre-
cken. Zwei Blocke sind also nicht unterschiedlich, wenn sie die selben Knoten bein-
halten. Es gilt also b* = ¢*.

Fiir Blocke, die Symmetriekanten sind, gilt also p; = 1 und fiir alle anderen
p; = 2. Daher ist die rechte Seite von (5.4) ¢* — s und es folgt

pr—1=q" —s,

womit das Lemma bewiesen ist. [l

Nun kann der Satz iiber die erzeugende Funktion der Bdume bewiesen werden.

Satz 5.18. Die erzeugende Funktion der Biume t(z), formuliert in Ausdriicken der
abzihlenden Potenzreihe der Wurzelbdume T'(x), hat die Gestalt
1
t(z)=T(x) — 5 (TQ(x) — T(mQ)) :

Beweis

Sei L, die Anzahl der Baume mit n Knoten, die eine Kante als ,, Wurzel“ haben,
also eine ausgezeichnete Kante besitzen, die keine Symmetriekante ist. Mit Hilfe des
Lemmas 5.17 erhélt man durch Aufsummieren der Gleichung iiber alle Baume mit

n Knoten
Do = > @-9= 31

Baume mit Baume mit Baume mit
n Knoten n Knoten n Knoten
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und den Gleichheiten Y 1 =t,, > p* =T, und > (¢* —s) = L,, den Zusammenhang

T, — L, =t (5.5)
Die Identitat
> i,
Baume mit

n Knoten
ist klar, weil ja iiber alle Baume mit n Knoten summiert wird.
Da man aus einem Baum einen Wurzelbaum machen kann, indem man einen
Knoten als Wurzel auszeichnet, gibt es pro Baum p* Moglichkeiten einen Wurzel-
baum zu bekommen. Damit folgt die zweite Gleichung

Z p'=T,.

Bidume mit
n Knoten

Ahnlich ist es bei den Baumen mit einer ausgezeichneten Kante, die keine Sym-
metriekante ist. Man muss also von der Anzahl der unterschiedlichen Kanten ¢* noch
die Anzahl der Symmetriekanten s abziehen und es folgt

> (¢ —5)=Ln

Bdume mit
n Knoten

Sei L(x) die zu L,, gehorende erzeugende Funktion. Aus Gleichung (5.5) folgt
t(zr) =T(x) — L(x). (5.6)

Mit der erzeugenden Funktion der Klasse aller injektiver Funktionen aus Kapitel
4 kann L(z) durch Terme in T'(z) ausgedriickt werden.

Zwei verschiedene Wurzelbdume beschreiben einen Baum mit einer ausgezeich-
neten Kante, die keine Symmetriekante ist, indem die beiden Wurzeln durch eine
Kante verbunden werden und diese Kante ausgezeichnet wird. Die folgende Abbil-
dung zeigt diese Uberlegung.

Y, AV

Abbildung 5.5: 2 Wurzelbéume Abbildu.ng 5.6: zugehoriger Baum mit
ausgezeichneter Kante

Es ist wichtig, dass die beiden Wurzelbdume verschieden sind. Wire es zweimal
der selbe Baum, dann wire die ausgezeichnete Kante eine Symmetriekante und das
soll nicht sein.

Die Baume mit ausgezeichneter Kante, die keine Symmetriekante ist, konnen
also als Tupel von Wurzelbdumen aufgefasst werden. Somit kann der Satz 4.1 aus
Kapitel 4 mit n = 2 angewandt werden.

L(z) = Pa(T(2)) = Ps,(T(x))

= L (P@) - T(?)

Gemeinsam mit Gleichung (5.6) folgt die Aussage des Satzes. O
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5.4 Wailder

Wailder sind Graphen, die aus Bdumen bestehen. Ein zusammenhéngender Wald ist
also wieder ein Baum.

Sei
n—1
:L’) = Z fn,kl'k
k=0

die erzeugende Funktion der Wilder mit n Knoten. Die Koeffizienten f,, , von z
sind die Anzahl der Wilder mit n Knoten und k£ Kanten. Die bivariate erzeugende
Funktion aller Wélder ist dann gegeben durch

k

n—1

an y _Z fnkxy

n=1 k=0

Um Ausdriicke fiir f,(z) und f(x,y) zu erhalten, wird die erzeugende Funktion
der Baume verwendet.

Lemma 5.19. Die erzeugende Funktion der Klasse aller Wilder mit n Knoten
gezdhlt beziiglich der Kantenzahl ist durch

LCRED> H(”” Hatoo (5.7)

=[j1,525--1Jn] ¢
gegeben.

Beweis
Die Anzahl der Wilder mit genau j; Baumen mit jeweils ¢ Knoten ist gegeben durch
die Anzahl von Kombinationen mit Wiederholung,

(ti +Ji — 1)
Ji '

Man muss nun das Produkt iiber alle ¢ von 1 bis n bilden, um die Anzahl der Wélder
mit maximal n Knoten zu bekommen. Da ein Wald aus Baumen besteht, muss die
Anzahl der Kanten auch noch beriicksichtigt werden. Es darf also nicht iiber alle
beliebigen j = [j1, J2, - .-, jn] das Produkt gebildet werden.

Um genau n Knoten und £ Kanten zu erhalten, ist die Bedingung

n

k= Z(Z - 1)ji

i=1
zu beriicksichtigen. Als Anzahl der Wélder mit n Knoten und & Kanten bekommt

man e 3 H <t i = >

J=lj1,52,--jn] =
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Somit erhalt man

EEEED YN | |G F

J=li1,425-4n] =1

womit der Beweis vollsténdig ist. 0

Multipliziert man die Gleichung (5.7) nun noch mit y” und summiert iiber alle
positiven n, so erhélt man die Gleichung fiir die erzeugende Funktion der Walder,

1+ f(x,y) = exp (ii (%‘“) (xk—lyk)”> .

n=1 k=1

Hier wird auf den Beweis der letzten technischen Rechenschritte verzeichtet. Fiir
eine andere Herleitung dieser Gleichung sei auf den Artikel [Harb5] verwiesen.

5.5 Markierte Graphen

Markierte Graphen sind Graphen deren Knoten markiert, also benannt sind. Meis-
tens werden die Knoten von 1 bis |V| durchnummeriert.

Um die erzeugende Funktion aller markierten ungerichteten Graphen mit dem
Satz von Podlya, Satz 2.9, erstellen zu konnen, muss eine Permutationsgruppe be-
schrieben werden, die die Aquivalenzklassen der Graphen mit n Knoten und k& Kan-
ten bestimmt.

Sei also

(%)
(@) = gnsa”

die erzeugende Funktion der markierten Graphen mit n Knoten. Die Anzahl der
markierten Graphen mit n Knoten und £ Kanten ist durch den Koeffizienten g,
von z¥ gegeben.

Die Koeffizienten dieser Potenzreihe sind symmetrisch,

G = Gn (1) "
Durch Entfernen aller Kanten in einem Graph und Hinzufiigen der Kanten, die
urspriinglich nicht vorhanden waren, erhélt man den Komplementargraph. Durch
Erstellen des komplementéiren Graphs eines Graphs mit k& Kanten, bekommt man
einen Graph mit (Z) — k Kanten. Es gibt also genau so viele Graphen mit n Knoten
und k£ Kanten wie Graphen mit n Knoten und (Z) — k Kanten.

Zwei Graphen G; = (Vi, Ey) und Gy = (V3, Fy) sind als dquivalent anzusehen,
wenn es eine Abbildung zwischen den beiden Graphen gibt, die die Knoten und die
entsprechenden Kanten aufeinander abbildet. Das bedeutet, dass eine Funktion F
existiert, durch die alle Kanten {u,v} aus F; auf die Kanten {F(u), F(v)} aus E,
abgebildet wird.
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Es wird nun eine Entsprechung zwischen Graphen und Funktionen hergestellt,
um den Satz von Pdélya wie in den vorangegangenen Abschnitten anwenden zu
konnen.

Seien Y = {0,1}, X = {1,2,...,n} und X@ die Menge aller 2-elementigen
Teilmengen von X. Die Menge aller Funktionen

f: X® 5y

repréasentiert alle markierten ungerichteten Graphen mit n Knoten in folgender Wei-
se. Jede Funktion f beschreibt einen Graphen G(f) mit der Knotenmenge X =
{1,2,...,n} und der Kantenmenge {{7,j} : f({i,j}) = 1}. Zwei Funktionen f und
h erzeugen genau dann den selben Graphen, wenn eine Permutation 7 von X exis-
tiert, sodass wenn zwei Knoten ¢ und j in G(f) adjazent sind, 7i und 75 auch in
G(h) adjazent sind, also

F{i.g}) = h({mi,mj}) Wi j} e X©@), (5-8)

Sei A eine Permutationsgruppe auf X. Die Gruppe A® ist die von A induzierte
Permutationsgruppe auf X®). Fiir jedes Element 7 aus A gibt es also ein Element
7’ in A®| definiert durch

m'{i, j} = {mi,mj}.
Der Grad der Gruppe A® ist (72‘) und es gilt, dass A und A® isomorph sind, solange

A # S, ist. In diesem Fall wéiren die beiden Gruppen ident.
Die Bedingung (5.8) ist genau die Voraussetzung, dass die beiden Funktionen f

und A in der selben Aquivalenzklasse von S liegen. Die Menge E5 st die Menge
aller Aquivalenzklassen von Graphen mit n Knoten beziiglich der oben beschriebenen
Aquivalenzrelation.

Satz 5.20. Die erzeugende Funktion g,(x) der markierten Graphen mit n Knoten
beziiglich der Kanten ist durch

gn(7) = Py (1 + )
gegeben, wobei Py ()

1 ki (’F) .
-t J2k41 H g% 99T(r,t)jrjt
n! 2 131j1|232]2 Copdn g, H e | (G2 xk LhgVirt)

J=1I1,J25050n] <t

1st.

Beweis
Die abzéhlende Potenzreihe des Figureninhalts ist in diesem Fall 14z, da eine Kante
zwischen zwei Knoten entweder vorhanden sein kann, oder nicht.

Die Anzahl der Kanten einer Funktion f € Y ® ist definiert als die Anzahl der
Tupel, die auf 1 abgebildet werden. Sei also w(f) die Anzahl der Kanten im Graphen
G(f), definiert durch
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wobei
e Jo @
(F(=) {1 o

gilt. Es werden also die Kanten im Graphen G(f) gezihlt. Es wird nun die Anzahl

0
1

der Aquivalenzklassen, die durch die Anzahl der Kanten bestimmt sind, von 5
gesucht.

Wendet man nun wie im Beweis von Satz 5.12 wieder den Satz von Pdlya, Satz
2.9, an, so erhélt man als erzeugende Funktion der markierten Graphen mit n Knoten

gn(z) = Psﬁf)(l + ).

Fiir den vollstdndigen Beweis des Satzes muss noch die Gestalt des Zyklenzeigers
Py (7) bewiesen werden. Man {iberlegt sich auf welche Permutation aus S5 eine
Permutation aus S, mit Zyklenindex z7'z%’ - - - zir abgebildet wird.

Es wird also eine Abbildung

2
S, — S¥
R SRR A x?x?---xﬁ”,

genauer gesagt der Ausdruck x? x? coogbm o mit m o= (Z) gesucht.

Sei also 7 eine Permutation aus S, mit dem Zyklentyp x{lx%é -~z Es gibt
nun zwei mogliche Fille fiir die zugehorige Permutation 7" in S@ . Im ersten Fall
besteht das Element aus X aus zwei Elementen aus X = {1,2,...,n}, die bei der
Permutation 7 im selben Zyklus liegen und im zweiten Fall liegen sie in zwei unter-

schiedlichen Zyklen von 7.

Fall 1:

Zuerst wird der Fall betrachtet, dass die zwei Elemente aus X im selben Zyklus
von 7 liegen. Sei o, ein Zyklus in 7w der Lénge k fiir gerades k. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann man diesen Zyklus anschreiben als

O = (1,2, ...,k’),

da anderenfalls nur die Elemente umbenannt werden. Dieser Zyklus induziert nun
in X® = {{1,2},{1,3},{1,4},..{n,n — 1}} ebenfalls Zyklen, die allerdings nur auf
einer Teilmenge von X ) operieren, nahmlich der Menge {1,2, ..., k}(?).

Wenn das Element {1,2} im Zyklus vorkommt, so hat er die Gestalt

(11,2}, 12,3}, (3,4}, ..., {k, 1}).

Kommt das Element {1,3} vor, erhdlt man

({1,3},{2,4},{3,5}, ..., {k — 1,1}, {k, 2}).
Diesen Gedanken kann man nun bis zum Element {1, %} weiterfithren und man
bekommt den Zyklus

k k k k k
L,=¢,42, 5 +1 S22t k= (2 =2) 1 ks —1
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Alle diese % — 1 Zyklen haben ebenfalls die Lénge k.
Nun fehlt nur noch das Element {1, g + 1}. Fiir dieses Element hat der Zyklus

die Gestalt
k k k k
(Gha} ool okl fEa).

Die Léange dieses Zyklus ist g Insgesamt wird der Zyklus o mit dem Zyklentyp z}
also auf den Zyklentyp

E

2
Tk
37k

abgebildet. )
Sei nun k£ ungerade. Durch eine dhnliche Uberlegung ergibt sich, dass der Zy-
klenzeiger z; auf

abgebildet wird.

Wenn daher j, Zyklen der Lénge k in m vorkommen, bilden die Paare von Ele-
menten von X, die im gleichen Zyklus liegen, den Teil xi’“ vom Zyklenzeiger von m
folgendermaflen ab.

2_1 ]k
AN (q:gxk > , k gerade
j ~L—=2
z, 2 , k ungerade

Fall 2:

Im zweiten Fall liegen die beiden Elemente von z € X® aus X in zwei ver-
schiedenen Zyklen von 7. Seien also o, und o zwei Zyklen von 7 der Langen r und
s. Die Zyklen o, und o induzieren auf einem Paar von Elementen aus X, die in
jeweils einem der Zyklen liegen, m Zyklen der Lange ¢,,, mit m = ggT(r,s) und
b =kgV(r,s).

Wenn r = s gilt, dann ergeben sich r (32) Zyklen der Lénge r, da ggT(r,r) = r und
kgV(r,r) = r gilt. Weiters gibt es (32’" ) Méglichkeiten zwei der j, Zyklen miteinander
zu kombinieren.

Insgesamt ergibt das fiir die Paare, die aus zwei Elementen aus verschiedenen
Zyklen bestehen, die Abbildungsvorschrift

ggT(r,8)jris
Jropis vy d TREVrs) 0 T 78
T Ty T(T)
2
Ty , T=3S5§

Damit hat der Zyklenzeiger der Gruppe S92 die gwiinschte Gestalt und der Satz ist
vollstandig bewiesen. 0
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Kapitel 6

Molekiile - Chemie

Fiir dieses Kapitel wird als Unterlage das Buch [VFR04] verwendet.

Molekiile stehen in engem Zusammenhang mit Graphen. Deshalb werden zu Be-
ginn dieses Kapitels noch weiterer Definitionen der Graphentheorie, die im vorange-
gangenen Kapitel (siehe Abschnitt 5.1) nicht erwéhnt sind, in Verbindung mit der
Chemie wiederholt.

6.1 Graphentheoretische Grundlagen

Molekiile sind mehratomige Teilchen, die durch chemische Bindungen zwischen Ato-
men entstehen. Diese chemischen Bindungen kénnen auch Doppel- oder Mehrfach-
bindungen sein, wodurch der Begriff eines Multigraphen hier notwendig wird.

Definition 6.1. Ein Multigraph ist ein Graph G = (V, E), bei dem FE nicht
notwendiger Weise aus lauter verschiedenen Kanten bestehen muss. Es sind also
Mehrfachkanten zwischen den gleichen Knoten erlaubt.

Definition 6.2. Die Vielfachheit einer Kante ist die Anzahl dieser Kante im
Graphen.

Definition 6.3. Die Knotengrad-Folge eines Graphen G ist die Folge, in der die
Anzahlen der Knoten nach dem Knotengrad sortiert stehen.

Beispiel 6.4.
Der Graph aus Abbildung 6.1 reprasentiert die Strukturformel von Benzol, CgHg
und daneben ist der zugehorige Multigraph dargestellt.

In diesem Multigraph gibt es Kanten der Vielfachheit 1 und 2. Die Knotengrad-
folge dieser Graphen ist

(0,6,0,0,6),

da es 0 Knoten mit Knotengrad 0, 6 Knoten mit Knotengrad 1, 0 Knoten mit
Knotengrad 2 und 3 und 6 Knoten mit Knotengrad 4 gibt.

67
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Abbildung 6.1: Benzol, C¢Hg und der zugehorige Multigraph

O

Molekiile sind immer zusammenhéngende Graphen. Die Valenz der Atome, also
die Anzahl der Bindungen, wird in der Graphentheorie mit dem Knotengrad gleich-
gesetzt und die Bindungsordnung, also die Anzahl der Bindungen zwischen zwei
Atomen mit der Vielfachheit einer Kante.

Ein Molekiil besteht nie aus nur einem Atom, es gibt immer eine Bindung. Das
bedeutet in der Knotengrad-Folge ist die erste Zahl immer 0 und kann somit auch
einfach weggelassen werden. Weiters sind die Valenz und die Bindungsordnung be-
schriankt. Die meisten Molekiile haben maximal eine Valenz von 4. Die Bindungs-
ordnung kann natiirlich nie gréfler sein als die Valenz.

Der rechte Graph in Abbildung 6.1 ist der unmarkierte zugehorige Graph zur
Strukturformel von Benzol, die links abgebildet ist. Wird dieser Graph nun zu ei-
nem markierten Graphen, so gibt es viele Moglichkeiten, die Knoten zu benennen.
Zwei markierte Graphen symbolisieren die gleiche Strukturfomel, also den gleichen
unmarkierten Graphen, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Besteht das Molekiil aus einem Benzol-Ring, also einem Cjs-Ring, bei dem bei
jedem vorhandenen Kohlenstoffatom noch eine Bindung frei ist, der Gestalt

wie in Abbildung 6.1 dargestellt, so sind alle moglichen Markierungen des Graphen
unter allen Drehungen und Spiegelungen dquivalent. Damit ist die Isomorphismen-
gruppe die Diedergruppe Dg, siche Abschnitt 2.5.4. Die Aquivalenzklassen werden
in diesem Fall also durch die Diedergruppe Dg bestimmt.

Bei einem Benzol-Ring steht wie oben erwéhnt, bei jedem der 6 Kohlenstoffatome
noch eine Bindung zur Verfiigung. Das bedeutet im graphentheoretischen Sinne, dass
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an jeden Knoten des Rings noch ein Koten oder ein Graph mittels einer einfachen
Kante gehéngt wird.

6.2 Zahlen von Isomeren

Isomerie ist das Vorhandensein von mehreren chemischen Molekiilen mit der selben
Summenformel, aber unterschiedlicher Strukturformel, die sich also in der rdumlichen
Anordnung unterscheiden. Die Menge aller dieser Molekiile nennt man dann Isomere.

6.2.1 Benzol

An den in Abschnitt 6.1 erwahnten Benzol-Ring kann man nun lauter Wasserstoft-
Atome, H, hidngen und es entsteht CgHg, Benzol. Jedes der H-Atome kann nun
durch ein Chlor-Atom, C1 ersetzt werden. Diese Molekiile heilen dann, abhéingig
von der Anzahl der Cl-Atome, k-Chlor-Benzol.

Beispiel 6.5.
Eine mogliche Strukurformel von 2-Chlor-Benzol, Cg H4Cls.

w %C\CC
L Wﬁ&(

Abbildung 6.2: 2-Chlor-Benzol, CsH,C'ly

O

Das Molekiil von k-Chlor-Benzol ist also nichts anderes als ein regelméfiges
Sechs-Eck, bei dem k Ecken ,eingefarbt”“ werden. Die abzéhlende Potenzreihe des
Figurenvorrats ist also

flz) =1+,

weil jedes Wasserstoff-Atom entweder durch ein Clor-Atom ersetzt werden kann oder
nicht. Die Ecke wird also entweder eingefédrbt oder nicht.

Um die erzeugende Funktion der k-Chlor-Benzol Isomere zu erhalten muss man
also nach dem Satz von Pdlya, Satz 2.9, die Funktion f(x) = 14+ in den Zyklenzeiger
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von Dg, siche Abschnitt 2.5.4, einsetzen. Das fithrt zu

alo

Po(f() = 05 3 el + 5 (F A + 6?))
din

1

= 5 D edfa)i+
d=1,2,3.6

(f@)f (=) + f(2)7)

A~ =

= () S+ 2@+ 26() +
FL (2 )
= 2%+ 2"+ 32" +32° + 32 + v + 1.

Aus dieser Darstellung der abzéhlenden Potenzreihe der Chlor-Benzol Isomere
kann man nun leicht die Anzahl der k-Chlor-Benzol Isomere ablesen. Der Koeffizient
von z¥ ist genau die gesuchte Anzahl.

Beispiel 6.6.

[Fortsetzung Beispiel 6.5] Der Koeffizient von z? in der abzihlenden Potenzreihe der
Chlor-Benzol Isomere ist 3, das heifit es gibt 3 Strukturformeln zur Summenformel
C¢H,Cly, die sich unterscheiden. Diese sind in der folgenden Abbildung dargestellt.

g’z
8] H_AC\___(H)
o
©
H) @ NoT @
cl

Abbildung 6.3: 2-Chlor-Benzol Isomere, CgH4C5

O

Bemerkung 6.7. Die 2-Chlor-Benzol Isomere aus Abbildung 6.3 heiflen auch {1,2}-
Chlor-Benzol, {1, 3}-Chlor-Benzol und {1, 4}-Chlor-Benzol. Alle anderen {i, j }-Chlor-

Benzole sind zu einem der drei dquivalent.

Betrachtet man weiters Molekiile, die entstehen, wenn an einen Benzol-Ring
auch andere Atome angehéngt werden, so dndert sich die abzédhlende Potenzreihe
des Figurenvorrats. Lasst man zum Beispiel zu, dass Wasserstoff-Atome nicht nur
durch Chlor-Atome getauscht werden kénnen, sondern auch durch eine O H-Gruppe,
so hat die abzéhlende Potenzreihe des Figurenvorrats die Gestalt

flz,y)=1+2z+y,

da es zwei mogliche Figuren gibt, die an den Ecken des regelméfligen Sechs-Ecks
liegen kénnen. Um die Anzahl der Isomere mit &£ Chlor-Atomen und ¢ O H-Gruppen
zu erhalten, muss dann der Koeffizient von 2%y’ aus der abzéhlenden Potenzreihe

P, (f(x,y))
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abgelesen werden.

Abhéngig von der Anzahl k der moglichen Atome, die die Wasserstoff-Atome
ersetzen konnen, hat die abzéhlende Potenzreihe die Gestalt

flxy,zo,yxp) =1+ a1 + 29 + ... + 2% (6.1)

6.2.2 Naphthalin

Der Unterschied von Benzol und Naphthalin liegt in der Grundstruktur der Kohlenstoff-
Atome. Naphthalin hat als Grundstruktur einen doppelten Benzol-Ring, also 10
Kolenstoff-Atome. Die Summenformel von Naphthalin ist CgHg. Das Molekiil ist in

Abbildung 6.4 dargestellt.

Abbildung 6.4: Naphthalin, CoHg

Genauso wie beim Benzol, Abschnitt 6.2.1, konnen auch hier die Wasserstoft-
Atome durch andere Atome, zum Beispiel Chlor, ersetzt werden.

Die Anzahl der entsprechenden Isomere kann wieder als Koeffizient in der ab-
zéhlenden Potenzreihe der Naphthalin Isomere abgelesen werden. Diese erzeugende
Funktion erhélt man wieder mit Hilfe des Satzes von Pdlya, 2.9.

Um die entsprechende Potenzreihe, siche Gleichung 6.1, in den Zyklenzeiger der
Permutationsgruppe einsetzen zu kénnen, muss zuerst die Permutationsgruppe und
ihr Zyklenzeiger bestimmt werden.

Dazu betrachtet man den Multigraphen, der die Strukturformel aus Abbildung
6.4 représentiert.
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4 5

Abbildung 6.5: Multigraph zu Naphthalin, CoHg

An jedem nummerierten Knoten hingt noch ein Wasserstoff-Atom. Es muss also
die Permutationsgruppe dieser acht Elemente bestimmt werden. Auf der Menge
dieser acht Elemente gilt es 8! = 4320 Permutationen Pj,. Es ist nun die Untergruppe
dieser Permutationen & C P,; gesucht, die das Molekiil in sich selbst iiberfiihrt. In
Abbildung 6.5 sind bereits die Symmetrie-Achsen des Multigraphen eingezeichnet.
Anhand dieser Achsen kann man sich die gesuchte Permutationen iiberlegen (dhnlich
wie in Beispiel 1.11).

Die Permutationsgruppe & besteht aus folgenden Permutationen:

o id: ZT(id) =t
e cine Spiegelung an der senkrechten Achse mit der Zyklendarstellung
(18)(27)(36)(45)
und dem Zyklentyp: ZT(r) = 3
e cine Spiegelung an der waagrechten Achse mit der Zyklendarstellung
(14)(23)(58)(67)
und dem Zyklentyp: ZT(r) = 3

e eine Permutation, die die Elemente kreuzweise vertauscht mit der Zyklendar-
stellung

(15)(26)(37)(48)

und dem Zyklentyp: ZT(m) = 3
Diese Permutation ist die Hintereinanderausfithrung der beiden vorher genann-
ten Permutationen, also der Spiegelungen an den beiden Achsen.

12 3 8\ (1 2 78\
8 7 6 1)7\4 3 6 5)
6
2

6 )
3 8
1 3
5 7

=~ Ot
-~

3
2
7 8
3 4



6.2. ZAHLEN VON ISOMEREN 73

Insgesamt gibt es also 4 Drehungen, |S| = 4 und somit ist der Zyklenzeiger der
Permutationsgruppe & durch

Ps(z1, 2, T3, T4, T5, T6, T7, T3) = — (¥ + 323)

e

gegeben.

Um nun die erzeugende Funktion der Isomere der Chlor-Naphthaline zu erhalten,
setzt man die abzéhlenden Potenzreihe des Figurenvorrats

@) =1+a

in den Zyklenzeiger ein.

Ps(f(z)) = i (1+2)® +3(1 4+ 2)*) =

= 22+ 227 +102% + 142° + 222* + 1422 + 102% + 22 + 1

Mit dieser abzdhlenden Potenzreihe erhélt nun wieder die Anzahl der k-Chlor-
Naphthalin Isomere, indem man den entsprechenden Koeffizienten abliest.
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Kapitel 7

Numerischer Algorithmus
zur Berechnung der Koeffizienten

Als Unterlage fiir dieses Kapitel dient der Artikel [RMH™16].

Der Satz von Pélya beruht, wie schon in den ersten Kapiteln zu sehen ist, auf der
Symmetrie der Struktur, kurz gesagt der Symmetriegruppe, die durch die Permu-
tationen in Zyklenschreibweise reprasentiert wird. Mit Hilfe des Satzes von Pdlya,
Satz 2.9, wird immer das gesamte Polynom der abzdhlenden Potenzreihe berechnet.
Diese Berechnung kann sehr aufwéndig, man denke zum Beispiel an eine Flédche
mit 50 verschiedenen Feldern und 20 moglichen Farben, und teilweise auch unnétig
sein, wenn man nur an der Anzahl an Moglichkeiten eines bestimmten Verhéltnisses
interessiert ist.

Der in diesem Kapitel besprochene Algorithmus basiert auf der Idee nicht das
gesamte Polynom zu berechnen, sondern nur die gesuchten Koeffizienten.

In diesem Kapitel sind Figuren und Kategorien gleichzusetzen. Es gibt also fiir
jede Kategorie eine zugehorige Figur. Man stelle sich zum Beispiel als Kategorien
Farben vor und jedem Element wird eine Farbe zugeordnet. Dann gibt es fiir jede
Farbe eine Figur, also sind Kategorien und Farben in diesem Fall das gleiche.

Seien k die Anzahl der Figuren beziehungsweise Kategorien, n die Anzahl der
Elemente und der Vektor [c; : ¢o @ -+ : ¢x] das gesuchte Verhiltnis der Figuren. In
diesem Fall ist die abzidhlende Potenzreihe des Figurenvorrats durch die Funktion

flx1, 20, xp) =21 + T2 + ... + 1y, (7.1)

gegeben. Um die Anzahl der Moglichkeiten dieses Figurenverhéltnisses zu erhalten,
muss in der abzdhlenden Potenzreihe P(x1, 3, ..., 1) der entsprechende Koeffizient,

(27t xs? - a ¥ | P(21, T2, ..., k)

abgelesen werden.
Wie in Definition 1.7 erklart, erhdlt man den Zyklenzeiger einer Permutations-
gruppe & durch aufsummieren der Zyklentypen der einzelnen Permutationen,

1
PG(Q?l,IQ, 7xk) = @ Z ZT<7T)

5
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Es geniigt also auch, die Koeffizienten von z{'z5? - - - 2;* im Zyklentyp jeder Per-
mutation 7 zu berechnen und diese dann aufzusummieren und durch die Méchtigkeit
der Permutationsgruppe zu dividieren.

Es stellt sich also die Frage, wie man diese Koeffizienten fiir eine Permutation
berechnet.

76

7.1 Algorithmus

Sei 7 eine Permutation des Typs [j1, jo, ..., Jn], also eine Permutation mit j; Zyklen
der Lénge i fiir alle ¢ = 1,...,n. Setzt man in den Zyklentypen dieser Permutation
die abzdhlende Potenzreihe des Figurenvorrats (7.1) ein, so erhélt man

(x%+x§+...+m,£)jl (:E%+xg++xi) (@Al ) =
n n k Ji k n
i=1 i=1 \¢=1 =1 i=1

Jedem Zyklus der Lénge i, i = 1,...,n wird nun eine Figur (Kategorie) zugewie-
sen. Sei s; ; die Anzahl der Zyklen der Lénge 7 und der zugewiesenen Kategorie 7,

die in eine Matrix geschrieben werden, S = {s; ;}i=1,...n. Fiir diese Matrix gelten 3
Jj=1,...k
Bedingungen:

(1) Si 4 Z 0Vi= ]_, D ] = 17 ,]{5

(ii) Zeilensummenbedingung: 2521 Sij = Ji
In einer Zeile steht die Gesamtanzahl der Zyklen der Lénge 7.

(iii) Spaltensummenbedingung: Y " i-s;; = ¢;
In einer Spalte steht die Zyklenanzahl, die die Figuren der Kategorie j zu-
geordnet hat. Mit der jeweiligen Zyklenldnge multipliziert und aufsummiert
ergibt das dann die Gesamtanzahl der Figuren mit der Kategorie j.

Es ist natiirlich moglich, dass es keinen Zyklus einer bestimmten Léange gibt. In
diesem Fall wird die entsprechende Zeile in der Matrix einfach geloscht.

Fiir jede dieser Matrizen gibt es

- ji
F =
(S) 1:[ (Si,l, 8§25 -y Si,k)

)

Moglichkeiten die Kategorien den Zyklen zuzuordnen. Nun muss noch iiber alle
moglichen Matrizen, die die Bedingungen (i), (i¢) und (i7i) erfiillen, summiert werden

um den gesuchten Koeffizienten [z]'z5* - - - 23] vom Zyklentyp der Permutation 7 zu
erhalten.
100 a P ([ ) =Y F(S)

Matrix S:
(4),(24),(i4¢) sind erfiill
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ZT:(f(x1, 29, ...,2x)) steht hier fiir den Zyklentyp der Permutation 7, in den die
abzéhlende Potenzreihe des Figurenvorrats in der Form

ZTTF(f(xthu 7xk)) = f(xixéu '-'7xllc>j1f(x%7'r%v "'7x%)j2 T f(IL‘?,ZL‘g, E xZ)]n
eingesetzt wird (vergleiche Gleichung (1.2) und (2.3)).

Beisprel 7.1.

Betrachtet wird eine Permutation 7 mit 2 Zyklen der Lange 1, 3 Zyklen der Lénge 2
und 1 Zyklus der Léange 4. Weiters sucht man die Anzahl der moglichen Féarbungen
dieser 12 Flichen mit 4 roten, 6 griinen und 2 blauen Flédchen unter dieser Permu-
tation.

Diese Berechnung muss nun fiir jede Permutation 7 aus der Permutationsgrup-
pe G durchgefiihrt werden. Die erhaltenen Koeffizienten kénnen nun gemittelt, al-
so aufsummiert und durch die Méchtigkeit |&| von & diviert, werden, um so den
gewiinschten Koeffizienten zu erhalten.

es werden also 3 x 3-Matrizen S gesucht, die

(1) Sij > 0Vi= 1, ...,3, j =

2
(ii) Zeilensummenbedingung: S - 1 3
1
(iii) Spaltensummenbedmgung 1 2 4 4 6 2)
erfiillen.
Die fiinf Matrizen
Sl S2 53 54 55
0 0 2 0 0 2 0 20 0 20 200
030, [210], lo21], (201], [111
1 00 010 100 010 010

sind alle Matrizen, die die genannten Figenschaften erfiillen. Weiters werden die
einzelnen Werte F'(S) berechnet. Dazu werden die Multinomialkoeffizienten

(
(002) (020)_(200)_1
(030) L, (2?0):(0,2,1):(201)_3 (17:1)’71):6und
100)

( (010):

benotigt. Es ergeben sich die Werte

F(51) =1, F(S) = F(Ss) = F(S4) = 3, und F'(55) =

Das ergibt eine Gesamtzahl von 1 + 3 + 3 + 3 4+ 6 = 16 mogliche Férbungen.
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Uberpriift man dies mit dem Satz von Pélya, so sicht man nach Umformen des
Ausdrucks

78

(w1 + @2 + w9)* (2] + 25 + 23)° (2] + 25 + 253),
dass der Koeffizient von zjz5x3 16 ist. O
Insgesamt kann der gesuchte Koeffizient in der erzeugenden Funktion durch

¢ 1
(27 252 -+ 2 ¥ P21, Ty ooy Tp) = 5 Z F(9)

Ted Matrix S:
(4),(2%),(44¢) sind erfiillt

berechnet werden.

Diese Uberlegung hingt nur vom Zyklentyp ab, also muss die Berechnung nur fiir
jeden verschiedenen Zyklentyp gemacht werden. Die Permutationen (13)(2)(4) und
(24)(1)(3) haben zum Beispiel den selben Zyklentyp. Somit muss die Berechnung
fiir diesen beiden Permutationen nur einmal durchgefiihrt werden und kann dann
einfach mit 2 multipliziert werden.

Der Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten besteht aus folgenden Schrit-
ten.

e Die Permutationsgruppe & wird in Aquivalenzklassen beziiglich des Zyklen-
typs aufgeteilt. Fiir jede dieser Aquivalenzklassen miissen alle Matrizen S, die
die Bedingungen (i), (#4) und (ii7) erfiillen, gefunden werden.

e Fiir jede dieser Matrizen wird F'(S) berechnet.
e Die Werte F(S) mit der Mzchtigkeit der Aquivalenzklassen multiplizieren.

e iiber alle Aquivalenzklassen summieren und durch |&| dividieren.

Es bleibt nun noch zu klaren, wie die Matrizen effizient gefunden werden kénnen.

7.2 Matrizen aufstellen
Es werden Matrizen gesucht, die abhéngig von einer Permutation 7 die Bedingungen
(i) s;;>0Vi=1,...,n, j=1,...k
(ii) Zeilensummenbedingung: 25:1 Sij = Ji
(iii) Spaltensummenbedingung: Y " - s;; = ¢;

erfiillen.
Fiir ein Polynom
(x +ah + ...+ a})?

sind die Exponenten fiir jedes z; aus der Menge

V ={0,r,2r,3r,...,dr}. (7.2)
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Die Summendarstellung dieses Polynoms ist durch

T r r\d rl;
(@] + a5+ . 2p)" = E W”xi ’
1,02, Ly =1
f1+€2+...+£k=d

gegeben, wobei die Koeffizienten p, durch Multinomialkoeffizienten

= (Hnek) 11 (Zééil gj) 73)

i=1

bestimmt sind.
Der Zyklentyp, in den die abzéhlende Potenzreihe des Figurenvorrats schon ein-
gesetzt ist, kann als

n

ZT(f(z1, 20, ...,x1)) = H Mo (x4, 2o, ..., k)

a=1

geschrieben werden. In dieser Gleichung bezeichnet M (xy, za, ..., xx) ein Polynom
der Form (27> + xl* + ... + 2}*)% fiir den a-ten verschiedenen Zyklus der Lénge r,
mit der Vielfachheit d,,. Jedes dieser M > entspricht also einer Zeile in den gesuchten
Matrizen.

Wenn das Verhéltnis [¢1 : ¢o @ - -+ : ¢] bekannt ist, kann die Anzahl der moglichen
Folgen (1, (s, ..., ), beschrinkt werden und es muss weniger berechnet werden.

Es werden nur die Kombinationen aus V, = {v;4}%" genommen, die die Be-
dingung

Z Vi = Ci (7.4)
a=1
erfiillen. Diese Bedingung ist dquivalent zur Spaltensummenbedingung. Die Menge
V, ist von der Gestalt (7.2) und beinhaltet alle moglichen Werte in der a-ten Zeile
von S.
Als erstes wird fiir die Kategorie 1, also x; iiberpriift, ob die Bedingung (7.4)
erfiillt ist. Man sucht eine Menge {{; ,}7_,, sodass

n
E gi,a =0
a=1

stimmt und erhélt eine Menge an méglichen Werten fiir die erste Spalte in der Matrix
S. Anschliefend kann auf Grund von ¢ ,, eine Menge {Eiva}fﬂ bestimmt werden,
sodass

El,a + 62,04 + ..+ ék,a = da

erfiillt ist, was dquivalent zur Zeilensummenbedingung ist.
So wird eine Menge von Folgen

Sj - {Sj,a}Z:l - {(61,047[270&7 "'7&6,04) Z:l
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gebildet, die die transponierten gesuchten Matrizen reprasentieren. Die Anzahl der
Matrizen zu einer Permutation, also das maximale 7, hingt vom gegebenen Verhéltnis
[c1 1ot ¢] ab. Wenn alle Matrizen

80

S ={5;}

aufgestellt wurden, kann dann der Koeffizient im Zyklentyp dieser Permutation mit

der Gleichung (7.3)
ST
j oa=1 NTh@

berechnet werden.

Dieser Vorgang muss nun fiir alle Permutationen 7 in & wiederholt werden,
die einzelnen Koeffizienten miissen aufsummiert werden und anschliefend mit ||
normiert werden.

7.3 Rechenaufwand

Der Algorithmus ist auf der Kenntnis des gewiinschten Verhéltnisses der Figuren auf-
gebaut. Mogliche Matrizen, die nicht zum gesuchten Koeffizienten beitragen, werden
dadurch frithestmoglich ausgeschlossen und verworfen.

Die erzeugende Funktion, die man mit dem Satz von Pdlya, Satz 2.9, erhalt,
basiert auf den Permutationstypen, also auf den Zyklentypen. Daher kann die Kom-
plexitéat des Algorithmus sehr stark variieren, wenn eine andere Gruppenoperation
untersucht wird.

Die Elemente zweier verschiedener Permutationsgruppen sind im Allgemeinen
wesentlich verschieden und unterscheiden sich auch in ihrer Zyklendarstellung. Daher
ist es schwierig, Aussagen iiber die Komplexitit zu treffen.

Grundsétzlich gilt fiir die Worst-Case-Analys, dass je groBer die Méchtigkeit
der Permutationsgruppe ist, desto aufwéandiger ist die Suche nach den Matrizen.
Zu beachten ist, dass manche Gruppen der gleichen Grofle viel mehr verschiedene
Zyklentypen als andere haben.

Die Rechenzeit ist proportional zur Anzahl der zu berechnenden Matrizen. Nu-
merische Experimente belegen, dass die Anzahl der Matrizen

e cxponentiell mit der Anzahl der moglichen Figuren,
e [inear mit der Anzahl der Elemente in der Menge und

e [inear mit der Gruppengrofle steigt.
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