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����
��� ����

 ��� 
��
� ��� 
��� ������	�������
���
��
� 	������ �	������

u ��� ��� 
��� 
	�������� �
����������
 ��� �� ���
���
��� ���� �� ��� 
�� ����

��� ����� (u, φ1) �
 ���� �����	�
� ����
� ���� ����� (u, φ2) ��

φ1 = h ◦ φ2  !"

��
 � 
�
����� ���
��
��� ��� ������� h� ���� �
 ���� φ1 �
 ��
� ������� ���� φ2�

#���
�������� �� φ1 ��� φ2 �
� ����� ������	�	
�� ��$�
�������� ���� �� ���

�%�
�

 ��� 
��� 
������� ������� �����	��� �����	��
 ��

−φ′′
1(U)

φ′
1(U)

≥ −φ′′
2(U)

φ′
2(U)

��
 ���
� �%������ 	������ U � &�������� ��� ����
��	
� �� 
�
� ����
� ���
� 
����
 �
�

���
	
�
 �� ��
��	
� �����	�
� ����
���� '��
���� ��
��	�� �����	��� ���

���

�
 ���
����
�(�� �����
 �� ��� �	������ φ(U) = U �
 �� φ(U) = − 1
η
e−ηU ��
 
���

η �= 0 ��� ��
 ���
� �%������ 	������ ����� U � ��
�����
 �� ���� 
�� φ �����


���
���� ��
��	�� �����	��� ���

���  ���� ��
�����
 η" �� �� �
 �� ��� 
�����

��
�� )� η → ∞ ���� �� ���
���� ��� ��%��� �%������ 	������ ����� �� *�����

��� +��������
  ,-.-"� ���
� ���
 �
� ����	���� ����
���� �� ��� ��

� ��

����

�
��
� )� ���
 ��
�� ��� ����
��� ����
 �
 �%�
����� ��

���
����
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�
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 ��
�
��	���� ������
 �� 
��� ��
�����
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��
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�
��� ���
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 �
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3



������ � ��	�
���	 ���
� Θ�

��� �
������� ��	�
���	 θ ∈ Θ = {1, . . . , n} 
�� ��
��� �� ������� �� ��

�� ������ ���
� ����	
���� ��� ��	��� ����	������� �� 	���	�� �	�
 � ����� ���

Π = {F1, . . . , Fn} �� �������� 
�
������� ����	������� ���
����� ��	 ��� 	����


��	����� x̃ �� ��� ��
��� 	���	�� ������ �� x̃θ ��� 	����
 ��	����� ���
� ��

����	������ �

�	���� �� Fθ� ��� �����	�� �� ����� �	��	� �	� �������� �� ��

������� �� ��� 
����� ����	��� [x, x̄] ���� x < 0 < x̄� �� ��� �����	�� ��	� ���

������� ���� ��� �������	 ����� ��
� �� ��������� ���� �	 ���� ���� ��������

�	���������� ���
� ��� 	���	� �� ��� ���� ����� �� ��	
������ �� ��	�� ��� ��
���

��	� �� ���� ����
����� ���� ���� ���	� �	��	 
�		��� ��� ����	������ �� ���� ����

��� �����

��� �������	 �� ������� ���� �� ��������� ����� �� ������� ������ ������� ��

w0� �� α �
���� �� ����
���� �� ��� �
������� ����� ���� ��� �������	 � ������ ��

��� ��� �� ��� ��	��� �� w0 +αx ���� ��� 	���������� �� ��� ��
�	���� ������ ���

������
��� �	����
 ����	���� ������ �� �	����� �� (w0 − α)(1 + rs) + α(1 + x)�

��� ���
� rs� ��� 	���	� �� ��� ���� ����� �� ��	� �� ����
����� �� ��
������ �� ���

��	
 ������ �� 	�!�
� ��	 ��� ��
� ���� ��� 
����� ������ 
�	� 
���� ���� ����

�	�������� ���� �� 	���	�
� α ��� �� ��
��� w0 ����
���� �
������ � ��		�����


����	����� ���� 	���	�
���� 
���� �� 
�������� ��� ���� ��� ����� ���� �� 
�"�

����
������ �� ��� �����	� #�� ���
� ��� ��	������ 
���
� �������� ��
���� �� ���

�������	 � �������	 ����� ���������� ����
������ �	� ��� 
����

��� ��
����� 
�"�	 ��� � ���$�
���� �	��������� ������
��� (q1, . . . , qn) ���	

��� ��� Π� ���� ��
∑n

θ=1 qθ = 1 ��� qθ > 0� ��� �������	 �������� ���� �	���%

������ qθ ���� ��� �	�� ��
��� 	���	� ����	������� ���� �� Fθ� �� ��� ��	
�������

�� &������' �� ��� ()**+, ��� ��
��	 (q1, . . . , qn) �� ��	 ��
���%�	��	 ������ ��� ��


�		������� �� ��� 
����	� μ �� ��� 	��	���������� (-,� ��� ��
� ���� ��� ���$�
%

���� ������� ������ ��	�
��� �������� �	����������� 	�!�
� ��� 
��������� ���� �� ���

�� ��� qθ ��� ��	� ���� ��� ��
����� 
�"�	 ��
��� ����� ��� ��� ����	������� Fθ

�� �� ��������� ��� ��� 
���� ��
��� ��� 	�� �� ���

�� �� ����
�� ���� ��� �������	 � �	���	��
�� 
�� �� 	��	������� ���� ���

�
���� 
���� �� �
�������� �� � 	�
�	���� ��� �	�� ��� 
�
����� ��� ����
���

������� �� ��������� α �
���� �� ��� �
������� ������ 
���������� �� ��� �	��

����	������� ����� Fθ (�	 �.���������� ��� ��	�
���	 ����� θ,� ���� 
����������

������� �� ����� ��

U(α, θ) = Eu(w0 + αx̃θ) =

∫
u(w0 + αx̃θ)dFθ(x))

��� ������� ���
���� u �� �������� �� �� ��
	������ ��� 
��
��� 	�!�
���� �� 	��"

+



��������	 � �
������ ����
�
��� �� ���� 
������ ��� �������
� �� u ���� �
�����


��
 U(·, θ) �� � ������� ����
��� �� 
�� �����

��
 ����� α ��� ����� ��������

����
�
�� θ�

��
�� ��
��
��� �����
�� �
���
��� �� 
�� ���
 �
�� ��
� ��� ��������� ���
���

��
��� ����
���� Fθ ∈ Π 
�� �����
�� ���� ��� ������ ����� ������� ��� � 
�����

���
�
��� ����
��� φ 
� ��
��� 
�� �� ���� ����� �� �����
��� �
���
 α �� 
��

�
������� ����


V (α) = φ−1

(
n∑

θ=1

qθφ(U(α, θ))

)
= φ−1

(
n∑

θ=1

qθφ(Eu(w0 + αx̃θ))

)
�� 

��� 
�������
�
��� φ−1 ��
��� ��
��
�� 
�� ���
���
� �!�������
 �� 
�� �
�����

��� �����
�� �
���
�� ��� ��"��
��� �� 
�� �����
�� �� 
� 
���
�#� ��� ����� ��

������� �� ��
�
�� �����

��
 ���� α∗� $���� 
�� ����
��� φ−1 �� ����������	 ��

��
�
�� ����� �� �����

��
 ��

α∗ ∈ ���
��
n∑

θ=1

qθφ(U(α, θ))

�� 
��� ����
��� �� ������� �� 
�� ����� �� �����

��
 ��� 
�� ��� 
�� ������ ���

������� �� � ������ ��
����� [�; x̄] 
�� ���
 ����� �����
��� �� ������� ��%����
	


�������� ����� ��
�
�� α∗ ����� �� �� ����� ����
��� ��� 
� ��
����

n∑
θ=1

qθφ
′(U(α∗, θ))Ex̃θu

′(w0 + α∗x̃θ) = 0 �& 

'� 
�� ����
 �� �
�����
� ���
��� 
��� ��� 
�������
��� ����
��� φ �� ������� ��

� �����!����� ��� ���� ��
��� 
���
�#� ���"��
��� �����
�� �
���
� ����� 
��

������� ���������
� 
������� qθFθ ��� ��� ����
�
��� θ ∈ Θ�

� ���
��� �����
 ���
 (������ �)*++ ����� 
��
 
�� ��
��� ��� 
�� �
�������

����
 �� ����
��� �� 
�� �!��
� ���
��
 �� ������ ��
∑

θ qθEx̃θ �� ����
���� ����

�����
 �� ����������
 �� 
�� ������ �� 
�� �
�����
� ��������� �� ���� 
�� ��������

��
��� �� ���� ����
� �� ���
 ������� 
��
 
�� �!��
� ���
��
 ��� ����� 
��

��
��� ��� 
�� �
������� ����
 �� �������
���� ����
��� ��
� ��� �������� ���

��������� ����
�
��� 
��� 
���� 
��
 �� ���
���
 
�� �����

��
 ������ 
� ������


� 
�� ��
���
 ��
 [0, w0]�

��� 
��� �������
��� �� (������ �)*++ �� 
��
 ���� 
�� �!��
� ���
��
 ��

����
���	 
��� ��� �������� �� �
�����
� �������� ������� 
�� ��
��� ��� 
�� �
�

������� ����
 ���� 
�� ��
���� (x̃1, . . . , x̃n) ��� �� ������ ��������� 
� ��������

�	
��	���
 ��
�� �,-. � ��� ,-. ����� ��
���� 
�� ���
����
���� ��
� �����

/



������� ��	
��� ��	
���	
 f �	� g ���	
 ���� ��� ����� x1 > x0 �	 ����� 
������

���	 f ���� g ��
f(x1)

g(x1)
≥ f(x0)

g(x0)

����
� ��� 	����	 �� �	
���
�� ��������� �
�� ���� �
 ��� �	� 
����� �	 ���� ����

�
 ���	 �� �
� � 
�	
��� ���	
��������	 �� ��� ��	
���	 φ�

� ��������� 	
��	� ���
 
�������
� ������
����

��� �� ���	 �� ��� ���
���	 �� ���� �����	
 �� ����� �
 �������	�� �	��������	

��������� ����� ��� �����
� �����	� �� ��� �	��
��� 
���� ��� ���� ���� � �����
�


��	�� 
�� ���
�
 �� 	����� ���	 ��� ��

���� ��
��������	
 �� ��� � 
�

 �����	�

�� ��������� ���
 ��� (Θi)
m
i=1 �� � ��������	 �� ��� �����	�� ��������� 
��
� Θ�

���� �
 ∪m
i=1Θi = Θ �	� Θi ∩ Θj = ∅ ��� ��� i �= j� ���
 ���	
 ���� ��� � ����


�	 	����� ���	 ��� 
�� �� ����
���� �����
 �� �������	� ���� ��� ���� ���������

θ ���
 �	 �	� �� ��� Θi ��������	 
��
� !�� 
���� 
�	���	
 �	 �����
�� �

������	�

	����� ���� ��� � ���� 
�		�� ������ � ��������	 
�� ���
� �
 	�� � 
��
�� �� Θ�

���
 �

������	 �
 	�� ���� ��
���
���� �
 �� ��� 
�	
�����	� ��� � �	�� �������

�� ��� �	��
��� �	� ���
 �� �
 �	���� �� 
�� �������� ���� ��� � ���� 
�		�� ������

�����
 ���� ��� 	�� ���	 ������� ���

�� �
 	��������� ���� �
 � 
��
��� 
�
� �� ���
 ����������	 �� ��� ��
" ���

�����	�� 
�
� ���� 	� �	��������	� #��	 m = 1 ���	 ��� ��������	 �
 ���������

��� ����� ��������� 
��
� Θ� �	 ���
 
�
� 	� �������	�� �	��������	 �
 �
������

���� ��� � ����� $	����� 
��
��� 
�
� �
 ���	 (Θi)
m
i=1 �
 ��� %	�
� ��������	

�� Θ� ���� �
 ���	 ����� Θi �
 � 
�	�����	 
�� 
�	���	�	� �	�� �	� �	�� � ���


����� ���	 ���� ���	 �����	�	� ��� �	��������	 
�� Θi ��� �	��
��� ����� ��
�

	� ��������� �� ���� �� � 
���� ���
 �	�	����
��	� 
�
� �� ������� ���� |Θi| ≥ 2

��� i = 1, . . . ,m� ���	�	� ���� ��� �����

��	�� 
�		�� ����� �����
��� ����������

&�� ������� ��%	����	
 �� % �	� �	��������	 ��������	 (Θi)
m
i=1�

'����� ��� �	��
��� �
�����
 ��� �������	�� �	��������	 
�� �
�
 ��� 
��(�
����

������
 (q1, . . . , qn) �� �

��	 ������������
 �� �����	� ���� ��� ����
���� ���������


��� ������ ���� �	� �� ��� Θi 
��
� #� 	��� ���
� ������
 ��
��
� �� ��� ���"�	�

�� ��� � �	�� 
�������	� ���	 ��� �	��
��� ��
 	�� �����	�� ��� �
���� ���������

��
���
���	 Θi ���� ��� 
�� ������� "	��
 ���� ��� ��� ��

���� ��
���
���	
� �	

����� ����
 
�� "	��
 ��� �
�������� ��������	 (Θi)
m
i=1� ��� ������
 	��� �� ��


�	
�
��	� ���� ��� �����	�� �	�
� )�� ��� �	��
��� 
����� ���
 �� ��� �	�
 ���
�


����
��	� �� ��� ��������� ���	� �	 ��� 
��� ��������	 
��� ���
 
�	 �� ������	

�
 pi = Pr(θ ∈ Θi) =
∑

θ∈Θi
qθ ��� ��� i�

*



���� ����	�
 ���� ��� ��������� θ 	
 �	���� �� ������� �� ��� �� ��� Θi

����	�	�� 
��
 ��� 	���
��� ������
 ��� 
������	�� ���	��
 ������	�
 �� ����
 ����

q̂θ =
qθ
pi

=
qθ∑

j∈Θi
qj
, ��� i = 1, . . . ,m

�
	�
 ���
� ������� ���	��
 
�� �������
 ��� ����� �� ��� ����	�
��� 	���
�����


	��� ���� 	�������	�� Θi 	
 �������� �� ���

Vi(α) = φ−1

(∑
θ∈Θi

q̂θφ (Eu(w0 + αx̃θ))

)
, ��� i = 1, . . . ,m. ���

��� 	���� �����

	�� 	
 
�	�� � ������� �����	�� �� ��� 	���
����� ����� ���������

�� ���	��� ����	�
��� 	���
����� ���� α∗
i ∈ (0, w0) 	
 �
�	� �	���� ���� �� ���

��
� ����� ����	�	�� �� Vi∑
θ∈Θi

q̂θφ
′(U(θ, α∗

i ))Ex̃θu
′(w0 + α∗

i x̃θ) = 0 ���

 � α∗ = (α∗
1, . . . , α

∗
m) 	
 ��� ������ �����	�	�
 ��� ���	��� ����	�
��� 	���
�����

����
 �� ��� 
�����	�
 ���� ��� ��
����	�� 	�������	�� 
�� Θi 	
 ����	��� ����

��� �� ���� ����� �� ��	
 	���
����� ���� 	


V̂ (α∗) =
m∑
i=1

piVi(α
∗
i )

=
m∑
i=1

piφ
−1

(∑
θ∈Θi

q̂θφ(Eu(w0 + α∗
i x̃θ))

)

��� ������	�
 �����
	�	�� 
��
 ���� 	� ��� 	���
��� 	
 ���	
�	�� ����
� ���� 
�� 	


�����
 ������ �! �� ����	�	�
 ���	�	���� 	�������	�� ����� ��� ����
	��� ��	��
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 � 	
 	�������� �� ����	�� ���� ��� ��
��� 	
 	���������� �� ��� 	�������	��


���	�
"

����������� 	
 ��� �� ����	
��� �
���� �������� ����� ��� ��� ��� �����������

��������� (Θi)
m
i=1 ���� ��� ������������	 ������� ������	��� ��
������� ���� α∗ =

(α∗
1, . . . , α

∗
m) �� ��
�

V̂ (α∗) ≥ V (α∗)

����� V �� ��� ���	���� 
��
� �
������ 
���� �� ���������� ����������� ��� α∗ ��

��� ������������	 ������ ��� ��� ����	
�
� ������

������ #	��� ��� 	�����
	�
 �����	�� φ 	
 ������� ����� ���	
�	�� ����
	�� ��	


	���	�
 ���� 	�
 	����
� φ−1 	
 ������" $
 ��� ������	�	�	�
 (p1, . . . , pm) ����� �

%



������ ����	�
�	�� �� 

��

V̂ (α∗) =
m∑
i=1

piφ
−1

(∑
θ∈Θi

q̂θφ(U(α∗
i , θ))

)

≥ φ−1

(
m∑
i=1

pi
∑
θ∈Θi

q̂θφ(U(α∗
i , θ))

)

≥ φ−1

(
m∑
i=1

pi
∑
θ∈Θi

q̂θφ(U(α∗, θ))

)

= φ−1

(
n∑

θ=1

qθφ(U(α∗, θ))

)
= V (α∗)

�
��� �
� ���� 	����
�	�� 	� ���� ���
��� φ−1 	� ������� �
� �
�� 	����
�	�� 
����

���
��� �
� �
���� �� α∗
i 
�� 
���
�� ���	�
� �
�� α∗ 	� 
�
	�
���� �� �� �

��	��

���� α∗
i �� α∗ �
� �
���� �� Vi �
���� �� ���	���� 	����
����

���� �

� �
� ���� 	����
�	�� 	� ���	�� 	� �
� ��
������
�	�� �����	�� φ 	� ���	����

����
��� ���
��� 	� �
	� �
�� φ−1 	� ���	���� �������

������� �� φ �� �������	 �
���
� �� �� ��� ���� 
� �
������ ���
���� ��������	

�
����
� ��� �
� ��� Vi(α
∗
i ) 
����� ��� ������ ����

V̂ (α∗) > V (α∗)
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���
 �
	� ������ 
���� 	������������ �� �
� 	�����
�	�� ���
	��� �
� �
��

�
���� �� ���� 
���� �
� 
���
�� �� 
��� ���
�� ��� �
� 
��	����� 
����� ������

��� 
 �	��� 	�����
�	�� �
��	�	�� 
�

Eα∗ =
m∑
i=1

piα
∗
i � !

�
� ������	�� ��
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��� �

� 	� 	� ��� ���	��� �
��
�� �
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���
�� ��


��� 	��������� ����� 	� 
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�� �

� �
� 	��������� ����� �� 
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	�����
�	���

��� �����	
 �

"�� Θ = {1, 2, 3, 4} �� �
� �
�
����� ��
�� �� �
��� 
�� n = 4 ����	��� ��#

���� �	���	���	���� ��� �	���	���	��� �
� �	��� ��� �� �
� ������	�� ������ �������

$



S = {−0.1,−0.05, 0.1, 0.2}� ��� � ���	
���� 
�
����	���� �

��� ��� ���������

������������
 �� ��� ���	�
 �� ���	��
 ��
���������

• f1 = (0.35, 0.2, 0.3, 0.15)

• f2 = (0.35, 0.25, 0.25, 0.15)

• f3 = (0.3, 0.2, 0.25, 0.25)

• f4 = (0.15, 0.15, 0.3, 0.4)

��� ����
����
 
	�������� ������
 ���	� ���
� �����
 ���

• q1 = 10%, q2 = 40%, q3 = 40%, q4 = 10%

��� 	������ �	������ �
���
 ���
���� ��
��	�� ��
� ����
��� ���� ��
� ����
��� ���

������� 3� ��
 ��� ����
��������� �	������ φ �
���
 ���
���� ��
��	�� �����	���

����
��� ���� � ������� ��������� η

• u(z) = −e−3z

• φ(U) = − 1
η
e−ηU

��� ������� ������ ��
������ �
 w0 = 1.25� ������� ���
�
�� ��� ��������� ���

����������� ���������


• Θa = {{1, 2}, {3, 4}}

• Θb = {{1, 4}, {2, 3}}

�� �	��������� 
���� ��� �������� ����
����� ������� ���� �� �

������� ������

������ �
 ��������� �
 ���� �
 ��� ��
� ���� ���� �� ��� ��� 
� ����� �����������

�
 �������
� ���	�� ! 
���
 ��� ��� ������� ������� ����
����� ����� ������


���� �����	��� ����
��� �
 ������
��� �
 ���
	��
 �� ��� ��������� η �� ���

����
������� �	������ φ� ��� ����� �� η �� ��� 
��	������ ��
 [1, 500]�

"
 �� ��� ��
���� �� ��� # ��
�
 ��� ������� ����
����� �
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�����	��� ����
��� ������
�
� $������ �� ��� �� ��
����
 ��� 
� ����� ��������

���� � ���
 ��� �% ���� ������� ����
������ ��� 
������ η ���	�
 ���� ���������
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	�� �� � ����� ������� ����
����� ����� ���� �� ��� ��
� ���� �� �����������

�
 �������
� �	��������� ��������� Θa ���� �����	���� ����
 � ������ ������� ���

��
����� ����� ���� �����	��� ����
��� �
 
	&������� ���� '�����%������� ����

η �
 ������� ���� �() �� ��� ����� �%�����*� +� ��� ����� ���
 ��������� ���

��������� Θb ����

 � ����� ������� 
����
 ��� ��� �����	�	
 �

�� ���� 	�
��

�� ����������� �� ��� ����� ����� �� ��� 
��	������� "
 �� ���� 
��� ����� 	�
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��� ����� ���� ��� ���������� ��


��
�� 
���� �������� ����������� ��� ���� �� �� ������������ ������ ΔV k =

V̂ (αk∗)−V (α∗) ��� k = a, b� ����� ��� ����� k ������ �� ������� ��� ��������� Θa

�� Θb ��� ��������� ��	
�� �� ��� �� ����� ��� ����� ���������� �
��
� ����

���������	 ����	
��� �
������� ��� 
��
�� ���� ������ 
� ���� � ������
� ��������

����� ���� ��� ����� ��� ����� �� ������	�  � ����� !	
��� ��
��� ��"
����	

�������� ����������� ��� ��
� ��� �������� ������� ������� ��� ����������� Θa ��

���� 
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���� ��� ���� ����	
��� �
���� ��
������� ����� Θb �� ���� �����������

���� ��� ����	
��� �
������ �� ��������

��� �� ���	 �
	���	 
�
	���	��

��� �
����� ���
��� �� ��� �������� ������� ��� �
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���� ����������� �������� �� ��� �� ����������� ����� �� !��� ���� �� �������

��� �������� ������� ��� �������� 
�������� ����
��� 
���	 �������� ������ ���

��� ������������	 ������� ��
��� �� ��
�������� �� ������ ���� "
������� �� �
�

��� "
������ �� ����	
��� ����� ��� � ����� ��� ���� �� �
�� ���� ������� #������

�� ���� ���������� �� ���� ����� Fθ2 	�
�� � ��	��� �������� 
������ ���� ��

����� ����� Fθ1 � ���� ��� ������� ��
������� ��
�� 
���� ��� !��� ����� �� ��		��

���� 
���� ��� ������� �������� �� ���� ���������� ����

Eu(w0 + αx̃θ1) < Eu(w0 + αx̃θ2) ⇒ α∗
1 < α∗

2 $%&

����� α∗
i ��� ��� ������������	 ������� ��
������� ��
�� ��� ��� ������� #���

���� ��� ������������ ���� ������ �� ��� ��
�� �� α� '� �� ��������� �������� ����

��� �������� 
��
�� �� ��
������� ��
�� ��� ���"
����� �� ��
������  ����
	� ��

��� ������ ��� �� ������ ��������	 �� !��� ����� ���������� ���������� ���� ���

����������� ���� ������ �� ����� ���� ��� ����� ��� ��� 
��
�� �� α� '� u �� �����
�

���� � ������ ��������� �� ������ ����� ���������� ��������� �� �
(������ �� ��

����� ��� �� ��� ��������	� '� ����� ���������� ��� �����!�� ���� ��������� $%& ���

�� ������ ��

Eu(w0 + α∗
1x̃θ1) < Eu(w0 + α∗

2x̃θ2) ⇒ α∗
1 < α∗

2

��� ��� ���� �� ����)����������� �� ��!�� ���� ���������� ������ �� ��� ������

���
�� �������
������ ����� ����� ���	
����	 ����
�
	� $�*+& ������� ��� ������)

�
����� ����� ���� ��� �������� ��� ������ �� 
�����	
�
��� ��	��� ���
�� ����

��� ��������� ���� ���� �� �"
�
����� �� �����	 F (x) ≥ G(x) ��� �
��� 
��
� �� x

�� ��� �
������ F �� ���� �� ��	�
� ����� ���	
����	 ����
��� $**+& G �� ��� �
���
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�
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���

�
� ����
�
� u �� 	����	 �� A(z) = −u′′(z)
u′(z) ��	 ����
��� ���� ������
� �� ������

R(z) = zA(z)� �� u �� �		�
�
����� 
���� 
���� �
�
���
���� 	������
����� 
���

���
��
� ���� ���	���� ��� �� 	����	 �� P (z) = −u′′′(z)
u′′(z) ��	 �
�����
�	�����

����
��� ���	���� �� P r(z) = zP (z)�
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�� ��
��� x̄+ ��
� p2 > p1� ���� ����� 
��


F2 ���� F1� ��� �����
�	 �
���
��� 
� �����
��� α ��� �� ���

�� ��

(1− pi)u(w0 + αx) + piu(w0 + αx̄)
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	���� ��� α ∈ [0, w0] ���
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���� �� ��� �
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��	� �� ���� �
 ����������� �������

��� ����� ����� ��� 	�
�	����� ������	��� ����� �� �� ����� �
����
� ��� ���� ��

�� � �
������ �
����
��

�� α∗
1 ∈ (0, w0) ���� ��� �
������� 
� u ������� ���� ��� ���� 
���� �
�����
��

��� �������� �
 ����� �
 α∗
1 ��������

(1− p1)u
′(w0 + α∗

1x)x+ p1u
′(w0 + α∗

1x̄)x̄ = 0


� ��� �� ����������
p1

1− p1
= −u′(w0 + α∗

1x)

u′(w0 + α∗
1x̄)

x

x̄

�� �� ���� �
 ����� ���� ��� ������
� 
� ��� ���� ���� ���� �� ���������� �� p1 ����

�� �� �������� �
 ����������
� F2 ���� �� �� ��������� p1 �
 p2 ���� ��� ���� ����

���� �
��� ���������  � ��� �
������� 
� u ��� ����� ���� ���� �� ���
 ����������

�� α∗
1� !
 
������ ���� ���� ��� ���������� ���� ������� �
 α∗

1 
� ��� ����� ����

����

−x

x̄
· u

′′(w0 + α∗
1x)u

′(w0 + α∗
1x̄)x− u′(w0 + α∗

1x)u
′′(w0 + α∗

1x̄)x̄

[u′(w0 + α∗
0x̄)]

2
> 0

!��� �������� �	����� ���� α∗
2 > α∗

1 ����� �
 �
�� �
� ��� 
���	�� ������	��� �������

!�� ��	� ������ ��� �� ��
�� �� α∗
2 ∈ (0, w0)�

!���� ��� ��
 ��	������ ����� �
 �� �������� !�� ���� ���� �� ���� α∗
1 = w0�

!��� 	���� ���� ��� 	�
�	�� �
������ ������� �� �������� �� ��� �
������� ��

���� �
 ��
� ���� α∗
2 = w0 �

� "
� ���� �
�� ����

EU = (1− pi)u(w0 + αx) + piu(w0 + αx̄)

��� � �
������ ��
��#��������$ ���� �� ∂EU
∂pi∂α

> 0� !��� 	���� ���� �� �� �������� p1

�
 p2 ���� ��� ������� ��������� ��� �� �
��� �������	
�� �� ��������� �� � ������

α� %� �� ��� ������� �� ��� �
������ ���� ������ α∗
2 = w0� !�� 
���� ���� ��

���� α∗
2 = 0 ��� � ��		����� ����
���� ��� ���
 ��
� ���� α∗

1 = 0 �� ���� �����

�� �
������ ���� α∗
2 ≥ α∗

1�

"
� ��� ��
� ��
�
����
� �� ���� ��� �
�����
�� 
� ������ 
� ��� ��
�� ��		��

�
 �
��� �� �
��� ���
 ��	��� ��&���� �
�����
� '() �
 �� �������� �� ��� ���
��$

��� ���� �
��� �� � ���
���� ����	���
�� �� �
��
� ��� ���� ����
����

����������� 	
 ��� φ ����� �	
���
� ���	
��� ��������� ������	
 ���� ���������

η� �� ������ �	
����	
� 	� ����� � ��� �������� �
� �

 ���	�� ��
 �� ��
���

*+



��������� 	� 
�� ���
�� �� �����	���� �� �
��� � ��
 ������
�� 	�
� ��� ���

�������	��� ���	�	��� (Θi)
m
i=1 �� η → ∞ �
 ���
 �� 	�
 ����	 	��	

Eα∗ ≥ α∗

��
�
 Eα∗ =
∑m

i=1 α
∗
i �� 	�
 ��
���
 �� 	�
 ��	���� ���	���
�	 ���
�	�
�	 ����

��� α∗ �� 	�
 ���
�	�
�	 ���
� �� �������	���� ���
��
� �� 	�
 �����	���� ��

�
��� � ���� ��� ����	������� ��� ��
 �� 	�
 ���	�	��� �
	� 	�
 ����


argmax
α∈[0,w0]

{min
θ∈Θi

Eu(w0 + αx̃θ)}

�� �� ���
� ����	���� 	�
� 	�
 ��
�����	� �� �	���	�

������ �� ������ �	 
���
��� �� 
�� ������ �� η → ∞ �� 
����
�� ��� �
����

�������� ������	 ���������
����� ��������� ��� �
���� ������ � ��

V (α) → V ���(α) = min
θ∈Θ

Eu(w0 + αx̃θ)


�� �����������	

Vi(α) → V ���i (α) = min
θ∈Θi

Eu(w0 + αx̃θ)

��� i = 1, . . . ,m� !� ��� ����� ��� �����
� ������ ��� ���������� ��
� �� ���������

���
���� �	 �
����"�� ��� ������ �������� ������	 ��� �
�� �
������� ���� #����

��� �������� u �� 
������ �� �� ����
�� 
�� ��� ���
�� �� 
 ������ ������
� ���

������� �
� 
 ��������� $����� α∗
i ���� �����
� ������ ��� ���������� ����� ���

i = 1, . . . ,m� %�� ���� ��
� ��� �����
� α∗ ����� �� ��� �����
� ����������

����� ���� ����� �� �� 
�������
� ������
���� 
�
��
��� �
� �� �������� ���� ���

�� ��� α∗
i �
����� &��� �� ���
��� �� V

���(α) �� �����
� 
� θ̄ ∈ Θ� ���� ��� �� ���

V ���i (α) �� 
��� �����
� 
� θ̄ ∈ Θi ⊆ Θ� '�� 
����� ������� ���� ��  ����
���	

��
� α∗ = α∗
1� !� Eα

∗ < α∗ �
� ���� �� ��� ����� ����

Eα∗ =
m∑
i=1

piα
∗
i < α∗

1 = α∗

����� 	����
m∑
i=2

piα
∗
i < (1− p1)α

∗
1 =

m∑
i=2

piα
∗
1

(�� ���� '���
 ) 
�� '���
 � �� �
�� ��
� α∗
i ≥ α∗

1 ��� 
�� i = 1, . . . ,m� ��

��  �� 
 �����
�������� *� �������� ��
� Eα∗ ≥ α∗�

%�� �� �� 
�������
��	 �
�� ��
� �� ��� �� ��� �
������� ���� ��� �����
�

)+



���������� ����� 	�
�� ��� 
���� ����� �� �� ����� ���	����� ���� �� α∗
i ∈ (0, w0)

��� ���� i �= 1 ���� �� ��� �����
 ���� �� ����� � 
� ���� ���� ����

min
θ∈Θ1

Eu(w0 + αx̃θ) < min
θ∈Θi

Eu(w0 + αx̃θ)

��
 ��������� α∗
1 < α∗

i � ���� ���� ��� ���	������ ���� i �= 1 �� 
����	� ��� ����

�� ���������� ��� �� α∗
1 �� �� ����� ���	����� ���� α∗

i > α∗
1 ��� ����� i = 2, . . . ,m�

��
 �� � ������	���� 
� ��� ���� α∗
i ≥ α∗

1 ��� ��� i ��
 α∗
i > α∗

1 ��� ���� i� ��

���� ���� 
� ��� ���� Eα∗ > α∗�

�� �� ��������� �� ������� ���� ��� ���� ���� �� ����������� � �� ��
����
���

�� ��� ����������� ���������� ��� ������� �� ����������� ��������� �� ���������� ��

��� ����� ���� �� ��� ����� ��� 
������� �� �� 
��� ��
��� ������ �� ��� �������

�� ����� �� �	�� �� ��� �����	�	� ����� �� ��� ��
 �������
 	�
�� �� �

�������

������������ !� ��� ����� ���
 ������� ���������� �� �������� ������ �� ���

����� ���� �� ��� ����������� �� ���	���� �� ��� ��������� � �������� �� ��� ��	
�

����������� ���������� ��� �����
��� �"����� 
����������� �����

��� �����	
 �

��� ����� �� �
� ������ �� ���	��� �� ��� ��
 ����
 ��� ���	�� �� ��� �����	�	�

����� �� −0.1 ��
 �� ��� ���
 ����
 ��� ���	�� �� 0.3� ��� �������� ��������� ��	�

�������� ����������� 
������	�����

• f1 = (0.95, 0.05)

• f2 = (0.8, 0.2)

• f3 = (0.6, 0.4)

• f4 = (0.4, 0.6)

��
 �� ��� ��������� ����� �� ����� Θ = {1, 2, 3, 4}� ��� �	�#������ ������� ���	�
����� ������ ��� 	������ �� qθ = 1/4 ��� θ ∈ Θ� ��� ������� 
����� ����� �� w0 = 1�

��� φ �	������ �
���� �������� �����	��� �������� ��
 ��� 	������ �	������ ���

��� ���� �� �������� �������� ��� ��������

• u(z) = z1−ρ

1−ρ


���� ��� ��� ��������� ρ = 3� $� 
��� �� ������� ��
 ���	����� 
�%�����  ��


�� ����������� �%���� ��� ������� ���������� �� ��� �����	�	� ����� �� �����	&

��� �������� ���������� '�� ���� �	����� �����
�� ��� �����
��� �
� �����������

����������

()



• Θa = {{1, 3}, {2, 4}}

• Θb = {{1, 2}, {3, 4}}
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��� �
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 ������ ���
� ��

����� ���� ���
������ ��������� �
�
���� ��� �� ���� 
���� ��� ������ ��
 ���

��������� ������ ��� ��������� ������� ��� �� �������
�� �� �� �������� 
�
����

�� ��� �� � ����� ���� �� ���� �� ������ �� � ������ ��� �� !� �� �� ��
 �
�����
"�

��� �
������ ������� ��������� �� ��� 
���
� ����
�������� �� �� �
��
 �� �� ����

�� ��
������ ��� ��
�����
 ����� ���� ��� ���#���� ���� ���� ��
�������� �
����


���� 2 �� ���� �� ����� ���
 ��������� ����
��������� ���� �
� ��� ���������

• x̃1 ∼ (−1, 2/10; ,−0.25, 3/20; 0.75, 7/20; 1.25, 3/10)

• x̃2 ∼ (−1, 1/5; 0, 1/5; 1, 3/5)

• x̃3 ∼ (−1, 2/10; ,−0.25− γ, 3/20− δ; 0.75 + γ, 7/20 + δ; 1.25, 3/10)

• x̃4 ∼ (−1− ε, 1/5; 0, 1/5; 1 + ε, 3/5)

��� ���
� �������� ������ �� 
��� �� x̃1 = −1 ���� �
��������� 2/10 ��� �� ���

$� ��������� ��������� ��� ������ 
���
� ����
�������� x̃1 ��� x̃2 ���� � ������

����!������ �������� �� ��� ��
�����
� γ, δ ��� ε� %���� ��� �
������ �������

�� �� ��
������ �����
����� �� �� 
����� �������
� �� �����
 ������� �� �
�����������

��� ��� 
���
� 
����� �� �� "��� γ = δ = ε = 0.05� ��� ������� �������� �� �� ���

��
�

• u(z) = min{z, 3 + 0.3(z − 3)}

���� ��������� �����
 �������� ��� � "��" �� z = 3 �� �� �����
� ����
�
 ���

��
������ ��� φ �������� �� �� ��� �������� �������� ��������� �
�
���� ��
� ����

��
�����
 η� ��� �
��
 ������� �
�

• q1 = 2.5%, q2 = 47.5%, q3 = 2.5%, q4 = 47.5%

���� ��� �� �
���

�� ��� 
���� �� �
����������� q1 ��� q2 �
�� ��� �
������ ��&

������ ��� ����
������ ��� �������� ��"�
 ������� ��

• Θa = {{1, 2}, {3, 4}}

���� ����� ���� ��� !
�� ��
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������ ���� ��

������
 ������ ����� ��� ����
 ����� �� � �������� ����!�� ���� ��� ����
����


������ �
� ����� �� '���
� ( ��
 ��� ���������� 
���� η ∈ [1, 300]�

��
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f : X × Y → R

C : Y ⇒ X

f ∗(y) = max
x∈C(y)

f(x, y)

C∗(y) = argmax
x∈C(y)

f(x, y)

f ∗ C∗

f(·, y)
y ∈ Y C y ∈ Y

C∗

f : R× (0,∞) → R

f(α, η) =
∑
θ∈Θ

qθ

(
−1

η
exp(−ηEu(w0 + αx̃θ))

)

α η

u

φ(x) = − 1
η
exp(−ηx)



�������������� 	� C : (0,∞) ⇒ R �
�� ��
�

C(η) = [0, w0] ∀η > 0

��	� �������������� 	� ���	�
��� ����
�� 
�� ������ �
�
��� ��	� ��
�� ��
�


�� ��� ����	�	��� �� ��� �
�	�
� ������� 
�� �
�	����� ��������� ��� ���
��

��� ��� 
��	�
�
� 
���� C∗(η) = argmaxα∈C(η) f(α, η) 	� �	���� �
�
�� 
�� ����

�	�
�
�� ��	� ���
�� 	� �
��
�	��� 	� ��� ������	�� ����
�

����� �� �� φ ������ ��	���	� �
�����
 ��
������ ��
����	 ���� �����
�
� η�

��
	 ��
 ������� �	�
���
	� �
�
�� ���
	 ��
 �
��

 �� ��
������ ��
����	 α∗(η) ��

� ��	��	���� ��	����	�

���� ����� �� ���	 
���� �	
 ��� �	�������� ��
������� ����� ������� ���� �	


�� ���	
����	� ��
����	� ��� Θi ��� ������	� α∗
i (η) �� ���	 �	�����	��� � ��
���

�	��������� 	� �
	�	����	� � �� ���� �	
 �
�
� ��
���	
 ���� �	������ ���������

�
�
��	� �������� ���
� �� � ��
���	�� 
���� �	
 ��� �
�
��	� ��
�����
 η ���� ����

�	
 ��� �����
 
���� ��� �� ���� �
�
��� ��
������� ��
�� ������� ��� ��
�������

��
�� 	� ��� �	 ���	
����	� �����

����������� 	
 �
� ��
 ���������	� �� ����������	 � 

 ������
�� �� φ ������

��	���	� ��
������ ��
����	 ���� �����
�
� η �	� �� η → ∞ �
 ���
 ���� Eα∗ >

α∗ ��� � ��
� �	��������	 ��������	� ��
	 ∃η0 ∈ (0,∞) ���� ����

Eα∗(η) > α∗(η)

��� 
�
�� η > η0�

��� ������ 	� ��� �
		� �� �� �	��	��� �
	�	����	� � 	� ������	 �� ��� !�""#$

��������� ����������� ���� �� �	
 � ������ �������� ������� ������%��� ����� ���

��� f ������ � ��
����� �����
 ������� ���� ��� g& ���� �� ��� �	������ ���	����

��������� �
�
��	� ��
�����
 �� ���� ��	���& ��� ��		�� �	��� �	��� ���	 �����

� ��
����� �����
 �������& ��
�� ���� ��� ��� 	� �
�	
� �
� ��� ����� '� ��������	�

�� Eα∗ > α∗ ���� ������� ���� α∗
i ≥ α∗ �	
 �
�
� i = 1, . . . ,m ��� α∗

j > α∗ �	


�	�� j �� �� ��� ����������� �� �
	�	����	� �� '�� ���� ����� ���� �	
 η ��
��

��	��� �� ��
� α∗
j (η) > α∗(η) ��� α∗

i (η) ≥ α∗(η) �	
 ��� i = 1, . . . ,m�

��
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�	��	 ���� 	� ���	 �	���
	 �� �	�	
 �	�
	��	� ��	� ���������� ����

����� �� ���

#��
	�� $��	
 �	
���� ���������� �� ��	 �
�����

��! �������� φ ��� ��	 ����	�

Vi(α
∗
i ) �� �� 	�	� ��
����" ���
	��	�� %��� ���� �� ���	�	��	�� �� ��	 #�����" ��

��	 !��	� ����

�����& �� ���" 
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