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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird die Geschichte der Geometrie in chronologischer Abfol-
ge auszugsweise dargestellt, es werden spezielle Teilaspekte der Geometrie - vor allem
der Konstruktiven Geometrie - niher beleuchtet, um dem Leser einen Uberblick iiber die
Entwicklungen zu geben. Die Betrachtungen beschrénken sich auf die Errungenschaften
unseres Kulturkreises, ohne dabei die auflereuropéischen Leistungen schmélern zu wollen.
Doch auf Grund der gebotenen Kiirze der Arbeit, unzureichenden Quellenlage und gerin-
gen Anzahl literarischer Werke zu diesen Entwicklungen beschrénkt sich diese Arbeit auf
die innereuropéischen Aspekte der Geschichte der Geometrie.

Die Geschichte der Geometrie ist ein Teilgebiet der Geschichte der Mathematik, das je-
doch allzu oft stiefmiitterlich behandelt wird. Es ist natiirlich nicht leicht, den Inhalt
und das Wesen der Mathematik in Kiirze zu definieren. Jedoch gehort zu einer wissen-
schaftlichen Betrachtung neben formalen Erkldrungen, Strukturbegriffen oder Begriffen
der Logik auch eine Betrachtung der historischen Entwicklungen. , Viel schwerer ist es
aber, innerhalb eines als gegeben angenommenen Mathematikverstédndnisses zu erkléren,
was Geometrie ist und was folglich zu ihrer Geschichte gehort. Die jeweils herrschenden
Ansichten sowohl iiber den Gegenstand der Geometrie als auch iiber ihre Stellung und
Bedeutung innerhalb der Mathematik haben sich im Laufe der Zeit mehrfach geindert!.“
In dieser Arbeit wird versucht, an Hand der ausgewéhlten geometrischen Entwicklungen

jene Probleme zu thematisieren.

Im ersten Kapitel meiner Arbeit findet der Leser Dokumente, die die ersten Fortschrit-
te der Geometrie im Mittelalter belegen sollen. Da im européischen Raum in dieser Zeit
noch nicht von einer wissenschaftlichen Behandlung dieses Teilgebietes der Mathema-
tik gesprochen werden kann, geniigt es, sich im Wesentlichen auf folgende Dokumen-
te zu beschrinken: einen Bauplan des Klosters St. Gallen, das Skizzenbuch von Villard

d’Honnecourt und vier Bauhiittenbiicher des Hochmittelalters.

Die Errungenschaften der Renaissancezeit werden im zweiten Kapitel thematisiert. Ne-
ben den Neuerungen in der Astronomie, welche zugleich Entwicklungen der (sphérischen)
Trigonometrie zur Folge haben, entsteht ein vollig neuer Zweig der Geometrie - die Kar-
tographie. Sie steht in engem Zusammenhang mit den Entdeckungsreisen und Christoph
Kolumbus’ Entdeckung Amerikas 1492.

Ip. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,
2001) S. 1



Im Mittelpunkt der Betrachtungen zu dieser Zeit steht natiirlich das Universalgenie, der
Kiinstler Albrecht Diirer. Er verkorpert den typischen Forscher der Renaissancezeit - nicht
die Bildungselite, sondern Kiinstler, Ingenieure, Handwerker, Nautiker, Kaufleute, Arzte
und Juristen sind es, die die Neuerungen der Mathematik und Geometrie stark vorantrei-
ben. So kommt es erstmals zu wissenschaftlich seriosen Betrachtungen der Perspektive

oder des Grund-Aufrissverfahrens.

Das letzte Kapitel beleuchtet zwei wichtige Teilaspekte der Geometrie, einerseits den
Zusammenhang von Geometrie und Algebra und der damit verbundenen Einfithrung des
Koordinatensystems, andererseits die Entstehungsgeschichte der Darstellenden Geometrie
vor Gaspard Monge. Die zwei wichtigsten Personlichkeiten, die das Koordinatensystem
zur algebraischen Betrachtung geometrischer Probleme (und umgekehrt) eingefiihrt ha-
ben, sind Fermat und Descartes, weshalb vorrangig und genauer auf ihre Werke eingegan-
gen wird.

Die Entwicklung der Darstellenden Geometrie, wie wir sie heute kennen, geht im Wesent-
lichen auf Monge zuriick. Gerade aus diesem Grund mochte ich die Vorgeschichte und

fritheren Errungenschaften der Darstellenden Geometrie néher betrachten.

Sollten einige Aspekte dieser Arbeit zu wenig detailliert erscheinen oder zu wenig in die
Tiefe gehen, mag das auch daran liegen, dass viele Primérquellen auf Grund des hohen
Alters (bzw. materiellen Wertes) fiir mich nicht zugénglich waren. Bei niherer Betrach-
tung erwiesen sich auch so manche Werke der Sekundérliteratur als widerspriichlich, was
die Arbeit erheblich erschwerte.

In der vorliegenden Diplomarbeit sind zahlreiche Abbildungen eingebunden worden, die
den theoretischen Text mit praktischen Beispielen aus Kunst, Alltag oder originalen For-

schungsschriften visuell unterstiitzen sollen.
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1 Mittelalter

Fir die Entwicklungen der Geometrie im Mittelalter mochte ich hier nur die Entwick-
lungen in Europa ab dem Beginn der Vélkerwanderung (375 - 568) bis zum Beginn der
Renaissance (1492) betrachten. Wenn ich hier in Folge das Mittelalter unmittelbar nach
dem Ende der griechisch-rémischen Epoche betrachte, ,;so liegt dem die sicherlich nicht
unproblematische Entscheidung zugrunde, den arabisch-islamischen, ebenfalls von der hel-
lenistischen Antike ausgehenden Strang der Kultur- und Wissenschaftsentwicklung im
Rahmen dieser Arbeit aufler Acht zu lassen, weil er im Verhéltnis zum christlichen doch
vornehmlich nur als Uberlieferer antiker Geistesgiiter auf die geschichtlichen Umstéinde
Europas eingewirkt hat'.“ Natiirlich gab es auch im asiatischen Raum bedeutende Ent-
wicklungen, dabei sind vor allem die Léander China, Japan und Indien zu nennen. Genauer
auf diese Entwicklungen einzugehen, wiirde aber den Rahmen dieser Diplomarbeit spren-
gen.

Wichtige Einfliisse auf die Entwicklung der Mathematik und auch Geometrie des Mit-
telalters kamen aus der griechisch-hellenistischen und der islamischen Welt. Dieses antike

Wissen wurde vom untergehenden Westromischen Reich an das Mittelalter weitergegeben.

1.1 Friithes Mittelalter

Das wichtigste Werk fiir die Geometrie des frithen Mittelalters war die ,,Artes liberales*
(dt. Fassung: , Sieben Freien Kiinste“), wobei die sieben Wissenschaften sich aufgliedern

lassen in:
e Grammatik
e Rhetorik
e Dialektik

o Arithmetik

1J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 82



1 Mittelalter

e Geometrie
e Astronomie
o Musik

Einige Teile dieses Werkes stiitzen sich auf Aussagen von Platon und Pythagoras. Im
Gegensatz zum Mittelalter wird in diesem Werk noch zwischen Geometrie und Astronomie
unterschieden, die Geometrie wird als Wissenschaft der unbewegten Grofie betrachtet, im
Gegensatz zur Astronomie, die sich mit Bewegungen beschéftigt. Der geometrische Teil
der ,,Artes liberales“ behandelt abzéahlbare, rationale und irrationale Groflen in der Ebene
bzw. korperliche Figuren. Es wird aber keine Figur konkret betrachtet und was viel mehr

verwundert, es wird kein einziges Axiom Euklids auch nur erwahnt.
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Abbildung 1.1: Euklid-Handschrift aus

Liineburg

1.1.1 Das erste Zeugnis des Konstruktiven Zeichnens in
Mitteleuropa
Die Kloster spielten im Laufe der Zeit die wohl wichtigste Rolle bei der Ubermittlung und

Einfithrung kultureller Vermogen von der Agrikultur iiber das Handwerk bis hin zu den

Kulturtechniken, zu denen u.a. ethisch-religivse Menschenbildung, Sozialverhalten und



1 Mittelalter

auch die Wissenschaft zéhlen.

So ist es kein Zufall, dass ,,das élteste Beweisstiick fiir die Verwendung der zeichnerischen
Disziplin in Mitteleuropa ein Dokument [ist], das die Konzeption einer kompletten Klos-
teranlage im Grundriss wiedergibt?® (Abb. 1.2).¢

Nebenstehende Abbildung zeigt einen
Grundrissplan des um 800 in Stein erbau-
ten Klosters St. Gallen. Die in der Stiftsbi-
bliothek aufbewahrte &dlteste Konstrukti-
onszeichnung ist eine um 820 entstandene

Kopie des originalen Bauplanes.

Abbildung 1.2: Grundrissplan vom Klos-
ter St. Gallen

Dieser gut erhaltene Plan auf Pergament zeigt den Grundriss des karolingischen Bene-
diktinerklosters von St. Gallen, das kurz nach 800 erbaut wurde und soll vom ,Bene-

‘ stammen. Das Kloster aus massivem Stein erbaut, gilt als das

diktinerménch Gerung?*
Vorbild fiir das - sich von nun an ausbreitende - Klosterbauwesen nordlich der Alpen und
der Plan somit als Musterlosung fiir weitere Bauten. Die Primitivitdt und das einfache
Schema der Zeichnung entsprechen heutzutage sicher bei weitem nicht dem Standard ei-
ner Bauvorlage, jedoch erfiillt sie wohl die Funktion eines mustergiiltigen Werkplanes.
Man kann davon ausgehen, dass es zusétzliche Detailpldne gegeben hat, dass diese aber
nach Vollendung des Bauwerkes kaum mehr Musterwert besalen und somit nicht aufbe-
wahrenswert erschienen. Wie zu dieser Zeit durchwegs iiblich, wurde wohl das kostbare

Pergament fiir andere Schriften oder Zeichnungen wiederverwendet. Ein weiterer Hinweis,

2J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 82
3F. J. Obenrauch. Geschichte der darstellenden und projectiven Geometrie. (Briinn, 1897) S. 176



1 Mittelalter

dass es sich bei dieser Zeichnung um einen Plan mit mustergiiltigem Charakter handelt,
ergibt sich daraus, dass nur die wichtigsten Abmessungen eingetragen worden sind und
das Kloster an einigen Stellen stark abweichend von dieser Zeichnung gebaut wurde.

Ausgehend von diesem Sakralbau, entwickelte sich eine rege Bautétigkeit seitens der Kir-
che, die eine der bedeutendsten Bauschopfungen der Menschheit hervorbrachte, die go-
tischen Dome. Mit den konstruktiven Kiihnheiten reiften die zukunftstrachtigen zeich-
nerischen Raumkonstruktionen heran. ,Vor dem Hintergrund hellenistisch-antiker Wert-
vorstellungen zeigt sich das herausragendste Merkmal der christlich-klosterlichen Gemein-
schaft darin, dass in antikem Wissen und Denken gebildete Kopfarbeiter mit Priesterstatus
zusammen mit frommen Handwerkern briiderlich unter einem Dach leben, produzieren,
lernen und lehren fiir den materiellen und ideellen Aufbau einer umfassenden Zivilisati-

on?.«

1.2 Hochmittelalter

Bei der vielfiltigen Pflege und Vermittlung aller kulturellen Bereiche durch das Kloster-
schulwesen nahmen die Geometriekonstruktionen und das Bauplanzeichnen insofern eine
Sonderstellung ein, als dass sie fiir den Grofiteil der Absolventen bedeutungslos waren. Das
Zeichnen war nur im Bauwesen von Bedeutung, vor allem fiir Fachkréifte des Steinbaus mit
Schwerpunkt im Kirchenbau. Da sich im Hochmittelalter vorrangig nur Steinmetze ihres
Berufes wegen mit der Zeichendisziplin auseinandersetzen mussten, hing die Entwicklung
des konstruktiven Zeichnens von den Entwicklungen im Bauwesen und dessen Schulwesen
ab. So miindete der frithmittelalterliche Kirchenbau in eine erste epochale Entwicklungs-
stufe - die Romanik, in der hohes Geschick der Steinbearbeitung und -geometrie fiir den
Gewdlbebau von Noten war (Abb. 1.3).

Im Zuge dieser Entwicklungen von enormen Baumassen und konstruktiven Erschwernis-
sen hinsichtlich der Bauweise wurde es notwendig, dass sich alle Beteiligten ausschlie3-
lich der groflen Aufgabe des Dombaus widmeten. Dies war den Klosterbriidern jedoch
- ob ihrer vielseitigen Aufgaben im Klosteralltag - nicht mehr moglich, und so mussten
sich die Baukollektive der Kloster 16sen und sich auf die weltliche Aufgabe des Bauens
sakraler Gebédude konzentrieren. ,Am Ende dieser Ablosung stehen die berithmten Dom-
bauhiitten, die im Laufe dreier Jahrhunderte nicht nur die weltgeschichtlich einmaligen
Gesamtkunstwerke der Kathedralen hervorgebracht haben, sondern zugleich die zeichneri-

schen Konstruktionslosungen, mittels derer allein die komplexe Struktur dieser steinernen

4J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 84



1 Mittelalter

Abbildung 1.3: Romanisches Kreuzgewolbe der Krypta des Speyerer Doms (11. Jh.)

Monumente realisierbar wurde®.“

Die Vollendung der Dome beanspruchte die Arbeit von mehreren Generationen, der Innen-
raum wurde jedoch immer so schnell als moglich fertiggestellt, um raschest moglich den
Kirchenbetrieb aufnehmen zu kénnen. Die restlichen Bauabschnitte wurden gut gesichert
und maglichst abgeschottet iiber lange Zeit vollendet, was sténdige Anderungen von der
Erstplanung zulie. Es wurden zum Teil sehr gewagte Gewolbekonstruktionen entworfen,
die mitunter auf Grund verlorengegangener Plidne (von einer zur nichsten Generation)
auch einstiirzten. Solche Ruinen wurden in der Regel abgerissen. Der Arbeitsplatz eines
Steinmetzes, der zu den bestbezahlten Handwerkern des Mittelalters zéhlte, diirfte wie in
Abb. 1.4 dargestellt, ausgesehen haben.

So klein diese Bauhiitte wirken mag, so wenig soll man die Arbeitskraft und die da-
durch ausgelosten Sekundarwirtschaftsstrome unterschiatzen. Wahrend der wichtigsten
drei Jahrhunderte des Hochmittelalters zwischen 1200 und 1500 gab es in Europa unzahli-
ge Baustellen, deren Gesamtbauvolumen von keiner vorangehenden Epoche - und auch
danach nicht so bald wieder - erreicht worden ist. Allein in Frankreich sind in diesem Zeit-
raum ungefihr 80 Kathedralen und iiber 500 Pfarr-, Stifts- und Klosterkirchen errichtet

worden. Neben der Kirche wurden widhrend des Hochmittelalters aber auch Herrscher,

5J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 92
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1 Mittelalter

Abbildung 1.4: Steinmetzhiitte am Bau der Abteikirche Vezelay, Frankreich. Solche ledig-
lich durch ein Dach wettergeschiitzten Arbeitspléitze benutzen Bildhauer

noch heute.

Feudalherren und das aufkommende Biirgertum zu wichtigen Auftraggebern des Bauge-
werbes. Die Konstruktionszeichnungen der Kirchenbauplane wurden auf Grund der langen
Bauzeiten in den Dombauverwaltungen und Archiven aufbewahrt und sind uns deshalb
bis heute erhalten geblieben, im Gegensatz zu den Pldnen weltlicher Bauvorhaben. Die
grofite noch existierende Architekturzeichnung des Mittelalters ist der iiber 500 Jahre alte
Turmfassadenriss des Koélner Doms, der wegen der 152 m hohen Kirchtiirme eine Lénge
von iiber vier Metern misst (Abb. 1.5 bzw. 1.6).

Im Laufe der Zeit entwickeln sich diese Detailzeichnungen immer weiter und so entstand
eine neue Art der Plandarstellung mit grofler Zukunft: j/Indem hier die lings und quer
miteinander vernetzten inneren Wandelemente des Doms mit ihrer Hohenausdehnung
abgebildet sind, miissen die zur Planebene quer verlaufenden Wandverbindungen durch-
schnitten werden. Daraus entwickelt sich langsam der dem Grundriss zugeordnete Aufriss

als Vertikalschnitt durch das ganze Geb#ude®.“

1.2.1 Villard d’Honnecourt

Der wichtigste Beitrag zur angewandten Geometrie des Mittelalters stammt von den
Handwerkern - den Baumeistern, Steinmetzen und Zimmerleuten. Der Tradition entspre-

chend wurde das Wissen leider (aus heutiger Sicht) nur miindlich von Baumeister zu

6J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 101
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1 Mittelalter

Abbildung 1.6: Detailplan vom Siidturm

Abbildung 1.5: Der grofite und bedeu- Obergeschoss des Kolner

. . D . Int t ist i
tendste mittelalterliche oms. hteressant 1st, wie

an zwei Stellen (im Druck
schraffiert) die senkrecht

zur Planebene verlaufen-

Bauriss ist mit 4,20 m
Liange der Turmfassaden-

plan des Kolner Doms.
den  Verbindungsbauteile

geschnitten sind.

Abbildung 1.7: Hier zum Vergleich der Aufriss des Turmes des Wiener Stephansdomes.

12



1 Mittelalter

Baumeister weitergegeben. Aus diesem Grund gibt es aus dieser Zeit keine nennenswer-
ten Quellen, die uns Auskunft iiber das geometrische Wissen geben kénnten.

Einzig und allein das Skizzenbuch von Villard d’Honnecourt gibt uns Hinweise {iber den
damaligen Wissensstand und stellt somit ein unbeschreiblich wichtiges Zeitzeugnis dar.
Der aus Picardie stammende Baumeister hat bei seinen unzihligen Reisen durch Frank-
reich, Schweiz und Ungarn Details bekannter Kathedralen des 13. Jhs. auf insgesamt
63 Blittern festgehalten. Sein Skizzenbuch enthélt also Bauzeichnungen, Plastik- und
Maschinendarstellungen, figiirliche Kompositionen und Abbildungen der Steinmetzkunst.
Leider sind zu den insgesamt 325 Federzeichnungen keinerlei Erklarungen angefiigt, da
die Konstruktionskenntnisse miindlich weitergegeben worden sind (Abb. 1.8 - Abb. 1.11).

i s
> Led o e |

Abbildung 1.8: Villard d’Honnecourt: Kir-
chenfenster der frithgoti- Abbildung 1.9: Villard d’Honnecourt: Ris-

et webiastnts e g
T

schen Kathedrale von Lau- se der Gewolberippen zwei-

sanne (1275) er Kirchen

1.2.2 Die Bauhiittenbiicher

Neben dem zuvor erwdhnten Skizzenbuch, gibt es fiir das Hochmittelalter nur noch die
vier Bauhiittenbiicher als schriftliche Quellen zur angewandten Geometrie. Sie wurden
etwa 250 Jahre spéater in Stiddeutschland verfasst. Drei dieser vier frithen Druckwerke (!)
stammen von Matthdus Roriczer, ndmlich das , Biichlein von der fialen Gerechtigkeit®,
das ,, Wimpergbiichlein“ und die ,,Geometria deutsch“. Das , Fialenbiichlein“ wurde von

Hanns Schuttermayer herausgegeben.

13



1 Mittelalter

Abbildung 1.10: Villard d’'Honnecourt: ~ Abbildung 1.11: Zum Vergleich ein Foto

Turmfront in Laon des Kirchturms von Laon

Zur Erkléarung der Titel sei angemerkt, dass ,,Fialen (auch Violen genannt) kleine Ziertiirm-
chen zur Bekrénung von Strebepfeilern und Flankierung von Wimpergen, den gotischen
Ziergiebeln (Wimperg, urspriinglich wintperge = vor dem Wind bergend: Schutzgiebeln)
sind [...] Gerechtigkeit meint in diesem Zusammenhang den sachgerechten Entwurf der
Zeichnungen oder Risse, nach denen die Steinmetzen zu arbeiten haben”.“ Diese vier
Biicher sind nicht nur von Bedeutung fiir die Geometrie des Mittelalters, sondern auch
bedeutend aus ,,druckhistorischer® Sicht, da sie aus den ersten Jahrzehnten des Buch-
druckes stammen und somit seltene Inkunabeln (Wiegedruck) sind. Es handelt sich dabei
um kleine Schriften, das ,,Biichlein von der fialen Gerechtigkeit* umfasst 16 Blatter, die
»,Geometria deutsch® gar nur sechs, wovon die letzten drei Blatter eine Anweisung zur
Konstruktion von Wimpergen beinhalten.

Die Familie Roriczer hatte in drei Generationen vier Dombaumeister in Regensburg her-
vorgebracht, wobei der jiingste - Matthdus Roriczer - die drei Biicher in einer eigenen
Druckwerkstédtte herausgegeben hatte. Sein Vater war u.a. auch Gutachter beim Bau
des Wiener Stephansdomes bzw. der Miinchner Frauenkirche. Sowohl Roriczer, als auch
Schuttermayer (von dessen Biichlein nur mehr eine einzige Ausgabe existiert) beriefen
sich bei ihren Ausfithrungen auf die Baumeisterfamilie Parler, die von grofler Bedeutung

gewesen sein muss.

"P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,
2001) S.209 ff.
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1 Mittelalter

Ausgangspunkt der Fialenkonstruktion ist bei beiden Autoren die sog. ,Vierung iiber
Ort* (Abb. 1.12 & Abb. 1.13). In ein als Grundriss dienendes Quadrat wird durch Ver-
binden der Seitenmitten ein zweites gesetzt, wonach dieser Prozess mehrmals wiederholt
wird. Durch Drehung jedes zweiten Quadrates um das Zentrum um 45° entsteht eine

Folge ineinandergeschachtelter Quadrate mit parallelen Seiten. Zwei aufeinanderfolgende

V2.

Quadrate haben also das Seitenverhéltnis 1 : *5=; sie bilden die hhergelegenen Quer-

schnitte der spitz zulaufenden Fialentiirmchen, die in genau festgelegten Abstédnden von
der Grundflache der Reihe nach zu iibertragen sind. Nachdem so der Leib der Fiale ent-
worfen wurde, beschreibt Roriczer die Konstruktion des Risen (Helm, Spitzdach) und

anschliefend den Entwurf der Verzierungen (Blumen, Laubwerk).

aznech fo feqy
o7 fuslen wno
of rechen |
nach fo baift o) figer
sufy pem gnint. Bes
ver gelebuft gemacbe
Blfo bat amn nt py pue

fret
bl

Nebenstehende Figur zeigt Grund- und

ARWO DOBIHY &, CCCC. LXK i
¥¥UY IR B0, BBERT PELRY
ans o8TLY

Aufrisszeichnungen zur Darstellung der

1\ l Proportionen einer gotischen Fiale,
|
I

hier eines Strebepfeiler-Tiirmchens, von

Matthaus Roriczer. Er gehorte mit seinen

Regensburger Steinmetzen einer stadti-

schen Zunft und nicht dem Dachverband
der deutschen Bauhiitten an. Somit war er

auch nicht deren Geheimhaltungsstatuten

unterworfen.

Abbildung 1.12: Roriczers Fialenkon-

struktion

Rezepturartig wird der Steinmetz angewiesen, mit dem Zirkel bestimmte Strecken abzu-
greifen und auf das Werkstiick zu {ibertragen.

Neben der Vierung iiber Ort, einem Konstruktionsprinzip, das schon bei Platon, Vitruv
und Villard zu finden ist, und der Halbierung von Strecken, verwendet Roriczer auch die
Drittelung von Strecken. Aulerdem bezeichnet er konsequent alle Punkte fiir eine Kon-
struktion mit Buchstaben, erst am Ende radiert er diese mitsamt den Hilfslinien aus:
,Danach setze den Riesen der Fiale auf den Leib der Fiale und beseitige alle Teilstriche
[Hilfslinien|, so bleiben nur die rechten Linien, die fiir die Fiale notwendig sind. Danach

heifit die Figur eine rechte [d.h. eine richtig, gerecht konstruierte] Fiale, ausgezogen aus

15



1 Mittelalter

Eine Seite aus Schuttermayers Fia-
lenbiichlein. Sie zeigt das gleiche Propor-
tionsfindungsprinzip (untere Reihe), das
Roriczer beschrieben hat, wobei hier noch
die Fiale iiber einem Wimperg, dem Zier-
giebel iiber gotischen Fenstern und Porta-

len, hinzukommt.

Abbildung 1.13: Auszug aus Schutter-

mayers Fialenbiichlein

dem Grund[ri]. Ein Beispiel dafiir neben der Schrift, und zwar der Grund- und Aufri8.
Also hat ein Ende das Biichlein der Fialen Gerechtigkeit. Anno Domini M.CCC.LXXXVJ
Jar. Am Abend Petrj Und Paulj®.«

Um nochmals die Bedeutung der vier Bauhiittenbiicher hervorzuheben, méchte ich auf
die systematische Verwendung von Buchstaben zur Bezeichnung von Punkten und auf
die Verwendung der Begriffe ,, Grundriss® bzw. ,, Aufriss® hinweisen. Weiters ist bemer-
kenswert, dass alle Konstruktionen ohne Berechnungen durchfiihrbar sind und alle Mafle
vom Ausgangsquadrat abgeleitet werden. Ein wesentlicher Vorteil dieses Verfahrens liegt
in der Nachvollziehbarkeit der Konstruktionen auch iiber mehrere Generationen hinweg,
da die Bauzeit der Dome und Kathedralen sehr lange war. So konnten Steinmetze die Ar-
beit ihrer Vorgénger fortsetzen, ohne genaue Malangaben auf den Plinen zu benétigen.
Die Bauhiittenbiicher dokumentieren erstmals eine wichtige Facette der mittelalterlichen
Baukunst, ,,indem an einem sehr einfachen Bauteil geklart wird, wie die uniibertroffene
Harmonie aller Teile des so komplexen Formenzusammenspiels am gotischen Dom ’'ratio-
nal’ zustande gekommen ist?.“

Roriczers ,,Geometria deutsch® ist das erste gedruckte deutschsprachige Geometriebuch

8P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.213
9J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 108

ff.
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1 Mittelalter

und enthélt niitzliche Kapitel, wie die Konstruktion des rechten Winkels, eines regelméafi-
gen Fiinf-; Sieben- und Achtecks oder das Auffinden des ,,verlorenen“ Mittelpunktes eines
Kreises.

Das Besondere an der Fiinfeckkonstruktion ist, dass sie mit fester Zirkel6ffnung vorgenom-
men wird (wie auch spéter bei Diirer). Sehr einfach ist auch die Siebeneckskonstruktion:
In einem Kreis vom Radius r wird eine Sehne gleicher Linge gelegt (also die Seite eines
regelméfigen Sechsecks), sodann ein Radius gezeichnet, der diese Sehne in der Mitte trifft.
Das Stiick zwischen Kreiszentrum und Sehnenmitte soll dann siebenmal am Kreisumfang
abgetragen werden, also die Seite des regelméfligen Siebenecks darstellen. Roriczer wusste
damals noch nicht, dass es keine mit Zirkel und Lineal exakt ausfithrbare Siebeneckskon-

struktion gibt.

Zum Abschluss dieses Kapitels sei nochmals ein Riickblick in die Antike gestattet. Die von
Roriczer verwendete Konstruktion des rechten Winkels geht bereits auf Proklos zuriick,
die Achteckskonstruktion stammt von Heron. Die Bauhiittenbiicher stehen aber dennoch
in starkem Gegensatz zu den Uberlegungen aus der Antike, da keine Beweise verlangt wa-
ren bzw. durchgefithrt wurden. Darin liegt ein bedeutender Unterschied zur Renaissance
(nicht umsonst bedeutet dieser Begriff ,, Wiedergeburt® der Antike). Die Mathematiker
und Kiinstler der Renaissance sind bemiiht, zumindest ansatzweise eine Begriindung zu
ihren Ausfithrungen und Theorien zu geben. Unumstrittenes Meisterwerk aus dieser nach-
folgenden Zeit ist Diirers ,,Unterweisung der Mekunst“, von nun an wird versucht, Wis-
senschaft und Praxis miteinander zu vereinen und so ein wissenschaftliches Fundament

zu schaffen.
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2 Renaissance

Zwei wesentliche Merkmale prégen die Entwicklungen der Geometrie in der Renaissance-

zeit. Einerseits werden durch den stérkeren Praxisbezug neue Anwendungsgebiete er-

schlossen, andererseits stehen bei diesen Errungenschaften die Praktiker mehr denn je vor

den Gelehrten jener Zeit. Ingenieure, Kiinstler, Handwerker, Nautiker, Kaufleute, Arzte

und Juristen treiben die Neuerungen der Mathematik und Geometrie stark voran. Dies

ist in dieser Form einzigartig in der Geschichte der Mathematik.

Weiters wurden die Entwicklungen in der
Renaissance durch das philosophisch be-
dingte Interesse an antiken Kulturen und
somit auch dem Wiederentdecken der alt-
griechischen Sprache stark beeinflusst. Alte
Quellen wurden wieder interessant fiir die
Gelehrten und der Untergang des byzan-
tinischen Reiches (1453 - Eroberung Kon-
stantinopels) brachte viele griechische For-
scher nach Europa (v.a. Italien). Auflerdem
ermoglichte der Buchdruck von nun an ei-
ner viel grofleren Zahl von Interessierten
den Zugang zu wissenschaftlicher Literatur
bzw. Quellen. So verwundert es nicht, dass
die , Elemente® einer der ersten Bestseller

in den ersten Jahren des Buchdruckes wur-
de (Abb. 2.1).
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Abbildung 2.1: Titelblatt  der  ersten
Druckausgabe der ,Ele-
mente* von Euklid,

Venedig 1482

Man darf nicht vergessen, dass antike Mathematik im Wesentlichen Geometrie beinhalte-

te. Es mag nun einleuchten, dass es in der Renaissance viel leichter sein sollte, Fortschritte

gegeniiber der Antike in der Arithmetik, Algebra oder numerischen Mathematik zu erzie-

len. Nichts desto trotz wandten viele Mathematiker der Renaissance viel Energie dafiir

auf, das Wissen und Niveau der Antike iiberhaupt erst wieder zu erreichen. Auf Grund



2 Renaissance

vieler neuer Anforderungen aus der Praxis der Geometrie wurden viele neue Losungen
und Ansétze gefunden, sodass man zu Recht behaupten kann, die Renaissance sei eine

,der fruchtbarsten Perioden in der historischen Entwicklung der Geometrie!“ gewesen.

2.1 Astronomie, Geoddsie und Kartographie

2.1.1 Astronomie und Trigonometrie

Die Bedeutung der Astronomie in der Entwicklung der Mathematik bis zum Ende des 18.
Jhs. darf nicht unterschéitzt werden, war sie doch stets eine der stérksten Triebfedern fiir
die Beschiftigung und Weiterentwicklung der Mathematik und somit auch der Geometrie.
Mathematisch betrachtet ist Astronomie die Geometrie der Bewegungsablaufe am Himmel
auf eine gedachte Kugel projiziert. Auf Grund des hohen Stellenwertes der Astronomie
und der eng damit verkniipften Trigonometrie, konnte sich die Trigonometrie erst ab Mit-
te des 16. Jhs. als eigenstandiger Zweig der Mathematik etablieren. Andererseits konnte
sich nur so die sphérische Trigonometrie lange Zeit neben der ebenen Trigonometrie ent-
wickeln und halten.

Eine Schwierigkeit der damalige Zeit war, dass sich z.B. die zahlreich verbreiteten Sinus-
tafeln nicht - wie heute iiblich - auf den Einheitskreis bezogen. Regiomontanus’ ,,Fiinf
Biicher {iber beliebige Dreiecke® beinhalten u.a. den Cosinussatz der sphérischen Geome-
trie in einer fiir uns etwas schwer lesbaren Form:

sinvers A : (sinversa — sinvers(b — ¢)) = sintotus® : sinb - sinc (Abb. 2.2)

Dem entspricht in heutiger Schreibweise: cosa = cosb - cosc + sinb - cos «

Ich mochte an dieser Stelle nicht genauer auf die Geschichte der Trigonometrie eingehen,
sondern statt dessen eine Abbildung anfiigen, die die Einfliisse der Wissenschaftler auf

darauffolgende Generationen zeigen soll, einen sog. Stammbaum europiischer Trigonome-
trie (Abb. 2.3).

2.1.2 Kartographie

Zwischen 1615 und 1617 fithrte Snellius zwischen Alkmaar und Bergen op Zoom (ca. 130
km ldngs desselben Meridians) die erste Gradmessung mittels Triangulation durch. Das

bemerkenswert genaue Ergebnis veroffentlichte er in seinem Hauptwerk ,, Eratosthenes Ba-

'P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,
2001) S.223
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gromaon

* Sinus totus

+————umbra recta ~ cos A——»
sinus

versus A

Abbildung 2.2: Skizze zu Regiomontanus’ Kosinussatz

Stammbaum der europiischen Trigonometrie

15041574
Reiner Gemma Frisius
/ 1508 . 1555
\
Gerhard Mercator
1312 1594
TY
Simon Stevin €———  Francois Viéle John Neper
1548 - 1620 1540 - J603 1350 - 1617
\ \ I/
Adriaan van Roomen Bartholomaus Pitiscus
1561 - 1615 1561 - 1613

b

Willebrord Snellius
1381 - 1626

Abbildung 2.3: Stammbaum der européischen Trigonometrie
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2 Renaissance

tavus“ (iibersetzt: Der niederldndische Eratosthenes). Er beschreibt darin auch ein bei der
Vermessung verwendetes Verfahren: das Riickwértseinschneiden, welches viel spéter nach
Laurent Pothenot (Paris, 18. Jh.) benannt wird.

Bei diesem Verfahren werden von einem Standort S, der zu ermitteln ist, die Winkel zwi-
schen je zwei von drei bekannten Punkten A, B, C gemessen. Die Kreise durch 0.B.d.A.
S, A, B und S, B,C erhélt man mittels der Peripheriewinkel und der gesuchte Standort
S ergibt sich als der von B verschiedene Restschnittpunkt beider Kreise. Es bleibt zu be-
achten, dass dieses Verfahren versagt, wenn S auf dem Kreis A, B, C liegt, ferner, dass es
beliebig ungenauer wird, je ndher S an diesem ,,gefdhrlichen Kreis* liegt. So trivial diese
Uberlegung scheinen mag, sosehr zeugt sie von der neuen Art geometrisch zu denken.
Im 17. Jh. beteiligen sich Gréflen wie Kepler, Schickard, Cassini und Ricci an Landver-
messungen und der Erstellung von Karten und Modellen, um die Erde zu beschreiben. So
entwickelt sich mit dem Aufschwung der Astronomie, Geographie und Geodésie ein neues
Anwendungsgebiet der Geometrie - die Kartographie. Die dabei wichtige Abbildungsme-
thode der stereographischen Projektion wurde zwar bereits in der Antike mathematisch
korrekt entwickelt, aber erst Johannes Werner hatte die Idee, die stereographische Pro-
jektion auch fiir die Erstellung von Karten zu verwenden?. Die bekannten Weltkarten des
Ptolemaios wurden ,nur® als Teile von Kegelprojektionen erstellt (diese Karten stellten
aber nur den damals bekannten Teil der Welt dar - Abb. 2.4 & Abb. 2.5).

Abbildung 2.4: Prinzip der Kegel- Abbildung 2.5: Weltkarte der bewohnten Welt in
projektion des Pto- Kegelprojektion (StraSburg 1513),
lemaios rekonstruiert nach den Langen- und

Breitenangaben des Ptolemaios

’Die kreistreue stereographische Projektion wurde bis zu diesem Zeitpunkt u.a. fiir Astrolabien oder

mechanisch angetriebene Zifferblatter astronomischer Uhren verwendet.
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Wiéhrend die Karten des Mittelalters eher
einen symbolischen Charakter hatten, um
die Weltvorstellung der katholischen Kirche
zu untermauern, war ab nun eine seriés wis-
senschaftliche Betrachtung gefragt. Den-
noch waren Begriffe wie flachentreue oder
winkeltreue Abbildung noch nicht Gegen-
stand der Forschung, vielmehr beschéftig-
te man sich in der zweiten Hélfte des 16.
Jhs. mit orthographischer und stereogra-
phischer Projektion. So entwickelte der kai-

serliche Hofastronom Johann Stoberer in

Wien ein flichentreues Bild der Kugel-

oberflache, das wegen seiner herzformigen Abbildung 2.6: Herzformige Weltkarte

Gestalt vielfach reproduziert wurde (Abb. nach dem Prinzip von

2.6). Stoberer und Werner

Ausgehend von einem ldngentreuen Bild NS eines ,,Nullmeridians* werden die Breiten-
kreise nach beiden Seiten ldngentreu auf konzentrischen Kreisbogen um das Bild N des
Nordpols abgetragen, sodass sich die markante Herzform als Ort der Endpunkte dieser
Kreisbégen und zugleich als Doppelbild des 180°-Meridians ergibt. Man kann heute nicht
mehr feststellen, ob Stéberer bereits die heuristische® Uberlegung angestellt hat, dass man
auf diese Weise mittels der Langentreue am Nullmeridian und auf den dort abgetragenen
Breitenkreisen ein flichentreues Bild der Kugel erhalten konnte. Dieses Abbildungsver-
fahren wurde von eingangs erwihntem Werner ausgearbeitet.

Stoberer entwickelte aber auch noch eine andere Methode, eine Karte einer Halbkugel der
Erde zu erstellen. Er projizierte eine Halbkugel parallel auf eine Tangentialebene. Eine
solche Karte wurde 1515 unter Mithilfe von Albrecht Diirer im Auftrag des Kaisers Ma-
ximilian erstellt (Abb. 2.7).

Andere kartographische Abbildungen dieser Zeit sind:

e der mittelabstandstreue Azimutalentwurf von Cusanus und Snellius. Bei diesem Ent-

wurf werden ,,die Meridiane in von N ausgehende Strahlen und die Breitenkreise in

3Mittel, um folgende Hypothese exakt zu bestéitigen, gab es ohnedies erst im 19.Jh.
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Abbildung 2.8: Loxodromen-
Diagramm von

Abbildung 2.7: Weltkarte nach Stoberer und Diirer Nunez (1537)

konzentrische Kreise der Karte so abgebildet, dass ihr Radius gleich der im Bogen-
maf} gemessenen Poldistanz ist. (Der Name des Verfahrens bedeutet also, dass alle
Punkte in ihrer wahren Entfernung vom Nordpol = Kartenmittelpunkt abgebildet

werden)?.“

e der zuerst ,von Mercator benutzte, spiater nach Sanson und Flamsteed benann-
te Entwurf, bei dem die Breitenkreise in abstandstreue parallele Strecken und die

Meridiane so abgebildet werden, dass sich Flichentreue ergibt?.*

Der soeben genannte Mercator (biirgerlich Gerhard Kremer) war der Meister der Karto-
graphie der Renaissancezeit. Schon vor ihm hatte sich der portugiesische Mathematiker
Nunez 1537 mit den fiir die Nautik so wichtigen Kurven konstanten Kurses (spéter Lox-
odromen genannt) beschéftigt. Er erforschte also jene Kurven, die dadurch definiert sind,
dass sie alle Meridiane unter einem festen Winkel schneiden und konnte sogar durch
niaherungsweise Konstruktion (unter der Verwendung von nur acht Meridianen und der
Approximation durch Kreisbogen jeweils bis zum néchsten Meridian) zeigen, dass diese
von ihm ,,curvas dos rombos®“ genannten Kurven, sich spiralférmig beiden Polen ndhern,
ohne diese jemals zu erreichen (Abb. 2.8).

Zur weiteren Entwicklung: 1541 fertigte Mercator einen Globus an, der diese Loxodrome

bereits trug. 1568 erstellte er die erste Weltkarte, auf der Kurven als Geraden abgebildet

4P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.239
°P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.239

23



2 Renaissance

worden waren - dies war die Geburtsstunde der Mercatorprojektion. Weite Verbreitung
fand diese erst nach dessen Tod, als 1595 ein Weltatlas gedruckt wurde. Lange Zeit wurde
geritselt, wie Mercator diese Karte wohl zustande gebracht hatte, da ,einerseits das ex-
akte Gesetz, nach dem die Abstéinde der Breitenkreisbilder vom Aquator mit wachsender
Breite ins Unendliche wachsen miissen, erst durch Losen einer Infinitesimalgleichung ge-
funden werden kann und andererseits die Mercatorprojektion, bei der die Kugeloberfliche
(auBer den beiden Polen) auf einen tangential an den Aquator gelegten und anschlieBend
abgewickelten Zylinder unendlicher Hohe abgebildet wird, sich auf keine Weise als "Pro-
jektion’ erkldren lisst®.“ Heute vermutet man auf Grund des fritheren Erscheinens des
Globus’, dass er die darauf punktweise konstruierten Loxodrome ,intuitiv¢ approximie-
rend auf die Karte iibertragen hatte.

In Folge dieser Mercatorprojektion beschéftigten sich viele Forscher mit Kartenprojektio-
nen. Ein damals eher unbekannter englischer Mathematiker, Thomas Harriot, bewies um
1600 vermutlich als erster die Winkeltreue der stereographischen Projektion und folgerte,
dass Loxodromen bei stereographischer Projektion auf die Aquatorebene die Bilder aller
Breitenkreise unter konstantem Winkel schneiden und somit auf logarithmische Spiralen

um den Pol abgebildet werden miissen.

Die Mercatorprojektion

Mercator geht von einem nach oben und unten unbegrenzten Zylinder mit Erddurchmesser
aus, in dem die Erdkugel positioniert ist (Abb. 2.9). Die Kugeloberflichenpunkte werden
vom Kugelmittelpunkt auf den inneren Zylindermantel projiziert. Wenn man in Folge
den Zylindermantel langs einer Erzeugenden aufschneidet, erhédlt man ein rechtwinkeli-
ges Kartennetz. Die Abstdnde zwischen den Meridianen bleiben dabei zwar gleich, aber
die zwischen den Breitenkreisen verdndern sich. Die Gestalt der Erde auf dieser Karte
verandert sich so stark zum Nord- bzw. Siidpol hin, dass Mercator empirisch bestimmte
Korrekturen angab. Bei der Mercator-Projektion handelt es sich um eine konforme, aber
flachenverzerrende Abbildung (was erst spiter mittels der Differentialgeometrie nachge-
wiesen werden kann). ,Die Metrik d = a - In tcm% + 45° zur Messung des Abstandes von

Breitenkreis ® und Aquator fand 1599 der englische Navigator E. Wright”.“

6P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.241
"K. Mainzer. Geschichte der Geometrie. (Mannheim/Wien/Ziirich, 1980) S. 85
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Abbildung 2.9: Mercatorprojektion

Kunst und Geometrie - Abbildungsmethoden

Unter all den Kiinstlern der Renaissance gibt es einige, die sich auch fiir Mathematik und

Geometrie interessiert haben, u.a. Paolo Uccello, Wenzel Jamnitzer, Leonardo da Vinci

oder Albrecht Diirer, wobei letzterer objektiv betrachtet das grofite mathematische Wissen

und Verstédndnis der Kiinstler dieser Zeit hatte. Die wohl eher symboltréchtigen Darstel-

lungen des Mittelalters wandelten sich unter Fiihrung der soeben genannten Persoénlich-

keiten hin zu einer realitdtsnahen Kunstform, deren Errungenschaften nicht hoch genug

bewertet werden konnen. Zwangsléaufig fithrte das Streben nach Realismus zur Entwick-

lung der Zentralperspektive, aber auch andere wichtige Teilgebiete der Geometrie wurden

sehr gut erforscht:

vereinzelte Beispiele unter Anwendung des Grund-Aufrissverfahrens, welches erst

viel spéter allgemein zur Losung raumlich-konstruktiver Probleme behandelt wurde

geometrische Konstruktionen und Ndherungen bei der Losung geometrischer Auf-

gaben, die nur mittels Zirkel und Lineal 16sbar sind
Entdeckung neuer geometrischer Formen (Fliachen, Korper, Kurven)
Studium ebener Parkette und Ornamente

regulére und halbregulédre Polyeder (meist unter dsthetischem Gesichtspunkt zu be-
trachten)

Versuch, Schonheit und Harmonie in mathematischen Gesetzen oder Zahlenverhélt-

nissen auszudriicken (Goldener Schnitt)

Fachterminologie in der eigenen Landessprache wurde entwickelt (nicht mehr Latein)
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Alle soeben genannten Punkte wurden
sowohl von Albrecht Diirer, als auch von
Leonardo da Vinci bearbeitet, mit dem
groflen Unterschied, dass von letzterem
kaum zusammenhéngende Schriften er-
halten sind, was auch daran liegt, dass
da Vinci (Abb. 2.10) kaum etwas publi-
ziert hatte.

Von Diirers drei grofien theoretischen

Schriften sind bis in die heutige Zeit vie- _ ;
le Nachdrucke erstellt worden, die uns Abbildung 2.10: Leonardo da Vinci: Skiz-
an seinem Schaffen heute noch in klarer ze zum Bild ,,Anbetung der

Weise teilhaben lassen. drei Konige*

2.2.1 Perspektive

Bereits in der Antike sollen Gemaélde entstanden sein, die perspektivische Ziige tragen.
Folgendes Beispiel soll zeigen, dass jedoch noch keine korrekte Theorie in dieser Zeit ent-

wickelt wurde.

Bei der Untersuchung der Fluchtachsenper-
spektive des Wandgeméldes aus der Villa Li-
via auf dem Palatin in Rom, stellt sich her-
aus, dass die ,subjektive* Abweichung von
der wissenschaftlich korrekten Konstrukti-
on von Vorteil fiir die Betrachtung eines so
groflen Bildes ist. Zur Erfassung der oberen
Bildteile muss man namlich den Kopf he-

ben, wobei sich fiir das Auge ein perspek-

tivischer Bezugsrahmen ergibt, der mit der
Abbildung 2.11: Untersuchung der Flucht- richtigen Bildkonstruktion des Zentralflucht-
achsenperspektive  eines Punktes weniger tibereinstimmt als mit der

romischen Wandgemildes €ines hoher gelegenen Fluchtachsenpunktes.
In Abb. 2.11 fluchten nicht alle in die Raumtiefe gehenden Horizontalparallelen zu einem

einzigen Fluchtpunkt, sondern getrennt nach gemeinsamer Hohenlage zu verschiedenen

Fluchtpunkten, die entsprechend senkrecht iibereinander auf der sog. , Fluchtachse® lie-
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gen. Wissenschaftlich betrachtet ist das falsch, da alle Linien in einen Punkt fluchten
miissten, jedoch der optische Eindruck verbessert sich durch die in der Antike angewand-
te Methode.

Angeblich soll der Architekt der Florentiner Domkuppel, Filippo Brunelleschi, um ca.
1400 eine Methode entwickelt haben, um aus dem Grund- bzw. Aufriss eines Gebaudes
punktweise eine perspektivisch korrekte Ansicht desselben zu erhalten. Spater wurde die-
ses Verfahren ,, Durchschnittsmethode“ (Abb. 2.12) genannt, was damit begriindet wird,
dass bei dieser Methode der Grund-Aufriss um den angenommenen Augpunkt und die
angenommene Bildebene ergidnzt wird, um dann den Durchschnitt des Sehkegels mit der
Bildebene zu bestimmen. Es ist eines der ersten Mehrbilderverfahren und eignet sich,
grundlegende Gesetze der Perspektive anschaulich und mathematisch korrekt herzuleiten,
aber die punktweise Konstruktion eines Objektes erweist sich als sehr aufwindig. Da von
Brunelleschi keine schriftlichen Aufzeichnungen dieser Methode erhalten geblieben sind,
ist die Zuschreibung heute noch strittig.
.i:_flr-aﬁ
Objekt Auge

Bild von P

P e . T

v(P) y(P)

L x(P) -

|
1
|
I
I
1
T
I
I

x(P)

,“'i-—-——'—"__'_'__-_“__——__-__. 4’
Grundrift

Bildebene

Abbildung 2.12: Schematische Darstellung der Durchschnittsmethode

Schon vor Brunelleschi interessierten sich Kiinstler, wie z.B. der Maler Giotto, fiir eine
korrekte wirklichkeitstreue Darstellung des Raumes, um sich von der flachigen Bildauffas-
sung des Mittelalters loszulosen. Man kam aber iiber eine intuitive, augenscheinlich kor-
rekte Darstellung nicht hinweg, da jegliche Vorstellung einer Fluchtstruktur des Bildrau-
mes bzw. Gesetzméafigkeiten beziiglich der sich perspektivisch verkiirzenden Raumtiefen
fehlten. Man kann Brunelleschi wohl zuschreiben, dass er den Ubergang von Euklids

Sehkegel zu einer Sehpyramide (fiir geradlinig begrenzte Figuren) schuf. So ,brachte er
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wahrscheinlich in einer apparativen Anordnung, wie sie von seinem Schiiler Alberti zu
einem perspektivischen Mefigerit weiterentwickelt wurde, [die Sehpyramide] derart mit
einer vertikal stehenden Bildebene zum Schnitt, dass die von der optischen Achse des an
der Spitze eines Stabes festgehaltenen Auges gebildeten Visierlinien zu den Punkten des
Gegenstandes das perspektivische Bild punktweise dort zeichnen, wo sie die Vertikalebene
durchstofien®* (Abb. 2.13).

Abbildung 2.13: Sehpyramide Abbildung 2.14: Visiermethoden
Diese Darstellung aus dem 15. Jh. zeigt

Dieser Stich zur Erklarung der perspektivi- o
Visiermethoden der Geodéiten und Astro-
schen Abbildungsmethode stammt aus dem
Jahr 1713. Mit dem Auge O werden die
Punkte ABC' D des Vierecks anvisiert. Dort,
wo die Sehstrahlen auf die Bildtafel HIFG

auftreffen, wird die Figur in den Punkten

nomen. Mit Hilfe verschiedener Instru-
mente werden Seh- und Visierstrahlen er-
zeugt, die die Seile aus den Anfingen der
Landmessung ersetzen. Im Architektenmi-
lieu spricht man heute noch lieber von Vi-

perspektivisch abgebildet. o S
sierlinien als von Projektionsstrahlen.

Diese Anordnung ist heute noch das Modell der Abbildungssituation einer Zentralperspek-
tive. Zur Realisierung der Projektionsstrahlen wandte Brunelleschi die ihm als Baumeister
bekannte praktische Visiermethode der Feldmesser an (Abb. 2.14).

AuBerdem soll Brunelleschi ein Gerédt entwickelt haben, das ausschlieflich dazu diente,
ein Auge des Betrachters seiner Perspektiven zwangsldufig in die einzig korrekte Stellung
zum Bild zu bringen (Abb 2.15).

Die Entwicklungen der Friithrenaissance im deutschen Sprachraum beschéftigten sich vor-
rangig mit der Mechanisierung des aufwéndigen Konstruktionsherganges, wie folgende
Abbildungen illustrieren sollen. Maler verwendeten ein Quadratnetz, mit dessen Hilfe die

zu malende Ansicht in kleine Teile zerlegt wurde, um folglich die Gesamtansicht leichter

8]. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 127
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Das Bild hat an der Stelle des Zentral-
fluchtpunktes ein Loch, durch das der Be-
trachter von der Riickseite auf einen Spie-
gel schaut, in dem er das Bild erblickt. Da
der Spiegel in der Distanz, mit der die Per-

spektive konstruiert worden ist, gehalten

wird, ist das Auge in der optisch einzig rich-
Abbildung 2.15: Schema des perspekti-  tigen Position fixiert (Abb 2.15).
vischen Betrachtungs-

gerdtes von Brunelleschi

auf einem Bild darstellen zu konnen. ,,Das Netz wurde dazu in feine durchsichtige Schlei-
er eingewebt, welche der Maler zwischen seinem Auge und dem zu malenden Gegenstand
aufspannte. Spiter benutzte man Netze aus Féaden bzw. Glasscheiben, wobei die Netze
aufgemalt bzw. eingeritzt waren®.*

So beschreibt Diirer den Arbeitsablauf (Abb. 2.17) wie folgt:

,Durch drei Fdden magst du ein jedes Ding, das du damit erreichen kannst, in ein Gemélde
bringen, auf eine Tafel zu verzeichnen. Dem thue also.

Bist du in einem Saal, so schlage eine groBe Nadel mit einem weiten Ohr, die dazu gemacht
ist, in eine Wand, vor ein Auge. Ziehe dadurch einen starken Faden und hénge unten ein
Bleigewicht daran. Danach setze einen Tisch oder eine Tafel so weit von dem Nadelohr,
darinn der Faden ist, als du willst. Darauf stelle einen aufrechten Rahmen fest, zwerchs
gegen das Nadelohr, hoch oder nieder, auf welche Seite du willst. Der Rahmen habe ein
Thiirlein, das man auf und zu thun kann. Dieses Thiirlein sei deine Tafel, darauf du malen
willst. Danach nagele zwei Féaden, die ebenso lang sind als der aufrechte Rahmen lang und
breit ist, oben und mitten in den Rahmen und den anderen auf einer Seite auch mitten
in den Rahmen, und lasse sie hdngen. Danach mache einen eisernen langen Stift, der zu-
vorderst an der Spitze ein Nadelohr habe. Darein fadele den langen Faden, der durch das
Nadelohr an der Wand gezogen ist, und fahre mit der Nadel und dem langen Faden durch
den Rahmen hinaus, und gib sie einem Anderen in die Hand. Du aber warte der beiden
anderen Faden, die am Rahmen héngen. Nun gebrauche dies also.

Lege eine Laute oder was dir sonst gefillt, so fern von dem Rahmen als du willst, nur dass

sie unverriickt bleibe, so lange du ihrer bedarfst. Lasse deine Gesellen die Nadel mit dem

9F. Kaderavek. Geometrie und Kunst in fritherer Zeit. (Prag, 1935) S. 58
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Abbildung 2.16: Ein wesentliches Element in dieser Abbildung ist der verstellbare Stab

zur Fixierung des Augpunktes.

Abbildung 2.17: Eine umstéandliche Methode, die Bildpunkte mittels ihrer ,, Koordinaten*

zu bestimmen.
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Faden hinausstrecken auf die nétigsten Punkte der Laute. Und so oft er auf einem still hélt
und den langen Faden streckt, so schlage allweg die zwei Fidden am Rahmen kreuzweis
gestreckt an den langen Faden, klebe sie an beiden Seiten mit Wachs an den Rahmen und
heifle deinen Gesellen seinen langen Faden nachlassen. Danach schlage das Thiirlein zu
und zeichne denselben Punkt, wo die Faden kreuzweise iibereinandergehen auf die Tafel.
Danach thue das Thiirlein wieder auf und thue mit einem anderen Punkte abermals so,
bis dafl du die ganze Laute gar an die Tafel punctirst. Dann ziehe alle Punkte, die von
der Laute auf der Tafel geworden sind, mit Linien zusammen, so siehst du, was daraus
wird. Also magst du andere Dinge auch abzeichnen!®.“

Natiirlich versuchte man auch, der Durchschnittsmethode GesetzméBigkeiten abzuge-
winnen, um die Konstruktion perspektivischer Bilder zu erleichtern. In weiterer Folge
beschéftigten sich die Kiinstler und Gelehrten mit der Frage, welche Parameter eines
Bildes unter welchen Bedingungen frei wahlbar seien bzw. wie aus einem korrekt per-
spektivisch erstellten Bild der Betrachterstandpunkt (=Augpunkt) zu rekonstruieren sei.
Die Rekonstruktion des Augpunktes wurde 1605 ansatzweise von Simon Stevin in seinem
Lehrbuch zur Perspektive (,Van de deursichtighe®) diskutiert, aber erst von Lambert
im 18. Jh. vollstdndig bearbeitet. Vor allem italienische Kiinstler befassten sich mit der
Perspektive, weshalb Kiinstler aus ganz Europa nach Italien reisten, um diese ,,Kunst zu
erlernen®.

Das einfachste Beispiel war der sog. ,,pavimento®, ein schachbrettartig gemusterter Fu3bo-
den mit einer zum vorderen Bildrand parallelen Kante, die sich (wenn korrekt konstruiert)
zum Bildhintergrund hin verkleinerte und fiir die weitere approximative Bildkonstruktion

als hilfreich erwies.

; H s Al
i s R /

o R

: —e - Fe'd

Abbildung 2.18: Pavimento-Methode

Bei der Pavimento-Methode (Abb. 2.18) wird der Horizont h parallel zur unteren Bild-

10A. Diirer. Unterweisung der Messung ... (Miinchen, 1908) S. 181 ff.
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kante f gewéhlt und der Hauptpunkt H auf h fixiert das Lot, auf dem der Augpunkt
A liegen muss. Die Wahl des Abstandes zwischen f und der ersten Fugenreihe g beein-
flusst die Augdistanz d = HA, wie in der Seitenansicht zu sehen ist. Gleichzeitig legt
die Augdistanz den Fluchtpunkt F der Diagonalrichtung fest und ermdoglicht somit die
Konstruktion aller weiteren Fugenreihen.

Mit der Zeit entwickelten die Kiinstler auch die Konstruktion eines nicht zur Bildfront

parallelen Pavimentos und folglich die projektive Skalierung beliebig geneigter Geraden

(Abb. 2.19).

a
<
7
E
& F ¢ 5% =

Abbildung 2.19: Konstruktion einer projektiven Skala nach Diirer

So bildeten sich Begriffe wie Horizont, Fluchtpunkt, Hauptpunkt, etc. aber natiirlich noch
nicht mit der strengen eindeutigen Definition, wie wir sie heute kennen. So identifizierte
man z.B. den Augpunkt (Ort des Betrachterauges) mit dem Hauptpunkt (Lotfupunkt
vom Augpunkt auf die Bildebene). Nichts desto trotz wurde die perspektivische Dar-
stellungsweise sehr gut weiterentwickelt, vor allem von den Jesuiten und das aus drifti-
gem Grund, denn diese versuchten mittels der fiir ungebildete Biirger und einfache Leute
iiberwéltigenden Sinneseindriicke eben diese wieder fiir die katholische Kirche zu gewin-

nen. In dieser Phase wurde die Reliefperspektive entwickelt.

Reliefperspektive

Bei dieser Methode wird der Halbraum hinter einer Frontebene (=Spurebene) umkehrbar
eindeutig auf die Schicht zwischen dieser Ebene und einer dazu parallelen Fluchtebene
abgebildet. Dieses Prinzip soll bereits 1420 von Lorenz Ghiberti bei der plastischen Aus-
gestaltung des Baptisteriums am Florentiner Dom (Abb. 2.20) verwendet worden sein,
dies erscheint aber ob des frithen Datums eher unwahrscheinlich und wiirde dem damali-
gen Wissensstand nicht entsprechen. Das Werk dokumentiert jedoch das frithe Interesse

an naturalistischen Darstellungen.
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Fluchlebene Spurebene

\
\

Pty A ! O L R 5 ikl |
“adn b ~ Auge des
g Betrachters

Abbildung 2.21: Reliefperspektive
Abbildung 2.20: Eines der zehn Felder am
Baptisterium des Floren-

tiner Domes.

Die Reliefperspektive ist eine zentralperspektivische Abbildung eines von der sog. Spur-
ebene begrenzten Halbraumes auf den von dieser Spurebene und einer dazu parallelen
Fluchtebene begrenzten Teil dieses Halbraumes (Abb. 2.21). Die Spurebene teilt den
Raum in zwei Halbriume, wobei sich in einem von diesen der Augpunkt A des Betrachters
befindet. Ist g eine beliebige im Punkt S der Spurebene beginnende Halbgerade des ande-
ren Halbraumes, so schneidet die Parallele gy zu g durch A die Fluchtebene im Fluchtpunkt
F(g) der Geraden g, d.h. dem Bild des unendlich fernen Punktes von g. Die Parallelen
Geraden g und gg spannen eine Ebene auf. Jedem Punkt P auf g wird der Schnittpunkt
f(P) der Geraden PA mit der Strecke SF'(g) zugeordnet. Dadurch ist die Halbgerade g
umkehrbar eindeutig auf die Strecke SF(g) und der gesamte Halbraum umkehrbar ein-
deutig auf die ,,Schicht“ zwischen Flucht- und Spurebene abgebildet. Eine mathematische
Theorie zur Reliefperspektive entstand jedoch erst im 19.Jh. im Rahmen der projektiven
Geometrie. Abbildung 2.22 zeigt Grundbeispiele zur Reliefperspektive, die in dieser Zeit

iiblicherweise behandelt und gezeichnet wurden.
Neben der Reliefperspektive wurde die sog. anamorphoretische Perspektive zu dieser Zeit

entwickelt. Es handelt sich hierbei um ein perspektivisch korrektes, gewohnliches Ab-

bildungsverfahren, bei dem ein extremer Betrachterstandpunkt eingenommen wird. Nur
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Abbildung 2.22: Beispiele zur Reliefperspektive: Typische Korper, Bogenhalle, Romani-

sche Basilika

wenn man diesen Standpunkt findet, kann man den Inhalt des sonst chaotisch wirkenden
Bildes erfassen. Das Hauptwerk zu dieser ,,curiosen Perspective® stammt vom franzosi-
schen Franziskaner J. F. Niceron (1638).

Die Frontalperspektive

Das erste Gemaélde, das nachweislich aufgrund einer echten Perspektivenkonstruktion ent-
standen ist, ist das Dreifaltigkeitsfresko von Masaccio (1401 - 1428). Man geht davon aus,
dass Brunelleschi - wieder einmal - der Konstrukteur des perspektivischen Bildgeriistes
ist, welches vor ca. 20 Jahren bei Restaurierungsarbeiten freigelegt worden ist (Abb. 2.23).
Die Entwicklung der spéter so genannten ,,Frontalperspektive® beherrschte in ganz Itali-
en die perspektivischen Forschungen des 15. Jhs. Die Frontalperspektive verminderte den
konstruktiven Aufwand in den Hilfstafeln von Grund- und Aufriss und ist relativ einfach,
da im Normalfall rechtwinkeliger Gebédude eine Bauwerksseite immer para-llel zur Bilde-
bene liegt, wihrend die andere dazu senkrecht steht, sodass die zur Bildebene parallelen
Mauern zu sich selbst parallel abgebildet werden, also nicht fluchten (Abb. 2.24).

Der erste, der die Frontalperspektive systematisch und logisch korrekt erfasste, war Leon
Battista Alberti, ein Schiiler Brunelleschis. Im Gegensatz zu seinem Lehrmeister hatte Al-
berti eine profunde universitdre Ausbildung genossen und schrieb seine wissenschaftlichen

Betrachtungen in Florenz in toskanischer Landessprache oder in Latein. So wird er zu
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Abbildung 2.23: Dreifaltigkeitsfresco  von
Masaccio (1401 - 1428) in

Florenz

Abbildung 2.24: Frontalperspektive mnach

Brunelleschi

einem wichtigen Briickenbauer beider Sprachen (beziiglich der Terminologie) und somit
auch zwischen den Handwerkern und Gelehrten. In seinem Werk ,,De pictura“ beschreibt
er Grundkonstruktionen, die er mit Brunelleschi entwickelt hat und u.a. auch den bereits
erwahnten Visierapparat, der mit Hilfe dieser Beschreibung rekonstruiert werden konnte
(Abb. 2.15). Alberti ist sich des Umstandes bewusst, dass der Inhalt seines Lehrbuches
zu wiinschen {ibrig ldsst und ersucht um Verstdndnis seitens des Lesers ob der “Neuheit
des Gegenstandes und der [daraus resultierenden] gebotenen Kiirze der Behandlung!!.*
Piero della Francesca, ein Schiiler Albertis, arbeitete viele Jahrzehnte lang an einer prak-
tischen und theoretischen Zusammenfassung aller perspektivischen Forschungsergebnisse
der Florentiner Schule. So brachte er wéhrend seines letzten Lebensjahrzehnts in den
Jahren 1484 bis 1487 das bedeutende Traktat ,De prospectiva pingendi® heraus, das
als Grundlagenwerk der Frontalperspektive gilt, in dem die Moglichkeiten der frontalen
Abbildung der fiir die Architektur wichtigsten Grundformen sowie deren verschiedenste
Lagen in Bezug zur Bildebene weitgehend angefiihrt sind.

,Der Ausgang seiner Konstruktionen ist das frontal fluchtende Quadrat mit den Diagona-
len, das schon bei den Tiefenverkiirzungen fiir regelméfiige Intervalle bei Brunelleschi und
Alberti bildet. Erst Pieros logisch-systematischer Verstand fand heraus, dass die 'topologi-
schen” Nachbarschaftsbeziehungen der Diagonalpunkte eines Rasters nach ihrer perspek-

tivischen Verzerrung durch Fluchtung und Verkiirzung nicht nur bei den regelméfigen

1J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 136
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Teilungen eines Quadratrasters erhalten bleiben, sondern, dass diese perspektivische Ab-
bildungsgesetzméfigkeit fiir jede mogliche Folge von Intervallen gilt. Damit stand eine
universelle Methode fiir die bei Architekten 'Tiefenteilung’ genannte Verkiirzungskon-
struktion zur Verfiigung und zugleich war das Prinzip der Frontalperspektive auf die
Losung so gut wie aller Architektur-Abbildungsprobleme erweitert. Beliebig vieleckige Fi-
guren oder Raumgebilde konnten nun perspektivisch abgebildet werden, auch wenn bei

ihnen keine frontale Lage zur Bildebene vorlag oder gar nicht moglich war.

84:11>AJ

83 Die Figur aus »De Prospectiva Pingendi« veran-
schaulicht Piero della Francescas Losungsweg, ein beliebiges Tiefenintervall mit
Hilfe der Quadratdiagonale rein konstruktiv, also ohne jedes Anvisieren, in die Perspektive zu
tibersetzen. Fiir uns heute ist die spiegelbildliche Umkehrung zwischen Grundrif§
und Perspektive befremdlich.

84 a, b Demonstration der Tiefenteilungsmethode von Piero

1- S ] mittels der Quadratdiagonale, die die perspektivische Konstruktion

'q \ Jedes beliebigen Vielecks erlaubt, auch wenn dieses nicht »frontal«
zur Bildebene liegt.

85 a An diesem nicht frontal, sondern siiber Eck«

"\ liegenden Wiirfel ist die Piero sche Konstruktion von perspektivi- | | |
schen Rawmhohen ablesbar. Die wahre Wiirfelhohe wird auf der ) |
1
|
|
.
|
|

Bildebene iiber der linken vorderen Trapezecke angetragen und zum
Augpunkt eingefluchtet, wobei sie stetig verkleinert und an den
entsprechenden Stellen waagrecht zu den Wiirfelecken
transportiert wird.

85 b Diese Figur von Piero markiert den Ubergang zum
Distanzpunktverfahren. Die Strecke AO wird als Entfernung des _L -
betrachtenden Auges von der Bildebene bestimmt und entspricht |

dem Horizont, Somit ist O der ."T:u'h!pmrﬁ‘:‘ der Ql.’m.’m!rﬁrlgn' |
nalen, und folglich kann die Tiefenteilung der fiinf Quadrate |
auch mit dem Fluchtstrahl zum Punkt O konstruiert werden. ;#J I :

Abbildung 2.25: Frontalperspektive

36



2 Renaissance

So gelang es, rechtwinkelige Gegenstéinde, wie etwa ein Gebédude, 'iiber Eck’ mit den fron-
talen Gesetzméfigkeiten zu projizieren. Diesem Umstand ist es wohl zuzuschreiben, dass
der Entwicklung der komplizierten Perspektive mit zwei oder mehreren Hauptfluchtpunk-
ten, der sogenannten Eckperspektive, in Italien keine Aufmerksamkeit geschenkt wurde
und sich die italienische Malerei lange Zeit in der Raumkomposition auf die Frontalper-
spektive beschrinkte!?.«

Pieros Werk gilt als ein Meilenstein auf dem Weg des Konstruktiven Zeichnens zur exak-

ten Wissenschaft und ferner als das erste logisch-systematisch aufgebaute Werk seit den

antiken Werken von Euklid bis Ptoleméaus.

2.2.2 Das Grund-Aufrissverfahren entsteht - ein Verdienst Dirers?

Fiir die Zeit des Mittelalters lédsst sich auf Grund der duflerst schlechten Quellenlage kei-
ne Entwicklung eines Grund-Aufrissverfahrens nachvollziehen, die wenigen unkommen-
tierten Aufzeichnungen der Steinmetze lassen keine seriésen Nachforschungen zu. In der
Renaissance hingegen lassen sich die Fortschritte heute noch gut nachvollziehen.

Das Grund-Aufrissverfahren wurde bereits 1475 ausgezeichnet von Piero della Frances-
ca behandelt (in seinem unveréffentlichten Werk , Prospettiva pingendi®). Diirer konnte
zwar in der Erforschung der Zentralperspektive wissenschaftlich nicht weit vordringen, er
machte nur viele Vorschlédge zur mechanischen Konstruktion zentralperspektivischer Bil-
der, wie wir seinen Stichen entnehmen konnen (Abb. 2.16 & Abb. 2.17). Doch was das
Zweibilderverfahren anbelangt, muss man Diirer zweifellos grole Kenntnis und Perfektion
auf diesem Gebiet zusprechen. Auf diesem Gebiet der Abbildungsverfahren kann man ihn
ohne weiteres mit Monge vergleichen, ein einfaches Beispiel soll dies illustrieren. So konnte
Diirer bereits zu einem gegebenen Wiirfel samt punktformiger Lichtquelle in Grund- und
Aufriss exakt den richtigen Schattenwurf zeichnen (Abb. 2.26).

Man nimmt heutzutage an, dass Diirer , als erster die berithmten klassischen Polyeder aus
Grund-Aufriss-Abbildungen konstruiert hat!3.“ Abbildung 2.27 zeigt eines von Diirers
Risskonstruktionen der fiinf reguléren Polyeder, hier das zwanzigflichige Ikosaeder mit-
samt der Oberflaichenabwicklung, dem sog. ,,Schnittmuster®. Zu Diirers Zeit gab es noch
keine Unterscheidung von sichtbaren und unsichtbaren Kanten, die heute mittels vollen
und strichlierten Linien kenntlich gemacht wird.

In seinen ,, Vier Biichern von menschlicher Proportion“ wendet er das Zweibilderverfahren

vielseitig an, um z.B. aus der Frontansicht eines Kopfes und dem gedrehten Grund- bzw.

12]. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 139
13J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 115
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Abbildung 2.26: Schatten eines Wiirfels
nach Diirer
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Abbildung 2.28: Anwendung zugeordneter
Kon-

verschiedener

Normalrisse zur

struktion
Ansichten eines Kopfes
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Abbildung 2.27: Tkosaeder nach Diirer

Schrittweise Konstruktion

von Grund- und Aufriss

Abbildung 2.29:

eines Wiirfels in allgemei-

ner Lage



2 Renaissance

Seitenriss das geneigte Gesicht zu konstruieren (Abb. 2.28).
Weiters findet man schon bei Diirer ein Verfahren, einen Korper zunéchst in sehr einfa-
cher Lage im Grund- bzw. Aufriss darzustellen und diesen dann schrittweise in immer

allgemeinere Lagen zu drehen (Abb. 2.29).

Eine interessante Frage, die sich
an dieser Stelle aufdringt, ist je-
ne nach den Quellen, auf die Diirer
zuriickgreifen konnte. So bezieht

sich Diirer selbst immer wieder

auf die ,steynmetzen®. In seinem
,drytbiichlein von den Corperlichen

dingen*“ (= dritter Abschnitt seiner

"Underweysung’), das vorwiegend

Architekturelemente zeigt, behan-

delt er eine solche Steinmetzanwen-
dung der Schraube an einer gewun- Abbildung 2.30: Grund- und Aufriss einer gewen-

denen Siule mit ,zweyen, dreyen delten Sdule von Diirer. Solche
oder vier gengen® (Abb. 2.30). Wendelsédulen finden sich z.B. am
Alberturaltar des Regensburger

Domes.

Diirer hat also offenbar Einsicht in die zeichnerischen und handwerklichen Konstruktio-
nen der Steinmetze, obwohl er als Maler eigentlich nicht Zugang zum Zunftgeheimnis der
Steinmetze haben sollte. Man muss annehmen, dass er wihrend der Lehrzeit als Gold-
schmied (wie iibrigens auch Leonardo da Vinci) in seiner Heimatstadt Niirnberg Kontakte
zu der dort anséssigen Bauhiitte kniipfen konnte.

Schon aus dem Titel ,Underweysung“ geht hervor, dass er seinen eigenstindigen Anteil
an diesem Werk nicht sehr hoch einschétzt. So schreibt er in seiner , Vorred“: ,...durch
Albrecht Diirer zusamen getzogen, vnd zu nutz aller kunstliebhabenden mit zu gehorigen
figuren, in truck gebracht...'4“ Doch gerade in diesem ,,Zusammenziehen® liegt der grofie
Verdienst Diirers, seine Wahl und Ausfithrungen der Zeichenbeispiele suchen davor und

auch ldangere Zeit danach noch seines Gleichen.

14 A. Diirer. Unterweisung der Messung ... (Miinchen, 1908) S. 13
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1 1
[DEA GEOMETRICAE ARCHITECTONICAE A3 ICUNOGRAPHIA SVMPTA. VT PIRAMUSIINERS PossmNT
FIY. ORTHOORAFHIAM AC SCAENOGRAFHIAM PERDVCERE OMMES HEAS

OLVM AD CILCIN] CENTRVM, SED QWE A TRIGONC ET Vi DMTO O\L'\'!s -LODO
l'lkV[Hl\:')N'lP;‘CHENTSV\M HAJ!]:(:}E RESPFOMNSVM 4 T FER ILAM PROPOR.~
TIOMATAM CVANTWVM ETIAME SYMMETRIAE Q\. '\‘JI‘ TAT “4 AM AC PER
OPLRLS - DECOFATIONEM GSTEMDERE.VT! ET 1AM A i MORE PERVE
NIVMT ::lﬂ'nm\u.n 1\ erF QVEMADMODYM S.'\clu« CJ\T {IDRALLS AIDES MIPIOLANL
PATET « EL&* LJ\.)‘V-Q}\.«M&ID»

Der italienische Baumeister Cesare
Cesariano veroffentlichte noch zu

Diirers Lebzeiten ein Proportionsfin-

dungsprinzip® anhand einer Fassade
des Mailédnder Doms (Abb. 2.31).

*Vgl. mit der ,,Vierung iiber Ort“ bei der Fia-

lenkonstruktion in den Bauhiittenbiichern.

v
¥
sowalll
L]

Abbildung 2.31: Proportionsfindungsprinzip

von Cesariano

,Hier boten offensichtlich die magisch-kosmischen Assoziationen, die seit den Pythagore-
ern iiber Platon bis noch zu Kepler von den reguldren Figuren ausgingen und in den fiinf
regulidren Polyedern kumulieren, einen spirituellen Rahmen, mit dem der transzendenten
Bedeutung des sakralen Bauwerks ein als angemessen empfundener Ausdruck verliehen
werden konnte!®.“ Die Proportionen der antiken Tempel sind offenbar in der Renaissance
mit Erfolg analysiert und rezipiert worden. Im Vergleich zur Entwicklung der Grund-
Aufrissmethode spielt die Proportionsgeometrie jedoch eine viel kleinere Rolle. So bleibt
nur noch das Hiittenbuch von Wolfgang Rixner (1445 - 1515) zu erwéhnen, um die Quel-
lenlage jener Zeit beziiglich des Grund-Aufrissverfahrens zu vervollstdndigen.

Um die Frage nach der Rolle Diirers in der Entwicklung des Grund-Aufrissverfahrens ab-

zurunden, sei erwihnt, dass allein die Zeichenkonstruktionen in seiner ,, 'Underweysung’

15J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 109
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den Rang des ersten protowissenschaftlichen Traktats der Konstruktiven und Darstellen-

16« haben. In der Zeit nach Monge wird sein Wirken allzu oft unterschiitzt,

den Geometrie
da seine intuitiv-pragmatische Vorgangsweise den Mathematikern zu wenig analytisch und
systematisch erscheint. Leonardo Olschki analysiert hingegen véllig richtig: ,,Er [Diirer]
nimmt darin auf, was die Werkstattiiberlieferung an wertvollen und niitzlichen Lehren
besafl; und ergénzt sie mit dem gelehrten Material, welches er sich im Verkehr mit Pirck-
heimer und seinen Freunden aneignen konnte. Dem Anschein nach entstand aus diesen
verschiedenen Elementen ein Flickwerk; in Wirklichkeit vollzog sich dadurch die frucht-
bare Beriihrung von Praxis und Wissenschaft, die dem Werk auch auflerhalb der Kreise
der Laien, fiir welche es geschrieben wurde, die Lebensberechtigung gab und seinen Ruhm

begriindete!”.“

Gewdlbegeometrie

An dieser Stelle soll auch noch die
Gewdlbegeometrie erwdhnt werden, vor
allem ,Das Dresdner Skizzenbuch der
Gewdlbeprojektion“. Der Buchdeckel trégt
die Initialen W. G., es handelt sich da-
bei um einen Meister, der von 1560 bis
1572 gewirkt haben soll. In diesem Werk
wird u.a. die Rippengewd6lbegeometrie be-
handelt, wobei sich das Konstruktionsprin-
zip heute nicht mehr eindeutig nachvollzie-
hen lésst.

Die Spitzbogen erscheinen in ihrer wahren
geometrischen Gestalt im Aufriss, nachdem
ihre senkrecht zum Grundriss liegenden

Bogenebenen zur Aufrisstafel parallel ge-

dreht worden sind. Hier ist also die Grund-
Abbildung 2.32: Ermittlung der

kreisférmigen Bogen

Aufrissmethode mit einer Paralleldrehme-

thode vermischt (Abb 2.32).
von Rippengewdlben

16J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 115
I7L. S. Olschki. Die Literatur der Technik und der angewandten Wissenschaften vom Mittelalter bis zur

Renaissance - Band I. (Leipzig/Florenz/Rom/Genf, 1919) S. 425
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2 Renaissance

Damals durchwegs iibliche Konstruktionsweisen sind bei Sellenriek'® beschrieben, der
das Prinzip u.a. an Hand eines gotischen Spitzgewolbes iiber einem rechteckigen Grund-
riss erklart (Abb 2.33).

A) Romanische Uberwolbung eines
rechteckigen Joches mit gestelzter, d.
h. iiberhohter Bogenbasis {iber der
kiirzeren Spannweite. Diese unter-

schiedlichen Hohen der Bogenkamp-

fer (Basis) sind dsthetisch unbefriedi-
gend.
B) Friihgotische Losung des Kémpfer-

problems mittels Spitzbdgen nur iiber

der Schmalseite des Joches, wodurch

sich gleiche Kémpferhthen ergeben.

Abbildung 2.33: Gewdlbegeometrie

C) Schema der Ermittlung der Bogen desselben Gewdlbes B) iiber Grund- und Aufriss.
Der untere Aufriss zeigt das Problem: Alle Bogen sind parallel zur Aufrissebene gedreht,
die Hohe der Kreisbogen betrigt jeweils die Hélfte ihrer Spannweite. Da die Scheitel aller
Bogen eines Gewdlbes auf gleicher Hohe liegen miissen, kann man nur die Kdmpferlini-
en in unterschiedlicher Hohe anordnen, z. B. Kampfer iiber bc hoher als der iiber dem
Diagonalbogen iiber bd. Vor der Gotik wurden die grofleren Bogen z.T. elliptisch aus-
gefiihrt, sodass fiir alle gleiche Kdmpferhthen entstanden. Der obere Aufriss zeigt die
gotische Losung des Problems gleicher Kémpferhhen mittels mehr oder weniger steiler

Spitzbogen aus unterschiedlichen Kreissegmenten.

,Unzweifelhaft handelt es sich hier immer um Grund-Aufriss-Beziehungen, auch wenn
es um spezifische Varianten der Gewolbeermittlung geht. Daraus lésst sich der Schluss
ableiten, dass die verschiedenen Anwendungen der Grund-und-Aufriss-Beziehungen, die
Diirer so beispielhaft vorgefithrt hat, mehr oder weniger direkt von der Reilbodenpraxis
der Steinmetzmeister entstammen. Des weiteren muss der Schluss erlaubt sein, dass die

Monumental-Architektur der romischen Antike nur iiber rudimentare Ansatze von Grund-

18], Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 113
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Aufriss-Beziehungen verfiigt haben kann, weil sie anderenfalls auch einen Weg von den
massigen und biederen Tonnengewdlben zu leichteren und anspruchsvollen Rippenkon-

struktionen gefunden haben wiirde!?.«

Mechanische Erzeugung

Trotz der Entwicklungen jener Zeit, konnten sich nicht alle die Kenntnisse einer exakten
Konstruktion von Grund- bzw. Aufriss aneignen. Wo also die geometrischen Kenntnisse
nicht ausreichten, wurde ein dreidimensionales Modell des abzubildenden Korpers in ein
Gerét eingelegt, welches uns in einer Darstellung von H. Lencker (1567) tiberliefert ist

(Abb. 2.34).

Abbildung 2.34: Gerét zur mechanischen Konstruktion des Grundrisses von Objekten

,Der wesentlichste Teil des Geriites ist die Nadel D, die sich in horizontaler und vertikaler
Richtung bewegen ldsst und mit einem Mafstab auf ihrem Schaft versehen ist. Zunéchst
wurde die Nadelspitze auf einen bestimmten Punkt des Korpers gefithrt und auf dem
Schaft die Hohe dieses Punktes iiber der Grundplatte abgelesen. Dann wurde sie wieder
hochgezogen, der Tisch E mit dem Zeichenblatt R herumgeschwenkt und die Nadel auf
dieses Papier gefiihrt. So war ein Punkt des Grundrisses samt der entsprechenden Hohe
iiber der Grundebene bestimmt. Auf diese mithsame Weise lief§ sich der Grundriss Punkt

fiir Punkt erzeugen?’.“

19, Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 111
20F. Kaderdvek. Geometrie und Kunst in fritherer Zeit. (Prag, 1935) S. 21
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Kurvendarstellung

Im ersten Buch Diirers ,,Underweysung®“ sind viele bekannte und neue Konstruktions-
prinzipien ebener und raumlicher Kurven dargestellt, darunter befinden sich u.a. die Mu-
schellinie, Spinnenlinie (Epizykloide), archimedische Spirale oder ionische Schnecke (durch
knickfreies Zusammensetzten immer grofer werdender Kreisbogen). Auf die Terminolo-
gie dieser Zeit werde in an anderer Stelle noch genauer eingehen. Diirer geht bei seinen
Ausfiithrungen sowohl auf die punktweise Konstruktion als auch auf die mechanische Er-
zeugung von Kurven ein. In diesem Buch hat Diirer auch einen Irrtum festgehalten, der

noch Jahrhunderte spéter zu Diskussionen anregen sollte.
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Abbildung 2.35: Diirers Konstruktion der Ellipse aus dem Kreis

Er kannte zwar bereits die Erzeugung von Ellipsen als affine Streckung bzw. Stauchung
von Kreisen (Abb. 2.35), konstruierte aber auch im reguléren Zweibilderverfahren punkt-

weise den ebenen Schnitt eines geraden Kreiskegels (Abb. 2.36).

Abbildung 2.36: Diirers Ellipsenkonstruktion aus dem Kegel
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Er bezeichnet diese Schnittkurve als ,,Eilini“, ohne zu wissen, dass es sich dabei um den-
selben Kurventyp handelt, also eine Ellipse. Er erklart die eiférmige Gestalt mit dem
kleineren oberen Durchmesser des Kegels im Vergleich zum unteren Durchmesser. Wei-
ters argumentiert er, dass die Eilinie aus diesem Grund nur eine Symmetrieachse haben
kann und somit wie ein Ei aussehen muss. Diirers Leistungen sollen an dieser Stelle aber
nicht geschmilert werden, da er auf dieselbe Weise auch Parabel und Hyperbel konstruiert
hat und somit ,ganz zufillig® am Kegel zeigt, wie Kurven als ebener Schnitt eines Kérper
zu erzeugen sind.

Diirer war wohl der erste, der mit seiner Abhandlung iiber die Kegelschnitte einen bis
dahin ausschlieflich mathematischen Gegenstand erfolgreich als geometrisches Grund-
Aufrissproblem behandelte und es schaffte, alle drei Kegelschnittkurven rein zeichenkon-
struktiv darzustellen.

Sogesehen kann man Diirer als bemerkenswerten Vorldufer von Monge nennen, und beide
hatten sie gemeinsam, sich auch mit dem Militarbauwesen zu beschéftigen. Es ist wohl
kaum bekannt, dass Diirer auch ein genialer Kriegsbaumeister war, was in der neueren
Literatur auch nicht erwdhnt wird. Er entwarf in seinem eher unbekannten Werk ., Etliche
underricht zu befestigung der Stett, Schloss und Flecken“ (Nirnberg, 1527) Festungs-
pléne, die bereits die ,, Grundziige enthalten, aus denen sich die deutsche Befestigungsart
des XIX. Jahrhundertes entwickelt hat. Diirers Werk ist geradezu bahnbrechend in der
Geschichte der Festungskriege geworden, da in demselben zumeist die grofien Grundge-
danken ausgesprochen sind, welche als unerldsslich bei der Anlage und Vertheidigung
eines befestigten Platzes in Geltung blieben, so vielfache Abénderungen im Einzelnen die
Fortschritte der Bewaffnung auch hervorbrachten®'.“ Diirers polygonaler von Griben um-
randeter Grundriss einer befestigten Wehranlage war zudem bombensicher gebaut. Vor
allem in Mailand und Padua wurde diese von Diirer entworfene Bauweise geschétzt und

in die Praxis umgesetzt.

2.3 Terminologie

Ich méchte mich bei der Betrachtung der Entwicklung einer Fachsprache der Geometrie auf
den deutschsprachigen Raum beschrinken und kann mich so im Wesentlichen auf Diirers
,Underweysung stiitzen, da die wichtigsten Begriffe von ihm entwickelt oder gesammelt

wurden.

21F. J. Obenrauch. Geschichte der darstellenden und projectiven Geometrie. (Briinn, 1897) S. 198 ff.
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richtscheyt
brenlini
gabellini
zirckel lini

runde ebene

ortstrich
zwerchlini

barlini

Lineal
Parabel
Hyperbel
Kreis
Kreisflache

gefierte Ebene oder fierung | Quadrat

Diagonale
waagrechte Strecke

Parallele

Abbildung 2.37: Fachtermini: Althochdeutsch — Deutsch

Viel wichtiger als die Begriffe scheint der Umstand zu sein, dass sich Diirers Konstrukti-
onsanweisungen auch heute noch gut lesen lassen und verstdndlich sind. Dies zeugt von
einer klaren Sprache und Ausdrucksweise, was fiir wissenschaftliche Darstellungen dieser
Zeit keineswegs selbstverstindlich ist. Folgendes Beispiel??, wie man zu gegebenem Kreis
exakt die Kante des eingeschriebenen Fiinfecks bzw. Zehnecks und zugleich ndherungs-

weise die des Siebenecks erhilt, soll vorherige Aussage untermauern.
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Abbildung 2.38: Diirers Originalzeichnung zur Konstruktion des 5-, 7- und 10-ecks

»Nun ist von nétten ein fiinfeck zumachen / in ein zirckelry / dem thue also / Reifl aufl
einem Centrum .a. ein zirckelryB / und zeuch ein zwerchlini durch das Centrum .a. und
da sie zu beden seyten die zirckellini durchschneidet / da setz .b.c. Darnach zeuch durch
das Centrum .a. ein aufrechte lini zu gleychen wincklen [d.h. sie bildet mit der schon ge-
zogenen Waagerechten gleiche Nebenwinkel, ist also senkrecht auf ihr] / und wo sy eben
die zirckellini durchschneydet / do setz ein .d. [Jetzt fehlt die Anweisung, zunéchst e als
Mittelpunkt der Strecke ac zu konstruieren, was sich aber aus der beigefiigten Zeichnung

ergibt] Darnach reif} ein gerade lini e.d. und nym ein zirckel / setz in mit dem ein fuf} in

22Ich verwende im folgenden auch die damals iibliche Textgliederung.
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den punckt .e. den andern in das .d. und reifl von .d. herab auf die zwerchlini .b.c. wo
sie die durchschneidt da setz ein .f. und reifl .f.d. gerad zusamen / dise lenge .f.d. ist ein
seiten eins fiinfteyls [d.h. die Kante des eingeschriebenen Fiinfecks] / das ecket im zirckel
herum dryt / so ist .f.a. ein seyten eins zehenecks / [Bis hier ist die Konstruktion exakt
und stammt aus dem Almagest des Ptolemaios] Darnach teyl .a.c. mit einem punckten .e.
in zwey gleiche teyl [Offenbar ist hier die Reihenfolge des Textes verdorben worden, das
kann aber am Setzer liegen] / so du dann aufl dem punckten .e. mit einer aufrechten lini
ueber sich ferst / bis an die zirckellini / so hast du ein sibenteil des zirckels Mechanice /
[d.h. diese Strecke ist nur ndherungsweise die Kante des Siebenecks| / wie ich das unden
hab aufgeryssen®. [Die Strecken sind in der zugehérigen Zeichnung mit 5 bzw. 10 bzw. 7
beschriftet, womit Mifiverstandnissen weiter vorgebeugt wird]“

Es mag zwar das haufige Verwenden von ,,/“ oder die mangelhafte Kontinuitit bei der
Rechtschreibung ins Auge stechen und auf mangelnde Bildung schlieflen lassen, doch dies
ist auf die noch nicht eindeutig festgelegten Rechtschreib- bzw. Grammatikregeln dieser
Zeit zuriickzufiihren.

Diirers ,,Underweysung® wurde bereits 1532 ins Lateinische iibersetzt und erfuhr in Fol-
ge zahlreiche Auflagen. Einige Zeitgenossen versuchten sein Werk zu kopieren, wie z.B.
Hieronymus Rodler. Diese erreichten aber nie sein Niveau und waren oftmals von Fehlern

durchséht (Abb. 2.39).

fort

Abbildung 2.39: Fehlerhafte Darstellung einer Wendeltreppe von H. Rodler (1531)

ZA. Diirer. Unterweisung der Messung ... (Miinchen, 1908) S. 58
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Zum Abschluss dieses Kapitels mochte ich ein Beispiel bringen, in dem Rodler beschreibt,
wie man eine Landschaft malen soll:

,Und so du Landschafften durch eyn fenster abconterfecten willt / und uff eyn papier
oder sunst bringen willt: So laf dir eyn rame machen (wie vor gemelt) die die grosse
des fensters begreiff / die theyl mit dem zirckel inn gerade oder ungerade theyl (deins
gefallens) ab / un sovil theyl du in der ramen hest / also vil theyl mach uff das papier.
Wie sich nun die Landschafften mit iren bergen / schlosseren / stétten / felsen unnd
délern / durch das gitter erzeygen / also inn denselbigen gleichen theylunge deins papiers
/ soltu es auch malen. Doch soltu aber / die weil du an der landschafften abmalest / dein
seB nit verrucken / noch den kopff hin und heerwerffen / oder dan hieher dan dorthin
drehen / sunder dich in eynem gleichen und steten sef§ halten / den kopff gleich zuberg
erhebend. Und so du / wefl du verzeychnen oder reissen willt / inn sin gefasset hast /
gleich undersich sehen / und inn das papir an das ende / da du es an seinem gleichen
platz funden hast / malen / dann wider andern vermercken / und abmalen / on dif alles
mit ungwencktem haubt / nit uff die seiten / mit strackem gesicht thun.

Damitt will ich diesem biichlin ende und beschlufi geben ungezweifelt / welcher sich darin
etwas itben und brauchen wirt / sol dem kiinstner und herfiirbringer / dessen danckbar
sein / unbehendern begriff / dan aufl anderen vorgeruckten biichern / davon haben und

empfahen?*.«

|'i!'ﬁl :
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Abbildung 2.40: H. Rodler: Wie man eine

oo du Canbdfchafften durcheyn fenfier abeonter-

fecten wille/ond off enn papier oder funfi bringen willt: Solap

Dir eyn rame maden (fwie ot gemelt ) die die groffe des fenfiers

beareiff / b:‘an)I it dem divefelinn gevade oder vrigerade thenl
(deindaefallens) ab/vii fouil thepl duiii der ramen Befi/ alfo vil thelimach
vff daspapier. Wiefich nun die Landfchafften mit jren bergen/ fehid feren/
fidtten;/felfen vomd dalern/durch das gegitter eedengen/ alfo inn denfelbigen
gleichen thenlungé deing papicrs/ foleu e auch malen. Doch foltu aber/die
1oeil du ander (andfehaffeen abmaleft/ocin fef nit verrucen/ nod) den fopff
Binond heerverffen/ oder dafi hicher daii dorthin drehen/ funder dich i ey
nemgleichen ond ficten fef halten/ den Fop F gleich subergerhebend. LBndfo
Ou/toef Disversenchmen odee veifjen soille/inn fifi aefafjes hafi/ gleich vnder=
fich feben/ ond inndag papiv an dasende/ da du es an feinem leichen plag

funden bafi/malen/dann toider andevii permercEen/ond abmalen/oi
viff allesmit ongivencEtem haubt/nit off dic feiten/mit firacfem
geficht thiin. Damite swll ich diefem bilchlin ende ond be=
feblufi geben ongedpoeifielt/woelcher fich daviii etivas
fiberond brauchen wirt/fol dem Ednfiner ynd
Berfitebringes/deffen dancbar fein/ v
behendern begriff/ dafi auf ande
venvorgerruckeen bitchern/
dauon wmd

empfaben.

Landschaft malen soll. Abbildung 2.41: Originaltext zu Abb. 2.40

24H. Rodler. Eyn schén niitzlich biichlin und underweisung der kunst des Messens mit dem Zirckel,
Richtscheidt oder Linial. [Nachdruck der Ausgabe Simmern 1531] (Graz, 1970) S. 88 ff.
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3 17. und 18. Jahrhundert

Dieser Zeitraum wird in der Kunstgeschichte auch Barockzeit genannt; wie auch in der
vorherigen Periode haben sich auch in dieser Zeit viele wesentliche Neuerungen entwickelt
und zum heutigen Verstdndnis und Wissen {iber die Geometrie gefiihrt. Die Gruppe der
Gelehrten des 17. und 18. Jhs. ist leicht zu iiberblicken und sofern es sich heute noch nach-
vollziehen lésst, standen diese auch in teils engem Kontakt zueinander. Ihre Briefwechsel,
Artikel in Fachzeitschriften und Teilnahme an Kongressen lassen uns heute noch an dieser
regen Forschungstétigkeit teilhaben. Viele dieser Forscher gelten zudem als Naturphiloso-
phen, da auch die philosophischen Strémungen dieser Zeit auf sie ihren Einfluss gehabt
haben. Das wachsende Interesse an der Physik hat auch die Geometrie in entscheidender
Weise beeinflusst, da z.B. Grundaufgaben der Analysis sich mit geometrischen Inhalten
beschiftigten: Kurvenbegriff, Flache, Koérper, Tangente, Tangentialebene, Evolute und
Evolvente, die Kriimmungsberechnung, Bogenlédnge, Fldchen- und Rauminhalt sind einige
Schlagworte dieser Forschungsinhalte. Kaum ein Wissenschaftler dieser Zeit spezialisierte
sich auf ein Teilgebiet der Geometrie, vielmehr brachte diese Zeit hervorragende ,, Allroun-
der® hervor, die sich vor allem fiir praktische Anwendungen und naturwissenschaftliche

Belange interessierten.

3.1 Geometrie und Algebra - das Koordinatensystem

wird eingefiihrt

Die Einfiithrung eines Koordinatensystems bringt zwei entscheidende Vorteile mit sich:
e geometrische Probleme werden algebraisch behandelbar
e geometrische Prozesse sind rechnerisch simulierbar

Ferner ist zu bedenken, dass ,die heute fiir uns so selbstverstéindliche Verbindung zwi-
schen einer unter Umsténden sehr abstrakten funktionalen Beziehung (z.B. zwischen tko-

nomischen, naturwissenschaftlichen oder technischen Gréfien) und dem (zwei- oder auch
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dreidimensionalen) graphischen Bild der betreffenden Funktion eine Frucht dieser 'inver-
sen Anwendung’ der Koordinatenmethode ist!.“ Es ist relativ eindeutig feststellbar, dass
die Koordinatenmethode auf René Descartes und Pierre Fermat zuriickzufiihren ist, sie

entwickelten diese zeitgleich und wahrscheinlich unabhéngig voneinander.

3.1.1 Grundlagen

An dieser Stelle mochte ich in aller Kiirze den Wissensstand und die Ergebnisse bis Fer-
mat und Descartes darstellen. In der Antike wurden nur relativ wenige spezielle Kurven
betrachtet, wie z.B. Kegelschnitte bzw. auch andere ebene Schnitte rdaumlicher Figuren.
Schon bei den Griechen war es iiblich, sich nicht nur mit der Konstruktion zu begniigen,
sondern die jeweilige Kurvendefinition in eine dquivalente Bedingung zu transformieren,
um die Zugehorigkeit eines Punktes P zu solch einer Kurve durch algebraische (im wei-
terem Sinne) Beziehungen zwischen variablen und festen Grofilen auszudriicken. Weiters
wurden Grundaufgaben gelost und Sétze bewiesen. Trotz der diirftigen Quellenlage ist
heute davon auszugehen, dass bereits in der Antike ebene Aufgaben mittels zweier und
rdumliche Aufgaben mittels dreier Variablen dargestellt wurden. ,Die antike geometri-
sche Algebra war aber dadurch beschrankt, dass Multiplikation von Gréflen - modern

gesprochen - als geometrisch realisiertes kartesisches Produkt aufgefasst wurde, wodurch

e Gleichungen mit der Homogenitétsforderung belastet waren: Alle Summanden miiss-
ten von gleicher Dimension sein. (Sind also a, b, ¢, x Strecken, so ist ax?® +bx +c =0

sinnlos, weil az? ein Volumen, bx eine Fliche und c eine Strecke ist.)

e die Dimension hochstens raumlich sein konnte, also az?y = bxy? sinnlos, obwohl der
Homogenitétsforderung geniigend. Diese Bedingung war lediglich durch die Moglich-
keit, algebraische Bedingungen in Form von Proportionen zu formulieren, etwas ge-
mildert. Man konnte also mit maximal rdumlichen Groflen a, b, ¢, d (wobei a, d von
gleicher Dimension, b, ¢ von gleicher Dimension sind) die eventuell aus Dimensions-
griinden unsinnige Gleichung ab = cd durch die sinnvolle Proportion a : d = ¢ : b

ausdriicken. Zusétzliche Bedingungen ergaben sich dadurch, dass
e Groflen grundsétzlich positiv waren

e es keine algebraische Symbolik gab, vielmehr jede algebraische Identitédt und jede

IP. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,
2001) S.300
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algebraische Umformung durch schwerfillige geometrische Betrachtungen gerecht-

fertigt werden musste?.“

Erst viele Jahrhunderte spater haben sich Gréflen wie Kepler, Galilei, Torricelli, Cava-
lieri und Viviani mit Geometrie und deren algebraischer Erfassung auseinandergesetzt.
Doch widmeten sie sich in iiberwiegender Weise der Messung und Erfassung geome-
trischer Groflen, fithrten aber diese Ergebnisse nur mangelhaft mit dem algebraischen
Wissensstand ihrer Zeit zusammen. Nun zu Beginn des 16. Jhs. hatte die Algebra die
Grundvoraussetzungen geschaffen, die es Descartes und Fermat ermoglichen sollten, die

Koordinatenmethode zu entwickeln.

3.1.2 Fermat und Descartes

Fermats Beitrag zur Entwicklung der Geometrie mag zwar leichter erfassbar sein als jener
von Descartes, ist aber trotzdem fundamentaler in seiner Bedeutung. Er beschreibt in
seiner kleinen Schrift , loci plani“ die Koordinaten eines variablen Punktes mit den Varia-
blen z und y, diese beziehen sich zumeist auf ein rechtwinkliges, jedoch immer ein affines
Achsensystem. In diesem Werk betrachtet er nur Gleichungen, die flichenhafte Groflen be-
schreiben, also beispielsweise ax + by = cd (Geradengleichung) oder 2% +y? = r? (spezielle
Kegelschnittsgleichung). Fiir seine Betrachtungen beniitzt er Notationen, die von Vieta
stammen, wie grole Vokale fiir Variablen, grofile Konsonanten fiir feste Groen (Parame-
ter) und untersucht folglich systematisch alle sich ergebenden algebraischen Moglichkeiten.
Somit kommt er iiber die antiken Beschriankungen ,,Homogenitdat“ und ,algebraische Di-
mension < 3“ nicht hinweg, seine Verwendung von Gleichungen als Ausgangspunkt seiner

Forschungen bedeuten aber in Folge, dass

e jede sinnvolle algebraische Gleichung zwischen x und y eine Punktmenge in der
Ebene beschreibt - beziiglich kartesischer (oder auch anderer) Koordinaten. Von
dieser Gleichung ausgehend kann man die Punktmenge auf ihre geometrischen Ei-
genschaften hin untersuchen, génzlich unabhéngig davon, ob diese mechanisch oder
punktweise erzeugt wird. Mit diesem Gedankensprung gegeniiber der Antike erwei-
tert sich die zu betrachtende Kurvenmenge enorm und vor allem werden anstatt

einzelner Kurven von nun an gesamte algebraische Klassen von Kurven erschlossen.

e Kurven nun also in algebraische Klassen einzuteilen sind und Fermats Ergebnis, auf

welches er stolz war, lautet: ,,Die Klasse der geometrisch als Kegelschnitte definierten

2P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,
2001) S.301 ff.
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Kurven ist identisch mit der algebraisch definierten Klasse der Kurven von héchstens

zweitem Grad3“

Mit dieser Aussage machte Fermat den Weg frei, die Idee zu entwickeln, die unendliche
Fiille der algebraischen Kurven eines bestimmten Grades durch geometrische Transfor-
mationen auf eine oder endlich viele ,,Normalformen“ zu reduzieren.

Solch klare Aussagen wie jene von Fermat finden wir bei Descartes nicht, dessen Beitriage
schwerer zu analysieren sind. Dennoch ist sein Wirken und vor allem dessen Auswirkungen
hoch einzuschétzen, da er die Zusammenhénge zwischen Algebra und Geometrie endlich
von den alten Auffassungen der Antike beziiglich der Homogenitdt und algebraischen Di-
mension < 3 befreit. Sein Gedankengang diirfte folgendermaflen gelautet haben:

,Indem man eine feste Strecke e als Einheit wahlt, kann man jedes Rechteck ab flichen-
gleich in ein Rechteck ce verwandeln und die Strecke c¢ als Repréasentant der Grofle ab
benutzen. Da dieser Kunstgriff sich beliebig wiederholen lédsst, kann man das Produkt
von beliebig vielen Streckengréfien auf eine Strecke heruntertransformieren. Alle Glei-
chungen werden im Prinzip homogene Gleichungen zwischen Strecken?.*

Man kann heute aber nicht mehr nachvollziehen, inwieweit Descartes wusste, dass die
Auszeichnung einer Einheitsstrecke einen Isomorphismus zwischen Strecken und deren
Mafzahlen herstellt, welcher dem heutigen Zugang zur Koordinatenmethode normalerwei-
se zugrunde liegt. Die soeben genannten Errungenschaften Descartes’ findet man sowohl
in seinem 1628 erschienen Werk , Regulae ad directionem ingenii“, als auch im spéteren
Werk ,, Géométrie®.

Seine Klassifikation der Kurven ist anders als jene von Fermat. Descartes betrachtet Kur-
ven, die durch eine einzige Bewegung erzeugt werden (wie z.B. Kreis oder Gerade) als den
einfachsten Kurventyp. Kurven der Klasse n+ 1 entstehen, indem man Kurven der Klasse
n als Konstruktionsmittel zulésst. Beispielsweise erzeugt er Kurven zweiter Klasse als Orte
von Schnittpunkten von Geraden, die sich jeweils gleichférmig auf Kurven erster Klasse
bewegen. Das eigentliche Problem solch eines Klassifikationsversuches liegt darin, dass
man durch geeignete Koppelungsmechanismen mehrere solche aufeinander abgestimmte
Bewegungen erzeugen muss. Descartes demonstriert seine Vorgehensweise an der graphi-
schen Auflssung der Gleichung 2® = px + ¢ durch den Schnitt der Parabel 22 = y mit
dem Kreis 2° + y? = gz + (p+ 1)y, d.h. geometrisch ist die positive (,,wahre*) Wurzel der
kubischen Gleichung durch den Punkt F' folgender Konstruktion mit Kreismittelpunkt £,

3P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.304.
4P. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.304
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AC =35,CD=1%, ED = 1 bestimmt (Abb. 3.1).

D=

Abbildung 3.1: Schnitt Kreis - Parabel

Beispiele von Descartes

Im ersten der drei Biicher von Descartes’ ,,Géométrie” fiihrt er algebraische Gréfien, Ope-
rationen und auch deren geometrische Deutung ein. Im Gegensatz zur fritheren Interpre-
tation des Produktes zweier Variablen als Fléiche bzw. des Produktes dreier Variablen als
Korper, schligt Descartes vor, 22 als vierte Proportionale von 1 : = z : 22 aufzufassen
(also als Streckengréfe). Nimmt man die Proportionenlehre zu Hilfe, bedeutet a-b = x - 1
dasselbe wie z : @ = b : 1. Interpretiert man in weiterer Folge 1 als Einheitsstrecke, so
erhélt man unter Voraussetzung der Theorie dhnlicher Dreiecke einen beweisbaren geo-
metrischen Satz bei der in Abb. 3.2 angegebenen Interpretation von a und b. Fiir die

Division ¢ : a = x : 1 fand Descartes einen analogen geometrischen Satz (Abb. 3.3).

Abbildung 3.2: Abbildung 3.3:

Das Losen der Quadratwurzel 22 = a - 1 interpretiert Descartes geometrisch durch den
Hohensatz rechtwinkeliger Dreiecke (Abb. 3.4). ,,Wenn a gegeben, so fiige man die Ein-

heitsstrecke 1 hinzu. Fiir 1 + a konstruiere man den Mittelpunkt M und schlage mit li;
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einen Kreis um M. Dann errichte man das Lot in D. Der Schnittpunkt C des Lotes mit
dem Halbkreis iiber AB liefert nach Thales ein rechtwinkeliges Dreieck, fiir dessen Hohe

x nach dem Hohensatz gilt x = a - 1.%¢

. Abbildung 3.5:
Abbildung 3.4:

So beschéftigt sich Descartes im ersten Buch der ,,Géométrie* mit Problemen, die mit
Zirkel und Lineal 16sbar sind. ,,Die Gleichung 2% = az + b* 16st Descartes, indem er eine
Strecke LM = b zieht, in L die Senkrechte mit NL = £ errichtet, um N den Kreis mit
Radius § schldgt und durch NM eine Gerade zieht. Dann ist z = DM = § 4 /(5)? + b?
nach Descartes die gesuchte Losung. Als “falsche’ (negative) Wurzel vernachlissigt er die
Losung z = PM = —% + /(%)? + b* (Abb. 3.5).%¢

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass Descartes sich bereits mit der kinematischen Erzeu-
gung von Kurven auseinandergesetzt hat. Er fasste im Gegensatz zu Platon und anderen
antiken Gelehrten diese Art der Kurvenerzeugung als vollig gleichberechtigt mit der al-
gebraischen Erzeugung auf. ,, Als Beispiel sei eine Kurve OM mit einem Kurvenpunkt M
und ein Punkt @ in der Kurvenebene (nicht auf OM liegend) vorausgesetzt (Abb. 3.6).
Man verldngere die Strecke O(Q) iiber () hinaus bis zu einem Punkt S und errichte in
S senkrecht die Strecke T'S. Der Schnittpunkt der Strecke T'Q) mit der Kurve MO sei
P. Wird die Kurve MO parallel zu OS in einer stetigen Translationsbewegung verscho-
ben, wobei die Punkte 7', S und der Abstand QO festbleiben sollen, so beschreibt der
Schnittpunkt P eine neue stetige Kurve. Falls MO eine Gerade ist, so wird die neue Kur-
ve eine Hyperbel, falls MO eine Parabel ist, so wird die neue Kurve eine Parabel. Allen
Punkten einer durch 'regulére und stetige’ Punktbewegung erzeugten Kurven entspricht

nach Descartes eine definite Relation, die in einer Gleichung ausgedriickt werden kann.

°K. Mainzer. Geschichte der Geometrie. (Mannheim/Wien/Ziirich, 1980) S. 94
SK. Mainzer. Geschichte der Geometrie. (Mannheim/Wien/Ziirich, 1980) S. 94
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Abbildung 3.6:

Bezeichnet man némlich in diesem Beispiel OQ) = a, ST =0, PR=1z, RS =y, OR =z

. . o 7 . . . —a __ z—aty
und die vorausgesetzte Kurve mit z = f(x)’, so gilt die Proportion *-* = ==+ also

flz) = W Ist nun z = f(z) linear, so ist der Ort P, also die neue Kurve von 2.

Grad. Ist z = f(x) von 2. Grad, dann ist die neue Kurve von drittem oder viertem Grad,
usw. 8¢
Hier finden wir also Descartes’ Idee wieder, die durch stetige und reguldre Punktbewegung

erzeugten Kurven in eine Hierarchie algebraischer Kurven zu klassifizieren.

3.1.3 Auswirkungen

Viele Mathematiker jener Zeit erkannten relativ schnell die richtungsweisende Bedeutung
der Schriften von Fermat und Descartes, wie z.B. die Briider Jacob und Johann Bernoulli
(pragten den Begriff der ,cartesischen Koordinaten®), John Wallis (verwendete erstmals
auch negative Koordinaten) und Newton. Seine Verdienste um die Entwicklung der Koor-
dinatenmethode waren sehr grof3, stehen aber in der Bewertung oft hinter seinen Verdiens-
ten um die Analysis und der Physik zuriick. In Folge mochte ich seine Errungenschaften

auflisten:

1. Beniitzung ebener und rdumlicher kartesischer Koordinaten in der heute {iblichen
Weise (d.h. vollige Gleichstellung der Wertigkeit positiver und negativer Koordina-
ten)

2. Beniitzung von Polarkoordinaten und Umrechnung zu/von kartesischen Koordina-

ten

"Dieser Ausdruck ist allerdings erst seit Euler {iblich.
8K. Mainzer. Geschichte der Geometrie. (Mannheim/Wien/Ziirich, 1980) S. 96
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3. Auffassung der Koordinaten in Abhéngigkeit von der Zeit ¢, d.h. = = z(t),y =
y(t),z = z(t). Eine Kurvengleichung entsteht, indem man ¢ als proportional zu x

annimmt oder ¢ aus den Gleichungen = = z(t),y = y(t), z = z(t) eliminiert.

4. Verwendung der Kurvenklassifikation von Fermat. Newton zdhlt z.B. 72 Typen von
Kurven dritten Grades, sechs Fille wurden von ihm (obwohl bekannt) iibergangen

und erst im 18. Jh. ,,wiederentdeckt®.

5. Graphische Darstellung der Sachverhalte. Die soeben genannte Klassifikation Kur-
ven dritten Grades gleicht einem Bilderatlas. Newton geht von der allgemeinsten
Form des Polynoms dritten Grades in x und y aus und zeigt zunéchst, dass man
durch geeignete Transformation des Koordinatensystems (!) auf eine der vier For-

men

ry? + ey = ax® + bz + cx + d,

ry = ax® + ba® + cx + d,

y* = ax® + ba? + cx + d, ' N b s: J

\\ ]

Fip. 71 -

y = ax® + bx® + cx + d, , i,
4 e/ Ia_»
C. - -‘\
WUN Jf/lh SUREY

N ||

i ‘\.‘\

e ¥ =i

Abbildung 3.7: Die fiinf Formen von kubi-
schen Kurven vom Typ III

kommen kann, die durch weitere Koordinatentransformationen auf die 72 aufgelis-
teten Typen fithren. Im dritten Fall bekommt er je nachdem, ob die rechte Seite drei
verschiedene Nullstellen, eine doppelte und eine einfache, eine dreifache oder nur ei-
ne reelle Nullstelle hat, die fiinf obigen Formen, da im Fall der doppelten Nullstelle
a; und einfachen Nullstelle as noch zu unterscheiden ist, ob a; < as oder as < aq

ist.
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Infolge Newtons Schriften beschéftigten sich viele weitere Mathematiker mit diesem
Teilgebiet der Geometrie, wie z.B. in Schottland James Stirling und Colin MacLaurin,
der feststellte, dass eine Kurve n-ten Grades durch @ Punkte gegeben ist, oder dass
im allgemeinen eine Kurve n-ter und eine Kurve m-ter Ordnung n - m Punkte gemein-
sam haben. Er wunderte sich aber, dass zwei verschiedene Kurven dritter Ordnung neun
Schnittpunkte liefern, wohingegen die erste Regel besagt, dass eine Kurve dritter Ordnung
durch neun Punkte eindeutig bestimmt ist, was zur Folge haben sollte, dass beide Kurven
identisch sein sollten (spiter Cramersches Paradoxon genannt). Erst J. Pliicker 16ste das
Problem unabhéngiger Punktsysteme.

Das 1748 erschienene Werk , Introductio in analysin infinitorum® von Euler stellt einen
weiteren Meilenstein in der analytischen Geometrie dar. Euler verwertete das Wissen von
Descartes und Newton und entwickelte deren Wissen weiter. Seine Fortschritte lassen sich

folgendermaflen gliedern:
e Theorie der krummen Linien
e Gleichung einer Kurve

e Untersuchung und Klassifikation der Kegelschnitte aus ihren Gleichungen ohne Ver-

wendung der Differentialrechnung

e Klassifikation der Kurven dritter Ordnung in 16 Arten und Herstellung der Bezie-

hung zu Newtons Klassifikation
o Klassifikation der Kurven vierter Ordnung (Euler zahlt 146 Arten auf)

e algebraische Behandlung von Tangenten, Normalen, Kriimmung, Wendepunkt, Spit-

zen, mehrfacher Punkte, ...
e Bestimmung von Kurven mit gegebenen Eigenschaften

e Allgemeine Theorie der Korper und ihrer Oberfliche (sofern algebraisch beschreib-
bar)

e Beschreibung einer jeden (!) Fliche durch eine Gleichung zwischen drei Veréinderli-

chen

e Fliachenklassifikation nach dem Grad ihrer Ordnung und Aufzdhlung der sechs Arten
von Fliachen zweiter Ordnung (die von uns heute noch verwendeten Begriffe wie
Quadrik, ein- bzw. zweischaliges Hyperboloid, parabolisches Hyperboloid ist auf

Euler zuriickzufiihren)
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e Beschreibung einer Raumkurve als Durchschnitt zweier Fldchen und deren Darstel-

lung durch eine Gleichung

e Normalen und Tangentialebenen der Flachen zweiter Ordnung wiederum ohne Ver-

wendung der Differentialrechnung

Beispiel von Euler

In einem Anhang der ,Introductio* geht Euler auf die dreidimensionale Raumgeometrie
ein. Er versucht dabei analog an seine Vorgehensweise in der zweidimensionalen Geome-
trie anzuschlielen. Zuerst unterscheidet er also algebraische von transzendenten Flichen.
Folglich formuliert er &hnlich zur ebenen Kurventheorie die erste Theorie iiber Transla-
tionen und Rotationen von Achsen in drei Dimensionen:

x=12"cosd+y' sindcosn — 2'sindsinn — ¢

y=—x'sind + 1y cosdcosn — 2 cosdsinn —d

z=1y'sinn+ 2’ cosn

Folgende Abbildung zeigt den einfacheren zweidimensionalen Fall:

xr=2a'cosd —y'sind +c

y=2a'sind +y cosd +d

. ' '
} -I ¥ P : /
: F\Y y5iné

¥ cosd

v x"sind

x" cosd

<

Abbildung 3.8: Koordinatentransformation nach Euler

3.2 Darstellende Geometrie - schon vor Monge?

Im Laufe des 17. und 18. Jhs. wurde die Entwicklung der Perspektive bzw. des Mehrbilder-
verfahrens immer wissenschaftlicher betrieben. Das bis 1789 absolutistisch regierte Frank-
reich hatte auf Grund militérischer Bestrebungen groflen Anteil und auch Interesse daran,
die Abbildungsmethoden der Geometrie bis hin zur Perfektion zu entwickeln. Grundvor-

aussetzung dafiir war die Griindung von Akademien und Hochschulen, die Theorie und
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Praxis zusammenfiihren sollten. Wichtige Personlichkeiten fiir diesen Entwicklungsprozess
waren Mersenne, Descartes, Pascal, Roberval, Desargues, Mallet, Bosse und Laurent de
La Hire, auf dessen Sohn Philippe die Zweikreismethode zur punktweisen Konstruktion
von Ellipsen zuriickgeht (Abb. 3.9).

All diese Wissenschaftler fanden an den Akademi- J_,/ 3 /: s 1\

en und Hochschulen beste Voraussetzungen fiir For- [ fe et il

schung und Lehre, wie sie an anderen Universitiiten \ 1"\ / " """";_,"I

Europas erst Jahrzehnte spéter geschaffen wurden, \ ot - /’

aber dennoch nie die Qualitdt wie in Frankreich er- \-R 1

reichten. Abbildung 3.9: Ellipsenkonstruktion

nach de La Hire

Desargues und Pascal

Der Architekt und Ingenieur Desargues veroffentlichte 1636 seine erste Schrift iiber die
Perspektive. Da er als Architekt im 17. Jh. auch Sonnenuhren konstruieren musste,
beschiftigte er sich mit dem Modell, dass sich die Sonne auf einer Kreisbahn bewegt
und der Schatten des Gnomons auf der Ebene der Sonnenuhr folglich einen Kegelschnitt
beschreibt. Drei Jahre spéter publizierte Desargues ,Brouillon proiect...“ (zu Deutsch:
Erster Entwurf der Beschreibung der Ereignisse beim Zusammentreffen eines Kegels mit
einer Ebene). Diese in einer Auflage von nur 50 Stiick gedruckte Publikation war lange
Zeit vergessen und verschollen, ehe sie 1845 wiederentdeckt wurde? und gilt heutzutage
als ,,Geburtsurkunde der projektiven Geometrie!?.“ Desargues beginnt seine Ausfithrun-
gen in diesem Werk mit der Feststellung, dass alle Geraden und Ebenen in jeder Richtung
unendlich ausgedehnt sind. Weiters erkennt er die Analogie zwischen dem Biischel aller
Geraden durch einen Punkt und einer Schar aller untereinander parallelen Geraden (er

ordnet diesen Scharen richtigerweise einem unendlich fernen Schnittpunkt zu). Er kommt

9Dieses 1845 von Chasles aufgefundene Exemplar war eine 1679 von Philippe de La Hire angefertigte
Abschrift. Die Miihe der Abschreibens deutet auf die Wertschéitzung, aber auch darauf hin, dass schon
de La Hire kein gedrucktes Exemplar der so seltenen Schrift mehr erhalten konnte. 1950 tauchte ein

Originalexemplar auf.
10p. Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.323
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sogar zu dem Schluss, dass ein Kreiszylinder der Spezialfall eines Kreiskegels mit unend-
lich ferner Spitze ist. Ferner vollzieht er in seinen Uberlegungen den wichtigen Ubergang
vom einfachen Kegel zum Doppelkegel und versucht, moglichst viele allen Kegelschnit-
ten gemeinsame Eigenschaften aus ihrer Erzeugung als zentralperspektivisches Bild eines
Kreises abzuleiten. Vor dem Hintergrund dieser Uberlegungen, beschiftigt er sich analog
zu den eigentlichen und uneigentlichen Geradenbiischeln mit eigentlichen und uneigentli-
chen Ebenenbiischeln, betrachtet die Zwischen- und Trennungsrelation fiir drei oder vier
kollineare Punkte und stellt dabei fest, dass die Trennungsrelation bei Zentralprojektio-
nen erhalten bleibt. Desargues beschéftigt sich auch mit dem Spezialfall sich harmonisch
trennender Punktepaare, entwickelt das vollstdndige Vierseit, konstruiert den vierten har-
monischen Punkt zu drei gegebenen Punkten und schliefit seine Ausfithrungen mit der
Theorie der Polaritdt von Punkt und Gerade am Kegelschnitt ab.

Desargues’ ungewohnte Denkweise und seine neu eingefiithrten Begriffe und Namen fiihr-
ten zu einer heftigen Ablehnung seiner Schriften im Kreise seiner Berufskollegen. Nur zwei
Zeitgenossen hielten zu ihm und seinen Ausfithrungen, einerseits der erst sechzehnjiahrige
Pascal und andererseits sein Illustrator Abraham Bosse, der 1643 eine allgemeinverstandli-
che, zeitgeméfle Ausgabe der Schriften Desargues’ {iber die Sonnenuhren und Steinschnitte
bzw. 1648 eine erweiterte Auflage der ,,Perspektive® publizierte, in deren Anhang erstmals
der Satz von Desargues iiber die Aquivalenz von Zentralperspektivitit und Achsenper-
spektivitit verodffentlicht wurde. Desargues selbst war sehr verbittert iiber seine Zeitge-

nossen und verdffentlichte nach 1640 kein weiteres Werk.

a) allgemeiner Fall: Dreiecke ABC und A’B’C’ haben ein Per-
spektivitdtszentrum genau dann, wenn die Schnitte P, @, R der
jeweils zugeordneten Seiten auf einer gemeinsamen Geraden,

der Perspektivititsachse a, liegen. Dabei kann b) das Zentrum

Z auch unendlich fern sein, c) einer der Schnittpunkte auf der
Achse ins Unendliche abwandern, d.h. die betreffenden Drei-
ecksseiten werden zur Achse und damit auch untereinander
parallel. d) Wird noch ein zweites Paar von Dreiecksseiten bei
zentralperpektiver Lage parallel, so enthélt die Achse a zwei un-
endlich ferne Punkte, daher mufl auch der dritte Schnittpunkt

unendlich fern sein. e) zeigt, dafl zugleich auch das Zentrum

Abbildung 3.10: Satz von Desar-

gues
Die ,,Desarguessche Figur“ oder ,,Konfiguration“ a) kann auf mehrere Weisen gedeutet werden: z.B. ist p

Perspektivititszentrum der Dreiecke AA’R und BB’Q. Die Gerade ZCC' iibernimmt dann die Funktion
der Perspektivitdtsachse. Man sieht nun, dafl b) und c) den gleichen Spezialfall darstellen. Man denke

unendlich fern werden kann.

sich eine der Figuren um 90° gedreht.
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3 17. und 18. Jahrhundert

Wie bereits zuvor erwéhnt, interessierte sich Pascal sehr fiir die Schriften von Desargues.
Der erst sechzehnjiahrige Pascal veroffentlichte 1640 seine erste Abhandlung iiber Kegel-

schnitte, die bereits den Satz von Pascal enthielt, jedoch ohne Beweis. In dieser Publikation

(Abb. 3.11) fasst er bereits zwei sich kreuzende (auch mit unendlichem Schnittpunkt, also

parallele) Geraden als einen Kegelschnitt auf. Der Satz von Pascal lautet in heutiger Zeit

wie folgt:

, Liegen sechs paarweise verschiedene Punkte 1,

, 6 abwechselnd auf zwei verschiedenen

Geraden, so sind die Schnittpunkte ([12][45]), (/23][56) und ([34][16]) kollinear!*.*
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Abbildung 3.11: Die erste Textseite von

Pascals ,,Essay pour les
links

oben eine Teilfigur zum

coniques® enthéalt

Satz von Pascal

b FIRTAN

Abbildung 3.12: Satz von Pascal: a) allge-

- d) ver-

schiedene Spezialfille

meiner Fall, b)

In Abbildung 3.12 sind auch einige Spezialfille aufgezeichnet, die zugleich zeigen sol-
len, dass die Reihenfolge der Punkte auf einem Kegelschnitt keine Rolle spielt. Es wird

vermutet, dass Pascal seinen Satz durch Transformation eines elementaren Anfangsfalles

am Kreis mittels Zentralprojektion in andere Konfigurationen gefunden hat, da Kolli-

Y. Stachel. Projektive Geometrie. (Wien, 2003) S. 28
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3 17. und 18. Jahrhundert

nearitédten bei Zentralprojektion erhalten bleiben. Seine Schrift, die ausdriicklich auf De-
sargues Bezug nimmt, deutet bereits viele Beispiele iiber Kegelschnittsaufgaben wie die
punktweise Konstruktion aus fiinf gegebenen Punkten an. Pascal hat wohl viele weitere
Jahre an diesen Aufgaben gearbeitet, aber leider nie publiziert, und somit gelten diese
Schriften heute als verloren. Mersenne berichtet, dass Pascal iiber 400 Folgerungen aus
seinem Satz gezogen haben soll, Leibnitz hat das Manuskript ebenfalls gesehen und davon
berichtet.

3.2.1 Die Mehrbilderverfahren entwickeln sich

Nicht nur in Frankreich wurde die Entwicklung und Mathematisierung der Perspektive
vorangetrieben, wobei niemals eine genaue Differenzierung zwischen der Zentralperspek-
tive, der Parallelprojektion, einem Grenzfall der Zentralperspektive, und anderen Mehr-

bilderverfahren gemacht wurde. In der Barockzeit wurde vor allem die Reliefperspektive

zum Vortduschen raumlicher Tiefe und illusionistische Malerei sehr populdr (Abb. 3.13 &
Abb. 3.14).

Abbildung 3.13:, Scheinkuppel® der Kir- Abbildung 3.14: Wandbild in der barocken
che di Badia in Arezzo Kirche Saint-Roch in Pa-

I1S
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3 17. und 18. Jahrhundert

In dieser Entwicklungsphase entsteht 1715 eine Schrift zur Perspektive von Brook Taylor,
der hauptséchlich aus der Analysis wegen seiner Taylorreihenentwicklung von Funktionen
bekannt ist. Er verwendete wohl als erster zur Représentation von Geraden und Ebenen
deren Spuren und beschéftigte sich ausgiebig mit der Rekonstruktion des Betrachterstand-
punktes perspektiv korrekter Bilder. Weitaus beliebter und verbreiteter ist eine Neube-
arbeitung dieses Werkes von Joshua Kirby (London 1754), welches durch das Titelblatt
des berithmten Graphikers William Hogarth ,unsterblich!?“ geworden ist, obwohl darin

einige Fehler vorkommen.

ot e, S i s “p e ) -
A hoter e pereelbar o0 DWESTUS. vispthonged Flin A i loilgpe nf Prpenr .

L s

o b o Pl e A
siritl B Foe e do wiiteds o (ficeriledive oo et ae oleeaeve ser ops Vrontiljsece.

Abbildung 3.15: Titelblatt von W. Hogarth zu J. Kirbys 'Dr. Brook Taylor’s Perspective
Made Easy’ (1754). Wer Zeichnungen ohne Kenntnis der Perspektive
macht, wird fiir solche Absurditéiten verantwortlich sein, wie sie in diesem

Frontispiz gezeigt werden. [Ubersetzung der Bildunterschrift]

12P, Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,
2001) S.328
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3 17. und 18. Jahrhundert

Lamberts ,,Schriften zur Perspektive*

In Deutschland beschéftigt sich 1752 Lambert mit der Perspektive und entwickelt dabei
den sogenannten , Perspektograph“ mit dem man einen Grundriss mechanisch in seine

zentralperspektivische Ansicht verwandeln kann (Abb. 3.16).

Abbildung 3.16: Lamberts Perspektograph

1759 erscheint die ,, Freye Perspective”, in der es um die Erstellung eines zentralperspekti-
ven Bildes ohne Benutzung von Grund- und Aufriss geht. Lambert verdeutlicht in dieser
Schrift seine Auffassung der Zeichenebene als ein Modell des dreidimensionalen Raumes,
indem man ein Bild des rdumlichen kartesischen Dreibeines vorgibt. Er folgert richtig,
dass jede gedanklich im Raum durchzufiihrende Konstruktion eine entsprechende Kon-
struktion in der Bildebene zur Folge hat. Erst Monge fiithrt diesen Gedankengang weiter
zur Vollendung, indem er ihn mit dem Mehrbilderverfahren kombiniert. Lambert fasst
das rdumliche Ziehen einer Parallelen zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen
Punkt in der Bildebene als Verbindung des Bildpunktes des gegebenen Punktes mit dem
Fluchtpunkt der gegebenen Geraden auf und ermoglicht so einen Zugang zur projektiven
Geometrie, denn bei einer zentralperspektiven Abbildung haben auch parallele Geraden
einen gemeinsamen eigentlichen Schnittpunkt, d.h. der eigentlich nur gedachte unendlich
ferne Punkt wird in einen im Endlichen gelegenen Punkt transformiert, womit sich das

Parallelenziehen zum natiirlichen Grenzfall des Verbindens wandelt.
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3 17. und 18. Jahrhundert

Lamberts Absicht, die ihn und seine Forschungen antreibt, ist die Aufgabe einen ,,Gegen-
stand unmittelbar aus seinen bekannten Winkel- und Léngenmaflen perspektiv zu zeich-
nen, [dies ist| nicht viel weniger leicht, als es sonst im Grund- und Aufriss geschieht. Er
gibt hierzu die einfachsten Konstruktionsregeln unter Anwendung der Benennung "Tei-
lungspunkt’ und fiigt perspektive Maflistdbe zu, deren einer, abweichend von dem von
Desargues und von anderen angegebenen Proportionsmafistabe, die reciproken Werte von
Absténden abzugreifen, deren anderer noch mit dem Cosinus der Neigungswinkel zu mul-
tipliciren gestattet!.“ Lambert untersucht weiters die Verinderungen eines Bildes bei
einer Variation des Augpunktes, bestimmt die schiefe Parallelprojektion eines Wiirfels
,hach dem Verfahren der Perspektive unter Annahme von unendlich kleinen Maflien des
Wiirfels'*“ und er beschéftigt sich intensivst mit der Rekonstruktion des Augpunktes bei

gegebener perspektiver Abbildung. Lambert betrachtet auflerdem:
e Spiegelbilder

Schatten

Reflexwirkungen durch ebene und krumme Flichen

Theaterperspektive

Von der Kavalierperspektive zur Kotierten Projektion

Ab 1600 entwickelte sich im Bereich des Festungsbauwesens die sog. Kavalierperspekti-
ve'®. Es wird dabei nicht wie in der heutigen Zeit von einem maftreuen Aufrissbild, an
das z.B. 45° geneigte verkiirzte Bilder der Tiefenlinien anschlieffen, ausgegangen, sondern
von einem mafitreuen Grundrissbild, von dem die Bilder der senkrechten Linien ausgingen
(Abb. 3.17).

Die Entwicklung dieser Darstellungsmethode hat ihre Wurzeln in der Artillerie, da Fes-
tungsanlagen so gestaltet werden mussten, dass das gesamte umgebende Gelédnde einer
Festung klar einzusehen war, aber andererseits von keinem umgebenden Geldndepunkt
aus in die Festung hineingesehen werden konnte. Uberzeugte Vertreter des Festungsbau-

wesens sprachen sich klar und deutlich fiir die Weiterentwicklung der Kavalierperspektive

13Ch. Wiener. Lehrbuch der Darstellenden Geometrie - Erster Band. (Leipzig, 1884) S. 21
14Ch. Wiener. Lehrbuch der Darstellenden Geometrie - Erster Band. (Leipzig, 1884) S. 21
5Dem damaligen Sprachgebrauch folgend, sind Kavaliere die vorspringenden Teile einer Festung.
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Abbildung 3.17: Festung Rocca (Italien) in Kavalierperspektive

aus, da man aus perspektivischen Bildern nicht so einfach die wahren Mafle und Entfer-
nungen entnehmen konnte.

Das Militar hatte auch einen bedeutenden Anteil an der Entwicklung einer anderen Abbil-
dungsmethode - der kotierten Projektion. Fiir das Militar wurden immer genauere Karten
von immer gréferer Bedeutung und somit auch eine Beschreibung des Gelédndes mittels
Hohen- und Tiefenlinien. Es verwundert nicht, dass Karten mit Tiefenlinien (Isobathen)
frither auftraten als Karten mit Hohenlinien (Isohypsen), da die Lotung von Gewéssertie-
fen weitaus einfacher ist als die Bestimmung von Gelédndehéhen. Die erste Isohypsenkarte
stammt von Du Carla (1771) und zeigt eine ,,imaginére Insel“, um das Prinzip dieser Ab-
bildungsmethode zu erkldren. Erst 20 Jahre spater wurde die erste ,richtige” Karte (von
Frankreich - welches Land sonst?) mit Hohenlinien veréffentlicht. Zum Vergleich dazu:
Die erste Isobathenkarte stammt aus dem Jahr 1697 und zeigt die Maasmiindung. Ein
weiteres frithes Beispiel ist eine Karte vom Armelkanal (1737).

So wurden unter strenger Leitung v.a. in Frankreich hervorragende Militaringenieure wie

Lazare Carnot oder Gaspard Monge ausgebildet.
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3.2.2 ,,Die Stereotomie” von Frézier
Vorbemerkungen

Neben dem Militdrwesen gab es auch noch andere Zweige, die die Entwicklungen in der
angewandten Geometrie vorantrieben - vor allem jedoch die Steinschnittkunst. Da die
Gewinnung und Bearbeitung von Naturstein im 17. und 18. Jh. nach wie vor sehr teuer
und aufwindig war, musste vor der Weiterverarbeitung zu Gewdlben, Fensterlaibungen,
Wendeltreppen, usw. die Form eines jeden einzelnen Steines genau bestimmt werden. Wie
im Kapitel iiber das Mittelalter bereits erwidhnt, wurden diese geometrischen Kenntnisse
in den Bauhiitten von Generation zu Generation miindlich weitergegeben. Nur selten gab
es Konstruktionszeichnungen mit Hilfslinien, jedoch ohne schriftliche Erklarungen, bes-
tenfalls fand sich ein Hinweis, dass ,,jeder Kundige daraus den Hergang entnehmen kénne
und weitliufige Erklirungen die Sache nur verwirren wiirden!®.“

Mit dem Beginn des 17. Jhs. zeigt sich jedoch auf diesem Gebiet eine deutliche Abkehr
von der traditionellen Planauffassung der Bauhiittenmeister. Papier konnte von nun an
gilinstig und in groflen Mengen hergestellt werden, genauere Messgerite und prézisere Zei-
chengerdte wirkten im Fortschritt des Konstruktiven Zeichnens mit. Bis zu dieser Zeit
waren Wasser- und Windréder die einzigen Konstruktionen des beginnenden Maschinen-
bauwesens, das sich mit der Erfindung der Dampfmaschine (1768) von der Architektur
abspalten konnte. Die Wasser- bzw. Windréader stellen jedoch bereits ziemlich komplexe
Bewegungsapparate dar und erforderten vom Ingenieur ein fundiertes Wissen iiber ma-
thematische Mechanik. Entsprechend dieser Anforderung entwickelten die Miihlenbauer
,das erste eigenstdndige Maschinenbauzeichnen auf der Basis des Grund- und Aufriss-
Verfahrens bereits in der Verbindung mit der Vertikalschnittmethode (Abb. 3.18), womit
endgiiltig die Sackgasse der perspektivischen Maschinendarstellungen des ausgehenden
Mittelalters {iberwunden ist!7.“

Im Jahre 1718 fertigte L. C. Sturm das folgende ,Horizontalmiihlrad“ (Abb. 3.19) an,
welches wie eine moderne Wasserturbine anmutet und als eines der ersten Maschinenbau-
zeichnungen gelten kann und somit Symbolcharakter fiir eine sich von nun an entwickelnde
Wissenschaft hat.

Als dann der Ingenieur James Watt seine rotierende Dampfmaschine plante, konnte er auf

ein brauchbares Maschinenzeichnen zuriickgreifen, das die fiir seine Erfindung erforderli-

16p, Schreiber, C.J. Scriba. 5000 Jahre Geometrie. Geschichte Kulturen Menschen. (Berlin/Heidelberg,

2001) S.336
17J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 157

ff.
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che geometrische Exaktheit bieten konnte. Mit der Erfindung der Dampfmaschine setzte
ein Entwicklungsprozess auf dem Gebiet des Maschinenzeichnens ein, der sehr rasch in

eine wissenschaftlichen Bahn gelenkt wurde.

Eg. ¢

Eine fimderbich gute Conctrucion du
Horisontal -Muhien - Rader in

Abbildung 3.18: Plan einer Bock-  Abbildung 3.19: Wasserturbine im Grund-
windmiihle von de La riss bzw. Profilschnitt von
Hire (1702) L. C. Sturm (1718)

Das Werk von Amédée-Francois Frézier

Wie viele andere franzosische Geometer jener Zeit auch, war Frézier ein Berufsoffizier
nobler Herkunft, der als Mitglied des franzosischen ,,Corps de génie“ die Funktion ei-
nes Bauingenieurs ausiibte. Erst das 1737/39 erschienene dreibéndige Werk 7,E/)léments
de Stereotomie a l'usage de l'architecture pour la coupe des pierres* des Militaringe-
nieurs Amédée-Francois Frézier gibt uns Einblick in die jahrhundertelange Entwicklung
der Steinschnittkunst, besser gesagt gibt sie den Stand seiner Zeit wieder. Der erste Band
behandelt die Theorie, die folgenden zwei die Anwendungen. Frézier verwendet klare ein-

deutige Definitionen, formuliert allgemeine Regeln und beweist all seine Behauptungen.
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Er behandelt in seinem Werk hauptsichlich gekriimmte Fléchen im dreidimensionalen
Raum und dabei vorrangig jene, die mittels mechanischer Schleifvorgéinge erzeugt werden

konnen - also Regelflichen, wie sie im heutigen Sprachgebrauch lauten (Abb. 3.20).

Er betrachtet dabei bewegte Geraden,
die ldngs zweier Kurven gefiihrt werden
(auch mit unterschiedlicher Geschwindig-
keit). Bei der Ermittlung der Schnittkur-
ve zweier Flachen geht er sehr allgemein
vor, interessiert sich aber auch fiir die Aus- f
breitung abwickelbarer Fliachen in die Ebe-
ne und die Bestimmung des Schnittwinkels

zweier Flachen.

Abbildung 3.20: Regelflichen nach Frézier

Bevor Frézier jedoch ,sein umfangreiches, dreibandiges Werk iiber das Grund-Aufriss-
Verfahren als letzte Stufe der reinen Wissenschaftlichkeit ausarbeitete und verdéffentlich-
te, hatte er sowohl die vorhergehende Steinschnittliteratur wie [auch| die junge mathe-
matische Disziplin der analytischen und Infinitesimalgeometrie von Desargues an inten-
siv studiert, was seine mathematischen Ableitungen belegen'®.“ Die Uberarbeitung aller
Theorien und Praktiken beziiglich der Steinschnitttechniken bedeutete eine immense Ar-
beitsleistung, wenn auch seine Theorie nicht so anspruchsvoll wie jene von Desargues ist,
jedoch dafiir umso verstandlicher fiir die Allgemeinheit. Die Zeichenkonstruktionen be-
treffend kann man getrost behaupten, dass er der erste ist, der die von Diirer gesetzten
MafBstéibe iiberschreitet. Da Frézier sich aber vorrangig auf die Losung konkreter Aufga-
benstellungen der Steinmetzkunst konzentrierte, schaffte er es - im Gegensatz zu Monge
- nicht, auf allgemein wissenschaftlichem Niveau zu argumentieren und umfassendere Er-

gebnisse zu prasentieren. Das hatte zur Folge, dass er ,nach dem Theoriewerk zu viel

18J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 158
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Kraft und Fleif in zwei weitere Bande mir jeweils weiteren 500 Seiten Text und Hunder-
ten von Strichen investierte. Weniger wére hier mehr gewesen. Wie seine Theorie trotz
ihrer Fortschritte vor den letzten Abstraktionen und Konsequenzen stehen bleibt, veran-
schaulicht bereits sein neuer Begriff, unter dem er das Gebiet zusammenfasst: Anstelle
von Steinschnitt bildet er den griechischen Kunstausdruck 'Stereotomie’ im Sinne von
Festkorperschnitt!®.“ Im Gegensatz zu Monge schafft es Frézier nicht, die Wissenschaft
der Darstellenden Geometrie fiir alle geometrisch-rdumlichen Probleme zu erfassen und
die Ergebnisse dann auch fiir alle wissenschaftlichen und industriellen Bereiche aufzube-

reiten.

Doch nun zuriick zu Fréziers Werk: In sei-
nem ersten Band beschreibt er allgemein-
versténdlich und so klar wie es noch keiner
zuvor gemacht hat die Projektionsmetho-

de als Bilderzeugungsmethode fiir Grund-

und Aufriss. Er beschriinkt sich in sei- g / =
nen Ausfithrungen auf ausschlieflich senk- ' '

recht auf die Bildebene auftreffende Paral- Abbildung 3.21: Orthogonalprojektion
lelstrahlen, d.h. auf die Orthogonalprojek- nach Frézier

tion (Abb. 3.21).

,Dabei gelingt ihm eine hilfreiche Vergleichsvorstellung vom Projektionsvorgang, die sich
auf uralte Menschheitserfahrungen bezieht und gegeniiber der exakteren Strahlenbezie-
hung zum Licht auch den mehr anschaulich Veranlagten leicht eingehen muss: Man solle
sich vorstellen, wie feinste Tintentropfchen von den Punkten des abzubildenden Korpers
auf eine Tafel herabfallen und diesen somit nachzeichnen. Des weiteren erkléart er, wenn
auch nicht logisch-analytisch erschépfend, erstmals, weshalb zur vollstdandigen Wieder-
gabe der Geometrie eines Koérpers in der Zeichenebene mindestens zwei Projektionen
notwendig sind, also Grund- und Aufriss. Da nédmlich in der horizontalen Grundebene
nur waagrechte Mafie (von Breite und Tiefe) abbildbar seien, miisse man fiir die Wieder-
gabe der Hohenausdehnungen den Korper noch einmal, dann aber in einem Vertikalplan,
projizieren. Die folglich rechtwinklige Zuordnung der beiden Bildtafeln wiahrend der zwei

Projektionen wird ebenfalls in einer kleinen Parallelperspektive demonstriert?.«

193, Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 158
20]. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 159
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Ein weiterer wichtiger Teil in Theorieband ist Fréziers Abhandlung der Gewdlbeformen
und -zusammensetzungen als Zylinder-, Kugel- oder Kegelschnitte bzw. als Durchdrin-

gungen gleicher oder verschiedener Rotationskorper.

para3] RAITE DE STEREOTOMIE L, 1™ PLANCHE [™ e 285 |
e mcm B
T TG ¢ el
J":r' \.\;.__ J q e '.‘-'.L \

Abbildung 3.22: Frézier leitet die Gewdlbeformen von den Rotationskorpern ab, die er
in offensichtlich konstruierten Parallelperspektiven darstellt, ohne deren
projektive Entstehung selbst zum Gegenstand seiner Untersuchungen zu

machen.

, Hitte er noch den Schritt getan, die grundsdtzlichen Fille der Schnittkurven und Durch-

dringungslinien in Grund-Aufriss-Konstruktionen allgemeingiiltig zu erzeugen, so wdre er

damit Monge zuvorgekommen?®' .“

21J. Sellenriek. Zirkel und Lineal. Kulturgeschichte des Konstruktiven Zeichnens. (Miinchen, 1987) S. 161
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Um die Darstellung der Entwicklung der Geometrie im 18. Jh. abzurunden, wiirden nur
noch die Errungenschaften von Gaspard Monge fehlen, dem Begriinder der darstellen-
den Geometrie, wie wir sie heute noch kennen. Die Bedeutung Monges fiir die darstellende
Geometrie geht auf seine klare Aussage zuriick, in der er die (doppelte) Aufgabe der dar-

stellenden Geometrie beschreibt:

,, Erstens soll sie die Methoden liefern, um auf einem Zeichenblatte, welches
also nur zwei Dimensionen, Lénge und Breite hat, alle Raumgebilde, welche
deren drei, ndmlich Lange, Breite und Hohe haben, abzubilden, vorausgesetzt,
dass diese Gebilde streng definirt werden konnen.

Zweitens soll sie das Verfahren lehren, um aus einer genauen Zeichnung die
Gestalt der Raumgebilde [zu] erkennen und alle Sitze, welche aus der Gestalt

und der gegenseitigen Lage der Raumgebilde folgen, ableiten zu kénnen??.“

Mit diesem Zitat mochte ich auch schlieflen, da weitere Ausfithrungen zu Monge einer

eigenen wissenschaftlichen Arbeit bediirften.

22G. Monge. Darstellende Geometrie [Nachdruck]. (Leipzig, 1900) S. 1
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