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Kurzfassung

Mariam Arnaout: Berechnung eines FuRgangersteges aus Stahl unter Normalkraft, zwei-
achsiger Biegung und Wdlbkrafttorsion nach zwei Methoden, Teil 2: Gekoppelte Berech-
nung ohne Beriicksichtigung von Schwerpunkt, Hauptachsen und Schubmittelpunkt.

Fur den Querschnitt eines Ful3gangersteges wird ein gekoppeltes Berechnungsverfahren
nach Herrn O. Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. Helmut Rubin angewendet. Schnittgré3en und
Verzerrungen werden gekoppelt dargestellt, sodass weder die Berechnung des Schwer-
punkts noch des Schubmittelpunkts und der Hauptachsen notwendig ist. Es kann das Be-
zugskoordinatensystem beliebig gewahlt werden.

In dieser Arbeit werden drei verschiedene Lastfalle behandelt. Mittels einer Ubertra-
gungsbeziehung werden alle SchnittgréRen, VerschiebungsgrofRen, sowie der Verzer-
rungszustand bestimmt und die daraus resultierenden Normalspannungen sowie Schub-
flisse angegeben.

Die Ergebnisse stimmen exakt mit der parallel gefiihrten Arbeit, die denselben Ful3gan-
gersteg zum Thema hat, in der er jedoch nach der konventionellen Methode berechnet
wurde, Uberein.

Es wurde somit bewiesen, dass die gekoppelte Berechung eine gute Ldsung fur die vor-
liegende Aufgabenstellung liefert.

Summary

Mariam Arnaout: Analysis of a pedestrian bridge out of steel loaded by normal force, biax-
ial bending and torsion by two different methods, part 2: coupled form of analysis without
use of centroid, shear centre and principal axis.

The cross section of a pedestrian bridge gets analysed by a coupled form of analysis,
which is created by Mr. O. Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. Helmut Rubin.

The relation between stress results and deformation are written in a coupled form which
allows an arbitrarily choice of a reference point and a reference system of coordinates.
There is no need for calculating the centroid nor the shear centre or the principal axis.

Based on the relation mentioned above a transfer matrix gets developed, which enables
the calculation of all stress results, deformations and displacements.

The results of three different kinds of loads are displayed in this paper.

Comparing the results of this thesis with these of the thesis, that concerns the same
square section but handles it with a more conventional calculation method, it turns out,
that the results are exactly the same.

This proves that the coupled form of analysis, which is used in this paper, is a good solu-
tion for the present case, since it maintains the same results as the regularly used
method.
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Diplomarbeit 1. Einleitung

1. EINLEITUNG

1.1 Allgemein

Das im Nachfolgenden angewendete Berechungsverfahren ist von Herrn O. Prof. Dipl.-Ing.
Dr. techn. Helmut Rubin entwickelt. Diese Arbeit soll die Anwendung dieser Berechnungs-
methode anhand eines Stahlbriickenquerschnitts unter Beanspruchung von Langskratft,
zweiachsiger Biegung und Wolbkrafttorsion zeigen und mit den Ergebnissen der parallel ge-
fuhrten Arbeit [2], die denselben Querschnitt und das gleiche statische System nach den

entkoppelten Differenzialgleichungen behandelt, verglichen werden.

1.2 Berechnungsmethoden

Zur Berechnung von Staben mit offenen Querschnitten unter Beanspruchung von L&ngs-
kraft, zweiachsiger Biegung und Wadlbkrafttorsion werden Ublicherweise der Schwerpunkt,
der Schubmittelpunkt und die Hauptachsen bestimmt, woraus die Anwendung der entkop-
pelten Differenzialgleichungen des Biege- und Torsionsproblems fir Schnittgré3en und
Spannungen ermoglicht wird. Die Normalspannungen und Schubspannungen kénnen so fir
jede SchnittgroRe getrennt bestimmt werden. Dies setzt jedoch auch die Kenntnis bzw. Be-
rechnung sdmtlicher Querschnittswerte voraus. Anwendung findet diese Methode im ersten
Teil der Arbeit ,Berechnung eines Ful3gangersteges aus Stahl unter Normalkraft, zwei-
achsiger Biegung und Wdélbkrafttorsion nach zwei Methoden“, Teil 1: Entkoppelte Be-
rechnung unter Berucksichtigung von Schwerpunkt, Hauptachsen und Schubmittel-
punkt sowie Ermittlung der Wdélbspannungen nach dem Drilltragerverfahren [2] von

Christina Sollner verfasst.

Alternativ zur entkoppelten Methode wird ein gekoppeltes Berechnungsverfahren von
Rubin [1] angewendet, das ohne separate Ermittlung der Querschnittswerte sowie ohne
Schwerpunkt, Hauptachsen und Schubmittelpunkt auskommt. Das Bezugssystem darf frei
gewahlt werden. Ausgehend von einem beliebigen, aber auf der Querschnittskontur liegen-
den Bezugspunkt wird eine Ubertragungsbeziehung fiir die ZustandsgréRen am Anfang und
am Ende des betrachteten Stabes aufgestellt. Mit Hilfe der Randbedingungen und der Uber-
tragungsbeziehung kénnen die ZustandgréfRen am Anfangs- und Endpunkt vollstandig be-
stimmt werden. Danach konnen mit Ubertragungsbeziehungen an jeder Stelle x entlang der

Langsachse alle Schnittgréf3en, sowie VerschiebungsgroRen des Bezugspunkts ermittelt

Mariam Arnaout 3



Diplomarbeit 1. Einleitung

werden. In weiterer Folge kénnen Uber ForméanderungsgréRen die Normalspannungen sowie
die Anderung der Normalspannungen uber die Lange in jedem Punkt des Querschnitts be-
stimmt werden. Aus dieser Anderung der Normalspannungen lassen sich durch Kréafte-
gleichgewichte Schubflisse und nach Division durch die Blechdicke die Schubspannungen
errechnen.

1.3 Aufgabenstellung und Zielsetzung

In dieser Diplomarbeit wird das ,Gekoppelte Berechungsverfahren* auf einen Ful3ganger-
steg angewendet. Es werden verschiedene Lastfalle wie Eigengewicht, Nutzlast und Wind-

last mit unterschiedlichen Laststellungen betrachtet und ausgewertet.

Der Querschnitt des Ful3géangersteges und seine Belastungen werden im nachfolgenden

Kapiteln genauer angegeben.

3om tany=0,1 [ I
m —L

Lagerung

statisches System

Abbildung 1: Angabe

Ziel der Arbeit ist es zu zeigen, dass das gekoppelte und entkoppelte Berechnungsverfahren
exakt die gleichen Ergebnisse liefern. Dies soll mittels Vergleich der Normalspannungen so-
wie dem Vergleich der Schubfliisse, die mit den jeweiligen Verfahren errechnet werden, ge-
zeigt werden. Fir ein effizientes Arbeiten und auf Wunsch der Betreuer entschieden wir uns
die Programmierung mit der Software "Mathematica" in Zusammenarbeit beider Studentin-
nen durchzufiihren. Dies sollte die Fehleranfalligkeit reduzieren, nach dem Motto "Vier Au-
gen sehen mehr als zwei". Auf3erdem lernte dadurch jede das Verfahren der anderen ken-

nen, was flr einen Vergleich unerlasslich ist.

Mariam Arnaout 4



Diplomarbeit 2. FuRgéangersteg

2. FURBGANGERSTEG

2.1 Querschnitt und statisches System
Der Querschnitt ist aus 12 einzelnen Blechen zusammengesetzt, asymmetrisch und offen.

Das Deckblech ist mit T-Steifen, deren Gurte fiir die Berechnung als Punktflachen idealisiert
sind, ausgesteift und liegt auf zwei Stegblechen unterschiedlicher Héhe. Die beiden Stegble-

che sind jeweils mit einem Untergurt versehen.

80 . 80 " 80 A0

A=Bcm?;r=1,26

100

Abbildung 2: Querschnitt des FulRgadngerstegs; alle L&ngen sind in cm angegeben.

Zur Modellierung des statischen Systems fir den Fu3géngersteg kann sowohl in y- als auch
in z-Richtung ein Einfeldbalken herangezogen werden. Der Anfangspunkt der Bricke ist in

Richtung der Stablangsachse verschieblich gelagert.

tany=0,1

Abbildung 3: Einfeldbalken

Die vier Auflager des FuRgangersteges haben insgesamt sieben Wertigkeiten, damit ist das

System einfach statisch unbestimmt.
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Az

Abbildung 4: Auflagerkrafte der Bricke

Auflagerreaktionen:
In negative x-Richtung wirkend: A,
In y-Richtung wirkend: A, C,

In negative z-Richtung wirkend: A,, B,, C,, D,

2.2  Ubersicht der Lastfalle

2.2.1 Lastfall 1: Eigengewicht mit Aufbau

Das Eigengewicht mit Aufbau wirkt als standige Flachenlast auf dem Deckblech. Ihre Resul-

tierende greift nicht im Schwerpunkt des Querschnittes an, sondern in Deckblechmitte.

Y =1,35 (Teilsicherheitsfaktor) (2.2)
gf, =6,00 KN/ m? (2.2)
0 g =0, Yo = 8,10 KN/ m? (2.3)

2.2.2 Lastfall 2: Nutzlast

Die Nutzlast ist eine veranderliche Flachenlast und wirkt auf dem Deckblech.

yQ =1,35 (Teilsicherheitsfaktor) (2.4)
a°, =5,00 kN/m? (2.5)
O g =Yg = 6,75 KN/ m? (2.6)
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2. FuRgéangersteg

2.2.2.1 Lastfall 2a: Nutzlast auf dem gesamten Deckblech

Die resultierende Linienlast aus der durchgehenden Nutzlast wirkt in Deckblechmitte.

2.2.2.2 Lastfall 2b: Nutzlast ber dem kurzen Steg

Fir diesen Lastfall ist jene Lasteinwir-
kungsflache gesucht, durch die die Durch-
biegung des kurzen Steges in z-Richtung
maximal wird. Diese Einflussbreite soll mit
einer Linienlast (q=1kN/m) tGber dem kur-

zen Steg ermittelt werden.

g=const

ZY

Abbildung 5: Laststellung fir die

Y

Linienlast zur Ermittlung der Einfluss-

breite fur Lastfall 2b

2.2.2.3 Lastfall 2c: Nutzlast tiber dem langen Steg

Fur diesen Lastfall ist jene Lasteinwir-
kungsflache gesucht, durch die die Durch-
biegung des langen Steges in z-Richtung
maximal wird. Diese Einflussbreite soll mit
einer Linienlast (q=1kN/m) Uber dem lan-

gen Steg ermittelt werden.

g=const

A |

Abbildung 6: Laststellung fir die

Y

Linienlast zur Ermittlung der Einfluss-

breite fur Lastfall 2c

2.2.3 Lastfall 3: Wind

+W
Die Windlast wirkt als resultierende Li- ~ )
nienlast auf der Hohe des Deckblechs in ‘ :
y-Richtung.
Yo=1,00 (Teilsicherheitsfaktor) (2.7)

1 ZY

w, =£3,00 KN/m (2.8)

Abbil 7L Il far Lastfall
Wey =W,y = £3,00 kN/m (2.9) bbildung aststellung fur Lastfall 3
Mariam Arnaout 7
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2.3  Aufteilung der Einwirkung in ihre Komponenten

Aufgrund der Neigung des FuRgangerstegs ist es zur Berechung notwendig, die in Vertikal-

richtung wirkenden Einflusskrafte in ihre x- und z-Komponenten aufzuteilen.

Die Einwirkung Wind wirkt ausschlie3lich in y-Richtung. Auf3er im Lastfall Wind gibt es bei

dem vorliegenden, behandelten Beispiel keine y-Komponenten aus Einwirkungen.

Jg4 steht im Folgenden reprasentativ fr eine Linienlast in Vertikalrichtung”, was bedeutet,
dass die Flachenlast gFEd. mit der EinfluBbreite multipliziert wird.

2.3.1 Belastung in x-Richtung

Belastungsanteil, der wie in

der dargestellt, in Richtung

der x-Achse des Systems

wirkt:

0, = JgSiny

e...Abstand der Krafteinlei-
tungsstelle zum Bezugspunkt

Abbildung 8: System mit Belastung in x-Richtung

2.3.2 Belastung in z-Richtung

Belastungsanteil, der wie in der

dargestellt, in Richtung der z-

Achse des Systems wirkt:

qz = gEdCOSy

Abbildung 9: System mit Belastung in z-Richtung

Mariam Arnaout 8



Diplomarbeit 3. Theorie der Gekoppelten Berechnungsmethode nach [1]

3. THEORIE DER GEKOPPELTEN
BERECHNUNGSMETHODE NACH [1]

3.1 Einleitung

Das gesamte Kapitel 3 basiert auf der Arbeit von Rubin [1] in Anhang A.

3.2 Allgemein

Bei der gekoppelten Berechnungsmethode ist es im Gegensatz zur tblichen Berechung von
Stdben mit offenem Querschnitt unter Beanspruchung von Langskraft, zweiachsiger Bie-
gung und Wadlbkrafttorsion nicht notwendig, den Schwerpunkt mit Hauptachsen fir die Bie-

gung und den Schubmittelpunkt fiir die Torsion zu bestimmen.

Die gekoppelte Berechnungsmethode ermdglicht von einem beliebigen, jedoch auf dem
Querschnitt liegenden Bezugspunkt 0 mit frei wahlbaren, orthogonalen Querschnittsachsen

y und z auszugehen.

Fur diesen Bezugspunkt 0 und seine Achsen werden sowohl der allgemeine Dehnungs- als
auch Normalspannungszustand im Querschnitt mit vier Grundzustanden ausgedriickt. Die
vier Dehnungszustande sind mit den SchnittgroBen N, My, M, und M,, gekoppelt, weshalb
Schwerpunkt, Hauptachsen und Schubmittelpunkt fir die Berechung weiterhin nicht nétig

sind.

Aus diesen Zusammenhangen wird die Ubertragungsbeziehung entwickelt, welche das
Tragverhalten eines Stabes vollstandig beschreibt. Allgemein hat der Zustandsvektor 14
Komponenten (7 Verschiebungs- und 7 SchnittgroRen). Wird die Ubertragungsbeziehung fiir

x=| formuliert, kann man daraus fir den Einzelstab alle ZustandsgréRen am Stabanfang

und Stabende errechnen. AnschlieRend ist es maoglich, fur jede beliebige Schnittstelle
0 £ x £1 nach Neuformulierung der Ubertragungsbeziehung fur die entsprechende Stelle x,

die Zustandsgrofien zu bestimmen.

Die Normal- und Schubspannungen lassen sich nun fiur jeden beliebigen Punkt im Quer-

schnitt unter Betrachtung der resultierenden Belastung formulieren.

Die Berechnung erfolgt mit Hilfe von Matrizen, deren Elemente nach einfachen Formeln be-
stimmt werden kénnen. Es empfiehlt sich fir diese Berechung ein Rechenprogramm zu ver-
wenden. Jedoch ist es mdglich das Gleichungssystem so zu l6sen, dass jeweils eine Glei-

chung mit nur einer Unbekannten vorliegt.
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3.3

Annahmen

Unter folgenden Voraussetzungen ist das ,Gekoppelte Berechnungsverfahren“ anwendbar:

§ Der Querschnitt ist Uber die Stablange konstant.

§ Der Querschnitt ist offen und besteht aus geraden, dinnwandigen Blechabschnitten;
deren Anzahl und die Form der Verzweigungen sind beliebig.

§ Querkraft- und Woélbkraftschubverformungen werden vernachlassigt.

§8 Die einzelnen Blechabschnitte bleiben eben (Wagner-Hypothese).

§ Der Querschnitt bleibt formtreu.

8§ Es wird Elastizitatstheorie I. Ordnung angewendet.

§ Als Einwirkungen werden (gemafd einem beliebigen Polynom) verénderliche Stre-
ckenlasten, Streckentorsionsmomente und Einzeleinwirkungen berticksichtigt.

§ Es werden nur Querschnitte mit Verwolbung betrachtet; der Sonderfall eines wolb-
freien Querschnitts (bei dem drei Bleche in einem Knoten verbunden sind) wird nicht
betrachtet.

3.4 Allgemeine Berechung des Ful3gangersteges
R ”r A7 ¢ As,7 ;_ Aos

11,12

: 2A12 As.s 6A6

A7,8

Asgio ¢ Asg
1O__E!§_’9

Abbildung 10: Betrachteter Querschnitt mit Bezugspunkt O und Achsen y und z,
Blickrichtung entgegen der x-Achse.

Die Abbildung 10 zeigt den aus 12 Blechen und 2 Punktflachen (As und A;,) bestehenden

Querschnitt des Ful3géngerstegs, fiur den die zur Berechnung erforderlichen Matrizen und

Formeln angegeben werden. Die Wahl des Bezugspunkts 0 und der Achsen y und z erfolgte

willkdrlich.

Die Knotenpunkte und Blechenden werden mit f und g (0,1,2,...) bezeichnet. Daraus erge-

ben sich fur auf Knoten bezogene Grof3en ein und auf Bleche bezogene Grolien zwei Indi-
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zes, z.B. Ay(= Ay) als Flache fur das Blech fg. Die Rechenrichtung fur Wélbordinaten w und
Schubflusse T ist durch die Pfeile im Querschnitt dargestellt, sie sind vom Bezugspunkt nach

aullen gerichtet.

3.4.1 Verschiebungsgrof3en, Schnittgr63en und Einwirkungen

Koordinaten Verschiebungsgrol3en SchnittgrofRen Einwirkungen

Abbildung 11: Koordinaten, Verschiebungen, SchnittgrofRen und Einwirkungen

Die positiven Richtungen der x-Achse(=Stabachse), y- und z- Achse, der Verschiebungen u,
v, w und des Torsionsdrehwinkels J, der Schnittgro3en N, My, Q,, M, Q, und M; sowie der
Streckenlasten qy, g, und q,, die einen nach einem beliebigen Polynom veranderlichen Ver-
lauf haben kdnnen, sind in Abbildung 11 dargestellt.

Die Exzentrizitaten y,, zy, Y, und z, sind ebenfalls abgebildet und werden als konstant Gber
die gesamte Stablange angenommen.

Fur die ganze Berechnung gilt, dass alle Grof3en auf den Punkt O und die Achsen x, y und z
bezogen sind.

3.4.2 Berechnung der Spannungen o aus den VerschiebungsgrofRen u, w, v
und J mit Hilfe der Matrix A
Es wird vereinbart:

§ Bezeichnungen fir eine Matrix sind fett und unterstrichen, z.B. A.

8§ FormanderungsgrolRen und Verschiebungsgrolien mit Querstrich (oben) sind E-fach,
z.B. w=Ew.

§ Ableitungen nach x werden mit Strich versehen, z.B. du/dx=ut.

Als FormanderungsgroRen, die den Dehnungs- und Normalspannungszustand im Quer-
schnitt vollstédndig beschreiben, werden definiert:

k, = -0t (3.1)
k, = - Wt (3.2)
K, = - b (3.3)
K,= - Jb (3.4)
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Als zugehdrige Matrix wird vereinbart:

g k, ki 0
K, Kki.
k=6~ g: (3.5)
ka kg :
ik, Kig
Weiters wird als Spannungsmatrix definiert:
80, Of 0
gol of .
goz ol :
90-3 O'g -
804 o} °
- EZS zi : (3.6)
-~ _g 6 -
go7 (o] :
¢Os of -
o, of ;
¢O10 O%j
go-ll 0-Ql-
g% ol g

Die Ableitungen k¢ und of werden zur Berechnung der Schubflisse bzw. Schubspannun-
gen bendtigt.

Die Matrix o berechnet sich aus der Matrix K wie folgt:

o=Axk (3.7)
Diese Gleichung beinhaltet eine rein kinematische Beziehung (mit E-Modul erweitert).
Fur Matrix A gilt:

al Zy Yo W O
(;1 Z, Y1 W, -
(;1 Z, Y, Wy -
(;1 Z; Y3 W3 .
gl Zy Ya Wy -
gl Zs Y5 Ws -
A="1 2z, Yy, W N (3.8)
(}1 Z; Y7, Wy _
gl Zg  Yg Wy .

w
gl 211 Y Wy _
1 Z;; Y2 Wy ﬂ
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Die Matrixglieder sind Langsverschiebungen der Querschnittspunkte f in x-Richtung, und
zwar die der 1. Spalte aus u=-1, die der 2. Spalte aus wt=-1, die der 3. Spalte aus vt=-1

und jene der 4. Spalte aus J¢=-1, das heilt, die Glieder w, sind die ublichen Einheitsver-
wolbungen. Diese kdnnen rekursiv mit w, =0 beginnend in Pfeilrichtung fortschreitend be-

rechnet werden aus:

Wy =Wy + ZiYq - ZgYs (3-9)
Fur den Querschnitt des Ful3géngerstegs bedeutet dies:

Wy =W, =W, =Wg =W, =w;; =0

W3 =Z,¥5-2Z5Y, (¥,=0)
W, =2,Y,-2,Y, (¥,=
We =Z5Y6 - Z6Ys (Zs =
Wy =Z;Yg -Zgy, (2, =0)

Wy =Wg +ZgYg -ZgYy

Wy TWg +ZgY15-2Z15Ys

Wy, SWyy +24,Y5, -2,y (2, =0)

(3.10)

3.4.3 Berechnung der Knotenkréfte F; aus den Spannungen o; mit Hilfe der
Matrix B

Die Knotenkréafte F; ersetzen den Normalspannungszustand im Querschnitt statisch gleich-

wertig. Fur den allgemeinen Abschnitt fg lauten die Knotenkrafte an den Enden f bzw. g:

&0, 040
Fy _g?+?;fog (3.11)
80y, 00
Fy _g?-}-?;XAfg (3.12)
Die Summe der am Knoten f vorhandenen Kréfte betragt:
F=aF, (3.13)
9
daraus erhalt man: F=Bo (3.149)
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Die Matrix E ist wie folgt definiert:

2
SER
=
ga F} .
FOF
E:(;Fe Féﬁ _

(;F7 Fﬁ — (3.15)
Cr R T
Cr, R 7
Cro R4 T
Fll F1¢1 I
F12 Fl¢2 b

Die Matrix B ist quadratisch und symmetrisch. Die Nebendiagonalglieder auf der Zeile f und
A
Spalte g betragen % wenn A, existiert, das heift, wenn f und g Endpunkte ein und des-

selben Blechstreifens sind, andernfalls ist Afg =0 zu setzten. Die Hauptdiagonalglieder

A L : : A : :
?“ergeben sich jeweils als doppelte Summe der Nebendiagonalglieder % der Zeile f. Die

Symmetrie folgt aus Ay, = A .

Mariam Arnaout 14



Diplomarbeit

3. Theorie der Gekoppelten Berechnungsmethode nach [1]

Fur den Querschnitt des Fu3géangersteges erhalt man:

8Aco Aox Ago Aos (_)
3 6 6 6 .
¢Ao Am *
g 6 3 :
QAzo A2,2 Ay A2,4 ‘
‘6 3 “6 6 T
¢ As, A3,3 ‘
: 6 3 .
¢ A4 2 A4,4 —
g 6 3 .
¢ Aso Ags Ass  Agy B
g 6 3 6 6 i

B=¢ A6,5 Ae,s —

- g 6 3 N
9 A7,5 A7,7 A7,8 A7,ll -
¢ 6 3 6 6 :
g A8,7 AB,S A8,9 A8,10 —
¢ 6 3 6 6 :
g AQ,S A9,9 —
¢ 6 3 :
g Alo,s AlO,lO _ (316)
¢ 6 3 :
g A11,7 All,li A11,12 —
¢ 6 3 6 -
; Aon Ao
g 6 3 ¢

Far die A, der Hauptdiagonale gilt:

Ao,o = AO,l + Ao,z + Ao,5

A=A,

Ay =Ag, t A+ A,,

Az =A,;

A4,4 = A2,4

A5,5 = Ao,s + As,e + A5,7

Ae,e = As,e +3A, (3.17)

Arg=As T AT A,
Ags =Asg T Agg + Agyg
Ago =Agg

A0 = Agio

A =Aur AL

A12,12 = A11,12 + 3'6\12

Die Punktflachen As und A;; missen mit dem Faktor 3 multipliziert werden, damit sie in der
Matrix trotz Division mit drei vollstandig eingehen. Es gilt nAmlich, dass die Summe aller Mat-

rixglieder die Querschnittsflache ergeben muss.
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3.4.4 Berechnung der SchnittgréRenmatrix S aus der Matrix K mit Hilfe der
Matrix D

Schnittgrolienmatrix S:

aN N 0
S= gMy M ‘ (3.18)
tM, M i
iV, M
M, ist das auf den Punkt O bezogenen Wdélbmoment.
Die Matrix S lasst sich zunachst aus der Matrix E wie folgt bestimmen:
S=ATiF (3.19)
Wobei AT die Transponierte von A ist.
Aus den Gleichungen (3.7), (3.14)und (3.19) erhalt man:
S =Dk (3.20)
und nach Inversion
k=D"1S (3.21)
Die Matrix D berechnet sich aus:
D=ATxBxA (3.22)

Die Komponenten der Matrix D entsprechen den Querschnittswerten der konventionellen

Formulierung:

8Dy Dy, Dig Dyt &A A, Ay A, 9
D= gDZl D22 D23 D24 : A gAz AZZAZY Azw — (323)
-~ ¢D, D, ""Daa..,_,,, D., : gAy A, Ayy Ay

§D41 D,, Dy Dug §A, A, A, A, p

Dies soll nur ein Hinweis sein - bei der ersten Anwendung dieses Verfahrens, ist das eine
gute Zwischenkontrolle, da die Querschnittswerte leicht aus einem Querschnittsprogramm
bzw. bei Ublicherer Querschnittsform, aus Tabellen entnommen werden kénnen - im weite-
ren spielen die Querschnittswerte als solche fur dieses Berechnungsverfahren jedoch keine

Rolle!

Da B symmetrisch ist, folgt aus Gleichung (3.22), dass auch D und damit Ql symmetrisch

sind. Bezeichnet man die Glieder von D™ mit d__, so lautet Gleichung (3.21) ausgeschrieben:
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gk, kio ad, . d,6eN Nt

d, d

g k2 k% : _ gd21 d | d23 d24 _XgMy M?/ :

0k, ki* €d; dy d33 ds, : M, M-
d, d

g k4 kg ; gd41 43"'mnﬂ'd44 ﬂ ng ME; ;

(3.24)

Von besonderer Bedeutung in dieser Beziehung ist die Formel fur k,, die wie folgt lautet:
k, =-Jt=d,N+d,M, +d,;M, +d,,M, (3.25)

Es sei darauf hingewiesen, dass 1/d4, gleich dem auf den Schubmittelpunkt bezogenen

Wolbtragheitsmoment |, gemafR ublicher Vorgehensweise ist, wo anstelle von Gleichung

(3.25) die Beziehung -J¢ =M, /(El,) gilt, wobei hier M, auf den Schubmittelpunkt bezo-

gen ist.

Wird die Matrix D singular, liegt ein wolbfreier Querschnitt vor, und D™ existiert nicht.
3.4.5 SchnittgroRen

3.4.5.1 Streckenlasten und Schnittgrof3en

Zur Schreibweise wird zunachst vereinbart:
j

a, =1; @:éwmj3l,@:0fmj<0 (3.26)
j!

fur die Ableitung bzw. Integration gilt:

al=a,,
3 L (3.27)
gadx=a,, furj30

0

Die allgemeine Formulierung flr Streckenlasten kann aus [1] Gleichungen (27) und (28) ent-
nommen werden. Die ndhere Erklarung fir veréanderliche Lasten kann in dieser Arbeit entfal-

len, da auf den FuRRgangersteg nur konstante Lasten einwirken und somit der Index j=0 ist.

Folgende Streckenlasten sind vorhanden:

qx = aoqx,o (328)
g, =349, (3.29)
Ay =&0y0 (3.30)
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Aus den Exzentrizitaten ergibt sich ein Streckentorsionsmoment:

m, =2,q, -y,q, (3.31)
und Streckenbiegemomente:

m, =-z,q, (3.32)
m, =-¥, 4 (3.33)
sowie ein Streckenwolbmoment

m,, =-w,d, (3.34)
wobei w, die Wolbordinate des Angriffspunktes der Streckenlast gy ist (s. Abbildung 11)
Dieser Angriffspunkt muss somit ein Punkt des Querschnitts sein; andernfalls

ware wy nicht definiert, die Aufgabe also nicht eindeutig.

Die positiven Richtungen von my, my, m, und m,, sind entgegengesetzt zu jenen der Schnitt-
groRen. Siehe Abbildung 11.

Die Ableitungen der Schnittgréf3en fir den FulRgangersteg mit konstanter Flachenlast lauten

wie folgt:

Ni=-q, (3.35)
Qi =-q, (3.36)
M =Q, +m, (3.37)
Q) =-q, (3.38)
M =Q, +m, (3.39)
M§ =-m, (3.40)
Mg, =M, +m, (3.41)

M, ist das sekundare Torsionsmoment, welches sich ebenso wie M, auf den Bezugspunkt O

des Querschnitts bezieht.

Nach Integration der Gleichungen (3.35) bis (3.41) mit den Anfangswerten (Index i) als In-

tegrationskonstanten erhélt man:

N=N;-a,q, (342)

Qz :Qz,i -a'lqz (343)

Mariam Arnaout 18



Diplomarbeit 3. Theorie der Gekoppelten Berechnungsmethode nach [1]

M, =M, ;+a,Q,;-a,q, +am, (3.44)
Q,=Q, -aa, (3.45)
M,=M,;+a,Q,;-a,q, +am, (3.46)
M, =M, -am, (3.47)

3.4.5.2 Differenzialgleichung fir My, und Lésung

Das Woélbmoment M, wird durch I6sen einer Differenzialgleichung bestimmt.

Fiur das primare Torsionsmoment, welches unabhéangig vom Bezugspunkt im Querschnitt ist,

gilt:

M;, =Gl Jt = [ Jt (3.48)
mit
I :9I - (n Querdehnzahl) (3.49)
T ET 2(1+n) '

1 1
I = géAfgtfzg +§rf2 X(Aa +A12) (3.50)

dabei muss die Summe Uber alle Blechabschnitte fg mit der dazugehdrigen Blechdicke ge-

bildet werden. Ag und A;, sind die beiden vorhandenen Punktflachen, r; ist deren Radius.

Fur das sekundére Torsionsmoment gilt gemaf Gleichung (3.41):

M, =M{ -m,, (3.51)
M, +M =M, (3.52)
liefert mit Gleichung (3.41):

My, + M =m, +M; (3.53)
diese Gleichung abgeleitet und mit Gleichung (3.40) eingesetzt, ergibt:

Mt, +M§ =mf{, -m, (3.54)

Nach Einsetzten von Mﬁrp gemaR Gleichung (3.48), J% gemaR Gleichung (3.25), den Glei-

chungen (3.42), (3.44) und (3.46) fur N, My, M, sowie my aus Gleichung (3.31) und m,, aus

Gleichung (3.34) erhalt man folgende Differenzialgleichung 2.0rdnung fir M,
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M§ -KM, =am, -m; +
+If|' [d4l(Ni - aqu) + d42 (My,i + ale,i - azqz + a1my) + (355)
+d43(Mz,i + ale,i - any + almz)]

mit der Konstanten

K=1Id, (3.56)
Auf der rechten Seite der Differenzialgleichung (Stérfunktion) sind mit den Funktionen a,
ausschlief3lich Polynome vorhanden. Wegen a; =0 wird der Term a_m_ Null.

Die Differenzialgleichung wird nach den Bautabellen fiir Ingenieure [3], gel6st. Die erforderli-

chen Lésungsfunktionen kénnen nach 2 Méglichkeiten berechnet werden.

1. Mdglichkeit mit hyperbolischen Funktionen:

b, = cosh(v/Kx) (3.57)
b, = iKsinh(\/Rx) (3.58)
. 1

j22: b :R(bj'z -a,) (3.59)

2. Mdglichkeit mit Reihenformel:
fur j = max j und max j-1:
U I
b, =a, + aK'a,, (3.60)
t=1
fur JEmax j-2:

b, =a, +Kb,,, (3.61)

oder auch nach Reihenformel (3.60).

Trotz exakter Formeln kénnen sich nach der 1. Moglichkeit bei sehr kleinen Argumenten
JKx (<<1) und zunehmend bei héheren Indizes j ungenaue Ergebnisse aufgrund numeri-
scher Probleme ergeben. Diese treten bei der Differenzbildung bj_2 -a, auf, wobei die Wer-
te dann nahezu gleich sind.

Im vorliegenden Beispiel treten keine numerischen Probleme auf, weshalb die Gleichungen
(3.57) bis (3.59) zur Anwendung kommen.

Eigenschaften der Funktion bj:
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b? = bJ .

N . (3.62)
gb,dx=b,, furj30

0

gemal Gleichung (3.61) gilt:

b, =Kb, (3.63)
Anfangswerte:

b,(0)=1,b;(0)=0 fur j31 (3.64)

Die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung lautet nun nach [3]:

M, o = Co +Cib, (3.65)

w,hom
mit den Konstanten:

Co =M, (3.66)
C, =M, =M, +m, (3.67)
Fir M, ;wird eingesetzt:

Mg =M -M =My -3¢ (3.68)

Damit ergibt sich aus Gleichung (3.65):

My pom =M, ; By +M; b, -1:3tb, +m_b, (3.69)

w,hom

Die partikulare Losung M erhalt man aus der rechten Seite der Differenzialgleichung

w,part

(3.55), indem dort Uberall @; durch bj+2 ersetzt wird. Konstanten (ohne a;) kann der Faktor

a, =1 zugeordnet werden, welcher dann durch b, zu ersetzten ist.
Nach der Uberlagerung von homogenem und partikularen Lésungsanteil erhalt man:

Mw = bOMw,i + b1MT,i - |*Tb1\_]P + b1mw - meT +
+I; [d41(b2Ni - baqx) +

+d42 (bZMy,i + b3Qz,i - b4qZ + bSmy) +

+d43 (szz,i + baQy,i - b4qy + bamz)]

(3.70)

Mit My, Mr, M, Qy, My, Q. und N liegen bereits alle fir die Ubertragungsbeziehung erforder-
lichen SchnittgréRen vor (Kapitel 3.5)
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Nur priméres und sekundares Torsionsmoment M bzw. M, werden nicht als Komponen-

ten des Zustandsvektors gefuhrt, da fir diese Grof3en keine Randbedingungen und auch

keine korrespondierenden VerschiebungsgroRen existieren!

3.4.6 Verschiebungsgrofien

Nachdem die 7 Schnittgrof3en des Zustandsvektors formuliert sind, lassen sich die 7 korres-
pondierenden (zugeordneten) Verschiebungsgréfien durch Einsetzen der SchnittgroRen aus
bereits angeschriebenen Formeln bestimmen. Nachfolgend wird nur der jeweilige Herlei-
tungsweg ohne Angabe der endgiltigen Beziehung aufgezeigt; diese kann dann den Zeilen

1 bis 7 der Ubertragungsbeziehung in Kapitel 3.5 entnommen werden.

Aus den Gleichungen (3.51) und (3.52) erhalt man:

M., =M -M =M, - M +m,, (3.71)
Nach Einsetzen von MTp gemaf Gleichung (3.48) und von M; nach Gleichung (3.47) ergibt
sich:

= _1

Jt ZIT(MT,i -amy - M +m,) (3.72)

T

Bei der Ableitung M{, sind die Gleichungen (3.62) und (3.63) zu beachten.

Die endglltige Beziehung fur Jt kann der 7. Zeile der Ubertragungsbeziehung entnommen
werden.

Die Integration von Gleichung (3.72) ergibt:

J= ‘_]i + lTl(alMT,i -a,m. -M,, + Mw,i + a1mw) (3.73)

T
Die endgliltige Beziehung ist aus der 6. Zeile der Ubertragungsbeziehung ersichtlich.

Eine besondere Bedeutung als Kontrollgleichung oder zusatzliche Bestimmungsgleichung

erlangt Gleichung (3.73) fir x =1 . Diese lautet:

J. =3, +%(a1MT,i -a,m; -M,  +M,; +am,) (3.74)
T

Da fur die Ubertragungsbeziehung M, in Gleichung (3.73) geméaR Gleichung (3.70) ersetzt
wird, erscheinen vorstehende Gleichungen (3.73) bzw. (3.74) dort nicht mehr in dieser

Form.
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Insbesondere beim beidseitig gabelgelagerten Stab, welcher bei der gegebenen Aufgabe

vorliegt, ermoglicht Gleichung (3.74) die direkte Bestimmung von M, weil ji :jk =0 qilt

und M ; sowie M, als eingepragte GroRen bekannt (i.d.R. null) sind.

Fur die weiteren VerschiebungsgrolRen werden folgende Gleichungen aus der Beziehung
(3.24) bendtigt:

kl =-ut= d11N + dlZMy + dlSMz + d14Mw (3.75)
k, =-wé=d,N+d,,M, +d,;M, +d,,M, (3.76)
Ky =-VE=dyN+d;,M, +d;M, +d M, (3.77)

wobei d =d, ist.
In vorstehenden Gleichungen werden die SchnittgroRen N, My, M, und M,, eingesetzt; da-

nach wird wie folgt integriert:

X

u=u +oudx (3.78)
0
wt=wf+Awt mit Awt =) widx (3.79)
0
W =w, +a,wi+()Awldx (3.80)
0
vi=Vi+Ave mit AV' = () viidx (3.81)
0
V=V, +a,Vi+)Av'dx (3.82)

0
Die endgliltigen Beziehungen sind aus den Zeilen 1 bis 5 der Ubertragungsbeziehung

ersichtlich.

3.5 Ubertragungsbeziehung

Die Ubertragungsbeziehung fiir den Zustandsvektor Z, an der allgemeinen Stelle x des Sta-

bes ik mit der Lange | hat folgende Form:

Z, =F,xZ,+Z; (3.83)
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aU 0 . 2l 0
C— = & 1 C14,2 'C14,1 'C14,2 '013,1 'C13,2 '012,1 '012,2 'C11,1 9(;_ -
w . ¢ * W, L
(}_ : ¢ 1 a C24,3 'C24,2 'C24,3 'C23,2 '023,3 'sz,z '522,3 '021,2 +g_ '
cwet ~ . Cwt +
c_ = g 1 C24,2 'C24,1 'C24,2 'C23,1 'C23,2 'sz,l 'sz,z 'Czl,l ;(;vl -
v - * ~ ) i -
g . C 1 a, C34,3 'C34,2 'C34,3 '033,2 Y333 'Csz,z 'C32,3 'C31,2 +g_¢ .
. * YV )
§V¢ ' g 1 Casp  Capy Caup 7Cagy Cazp Cypy "Cypp Cayy +Q_' ‘
gJ _ ¢ 1 b1 Casp Casz Cazp Cazz Cap CazCasp 'gf' :
gj@ ::g bo “Cuz Casz Cuzp Cuzp Cupy Cupp Cupy +QJ'¢ '
QMw; g 'ITb1 bo b1 Cus2  Cuss  Cuaz Cuaz Curp :ng'-
EMZ 2 ¢ 1 a :gMu:
(0,7 ¢ 1 fq, ;
oM, ¢ ¢ Pooa M
- l - -
QQZ i Q ;@Qz,i -
- 1 = :
Zx I’:Xi Z
L ~1
(3.84)
mit Z° zu:
89-0142 C14,3 Cizo  Ciss '012,2 C12,3 C11,2 9
(;'C24,3 024,4 Caz  Coza 'C22,3 sz,4 C21,3 +
g'C24,2 C24,3 Cro  Cuzs 'C22,2 sz,s C21,2 :
(}'C34,3 Cass  Cazz Cazs  Cxps Copy Caz + aM. G
w
8'034,2 C3.4,3 Cas, C33,3 '032,2 C32,3 C31,2 L Qm -
T+
¢Caz Casga Cizz Caza Caz Cazy Cap~ gm -
+ z
70 = 9'044,2 Caag Cazz Casz Cap Caz  Carp +X9 q N
=x - * * * * * (; y _
¢ bl 'bz Cass 'C43,4 C42,3 'C42,4 'C41,3 ' ¢ <
¢ = emy 2
Q 'al - (; q T
¢ a, -a, B
g a . § 0, g
1 -
¢ a -a i
1 2
g -
¢ -a, +
-a -
haaaaaaaaaapa0440440858 (3.85)

S

Die Matrix E; ist quadratisch und symmetrisch. Die Glieder dieser Matrix sind nur systemab-

hangig. Die Matrix EXO fur den Lastvektor Z,° Gleichung (3.85) ist ebenfalls nur systemab-

hangig! Mit dem Lastvektor Z,” werden die Einwirkungen auf den Stab im Bereich vom An-

fangspunkt bis zur Stelle x bericksichtigt.

Fur die Streckenmomente in der Lastspalte gelten die Gleichungen (3.28) bis (3.34).

Die Matrixglieder C,g; bzw. c;’j berechnen sich wie folgt:
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Cw; = Cq; =dea,+d,dy,lb,, (3.86)

IS, ]

¢ =lc (3.87)

rs, j
Damit kénnen alle in den Gleichungen (3.84) und (3.85) vorkommenden Glieder bestimmt
werden.

Speziell fur r = 4 oder s = 4 kann auch folgende einfachere Formel angewendet werden:

Cusj = Coqj = Uyeb; = dg,b; (3.88)

Diese vereinfachte Form ergibt sich aus Gleichung (3.86) unter Beachtung der Gleichungen
(3.56) und (3.61).

Die Ubertragungsbeziehung fiir x=1 lautet:

Z, =FxZ,+Z; (3.89)

3.6 Berechung der unbekannten ZustandgrdfRen an der Stelle i
und k fur einen gabelgelagerten einfeldrigen Stab aus der
Ubertragungsbeziehung (3.89)

An einem Stabende sind (unabhangig von der Lagerung stets) 7 Komponenten des Zu-

standsvektors bekannt und 7 unbekannt; konkret ist jeweils eine von zwei korrespondieren-
den ZustandsgrofRen bekannt, die andere unbekannt. Korrespondierende Grof3en sind J¢

und M, ,J undM,,Vtund M,, Vund Qy, Wtund My, W und Q, sowie Gund N.

Bei einem unverschieblichen Gabellager sind die GroRen U, W, v, J, M, M, und M, be-
kannt, die Ubrigen (korrespondierenden) Grélien unbekannt.

Grundsatzlich lassen sich fiir einen einfeldrigen Stab aus der Ubertragungsbeziehung (3.89)

mit 14 Gleichungen die jeweils 7 Unbekannten der Zustandsvektoren Z, und Z, bestimmen.
Dabei kann in zwei Schritten vorgegangen werden:

Im ersten Schritt werden die 7 Unbekannten von Z, aus jenen 7 Gleichungen bestimmt, die
durch die bekannten Zustandsgréen von Z, I8sbar sind. Im zweiten Schritt erhélt man aus

den restlichen 7 Gleichungen die unbekannten Komponenten von Z, .
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3.7 Verschiebungen U, W und V an den Querschnittspunkten f

Die positiven Richtungen der Verschiebungen U, W und V in den Querschnittspunkten f sei-

en dieselben wie jene von u, w und v im Bezugspunkt 0 gemaf Abbildung 11.

Als Matrix der Verschiebungen in den Querschnittspunkten f= 0, 1, 2 ... wird definiert:
U, W, V,6

g Ul Wl Vl :
VU, W, V,* (3.90)
@ Voo

g U12 WlZ V12 5

Diese berechnen sich mit Hilfe der Matrix A gemaf Gleichung (3.8) aus:

BU W V)
‘we o 30
V=Ax¢_ ‘]Tx1 (3.91)
¢vi -J 07 E
€3t 0 o]

3.8 Schubspannungen und Normalspannungen

Beim vorliegenden Lésungskonzept werden die Spannungen nicht getrennt fir die einzelnen

Schnittgrol3en erhalten, sondern stets fiir den resultierenden Beanspruchungszustand.
Zusatzlich zu den Schnittgro3en des Zustandsvektors werden nun noch priméres

und sekundares Torsionsmoment bendtigt; hierfir gilt:
M, =736 (3.92)
M =M; -M,, (3.93)

Die Schubspannungen aus der priméren Torsion betragen an den Blechrandern, wie Ublich:

ty == b

ty (3.94)

IT
sie sind uber die Dicke ti; des Einzelbleches fg linear verteilt.

Alle weiteren Spannungen sind (als Naherung) tber die Blechdicken jeweils konstant. Zu de-

ren Berechnung wird zundchst die FormanderungsgréRenmatrix K nach Gleichung (3.21)

bzw. (3.24) bestimmt aus:
k=D"1S (3.95)

wobei S gemal Gleichung (3.18) an der untersuchten Stelle x bekannt sein muss.
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N, My, M, und M, sind unmittelbar als Komponenten von Z, bekannt, wéahrend die Ablei-

tungen N’, M¢, Mt und M, aus den Gleichungen (3.35), (3.37), (3.39) und (3.41)

uber die SchnittgroBen Q, Qy und Mts zu bestimmen sind.

Nach Gleichung (3.7) lautet dann die Spannungsmatrix:

s=AK

womit die Normalspannungen an allen Querschnittspunkten f bekannt sind. Der Verlauf von
o ist zwischen benachbarten Punkten f und g jeweils linear.

Die in der Matrix s enthaltenen oy stellen die Ableitungen nach x dar und werden zur Be-

rechnung der Schubfliisse Ty und Ty gemald Abbildung 12 bendétigt. In dieser Abbildung
sind fir den Blechabschnitt fg mit der Lange 1 die Anderung der Normalspannungen ¢’ und
die beiden Randschubflisse Ty und Ty sowie eine gegebenenfalls vorhandene Langsstre-

ckenlast gy sy im Abschnitt fg eingetragen.

Die zugehotrige Gleichgewichtsbedingung ergibt:

Ty = Ty AT (3.96)
mit
1
ATy, =2 (01 +04)A, * Ay (3.97)
verlaufe o und T firg, 4= 0
l LL a Tg T;1
Fy RS i=a
’ Tl Hx g TT : 5 ] Ty=maxT
7
T1; f l'.|'1. T‘I;

ot 1 -

X
Abbildung 12: Verlaufe der Langsspannungsanderung o' und der Schubkraft T am
Element der Lange 1 des Einzelblechs fg

Die Gleichung (3.96) wird an den freien Randern des Querschnitts mit T4=0 beginnend ent-
gegen der Pfeilrichtung Abbildung 12 bis zum Bezugspunkt O fortschreitend angewendet,

wobei sich an den Gabelungen die Schubfliisse addieren.
Im Querschnitt sind die Schubfliisse T in Richtung der Pfeile von Abbildung 10 positiv.

Fir den Briickenquerschnitt gilt also:
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11
Tiizg ATz
A—|_11.1;1
T1z11

Tiss
Thog Tas
10 Ty, T8
mﬁaﬁj& T TRAT

ATz

Abbildung 13: positive Richtungen der Schubflisse und der Anderung des Schubflus-
ses an den Knoten

In Gleichung (3.98) sind sie Schubfliisse und die Anderung des Schubflusses formuliert:

Ty =T, =To, =Top =Ty =0
Tou = 8T, =201 +0)Ay; + Gy,

T, =AT,, = %(og +01)A,,,T,, =AT,, = %(og +ob)A,,
T,0 =T+ T,

Ty = AT, = %(og 01 )0

T, =Tos +Toso

T, =T, +AT, =T, + %(og +OL)A,
T, =AT, =of,A,

1
Tae = Tiouy AT, =Ty + E(o‘%z +04)Au
T,,=T

11,7 1112

1
T7,1l = T11,7 + A-|-7,ll = T11,7 + E(O-Ql + o-g )A7,ll + qx,7,11

Trs =Trg ¥ 1001, Tes = AT, =OkA, (3.98)
1

T5,7 = T7,5 + AT7,5 = T7,5 + E(og + O-Q» )A5,7 + qx,5,7
1

T5,6 = T6,5 + AT5,6 = Ts,s + E(Gg + O-g )As,e

Ts,o = T5,7 + T5,6

1
To,s = Ts,o + ATo,s = Ts,o + E(og + 08 )Ao,s + qx,0,5
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Kontrolle:

o Of +0t
aTAfg + qx =0 (399)

wobei die Summe Uber alle Blechstreifen fg des Querschnitts zu nehmen ist und gy die resul-
tierende Langsstreckenlast bedeutet.

Eine weitere Kontrolle ist das Knotengleichgewicht, das immer erfillt sein muss, wenn man,
wie im betrachteten Beispiel entgegen den Pfeilrichtungen rechnet, kommt man von 3 ver-
schiedenen Strangen zum Punkt O; dort muss dann die Summe der Schubflisse gleich Null

sein.

ToatTo, tTos =0 (3.100)

Wahrend s und st im Bereich fg linear verteilt sind, verlauft T parabolisch. Die Gleichge-

wichtsbedingung fiir den Schnitt an der Stelle xb Abbildung 12 mit dem Schubfluss T, lie-

fert:

T=Ty +(O%+O¢ %

X)XA, (3.101)

Haben s{ und s} unterschiedliche Vorzeichen, so hat T an der Nullstelle von st einen Ex-

tremwert. Unter der Voraussetzung, dass qyt = 0 erhalt man fur den Ort und die Grof3e die-

ses Extremwertes:

Xo :m (0<xy <1) (3.102)
T, =T, +%ogx0Afg (3.103)
Fur die (Uber die Blechdicke t konstanten) Schubspannungen gilt:

=1 (3.104)

t

3.9 Ubergang zur konventionellen Formulierung

Nachfolgend wird gezeigt, dass mit Hilfe der Matrix D auch die Mdglichkeit besteht, den
Schwerpunkt S, die zugehdrigen Hauptachsen, den Schubmittelpunkt M und die mafRgeben-

den Querschnittswerte zu bestimmen.

Die Glieder der nach Gleichung (3.23) berechneten Matrix D haben folgende Bedeutung:
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eA A, A, A,

‘A, A, A, Al

=¢ z. Y e 3.105
|4 Q A Ayz Ayy A ; ( )
mit folgenden Integralen Gber die Querschnittsflache:

A=()dA (3.106)
=(zdA (3.107)
=()ydA (3.108)

A, =(jwdA (3.109)

A, =07 (3.110)

A,=A,=)zydA (3.111)

A, =)y’ dA (3.112)

A, =gzZwdA (3.113)

A, =gywdA (3.114)

A, = (W’ dA (3.115)

M, Y |

|
1 Az 7 [ As7
A11.121t2-:3”2 |

> y*=y+ya

Azs

2

Z*=z+2s

Asgio & Asg
10-—5——9

Abbildung 14: Querschnitt mit Lage des Schwerpunktes S, des Schubmittelpunktes M
und der Hauptachsen 1 und 2

Die Normierung ergibt folgende Formeln fir die Lage von S, M und die Hauptachsen 1 und 2

gemal Abbildung 14 und fur die maRgebenden Querschnittswerte:

z, = ':Z (3.116)
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A
Ys =
|- =A,-A,Z,
L, =A,-AZ
L =A,-AYs

tan20(=I ylz
* = Z*

y

Haupttragheitsmomente:

+ .
l;J_ Iy l lyZ
I g 5|n2a

Gleichungssystem fiir yy und zy,
gl .0 Y0 _ 2-Ag, TA,Zs0
§-|y*z* |Z* ggzw TEAL-ALYs
Wodlbordinate im Bezugspunkt O:

1
W, = X(-Aw + AyZM - AzyM)

Woalbtragheitsmoment:

Iw = Awwo +Azw yM -Ayw ZM + Aww

(3.117)

(3.118)
(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

Gemal Abbildung 14 hat der Drehwinkel zwischen den Achsen y*, z* und den Hauptach-

sen 1, 2 die Grol3e a (im Gegenuhrzeigersinn positiv).
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4. ANWENDUNG DER GEKOPPELTEN
BERECHNUNGSMETHODE FUR EINEN
FURGANGERSTEG

4.1 Vorwerte:

In Kapitel 4.1.1 und 4.1.2 angegebene Werte gelten fur jeden in dieser Arbeit behandelten

Lastfall. Als Einheiten werden kN und cm verwendet
g=5,71°

4.1.1 Querschnittsabhéngige Beziehungen: Matrix A, B, D sowie die
Konstante K und die Torsionstragheitsmomente Iyund I+*

Werte aus der Geometrie des Querschnitts werden in [cm] angegeben:
Nach Gleichung (3.8) ergibt sich fur A:

21 0 0 0 o
gl 0 10 O i
¢1 50 0 0

1 50 20 1000 .

¢
¢1 50 -20 -1000*
‘10 80 0 -
A:gl 10 -80 800 (4.1)

10 -160 0 -
1 100 -160 16000
¢1 100 -130 19000+
1 100 -190 13000.
¢1 0 -240 0 *
€1 10 -240 2400 ;

Die Blechdicken t;, und die daraus hervorgehenden Einzelflachen A, errechnen sich aus:

fg 0112 |23 |24 |05 |56 |57 | 78|89 810|711 11,12

trg 1212 30|30 (12|10 |12 | 12 | 40| 40 | 12 1,0 cm

brg 10 | 50 20 20 80 10 80 | 100 | 30 30 80 10 cm

Atq 12 | 60 60 60 96 10 96 | 120 | 120 | 120 | 96 10 cm?

Tabelle 1: Dicke, Breite und Querschnittsflache der einzelnen Bleche

f 6 12
i 1,26 1,26 cm
A 5 5 cmz2

Tabelle 2: Radius und Querschnittsflache der Punktflachen
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Die richtigen Teilflachen in Gleichung (3.16) eingesetzt, ergibt:

256 2 10 O O 16 O O O O O 0 03§
2 ™4 0 0 0O 0 0 0O O 0 0 0 0]
¢0 0 ™69 10 10 0 0 0 O 0O 0 0 0°*
g O 0 10 20 o o O O O O O 0 0.
¢ 0 0 10 0 ™20 O 0 0 0 0 0 0 0~
816 o 0o O0 o0 23 167 16 0 0O 0 0 0 : (42
B=¢0o ©0 O O 0 167838 0 O0 0 0 0 0°:
E o o 0O 0 O0 1 0 "4 20 0 0 16 0 :
g 0 0 0 0 0 0 0 20 120 20 20 O 0
¢c0o 0 0 0 0O 0 0 0 20 "4_ 0 0 0°*
g ©o 0o o 0 ©0 0O 0 0O 20 0 4. _ 0 0.
¢o 0 O O O O O 16 0 0 0 353 167*
S0 0o 0o o0 0 0 0 o0 0 0 0 1,67 8833,

Zur Berechnung der SchnittgréRen, wird die Matrix Dnach Gleichung (3.22) verwendet:

g 870 37700 -96900 4832000 ¢

837700 3151666,67  -4832000 448266666,67: 43
=~ ¢ -96900 -4832000 15794000 766400000 + '

g 4832000 448266666,67 -766400000 72493333333, 3g
fur die Matrix D™ ergibt sich:

-1,41610x10"  4,22390x10°  8,30407x107 ¢
oo 8-1,41610 x10* 5,35876x10° -7,78778x107 -3,19305x10° 1(4 N
= 7 04,22390x10° -7,78778x107  372205x107 5,935157x10°%

g 8,30407x107 -3,19305x10°® 5,935157x10% 2,18635x10™
Nach Gleichung (3.50) erhalt man:

|, =1885,02 (4.5)
Gleichung (3.49) liefert:
I, =725,01 (4.6)

Die Konstante K betragt nach Gleichung (3.56)
K =Ifr><d4’4 = 1,58512x10" 4.7)
4.1.2 Schnittstellenabhangige Werte

Der Rechengang fur die ZustandsgroRen wird spater fir die Stelle x = 0, x = 3000 und x =

500 gezeigt, daher werden fir diese Stellen die Reihenwerte angegeben.

Aus Gleichung (3.26) ergeben sich die erforderlichen a; - Werte:
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0 500 3000
g 1 1 1l -
a 0 500 3x10% cm
a 0 1,25x10° 4,5x10°[ cm?
a3 0 2,0833x10’ 4,5x10°[ cm3
ay 0 2,604167x10° 3,375x10"[ em* | Tapelle 2: a, - Werte

Die ndtigen bj -Werte ergeben sich aus Gleichungen (3.57) bis (3.59):

0 500 3000
bo 1 1,0199 1,8022| -
by 0 503,3090 3765,9500| cm
b, 0 1,25413x10° 5,06108x10°| cm?
by 0 2,08747x10’ 4,83211x10°] cm3
b, 0 2,60761x10°]  3,53965x10'?| cm’
bs 0 2,60663x10™|  2,09516x10'°[ cm®
bs 0 2,17168x10"|  1,03871x10'8[ cm®

Die Matrixglieder ¢

s, PZW. C

s,

fur die Ubertragungsmatrix

=

=i

Tabelle 3: bj -Werte

und die Matrix F? des Last-

vektor ;g ergeben sich nach den Gleichungen (3.86) und (3.87). Sie sind fur die Stellen x =

500 und x = 1=3000 in den betreffenden Matrizen angegeben.

Die Stabkennzahl e = \/RXX betragt fir x = 3000: 1,194.
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4.2 Randbedingungen

4.2.1 Randbedingungen zufolge Gesamtbelastung

Anfangspunkt i: Endpunkt k:
w, =0 (4.8) w, =0 (4.15)
v, =0 (4.9 v, =0 (4.16)
J =0 (4.10) J. =0 (4.17)
N, =0 (4.11) N, =-0,*aq (4.18)
M,; =0 (4.12) M, =N, xzg (4.19)
M, =0 (4.13) M, =Nty (4.20)
M, ;=0 (4.14) M, « =N W, (4.21)
U, =0 (4.22)

Die Gleichung (4.18) ergibt sich beim Aufldsen von unten sofort aus der letzten Zeile der
Ubertragungsbeziehung (3.84), somit kénnen auch die Gleichungen (4.19) bis (4.21) gelost

und als Randbedingungen verwendet werden.

Die Gleichungen (4.18) bis (4.21) ergeben sich aus der 9. Zeile der Matrix A aus Gleichung
(3.8) multipliziert mitN, .

Die Verschiebung in Stablangsachse ist nur im Auflagerpunkt A, der dem Querschnittskno-

tenpunkt 8 am Stabende entspricht, verhindert, daher U; =0. Fur die Langsverschiebung

des Bezugspunktes wird der Zusammenhang der Querschnittsdrehwinkel und der Koordina-
ten wie in Gleichung (3.91) dargestellt, unter Verwendung der bekannten Verschiebung von
Punkt 8 wird nun die Verschiebung im Bezugspunkt an der Stelle k ermittelt. Anschlie3end
kann, wenn alle anderen ZustandsgroRen am Anfangspunkt bekannt sind, mittels der ersten
Zeile der Ubertragungsbeziehung (3.84) die Langsverschiebung am Anfangspunkt i ausge-

rechnet werden.
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Diplomarbeit 4.3. Lastfall 1: Eigengewicht mit Aufbau

4.3 Lastfall 1. Eigengewicht mit Aufbau

4.3.1 Einwirkung

Berechnung der Linienlast ggq aus der Flachenlast gFEd.

Die Flachenlast wirkt auf dem gesamten Deckblech in Deckblechmitte:

oL, = 8,10 kN/cm?

Jea
bDeckblech :250 cm -
Oea = 9¢ *Poecioreen =0,2025 KN/ cm
Yy =Y, =(-€) E 3]
€ = Bpecupiecn / 2 =Dy =115¢m Abbildung 15: Wirkungsrichtung des

Z= Zy=wx= 0 d.h.: my =m,, =0 Eigengewichts

Aufteilung in die x und z Komponenten des Bezugssystems nach Gleichungen (3.31) bis
(3.34):

0, =0g,Sing =2,0150%10%kN/cm m,=-q,*y, =2,317kN
0, = Jg,COSg = 2,0150x10"kN/cm m; =-q,*y,=23,172kN

4.3.2 Ubertragungsbeziehung fir x=1=3000

Zunachst wird der Lastvektor Z° nach Gleichung (3.85) angegeben. Es werden nur jene
Spalten angeschrieben, die fir die vorhandene Belastung notwendig sind. Die Belastungen

dieses Lastfalls sind my, m,, g, Qx:

4012,62 -202,724 -677521 34972,00 & -43302,20

-113023 3792,37 1,88536x10’ -677521. ¢ 1,17509x10°

-154,292 3,99084 25663,1 -705,29* ¢ 1590,79*

21008,4 -1728,43 -2,77109x10° 197562 ¢ 715811

28,6793 -1,76532 -3792,37 202,724 ¢ -99,59457

773,890 -28,6793 -113023 4012,62+ & 231720 ¢  -4826,61-

1,05647 -3,00383x10° -154,292 4,202757 ¢ 2,317zj=g -6,59356

-5,06108x10° 20792,8 8,19426x10" -2,90918x10°+ ¢2,0150x10"+ ¢-1,00774x10°+

-3000 0 0 0. §2,0150x10?, ¢ 695158

0 3000 0 0+ ¢ 6951,58+

0 0 0 0- : 0:

0 0 -4,5x10° 07 ¢ -906728~

0 0 -3000 0- ¢ -604,485:

0 0 0 -3000; § -60,4485;
(4.23)
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Die Ubertragungsbeziehung nach Gleichung (3.84), es fallen jene Spalten weg, die mit einer
ZustandgrofRe vom Anfangspunkt i multipliziert wirden, die gleich Null ist, lautet mit den ent-

sprechenden c,; und c*s;— Werten aus Formel (3.86) und (3.87) flr die Stelle k:

gu 0
¢ el 0 0 3047,04 -4,20275 -202,724 705,2900
¢_“I ¢0 3000 0 111863 154,292 3792,37 -25663,1
gﬁ”ﬁﬁ 0 1 0 -117,164  1,61603x10 3,09084  -26,7309°
¢ {0 0 3000 20792,8 -28,6793 -1728,43 3792,37  _ .
(it 0 01 21,778 -3,00383x107 -1,76532 3,990847 ¢ _ +
¢+ ¢ 0 0 3765,95 -1,05647 -28,6793 154,292+ gw';
¢dI_g0 0o 0 1,80224 -1,10653x10* -3,00383x10° 1,61603x10% ¢ 5 *
¢M,,* €0 0 0 -2,73035x10° 3765,95 20792,8 111863¢ ¢ '
G T6 T eV
S0 0 o0 0 1 0 0:¢ "
QMT,k ¢ - )
M,7 0 0 0 0 0 3000 0: {07
0.+ ¢0 0 0 0 0 1 0: i
gMy'kj 0 0 0 0 0 0 30007 4
ng*+ <0 0 0 0 0 0 1:
C~zk~ ¢ +
gfll_\lé’o; %19444%-4424444444244442444044444444044444444%
Z, I’:ki

(4.24)

Bestimmen der fehlenden Zustandsgré3en fur den Zustandvektor Z;

Durch schrittweises I16sen der Ubertragungsbeziehung mit den bekannten Randbedingungen
beginnend von unten nach oben, werden die Unbekannten des Zustandsvektors vom An-
fangspunkt i und am Endpunkt k bestimmt. Dafir werden die bekannten GréRen an der Stel-

le x = 1=3000 eingesetzt und jene Zeilen des Gleichungssystems geldst:

Aus Zeile 14 ergibt sich Ny zu:
N, =-60,4485

Nun kann fur die Randbedingungen (4.19) bis (4.21) eingesetzt werden, und es geben sich:

M, =N, xz, =-6044,85
M,, =N, xy, =9671,76
M, =N, W, =-967176

Aus Zeile 12 ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fir Q_;:
M, =-6044,85=3000:Q,;-906728 ® Q,; =300,228
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Diplomarbeit 4.3. Lastfall 1: Eigengewicht mit Aufbau

Mittels Zeile 10 ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fur Q;:
M,, =9671,76 =3000xQ,;+6951,58 ® Q, ; =0,9067

Mit Gleichung (3.74) ergibt sich fir die Gabellagerung aus Zeile 6 eine zusatzliche Bestim-
mungsgleichung fur My, die umgeformt wie folgt lautet:

M, = ai(azmT +M,, ) =34435,5

1

nun sind alle SchnittgréRen auf den der Stelle i bekannt!

Far j;tergibt sich aus der Zeile 8 mit den oben angegebenen Werten zu:

M, =-Itb, It +b M, +cC;3,Q,,; +C;,5Q,, -1,00759%x10° ® Jf =-1,3516

Aus der Zeile 4 der Ubertragungsbeziehung nach Einsetzten errechnet sich Vtzu:
V, =0=a,Vi+C5, ;- Cyy My -C555Q, - Cp5Q,,; - 71607,4 ® V= -16,5786
W, kann aus der Zeile 2 ausgedruckt werden:

W, =0=a,Wi+Ch, 30~ Cop My, ~CogsQ, s - CnsQ,, +1,17523%10° ® W = 353,982

4.3.4 Berechnung von u; aus ug

Um geniigend GrolRen zur Lésung des Gleichungssystems zu haben, muss noch die Ver-

schiebung des Bezugspunktes in x-Richtung am Stabanfang bestimmt werden.

Das System ist in Langsrichtung (=x- D B
Richtung) nur im Punkt A

| K
(=Querschnittsknotenpunkt Nr. 8) gehal- NI (X)
ten, somit ist die Langsverschiebung nur C A
im Punkt A am Stabende bekannt und mit Abbildung 16: System von oben be-
Null gegeben. trachtet, zeigt die Verschiebungsrich-

tungen, die bei der gegebenen Lage-
rung maoglich sind.

Zuerst wird nun die Verschiebung im Bezugspunkt am Stabende bestimmt; diese GroRRe

kann man Uber die Zusammenhange aus Gleichung (3.91) leicht berechnen.
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4.3. Lastfall 1: Eigengewicht mit Aufbau

-

Uo=?
I / i S 1
12 6
x=30m b= 3
2
J
&

) us=0cm

Abbildung 17: den
Querschnitt an der Stelle
x=I=3000 Im Knoten 8 wird

zeigt

der Querschnitt festgehal-
ten, so dass dort die x-
Verschiebung bekannt ist.
(Ug bekannt und gleich Null;

Up wird gesucht)

Um von der Verschiebung ugy auf ugx zu kommen, verwendet man den Zusammenhang aus
der Gleichung (3.91) mit (3.90). Fur den Bezugspunkt an der Stelle k gilt also mit den Koor-
dinaten aus (4.1): zg= 100, yg=-160, wg= 1600

s = (B #1712 + 71y 4+ 3f 1002 =0

(4.25)

Dafiir muss zuerst in die Zeilen 3, 5 und 7 der Ubertragungsbeziehung ik eingesetzt werden

um Wt, Vi und J§ zu bekommen:

Aus Zeile 3 folgt: wf =-353,722

Die Zeile 5 liefert: v{ =16,5682

Mit Zeile 7 bestimmt man: Jf

=1,35709

Es sind nun alle GréRRen auf3er u, bekannt, weshalb sich mittels Umformung von Gleichung

(4.25) u, =16309,70 ergibt.

Sobald die Verschiebung am Stabende bekannt ist, wird in die 1.Zeile der Ubertragungsbe-

ziehung eingesetzt, woraus sich die letzte Zustandsgrofe fir den Anfangspunkt ergibt.

T, +3109,46 =0 ® T, =-3109,46

Die von Null verschiedenen ZustandsgrofRen lauten nun:

U =-3109,46
w} = 353,982
Vt=-16,5786
Jt=-1,3516

M, , = 344355
Q,, =0,9067
Q,, =300,228

(4.26)
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4.3. Lastfall 1: Eigengewicht mit Aufbau

4.3.5
Ubertragungsbeziehung

Die Ubertragungsbeziehung fiir x = 500 lautet nach Gleichung (3.84):

Bestimmen des Zustandvektor Z, fir x = 500 mittels

17,75130
-111,834.
-6,71772x10"*
16,2603-
9,77055x107?
6,66539x10"

4,00451x10° .

-485,247

0

o
1

DO O vO vO O vO vO vO vO &8

0-
500j
1-

4444444%;

(4.27)

23,172¢

<l

g

+
xX O

<

4

[SYNEENNINE

O O

N

2,31727 (4-28)

-12567,6+ §2,0150x10" *
07 §2,0150x10?

E\L,iv 0 &gl 0 0 75,5054 -1,04144x10" -5,28919
¢+ ¢0 500 O -483,247 6,66530x10" 16,2603
¢M+ 0 1 0 -2,90331 4,00451x10% 9,77055x10?
¢ 2 0 0 500 89,8245 -1,23894x10° 7,76093
gﬁgj 0 0 1 530650x10" -7,44348x10% -4,65922x10°
¢+ 0 0 0 503,309 -4,56393x10° -1,23894x10"
f3ifo 0 0 1,01988 -2,74197x10° -7,44348x10*
M, 60 0 O -364904 503,309 89,8245
iM,: 0 0 0 0 1 0
M T S0 0 0 0 0 500
(g, + 0 0 0 0 0 1
w2 0 0 0 0 0 0
¢ "+ ¢0 0 0 0 0 0
¢ Qu + 80,4949 0 0 0
N, Taa 44844444443 444A2AAA44444442
ZX Xl
mit Z,° aus Gleichung (3.85)
: 17,3345 -5,2892 -2955,21 923,5918
¢ 83,2623 16,2603 13971,2 -2955,21.
¢-6,66539x10" 9,77055x10% 111,834 -17,7513+
: 15,4766 -7,76093 -2031,05 880,91-
¢ 1,23894x10" -4,65922x107 -16,2603 5,28919°7
¢ 5,70114x10" -1,23894x10" 83,2623 17,3345+ &
Jo _{ 4.56393x10° -7,44348x10" -6,66530x10"  1,04144x10*] &
=g 1125413 89,8245 60366,0
: -500 0 0
¢ 0 500 0 0*
g 0 0 0 0:
¢ 0 0 -125000 0
: 0 0 -500 0:
g 0 0 0 -500;

Gl <|

- —

<

Nachdem man die Werte von (4.28) in (4.27) eingesetzt hat, und die ZustandsgréRen von

Z,, in Formel (4.26) angegeben, eingesetzt hat. Ergeben sich durch ausrechnen der rechten
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Seit des Gleichungssystems (4.27) die ZustandsgréRen von Z, . Dies kann flr jede beliebi-

ge Schnittstelle mittels entsprechender Ubertragungsbeziehung gemacht werden.

Das primare Torsionsmoment geht aus Gleichung (3.92) hervor und nach Gleichung (3.93)

lasst sich das sekundare Torsionsmoment bestimmen.

X 0 500 3000

GX -3109,46 -1660,55 16309,70 cm*kN/cm?2
W, 0 167900 0 cm*kN/cm?2
V_VQ( 353,982 301,165 -353,722 kN/cm?2
Vv, 0 -7853,15 0 cm*kN/cm?2
Vg -16,5786 -14,0552 16,5682 kN/cm?2
J, 0 -640,936 0 kN/cm?
j@( -1,3516 -1,14927 1,35709 1/cm*kN/cm?
Mw,x 0 1,47859*10" -967176 kNcm?2
M., 344355 22849,5 -35080,3 kNcm
MZ‘X 0 1611,96 9671,76 kKNcm
Q.. 0,9067 0,9067 0,9067 kN
My’X 0 124927 -6044,85 kNcm
Qz,x 300,228 199,480 -304,258 kN

NX 0 -10,0748 -60,4485 kN
MTp -979,922 -833,228 983,902 kNcm
MTS 35415,4 23682,8 -36064,2 kNcm

Tabelle 4: Zustandsgrof3en fir x = 0, x =500, x = 3000
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4.3.6 Verschiebungen der einzelnen Querschnittsknoten fur die 3

betrachteten Stellen

Mit A aus Gleichung (4.1); es werden die Komponenten aus den Zeilen von A mit den Kom-

ponenten der Spalten der VerschiebungsgroRenmatrix multipliziert und anschlieend ad-

diert.

X 0 500 3000

f Us Ws | Vg Us Wi Vi Us W | Vi
0 -0,14807 0 0 -0,07907 7,99524 -0,37396 0,77665 0 0
1 -0,15596 0 0 -0,08577 8,30045 -0,37396 0,78454 0 0
2 0,69475 0 0 0,63799 7,99524 -1,9 -0,06554 0 0
3 0,61459 0 0 0,56987 8,60565 -1,9 0,01486 0 0
4 0,77490 0 0 0,7061 7,38482 -1,9 -0,14595 0 0
5 -0,08491 0 0 -0,02553 5,55358 -0,37396 0,71354 0 0
6 0,03216 0 0 0,07410 5,55358 -0,67917 0,59680 0 0
7 -0,02176 0 0 0,02801 3,11191 -0,37396 0,65042 0 0
8 0,63408 0 0 0,58650 3,11191 -3,42604 0 0 0
9 0,41731 0 0 0,40224 4,02754 -3,42604 0,21754 0 0
10 0,85085 0 0 0,77076 2,19629 -3,42604 -0,21754 0 0
11 0,04140 0 0 0,08156 0,67025 -0,37396 0,58730 0 0
12 0,05549 0 0 0,09362 0,67025 -0,67917 0,57396 0 0

Tabelle 5: Verschiebungen U;, W, Vi der Querschnittsknoten fur x=0, x=500, x=3000 in

[cm]
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4.3.7

Normalspannungen und Schubflisse

Fur die Matrix g aus Gleichung (3.6) werden zunéchst nach Gleichung (3.7) die Werten fir
K aus den Gleichung (3.1) bis (3.5) bestimmt:

X 0 500 3000

K, 0 -5,41877 1,53785x107
K, 0 1,97502x10" |  -4,82514x10™
K, 0| -9,35895x10° 1,38483x10°
K, 0| -7,55058x10°| -1,12366x10°
k§ -1,31184x107 |  -8,59449x10° 1,31254x10°
kg 4,78357x10™ 3,13105x10™* |  -4,78552x10™
ke -2,32656x10° | -1,44408x10° 2,32512x107
k¢ -1,84098x10° | -1,18922x10° 1,83262x10°

Tabelle 6: Matrixglieder von K

Aus Gleichung (3.7) wird nun o und ¢’ bestimmt:

X 0 500 3000
f Of Of O of Ot oy
0 0| -1,31184x107 -5,41877 | -8,59449x10° | 1,53785x107% | 1,31254x107
1 0| -1,33511x107 -5,51236 -8,7389x10° | 1,55170x107%| 1,33579x107
2 0| 1,07994x107 4,45632 | 7,06078x10° | -8,74721x10° | -1,08022x107°
3 0| 8,49313x10° 3,51408 | 5,58274x10° | -1,97068x10% | -8,50456x107°
4 0| 1,31017x10? 5,39855 | 8,53882x10° | 2,21240x10° | -1,30998x107
5 0| -1,12572x107 -4,67005 | -7,43923x10° | 1,42706x107%| 1,12653x107
6 0| -7,94641x10° -3,29908 | -5,25955x10° | 4,56247x10* | 7,94587x107
7 0| -9,39596x10° -3,92134 | -6,28396x10° | 1,31628x107% | 9,40521x107
8 0| 8,98413x10° 3,7479 5,999x10° | -2,14874x10" | -9,12812x107
9 0| 2,76323x10° 1,20196 1,9981x10° | -2,48168x107" | -2,93274x10°
10 0 1,5205x107 6,29384 | 9,99989x10° | -1,81580x107* | -1,53235x107
11 0| -7,53471x10° -3,17262 -5,1287x10° | 1,20549x10% | 7,54511x107
12 0| -7,16948x10° -3,00974 | -4,85178x10° | -1,97380x107% | 7,15787x107°

Tabelle 7: Matrixglieder von o
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Die Schubflisse wie in Abbildung 13 dargestellt, ergeben sich aus der Beziehung fur

AT, aus Gleichung (3.97) und den Formeln (3.98):

X 0 500 3000
fg ng Ang ng Ang ng Ang
0.1 -0,15801 -0,15801 -0,103194 -0,103194 0,15971 0,15971
23 0,57878 0,57878 0,379305 0,379305 -0,57920 -0,57920
2,4 0,71715 0,71715 0,467988 0,467988 -0,71706 -0,71706
2,0 1,29593 0,847293 -1,29625
0,2 1,22636 -6,9571x1072 0,801282 | -4,60115x107 -1,22657 6,9697x107
12,11 -3,5847x1072 -2,42589x107 3,5789 x107
11,12 -0,10937 -7,3539x1072 -7,41613x102 | -4,99024x10> 0,10930 7,3515 x107
11,7 -0,10937 -7,41613x10° 0,10930
7,11 -0,91559 -0,80622 -0,615521 -0,54136 0,92937 0,82006
8,9 0,70484 0,70484 0,479826 0,479826 -0,72365 -0,72365
8,10 1,45135 1,45135 0,959933 0,959933 -1,4671 -1,4671
8,7 2,15619 1,43976 -2,19075
7.8 2,13148 | -2,47085x107 1,42266 | -1,70979x107 -2,17412 1,6625 x10°
7.5 1,21589 0,80714 -1,24476
57 0,23099 -0,98490 0,154875 -0,652265 -0,24612 0,99863
6,5 -3,9732x1072 -2,62978x107 3,97294 x10°
5,6 -0,13575 | -9,60181x10° -8,97917x10% | -6,34939x107 0,13579 9,6056 x107
5,0 9,52358x107 6,50834x107 -0,11034
0,5 -1,06835 -1,16358 -0,698087 -0,763171 1,06686 1,1772

Tabelle 8: Schubflisse T, und die Anderung des Schubflusses AT, iiber die Blech-

lange in [KN/cm]
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4.4  Lastfall 2a: Nutzlast auf dem gesamten Deckblech

g7, =5kN/cm?2 o

g7, =6 kN/cm?2
Abbildung 18: Wirkungsrichtung des
Eigengewichts

Da sich bei diesem Lastfall nur der Betrag der Einwirkung um einen Faktor d von dem Last-

fall 1: Eigengewicht mit Aufbau unterscheidet, sind auch die Ergebnisse dieses Lastfalls nur

F
um diesen Faktor unterschiedlich: d = qu 22
g
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4.5 Ermittlung der malRgebenden Einflussbreite fur Lastfall 2b

45.1 Einwirkung zur Ermittlung der maximale Durchbiegung des kurzen
Steges

V= Y2 = 2= Zy=wy= 0 g=const

d.h.: my =m, = my =m, =0

Y

! :

g =0,01kN/cm

1 A |

Abbildung 19: Angriffspunkt fir die Li-
nienlast

Aufteilung in die x und z Komponenten des Bezugssystems:

g, =q *sing =9,95037x10*kN/cm
g, =q *cosg=9,95037x10°kN/cm

4.5.2 Gleichungssystem i nach k

Es wird zunachst die Ubertragungsbeziehung von i nach k unter Beriicksichtigung aller

Randbedingungen aufgestellt um die Zustandvektoren von Anfangs- und Endpunkt zu

bestimmen:
gu, 0
¢o t el 0 0 3047,04 -4,20275 -202,724 705,2900
¢ _“I f0 3000 0 111863 154,292 3792,37 25663, 10
g!vﬁj 1 0 -117,164  1,61603x10™ 3,99084 -26,7309°
¢ ki ¢0 0 3000 20792,8 -28,6793 -1728,43 379237
g!ﬁ 00 1 21,778 -3,00383x107 -1,76532 3,99084 ¢
¢k 0 0 0 3765,95 -1,05647 -28,6793 154,292+ £
¢dhI_0 0 0 1,80224 -1,10653x10* -3,00383x10° 1,61603x107 ¢ 5+
tMy,* 60 0 0 -2,73035x10° 3765,95 20792,8 -111863+ QM'Z B
M, i 0 0 0 0 1 0 o ¢
Mc 0 0 o 0 0 3000 + 80
Mk g ej%gg
¢Q,* 0 0 0 0 0 1 2
em - 0 0 0 0 0 0 3000; ‘i
¢ ™+ ¢ 0 o0 0 0 0 1:
(Qu: g9 g 0 0
%[_\]23; efl_4444444?444444424444244444444444444444449%a

=
Z ki

~

(4.29)
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mit dem Lastvektor Z,° nach Gleichung (3.85) angegeben. Die Belastungen dieses Lastfalls

sind g, Qy:
2 -677521 34972,00 2 -6706,795
¢ 1,88536x10’ 677521 ¢ 186926
¢ 25663,1 -705,29 * ¢ 254,656%
£-2,77109%10° 197562+ ¢ -27376,8.
¢ -3792,37 202,724 ; ¢ -37,5338%
¢ -113023 4012,62+ ¢ -1120,63:

. =g -154,292 4,20275;Xae9,95037x10-39:g -1,53108 (4.30)

=6 8,19426x10" -2,90918x10°* 39,95037><10'4,;j ¢ 812465+
¢ + ¢ .
C 0 0— ¢ 0+
E 0 02 ¢
¢ 0 0+ 8 0.
g 4,5%10° 0: g -44776,7*
¢ -3000 0+ ¢ -29,8511.
g 0 30003 § -2,98511;

4.5.3 Bestimmen der fehlenden ZustandsgréfRen fir den Zustandvektor Z

Durch Einsetzten von (4.30) in (4.29) ergibt sich das lineare Gleichungssystem. Dass von
der letzten Zeile an aufwarts gel6st wird, wie im Lastfall 1 vorgefiihrt wurde. Woraus sich un-

ter Berlcksichtigung der Verschiebung die Zustandgrof3en fur den Anfangspunkt zu:

T, =-1298,76 M, , = -15,9206
Wt = 53,4612 Q,, =0,159206
t=-7,50668 Q,, =14,8261

_ (4.31)
\'
Jt=-0,313112
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Diplomarbeit

4.5 Ermittlung der mafigebenden Einflussbreite fur Lastfall 2b

Al O

4.5.4 Durchbiegung in Stabmitte

Nun kann mittels Ubertragungsmatrix fiir x=1500 die Durchbiegung in Stabmitte ausgerech-

net werden:

o O O o

o O o o
O O O O O OO OO0 O O R

=)

mit folgendem fiir Z,°:

Z,

o
1
MDA O O vO v v v O O v v v v v v v v v O vO vO &8

4444

O OO OO OO O R

-80882, 4
1,14213x10°
3061,48
-166461
-446,831
-6815,93
-18,2839
4,94161x10°

0
0
0

-1,125%10°

-1500
0

697,68

-13256
-26,827
2463,99
4,98652
1590,77
1,18369

-1,15332x10°

8407,310
-80882,4 -
-163,415 °
23987,5 -
48,2816
475,505 +
0,962305 .

-344745+ 99 95037x10%

0+
0
0-
0;

0=
-1500 ,

-9,62305x10™
18,2839
3,70022x10%
-3,39857
-6,87787x107
-1,25194x10*
-2,53362x10*

1590,77
1
0
0
0
0
Fi

-48,2816
446,831

9,05454x10™

-210,995

-4,24182x10*"

-3,39857

-6,87787x1073

2463,99
0

1500

1

0

0

0

& -796,444¢

¢

¢
¢
¢
¢
¢
¢

vaOvaOvaOvaOvaO

&

11284,2:
30,3002+
-1632,48.

-4,3981%
67,3479

29, 95037 x10° 0_ ¢-0,180975°

48827,97
0.

0=+

0.
-11194,2*
-14,9256.-

-1,49256;

163,4150
-3061,48-
-6,18639°
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(4.32)

(4.33)

~ o

Mariam Arnaout

48



Diplomarbeit 4.5 Ermittlung der mafigebenden Einflussbreite fur Lastfall 2b

es sind alle GroRen auf der rechten Seite der Ubertragsbeziehung bekannt, und es ergibt
sich nach Einsetzen von (4.31) und (4.33) in die Ubertragungsbeziehung (4.32) der Zu-

standsvektor fiir die Schnittstelle x=1500:

U, =116,775 M,  =188479
w, =50017,1 M, , =-15,9206

w¢ =-3,38469%10° M, , = 238,809

v, =-7018,74 Q,, =1,59206x10™ (4.34)
vt =1,60988x10* M, , =11044,9

J, =-292,906 Q,, =-9,95037x107

Ji =-6,65802x10° N, =-1,49256

4.5.5 Durchbiegung aus der Linienlast und Nulldurchgang an der Stelle
x=1500

Da festgelegt wurde, dass jener Teil des Deckblechs mit der Nutzlast zu belasten ist, der die
groRte positive Durchbiegung verursacht, muss nun der Nulldurchgang der Biegelinie im

Deckblech des Querschnittes in Stabmitte bestimmt werden.

Nach Gleichung (3.91) ergeben sich also fur die 5 Knoten des Deckblechs folgende Ver-

schiebungen in z-Richtung:

f

11

7

5

0

1

Wi

-0,965732

0,1501

1,26544

2,38177

2,52124

Tabelle 9: Knotenverschiebungen [cm] des Deckbleches, Knoten von links nach

rechts

Der Vorzeichenwechsel findet zwischen 11 und 7 statt, also befindet sich hier der Nulldurch-

gang. Die Stelle des Nulldurchgangs errechnet sich zu:

Wy Xy =10,7615

b =L 7=
Nulldurchgang
W, | +|W,,|
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Diplomarbeit 4.6 Lastfall 2b: Nutzlast tber dem kurzen Steg

4.6 Lastfall 2b: Nutzlast Gber dem kurzen Steg

4.6.1 Einwirkungsbreite aus der maximalen Durchbiegung

Aus der Einflusslinie folgen nun die belasteten Einzelbleche und Blechabschnitte des Deck-
blechs:

W 1 W \/\//5//\/\/ W 4
b — 5,7 los Toi 7

10.76 80 80 10

—_ A |

Abbildung 20: Durchbiegung des Deckblechs in Stabmitte

b = bo,l + bo,s + b5,7 + bNuIIdurchgang =180,76cm
Oey =05, *b =0,122014kN/cm Qes
Yy =Y, =(-€) N
e=b /2-b,, =80,3807cm

' Abbildung 21: Wirkungsrichtung der
z=2y=wx=0 d.h.: my =m, =0 Nutzlast

Aufteilung in die x und z Komponenten des Bezugssystems:

0, =g, *sing=1,21408x10%kN/cm m, =-q, xy, =0,97589kN
0, =0, *COSg =1,21408x10"kN/cm m; =-q, *y, =9,7589kN

4.6.2 Ubertragungsbeziehung fur x=1=3000

Weiter geht man nun wie in Lastfall 1 vor:
Ubertragungsbeziehung fiir X =1 nach Gleichung (3.84) ist die gleiche wir in Lastfall 1 nach

Gleichung (4.24) mit dem Lastvektor Z.° nach Gleichung (3.85):
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Diplomarbeit 4.6 Lastfall 2b: Nutzlast tber dem kurzen Steg

2 4012,62 -202,724 677521 34972,06 g -42871,30
g -113023 3792,37 1,88536x107 -677521. g 1,18149x10° .
¢ -154,292 3,99084 25663,1 -705,29% ¢ 1605,34+
g 21008, 4 -1728,43 -2,77109x10° 197562+ g -130704-
¢ 28,6793 -1,76532 -3792,37 202,724% ¢ .179,809°
2 773,890 -28,6793 -113023 4012,62+ & 9,7589¢ 2 -6148,88+

50 :g 1,05647 -3,00383x107 -154,292 4,20275jxg 0,97589" :g -8,40065

= (-5,06108x10° 20792,8  8,19426x107 -2,90918x10°+ ¢1,21408x10"* ¢-3,94571x10" +
g -3000 0 0 07 §1,21408x107 g -29276,7.
¢ 0 3000 0 0+ ¢ 2927,67+
g 0 0 0 0- g 0-
¢ 0 0 -4,5x10° 0 ¢ 546338
: 0 0 -3000 0- ¢ 364,225
§ 0 0 0 -3000; §  -36,4225;

(4.35)

4.6.3 Bestimmen der fehlenden ZustandsgrofRen flr den Zustandvektor Z;

Durch Einsetzten von (4.35) in (4.24) ergibt sich das lineare Gleichungssystem. Das von der
letzten Zeile an aufwarts gel6st wird, wie im Lastfall 1 vorgefihrt wurde. Woraus sich unter

Bertcksichtigung der Verschiebung (siehe Lastfall 1) die Zustandgrof3en fir den Anfangs-

punkt zu:

U, =-6079,98 M, =14444,1

Wt = 345,447 Q,; =0,966645

_ ‘ (4.36)
Vi =-34,5547 Q, =180,899

Jt=-1,71931
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4.6 Lastfall 2b: Nutzlast Uber dem kurzen Steg

4.6.4 Bestimmen des Zustandvektor Z, fur x=500 mittels

Ubertragungsbeziehung

Auch fir den allgemeiner Punkt x = 500 geht man wie in Lastfall 1 vor:

Ubertragungsbeziehung fiir x = 500 nach Gleichung (3.84) ist die gleiche wir

nach Gleichung (4.27) mit dem Lastvektor Z,° nach Gleichung (3.85):

O O O O YO B

17,3345
-83,2623
-6,66539x10™
15,4766

¢ 1,23894x10"
¢ 5,70114x10"

¢ 4,56393x10°

Z; =¢
¢ -125413
¢ .
¢ 500
¢ 0
¢
c 0
E‘ 0
¢ 0
§ 0

-5,2892
16,2603
9,77055x10?
-7,76093
-4,65922x107
-1,23894x10*
-7,44348%x10™
89,8245

0

500

o O o o

-2955,21
13971,2
111,834

-2031,05

-16,2603

-83,2623

-6,66539x10"
60366,0

0

0

0

-125000

-500

0

923,591
-2955,21.
-17,7513*

880,91

5,289197

17,3345:¢

1,04144x10" ¢

0161,21408x107

-5005

O vO vO vO) VO VO WO B

9,75894 ¢

in Lastfall 1

-183,571¢
863,657 .
6,95268 *

-92,4312 .

-0,746325

-4,45551 .

0,97589; _¢-3,58465x10°7
-12567,6+61,21408x10"+ ¢ -1,21663x10°*

D) vO O vO) v v v vO O

-4879,45 .
487,945
0+
-15176,1°
-60,7042 +
-6,07042 ;
(4.37)

Nachdem dem Einsetzten der Werte von (4.37) in (4.27) sowie der Zustandsgrof3en Z;, aus

Formel (4.36), ergeben sich durch ausrechnen der rechten Seit des Gleichungssystems

(4.27) die ZustandsgroRen von Z,. Dies kann fiir jede beliebige Schnittstelle mittels entspre-

chender Ubertragungsbeziehung gemacht werden.

Das primare Torsionsmoment geht aus Gleichung (3.92) hervor und nach Gleichung (3.93)

lasst sich das sekundéare Torsionsmoment bestimmen.
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4.6 Lastfall 2b: Nutzlast Uber dem kurzen Steg

X 0 500 3000

u, -6079,98 -4691,55 12494,9 |  cm*kN/cm?
W, 0 163831 0 cm*kN/cm?
Wi 345,447 293,805 -345,291 kN/cm?
Vv, 0 -16379,8 0 cm*kN/cm?
Vi -34,5547 -29,3505 34,5291 kN/cm?
J, 0 -815,267 0 kN/cm?
J¢ -1,71931 -1,4617 1,72262 | 1/cm*kN/cm?2
Mo x 0 6,596326*10"6 -582761 kNcm?
M;, 14444,1 9564,65 -14832,6 kNcm
M, 0 971,268 5827,61 kNcm
Q. 0,966645 0,966645 0,966645 kN
M, 0 75273,3 -3642,25 kNcm
Q,, 180,899 120,194 -183,327 kN

N, 0 -6,07042 -36,4225 kN
M, -1246,52 -1059,75 1248,92 kNcm
M., 15690,6 10624,4 -16081,5 kNcm

Tabelle 10: Zustandsgrofen fir x=0, x=500, x=3000
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4.6 Lastfall 2b: Nutzlast Uber dem kurzen Steg

4.6.5 Verschiebungen der einzelnen Querschnittsknoten fur die 3

betrachteten Stellen

Vorgehensweise wie in Lastfall 1:

X 0 500 3000

f Us Wi | Vs Us Wi Vs Us Wi | Vs
0 -0,289523 | 0| 0] .0223407 7,80147 | -0,779989 | 0594994 | O O
1 -0,305977 | 0| O .0237384 8,1897 | -0,779989 | 0611445 0| O
2 0532971 | O| O] 0476129 7,80147 27211 | 0227127 | O] O
3 041819 O| 0| 0,378571 8,57792 -2,7211 | -0,112194| O| O
4 0647752 | 0| O] 0573686 7,02503 -2,7211 034206 | O] O
5 -0,157886 | 0| O .0111596 469569 | -0,779989 | 0463381 | O| O
6 | -0,0588847 | O| 0| -0,0273723 4,69569 -1,16821 036458 | 0| O
7 -0,026249 | 0| 0000021590 1,58991 | -0,779989 | 0331768 | O| O
8 0308785 | O| O] 0285611 1,58991 -4,66221 o| 0] O
9 | 00138051 O| O 00348668 2,75458 -4,66221 029544 | 0| O
10 0603765 | O| O 0536354 | 0425247 -4,66221 029544 | 0| O
1 0,105388 | 0| O 0112027 -1,51587 | -0,779989 | 0,200155| O| O
12 1 0,0733937| O| O] 0,0848831 -1,51587 -1,16821 | 0232602 | O| O

Tabelle 11: Verschiebungen U;, W;, Vi der Querschnittsknoten fur x=0. x=500, x=3000

in[cm]

4.6.6

Normalspannungen und Schubflisse

Fur die Matrix g aus Gleichung (3.6) werden zunéchst nach Gleichung (3.7) die Werten fir
K aus den Gleichung (3.1) bis (3.5) bestimmt:
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4.6 Lastfall 2b: Nutzlast Uber dem kurzen Steg

X 0 500 3000

k, 0 -5,1881 9,26614x10°
K, 0 1,92948x10" -2,9073x10™
K, 0 -1,9384x107 8,34412x10°
K, 0 -9,61273x10" -6,77047x10°
k¢ -1,25949x107 -8,20566x10° 1,25991x107
kg 4,68589x10™ 3,05057x10™ -4,68706x10™
ks -4,75433x10° -3,0337x107 4,75346x10°
k¢ -2,34422x10° -1,51356x10° 2,33919x10°

Tabelle 12: Matrixglieder von K

Aus Gleichung (3.7) wird nun o und ¢’ bestimmt:

X 0 500 3000

f Os O'f’ Of O-f’ Of O'f’

0 0| -1,25949x107 -5,1881 | -8,20566x10° | 9,26614x10° | 1,25991x107
1 0| -1,30704x107 -5,38194 | -8,50903x10° | 9,34958x10° | 1,30745x107
2 0| 1,08345x107 4,45931 | 7,04718x10° | -5,27053x10° | -1,08362x107?
3 0| 7,53942x10° 3,11035 | 4,92688x10° | -1,18741x10% | -7,54631x107
4 0| 1,41296x107 580826 | 9,16748x10° | 1,33306x10° | -1,41261x107
5 0 -8,7915x10°® -3,63738 | -5,77869x10° | 8,59861x10° | 8,79636x10°
6 0| -5,98097x10° -2,47692 | -3,93897x10° | 2,74906x10™* | 5,98065x107
7 0| -4,98802x10° -2,08667 | -3,35173x10° | 7,93108x10° | 4,99359x107
8 0 4,3633x10° 1,82777 2,937x10° -1,2947x107 | -4,45006x10°°
9 0| -4,09567x107 -1,63757 | -2,51379x10° | -1,49531x107 | 3,99354x107
10 0| 1,28223x107 529311 | 8,38779x10° | -1,09409x107 | -1,28937x107
11 0| -1,18455x107 -0,53595 -9,2466x10" | 7,26355x10° | 1,19082x10°
12 0 -2,1248x10° | -0,913525 | -1,50674x10° | -1,18929x10° 2,1178x10°

Tabelle 13: Matrixglieder von o
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4.6 Lastfall 2b: Nutzlast Uber dem kurzen Steg

Die Schubflisse wie in Abbildung 12 dargestellt, ergeben sich aus der Beziehung fur AT,

aus Gleichung (3.97) und den Formeln (3.98):

X 0 500 3000
fg ng Ang ng Ang ng Ang
0,1 -1,5332x107" | -1,5332x107 | -9,96164x107° | -9,96164x102 1,54713x10" | 1,54713x10*
2,3 5,51218x107" | 5,51218x107" | 3,59222x107 | 3,59222x107 | -5,51475x107 | -5,51475x107
2,4 7,48923x107" | 7,48923x10" 4,8644x10" 4,8644x10" | -7,48867x10" | -7,48867x107
2,0 1,30014 8,45662x10" -1,30034
0,2 1,24733 | -5,2813x10° | 8,10908x107" | -3,47542x10? -1,24745 | 5,28883 x107
12,11 -1,0624x1072 -7,53372x107 1,0589 x10°
11,12 | -2,71708x102 | -1,65468x1072 | -1,96913x1072 | -1,21576x1072 | 2,71321x102 | 1,65431 x10
11,7 -2,71708x10° -1,96913x107 2,71321 x10°2
7,11 -3,22731x101 | -2,9556x107 | -2,24241x107 | -2,04549x107 | 3,24706 x107 | 2,97574 x10™
8,9 1,60574x102 | 1,60574x102 | 2,53925x102 | 2,53925x107 | -2,73909 x102 | -2,73909 x107
8,10 1,03113 1,03113 | 6,79487x10" | 6,79487x10* -1,04062 -1,04062
8,7 1,04719 7,0488x10" -1,06801
7.8 1,00971 | -3,74831x10° | 6,79995x10" -2,4884x107 -1,0354 3,2612 x107
7,5 6,86977x10™ 4,55755x10™" -7,10695 x10*
57 3,09345x102 | -6,56043x107" | 2,28677x107° | -4,32887x107" | -4,34043 x102 | 6,67291 x10™
6,5 -2,99048x10 -1,96949x1072 2,99032 x1072
5,6 -1,03767x10" | -7,38622x102 | -6,82832x107° | -4,85883x107° | 1,03788 x10* 7,3885 x107
5,0 -7,27833x10 -4,54155x1072 6,03839 x107?
0,5 -1,09401 -1,02118 | -7,11291x10* | -6,65876x10" 1,09274 1,03236

Tabelle 14: SchubflisseT;; und die Anderung des Schubflusses AT, iber die

Blechlange in [kN/cm]
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4.7  Lastfall 2c: Nutzlast tiber dem langen Steg

4.7.1 Einwirkung zur Ermittlung der maximale Durchbiegung des langen
Steges
%qzconst
g =0,01kN/cm { I -
Y=Y, =(-€) 1
e =160cm
—1 zZy

z=2y=wx=0 d.h.: my =m, =0
Abbildung 22: Angriffspunkt fir die Li-
nienlast

g, = sing =9,95037x10*kN/cm m, =-q,*y,=0,159206kN

g, =qxcosg = 9,95037x10° kN /cm m, =-q,*y, =1,59206 kN

4.7.2 Gleichungssystem i nach k

Es wird zunachst die Ubertragungsbeziehung von i nach k unter Beriicksichtigung aller
Randbedingungen aufgestellt um die Zustandsvektoren von Anfangs- und Endpunkt zu
bestimmen, dies entspricht Gleichung (4.24) mit dem Lastvektor Z° nach Gleichung (3.85)

angegeben. Die Belastungen dieses Lastfalls sind m+, m,, g, Qx:

2 4012,62 -202,724 -677521 34972,00 2 -286,196
g -113023 3792,37 1,88536x10’ 677521 g 6383,52 .
¢ -154,292 3,99084 25663,1 -705,29* ¢ 837896
g 21008, 4 -1728,43 -2,77109x10° 197562- E 6344,94 1
¢ 28,6793 -1,76532 -3792,37 202,724° ¢ 8406467
¢ 773,890 -28,6793 -113023 4012,62+ & 1502065 ¢  116,019-
0 ¢ 1,05647 -3,00383x10? -154,292 4,202757 ¢ 0,159206 ¢ 0,155663
~ ¢-5,06108x10° 20792,8 8,19426x10" -2,90918x10°+ ¢9,95037x10°+ ¢-7,24838x10°+
: -3000 0 0 0: §9,95037x10%5 ¢ -4776,18
¢ 0 3000 0 0* ¢ -477,618%
: 0 0 0 0: : 0:
¢ 0 0 -4,5x10° 07 ¢ -44776,77
: 0 0 -3000 0: ¢ 29,8511
€ 0 0 0 -3000; § -2,98511}
(4.38)
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4.7.3 Bestimmen der fehlenden ZustandsgrofRen flir den Zustandvektor Z;

Durch Einsetzten von (4.38) in (4.24) ergibt sich das lineare Gleichungssystem. Dass von
der letzten Zeile an aufwarts geldst wird, wie im Lastfall 1 vorgefuhrt wurde. Woraus sich un-

ter Berlicksichtigung der Verschiebung die Zustandgrof3en fur den Anfangspunkt zu:

T, = 294,569 M, = 2372,17

Wt =3,40122 Q,, =0,318412

_ | (4.39)
Vi=1,79834 Q,, =14,8261

4.7.4 Durchbiegung in Stabmitte

Nun kann mittels Ubertragungsmatrix fiir x=1500, diese entspricht Gleichung (4.32) die

Durchbiegung in Stabmitte ausgerechnet werden, mit folgendem fur Z:

2 475,505 -48,2816 -80882,4 8407,31Q P -31,7259

¢ 681593 446,831 1,14213x10° .80882,4 . ¢ 361,657

¢ -18,2839 0,905454 3061,48 -163,415° ¢ 1,04697

¢ 1266,93 -210,995 -166461  23987,5 - ¢ 418133

¢ 339857  -0,424182 -446,831 48,2816 § 1080167

¢ 46,6701 -3,39857 -6815,93 475,505+ & 1,592065 ¢ 7,4947 -

. :g 0,125194 -0,00687787 -18,2839  0,962305 Xg 0,159206 _§ 0,0194366
= ¢.1,15884x10° 2463,99 4,94161x10°  -344745% ¢9,95037x10°+ ¢-1,7965x10°+
: -1500 0 0 0. §9,95037x10% ¢ -2388,00.

¢ 0 1500 0 07 ¢ -238,809°

g 0 0 0 0- g 0.

: 0 0 -1,125x10° 0: y  -l1194,27

¢ 0 0 -1500 0+ ¢ -14,9256 =

g 0 0 0o  -1500, §  -1,49256;

(4.40)

es sind alle GroRen auf der rechten Seite der Ubertragsbeziehung bekannt und es ergibt

sich nach einsetzten von (4.39) und (4.40) in die Ubertragungsbeziehung (4.32) der Zu-
standvektor fur die Schnittstelle x=1500:
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Diplomarbeit 4.7 Lastfall 2a: Nutzlast auf dem gesamten Deckblech
u, =408,204 M, , =1,74711x10°

w, =3195,56 M, , =-15,9206

w¢ = -3,38469x10° M, , =238,809

v, =1684,31 Q,x =3,18412 x10* (4.41)

vl =1,60988 x 10* M, , =11044,9

27,6904

4.7.5
x=1500

J,
Jt =-6,65802%x10°

Q,, =-9,95037x107

N, =-1,49256

Durchbiegung aus der Linienlast und Nulldurchgang an der Stelle

Da festgelegt wurde, dass jener Teil des Deckblechs mit der Nutzlast zu belasten ist, der die

groRte positive Durchbiegung verursacht, muss nun der Nulldurchgang der Biegelinie im

Deckblech des Querschnittes in Stabmitte bestimmt werden.

Nach Gleichung (3.91) ergeben sich also fir die 5 Knoten des Deckblechs folgende Ver-

schiebungen in z-Richtung:

f

11

7

5

0

1

Wi

0,468631

0,363144

0,257657

0,15217

0,138984

Tabelle 15: Knotenverschiebungen [cm] des Deckbleches, Knoten von links nach

rechts

Es findet kein Vorzeichenwechsel statt, daher muss das gesamte Deckblech belastet wer-

den. Dies entspricht exakt dem Lastfall 2a: Nutzlast auf dem gesamten Deckblech.
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Diplomarbeit 4.8 Lastfall 3a: Wind; Druck

4.8 Lastfall 3a: Wind; Druck

4.8.1 Einwirkung

De Windlast wirkt als Linienlast entlang des Deckblechrandes.

Wg, =0,03kN/cm

g, = Wgy =0,03kN/cm

Abbildung 23: Wirkungsrichtung der
Windlast

Die Berechung erfolgt analog zu LF 1 Eigengewicht, allerdings mit nur einer Einwirkungs-

komponenten .

4.8.2 Ubertragungsbeziehung fur x=1=3000

Die Ubertragungsbeziehung von i nach k ist in Gleichung (4.24) angegeben. Mit dem Last-

vektor 2,2 nach Gleichung (3.85). Er ergibt sich auf Grund der vorhandenen Belastung mit dy

ZU:
2 1975620 & 5926,860
§-2,77109%10° ¢ 831327
¢ -3792,37% ¢ -113,771+
E 1,28272x10° = g 38481,6.
¢ 1728,43] ¢ 51,8537
c 21008,4 ¢ 630,251

o_¢ 2867930  ©0,860638] (4.42)

T 6.1,52313x107F | ¢ -456938+
E oo & o
g -4,5%10° ¢ -135000+
¢ -3000 * 8 -90.
: T
¢ 0* c 0:
g 0; & 05
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4.8.3 Bestimmen der fehlenden ZustandsgrofRen flr den Zustandvektor Z;

Wie in Lastfall 1 wird beginnend von unten nach oben zuerst der Zustandsvektors vom An-
fangspunkt i und vom Endpunkt k bestimmt. Dafir werden die bekannten Grof3en an der
Stelle x=1=3000 eingesetzt und jene Zeilen des Gleichungssystems von unten schrittweise

gelost:

Aus Zeile 14 ergibt sich Ny zu:

N, =0

Nun kann fur die Randbedingungen (4.19) bis (4.21) eingesetzte werden und es geben sich:

M, =N, %z, =0
Mz,k :Nk xy8 =0

M, =Nwg =0

Aus Zeile 12 ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fir Q. ;:
M, =0=3000:Q,, ®Q,; =0
Mittels Zeile 10 ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir Qy, ;:

M, =0=3000+Q,,-135000 ® Q,, = 45

Mit Gleichung (3.74) ergibt sich fur die Gabellagerung eine zusatzliche Bestimmungsglei-
chung fur My ;, die umgeformt wie folgt lautet:

1
MT,i = a_(ka) =0

1

nun sind alle Schnittgrof3en auf den der Stelle i bekannt!

Far \_]{Bergibt sich aus der Zeile 8 mit den oben angegebenen Werten zu:

M, =-b,Jt+b,M; +¢5,Q, ;)5 Q, ;- 458959 ® J¢ =0,175339

Aus der Zeile 4 der Ubertragungsbeziehung nach Einsetzten errechnet sich Vfzu:
v, =0=a,vi+ 024’31@ -Ca My - Ca35Q, - C5,5Q,; +38485,1® vf=11,884

w, kann aus der Zeile 2 ausgedriickt werden:

W, =0=a,W+Cp,;Jb-Cpy My, -Cpy3Q, - C5Q, ;- 83152,1® W} = -22,6367
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4.8.4 Berechnung von u; aus ug

Man geht analog wie bei Lastfall 1 Eigengewicht mit Aufbau vor.

Um die Gleichung (4.25) fiir U, lésen zu kénnen, werden W§, Vi und Jf bestimmt:
Aus Zeile 3 folgt: wf =22,6367

Die Zeile 5 liefert: vf =-11,884

Mit Zeile 7 bestimmt man: Jf =-0,175339

Es sind alle nun GroRen auf3er U, bekannt, weshalb sich mittels Umformung von Gleichung

(4.25) u, =-1359,68 ergibt.

Sobald die Verschiebung am Stabende bekannt ist, wird in die 1.Zeile der Ubertragungsbe-

ziehung eingesetzt, woraus sich die letzte Zustandsgrol3e fir den Anfangspunkt ergibt.
u +1301,75=0®u, =1301,75

Damit ist der Zustandvektor Z; vollstandig bestimmit.

Die von Null verschiedenen ZustandsgrofRen lauten also:

U =1301,75 M, =
Wt =-22,6367 Q,; =45

_ ' (4.43)
vi=11,884 Q, =0

Jt=0,175339
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4.8.5 Bestimmen des Zustandvektor Z fur x =500 mittels
Ubertragungsbeziehung

Die Ubertragungsbeziehung fiir x = 500 lautet nach Gleichung (3.84) wie in Gleichung (4.27)
mit Z,° aus Gleichung (3.85)

¢ 880,915 g 26,4273
¢ -2031,05] ¢ 60,9315
¢ -16,2603+ ¢ -0,48781:
¢ 969,839 ¢ 29,0952
¢ 7,76093* ¢ 0,232828*
¢ 15,4766 ¢ 0,464297:
0_£0,1238047 _ 33,71683><10'3: (4.44)
= ¢-11220,71+ c -336,62 +
¢ % g 0.
¢ -125000+ ¢ -3750
¢ -500: : 15.
¢ 0+ ¢ 07
: 0- : 0-
: 0 § 0g

Nachdem man die Werte von (4.44) in (4.27) eingesetzt hat, und die Zustandsgréf3en von Z;,
in Formel (4.43) angegeben, eingesetzt hat. Ergeben sich durch ausrechnen der rechten
Seit des Gleichungssystems die Zustandsgrdf3en von Z,. Dies kann fir jede beliebige

Schnittstelle gemacht werden.

Das primare Torsionsmoment geht aus Gleichung (3.92) hervor und nach Gleichung (3.93)

lasst sich das sekundéare Torsionsmoment bestimmen.
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X 0 500 3000

U, 1301,75 1103,41 -1359,68 | cm*kN/cm?
W, 0 -10732,3 0| cm*kN/cm?
w¢ -22,6367 -19,2368 22,6367 N/cm?
Vv, 0 5637,61 0| cm*kN/cm?
vl -11,884 10,1148 -11,884 kN/cm?
J, 0 83,1389 0 kN/cm2
J¢ -0,175339 0,149046 -0,175339 | 1/cm*kN/cm?
M« 0 -60276,5 0 kNcm?
M;, 0| -7,92497x10™ 0 kNcm
M, 0 18750 0 kNcm
Q. 45 30 -45 kN
M, . 0 0 0 kNcm
Q,, 0 0 0 kN

N, 0 0 0 kN
M, -127,123 108,06 -127,123 kNcm
1Y/ -127,123 -108,06 -127,123 kNcm

Tabelle 16: Zustandsgrdof3en fir x = 0, x =500, x = 3000
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4.8.6 Verschiebungen der einzelnen Querschnittsknoten fur die 3
betrachteten Stellen

Man geht wie in Lastfall 1 vor:

X 0 500 3000

f Us Wi |V Us Wi \Z Us Wi |V
0 | 6,196883x10” 0| 0| 525432x102 | -5,11061x10" | 2,68458x107 | -6,47467x10” 0] 0
1 6,76473x10” 0| 0| 573508x102 | -550651x10" | 2,68458x10™ | -7,04058x10° 0] 0
2 8,09146x10°° 0| 0| 6,74128x10° | -5,11061x10" | 4,66407x10" | -1,08499x10° 0] 0
3 2,77591x10” 0| 0| 234719x102 | -5.90241x10" | 4.66407x10 | -3,05175x107 0| 0
4 | -1,15561x107 0| 0| -998931x10° | -4.31881x10" | 4.66407x10 |  8,8177x10° 0| 0
5 1,67158x10” 0| 0| 1,40105x102 | -1,94342x10" | 2,68458x107 | -1.94743x10° 0] 0
6 1,26161x10” 0| 0| 1,05281x102 | -1,94342x10" | 3,08048x10™ | -153745x10° 0] 0
7 | -2,85566x10° 0| 0| 2,45221x102 | 1,22378x10" | 2,68458x10" | 257982x10° 0] 0
8 | -2,75844x10° 0] 0] -256695x10° | 1,22378x10" | 6,64357x10™ 0 0] 0
9 3,92672x107 0| 0| 331751x102 | 3,60813x10* | 6.64357x10 | -4,20256x107 0| 0
10 | -4,47741x107 0| 0| _38300x102| 241148x10" | 6:64357x10 | 4,20256x10° 0| 0
11 | -7,38291x10” 0| 0| -630547x102 | 4,39097x10" | 2,68458x10" | 7,10706x10 0| 0
12 | -6,45697x10” 0| 0| -551813x102 | 4,39097x107 | 3,08048x10* | 6,18112x10° 01 0

Tabelle 17: Verschiebungen U;, W;, Vi der Querschnittsknoten fir x=0. x=500, x=3000

in [cm]
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4.8.7

Normalspannungen und Schubflisse

Fur die Matrix g aus Gleichung (3.6) werden zunachst nach Gleichung (3.7) die Werten fir

K aus den Gleichung (3.1) bis (3.5) bestimmt und in Tabelle 18 angegeben:

X 0 500 3000

k, 0 7,41927x10™ 0
K, 0 -1,26774x107 0
K, 0 6,621x10° 0
K, 0 9,81057x10° 0
k¢ 1,79519x10° 1,17744x10°° -1,79519%10°
k¢ -3,09859x10° -1,99129x10° 3,09859x10°
kS 1,59947x107 1,05248x10° -1,59947x10°
k¢ 2,39289x10” 1,54429x107 -2,39289x10”

Aus Gleichung (3.7) wird nun o und o’ bestimmt:

X 0 500 3000
f O¢ of Of of Of of
0 0| 1,79519x10° 7,41927x10" | 1,17744x10° | 0| -1,79519x10°
1 0| 1,95514x10° 8,08138x107" | 1,28268x10% | 0| -1,95514x10°
2 0| 2,45896x10" 1,08056x10™ 1,8179x10* | 0| -2,45896x10™
3 0 8,0508x10™ 3,38584x10™" | 5,46715x10* | O -8,0508x10™
4 0| -3,13287x10" -1,22472x10™ | -1,83135x10™ | O | 3,13287x10™
5 0| 5,15612x10" 2,12239x10" | 3,354552x10* | O | -5,15612x10"
6 0| 3,97184x10" 1,6395x107" | 2,59866x10* | 0| -3,97184x10*
7 0| -7,63968x10" -3,17449x10" | -5,06533x10% | O | 7,63968x10™
8 0| -3,39395x10° | -155001x10% | -2,69596x10° | O | 3,39395x10°
9 0| 1,16377x10° 4,7745x10" | 7,52072x10* | 0| -1,16377x10°
10 0| -1,23165x10° -5,0845x10" | -8,05991x10“| O | 1,23165x10°
11 0| -2,04355x10° | -8,47136x10" | -1,34852x10° | 0| 2,04355x10°
12 0| -1,77911x10° | -7,38457x10* | -1,17702x10°| O] 1,77911x10°

Tabelle 19: Matrixglieder von o

Die Schubflisse ergeben sich aus der Beziehung flr Angaus Gleichung (3.97) und den

Formeln (3.98):
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x[cm] 500 3000
fq ng Ang ng Ang ng Ang
0,1 -2,2502x1072 -2,2502x10% | 1,47607x102 | 1,47607x1072 | -2,2502x1072 -2,2502x107
2,3 | -3,15293x102 | -3,15293x102% | 2,18552x107 | 2,18552x107 | -3,15293x102 | -3,15293x1072
2,4 2,02173x107 2,02173x10° -4,0346x107° -4,0346x10° | 2,02173x10° 2,02173%x107
2,0 | -2,95075x1072 2,18148x107 -2,95075x107
0,2 | -9,07402x102 | -6,12326x102 | 6,25916x102 | 4,07768x107 | -9,07402x10° | -6,12326x107
12,11 | 8,89557x10° -5,88508x107 8,89557x107
11,12 | 2,80089x102 1,91133x102 | -1,85127x1072 | -1,26277x107 | 2,80089x1072 1,91133x10
11,7 | 2,80089x10 -1,85127x10 2,80089x10
7,11 | 1,6277x1072 1,34761x107 | -1,07555x107" | -8,90424x107 | 1,6277x107 1,34761x10"
8,9 | -6,77897x102 | -6,77897x102 | 4,35067x102 | 4,34779x102 | -6,77897x102 | -6,77897x107
8,10 | 7,59352x10 7,59352x10 -4,9977x10 -4,9977x102 | 7,59352x107 7,59352x10°
8,7 | 8,14549x10° -6,47032x10° 8,14549x10°
7.8 | 5,60199x10? 4,78744x10% | -3,84799x102 | -3,20095x107 | 5,60199x102 4,78744x1072
7,5 2,18789x10* -1,46035x10" 2,18789x10"
57 | 2,30711x10* 1,19211x102 | -1,54247x10" | -8,21188x10° | 2,30711x10* 1,19211x10
6,5 | -1,98592x10° 1,29933x10° -1,98592x10°
56 | -6,5499x10° -4,56398x10° |  4,27592x10° | 2,97659x10° | -6,5499x10°° -4,56398x10°
50 | 2,24161x10* -1,49971x10" 2,24161x10"
0,5 | 1,13242x10" | -1,10919x107 | -7,73523x102 | 7,26186x102 | 1,13242x10" -1,10919x10*

Tabelle 20: SchubflisseT,, und die Anderung des Schubflusses AT, uber die

Blechlange in [KN/cm]
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4.9 Lastfall 3b: Wind; Sog

Die Zustandsgrof3en dieses Lastfalls entsprechen denjenigen vom Lastfall 3a) mit entgegen

gesetztem Vorzeichen, gleiches gilt fur die Spannungen und Verschiebungen.
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4.10 Ubergang zur konventionellen Formulierung

Die Matrix D ist aus Gleichung (4.3) bekannt.

Aus den Gleichung (3.116) bis (3.121) ergibt sich:
zs =43,333cm, y =-111,379cm

Iy* =1,518x10°cm*, Iy, =-633000cm*, .= 5,00134x10°cm*

Z*

a=9,98668°

Gleichung (3.122) liefert Haupttragheitsmomente:
,=5,11281x10°cm*, I, =1,40654x10°cm*

Aus dem Gleichungssystem (3.123) folgt der Schubmittelpunkt
Yu =-146,045cm, z,, =-27,146cm

und aus Gleichung (3.124):

w, =3798,14cm?

Nach Gleichung (3.125) errechnet sich schlie3lich das Wolbtragheitsmoment zu:

|, =4,57384x10°cm°®

Diese Werte stimmen exakt mit denen aus der parallel gefiihrten Arbeit [2], die die konventi-
onelle Rechenmethode verwendet, tiberein. Der Ubergang mit den gegeben Formeln ist so-

mit moglich!
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5. VERGLEICH ,ENTKOPPELTES" —, GEKOPPELTES
VERFAHREN"

5.1 Allgemein

Die Berechnung nach dem ,entkoppelten Verfahren® ist in [2] gezeigt. Sie liefert exakt die-
selben Spannungen sowie Schubflisse, wie die vorliegende Arbeit. Fir den Vergleich wer-
den die Unterschiede bei der Anwendung des jeweiligen Verfahrens erfasst und anschlie-

Rend zusammengefasst.
5.2 Unterschiede

5.2.1 Querschnittswerte

Zu Beginn der Berechnung nach dem ,entkoppelten Verfahren* muss das Hauptachsensys-
tem fur vorliegenden Querschnitt ermittelt werden (Schwerpunkt, Schubmittelpunkt und

Hauptachsen). Dies entfallt beim ,gekoppelten Verfahren®.
5.2.2 Rechenweise

Fur die ,entkoppelte Methode" werden lineare, gewdhnliche Differentialgleichungen 4. Ord-
nung bzw. 2. Ordnung aufgestellt und geldst. Die Losungen liefern unmittelbar die Funktio-
nen der Biegelinien fir alle Schnittstellen. Aus den Biegelinien kdnnen dann tber die Diffe-

rentialbeziehungen alle Zustandsgrof3en bestimmt werden.

Bei der ,gekoppelten Methode” resultieren die Ergebnisse aus linearen Gleichungssyste-
men. Die Matrixglieder der Gleichungssysteme sind von der Schnittstelle X abhangig, daher

ist es notwendig, fur jedes x eine eigene Ubertragungsbeziehung zu formulieren.
5.2.3 Handrechnung

Da fur jede unbekannte Verschiebung jeweils eine eigene Differentialgleichung vorhanden

ist, kann das ,entkoppelte Verfahren leicht handisch angewandt werden.

Das ,gekoppelte Verfahren* kann ebenfalls per Hand gerechnet werden, da man das Glei-

chungssystem als einzelne Gleichungen mit jeweils nur einer Unbekannten lI6sen kann. Eine
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handische Rechnung empfiehlt sich allerdings nur, wenn wenige Schnittstellen gefragt sind,

da fur jedes x alle Matrixglieder neu berechnet werden miissen.

5.2.4 Schwerpunkt und Schubmittelpunkt

Bei der Anwendung der ,gekoppelten Methode" muss die Schwerpunktslage sowie die Lage

des Schubmittelpunkts nicht berechnet werden. Dies stellt eine erhebliche Erleichterung dar.
5.2.5 Transparenz

Beim ,entkoppelten Verfahren* kénnen die Spannungen fir jede SchnittgroRe separat aus-
gerechnet werden, sodass parallel zur Berechnung eine Querschnittsoptimierung erfolgen

kann. Zudem ist die Fehlersuche wéhrend des Rechenvorgangs einfacher.

5.3 Zusammenfassung

Die entkoppelten Differentialgleichungen gliedern das Biege- und Torsionsproblem in vier
Teilprobleme. Die Berechnung ist dadurch gut strukturiert und nachvollziehbar. Die vier ein-

zelnen Teilprobleme lassen sich nacheinander l16sen, was die Fehleranfélligkeit reduziert.
Dies ist bei der ,gekoppelten Methode* nicht gegeben.

Bei der ,gekoppelten Berechung” erspart man sich eine eigene Ermittlung der Querschnitts-
werte. Sie liefert Giber die Ubertragungsbeziehung neben den SchnittgréRen sofort alle Ver-
schiebungsgrofien im betrachteten Punkt. Allerdings werden die Zustandsgrof3en nicht als
Funktion ausgedriickt, weshalb firr jede Schnittstelle eine neue Ubertragungsbeziehung auf-
gestellt werden muss. Sind die ZustandgrofRen bekannt, ermdglicht die ,gekoppelte Berech-
nung“ durch eine einfache Matrizenmultiplikation die Bestimmung der Normalspannungen in

jedem Querschnittspunkt.

Da die Ubertragungsbeziehung auch die Verwélbung beriicksichtigt, resultieren nach Einga-
be der richtigen Lastkomponenten sofort die exakten Ergebnisse und es werden alle Span-

nungserzeugenden Einflisse erfasst.
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Veréffentlichung Anhang A

Berechnung diinnwandiger Stiabe mit offenem Quer-
schnitt bei Beanspruchung durch Langskraft, zwei-
achsige Biegung und Torsion ohne Bestimmung von
Schwerpunkt, Schubmittelpunkt und Hauptachsen

Helmut Rubin

Fur einen allgemeinen beanspruchten, prismatischen Stab wird ein Berechnungs-
konzept gezeigt, bei dem die Beziehungen zwischen den SchnittgréfRen und Verzer-
rungen des Stabelements nicht normiert, sondern in gekoppelter Form dargestellt
werden. Dies bedeutet, dall der gesamten Berechnung ein beliebig wahlbares Koor-
dinatensystem y, z im Querschnitt zugrunde gelegt wird und dal® Schwerpunkt,
Schubmittelpunkt und Hauptachsen mit zugehérigen Querschnittsgré3en nicht be-
stimmt werden missen.

Auf Basis dieses Konzepts wird die Ubertragungsbeziehung entwickelt, welche die
vollstdndige Berechnung der Schnitt- und VerschiebungsgréRen eines beliebig gela-
gerten Stabes erlaubt. SchlieRlich lassen sich damit fiir beliebige Querschnittspunkte
alle Normal- und Schubspannungen bestimmen.

Analysis of thin-walled bars with open cross section loaded by normal force,
biaxial bending and torsion without use of centroid, shear centre and principal
axis. For a generally loaded prismatic bar an analysis is presented, where the rela-
tions between stress resultants and deformations are not normalized, but written in a
coupled form. This means that any system of coordinates y, z in the section can be
chosen and is then maintained for all calculations.

On this basis the equation of transfer matrix is developed, which allows the calcula-
tion of all stress resultants and displacements for a beam with arbitrary support. Fi-
nally at any point of the sections normal and shear stresses can be determined.

1 Einleitung

Die tibliche Berechnung von Stdben mit offenem Querschnitt bei Beanspruchung
durch Langskraft, zweiachsige Biegung und Wolbkrafttorsion erfordert im allge-
meinen Fall die Bestimmung von Schwerpunkt mit Hauptachsen fiir die Biegung
und die Bestimmung des Schubmittelpunktes fur die Torsion, siehe z.B. [1], [2].
Die Normalspannungen und Schubspannungen werden nach getrennten Formeln
fur die einzelnen Schnittgrof3en berechnet, wobei zahlreiche Querschnittsgrofien
erforderlich sind.

Das nachfolgend dargestellte Berechnungskonzept geht von einem beliebigen,
aber auf der Querschnittskontur liegenden Bezugspunkt O mit beliebigen (ortho-
gonalen) Querschnittsachsen y und z aus.
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Der allgemeine Dehnungs- und Normalspannungszustand im Querschnitt wird
durch vier Grundzustiande beschrieben, die ausschlieflich auf den Punkt 0 und
die Achsen y und z bezogen sind.

Schwerpunkt, Hauptachsen und Schubmittelpunkt des Querschnitts bleiben au-
Ber Betracht, so dass die Beziehungen zwischen den vier Dehnungszustinden
und den damit verbundenen Schnittgréfen N,My, M, und M, gekoppelt sind.

Auf dieser Basis wird die Ubertragungsbeziehung entwickelt, welche das Trag-
verhalten eines Stabes vollstindig beschreibt. Im allgemeinen Fall hat der Zu-
standsvektor 14 Komponenten (7 Verschiebungs- und 7 Schnittgro3en). Die
Ubertragungsbeziehung, formuliert fiir x =/, erlaubt die Berechnung aller Zu-
standsgréflen an den Enden eines beliebig gelagerten Einzelstabes und danach
der Zustandsgrofen an beliebiger Schnittstelle 0 <x < /7.

Alle Normal- und Schubspannungen lassen sich schliefllich fiir beliebige Punkte
im Querschnitt bestimmen, wobei stets der resultierende Beanspruchungszu-
stand betrachtet wird.

Die gesamte Berechnung erfolgt mit Hilfe von Matrizen, deren Elemente nach
einfachen Formeln bestimmt werden konnen. Spezielle Kenntnisse — insbesonde-
re bei der Theorie der Wolbkrafttorsion — sind bei der Anwendung nicht erforder-
lich.

2 Annahmen
Es werden folgende (iiblichen) Annahmen getroffen:
e Der Querschnitt ist iiber die Stabldnge konstant.

e Der Querschnitt ist offen und besteht aus ebenen, dinnwandigen Blechab-
schnitten; deren Anzahl und die Form der Verzweigungen sind beliebig.

e Querkraft- und Wolbkraftschubverformungen werden vernachlassigt.
e Die einzelnen Blechabschnitte bleiben eben (Wagner-Hypothese).

e Der Querschnitt ist formtreu.

e Es wird Elastizitdtstheorie I. Ordnung angewendet.

e Als Einwirkungen werden (gemil} einem beliebigen Polynom) verinderli-
che Streckenlasten, Streckentorsionsmomente und zusitzlich Einzelein-
wirkungen berticksichtigt.

e Es werden nur Querschnitte mit Verwolbung betrachtet.
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3 Allgemeines Beispiel eines aus 9 Blechen zusammengesetzten
Querschnitts

Bezugs- 4 0 S
punkt 0 1y
4/4 !

312 87 9

Bild 1. Betrachteter, allgemeiner Querschnitt mit  Bild 2. Méglicher Sonderfall: Briicken-

Bezugspunkt 0 sowie Achsen y und z, Blick- querschnitt, symmetrisch oder un-
richtung entgegen x-Achse (s. Bild 3) symmetrisch

Bild 1 zeigt den aus 9 Blechen zusammengesetzten, allgemeinen Querschnitt, fur
welchen die erforderlichen Matrizen und Formeln angegeben werden. Der Be-
zugspunkt 0 mit den Achsen y und z wurde willkiirlich in einen Knoten gelegt.

Die Knotenpunkte und Endpunkte der einzelnen Abschnitte werden mit f und g
(0, 1, 2, ...) bezeichnet. Dementsprechend erhalten auf Knoten bezogene Grollen
einen, auf Abschnitte bezogene GréBen zwei Indizes, z.B. Ag, (= Aye) als Fliche
des Abschnitts fg. Die im Querschnitt eingetragenen Pfeile sind vom Bezugs-
punkt 0 nach ,aullen” fortschreitend gerichtet. Sie dienen der Festlegung der Re-
chenrichtung, z.B. bei den Woélbordinaten ® und den Schubfliissen T, und defi-
nieren die positive Richtung von T.

Bild 2 zeigt einen Briickenquerschnitt als moglichen Sonderfall des allgemeinen
Querschnitts von Bild 1.
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4 Verschiebungsgroflen, Schnittgro8en und Einwirkungen

Koordinaten Verschiebungsgréfien Schnittgrélien Einwirkungen
auf Schnittufer links

Bild 3. Koordinaten, Verschiebungsgrdf3en, SchnittgréRen und Einwirkungen

Bild 3 zeigt die positiven Richtungen der Stabachse x, der Querschnittsachsen y
und z, der Verschiebungen u, v, w und des Torsionsdrehwinkels 3, der Schnitt-
groflen N, M,,Q,,M,,Q, und My sowie der Streckenlasten qy, q, und gy, wel-
che einen gemal} einem beliebigen Polynom verinderlichen Verlauf haben diir-
fen, wihrend die Exzentrizitdten yy, zy, y, und z, als konstant angenommen
werden.

Fur alle GroBlen ist der Punkt 0 Bezugspunkt und sind die Achsen x, y und z Be-
zugsachsen; dies bleibt fiir das gesamte Berechnungskonzept gultig.

5 Berechnung der Spannungen o; aus den Verschiebungsgroflen u, w, v
und 9 mit Hilfe der Matrix A

Zunachst wird vereinbart:
e Bezeichnungen fur eine Matrix sind fett und unterstrichen, z.B. A .

e Forminderungs- und Verschiebungsgréfen mit Querstrich (oben) sind
E-fach, z.B. w=Ew.

e Ableitungen nach x werden mit Strich versehen, z.B. du/dx=u’.

Als Forménderungsgrof3en, die den Dehnungs- und Normalspannungszustand im
Querschnitt vollstandig beschreiben, werden definiert:

K, =-u' (1)
Kg =—W" )
Ky =—v" 3)
Ky =—9" (4)

Als zugehorige Matrix wird vereinbart:
K1 Kp
!
Kg K2
E = , (5)
K3 K3

!/
Kq4 Ky
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Weiterhin wird als Spannungsmatrix definiert:

Gp Go
61 O1
G2 O
O3 O3
O4 Oy

, (6)

G5 Os

e}
I

Gg Op
67 O7

Gg Oy

Gg Og |

Die Ableitungen k¥ und o werden zur Berechnung der Schubfliisse bzw.
Schubspannungen benétigt.

Die Matrix o berechnet sich aus der Matrix k wie folgt:
c=AK (7

Diese Gleichung beinhaltet eine rein kinematische Beziehung (mit E-Modul er-
weitert).

Fir die Matrix A gilt:

Zop Yo Oo
Z1 Y1 oy
Zg Y9 g
Z3 Y3 O3
Zy Y4 04
Z5 Y5 O
Z6 Y6 e
Z7 Y7 07
Zg Yg g
L Z9 Y9 g

—

>
[

)

e SO S Sy ST S S S

Anschaulich bedeuten die Matrixglieder Lingsverschiebungen der Querschnitts-
punkte f in x-Richtung, und zwar die der 1. Spalte aus u=-1, die der 2. Spalte
aus w' =-1, die der 3. Spalte aus v'=-1 und jene der 4. Spalte aus 9'=-1, d.h.,
die Glieder o; sind die tblichen Einheitsverwolbungen. Diese kénnen rekursiv

mit oy =0 beginnend in Pfeilrichtung fortschreitend berechnet werden aus:

Wy = Of +ZtYg —ZgV¢ 9)

VI
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Fir den Querschnitt des Bildes 1 gilt im einzelnen:
0y =0; =0y =05 =0

W =7Z1Y9 —Z3Y1

W3 =71Y3 —Z3y1

wg =25Y6 —26Y5 (Y5 =0) (10)
W7 =Z5y7 —Z7Y5

Wg = W7 +7Z7yg —7Zgy7

W9 = W7 +7Z7Y9 —Zgy7

6 Berechnung der Knotenkrafte F; aus den Spannungen o; mit Hilfe
der Matrix B

Die Knotenkrafte F; ersetzen den Normalspannungszustand im Querschnitt sta-

tisch gleichwertig. Fur den allgemeinen Abschnitt fg lauten die Knotenkrifte an
den Enden f bzw. g:

_| ot %
ng = (g + FJAfg (11)
_| %, Of
Fgf = (? + g)Afg (12)
Die Summe der am Knoten f vorhandenen Krifte betragt:
Fp =2 Fy (13)
g
Aus diesen Formeln erhilt man die Beziehung:
F=B.o (14)
Als Matrix F wird definiert:
F, By
F K
Fy By
F; F3
F, F;
F=| ' (15)
F5 Fy
Fe Fg
F; ¥
Fg Fg
[ Fy Fg |

Vi
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Die Matrix B ist quadratisch und symmetrisch. Die Nebendiagonalglieder auf
der Zeile f und Spalte g betragen A¢, /6, wenn Ag, existiert, d.h. wenn f und g
Endpunkte ein und desselben Blechstreifen sind, andernfalls ist Ag =0 zu set-
zen. Die Hauptdiagonalglieder Ag/3 ergeben sich jeweils als doppelte Summe

der Nebendiagonalglieder Ag,/6 der Zeile f. Die Symmetrie folgt aus Ay, = Ay

Fur den Querschnitt von Bild 1 erhilt man:

Ago Aor Aos Ags
3. 6 6 6
AlO All A12 A13
6 3.6 6

Agr Agy
6 3
Ast Ass
6 3 .
A Ay
B-| 6 3"
T ﬂ Ass Ase Ast
6 3.6 6
Ags Acs
6 3 -
Az A7r Azg A
6 3. 6
Agr Agg
6
Ag7 Agy
6 3

Fir die Ag der Hauptdiagonalglieder gilt:
Ago =Ag1 +Agg +Ags, Ay =Ajg+Ag +Agg
Agy = Ay, Agz =Agz;, Ay =Ay,

Ags = Apo + Asg + Agy, Agg = Ags,

Aqq =Aqs +Agg+ Aqg, Agg = Agy, Agg =Agg

(16)

17

Kontrolle: Die Summe aller Matrixglieder mul} gleich der Flache des Gesamt-

querschnitts sein.

7 Berechnung der Schnittgrolenmatrix S aus der Matrix k¥ mit Hilfe

der Matrix D
Als SchnittgroBenmatrix S wird definiert:

N N

(18)

VIl
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M, ist das auf den Punkt 0 bezogene Wolbmoment.

Die Matrix S 148t sich zunéchst aus der Matrix F wie folgt bestimmen:
S=A"F (19)

wobel AT die Transponierte von A ist.

Aus den Gln. (7), (14) und (19) erhilt man:

S=D-x (20)
und nach Inversion

k=D"-S 1)

Die Matrix D selbst berechnet sich aus:

D=AT B-A (22)

Da B symmetrisch ist, folgt aus Gl. (22), dall auch D und damit 2_1 symmet-
risch sind. Bezeichnet man die Glieder von 2_1 mit d_, so lautet Gl. (21) aus-
fuhrlich:

ke K| [dpg dig dyg dyg | [ NN
Ky K dg; \‘dzz_ dgg doy My M
kg Kg| |da; dgp dgg dgq| M, M
Ky Kg] |dyg dgg dyg dyy ] [M, M

(23)

'
y
’
Z
'
(0]

Von besonderer Bedeutung in dieser Beziehung ist die Formel fur x,, die wie
folgt lautet:

Ky = 9= d N+ d42My +dysM, +dy M, (24)

Es sei darauf hingewiesen, daf3 1/d,, gleich dem auf den Schubmittelpunkt bezo-
genen Wolbtriagheitsmoment I, gemal tiblicher Vorgehensweise ist, wo anstelle
von Gl. (24) die Beziehung - 9" =M /(EI,) gilt (M, dann auf Schubmittelpunkt
bezogen).

Wird die Matrix D singulér, so liegt ein wolbfreier Querschnitt vor, und Q_l exi-
stiert nicht.

8 Streckenlasten qy, q, und q, sowie Schnittgrolen N, My, Q,,
M,,QyundMr

Zur Schreiberleichterung wird zunichst vereinbart:
j

ap=1, aj:X,—’ fir j21, a;=0 fur j<O (25)
j!
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Fur die Ableitung bzw. Integration gilt:

x (26)
Iajdx:ajﬂ far j>0
0

Die Streckenlasten diirfen gemél eines beliebigen Polynoms in Léngsrichtung
verdnderlich sein; z.B. hat q, allgemein die Form:

q; =a09q;0 +a1q,; +ta2q,92 t+...= 'ZO a;4z; 27
J:

Fir die Konstanten q, ; gilt:

dzj = 4 (x = 0) (28)
das heilt, g, ; ist der Anfangswert der j-fachen Ableitung von q, .

Der Einfachheit halber wird nachfolgend bei allen Streckenlasten das Summen-

zeichen Y weggelassen. Im Anwendungsfall ist dann q, fir alle vorhandenen
j=0

Konstanten q,; zu bilden und zu tiberlagern.
Ist q, konstant, existiert nur q,; ist g, linear, existieren nur q,, und
a,1(=qy), usw.

Diese vereinfachte Schreibweise gilt auch fiir alle aus den Streckenlasten her-
vorgehenden Formeln. Beim meist vorliegenden Fall konstanter Streckenlasten
sind die entsprechenden Ausdriicke nur fir j=0 auszuwerten.

Fur die Streckenlasten gilt somit:

qx = aj qx,] (29)
a; = aj qz,j (30)
Ay = 2;4y,j (31)

Aufgrund der Exzentrizititen gemal Bild 3 erhélt man:

das Streckentorsionsmoment

my =Zyqy —Y,d, (32)
die Streckenbiegemomente

my = —Zx0x (33)
m, =-yxdx (34)

und das Streckenwoélbmoment

mg, =—0x(x (35)
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wobel o, die Wolbordinate des Angriffspunktes der Streckenlast q, ist (s. Bild 3).

Dieser Angriffspunkt mul} somit ein Punkt des Querschnitts sein; andernfalls
wire o, nicht definiert, die Aufgabe also nicht eindeutig.

Die positiven Richtungen von mp, m,, m, und m, sind entgegengesetzt zu je-

y )
nen der Schnittgréfen My, My, M, bzw. M, gemal Bild 3.

Nach Einsetzen der Gln. (29) bis (31) ergibt sich:

My =ajmr,; (36)
my =a;m, (37)
m, =a;m, ; (38)
mg, =ajmg; (39)

mit den Konstanten

My =ZyQy; — Y0y (40)
My ;= ~2x(x; 41)
m,; =—yYxdy (42)
mg,; =—-0x0x,j (43)

Liegt eine Langsfldchenlast vor, so kann diese im Bereich der einzelnen Blechab-
schnitte fg zur resultierenden Léngslinienlast q, ¢, zusammengefalit und in den
Gln. (32), (33) und (35) berticksichtigt werden. Gegebenenfalls sind mehrere
Léngslinienlasten qy ¢, zu tiberlagern.

Fir die Ableitungen der SchnittgroBen gilt:

N'=-qy =-a;qy (44)
Q; =-q, =—2jq, (45)
M{=Q,+my =Q, +a;my; (46)

y =4y = 784y (47)
M,=Qy+m,=Qy +ajm,; (48)
Mp =-mp =-a;mq;; (49)
M, =My +m, =Mpg +a;m,, ; (50)

Mr, ist das sekundére Torsionsmoment, welches sich ebenso wie M, auf den
Bezugspunkt 0 des Querschnitts bezieht.

Nach Integration der Gln. (44) bis (49) mit den Anfangswerten (Index 1) als Integra-
tionskonstanten erhilt man:

N=Nj-aj,qy; (51)
Qz = Qz,i ~aj414z,j (52)
M, =My; +a;Q,; —2j,9q,j +aj, My (53)

XI
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Qy =Qy; —aj,10qy, ] (54)
M,=M,; +2;Qy; —aj.9qy; +aj, M, (55)
Mp =Mnp; —a;mrg; (56)

Vors’.c.ehende Beziehungen ergeben bereits die letzten 6 Zeilen der aufzustellen-
den Ubertragungsbeziehung (Abschn. 11).

9 Differentialgleichung fiir M, und Losung
Das Wolbmoment M, mull, wie stets bei gemischter Torsion, durch Losen einer
Differentialgleichung bestimmt werden.

Fir das primére Torsionsmoment, welches unabhéngig vom Bezugspunkt im
Querschnitt ist, gilt:

MTp = GITS' = Iﬂ'i‘gl (57)
mit
=81, -1, Querdehnzahl) (59)
TTE T 201+v)
1
Ip = ngfg t%g (59)

wobei die Summe iiber alle Blechabschnitte fg mit der jeweiligen Dicke tg, zu
bilden ist.

Fur das sekundére Torsionsmoment gilt gemal Gl. (50):

= -m
Mrpg =M, -m,, (60)
Die Beziehung
MTp + MTS = MT (61)

lLiefert mit Gl. (50):

My, + M, =m,+Mry (62)
und nach Ableitung sowie mit Gl. (49):

M&wp +M, =m, — mr (63)
Nach Einsetzen von M&wp gemiB Gl. (57), 9" gemal Gl. (24), N, My, M, gemil

den Gln. (51), (53), (55) und von my gemal3 Gl. (36) sowie von m, gemal Gl. (39)
erhalt man folgende Differentialgleichung 2. Ordnung fiur M, :

" _
M(D — KM(D— a]‘_l mm’j —ajmT,j +

+Tn [dyy (N - aj414x7) +
+ d42 (My,i + ale,i —aj420,,j T ajﬂmy,j) +

+dgs(M,; +21Qy;—aj,90y j+2aj,1m, ;)] (64)

Xl
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mit der Konstanten
K = I*T d44 (65)

Auf der rechten Seite (Stérungsfunktion) sind mit den Funktionen a;ausschliel3-

lich Polynome vorhanden. Wegen a_; =0 wird fur j=0 der Term a;_;m,; Null.

Die Differentialgleichung wird nach [3] gelost. Die erforderlichen Losungsfunkti-
onen b; kénnen nach zwei Moglichkeiten berechnet werden:

1. Moglichkeit mit hyperbolischen Funktionen:

by = coshWVK x), by = %Ksinh(x/ﬁ x) (66)
j22: b=y -a;y) (67)

2. Moglichkeit mit Rethenformel:

fur j=maxj und maxj-1:

bj=aj+ Y Kajy (68)
t=1

fur j<maxj-2:

b] =aj +Kb]'+2 (69)

oder auch nach Reihenformel (68)

Trotz exakter Formeln kénnen sich nach der 1. Moglichkeit bei sehr kleinen Ar-
gumenten JKx (<<1)und zunehmend bei hoheren Indizes j ungenaue Ergebnisse

aufgrund numerischer Probleme ergeben. Diese treten bei der Differenzbildung
bi_g —aj_g auf, wobei die Werte dann nahezu gleich sind.

Die Reihenformel konvergiert stets gut und liefert auch bei kleinen Werten VKx
genaue Ergebnisse fur alle b;.

Eigenschaften der Funktionen b;:

b; = bj—].
i s (70)
[bjdx=b;,; fir j20
0
gemal Gl. (69) gilt:
b—l = Kbl (71)
Anfangswerte:
bp(0)=1, b;(0)=0 fur j>1 (72)

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet nach [3]:

X
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M, hom = Cobg +C1by (73)
mit den Konstanten

Co=M,; (74)
Cy=Mj,; =Mrpg; +mg g (75)

Fir My ; wird gesetzt:

Mrpg; =Mp; —Mpy; =Mp; —I79 (76)
Damit ergibt sich aus GI. (73):
M, hom =boMg; + by Myp; —Ipb; & +bymg g (77)

Die partikuldre Losung M, ., erhélt man aus der rechten Seite der Differenti-
algleichung (64), indem dort tiberall a; durch b;, s ersetzt wird. Konstanten (oh-
ne a;) kann der Faktor a; =1 zugeordnet werden, welcher dann durch by zu
ersetzen ist.

Nach Uberlagerung von homogenem und partiellem Losungsanteil erhélt man:
M,,=boM,;+b;Mqp;—Ipb; 8 +b;, m,; —bj,omy; +
+17 [dg; (b3 N; = by, 3a, )+

+dyg (b2My,i +bg Qz,i - bj+4 Ug,j + bj+3my,j) +

+dy3(bgM,; +b3Qy; —bj 4y +bj3m, )] (78)

Beim Ausdruck b;,;m; wird der Term fir j=0 aus M die tibrigen Terme

o,hom

fur j>1 aus M, ., erhalten.

Mit M,,, My, M,, Q,, My, Q, und N liegen bereits alle fiir die Ubertragungs-
beziehung erforderlichen Schnittgré3en vor (Abschn. 11).

Prim#res und sekundéres Torsionsmoment My, bzw. Mg, werden nicht als
Komponenten des Zustandsvektors gefuihrt, da fiir diese Grofen keine Randbe-
dingungen und auch keine korrespondierenden Verschiebungsgroflen existieren.

10 VerschiebungsgréBen u, w, w', v, v/, 9, 9’ (E-fach)

Nachdem die 7 Schnittgroflen des Zustandsvektors formuliert sind, lassen sich
die 7 korrespondierenden (zugeordneten) Verschiebungsgrolen durch Einsetzen
der Schnittgroflen aus bereits angeschriebenen Formeln bestimmen. Nachfolgend
wird nur der jeweilige Herleitungsweg ohne Angabe der endgiltigen Beziehung
aufgezeigt; diese kann dann den Zeilen 1 bis 7 der Ubertragungsbeziehung in
Abschn. 11 entnommen werden. Zur Vereinfachung der Beziehungen ist Gl. (69)
mit Gl. (65) zu beachten.

Aus den Gln. (60) und (61) erhélt man:
MTp :MT _MTS :MT —M;)+rnm (79)

XIV



Veréffentlichung Anhang A

Nach Einsetzen von My, gemil} Gl. (57) ergibt sich:

a’ 1 ' 1 '
9 :I_*(MT_Mw+mw):IT(MT,i —aj+1mT’j —Mw+ajmw,j) (80)
T T

Bei der Ableitung M|, sind die Gln. (70) und (71) zu beachten.

Die endgiiltige Beziehung fiir 9’ kann der 7. Zeile der Ubertragungsbeziehung

entnommen werden.

Die Integration von Gl. (80) ergibt:

1
T

Die endgiiltige Beziehung ist aus der 6. Zeile der Ubertragungsbeziehung ersicht-

lich.

Eine besondere Bedeutung als Kontrollgleichung oder zusétzliche Bestimmungs-
gleichung erlangt Gl. (81) fiir x = /. Diese lautet:

5 = gi + (alMT’i _aj+2 mT,j _M(o + M(o,i + aj+1m60,j) (81)

— — 1
9k =Y +I—*[31 Mr; —ajomp;—Mg +M; + aj+1moa,j] (82)
T

wobei hier a; = /1/j! gilt.

Da fiir die Ubertragungsbeziehung M, in Gl. (81) gemaB Gl. (78) ersetzt wird,

erscheinen vorstehende Gleichungen (81) bzw. (82) dort nicht mehr in dieser
Form.

Insbesondere beim beidseitig gabelgelagerten Stab ermoglicht Gl. (82) die direkte
Bestimmung von My ;, weil 9, =9, =0 gilt und M
GroBen bekannt (i.d.R. null) sind.

M, als eingeprigte

®,1°

Fur die weiteren VerschiebungsgroBlen werden folgende Gleichungen aus der Be-
ziehung (23) benotigt:

K]_ = —ﬁ' = d].lN + dley + d13MZ + d14M(,0 (83)
Ko = —W” = leN + dQZMy + d23MZ + d24M(D (84)
Kg = —v' = d31N + d32My + d33MZ + d34Mm (85)

wobei d ¢ =dg, ist.

In vorstehende Gleichungen werden die SchnittgréBen N, My, M, und M,, ein-

gesetzt; danach wird wie folgt integriert:
X

U=1; + [ Wdx (86)
0
X
W =W+ AW mit AW =[W"dx (87)
0
X
W=w; +a,w] +[AwW'dx (88)
0

XV
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X
V' =Vi+AV mit AV'=[V"dx
0
X
V=V;+a;V; +_[AV'dX
0

(89)

(90)

Die endgiiltigen Beziehungen sind aus den Zeilen 1 bis 5 der Ubertragungsbezie-

hung ersichtlich.

11 Ubertragungsbeziehung

Die Ubertragungsbeziehung fiir den Zustandsvektor Z . an der allgemeinen Stel-

le x des Stabes ik mit der Lange ¢ hat folgende Form:

0
In ausfihrlicher Darstellung lautet diese Ubertragungsbeziehung:
i - I | 7T - 4
1 €142 |-C141 —C1421-C131 -€132 -C121 —C122 -C111 u;j
| | | .
[ I I _
1 ap 5024,3 5—024,2 —024,35—023,2 -C233 —C222 —C223 —Ca12 || Wj
- | | .,
1 i024,2 i—024,1 —024,2i—023,1 ~Cg32 ~Cg21 ~Cg22 —C211 || Wi
| | |
[ | | =
1 a; 1€343 17C34,2 —€3431-C332 €333 €322 €323 €312 Vi
| | | e
I * | | —
1 1C342 1-C341 —€3421-C331 —C332 —C321 —C322 —C311 vi
-------------------------------- A | 2
I by 1-C4s2 —C4431-C432 €433 —C422 —C423 —C412 i
| | i |
| | e | i~
I b 1-C441 -C442!-C431 —C432 -C421 -C422 —C41]1 9 0
———————————————————————————————— i T el £ +4
* ‘ * * * * * -
I-Itby! by by !cis2 Ciz3 Ciz2 Cazs Carg | |Mgyji
-------------------------------- Ti’""'*:"""""":“""""""""""""""
I L M
| | |
; ! : 1 A M,
| | |
| | | 1 Qy,i
| | |
! ! ! 1 a My ;
| | |
| | |
- o | 1 Qi
’ | | |
L l l l 1 LN
[S—]
Exi Zi

mit

(92)

XVI
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-C14,j+2 C14,j+3 —C13,j+2 C13j+3 ~—C12j+2 C12,j+3 C11,j+2
-C24,7+3 C24,j+4 —C23j+3 €23j+4 —C22j+3 C22j+4 C21j+3
-C24,j+2 C24,j+3 —C23,j+2 €23j+3 ~C22j+2 C22,j+3 C21,j+2

—C34,j+3 C€34,j+4 —€33j+3 ©€33,j+4 —C€32,j+3 €32,j44 C31j+3 | - -

Mg j
-C34,j+2 C34,j+3 —C33j+2 €33,j+3 —C32,j+2 ©€32,j+3 C31,j+2
----------------------------------------------------- mr
—C44,j+3 C44,j+4 —C43j+3 C43j+4 ~C42j+3 C42j+4 C41,j+3
My,
o | ~C44,j+2 C44,j4+3 —C43,j+2 C43j+3 ~C42j+2 C42j+3 C41j+2 (93)
sz _____________________________________________________ : qy,j
b b s s s o o
j+1  ~DPjr2 C43,5+3 —C43j+4 C42,j43 ~C42,j+4 —C41j+3
_____________________________________________________ me., :
Vo
- aj41
9z,
aj41 -aj19
_QX,j_
-aj4
Aj+1 - aj42
-aj41

-aj41

Die Matrix F_. ist quadratisch, beziiglich der eingetragenen Diagonale symmet-
risch und nur systemabhéingig. Der Lastvektor Zg in Gl. (93) beriicksichtigt die
Einwirkungen auf den Stab im Bereich vom Anfangspunkt i bis zur Stelle x.

Fur die Streckenmomente myp ;, my ;, m,; und mg; gelten die Gln. (40) bis (43).

* . .
rs,j DZW. Cyg; berechnen sich wie folgt:

Die Matrixglieder ¢
Crs,j = Cor,j = drs a; + dr4 ds4 I*’i’bj+2 (94)

*®

Crs,j = I'ﬂi‘crs,j (95)

Damit konnen alle in den Gln. (92) und (93) vorkommenden Glieder bestimmt
werden.

Speziell fur r=4 oder s=4 kann auch folgende einfachere Formel angewendet
werden:

Cysj = Caq,j = dysbj = dgyb; (96)

Diese vereinfachte Form ergibt sich aus Gl. (94) unter Beachtung der Gln. (65)
und (69).

Fir x = ¢ lautet die Ubertragungsbeziehung:

Z,=Fy Z; +Z) 97)

12 Erweiterung des Lastvektors Zg fiir Einzeleinwirkungen im
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Feld des Stabes ik

Bild 4. Einzellasten P, P,, P, und eingepréagte Momente M3, My, M7 an der Stelle
p im Feld eines Stabes

Einzeleinwirkungen an beliebiger Stelle p im Feld des betrachteten Stabes ik
konnen wie die stetigen Einwirkungen mit Hilfe des Lastvektors Zg erfalit wer-
den. Beriicksichtigt werden die in Bild 4 dargestellten Einzellasten, eingeprigten
Momente und dariiber hinaus ein eingeprigtes Wolbmoment M, . Wenn Py bzw.
P, eine Exzentrizitdt hinsichtlich des Bezugspunktes 0 des Querschnitts auf-
weist, so ist deren Moment beziiglich der Stabachse als M7 zu berticksichtigen.
Eine nicht im Bezugspunkt O angreifende Langslast P, wiirde nicht nur einge-
pragte Momente Mf, und M; hervorrufen, sondern auch ein eingepriagtes Wolb-
moment Mg, ; dabei gilt:

Me = P VA (98)
y x 4P
Mg = PX yp (99)

Die Werte zp, yp und wp des Angriffspunktes von P, im Querschnitt kénnen
fur alle Querschnittspunkte f der Matrix A entnommen werden.

Liegt die Stelle von Z_ zwischen den Punkten i und p (X <0), so gilt:
72 -0 (101)

da der Lastvektor Zg grundsétzlich nur von Einwirkungen zwischen 1 und der
Stelle x beeinfluBBt wird.

Liegt die Stelle von Z, zwischen den Punkten p und k (0<X< 7), kann Zg da-
durch erhalten werden, dall der Punkt p als Stabanfangspunkt angesehen wird
und die Einzellasten und eingepridgten Momente als Anfangswerte betrachtet
werden; dies bedeutet praktisch, dafl der Stababschnitt ip als nicht vorhanden
angenommen wird. Die aus den eingepriagten Groflen hervorgehenden Schnitt-
groflen wirken dann auf den Querschnitt rechts von p und sind deshalb nach De-
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finition gemal} Bild 3 (wo sie auf den Querschnitt links vom Schnitt wirken) ne-
gativ.

In diesem Sinne wird Zg durch Modifikation der letzten 7 Spalten der Matrix
F_. nach Gl. (92) wie folgt erhalten:

— o~

Cia1 Ca2 1 G131 €32 C21 Ci22  Ci11

Coq2 Co43 | Cag3a Co33 Coz2 Co23 Co19
Coq1 Co492 | C231 C2392 Co21 Co29 Co13

C342 C343 ! C332 C333 C322 Cs23 C312 | -

|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
l
- Y - - - - M;,
C341 C342 | C331 €332 C321 C322 C311 o
e g PR = | | My
Cq4.2 044,3: 432 C433 C422 Cq23 C419 T
C C LT C C C C M,
441 442 43,1 43,2 421 42,2 41,1 Lo~
Z2= ——zt———- e e e e L L 1P fur x>0 (102)
o -b -b, '-¢; ¢ _Cy _Cr ¢ Y
0 1 1-C432 43,3 42,2 42,3 41,2
———————— R R ) Y
_aO :
| ~ ~ PZ
:—ao -a1
! ~ | Py
| o
| ~ ~
i —ao -al
|
|
!

-ag |
Alle Matrixglieder werden nach den bisher giiltigen Formeln berechnet, aller-
dings ist dabei iiberall x durch X zu ersetzen. Vereinbart man, dall sowohl die
Funktionen 5j als auch Bj fiir negative Argumente X Null gesetzt werden, so
enthilt Gl. (102) auch die GI. (101), ist also fur alle Zg 1im Bereich des ganzen
Stabes gtiltig. Damit die urspriinglich vorhandenen Matrixglieder 1 fiir negative
X auch Null werden, miissen diese durch 3, ersetzt werden.

Gegebenenfalls sind die Lastvektoren Zg nach Gl. (93) und Gl. (102) zu uberla-
gern.

13 Berechnung der unbekannten Zustandsgroflen an den Stabenden i
und k fiir einen beliebig gelagerten einfeldrigen Stab aus der

Ubertragungsbeziehung (97)

An einem Stabende sind unabhingig von der Lagerung stets 7 Komponenten des
Zustandsvektors bekannt und 7 unbekannt; konkret ist jeweils eine von zwei
korrespondierenden Zustandsgroflen bekannt, die andere unbekannt. Korrespon-
dierende GréBen sind 9" und M,, 9 und My, Vv und M,, v und Qy, w und My,
w und Q, sowie u und N. Bei einer starren Einspannung beispielsweise sind
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alle Verschiebungsgroflen bekannt (i.d.R. Null) und alle Schnittgréoen unbe-
kannt, wihrend an einem freien Ende der umgekehrte Sachverhalt vorliegt. An-
dererseits sind z.B. an einem unverschieblichen Gabellager die Gréflen u, w, v,
9, M,, M, und My bekannt, die tibrigen (korrespondierenden) Grof3en unbe-
kannt.

Grundsitzlich lassen sich fiir einen einfeldrigen Stab aus der Ubertragungsbe-
ziehung (97) mit 14 Gleichungen die jeweils 7 Unbekannten der Zustandsvekto-
ren Z; und Z, bestimmen. Dabei kann in zwei Schritten vorgegangen werden:
Im ersten Schritt werden die 7 Unbekannten von Z;aus jenen 7 Gleichungen be-
stimmt, die die bekannten ZustandsgroBen von Z, liefern. Im zweiten Schritt
erhilt man dann aus den restlichen 7 Gleichungen die unbekannten Komponen-

ten von Z, .

14 Verschiebungen U, W und V an den Querschnittspunkten f

Die positiven Richtungen der Verschiebungen U, W und V in den Querschnitts-
punkten f seien dieselben wie jene von u, w und v im Bezugspunkt 0 gemi Bild 3.

Als Matrix der Verschiebungen in den Querschnittspunkten f =0, 1, 2 ... wird
definiert:

Uy Wy V|
U, W, V
v=| ' b (103)
Uy Wy Vg
Diese berechnet sich mit Hilfe der Matrix A gemil3 Gl. (8) aus:
[u w V|
w 0 9|1
v=A| |1 (104)
v -9 0| E
'3 0 0]

15 Normal- und Schubspannungen

Beim vorliegenden Losungskonzept werden die Spannungen nicht getrennt fir
die einzelnen Schnittgrof3en erhalten, sondern stets fiir den resultierenden Bean-
spruchungszustand.

Zuséatzlich zu den Schnittgroflen des Zustandsvektors werden nun noch priméires
und sekundires Torsionsmoment benétigt; hierfiir gilt:

My, =179’
Mg =My —Mp,

(105)
(106)
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Die Schubspannungen aus der priméren Torsion betragen an den Blechriandern,

wie ublich:

Mrp
Tpy =+ —21 (107)
fg IT fg

sie sind tiber die Dicke t¢, des Einzelblechs fg linear verteilt.

Alle weiteren Spannungen sind (als Ndherung) tiber die Blechdicken jeweils kon-
stant. Zu deren Berechnung wird zunichst die Forminderungsgroflenmatrix

nach Gl. (21) bzw. (23) bestimmt aus:
k=D".8 (108)
wobei S gemal Gl. (18) an der untersuchten Stelle x bekannt sein mul.

N, My, M, und M, sind unmittelbar als Komponenten von Z, bekannt, wéh-
rend die Ableitungen N', My, M, und M/ aus den Gln. (44), (46), (48) und (50)

tber die SchnittgréBen Q,, Q, und My, zu bestimmen sind.

Nach Gl. (7) lautet dann die Spannungsmatrix:
o=AK, (109)

womit die Normalspannungen an allen Querschnittspunkten f bekannt sind. Der
Verlauf von o ist zwischen benachbarten Punkten f und g jeweils linear.

Die in der Matrix ¢ enthaltenen o; stellen die Ableitungen nach x dar und wer-
den zur Berechnung der Schubfliisse Ty, und Ty gemél Bild 5 bendétigt. In die-
sem Bild sind fiir den Blechabschnitt fg mit der Lange 1 die Anderung der Nor-
malspannungen ¢’ und die beiden Randschubfliisse Ty, und Ty sowie eine ge-
gebenenfalls vorhandene Léngsstreckenlast qy g im Abschnitt fg eingetragen.
Die zugehorige Gleichgewichtsbedingung ergibt:

ng = Tgf + Ang (1 10)
mit

1, '
Ang = é (Gf + Gg )Afg + qngg (]_]_1)
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Verlaufe " und T fir q, ;5=0

Og T

Bild 5. Verlaufe der Langsspannungsanderungen <’ und der Schubkrafte T am
Element der L&nge 1 des Einzelblechs fg

Gl. (110) wird an den freien Réndern des Querschnitts mit Ty =0 beginnend
entgegen der Pfeilrichtung (Bild 1) bis zum Bezugspunkt O fortschreitend ange-
wendet, wobei sich an den Gabelungen die Schubfliisse addieren.

Wihrend eine Lingsstreckenlast qy g, innerhalb eines Abschnitts fg in Gl. (111)
bereits erfalt ist, mull eine am Knoten g angreifende Léngsstreckenlast q, , dort
als additives Glied bei der Schubflulberechnung beriicksichtigt werden.

Im Querschnitt sind die Schubfliisse T in Richtung der Pfeile von Bild 1 positiv.
Fir den Querschnitt nach Bild 1 erhélt man:
Tyy =Tsy =Tyo =Tes = Tg7 =Tg7 =0

Typ = ATyo, Tyg = ATy, T =Tip +Ty3

Toy =T + ATy, Tog = AToy, Tse = ATse

Trg = ATqg, Trg = ATqg, T75 = Trg +Trg

T57 = Ta5 + ATsq, T50 = Tse + sy

Tos = Ts0 + ATos

(112)

Greift beispielsweise im Knoten 5 die Léngsstreckenlast q, 5 an, so wiirde dort
gelten:
T50 = Tse + Ts7 +dy 5

Kontrolle:

ot + 0O,
Y5 Ay +a =0 (113)

wobei die Summe tiber alle Blechstreifen fg des Querschnitts zu nehmen ist und
q, die resultierende Langsstreckenlast bedeutet.

Greift am Element fg keine Léngsstreckenlast qy ¢, an, sind ¢ und o’ tber die
Breite b linear verteilt, wihrend T parabolisch verlduft. Die Gleichgewichtsbe-
dingung fur den Schnitt an der Stelle &b (Bild 5) mit dem Schubfluf3 T liefert:

! !

Lk a}:Afg (119)

(¢

T, = Ty +(c5;%r +
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Haben o; und csgg unterschiedliche Vorzeichen, so hat T an der Nullstelle von &’

einen Extremwert. Fur dessen Ort und Grofle erhialt man:

1
ao:]_ 7 7 (O<E_}0 <1) (115)
—o¢ /o,
Ty =To + 6% Eg A 11
0 — ‘gf +§Gg§0 fg ( 6)
Fur die (iiber die Blechdicke t konstanten) Schubspannungen gilt:
= % (117)

Liegt im Bereich des Elements fg eine tiber die Breite b konstante Langsfldchen-

last q)]‘ifg =dx /b vor, so kann diese am einfachsten dadurch berticksichtigt
werden, daB3 in den Gln. (114) bis (116) ¢’ durch

G =0 +qhg/t (118)

ersetzt wird.

16 Beispiel
Querschnitt, Blickrichtung entgegen x

I

9

' P, 6 |P, q,= 12 kN/m
\ k PZ = 40 kN
X Y T _
v P, = 100 kN

Bild 6. Beispiel: System und Einwirkungen q,, P,, P, und P,

Als Beispiel wird ein Stab mit /=10 m Linge und dem Querschnitt nach Bild 1
gewahlt, welcher als Testquerschnitt (d. h. ohne Anspruch auf Praxisnihe) zu
verstehen ist. Die Geometrie des Querschnitts geht aus den Koordinaten z; und
y¢ hervor, welche in der 2. und 3. Spalte der Matrix A enthalten sind. Nach Gl.
(8) lautet diese:
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1 0 0 0
1 01 02 O
1 -02 06 01
1 04 04 -004
A_| 1 02 -03 0
=1 1 -08 0 0
1 -11 -04 032
1 -12 05 -04
1 -10 09 -098
1 14 10 -09 |

wobei, wie auch im folgenden, die Langeneinheit m verwendet wird.

Die Blechdicken tg, und die daraus hervorgehenden Einzelflichen Ay, betragen:

fg ‘ 01 12 13 04 05 56 57 7-8 7-9
10%g | 16 20 21 17 15 18 19 22 23
10%Ag, | 35777 10,0 17,5717 6,1294 12,0 9,0 12,1659 9,8387 12,3859

Die Matrix B 1468t sich nach den Gln. (16) und (17) leicht bestimmen, auf deren
Wiedergabe kann verzichtet werden.

Die Matrix D folgt aus Gl. (22). Fir die inverse Matrix Q_l mit den Gliedern d,
erhalt man:
37,522 34,975 -69,792 -82,011
-1 | 34,975 \\72,509\_ -57,802 -134,944
= |-69,792 -57,802 440,819 473415
-82,011 134,944 473,415 ’7\07,233

System und Belastung

Als Beispiel wird ein Stab gewihlt, der in 1 starr eingespannt ist und in k ein
freies Ende hat. Die Belastung besteht aus der Gleichlast q, und den Einzellas-

ten P,, P, und P, wobei P, eine Einzeleinwirkung im Feld gem4f} Abschn. 12
darstellt.

Die Randbedingungen in i lauten:
0, =0, W;=0,w=0,v,=0,v,=0, 9,=0, 9/ =0

In der Ubertragungsmatrix F_, gemal Gl (92) sind damit die ersten 7 Spalten
entbehrlich.

Die Randbedingungen in k lauten:

M,k =Py @; =100-(-0,4) = —40 kNm?
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Mrpy =P, z5 =60-(-0,8) = —48 kNm

M, =P y; =100-05=50 kNm, Q) =P, =60kN
My =P;z7 =100-(-1,2) =120 kNm, Q,) =0
N, =P, =100kN

Ubertragungsbeziehung nach Gl. (97)
Nach GI. (59) erhilt man:

Ip =1,04495-10°m*

Gl. (58) liefert mit v =0,3 (Stahl):

I'n =0,40190-10°m*

Die Konstante K betrigt nach GI. (65):

K =0,0028424 m™

Nach den Gln. (68) und (69) — oder alternativ nach den Gln. (66) und (67) — ergibt
sichmit x=/=10m:

bg =139596 m®, by =838,995m®

b, =420,635m?*, by =169,051 m?

by =51,1956m?, b, =10,4805m

by =1,14552

Fiir die Einzellast P, erhélt man mit X¥=7/=4m:
bs = 854258 m®, b, =10,6828 m*

Weitere Bj werden nicht benétigt.

Der Lastvektor Zﬁ in Gl. (97) geht nur aus den beiden Einwirkungen q, =q,
(GL. (93), 6. Spalte) und P, (Gl. (102), 6. Spalte) hervor.

Nach Streichung der ersten 7 Spalten von F,; und Zusammenfassung der rech-
ten Seite in Gl. (97) lautet die Ubertragungsbeziehung:
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-357,27 -1767,4 -379, 79 5866,4 280,27 |
-3656,2 —12146 —17674' 30314 774,06
—737 46~ 36562 -357 27' 12146 580,86
3555,2 :—24443 -618,75

724,30 i
41986 i—56762 -14427
859, 52 -22812 -1083,6

0

0
0

-9849,1 -465,16

97,408 321,65 -27,765 -91,684 16874'22813 5,7981

0
0

(859,52 41986 724,30 35552

69085 22812 29981 98491

14143 69085 62143 29981

24237 -80031 -22420 -74225 29981 98491

~4961,6 24237 45605 -22420 621,43 29981

~36207 119560 -24237 -80031 69085 22812

~7412,2 236207 -4961,6 -24237 14143 69085

11455 10481 97,408 321,65 27,765 -91,684 -16,874! 22813 5,7981
0 1 0 0 0 0
0 0 1 10 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 10
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

_ o O O O

Mit bekannten SchnittgroBen in k stellen die letzten 7 Gleichungen der Ubertra-
gungsbeziehung Bestimmungsgleichungen fiir die 7 unbekannten Schnittgrofen
in 1 dar (wobei sukzessiv von unten nach oben fortschreitend jeweils nur eine

Gleichung mit einer Unbekannten vorliegt).

Nach deren Bestimmung liefern die ersten 7 Gleichungen der Ubertragungsbe-
ziehung die Verschiebungsgrof3en in k.

Es ergeben sich folgende Zahlenwerte:

M

M

M

,1

Mr;
2.
Qy i
v
Q,;
N.

1

[422,58]

-48
-550
60
-960
160
100

| [ 80446 ]
Wi 255,10
Wi 36,037
Vi [=| 21,205
Vi 4,8506
9. | |-43345
9. | [-60,308]

104

Die verwendeten Einheiten sind m und kN.

Zustandsgroflen und Spannungen exemplarisch fir Schnittstelle x =5m

Mit bekanntem Zustandsvektor Z, liefert die Ubertragungsbeziehung (91) fir
x =5m (Stabmitte) folgende Komponenten von Z_:

T =7,3285-10%
86198-10°,
1,3890-10%,

W =
V=

_I

_I

=2.9367-10°

=1,8916-10*
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9=-1,4847-10%, 9'=-5,0132-10°

M, =18855, Mg =-48, M,=-250, Q, =60, M, =-310, Q, =100, N=100
Gl. (105): My, =-2,015

Gl (106): My, = —45,985

Wegen q; =0, my; =0, m, =0 und m, =0 gilt N'=0, M{ =Q,, M} =Q,sowie
M, =My, . Damit ist die Matrix S bekannt. Aus Gl. (21) ergeben sich dann fur
die Matrix kx folgende Zahlenwerte:

K, k)] [-5104,9 30813
Ky Ky | | -29973 99882
kg k5| | -10004 -1101,2
K, Ky | 48624 -17612

Nach Gl. (7) erhalt man fur die Matrix o folgende Zahlenwerte:

6o o | [-5104,9 3081,3 ]
o, o) | | -10103 38598
6y Gy | |-250,50 -1338,3
o3 o4 | | -23041 73405
6, o) | |-80983 54093
o5 o5 | | 18873 -4909,3
og of | | 47427 -13101
o7 of | | 6410,8 -2410,5
oy O | | -31788 93615
6y G4 | | -16909 38472 |

Fur die Schubflusse Ty, erhdlt man aus Gl. (112):

T12 :12,608, T13 = 42,403, TlO = 55,011 , TOI = 67,427

Tos =26,021, Ts5=-81,046, T;q3=34194, T;9 =8,897

Der groB3te Schubfluf3 tritt im Abschnitt 0-5 auf. Mit o =3081,3 und

o5 =—4909,3 liegt dort ein Vorzeichenwechsel und deshalb ein Extremwert T,

Vor.
Nach den Gln. (115) und (116) erhalt man mit Ty, =-82,480:

£y =0,6144
T, =-100,58

Die zugehorige Schubspannung betrigt:
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To = ~10058 _ _ 6705 1N/m?
0,015

Die Schubspannung aus primérer Torsion lautet nach Gl. (107) fir den Abschnitt
0-5:

S 2,015

b 10°-0,015 = +2892 kN/m”
1,04495

17 Ubergang zur konventionellen Formulierung

Nachfolgend wird gezeigt, dal3 mit Hilfe der Matrix D auch die Moglichkeit be-

steht, den Schwerpunkt S, die zugehoérigen Hauptachsen, den Schubmittelpunkt
M und die mafigebenden Querschnittswerte zu bestimmen.

Die Glieder der nach GI. (22) berechneten Matrix D haben folgende Bedeutung:
A A, Ay A,

D AZ AZZ AZy AZ(D (1 19)
Ay Ay Ay Ay

AO) A(DZ A(;)y AO)O)
mit folgenden Integralen tiber die Querschnittsflache:
A=[dA (120)
A, =[zdA (121)
Ay =[ydA (122)
A,=[wdA (123)
A, =[z"dA (124)
Ay =Ay, = Iz y dA (125)
Ay, =[y*dA (126)
A=A, = jzmdA (127)
Ay =Ayy = jyo)dA (128)
Ay =[o?dA (129)

Die Normierung (siehe z.B. [4]) ergibt folgende Formeln fiir die Lage von S, M,
fur die Hauptachsen 1 und 2 gemill Bild 7 und fir die mallgebenden Quer-
schnittswerte:
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Achsenin S
1

(0 *

o Y TVYtYs
2

Z*=7+zg

S

1, 2 Hauptachsen

Bild 7. Querschnitt mit Lage des Schwerpunktes S, des Schubmittelpunktes M und
der Hauptachsen 1 und 2

g = KZ (130)
A
—
I.=A,—Azg (132)
21 ..
tan 200 = —Y>— (135)
I.-1.

Haupttragheitsmomente:

:[1 B Iy* + IZ* Iy*Z*
_ + (136)
I,

2  sin2a
Gleichungssystem fiir yy; und zy;:
Iy* - Iy*z* YMm _ - AZ(D + A(DZS 187
-1 I ' AL A (137)
y*z"< z* ZM yo OJyS
Wolbordinate im Bezugspunkt O:

1
Wy = K(_Am + AyZM - AZYM) (138)
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Wolbtragheitsmoment:

[, =Au00 + Ay yM —AyeZm + Agg (139)

GemalB Bild 7 hat der Drehwinkel zwischen den Achsen y*, z* und den Haupt-

achsen 1, 2 die Grofle o (im Gegenuhrzeigersinn positiv).

Fir den Querschnitt des Beispiels im vorigen Abschnitt erhélt man:
A =0,08267 m*
zg =-0,6079 m, yqg=0,2798 m

[ .=002616 m*, I ..=-0006867 m", I .=0009872m"

y'z"
o =-0,35022-20,07°, 1, =0,02867 m*, I, =0,007364 m*
ym =-01908 m, zy =-0,6694 m

®y =—-01160 m?, I, =0,001414 m®
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