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Einleitung

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns vor allem mit dem Ideal der Nullmengen N be-
ziehungsweise dem Ideal der mageren Mengen M auf den reellen Zahlen R. Es wird
angenommen, dass sich der Leser mit den Grundlagen von Forcing beschéftigt hat.
Zuerst werden wir die Borelmengen modulo Nullmengen beziehungsweise mageren Men-
gen in einem transitiven Modell M von ZFC betrachten und zu jedem Filter G eine
eindeutige reelle Zahl x4 finden, sodass die generische Erweiterung von M beziiglich G
das selbe ergibt wie die generische Erweiterung von M beziiglich x¢. Diese Zahlen werden
wir als Random- beziehungsweise Cohen-Reals bezeichnen.

Fiir ein Ideal Z gibt es vier wesentliche Kardinalidten, mit denen wir uns hier beschéftigen
werden. Die Kardinalitdt add(Z) gibt uns an, wie viele Elemente aus dem Ideal wir verei-
nigen miissen, um ein Element auflerhalb des Ideals zu erhalten. cov(Z) gibt an, wie viele
Elemente aus dem Ideal von Noten sind, um den ganzen Raum zu iiberdecken. non(Z)
ist die kleinste Kardinalitidt einer Menge auflerhalb des Ideals. cof(Z) ist die kleinste
Méchtigkeit einer Basis von dem Ideal mit Elementen von Z. Zwei weitere wichtige Kar-
dinalitdten sind die beschrinkte Kardinalitdt b und die dominierende Kardinalitdt 0. b
ist die Kardinalitdt der kleinsten unbeschrinkten Familie in w“ und 9 ist die Kardina-
litdt der kleinsten dominierenden Familie in w*. Mit diesen Definitionen werden wir uns
diesen Kardinalitdten von den Idealen der Nullmengen beziehungsweise mageren Mengen
von R und den Relationen zwischen ihnen widmen. Dies wird in der Form des Cichon-
Diagramms behandelt:

cov(N) —— non(M) —— cof (M) ——— cof (N) ——— 2%

Ny

add(N) —— add(M) —— cov(M) —— non(N)

Kapitel [1] gibt uns zuerst eine Mdoglichkeit, die Borelmengen als Funktionen in w* zu
codieren (auch Borel-Codes genannt). Des Weiteren werden wir die Absolutheit von be-
stimmten Aussagen zeigen, die wir im Laufe des Kapitels brauchen werden. Im Rest
des Kapitels widmen wir uns der Algebra der Borelmengen modulo dem Ideal der Bo-
relnullmenge, beziehungsweise dem Ideal der mageren Borelmengen und des Beweises



der eindeutigen Existenz der Random- beziehungsweise Cohen-Reals zu einem Filter G.
AuBlerdem werden wir die Menge aller Random- beziehungsweise Cohen-Reals genauer
beschreiben.

In Kapitel 2] werden wir das Cichon-Diagramm beweisen. Dafiir werden Tukey-Funktion
von grofler Wichtigkeit sein. Tukey-Funktionen sind Funktionen von partiellen Ordnun-
gen, sodass das Urbild von beschrinkten Mengen wieder beschriankt ist. Die Aufgabe von
Abschnitt ist, eine Tukey-Funktion von den mageren Mengen in die Nullmengen zu
konstruieren. In Abschnitt werden wir die Kardinalitdten b und 0 als Kardinaltitdten
von dem o-Ideal I der o-kompakten Teilmengen von w® darstellen und mit K € M
konnen wir somit die nétigen Schlussfolgerungen fiir den Beweis des Cichon-Diagramms
ziehen.

In Kapitel [3] widmen wir uns dem Martin’schen Axiom von verschiedensten Forcing-
Notions und welche Auswirkungen sie auf das Cichon-Diagramm haben.
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1 Ergebnisse auf den reellen Zahlen

1.1 Borel-Codes

Die folgenden Aussagen richten sich nach |Jech/|[2007].

Jede Borelmenge von reellen Zahlen kann man in weniger als w; Schritten aus offenen In-
tervallen durch Komplementbildung beziehungsweise abzidhlbarer Vereinigung erhalten.
Dieses Verfahren kann man durch eine Funktion in ¢ € w* codieren, wie genau, werden
wir uns jetzt widmen.

Wir werden die Menge BC von Borel-Codes definieren und jedem ¢ € BC eine eindeutige
Borelmenge A. zuordnen. Der Borel-Code ¢ gibt nicht nur an, zu welchem A, er gehort,
sondern auch wie man A, aus einer Basis von offenen Mengen gewinnt.

Seien nun Iy, I, ..., I, ... eine rekursive Aufzéhlung von offenen Intervallen mit rationa-
len Endpunkten (d.h. die Aufzihlung der Paare von Endpunkten ist rekursiv). Fiir jedes
¢ € w¥ (wobei w* der Baire-Raum ist) seien

u(c) und v;(c) (i € N) (1.1)

Elemente von w* definiert wie folgt: Falls d = u(c), dann sei d(n) = ¢(n+1) fiir alle n € N.
Falls d = v;(c), dann sei d(n) = ¢(I'(i,n) + 1) fiir alle n € N (wobei I' die kanonische
Bijektion zwischen N x N und N ist).

Fiir 0 < a < wy definieren wir die Mengen Eg Cw¥und IT g C w* folgendermafien:

ce XY falls ¢(0) > 1;
ce I fallscEE%UH%ﬁireinB<a

oder ¢(0) = 0 und u(c) € X?; (1.2)
ce X% (a>1) falls ¢ € X U IT} fiir ein 8 < o

oder ¢(0) =1 und v;(c) € U (XU IY), VieN.

B<a

Falls ¢ € X° (bzw. ¢ € IT?), nennen wir ¢ einen X°-Code (bzw. einen I12-Code). BC,
die Menge aller Borel-Codes, ist nun:

BC=J == I},

a<wi a<wi



Fiir ein ¢ € BC definieren wir nun eine zugehorige Borelmenge A, folgendermaflen (wir
sagen ¢ kodiert A.):

falls c € X9 dann A, = U{I” ce(n) = 1}
falls ¢ € IT° und ¢(0) = 0 dann A, = R\ A,; (1.3)
falls c € X% und ¢(0) =1 dann A, = U Avy(e)-

i=0

Wir erinnern an die Definitionen von X, als die Kollektion aller offenen Teilmengen
von R und IT? als die Kollektion aller abgeschlossenen Teilmengen von R. Weiters sind
folgende Mengen definiert:

Eg:{UAn:VnHﬁ<aAnEH%} und I = {R\A: A € X0}

new

Wir erwithnen, dass die Mengen in XY auch F, Mengen und die Mengen in IIJ auch G
Mengen genannt werden.

Die Menge aller Borel-Mengen ist nun | J, ., 30 = U,.,,, I3, denn wir wissen die Menge
aller Borel-Mengen ist laut Definition die kleinste o-Algebra, die sowohl die offenen, als
auch abgeschlossen Mengen beinhaltet. Unsere Menge (J,_,,, 0 =U, <o IT° beinhaltet
nun offensichtlich alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen. Sie ist auch offensichtlich
eine o-Algebra und muss somit auch alle Borel-Mengen beinhalten. Des Weiteren sieht
man mittels Induktion nach o < wy, dass jedes Element aus X2 beziehungsweise aus IT2
eine Borelmenge ist. Somit ist |J, ., X% = U, IIa nun die Menge aller Borel-Mengen.
Es ist offensichtlich, dass fiir jedes o > 0 gilt: Falls ¢ € X? (bzw. falls ¢ € IT?), dann
A. € 30 (bzw. A, € IIY). Umgekehrt gilt, falls B eine 32 Menge (bzw. eine IIY Menge)
ist, dann existiert ein ¢ € X (bzw. ¢ € IT?) sodass B = A.. Das kann man leicht mit
Induktion iiber « zeigen, indem man folgendes verwendet. Wenn ¢; € | pea % fiir ¢ € w,
dann gibt es ein ¢ € X mit ¢; = v;(c) fiir alle i € w.

Somit erhalten wir, dass {A. : ¢ € BC} die Kollektion aller Borelmengen ist.

Definition 1.1.1. nach |Kechris [2012]

Eine Menge A heifit analytisch, falls sie ein stetiges Bild einer Borel-Menge ist.

Eine Menge A heifit ko-analytisch, falls sie das Komplement einer analytischen Menge
ist.

31 bezeichnet die Klasse der analytischen Mengen und II} die Klasse der ko-analytischen
Mengen.

Lemma 1.1.2. |Jech [2007] Lemma 25.44
Die Menge BC aller Borel-Codes ist ITj.
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Beweis. Wir betrachten die folgende Relation E auf w®:

r Ey genau dann, wenn  y(0) = 0 und = = u(y) (1.4)
oder y(0) = 1 und = = v;(y) fiir ein i € w .

Die Relation F ist arithmetisch. y € XY genau dann, wenn y E-minimal (d.h. extp(y) =
() ist. Wir definieren die Funktion p : BC — w; x {0,1} folgendermafien: Sei ¢ € BC,
wobei ¢ das erste Mal in XY vorkommt, dann setzen wir p(c) = («, 0). Falls ¢ zum ersten
Mal in II? vorkommt, dann sezten wir p(c) = (a,1). w; x {0,1} bildet beziiglich der
Lexikographischen Ordnung eine Wohlordnung. Des Weiteren gilt: Wenn = E y, dann
gilt p(x) < p(y).

Falls y € IT° und = F y, dann gilt 2 € X°. Falls y € X° (fiir @ > 1) und  E y, dann
gilt x € Uﬂ<a(22 U IT}).

Wir behaupten, dass Folgendes gilt:

y € BC <« F ist wohlfundiert unterhalb von y
< es gibt keine (29, 21,. .., 2n,...) sodass zp =y (1.5)
und Vn(zp1 E z,)

Wegen unserer an anschlieBenden Bemerkung kann es keine unendliche Folge zy = v,
21 E 2y, 29 E z etc. geben. Umgekehrt, falls £ wohlfundiert unterhalb von y ist, sei p
die Rangfunktion von E auf extg(y). Durch Induktion nach p(y) kann man sehen, dass
jedes = € extg(y) ein Borel-Code ist und schliellich dass y selbst ein Borel-Code ist.

Somit erhalten wir schlussendlich, dass eine ITi-Definition von BC ist. O]

Satz 1.1.3. von Shoenfield
Sei M eine transitives Modell von ZFC, dann ist jede IIj-Formel absolut.

Lemma 1.1.4. |Jech [2007] Lemma 25.45
Die Eigenschaften A, C Ay, A, = Ay und A. = () sind II}-Eigenschaften von Borel-
Codes.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass es Eigenschaften P,Q C R X w® gibt mit P € II} und
Q € X1, sodass fiir jedes ¢ € BC gilt:

acA. & (a,0)eP + (a,0)eqQ (1.6)
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Dann gilt:

A, C Ay “ ¢,d € BC AVa((a,c) € @ — (a,d) € P),
A. = Ay L c,de BC NA.CA; N Ay C A,
A. =1 “ c € BC AVa(a,c) ¢ Q.

Um P und @) zu finden, sei nun z € w* fixiert. Sei T die kleinste Menge T' C w®, sodass:
x€eT, und fallsy € T und z £ y, dann z € 7. (1.7)

Die Menge T ist abzdhlbar. Weiters halten wir ein a fest. Sei h : T'— {0, 1} eine Funktion
mit folgenden Eigenschaften: Fiir alle y € T,

falls y(0) > 1, dann h(y) =1 genau dann, wenn

fir ein n, y(n) =1 und a € I,;
(1.8(a))
falls y(0) =0, dann h(y)

falls y(0) =1, dann h(y) =1 genau dann, wenn fiir ein ¢, h(v;(y)) = 1.

1 genau dann, wenn h(u(y)) = 0;

Wir bemerken, dass falls x ein Borel-Code ist, dann gibt es eine eindeutige kleinste
abzéhlbare Menge 7' C w* mit der Eigenschaft (1.7]) und eine eindeutige Funktion h mit
der Eigenschaft (1.8(a)]). Weiters erhalten wir fiir jedes y € T: h(y) = 1 genau dann,

wenn a € A,. Somit sei nun:

(a,z) € P < (¥ abzéhlbares T' C w*)(Vh : T'— {0,1})

1.9
falls und (1.8(a)) dann A(x) =1 (1.9)

und:
(a,x) € Q <> (3 abzéhlbares T C w*)(Ih: T — {0,1}) (1.10)

L7 A (L8(a)) A h(z) =1

Somit ist klar fiir ¢ € BC, dass a € A. genau dann, wenn (a,c) € P genau dann, wenn
(a,c) € Q.
Es ist leicht nachzuweisen, dass man (1.9) in einer ITi-Art und (1.10)) in einer X1-Art

anschreiben kann. O

Wir werden nun zeigen, dass bestimmte Eigenschaften von Borel-Codes absolut sind fiir
transitive Modelle von ZF+DC. Sei M ein transitives Modell von ZF+DC und ¢ € w® ist
in M, dann gilt, da die Menge BC TIj ist, dass ¢ ein Borel-Code ist genau dann, wenn
M [ ,c ist ein Borel-Code®. Aus Lemma erhalten wir, dass die Eigenschaften
A. C Ay, A.= Agund A, = 0 alle IT] sind und somit absolut: A. = A, gilt genau dann,
wenn AM = AM gilt, etc., wobei AY hier die Borelmenge in M bezeichnet, die durch ¢
kodiert ist. Weiters folgt, da a € A, in IT} liegt, dass AM = A.N M fiir jeden Borel-Code
ce M.
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Lemma 1.1.5. |Jech| [2007] Lemma 25.46
Die folgenden Eigenschaften sind alle absolut fiir transitive Modelle M von ZF+DC:

Ae:AcUAda Ae:AcmAth
Ae = R\Aca Ae = ACAAd’ Ae = UZO:() Acn

(Wir nehmen an, dass die Codes ¢, d, e, sowie (¢, : n € w) in M liegen.)
Wir sagen, dass die Operationen U, N, \, A, U,—, auf Borelmengen mit Codes in M
absolut sind fiir M.

Beweis. Sei cg,cq,...,Cq, ... eine Folge von Borel-Codes in M ist, dann sei ¢ € w" so,
dass ¢(0) = 1 und v;(c) = ¢ fiir alle i € w. Offensichtlich ist ¢ ein Borel-Code, ¢ € M,
und ¢ kodiert (sowohl im Universum als auch in M) die Borelmenge |J~ , A, .

Somit erhalten wir fiir einen beliebigen Borel-Code e € M

A JAY A =AY G A= A A= | A,

wegen der Absolutheit von A, = A, fiir M. Somit ist nun A, = (J -, A, absolut.

Analog kann man zeigen, dass R\ A. absolut ist. Den Rest des Lemmas kann man einfach
zeigen, indem man verwendet, dass die Operationen N und A leicht durch U und \
definiert werden konnen. O

1.2 Random- und Cohen-Reals

Die folgenden Aussagen richten sich nach |Jech [2007].
Wir setzen voraus, dass sich der Leser mit den Grundlagen von Forcing auskennt und
erinnern hier nur kurz an niitzliche Definitionen und Notationen.

Definition 1.2.1.
Ein Filter auf einer nichtleeren Menge X ist eine Kollektion F' von Teilmengen von X,
sodass folgende Eigenschaften gelten:

(i) XeFund 0 ¢ F
(ii) Falls A € F und B € F gelten, dann gilt auch AN B € F.
(iii) Falls AC B C X und A € F, dann gilt auch B € F

Ein Ideal auf einer nichtleeren Menge X ist eine Kollektion F' von Teilmengen von X,
sodass folgende Eigenschaften gelten:
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(i) e Fund X ¢ F
(ii) Falls A € F und B € F gelten, dann gilt auch AU B € F.
(iii) Falls AC B C X und B € F, dann gilt auch A € F
Ein Filter U auf einer Menge X ist ein Ultrafilter, falls fiir jedes A C X gilt:

A€eUoder X\AeU

Definition 1.2.2.

Sei (P, <) eine nichtleere partielle Ordnung iiber einem transitiven Modell. Wir sagen
(P, <) ist eine Forcing-Notion. Wir sagen g ist starker als p, falls ¢ < p gilt. Seien p,q € P,
dann sagen wir p und ¢ sind kompatibel, falls es ein r gibt mit » < pund r < g (i.Z. p L q).
Wenn p und ¢ nicht kompatibel sind, nennen wir sie auch inkompatibel (i.Z. p L q). Eine
Menge W C P heifit Antikette, falls ihre Elemente paarweise inkompatibel sind. Eine
Menge D C P heif3t dicht in P, falls es fiir jedes p € P ein ¢ € D gibt mit ¢ < p.

Definition 1.2.3.
Sei (P, <) eine partielle Ordnung, wir nennen eine Menge F' C P einen Filter auf P, falls
folgende Eigenschaften gelten:

(i) F ist nicht leer.
(ii)) Wenn ¢ < p und ¢ € F' gelten, dann gilt auch p € F.
(iii) Wenn p,q € F gilt, dann gibt es ein r € F mit r < p und r < gq.

Defintion 1.2.4.

Sei (P, <) eine partielle Ordnung iiber einem transitiven Modell M. Wir nennen G C P
einen M-generischen Filter (oder M-generisch bzw. generisch iiber M), falls folgende
Eigenschaften gelten:

(i) G ist ein Filter auf P.
(ii) Falls D dicht in P ist und D € M, dann gilt GN D # (.

Sei D eine beliebige Kollektion von Mengen, wir sagen G C P ist ein D-generischer Filter
auf P, falls G ein Filter ist und G N D # () gilt fiir jede dichte Teilmenge von P, die in D
enthalten ist.

Man erhélt eine dquivalente Definition zu Generizitdt, indem man statt dichten Teilmen-
gen maximale Antiketten betrachtet.
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Satz 1.2.5. |Jech [2007] Theorem 14.5

Sei M ein transitives Modell von ZFC und (P, <) eine Forcing-Notion (nichtleere partielle
Ordnung) in M. Falls G C P generisch ist iiber P, dann gibt es ein transitives Modell
MG, sodass folgende Aussagen erfiillt sind:

(i) M|G] ist ein Modell von ZFC.
(i) M C M[G] und G € MI[G].
(iii) OrdMl¢l = Ord™.
(iv) Sei N ein transitives Modell von ZF, sodass M C N und G € N gilt, dann gilt
MI|G] C N.

Das Modell M |G| nennen wir generische Erweiterung von M.
Analog bezeichnet M [x] das kleinste transitive Modell von ZFC, sodass M C M |x] und
x € M|[x] gilt, falls es dieses Modell gibt.

Definition 1.2.6.

Eine Menge A C R heif3t nirgends dicht, falls das Innere vom Abschluss von A leer ist.
Eine Menge A C R heifit mager, falls sie eine abzéhlbare Vereinigung von nirgends dichten
Mengen ist.

Definition 1.2.7.

Wir betrachten generische Erweiterungen durch Verwendung der Algebra von Borelmen-
gen modulo dem Ideal der Lebesgue-Nullmengen beziehungsweise dem Ideal der mageren
Mengen.

Sei B die o-Algebra der Borelmengen reeller Zahlen und seien Zy und Zj, folgende
o-Ideale:

Iy ={BeB:uB)=0}
Iy ={B € B: B ist mager}

Weiteres definieren wir:
By = B/Iy = {[Bly: B € B}
Bui=B/Ip = {[Blu: B € B}

wobei [B]y und [B]y die Aquivalenzklassen modulo Iy beziehungsweise I, bezeichnen.

By und By, sind beides vollstandige Boolesche Algebren. Fiir Borelmengen B,,, n € w
gilt beziiglich By beziehungsweise B:

VB = | B.
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Wir merken hier an, dass diese Gleichheit fiir iiberabzéhlbar viele B, im Allgemeinen
nicht mehr stimmt.

Auflerdem gilt —[B] = [R\B].

Sei M ein transitives Modell von ZF+DC. Wir betrachten Borelmengen in M. Mit B
bezeichnen wir die Kollektion aller Borelmengen in M und B}/ beziehungsweise B wie
oben.

Sei BM eine Borelmenge in M, BM hat einen Borel-Code ¢ € M, B¥ = AM. Weiters
betrachten wir B, die Borelmenge im Universum, kodiert mit c. Diese Definition ist
unabhiingig von der Wahl von ¢ € BCY| denn falls AY = A} dann A, = A,;. Weiters
erinnern wir daran, dass BM = BN M, YBM € BM.

Im Folgenden schreiben wir B statt BY, falls klar ist, in welchem Modell wir agieren.

Lemma 1.2.8. |Jech| [2007] Lemma 26.1
Fiir alle transitiven Modelle von ZF+DC sind die Eigenschaften ,, A, ist eine Nullmenge*
und ,, A, ist mager® absolut.

Beweis. Sei M ein transitives Modell von ZF+DC. Mit u bezeichnen wir das Lebesgue-
masf.

Zuerst behaupten wir: Wenn ¢ € M ein X9-Code ist, dann gilt p*(AM) = p(A.). Um
das zu zeigen, seien ko, ky, ..., ky, ... alle k € N mit c¢(k) = 1. Somit gilt A. = J,~, Ix,,
wobei [, offene Intervalle mit rationalen Endpunkten sind.

Fir jedes n sei X, = Iy, \(Iy, U ... U I}, ). Somit erhalten wir, dass A, = |J, -, X,, und
w(Ae) = >0 u(X,) absolut sind. Also folgt p™ (AM) = u(A.).

Ahnlich argumentiert erhalten wir, dass wenn ¢ € M ein TI%-Code ist: u™ (AM) = u(A,).
Weiters behaupten wir: Wenn ¢ € M ein ITI-Code ist, dann gilt: (A, nirgends dicht genau
dann, wenn M |= A, ist nirgends dicht*). Das folgt aus d = u(c) € X und man kann
leicht zeigen (mit Hilfe von rationalen Intervallen), dass ,, Ay ist dicht* absolut ist.

Um das zu zeigen, seien ko, k1, . . ., kn, ... allek € Nmit d(k) = 1, dann gilt Ay =, Ix,,
wobei Iy, = (pn, ¢,) wieder offene Intervalle mit rationalen Endpunkten sind.

Die Aussage, dass Ay dicht ist, kann man auch so formulieren.

VreQVseQr<s—3IneNHeQp, <t<g,Nr<t<s))

Diese Aussage ist nun offensichtlich absolut fiir transitive Modelle von ZF+DC.
Nun kénnen wir das Lemma beweisen. Zuerst wenden wir uns der Aussage ,,A. ist eine
Nullmenge“ zu. Wir verwenden folgende Eigenschaften des Lebesguemafes:

1. X ist eine Nullmenge genau dann, wenn Vn € N eine offene Menge G O X mit
u(G) < 1/n existiert.

2. pu(X) > 0 genau dann, wenn es eine abgeschlossene Menge F' C X gibt mit u(F) > 0
Falls gilt M | A, ist eine Nullmenge“, dann erfiillt M:

Vne(e € XV und A, D A, und u(A.) < 1/n) (1.11)
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Da der Teil (...) von (1.11)) absolut ist, wird offensichtlich (1.11]) in V' erfiillt und somit
ist A, eine Nullmenge.
Falls M = A, ist keine Nullmenge*“, dann erfiillt M:

Je(e € IV und A, C A, und pu(A.) > 0) (1.12)

Wieder haben wir, dass der Teil (...) absolut ist. Somit wird in V erfiillt und
daraus folgt, dass A. keine Nullmenge ist.

Schlussendlich betrachten wir die Aussage ,,A. ist mager“. Falls M |= , A, ist mager®,
dann erfiillt M:

Je, € IIY, n=0,1,... sodass jedes A,, nirgends dicht ist, und A, C U A, (1.13)

n=0

Dann gilt (1.13) in V und somit ist A. mager.
Eine Borelmenge B ist nicht mager genau dann, wenn es eine nichtleere offene Menge G
gibt, sodass BAG mager ist. Somit gilt, wenn M = | A. nicht mager®, dann erfiillt M:

Jd3e(d € XY und Ag # 0 und A, = A.AA, und A, ist mager) (1.14)

(1.14) gilt in V' und somit ist A. nicht mager. O

Lemma 1.2.9. |Jech [2007] Lemma 26.2

(i) Sei G ein M-generischer Ultrafilter auf B}/, dann gibt es eine eindeutige reelle Zahl
1, sodass fiir alle BM € BM gilt:

zg € B+ [BM], €G (1.15)

N S
Die Formel (|1.15)) bestimmt G und somit gilt M[G] = M[zg].

(ii) Sei G ein M-generischer Ultrafilter auf B}, dann gibt es eine eindeutige reelle Zahl
1, sodass fiir alle BM € BM gilt:

g € B+ [BY], €G (1.16)

M

Die Formel (|1.16]) bestimmt G und somit gilt M[G] = M [z¢].

Beweis. Der Beweis funktioniert sowohl fiir (), als auch fiir (i). [B*] bezeichnet [BM ]
im Fall (i) beziehungsweise [BM], im Fall (i).
Zuerst zeigen wir, dass es hochstens eine reelle Zahl z gibt, die folgendes erfiillt:

reB« [BY]eG  (vBM eBY) (1.17)

Falls « (1.17) erfiillt, dann ist z in jedem B enthalten, sodass [BM] € G. Wir nehmen
an, r < y seien zwei reelle Zahlen, die beide (|1.17)) erfiillen. Sei nun r eine rationale Zahl,
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sodass x < r < y und definiere A als das Intervall A := (r,00) ={z € R: z > r}. Da G
ein Ultrafilter ist, muss entweder [AM] € G oder [(R\A)Y] € G gelten. Da aber sowohl
x ¢ A als auch y ¢ R\ A, erhalten wir, dass wegen sowohl [AM] ¢ G, als auch
[(R\A)M] ¢ G gilt. Somit erhalten wir einen Widerspruch, was zeigt, dass es hochstens

eine reelle Zahl geben kann, die ((1.17) erfiillt.
Nun miissen wir noch zeigen, dass es eine reelle Zahl x gibt, die ([1.17)) erfiillt. Dazu setzen
wir:

r=sup{r:r € Q,[(r,00)M] € G} (1.18)

Zuerst miissen wir zeigen, dass es ein r gibt, sodass [(r, 00)M] ¢ G. Dafiir betrachten wir
die Menge {[(n,n + 1)M] : n € Z}, diese bildet eine maximale Antikette. Wegen der
Generizitdt von G muss es nun ein n € Z geben, sodass [(n,n+1)"] € G. Da G ein Filter
ist, muss nun gelten, dass [(n + 1,00)M] ¢ G.

Somit existiert nun das Supremum in . AuBerdem gilt x ¢ M, wegen der Generizitat
von G. Um das zu zeigen, nehmen wir an, dass x € M. Seien nun (€, )eny und (0, )nen
(als Folgen in M enthalten) zwei positive Nullfolgen, sodass fir alle n € N gilt, dass
xr— €, € Qunf z+4, € Q. Die Menge

A ={[(—oc0,z — )M} U{[(x — €n, 2 — €01)M] : n € N}U
U{[(z + dng1, 2+ 0,)M] : n € N} U{[(z + g, 00)M]}

bildet nun eine maximale Antikette und es gilt A € M. Wegen der Generizitit von G
muss A NG # 0 gelten. Da x = sup{r : r € Q, [(r,00)M] € G} gilt [(x + Jp, )] ¢ G
und [(z + 0py1, 7 + 6,)M] € G fiir alle n € N. Somit gilt [(—oo,z — €9)™] € G oder es
gibt ein n € N, sodass [(x — €,, 2 — €,11)] € G. Daraus folgt, dass es ein n € N gibt mit
[(—o00, 2 — €,)M] € G. Da G ein Ultrafilter ist erhalten wir nun, dass [(z — €,,00)M] & G
fiir ein n € N. Dann miisste aber z = sup{r : r € Q,[(r,00)¥] € G} < x — ¢, fiir ein
n € N gelten, was aber ein Widerspruch ist und somit erhalten wir nun = ¢ M.

Wir behaupten, dass dieses z nun erfiillt. Durch Induktion auf Borel-Codes in M
zeigen wir, dass fiir jedes ¢ € BCM gilt:

r€A. = [AMeq (1.19)

Zuerst betrachten wir 3%-Codes (in M) und beginnen mit diesen ¢ € X% N M, die die
rationale Intervalle kodieren, d.h. dass ¢(n) = 1 fiir genau ein n gilt. Dann kodiert ¢ das
Intervall IM. Sei IM = (p, q). Wir erhalten:

r € A. genau dann, wenn p <z <gq
genau dann, wenn p < sup{r : [(r,00)]M € G} < ¢
genau dann, wenn [(p,00)™] € G und [(¢,0)M] ¢ G
genau dann, wenn [(p,q)M] € G

genau dann, wenn [AM] € G
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Sei nun ¢ € X N M beliebig, dann ist AM = (J°7 I}, wobei {k, : n = 0,1,...} die
Menge {k : ¢(k) = 1} ist. Nun erhalten wir:

[e.e]

xr € A, genau dann, wenn z € U I, genau dann, wenn 3n(z € Iy,)

n=0
genau dann, wenn  In([[)'] € G)  genau dann, wenn Z[Ié\f] eG

n=0

genau dann, wenn [U 1 ,i‘f € G genau dann, wenn [AY] € G
n=0

Sei nun o < wM und ¢ € IT° N M, weiteres nehmen wir an, dass (1.19) erfiillt ist fiir
alle c € X% N M. Wir kénnen annehmen, dass ¢(0) = 0, dann gilt u(c) € £° N M und
AM - = (R\A.)™ und wir erhalten:
u(c)
r € A, genau dann, wenn 1z ¢ Ay

genau dann, wenn [Aﬁ{c)] ¢ G genau dann, wenn [AM] € G

Zuletzt erfolgt der Induktionsschritt von X in dhnlicher Art wie der Fall fiir ¢ € X9.
Somit gilt fiir jedes ¢ € BCM,

Somit ist z die eindeutige reelle Zahl, die im Fall von B}/ beziehungsweise
im Fall von B} erfiillt. [

Definition 1.2.10.

Sei x eine reelle Zahl. Falls gilt, dass © = ¢ fiir ein G C By, welches generisch ist iiber
M, dann nennen wir x random iiber M. Falls gilt, dass © = z¢ fiir ein G C By, welches
generisch ist iiber M, dann nennen wir x Cohen iiber M.

Lemma 1.2.11. |Jech [2007] Lemma 26.4

Eine reelle Zahl ist genau dann random iiber M, falls sie zu keiner Borelmenge kodiert
in M mit Maf} 0 gehort.

Eine reelle Zahl ist genau dann ein Cohen iiber M, wenn sie zu keiner mageren Borel-
menge kodiert in M gehort.

Wir bezeichnen mit R(M) beziehungsweise C(M) die Mengen aller Random-Reals bezie-
hungsweise aller Cohen-Reals iiber M. Somit erhalten wir:

R(M)= R\ |J{A, : c € BCY und A, ist eine Nullmenge}

1.20
C(M)= R\|J{A,: c € BCY und A, ist mager} (1.20)

Wir erinnern daran, dass wegen Lemma AM genau dann eine Nullmenge in M ist,
wenn A. eine Nullmenge in V' ist.
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Beweis. Fiir die ,C“-Richtung sei x random iiber M und sei G ein M-generischer Ultra-
filter auf By, sodass © = z¢. Falls AY eine Nullmenge ist, dann gilt [AY] ¢ G, weil G
ein Ultrafilter ist. Aus folgt © ¢ A.. Ahnlich zeigt man die ,,C“-Richtung fiir den
Fall, dass « Cohen ist tiber M.

Fiir die ,D“-Richtung sei z so, dass x ¢ A,, falls AM eine Nullmenge ist (und ¢ € M).
Zuerst sehen wir, dass wenn [AM] = [A}], dann ist AMAAY eine Nullmenge und somit
ist auch A.A A, eine Nullmenge. Daraus folgt, dass  genau dann in A, liegt, wenn z in
Ay liegt. Definiere nun:

G={[AM :rxec A} (1.21)

Es ist leicht zu zeigen, dass G ein Filter auf BA/ ist:

Falls [AY] € G und [A}] € G, dann gilt * € A, N A, und somit folgt [AM N AY] € G.
Falls [AM] € G und [AY] < [A}], dann folgt © € A.. Da AM\ A} eine Nullmenge ist,
ist auch A.\ A4 eine Nullmenge. Deshalb gilt wegen x ¢ A\A; und © € A, dass © € Ay
gelten muss und somit [AY] € G.

Somit haben wir gezeigt, dass G ein Filter ist. Jetzt miissen wir noch zeigen, dass G M-
generisch ist. Da B3} die abziihlbare Kettenbedingung (CCC) erfiillt, reicht es zu zeigen,
dass falls wir ein {AY :n e w} € M mit > [AY] € G, dann gibt es ein n € w, sodass
[AM] € G. Das folgt aus:

o 0o 00 M
AN =AY = (U Acn> €Gorel JA,
n=0 n=>0 n=0

Somit gibt es ein n € w mit 2 € A, und somit [AY] € G.

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass x = x. Das folgt aus , wegen der Generizitét
von G.

Den Beweis kann man analog fiir Cohen-Reals fiihren. [
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2 Cichon-Diagramm

In diesem Kapitel widmen wir uns Aussagen iiber Kardinalkoeffizienten der Ideale N
und M der reellen Zahlen. Als Ergebnis werden wir das folgende sogenannte Clichorni-
Diagramm erhalten, wobei Pfeile ein < symbolisieren. Wir orientieren uns an Barto-
szynski and Judah| [1995].

Wenn wir von Idealen reden, meinen wir echte Ideale von Teilmengen von R, die zumindest
alle Singletons und somit alle endlichen Teilmengen von R beinhalten, falls nicht anders
spezifiziert.

cov(N) ——— non(M) —— cof (M) ——— cof (N) ——— 2%

Ny add(N) —— add(M) —— cov(M) ——— non(N)

Definition 2.0.1.
Sei X eine nichtleere Menge und Z ein Ideal von Teilmengen von X, dann definieren wir
die folgenden Kardinalkoeffizienten:

add(Z) = min{|Al: ACZund U, ,A¢ZL}

cov(Z) = min{|A]: ACZund Y, A=X}
non(Z) = min{|Y|: Y CXundY ¢ T}
cof(Z) = min{|B|:BCZundVAecZIBeB AC B}

Wir kénnen diese Koeffizienten als Spezialfall einer allgemeineren Definition ansehen.

Definition 2.0.2.
Seien Z C 7 zwei Ideale. Wir definieren:

add(Z,J) = min{|A[: ACZund Uy, A ¢ T}
cof(Z,J) = min{|B|:BCJundVAeZIBeB AC B}
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Nun gilt fiir jedes Ideal Z von Teilmengen von R:

add(Z) = add(Z,7), cof(Z) = cof (Z,T)
non(Z) = add([R]<®,7),  cov(Z) = cof (|[R]<M,T)

Wobei [R]<® die Menge aller endlichen Teilmengen von R ist.

Beweis. Die Aussagen add(Z) = add(Z,Z) und cof(Z) = cof(Z,Z) sind offensichtlich.
Nun wollen wir non(Z) = add([R]<*,Z) zeigen. D.h. wir wollen zeigen, dass:

min {|Y| :YQ]RundYgéI}:min{VU : A C [R]<™ und U AgéI}

AeA

Dafiir sei zuerst Y C R mit Y ¢ Z, dann erfiillt die Menge A := {{z}:xz € Y}:

ACR™ und | J A=Y ¢ T und A =|Y|
AcA

Somit haben wir die “>“-Richtung gezeigt.

Fiir die ,<“-Richtung sei nun ein A mit A C [R]<™ und (J,.4 A ¢ T gegeben. Nun
definieren wir Y := [J 4 A Es gilt Y C R und Y ¢ 7. Da |A| > Ry und |A| < Ry fiir
alle A € A gilt, erhalten wir, dass |A| = |U,cq 4] = V1.

Somit haben wir nun insgesamt: non(Z) = add([R]<*, )

Nun wollen wir cov(Z) = cof ([R]<*0, Z) zeigen. D.h. wir wollen zeigen, dass:

min{|A|:A§Iund UA:R}:min{\lﬂ:BQIundVAE[]R]<No 3B € B AC B}
AeA

Zuerst sei A C T mit |, 4 A = R. Dann definieren wir:

B::{UB:CE[A]<NO}

BeC

Da T als Ideal beziiglich endlicher Vereinigung abgeschlossen ist und A C Z gilt, gilt auch
B C T. Weiters gilt VA € [R]<™ 3B € B A C B, denn sei A € [R]<® gegeben, dann gibt
es wegen | J, . 4 A = R endlich viele 4; € A mit A C [J A; und auerdem ist (J A; € B.
Weiteres gilt |B| = |.A|, womit wir nun die ,,>“-Richtung gezeigt haben.

Fiir die ,<“-Richtung sei B C Z mit VA € [R]<* 3B € B A C B. Nun definieren wir
A := B und erhalten A CZ und |J,. 4 A =R. O

Definition 2.0.3.
Fir f,¢g € w* definieren wir, f <* g, wenn f(n) < g(n) fir alle n € w bis auf endlich
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viele gilt.
Weiteres definieren wir die Kardinalzahlen b und 9 wie folgend:

b=min{|F]: FCw”und Vg e w” 3f € F f £* g}
O=min{|F|: FCw’und Vg ew” If € F g <* f}

D.h. b ist die Kardinalitat der kleinsten unbeschrankten Familie in w® und 0 ist die
Kardinalitat der kleinsten dominierenden Familie in w®.

Definition 2.0.4.

Sei (P, <) eine partielle Ordnung. Eine Menge D C P heifit kofinal, falls es fiir jedes
x € Peinde D gibt mit x <d.

Wir definieren die Kofinalitdt von P folgendermaflen:

cf(P) := min{|D| : D C P, D kofinal }

Als Spezialfall erhalten wir nun die folgende Definition.

Definition 2.0.5.
Sei k eine Kardinalzahl, dann definieren wir

cf(k) == min{f : k = I(Ka)a<s, U Ko Und Kk, < kK Va < [}

a<f

Lemma 2.0.6.
Es gilt ¥y < add(N) und cof(N) < 2%,

Allgemeiner gilt ¥; < add(Z) fiir jedes o-Ideal Z von Teilmengen von X.

Beweis. Sei k < wy und A, € Z fiir a < &, dann gilt (J
N; < add(Z).

Um cof (N) < 2% zu zeigen, finden wir eine Basis der Nullmengen in R mit Kardinalitéit
2% Dafiir betrachten wir die Menge aller Borelnullmengen. Da es zu jeder Borelmenge
einen Borelcode gibt, gibt es maximal 2% viele Borelmengen. Weiters sind die Singletons
Borelnullmengen. Da es genau 2% viele Singletons beziiglich R gibt, ist die Kardina-
litéit der Borelnullmengen mindestens 2%, Insgesamt gilt nun, dass die Kardinalitéit der
Borelnullmengen genau 2% ist. Jetzt muss man sich nur noch iiberlegen, dass die Borel-
nullmengen eine Basis von N bilden. Sei A € N beliebig, dann gibt es offene Mengen U,
mit n € w, sodass gilt:

A, € Z. Daraus folgt leicht

a<k

1
A CU, und p(U,) < -

Sei B :=(),,c,, Un- Dann gilt A € B und p(B) = 0. Somit haben wir eine Borelnullmenge
B gefunden, die A {iberdeckt. O
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Lemma 2.0.7. |Bartoszynski and Judah [1995] Lemma 2.1.4
Fiir beliebige Ideale Z C 7 von Teilmengen von R gilt:

(i) add(Z),add(J) < add(Z,J) < cov(Z),non(J),
) (Z) < cof(Z,J) < cof(T), cof(Z),
(ili) cf(cof(Z,J)) > a ( )

(iv) cf(add(Z,T)) > add(T)

(ii) cov(J),non

Beweis. Zuerst beobachtet man, dass fiir Ideale Z; C Z, C J; C 7 gilt:

add(Zy,J1) > add(Z,, Jh)
add(Zy, 7)) < add(Zy, J)
cof(Z1, 7)) < cof(Zy, Jh)
cof(Z1, 1) > cof(Zy,J)

Wegen Z C J und [R]<® C 7 erhalten wir:
add(Z) = add(Z,7) < add(Z, J) < add([R]<™, J) = non(J)
und
add(J) = add(J,J) < add(Z, J)
Nun miissen wir noch zeigen, dass:

min{\A]:Aqund UA%j}gmin{\A]:Aqund UA:]R}

AcA AcA

Haben wir nun ein A C Z mit (J,. 4 A = R gegeben, dann gilt offensichtlich (J,. 4, A =
R ¢ J, womit add(Z, J) < cov(Z) gezeigt ist.

Wegen Z C J und [R]<® C 7 erhalten wir:
cov(J) = cof ([R]<™, J) < cof (T, T) < cof(J,T) = cof(J)
und
cof(Z,J) < cof(Z,Z) = cof(Z)
Nun miissen wir noch zeigen, dass:
min{|Y|: Y CRundY ¢Z} <min{|B| : BC JundVAc€Z 3IBe B AC B}

Dafiir sei nun ein B C J mit VA € Z 4B € B A C B gegeben. Da J ein echtes Ideal
ist, konnen wir fiir jedes B € B ein 25 € R\ B definieren. Die Menge Y := {zp : B € B}
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erfiillt nun |Y| < |B| und laut Definition existiert kein B € B mit Y C B und somit muss
Y ¢ 7 gelten. Damit erhalten wir non(Z) < cof(Z, J).

Sei nun B C J eine Basis von Z, d.h. VA € 7 dB € B A C B von minimaler
Kardinalitét. Wir nehmen an, dass cf(|B|) < add(Z). Weiters sei nun B = |J,,_,, B, mit
|B,| < |B| und k < add(Z). Da wir B mit minimaler Kardinalitit gewéhlt haben, gibt
es nun fiir jedes a < k ein A, € Z, sodass fiir jedes B € B, gilt, dass A, ¢ B. Nun
definieren wir uns ein A := (J,_, Aa. Wegen k£ < add(Z) gilt A € Z, aber da A von
keinem Element aus B iiberdeckt werden kann, erhalten wir einen Widerspruch.

Sei A C Z mit |A| = add(Z,J) und (J,c 4 A ¢ J. Wir nehmen an, dass cf(|.A|) =
r < add(J). Somit kénnen wir A so anschreiben: A = J,_, Aq mit [A.| < |A]. Da A
mit minimaler Kardinalitdt gewihlt wurde und |A,| < [A], erhalten wir (J,., A € J.
Weiters folgt jetzt wegen x < add(J), die Beziehung J,_, Uaca, A € J, was zu einem
Widerspruch fiihrt. O]

Lemma 2.0.8.
Es gelten folgende Ungleichungen:

add(N) < cov(N) < cof(N)
add(N) < non(N) < cof(N)
add(M) < cov(M) < cof(M)
add(M) < non(M) < cof(M)

Beweis. Das folgt direkt aus Lemma [2.0.7.] Wir werden es hier fiir N zeigen, fiir M folgt
es analog.
Mit Z =N, J = N gilt wegen Lemma [2.0.7] Punkt

add(N) < cov(N)
add(N) < non(N)

Weiters folgt aus Lemma Punkt [}

non(N') < cof (N

cov(N) < cof (N

~

Lemma 2.0.9. |Bartoszynski and Judah (1995] Lemma 2.1.6
Es gibt Mengen A € N und B € M mit R= AU B.
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Beweis. Sei (g, : n € w) eine Aufzihlung der rationalen Zahlen. Nun definieren wir fiir
new:

Um: U (Qn_2%7Qn+2in>

n>m

Die Mengen U, sind nun offensichtlich offen und dicht in R und es gilt u(U,,) < 2
Nun definieren wir A := (.., Un und B := R\A. Es gilt A € N/ und B € M u
R=AUB. D

Lemma 2.0.10. |Bartoszyriski and Judah (1995] Theorem 2.1.7
cov(M) < non(N) und cov(N) < non(M).

Beweis. Sei nun A € N und B € M mit R = AU B gegeben, deren Existenz wir in

Lemma gezeigt haben.
Um die erste Ungleichung zu zeigen, betrachten wir eine Menge X C R mit X ¢ N und

X| = non(N). Wir behaupten, dass gilt: X + B = x + B) = R. Dann folgt wegen
| g rex gt weg
x4+ B € M fiir alle x € x, dass:

A={zx+B:2e€ X} CMund |4 <|X]

Somit erhalten wir cov(M) < non(N)

Nun miissen wir noch die Behauptung X + B = (J,.y(z + B) = R zeigen. Falls es ein
z € R\(X + B) gibt, dann folgt (z — X)N B = 0. Aus R = AU B folgt nun, dass
(z—X)C Ae N, also (z — X) € N und damit auch X € N gilt.

Die zweite Ungleichung kann man analog zeigen. [

Definition 2.0.11.

Seien P und Q partielle Ordnungen. Wir nennen eine Funktion f : P — Q eine Tukey-
Funktion, falls fiir jede in Q beschrinkte Menge X C Q, die Menge f~!(X) in P be-
schrankt ist.

Wir sagen P <r Q, falls es eine Tukey-Funktion f : P — Q gibt und, dass P = Q, falls
P=2rQund Q=P

Haben wir eine Tukey-Funktion f : P — Q gegeben, so konnen wir eine duale Funk-
tion f*: Q — P wie folgt definieren:
f*(q) ist ein beliebiges Element p € P mit:

VeeP (f(x) <qg—x<p) (2.1)

Die Funktion f* ist wohldefiniert in dem Sinne, dass fiir jedes ¢ € Q die Menge aller
Elemente p € P mit der Eigenschaft (2.1 nicht leer ist.
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AuBerdem gilt: Seien f : P — Q und f*: Q@ — P Funktionen, sodass fiir jedes p € P
und ¢ € O folgendes gilt:

(fp) <q—p < f(a)) (2.2)
Dann ist f : P — Q eine Tukey-Funktion.

Lemma 2.0.12. |Bartoszyriski and Judah (1995] Lemma 2.1.2
Seien (Z,C) und (J, C) zwei Ideale. Falls Z <7 J, dann gilt:

add(Z) > add(J) und cof(Z) < cof(J)
Beweis. Sei f: 7 — J eine Tukey-Funktion.

Sei nun A C 7 eine Familie mit |A| < add(J). Da fiir alle A € A gilt, dass f(A) € J
gilt und |A] < add(J), gibt es ein B € J mit |J,., f(A) = B. Fiir A € A gilt, dass
f(A) € B und somit A C f*(B). Damit erhalten wir, dass (J,.4 A € f*(B) € T gilt und
somit | J,. 4 A € Z. Daraus folgt insgesamt: add(Z) > add(J).

Sei nun B C J mit VA € J dB € B A C B gegeben. Wir definieren nun die Men-
ge A:={f*(B): Be B} CZ. Sei A€ T beliebig, dann gilt f(A) € J und somit gibt es

ein B € Bmit f(A) C B. Nun gilt wegen der Definition der dualen Funktion A C f*(B).
Daraus folgt insgesamt: cof(Z) < cof (7). O

21 M=o N

Nun befassen wir uns mit dem Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.1.1. |Bartoszyriski and Judah| [1995] Lemma 2.3.1
M= N

Definition 2.1.2.
Sei H € w* eine wachsende Funktion mit Y >° , 1/H(n) < co. Wir definieren:

Cy = {S € ([w]=)”: Z |Z<(T;))| < oo}

n=1

C sei Cy fiir H(n) = n?.
Seien S € Cy, und Sy € Cp, gegeben. Wir sagen S; C* Sy, falls S1(n) C Sy(n) fir alle
bis auf endlich vielen n € w.

Im Folgenden werden wir nun vier Funktionen definieren:
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©5 o1
M ¥1 c ©2 N 2 c 1 M

mit ¢ = 2 0 1 und ¢* = @7 o Y.
o : M — N ist die gesuchte Tukey-Funktion und ¢* : N/ — M ist ihre duale Funktion.

Lemma 2.1.3. |Bartoszynski and Judah (1995] Lemma 1.3.23
Sei eine Folge {a, : n € w} C (0,1) gegeben. Dann gibt es eine unabhéngige Familie
{A, : n € w} von Teilmengen von R, sodass p(A,) = a, fir alle n € w.

Beweis. Der Einfachheit halber arbeiten wir in 2¥. Sei B, = {x € 2¥ : z(n) = 1}. Man
sieht leicht, dass diese Familie die erforderliche Eigenschaft fiir a,, = 1/2 besitzt.
Mit Hilfe von Induktion bauen wir fiir jedes n eine Folge von natiirlichen Zahlen {k : m € w},

sodass:
1
| | 1-— o ) = —an

mew

Sei nun {I” : n,m € w} eine Familie von paarweise disjunkten Teilmengen von w, sodass
|1 | = K ist. Fiir jedes n € w sei

Av=2\( [ 2\ ) B

mew JEI

Man kann leicht zeigen, dass diese Familie die erforderliche Eigenschaft erfiillt. O

Lemma 2.1.4. |Bartoszynski and Judah [1995] Lemma 2.3.4
Sei (S, : n € w) eine Folge von Elementen aus C. Dann gibt es ein S € C, sodass S,, C* S
fir alle n € w.

Beweis. Sei (ny : k € w) eine streng monoton wachsende Folge von natiirlichen Zahlen.
Wir definieren fiir ng, 1 > 7 > ng:

S(j) = U Si(5)

Man kann leicht sehen, dass S, C* S unabhéngig von der Wahl von (n; : k € w) gilt.
Weiters gilt S € C, falls die Folge (ny : k € w) schnell genug wéchst. O

Nun koénnen wir die Funktionen ¢ und ¢3 beschreiben.

Lemma 2.1.5. |Bartoszynski and Judah (1995] Lemma 2.5.3
C =7 N. D.h. es gibt Funktionen ¢y : C — N und ¢% : N' — C, sodass fiir jedes S € C
und jedes G € N gilt:

pa(S) S G — 5SS e3(G)
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Beweis. Wir arbeiten im Cantor-Raum 2¥ versehen mit dem Standardproduktmafl .
Mit Hilfe von Lemma kénnen wir eine p-unabhéngige Folge von offenen Mengen
{Gi; : 1,7 € w} fixieren, sodass u(G; ;) =i 2 fiir i, j € w. Mit p-unabhéingig meinen wir
hier, dass (G, j, N Giyjp) = 1(Giy jy) - 11(Giy jy) gilt, wenn 4y # i oder jy # ja ist.

Fiir jedes S € C definieren wir:

~e=NU U Gus

new m>n keS(m)

Fiir das MaB p(Gg) gilt nun:

AU U Gosf=n{ U U G ) <

new m>n keS(m) m>n keS(m m=n

8

o

Somit ist p(S) = Gg € N fiir jedes S € C.

Nun widmen wir uns der Definition von ¢%. Sei G € N eine Nullmenge. Dann gibt es
fiir jedes n € w eine offene Menge U, C 2¢ mit G C U, und pu(U,) < i. Somit gilt
1(2°\U,) > 1 — 1. Die Menge 2*\U, ist abgeschlossen und, da 2* kompakt ist, auch
kompakt. D.h. wir kénnen eine kompakte Menge K¢ C 2% mit positiven Maf finden,
sodass K¢ NG = gilt. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die Menge K¢ zusitzlich
noch die folgende Eigenschaft besitzt. Fiir jede offene Menge U C 2¢ gilt:

KNU#D) < wK°NU)>0

Um das zu zeigen, sei K eine kompakte Menge mit positivem Mafl und K NG = (), deren
Existenz wir gerade gezeigt haben. Sei {U,, : n € w} eine Basis von offenen Mengen. Falls
fiir jedes n € w

KNnU,#0 = wKNU,) >0

gilt sind wir fertig und kénnen K¢ = K setzen. Ansonsten definieren wir:

no = min{n € w: U, N K # ) und pu(U, N K) = 0}. Weiters sei K,,, = K\(K NU,,).
Diese Menge ist wieder kompakt und es gilt pu(K,,) = pu(K) —u(KNU,,) = p(K). Induk-
tiv konnen wir nun n;,; > n; und K, definieren. Nun sei K¢ = ﬂz cw Kn;- Diese Menge ist
wieder kompakt und fiir ihr Maf gilt u(KG) = lim; 00 p(Ky,;) = lim; 0 M(K) = p(K) > 0.
Diese Menge erfiillt nun die geforderte Eigenschaft.

Sei nun (U, : n € w) eine Aufzéhlung von allen Basismengen der offenen Mengen in 2%,
welche K¢ schneiden.

Weiters definieren wir fiir n,7 € w:

AS ={jew: KNU,NG;; =0}

Aus den vorigen Definitionen und da G, ; p-unabhéngig sind, folgt fiir alle n € w:

0<u(K°nU,) < H H 1(2\Gi ;)

1€w jeASﬂ_
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Und somit folgt weiters:

Das ist nun dquivalent zu:

Was wieder dquivalent ist zu:

5 (e (L)) <=

1EW

Mit Hilfe der Abschétzung 1 — L <In(z) fiir £ > 1 erhalten wir:

00 = Z <|ASZ ~In (Z-zl

=3)) 2 (e (-5))

1EW

Und somit insgesamt:

Z | ,’2” < 00 VYn € w
i
=1

Somit gilt (AS, :i € w) € C fiir alle n € w.

Definiere nun ¢3(G) = Sg € C als ein beliebiges Element S € C, sodass:
vnv>i AS, C S(i)

Die Existenz von so einem S folgt aus Lemma [2.1.4.]

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass beide Funktionen die notwendigen Figenschaften
besitzen.
Wir nehmen an, dass S € C, G € N und, dass:

=Gs=(\UJ U Gmrc@

new m>n keS(m)
Dann folgt:
KU U Gm
new m>n keS(m)

Da K¢ eine kompakte Menge ist und Gy eine Menge vom Typ Gj ist, folgt aus dem
Satz von Baire, dass es eine offene Basismenge U, gibt, sodass K¢ N U, # () und fiir
ausreichend grofles i € w folgendes gilt:

(K€ NU,) mU UG

m>io keS(m)
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Um das zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an. Wir nehmen an, fiir jedes ig € w und
jedes n € w gilt:

(KnU)N | | Gun #0
m>ig k€S (m)

Da die U, eine Basis von den offenen Mengen in K¢ bilden, erhalten wir, dass die Mengen
Aiy = Upnsio Uresm) Gmk dicht in K¢ sind. Nun folgt aus dem Satz von Baire, dass die

Menge (), .., Ai, auch dicht in K¢ ist und somit gilt:

(KSNU) N () Aiy #0

10 EwW

10 EW

was einen Widerspruch liefert.
Somit gilt fiir ausreichend grofie m:

S(m) C AY,, € Sa(m)

Da G € N und S € C beliebig waren, haben wir das Lemma bewiesen. ]

Satz 2.1.6. von Baire (Kechris [2012] Theorem 8.4 + Proposition 8.1)

Jeder vollstdndige metrische Raum ist Baire.

D.h. es gelten die folgenden &dquivalenten Aussagen, (wobei X der topologische Raum
ist):

1. Jede nichtleere offene Menge in X ist nicht mager.

2. Jede komagere Menge in X ist dicht. (D.h. das Komplement von einer mageren
Menge ist dicht.)

3. Der Durchschnitt von abzéhlbare vielen dichten offenen Mengen in X ist dicht.

Das néchste Lemma gibt uns ein technisches Werkzeug, das wir zur Beschreibung der
letzten beiden Funktionen benotigen werden.

Lemma 2.1.7. |Bartoszynski and Judah (1995] Lemma 2.3.5

Sei U C 2% eine nichtleere offene Menge und sei n eine natiirliche Zahl, dann existiert
eine abzihlbare Familie ¥ von offenen Teilmengen von U, sodass folgende Eigenschaften
gelten:

(i) Jede offene dichte Teilmenge von 2¢ ist eine Obermenge von einem Element aus V.

(ii) Der Schnitt von 7 Elementen von V ist nicht leer.

Beweis. Sei (U, : n € w) eine Aufzihlung von allen nichtleeren clopen Teilmengen von
U, wobei jedes U, abzédhlbar unendlich oft vorkommt. Fiir £ € w definieren wir:

Ay = {n>k:UnﬂﬂUi#®V1§k+lmi‘c ﬂUi%@}

i€l i€l
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Nun setzen wir:

V= {UUmz tMo € W, Mip1 € A, fijri<ﬁ}

i<

Nun miissen wir noch zeigen, dass V die beiden Eigenschaften (ji) und erfiillt.

Sei D eine dichte offene Teilmenge von 2“.

Sei k € w beliebig. Wir definieren die Menge Z := {I C k+1 : (., U; # 0}. Es
gilt offensichtlich |Z| < oo. Sei I € T beliebig. Aus der Dichtheit von D folgt, dass
D N Nie; Ui # 0 gilt. Weiters gilt, da sowohl D als auch ., U; offen sind, dass DN, U;
offen ist. Somit gibt es nun ein n; € w mit U,, € DN ﬂze ; Ui. Nun betrachten wir dle
Menge ;o7 Un,, die als Vereinigung endlich vieler clopen Mengen selbst wieder clopen
ist. D.h. es existiert ein j € w mit U; = (J;e7 Up,. Wir kénnen speziell j > &k annehmen,
da jedes U, unendlich oft in unserer Aufzéhlung vorkommt. Es gilt U; € D. Sei J € T
beliebig, dann gilt:

Uin(\Ui=JUn, N(\U: 2U,, N[\ Ui #0

ieJ IeT icJ icJ

Somit erhalten wir, dass A, N{n € w: U, C D} # () gilt fiir alle ¥ € w. Nun definieren
wir durch Induktion eine Folge {m; : i < n}, sodass U,,, C D und m;,1 € A,,, fiir i < 7.
Offensichtlich gilt D 2 | J;.; Um, € V.

(i) Seien Vi, V5, ..., Va € V. Fiir j <nsei V; = U, U, J,vvobelm[J Ewundm+1 €A,

fiir ¢ < und j < 7. Nun ordnen wir die Mengen V; so, dass m! < m! gilt fiir i < j < n.

Mit Hilfe von Induktion werden wir jetzt zeigen, dass (), Vj 2 ;<5 Ui # 0 gilt. Man
- - J

sieht leicht, dass Vi 2 U, # 0 gilt. Weiters gilt fir j < k: A; O Ag. AuBlerdem gilt

wegen mj, ., € A _;:mir>mn_ > m!~] und somit induktiv m? > m! fiir 1 <i < n. Wir

nehmen an, wir haben fiir n < 7 schon gezeigt, dass (), V; 2 ﬂj<n U i # 0 gilt. Wir

wissen, dass mﬁﬂ € A, nr1 C Ay gilt. Somit folgt wegen my; > m; fiir 1 <i<nund
m]<n V n]<n U ;é @ daSS ﬂj<n+1 V ﬂj<n+1 U 7é @ gllt D

Das néchste Lemma beschreibt uns nun die fehlenden Funktionen ¢; und ¢7.

Lemma 2.1.8.
Sei (P, <) eine partielle Ordnung und Py C P eine kofinale Menge, dann gilt Py =1 P.

Beweis. Wir betrachten die Funktion id : Py — P, die Identitdt auf Py. Da die Menge
Py kofinal ist, gibt es fiir jedes p € P ein ¢ € Py mit p < ¢. Somit kénnen wir uns nun
eine Funktion id* : P — Py definieren, die jedem p € P eine beliebige obere Schranke
in Py zuordnet. Wir behaupten die Funktionen id und id* sind beides Tukey-Funktionen
und zueinander dual.

Dafiir sei pg € Po und p € P beliebig mit id(py) < p. Somit gilt nun, wegen p < id*(p):
po = id(po) < p < id*(p). Somit ist id : Py — P ein Tukey-Funktion.
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Nun sei py € Py und p € P mit id*(p) < po. Wegen p < id*(p) folgt nun: p < id*(p) <
po = id(pp). Somit ist id* : P — P, eine Tukey-Funktion.
Insgesamt erhalten wir nun Py =7 P. O

Lemma 2.1.9. |Bartoszynski and Judah [1995] Lemma 2.3.6
M =r C. Beziehungsweise anders formuliert: Es gibt Funktionen ¢; : M — C und
] : C — M, sodass fiir jede Menge F' € M und jede Funktion S € C gilt:

pr(F)C7S — FCei(S)

Beweis. Fiir jedes n € wsei V,, = {V" : m € w} die in Lemma[2.1.7] konstruierte Familie
fir U = U,, und n = n?.

Wegen Lemma reicht es, wenn wir die Funktion ¢; nur auf einer Basis von M
betrachten. Wir definieren die ¢, auf der Standardbasis von M. Sei F' € M eine magere
Menge von Typ F,. Wir kénnen F schreiben als Vereinigung einer aufsteigenden Folge
von abgeschlossenen nirgends dichten Mengen (F), : n € w).

Nun definieren wir ¢ (F) = Sp € w¥ C C als:

Sp(n) =min{k €ew: F,NV =0} fiirn € w

Da F,, nirgends dicht und abgeschlossen ist, ist die Menge D := 2“\F,, offen und dicht
und laut Lemma gibt es ein k € w mit V;* C D. Also gilt fiir dieses k: F, NV* =0
und somit ist die obige Definition von Sg(n) korrekt.

Nun definieren wir die Funktion ¢7. Sei S € C gegeben, dann definieren wir ¢3(S) € M
durch:

i(9) =¥ =R\[] ﬂ v

new m>n 'LES

Da |S(m)| < m? fiir alle bis auf endlich viele m € w gilt, erhalten wir durch Lemma
fiir fast alle m:

0# () Vi"CUn

1€S(m)

Somit gilt F¥ € M.

Wir nehmen nun an, dass ¢1(F) = Sp C* § gilt. D.h. es existiert ein ny € w, sodass
Srp(m) € S(m) fir m > ny.

Wir beobachten, dass nun die Mengen

JnNveld N w
m2>nieS(m) m2n i=Sp(m)

disjunkt zu F,, fiir n > ngy sind.
Somit gilt nun %(S) = F¥ O F, was nun das Lemma beweist. O
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Beweis von Lemma[2.1.1] Die Funktion ¢ = ¢y 0¢; : M — N ist als Zusammensetzung
zweier Tukey-Funktionen wieder eine Tukey-Funktion. ]

Satz 2.1.10. |Bartoszynski and Judah [1995] Theorem 2.5.7
add(N) < add(M) und cof (M) < cof (N).

Beweis. Dieser Satz folgt direkt aus Lemma [2.0.12] und Lemma O

2.2 Dominierende und beschrankte Kardinalitat

Nun widmen wir uns den Abschétzungen fiir @ und b.
Dafiir sei K das o-Ideal generiert durch kompakte Teilmengen von w®.

Lemma 2.2.1. |Bartoszynski and Judah (1995] Lemma 1.2.3
Sei K C w” eine abgeschlossene Menge, dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) K ist kompakt.

(ii) Es gibt einen Baum 7', sodass die Menge der direkten Nachfolger succr(t) endlich
ist fiir jedes t € T und mit K = [T].

(iii) Es gibt ein f € w* mit K C {x € w* : Vn € w z(n) < f(n)}.

Beweis. ([)— (i) Da K abgeschlossen ist, gibt es einen Baum 7' mit K = [T']. Wir nehmen
an, es gebe ein n € w mit 7, unendlich. (Wobei T,, das n-te Level des Baums beschreibt.)
Dann ist die Menge {[s] : s € T},} eine offene Uberdeckung fiir K, fiir die es keine endliche
Teiliiberdeckung von K gibt. Somit hétten wir einen Widerspruch zur Kompaktheit von
K.

(i) — (i) Sei T ein Baum mit [7] = K und |sucer(t)] < oo fiir jedes ¢t € T. Daraus
folgt, dass fiir jedes n € w gilt, dass |T,,| < co. Somit kénnen wir eine Funktion f € w*
folgendermaBen definieren. f(n) = max{s(n) : s € T,,} + 1. Nun gilt offensichtlich fiir
jedes x € K: z(n) < f(n) fir jedes n € w.

([ — (@) Sei K C {z € w*:Vn € w z(n) < f(n)}.

Es reicht zu zeigen, dass C' := {z € w* : Vn € w x(n) < f(n)} kompakt ist, denn dann
ist K als abgeschlossene Teilmenge von C' kompakt. Fiir n € w definieren wir die Mengen
X, ={i € w:i < f(n)}. Da fiir jedes n € w die Menge X,, endlich ist, ist sie somit
auch kompakt. Nun gilt C' = [] . X, ist als Produkt von kompakten Mengen wieder
kompakt (Tychonoff). O

Lemma 2.2.2.
Jede kompakte Teilmenge von w® ist nirgends dicht. Speziell gilt I C M.
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Beweis. Sei K eine kompakte Teilmenge von w®. Da K abgeschlossen ist, miissen wir
nur zeigen, dass K ein leeres Inneres besitzt. D.h. wir miissen fiir jede offene Basismenge
zeigen, dass sie nicht ganz in K liegen kann. Es gibt wegen Lemma einen Baum
T mit K = [T, sodass die Menge der direkten Nachfolger succr(t) endlich ist fiir jedes
t € T. Sei [s] mit s € w<* eine beliebige Basismenge. Angenommen es gelte [s] C K, dann
miisste aber auch s € T'und s~ n € T gelten fiir jedes n € w. Somit hétte s unendlich
viele direkte Nachfolger in 7', was uns einen Widerspruch liefert. O

Lemma 2.2.3.
K={ACw*:3f ew” Vge A g<*f}

Beweis. Fiir die C-Richtung sei C' eine o-kompakte Menge (d.h. C' € K). D.h. es gibt
kompakte C; C w® fiir ¢ € w. Aus Lemma folgt, dass es fiir jedes C; eine Funktion
fi € w* gibt mit: C; C {z € w* : z(n) < f;(n) ¥n € w}. Nun definieren wir eine Funktion
f € w® folgendermafien:

f(n) :=max{fi;(n): i <n}

Sei nun x € C beliebig, dann gibt es ein ¢ € w mit z(n) < fi(n) fir jedes n € w. Da
fi(n) < f(n) gilt fir jedes ¢ < n, gilt z(n) < f(n) fur alle n > 4. Also erhalten wir
insgesamt: x <* f.

Fiir die O-Richtung sei f € w” und A C {g € w* : g <* f} gegeben. Fiir i € w definieren
wir jetzt folgende Mengen:

Ci:={gew:g@i) > f(i) und g(n) < f(n) Yn > i}

Somit gilt A C ., Ci- Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes i € w gilt: A; € K. Das konnen
wir mittels Induktion zeigen, indem wir passende Bji» e Kmit A; C B; finden. Wir
definieren:

JEW

B! = U{g ew’:g(i) <jund g(n) < f(n) Vn > i}
JEW
Es gilt offensichtlich A; C |, B! und mit Hilfe von Induktion kann man leicht sehen,
dass B} € K gilt. O

Lemma 2.2.4. |Bartoszynski and Judah [1995] Lemma 2.2.1
Es gelten add(K) = non(K) = b und cov(K) = cof (K) = 0.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass X C w* genau dann o-kompakt ist, wenn es eine
Funktion f € w* gibt mit X C Cp = {g e w” : g <* f}.

Sei nun F' C w¥. Falls F' eine dominierende Familie ist, dann ist die Menge {C} : f € F'}
eine Basis von K. Somit haben wir cof(K) < 9. Umgekehrt sei J;c Cy = w®, dann
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ist F' eine dominierende Familie und wir erhalten somit 0 < cov(K). Aus Lemma

erhalten wir cov(K) < cof(K) und somit insgesamt cov(K) = cof(K) = d.

Sei F' unbeschrankt in w®, dann gilt F' ¢ K, womit wir non(C) < b erhalten. Nun

sel Upep Cr ¢ K, dann ist F' unbeschrinkt in w* und somit gilt b < add(K). Aus

Lemma[2.0.7]erhalten wir add(K) < non(K) und somit insgesamt add(K) = non(K) = b.
[l

Der néchste Satz gibt uns einen Zusammenhang zwischen o-kompakten und mageren
Teilmengen von w®.

Satz 2.2.5. |Bartoszynski and Judah [1995] Theorem 2.2.2
(wwa S*) =r M

Beweis. Fir f € w” sei f'(n) =max{f(j):j <n}+1firn € w.
Wir definieren die Funktion ¢ : w* — M als:

p(f) ={zew < [}

Offensichtlich gilt p(f) € £ C M.

Wir werden zeigen, dass es sich bei ¢ um eine Tukey-Funktion handelt. Dafiir definieren
wir die Funktion ¢* : M — w* folgendermaflen: Sei F' eine magere Menge von Typ
F,. Dann gibt es eine Folge von abgeschlossenen nirgends dichten Mengen (F), : n € w),
sodass F' = |J,,c,, Fn ist. Durch Induktion definieren wir nun zwei Folgen (k, : n € w) und
(sp : n € w). Wobei k, natiirliche Zahlen und s, endliche Folgen sind. Wir setzen ko = 0
und nehmen an, dass k,, schon definiert sind. Nun definieren wir

sp = min{s € W<Vt € k=FVi <n [t7s] N E = 0}

w

(Wobei das Minimum in Hinsicht eine Aufzdhlung von w<“ mit Ordnungstyp w geben

ist.) Weiters definieren wir
kni1 = kn + |Sn] + max{s, (i) : i <|sp|} +1
Nun definieren wir p*(F') = fr, wobei
fr(n) = max{s,(i) : i <|s,|} fir n € w

Nun miissen wir noch iiberpriifen, dass f <* fr gilt, falls p(f) C F.

Dafiir nehmen wir an es gilt f £* fr. D.h. es gibt eine unendliche Folge X C w, sodass
f(n) > fr(n) fir alle n € X. Jetzt miissen wir ein x € w* finden, sodass z € o(f)\F
gilt.

Sei (x, : n € w) eine aufsteigende Aufzdhlung von X. Wir definieren = € w* folgender-
mafen:

r=070"...70 Ts; 0707 ... Spy
—_——
o

, mal kzo — kay — |szq | mal
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Somit gilt fiir jedes (w x € [(x] ks,)” S| und daraus erhalten wir aus der Definition von
Su;, dass © ¢ Fj gilt fiir j < x;. Da die x; eine streng wachsende Folge bilden, erhalten
wir insgesamt: x ¢ F' = J, ., Fn-

Um zu zeigen, dass x € ¢(f) gilt, miissen wir iiberpriifen, dass z(n) < f'(n) gilt fur alle
bis auf endlich viele n € w. So wie wir x definiert haben, gilt nun fiir i € w: z(i) = 0 oder
x(i) = s4,(l) fiir ein j mit k,;, < i und ein [ < |s,,[. Falls 2(i) = 0, dann gilt wegen der
Definition von f’ offensichtlich (i) < f'(i). Nun betrachten wir den Fall z(i) = s,,({).
Nun gilt z(7) < fr(z;) < f(x;) < f'(7), wobei die letzte Ungleichung wegen z; < k,; <'i
gilt.

Somit haben wir insgesamt x € ¢(f)\F, was den Beweis beendet. O

Der folgende Satz ist eine direkte Folgerung aus dem vorigen Satz und ist von besonderer
Wichtigkeit, um die Kardinalitdten b und 0 abzuschétzen.

Satz 2.2.6. |Bartoszynski and Judah [1995] Theorem 2.2.3
add(K) = add(KC, M) und cof (K) = cof (K, M).

Beweis. Wegen K C M folgt aus Lemma add(K) < add(K, M) und cof(K) >
cof (IC, M).

Nun wollen wir die anderen beiden Ungleichungen zeigen, dafiir sei {C, € K : o <
add(K)} eine Familie von Elementen von K, sodass (U, ,qqc) Ca ¢ K gilt. Fiir jedes o
finden wir ein f, € w*, sodass C, C {x € w* : x <* f,} gilt. Wir behaupten nun, dass
die Menge |J,, <add(K) ©(fa) nicht mager ist. Wir erinnern, dass fiir die Funktion ¢ aus
Satz gilt: o(f) € K fir f € w*. Wir nehmen an, dass es eine magere Menge F' gibt
mit (U, aaq00) ¢(fa) € F. Im Beweis von Satz haben wir gezeigt, dass fiir ¢(f) C F'
gilt: f <* ¢*(F). Somit gilt nun f, <* p*(F) fiir o < add(K). Daraus folgt

U Co C{rew” x <" (F)} ek

a<add(K)

was zu einem Widerspruch fithrt. Somit kann nun die Menge <add(K) ©(fo) nicht mager
sein und wir erhalten add(K) > add(KC, M).

Nun wollen wir die zweite Ungleichung zeigen, dafir sei {F,, € M : a < cof (K, M)} eine
Familie von mageren Mengen, sodass es fiir jede Menge A € K ein a gibt mit A € F,.
Sei F' = {¢*(F,) : a < cof (K, M)} zuerst wollen wir zeigen, dass F' eine dominierende
Familie in w* ist. Dafiir sei g € w* beliebig. Laut dem Beweis von Satzist o(g) € K.
Somit gibt es nun ein a < cof (IC, M) mit ¢(g) C F, und es gilt g C* ¢*(F,). D.h. fiir alle
g € w* gibt es ein o < cof (K, M) mit g <* p*(F,) und somit ist F’ eine dominierende
Familie in w®. Nun betrachten wir die Familie

B= {Ba eK:a<cof(,M)und B, ={x € w2 <* g&*(Fa)}}

Wir behaupten B ist eine Basis von K. Um das zu zeigen, sei A € IC beliebig, dann gibt
esein g € w* mit A C {x € w¥:x <* g} und ein a < cof (I, M) mit g <* ¢*(F,). Somit
gilt nun A C B,, was die Behauptung zeigt. Damit erhalten wir insgesamt cof(K) <
cof (K, M). O

37



Satz 2.2.7.

Es gelten folgende Ungleichungen:
add(M)
cov(M)

non(M)
cof (M)

IA A

und

b <0

Beweis. Aus Lemma und Lemma folgt b = add(K) < cov(K) = 0.
Aus Lemma Lemma und Satz erhalten wir:

add(M) < add(K, M) = add(K) = b = add(K) < non(M)
und

cov(M) < cof (K) =0 = cof (K) = cof (K, M) < cof (M)

Satz 2.2.8.
Es gelten alle Ungleichungen im Cichon-Diagramm.

Beweis. Das folgt direkt aus den Lemmata [2.0.6., [2.0.8.| und [2.0.10.| sowie den Satzen
2. 1.10] und 2271 O

Nun wollen wir die Kardinalitéten add(M) und cof (M) noch genauer beschreiben.

Definition 2.2.9.
Seien eine abzdhlbare dichte Menge @ = {g, : » € w} C R und eine wachsende Funktion
g € w* gegeben. Dann definieren wir die Menge

@ = U (=t + )

new m>n

Die Menge ()7 ist, wegen des Satzes von Baire, als Durchschnitt von abzéhlbar vielen

dichten offenen Mengen, wieder eine dichte Menge. Auflerdem ist Q9 offensichtlich eine
Gs Menge.

Lemma 2.2.10. |Bartoszyriski and Judah| (1995] Lemma 2.2.7

Sei F' eine abgeschlossene nirgends dichte Menge und () eine abzéhlbare dichte Menge,
sodass Q N F endlich ist, dann gibt es eine Funktion g© € w¥, sodass Q9 N F = () gilt fiir
jedes g € w* mit g <* g.
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Beweis. Sei Q = {q, : n € w}. Dann gibt es ein ng, sodass ¢, ¢ F gilt fiir jedes n > ny.
Wir definieren nun die Funktion g% folgendermafen:

1
—)ﬂF:(Z)} fiir n > ng

1
F = mi k : n — 7,4n
g (n) mln{ cw:|q k,q +k

g% (n) fiir n < ny kénnen wir beliebig definieren. Sei nun ein g mit g(n) > g% (n) fiir alle
n > n; gegeben. Dann gilt offensichtlich fiir alle n > max(ng, n):

FﬂU(qn— ,qn+ﬁ):®

Somit folgt nun F'N Q7 = 0. [

Lemma 2.2.11. |Bartoszynski and Judah (1995] Lemma 2.2.8
Sei Ny < k < cov(M) und {F, : @ < k} eine Familie von mageren Mengen. Dann gibt es
eine abzéhlbare dichte Menge @ C R mit:

QnJF.=0

a<k

Beweis. Fiir a < k definieren wir die Mengen
F.=F,+Q={z+4+q:z€F,,qeQ}

Die Mengen F! sind wieder mager (als abzdhlbare Vereinigung von mageren Mengen).
Somit gibt es wegen £ < cov(M), ein z € R\|J,, F},- Die Menge Q := z 4+ Q ist nun
eine abzéhlbare dichte Menge. Angenommen es gébe ein z € Q NJ, ., Fo, dann gibt es
ein ¢ € Q mit x = 2+ ¢ und ein a < k mit x € F,. Somit gilt aber z =z — ¢ € F, was
ein Widerspruch zu der Wahl von z war. Somit gilt nun @ N, Fo, = 0. n

a<k

Satz 2.2.12. |Bartoszynski and Judah [1995] Theorem 2.2.6
add(M) = min(b, cov(M))

Beweis. Aus Satz wissen wir, dass add(M) < min(b, cov(M)) gilt. Um die andere
Ungleichung zu zeigen, sei Xy < x < min(b, cov(M)) beliebig. Sei {F,, : a < Kk} eine
Familie von mageren F, Mengen. D.h. fiir jedes a < K gibt es abgeschlossene nirgends
dichte Mengen F¥ n € w mit F, = J, ., £y Nun betrachten wir die Familie {F : n €
w,a < k). Es gilt [{FY :n € w,a < k}| = k. Sei @ die abzdhlbare dichte Menge aus
Lemma . Mit Hilfe von Lemma erhalten wir nun Funktionen ¢ € w® fiir
a < kund n € w. Aus k < b gibt es nun eine Funktion ¢ € w® mit g/ <* ¢ fiir jedes
a < k und jedes n € w. Somit gilt nun wegen Lemma [2.2.10.

Cn|JF=nlJJFr=0

a<k a<k new

Da @9 eine dichte G5 Menge ist, ist |, ., F als Teilmenge von R\@Q? eine magere Menge.
Somit gilt nun add(M) < min(b, cov(M)). O
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Satz 2.2.13. |Bartoszyriski and Judah [1995] Theorem 2.2.11
cof (M) = max(non(M), )

Beweis. Aus Satz wissen wir, dass cof(M) > max(non(M),d) gilt. Um die andere
Ungleichung zu zeigen, sei max(non(M),d) = k. Seien nun Y = {y, : @ < K} eine nicht
magere Teilmenge von R und sei F' = {f, : @ < k} eine dominierende Familie von w*.
Fiir o < K definieren wir die abzéhlbaren dichten Mengen ), := Q + y,. Sei

A= {R\Qﬁﬁ ton, B < K}

Es gilt |A| = k und wir behaupten, A ist eine Basis von M. Um das zu zeigen, sei A eine
magere I, Menge. D.h. es gibt abgeschlossene nirgends dichte Menge A,,, n € w gibt mit
A = U, e, An- Fiir jedes n € w gibt es ein a < £ mit A, N Qq = 0. Um das zu zeigen,
nehmen wir das Gegenteil an. D.h. wir nehmen an A, N Q, # 0 fiir jedes @ < k. Dann
gibt es fiir jedes o < K ein q, € Q und ein a, € A, mit y, = a, + q,. Wir betrachten
die Menge A! = A, + Q. Diese Menge ist als abzidhlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen mager. Nun gilt aber Y C A’ | was ein Widerspruch dazu ist, dass Y nicht mager
ist. Somit gibt es nun ein o < k mit A, N Q, = 0.

Sind die g € w* die Funktionen aus Lemma Wir definieren uns nun die Funktion
g? € w* folgendermaBen:

g™ (i) = max{g™ (i) : n < i}

Offensichtlich gilt g4 <* g fiir jedes n € w. Da F eine dominierende Familie ist, gibt
es ein 8 < k mit g <* f5. Somit gilt nun, wegen Lemma [2.2.10., A, N Qﬁﬁ = () fiir jedes
n€wund somit A=J _ A, CR\Q¥Y € A. O

new
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3 Forcing

In diesem Kapitel werden wir das Martin’sche Axiom und verschiedenste Forcings be-
trachten und ihre Auswirkungen auf das Cichon-Diagramm. Wir richten uns nach [Barto-
szynski and Judah| [1995].

Definition 3.0.1. Martin’sche Axiom
Sei P eine Kollektion von Forcing-Notions und s eine Kardinalzahl. Dann definieren wir
die folgende Aussage:

MA,(P): Fiir jedes P € P und fiir jede Familie D von dichten Teilmengen von P mit
|D| < k gibt es einen Filter G C P mit GND # 0 VD € D.

Spezieller definieren wir das Martin’sche Aziom:
MA(P): Vi < 2% gilt MA,(P)

Sei P eine Forcing-Notion, wir werden statt MA,({P} bezichungsweise MA({P}) der
Einfachheit halber MA, (P) beziehungsweise MA(P) schreiben.

3.1 Random-Forcing

Wir betrachten die Menge By der Borelmengen modulo dem Ideal der Nullmengen, wie
in Definition [1.2.7] Wobei [A]y < [Bly : & A\B € N definiert ist.

Satz 3.1.1. |Bartoszynski and Judah [1995] Theorem 3.1.8
Es gilt:

MA(By) = cov(N) = 2%

Beweis. Wir arbeiten in 2¥. Sei T = {7}, : n € w} eine Familie von paarweise disjunkten
abgeschlossenen Mengen von positiven Maflen mit (|J,,,, 7)) = 1. Dann definieren wir
die folgende Menge:

Dy = {[T]|n : T abgeschlossen (7)) >0 und In T C T,}

Die Menge D7 ist dicht in Bys, denn sei ein [A|y € By mit p(A) > 0 gegeben. Dann gibt
es eine abgeschlossene Menge C' mit p(C) > 0 und C' € A. Wegen p(lJ,,c,, Tn) = 1 findet
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man nun ein n € w mit (7, N C) > 0. Da T := T,, N C wieder abgeschlossen ist, gilt
[T)n € Dy und [Ty < [Aln.

Sei k < 2% und {4, : a < k} eine Familie von Nullmengen gegeben. Fiir jedes a < &
konnen wir ein 7, finden mit A, N, Ty = 0. Sei D = {D7, : a < } die Familie
der dazugehérigen dichten Mengen. Wegen MA (Byr) und x < 2% gibt es nun einen D-
generischen Ultrafilter, d.h. es gilt GNDr, # 0 fiir jedes o < . Mit Hilfe von Lemmal[l.2.9]

erhalten wir:

GNDr, #0 < zce | Ty (3.1)

new
Somit erhalten wir aus A, NJ,,c, T = 0, dass z¢ ¢ U, Aa gilt, d.h. U, Aa # 2%
Insgesamt erhalten wir nun cov(N') > 2% und wegen Satz cov(N) = 2%, O

Mit diesen Ergebnissen veréndert sich unter der Annahme MA (By) das Cichon-Diagramm
folgendermaBen, (wobei Pfeile < und Doppellinien = représentieren):

—— 9o

cov(N) non(M) cof (M) cof (N)

Ny add(N) —— add(M) —— cov(M) —— non(N)

3.2 Cohen-Forcing

Wir betrachten die Menge By der Borelmengen modulo dem Ideal der mageren Mengen
wie in Definition [1.2.7.] Wobei [A]p < [Bjm @ & A\B € M definiert ist.

Lemma 3.2.1. |Kechris [2012] Proposition 8.22
Sei A eine Borelmenge, dann gibt es eine offene Menge U mit [A]yp = [U]m

Beweis. Sei U eine offene Menge, dann ist die Menge U\U abgeschlossen und nirgends
dicht und somit auch mager. Sei F eine abgeschlossene Menge, dann ist F'\ Int(F) abge-
schlossen und nirgends dicht. Somit erhalten wir [U]xy = [U] v und [Flag = [Int(F)] -
Somit haben wir die Behauptung fiir A € 3? beziehungsweise fiir B € TV gezeigt.

Sei v < w;. Wir nehmen an, wir haben die Behauptung schon fiir alle A € X% und alle
B € IIY mit a < v gezeigt.

Sei A € Eg beliebig, dann gibt es fiir jedes n € w ein o, < 7 und B, € Hgn mit
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A = U, e, Bn. Fiir jedes B, gibt es nun wegen unserer Annahmen eine offene Menge U,
mit [B,]pm = [UnJm. Da die Vereinigung abzdhlbar vieler magerer Mengen wieder mager
ist, folgt [Alpm = [Unew Un) v Die Menge [, ¢, Uy ist als Vereinigung abzéhlbar vieler
offener Mengen offen und somit folgt die Behauptung fiir A € 22'

Sei B € II beliebig, dann gibt es ein A € XJ mit B = R\A. Wie wir gerade gezeigt
haben, gibt es eine offene Menge U mit [A]y = [U]pm. Nun gilt [R\AJy = [R\U]m =
[Int(R\U)]os. Somit haben wir die Behauptung fiir B € IIY) gezeigt. O

Satz 3.2.2. |Bartoszynski and Judah| [1995] Theorem 3.1.8
Es gilt:

MA (By) = cov(M) = 2%

Beweis. Wir arbeiten in 2¢. Sei U C 2¥ eine offene dichte Menge. Definiere nun die Menge
Dy ={[U'|pm : U C U U" # 0 ist offen}

Die Menge Dy ist dicht in Bpy. Denn sei [A]y € Bug, dann gibt es wegen Lemma
eine offene Menge U mit [A]x = [U]s. Da U eine dichte offene Menge ist, ist auch die
Menge U’ := UNU # 0 offen. Nun gilt U] < [A]u. Sei Rg < # < 2% und {A, : a < x}
eine Familie von mageren Mengen gegeben. Fiir jedes a < k gibt es abgeschlossene
nirgends dichte Mengen F, mit n € w mit A, C |, .. F%. Nun definieren wir die offenen

new n
dichten Mengen U := 2°\F? fir o < x und n € w. Es gilt A, N, c, VY = 0. Nun
definieren wir die Familie D := {Dye : n € w und a < s} von dichten Mengen in

By Wegen Ry < k < 2% gilt |D] < k < 2%, Somit gibt es wegen MA(By) einen D-
generischen Ultrafilter, d.h. es gilt G N Dya # 0 fiir alle n € w und o < x. Mit Hilfe von
Lemma [[.2.9] erhalten wir:

GNDye #0 <= z¢ €Uy (3.2)
Somit erhalten wir aus Aq N[, US = 0, dass z¢ ¢ U, Ao gilt, d.h. U, Aa # 2%
Insgesamt erhalten wir nun cov(M) > 2% und wegen Satz cov(M) = 2%, O

Mit diesen Ergebnissen veréndert sich unter der Annahme MA (B,,) das Cichoni-Diagramm
folgendermaBen, (wobei Pfeile < und Doppellinien = représentieren):

cov(N) —— non(M) —— cof (M) cof (N) === 2%
b —— 0
N, add(N) —— add(M) —— cov(M) non(/N\)
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3.3 Amoeba-Forcing

Definition 3.3.1.
Wir definieren die folgende partielle Ordnung (A, <), auch Amoeba-Forcing genannt:

A= {U C[0,1]: U offen, p(U) < %}

U, <U & Uy 20U

Definition 3.3.2.
Eine Menge A heifit Tail-Set, falls A + Q = A gilt.

Lemma 3.3.3. 0-1 Gesetz|Bartoszyniski and Judah [1995] Lemma 1.2.7
Jedes messbare Tail-Set hat Mafl 0 oder 1. [J

Satz 3.3.4.
Es gilt:

MA(A) = add(N) = 2%

Beweis. Sei Rg < k < 2% und A = {A, € N : a < k} eine Familie von Nullmengen.
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass fiir jedes @ < x und r € Q gilt: A, +r € A. Fiir
jedes v < k und jedes n € w gibt es offene Mengen U mit p(Ug) < £ und A, C Ug.
Wir definieren nun folgende Mengen :

D, ={Ue€A:A, CU}

1 1 1

Diese Mengen sind dicht in A, denn sei A € A beliebig, d.h. A ist offen und es gilt
1(A) < 3. Dann gibt es ein n € w mit + < 1 — y(A). Somit gilt nun p(AUUZ) < 1 und
AU U ist offen. Wegen A, C US gilt nun insgesamt AU U € D,. D.h wir finden zu
jedem A € A ein U € D, mit U < A. Somit ist D, dicht in A.

Nun zeigen wir die Dichtheit von E,, in A. Sei U € A beliebig gegeben. Wir definiere uns
die Funktion f : [0,1] — [w(U), 1] mit f(z) = (U U (0, z)). Diese Funktion ist stetig, sie
ist sogar Lipschitz-stetig. Denn seien x; < x, dann gilt f(z2) — f(z1) < 29 — 1.

Aus f(0) = u(U) und f(1) = 1 und der Stetigkeit von f, gibt es nun wegen dem Zwi-
schenwertsatz, ein zo € [0,1] mit 3 — 2 < u(U U (0,20)) < 3. Die Menge U U (0, zo) ist
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offen und liegt somit in E,, und es gilt U C U U (0, zy). Somit ist FE,, dicht in A.
Nun definieren wir die Familie von dichten Mengen:

D:={D,:a<k}U{E, : ncw}

Wegen MA(A) gibt es nun einen D-generischen Filter G. D.h. GND,, # () fiir jedes a < &
und G N E, #  fiir jedes n € w. Da A, C U fiir jedes U € D,, gilt, erhalten wir:

UC:::LJ U>2 LJ<AQ

UveG a<k

Wie wir jetzt zeigen werden, gilt (Ug) = 5. Sei n € w beliebig. Da G ein D-generischer
Filter ist, gibt es ein U, € G N E,,. Somit gilt fiir jedes n € w:

D.h. u(Ug) > L.
Um zu zeigen, dass u(Ug) < 5 gilt, sei {B, : n € w} eine Basis der Topologie auf [0, 1]
(z.B. die Intervalle mit rationalen Endpunkten). Wir definieren die Menge

K:={new:3U € G, B, CU}

Sei x € Ug, dann gibt es ein U € G, sodass x € U gilt. Da U offen ist, gibt es, da die B,,
eine Basis der Topologie bilden, ein n € w mit x € B,, C U, also speziell gilt auch n € K.
Daraus folgt:

Ue=|JU=|JB.

UeG nekK

Nun gilt 4(Ug) = w(U,cx Brn)- Seien die U, jene Elemente aus G mit B, C U,. Sei
I C w mit |I| < oo beliebig. Da G ein Filter ist, erhalten wir, dass u(U;c; Un) < 3 gilt.
Somit gilt nun auch: p(U,c; Bn) < tt(Uie; Un) < 3- Nun gilt 1(Us) = p(U,cx Bn) < 3.
Insgesamt erhalten wir u(Ug) = 1.

Aus A, +7r € Aund Us 2O U

Ay folgt: ,co(Ua +7) 2 Uapep Aa- Da die Men-

a<k €Q
ge Nyeg(Ua + 7) ein Tail-Set ist und u(Ug) = 5 gilt, folgt aus Lemma [3.3.3) dass
:U’(n'rGQ(UG + 7)) = 0 gilt und somit auch ,LL(UMH A,) =0.

Damit erhalten wir insgesamt add(N') > 2% und aus Satz folgt somit add(N') = 2%,
[

Mit diesen Ergebnissen verdndert sich unter der Annahme MA(A) das Cichon-Diagramm
folgendermaflen, (wobei Pfeile < und Doppellinien = repriisentieren):
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cov(N) non(M) cof (M) cof (N) === 2%
b 0
Ny add(N) add(M) cov(M) non(AN)

3.4 Hechler-Forcing

Satz 3.4.1.
Wir definieren die folgende partielle Ordnung (D, <) auch Hechler-Forcing oder Dominating-
Forcing genannt:

D:={(n,f):n€w,few}

(M, f)<(nf) o n'>n, fin=fln
und Vi € w f'(i) > f(i)

Satz 3.4.2.
Es gilt:

MA(D) = b = 2™

Beweis. Sei Rg < k < 2% und F = {f, € w* : @ < k} eine Familie von Funktionen
gegeben. Wir definieren die folgenden dichten Mengen in D:

D, :={(n,f):ne€wund f(i) > f.(i) Vi > n}
E,n:={(n,f):n>mund f € w*}
Um die Dichtheit dieser Mengen zu zeigen, sei (n, f) € D beliebig. Wir definieren (n’, f’)
folgendermaflen: n' = max(n,m), f'In’ = fIn' und f'(i) = max(f (i), fo(7)) fir i > n'.
Nun gilt offensichtlich (n’, f') < (n, f) und (n/, f') € D, N E,,,. Somit sind die Mengen

D, und FE,, dicht in D.
Wir definieren nun die Familie

D:={D,:a<k}U{E, :mecw}
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von dichten Mengen in . Es gilt |D| = x und somit folgt, wegen MA (D), dass es einen
D-generischen Filter G gibt. D.h es gilt G N D, # 0 fiir alle « < k und G N E,, # 0 fiir
alle m € w.

Wir wissen, es gilt f, <* f fiir jedes (n, f) € D, o < k. Wir wollen nun eine Funktion
g € w¥ finden, sodass es fiir jedes o < k ein (n, f) € D, gibt mit f <* g. Wenn wir so
ein g gefunden haben, erhalten wir somit f, <* g fiir jedes o < x und somit gilt b > 2%,
Wir definieren uns die gesuchte Funktion g folgendermaflen:

= U fin

(n,f)eqG

Zuerst miissen wir uns iiberlegen, dass g wohldefiniert ist. Dafiir seien (nq, fi), (no, f}) € G
beliebig. Da G ein Filter ist, gibt es ein (0, f') € G mit (v, f') < (ny, f]) und (0, f') <
(ng, f3). O.B.d.A sei ny < ngy, dann folgt somit n’ > ny > ny und fi[ny = f'Ing = filny.
Somit erhalten wir, dass g[n; wohldefiniert ist.

Nun miissen wir noch zeigen, dass ¢g auf ganz w definiert ist. Sei n € w beliebig. Da
GNE,1 # 0 gilt, gibt es ein (n+ 1, f) € G. Somit ist g(n) = f(n) definiert.

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass g die Eigenschaft f <* g fiir alle (n, f) € G erfiillt,
denn dann gibt es fiir jedes o < k, wegen G N D, # (), ein (n, f) € GN D, mit f <*g
Um das zu zeigen, sei (n, f) € G beliebig. Fiir i > n gibt es, wegen G N EH—I # (), ein
(1+1, f}) € G. Wieder finden wir, da G ein Filter ist, ein (n’ f) € Gmit (0, f') < (n,f)
und (n/, f') < (i + 1, f/). Daraus folgt: n’ > ¢ + 1 und g() = f'(i) > f( ). Was die
Behauptung zeigt.

Somit gilt b > 2% und aus Satz folgt insgesamt b = 2%, O
Satz 3.4.3.
Es gilt:

MA(D) = cov(M) = 2%

Beweis. Wir betrachten 2¥. Sei Ry < £ < 2%, Sei A = {A, : a < k} eine Familie
von 0.B.d.A. abgeschlossenen nirgends dichten Teilmengen von 2“. Fiir jedes a < &,
sei T, = {fIn: f €A, necw} Da A, abgeschlossen ist gilt: A, = [T,]. Weil A,
abgeschlossen und nirgends dicht ist, gilt fiir jedes s € 2<%: [s] € T,. D.h. fiir jedes
s € T, gibt es ein s’ ¢ T, mit s’ D s.

Fiir &« < k und m € w definieren wir nun folgende Teilmengen von D:

Do :={(n, f): (fIn) mod 2 ¢ T,,}
E,n={(n,f):n>mund f € w*}

Wir behaupten, diese Mengen sind dicht in D. Um das zu zeigen, sei (ng, fo) € D beliebig,
dann gilt (max(ng,m), fo) < (ng, fo) und (max(ng,m), fo) € E,,. Somit ist FE,, dicht.
Weiteres nehmen wir an sg := (ng, fo) mod 2 € T,,. Dann gibt es ein s; € 2 mit s; & Ty,
s1 2 So und ny := |s1| > ng. Nun kénnen wir eine Funktion f; € w* finden, sodass
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Folgendes gilt: fi[ng = fol no, (f n1) mod 2 = s; und f; > fo. Somit gilt (nq, f1) <
(no, fo) und (nq, f1) € D,. Also haben wir die Dichtheit von D, gezeigt.
Nun definieren wir folgende Menge von dichten Mengen in D:

D:={D,:a<k}U{E, :mecw}

Wegen |D| = k und MA(D), gibt es einen D-generischen Filter G. Wir definieren uns nun
folgende Funktion g € 2¢:

g .= U (fIn) mod 2

(n,f)eG

Analog zum Beweis von Satz kann man zeigen, dass die Funktion g wohldefiniert
ist.

Fiir jedes a < k gibt es, weil G ein D-generischer Filter ist, ein (n,, fo) € GN D,. D.h.
fo € Gund fo[ne ¢ T, und somit gilt, wegen g 2 fo[na, g ¢ [To] = Aa.

Also haben wir insgesamt ein g € 2\ |J__._ A, gefunden. Somit gilt nun cov(M) > 2%

a<k

und wegen Satz insgesamt cov(M) = 2%, O
Satz 3.4.4.
Es gilt:

MA(D) = add(M) = 2%

Beweis. Das folgt direkt aus den Sétzen [2.2.12.] [3.4.2./und [3.4.3.| O]

Mit diesen Ergebnissen verindert sich unter der Annahme MA (D) das Cichon-Diagramm
folgendermaBen, (wobei Pfeile < und Doppellinien = représentieren):

cov(N) ——— non(M) cof (M) cof (N) === 2%
b [
Ny add(N) —— add(M) cov(M) non(AN)
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3.5 Kofinalitat des Marczewski-ldeals

Definition 3.5.1.
Wir definieren das Marczewski-Ideal S° folgendermafen:

SO = {X C2¥: VT C 2= perfekten Baum 37" C T perfekten Baum mit [7] N X = 0}

SY ist ein o-Ideal auf 2¢, welches zumindest alle Singletons beinhaltet.

Beweis. Sei X € S und A C X gegeben. Sei T C 2<% ein perfekter Baum. Da X € S°
gilt, gibt es einen perfekten Baum 77 C T, mit [7"] N X = (. Somit gilt aber auch
[T]NA=0. Also gilt A € S°.

Seien X, X5 € S° gegeben und sei T C 2<% ein beliebiger perfekter Baum. Da X; € S°
gilt, gibt es einen perfekten Baum 7" C T mit [T'] N X; = (). Wegen X, € S° gibt es nun
einen perfekten Baum 77 C 7" mit [7”] N Xy = (. Somit gilt nun [7”] N (X; U X5) = 0.
Insgesamt erhalten wir, dass X; U X, € S° gilt. Damit ist S° ein Ideal.

Nun miissen wir noch zeigen, dass es o-additiv ist. Dafiir seien X,, € S° fir n € w
gegeben. Sei T' C 2<% ein perfekter Baum. Wir definieren die Menge der Splitknoten von
T folgendermaflen:

split(T) ={s €T :570,s 1T}
Weiteres definieren wir fiir n € w die folgenden Mengen:
split,, (T) = {s € split(T') : |{t € split(T) : t C s}| = n}

Man kann leicht sehen, dass | split,,(7')] = 2" gilt. Wir werden nun induktiv einen perfek-
ten Baum 7" C T konstruieren, sodass [T"] N X,, = 0 fiir jedes n € w gilt. Wegen X, € S°
gibt es einen perfekten Baum Ty C T mit [Ty] N X = (. Sei s das eindeutige Element
aus splity(7p). Wir betrachten nun die folgenden perfekten Baume T} o, To1 C 7.

Too={t€Ty:sy70Ct}U{teTy:tC sy}
Ton={teTy: sy 1CtIU{teTy:tC sy}

Nun gibt es wegen X; € S° zwei perfekte Baume Tj , € Ty und 775, € To,; mit T ;N X, =
0 und Tp ;N X, = 0. Nun gilt fiir 7 := T3 (UTg ,, dass Ty € Ty perfekt ist und 71N X, = 0.
AuBerdem gilt s370 € Ty und s3~1 € T7.

Sei T,, schon definiert, dann betrachten wir split,,(7,,) = {sI": 1 <i < 2"}. Fir1 <¢ < 2"
definieren wir:

)

Thin={t€e2:tCsPtu{te2~ :s!1C¢}

(]

Thio:={te2:tCstu{te2¥ s 0Ct}

49



Diese Baume sind wieder perfekt. Wegen X,, € S° gibt es nun perfekte Biume Tﬁ,z‘,o CThio

und 7}, ;, € Ty 50 mit T, ;0N X, = D und 77 ; ;N X, = (). Nun definieren wir den perfekten
Baum T, ., C T, folgendermaflen:
277.
Tog1 = U (Ty,m,o U Té,i,l)
i=1

Es gilt T,,1 N X,, = 0 und s?70 € T,,,1 und s?71 € T, fiir jedes 1 < i < 2", Nun
konnen wir 7" := (), o, T definieren. Wir sehen, dass split(7) = {s} : n € w, 1 <7 < 2"}
gilt. Fiir jedes n € w und jedes 1 < i < 27 gilt: s770 C si;t, und s?71 C sh;!. Daraus
folgt, dass T" ein perfekter Baum ist. Wegen 7" C T,, gilt auBlerdem fiir jedes n € w,
T'"NX,=0.Dh T"NU,c, X» = 0. Insgesamt erhalten wir somit J, ., X, € S°. O

Lemma 3.5.2.
Sei C' C 2% abgeschlossen, dann gilt |C| < R, oder es gibt eine perfekte Menge P C 2¢
mit P C C.

Beweis. Fiir C C 2¥ abgeschlossen, definieren wir die Menge K folgendermaflen:
K:={zeC:VYnecw|B(z,1\n)NC| >Ny}

Zuerst werden wir zeigen, dass |C\ K| < Rq gilt. Dafiir sei (B, : n € w) eine abzihlbare
Basis der Topologie auf 2¢. Fiir jedes y € C\K gibt es ein n € w mit y € B, und
| B, N C| < Ng. Somit gilt nun:

C\K €| J{B.NC B, NC| <}

Deswegen gilt nun |C\ K| < N,.

Wir betrachten nun zwei Félle. Der erste Fall ist, dass K = (). Somit gilt nun |C| =
|C\K| < Ng. Der zweite Fall ist, dass K # () gilt. Nun wollen wir zeigen, dass in diesem
Fall K perfekt ist. Sei x € K beliebig, wir miissen zeigen, dass x nicht isoliert ist in K.
Wegen x € K, gilt fiir jedes n € w |B(z, 1\n)NC| > Ny. Da |C\ K| < Nq gilt, gibt es nun
ein y, € K N B(z,1\n). Somit ist = nicht isoliert in K. Da x € K beliebig war, ist die
Menge K perfekt. O

Definition 3.5.3.
Wir definieren das Sacks-Forcing (S, C) folgendermafen:

S:={T C 2¥:T perfekter Baum}
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Lemma 3.5.4.
Es gibt eine maximale Antikette (T}, : o < 2%) von S, sodass fiir jedes o, 8 < 2% mit

a # [ gilt:
[T.)N [T =0

Beweis. Sei {f, € 2¥ : a < 2%} eine Familie paarweise verschiedener Funktionen. Wir
definieren die perfekten Béume F, := {s € 2<¢ : s(2n) = f,(n), Y0 < 2n < |s|}. Nun
gilt f € [F,] genau dann, wenn f(2n) = f,(n) gilt fir jedes n € w. Da die f, alle
verschieden sind, gilt nun [F,] N [F5] = 0 fiir alle , 8 < 2% mit o # £. Somit ist die
Familie {F, : a < 2%} eine Antikette in S, doch diese Antikette ist nicht unbedingt
maximal.

Sei {P, : a < 2%} die Familie aller perfekten Biiume. Wir werden eine Menge S C 280
mit |S| = 2% finden und uns T}, fiir & € S konstruieren, sodass fiir jedes 0 < 3 < 2%
gilt:

(B¢S+ (FyeSAy<BAPs LT))A(BES Ty C Fy)

Zusitzlich werden unsere T, fiir o € S noch erfiillen, dass entweder fiir jedes 8 < 2%
[T.] L [Fp] gilt, oder es gibt ein 3 < 2% mit [T,,] C [Fjs].

Wir definieren 0 € S und Ty = Fy. Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im ersten
Fall sei ein v < 2% gegeben, sodass esein 8 € S, 8 < a gibt mit P, Y Tj. Dann definieren
wir o ¢ S. Im zweiten Fall sei @ < 2% gegeben mit P, L T fiir jedes 8 € S, B8 < «, dann
definieren wir a € S. Es gilt nun fiir jedes § € S, § < a [P,|N[1}3] ist abgeschlossen und
enthélt keine perfekte Teilmenge. Somit gilt nun, wegen Lemma [3.5.2] [[Pa] N [T3]] < Rq.
Wir definieren uns nun die Menge:

Xo = |J (RN [T)

BES,
B<a

Nun gilt offensichtlich |X,| < |a| - Ry < 2%. Unterhalb von P, finden wir 2% viele
disjunkte perfekte Mengen {[P,.] : 7 < 2%} (analog zu den F,,). Somit gibt es nun ein
v* < 2% mit [P,.+] N X, = (. Wir definieren nun 7, := [P, .+|. Aus der Definition von
X, folgt, dass [T/ N [Tp] = 0 fur jedes § € S, § < a gilt. Falls [T},] L [F,] gilt fur jedes
v < 2% definieren wir T, = T.. Ansonsten gibt es ein v < 2™ und einen perfekten Baum
P mit [T.] N [F,] 2 [P]. In diesem Fall definieren wir 7,, = P.

T, erfiillt nun die gewiinschten Eigenschaften. Die {T,, : « € S} bilden eine Antikette.
Da es zu jedem 3 < 2% ein a € S, o < B mit [T,] L [Ps] gibt, ist diese Antikette sogar
maximal.

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass |S| = 2% gilt. Da {T,, : a € S} eine maximale
Antikette in S ist, gibt es fiir jedes 8 < 2% ein « € S mit [Fj] £ [T,]. Somit gilt wegen
unserer zusétzlichen Voraussetzung an T, dass [T,,] C [Fjp] gilt. Da die [Fj] eine Antikette
bilden, gilt nun wirklich S = 2%, was unseren Beweis beendet. O
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Satz 3.5.5.
Es gilt:

cof (S%) > 2%

Beweis. Angenommen, es gebe eine Basis (B, : a < 2%) von S°. Sei (T, : a < 2%)
die maximale Antikette von S aus Lemma [3.5.4] Sei a@ < 2% beliebig, da [T,] perfekt
ist und somit nicht in S° liegt, gilt [T,] € B,. Fiir jedes v < 2™ finden wir somit ein
fo € [Ta]\Ba- Wir definieren nun die Menge X := {f, : @ < 2%}. Es gilt offensichtlich
X ¢ B, fiir jedes a < 2%, Wir behaupten es gilt X € S° Dann hitten wir einen
Widerspruch dazu, dass die (B, : a < 2%0) eine Basis von S° sind.

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass X € S° gilt. Dafiir sei T C 2<% ein beliebiger
perfekter Baum. Da (T, : a < 2%°) eine maximale Antikette ist, gibt es ein a < 2% und
einen perfekten Baum 7" C 2<¥ mit [T N [T,] 2 [1"]. O.B.d.A. koénnen wir annehmen,
dass f, ¢ [T"] gilt. Somit erhalten wir, [T"] N X = . Also gilt insgesamt, dass = € S°
gilt. [l

Bemerkung 3.5.6.

Sei 7 ein o-Ideal auf 2¢, welches zumindest alle Singletons beinhalten. Falls es eine Borel-
Basis von Z gibt, dann gilt cof(Z) < 2%. Aus Satz kann nun das Marczewski-Ideal
SY keine Borel-Basis besitzen.
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