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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Der Differenzenoperator

Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen Zahlen, mit No = NU {0}
die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null und mit K den Kérper C der
komplexen Zahlen oder den Korper R der reellen Zahlen.

Definition 1.1. Eine unendliche Folge (y(k))ren, := (¥(0),y(1),y(2),...)
von Elementen aus K ist formal definiert als eine Abbildung

: {NO — K (1.1)

die jedem Index k € Ny ein Folgenglied y(k) € K zuordnet.

Definition 1.2. Mit KYo := {y|y: Ny — K} wird die Menge aller un-
endlichen Folgen in K bezeichnet. Mit komponentenweiser Addition und
skalarer Multiplikation bildet (KNo, 4 .) einen Vektorraum iiber dem Kérper
K.

Sind (2(k))keng, (¥(k))ken, € KMo unendliche Folgen und « € K, so gilt

e (0,0,...) e KMo
o (x(k))reny + (W(E))ken, = ((k) + (y(k))ren,
o a(z(k))ken, = (ax(k))ren,

Auf dem Vektorraum (KMo, 4. .) kénnen drei Operatoren I, E und A von
KMo nach KNo definiert werden:

o I(y(k))x == (y(k)x
o E(y(k))k = (y(k+ 1))

)
o A(y(k))r == (y(k+1) —y(k))
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Der Operator I bezeichnet den Identitits-Operator, E den (Vorwirts-)
Shift-Operator und A den (Vorwiérts-) Differenzenoperator. Zwischen
diesen Operatoren besteht folgender Zusammenhang:

A=FE—-I,  E=A+ToderI=FE-A

Definition 1.3. Sei (y(k))r € KNo eine Folge mit Elementen aus K, dann
bezeichnet

Aly(k))k = (y(k + 1) = y(k))x
die erste Differenz von (y(k))g.

Bemerkung 1.1. Falls kein Anlass zu Verwechslungen besteht, kénnen wir im
Folgenden die Klammern weglassen, und schreiben Ay(k) statt A(y(k))g.

Definition 1.4. Unter der zweiten Differenz von (y(k)) versteht man die
erste Differenz der ersten Differenz, d.h.

A?y(k) = A(Ay(k)).
Fiir n € N ist die n-te Differenz definiert als:
Amy(k) = AA (k). (1.2)
Sie lésst sich mit dem binomischen Lehrsatz darstellen als

Aly(k) = (B = 1)"y(k)

(5) -0yt (13)

7

1
s ||‘M:
o

)

(7) (—1)iy(k +n — ).

1=0

Im Folgenden zeigen wir, dass der Differenzenoperator A das diskrete
Analogon des Differentialoperators D aus der Analysis ist.

Lemma 1.1. Sei (z(k)), (y(k)) € KNo und a € K, dann gilt
a) A ist homogen: A(ay(k)) = aAy(k)
b) A ist additiv: A(x(k) +y(k)) = Ax(k) + Ay(k)

Der Differenzenoperator A ist ein linearer Operator.

Beweis.  a)

A(ay(k)) =(ay(k + 1) — ay(k))
=a(y(k +1) —y(k)) = aAy(k)

6
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b)

Alx(k) +y(k)) =(x(k + 1) +y(k + )) (z(k) +y(k))
=(x(k+1) —x(k) + (y(k+1) —y(k) =
=Axz(k) + Ay(k)

O]

Lemma 1.2. Der Differenzenoperator A erfillt das diskrete Analogon des
Fundamentalsatzes der Analysis E| fiir a,b € Ng mit a <b.

h—
o) £ Ayl = y(0) - y(o

) A(S i) =t

Beweis.  a)

b—1
> Ay(k) =Ay(d—1) + Ay(b—2) +--- + Ay(a) =
k=

=[y(b) —yb -]+ [yb—1) —y(b—2)] + -+ [yla+1) -

=y(b) —y(a)
b)
k—1 k k—1
A(Zy@)) =3 ) - Y uli) =
=0 1=0 =0
— (0) 4 -+ y(R)] — [9(0) + -+ gk — 1)) =
=y(k)

Lemma 1.3. Seien (z(k)), (y(k)) € KNo. Dann gelten folgende Rechenregeln
fiir die erste Differenz von Produkt und Quotient:

a) Az(k)y(k)) = x(k)Ay(k) + Ey(k)Ax(k)
b) Az(k)/y(k)) = (y(k)Ax(k) — 2(k)Ay(k)) / (y(k) Ey(k))

!Fundamentalsatz der Analysis:
f f(t)dt = f() f(a)
3 ([, f(0)dt) = f(x)
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Beweis.  a)
Az(k)y(k)) = z(k + Dy(k + 1) — z(k)y(k)
=z(k+Dylk+1) —z(k)y(k+1)
+a(k)y(k+1) — z(k)y(k)
= Ax(k)Ey(k) + x(k)Ay(k)
b)
A:c(k) z(k+1) (k)
y(k) y(k+1)  y(k)

y(k)z(k+ 1) —y(k + 1)x(k)
y(k)y(k+1)
y(k)x(k +1) —y(k)z(k) + y(k)z(k) — y(k + 1)z(k)
y(F)y(k+1)
y(k)Ax(k) — x(k)Ay(k)
y(k)Ey(k)

O

Bemerkung 1.2. Die erste Differenz von einem Produkt bzw. Quotient ent-
spricht daher der ,,Produktregel” bzw. ,, Quotientenregel“, die aus der Analy-
sis bekannt sind. Man beachte dabei das Auftreten des Shiftoperators E in
Lemma [T.3

Satz 1.4. Sei m € Ny und q ein Polynom vom Grad m, und seien a,b €
K\{o}. Es existiert dann ein Polynom r mit (E — aI)(q(k)b*) = r(k)b*, fiir
das gilt

m—1 fira=5b

m fira#b

(Dabei verstehen wir hier unter einem Polynom vom Grad -1 das Nullpolynom).

grad(r) =

m .
Beweis. Sei das Polynom ¢(k) = > a;k* mit Koeffizienten aq,...,a, € K
i=0

und a,, # 0 gegeben. Dann unterscheiden wir zwischen folgenden drei Fallen:
1.Fall: m =0 und a = b.

(E — al)(q(k)b*) = (E — al)(aga®) = apa™ — aaga® =0
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2.Fall: m > 0 und a = b.
Dann gilt

fiir bestimmte by, b1, . .., b,,—1 € K. Dabei ist r ein Polynom vom Grad m —1.
3. Fall: a # .
Dann gilt

m

(E = al)(q(k)b") =(E — al)(b* > a;k’)

1=0

=pFt! Emj ai(k+1)" — ab” Em: aik’
=0 1=0

=" (bai(k +1)' = aaiki>

1=0

m—1
—pF <bamkm — aa, k™ + Z ck:>
=0

_ ((b — a)amk™ + mz_:l ck:) b = r(k)b”

i=0
fiir bestimmte cg, c1, . .., ¢;n—1 € K. Dabei ist 7 ein Polynom vom Grad m. [J

Korollar 1.5. Seien n,m € N, und sei p(k) ein Polynom in k vom Grad m.
Dann folgt

a) Ap(k) ist ein Polynom vom Grad m — 1.
b) A"p(k) =0 falls n > m.
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1.2 Power Shift

l .
Lemma 1.6. Seia € K, l € N und q(E) = >_ ¢;E" ein Polynom in E vom
i=0

a(E)a* = a¥q(a).

Grad l. Dann gilt

Beweis.

l l l
q(E)d* = (ZCiEi)ak = ZcmkH =d" Z cia' = a¥q(a)
=0 1=0 1=0
O

Satz 1.7. Sei q(F) wie in Lemma definiert und g(k) eine beliebige
unendliche Folge. Dann gilt

a(B)(a"g(k)) = a"q(aB)g(k).

Beweis.
l l
a(E)(a g (k) = (3 i) (abg(k)) = 3 cia™+g(k + 1)
i=0 i=0

l l
=a¥ Z cialg(k +1) = a* Z cia'E'g(k)
=0 =0

= a"q(aB)g(k)

1.3 Faktorielle Polynome

Definition 1.5. Sei a € K und n € Ny. Dann ist die n-te Fakultitenfunktion
von y gegeben durch

( ala—1)-...-(a—n+1) firneN
a =
1 firn=20

Lemma 1.8. Seia € K, und seien n € Ng. Dann gelten folgende Aussagen
a) Aa™ = na(*=1)
b) Ala™ =n(n—1)-...-(n—i+1)a®

firallet=1,...,n.

10
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Beweis.  a)

Aat™ =(a+1)® — o

=(a+1a(a—1)-...-(a—n+2)
—ala—1)-...-(a=—n+2)(a—n+1)
=la(a—1)-...-(a—n+2)]-n

=n - a1V

b) Wir zeigen die Behauptung mit vollsténdiger Induktion nach i. Fiir
1 = 0 ist die Aussage trivial. Sei die Behauptung fiir ein ¢ < n — 1
erfiillt. Dann folgt

AT =A(Ala™)
=A(n(n—1)-...-(n—i+1)a™)
=n(n—1)-...- (n—i+1)[Aa" ]
=nn—1)-...-(n—i+1)(n—i)a™ "D,

1.4 Differenzengleichungen

Definition 1.6. Eine Differenzengleichung ist eine Beziehung zwischen einer
unabhéngigen Variablen k, einer Folge y in k£ und einer oder mehrerer ihrer
Differenzen Ay(k), A%y(k) , ....

Eine Differenzengleichung in impliziter Form ist eine Gleichung der Form

F(k,y(k), Ay(k), A%y(k),..., A y(k)) =0 (1.4)

mit n € Nund F : Ng x K" — K.

Betrachtet man die Beziehung , so kann die Differenzengleichung (|1.4))
dargestellt werden als Beziehung zwischen einer unabhéngigen Variablen k
und verschiedenen Folgengliedern der Folge (y(k)). Die Differenzengleichung
kann also geschrieben werden als

mit n € Nund F; : Ny x K**! — K.

Eine Differenzengleichung ist in expliziter Darstellung gegeben, falls sie die
Form

y(k+n) = G(k,y(k),y(k+1),...,y(k+n—1)) (1.6)
mit n € N und G : Ny x K” — K hat.

11
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Definition 1.7. Eine Folge (b(k)) € KMo von Elementen aus K heifit eine
Losung von (|1.5) bzw. (1.6) genau dann, wenn

Fy(k,b(k),b(k +1),...,b(k+n)) =0

oder
b(k+n)=G(k,b(k),b(k+1),...,b(k+n—1))
fiir alle k € Ny erfiillt ist.

Satz 1.9 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differenzengleichungen in
expliziter Form). Ist (a(0),...,a(n —1)) € K™ gegeben, dann existiert genau

eine Losung (b(k)) von (1.6), die (b(0),...,b(n —1)) = (a(0),...,a(n — 1))

erfillt. Die Ldosung ist gegeben durch
b(k) = a(k) firk <n
Gk —nbk—n),b(k—n—1),...,b(k—1)) sonst
Beweis. Folgt durch vollstdndige Induktion. O

Definition 1.8. Eine Differenzengleichung der Form ([1.5) bzw. (1.6 hat
die Ordnung n € N genau dann, wenn die Differenz zwischen dem grofiten
und kleinsten wirklich vorkommenden Argument n ist.

Definition 1.9. Eine Differenzengleichung der Ordnung n heifit linear, wenn
sie in folgender Form geschrieben werden kann:

Pu(k)y(k +n) + ppa(k)y(k+n —1) +---+po(k)y(k) = g(k)  (L.7)

Wir setzen dabei p,(k) # 0 fiir alle k& € Ny voraus. Zwischen folgenden
linearen Differenzengleichungen lésst sich unterscheiden. Man spricht von
einer

e homogenen linearen Differenzengleichung <= Vk € Ny : g(k) =0
e inhomogenen linearen Differenzengleichung <= 3k € Ng : g(k) #0

e linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten
<= po, P1,---,Pn sind konstant

12



Kapitel 2

Lineare
Differenzengleichungen erster
Ordnung

Eine lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung in impliziter
Form hat die Gestalt

po(k)y(k + 1) + p1(k)y(k) = 0. (2.1)

Wir setzten po(k) # 0 fir alle k¥ € Ny voraus. Dann erhalten wir durch
Umformung der Gleichung (2.1) die explizite Darstellung

_pi(k)

po(k)

y(k+1) = y(k) = a(k)y(k).
2.1 Homogene lineare Differenzengleichungen erster
Ordnung

Definition 2.1. Eine homogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung
in expliziter Form ist eine Gleichung der Form

y(k+ 1) = a(k)y(k) (22)
mit k € Np.

Angenommen y(0) ist durch eine beliebige Konstante C' € K gegeben. Dann
ldsst sich die Losung von ({2.2)) schrittweise berechnen:

y(1) =a(0)C

y(2) =a(1)y(1) = a(1)a(0)C

y(3) =a(2)y(2) = a(2)a(1)a(0)C
y(4) =a(3)y(3) = a(3)a(2)a(1)a(0)C
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Somit erhalten wir durch sukzessive Substitution die Losung der homogenen
linearen Differenzengleichung (2.2)).

Satz 2.1. Die Differenzengleichung (2.2) hat die Losung

k—1
y(k) = y(0) [T a(é) (2.3)
1=0

fiir k € Ny, wobei das leere Produkt als 1 interpretiert wird.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach k. Sei
k = 0. Dann ist das leere Produkt gleich 1, und die Formel ist korrekt.
Sei die Behauptung fiir ein beliebiges aber festes k € Ny erfiillt. Dann folgt
die Giiltigkeit fiir k& + 1:

k-1
y(k+1) = a(k)y(k) = a(k)y(0) [ ] a(i) = y(0) [ [ al@).
=0 )

Einen Spezialfall von homogenen linearen Differenzengleichungen erster Ord-
nung bilden die homogenen linearen Differenzengleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten in expiziter Form, gegeben durch

y(k+1) = ay(k) (2.4)
mit k € Ng.

Korollar 2.2. Fine homogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten in expliziter Form (2.4)) hat die Losung

y(k) = y(0)a* (2.5)
fir k € Ng.

2.2 Inhomogene lineare Differenzengleichungen er-
ster Ordnung

Definition 2.2. Eine inhomogene lineare Differenzengleichung erster Ord-
nung in expiziter Form ist eine Gleichung der Form

y(k+1) =a(k)y(k) +b(k), keNp (2.6)
mit (a(k)), (b(k)) € KMo\ 0. Die Differenzengleichung
y(k+1) =a(k)y(k), keNy (2.7)

heifit die zu (2.6)) dazugehorige homogene lineare Differenzengleichung erster
Ordnung.

14
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Angenommen y(0) ist durch eine beliebige Konstante C' € K gegeben. Dann
lasst sich die Losung von (2.6]) wie im homogenen Fall schrittweise berechnen:

y(1) = a(0)C +b(0)
y(2) = a(l)y(1) + b(1) = a(1)(a(0)C + b(0)) + b(1)
= a(0)a(1)C + a(1)b(0) + b(1)
y(3) = a(2)y(2) + b(2 ) a(2)(a(0)a(1)C + a(1)b(0) + b(1)) + b(2) =
= a(0)a(1)a(2)C + a(1)a(2)b(0) + a(2)b(1) + b(2)
y(4) = a(3)y(3) + b(3)
= a(3)(a(0)a(1)a(2)C + a(1)a(2)b(0) + a(2)b(1) + b(2)) + b(3) =
= a(0)a(1)a(2)a(3)C + a(1)a(2)a(3)b(0) + a(2)a(3)b(1) + a(3)b(2) + b(3)

Somit erhalten wir durch sukzessive Substitution die Losung der inhomogenen
linearen Differenzengleichung (12.6)).

Satz 2.3. Die inhomogene lineare Differenzengleichung (2.6|) hat die Lisung

k—1 k—1 k—1
y(k) = y(0) [T ati) +D_00() ] el (2.8)
i=0 j=0 i=j+1

fir k € Ny, wobei die leere Summe bzw. das leere Produkt als 0 bzw. 1
interpretiert werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach k. Sei
k = 0. Dann ist die leere Summe gleich 0 und das leere Produkt gleich 1,
und die Formel ist korrekt.

Sei die Behauptung fiir ein beliebiges, aber festes k € Ny erfiillt. Dann folgt
die Giiltigkeit fiir k& + 1:

k—1 k—1 k—1
y(k +1) = a(k)y(k) + b(k) = a(k) (y(0) [] ali) + S_0G) ] a(@) +b(k)
i=0 =0 i=j+1
k k k
— y(0) [T a® + 3 5G) ] ati)
i=0 §=0 i=j+1

Satz 2.4. Wir betrachten zwei Spezialfille von inhomogenen linearen Diffe-

renzengleichungen (@
a) Eine inhomogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung mit kon-

stantem Koeffizienten in expliziter Form hat die Darstellung
y(k +1) = ay(k) + b(k), (2.9)

15
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und die Lésung ist gegeben durch

k—1

y(k) = y(0)a* + > b(j)a" 77",

Jj=0

b) Eine inhomogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung mit kon-
stantem Koeffizienten und konstanter Inhomogenitit in expliziter Form
hat die Darstellung

y(k+1) = ay(k) + b, (2.10)

und die Losung ist gegeben durch

y(k) = {y(()) a* +b(1—a¥)/(1—a) fallsa#1

y(0) + bk fallsa =1
fiir k € No.
Beweis. Wir verwenden Satz 2.3
k—1 k—1
a) Sei a(k) = a fiir alle k € Ng. Dann gilt [[ a(i) = a* und [[ a(i) =
1=0 1=j+1
akb—i—1, ’

b) Sei a(k) = a und b(k) = b fiir alle k € Ny. Dann gilt

k—lb( i1 _ k’z {1—@)/(1—a) falls a # 1

= — fallsa =1

woraus folgt
y(0)-aF +b(1 —a¥)/(1 —a) fallsa#1
y(k) = {y(O) + bk falls @ = 1
fiir k € Np.
0
Korollar 2.5. Zusammengefasst erhalten wir somit fiir die Losung (y(k))

einer inhomogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung ([2.6]) mit

y(0)=C:

k=1 k=1 k=1
C IT a(@i) + 22 0(5) 11 a(d)
i=0 j=0 i=j+1
k-1 .
Cak + > b(j)ak=I1 wenn a(k) = aVk € Ny
§=0
y(k) = k—1 k=1 k-1
ClIla@)+0> [ a(d) wenn b(k) = bVk € Ny
i=0 j=0i=j+1
Ca* +b(1 —a*)/(1 —a) wenn (a(k),b(k)) = (a,b) Vk € Ny und a # 1
C + bk wenn (a(k),b(k)) = (a,b) Vk € Ny und a =1

16



KAPITEL 2. LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER
ORDNUNG

Diese Formeln werden aufgrund ihrer komplizierten Handhabung in der Praxis
aber nicht verwendet, weshalb man stattdessen folgendermaflen vorgeht:

Die allgemeine Losung (y(k)) der inhomogenen linearen Differenzengleichung
1| bekommt man durch Addition der allgemeinen Losung (y(h) k)) von
(2.7) und einer partikuliren (speziellen) Lésung (y®)(k)) von , d.h.
(y(k)) = (Y™ (k) + (yP)(k)). Daher vereinfacht sich die Bestimmung aller
Losungen von in zwei leichtere Problemstellungen:

a) Bestimme alle Losungen der dazugehorigen homogenen Gleichung (2.7)).
b) Bestimme eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (12.6]).

Alle Losungen der dazugehorigen homogenen linearen Differenzengleichung

(2.7) sind durch Satz bestimmt.

k-1

(™M (k) = C [ ali), ke N (2.11)
=0

Um eine partikulire Losung (y® (k)) zu bestimmen, verwenden wir den An-
satz von LAGRANGE, die sogenannte Methode der Variation der Konstanten.
Fiir die Methode der Variation der Konstanten nimmt man den homo-
genen Ansatz her und ersetzt C' durch eine Folge (C(k))ken, =
(C(0),C(1),C(2),...). Der partikuldre Ansatz hat dann die Form:

k-1
(y? (k) = C(k) [T ali). k€ No.
=0

Da (y®(k)) als partikulire Losung die inhomogene lineare Differenzen-
gleichung (2.6)) erfiillt, konnen wir den partikuliren Ansatz (y® (k)) in die
Gleichung (2.6) einsetzen, um dann C'(k) zu bestimmen.

k k—1
C(k+1) [ ali) = a(k)C(k) [ ] ali) + b(k)
=0 1=0
k
(C(k+1) = C(k)) [ [ alé) = b(k) (2.12)
=0
AC(k) = o)

Beim letzten Schritt wird a(i) # 0 fiir alle ¢ € Ny vorausgesetzt.
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Aus AC(k) = C(k+ 1) — C(k) fur alle k € Ny folgt
C(1) = C(0) + AC(0)
C(2) = C(1) + AC(1) = C(0) + AC(0) + AC(1)
C(3) = C(2) + AC(2) = C(0) + AC(0) + AC(1) + AC(2)
k—1
C(k) =C(k—1)+AC(k —1) = C(0) + > _ AC(j), (2.13)
j=0

und wir erhalten nach Einsetzen von (2.12)) in (2.13)):

N~ b
C(k) = C(0) + Z .
1=0 1] a(i)
i=0
Da wir nur an einer partikuliren Losung von ([2.6) interessiert sind, konnen

wir das einfachste C'(0) wihlen.
Sei C'(0) = 0. Dann gilt

I a(i) =0
1=0
k—1 k—1
=> o) ] ali)

§=0 i=j+1

J

fiir alle k € Ny. Die letzte Formel stimmt auch dann, wenn nicht alle a(i) # 0
sind.
Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differenzengleichung der

Form ist dann gegeben durch (y(k)) = (y™ (k) + (v (k)), d.h.

k—1 k—1 k—1
y(k) =C [ ali) + > b() [ ali) fir k€ No.
i=0 j=0 i=j+1

Somit stimmt das Ergebnis mit dem in Korollar [2.5] schon gezeigten iiberein.
2.3 Anwendungen von Differenzengleichungen er-
ster Ordnung: Populationsmodelle

2.3.1 Geometrisches Wachstum getrennter Populationen

Eines der einfachsten Modelle fiir das Wachstum einer Population erhélt
man durch folgende Annahmen:
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(a) Jedes fortpflanzungsfihige Individuum erzeugt pro Generationsschritt
die gleiche Anzahl R von Nachkommen.

(b) Die Generationen sind getrennt, d.h. die Elterngeneration ist ausgestorben,
sobald die Tochtergeneration fortpflanzungsfihig wird.

Wir bezeichnen die Anzahl der fortpflanzungsfihigen Individuen in der k-ten

Generation mit X (k). Dann besteht zwischen zwei aufeinanderfolgenden

Generationen folgender Zusammenhang

X(k+1)=R-X(k), keN. (2.14)

Die Losung dieser linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung
ist nach Korollar 2.2]

X(k)=RF-X(0), keNg. (2.15)

Man sieht leicht, dass das asymptotische Verhalten der Populationsgréfie mit
der Zeit nur von der Wahl der Reproduktionsrate R abhédngt. Nun kann man
das qualitative Verhalten der Population im Modell in Abhéngigkeit von der
konstanten Reproduktionsrate R vorhersagen.

00 fir R>1
klim X(k)=< X(0) firR=1 (2.16)
—00

0 fir R<1

2.3.2 Geometrisches Wachstum nicht getrennter Populationen

Sind die Generationen nicht getrennt, dann miissen wir die Gleichung

entsprechend dndern. Wir treffen folgende Annahmen fiir dieses Modell:

(a) Die Generationen sind nicht getrennt, d.h. die Elterngeneration ist nicht
ausgestorben, wenn die Tochtergeneration fortpflanzungsfihig wird.

(b) Die Reproduktionsrate R ist konstant, d.h. die Reproduktionsrate ist
generationsunabhingig, und jedes Individuum erzeugt pro Generations-
schritt die gleiche Anzahl R an Nachkommen .

Die Reproduktionsrate R kann man in diesem Modell auch als Rate des

natirlichen Populationswachstums deuten, d.h. R resultiert aus der Differenz

der Geburten- und Sterberate pro Zeiteinheit im Modell. Bezeichnen wir
mit Y (k) die Anzahl der fortpflanzungsfihigen Individuen zum Zeitpunkt £,

dann gilt fiir Y (k + 1):

Y(k+1)=Y((k)+R-Y(k)=(1+RY(k), keN. (2.17)

Mit dem Wachstumsfaktor A = 1+ R erhalten wir fiir die lineare Differenzen-

gleichung die zu ([2.15)) analoge Losung
Y(k)=(1+R)*-Y(0)=)\ Y(0), keN.
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Kapitel 3

Lineare
Differenzengleichungen
héherer Ordnung

In den folgenden Kapiteln werden wir uns der formalen Definition be-
dienen und unendliche Folgen mit Abbildungen identifizieren. Falls kein
Anlass zu Verwechslungen besteht, schreiben wir statt der unendlichen Folge
(z(k))ren, € KMo kurz x € KNo und fiir einzelne Folgenglieder z(k).

3.1 Homogene lineare Differenzengleichungen ho-
herer Ordnung

Definition 3.1. Sei n € N. Dann ist eine homogene lineare Differenzen-
gleichung der Ordnung n eine Differenzengleichung der Form

sz y(k+i)=0, keNp (3.1)

mit po(k),...,pn(k) € K, pp(k) # 0 fiir alle £ € Ny und po(k) # 0 fur
mindestens ein k£ € Ng.

Bemerkung 3.1. Wegen p,, (k) # 0 fir alle k& € Ny kann die Gleichung
0.B.d.A. ,normiert“ werden. Daher setzen wir im Folgenden p, (k) =1 fur
alle k € Ny voraus. Die Differenzengleichung kann somit in expliziter
Form dargestellt werden.

y(k+n) = Zpl y(k+1), k€ Np.

Sind n aufeinanderfolgende Anfangswerte gegeben, so gilt laut Satz die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (3.1)) zu einer vorgegebenen

20
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Anfangsbedingung (y(0),...,y(n—1)) = (a(0),...,a(n —1)) € K". Laut De-
finition [1.2| bildet die Menge aller unendlichen Folgen KN einen Vektorraum
iiber K. Somit kénnen wir Folgendes definieren:

Definition 3.2. Sei m € N. Die unendlichen Folgen u, . .., u,, € KMo heifien
linear abhingig iiber K, wenn es ein (cq,...,¢p) € K™ \{ 0)} gibt, sodass
gilt

Andernfalls heiflen uy, ..., uy linear unabhdingig.

Lemma 3.1. Sind u1, ug € KN zwei Losungen von (3.1) und ist a € K
eine beliebige Konstante, dann gelten folgende Aussagen

a) 0€ KNo ist eine Lisung von .
b) u=wuy + ug ist eine Losung von .
¢) U= auy ist eine Losung von .
Beweis.  a) 0 ist eine triviale Losung von ((3.1)).
b)

Zp u(k +1) Zp, Juwi(k +17) + ua(k +1)]

_Zp’ Jui(k + 1) +sz Jua(k + 1)

=0
:0+0:O.

n

ZP@ ﬂ ]{5+’L sz CLUl k—|—2)

=0
—asz uy(k +1)
:a-0:O.
O

Bemerkung 3.2. Lemma besagt, dass die Menge aller Losungen einer
linearen homogenen Differenzengleichung nichtleer und abgeschlossen beziiglich
der Addition und skalarer Multiplikation ist. Somit ist die Losungsmenge
von (3.1)) ein linearer Teilraum des Vektorraums (KN, +.).
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Satz 3.2. Sind ui,ug,...,u, € KN Lisungen von (3.1) und ist u eine
beliebige Linearkombination von ui,us, ..., u, mit Koeffizienten a1,...,a, €

K, d.h.

T

u(k) = aui(k), ke N,
=1

so lost auch w die lineare homogene Differenzengleichung (|3.1)).
Beweis. Folgt direkt aus Bemerkung O

Satz 3.3. Die Menge aller Losungen einer homogenen linearen Differenzen-
gleichung (3.1) der Ordnung n bildet einen n-dimensionalen Unterraum von
(KNo ), den sogenannten Lisungsraum von (3.1).

Beweis. Sei 6, das Kronecker-Deltd]] Dann existieren laut Satz[1.9)eindeutige
Losungen wu; fiir i = 0,...,n—1 von (3.1]), welche die Bedingungen u; (k) = d;1,
fir Kk =0,...,n — 1 erfillen. Fiir beliebige, aber feste ag,...,a,-1 € K ist

die Folge 3
uw):<§%%ww0

dann die eindeutige Lésung von , die u(k) = ay fir k=0,...,n—1
erfiillt. Somit spannen die Folgen wug,uy...,up—1 den linearen Teilraum
aller Losungen von auf. Aufgrund der linearen Unabh#ngigkeit von
ug, U1 - . ., Unp—1 bilden sie eine Basis des Losungsraums von . O

Definition 3.3. Seien uj,us, ..., u, linear unabhingige Losungen von ({3.1)).
Dann ist die Menge {u1, ug, ..., u,} eine Basis des n-dimensionalen Losungs-
raums von (3.1) und heifit ein Fundamentalsystem von (3.1)).

Da die lineare Abhingigkeit nicht einfach aus der Definition kontrolliert
werden kann, benttigt man ein einfaches Kriterium. Dazu definieren wir
folgende Matrix:

Definition 3.4. Sei j € Ny, und seien w1, ..., u, € KNo. Die Matrix
u1(4) T un(j)
w(j+n—1) - up(j+n-—1)
heifit die j-te Casorati-Matriz von uq, ..., Uy.
Die Determinante |C(uy, ..., uy)| heifit die j-te Casorati-Determinante von
Uty -y Up-
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Lemma 3.4 (Abels Lemma). Seij € Ny, seienuy, ..., u, € KNo Lgsungen
von (3.1), gelte p,(k) =1 fir alle k € Ny, und bezeichne Cj(uq,. .., uy) ihre
j-te Casorati-Matriz. Dann gilt

Cira(ur, - un)| = (=1)"po(5)|Cj(ur, - - un)l. (3.3)
Bewets.
ur(j+1) - up(j+1)
|Cj+1(u1""7un)| =
ur(j+mn) - un(j+n)
ui(j+1) un(j+1)
= 1_611(j —i-.n—l) 1_67{(] —|—.n—1)
- ;Pz‘(j)ul(j +i) = _:Z%pi(j)un(j + 1)
. ur(j+1) - un(j+1)
Z—gpi(])' wi(j —i—.n—l) s un(d —|—'n—1)
ui(j +1) Un(j + 1)
=—po(j) - ul(j—i—.n—l) un(j;n_l)
u1(4) un(j)
u1(4) un(j)

1Tl IR A

w(G+n=1) - un-1)
:(—1)”p0(j)]Cj(u1, ceey un)]
O

Korollar 3.5. Sei j € Ny und po(k) # 0 fir alle k < j. Dann gilt fir die
j-te Casorati-Determinante:

|Cj(u, ... un)| # 0 = [Co(ur, ..., un)| # 0
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Beweis. Aus Abels Lemma folgt durch sukzessives Einsetzen

‘Cj<u17 s 7“”)‘ = (_l)npo(j - 1)’0]'—1(“17 s 7un)|
= (_1)2np0(] - 1)p0(] - 2)|Cj72(u17 s 7un)|

]ano |Co Uty,...,U )‘

O
Lemma 3.6. Seij € Ny, seienuy, ..., u, € KN, und gelte |Cj(u1, . .., u,)| # 0.
Dann sind die unendlichen Folgen uy,...,u, linear unabhdngig.
Beweis. Angenommen uy,...,u, € K sind linear abhingig, dann ver-
schwindet die Casorati-Determinante iiberall, d.h. |Cj(u,...,u,)| = 0 fiir
alle 7 € Np. O

Satz 3.7. Sei j € Ng, seien ui,...,u, € KN Lisungen von (3.1) und
P0(0),...,po(j—1) # 0, gelte pp(k) =1 fiir alle k € Ny, und sei |Cj(u1,...,up)| =
0. Dann sind die Losungen uy,...,u, linear abhdngig.

Beweis. Wegen |Cj(ui, ..., u,)| = 0 existiert ein (c1,...,cn) € K™\ . o)
mit

2ol = |
=1 wi(j+n—1) 0
n
Zu zeigen ist Y cyu;(k) = 0 fiir alle k € Ny.
i=1
Laut Voraussetzung sind uq, . . . , u, Losungen der linearen homogenen Differenzen-

gleichung (3.1). Angenommen j > 0. Dann gilt

Y oG- Du(G-1+1)=0

=0
po(j — Dui(j — 1) = sz (= Dui(j —1+1)
=1
p(i—1
— 141
i(j Zp G )
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fir i = 1,...,n, woraus folgt
S eonti—1)= =3 e > B -1+

= Sl
n _1 n

——Zm(]. 1)) ciui(j —1+1)
=1 PV T Yo
= —-1

7_2171(] )-0:0.
~ po(j —1)

Setzt man dies weiter nach unten fort, so erhélt man
n
> cui(k) =0 fiir k < j.

Analog setzen wir nach oben fort, denn es gilt

ui(j+n) = Zpl Jui(j +1)
firt=1,...,n, woraus folgt
n
Y cui(j+n) = - Zczsz Jui(j +1)
=1 =1 =

= —sz(j) Zciui(j +1)
=0 i=1
n—1

== p()-0=
1=0

Setzt man dies weiter nach oben fort, so erhélt man

n
Zczul(kz) =0 firk>j+n—1,
i=1
und wir erhalten insgesamt

> ciui(k) =0 fiir alle k € N.

O

Korollar 3.8. Sind uy,...,u, Losungen von (3.1)), dann bildet {uy, ..., u,}
ein Fundamentalsystem von (3.1 genau dann, wenn |Co(uy, ..., u,)| # 0.

Beweis. Folgt aus Lemma [3.6] und Satz [3 O
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3.2 Inhomogene lineare Differenzengleichungen ho-
herer Ordnung

Definition 3.5. Sei n € N. Dann ist eine inhomogene lineare Differenzen-
gleichung der Ordnung n eine Differenzengleichung der Form

sz y(k+1i) =bk), keNg (3.4)

mit po(k),...,pn(k),b(k) € K, b(k) # 0 fiir mindestens ein k € Ny, po(k) # 0
fiir mindestens ein k € Ny, und p, (k) # 0 fiir alle k£ € Ng. O.B.d.A. kénnen
wir dabei annehmen, dass ynormiert* ist, d.h. p,(k) =1 fiir alle k£ € Ny.
Die Differenzengleichung

sz y(k+1i) =0, keNy, (3.5)

bezeichnet die zu (3.4)) gehdrige homogene lineare Differenzengleichung.

Wie bei inhomogenen linearen Differenzengleichungen erster Ordnung, kann
die allgemeine Losung (y(k)) von (3.4) durch Addition der allgemeinen
Losung (y™ (k)) von und einer partikuliren Losung (y® (k)) von
bestimmt werden, d.h. (y(k)) = (" (k) + (3P (k)).

Satz 3.9 (Methode der Variation der Konstanten). Seien uy,...,u, Lisun-
gen von 1) und c1, ..., ¢, € KNo mgt
up(k+1) e un(k+1) Acy (k) 0
. . . — . (36)
ui(k+n—1) ... up(k+n-—1) Acy—1(k) 0
ui(k+n) ... un(k +n) Acy (k) b(k)

fiir alle k € Ng. Dann ist

<gci(k)uz‘(k)>

eine Lisung von (5.4).
Beweis. (3.6) kann geschrieben werden als
Eui(k+1) ... Eu,(k+1) Acy (k) 0
E2uy(k+1) ... E"2u(k+1)| | Acyi(k)| | 0
Elugy(k+1) ... E"lu,(k+1) Acy (k) b(k)
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Nach Anwendung von
A'=(E-1)= (—1)2_3<,)E3

fir i =0,...,n — 1 folgt die Darstellung

Aui(k+1) ... Au,(k+1) Acy (k) 0
A2y (k1) oo A2k 1) | | Acoak) | | 0
A"y (k4+1) ... A"y (k+1) Acy (k) b(k)

Setzt man

n

c(k) = ci(k)ui(k)

i=1
fiir alle £ € Ny, dann gilt fiir die erste Differenz

Acy = A ( > ci(k)ui(k)> = ci(k)Aui(k) + > ui(k + 1)Aci(k)

i=1 =1 i=1

Z k)Au;(k

und aus Lemma [1.3h) folgt fiir die zweite Differenz

A2y, = A(Zci(k)Aui(kO = Zci(k)Azui(k) + Z(Aui(k +1))(Aci(k))

= ci(k)A%u;(k).

i=1
Auf diese Weise erhalten wir dann schliefllich
Anfl — Z An 1 )’
=1

woraus folgt

n n

A”c(k):A<Zci(/€)A"1 ) S k) A" ui() + 3 (A (k4 1) (Aes (k)
i= =1

1 i=1
=b(k)+ Y _ ci(k)A (k).
i=1
Nun kann die linke Seite der Gleichung (3.5)) in folgender Form geschrieben
werden .
(X nwE )uth
i=0
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oder nach Anwendung von

fiir © =0,...,n auf die Form

(izn;dka)y(k)

mit entsprechenden do, ..., d, € KMo und d,(k) = 1 fiir alle k € Ny gebracht
werden. Somit gilt

(Zdi(k)Ai)c(k)—Zdi(ls)N +Zd Z (k) Al (k)
i=0 i=0 j=1

=b(k) + Y cj(k) Y di(k)Alu;(k) = b(k),

j=1 i=0
n

und wir erhalten, dass c(k) = > ¢;(k)u;(k) eine Losung von 1) ist. O
i=1

Korollar 3.10 (Methode der Variation der Konstanten). Sei {ui,...,u,}
ein Fundamentalsystem von (13.5) und po(k) # 0 fiir alle k € Ny. Dann ist

k— 1

(Zuz Z )l+nb( )’C]J,-l(ul,...,Ui_l,Ui_A,_l,...,Un)‘)
2 Crerun, )]
eine Losung von ((3.4)).

Beweis. Laut Satz gilt |Cr(ui, ..., u,)| # 0 fiir alle k£ € Ny. Die Behaup-
tung folgt dann aus Satz der Cramerschen Regel und dem Laplaceschen
Entwicklungssatz. O
Satz 3.11 (Superpositionsprinzip). Sei l € N, seien ay,...,a; € K, und sei

cj(k) eine Losung von ) pi(k)y(k+1i) = b;j(k) fir alle j = 1,...,l. Dann ist

=0

l l
(Z a;cj(k)) eine Lésung von sz y(k +1) Z a;b;(k)
j=1 J=1

=0
Beweis.
l n
Z Za]cjk:—l—z :Zaj pi(k)cj(k +1) Zaj
i=0 7j=1 =0
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3.3 Homogene lineare Differenzengleichungen mit
konstanten Koeffizienten
Definition 3.6. Sei n € N. Dann ist eine homogene lineare Differenzen-

gleichung mit konstanten Koeffizienten eine Differenzengleichung, die ge-
schrieben werden kann als

n
D piyk+i)=0, keN, (3.7)
=0
oder
n .
> piE'y(k) =0, keN, (3.8)
=0
mit pg, ...,pn € Kund p, # 0. Wir setzen weiteres py # 0 voraus, da man

andernfalls die Differenzengleichung auf eine Gleichung niedrigerer Ordnung
zuriickfithren kann.

Definition 3.7. Sei A € C, und seien pg,...,p, € K die konstanten
Koeffizienten der Gleichung (3.7). Dann definieren wir:

a) Das Polynom p(\) := Y p;A\® heifit das charakteristische Polynom von
i=0
(B-7)-
b) Die Gleichung >~ p; A" = 0 heiBt die charakteristische Gleichung von
i=0

B2 .

c) Die Losungen A1, Ag, ..., A\, der charakteristischen Gleichung heilen
charakteristischen Wurzeln.

Wegen pg # 0 gilt Aq, ..., A\, # 0, und man kann (3.8)) in der Form p(E)y(k) =
0 schreiben. Faktorisiert man p(\), so erhélt man

(E=MD)™ ... (E=XNI)™y(k) =0 (3.9)

mit mq + ...+ m, = n, wobel m; € N die Vielfachheit der charakteristischen
Wurzel A; fiir ¢ = 1,...,r bezeichnet.

Betrachten wir fiir ein beliebig, aber fest gewihltes ¢ € {1,...,r} die
Gleichung
(B~ NI)™y(k) = 0, (3.10)

dann ist offensichtlich jede Lésung von auch eine Losung von . Falls
man fir jedes i € {1,...,r} das Fundamentalsystem von bestimmen
kann, liegt die Vermutung nahe, dass die Vereinigung der » Fundamental-
systeme dann ein Fundamentalsystem von bildet.
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Lemma 3.12. Die Menge G; := )\f, (11“) )\ffl, (g))\f”, e (mk_l))\f_m“q}
ist ein Fundamentalsystem von ({3.10).

Beweis. Im Fall m; = 1 lasst sich (3.10]) schreiben als y(k + 1) = A\y(k),
welche die Losung u(k) = A\F besitzt.
Sei m; > 1. Dann zeigen wir zuerst, dass (’;) )\f*l eine Losung der Gleichung

(13.10]) ist. Aus Satz|1.7| und Korollar |1.5| folgt
@10
(E—AJW”G>MH_A?%ME—AJWHG)
=\l g — (lf )

= \pmi=l g (l;)

=0.

Um zu zeigen, dass G; ein Fundamentalsystem von (3.10|) bildet, geniigt es
laut Korollar die Eigenschaft |Co(\¥, (]1“) AL ( k ))\ffm"ﬂ)\ #0

m; -1
zu iiberpriifen.

Ai 1 0
L R s 2 e 0
AT (TN

— 140

0
Satz 3.13. Die Menge G = {G1U...UG.,} ist ein Fundamentalsystem von
(3.9

Beweis. Nach Lemma sind die unendlichen Folgen aus G auch Loésungen
von (3.9). Betrachte die allgemeine Vandermonde-Determinante[§]

1 0 e 1 0
A1 1 e Ar 1
1Co(Q)| = | AT 201 s A2 2)\,
MU DA A (e
Dann gilt
ICo(@) =[] y—xr)mm. (3.11)
1<i<j<r
Da aber laut Voraussetzung \; # A; fiir ¢ # j gilt, folgt |Co(G)| # 0. Somit
ist G laut Korollar ein Fundamentalsystem von (3.9)). O
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Korollar 3.14. Die allgemeine Lisung von (3.9) ist gegeben durch

r m;—1
y(k) =Y > ayhiAf
i=1 j=0
Beweis. Folgt aus Lemma und Satz O

3.4 Inhomogene lineare Differenzengleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Definition 3.8. Sei n € N. Dann ist eine inhomogene lineare Differenzen-
gleichung der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten eine Differenzenglei-
chung, die geschrieben werden kann als

Zn: piy(k +i) = b(k), k€ N, (3.12)
=0

mit po, ..., pn, (k) € K, b(k) # 0 fiir mindestens ein k& € Ny und p,, # 0.
Wie im Abschnitt 3.3 setzten wir auch pg # 0 voraus. O.B.d.A. kann (3.12])
normiert werden, d.h. wir kénnen p,, = 1 annehmen.

n .
Das Polynom p(A) = > p; A" bezeichnet das charakteristische Polynom von

1=0
(3.12]), sodass (3.12) als p(E)y(k) = b(k) geschrieben werden kann.

Satz 3.15 (Methode des unbestimmten Ansatzes). Sei g Z 0 ein Polynom,
I € Ng und \ # 0 eine charakteristische Wurzel von p der Ordnung l (1 =0
bedeutet p(\) # 0.). Dann ezistiert ein Polynom r vom selben Grad wie q,
sodass .
(K'\Fr(k)) eine Lésung von Zpiy(k +1i) = q(k)\*
i=0
15t.

U

Beweis. Sei q(k) = Y ¢;k! mit u € Ny und ¢, # 0. Wir machen fiir das
=0

Polynom r den Ansatz r(k) = Y. d;k’. Betrachten wir die Gleichung (3.12)),
i=0

so gilt p(E) = [[(E — \I1)™, und (k'Afr(k)) ist genau dann eine Losung
j=1
von 3 piy(k + 1) = A\Fq(k), wenn
i=0

r

<H<E - Aﬂ)’"f) (HA’“ édk> = \F i cik’.

J=1
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Nach Anwendung von Satz [1.4] folgt, dass fiir alle i = 0, ..., u Koeffizienten
d;o, . . .,d; € K mit d;; # 0 existieren, sodass
T ) 7 '
([]E = XD)m™) (BN = X6 " dykd
j=0

J=1

Somit sind folgende Aussagen dquivalent:

(K'Xer(k)) ist eine Losung von Zp@y(k: +1i) = Mq(k)

=0
&Y AN " dih! = \F Zu:ck Vk € Ny
i=0 j=0 i=0

oAk zu: K zu:didij =\ zu: c;k? Yk € Ny
J=0  i=j 7=0

u
@Zdidijzcj Vi=0,...,u
i=j
doo -+ - duo) [do co
0 - : :
<:> . . . . . =
0 - 0 du dy, Cy
Dieses lineare Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar, da d;; # 0 fiir alle

1=0,...,u gilt, und d, # 0 wegen ¢, # 0. Somit existiert ein Polynom r
vom selben Grad wie ¢ mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Satz 3.16 (Methode des unbestimmten Ansatzes). Sei K =R, seien a1, ag
reelle Polynome, und sei | € Ny, r € RT und ¢ € [0,27). Angenommen,
A :=r(cosp + isingp) ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p
der Ordnung l. (I = 0 bedeutet p(\) # 0.) Dann existieren reelle Polynome
q1,q2 mit grad(q1), grad(qz) < max(grad(ay), grad(asz)), sodass

k¥ (g1 (k) sin(kp) + ga(k) cos(kep))

eimne Lisung von

> piy(k + i) = r* (a1 (k) sin(kg) + as (k) cos(k))
=0

1st.
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Beweis. Laut Satz existiert fur j € {1,2} ein komplexes Polynom 7;
mit grad(r;) = grad(a;), sodass

7 (k)ENE =r; (k) k! (cos(ke) + i sin(kg))
=((rj(k)) + i3(rj (k) k7" (cos(kp) + isin(ke))

eine Losung von
Y piy(k+1) = aj(k)r* (cos(ke) + isin(ke))
i=0

ist. Nutzt man die Linearitdt der Differenzengleichung aus, so konnen die
reellen und imaginéren Terme separat betrachtet werden, und man erhélt,
dass

Kr* (@ (r (k) sin(ke) + 3(r1(k)) cos(kep))

eine Losung von

Zpiy(k: +i) = al(k:)r’C sin(ke)
i=0

und

KrF (@ (ra (k) cos(kg) — 3(ra(k)) sin(kep))

eine Losung von

Zpiy(k +1i) = ag(k)rk cos(kep)
i=0

ist. Setzt man ¢1(k) := R(r1(k)) — S(r2(k)) und ga(k) := 3(r1(k)) + R(ra(k))

fiir alle £ € Ny, so folgt daraus die Behauptung. O
Satz 3.17 (Vandermonde-Determinante). Sein € N, und seien aj,aq, ..., a, €
K. Dann gilt

1 . 1

aq Qp

: = II (a—a). (3.13)

. : 1<i<j<n

a711—1 CLZ_I

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch vollstédndige Induktion nach n.
Fiir n = 1 gilt die Behauptung.

Angenommen die Behauptung ist fiir ein n € N erfiillt, dann zeigen wir die
Giiltigkeit fiir n + 1.
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Seien ay, a9, ...,a,4+1 € K. Dann gilt
1 ... 1 1 e 1 1
a1 v Qpgl a] — Qp1 . n — Qp1 0
ay an ab —at taper oo A —alagyr 0
a1 — Gp41 ce an — An+1
= (="
ay” (a1 — any1) a:zl_l(an —Qny1)
1 1
= (=1)"(a1 — @n41) - -+ (an — an41)
al_l azfl

1<i<j<n+1
]

Satz 3.18. Angenommen m; =1 firi=1,...,r. Dann gilt p'(\;) # 0 fiir

i=1,...,n, und
(Z (p’(Ai) (])1))\?)

j+
i=1 o N

ist eine Losung von (3.12).

1

n
Beweis. Das charakteristische Polynom ist gegeben durch p(x) = [] (z — \),
i=1
n
womit p/(xz) = > [[(x — Aj) folgt und sich p/(N;) = [ (Ai — A;) # 0 ergibt
i=1 j#i j#i

fir i = 1,...,n. Wendet man nun Satz [3.9) an, dann folgt aus
ARFL kL Acy (k) 0
A=tz L A, (k)] |0

AR e Ac, (k) b(k)
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nach Anwendung der Cramerschen Regel

k k
D N T D O s
)\/f—i-n—l o )‘fj_ln_l 0 )\fi'ln_l . )\7]3+n71
TR viis (R (O NP Vs (R PPR
ACZ(]C) = l];+1 lzil .
Af D
/\’f+‘”—1 . AH' n-l
A e
(DTN AN AT T (k= )
B J<ksjk#i
AT T Ow = )
i<k
_ (—=1)""b(k) B G 1) B ()
NHFTTTOw = A) TTOG = M) M=) M)
j<i 1<j
Aus Korollar folgt dann die Behauptung. -

Lemma 3.19. Seia € K\g}, | € Ng und j € {0,...,l}. Dann gilt

(E —al) (kWa*) =

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mittels vollstédndiger Induktion nach
j. Der Induktionsanfang j = 0 ergibt sich nach Einsetzen in die Gleichung
unmittelbar. Sei nun

la?

(E —al) (kWa*) = T (1=5) g
fiir 0 < j < [ erfiillt. Dann folgt
. a7 .
(B —alp ! (K0a") = (E - af>(/”.,k<l—a>ak
—J
— (ll!aﬂ')' ((k + 1) ghtt — =) gh+1)
— )
1,J+1
_lla . E=i=1) gk ktl—k4l—j—1
(L=
i+1
_ i i!c;ﬂi 5 (1=j=1) k
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Bemerkung 3.3. Fiir den Spezialfall j = [ erhilt man aus Lemma (3.19
(E — al)'(kWak) = lalak.

Satz 3.20. Seil € Ny, a € K\ eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms p der Ordnung | (I = 0 bedeutet p(a) # 0) und p(x) = (x —a) f(x).

Dann gilt
klak;—l
(7)

n
ist eine Losung von . piy(k +1i) = aF.

=0
Beweis. Laut Satz Bemerkung [3.3] und Lemma [1.6] gilt

p(B)(Ka") = p(E)(KVd") = f(E)(E—al)' (kVd") = f(E)(lld'a") = llaa" f(a).

O]
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Kapitel 4

Die erzeugende Funktion und
Z-Transformation

Die Z-Transformation fiir Differenzengleichungen ist ein Analogon zur Laplace-
Transformation fiir Differentialgleichungen. Mit Hilfe der Z-Transformation
bzw. erzeugenden Funktion lassen sich Losungen von linearen Differenzen-
gleichungen ermitteln. Im folgenden sei weiter K = R oder K = C.

Definition 4.1. Fiir y € K™o heift die Funktion G(y) = Y mit

G(y)(s) =Y (s) := Z y(k)s*  fiir hinreichend kleine s € K
k=0

o0

die erzeugende Funktion von y, falls die Potenzreihe einen positiven Konvergenz-
radius besitzt. Des weiteren heifit fiir s = 1/z die Funktion

2= Y (1/2) = Z y(k)/z*  fiir hinreichend grofie z € K\ {0}
k=0
die Z-Transformation von y.

Bemerkung 4.1. Potenzreihen konvergieren auf reellen Intervallen bzw. kom-
plexen Kreisscheiben, d.h. auf Bereichen {s € K : |s| < ¢} fiir ¢ > 0, falls der
Konvergenzradius positiv ist. Auflerdem muss nicht immer eine erzeugende

oo

Funktion existieren, wie zum Beispiel fiir z(k) = k! , da 3 k!s® nur fiir
k=0

s = 0 konvergiert.

Lemma 4.1. Seien z,y € KNo. Dann gilt:

a) G ist im gemeinsamen Konvergenzbereich von x und y linear.

b) G(zxy)(s) = (G(x)G(y))(s) im gemeinsamen Konvergenzbereich von x
und y. Dabei bezeichnet xxy die Konvolution von x und y, die definiert
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st durch

¢) G(E™z)(s) = s~ (G()(s) "g 2(j)s9) fiir s £ 0
d) G(z)(s) = G(y)(s) genau dann, wenn x = y.

Beweis.  a) Sei G(z)(s) = Y z(k)s* fiir [s| < c; und G(y)(s) = > y(1)s!
k=0 I=0
fiir |s| < ¢2. Dann gilt

Gz +y)(s) =Y _(x(k) +y(k)s* =D w(k)s" + ) y(k)s"
k=0 k=0 k=0

= G(x)(s) + G(y)(s) fiir |s| < min {Cl,_CQ}

und

(Glex))(s) =Y ca(k)s" =Y a(k)s" = cG(z)(s).

k=0 k=

[e=]

b) Fiir |s| < min{c, e} gilt:

=0
= 5wty = 3 (S athuti - s
k,1=0 =0 k=0
= 3 (@ y)(D)s' = Gla*)(s)
=0
c) Falls s # 0, so gilt:
00 fe’e) [e’e) n—1
GE™)(s)=> y(G+n)s’ => y()s =D y()s =) y(j)s™"
j=0 j=n j=0 j=0
n—1
=s"G(y)(s) — s> y(h)s’
=0

d) Zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius stimmen genau
dann iiberein, wenn ihre Koeflizienten iibereinstimmen.

O
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Satz 4.2. Ist y € KN eine Losung der inhomogenen linearen Differenzen-
gleichung n-ter Ordnung

> piy(k+i) = b(k) fir k € Ny,

so gilt

n—1 J .
5 (Srati— )+ 5B()
7=0 1=0

)= pos0(1/5) ’

n
wobei B die erzeugende Funktion von b ist und p(1/s) = > (pi/pn)s
i=0

Beweis. Wegen Lemma gilt fiir die erzeugende Funktion G(y)
i—1
sz G(Ey) sz (6w - ui)
5) Zpis_i - pi Zy(j)sj_i-
i=0

i=0  j=0

—1

Daraus folgt

sz Z y(j)s7 T+ 5" G(D)(s)

Gy)(s) =

pns”p(%)
Durch Umsortieren erhilt man dann
n i— n i—1 n n—k—1
> v Z st = 3OS iy ()st et P2 Po-ky()s’
=0  5=0 =0 j=0 k=0 j=0
(I=j+h) n—1 l l
IS (St =n)s
=0 k=0

O]

Satz [£.2] bestimmt somit als Erstes die erzeugende Funktion einer noch unbe-
kannten Losung y einer gegebenen Differenzengleichung, und man versucht
danach riickwarts die Losung y zu ermitteln, indem man geschickt die be-
kannten erzeugenden Funktionen einfacherer Funktionen kombiniert. Dabei
werden die in Lemma gezeigten Eigenschaften von erzeugenden Funk-
tionen angewendet. Tabelle gibt einen Uberblick iiber die erzeugenden
Funktionen einiger Folgen. Bezeichne fiir z € KMo und r € Ny z, € KN die
Folge mit x,(k) = 0 fiir K < r und z,(k) = xz(k —r) fir k > r.

Wir werden anhand einiger Beispiele die oben erlduterte Vorgehensweise
demonstrieren.
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y(k) ( )(s)
(k) "G(x)(s)
akk (1 _ eas) 1
% s |

(k+ )V | e

Tabelle 4.1: Erzeugende Funktionen

Beispiel 4.1. Lose die inhomogene lineare Differenzengleichung erster Ord-
nung

y(k+1) —ay(k) = b(k), k € Ny.

Wir kénnen nun Satz anwenden mit n = 1, pp = —a und p; = 1 und
erhalten

UOEB) gyt 52

Wenn wir nun die rechte Seite der Gleichung (4.1 als Linearkombination
erzeugenden Funktionen einfacherer Folgen schreiben, dann erhalten wir aus
der Tabelle 4.1]

G(y)(s) = as#£1. (4.1)

1—as 1—as’

1
k . .. B
G(a")(s) T fiir |s| < al und
s . 1
G((a®)1)(s) = T as fur |s| < Tl

Mit Hilfe der Konvolution (Lemma [4.1p) folgt

S

B(s).

1—as

k
G(E_j o bk — z')) (5) = G((a")1)(5)G(b)(s) =

Dann gilt

k
Gy)(s) = y(0) - Ca")(s) + G(Z o b(k z')) (s).
=1

Aus der Linearitét und Eindeutigkeit von G (Lemma [4.1h) und d) ergibt
sich fiir gegebenes y(0) schlieBlich

k
y(k) = y(0)a* + 3 a'b(k — i),
=1

(vergleiche Satz [2.4)).
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Beispiel 4.2. Lose die inhomogene lineare Differenzengleichung zweiter Ord-
nung

y(k+2) +pry(k + 1) + poy(k) = b(k), k € No.
Wir wenden Satz [£.2] mit po = 1 an und erhalten

y(0) + (y(1) + p1y(0))s + s°B(s)

Gly)(s) = e

1

W. Dann gllt

Angenommen, wir hétten ein z mit G(z)(s) =

S
1+ p1s+ pos?
82

1+ p1s+ pos?

= G(21)(s)
= G(z2)(s).
Daraus folgt
G(y)(s) =y(0)G(x)(s) + (y(1) + pry(0))G(21)(s) + G(22)(s)B(s).

k
Wegen G(z2)(s)B(s) = G< > w2(i)b(k — )) (s) gilt

k
G)(e) = G (0)a + (1) + pry(O)ar + 3 (i~ 200k =) ) (),

Wie im vorigen Beispiel folgt aus Lemma [4.1d)

J(k) = {y(O)x(O) k=0
y(0)z(k) + (y(1) + pry(0)x(k — 1) + Yy o(i — 2)b(k — i) k> 1.

Falls die Losungen A, Ao der charakteristischen Gleichung \?> + pi\ + po
verschieden sind, gilt

1 1 A1 A2 1

1—|—p18+p052 N (1 —)\18)(1 —)\28) - (1 —)\18 B 1—)\28) . )\1 —)\2'

Dann folgt aus Lemma ) und Tabelle weiter

l’(k) _ (Al - )‘2)_1()\]{:—"_1 - A§+1) y A1 7é A2
(k4 1)\ A=A
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Kapitel 5

Systeme von
Differenzengleichungen erster
Ordnung

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir uns mit linearen Differenzenglei-
chungen, die durch eine Beziehung zwischen einer unabhingigen Variablen
k(e Np) und einer Folge (y(k))r mit einer oder mehreren ihrer Differenzen
beschrieben wird, beschéftigt. In der Praxis tauchen jedoch Modelle mit
mehreren abhéngigen Variablen auf, die in Zusammenhang stehen. In die-
sem Kapitel werden wir Systeme von n(€ N) Differenzengleichungen erster
Ordnung betrachten, die folgende Form besitzen:

Definition 5.1. Sei G : R®*! — R™. Dann heif}t
yi(k+1) Gk, y1(k), - .., yn(k))
ylk+1) = : = G(k,y(k)) = : (5.1)
Yn(k + 1) Gn(k,y1(k), ... yn(k))
ein Differenzengleichungssystem erster Ordnung fir ¢(k) in expliziter Form.
Ein inhomogenes lineares Differenzengleichungssystem erster Ordnung ist

dann gegeben durch

-

y(k+1) = A(k)y(k) + b(k), (5.2)

und
Gk +1) = A(k)j(k) (5.3)

heiflt das dazugehorige homogene lineare Differenzengleichungssystem erster
Ordnung.
Eine Folge #(1),Z(2),Z(3), ... heifit eine Losung von (.1)) genau dann, wenn

#(k +1) = G(k, Z(k))

fiir alle k € Ny erfiillt ist.
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An Stelle von #(1),Z(2),Z(3), ... schreiben wir, falls es zu keinen Verwechs-
lungen kommt (Z(k)).

Satz 5.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differenzengleichungssysteme
erster Ordnung in expllzlter Form). Ist a(O) € K™ gegeben, dann existiert
genau eine Lisung (b von . die b d(0) erfiillt. Diese Lisung ist
gegeben durch

k) = a(0) fiir k=0
| Gk—-1,b(k—1)) firk>0"

Beweis. Folgt durch vollstéindige Induktion. O

5.1 Fundamentalmatrizen und Green-Matrix

Analog wie frither kann man zeigen, dass man fiir die allgemeine Losung
des Differenzengleichungssystems 7(k + 1) = A(k)7(k) + b(k) die allge-
meine Losung des dazugehorigen homogenen Differenzengleichungssystems
y(k) = A(k)y(k) sowie eine spezielle Losung des inhomogenen Systems benotigt.

1 0
0 :
Im Folgenden bezeichnen wir mit ey = | . | ,...,€, = | - | die kanonischen
0 1
1 0 0
n-dimensionalen Einheitsvektoren und mit F, = 0 ’ Co die
S o0
0O ... 0 1

n-dimensionale Einheitsmatrix. Ahnlich wie im n-dimensionalen Fall von
homogenen linearen Differenzengleichungen erhalten wir folgende Eigenschaft:

Satz 5.2. Die Menge aller Losungen des homogenen Systems st ein
n-dimensionaler Untervektorraum von ((K™)No, 4 .).

Sind (Z1(k)), ..., (Z.(k)) beliebige linear unabhdingige Losungen, so ist die
Menge aller Lisungen von gegeben durch

{9? e (KM | #(k) = Z(k)é, ¢ e K”}
wobei Z(k) = [Z1(k)] ... |Z.(k)].

Beweis. Die Menge aller Lésungen von bildet offensichtlich einen
Untervektorraum von ((K™)No, + .). Seien (71(k)), ..., (Zn(k)) die eindeutig
bestimmten Loésungen des homogenen Systems mit 7;(0) = ¢€; fiir alle
j=1,...,n. Dann sind (&1 (k)), ..., (&, (k)) linear unabhingig.
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-

Sei nun (b(k)) eine beliebige Losung von (5.3), und sei (@(k)) definiert als
(k) =Y &;(k)b;(0).
j=1
Dann ist (@(k)) eine Losung von ((5.3) mit
a(0) = & (0)b;(0) = > &bi(0) = [b1(0), -, ba(0)]" = B(0).
j=1 j=1

Daraus folgt mit Satz dass @(k) = b(k) fiir alle k € Ny gilt, und jede
beliebige Losung (b(k)) von 1} ist als b(k) = 3. Zj(k)b;(0) darstellbar.
j=1

Somit ist {(Z1(k)), ..., (Zn(k))} eine Basis des Losungsraumes des homogenen
Differenzengleichungssystems (5.3)). Sei X (k) = [Z1(k)| ... |Zn(k)]. Dann ist
X(0) = E,, und fiir jede Losung (Z(k)) von gilt (k) = X (k)Z(0). Sind
nun (21(k)), ..., (Z.(k)) beliebige linear unabhéngige Losungen von und
ist Z(k) = [Z1(k)|...|Zn(k)], so folgt insbesondere Z(k) = X (k)Z(0) fiir alle
k € Np.

Wiére |Z(0)| = 0, so wiirde die lineare Abhéngigkeit von (21 (k)), ..., (Z.(k))
folgen. Wegen |Z(0)| # 0 folgt X (k) = Z(k)(Z(0))~!, und daher gilt fiir
jede Losung (Z(k)) von (5.3), dass Z(k) = Z(k)C ist fiir alle k € Ny mit
¢= Z(0)71Z(0) € K". O

Definition 5.2. Sind (Z1(k)),. .., (Z,(k)) linear unabhéngige Losungen des
homogenen Systems ((5.3)), so heifit die (Casorati-)Matrix

Z(k) = [2(F)] . . |z (k)]

eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems. Die Fundamentalmatrix
X (k) von (5.3) mit X (0) = E,, heifit Hauptfundamentalmatriz von (5.3)).

Korollar 5.3. Sind Y (k) und Z(k) 2wei Fundamentalmatrizen von (5.5),
dann gibt es eine regulire n x n Matrix C mit Z(k) =Y (k)C fiir alle k € Ny.

Beweis. Wir haben gezeigt, dass fiir eine beliebige Fundamentalmatrix Z (k)
von (5.3 stets gilt Z(k) = X (k)Z(0). Somit folgt

wobei C' = (Y(0))~1Z(0) eine invertierbare Matrix ist. Ist umgekehrt Y (k)
eine Fundamentalmatrix von (5.3) und C' € K"*" invertierbar, dann ist
Y (k)C auch eine Fundamentalmatrix von ({5.3)). O

Ist eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems ([5.3]) bekannt, so lasst
sich mit Satz die Menge aller Losungen von ([5.3)) beschreiben. Um nun
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eine Losung des inhomogenen Systems (5.3) zu bestimmen, wenden wir
folgende Methode an:

[Variation der Konstanten] Sei 7(k + 1) = A(k)§(k) + b(k) fiir k € No.
Dann gilt fiir die Losung des dazugehorigen homogenen Systems 7(k) = Y (k)é,
wobei Y (k) eine Fundamentalmatrix und ¢ € K" ist. Durch Variation des
Vektors ¢ lassen sich mit ¢(k) = Y (k)é(k) auch Losungen des inhomogenen
Systems gewinnen.

Wir nehmen an, es gilt |A(k)| # 0 fiir alle £ € Nyp. Dann ist Y (k) =
Ak —1)-...- A(0)C mit |C\ # 0 und daher |Y (k)| # 0 fir alle k € Ny, und
es gilt AE’(k) (Y (k4 1))~ 'b(k). Mit dem Fundamentalsatz aus Lemma
folgt

)71b(1 — 1) + &0).

Mw

k)= (Y(i+1)™"

=0 l=1
Geméfl der Anfangsbedingung gilt Y (0)é(0) = ¢(0) = ¢o. Daraus folgt
é(0) = (Y(0))~14jo. Fiir die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems gilt
dann unter Verwendung der Hauptfundamentalmatrix X (k) = Y (k)(Y (0))~L.

k
(k) =Y (k)&(k) = Y (k) (Y (0) " 5o + Z )7Hb(1 - 1))
k
= X(K)jo+ Y _ Y (k)(Y(0)) Y (0)(Y (1) ~'b(1 — 1)
=1
k
= X (k)i + Y X(k)(X(1))"'b(1 - 1). (5.4)

Dabei ist der erste Summand in (5.4]) die allgemeine Losung des homo-
genen Systems ([5.3) und der zweite Summand eine spezielle Losung des

inhomogenen Systems (5.2)).

Definition 5.3. Fiir das homogene System Z(k+1) = A(k)Z(k), mit |A(k)| #
0 fiir alle £ € Ny heifit die Matrix

G(k,0):= X(k)X()™, k1€ N,

die Green-Matriz des homogenen Systems ([5.3)).
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Korollar 5.4. Die allgemeine Lisung des inhomogenen Systems ((5.4) mit
Anfangswert Z(0) = &y ist gegeben durch

k
F(k) = X (k)7 + Y _ G(k,1)b(l — 1) (5.5)
=1

In der Darstellung und der allgemeinen Losung von ¢(k + 1) =
A(k)y(k) + b(k) taucht die Hauptfundamentalmatrix auf, die a-priori aber
nicht bekannt ist. Um eine Losungsdarstellung zu erhalten, die nur die
bekannten Koeffizienten A(k) und b(k) enthélt, zeigen wir einige Eigenschaften
der Hauptfundamentalmatrix und der Green-Matrix. Zunéchst sind X (k)
bzw. A(k) nur fiir k& € Ny definiert. Um X (k) bzw. A(k) fir ¥ < 0 zu
definieren, wird X (k + 1) = A(k)X (k) fiir alle k € Z angenommen.

Lemma 5.5 (Eigenschaften der Hauptfundamentalmatrix). Sei |A(k)| # 0
fiir alle k < 0.

a) Es gilt
E,, -
X(k)=qAk—-1)-Ak—2)-...- A0), k>0
(AR)™L- (A(k+ 1)t (A(-1)7Y, k<.

b) Ist Z(k) eine Fundamentalmatriz, so gilt

Ak —1)| - |A(k - 2)] - ... - |A(0)], k>0

1Z(k)| = |2(0)]- {|A(k)|-1 JAGR+ D) JAD, k<o,

Beweis. a) Da X(k+1) = A(k)X (k) fir k € Ny gilt, folgt fir & > 0:
Xk)y=Ak-1DXk-1)=Ak-1)-Ak-1)X(k—-2)=...=
=Ak-1)-Ak—2)-...- A(0)X(0)

und fiir k£ < 0, falls |A(k)| # 0 fiir alle k& € Np:

X(k) = (A(k) ' X(k+1) = (A(R) - (A + 1) ' X(k+2)=... =
= (AR (A + 1) (A1) X(0).

Da X(0) = E,, folgt daraus die Behauptung.

b) folgt aus a).
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Lemma 5.6 (Eigenschaften der Green-Matrix). Seien k,l € No. Dann gilt

a) G(k,k)=FE
b) (G(k, 1))t =G(l, k).
c) G(k+1,1 (k)G(k,1) und

— A
Gk, 1 +1) = Gk, 1)(A®)"".

p G(k’):{A(k—i)-A(k:—Q)-._..-A(l) ) k>
(AN (Ak+1)7 L (A0 —-1)" Y k<L

e) G(k,l) = G(k,m)G(m,1) fir alle m € Ny.

f) Ist A(k) = A fir alle k € Ny, so ist G(k,1) = AFL.

Beweis. a) und b) folgen direkt aus der Definition der Green-Matrix.

c)

Gk+1,0) = X(k+1D)(X(1)™" = AR)X(R)(X (1)~
= A(k)G (K, 1)

G(k,l+1) = (GU+1,k)™ = (ADGL k)" = (G k) THAW) ™
= G(k,D(AWD)™!

d) Sei k > [. Dann folgt aus c):

Gk1)=Ak-1)GEk-1,))=...=Ak—1)-...- A(DG(,1).
Sei nun k < [. Dann gilt daher G(I,k) = A(l — 1) (k) ( k),
und mit Hilfe von b) folgt G(k,1) = (A(k))~t-...- (A (l — 1)1

e)

f) folgt aus a) und d).

Mit Hilfe von Lemma und Lemma koénnen wir in der Formel (5.5)) die
Hauptfundamentalmatrix und die Green-Matrix ersetzen und erhalten den

folgenden Satz.
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Satz 5.7. Die allgemeine Lisung des inhomogenen linearen Differenzenglei-
chungssystems ((5.2) hat die Gestalt

k
F(k) = (A(k —1)-...- A0)F0) + > (A(k—1)-...- A(1)b(l —1) (5.6)
=1

fir alle k > 0. (Dabei ist das leere Produkt bzw. die leere Summe von
Matrizen als Einheitsmatriz bzw. Nullmatriz zu verstehen.) Ist A(k) = A fir
alle k € Ny, so gilt

k
F(k) = AFZ(0) + Y AFh(1 - 1) (5.7)
=1

fir alle k > 0.

Bemerkung 5.1. Fiir die Herleitung von Satz wurde zunéchst die Regu-
laritét der Matrix A(k) angenommen. Der Satz ist sogar fiir singuldre
Matrizen A(k) giiltig. Diese Behauptung kann durch vollstéindige Induktion
gezeigt werden.

Der folgende Satz ermoglicht es, die Losung von Differenzengleichungen
hoherer Ordnung auf die Lésung von Differenzengleichungssystemen erster
Ordnung zuriickzufiihren.

Satz 5.8 (Transformationssatz). Jede Differenzengleichung n-ter Ordnung
in expliziter Form

yk+n)=Gk,yk),yk+1),yk+2),...,y(k+n—1)) (5.8)

kann in ein dquivalentes System von n Gleichungen erster Ordnung tber-
gefiihrt werden:

y ist eine Losung von genau dann, wenn (y, By, . .., E""ly) eine Lisung
von

yi(k +1) = y2(k)

Yn-1(k +1) = yn(k)
yn(k + 1) = G(kv yl(k)7 s yn(k))

15t.
5.2 Autonome Differenzengleichungssysteme erster

Ordnung

Im Allgemeinen gibt es fiir Differenzengleichungssysteme mit zeitabhéngigen
Koeffizienten keinen einfachen systematischen Weg zur Ermittlung aller
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Losungen des homogenen Systems. Es muss wenigstens eine Losung bekannt
sein. In den folgenden Unterkapiteln werden wir Methoden vorstellen, mit
denen man wenigstens fiir lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten auf systematische Weise alle Losungen des homogenen Systems
bestimmen kann. Dabei sprechen wir von autonomen oder zeitunabhdngigen
Systemen, falls das lineare Differenzengleichungssystem konstante Koeffizien-
ten besitzt. Wir wiederholen zur Erinnerung;:

Ein lineares homogenes Differenzengleichungssystem erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten ist gegeben durch

y(k+1) = Ay(k) (5.9)
mit (k) = (y1(k),...,yn(k))T und A € K™*"
Die allgemeine Losung des Systems ([5.9)) ist gegeben durch
7(k) = A*7(0) (5.10)

mit Anfangswert ¢(0) € K". Die Schwierigkeit liegt nun in der Bestimmung
von AF. Dazu benétigen wir ein paar Begriffe aus der linearen Algebra.

Definition 5.4. Sei A € K™"*", Dann heifit A € C ein Eigenwert von A, falls
es ein & € C™\ (o) gibt mit
AE =€,
bzw. )
(A=A =0.

Jedes solche E ist ein Figenvektor von A zum Eigenwert \.

Definition 5.5. Sei A € K™*". Dann ist das charakteristische Polynom y 4
von A gegeben durch

xa(A) = [A = Al

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4 sind genau die Eigenwerte
von A. Sind daher A, A\o,..., A\, die Eigenwerte von A gemif ihren Viel-
fachheiten hingeschrieben, dann kénnen wir das charakteristische Polynom

schreiben als .
xa() = (1" T = A
j=1

Satz 5.9 (Satz von Cayley-Hamilton). Jede Matriz A € K"*™ geniigt ihrer
charakteristischen Gleichung. Es gilt daher

=Tl -

Jj=1
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5.2.1 Diagonalisierbare Matrizen

Definition 5.6. Sind A, B € K™"*™ quadratische Matrizen, dann nennt man
A und B zueinander dhnlich genau dann, wenn eine invertierbare Matrix P
existiert mit P~1AP = B.

Lemma 5.10. Sind A und B zueinander dhnlich, dann besitzen sie dieselben
Figenwerte.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass zwei zueinander #hnliche Matrizen A und B
dasselbe charakteristische Polynom x4 = xp besitzen.

xB =|B — M| =|P tAP — \|
=|P~'AP — P7I\IP|

=|P71(A - \I)P|
=P~ |A = \|-|P]
=|A—A|=xa

Somit besitzen zwei zueinander dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte. [

Definition 5.7. Sei A € K™*". Dann heif3t A diagonalisierbar, wenn A
dhnlich zu einer Diagonalmatrix D = diag(A1, Aa, ..., Ap) ist.

Fiir diagonalisierbare Koeffizientenmatrizen A des Differenzengleichungs-
systems 1) ist die Berechnung von A einfach, denn es gilt

A=PDP !,
und somit folgt

AF = (PDPY* = pDFp~!

Moo ...0
_p|0 X p1

g

0 0 A

Satz 5.11. Die quadratische Matriz A € K™"*" ist diagonalisierbar genau
dann, wenn sie n linear unabhdngige Figenvektoren besitzt.

Beweis. Sei P = (£|&)]...|€,), wobei & die i-te Spalte von P bezeichnet,
dann gilt |P| #0=&,...,& #0.

A=PDP ' AP =PD
o AL = NG, firi=1,2,....n

& 5_; ist ein Eigenvektor von A zum FEigenwert A;

Es gilt |P| # 0 & 51, . ,E;L sind linear unabhéngig. O
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Satz 5.12. Sei A € K™"*"™ diagonalisierbar, dann ist die allgemeine Lésung
der Differenzengleichung ((5.9) gegeben durch

g(k) =Y e, (5.11)
i=1
wobei 51, . ,f_;l linear unabhdngige Figenvektoren von A und A1, Ao, ..., A

die zugehdrigen Eigenwerte von A sind.

Beweis. Sei AFd die allgemeine Losung von (5.9)) mit d € K". Dann ist A*P¢
mit P = (&]...|&,) die allgemeine Losung von (5.9) mit & € K. Nun gilt

AFPE= PD*e =" cidfe;.
=1

O]

Beispiel 5.1 (Fibonacci-Zahlen). Das Differenzengleichungssystem ist gegeben
durch

st = (7)o

Die Eigenwerte der Matrix A erhalten wir durch Losen der charakteristischen
Gleichung

— (~N)(1 =N —1=0.

-2 1
=== 1

Lost man die charakteristische Gleichung, dann erhilt man daraus die
1+v5
2

beiden Eigenwerte A1 2 = und die dazugehorigen Eigenvektoren f_i =
(1, HT\@)T und & = (1, 1_7\/5)T Aus Satz folgt die allgemeine Losung
) 1+v5\" > 1-V5\">
Z/(k)201< 5 > f1+02< 2 &2

5.2.2 Losen mittels Jordanscher Normalform

Betrachtet man den allgemeinen Fall einer nicht diagonalisierbaren Koeffizi-
entenmatrix A, dann hat A mehrfach auftretende Eigenwerte, d.h. es gibt
i,j €{1,...,n} mit i # j und A\; = \;. Wenn A nicht diagonalisierbar ist,
dann ist A dhnlich zu einer Matrix J in Blockdiagonalform, welche Jordan-
sche Normalform genannt wird. Mit Hilfe der Jordanschen Normalform ldsst
sich A% einfach berechnen.
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Definition 5.8. Die Jordansche Normalform einer quadratischen Matrix
A € K™ ist eine Matrix J in folgender Blockdiagonalform:

Ji0 ... 0
J=diag(Ji, o gy = | 0 2 L (5.12)
Lo 0
0 ... 0 J

Die Matrizen J;, ¢« = 1,...,r, heilen Jordanblocke und sind Bidiagonal-
matrizen von folgender Form:

N 10 ... 0
0o N 1 :
Ji=1: - : 0 | € C¥reL (5.13)
: 1
0 ... ... 0 N

1

-
Die \; bezeichnen die Eigenwerte von A, und es gilt > s; = n.

i=1
Bemerkung 5.2. Die Jordansche Normalform ist bis auf die Reihenfolge der
Jordanblécke eindeutig bestimmt.

Bemerkung 5.3. Besitzt die Matrix A paarweise verschiedene Eigenwerte,
dann gibt es n eindimensionale Jordanblocke und die Jordansche Normalform
ist eine Diagonalmatrix mit J = diag(A1, A2, ..., A\n).

Um die Jordansche Normalform einer quadratischen Matrix A zu bestimmen
bendétigen wir folgende Definitionen:

Definition 5.9. Sei A € K™*" eine quadratische Matrix.

a) Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes \; von A ist die Viel-
fachheit von \; als Nullstelle des charakteristischen Polynoms x 4 ()
und bestimmt die Anzahl der \; in der Diagonalen der Jordanschen
Normalform J von A.

b) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes \; von A ist die Dimen-
sion des Eigenraumes von \;, daher die Anzahl der linear unabhéngigen
Eigenvektoren von A zum Eigenwert \; und bestimmt die Anzahl der
Jordanblocke J;.

Satz 5.13. Zu jeder quadratische Matrix A € K™*" gibt es eine dhnliche
Matriz J, die in Jordanscher Normalform gegeben ist, d.h.

J =P AP = diag(Jy, J3,...,J;), 1<r<n.
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Die Darstellung einer quadratischen Matrix A durch ihre Jordansche Normal-
form J erlaubt es uns nun, A¥ zu schreiben als A*¥ = (PJP~1)k = pj*Fp~!
mit

JEo ... 0
k . :
P I ., 1<r<n.
|
o ... 0 Jk

Satz 5.14. Sei J; € C%*5 ein zum Figenwert \; von A gehdrender Jordan-
block. Dann gilt

D ) D € D ()
0 A N (N
JE=1": : : (5.14)
(DA
0 0 e

Beweis. Jeder Jordanblock J;, 7 =1,...,r, lasst sich darstellen als J; = \;1 + N;,
wobei

0 1 0 ... 0
0 1 .o
: 0 1
0 ... ... ... 0

eine nilpotente Matrix ist, fiir die Nik =0, fiir alle k > s; gilt.

53



KAPITEL 5. SYSTEME VON DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER
ORDNUNG

Somit erhalten wir

=XT + (f) NTIN + (’;) MNTENP 4.+ <S. ]i 1) VAN

SV () PV () P Ve (RN D
0 A A (e

A
0 0 PV

O]

Satz 5.15. Sei A € C"*" und J € C™*" ihre Jordansche Normalform. Dann
ist die allgemeine Losung der Gleichung (5.9) gegeben durch

j(k) = PJke
mit ¢ = P~1§(0) € K".
Beweis. folgt aus der Formel (5.10]). O

Beispiel 5.2. Sei das Differenzengleichungssystem ¢(k + 1) = Ag(k) gegeben
mit

4 1 2
A=10 2 —4
01 6

Gesucht ist die allgemeine Losung des Differenzengleichungssystems.
Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte A von A iiber ihre charakteristische
Gleichung |A — M| = 0:

4-x 1 2
0= 0 2-X -4

0 1 6-2X
=(A=X)(2-A\)(6—N) +4(4—))
=(4—-A)°

Somit sind die Eigenwerte \;{ = Ay = A3 = 4. Als néchstes bestimmen wir
die Eigenvektoren und l6sen dazu die Gleichung (A — AI)¢ = 0:

0 1 2 dy 0
0 -2 —4 do| =10
0 1 2 ds 0
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Diese Gleichung ist dquivalent zu d2 = —2ds und erhalten zwei linear
unabhéngige Eigenvektoren

1 1
& =10)] und & = | -2
0 1

Nun miissen wir den letzten Spaltenvektor 53 von P so wéahlen, sodass
&1, &9, &3 linear unabhéngig sind. Die Jordansche Normalform J von A lautet:

J =

S O
S = O

0
1
4

Wiire P = (&€1/€3), so wiirde (A — 41)&5 = £ gelten, d.h.

0 1 2 aj 1
0 -2 -4 a2 | =10],
0 1 2 as 0

was einen Widerspruch ergibt. Wére P = (ﬁ@g}), so wiirde (A—4I)é), =&
gelten, d.h.

0 1 2 ai 1
0 -2 —4 a9 = -2
0 1 2 as 1

Diese Gleichung ist dquivalent zu as + 2a3 = 1. Somit kénnen wir f_;, nun
schreiben als

und 51, 52,53 sind linear unabhéngig. Wir erhalten somit

1 1 0 1 1 1
P=(0 —2 —-1|,Pt=(0 -1 -1],
0 1 1 0 1 2
und
4 0 0
JE=1|(0 4 Eak!
0 0 4%
Also ist die allgemeine Losung gegeben durch
4k gk k4k=1 c1

gk)y=PJ*¢= |0 —2-4% —2kah1 4k | ||,
0 4k e c3
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bzw.
4k k4k—1 2k4k—1 y1(0)
G(k) = PJ*P7150) = | 0 —2(k —2)4F! —fak y2(0)
0 k4k=1 2(k +2)4%=1 | \y3(0)

5.2.3 Der diskrete Putzer-Algorithmus

In der Differentialrechnung wird der Putzer-Algorithmus fiir die Berechnung

von e’ verwendet. Wir werden einen analogen Algorithmus vorstellen, um

AF darzustellen. Der Ansatz hat die Form

n+1
AR =N (k)M (G — 1), (5.15)
j=1

wobei u; skalare Folgen sind und
M(j) = (A= NDM(G —1) (5.16)
fiir alle j = 1,...,n mit M(0) = I, oder
MG +1) = (A= Xjp ) M(j)

fiir alle j =0,...,n— 1 mit M(0) = 1I.
Somit erhalten wir durch Iteration

M(k)= (A= NeI)(A—=XgqD) ... - (A= N\I)
fir alle £ = 0,...,n, welche wir in kompakter Form schreiben als
k
M(k) = [[(A - AD)
j=1

fir alle k =0,...,n.
Aus Satz folgt M(n) = O, somit konnen wir die Darstellung ([5.15])
schreiben als

AR = (k)M (G - 1) (5.17)
j=1
Fiir £ = 0 erhalten wir dann
A" =T = u1(0)] +u2(0)M (1) + ... + up(0)M (n — 1),
welche erfiillt ist, wenn gilt

u1(0) =1 und u2(0) = u3(0) = ... = u,(0) = 0. (5.18)
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Sei die Formel (.17 fiir ein k € Ny erfiillt. Dann soll die Giiltigkeit fiir k£ + 1
folgen:

_Zuj YAM (5 — 1)

Aus der Darstellung ([5.16) erhalten wir AM (j — 1) = M(j) + \jM(j — 1),
und somit folgt

Zuj(k—l—l) (G—1)= Zuj §) +NM(G - 1)]. (5.19)

Fiithrt man einen Koeffizientenvergleich fiir die Polynome ([5.19)) beziiglich
M(j) fir 0 < j < n — 1 durch, dann erhélt man unter den Bedingungen
(5.18) Differenzengleichungen erster Ordnung;:

ui(k+1) = Mug (k) mit ui(0) =1,
Uj(k + 1) = )\ju]'(k) + ’U,j_l(k) mit Uj(O) =0firj=2,3,...,n
Die Losungen sind dann mit Satz gegeben durch

k—1

ur(k) =25, (k) = Z)\?_l_iuj_l(i) fir j=2,3,...,n
i=0

Wir fassen im folgenden Satz den Putzer-Algorithmus zur Bestimmung von
A* zusammen.

Satz 5.16 (Putzer-Algorithmus). Sei A € C™*". Dann lisst sich A* dar-
stellen als

= u;())M(j 1) (5.20)
Jj=1

mit Matrizen i
=[Ja-xD
7=1

und den skalaren Folgen

k—1

ur(k) = AF, wi(k) =) N ) fir j=2,3,... 0.
=0
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Beispiel 5.3. Sei das Differenzengleichungssystem i(k + 1) = Ay(k) gegeben
mit

4 1 2
A=10 2 —4
01 6

Gesucht ist die allgemeine Losung des Differenzengleichungssystems.
Die Eigenwerte sind gegeben durch A\; = Ay = A3 = 4. Somit gilt

0 1 2
MO)=I, M(1)=A—4I=|0 -2 —4
0 1 2

und

000
M2)=(A-4?>=10 0 0
000

Die skalaren Folgen lauten

ul(kz) :4k,

Wir erhalten mit dem Putzer-Algorithmus somit die Darstellung
1 00 0o 1 2
AP =48 10 1 0 +kar! 2 —4
00 1 0o 1 2

k(k—1) 1o
—A
2

o

_l’_

o O O
o O O
o O O

4* 4kt 2k4k—1
=10 —2(k-2)4k! —k4k
0 k4h—t 2(k + 2)4k—1,
Somit ist die allgemeine Losung gegeben durch
4k 4kl 2k4k—1 y1(0)
jg(k) = A*G(0) = [ 0 —2(k —2)4k~! — k4 y2(0)
0 k4k=1 2(k +2)4=1 | \y3(0)
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5.3 Anwendung Differenzengleichungssysteme ers-
ter Ordnung: Altersstrukturierte Populations-
modelle

Eine Population, in der die Individuen ihrem Alter nach in Klassen eingeteilt
werden, heiflt altersstrukturierte Population. Von besonderem Interesse ist
dabei die Vorhersage der Anzahl der Individuen in einer bestimmten Alters-
klasse. Selbst wenn man nicht direkt an der Altersstruktur einer Population
interessiert ist, sondern an der Entwicklung der Populationsgrofie, kann es
sinnvoll sein, die Population in homogene Altersklassen zu unterteilen und
altersabhingige Geburten- und Uberlebensraten anzunehmen. So hingt die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum im n&chsten Zeitschritt einen Nach-
kommen bekommt oder stirbt, von seinem Alter ab.

Wir treffen folgende Annahmen fiir dieses Modell:

e Die Population entwickelt sich in diskreten Zeitschritten und kann in
n homogene, diskrete Altersgruppen unterteilt werden.

e Die Population ist isoliert und verédndert sich nur durch Geburt und
Tod der Individuen, d.h. Ein- und Auswanderung seien ausgeschlossen.

e Die Fortpflanzung der Population sei im Modell nicht im Detail analy-
siert. Bei zweigeschlechtlicher Fortpflanzung betrachten wir die weibli-
che Subpopulation.

e Wir betrachten dquidistante Zeitpunkte, sodass der Abstand zweier
benachbarter Zeitpunkte genau der Linge einer Altersklasse entspricht.

Bezeichne y;(k) > 0 die Anzahl der Individuen in der Altersgruppe i =
1,...,n zum Zeitpunkt k& € Ng. Dann bezeichnet 7(k) = (y1(k), ..., yn (k)T

den Populationsvektor zum Zeitpunkt k. Fiir die Norm ||g]| = > |ys| ist
i=1

l7(k)|| die GroSle der gesamten Population zum Zeitpunkt k. Dann gibt
Ui = vi/ ||yl den Anteil der Individuen in der Altersgruppe i an und der
Vektor (k) = y(k)/ ||y(k)| heiBt die Altersstruktur der Population zum
Zeitpunkt k. Das Basismodell der Populationsdynamik hat dann die Gestalt

gk +1) = Ly(k)

wobei L eine nichtnegative n x n Matrix ist. Je nach Modell der Populations-
entwicklung werden die nichtnegativen Eintrage der Matrix L spezifiziert.

5.3.1 Leslie-Modell

Wir bezeichnen mit b; > 0 die durchschnittliche Anzahl der Nachkommen, die
ein Individuum der Altersgruppe i = 1,...,n pro Zeiteinheit hervorbringt.
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Dann ist Z biyi(k) die gesamte Anzahl der Individuen in der Altersgruppe

1 zum Zeltpunkt k + 1. Weiter sei 0 < s; < 1 der durchschnittliche Anteil
der Individuen in Altersgruppe i, die den néchsten Zeitschritt iiberleben und
dadurch von Altersgruppe ¢ in Altersgruppe i + 1 wechseln. Offensichtlich ist
die Uberlebensrate der hichsten Altersgruppe n per Definition identisch 0.
somit gilt fiir die Dynamik der Population

by by ... byt by\ [wi(k)

s1 0 ... 0 0 ya (k)
Jk+1)=Ljk)=]0 s . : : (5.21)

0 ... 0 sp,-1 O yn (k)

In diesem Zusammenhang spricht man von einem linearen Leslie-Modell und
nennt L auch Leslie-Matriz.

Sind zusétzliche Bedingungen, wie z.B. die Primitivitét, fiir die Leslie-Matrix
L gegeben, so kann zumindest eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten
der Population gemacht werden.

Bezeichne hier und im Folgenden R; = (0,00) die Menge der positiven
reellen Zahlen und Ry = [0, co)die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Definition 5.10. Eine Matrix A € Rj™™ heiit primitiv, wenn es eine natiir-
liche Zahl p € N gibt, sodass alle Matrixeintrige von AP positiv sind. D.h. es
existiert ein p € N, sodass a ;>0 fur alle 1 < 4,5 < n. Hier bezeichnen ap’ i
die Eintrige der Matrix Ap Dab kleinste solche p heifit Primitivititsindex

der Matrix A.

Satz 5.17 (Perron-Frobenius). Sei A € R*" eine primitive Matriz und
||I-|| eine beliebige Norm auf R™. Dann ezistiert zur Matriz A ein Eigenwert
A* € R mit folgenden Eigenschaften:

a) \*>0
b) \* ist betragsmdfig grofler als jeder andere Eigenwert von A.

c) Zu X\* existieren strikt positive links- und rechtsseitige Eigenvektoren,
d.h. es existiert ein Zeilem)ektor w € Rf” und ein Spaltenvektor

ze Rﬁ_Xl mit WL A = N@T bzw. AT = \*Z, deren Komponenten alle
positiv sind. Diese Figenvektoren konnen o.B.d.A. normiert werden
auf ||w]| = [|Z]} = 1.

d) Die mit dem FEigenwert \* assoziierten Eigenvektoren sind bis auf
skalare Vielfache eindeutig bestimmt.
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e) \* hat die algebraische Vielfachheit 1.

Beweis. Siehe z.B. [7]. O

Satz 5.18. Eine Leslie-Matriz L € R" ist primitiv, wenn by, # 0 und
wenn es 1,5 € {1,...,n} gibt mit b;,b; > 0 und ggT(i,j) = 1.

Beweis. Siehe [1I, S. 57]. O

Bemerkung 5.4. Wir konnen im folgenden davon ausgehen, dass die Primi-
tivitdt der Leslie-Matrix bei dem von uns betrachteten Modell gegeben ist.
Die Voraussetzungen fiir eine primitive Matrix sind nicht sehr einschrankend,
da sich die Altersklassen jenseits der letzten fertilen Altersklasse im Lauf
der Zeit auf Grund der Ubergangswahrscheinlichkeiten entwickeln und zwei
aufeinanderfolgende fertile Altersklassen durch Halbierung aller Altersklassen
erreicht werden kénnen.

Ist die Primitivitédt der Leslie-Matrix L gegeben, dann sind die in Satz
erwahnten Groflen eindeutig bestimmt. Betrachtet man das dynamische
System i(k+1) = Lij(k) = L*14(0) mit 5(0) € R\ (6} fiir k € Ny, so erhilt

man die Konvergenz des normierten Systems (k) = g(k)/||7(k)||. Dieses
Ergebnis ldsst sich im folgenden Satz in einem etwas allgemeineren Kontext
als dem der Leslie-Modelle zeigen.

Satz 5.19. Sei A € R}Y*™ primitiv und bezeichne mit |-|| eine beliebige Norm
auf R™.

a) Dann gilt fir die normierte Abbildung Agf = ||£Z:H :
ik Tk k?f
kli}n;oA y(0) = kli}rgloA ¥(0) = klglolo kg =y fir alle 4(0) € RO\{a},

wobei §* der gemdf} Satz[5.17 zur Matriz A gehérende positive, auf die
Linge 1 normierte Rechtseigenvektor zum Figenwert A\* von A ist.

b) Mit dem gemdf Satz zur Matriz A gehdrenden \* € R mit A* > 0
gilt fiir das asymptotische Verhdiltnis zweier aufeinander folgender
Populationsvektoren

yi(k +1)

li =\*
Koo yi(k)
fiir allei =1,...,n und g(0) € Rg\{ﬁ}.
Beweis. Siehe [4], Kapitel 2. O
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Bemerkung 5.5. Ist die Leslie-Matrix L primitiv, so konvergiert die Alters-
struktur gj’(k) unabhéngig von der urspriinglichen Altersstruktur gj’(O) gegen
i". Das bedeutet, dass exogene Storungen der Population z.B. in Form von
Epidemien, die moéglicherweise eine Dezimierung der Population nach sich
ziehen, auf lange Sicht ohne jegliche Konsequenz fiir die Altersstruktur sind.
Somit kann sich die Population mit der Zeit wieder ,erholen*“und n#hert sich
dem strukturellen Gleichgewicht.
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Kapitel 6

Stabilitatstheorie

An den Anwendungen von Differenzengleichungen und Differenzengleichungs-
systemen erkennt man, dass oft die Stabilitdtseigenschaften von Differenzen-
gleichungen und diskreten dynamischen Systemen eine weitaus gréflere Rolle
spielen, als die Kenntnis einer (expliziten) Losung. Bisher haben wir zuerst
die Losung bestimmt, um daraus Aussagen iiber das Stabilitdtsverhalten
dieser Systeme machen zu kénnen.

Fiir viele Differenzengleichungen bzw. diskrete dynamische Systeme, wie z.B.
nichtlineare Differenzengleichungen bzw. nichtlineare diskrete dynamische
Systeme, ist es oft nicht mdglich, eine explizite Losung zu ermitteln. Daher
ist man an einer Stabilitdtstheorie interessiert, die es ermoglicht, Aussagen
iiber das Stabilitdtsverhalten ohne Kenntnis iiber die Losung machen zu
konnen.

Eine umfassende Stabilitdtstheorie existiert fiir lineare Differenzengleichungen
und lineare diskrete dynamische Systeme, die im folgenden Kapitel vorgestellt
wird.

6.1 Allgemeine Stabilitdtsbegriffe

Wir werden in diesem Abschnitt die wichtigsten Stabilitdtsbegriffe einfiihren
und gegeniiberstellen. Dazu betrachten wir ein n-dimensionales, nicht auto-
nomes, diskretes dynamisches System

gk +1) = G(k,y(k)) (6.1)

mit G : Ngx M — M fiir k € Ny. Dabei ist M eine Teilmenge von K" (K = R
oder K = C) und %(0) € M Anfangswert einer Losung (7(k)) von (6.1)). Fiir
eine Losung (7(k)) von bezeichnen wir die Menge {%(0),%(1),4(2),...}
auch als die Bahn bzw. den Orbit von (y(k)).
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Definition 6.1. Eine Losung (7(k)) von (6.1) heifit

2)

b)

f)

g)

stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein d(¢) > 0 gibt, sodass gilt:
Ist (Z(k)) eine Losung von (6.1) mit ||Z(0) — ¢(0)|| < d(g), dann gilt
|Z(k) — y(k)|| < e fiir alle k € No.

attraktiv, wenn es ein 6 > 0 gibt, sodass gilt:
Ist (Z(k)) eine Losung von (6.1) mit ||Z(0) — #(0)|] < d, dann gilt
Tim [[#(k) — (k)| = 0.

asymptotisch stabil, wenn (y(k)) stabil und attraktiv ist.

gleichmdf$ig stabil, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein §(e) > 0 gibt, sodass
gilt:

Ist (#(k)) eine Losung von (6.1) mit ||#(a) — g(a)|| < d(e) fiir ein
a € Ny, dann gilt

|Z(k) — y(k)|| < e fiir alle & > a.

gleichmdflig attraktiv, wenn es ein § > 0 gibt, sodass gilt:
Ist (Z(k)) eine Losung von mit [|Z(a) — y(a)|| < fiir ein a € Ny,
dann gilt

lim ||Z(k) — ¢(k)|| = 0 fir alle k£ > a.

k—o0

gleichmdfig asymptotisch stabil, wenn (g(k)) gleischmiBig stabil und

gleichméaflig attraktiv ist.

global attraktiv, wenn gilt:
Ist (#(k)) eine Losung von (6.1) mit #(0) € M, dann gilt

T [7(k) — (k)] = 0.
—00

global (asymptotisch) stabil, wenn (y(k)) global attraktiv und stabil ist.

streng stabil, wenn es jedem £ > 0 ein §(g) > 0 gibt, sodass gilt:
Ist (Z(k)) eine Losung von (6.1) mit ||Z(a) — y(a)|| < d(¢) fiir ein
a € Ny, dann gilt

|Z(k) — y(k)|| < e fiir alle k& € Np.

exponentiell asymptotisch stabil, wenn es ein A > 0 gibt und zu jedem
e >0 ein §(e) > 0, sodass gilt:

Ist (#(k)) eine Losung von mit [|Z(a) — y(a)|| < d(e) fiir ein
a € Ny, dann gilt

|Z(k) — §(k)|| < e - e *=9) fiir alle k > a.
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k) beschrinkt, wenn es ein ¢ > 0 mit ||7(k)|| < c fiir alle k € Ny gibt.

Eigenschaften der Stabilitéitsbegriffe. Sei (7(k)) eine Losung von (6.1)).
Dann gilt

a) Ist (¢(k)) streng stabil, so ist (7(k)) auch gleichmé&Big stabil.
b) Ist (y(k)) gleichmifig stabil, so ist (7(k)) auch stabil.

c¢) Ist (7(k)) exponentiell asymptotisch stabil, so ist (#(k)) auch gleichméiBig
asymptotisch stabil.

d) Ist (g(k)) gleichméBig asymptotisch stabil, so ist ((k)) auch asympto-
tisch stabil.

Bemerkung 6.1. Die Umkehrung der Implikationen gelten im Allgemeinen
nicht. Es stellt sich aber heraus, dass viele dieser Stabilitéitsbegriffe fiir lineare
Systeme dquivalent sind.

6.2 Stabilitidtstheorie nicht autonomer lineare Sy-
steme

Wir betrachten in diesem Abschnitt lineare Systeme mit zeitabhingigen
Koeffizienten die gegeben sind durch G(k, y(k)) = A(k)y(k) + b(k), M = K",
d.h.

gk + 1) = A(k)g(k) + b(k) (6.2)
fiir k € Ny, wobei b(k) € K™ und A(k) € K™*" fiir alle £ > 0. Im homogenen

—

Fall ist b(k) = 0 fur alle k € Ny, d.h. fiir k € Ny ist
gk +1) = A(k)y(k). (6.3)
Im Folgenden sei A(k) fiir alle & € Ny als nichtsingulér angenommen.
Lemma 6.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) Alle Lésungen des inhomogenen Systems sind stabil.
b) Eine Lisung des inhomogenen Systems ist stabil.
¢) Die Nulllosung des homogenen Systems st stabil.

Beweis. Aus a) folgt trivialerweise b).
Sei b) erfiillt und (7(k)) eine stabile Losung des inhomogenen Systems (6.2)).

Weiter sei (Z(k)) eine beliebige Losung des homogenen Systems (6.3 und
e > 0. Dann ist (Z(k) 4+ y(k)) eine Losung des inhomogenen Systems (6.2)),

65



KAPITEL 6. STABILITATSTHEORIE

und es gibt ein d(¢) > 0, sodass aus Hf(O) — GH = ||Z(0) + 7(0) — g(0)|| < &
folgt H:E‘(k) - 6” = |Z(k) + §(k) — §(k)|| < ¢ fiir alle k € Ny, da (F(k)) stabil
ist. Also ist 0 eine stabile Losung des homogenen Systems 1) und c) ist
erfiillt.

Sei die Nulllésung von (6.3) stabil und seien (71 (k)) und (72(k)) Losungen
des inhomogenen Systems (6.2). Dann ist (k) — %2(k) eine Losung des
homogenen Systems (6.3]). Also gibt es zu jedem € > 0 ein d(¢) > 0, sodass

1 (k) — (k)| < e

fir alle k € Ny, falls ||5(0) — 42(0)|| < d(e) erfiillt ist. Somit folgt a), und
wir haben a) = b) = ¢) = a) gezeigt. O

Bemerkung 6.2. Es gelten analoge Aussagen auch fiir die anderen Stabilitéts-
begriffe aus Definition [6.1

Sei X (k) eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems (/6.3)), und sei
G(k,1) = X (k)X ~1(I) die dazugehorige Green-Matrix.

Satz 6.2. Betrachte das homogene System
gk +1) = A(k)y(k).
Dann gilt, die Nulllosung ist
a) stabil genau dann, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass gilt
[ X ()| <c
fiir alle k € Ny.

b) gleichmdfig stabil genau dann, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert,
sodass gilt
Gk D] < c

fiir alle k,1 € Ng mit k > 1.
¢) asymptotisch stabil genau dann, wenn
lim || X (k)| = 0.
k—o0

d) gleichmdfSig asymptotisch stabil genau dann, wenn ein ¢ > 0 und ein
A > 0 existieren, sodass gilt

IG(k, D] < ¢ e D
fiir alle k,1 € Ng mit k > 1.
Beweis. Siehe [2, S.184]. O
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6.3 Stabilitdtstheorie autonomer lineare Systeme

Gilt fiir das lineare System A(k) = A und b(k) = b fiir alle k € Ny, so
erhélt man als Spezialfall folgendes lineare System mit zeitunabhingigen
Koeflizienten

7k +1) = A§(k) + b, (6.4)

wobei k € Ny, §(k) € K" fiir alle k € Ny und A € K"™*". Nach Lemma
sind alle Losungen des Systems (6.4) genau dann stabil, wenn die Nulllssung
des homogenen Systems

y(k +1) = Ay(k) (6.5)
stabil ist.

Definition 6.2. Ein Eigenwert A einer Matrix A € K"*™ heifit einfach,
wenn A die algebraische Vielfachheit 1 besitzt.

Ist die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit, so
heifit der Eigenwert A halbeinfach.

Beispiel 6.1. Die Matrix

30000
02000
A=10 0 2 0 0
00051
00005

hat den einfachen Eigenwert 3 und den halbeinfachen Eigenwert 2. Dagegen
ist der FEigenwert 5 nicht halbeinfach, also insbesondere nicht einfach.

Satz 6.3. Sei p(A) = max |A\i| der Betrag des betragsmdfig grifiten Eigen-
N

werts von A. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Das lineare System (6.4) ist genau dann stabil, wenn p(A) < 1 ist, und
p(A) =1 nur dann, falls der betragsgrof$te Eigenwert halbeinfach ist.

b) Das lineare System (6.4) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
p(A) <1 ist.

Beweis. Siehe [2, S. 187]. O

Satz 6.4. Gilt |\| > 1 fir alle Eigenwerte A von A, so gilt fiir jede Lisung
des homogenen Systems y(k + 1) = Ay(k), k € Ny,

Jim [[g(k)|[ = oo, falls §(0) # 0.
—00

Beweis. Folgt aus der Darstellung der Jordanschen Normalform Satz O
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Definition 6.3. Fiir das homogene System (/6.5 heifit

S=PvwH

[Al<1

U= vH

[A>1

stabiler Unterraum und

instabiler Unterraum von (6.5)), wobei V() der verallgemeinerte Eigenraum

zu einem Eigenwert A von A ist. Falls K" = € V/(\), dann heiit das System
[Al#1

hyperbolisch. (Alle direkten Summen sind iiber paarweise verschiedene A zu

nehmen.)

Satz 6.5. Fiir das homogene System (6.5)) mit den Unterrdumen S und U
gilt
a) Aus §(0) € S folgt y(k) € S fiir alle k € Ny und klim l7(k)|| = 0.
— 00

b) Aus §7(0) € U mit §(0) # 0 folgt §(k) € U fir alle k € Ny und
lmn [[7(6)| = oc.
k—o0
Beweis. Zuerst zeigen wir, dass der verallgemeinerte Eigenraum V' (\) invari-
ant ist unter A, d.h. Ay € V()) fiir alle g € V().
Sei 7 € V(\). Dann folgt (A — AE,)™(A—AE,)7 =0, d.h. (A—\E,)™Aj —
A0 = 0. Daher gilt A7 € V()\). Somit sind auch S und U invariant unter
A, und es gilt §(k) € S, falls (0) € S, und (k) € U, falls ¢(0) € U, fiir
alle k € Ny. Die Aktion von A auf K" wird durch eine Jordansche Normal-
form B = TAT~' von A beschrieben, wobei T einen Basiswechsel von der
Standardbasis in K" in eine Jordanbasis angibt. Da K” = €, V(\) aus der
linearen Algebra gilt, kénnen wir A auch durch die Restriktion Aly(y) auf
die Unterrdume V' (\) beschreiben. Sei B(\) die Untermatrix von B, die alle
Jordan-Blocke zu A enthilt. Es gilt

B()\) == T>\ OA|V()\) OT}Tl7

wobei T} den Basiswechsel in V' (\) beschreibt, d.h. T)(?¢) enthélt die Koor-
dinaten von ¥ € V(\) bzgl. des Teils der Jordanbasis in V().

a) Aus |\| < 1 folgt nach Satz): klim | (B(X))¥d|| = 0 fiir alle @ € K™.
— 00
Wegen Aly(y) = T/\_1 o B(\) o T, gilt
Ak‘v()\) = (T)\_l o B()\) o T)\)k = 73\_1 o (B()\))k oT}y.

Also gilt klim || A*%|| = 0 fiir alle ¥ € V/(A) und alle Eigenwerte A mit
—00
|A| < 1. Daraus folgt
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s 01 g 0] <

fiir alle Lésungen von 1) mit ¢ von 7(0) € S = @ V().

[Al<1

b) Aus |A| > 1 folgt nach Satz 6.4 lim (B = oo fiir alle @ €
—00
K™\ g5y~ Somit gilt lim [|A*]] = oo fiir # € V(A)\(5 und daber

k—o0
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