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1. Einleitung

1. Einleitung
Das zentrale Problem dieser Arbeit ist die numerische Lösung der Wärmeleitungsglei-
chung. Die Wärmeleitungsgleichung ist der Prototyp einer linearen parabolischen par-
tiellen Differentialgleichung mit wichtigen Anwendungen in der Physik. Die numerische
Analysis für die Wärmeleitungsgleichung lässt sich in vielen Fällen auf allgemeinere li-
neare parabolische Differentialgleichungen übertragen. In unserem Fall sei

Voraussetzung V 1.

T > 0 und Ω ∈ R2 ein beschränktes, konvexes Gebiet.

Wir betrachten das Problem:

Problem P 1.

ut (t, x)−∆xu (t, x) = f (t, x) ∀ (t, x) ∈ ΩT , (1)
u (t, x) = 0 ∀ (t, x) ∈ ∂Ω× [0, T ) , (2)
u (0, x) = 0 ∀x ∈ Ω. (3)

In (2) und (3) haben wir als Vereinfachung gefordert, dass die Lösung am Rand und
zum Anfangszeitpunkt verschwindet. Das Problem kann wie in [11], Kapitel 7, [12], oder
[32] schwach formuliert und gelöst werden. Ein Ansatz für die näherungsweise Berech-
nung der schwachen Lösung ist die Finite-Elemente-Methode (FEM). Dabei wird die
Lösung in einem endlichdimensionalen Raum approximiert. Für die Berechnung dieser
Lösung muss dann ein lineares Gleichungssystem gelöst werden. Eine Variante der FEM
ist das Discontinuous-Galerkin-Verfahren (DG). Dabei wird die schwache Lösung- wie
der Name schon sagt- durch nicht-stetige Funktionen approximiert. In dieser Arbeit
wählen wir dafür wie in [12] den Ansatz der Space-Time-Diskretisierung- d.h. wir appro-
ximieren sowohl in der Zeit- als auch in der Ortsrichtung durch stückweise Polynome.
Damit dieses DG-Verfahren wohldefiniert ist, muss nicht unbedingt f ∈ C∞

(
ΩT

)
gelten.

Es reicht uns dafür

Voraussetzung V 2.

f ∈ L2 (ΩT ) (4)
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1. Einleitung

Ein wichtiger Bereich der Theorie zur FEM sind die A-Posteriori-Fehlerschätzer. A-
Posteriori-Fehlerschätzer geben obere oder untere Schranken den Fehler der FEM oder
speziell des DG-Verfahrens an. Das Hauptresultat dieser Arbeit sind 2 obere Schranken
für den Fehler des volldiskreten DG-Verfahrens. Dazu werden in Kapitel 2 das Gebiet
geeignet zerlegt und die wesentlichen Funktionenräume eingeführt. In Kapitel 3 geben
wir die schwache Formulierung von Problem P 1 an, leiten die schwache Formulierung
des DG-Verfahren her und fassen einige Aussagen über die Lösbarkeit der schwachen
Formulierung und des DG-Verfahrens zusammen. In Kapitel 4 führen wir die zuverlässi-
gen A-Posteriori-Fehlerschätzer ein. Zwei verschiedene Ansätze führen uns auf zwei obere
Schranken für den Fehler des DG-Verfahrens. Der erste Ansatz ist eine Verallgemeinerung
der Arbeit [18] von der Laplacegleichung auf die Wärmeleitungsgleichung. Der zweite
Ansatz ist eine Verallgemeinerung von [22] und [32] vom semidiskret-parabolischen auf
den volldiskreten Ansatz. In Kapitel 5 testen wir das Verhalten der beiden Abschätzun-
gen. Kapitel 6 fasst einige mögliche zukünftige Überlegungen zum Thema dieser Arbeit
zusammen.
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2. Grundlagen

2. Grundlagen
2.1. Zerlegung des Gebiets
Eine wichtige Vorarbeit zur Bestimmung des endlichdimensionalen Raum von unstetigen
Funktionen im DG-Verfahren ist die Bestimmung von geeigneten Zerlegungen von ΩT .
Später werden die Funktionen auf den einzelnen Elementen dieser Zerlegungen stetig
sein. Wir zerlegen das Zeitintervall (0, T ) in Intervalle und Ω in Dreiecke. Eine Zerlegung
von ΩT entsteht dann in natürlicher Weise.

Definition 2.1.1 (Zerlegung, erzeugte Zerlegung). (i) Ein Mengensystem
M :=

M⋃
i=0
{(tn, tn+1)} mit 0 = t0 < t1 < · · · < tM+1 = T heißt Zerlegung des

Zeitintervalls.

(ii) Ein Mengensystem K mit K1 ∩ K2 = ∅ für K1, K2 ∈ K und ⋃
K∈K

K = Ω heißt
Zerlegung von Ω.

(iii) Sei K eine Zerlegung von Ω undM eine Zerlegung des Zeitintervalls. Das Mengen-
system KM :=

(
K(n)

)n∈{0,1,...,M}
K∈K

mit K(n) := (tn, tn+1) ×K heißt die vonM und
K auf ΩT erzeugte Zerlegung.

Bis jetzt haben wir an die Form der Elemente der Zerlegung K von Ω noch keine For-
derungen gestellt. Einige Regularitätsvoraussetzungen sind aber aus beweistechnischen
Gründen aber notwendig. Wir gehen ähnlich wie in [35] vor.

Definition 2.1.2 (Affine-äquivalente Zerlegung). Sei K0 := conv {(0, 0) , (1, 0) , (0, 1)}
das Referenzelement in R2. Eine Zerlegung K von Ω ⊂ Rd wird affin-äquivalent genannt,
wenn es für jedes Element K ∈ K eine bijektive affine Abbildung TK gibt, mit TK (K) =
K0.

Voraussetzung V 3. Indem wir für eine Zerlegung K von Ω affine Äquivalenz for-
dern, haben wir implizit gefordert, dass das Gebiet Ω eine Vereinigung von Dreiecken
ist. Wir wollen uns in dieser Arbeit auf solche Gebiete Ω beschränken.

Bemerkung 2.1.3. Mit Voraussetzung V 1 und V 3 ist Ω ein Gebiet mit stückweise
glattem Rand. Damit ist Ω in der Notation von [4], Seite 31 insbesondere ein Lipschitz-
gebiet und erfüllt eine Kegelbedingung. Für die Elemente K einer affin-äquivalenten
Zerlegung K gilt das genauso.

Definition 2.1.4 (Knoten einer Zerlegung). Sei K eine affin-äquivalente Zerlegung von
Ω und V0 := {(0, 0) , (1, 0) , (0, 1)} die Menge der Einheitsknoten. Bezeichne

(i) mit NK := ⋃
K
TK (V0) die Menge der Knoten von K,

3



2. Grundlagen

(ii) mit NK,I := NK ∩ Ω die Menge aller inneren Knoten von K und mit

(iii) und mit NK,B := NK \ NK,I = NK ∩ ∂Ω die Menge aller äußeren Knoten von K.

Definition 2.1.5 (Kanten einer Zerlegung). Sei K eine affin-äquivalente Zerlegung von
Ω.

(i) Seien K1, K2 ∈ K zwei Elemente, sodass e := K1 ∩ K2 eine 1-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ist, dann wird e eine innere Kante von K genannt. Die Menge aller
inneren Kanten einer Zerlegung wird mit IK bezeichnet.

(ii) Sei K ∈ K ein Element, sodass e := K ∩ ∂Ω eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist, dann wird e äußere Kante von K genannt. Die Menge aller äußeren Kanten
einer Zerlegung wird mit BK bezeichnet.

(iii) Die Menge EK := IK ∪ BK heißt die Menge aller Kanten einer Zerlegung K von Ω.

Sei zusätzlichM eine Zerlegung des Zeitintervalls und KM die vonM und K erzeugte
Zerlegung.

(iv) Setze

EM,K
x :=

{
e(n) := (tn, tn+1)× e : e ∈ EK, n ∈ {0, . . . ,M}

}
die Menge der Ortskanten,

EM,K
t := {{tn} ×K : K ∈ K, n ∈ {0, . . . ,M + 1}}

die Menge der Zeitkanten und EM,K := EM,K
x ∪ EM,K

t die Menge der Kanten von
KM.

Definition 2.1.6 (Knoten-Patches, Kanten-Patch, Element-Patch). SeiM eine Zerle-
gung des Zeitintervalls, K eine affin-äquivalente Zerlegung von Ω und KM die von M
und K erzeugte Zerlegung.

(i) Für x ∈ Ω bzw. (t, x) ∈ ΩT heißt die Menge

ωx :=
⋃{

K : x ∈ K
}

bzw. ω(t,x) :=
⋃{

K(n) : x ∈ K(n)
}

der Punkt-Patch von x bzw. (t, x),

(ii) für e ∈ EK bzw. eT ∈ EM,K weiter

ωe :=
⋃{

K : K ∩ e 6= ∅
}

bzw. ωeT :=
⋃{

K(n) : K(n) ∩ eT 6= ∅
}

der Kanten-Patch von e bzw. eT und
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2. Grundlagen

(iii) für K ∈ K bzw. K(n) ∈ KM dann

ωK :=
⋃{

K1 : K1 ∩K 6= ∅
}

bzw. ωK(n) :=
⋃{
K(n1)

1 : K(n1)
1 ∩K(n) 6= ∅

}
der Element-Patch von K bzw. K(n).

Definition 2.1.7 (Durchmesser, Kantenlänge, Zeitschrittweite, globale Schrittweiten).
Sei K eine affin-äquivalente Zerlegung von Ω. Wir nennen

(i) hK := diam (K) den Durchmesser des Elements K ∈ K von K,

(ii) he := 1
2

(
hK+ + hK−

)
die Kantenlänge einer inneren Kante e ∈ IK von K, wenn

e = K+ ∩ K− für K+, K− ∈ K gilt und he := hK die Kantenlänge einer äußeren
Kanten e ∈ BK, wenn e = K ∩ ∂Ω für K ∈ K,

(iii) hK := max
K∈K

hK die globale Schrittweite von K.

Sei zusätzlichM eine Zerlegung des Zeitintervalls und KM die vonM und K erzeugte
Zerlegung.

(iv) τn := tn+1 − tn die Zeitschrittweite von K(n) für K ∈ K,

(v) τM := max
n<M

τn die globale Zeitschrittweite von KM und

Definition 2.1.8 (Reguläre Zerlegung). Eine Zerlegung K von Ω eine wird regulär
genannt, wenn sie

• affin-äquivalent ist und

• es keine hängenden Knoten gibt, d.h.

TK (V0,d) = K ∩NK ∀K ∈ K

Definition 2.1.9 (Nummerierung). Sei K eine reguläre Zerlegung von Ω ⊂ Rd. Eine
beliebige aber feste, bijektive Abbildung

αK : K → {1, . . . , |K|}

heißt Nummerierung von K.

Die Nummerierung αK einer regulären Zerlegung K von Ω erlaubt es nun für eine
Kante e ∈ EK einen Normalvektor definieren.

Definition 2.1.10 (Normalvektor einer Kante). Sei K eine reguläre Zerlegung von Ω
und αK die Nummerierung von K.

5



2. Grundlagen

(i) Für e ∈ IK seien K+, K− ∈ K die beiden Elemente für die e = K+ ∩K− gilt mit
αK (K+) > αK (K−), Sei nK+ . der äußere Normalvektor von e an K+ und nK+ die
äußere Normale von e an K−, dann heißt ne := nK+ der Normalvektor der Kante
e ∈ IK.

(ii) Ist e ∈ BK, dann sei K ∈ K das Element, für das e = K ∩ ∂Ω und nK der äußere
Normalvektor von e an K. Setze dann ne := nK als Normale der Kante e ∈ BK.

Bemerkung 2.1.11. Für eine reguläre Zerlegung K wird durch die Nummerierung αK
aus Definition 2.1.10 lediglich das Vorzeichen des Normalvektors an die Kante e ∈ EK
festgelegt. In anderen Worten bestimmen wir für Kanten e ∈ IK , welches der beiden
Elemente K1, K2 ∈ K mit K1∩K2 = e “außen“ liegt. Diese Bestimmung denken wir uns
zu jeder regulären Zerlegung K mit der beliebigen aber festen Abbildung αK dazu. In
Kapitel 4 ist in den Beweisen der Abschätzungen und in den Abschätzungen selbst das
tatsächliche Aussehen dieser Nummerierung nicht relevant.

Voraussetzung V 4. Für den Rest der Arbeit sei (Mτ )τ≤τ̃ eine Familie von Zerle-
gungen des Zeitintervalls (Kh)h≤h̃ von Zerlegungen von Ω. Dann ist

(
KMτ
h

)τ≤τ̃
h≤h̃

eine
Familie von Zerlegungen von ΩT . Wir fordern

(i) τMτ = τ für alle τ ≤ τ̃ ,

(ii) (Mτ )τ≤τ̃ ist lokal quasi-uniform, d.h. es existiert eine Konstante Cuni,t > 0

sup
τ≤τ̃

max
n∈{1,...,|Mτ |−1}

τn−1

τn
+ τn
τn−1

≤ Cuni,t

(iii) hKh = h für alle h ≤ h̃,

(iv) Kh ist affin-äquivalent für alle h ≤ h̃,

(v) Kh hat keine hängenden Knoten für alle h ≤ h̃,

(vi) (Kh)h≤h̃ ist gleichmäßig formregulär, d.h. es existiert Konstante Cshape > 0,
sodass

sup
h≤h̃

sup
K∈Kh

|hK |d

|K|
≤ Cshape,

Bemerkung 2.1.12. (i) Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir für die Fa-
milie (Kh)h≤h̃ aus Voraussetzung V 4 h statt hKh und τ statt τMτ . Für die Kanten
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2. Grundlagen

setzen wir weiter Ih = IKh , Bh = BKh und Eh = EKh . Für die Knoten schreiben
wir Nh statt NKh , für die inneren Knoten Nh,I statt NKh,I und für die äuße-
ren Knoten Nh,B statt NKh,B. Analog zur Definition 2.1.1 schreiben wir schließlich
Mτ := |Mτ | − 1.

(ii) Punkt (iv) und (v) in Voraussetzung V 4 bedeuten, dass Kh für jedes h ≤ h̃ eine
reguläre Zerlegung ist.

(iii) Aus Punkt (vi) in Voraussetzung V 4 folgt wie in [24], dass es Konstanten C1, C2 > 0
gibt mit

C1 ≤ sup
h≤h̃

sup
K∈Kh,e∈E

|hK |
diam e

≤ C2

und dass die Mächtigkeit der Punkt-Patches, der Kanten-Patches und der Element-
Patches in (Kh)h≤h̃ gleichmäßig beschränkt ist. Es gilt also

sup
h≤h̃

sup
x∈Nh

|ωK | <∞

und

sup
h≤h̃

sup
e∈Eh
|ωe| <∞

und

sup
h≤h̃

sup
K∈Kh

|ωK | <∞

Im Wesentlich folgen diese Abschätzungen aus der Tatsache, dass bei gleichmäßiger
Formregularität in Voraussetzung V 4 die ElementeK ∈ Kh bei nicht "degenerieren"können-
d.h. mit klein werdenden Volumen muss auch der Durchmesser klein werden.

(iv) Mit dem vorherigen Punkt folgern wir auch, dass

sup
τ≤τ̃ ,h≤h̃

sup
K(n)∈KMτ

h

|ωK(n) | ≤ 3 sup
h≤h̃

sup
K∈Kh

|ωK | <∞

und

sup
τ≤τ̃ ,h≤h̃

sup
e(n)∈Eτ,h

|ωe(n)| ≤ 3 sup
h≤h̃

sup
K∈Kh

|ωK | <∞

(v) Weil wir für h ≤ h̃mit den Voraussetzung (iv) und (v) Regularität für die Zerlegung
Kh (Kh)h≤h̃ gefordert haben, folgt ähnlich zu [24] aus der gleichmäßigen Formregu-
larität in Voraussetzung V 4, (vi) für die Familie (Kh)h≤h̃ auch Quasi-Uniformität.
Es existiert also eine Konstante Cuni,x > 0, sodass

sup
h≤h̃

max
K∈Kh

max
K̃∈ωK

|hK |
|hK̃ |

≤ Cuni,x
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2. Grundlagen

2.2. Sobolevräume
Sei in diesem Abschnitt ω ⊂ R2 ein beschränktes, konvexes Gebiet mit stückweise glat-
tem Rand ∂ω. Wir stellen uns für ω etwa ein Element K ∈ Kh oder auch ganz Ω ⊂ R2

vor. Lt. Voraussetzung V 3 ist ∂Ω oder ∂K für K ∈ Kh stückweise glatt. Wir fassen
einige wichtige Aussagen und Definitionen über Sobolevräume zusammen. Die Voraus-
setzungen zu diesen Aussagen lassen sich in den meisten Fällen noch abschwächen. Mehr
zu Sobolevräumen findet man etwa in [4], [9], [11] oder auch in [23].

Definition 2.2.1 (schwache Ableitungen, Sobolevräume). (i) Sei v ∈ L2 (ω), k ∈ N
und α ∈ {1, . . . , d}k ein Multiindex. Gilt für eine Funktion gα ∈ L1

loc (ω)∫
ω

v∂αφ dx = (−1)|α|
∫
ω

gαφ dx ∀φ ∈ C∞0 (ω) , (5)

so heißt v k-fach schwach in Richtung des Multiindex α differenzierbar. Die Funk-
tion ∂αv := gα heißt schwache Ableitung von w in Richtung des Multiindex α.

(ii) Die Menge

Hk (ω) :=
{
v ∈ L2 (ω) : ∂αv ∈ L2 (ω) ,∀ |α| ≤ k

}
heißt Sobolevraum der Ordnung k.

Bemerkung 2.2.2. (i) Um die Notation zu vereinfachen setzen wir für den leeren
Multiindex α = ∅ dann ∂αv := v und H0 (ω) := L2 (ω).

(ii) Für k ∈ N und den Multiindex α mit |α| ≤ k ist die k-Ableitung in Richtung α,
sofern sie existiert, eindeutig und die Abbildung ∂α : Hk (ω) → L2 (ω) : u 7→ ∂αu
ist linear. (Siehe dazu etwa [11] oder [23])

(iii) Für v ∈ H1 (ω) wird der Funktionenvektor (vx1 , . . . , vxn)T := ∇v ∈ (L2 (ω))d
Gradient von v genannt.

(iv) Durch partielle Integration erhält man sofort, dass für k ∈ N und einen Multiindex
α mit |α| ≤ k für w ∈ Ck (ω) die Gleichung (5) mit gi = ∂xi gilt. Für klassisch
bis zum Rand differenzierbare Funktionen fallen der Begriff der klassischen und
schwachen Differenzierbarkeit also zusammen. Damit folgt Ck (ω) ⊂ Hk (ω).

Der folgende Satz beschreibt die Situation genauer.

Satz 2.2.3. Sei k ∈ N. Hk (ω) ist ein linearer Raum, die Abbildung

(·, ·)Hk(Ω) : Hk (Ω)×Hk (Ω)→ R+
0 : (u, v) 7→

∑
|α|≤k

(∂αu, ∂αv)Ω

ist ein Innprodukt auf Hk (ω) und
(
Hk (ω) , (·, ·)Hk(Ω)

)
ist ein Hilbertraum.
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2. Grundlagen

Beweis. Siehe etwa [9], Satz 5.10 und Lemma 5.11, [23], Kapitel 1.1.12 oder [11], Kapitel
5.2.3 Theorem 2.

Satz 2.2.4 (Spurabbildung). Es gibt eine lineare, stetige Abbildung

tr : H1 (ω)→ L2 (∂ω) : u 7→ tru

sodass u|∂ω = tru für u ∈ C∞ (ω) gilt.

Beweis. Siehe etwa [4], Satz 3.1.

Bemerkung 2.2.5. Sei E ⊂ ∂ω mit µ∂ω (E) > 0. Dann ist

tr |E : H1 (ω)→ L2 (E) : u 7→ (tru) |E

eine Abbildung mit u|E = tr |Eu für u ∈ C∞ (ω).

Definition 2.2.6. Sei E ⊂ ∂ω und v ∈ H1 (ω). Die Abbildungen aus Satz 2.2.4 und
Bemerkung 2.2.5 heißen Spurabbildungen und tr v bzw. tr |Ev heißen die Spur von v auf
∂w bzw. E.

Satz 2.2.7 (partielle Integration). Sei v, w ∈ H1 (ω) und tr der Operator aus Satz 2.2.4,
dann gilt ∫

ω

v∂xiw dx = −
∫
ω

∂xivw dx+
∫
∂ω

ni tr v trw dµ.

Beweis. siehe etwa [6], Proposition 5.1.5

Bemerkung 2.2.8. Um die Notation zu vereinfachen, wird für v ∈ H1 (ω) statt tr v
und

∫
∂ω

tr v dµ oft etwas unscharf v|∂ω und
∫
∂ω
v dµ geschrieben.

Satz 2.2.9. Der Raum

H1
0 (ω) :=

{
u ∈ H1 (ω) : tru = 0

}
ist ein abgeschlossener Teilraum von

(
H1 (ω) , (·, ·)H1(ω)

)
.

Beweis. Es gilt H1
0 (Ω) = tr−1 {0} und als Urbild einer abgeschlossenen Menge einer

stetigen Abbildung abgeschlossen.

Bemerkung 2.2.10. In der Literatur haben sich die BezeichnungenH−1 (ω) für (H1
0 (ω))?

und H̃−1 (ω) für (H1 (ω))? etabliert.

Lemma 2.2.11 (Poincaré-Ungleichung). Für u ∈ H1
0 (ω) gilt

‖∇xu‖ω ' ‖u‖H1(ω)

und die Konstante hängt vom Gebiet ω ⊂ R2 ab.

9



2. Grundlagen

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus [9], Satz 6.14.

Satz 2.2.12. (i) Sei k ∈ N0. Dann ist C∞ (ω) dicht in H1 (ω).

(ii) C∞0 (ω) ist dicht in H1
0 (ω).

Beweis. (i) Siehe [23], Section 1.1.6, Theorem 1.

(ii) In [9] ist H1
0 (ω) := C∞0 (ω)‖·‖H1(ω) und in [9], Satz 6.18 wird dann bewiesen, dass

H1
0 (ω) = tr−1 {0}. Damit ist die Definition aus [9] und unsere Definition aus Satz

2.2.9 äquivalent und die Aussage ist gezeigt.

2.3. Stückweise Sobolevräume
im folgenden Abschnitt sei K eine reguläre Zerlegung von Ω. Die folgende Definition ist
eine Verallgemeinerung von Definition 2.2.1.

Definition 2.3.1. Sei k ∈ N. Der Raum

Hk (K) :=
{
v ∈ L2 (Ω) : v|K ∈ Hk (K) ,∀K ∈ K

}
heißt stückweiser Sobolevraum der Ordnung k.

Satz 2.3.2. Sei k ∈ N. Die Abbildung

(·, ·)Hk(K) : Hk (K)×Hk (K)→ R : (u, v) 7→
∑
K

(u, v)Hk(K) =
∑
K

∑
k≤|α|

(∂αu, ∂αv)K

ist ein Innenprodukt auf Hk (K).
(
Hk (K) , (·, ·)H1(K)

)
ist ein Hilbertraum.

Beweis. (i) Dass (·, ·)Hk(K) ein Innenprodukt auf Hk (K) ist, folgt wie in Satz 2.2.3. Es
bleibt die Vollständigkeit zu zeigen. Für v ∈ Hk (K) folgt aus der Definition von
Hk (K), dass v ∈ Hk (K) für alle K ∈ K. Für eine Cauchyfolge (vn)n∈N setze dann
v|K := lim

n∈N
v|K den Grenzwert bzgl. ‖·‖Hk(K). Es gilt dann v ∈ Hk (K) und vn → v

bzgl. ‖·‖Hk(K).

Der folgende Satz betrifft die Familie (Kh)h≤h̃ aus Voraussetzung V 4.

Satz 2.3.3. Sei Kh eine Zerlegung aus der Familie aus Voraussetzung V 4 und u ∈
H1 (Kh).

(i) Es gilt dann

‖u‖2
Ω �

∑
K∈Kh

‖∇xu‖2
K +

∑
e∈Ih

1
he
‖[v]e‖

2
e +

∑
e∈Bh

1
he
‖u‖2

e .

10
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(ii) Für K ∈ K und e ∈ E mit e ⊂ ∂K folgt auch

‖u‖e �
1
hK
‖u‖K + hK ‖∇u‖K

und beide Konstanten hängt nicht von h ≤ h̃ ab.

Beweis. (i) Die Aussage folgt sofort aus [10], Lemma 3.1.

(ii) Siehe [20], Theorem 2.1 und Remark 2.3.

2.4. Bochnerräume
Im folgenden Abschnitt sei a, b ∈ R2 und a < b und (H, ‖·‖H) ein Hilbertraum. Wir
gehen vor wie in [32].

Definition 2.4.1 (quadratische Bochner-Integrierbarkeit). Sei a, b ∈ R, a < b. Eine
Bochner-messbare Funktion v : (a, b) → H heißt quadratisch Bochner-integrierbar auf
(a, b), wenn

b∫
a

‖v (t)‖2
H dt <∞.

Die Menge all dieser Funktionen wird mit L2 ((a, b) , H) bezeichnet.

Bemerkung 2.4.2. Indem wir u ∈ L2 (ΩT ) als Funktion u : (0, T ) → L2 (Ω) interpre-
tieren, gilt L2 (ΩT ) ∼= L2 ((0, T ) , L2 (Ω)). Damit haben wir auch f ∈ L2 ((0, T ) , L2 (Ω)).

Satz 2.4.3. Ist (H, (·, ·)H) ein Hilbertraum, dann ist

(·, ·)L2((a,b),H) : L2 ((a, b) , H)× L2 ((a, b) , H)→ R+
0 : (u, v) 7→

b∫
a

(u (t) , v (t))H dt

ein Innenprodukt auf L2 ((a, b) , H) und
(
L2 ((a, b) , H) , (·, ·)L2((a,b),H)

)
ist ein Hilber-

traum.

Beweis. Siehe [41], Theorem 23.2 oder [13], Satz 1.11 und 1.13.

Definition 2.4.4. Sei (H, (·, ·)H) ein Hilbertraum, p ∈ N und M eine Zerlegung des
Zeitintervalls.

(i) Es sei

Pp (M, H) :=
{
v ∈ L2 ((0, T ) , H) : v|(tn,tn+1) ∈ Pp ((tn, tn+1) , H) , ∀n ∈ {0, 1, . . . ,M}

}
der Raum der stückweisen Polynome der ZerlegungM nach H.

11



2. Grundlagen

(ii) Mit Πp
M,H : L2 ((0, T ) , H)→ Pp (M, H) bezeichne die Projektion, für die

T∫
0

(u, v)H dt =
T∫

0

(
Πp
M,Hu, v

)
H

dt ∀v ∈ Pp (M, H)

gilt.

Bemerkung 2.4.5. (i) Indem man in Definition 2.4.4, (i) einfach H = R setzt, erhält
man als Spezialfall von Pp (M, H) den Raum

Pp (M) :=
{
v ∈ L2 (0, T ) : v|(tn,tn+1) ∈ Pp (tn, tn+1) ,∀n ∈ {0, 1, . . . ,M}

}
Wir vereinfachen die Notation weiter und setzen für eine Zerlegung K von Ω

Pq (K) :=
{
v ∈ L2 (Ω) : v|K ∈ Pq (K) ,∀K ∈ K

}
.

Diese Bezeichnungen werden wir in dieser Arbeit öfter verwenden.

(ii) Sei p ∈ N. Wähle für jedes n ∈ {1, . . . ,M} eine Orthonormalbasis (φj,n)j∈N0 von
L2 (tn, tn+1) so, dass span {φj,n : j ∈ {0, 1, . . . , p}} = Pp (M) gilt. Die Funktionen
φj,n werden mit 0 auf (0, T ) fortgesetzt. Es gilt dann

T∫
0

φj1,n1φj2,n2 dt =
tn+1∫
tn

φj1,nφj2,n2 dt = δ(j1,n1),(j2,n2)

∀j1, j2 ∈ N0 ∀n1, n2 ∈ {0, 1, . . . ,M + 1} .

(iii) (φj,n)j∈N0
n∈{0,1,...,M} ist eine Orthonormalbasis von L2 (0, T ) und (φj,n)j∈{0,1,...,p}n∈{0,1,...,M} ist

eine Orthonormalbasis von Pp (M).

Lemma 2.4.6. SeiH ein Banachraum, (φj,n)j∈N0
n∈{0,1,...,M} die Orthonormalbasis von L2 (0, T )

Bemerkung 2.4.5, (iii), p ∈ N und bezeichne mit Πp
H,M den Operator aus Definition 2.4.4,

(ii). Für u ∈ L2 ((0, T ) , H), j ∈ N0 und n ∈ {0, 1, . . . ,M} sei aj,n :=
tn+1∫
tn

uφi,j dt ∈ H.
Es gelten dann die folgenden Aussagen:

(i) Πp
H,Mu =

M∑
n=0

p∑
j=0

aj,nφj,n und

(ii)
∥∥∥Πp

H,Mu
∥∥∥2

L2((0,T ),H)
=

M∑
n=0

p∑
j=0
‖aj,n‖2

H .

12
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Beweis. (i) Sei v ∈ Pp (M, H). Für j ∈ {0, 1, . . . , p} und n ∈ {0, 1, . . . ,M} gibt es
bj,n ∈ H, sodass v =

M∑
n=0

p∑
j=0

bj,nφj,n gilt. Wir berechnen:

(u, v)L2((0,T ),H) =

=
M∑
n=0

p∑
j=0

(u (t) , bj,nφj,n (t))L2((0,T ),H) =
M∑
n=0

p∑
j=0

T∫
0

(u (t) , bj,n)H φj,n (t) dt =

=
M∑
n=0

p∑
j=0

tn+1∫
tn

(u (t)φj,n (t) , bj,n)H dt =
M∑
n=0

p∑
j=0

 tn+1∫
tn

u (t)φj,n (t) dt, bj,n


H

=

=
M∑

n1,n2=0

p∑
j1,j2=0

 tn+1∫
tn

u (t)φj1,n1 (t) dt, bj2,n2


H

T∫
0

φj1,n1 , φj2,n2 dt =

=

 M∑
n=0

p∑
j=0

tn+1∫
tn

u (t)φj1,n1 (t) dtφj,n,
M∑
n=0

p∑
j=0

bj,nφj,n


L2((0,T ),H)

=

=

 M∑
n=0

p∑
j=0

tn+1∫
tn

u (t)φj1,n1 (t) dtφj,n, v


L2((0,T ),H)

.

Mit Definition 2.4.4 folgt die Aussage.

(ii) Mit (i) folgt

∥∥∥Πp
H,Mu

∥∥∥2

L2((0,T ),H)
=
 M∑
n=0

p∑
j=0

aj,nφj,n,
M∑
n=0

p∑
j=0

aj,nφj,n


L2((0,T ),H)

=

=
M∑

n1,n2=0

p∑
j1,j2=0

(aj1,n1 , aj2,n2)H
T∫

0

φj1,n1 , φj2,n2 dt
︸ ︷︷ ︸

=δ(j1,n1),(j2,n2)

=

=
M∑
n=0

p∑
j=0
‖aj,n‖2

H .

Lemma 2.4.7. Sei H ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt (·, ·)H , p ∈ N,M eine
Zerlegung des Zeitintervalls und

J (·, ·) : H ×H → R : (ũ, ṽ) 7→ J (ũ, ṽ) ∀ũ, ṽ ∈ H

eine stetige Bilinearform. Dann gelten die folgenden Aussagen.
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(i) Die Abbildung

JT (·, ·) : L2 ((0, T ) , H)× L2 ((0, T ) , H)→ R : (u, v) 7→
T∫

0

J (u, v) dt

ist eine stetige Bilinearform.

(ii) Sei up ∈ Pp (M, H). Dann gilt
T∫

0

J (up, v) dt =
∫ T

0
J
(
up,Πp

M,Hv
)

dt ∀v ∈ L2 ((0, T ) , H) .

Beweis. (i) Die Bilinearität ist klar. Für die Stetigkeit sei u, v ∈ L2 ((0, T ) , H)

|JT (u, v)| =
∣∣∣∣∣∣
T∫

0

J (u, v) dt
∣∣∣∣∣∣ �

T∫
0

‖u (t)‖H ‖u (t)‖H dt �

�

 T∫
0

‖u (t)‖2
H dt


1
2
 T∫

0

‖v (t)‖2
H dt


1
2

= ‖u‖L2((0,T ),H) ‖v‖L2((0,T ),H) ,

womit die Aussage gezeigt ist.

(ii) Da up ∈ P ((0, T ) , H) gilt Πp
M,Hup = up und es gibt eine Folge (aj,n)j∈{0,1,...,p}n∈{0,1,...,M} mit

up =
M∑
n=0

p∑
j=0

aj,nφj,n.

Sei v ∈ L2 ((0, T ) , H) beliebig. Lt. Lemma 2.4.6 gibt es eine Folge (bi,j)j∈N0
n∈{0,1,...,M} ⊂

H, sodass

v =
M∑
n=0

∞∑
j=0

bj,nφj,n.

Mit (i) und den Eigenschaften von Orthonormalbasen folgt dann
T∫

0

J (up, v) dt =
T∫

0

J

 M∑
n1=0

p∑
j=0

aj1,n1φj1,n1 ,
M∑

n2=0

∞∑
j2=0

bj2,n2φj2,n2

 dt =

=
M∑

n1,n2=0

p∑
j=0

∞∑
j=0

T∫
0

J (aj1,n1 , bj2,n2)φj1,n1φj2,n2 dt =

=
M∑

n1,n2=0

p∑
j1=0

∞∑
j2=0

J (aj1,n1 , bj2,n2)
T∫

0

φj1,n1φj2,n2 dt
︸ ︷︷ ︸

=δ(j1,n1),(j2,n2)

=

=
M∑
n=0

p∑
j=0

J (aj,n, bj,n)
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Andererseits gilt lt. Lemma 2.4.6

Πp
M,Hv =

M∑
n=0

p∑
j=0

bj,nφj,n,

und man berechnet analog zu oben

T∫
0

J
(
up,Πp

M,Hv
)

dt =
M∑
n=0

p∑
j=0

J (aj,n, bj,n) ,

womit die Aussage unmittelbar folgt.

Bemerkung 2.4.8. (i) Lemma 2.4.7 bleibt richtig, wenn statt der Stetigkeit die schwä-
chere Bedingung∫ T

0
J (up, v) dt ≤ C (p) ‖up‖L2((0,T ),H) ‖v‖L2((0,T ),H) ∀up ∈ Pp (M, H) ,∀v ∈ L2 ((0, T ) , H)

gefordert wird.

(ii) Im Fall H = H1 (Kh) schreiben wir statt Πp
Mτ ,H1(Kh) einfach Πp

τ,h und für H =
L2 (Ω) schreiben wir Πp

τ .

(iii) Es gilt X (Mτ ,Kh) ⊂ L2 ((0, T ) , H1 (Kh)) und damit ist für u ∈ X (Mτ ,Kh) auch
Πp
τ,hu wohldefiniert.

Mit Lemma 2.4.6 folgt auch sofort die folgende Aussage:

Lemma 2.4.9. Sei u ∈ L2 ((0, T ) , H1
0 (Ω)). Dann gilt Πp

τu = Πp
τ,hu = Πp

Mτ ,H1
0 (Ω)u.

Beweis. Mit der Orthonormalbasis (φj,n)j∈N0
n∈{0,1,...,M} von L2 (0, T ) Bemerkung 2.4.5, (iii),

j ∈ {0, 1, . . . , p} und n ∈ {0, 1, . . . ,M} gilt

Πp
τ,hu :=

M∑
n=0

p∑
j=0

tn+1∫
tn

uφj,n dtφj,n. (6)

Die Integrale
tn+1∫
tn

uφj,n dt ⊂ H1
0 (Ω) konvergieren auch in H1 (Kh) und L2 (Ω) und die

Bochner-Integrale stimmen überein. Mit Lemma 2.4.6, (i) folgt die Aussage dann sofort.
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2.5. Bochner-Sobolev-Räume
Sei in diesem Abschitt immer a, b ∈ R, a < b, M eine Zerlegung des Zeitintervalls
und K eine reguläre Zerlegung von Ω. Wir können die Lösung u von Problem P 1 in
natürlicher Weise auch als Funktion u : t 7→ u (t, ·) interpretieren. Die Bochner-Sobolev-
Räume bilden hierfür die passende Struktur. In der Literatur ist die Vorgehensweise
beim Definieren dieser Räume ist nicht immer ganz einheitlich. Wir wählen den Zugang
aus [13]. Für weitere Literatur zu diesem Thema siehe etwa auch [11], [25] und [41].

Definition 2.5.1 (distributionelle Zeitableitungen). Sei k ∈ N, X ein reflexiver und
separabler Banachraum und u ∈ L2 ((a, b) , X). Die Distribution u(k) ∈ L (C∞0 (a, b) , X)

u(k) : C∞0 (a, b)→ X : u(k) (φ) := (−1)k
b∫
a

u (t)φ(k) (t) dt (7)

wird die k-te schwache Zeitableitung von u auf (a, b) genannt.

Bemerkung 2.5.2. (i) Die Konvergenz des Bochner-Integrals in (7) ist bzgl. der
‖·‖X-Norm zu verstehen.

(ii) Sei Y ein reflexiver und separabler Banachraum mit X ↪→ Y und dem Einbett-
ungsoperator iX→Y . Wir sagen u(k) ∈ L2 ((a, b) , Y ), wenn es ein v ∈ L2 ((a, b) , Y )
gibt, sodass

b∫
a

v (t)φ (t) dt = iX→Y

(−1)k
b∫
a

u (t)φ(k) (t) dt
 ∀φ ∈ C∞0 (a, b) . (8)

In (8) ist das linke Bochnerintegral bzgl. der ‖·‖Y -Norm und das rechte Bochnerin-
tegral bzgl. der ‖·‖X-Norm zu verstehen. Statt v schreiben wir in (8) dann einfach
u(k). Mit Definition 2.5.1 gilt für Testfunktionen dann die Formel der partiellen
Integration

b∫
a

u(k) (t)φ (t) dt = iX→Y

(−1)k
b∫
a

u (t)φ(k) (t) dt
 ∀φ ∈ C∞0 (a, b) . (9)

(iii) Aus Definition 2.5.1 folgt für a ≤ τ1 < τ2 ≤ b sofort, dass
(
u|(τ1,τ1)

)′
= u′|(τ1,τ1).

Die distributionelle Zeitableitung ist also ein lokaler Begriff.

(iv) Zur Vereinfachung der Notation setzen wir u(0) := u. Statt u(1) schreiben wir auch
u′.

Definition 2.5.3 (Evolutionstripel). Sei V ein reflexiver und separabler Banachraum
und H ein separabler Hilbertraum. Gilt V ↪→ H stetig und dicht, dann wird (V,H, V ?)
Evolutionstripel genannt.
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Bemerkung 2.5.4. (i) Sei u ∈ H. Für v ∈ V können wir 〈u, v〉V ?×V := (u, v)H
setzen. Weil

〈u, v〉V ?×V = (u, v)H ≤ ‖u‖H ‖v‖H � ‖u‖H ‖v‖V

können wir H als Teilmenge von V ? auffassen. In Hilberträumen gilt ja lt. dem
Satz von Riesz-Fischer H ∼= H?. Insgesamt haben wir V ⊂ H ⊂ V ?.

(ii) Mit [41], Problem 18.6. folgt, dass H ∼= H? dicht in V ? liegt.

(iii) Lt. Satz 2.2.12 liegen C∞
(
Ω
)
dicht in H1 (Ω) und C∞0 (Ω) dicht in H1

0 (Ω). Damit
folgt sofort, dass H1 (Ω) und H1

0 (Ω) dicht in L2 (Ω) sind. Insgesamt sind(
H1 (Ω) , L2 (Ω) , H̃−1 (Ω)

)
und (H1

0 (Ω) , L2 (Ω) , H−1 (Ω)) Evolutionstripel.

(iv) Sei V der reflexive und separable Banachraum aus einem Evolutionstrippel (V,H, V ?).
Lt. Punkt (i) haben wir V ⊂ V ? und wir können u (t) fast überall auf (a, b) als Ele-
ment von V ? interpretieren. Für die distributionelle Zeitableitung u′ einer Funktion
u ∈ L2 ((a, b) , V ) können wir mit Bemerkung 2.5.2, (ii) auch nur u′ ∈ L2 ((a, b) , V ?)
fordern.

(v) Sei kt, kx ∈ N, n ∈ {0, 1, . . . , |M|}, K ∈ K und u ∈ Ckt,kx
(
K(n)

)
. Sei ∂ktt u ∈

C0,kx
(
K(n)

)
die kt-fache klassische Ableitung von u in der Richtung t, dann gilt

mit der Formel der partiellen Integration:

tn+1∫
tn

∫
K

u (t, x) v (x)φ(k) (t) dx dt = (−1)k
tn+1∫
tn

∫
K

∂kt u (t, x) v (x)φ (t) dx dt

∀φ ∈ C∞0 (tn, tn+1) ,∀v ∈ C∞
(
K
)
. (10)

Die Funktionen u ∈ Ckt,kx
(
K(n)

)
und ∂ktt u ∈ C0,kx

(
K(n)

)
können auch als Funk-

tion u : [0, T ] → u (t, ·) und ∂ktt u : [0, T ] → u (t, ·) aufgefasst werden. Dann haben
wir u, ∂ktt u ∈ L2 ((tn, tn+1) , L2 (Ω)). Mit [41], Proposition 23.9 und (10) gilt tn+1∫

tn

u (t)φ(k) (t) dt, v


L2(Ω)

=

(−1)k
tn+1∫
tn

∂kt u (t)φ (t) dt, v


L2(Ω)

∀v ∈ C∞
(
K
)
.

Da v ∈ C∞
(
K
)
dicht in L2 (Ω) liegt, gilt folgt schon

tn+1∫
tn

uφ(k) dt = (−1)k
tn+1∫
tn

∂kt uφ (t) dt.

Mit Bemerkung 2.5.2, (ii) erhalten wir, dass ∂ktt u die kt-te distributionelle Zeitablei-
tung von u im Sinn von Defintion 2.5.1 ist. Interpretieren wir u ∈ Ckt,kx

(
K(n)

)
als

Funktion u : t 7→ u (, ·), dann fallen die Begriffe der distributionellen Zeitableitung
und der klassischen Zeitableitung zusammen.
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Satz 2.5.5. Sei (V,H, V ?) ein Evolutionstripel, u ∈ L2 ((a, b) , V ) und u′ ∈ L2 ((a, b) , V ?).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) u ∈ C ([a, b] , H).

(ii) Wenn v ∈ L2 ((a, b) , V ) und v′ ∈ L2 ((a, b) , V ?), dann gilt für τ1, τ2 ∈ [a, b] mit
a ≤ τ1 < τ2 ≤ b die Formel der partiellen Integration:

(u (τ2) , v (τ2))H − (u (τ1) , v (τ1))H =
τ2∫
τ1

〈u′ (t) , v (t)〉V ?×V + 〈v′ (t) , u (t)〉V ?×V dt

(iii) Die Funktion t 7→ ‖u (t)‖2
H ist differenzierbar auf (a, b) und es gilt

d
dt ‖u (t)‖2

H = 2〈u′ (t) , u (t)〉V ?×V .

Beweis. Für (i) und (ii) siehe [13], Satz 1.17. Zum Beweis von (iii) setze in (ii) u = v
und erhalte

‖u (τ)‖2
H − ‖u (a)‖2

H = 2
τ∫
a

〈u′ (τ) , u (τ)〉V ?×V dt ∀τ ∈ (a, b]

Durch Differenzieren der Gleichung folgt die Aussage sofort.

Definition 2.5.6 (Lösungsraum, stückweiser Lösungsraum). Sei n ∈ {0, 1, . . . , |M|},
K ∈ K und

X (n,K) :=
{
u ∈ L2

(
(tn, tn+1) , H2 (K)

)
: u′ ∈ L2

(
(tn, tn+1) , L2 (K)

)}
.

Wir definieren

(i) den verallgemeinerten Lösungsraum

X̃0 (T,Ω) :=
{
u ∈ L2

(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)

: u′ ∈ L2
(
(0, T ) , H−1 (Ω)

)
, u (0, ·) = 0

}
,

(ii) den Lösungsraum

X0 (T,Ω) :=
{
u ∈ L2

(
(0, T ) , H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)

:u′ ∈ L2
(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
, u (0) = 0

}
(iii) und den stückweisen Lösungsraum

X (M,K) :=
{
u ∈ L2

(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
: u|K(n) ∈ X (n,K) ,∀K(n) ∈ KM

}
.
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2. Grundlagen

Lemma 2.5.7. Interpretieren wir für u ∈ X0 (T,Ω) und K(n) ∈ KM die Einschränkung
der Funktionen u und u′ auf das Element K(n) als Funktionen

u|K(n) : (tn, tn+1)→ H2 (K) : t 7→ u (t) |K

und

u′|K(n) : (tn, tn+1)→ L2 (K) : t 7→ u′ (t) |K ,

dann gilt (u|K(n))′ = u′|K(n) ∈ L2 ((tn, tn+1) , K) und X0 (T,Ω) ⊂ X (M,K).

Beweis. Sei u ∈ X0 (T,Ω) und K(n) ∈ KM. Für φ ∈ C∞0 (tn, tn+1) berechnen wir, indem
wir uns die Funktion mit 0 auf (0, T ) fortgesetzt denken und mit der Definition der
schwachen Zeitableitung von u und mit Bemerkung 2.5.2, (ii) dann

tn+1∫
tn

u|K(n) (t)φ′ (t) dt = X|K
b∫
a

u (t)φ′ (t) dt = −X|K
b∫
a

u′ (t)φ (t) dt =

= −X|K
b∫
a

u′ (t)φ (t) dt =
tn+1∫
tn

∫
K

u′|K(n) (t)φ (t) dt

Da φ ∈ C∞0 (tn, tn+1) beliebig war, folgt die Aussage aber unmittelbar.

Bemerkung 2.5.8. (i) Mit Lemma 2.5.7 gilt X0 (T,Ω) ⊂ X (Mτ ,Kh) und damit
auch X0 (T,Ω) ⊂ X̃0 (T,Ω).

(ii) Seien u, v ∈ X (M,K) und K(n) ∈ KM. Die Aussage (ii) aus Satz 2.5.5 wird dann
zu

tn+1∫
tn

∫
K

u′v dx dt =
∫
K

u+
n+1v

+
n+1 dx−

∫
K

u−n v
−
n dx−

tn+1∫
tn

∫
K

uv′ dx dt.

(iii) Die Mengen X̃0 (T,Ω) , X0 (T,Ω) und X (Mτ ,Kh) sind lineare Räume. Die Abbil-
dung

‖·‖X̃((0,T ),Ω) : X̃ ((0, T ) ,Ω)→ R+
0 : u 7→

(
‖u‖2

L2((0,T ),H1
0 (Ω)) + ‖u′‖2

L2((0,T ),H−1(Ω))

) 1
2

ist eine Norm auf X̃ ((0, T ) ,Ω).
(
X̃ ((0, T ) ,Ω) , ‖·‖X̃((0,T ),Ω)

)
ist lt. [13], Satz 1.16

sogar ein Banachraum. Mit

‖·‖X(Mτ ,Kh) : X (Mτ ,Kh)→ R+
0 : u 7→

∑
n,K

‖u‖2
X(n,K)

 1
2

wird in natürlicher Weise eine Norm auf dem stückweisen Lösungsraum X (M,K)
definiert.
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2. Grundlagen

In Analogie zum Raum Hk (Ω), der alle Funktionen in L2 (Ω) schwachen Ableitungen
der Ordnung k in L2 (Ω) umfasst, kann man einen solchen Raum auch für banachraum-
wertige Funktionen definieren:

Definition 2.5.9. Die Menge

Hk ((a, b) , V ) :=
{
u ∈ L2 ((a, b) , V ) : u(k) ∈ L2 ((a, b) , V )

}
heißt Bochner-Sobolev-Raum der Ordnung k.

Satz 2.5.10. Hk ((a, b) , V ) ist ein linearer Raum, die Abbildung

‖·‖Hk((a,b),V ) : Hk ((a, b) , V )→ R+
0 : u 7→

(
k∑
i=0

∥∥∥u(k)
∥∥∥2

L2((a,b),V )

) 1
2

ist eine Norm auf Hk ((a, b) , V ) und
(
Hk ((a, b) , V ) , ‖·‖Hk((a,b),V )

)
ist ein Banachraum.

Beweis. Das ‖·‖Hk((a,b),V ) eine Norm ist, ist klar. Es bleibt, die Vollständigkeit zu zeigen.
Sei (un)n∈N eine Cauchyfolge inHk ((a, b) , V ). Wegen der Vollständigkeit von L2 ((a, b) , V )
gibt es für i ∈ {0, 1, . . . , k} Funktionen wi ∈ L2 ((a, b) , V ) mit lim

n→∞
u(i)
n = wi. Mit Be-

merkung 2.5.2, (ii) berechnen wir für φ ∈ C∞0 (a, b)

b∫
a

wi (t)φ (t) dt = lim
n→∞

b∫
a

u(i)
n (t)φ (t) dt =

= lim
n→∞

(−1)i
b∫
a

un (t)φ(i) (t) dt = (−1)i
b∫
a

w0 (t)φ(i) (t) dt.

Damit haben wir wi = u(i) und die Vollständigkeit ist gezeigt. Insgesamt folgt die Rich-
tigkeit des Satzes.
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3. Das DG-Verfahren

3. Das DG-Verfahren
3.1. Schwache Formulierung
Multiplikation von (1) mit v ∈ L2 ((0, T ) , H1

0 (Ω)) und partielle Integration nach der
x-Richtung liefert

〈u′ (t) , v (t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) + a (u (t) , v (t)) = (f (t) , v (t))Ω

mit der Bilinearform

a (·, ·) : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R+
0 : (u, v) 7→

∫
Ω

∇xu∇xv dx.

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der Poincaré-Ungleichung folgt sofort,
dass das eine stetige und koerzive Bilinearform ist. Damit wird Problem P 1 zu:

Problem P 2 (schwache Formulierung). Finde u ∈ X̃0 (T,Ω), mit

〈u′ (t) , v〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) + a (u (t) , v) = (f (t) , v)Ω

∀v ∈ H1
0 (Ω) t ∈ [0, T ] f.ü. (11)

Definition 3.1.1 (schwache Lösung). Eine Funktion u ∈ X̃0 (T,Ω) heißt schwache Lö-
sung, wenn sie Problem P 2 löst.
Bemerkung 3.1.2. Die Forderung u (0) = 0 ist wegen Lemma 2.5.5 sinnvoll.
Satz 3.1.3 (Existenz und Eindeutigkeit der Lösung schwachen Lösung). Sei f ∈ L2 ((0, T ) , L2 (Ω)).
Es gibt dann eine eindeutige, schwache Lösung u ∈ L2 ((0, T ) , H2 (Ω)) und es gilt
u′ ∈ L2 ((0, T ) , L2 (Ω)).
Beweis. Für den Beweis der Existenz bzw. Eindeutigkeit einer schwachen Lösung
u ∈ L2 ((0, T ) , H1

0 (Ω)) mit u′ ∈ L2 ((0, T ) , H−1 (Ω)) siehe [11], Kapitel 7, Theorem 3
bzw. Theorem 4. Dort ist f ∈ L2 ((0, T ) , H−1 (Ω)). Die restliche Aussage über höhere
Regularität folgt mit der Voraussetzung f ∈ L2 ((0, T ) , L2 (Ω)) wie in [11], Kapitel 7,
Theorem 5, (i). Im Beweis dieser Aussage wird vorausgesetzt, dass ∂Ω glatt ist. Diese
Bedingung wird nur beim beim Zitieren von [11], Kapitel 6.3.1., Theorem 1 verwendet.
Dieser Satz besagt, dass wenn g ∈ L2 (Ω) und ∂Ω glatt ist, das Problem

Problem P 3. Finde u ∈ H1
0 (Ω), sodass∫

Ω

∇xu∇xv dx =
∫
Ω

gv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)
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3. Das DG-Verfahren

eindeutig lösbar ist und für die Lösung sogar u ∈ H2 (Ω) gilt. Lt. [4], Satz 7.2 und
[9], Satz 7.6 ist das auch für ein konvexes Gebiet Ω richtig. Mit Voraussetzung V 1 folgt
dann die Richtigkeit des Satzes.

Wir multiplizieren die Gleichung (11) mit v ∈ C ([0, T ] , H1
0 (Ω)) und integrieren über

(0, T ). Lt. [13], Kapitel IV, Lemma 1.12 liegt C ([0, T ] , H1
0 (Ω)) dicht in L2 ((0, T ) , H1

0 (Ω)).
Wir erhalten die zu Problem P 2 äquivalente und für unsere Zwecke handlichere Formu-
lierung schwache Formulierung von Problem P 1.

Problem P 4. Finde u ∈ X̃0 (T,Ω) mit

T∫
0

〈u′ (t) , v (t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt+

T∫
0

a (u (t) , v (t)) dt =

=
T∫

0

〈f (t) , v (t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt ∀v ∈ L2

(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)

(12)

Ist nun f ∈ L2 ((0, T ) , L2 (Ω)), so folgt mit Satz 3.1.3 auch u ∈ X0 (T,Ω). Wir können
deshalb gleich u ∈ X0 (T,Ω) fordern.
Setze

A (u, v) : =
T∫

0

〈u′ (t) , v (t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt+

T∫
0

a (u (t) , v (t)) dt =

=
T∫

0

(u′ (t) , v (t))Ω dt+
T∫

0

a (u (t) , v (t)) dt

und

F (v) :=
T∫

0

〈f (t) , v (t)〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt =

T∫
0

(f (t) , v (t))Ω dt.

Schließlich erhält man das Problem

Problem P 5. Finde u ∈ X0 (T,Ω) mit

A (u, v) = F (v) ∀v ∈ L2
(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)

(13)
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3. Das DG-Verfahren

Lemma 3.1.4 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei d ∈ N, ω ⊂ Rd ein
Gebiet und f ∈ L2 (ω). Gilt∫

ω

g (x)φ (x) dx = 0 ∀φ ∈ C∞0 (ω) ,

dann ist g = 0 fast überall auf ω.

Beweis. In [9], Satz 5.1 wird sogar bewiesen, dass aus∫
ω

g (x)φ (x) dx = 0 ∀φ ∈ C∞0 (ω) , φ ≥ 0

bereits g ≥ 0 fast überall auf ω folgt. Anwenden dieses Satzes auf u und −u liefert die
Aussage.

Bemerkung 3.1.5. Partielle Integration von (12) liefert
T∫

0

∫
Ω

(u′ −∆xu− f) v dx dt = 0 ∀v ∈ L2
(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)

und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt, dass ut −∆xu = f fast
überall auf ΩT und u (0) = 0 fast überall auf Ω erfüllt ist.

3.2. Herleitung
In diesem Abschnitt leiten wir das DG-Verfahren her. Die Vorgehensweise ist dabei ganz
ähnlich zu [25]. Zuerst vereinfachen wir die Notation.

Definition 3.2.1 (Ortssprung, Durchschnitt). Für e ∈ Ih seienK+, K− ∈ Kh die beiden
Elemente für die K+∩K− = e und αKh (K+) > αKh (K−) gilt. Für u ∈ H1 (Kh) definiere
dann

(i) den Sprung [u]e := tr |eu|K+ − tr |eu|K− und

(ii) den Durchschnitt 〈u〉e := 1
2

(
tr |eu|K+ + tr |eu|K−

)
an der Kante e ∈ Ih.

Bemerkung 3.2.2. Für u ∈ X (Mτ ,Kh) und e ∈ I schreiben wir [u]e bzw. 〈u〉e und
meinen damit eigentlich die Abbildungen t 7→ [u (t)]e und t 7→ 〈u (t)〉e.

Definition 3.2.3. Sei

C
(
Mτ , L

2 (Ω)
)

:=
{
v ∈ L2

(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
:

v|(tn,tn+1) ∈ C
(
[tn, tn+1] , L2 (Ω)

)
,∀n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}

}
der Raum der stückweise stetigen Funktionen auf H1 (Kh). Für u ∈ C (Mτ , L

2 (Ω))
definiere
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3. Das DG-Verfahren

• den Upwind u−n := limε→0+ u (tn − ε) für n ∈ {1, . . . ,Mτ + 1} und

• den Downwind u+
n := limε→0+ u (tn + ε) für n ∈ {0, . . . ,Mτ},

• den Zeitsprung [u]n := u+
n − u−n für {1, . . . ,Mτ} und

• den zeitlichen Durchschnitt 〈u〉n = 1
2 (u+

n + u−n ) für {1, . . . ,Mτ},

wobei die Grenzwerte bzgl. der L2-Norm zu verstehen sind.

Bemerkung 3.2.4. Wir schreiben auch u (0) := u−0 und u (T, ·) := u+
M+1.

Wir leiten nun 2 Lemmata her, die wir für die Herleitung des DG-Verfahrens benötigen
werden.

Lemma 3.2.5. Sei u, v ∈ X (Mτ ,Kh) und e ∈ Ih und n ∈ {1, . . . ,Mτ}. Dann gilt

(i) [uv]e = 〈u〉e [v]e + [u]e 〈v〉e fast überall auf (0, T ) und

(ii) [uv]n = 〈u〉n [v]n + [u]n 〈v〉n fast überall auf Ω.

Beweis. Wir beweisen die Aussage wie in [25], Lemma 2.7.

(i) Sei K+, K− ∈ Kh die beiden Elemente mit K+ ∩ K− = e und gelte αKh (K+) >
αKh (K−). Einsetzen der Definition liefert fast überall auf (0, T )

[uv]e = tr |e (uv) |K+ − tr|e (uv) |K− =
= tr |eu|K+u tr |ev|K+ − tr |euK− tr |ev|K− =
= tr |eu|K+ tr |ev|K+ − tr |eu|K+ tr |ev|K−+

+ tr |eu|K+ tr |ev|K− − tr |eu|K− tr |ev|K−v =

= 1
2
(

tr |eu|K+ tr |ev|K+ − tr |eu|K+ tr |ev|K−+

+ tr |eu|K+ tr |ev|K− − tr |eu|K− tr |ev|K−v
)
+

+ 1
2
(

tr |eu|K+ tr |ev|K+ − tr |eu|K+ tr |ev|K−+

+ tr |eu|K+ tr |ev|K− − tr |eu|K− tr |ev|K−v
)

=

= 1
2
(
tr |eu|K+ + tr |eu|K−

) (
tr |ev|K+ − tr |ev|K−

)
+

+
(
tr |eu|K+ − tr |eu|K−

) 1
2
(
tr |ev|K+ + tr |ev|K−

)
=

= 〈u〉e [v]e + [u]e 〈v〉e

(ii) Den zweiten Teil der Aussage beweist man auf die gleiche Weise.
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Lemma 3.2.6. Sei u ∈ X0 (T,Ω) dann folgt [∂neu (t)]e = 0, [u (t)]e = 0 für alle e ∈ Ih,
u (t) |e = 0 für alle e ∈ Bh fast überall auf (0, T ) und [u]n = 0 für alle n ∈ {1, . . . ,Mτ}.

Beweis. Sei u ∈ X0 (T,Ω), dann folgt mit Satz 2.5.5 u ∈ C ([0, T ] , H1 (Ω)) und damit
muss auch [u]n = 0 für alle n ∈ {1, . . . ,Mτ} gelten. Da u ∈ H2 (Ω) fast überall auf (0, T )
gilt, folgt die restliche Aussage.

Es soll nun das DG-Verfahren für Problem P 1 hergeleitet werden. Die Vorgehensweise
ist dabei ganz ähnlich zu [25], Kapitel 2.2. Für die schwache Lösung u gilt lt. Bemerkung
3.1.5, (ii) die Gleichung u′ −∆xu = f punktweise fast überall auf ΩT und u (0) = 0 fast
überall auf Ω. Wir multiplizieren die Gleichung mit v ∈ X (Mτ ,Kh) und integrieren
über ΩT . Mit der Bezeichnung λ3 für das 3-dimensionale Lesbesgue-Maß, mit partieller
Integration, Ausnützen von u (0) = 0 und weil [u]n = 0 für alle n ∈ {1, . . . ,Mτ} gilt,
folgt dann

∫
ΩT

u′v dλ3 =
∑
n,K

∫
K(n)

u′v dλ3 =
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

u′v dx dt =

= −
∑
n,K

∫
K

tn+1∫
tn

uv′ dt dx+
M∑
n=0

∑
K

∫
K

u−n+1v
−
n+1 − u+

n v
+
n dx =

= −
∑
n,K

∫
K

tn+1∫
tn

uv′ dt dx−
M∑
n=1

∑
K

∫
K

[uv]n dx+

+
∑
K

∫
K

u (T, ·) v (T, ·) dx−
∑
K

∫
K

u (0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

v (0, x) dx =

= −
∑
n,K

∫
K

tn+1∫
tn

uv′ dt dx−
M∑
n=1

∑
K

∫
K

〈u〉n︸ ︷︷ ︸
=u−n

[v]n dx+

−
M∑
n=1

∑
K

∫
K

[u]n︸︷︷︸
=0

〈v〉n dx+
∑
K

∫
K

u (T, ·) v (T, ·) dx.

Setze nun

A1,τ,h (u, v) := −
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

uv′ dx dt−
M∑
n=1

∑
K

∫
K

u−n [v]n dx+
∑
K

∫
K

u (T, x) v (T, x) dx.

(14)

Wir bezeichnen mit µ∂K(n) das Oberflächenmaß von ∂K(n), mit µ∂K das Oberflächen-
maß von ∂K und mit µe das Oberflächenmaß über e ∈ Ih. Partielle Integration und

25



3. Das DG-Verfahren

Ausnützen der Randbedingung aus (2) liefert dann:∫
ΩT

−∆xuv dλ3 = −
∑
n,K

∫
K(n)

∆xuv dλ3 =
∑
n,K

∫
K(n)

∇xu∇xv dλ3 −
∑
n,K

∫
∂K(n)

∂u

∂n
v dµ∂K(n) =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xu∇xv dx dt−
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
∂K

∂nxuv dµ∂K dt =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xu∇xv dx dt−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuv]e dµe dt−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neuv dµe dt =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xu∇xv dx dt−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neu]e︸ ︷︷ ︸
=0

〈v〉e dµe dt−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neu〉e [v]e dµe dt−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neuv dµe dt.

Für die schwache Lösung u gilt [u]e = 0 für e ∈ I und u|e = 0 für e ∈ B. Damit folgt
auch für γ > 0

0 =
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[u]e 〈∂nev〉e dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

u∂nev dµe dt+

+ γ
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[u]e [v]e dµe dt+ γ
∑

n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uv dµe dt.

Setze nun für u, v ∈ H1 (Kh)

ah (u, v) :=
∑
K

∫
K

∇xu∇xv dx−
∑
e∈Ih

∫
e

〈∂neu〉e [v]e dµe−

−
∑
e∈Ih

∫
e

[u]e 〈∂nev〉e dµe + γ
1
he

∑
e∈Ih

∫
e

[u]e [v]e dµ−

−
∑
e∈Bh

∫
e

∂neuv dµe −
∑
e∈Bh

∫
e

u∂nev dµe+

+ γ
∑
e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uv dµe. (15)

Für u, v ∈ X (Mτ ,Kh) definiere weiter

A2,τ,h (u, v) :=
Mτ∑
n=0

tn+1∫
tn

ah (u (t) , v (t)) dt (16)
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Setze noch für u, v ∈ X (Mτ ,Kh)

Aτ,h (u, v) := A1,τ,h (u, v) + A2,τ,h (u, v)

und

Fτ,h (v) :=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

fv dx dt

Wir erhalten das Problem

Problem P 6. Finde u ∈ X (Mτ ,Kh), mit

Aτ,h (u, v) := A1,τ,h (u, v) + A2,τ,h (u, v) = Fτ,h (v) ∀v ∈ X (Mτ ,Kh) (17)

Bemerkung 3.2.7. (i) Wir sind bei der Herleitung der schwachen Formulierung von
der Gleichung u′−∆xu = f ausgegangen. Diese Gleichung gilt lt. Bemerkung 3.1.5,
(ii) für die schwache Lösung u ∈ X0 (T,Ω) ⊂ X (Mτ ,Kh), punktweise fast überall
auf ΩT . Damit ist u auch eine Lösung von Problem P 6.

(ii) Der Parameter γ > 0 in der Definition von ah (·, ·) aus (15) und der Definition
von A2,τ,h (·, ·) in (16) heißt Stabilisierungsparameter. Genau genommen hängen
ah (·, ·) und A2,τ,h (·, ·) damit von γ ab. Wir werden aber γ für alle τ ≤ τ̃ und für
alle h ≤ h̃ gleich wählen (vgl. dazu auch Satz 3.3.2). In der Notation der restlichen
Arbeit werden wir γ deshalb nicht berücksichtigen.

(iii) Es folgt sofort, dass

ah (u, v) = a (u, v) ∀u, v ∈ H1
0 (Ω) , (18)

Aτ,h (u, v) = A (u, v) ∀u, v ∈ X0 (T,Ω) (19)

und

Fτ,h (v) = F (v) ∀v ∈ X0 (T,Ω) (20)

gilt.

Das folgende Lemma gilt analog zu [26], Remark 2.1.6 und liefert eine äquivalente
Formulierung für A1,τ,h (u, v), wenn u, v ∈ X (Mτ ,Kh).
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Lemma 3.2.8. Sei u, v ∈ X (Mτ ,Kh). Dann gilt

A1,τ,h (u, v) =
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

u′v dx dt+
M∑
n=1

∑
K

∫
K

[u]n v
+
n dx+

∑
K

∫
K

u (0, x) v (0, x) dx

Beweis. Wir integrieren partiell und erhalten

A1,τ,h (u, v) =

= −
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

uv′ dx dt−
M∑
n=1

∑
K

∫
K

u−n [v]n dx+
∑
K

∫
K

u (T, x) v (T, x) dx =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

u′v dx dt−
∑
K

∫
K

u (T, x) v (T, x) dx−
Mτ∑
n=1

∑
K

u−n v
−
n dx+

Mτ∑
n=1

∑
K

u+
n v

+
n dx+

+
∑
K

∫
K

u (0, x) v (0, x) dx+
∑
K

∫
K

u (T, x) v (T, x) dx−
Mτ∑
n=1

∑
K

u−n [v]n dx. (21)

Es gilt weiter

u+
n v

+
n − u−n v−n − u−n [u]n = u+

n v
+
n − u−n v−n − u−n v+

n − u−n v−n =
=
(
u+
n − u−n

)
v+
n = [u]n v

−
n . (22)

Einsetzen von (22) in (21) liefert die Gültigkeit des Lemmas.

Definition 3.2.9 (DG-Raum). Sei p, q ∈ N. Der Raum V p,q
τ,h := Pp (Mτ ,Pq (Kh)) heißt

DG-Raum der Ordnung [p, q] in X (Mτ ,Kh).

Bemerkung 3.2.10. (i) Der Raum V p,q
τ,h ist ein endlichdimensionaler Teilraum von

X (Mτ ,Kh).

(ii) Sei Πp
τ,h die Abbildung aus Bemerkung 2.4.5, (iii) und vτ,h ∈ V p,q

τ,h . Dann gilt
Πp
τ,hvτ,h = vτ,h.

Wir haben die notwendigen Bausteine des DG-Verfahrens definiert.

Problem P 7 (DG-Verfahren). Finde uτ,h ∈ V p,q
τ,h , mit

Aτ,h (uτ,h, vτ,h) = A1,τ,h (uτ,h, vτ,h) + A2,τ,h (uτ,h, vτ,h) = Fτ,h (vτ,h) ∀vτ,h ∈ V p,q
τ,h

(23)

Definition 3.2.11 (DG-Verfahren). Seien p, q ∈ N. Die Lösung uτ,h ∈ V p,q
τ,h von Problem

P 7 wird DG-Lösung genannt.

28



3. Das DG-Verfahren

3.3. Lösbarkeit und Konvergenz
Lemma 3.3.1. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) |u|11,τ,h := A1,τ,h (u, u) ist eine Seminorm auf X (Mτ ,Kh) und es gilt

|u|21,τ,h = 1
2 ‖u (0)‖2

L2(Ω) + 1
2 ‖u (T, ·)‖2

L2(Ω) + 1
2

Mτ∑
n=1

∑
K

‖[u]n‖
2
L2(Ω) .

(ii)

‖u‖2
2,τ,h :=

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xu‖2
K dt+ γ

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[u]e‖
2
e dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖u‖2
e dt

ist eine Norm auf X (Mτ ,Kh). Es gilt

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u‖2
K dt � ‖u‖2

2,τ,h

und die Konstante hängt nur vom Gebiet ΩT ab.

(iii) ‖u‖2
τ,h := |u|21,τ,h + ‖u‖2

2,τ,h ist eine Norm auf X (Mτ ,Kh).

Beweis. (i) Es reicht, die Darstellung von |u|1,τ,h zu zeigen. Berechne dazu analog zu
[26] (Satz 2.11):

|u|21,τ,h = −
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

uu′︸︷︷︸
= 1

2 (u2)t

dx dt−
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

u−n [u]n dx+
∑
K

∫
K

u (T, ·)u (T, ·) dx =

= ‖u (T, ·)‖2
L2(Ω) + 1

2 ‖u (0)‖2
L2(Ω) +

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

1
2
[
u2
]
n
− u−n [u]n dx =

Wir berechnen:
1
2
[
u2
]
n
− u−n [u]n = 1

2u
+
nu

+
n −

1
2u
−
nu
−
n − u−n

(
u+
n − u−n

)
=

= 1
2u

+
nu

+
n − u+

nu
−
n + 1

2u
−
nu
−
n =

= 1
2
(
u+
n − u−n

)2
= 1

2 [u]2n

Insgesamt folgt also:

|u|21,τ,h = 1
2 ‖u (0)‖2

L2(Ω) + 1
2 ‖u (T, ·)‖2

L2(Ω) + 1
2

Mτ∑
n=1

∑
K

‖[u]n‖
2
L2(Ω) .

29



3. Das DG-Verfahren

(ii) Die Dreiecksungleichung und die Positivität sind klar. Aus ‖u‖2
2,τ,h = 0 folgt f.ü. auf

(0, T ), dass u (t) stückweise konstant ist und das u (t) |∂Ω = 0 und u (t) |e = 0 für
alle e ∈ Ih gilt. Damit muss aber schon u (t) = 0 f.ü. auf (0, T ) gelten. Insgesamt
haben wir u = 0. Die Abschätzung gilt nach Satz 2.3.3, (i).

(iii) Folgt sofort aus (i) und (ii).

Satz 3.3.2 (Elliptizität auf dem DG-Raum). Seien p, q ∈ N. Dann gilt

‖vτ,h‖2
τ,h � Aτ,h (vτ,h, vτ,h) ∀vτ,h ∈ V p,q

τ,h ,

wenn der Parameter γ abhängig von p und q groß genug gewählt wird.

Beweis. Siehe etwa [12], Kapitel 4.2.

Bemerkung 3.3.3. Wir können in Satz 3.3.2 o.E.d.A annehmen, dass γ > 1. Siehe
dazu auch [12], Kapitel 4.2, Gleichung (4.7).

Satz 3.3.4 (Lax-Milgram). Sei (X, (·, ·)X) ein Hilbertraum, F ∈ X? und B : X ×X →
R : (u, v) 7→ B (u, v) eine Bilinearform, die

(i) koerziv, d.h. B (u, u) � ‖u‖2
X für alle u ∈ X und

(ii) stetig, d.h. B (u, v) � ‖u‖X ‖v‖X für alle u, v ∈ X, ist.

Es gibt dann ein eindeutiges u ∈ X, sodass B (u, v) = F (v) für alle v ∈ X.

Beweis. Siehe [11], Section 6.2.1, Theorem 1 oder [6], Theorem 2.7.7 oder [9], Satz
2.29

Satz 3.3.5 (Inverse Ungleichung). Sei p ∈ N, K(n) ∈ KMτ
h , v ∈ Pp

(
K(n)

)
, e ∈ Eh, mit

e ⊂ ∂K und t ∈ (0, T ) und n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}. Es gelten dann die folgenden Aussagen:

(i) ‖v (t)‖2
e �

1
he
‖v (t)‖2

K und
tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
e dt � 1

he

tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
K dt,

(ii) ‖∇xv (t)‖2
e �

1
he
‖∇xv (t)‖2

K und
tn+1∫
tn

‖∇xv (t)‖2
e dt � 1

he

tn+1∫
tn

‖∇xv (t)‖2
K dt,

(iii) ‖v (tn)‖2
K �

1
τn

tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
K dt und ‖v (tn)‖2

e �
1
τn

tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
e dt,

(iv) ‖v (tn+1)‖2
K �

1
τn

tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
K dt und ‖v (tn+1)‖2

e �
1
τn

tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
e dt,

(v)
tn+1∫
tn

‖v′ (t)‖2
K dt � 1

τ2
n

tn+1∫
tn

‖v (t)‖2
K dt,
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und die Konstante hängt nur vom Polynomgrad p und von der Konstante Cshape zur
Formregularität und den Konstanten zur lokalen Quasi-Uniformität Cuni,t und Cuni,x aus
Voraussetzung V 4 ab.

Beweis. (v) folgt sofort aus [6], Lemma 4.5.3 und (i)-(iv) folgen sofort aus [38].

Satz 3.3.6 (Existenz der DG-Lösung). Seien p, q ∈ N und der Parameter γ > 0 abhängig
von p und q groß genug gewählt. Dann existiert ein eindeutiges uτ,h ∈ V p,q

τ,h , das Problem
P 7 löst.

Beweis. Es reicht die Voraussetzungen vom Satz von Lax-Milgram nachzuprüfen. V p,q
τ,h

ist als endlichdimensionaler Teilraum von X (Mτ ,Kh) ein Hilbertraum. Die Elliptizität
gilt nach Satz 3.3.2 für die Norm ‖·‖τ,h. Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und
der inversen Ungleichung überzeugt man sich leicht, dass

Aτ,h (v, w) � ‖v‖X(Mτ ,Kh) ‖w‖X(Mτ ,Kh) ∀v, w ∈ X (Mτ ,Kh)

gilt. Da V p,q
τ,h endlichdimensional ist, folgt ‖v‖τ,h ' ‖v‖X(Mτ ,Kh) und die Stetigkeit und

Ellipizität sind gezeigt.

Satz 3.3.7 (Galerkin-Orthogonalität). Sei u die schwache Lösung aus Problem P 2 und
uτ,h ∈ V p,q

τ,h die DG-Lösung aus Problem P 7. Dann gilt

Aτ,h (u− uτ,h, vτ,h) = 0 ∀vτ,h ∈ V p,q
τ,h .

Beweis. Die schwache Lösung u ∈ X (T,Ω) löst lt. Bemerkung 3.2.7,(i) auch Problem P
2, womit die Aussage sofort folgt.

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass das Problem P 7 lösbar ist. Damit wir später über-
haupt den Fehler eines sinnvollen Verfahrens abschätzen, muss das Verfahren auch kon-
vergieren. Für unser Setting zitieren wir dazu die Arbeit [12].

Satz 3.3.8 (Konvergenz des DG-Vefahrens). Sei u ∈ Hq+1 ((0, T ) , H1 (Ω))∩C ([0, T ] , Hp+1 (Ω))
und uτ,h die DG-Lösung aus Problem P 7. Dann gilt

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

‖∇x (u− uτ,h)‖2
K dt+

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[u− uτ,h]‖2
e dt+

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖u− uτ,h‖2
e dt �

� h2p ‖u‖2
L2((0,T ),Hp+1(Ω)) + τ 2q+2 ‖u‖2

Hp+1((0,T ),H1(Ω)) + h2p ‖u‖C([0,T ],Hp+1(Ω)) .

Diese Konstante hängt vom Endzeitpunkt T ab.

Beweis. Der Satz ist eine Vereinfachung von [12], Theorem 2.
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4. A Posteriori-Fehlerschätzer
4.1. Das Konzept
Definition 4.1.1 (Fehlerschätzer). Eine Funktion

ητ,h : L2
(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
× V p,q

τ,h : (f, uτ,h) 7→ ητ,h (f, uτ,h) ≥ 0

heißt Fehlerschätzer des DG-Verfahrens für das Modellproblem.

Definition 4.1.2 (Zuverlässigkeit). Sei u die schwache Lösung, uτ,h ∈ V p,q
τ,h die DG-

Lösung und (X, ‖·‖X) ein Banachraum, sodass u, uτ,h ∈ X gilt. Ein Fehlerschätzer η
heißt zuverlässig bezüglich der Norm ‖·‖X , wenn

‖u− uτ,h‖2
X � ητ,h (f, uτ,h)2

gilt.

Es ergeben sich also die folgenden Fragen:

• Bezüglich welcher Norm soll u− uτ,h abgeschätzt werden?

• Wie wählt man den Fehlerschätzer idealerweise, sodass das Verhalten des exakten
Fehlers u− uτ,h möglichst gut wiedergegeben wird?

4.2. 1. Ansatz
In [18] oder in [16] wird eine Abschätzung für das DG-Verfahren für die Laplacegleichung
hergeleitet. Die Aussagen, die Beweisideen und die Vorgehensweise aus [18] werden im
folgenden Kapitel für die Wärmeleitungsgleichung adaptiert.

4.2.1. Stetige Approximation auf dem DG-Raum

Lemma 4.2.1. Sei N ∈ N und ai ∈ R für i ∈ {1, . . . , N}. Mit der Bezeichnung
b := 1

N

N∑
i=1

ai folgt

N∑
i=1
|ai − b|2 �

N−1∑
i=1
|ai+1 − ai|2

und die Konstante hängt nur von N ab.

Beweis. Siehe [18], Lemma 2.2

Lemma 4.2.2. Sei u ∈ Pq (Kh). Es gelten die folgenden Aussagen

(i) hdK ‖u‖
2
L∞(K) ' ‖u‖

2
K ∀K ∈ K,
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(ii) hd−1
e ‖u‖2

L∞(e) ' ‖u‖
2
e ∀e ∈ Eh

Beweis. Die Aussage folgt sofort mit der inversen Ungleichung und einem Skalierungs-
argument.

Der folgende Satz gilt in Analogie zu [18], Theorem 2.2.

Satz 4.2.3. Für jedes u ∈ V p,q
τ,h existiert ein χ ∈ V p,q

τ,h ∩C
(
ΩT

)
mit χ|{0}×Ω∪[0,T )×∂Ω = 0,

sodass die folgenden Aussagen gelten.

(i)

∑
n,K

‖∇x (u− χ)‖2
K(n) �

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[u]e‖
2
L2(e) dt+

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖u‖2
L2(e) dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
h2
K

‖[u]n‖
2
L2(K) +

∑
K

τ0

h2
K

‖u (0)‖2
L2(K)

(ii)

∑
n,K

∥∥∥(u− χ)′
∥∥∥2

K(n)
�

∑
n,e∈Ih

he
τ 2
n

tn+1∫
tn

‖[u]e‖
2
L2(e) dt+

∑
n,e∈Bh

he
τ 2
n

tn+1∫
tn

‖u‖2
L2(e) dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

1
τn
‖[u]n‖

2
L2(K) +

∑
K

1
τ0
‖u (0)‖2

L2(K)

gelten.

(iii) und

∑
n,K

‖u− χ‖2
K(n) �

∑
n,e∈Ih

he

tn+1∫
tn

‖[u]e‖
2
L2(e) dt+

∑
n,e∈Bh

he

tn+1∫
tn

‖u‖2
L2(e) dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τn ‖[u]n‖
2
L2(K) +

∑
K

τ0 ‖u (0)‖2
L2(K)

Die Konstanten hängen nur den Polynomgraden p und q, vom Gebiet ΩT und den
Konstanten Cshape zur Formregularität und Cuni,x und Cuni,t zur lokalen Quasi-
Uniformität ab.

Beweis. (i) Wir verallgemeinern die Vorgehensweise im Beweis von [18], Theorem 2.2.
auf die Diskretisierung in dieser Arbeit. Sei Mτ eine Zerlegung von (0, T ) aus
Voraussetzung V 4. Setze tMτ+i = 2T − tM+1−i für i ∈ {1, . . . ,Mτ + 1}.

Mτ,2T := {0 = t0 < t1 < · · · < TMτ+1 = T < TMτ+2 < · · · < t2Mτ+2 = 2T}
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ist eine Zerlegung des Zeitintervalls (0, 2T ). Mit diesen Bezeichnungen gilt klarer-
weise KMτ

h ⊂ KMτ,2T
h .

Setze

ũτ,h (t, x) :=
u (t, x) für t ∈ [0, T ]
u (2T − t, x) für t ∈ (T, 2T ]

Sei Vt,ref eine Menge von Lagrangegrangepunkten auf [0, 1]. Für n ∈ {0, 1, . . . , 2Mτ + 1}
sei Vn die Menge der von Vt,ref auf [tn, tn+1] transformierten Lagrangepunkte. Be-
zeichne weiter mit Vx,ref eine Menge von auf dem abgeschlossenen Referenzele-
ment. Für K ∈ Kh sei dann wieder VK die Menge der auf K transformierten
Lagrangegrangepunkten. Bezeichne dann mit (φνx,n)ν∈Vn bzw. (ψνx,K)νx∈VK die zu-
gehörige Lagrangebasis von Pp ([tn, tn+1]) von Pq (K). Denken wir uns die Funk-
tionen (φνt,n)νt∈Vn bzw. (ψνx,K)νx∈VK außerhalb ihrer Definitionsbereich mit 0 fort-
gesetzt, so haben wir eine Basis von Pp (Mτ,2t) bzw. von Pq (Kh). Setze schließlich
Vt :=

2Mτ+1⋃
n=0
Vn, Vx := ⋃

K∈Kh
VK und

V :=
{

(νt, νx) ∈ Rd+1 : νt ∈ Vt, νx ∈ Vx
}

sowie VI := V ∩ (0, 2T ) × Ω. Mit diesen Bezeichnungen gibt es nun für jedes
K(n) ∈ KMτ,2T

h Skalare
(
aνt,νx,K(n)

)νx∈VK
νt∈Vn

, sodass

ũ (t, x) =
∑
n,K

∑
νt∈Vn

∑
νx∈VK

aνt,νx,K(n)φνt,n (t)ψνx,K (x) .

Für (νt, νx) ∈ V setze weiter

bνt,νx :=


1

|ω(νt,νx)|
∑

K(n)∈ω(νt,νx)

aνt,νx,K(n) für (νt, νx) ∈ VI

0 sonst

und schließlich

χ̃ (t, x) =
∑
n,K

∑
νt∈Vn

∑
νx∈VK

bνt,νxφνt,n (t)ψνx,K (x) .

Es folgt leicht, dass χ̃ ∈ C0
(
[0, 2T ]× Ω

)
, χ̃ (·, x) ∈ Pp (Mτ,2T ) fast überall auf Ω

und χ̃ (t, ·) ∈ Pq (Kh) fast überall auf (0, 2T ) ist. Mit ‖φνt‖
2
(tn,tn+1) � τn, ‖∇xψνx‖

2
K �
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hd−2
K , Lemma 4.2.1 und der Bezeichnung e(n) := (tn, tn+1)× e folgt∑

K(n)∈K
Mτ,2T
h

‖∇x (ũ− χ̃)‖2
K(n) �

�
∑
n,K

∑
νt∈Vn

∑
νx∈VK

∣∣∣aνt,νx,K(n) − bνt,νx
∣∣∣2 τnhd−2

K �

�
∑
n,K

τnh
d−2
K

∑
(νt,νx)∈VI∩K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n) − bνt,νx
∣∣∣2 +

+
∑
n,K

τnh
d−2
K

∑
(νt,νx)∈V\VI∩K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 �
�

∑
n,e∈Ih

τnh
d−2
e

∑
(νt,νx)∈e(n)

∑
K(n)∈ω(νt,νx)

∣∣∣aνt,νx,K(n) − bνt,νx
∣∣∣2 +

+
∑

n,e∈Bh
τnh

d−2
e

∑
(νt,νx)∈e(n)⊂K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 +

+
∑
K

τ0h
d−2
K

∑
(νt,νx)∈{0}×K⊂K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 +

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τnh
d−2
K

∑
(νt,νx)∈{tn}×K

∑
K(n)∈ω(νt,νx)

∣∣∣aνt,νx,K(n) − bνt,νx
∣∣∣2 +

+
∑
K

τ2Mτ+1h
d−2
K

∑
(νt,νx)∈{2T}×K⊂K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 �
�

∑
n,e∈Ih

τnh
d−2
e

∑
(νt,νx)∈e(n)

∑
K

(n1)
1 ,K

(n2)
2 ∈ω

e(n)

∣∣∣∣aνt,νx,K(n1)
1
− a

νt,νx,K
(n2)
2

∣∣∣∣2 +

+
∑

n,e∈Bh
τnh

d−2
e

∑
(νt,νx)∈e(n)⊂K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 +

+
∑
K

τ0h
d−2
K

∑
(νt,νx)∈{0}×K⊂K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 +

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τnh
d−2
K

∑
(νt,νx)∈{tn}×K

∑
K

(n1)
1 ,K

(n2)
2 ∈ω{tn}×K

∣∣∣∣aνt,νx,K(n1)
1
− a

νt,νx,K
(n2)
2

∣∣∣∣2 +

+
∑
K

τ2Mτ+1h
d−2
K

∑
(νt,νx)∈{2T}×K⊂K(n)

∣∣∣aνt,νx,K(n)

∣∣∣2 �
�

∑
n,e∈Ih

τnh
d−2
e ‖[ũ]e‖

2
L∞(e(n)) +

∑
n,e∈Bh

τnh
d−2
e ‖ũ‖2

L∞(e(n)) +

+
∑
K

τnh
d−2
K ‖ũ (0)‖2

L∞(K) +
∑
K

τ2Mτ+1h
d−2
K ‖ũ (2T )‖2

L∞(K)

+
Mτ+1∑
n=1

∑
K

τnh
d−2
K ‖[ũ]n‖

2
L∞(K)

35



4. A Posteriori-Fehlerschätzer

Für e ∈ Ih gilt folgt mit Lemma 4.2.2, (ii)

τnh
d−2
K ‖[ũ]e‖

2
L∞(e(n)) � hd−2

K sup
x∈e

τn ‖[ũ]e (·, x)‖2
L∞([tn,tn+1]) �

� hd−2
K sup

x∈e
‖[ũ]e (·, x)‖2

L2([tn,tn+1]) �
∥∥∥‖[ũ]e (·, x)‖2

L∞(e)

∥∥∥2

L2(tn,tn+1)
�

� 1
he
‖[ũ]e‖

2
e(n) = 1

he

tn+1∫
tn

‖[ũ]e‖
2
e dt.

Für e ∈ Bh folgt auf die gleiche Weise

τnh
d−2
K ‖ũ‖2

L∞(e(n)) �
1
he

tn+1∫
tn

‖ũ‖2
e dt.

Für n ∈ {1, . . . , 2Mτ + 1} und K ∈ Kh folgt mit Lemma 4.2.2, (i) dann schließlich

hd−2
K ‖[ũ]n‖

2
L∞(K) �

1
h2
K

‖[ũ]n‖
2
L2(K)

und

hd−2
K ‖ũ (0)‖2

L∞(K) �
1
h2
K

‖ũ (0)‖2
L2(K) ,

sowie

hd−2
K ‖ũ (2T )‖2

L∞(K) �
1
h2
K

‖ũ (2T )‖2
L2(K) .

Es gilt nun lt. Definition ũ (2T, x) = u (0, x), [ũ]M+1 = 0. Weiter gilt∥∥∥[ũ]2M−n+1

∥∥∥2

L2(K)
= ‖[u]n‖

2
L2(K) ∀n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}

und
t2M−n+2∫
t2M−n+1

‖[ũ]e‖L2(e) dt =
tn+1∫
tn

‖[u]e‖L2(e) dt ∀n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ} .

Setzt man nun χ (t, ·) := χ|[0,T ] (t, ·), dann haben wir χ ∈ V p,q
τ,h ∩ C

(
ΩT

)
und

χ|{0}×Ω∪[0,T )×∂Ω = 0 und schließlich folgt die Aussage mit∑
K(n)∈KMτ

h

‖∇x (u− χ)‖2
K(n) �

∑
K(n)∈K

Mτ,2T
h

‖∇x (ũ− χ̃)‖2
K(n)

und τ2M−n+1 = τn für n ∈ n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ} unittelbar.

(ii) , (iii) Wir wählen χ ∈ V p,q
τ,h ∩C

(
ΩT

)
mit χ|{0}×Ω∪[0,T )×∂Ω = 0 wie in (i). Der Beweis

der Aussagen verläuft mit
∥∥∥φ′νt∥∥∥2

(tn,tn+1)
� 1

τn
, ‖ψνx‖

2
K � hdK und ‖φνt‖

2
(tn,tn+1) � τn

auf die gleiche Weise.
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4.2.2. Die Abschätzung

Lemma 4.2.4 (Young-Ungleichung). Sei x, y ∈ R. Dann gilt für jedes ε > 0

|xy| ≤ 1
2εx

2 + ε

2y
2.

Beweis. Es gilt

0 ≤ (x− y)2 = x2 + y2 − 2xy.

Bringt man −2xy auf die linke Seite und dividiert durch 2, so ist die Aussage für ε = 1
bewiesen. Berechne

|xy| =
(
ε−

1
2x
) (
ε

1
2y
)
≤ 1

2εx
2 + ε

2y
2,

und die Aussage ist bewiesen.

Lemma 4.2.5. Sei u ∈ X (Mτ ,Kh) und sei Π0 : L2 (Ω) → P0 (Kh) die Projektion, für
die

(Π0v, w)Ω = (v, w)Ω ∀w ∈ P0 (Kh)

gilt und Πp
τ,h : L2 ((0, T ) , H1 (Kh)) die Projektion aus Definition 2.4.4, (ii). Es gilt

Π0
(
Πp
τ,hu

)
(t) ∈ V p,q

τ,h .

Beweis. Sei (φj,n)j∈N0
n∈{0,1,...,Mτ} die Orthonormalbasis von L2 (0, T ) aus Bemerkung 2.4.5,

(iii). Setze aj,n :=
tn+1∫
tn

u (t)φ (t) dt ∈ H1 (Kh) für i ∈ {0, 1, . . . , p} und n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}.

Lt. Lemma 2.4.6, (i) gilt dann

Π0
(
Πp
τ,hu (t)

)
= Π0

Mτ∑
n=0

p∑
j=0

aj,nφj,n (t)
 =

Mτ∑
n=0

p∑
j=0

Π0aj,n︸ ︷︷ ︸
∈P0(Kh)

φj,n (t)︸ ︷︷ ︸
∈Pp(Mτ )

und die Aussage folgt unmittelbar.

Wir kommen nun zur ersten Abschätzung des Fehlers u − uτ,h nach oben. Für eine
vergleichbare Abschätzung für elliptische Probleme verweisen wir auf [18], Theorem 3.1
oder auf [16], Theorem 3.2.
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Satz 4.2.6. Sei uτ,h ∈ V p,q
τ,h die Lösung von Problem P 7 und gelten die Voraussetzungen

V 1 - V 4. Dann ist

‖u− uτ,h‖2
τ,h � η1 (uh, f)2 :=

:= ‖f − Πp
τf‖

2
ΩT +

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τf − u′τ,h + ∆xuτ,h

∥∥∥2

K
dt+

∑
n,e∈Ih

he

tn+1∫
tn

‖[∂neuτ,h]‖
2
e dt+

+ γ
∑

n,e∈Ih

(
1
he

+ he
τ 2
n

) tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+ γ

∑
n,e∈Bh

(
1
he

+ he
τ 2
n

) tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

(
1
τn

+ τn
h2
K

)∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

K
+
∑
K

(
1
τ0

+ τ0

h2
K

)
‖uτ,h (0)‖2

K ,

und die Konstante hängt nur vom Gebiet ΩT , den Polynomgraden p, q ∈ N und den Kon-
stanten Cshape zur Formregularität und Cuni,x und Cuni,t zur lokalen Quasi-Uniformität
ab.

Beweis. Wir gehen vor wie wie in [18], Kapitel 3. Dazu setzen wir

Dτ,h (u, v) := A1,τ,h (u, v) +
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xu∇xv dx dt+

+ γ
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[u]e [v]e dµe dt+ γ
∑

n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uv dµe dt.

Mit partieller Integration folgt für v ∈ X (Mτ ,Kh) und die DG-Lösung uτ,h ∈ V p,q
τ,h

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xuτ,h∇xv dt dx =−
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∆xuτ,hv dx dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neuτ,h〉 [v]e dµe dt+

+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈v〉e dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neuτ,hv dµe dt.

(24)

Sei E = u − uτ,h. Mit der Galerkinorthogonalität, Umformen und der Bezeichnung
η := v − vτ,h gilt weiter:

Dτ,h (E, v) =

= Aτ,h (E, v) +
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neE〉e [v]e dµe dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[E]e 〈∂nev〉e dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neEv dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

E∂nev dµe dt =
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= Aτ,h (E, η) +
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neE〉e [v]e dµe dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[E]e 〈∂nev〉e dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neEv dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

E∂nev dµe dt =

Weil die schwache Lösung lt. Bemerkung 3.2.7, (i) auch eine Lösung von Problem P 6
folgt weiter

Dτ,h (E, v) = Fτ,h (η)− Aτ,h (uτ,h, η) +

+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neE〉e [v]e dµe dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[E]e 〈∂nev〉e dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neEv dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

E∂nev dµe dt.

Mit Lemma 3.2.8 und (24) folgt dann

Dτ,h (E, v) =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(
f − u′τ,h + ∆xuτ,h

)
η dx dt−

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neuτ,h〉 [η]e dµe dt−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈η〉e dµe dt−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neuτ,hη dµe dt−

−
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

[uτ,h]n η
+
n dx−

∑
K

∫
K

uτ,h (0, x) η (0, x) dx+

+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neuτ,h〉e [η]e dµe dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neη〉e [uτ,h]e dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neuτ,hη dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neηuτ,h dµe dt+

−
∑

n,e∈Ih
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e [η]e dµe dt−
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,hη dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neE〉e [v]e dµe dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[E]e 〈∂nev〉e dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neEv dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

E∂nev dµe dt.
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Wir berechnen für e ∈ Ih
〈∂neη〉e [uτ,h]e + 〈∂nev〉e [E]e = (25)
= 〈∂nev〉e [uτ,h]e − 〈∂nevτ,h〉e [uτ,h]e + 〈∂nev〉e [u]e︸︷︷︸

=0

−〈∂nev〉e [uτ,h]e = (26)

= −〈∂nevτ,h〉e [uτ,h]e . (27)

Wenn wir u|e (t) = 0 f.ü. (0, T ) für e ∈ Bh ausnützen, folgern wir für e ∈ Bh auf die
gleiche Weise auch

∂neηuτ,h|e + ∂nevE|e = −∂nevτ,huτ,h|e.

Wenn wir verlangen, dass vτ,h (t) ∈ P0 (Kh) auf (0, T ), folgt weiter

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neη〉e [uτ,h]e dµe dt+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂nev〉e [E]e dµe dt =

=
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂nevτ,h︸ ︷︷ ︸
=0

〉e [uτ,h]e dµe dt = 0

und
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neηuτ,h dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂nevE dµe dt =
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

∂nevτ,h︸ ︷︷ ︸
=0

uτ,h dµe dt = 0.

Mit Satz 2.4.7 und Bemerkung 2.4.8 folgt mit dem Operator Πp
τ,h aus Definition 2.4.4,

(ii) und mit Lemma 2.4.9 weiter

Dτ,h (E, v) =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(f − Πp
τf) η dx dt+

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(
Πp
τf − u′τ,h + ∆xuτ,h

)
Πp
τ,hη dx dt−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈Π
p
τ,hη〉e dµe dt−

∑
n,e∈Ih

γ
1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e
[
Πp
τ,hη

]
e
dµe dt−

−
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,hΠp
τ,hη dµe dt−

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

[uτ,h]n η
+
n dx−

∑
K

∫
K

uτ,h (0, x) η (0, x) dx+

+
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neE〉e [v]e dµe dt+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neEv dµe dt.

Setze v = E und wähle vτ,h (t) = Π0
((

Πp
τ,hE

)
(t)
)
. Mit Satz 4.2.5 folgt vτ,h ∈ V p,q

τ,h .
Wähle nun χ ∈ V p,q

τ,h ∩ C
(
ΩT

)
mit χ|{0}×Ω∪[0,T )×∂Ω = 0 wie in Lemma 4.2.3. Weil für

e ∈ Ih
〈∂neE〉e [E]e = −〈∂neE〉e [uτ,h]e = −〈∂neE〉e [uτ,h − χ]e
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und für e ∈ Bh

∂neEE|e = −∂neEuτ,h|e = −∂neE (uτ,h − χ) |e

gilt, folgt dann:

Dτ,h (E,E) =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(f − Πp
τf) η dx dt+

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(
Πp
τf − u′τ,h + ∆xuτ,h

)
Πp
τ,hη dx dt−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈Π
p
τ,hη〉e dµe dt−

∑
n,e∈Ih

γ
1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e
[
Πp
τ,hη

]
e
dµe dt+

−
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,hΠp
τ,hη dµe dt−

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

[uτ,h]n η
+
n dx−

∑
K

∫
K

uτ,h (0, x) η (0, x) dx−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂neE〉e [uτ,h − χ]e dµe dt−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂neE (uτ,h − χ) dµe dt.

Schließlich gilt wegen der Galerkinorthogonalität

0 = Aτ,h (E, uτ,h − χ) =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xE∇x (uτ,h − χ) dt dx−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
K

〈∂neE〉e [uτ,h − χ]e dµe dt−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂ne (uτ,h − χ)〉e [E]e︸︷︷︸
=−[uτ,h]

e

dµe dt+
∑

n,e∈Ih
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[E]e︸︷︷︸
=−[uτ,h]

e

[uτ,h − χ]e︸ ︷︷ ︸
=[uτ,h]

e

dµe dt−

−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
K

∂neE (uτ,h − χ) dµe dt−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂ne (uτ,h − χ) E︸︷︷︸
=−uτ,h

dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

E︸︷︷︸
=−uτ,h

(uτ,h − χ)︸ ︷︷ ︸
=uτ,h

dµe −
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

E (uτ,h − χ)′+

−
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

E−n [uτ,h − χ]n︸ ︷︷ ︸
=[uτ,h]

n

dx+
∑
K

∫
K

E (T, x) (uτ,h − χ) (T, x) dx.

Ausdrücken von ∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e
〈∂neE〉e [uτ,h − χ]e dµe dt+ ∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e
∂neE (uτ,h − χ) dµe dt

und Einsetzen liefert schließlich:
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Dτ,h (E,E) =

=
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(f − Πp
τf) η dx dt+

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(
Πp
τf − u′τ,h + ∆xuτ,h

)
Πp
τ,hη dx dt−

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈Π
p
τ,hη〉e dµe dt−

∑
n,e∈Ih

γ
1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e
[
Πp
τ,hη

]
e
dµe dt+

−
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,hΠp
τ,hη dµe dt−

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

[uτ,h]n η
+
n dx−

∑
K

∫
K

uτ,h (0, x) η (0, x) dx−

−
∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xE∇x (uτ,h − χ) dt dx−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂ne (uτ,h − χ)〉e [uτ,h]e dµe dt−

−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂ne (uτ,h − χ)uτ,h dµe dt+
∑

n,e∈Ih
γ

1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]2e dµe dt−

+
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

u2
τ,h dµe +

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

E (uτ,h − χ)′ dx dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

E−n [uτ,h]n dx−
∑
K

∫
K

E (T, x) (uτ,h − χ) (T, x) dx.

Die auftretenden Terme werden nun nacheinander abgeschätzt:

• Mit den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz folgt:

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(f − Πp
τf) η dx dt �

� 1
ε1
‖f − Πp

τf‖
2
ΩT + ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖η‖2
K dt =

= 1
ε1
‖f − Πp

τf‖
2
ΩT + ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E − vτ,h‖2
K dt �

� 1
ε1
‖f − Πp

τf‖
2
ΩT + ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.
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• Für K(n) ∈ Kh gilt
tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τ,hη

∥∥∥2

K
dt =

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τ,h (E − vτ,h)

∥∥∥2

K
dt =

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τ,hE − vτ,h

∥∥∥2

K
dt �

� h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥∇x (Πp
τ,hE

)∥∥∥2

K
dt � h2

K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ h2

K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.

Mit der Young-Ungleichung gilt dann

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

(
Πp
τf − u′τ,h + ∆xuτ,h

)
Πp
τ,hη dx dt �

� 1
ε1

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τf − u′τ,h + ∆xuτ,h

∥∥∥2

K
dt+ ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.

• Für e ∈ Ih bezeichne mit K+, K− ∈ Kh die beiden Elemente für die K+ ∩K− = e.
Mit der Spurungleichung und weil ∇x

(
Πp
τ,hη

)
= ∇x

(
Πp
τ,hE

)
gilt dann∥∥∥〈Πp

τ,hη〉e
∥∥∥2

e
�

� 1
hK+

∥∥∥Πp
τ,hη

∥∥∥2

K+
+ hK+

∥∥∥∇x (Πp
τ,hη

)∥∥∥2

K+
+ 1
hK−

∥∥∥Πp
τ,hη

∥∥∥2

K−
+ hK−

∥∥∥∇x (Πp
τ,hη

)∥∥∥2

K−
�

� hK+

∥∥∥∇x (Πp
τ,hE

)∥∥∥2

K+
+ hK−

∥∥∥∇x (Πp
τ,hE

)∥∥∥2

K−

und
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∥∥∥〈Πp
τ,hη〉e

∥∥∥2

e
dt �

�
∑
n,K

hK

tn+1∫
tn

∥∥∥∇x (Πp
τ,hE

)∥∥∥2

K
dt �

∑
n,K

hK

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+

∑
n,K

hK

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.

(28)
Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young folgt:

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈Π
p
τ,hη〉e dµe dt �

� ε2
∑

n,e∈Ih
he

tn+1∫
tn

‖[∂neuτ,h]‖
2
e dt+ 1

ε2

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥〈Πp
τ,hη〉e

∥∥∥2

e
�

� ε2
∑

n,e∈Ih
he

tn+1∫
tn

‖[∂neuτ,h]‖
2
e dt+ 1

ε2

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ 1

ε2

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.

(29)
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• Auf die gleiche Weise wie in den vorherigen 2 Punkten folgt

∑
n,e∈Ih

γ
1
he

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e
[
Πp
τ,hη

]
e
dµe dt �

� ε3
∑

n,e∈Ih
γ

1
he

tn+1∫
tn

‖[uτ,h]‖2
e dt+ 1

ε3

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ 1

ε3

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt

und auch

∑
n,e∈Bh

γ
1
he

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,hΠp
τ,hη dµe dt �

� ε4
∑

n,e∈Bh
γ

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+ 1

ε4

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ 1

ε4

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.

• Es werden nun 2 Terme auf einmal abschätzt. Es gilt E+
n −E−n = [E]n = − [uτ,h]n

und damit folgt

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

E−n [uτ,h]n dx−
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

[uτ,h]n η
+
n dx =

=
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

∫
K

(
E−n − η+

n

)
[uτ,h]n dx =

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

(
E−n − E+

n − vτ,h+
n

)
[uτ,h]n dx =

=
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

∣∣∣[uτ,h]n∣∣∣2 dx+
Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

vτ,h
+
n [uτ,h]n dx.

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young und der inversen Un-
gleichung und der Definition von vτ,h folgt

Mτ∑
n=1

∑
K

∫
K

vτ,h
+
n [uτ,h]n dx �

� 1
ε5

Mτ∑
n=1

∑
K

1
τn

∫
K

∣∣∣[uτ,h]n∣∣∣2 dx+ ε5
∑
K

τn

∫
K

∣∣∣vτ,h+
n

∣∣∣2 �
� 1
ε5

Mτ∑
n=1

∑
K

1
τn

∫
K

∣∣∣[uτ,h]n∣∣∣2 dx+ ε5
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖vτ,h‖2
K dt �

� 1
ε5

Mτ∑
n=1

∑
K

1
τn

∫
K

∣∣∣[uτ,h]n∣∣∣2 dx+ ε5
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ ε5

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.
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• Da für die schwache Lösung u die Anfangsbedingung u (0) = 0 gilt, folgt η (0) =
−uτ,h (0)− vτ,h (0) und mit der inversen Ungleichung und den Ungleichungen von
Young und Cauchy-Schwarz berechnen wir auf die gleiche Weise wie im vorherigen
Punkt∑

K

∫
K

uτ,h (0, x) η (0, x) dx =

� 1
ε6

∑
K

1
τn

∫
K

|uτ,h (0, x)|2 dx+ ε6
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ ε6

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt.

• Mit Lemma 4.2.3 folgt

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

∇xE∇x (uτ,h − χ) dx dt �

� 1
ε7

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt+ ε7

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇x (uτ,h − χ)‖2
K dt �

� 1
ε7

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇xE‖2
K dt+ ε7

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+ ε7

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+

+ ε7
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
h2
K

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

L2(K)
+ ε7

∑
K

τ0

h2
K

‖uτ,h (0)‖2
L2(K) .

• Für e ∈ Ih seien wieder K+, K− ∈ K derart, dass K+ ∩K− = e. Mit der inversen
Ungleichung folgt

‖〈∂ne (uτ,h − χ)〉e‖2
e �

1
hK−
‖∇x (uτ,h − χ)‖2

K−
+ 1
hK+

‖∇x (uτ,h − χ)‖2
K+

.

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young, obiger Überlegung und
Lemma 4.2.3 gilt:

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

〈∂ne (uτ,h − χ)〉e [uτ,h]e dµe dt �

�
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇x (uτ,h − χ)‖2 dt+
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt �

�
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
h2
K

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

L2(K)
+
∑
K

τ0

h2
K

‖uτ,h (0)‖2
L2(K) .
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• Analog zum vorherigen Punkt folgt dann auch

∑
n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

∂ne (uτ,h − χ)uτ,h dµe dt �

�
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖uh‖2
e dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
h2
K

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

L2(K)
+
∑
K

τ0

h2
K

‖uτ,h (0)‖2
L2(K) .

• Mit Lemma 4.2.3 und den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz folgt:

∑
n,K

tn+1∫
tn

∫
K

E (uτ,h − χ)′ dt dx �

� ε8
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ 1

ε8

tn+1∫
tn

∥∥∥(uτ,h − χ)′
∥∥∥2

K
dt �

� ε8
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ 1

ε8

∑
n,e∈Ih

he
τ 2
n

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

+ 1
ε8

∑
n,e∈Bh

he
τ 2
n

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+ 1

ε8

Mτ∑
n=1

∑
K

1
τn

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

K
+ 1
ε8

∑
K

1
τn
‖u (0)‖2

K .

• Für jedes K ∈ Kh folgt mit der inversen Ungleichung

∫
K

|uτ,h (T, x)− χ (T, x)|2 dx � 1
τn

T∫
tM

∫
K

(uτ,h − χ)2 dx dt.

Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young und Lemma 4.2.3 gilt
dann∑

K

∫
K

E (T, x) (uτ,h − χ) (T, x) dx

� ε9
∑
K

∫
K

|E (T, x)|2 dx+ 1
ε9

∑
K

∫
K

|uτ,h (T, x)− χ (T, x)|2 dx �

� ε9
∑
K

∫
K

|E (T, x)|2 dx+ ε9
∑
n,K

1
τn

tn+1∫
tn

‖uτ,h − χ‖2
K dt �

� ε9
∑
K

∫
K

|E (T, x)|2 dx+ 1
ε9

∑
n,e∈Ih

he
τn

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+
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+ 1
ε9

∑
n,e∈Bh

he
τn

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+ 1

ε9

Mτ∑
n=1

∑
K

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

K
+ 1
ε9

∑
K

‖u (0)‖2
K �

� ε9
∑
K

∫
K

|E (T, x)|2 dx+ 1
ε9

∑
n,e∈Ih

he
τ 2
n

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

+ 1
ε9

∑
n,e∈Bh

he
τ 2
n

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+ 1

ε9

Mτ∑
n=1

∑
K

1
τn

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

K
+ 1
ε9

∑
K

1
τn
‖u (0)‖2

K .

Die Werte εi > 0 können für alle i {1, . . . , 9} frei gewählt werden. Auf der linken Seite
der Ungleichung gilt mit Lemma 3.3.1, (i)

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖E‖2
K dt+ ‖E‖2

τ,h � ‖E‖
2
τ,h

und diese Konstante hängt nur von Ω ⊂ R2 und T > 0 ab. Die Aussage des Satzes folgt
mit ‖E‖2

τ,h = D (E,E) unmittelbar.

4.3. 2.Ansatz
In diesem Kapitel soll ein alternativer Ansatz für die Abschätzung des Fehlers des DG-
Verfahrens verwendet werden. In [32] und in [22] werden Fehlerschätzer für eine Diskre-
tisierung nur in der Zeitrichtung angegeben. Wir verallgemeinern diese beiden Arbeiten
für die in dieser Arbeit eingeführte Diskretisierung in Zeit und Ort. Dabei verwenden
wir auch Ideen aus [16], [18] und [35].

4.3.1. Rekonstruktion

Sei in diesem KapitelM eine Zerlegung des Zeitintervalls K eine reguläre Zerlegung von
Ω und KM die vonM und K erzeugte Zerlegung.
Satz 4.3.1. Sei (H, (·, ·)H) ein Hilbertraum, u ∈ Pp (M, H). Es gibt ein eindeutiges
û ∈ Pp+1 (M, H) ∩ C ([0, T ] , H), sodass

û (0) = 0, û (tn) = u−n ∀n ∈ {1, . . . ,M} (30)

t1∫
0

(û′, v)H dt =
t1∫

0

(u′, v)H dt+ (u (0) , v (0))H ∀v ∈ Pp (M, H) (31)

und
tn+1∫
tn

(û′, v)H dt =
tn+1∫
tn

(u′, v)H dt+
(
[u]n , v

+
n

)
H
∀n ∈ {1, . . . ,M} ∀v ∈ Pp (M, H)

(32)
erfüllt.
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von û ∈ Pp+1 (M, H) ∩ C ([0, T ] , H) folgt wie in [22],
Kapitel 2

Definition 4.3.2 (Rekonstruktion). Sei u ∈ Pp (M, H), dann heißt û ∈ Pp+1 (M, H)∩
C ([0, T ] , H) aus Satz 4.3.1 Rekonstruktion von u.

Bemerkung 4.3.3. (i) Seien q ∈ N, (λi)q+1
i=1 mit 0 < λ1 < · · · < λq+1 = 1 die Punkte

der Radauregel und βi ∈ R für i ∈ {1, . . . , q + 1} die zugehörigen Gewichte. Es gilt
dann

1∫
0

g (t) dt =
q+1∑
i=1

βig (λi) ∀g ∈ P2q (0, 1)

Setze λ0 := 0. Es existieren Polynome Li ∈ Pp+1 (0, 1) mit Li (λj) = δij für i, j ∈
{0, 1 . . . , q + 1}. Diese Polynome heißen Lagrange-Polynome zu den Radaupunkten.

(ii) Sei n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}. Setze Li,n (t) := Li
(

t−tn
tn+1−tn

)
. Diese Funktionen heißen

Lagrange-Polynome auf (tn, tn+1). Es gilt Li,n ∈ Pp+1 (tn, tn+1) und

Li,n (tn + τnλj) = δi,j ∀i, j ∈ {0, 1 . . . , q + 1}

Satz 4.3.4 (Eigenschaften der Rekonstruktion). Seien Li,n für n ∈ {0, 1, . . . ,M}, i ∈
{0, 1, . . . , q + 1} die Lagrange-Polynome aus Bemerkung 4.3.3, u ∈ Pp (M, H1 (K)) und
û ∈ Pp+1 (M, H1 (K)) ∩ C ([0, T ] , H1 (K)) die Rekonstruktion von u.

(i) Es gilt

(û− u) |(tn,tn+1) (t) = L0,n (t) [u]n ∀n ∈ {1, . . . ,M}

und

(û− u) |(0,t1) (t) = L0,0 (t)u (0)

(ii) Die Aussagen aus (31) und (32) gelten auch auf L2 (Ω), d.h.

tn+1∫
tn

(û′, v)L2(Ω) dt =
tn+1∫
tn

(u′, v)L2(Ω) dt+
(
[u]n , v

+
n

)
L2(Ω)

∀v ∈ Pp
(
M, H1 (K)

)
(33)

für alle n ∈ {1, . . . ,M} und

t1∫
0

(û′, v)L2(Ω) dt =
t1∫

0

(u′, v)L2(Ω) dt+ (u (0) , v (0))L2(Ω) ∀v ∈ Pp
(
M, H1 (K)

)
.

(34)
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(iii) Ist u ∈ Pp (M,Pq (K)), dann gilt û ∈ Pp+1 (M,Pq (K)).

(iv) Sei |·|A eine beliebige Seminorm auf H1 (K). Dann gilt
tn+1∫
tn

|u (t)− û (t)|2A dt ' τn |[u]n|
2
A ∀n ∈ {1, . . . ,M}

und
t1∫

0

|u (t)− û (t)|2A dt ' τ0 |u (0)|2A .

(v) Es gilt

‖u− û‖2
L2((0,T ),H1(K)) ≤

∑
K

τ0 ‖u (0)‖2
H1(K) +

|M|∑
n=1

τn ‖[u]n‖
2
H1(K) =

=
∑
K

τ0 ‖u (0)‖2
H1(K) +

|M|∑
n=1

∑
K

τn ‖[u]n‖
2
H1(K) .

Beweis. (i) Siehe [22], Lemma 2.2

(ii) Es gilt Pp (M, H1 (K)) ⊂ Pp (M, L2 (Ω)). Setzen wir in Satz 4.3.1 H = L2 (Ω),
dann gibt es auch ein ûL2(Ω), das die Gleichungen (33) und (34) erfüllt. Nach (i)
gilt für n ∈ {1, . . . ,Mτ} auf dem Intervall (tn, tn+1) dann

ûL2(Ω)|(tn,tn+1) (t) = u|(tn,tn+1) (t) + L0,n (t) [u]n = û|(tn,tn+1) (t)

fast überall auf Ω. Auf (0, t1) folgt die Aussage auf die gleiche Weise.

(iii) Sei u ∈ Pp ((0, T ) ,Pq (K)) ⊂ Pp ((0, T ) , H1 (K)), n ∈ {1, . . . ,Mτ} und (φi)pi=0 eine
orthonormale Basis von Pp (tn, tn+1). Es gibt dann Funktionen (ai)qi=0 ∈ Pq (K),
sodass

u|(tn,tn+1)×Ω (t, x) =
p∑
i=0

φi (t) ai (x) .

Damit gilt

û|(tn,tn+1)×Ω (t, x) = L0,n (t) [u]n (x) +
p∑
i=0

φi (t) ai (x) .

Mit dieser Darstellung folgt û|(tn,tn+1)×Ω (·, x) ∈ Pp+1 (tn, tn+1) für x ∈ Ω fast über-
all und û|(tn,tn+1)×Ω (t, ·) ∈ Pq (K). Auf (0, t1) × Ω folgt die Aussage genauso. Ins-
gesamt gilt û ∈ Pp+1 (M,Pq (K)).

(iv) Siehe [22], Lemma 2.2

(v) Die Aussage folgt sofort aus (iv).
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4.3.2. Clément Interpolation

In diesem Kapitel sei K eine reguläre Zerlegung von Ω.

Definition 4.3.5 (Nodale Basisfunktionen). Für x ∈ NK,I wird eine Funktion φK,I,x ∈
P1 (K) ∩ C

(
Ω
)
für die φK,I,x (x̃) = δx,x̃ für alle x̃ ∈ NK gilt, eine nodale Basisfunktion

von x bezeichnet.

Bemerkung 4.3.6. Für eine reguläre Zerlegung K von Ω ⊂ R2 existieren die nodalen
Basisfunktionen φK,I,x aus Definition 4.3.5 für jedes x ∈ NK,I . Sei dazu ωx =

Nx⋃
i=1

Kx für

ein Nx ∈ N. Sei für i ∈ {1, . . . , Nx} weiter ei = Ki∩∂ωx die Kante die x "gegenüberliegt".
Wähle φK,I,x (x) := 1, φK,I,x|ei = 0, verbinde auf Ki den Punkt x mit der Kante ei linear
und setze φK,I,x|Ω\ωx := 0. Insgesamt hat φK,I,x die geforderten Eigenschaften.

Definition 4.3.7 (Clément-Interpolant). Sei Sq (K) := Pq (K)∩H1
0 (Ω). Die Abbildung

IK : L1 (Ω)→ Sp (K) : u 7→
∑

x∈NK,I

1
|ωx|

∫
ωx

u dxφK,I,x

heißt der Clément-Interpolant.

Bemerkung 4.3.8. Da |Ω| < ∞ gilt, ist L2 (Ω) ⊂ L1 (Ω) und IK ist auch auf H1 (K)
wohldefiniert.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften des Clément-Interpolanten zu-
sammen.

Satz 4.3.9. Sei K eine reguläre Zerlegung von Ω, u ∈ H1
0 (Ω) und IKM der Clément-

Interpolant aus Definition 4.3.7. Es gelten dann die folgenden Aussagen

(i) ‖u− IKu‖K ≤ hK ‖∇xu‖ωK für K ∈ K

(ii) ‖u− IKu‖e ≤ h
1
2
e ‖∇xu‖ωK für e ∈ IK und e ⊂ ∂K,

(iii) ‖∇xIKu‖K ≤ ‖∇xu‖ωK für K ∈ K,

(iv) ‖∇xu−∇xIKu‖K ≤ ‖∇xu‖ωK für K ∈ K und

(v) ‖IKu‖K ≤ ‖u‖H1(ωK).

Beweis. Siehe [24], Theorem 2,1. Für einen Beweis von (i)- (ii) siehe auch etwa [36],
Proposition 2.1. (iv) und (v) lassen sich auch aus [37], Lemma 3.1. ableiten, (iii) folgt
auch sofort aus (iv).
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4.3.3. Die Abschätzung

Die Idee zur folgenden Definition stammt aus [16].

Definition 4.3.10. Setze Sqh (Kh) := Pq (Kh)∩H1
0 (Ω). Sei Cqh die orthogonale Projektion

auf
(
Sq (Kh) , (·, ·)q,h

)
mit

(·, ·)q,h : Pq (Kh)× Pq (Kh) : (u, v) 7→
∑
K

∫
K

∇xu∇xv dx+ γ
∑
e∈Ih

1
he

∫
e

[u]e [v]e dµe + γ
∑
e∈Bh

1
he

∫
e

uv dµ.

Wir nennen Cqh (u) den konformen Anteil und Dq
h (u) := u− Cqh (u) den nicht-konformen

Anteil von u.

Lemma 4.3.11. Sei u ∈ Pq (Kh). Es gilt

‖Dq
h (u)‖2

H1(K) ' γ
∑
e∈Ih

1
he
‖[u]e‖

2
e + γ

∑
e∈Bh

1
he
‖u‖2

e

Beweis. Die Aussage ist eine Vereinfachung von Proposition 4.5 in [15].

Bemerkung 4.3.12. (i) Für u ∈ Pq (Kh) gilt lt. Definition 4.3.10 klarerweise

Cqh (u) ⊥(·,·)q,h D
q
h (u)

(ii) Mit Lemma 3.3.1,(i) und Lemma 4.3.11 folgt für u ∈ Pq (Kh)

∑
n,K

‖u− Cqh (u)‖2
H1(Kh) � γ

∑
e∈Ih

1
he
‖[u]e‖

2
e + γ

∑
e∈Bh

1
he
‖u‖2

e

(iii) Sei u ∈ V p,q
τ,h ⊂ L2 ((0, T ) , H1 (Kh)), dann wird Cqh (u) als t 7→ Cqh (u (t)) und Dq

h (u)
als t 7→ Dq

h (u (t)) interpretiert.

Bemerkung 4.3.13. (i) Sei uτ,h ∈ V p,q
τ,h und e ∈ Ih. Mit Satz 4.3.4 und der inversen

Ungleichung gilt dann

tn+1∫
tn

∥∥∥[ûτ,h]e∥∥∥2

e
dt �

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

tn+1∫
tn

∥∥∥[ûτ,h − uτ,h]e∥∥∥2

e
dt �

�
tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+ τn

∥∥∥[[uτ,h]n]e∥∥∥2

e
�

�
tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+ τn−1

∥∥∥[uτ,h−n ]e∥∥∥2

e
+ τn

∥∥∥[uτ,h+
n

]
e

∥∥∥2

e
�

tn+1∫
tn−1

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt.
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Genauso folgt auch
t1∫

0

∥∥∥[ûτ,h]e∥∥∥2

e
dt �

t1∫
0

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt.

Für die Kante e ∈ Bh folgt auf die gleiche Weise
tn+1∫
tn

‖ûτ,h‖2
e dt �

tn+1∫
tn−1

‖uτ,h‖2
e dt

und
t1∫

0

‖ûτ,h‖2
e dt �

t1∫
0

‖uτ,h‖2
e dt.

(ii) Mit dem vorherigen Punkt gilt dann

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∥∥∥[ûτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

∑
n,e∈Bh

tn+1∫
tn

‖ûτ,h‖2
e dt �

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+

∑
n,e∈Bh

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt.

Bemerkung 4.3.14. Für die DG-Lösung uτ,h ∈ V p,q
τ,h von Problem P 7 gilt dann mit

der Definition der Rekonstruktion
T∫

0

∫
Ω

ûτ,h
′vτ,h dx dt+

T∫
0

ah (uτ,h, vτ,h) dt =
T∫

0

∫
Ω

fvτ,h dx dt ∀vτ,h ∈ V p,q
τ,h .

Lemma 4.3.15. Sei u ∈ L2 ((0, T ) , H1
0 (Ω)), IKh die Abbildung aus Definition 4.3.7 und

Πp
τ,h der orthogonale Projektor wie in Bemerkung 2.4.5. Dann gilt:

IKh
(
Πp
τ,hu (t)

)
∈ L2

(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)
∩ V p,q

τ,h

Beweis. Mit Lemma 2.4.9 folgt, für u ∈ L2 ((0, T ) , H1
0 (Ω)), dass Πp

τ,hu ∈ L2 ((0, T ) , H1
0 (Ω))

ist. Sei (φj,n)j∈N0
n∈{0,1,...,Mτ} die Orthonormalbasis von L2 (0, T ) aus Bemerkung 2.4.5. Für

j ∈ {0, 1, . . . , p} und n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ} setze dann aj,n :=
tn+1∫
tn

uφi,j dt ∈ H1
0 (Ω). Mit

Lemma 2.4.6 erhalten wir dann

Πp
τ,hu (t, x) =

Mτ∑
n=0

p∑
j=0

aj,n (x)φj,n (t)

und schließlich gilt

IKh
(
Πp
τ,hu (t, ·)

)
= IKh

Mτ∑
n=0

p∑
j=0

aj,n (·)φj,n (t)
 =

Mτ∑
n=0

p∑
j=0

φj,n (t)︸ ︷︷ ︸
∈Pp(Mτ )

IKh (aj,n (·))︸ ︷︷ ︸
∈H1

0 (Ω)∩Pq(Kh)

.

Die Aussage folgt unmittelbar.
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Das folgende Lemma wird in Satz 4.3.17 benötigt. Die Abschätzung in (ii) erscheint
auf den ersten Blick grob. Möglicherweise ist auch ein “schärferes“ Resultat möglich.

Lemma 4.3.16. Sei u ∈ V p,q
τ,h . Mit den Bezeichnungen aus Definition 4.3.10 gelten die

folgenden Aussagen:

(i) Dq
h (u)′ (t) = Dq

h (u′ (t))

(ii)
T∫
0

∥∥∥Dq
h (u)′

∥∥∥2

(H1(Kh))?
dt � γ

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[u′]e‖
2
e dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖u′‖2
e dt

Beweis. (i) Es genügt (
Dq
h (u)′,Cqh (v)

)
q,h

= 0 ∀v ∈ V p,q
τ,h

nachzurechnen. Sei dazu (φj,n)j∈N0
n∈{0,1,...,Mτ} die Orthonormalbasis von L2 (0, T ). Be-

merkung 2.4.5, (iii). Lt. Lemma 2.4.6 (iv). Es gilt dann

v (t, x) =
Mτ∑
n=0

p∑
j=0

aj (x)φj,n (t)

für gewisse aj ∈ Pp (Kh) für alle j ∈ {0, 1, . . . , p}. Mit dieser Darstellung folgt
weiter

Dq
h (u)′ =

Mτ∑
n=0

p∑
j=0

Dq
h (aj)φj,n

′ = Mτ∑
n=0

p∑
j=0

Dq
h (aj)φ′j,n.

Schließlich folgt

(
Dq
h (u)′,Cqh (v)

)
q,h

=
Mτ∑
n=0

p∑
j=0

φ′j,n (Dq
h (aj) ,Cqh (v))q,h︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 ∀v ∈ V p,q
τ,h

(ii) Mit (i) und Lemma 4.3.11 und Bemerkung 4.3.13 folgt sofort

T∫
0

∥∥∥Dq
h (u)′

∥∥∥2

(H1(Kh))?
dt =

T∫
0

‖Dq
h (u′)‖2

(H1(Kh))? dt �
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖Dq
h (u′)‖2

K dt �

� γ
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[u′]e‖
2
e dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖u′‖2
e dt ∀u ∈ V p,q

τ,h
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Satz 4.3.17. Sei uτ,h ∈ V p,q
τ,h die Lösung von Problem P 7 und gelten die Voraussetzungen

V 1 - V 4. Dann ist

max

max
n
‖(u− Cqh (ûτ,h)) (tn)‖2

L2(Ω) ,
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− Cqh (ûτ,h)‖2
H1(K) dt,

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− uτ,h‖2
H1(K) dt

 �
(35)

� η2 (uh, f)2 :=

:=
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖f − Πp
τf‖

2
L2(K) dt+

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τf + u′τ,h −∆xuτ,h

∥∥∥2

L2(K)
dt+

+
∑

n,e∈Ih
he

tn+1∫
tn

‖[∂neuτ,h]‖
2
e dt+ γ

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+

+ γ
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[u′τ,h]e∥∥∥2

e
dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥u′τ,h∥∥∥2

e
dt+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τ0

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

H1(K)
+
∑
K

τ0 ‖uτ,h (0)‖2
H1(K) +

+
Mτ∑
n=1

∑
K

h2
K

τn

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

K
+
∑
K

h2
K

τ0
‖uτ,h (0)‖2

K

und die Konstante hängt nur vom Gebiet ΩT , den Polynomgraden p, q ∈ N und den Kon-
stanten Cshape zur Formregularität und Cuni,x und Cuni,t zur lokalen Quasi-Uniformität
ab.

Beweis. Für die schwache Lösung u und ein v ∈ L2 ((0, T ) , H1
0 (Ω)) ⊂ L2 ((0, T ) , H1 (Kh))

gilt mit partieller Integration und der Definition von a (·, ·)

a (u (t) , v (t)) =
∫
Ω

∇xu (t)∇xv (t) dx = −
∫
Ω

∆xu (t) v (t) dx , f.ü. auf (0, T )

Weil u (0) = 0 und [u]n = 0 für alle n ∈ {1, . . . ,Mτ} und weil u′−∆xu = f lt. Bemerkung
3.1.5, (v) punktweise fast überall auf ΩT gilt, haben wir

(u′ (t) , v (t))Ω + a (u (t) , v (t)) = (f (t) , v (t))Ω ∀v ∈ L2
(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)

f.ü. auf [0, T ]
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Damit, weil ûτ,h = Cqh (ûτ,h) + Dq
h (ûτ,h) und mit Bemerkung 3.2.7 folgt f.ü. auf [0, T ](

(u− Cqh (ûτ,h))′ , u− Cqh (ûτ,h)
)

Ω
+ a (u− Cqh (ûτ,h) , u− Cqh (ûτ,h)) =

= (f, u− Cqh (ûτ,h))Ω −
(
C (ûτ,h)′, u− Cqh (ûτ,h)

)
Ω
− ah (Cqh (ûτ,h) , u− Cqh (ûτ,h)) =

= (f, u− Cqh (ûτ,h))Ω − (ûτ,h′, u− Cqh (ûτ,h))Ω − ah (ûτ,h, u− Cqh (ûτ,h)) +
+
(
Dq
h (ûτ,h)′ , u− Cqh (ûτ,h)

)
Ω

+ ah (Dq
h (ûτ,h) , u− Cqh (ûτ,h)) =

= (f, u− Cqh (ûτ,h))Ω − (ûτ,h′, u− Cqh (ûτ,h))Ω − ah (uτ,h, u− Cqh (ûτ,h)) +
+ ah (uτ,h − ûτ,h, u− Cqh (ûτ,h)) +

(
Dq
h (ûτ,h)′ , u− Cqh (ûτ,h)

)
Ω

+ ah (Dq
h (ûτ,h) , u− Cqh (ûτ,h)) =

= (f, u− Cqh (ûτ,h))Ω − (ûτ,h′, u− Cqh (ûτ,h))Ω − ah (uτ,h, u− Cqh (ûτ,h)) +
+ ah (uτ,h − Cqh (ûτ,h) , u− Cqh (ûτ,h)) +

(
Dq
h (ûτ,h)′ , u− Cqh (ûτ,h)

)
Ω
.

Setze nun ähnlich zu [35], Kapitel 4

〈Rh (uτ,h) , v〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) := (f, v)Ω − (ûτ,h′, v)Ω −

∑
K

(∇xuτ,h,∇xv)K .

Mit dieser Bezeichnung, mit EC := u− Cqh (ûτ,h) und der Definition von a (·, ·) gilt dann
f.ü. auf (0, T )

(EC
′, EC)Ω︸ ︷︷ ︸

= 1
2
d
dt‖EC‖2Ω

+a (EC, EC) =

= 〈Rh (uτ,h) , EC〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) +

∑
e∈Ih

∫
e

[uτ,h]e 〈∂neEC〉e dµe +
∑
e∈Bh

∫
e

uτ,h∂neEC dµe+

+ ah (uτ,h − Cqh (ûτ,h) , EC) +
(
Dq
h (ûτ,h)′ , EC

)
Ω

=

= 〈Rh (uτ,h) , EC〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) +

∑
e∈Ih

∫
e

[uτ,h]e 〈∂neEC〉e dµe +
∑
e∈Bh

∫
e

uτ,h∂neEC dµe+

+
∑
K

∫
K

∇x (uτ,h − Cqh (ûτ,h))∇xEC dx−
∑
e∈Ih

∫
e

[uτ,h − Cqh (ûτ,h)]e︸ ︷︷ ︸
=[uτ,h]

e

〈∂neEC〉e dµe−

−
∑
e∈Bh

∫
e

(uτ,h − Cqh (ûτ,h))︸ ︷︷ ︸
=uτ,h|e

∂neEC dµ+
(
Dq
h (ûτ,h)′ , EC

)
Ω

=

= 〈Rh (uτ,h) , EC〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) +

(
Dq
h (ûτ,h)′ , EC

)
Ω

+
∑
K

∫
K

∇x (uτ,h − Cqh (ûτ,h))∇xEC dx.

Integration von 0 bis tn mit n ∈ {1, . . . ,M + 1} und die Ungleichungen von Cauchy-
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Schwarz und Young liefern

‖EC (tn)‖2
Ω +

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt � (36)

�
tn∫

0

〈Rh (uτ,h) , EC〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt+

T∫
0

∥∥∥Dq
h (ûτ,h)′

∥∥∥2

(H1(Kh))?
dt+

+
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖∇x (uτ,h − Cqh (ûτ,h))‖2
K dt+ ‖Cqh (ûτ,h) (0)‖2

Ω︸ ︷︷ ︸
=0

. (37)

Wir schätzen zuerst
tn∫
0
〈Rh (uτ,h) , EC〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) dt ab. Dazu setzen wir vτ,h (t) := IKh
(
Πp
τ,hEC (t)

)
wie in Lemma 4.3.15,(ii) und vh,n = vτ,hX[0,tn). Es gilt dann

tn∫
0

〈Rh (uτ,h) , vh,n〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt =

T∫
0

〈Rh (uτ,h) , vh,n〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt =

=
T∫

0

(f, vh,n)Ω dt−
T∫

0

(ûτ,h′, vh,n)Ω dt−
∑
K

T∫
0

(∇xuτ,h,∇xvh,n)K dt =

= Aτ,h (u, vh,n)− Aτ,h (uτ,h, vh,n)︸ ︷︷ ︸
=0

−
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e 〈∂nevh,n〉e dµe dt−

−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,h∂nevh,n dµe dt =

= −
∑

n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e 〈∂nevh,n〉e dµe dt−
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,h∂nevh,n dµe dt

und schließlich folgt

tn∫
0

〈Rh (uτ,h) , EC〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt =

=
tn∫

0

〈Rh (uτ,h) , EC − vh,n〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt+

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e 〈∂nevh,n〉e dµe dt+

+
∑

n,e∈Bh

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,h∂nevh,n dµe dt.

Die auftretenden Terme werden nun abgeschätzt.

56



4. A Posteriori-Fehlerschätzer

• Lemma 2.4.7, lemma 2.4.9, Lemma 4.3.15 und partielle Integration liefert
tn∫

0

〈Rh (uτ,h) , EC − vh,n〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) dt =

=
tn∫

0

f (EC − vh,n) dx dt−
tn∫

0

∫
Ω

ûτ,h
′ (EC − vh,n) dx dt−

tn∫
0

∫
Ω

∇xuτ,h∇x (EC − vh,n) dx dt =

=
tn∫

0

∫
Ω

(f − Πp
τf) (EC − vh,n) dx dt+

tn∫
0

∫
Ω

Πp
τf
(
Πp
τ,hEC − vh,n

)
dx dt+

−
tn∫

0

∫
Ω

ûτ,h
′
(
Πp
τ,hEC − vh,n

)
dx dt−

tn∫
0

∫
Ω

∇xuτ,h∇x
(
Πp
τ,hEC − vh,n

)
dx dt =

=
tn∫

0

∫
Ω

(f − Πp
τf) (EC − vh,n) dx dt+

+
tn∫

0

∫
Ω

(Πp
τf − ûτ,h′ + ∆xuτ,h)

(
Πp
τ,hEC − vh,n

)
dx dt+

+
∑
e∈I

tn∫
0

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈Π
p
τ,hEC − vh,n〉e dµe dt.

Mit den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz und mit Lemma 4.3.7,
(iii), (v) folgt
tn∫

0

∫
Ω

(f − Πp
τf) (EC − vh,n) dx dt ≤

≤ 1
ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖f − Πp
τf‖

2
L2(Ω) dt+ ε1

∑
K

tn∫
0

‖EC − vh,n‖2
K dt ≤

≤ 1
ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖f − Πp
τf‖

2
L2(Ω) dt+ ε1

tn∫
0

‖EC‖2
H1(Ω) dt+ ε1

tn∫
0

∥∥∥Πp
τ,hIKhEC

∥∥∥2

H1
0 (Ω)

dt ≤

≤ 1
ε1

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖f − Πp
τf‖

2
L2(Ω) dt+ ε1

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt.

Weiter folgt mit Lemma 4.3.9 und der inversen Ungleichung
tn∫

0

∫
Ω

(Πp
τf − ûτ,h′ + ∆xuτ,h)

(
Πp
τ,hEC − vh,n

)
dx dt �

� 1
ε2

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

‖Πp
τf + ûτ,h

′ −∆xuτ,h‖
2
K + ε2

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt �
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� 1
ε2

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τf + u′τ,h −∆xuτ,h

∥∥∥2

K
+

+ 1
ε2

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥u′τ,h − ûτ,h′∥∥∥2

K
+ ε2

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt �

� 1
ε2

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τf + u′τ,h −∆xuτ,h

∥∥∥2

K
+

+ 1
ε2

∑
n,K

h2
K

τ 2
n

tn+1∫
tn

‖uτ,h − ûτ,h‖2
K + ε2

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt �

� 1
ε2

∑
n,K

h2
K

tn+1∫
tn

∥∥∥Πp
τf + u′τ,h −∆xuτ,h

∥∥∥2

K
+ ε2

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt+

+ 1
ε2

Mτ∑
n=1

∑
K

h2
K

τn

∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

K
+ 1
ε2

∑
K

h2
K

τ0
‖uτ,h (0)‖2

K .

Wir berechnen weiter

∑
e∈Ih

tn∫
0

1
he

∥∥∥〈Πp
τ,hEC − vh,n〉e

∥∥∥2

e
dt ≤

≤
∑
e∈Ih

tn∫
0

1
he

∥∥∥Πp
τ,hEC − vh,n

∥∥∥2

e
dt ≤

∑
K

tn∫
0

∥∥∥Πp
τ,hEC

∥∥∥2

ωK
dt ≤

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt.

Ähnlich wie schon in (29) gilt dann

∑
e∈Ih

tn∫
0

∫
e

[∂neuτ,h]e 〈Π
p
τ,hEC − vh,n〉e dµe dt ≤

≤ 1
ε3

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

he
∥∥∥[∂neuτ,h]e∥∥∥2

e
+ ε3

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt.

• Mit der inversen Ungleichung folgt

∑
n,e∈Ih

he ‖〈vh,n〉e‖2
e dt ≤

∑
n,K

‖vh,n‖2
K =

∑
K

tn∫
0

∥∥∥IKhΠp
τ,hEC

∥∥∥2

K
dt ≤

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt.

Mit den Ungleichungen von Young und Cauchy-Schwarz folgt dann

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

[uτ,h]e 〈∂nevh,n〉e dµe dt ≤ 1
ε4

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dt+ ε4

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt.
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• Analog zum vorherigen Punkt folgt auch

∑
n,e∈Ih

tn+1∫
tn

∫
e

uτ,h∂nevh,n dµe dt ≤ 1
ε4

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt+ ε4

tn∫
0

‖EC‖2
H1

0 (Ω) dt.

Wir kommen beim Abschätzen der Terme in (37) zu
T∫
0

∥∥∥Dq
h (ûτ,h)′

∥∥∥2

(H1(Kh))?
dt. Mit Lem-

ma 4.3.16,(ii) erhalten wir
T∫

0

∥∥∥Dq
h (ûτ,h)′

∥∥∥2

(H1(Kh))?
dt � γ

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[u′τ,h]e∥∥∥2

e
dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥u′τ,h∥∥∥2

e
dt

Schließlich muss in (37) nun noch der Term ∑
K

T∫
0
‖∇x (uτ,h − Cqh (ûτ,h))‖2

K dt in (37) ab-
geschätzt werden. Einschieben von ûτ,h liefert mit den Ungleichungen von Young und
Cauchy-Schwarz, Satz 4.3.4, Lemma 4.3.11 und Bemerkung 4.3.13

∑
K

T∫
0

‖∇x (uτ,h − Cqh (ûτ,h))‖2
K dt �

�
∑
K

T∫
0

‖∇x (uτ,h − ûτ,h)‖2
K dt+

∑
K

T∫
0

‖∇x (ûτ,h − Cqh (ûτ,h))‖2
K dt ≤

�
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

H1(K)
+
∑
K

τ0 ‖uτ,h (0)‖2
H1(K) +

+ γ
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[ûτ,h]‖2
e dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖ûτ,h‖2
e dt �

�
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

H1(K)
+
∑
K

τ0 ‖uτ,h (0)‖2
H1(K) +

+ γ
∑

n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

‖[uτ,h]‖2
e dt+ γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dt.

εi mit i ∈ {1, 2, 3, 4} können frei in R+ gewählt werden. n ∈ {1, . . . ,M + 1} war beliebig
und die Aussage folgt die Abaschätzung für die Terme max

n
‖u (tn)− Cqh (ûτ,h) (tn)‖2

L2(K)

und ∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− Cqh (ûτ,h)‖2
H1(K) dt unmittelbar. Wir berechnen weiter

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− uτ,h‖2
H1(K) dt �

�
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− Cqh (ûτ,h)‖2
H1(K) dt+

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖Cqh (ûτ,h)− ûτ,h‖2
H1(K) dt+

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖ûτ,h − uτ,h‖2
H1(K) dt �
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�
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− Cqh (ûτ,h)‖2
H1(K) dt+ γ

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[ûτ,h]e∥∥∥2

e
dµe + γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖ûτ,h‖2
e dµe+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

H1(K)
+
∑
K

τ0 ‖uτ,h (0)‖2
H1(K) �

�
∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− Cqh (ûτ,h)‖2
H1(K) dt+ γ

∑
n,e∈Ih

1
he

tn+1∫
tn

∥∥∥[uτ,h]e∥∥∥2

e
dµe + γ

∑
n,e∈Bh

1
he

tn+1∫
tn

‖uτ,h‖2
e dµe+

+
Mτ∑
n=1

∑
K

τn
∥∥∥[uτ,h]n∥∥∥2

H1(K)
+
∑
K

τ0 ‖uτ,h (0)‖2
H1(K) . (38)

∑
n,K

tn+1∫
tn

‖u− Cqh (ûτ,h)‖2
H1(K) dt haben wir bereits nach oben abgeschätzt und in dieser

Abschätzung kommen auch die restlichen Terme aus (38) vor. Damit ist die Aussage
aber gezeigt.

Bemerkung 4.3.18. Auf der linken Seite von (35) hängen 2 der 3 Terme nur von u und
Cqh (ûτ,h) ab. Cqh (ûτ,h) ergibt sich aus der DG-Lösung uτ,h. Es ist an dieser Stelle aber
nicht klar, wie dieser Term berechnet werden kann. In jedem Fall haben wir

T∫
0

‖u− uτ,h‖2
H1(Kh) dt � η2,τ,h (uτ,h, f)2

bewiesen.

4.4. Vergleich der Abschätzungen
Wir wollen nun die beiden Ansätze vergleichen. Siehe dazu Tabelle 1.
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4. A Posteriori-Fehlerschätzer

Bemerkung 4.4.1. (i) Es ist nicht klar, ob

‖u− uτ,h‖2
τ,h ' η1,τ,h (f, uτ,h)2

oder
T∫

0

‖u (t)− uτ,h (t)‖2
H1(Kh) dt ' η2,τ,h (f, uτ,h)2

und ob auch nur η1,τ,h (f, uτ,h)→ 0 oder η2,τ,h (f, uτ,h)→ 0 gilt, wenn hK , he, τn →
0.

(ii) η2,τ,h (f, uτ,h) hängt im Gegensatz zu η1,τ,h (f, uτ,h) auch vom Sprung der Zeitablei-
tung im Ort ab.
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5. Numerische Experimente

5. Numerische Experimente
In diesem Kapitel wollen wir das Verhalten der Abschätzungen aus Kapitel 4 anhand
einiger einfacher numerischer Beispiele testen. Diese Tests wurden durch die Matlab-
Prozeduren aus dem Anhang ausgeführt.

Bemerkung 5.0.2. Es wird erwartet, dass die Abschätzungen aus Satz 4.2.6 und Satz
4.3.17 genauso für eine beliebige Raumdimension d ∈ N gelten. Die Beweise verlaufen
auf die gleiche Weise. d = 2 wurde in dieser Arbeit und in zahlreichen zitierten Arbeiten
zur Vereinfachung der Notation und zur besseren Anschaulichkeit gewählt.

Wir behalten Bemerkung 5.0.2 im Hinterkopf und setzen nun

Voraussetzung V 5.

d = 1, T = 1,Ω = (0, 1) und p = q = 1 (39)

Problem P 1 wird dann zu

Problem P 8.

ut (t, x)− uxx (t, x) = f (t, x) ∀ (t, x) ∈ (0, 1)2 ,

u (t, 0) = u (t, 1) = 0 ∀t ∈ (0, 1) ,
u (0, x) = 0 ∀x ∈ (0, 1) .

Zur Wahl einer Basis von V 1,1
τ,h sei Qref := (0, 1)2. Wir setzen

φ1,T (t, x) := (1− t) (1− x) , (t, x) ∈ (0, 1)2 ,

φ2,T (t, x) := t (1− x) , (t, x) ∈ (0, 1)2 ,

φ3,T (t, x) := (1− t)x, (t, x) ∈ (0, 1)2 ,

φ4,T (t, x) := tx, (t, x) ∈ (0, 1)2 .

und denken uns φi,T für i ∈ {1, 2, 3, 4} außerhalb von Q mit 0 fortgesetzt. Wir fassen
die Zerlegungen Kh als Mengen (xj)i∈{0,1,...,|Kh|+1} auf. Betrachte für n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}
und j ∈ {0, 1, . . . , |Kh|} die affinen Abbildungen:

Tn,j : Q→ (tn, tn+1)× (xj, xj+1) : (t, x) 7→ (tn, xi) + (t (tn+1 − tn) , x (xj+1 − xj))
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5. Numerische Experimente

dann bilden die Funktionen φj,n,i (t, x) := Tn,j◦φj,T für i ∈ {1, 2, 3, 4}, n ∈ {0, 1, . . . ,Mτ}
und j ∈ {0, 1, . . . , |Kh|} eine Basis von V 1,1

τ,h . Das Lösen von Problem P 7 ist dann
äquivalent zum Lösen eines linearen Gleichungssystem mit den Koeffizienten

Aj1,n1,i1
j2,n2,i2 := Aτ,h (φj1,n1,i1 , φj2,n2,i2) (40)

und einer rechten Seite

Fi,n,j := Fτ,h (φj,n,i)

Bemerkung 5.0.3. Die Matrix aus (40) ist nicht symmetrisch. Vergleiche dazu die
Definition von A1,τ,h aus (14).

Wähle für die rechte Seite in Problem P 8

f (t, x) := sin (πx) + π2 sin (πx) t (41)

Wir haben Π1
τ,hf = f . Durch Differenzieren erhält man leicht, dass

u (t, x) := sin (πx) t

eine Lösung von Problem P 8 ist. Mit Satz 3.3.8, Satz 2.3.3 und mit den Annahmen aus
(39) gilt

T∫
0

‖u− uτ,h‖2
H1(K) dt � τ 2 + h2.

Wir wählen τ̃ = h̃ = 1 und τ ' h, τ ' h2 und τ 2 ' h für τ ≤ τ̃ und h ≤ h̃. Wir
erwarten, dass

T∫
0
‖u− uτ,h‖2

H1(K) dt = O (h2) und ‖u− uτ,h‖2
1,τ,h = O (h2) gilt. Für eine

Zerlegung Kh = {(xi, xi+1)}|Kh|i=0 setze für i ∈ {0, 1, . . . , |Kh|} dann hi = xi+1 − xi. Zur
Vereinfachung seien die hi für alle i ∈ {0, 1, . . . , |Kh|} gleich groß. Für kleiner werdende
Schrittweiten h werden wir die

T∫
0
‖u− uτ,h‖2

H1(K) dt und η1 (f, uτ,h)2 bzw. ‖u− uτ,h‖2
1,τ,h

und η2 (f, uτ,h)2 nun tatsächlich ausrechnen und vergleichen. Die Berechnung erfolgt mit
den im Anhang A abgedruckten Matlab-Prozeduren. Betrachte nun die Abbildungen 1,
2 und 3.
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Abbildung 1: Vergleich des DG-Fehlers ‖u− uτ,h‖2
τ,h mit dem Fehlerschätzer nach dem

1.Ansatz links und Vergleich des DG-Fehlers ‖u− uτ,h‖2
H1(Kh) mit dem

Fehlerschätzer nach dem 2.Ansatz rechts, wobei τi = hi =
(

1
2

)i
und i ∈

{1, . . . , 6}.

Abbildung 2: Vergleich des DG-Fehlers ‖u− uτ,h‖2
τ,h mit dem Fehlerschätzer nach dem

1.Ansatz links und Vergleich des DG-Fehlers ‖u− uτ,h‖2
H1(Kh) mit dem

Fehlerschätzer nach dem 2.Ansatz rechts, wobei τi =
(

1
2

)i
, hi = τ 2

i und
i ∈ {1, . . . , 4}.
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Abbildung 3: Vergleich des DG-Fehlers ‖u− uτ,h‖2
τ,h mit dem Fehlerschätzer nach dem

1.Ansatz links und Vergleich des DG-Fehlers ‖u− uτ,h‖2
H1(Kh) mit dem

Fehlerschätzer nach dem 2.Ansatz rechts, wobei hi =
(

1
2

)i
, τi = h2

i und
i ∈ {1, . . . , 4}.

Sowohl für τ ' h als auch für τ 2 ' h als auch für τ = h2 wird für die Wahl von f in (41)

das Verhalten für h→ 0 von ‖u− uτ,h‖2
τ,h durch η1 (f, uτ,h)2 und ∑

n,K

tn+1∫
tn

‖u− uτ,h‖2
H1(K)

durch η2 (f, uτ,h)2 wiedergegeben. Dieses Ergebnis muss aus den kritisch hinterfragt wer-
den. Wir haben nämlich nur ein Beispiel getestet und in diesem Beispiel ist die exakte
Lösung glatt- d.h. u ∈ C∞

(
ΩT

)
.
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6. Ausblick
Die folgenden Fragen könnten ein Anstoß für weiterführende Arbeit zum Thema dieser
Arbeit sein.

• Funktionieren die Ansätze dieser Arbeit auch für nicht konvexe Gebiete?

• Können wir diese Arbeit auch auf rechteckige oder auch allgemeinere Elemente
verallgemeinern?

• Wie kann ein Fehlerschätzer aussehen, wenn Kh nicht mehr auf jedem Intervall
(tn, tn+1) gleich aussieht?

• Lassen sich die Ergebnisse dieser Arbeit auch auf DG-Formulierungen zu Zerle-
gungen von ΩT wie in [25] und [26] übertragen. Diese Zerlegungen bestehen nicht
mehr aus Elementen der Art (tn, tn+1)×K, sondern behandeln Zeit- und Ortsdi-
mensionen gleich.

• Sind die Abschätzungen aus Satz 4.2.6 und Satz 4.3.17 wirklich scharf?

• Wie kann eine Abschätzung zur Effizienz aussehen?
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A. Anhang

A. Anhang
1 function [ nodes , time , erg , stima , f_vec ] = . . .
2 DG_parabolic_1D ( f ,A,B,T, h , tau , sigma )

4 nodes = A: h :B;
5 time = 0 : tau :T;

7 N = length ( nodes )−1;
8 M = length ( time )−1;

10 f_vec = sparse (4∗N∗M, 1 ) ;

12 f_vec = sparse (4∗N∗M, 1 ) ;
13 st ima = sparse (4∗N∗M,4∗N∗M) ;
14 erg = f_vec ;

16 st ima = DG_parabolic_1D_matrix_a (A,B,T, h , tau , sigma ) + . . .
17 DG_parabolic_1D_matrix_b (A,B,T, h , tau , ’ downwind ’ ) ;
18 f_vec = DG_parabolic_1D_vector_f ( f ,A,B,T, h , tau ) ;

20 %LGS l ö sen

22 erg = stima \ f_vec ; %Lösen des LGS

24 %plot_function_3D ( erg ,A,B,T, h , tau ) ;

26 end

1 function [ matrix_a ] = DG_parabolic_1D_matrix_a (A,B,T, h , tau , sigma )

3 %v o r e r s t 1 . Ordnung

5 nodes = A: h :B;
6 time = 0 : tau :T;

8 N = length ( nodes )−1;
9 M = length ( time )−1;

11 f_vec = sparse (4∗N∗M, 1 ) ;
12 matrix_a = sparse (4∗N∗M,4∗N∗M) ;
13 erg = f_vec ;

15 %Matrix f ür I n t e g r a l grad (u) grad ( v )
16 st ima_loc = 1/6∗ [ 2 , 1 ,−2 , −1 ; 1 , 2 , −1, − 2 ; . . .
17 −2, −1, 2 , 1 ; −1, −2, 1 , 2 ] ;

19 boundary_temp = 1/12∗ [−2 , −1, 2 , 1 ; −1, −2, 1 , 2 ; . . .
20 2 , 1 , −2, −1; 1 , 2 , −1, −2];
21 boundary_sigma = sigma ∗1/6∗ [ 2 , 1 , −2, − 1 ; . . .
22 1 , 2 , −1, −2; −2, −1, 2 , 1 ; −1, −2, 1 , 2 ] ;
23 boundary = zeros ( 8 ) ;
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25 %S t e i f i g k e i t s m a t r i x
26 for i = 1 :N

28 for k = 1 :M

30 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
31 matrix_a ( index , index ) = matrix_a ( index , index ) + . . .
32 ( time ( k+1)−time ( k ) ) /( nodes ( i +1) − nodes ( i ) ) . ∗ st ima_loc ;

34 end

36 end

38 %Matrix der Randterme

40 %innere Kanten
41 for k = 1 :M

43 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

45 for i = 2 :N

47 boundary = zeros ( 8 ) ;

49 var_1 = nodes ( i )− nodes ( i −1);
50 var_2 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;

52 boundary ( 1 : 4 , 3 : 6 ) = ( var_t . / var_1 ) ∗ boundary_temp ;
53 boundary ( 5 : 8 , 3 : 6 ) = ( var_t . / var_2 ) ∗ boundary_temp ;
54 boundary = boundary + boundary ’ ;
55 boundary ( 3 : 6 , 3 : 6 ) = boundary ( 3 : 6 , 3 : 6 ) − . . .
56 (2 ∗ var_t . / ( ( var_1 + var_2 ) ) ) . ∗ boundary_sigma ;

58 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−7 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;

60 matrix_a ( index , index ) = matrix_a ( index , index ) − boundary ;

62 end

64 end

67 %äu ß ere Kanten
68 for k = 1 :M

70 var_1 = nodes (2 ) − nodes ( 1 ) ;
71 var_2 = nodes (N+1) − nodes (N) ;
72 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

74 boundary = zeros ( 4 ) ;
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76 boundary ( : , 1 : 2 ) = ( var_t . / var_1 )∗ 2 ∗ boundary_temp ( : , 3 : 4 ) ;
77 boundary = boundary + boundary ’ ;
78 boundary ( 1 : 2 , 1 : 2 ) = boundary ( 1 : 2 , 1 : 2 ) − . . .
79 ( var_t . / var_1 ) . ∗ boundary_sigma ( 3 : 4 , 3 : 4 ) ;

81 index = ( 4∗(k−1)∗N + 1 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4 ) ;

83 matrix_a ( index , index ) = matrix_a ( index , index ) − boundary ;

85 boundary = zeros ( 4 ) ;

87 boundary ( : , 3 : 4 ) = ( var_t . / var_2 ) ∗ 2 ∗ boundary_temp ( : , 1 : 2 ) ;
88 boundary = boundary + boundary ’ ;
89 boundary ( 3 : 4 , 3 : 4 ) = boundary ( 3 : 4 , 3 : 4 ) − . . .
90 ( var_t . / var_2 ) . ∗ boundary_sigma ( 1 : 2 , 1 : 2 ) ;

92 index = ( 4∗k∗N − 3 ) : ( 4∗k∗N ) ;

94 matrix_a ( index , index ) = matrix_a ( index , index ) − boundary ;

96 end

98 end

2 function [ matrix_b ] = DG_parabolic_1D_matrix_b (A,B,T, h , tau , s t r i n g )

4 %zur Unterscheidung ob b ( phi_i , phi_j ) . . .
5 %mit dem Updwind− oder dem Downwindschema berechne t wird

7 bool = strcmp ( ’ upwind ’ , s t r i n g ) ;

9 nodes = A: h :B;
10 time = 0 : tau :T;

12 N = length ( nodes )−1;
13 M = length ( time )−1;
14 matrix_b = sparse (4∗N∗M,4∗N∗M) ;

16 %Matrix f ür I n t e g r a l u ∗ v_t
17 matrix_t = 1/12 ∗ [−2 ,2 , −1, 1 ; −2, 2 , −1, 1 ; . . .
18 −1, 1 , −2, 2 ; −1, 1 , −2, 2 ] ;

20 %Upwindschema

22 %Matrix f ür Randintegra l an t = T
23 matrix_T = 1/6∗ [ 0 , 0 , 0 , 0 ; 0 , 2 , 0 , 1 ; 0 , 0 , 0 , 0 ; 0 , 1 , 0 , 2 ] ;

25 %Matrix des Upwindterms
26 matrix_up1 = matrix_T ;
27 matrix_up2 = −1/6∗ [ 0 , 0 , 0 , 0 ; 2 , 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 0 , 0 ; 1 , 0 , 2 , 0 ] ;

29 %Downwindschema
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31 %Matrix f ür Randintegra l an t = 0
32 matrix_0 = 1/6∗ [ 2 , 0 , 1 , 0 ; 0 , 0 , 0 , 0 ; 1 , 0 , 2 , 0 ; 0 , 0 , 0 , 0 ] ;

34 %Matrix des Downwindterms
35 matrix_down1 = −matrix_up2 ;
36 matrix_down2 = 1/6∗ [−2 ,0 ,−1 ,0; 0 , 0 , 0 , 0 ; −1 ,0 ,−2 ,0; 0 , 0 , 0 , 0 ] ;

38 i f bool

40 %Matrix gener i e ren
41 for i = 1 :N

43 for k = 1 :M

45 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
46 matrix_b ( index , index ) = matrix_b ( index , index ) − . . .
47 ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) . ∗ matrix_t ; %Upwind

49 end

51 matrix_b ( index , index ) = matrix_b ( index , index ) + . . .
52 ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) )∗ matrix_T ; %Randintegra l an t = T

54 end

56 %Upwind−Matrix
57 for k = 1 : (M−1)

59 for i = 1 :N

61 var_1 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;
62 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
63 matrix_b ( index , index ) = matrix_b ( index , index ) + . . .
64 var_1 ∗ matrix_up1 ;
65 index1 = ( 4∗k∗N + 4∗ i −3) : ( 4∗k∗N + 4∗ i ) ;
66 matrix_b ( index , index1 ) = matrix_b ( index , index1 ) + . . .
67 var_1 ∗ matrix_up2 ;

70 end

72 end

75 else

78 %Matrix gener i e ren
79 for i = 1 :N

81 index = 4∗(N−1) +1 : 4∗(N−1) + 4 ;
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82 matrix_b ( index , index ) = matrix_b ( index , index ) + . . .
83 ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) . ∗ matrix_0 ;

85 for k = 1 :M

87 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
88 matrix_b ( index , index ) = matrix_b ( index , index ) + . . .
89 ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) . ∗ matrix_t ’ ; %Downwind

91 end

93 end

95 %Downwind−Matrix
96 for k = 1 : (M−1)

98 for i = 1 :N

100 var_1 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;

102 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
103 index1 = ( 4∗k∗N + 4∗ i −3) : ( 4∗k∗N + 4∗ i ) ;

105 matrix_b ( index , index1 ) = matrix_b ( index , index1 ) − . . .
106 var_1 ∗ matrix_down1 ;
107 matrix_b ( index1 , index1 ) = matrix_b ( index1 , index1 ) − . . .
108 var_1 ∗ matrix_down2 ;

110 end

112 end

114 end

116 matrix_b = matrix_b ’ ; %Transponieren da b (u , v ) n i ch t symmetrisch i s t

118 end

1 function [ f_vec ] = DG_parabolic_1D_vector_f ( f ,A,B,T, h , tau )

3 nodes = A: h :B;
4 time = 0 : tau :T;

6 N = length ( nodes )−1;
7 M = length ( time )−1;

9 f_vec = zeros (4∗N∗M, 1 ) ;

11 %Reche S e i t e
12 for k = 1 :M

14 for i = 1 :N
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16 %Lineare Bas i s funk t ionen
17 phi_1 = @( t , x ) f ( t , x ) . ∗ . . .
18 ( 1 − ( t−time ( k ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) ) . ∗ . . .
19 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
20 phi_2 = @( t , x ) f ( t , x ) . ∗ . . .
21 ( t − time ( k ) ) /( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
22 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
23 phi_3 = @( t , x ) f ( t , x ) . ∗ . . .
24 ( 1 − ( t−time ( k ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) ) . ∗ . . .
25 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;
26 phi_4 = @( t , x ) f ( t , x ) . ∗ ( t − time ( k ) ) /( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
27 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;

29 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;

31 f_vec ( index ( 1 ) ) = dblquad ( phi_1 , time ( k ) , time ( k + 1 ) , . . .
32 nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;
33 f_vec ( index ( 2 ) ) = dblquad ( phi_2 , time ( k ) , time ( k + 1 ) , . . .
34 nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;
35 f_vec ( index ( 3 ) ) = dblquad ( phi_3 , time ( k ) , time ( k + 1 ) , . . .
36 nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;
37 f_vec ( index ( 4 ) ) = dblquad ( phi_4 , time ( k ) , time ( k + 1 ) , . . .
38 nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;

40 end

42 end

44 end

1 function [ e r ror_res , error_jump_x , error_jump_t ] = . . .
2 DG_parabolic_1D_error_estimator ( erg , A , B , T , h , tau , f )

4 nodes = A: h :B;
5 time = 0 : tau :T;

7 N = length ( nodes )−1;
8 M = length ( time )−1;

10 e r ro r_re s = 0 ;
11 error_jump_x = 0 ;
12 error_jump_t = 0 ;

14 temp1 = 0 ;
15 temp2 = 0 ;

17 stima_jump_x = 1/6 ∗ [2 ,1 ,−2 ,−1;1 ,2 ,−1 ,−2;−2 ,−1 ,2 ,1;−1 ,−2 ,1 ,2] ;
18 stima_jump_t = 1/6 ∗ [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; 0 ,2 ,0 ,1 ,−2 ,0 ,−1 ,0; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; . . .
19 0 ,1 ,0 ,2 ,−1 ,0 ,−2 ,0; 0 ,−2 ,0 ,−1 ,2 ,0 ,1 ,0 ; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; . . .
20 0 ,−1 ,0 ,−2 ,1 ,0 ,2 ,0 ; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ;

22 %Res idua l e r Feh ler
23 for k = 1 :M
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25 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

27 for i = 1 :N

29 var_h = nodes ( i +1)−nodes ( i ) ;

31 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;

33 %Lineare Bas i s funk t ionen
34 phi_1_t = @( t , x ) −ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
35 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
36 phi_2_t = @( t , x ) ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
37 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
38 phi_3_t = @( t , x ) −ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
39 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;
40 phi_4_t = @( t , x ) ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
41 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;

43 erg_temp_t = @( t , x ) ( erg ( index ( 1 ) ) . ∗ phi_1_t ( t , x ) + . . .
44 erg ( index ( 2 ) ) . ∗ phi_2_t ( t , x ) + erg ( index ( 3 ) ) . ∗ phi_3_t ( t , x ) + . . .
45 erg ( index ( 4 ) ) . ∗ phi_4_t ( t , x ) − f ( t , x ) ) . ^ 2 ;

47 temp = dblquad ( erg_temp_t , time ( k ) , time ( k+1) , nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;
48 e r ro r_re s = er ro r_re s + var_h^2 ∗ temp ;

50 end

52 end

55 %Fehler f ür Sprung im Ort , innere Kanten
56 for k = 1 :M

58 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

60 for i = 2 :N

62 var_1 = nodes ( i )− nodes ( i −1);
63 var_2 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;
64 var_e = ( var_1 + var_2 ) /2 ;

66 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−7 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
67 index1 = index ( 1 : 4 ) ;
68 index2 = index ( 5 : 8 ) ;
69 index3 = index ( 3 : 6 ) ;

72 temp1 = var_t . ∗ var_e . ∗ . . .
73 ( 1/( var_1 ^2) ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index1 ) . . .
74 − 2/( var_1∗var_2 ) . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index2 ) + . . .
75 1/( var_2 ^2) . ∗ erg ( index2 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index2 ) ) ;
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76 temp2 = ( 1 ./ var_e + var_e /( var_t ^2) ) . ∗ . . .
77 ( var_t . ∗ erg ( index3 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index3 ) ) ;
78 error_jump_x = error_jump_x + temp1 + temp2 ;

80 end

82 end

84 %Fehler f ür den Sprung im Ort , äu ß ere Kanten
85 var_1 = nodes (2)−nodes ( 1 ) ;
86 var_2 = nodes (N+1)−nodes (N) ;
87 error_jump_x_boundary = 0 ;

89 for k= 1 :M

91 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

93 index1 = ( 4∗(k−1)∗N + 1 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4 ) ;
94 index2 = ( 4∗k∗N − 3 ) : ( 4∗k∗N ) ;

96 index1 = index1 ( 1 : 2 ) ;
97 index2 = index2 ( 3 : 4 ) ;

99 temp1 = ( 1 . / var_1 + var_1 . / ( var_t ^2)) . ∗ . . .
100 ( var_t . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_x ( 1 : 2 , 1 : 2 ) ∗ erg ( index1 ) ) ;
101 temp2 = ( 1 . / var_2 + var_2 . / ( var_t ^2)) . ∗ . . .
102 ( var_t . ∗ erg ( index2 ) ’ ∗ stima_jump_x ( 3 : 4 , 3 : 4 ) ∗ erg ( index2 ) ) ;

104 error_jump_x_boundary = error_jump_x_boundary + temp1 + temp2 ;

106 end

108 %error_jump_x_boundary
109 error_jump_x = error_jump_x + error_jump_x_boundary ;

111 %Fehler f ür Sprung in der Ze i t
112 for k = 1 : (M−1)

114 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

116 for i = 1 :N

118 var_1 = nodes ( i +1)− nodes ( i ) ;
119 index1 = [ ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) , . . .
120 ( 4∗k∗N + 4∗ i −3) : ( 4∗k∗N + 4∗ i ) ] ;
121 temp1 = ( 1 ./ var_t + var_t . / ( var_1 ^2) ) . ∗ . . .
122 ( var_1 ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_t ∗ erg ( index1 ) ) ;
123 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

125 end

127 end
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129 %Fehler f ür Sprung in der Zei t , Anfangsze i tpunk t
130 for i = 1 :N

132 var_t = time (2)− time ( 1 ) ;
133 var_1 = nodes ( i +1)− nodes ( i ) ;
134 index1 = ( 4∗( i −1) + 1 ) : (4 ∗ i ) ;
135 temp1 = ( 1 ./ var_t + var_t . / ( var_1 ^2) ) . ∗ . . .
136 ( var_1 ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_t ( 5 : 8 , 5 : 8 ) ∗ erg ( index1 ) ) ;
137 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

139 end

141 end

1 function [ e r ror_res , error_jump_x , error_jump_t ] = . . .
2 DG_parabolic_1D_error_estimator_2 . . .
3 ( erg , A , B , T , h , tau , f )

5 nodes = A: h :B;
6 time = 0 : tau :T;

8 N = length ( nodes )−1;
9 M = length ( time )−1;

11 e r ro r_re s = 0 ;
12 error_jump_x = 0 ;
13 error_jump_t = 0 ;

15 temp1 = 0 ;
16 temp2 = 0 ;

18 stima_jump_x = 1/6 ∗ [2 ,1 ,−2 ,−1;1 ,2 ,−1 ,−2;−2 ,−1 ,2 ,1;−1 ,−2 ,1 ,2] ;
19 stima_jump_t = 1/6 ∗ [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; 0 ,2 ,0 ,1 ,−2 ,0 ,−1 ,0; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; . . .
20 0 ,1 ,0 ,2 ,−1 ,0 ,−2 ,0; 0 ,−2 ,0 ,−1 ,2 ,0 ,1 ,0 ; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; . . .
21 0 ,−1 ,0 ,−2 ,1 ,0 ,2 ,0 ; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ;

23 % Sprung der O r t s a b l e i t u n g in der Ze i t
24 stima_jumpx_t = zeros ( 8 ) ;
25 stima_temp1 = [1 ,0 , −1 ;0 , 0 , 0 ; −1 ,0 , 1 ] ;
26 stima_jumpx_t ( 2 : 4 , 2 : 4 ) = stima_temp1 ;
27 stima_jumpx_t ( 2 : 4 , 5 : 7 ) = −stima_temp1 ;
28 stima_jumpx_t ( 5 : 7 , 2 : 4 ) = −stima_temp1 ;
29 stima_jumpx_t ( 5 : 7 , 5 : 7 ) = stima_temp1 ;

31 %Sprung der Z e i t a b l e i t u n g im Ort
32 stima_jumpt_x = zeros ( 8 ) ;
33 stima_temp2 = [1 ,−1;−1 ,1 ] ;
34 stima_jumpt_x ( 3 : 4 , 3 : 4 ) = stima_temp2 ;
35 stima_jumpt_x ( 3 : 4 , 5 : 6 ) = −stima_temp2 ;
36 stima_jumpt_x ( 5 : 6 , 3 : 4 ) = −stima_temp2 ;
37 stima_jumpt_x ( 5 : 6 , 5 : 6 ) = stima_temp2 ;
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39 %Res idua l e r Feh ler
40 for k = 1 :M

42 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

44 for i = 1 :N

46 var_h = nodes ( i +1)−nodes ( i ) ;

48 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;

50 %Lineare Bas i s funk t ionen
51 phi_1_t = @( t , x ) −ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
52 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
53 phi_2_t = @( t , x ) ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
54 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
55 phi_3_t = @( t , x ) −ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
56 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;
57 phi_4_t = @( t , x ) ones ( s ize ( t ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
58 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;

60 erg_temp_t = @( t , x ) ( erg ( index ( 1 ) ) . ∗ phi_1_t ( t , x ) + . . .
61 erg ( index ( 2 ) ) . ∗ phi_2_t ( t , x ) + erg ( index ( 3 ) ) . ∗ phi_3_t ( t , x ) + . . .
62 erg ( index ( 4 ) ) . ∗ phi_4_t ( t , x ) − f ( t , x ) ) . ^ 2 ;

64 temp = dblquad ( erg_temp_t , time ( k ) , time ( k+1) , nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;
65 e r ro r_re s = er ro r_re s + var_h^2 ∗ temp ;

67 end

69 end

72 %Fehler f ür Sprung im Ort , innere Kanten
73 for k = 1 :M

75 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

77 for i = 2 :N

79 var_1 = nodes ( i )− nodes ( i −1);
80 var_2 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;

83 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−7 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
84 index1 = index ( 1 : 4 ) ;
85 index2 = index ( 5 : 8 ) ;
86 index3 = index ( 3 : 6 ) ;

88 temp1 = 2 . ∗ var_t . ∗ ( var_1 + var_2 ) . ∗ . . .
89 ( 1/( var_1 ^2) ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index1 ) − . . .
90 2/( var_1∗var_2 ) . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index2 ) + . . .
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91 1/( var_2 ^2) . ∗ erg ( index2 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index2 ) ) ;
92 temp2 = 2 ∗ var_t . / ( var_1 + var_2 ) . ∗ . . .
93 erg ( index3 ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index3 ) ;

95 %Sprung der Funktion
96 error_jump_x = error_jump_x + temp1 + temp2 ;

98 %Sprung der Z e i t a b l e i t u n g
99 temp1 = 2 . / ( var_t . ∗ ( var_1 + var_2 ) ) ∗ . . .

100 erg ( index ) ’ ∗ stima_jumpt_x ∗ erg ( index ) ;
101 error_jump_x = error_jump_x + temp1 ;

103 end

105 end

107 %Fehler f ür den Sprung im Ort , äu ß ere Kanten
108 var_1 = nodes (2)−nodes ( 1 ) ;
109 var_2 = nodes (N+1)−nodes (N) ;
110 error_jump_x_boundary = 0 ;

112 for k= 1 :M

114 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

116 index1 = ( 4∗(k−1)∗N + 1 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4 ) ;
117 index2 = ( 4∗k∗N − 3 ) : ( 4∗k∗N ) ;

119 %Sprung der Z e i t a b l e i t u n g
120 temp1 = 1 . / ( var_t . ∗ var_h ) ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ . . .
121 stima_jumpt_x ( 5 : 8 , 5 : 8 ) ∗ erg ( index1 ) ;
122 temp2 = 1 . / ( var_t . ∗ var_h ) ∗ erg ( index2 ) ’ ∗ . . .
123 stima_jumpt_x ( 1 : 4 , 1 : 4 ) ∗ erg ( index2 ) ;
124 error_jump_x_boundary = error_jump_x_boundary + temp1 + temp2 ;

126 %Sprung der Funktion
127 index1 = index1 ( 1 : 2 ) ;
128 index2 = index2 ( 3 : 4 ) ;

130 temp1 = var_t . / var_1 . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ . . .
131 stima_jump_x ( 1 : 2 , 1 : 2 ) ∗ erg ( index1 ) ;
132 temp2 = var_t . / var_2 . ∗ erg ( index2 ) ’ ∗ . . .
133 stima_jump_x ( 3 : 4 , 3 : 4 ) ∗ erg ( index2 ) ;
134 error_jump_x_boundary = error_jump_x_boundary + temp1 + temp2 ;

136 end

138 %error_jump_x_boundary
139 error_jump_x = error_jump_x + error_jump_x_boundary ;

141 %Fehler f ür Sprung in der Ze i t
142 for k = 1 : (M−1)
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144 for i = 1 :N

146 var_1 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;
147 index1 = [ ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) , . . .
148 ( 4∗k∗N + 4∗ i −3) : ( 4∗k∗N + 4∗ i ) ] ;
149 %d i f f e r e n z = erg ( index1 (1:4))− erg ( index1 ( 5 : 8 ) )

151 %Sprung der Funktion in der Ze i t
152 temp1 = var_t . ∗ var_1 . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_t ∗ erg ( index1 ) ;
153 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

155 %Sprung der O r t s a b l e i t u n g in der Ze i t
156 temp1 = var_t . / var_1 . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jumpx_t ∗ erg ( index1 ) ;
157 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

159 %L^2− Sprung
160 temp1 = ( var_1 ^2)/ var_t . ∗ ( var_1 ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ . . .
161 stima_jump_t ∗ erg ( index1 ) ) ;
162 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

164 end

166 end

168 %Fehler f ür Sprung in der Zei t , Anfangsze i tpunk t
169 for i = 1 :N

171 var_1 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;
172 index1 = ( 4∗( i −1) + 1 ) : (4 ∗ i ) ;

174 %Sprung der Funktion an T=0
175 temp1 = var_t . ∗ var_1 . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ . . .
176 stima_jump_t ( 5 : 8 , 5 : 8 ) ∗ erg ( index1 ) ;
177 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

179 %Sprung der O r t s a b l e i t u n g der Funktion an T=0
180 temp1 = var_t . / var_1 . ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ . . .
181 stima_jumpx_t ( 5 : 8 , 5 : 8 ) ∗ erg ( index1 ) ;
182 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

184 %L^2− Sprung
185 temp1 = ( var_1 ^2)/ var_t . ∗ ( var_1 ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ . . .
186 stima_jump_t ( 5 : 8 , 5 : 8 ) ∗ erg ( index1 ) ) ;
187 error_jump_t = error_jump_t + temp1 ;

189 end

191 end

1 function [ error ] = DG_parabolic_1D_exact_error (u , u_x , erg ,A,B,T, h , tau ,gamma)

3 nodes = A: h :B;
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4 time = 0 : tau :T;

6 N = length ( nodes )−1;
7 M = length ( time )−1;
8 error = 0 ;
9 error = 0 ;

10 temp = 0 ;

12 stima_jump_x = 1/6 ∗ [2 ,1 ,−2 ,−1;1 ,2 ,−1 ,−2;−2 ,−1 ,2 ,1;−1 ,−2 ,1 ,2] ;
13 stima_jump_t = 1/6 ∗ [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; 0 ,2 ,0 ,1 ,−2 ,0 ,−1 ,0; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; . . .
14 0 ,1 ,0 ,2 ,−1 ,0 ,−2 ,0; 0 ,−2 ,0 ,−1 ,2 ,0 ,1 ,0 ; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; . . .
15 0 ,−1 ,0 ,−2 ,1 ,0 ,2 ,0 ; 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ;

17 for k = 1 :M

19 for i = 1 :N

21 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;

23 phi_x_1 = @( t , x ) ( 1 − ( t−time ( k ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) ) . ∗ . . .
24 −ones ( s ize ( x ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ; %Lineare Bas i s funk t ionen
25 phi_x_2 = @( t , x ) ( t − time ( k ) ) /( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
26 −ones ( s ize ( x ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ;
27 phi_x_3 = @( t , x ) ( 1 − ( t−time ( k ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) ) . ∗ . . .
28 ones ( s ize ( x ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ;
29 phi_x_4 = @( t , x ) ( t − time ( k ) ) /( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
30 ones ( s ize ( x ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ;

32 fun = @( t , x ) ( erg ( index ( 1 ) ) . ∗ phi_x_1 ( t , x ) + . . .
33 erg ( index ( 2 ) ) . ∗ phi_x_2 ( t , x ) + erg ( index ( 3 ) ) . ∗ phi_x_3 ( t , x ) + . . .
34 erg ( index ( 4 ) ) . ∗ phi_x_4 ( t , x ) − u_x( t , x ) ) . ^ 2 ;

36 error = error + dblquad ( fun , time ( k ) , time ( k+1) , nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;

38 end

40 end

42 % Norm am Endze i tpunkt
43 for i = 1 :N

45 index = ( 4∗(M−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(M−1)∗N + 4∗ i ) ;

47 %Lineare Bas i s funk t ionen
48 phi_2 = @( x ) 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ;
49 phi_4 = @( x ) (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ;

51 fun = @( x ) ( erg ( index ( 2 ) ) . ∗ phi_2 ( x ) + . . .
52 erg ( index ( 4 ) ) . ∗ phi_4 ( x ) − u(T, x ) ) . ^ 2 ;
53 temp = quad( fun , nodes ( i ) , nodes ( i +1)) ;
54 error = error + temp ;
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56 end

58 % Norm f ür den Sprung im Ort , innere Kanten
59 for k = 1 :M

61 for i = 2 :N

63 var_1 = nodes ( i )− nodes ( i −1);
64 var_2 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;
65 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;
66 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−7 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;
67 index = index ( 3 : 6 ) ;
68 temp = gamma^2 ∗ 2 ∗ var_t /( var_1 + var_2 ) . ∗ . . .
69 erg ( index ) ’ ∗ stima_jump_x ∗ erg ( index ) ;
70 error = error + temp ;

72 end

74 end

76 %Norm f ür den Sprung im Ortm äu ß ere Kanten
77 var_1 = nodes (2)−nodes ( 1 ) ;
78 var_2 = nodes (N+1)−nodes (N) ;

80 for k= 1 :M

82 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

84 index1 = ( 4∗(k−1)∗N + 1 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4 ) ;
85 index2 = ( 4∗k∗N − 3 ) : ( 4∗k∗N ) ;

87 index1 = index1 ( 1 : 2 ) ;
88 index2 = index2 ( 3 : 4 ) ;

90 temp1 = gamma^2 ∗ var_t . / var_1 . ∗ . . .
91 erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_x ( 1 : 2 , 1 : 2 ) ∗ erg ( index1 ) ;
92 temp2 = gamma^2 ∗ var_t . / var_2 . ∗ . . .
93 erg ( index2 ) ’ ∗ stima_jump_x ( 3 : 4 , 3 : 4 ) ∗ erg ( index2 ) ;

95 error = error + temp1 + temp2 ;

97 end

99 %% Norm f ür Sprung in der Ze i t
100 for k = 1 : (M−1)

102 for i = 1 :N

104 var_1 = nodes ( i +1) − nodes ( i ) ;
105 index = [ ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) , . . .
106 ( 4∗k∗N + 4∗ i −3) : ( 4∗k∗N + 4∗ i ) ] ;
107 temp1 = var_1 ∗ erg ( index ) ’ ∗ stima_jump_t ∗ erg ( index ) ;
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108 error = error + temp1 ;

110 end

112 end
113 %
114 %Norm f ür den Sprung in der Zei t , T = 0
115 for i = 1 :N

117 var_1 = nodes ( i +1)− nodes ( i ) ;
118 index1 = ( 4∗( i −1) + 1 ) : (4 ∗ i ) ;
119 temp1 = var_1 ∗ erg ( index1 ) ’ ∗ stima_jump_t ( 5 : 8 , 5 : 8 ) ∗ erg ( index1 ) ;
120 error= error + temp1 ;

122 end

124 end

1 function [ h , error_approx_1 , error_approx_2 , error_FEM_1 , error_FEM_2 ] = . . .
2 DG_parabolic_1D_test (m)

4 res_1= zeros (1 ,m) ;
5 jump_x_1 = zeros (1 ,m) ;
6 jump_t_1 = zeros (1 ,m) ;

8 res_2= zeros (1 ,m) ;
9 jump_x_2 = zeros (1 ,m) ;

10 jump_t_2 = zeros (1 ,m) ;

12 error_FEM_1 = zeros (1 ,m) ;
13 error_FEM_2 = zeros (1 ,m) ;
14 error_nodal = zeros (1 ,m) ;

16 %f2 = @( t , x ) 2∗ p i ∗ s in (2∗ p i ∗x ) .∗ ( 2∗ p i ∗ s in (2∗ p i ∗ t ) + cos (2∗ p i ∗ t ) ) ;
17 %u2 = @( t , x ) s in (2∗ p i ∗ t ) .∗ s in (2∗ p i ∗x ) ;
18 %u2_x = @( t , x ) s in (2∗ p i ∗ t ) .∗ cos (2∗ p i ∗x ) ∗ 2 ∗ p i ;

20 %f1 = @( t , x ) ( s in ( p i ∗x ) + pi ^2 ∗ s in ( p i ∗x ) .∗ t ) . ∗ ( t <0.5);
21 %u1 = @( t , x ) ( s in ( p i ∗x ) .∗ t ) .∗ ( t <0.5);
22 %u1_x = @( t , x ) ( p i ∗ cos ( p i ∗x ) .∗ t ) .∗ ( t <0.5);

24 f 1 = @( t , x ) ( sin ( pi∗x ) + pi^2 ∗ sin ( pi∗x ) . ∗ t ) ;
25 u1 = @( t , x ) ( sin ( pi∗x ) . ∗ t ) ;
26 u1_x = @( t , x ) ( pi∗cos ( pi∗x ) . ∗ t ) ;

28 A = 0 ;
29 B = 1 ;
30 T = 1 ;
31 h = 2.^(−1 . ∗ ( 1 :m) )
32 tau = 2.^(−1 . ∗ ( 1 :m) )
33 gamma = 40 ;
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36 for i = 1 :m

38 F o r t s c h r i t t = i
39 %FEM−Lösung berechnen
40 [ ~ ,~ ,erg_FEM, ~ , ~ ] = DG_parabolic_1D ( f1 ,A,B,T, h( i ) , tau ( i ) ,gamma) ;

42 erg_nodal = noda l_interpo lant ( u1 ,A,B,T, h( i ) , tau ( i ) ) ;

44 %Feh lersch ä t z e r ( 1 . Ansatz )
45 [ res_1 ( i ) , jump_x_1( i ) , jump_t_1( i ) ] = . . .
46 DG_parabolic_1D_error_estimator . . .
47 (erg_FEM,A,B,T, h( i ) , tau ( i ) , f 1 ) ;

49 %Feh lersch ä t z e r ( 2 . Ansatz )
50 [ res_2 ( i ) , jump_x_2( i ) , jump_t_2( i ) ] = . . .
51 DG_parabolic_1D_error_estimator_2 . . .
52 (erg_FEM,A,B,T, h( i ) , tau ( i ) , f 1 ) ;

54 %exak t e r Fehler , FEM−Loesung (( tau , h)−Norm))
55 error_FEM_1( i ) = . . .
56 DG_parabolic_1D_exact_error . . .
57 ( u1 , u1_x , erg_FEM,A,B,T, h( i ) , tau ( i ) ,gamma) ;

59 %exak t e r Fehler , FEM−Lösung (H^1−Norm)
60 error_FEM_2( i ) = . . .
61 DG_parabolic_1D_exact_error_2 ( u1 , u1_x , erg_FEM,A,B,T, h( i ) , tau ( i ) ) ;

64 end

66 %error_approx = error_approx_jump_x ;
67 error_approx_1 = res_1 + jump_x_1 + jump_t_1 ;
68 error_approx_2 = res_2 + jump_x_2 + jump_t_2 ;

70 f igure (1 )
71 loglog (h , 0 . 0 2 . ∗ error_approx_1 , ’∗− ’ ,h , error_FEM_1 , ’∗− ’ ,h , h .^2 , ’∗− ’ ) ;
72 xlabel ( ’ S c h r i t t w e i t e ’ ) ;
73 legend ( ’ 1 . Ansatz ’ , ’DG−Fehler ’ , ’O(h^2) ’ ) ;
74 t i t l e ( ’ ! . Ansatz im Verg l e i ch zum exakten Fehler ’ , ’ Fontweight ’ , ’ bold ’ ) ;
75 grid on

77 f igure (2 )
78 loglog (h , 0 . 0 2 . ∗ error_approx_2 , ’∗− ’ ,h , error_FEM_2 , ’∗− ’ ,h , h .^2 , ’∗− ’ ) ;
79 xlabel ( ’ S c h r i t t w e i t e ’ ) ;
80 legend ( ’ 2 . Ansatz ’ , ’DG−Fehler ’ , ’O(h^2) ’ ) ;
81 t i t l e ( ’ 2 . Ansatz im Verg l e i ch zum exakten Fehler ’ , ’ Fontweight ’ , ’ bold ’ ) ;
82 grid on

84 end

1 function plot_function_3D ( erg ,A,B,T, h , tau )

3 nodes = A: h :B;
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4 time = 0 : tau :T;

6 N = length ( nodes )−1;
7 M = length ( time )−1;

9 hold on

11 for k = 1 :M

13 var_t = time ( k+1)−time ( k ) ;

15 for i = 1 :N

17 var_h = nodes ( i +1)−nodes ( i ) ;

19 index = ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i−3 ) : ( 4∗(k−1)∗N + 4∗ i ) ;

21 %Lineare Bas i s funk t ionen
22 phi_1 = @( t , x ) ( 1 − ( t−time ( k ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) ) . ∗ . . .
23 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
24 phi_2 = @( t , x ) ( t − time ( k ) ) /( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
25 ( 1 − (x−nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)−nodes ( i ) ) ) ;
26 phi_3 = @( t , x ) ( 1 − ( t−time ( k ) ) / ( time ( k+1)−time ( k ) ) ) . ∗ . . .
27 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;
28 phi_4 = @( t , x ) ( t − time ( k ) ) /( time ( k+1)−time ( k ) ) . ∗ . . .
29 ( (x− nodes ( i ) ) / ( nodes ( i +1)− nodes ( i ) ) ) ;

31 phi = @( t , x ) erg ( index ( 1 ) ) . ∗ phi_1 ( t , x ) + . . .
32 erg ( index ( 2 ) ) . ∗ phi_2 ( t , x ) + erg ( index ( 3 ) ) . ∗ phi_3 ( t , x ) + . . .
33 erg ( index ( 4 ) ) . ∗ phi_4 ( t , x ) ;

35 [T,X] = meshgrid ( time ( k ) : 1/20∗ var_t : time ( k + 1 ) , . . .
36 nodes ( i ) : 1/20 ∗ var_h : nodes ( i +1) ) ;

38 Z = phi (T,X) ;
39 surf (T,X, Z ) ;

41 end

43 end

45 %hold o f f

47 end
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Abkürzungen und Symbole
N . . . . . . . . . . . . . . Menge aller natürlichen Zahlen
N0 . . . . . . . . . . . . . Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen
R . . . . . . . . . . . . . . Menge aller reellen Zahlen
R+ . . . . . . . . . . . . . Menge aller positiven reellen Zahlen
R+

0 . . . . . . . . . . . . . Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen
µ . . . . . . . . . . . . . . . Oberflächenmaß
conv . . . . . . . . . . . . konvexe Hülle
supp . . . . . . . . . . . Träger einer Funktion
� . . . . . . . . . . . . . . kleiner oder gleich mal einer Konstante
' . . . . . . . . . . . . . . verhält sich wie
� . . . . . . . . . . . . . . größer oder gleich mal einer Konstante
∂w . . . . . . . . . . . . . Rand von ω
L2 (ω) . . . . . . . . . . Menge aller auf ω quadratisch integrierbaren Funktionen
‖·‖ω . . . . . . . . . . . . ‖·‖L2(ω)
C (ω) . . . . . . . . . . . Menge der stetigen Funktionen auf ω
C (ω) . . . . . . . . . . . Menge aller bis zum Rand stetigen Funktionen auf ω
C ((a, b) , V ) . . . . Menge aller stetigen Funktion auf (a, b) mit Werten in V
C∞ (ω) . . . . . . . . . Menge der beliebig oft auf ω differenzierbaren Funktionen
C∞ (ω) . . . . . . . . . Menge der beliebig oft auf Gebiet ω bis zum Rand differenzierbaren

Funktionen
Ckt,kx ((a, b)× ω) Menge der kt- mal in der Zeitrichtung und kx- in der Ortsrichtung

auf (a, b)× ω differenzierbaren Funktionen
Ckt,kx ([a, b]× ω) Menge der kt- mal in der Zeitrichtung und kx- in der Ortsrichtung auf

(a, b)× ω bis zum Rand differenzierbaren Funktionen
Ck (ω) . . . . . . . . . . Menge der k- mal auf ω differenzierbaren Funktionen
Ck (ω) . . . . . . . . . . Menge der k- mal ω bis zum Rand differenzierbaren Funktionen
C∞0 (ω) . . . . . . . . . Menge der beliebig oft auf ω differenzierbaren Funktionen mit kom-

pakten Träger
Pp ((a, b) , V ) . . . Menge der Polynome auf (a, b) vom Grad p mit Werten in V
Pp (ω) . . . . . . . . . . Menge der Polynome vom Grad p auf ω
ωT . . . . . . . . . . . . . (0, T )× ω
DG . . . . . . . . . . . . . Discontinuous Galerkin
FEM . . . . . . . . . . . Finite Elemente Methode
f.ü. . . . . . . . . . . . . . fast überall
o.E.d.A . . . . . . . . . ohne Einschränkung der Allgemeinheit

Tabellenverzeichnis
1. Die einzelnen Terme der Abschätzungen in beiden Ansätzen übersichtlich

in einer Tabelle angeschrieben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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