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Kurzfassung

Durch Schwingungen ausgeloste Briiche von Turbinenschaufeln verursachen in thermischen
Turbomaschinen erhebliche Schiden. Besonders im Resonanzfall, wenn eine Erregerfrequenz
mit einer Eigenfrequenz der schwingenden Struktur zusammenfillt, ist mit einer Uberschrei-
tung der Festigkeitsgrenze zu rechnen. Diese Arbeit widmet sich daher der Ermittlung der
Eigenfrequenzen einer zylindrischen Einzelschaufel. Dabei werden mit fiinf Modellen unter-
schiedliche Einfliisse beriicksichtigt und deren qualitative wie quantitative Auswirkungen ana-
lysiert. Des Weiteren erfolgt eine Gegeniiberstellung der analytisch ermittelten und der mittels
Finite-Elemente-Methode gewonnenen Ergebnisse. Es wird gezeigt, worauf bei der Anwen-
dung der numerischen Methode zu achten ist und welche Genauigkeit bei der analytischen

Berechnung zu erwarten ist.

Abstract

Fractures of turbine blades due to vibrations cause considerable damage in thermal turbo-
machines. Especially in the case of resonance where an excitation frequency equals a natural
frequency of the vibrating structure, the strength limit is expected to exceed. This work is
therefore devoted to the determination of the natural frequencies of a single cylindrical bla-
de. With five models different influences are taken into account and their qualitative and
quantitative effects are identified. Furthermore, there is a comparison of the analytically de-
termined results and the results obtained by means of finite element method. It is shown
what is important when using the numerical method and which accuracy can be expected

from the analytical calculation.
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1. Einleitung

1.1. Problemstellung

Die Leit- und vor allem die Laufschaufeln moderner thermischer Turbomaschinen — dargestellt
in Abbildung 1.1 — stellen hochentwickelte und meist bis an ihre Festigkeitsgrenze belastete
Bauteile dar. Neben der hauptsichlich in Gasturbinen auftretenden enormen thermischen
Belastung unterliegt die gesamte Beschaufelung einer starken dynamischen Beanspruchung
durch die schwankenden Fluidkréfte. Die Laufschaufeln sind zusétzlich erheblichen Fliehkraf-
ten ausgesetzt [26].

Abbildung 1.1.: Laufschaufeln am Rotor einer ARABELLE™-Dampfturbine von ALSTOM
[1]

Da die Schaufeln ein schwingféhiges System darstellen, sind die Schwingungsamplitude und
die resultierende Spannung im Bauteil aber nicht nur von der Grofle der dynamischen Kréfte,
sondern vor allem auch von deren Frequenz abhédngig. Wenn eine Erregerfrequenz mit einer
Eigenfrequenz einer ungeddmpften Struktur zusammenféllt, spricht man von Resonanz. Auch
bei geringer Démpfung der angeregten Komponente unterscheiden sich die Resonanzfrequen-
zen nur geringfiigig von den ungeddmpften Eigenfrequenzen. Die sogenannte Resonanziiber-
hohung kann in diesem Fall leicht zu einer Uberschreitung der Bauteilfestigkeit und damit

in weiterer Folge auch zu einem Schaufelbruch fithren. Wie aus Hohlrieder [16] hervorgeht,



1.2. Ziel der Arbeit

haben mehrere Untersuchungen ergeben, dass Laufschaufelschdden die meisten Turbinenaus-
falle und hochsten Instandsetzungskosten verursachen. Es ist daher wichtig, schon bei der
Auslegung der Beschaufelung sowohl die Erregerfrequenzen soweit wie moglich zu kennen, als
auch die Eigenfrequenzen der Schaufeln zu bestimmen, um dann durch entsprechende kon-
struktive Mafinahmen letztere gezielt zu verdndern. Da sich allerdings beide Frequenzfolgen
nicht ohne Schwierigkeiten berechnen lassen, haben sich schon viele Arbeiten mit dem dyna-
mischen Verhalten der Beschaufelung von Turbomaschinen beschiftigt. Ein guter Uberblick

tiber vorhergehende Veréffentlichungen ist in [16] enthalten.

1.2. Ziel der Arbeit

Vor diesem Hintergrund sollen die Eigenfrequenzen der in Abbildung 1.2 dargestellten Turbi-
nenschaufel analysiert werden. Die vorliegende Arbeit zahlt damit zu den Untersuchungen an
freistehenden Einzelschaufeln. Es handelt sich um eine zylindrische, also nicht verjiingte und
nicht verwundene Schaufel. Ausgehend von einem einfachen Balkenmodell nach der Theo-
rie von BERNOULLI mit starrer Einspannung werden verschiedene Effekte beriicksichtigt.
So wird der Einfluss der Rotationstragheit und der Schubdeformation nach der Theorie von
TIMOSHENKO, die Rolle des Schaufelfules und einer nachgiebigen Einspannung sowie die
Wirkung der Fliehkraft fiir die beschriebene Schaufel analysiert. Die Verschiebung der Eigen-
frequenzen durch einen verdnderten Elastizitdtsmodul aufgrund der thermischen Belastung
wird ebenfalls thematisiert. Der Einfluss benachbarter Schaufeln durch Dadmpferdrahte oder
Deckbédnder, die die Steifigkeit erhéhen und zusétzlich ddmpfend wirken, sowie das Zusam-
menwirken des Systems Schaufel-Scheibe werden nicht behandelt. Es sei erwéhnt, dass vor
allem bei Flugzeugtriebwerken die letztgenannten Scheibenschwingungen wegen der leichten
Bauweise und damit erhohten Elastizitéat und Fahigkeit zu schwingen nicht zu vernachléssigen
sind. Schliellich ist auch die Analyse von Erregerfrequenzen und deren Ursachen, von selbs-
terregten Schwingungen sowie die Untersuchung von Dampfungseinfliissen nicht Teil dieser
Arbeit.

Abbildung 1.2.: zu untersuchende Turbinenschaufel



1.2. Ziel der Arbeit

Die Berechnungen der Eigenfrequenzen der verschiedenen Modelle werden einerseits quasi-
analytisch, also durch numerische Auswertung von analytischen Losungen, andererseits unter
Verwendung der Methode der finiten Elemente mit 3D Volumselementen durchgefiihrt. Au-

Berdem werden experimentell ermittelte Daten aus einem Schwingversuch dargelegt.

Abschlieflend werden die gewonnenen Ergebnisse verglichen und diskutiert, wo ein erhéhter
Rechenaufwand sinnvoll erscheint und wo nicht. Auf andere Schaufeln kénnen die getroffenen
Aussagen jedoch leider nur bedingt angewendet werden, da eine starke Abhéngigkeit vom De-
sign der Schaufel selbst und den anschlieffenden Bauteilen gegeben ist. Allein fiir zylindrische
Schaufeln kénnen die quasianalytischen Berechnungen gegebenenfalls fiir Parameterstudien

herangezogen werden.



2. Grundlagen

2.1. Grundlagen zur Beschaufelung thermischer Turbomaschinen

Thermische Turbomaschinen gehoéren zur Gruppe der Stromungsmaschinen, wie es in Abbil-
dung 2.1 dargestellt ist. Sie haben damit die grundsétzliche Aufgabe, Energie von einer Form
in eine andere Erscheinungsform umzuwandeln. Als Kraftmaschine (Turbine) entziehen sie
dem Arbeitsmedium Energie und liefern mechanische Energie in Form eines Drehmomentes
an der Maschinenwelle. Arbeitsmaschinen (hier Verdichter) wandeln hingegen die ihnen zu-
gefiihrte mechanische Energie um und erhéhen damit den Energiegehalt des Fluids in Form
einer Druckerhohung (gespeicherte potentielle Energie) [24]. Da die beschriebene Aufgabe
gleichermaflen von Strémungsmaschinen wie auch von Verdrangungsmaschinen erfillt wird,

soll hier kurz die unterschiedliche Art der Energieumsetzung betrachtet werden.

Wie der Name schon andeutet, geht die Energieumwandlung bei Verdrangungsmaschinen
mit einer Volumeninderung und damit mit einer Anderung der statischen Energie des Fluids
einher. Bei Stromungsmaschinen wird der Energiegehalt des Fluids jedoch indirekt iiber den
Weg der kinetischen Energie nach dem Prinzip der Geschwindigkeitsinderung beeinflusst.
Auflerdem sind Stromungsmaschinen durch stetig durchstromte, abwechselnd am Rotor und
im Gehéuse angeordnete Schaufelreihen gekennzeichnet. Damit sind gleichzeitig die beiden
Hauptbestandteile festgelegt, ndmlich das mit der Welle umlaufende Laufrad und das ruhende

Leitrad, die gemeinsam als Stufe bezeichnet werden.

Am Beispiel einer Turbine lédsst sich der Vorgang der indirekten Energieumsetzung durch
Leit- und Laufschaufelreihe veranschaulichen. Das Fluid flieit zunéchst durch das feststehen-
de Leitgitter, das zwei Aufgaben hat: durch die Form der Schaufelkanéle soll zum einen die
Geschwindigkeit und damit die kinetische Energie auf Kosten des Druckes — also der poten-
tiellen Energie — erh6ht werden und andererseits soll durch geeignete Stromungsumlenkung
eine Geschwindigkeitskomponente in Umfangsrichtung des Laufrades erzeugt werden. Beim
Umstromen der Laufschaufeln wird das Arbeitsmedium wieder umgelenkt, wodurch es einen
groflen Teil der kinetischen Energie aufgrund seiner Trégheit an die Maschinenwelle abgibt.
Dort kann die Energie dann in Form von mechanischer Arbeit entnommen werden. In einem
Verdichter sind die beschriebenen Vorgénge genau umgekehrt, die Bauteile sind aber prinzi-
piell die gleichen. Aus dieser Beschreibung lasst sich auch schon der an sich simple Aufbau

jeder Stréomungsmaschine erkennen. Als einziger bewegter Bauteil rotiert die Welle, auf der
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ein oder auch mehrere Laufrader entsprechend Abbildung 1.1 hintereinander angebracht sind
[27].

|Verdréngungsmaschine|

rotierende Verdrangung | |oszn|||erende Verdrangungl | inkompressibel

hydraulische
Strémungsmaschinen

Zahnradpumpe " Wankelmotor | Kolbenpumpe | ptto— u-
Dieselmotor

|Kreise|pumpen"Wasserturbinen

Arbeitsmaschinen Kraftmaschinen

diagonal

| radial | |

Abbildung 2.1.: Einteilung der Stromungsmaschinen; modifiziert nach [24]

Stromungsmaschinen werden vorwiegend fiir grofle Volumenstrome eingesetzt, da fiir klei-
ne Volumenstréome die Vorteile von Verdridngungsmaschinen oftmals iiberwiegen. Der Wir-
kungsgrad, das Leistungsgewicht und die spezifischen Herstellkosten werden umso geringer,
je grofer der Volumenstrom und die Leistung der Stromungsmaschine sind. So werden mit
Dampfturbinen etwa 60% der weltweiten Stromproduktion in verschiedenen Warmekraftwer-
ken realisiert. Darunter fallen Ol-, Kohle- und Atomkraftwerke, aber auch Biomassekraft-
werke sowie geothermische und solarthermische Kraftwerke, die erneuerbare Energietréager
nutzen. Aulerdem kommen Dampfturbinen im industriellen Umfeld zum Einsatz. Dort wird
oftmals Dampf mit einem gewissen Druck fiir den Produktionsprozess benétigt und zugleich
die Strom- und Warmeversorgung des Betriebes abgedeckt. Die grofiten Leistungsklassen
von Gasturbinen liefern ebenfalls einen Beitrag von mehr als 20% zur 6ffentlichen Stromer-
zeugung, wobei kombinierte Gas- und Dampfkraftwerke besonders effizient sind. Sie finden
aber auch als Antriebe fiir Schiffe und andere Fahrzeuge sowie fiir Verdichter und Pumpen
Anwendung. Besonders aus der Luftfahrt ist die Gasturbine in Form von Strahltriebwerken
nicht mehr wegzudenken. Zur Vollstédndigkeit seien noch die zu den hydraulischen Maschinen
zahlenden Kaplan-, Francis- und Peltonturbinen erwéhnt, die in Fluss- und Speicherkraftwer-
ken ebenfalls zirka 15% der Stromproduktion {ibernehmen. Selbstverstédndlich gibt es auch

hier kleinere Anwendungen — auf die Leistung, nicht aber auf die Stiickzahl bezogen — wie
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beispielsweise verschiedene Arten von Pumpen. Die verbleibenden 5% werden durch andere

erneuerbare Ressourcen wie Windenergie erzeugt [25].

Der Energietriager ist bei thermischen Turbomaschinen im Gegensatz zu hydraulischen Stro-
mungsmaschinen jedenfalls kein inkompressibles Fluid wie beispielsweise Wasser, sondern
ein kompressibles Medium wie Gas beziehungsweise Dampf. Ein weiteres Unterscheidungs-
merkmal innerhalb der Stromungsmaschinen ist die Hauptstromungsrichtung im Laufrad. So
werden entsprechend Abbildung 2.2 Radial-, Axial- und die dazwischen liegenden Diagonal-

maschinen unterschieden [24].

(>

U

b) | o
Abbildung 2.2.: Laufradformen: a) radial, b) diagonal und c) axial [24]

Anhand des in Abbildung 2.1 blau markierten Pfades ist zu erkennen, dass in dieser Arbeit
nur axial durchstréomte thermische Maschinen untersucht werden. Es soll jedoch noch geklart

werden, bei welchen Anwendungsgebieten die axiale Bauart vorherrscht und warum.

Grundsétzlich kann die Entscheidung fiir eine axiale, diagonale oder radiale Bauform an-
hand des CORDIER-Diagramms mit den darin vorkommenden dimensionslosen Kennzahlen
Schnelllaufzahl und Durchmesserzahl, die wiederum auf Basis der Durchfluss- und Druck-
zahl gebildet werden, erfolgen. Alternativ dazu sollen hier sehr anschauliche Griinde fiir diese
Entscheidung angefithrt werden. Dazu sind in Tabelle 2.1 zunéchst einige charakteristische

Daten von hydraulischen und thermischen Energieanlagen tabellarisch gegeniibergestellt.

Die Anlagen mit den grofiten Leistungen in Tabelle 2.1 sind die grofiten Kraftwerke der ver-
schiedensten Vertreter weltweit. Zwar sind die Leistungen naturgeméafl nicht ident, sie liegen
jedoch trotzdem in einem vergleichbaren Bereich und unterscheiden sich im Extremfall beim
Vergleich der Kaplanturbine mit dem angefiihrten Atomkraftwerk um das Achtfache. Mithilfe
einfacher Rechnungen werden aber die wesentlichen Unterschiede zwischen den Maschinen-
arten schnell ersichtlich. So ldsst sich die Leistung einer Turbine (Expander) beziehungsweise
eines Verdichters mithilfe von Massenstrom, spezifischer Stutzenarbeit und innerem Wir-
kungsgrad bestimmen zu

Pr=mYn beziehungsweise Py = WZY . (2.1)
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Tabelle 2.1.: Daten ausgewahlter Stromungsmaschinen

Fluid / . m [kg/s] / oM
Anlage Bauform Leistung | Y [kJ/kg] ¥ [m3/s] | [ke/m’] n
Kaplan-Turbine
(Tocoma Dam (VEN), 21?;1 216MW (32’2§i1) 666560500 1000 | 0,95
IMPSA) [19] ’
Francis-Turbine
(Itaipu Dam (BRA, rhayddi;i TI5MW (1112’191@ 686580500 1000 | 0,94
PRY), VOITH) [22] :
Pelton-Turbine
(Bieudron (CHE), hydr. 423MW (125(’)?;1) 2520500 1000 | 0,92
ANDRITZ) [2]
Abgasturbolader fiir
PKW-Motor tr]‘;‘;rir;‘ _19kW 00|, 1(1);)1_33075 12-1,9 | 06
(Verdichter) [31] ’ ’
Abgasturbolader fiir
PKW-Motor t:;edri‘;‘ 19kW 200 |, 12’21_(2)9323 0,75-04 | 0,7
(Expander) [31] ’ ’
Verdichter (Irsching
(DEU), SGT5-8000H) | ™ | 365Mw | 380 00 1 1292 | 0,84

axial 667-87

32]
Expander (Irsching
(DEU), SGT5-8000H) | "™ | 720Mw | 1000 520 13,9038 | 0,90
[32] axial 210-2158
SGT5-8000H gesamt 37T5MW
Kleindampfturbine
(Pumpenantrieb tgif;? 520kW 980 0 0256- L7 140,035 | 0,88
(DEU), SST-050) [33] ’
Industriedampfturbine therm 43
(Miillverbrennung axial. 38MW 1000 5 51930 17-0,035 | 0,88
(ESP), SST-400) [33] ’
Dampfturbine
(Kohlekraftwerk therm. 670
Lippendorf (DEU), axial 920MW 1560 8,2-23100 82-0,029 | 0,88
ALSTOM) [38]
Sattdampfturbine
(AKW Olkiluoto tgif;l 1720MW | 800 62—21?6%00 40-0,018 | 0,88
(FIN), SST-9000) [36]

Fiir eine hohe Leistung wird also, abgesehen von einem hohen Wirkungsgrad, einerseits ein
hoher Massenstrom und andererseits eine grofie spezifische Stutzenarbeit bendtigt. Nun ist
aber die Dichte fiir gasférmige Fluide wesentlich kleiner als beispielsweise fiir Wasser, wes-
halb der Volumenstrom bei der angefithrten Sattdampfturbine bis um das 5440-fache grofier
ist als der der Pelton-Turbine bei einem Zehntel des Massenstroms. Gleichzeitig muss mit

der starken Expansion entsprechend umgegangen werden. Bei der beschriebenen Kraftwerks-
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dampfturbine in Lippendorf ist der Volumenstrom wegen des grofien Druckverhéltnisses am
Ausgang etwa 2800-mal grofer als am Eintritt in die Turbine. Der Volumenstrom der Ga-
sturbine ist hingegen am Austritt nur zehnmal so groff wie am Eintritt. Bei hydraulischen
Maschinen ist der Volumenstrom ohnehin konstant, da das Fluid inkompressibel ist. Da aber
nun der Massenstrom bei thermischen Turbomaschinen wesentlich kleiner ist, die Leistun-
gen aber zumindest in der gleichen Groflenordnung liegen, muss zwangslaufig die spezifische
Enthalpiedifferenz dementsprechend héher sein als bei hydraulischen Stromungsmaschinen.
So tibersteigt die spezifische Stutzenarbeit des Kohlekraftwerks die der Kaplan-Turbine sogar
um den Faktor 4500 bei nicht einmal dem Zehnfachen der Leistung. Es miissen also grofie
variable Volumenstrome und sehr grofle Enthalpiegefille verarbeitet werden. Diese beiden

Groflen koénnen fiir eine Stufe wie folgt berechnet werden:

2
spezifische Stutzenarbeit: Y = %¢1 D
9 (2.2)
muD

Volumenstrom: V= 1

YD

Da sowohl die hier vorkommende Druckzahl als auch die Durchflusszahl stromungstechnisch
begrenzt sind, muss einerseits die Umfangsgeschwindigkeit und andererseits der Durchmesser
moglichst grof3 sein um entsprechende Volumenstrome und Enthalpiegefélle zu erreichen. Die
hieraus entstehenden Anforderungen werden aus den folgenden Griinden von axial beschau-

felten Maschinen am besten erfiillt [27].

1. Die Forderung nach hohen Umfangsgeschwindigkeiten bei gleichzeitig groflem Durch-
messer fithrt zu hohen Fliehkréften in den rotierenden Schaufeln. Bei axialer Beschau-
felung resultiert hieraus eine reine Zugbeanspruchung ohne zusétzliche Biegebeanspru-

chung und ergibt festigkeitstechnische Vorteile.

2. Das gesamte Energiegefille ist so grof3, dass meistens mehrere Stufen hintereinander an-
geordnet werden miissen. Bei der axialen Bauart ist dies sehr platzsparend moglich und
auflerdem ergeben sich wesentlich geringere Stromungsverluste als bei mehrstufigen Ra-
dialmaschinen aufgrund der entfallenden Umlenkungen. Ein Vergleich ist in Abbildung
2.3 dargestellt.

3. Das Axialrad ist in einem grofien Anwendungsgebiet einsetzbar und beherrscht sowohl
den vergleichsweise geringen Volumenstrom am Eintritt in die Turbine, wie auch den

enormen Volumenstrom am Austritt.

Aus diesen Griinden sind fast alle Gas- und Dampfturbinen axial ausgefiihrt. Nur Anwendun-
gen mit sehr kleinen Leistungen und mittleren Driicken — wie beispielweise der angefiihrte
Abgasturbolader — werden als einstufige Radialverdichter oder -expander ausgefiihrt. Hinge-
gen ist bei hydraulischen Maschinen die radiale Bauart (Francis-Turbine) in einem weiten

Anwendungsgebiet sehr erfolgreich und effizient.
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Abbildung 2.3.: Vergleich von mehrstufiger Radial- und Axialmaschine [27][29]

Bevor nun die untersuchte Schaufel genauer betrachtet wird, soll ein Uberblick iiber mégliche

axiale Schaufelausfithrungen gegeben werden.

Ganz prinzipiell kénnen Verdichtergitter, in denen die Stromung verzogert wird, und Turbi-
nengitter, in denen eine Beschleunigung stattfindet, unterschieden werden. Diese Einteilung
hat in erster Linie nichts mit der Profilierung der Schaufeln, sondern nur mit einer Strémungs-
umlenkung in oder gegen die axiale Richtung zu tun. Durch die Profilierung kann aber der
Verlauf der Geschwindigkeitsdnderung im Schaufelkanal optimiert werden und die Schaufeln

erhalten ihre typische Form. In Abbildung 2.4 ist dies fiir eine Turbinenschaufel dargestellt.

Abbildung 2.4.: Turbinenbeschaufelung a) ohne und b) mit Profilierung [27]

Fiir Beschleunigungsgitter ist die dicke abgerundete Profilnase charakteristisch. Sie sorgt
zum einen fiir eine weitgehende Unempfindlichkeit gegen Anderung des Anstréomwinkels bei
Teillast und trégt damit zu einem flacheren Verlauf des Drehmomentes in Abhéngigkeit der
Drehzahl bei. Zum anderen beginnt dadurch die Beschleunigung schon frither und die un-
angenehme Verzogerung wird so weit wie moglich reduziert. Fin entsprechendes Verdichter-
gitter zeigt Abbildung 2.5. Da hier die Verzogerung erwiinscht ist und mdglichst langsam
und gleichméfig stattfinden sollte, wére eine dicke Eintrittsnase mit beschleunigender Wir-

kung kontraproduktiv. Fiir Verdichterschaufeln ergibt sich damit eine schlanke, nur schwach
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gekriimmte, charakteristische Form [24].

Abbildung 2.5.: Profilierte Axialverdichterschaufel [27]

Die hier exemplarisch dargestellten Anstromwinkel sind bei festgehaltenen Betriebsbedingun-
gen jedoch nicht iiber die gesamte Schaufelblattlinge konstant, da eine wesentliche Grofle,
ndmlich die Umfangsgeschwindigkeit, proportional zum Radius ist. Diese Tatsache fithrt bei
Beriicksichtigung zu verwundenen Schaufelbldttern. Da beschleunigte Strémungen unemp-
findlicher gegen Fehlanstromungen sind, werden Turbinenschaufeln meist bei Radienverhalt-
nissen 7y /rg > 0,7 zylindrisch, erst darunter verwunden ausgefiihrt. Die wesentlich empfind-
licheren verzogerten Stromungen erfordern hingegen stets verwundene Verdichterschaufeln
[27]. Die radiale Lénge der Schaufelbldtter wird neben dem mittleren Durchmesser und der
Stromungsgeschwindigkeit in axialer Richtung vor allem vom Volumenstrom bestimmt. Durch
die starke Expansion des Fluids, besonders bei Dampfturbinen, kénnen die Niederdruckstufen
trotz Aufteilung des Massenstromes durch mehrflutige Anordnung sehr lang werden und sie

werden, wie Abbildung 2.6 zeigt, dementsprechend verwunden gefertigt.

Bei Schaufeln dieser Léange ist aufgrund der hohen Fliehkrafte auch auf den Schaufelfuf} als
Befestigung im Laufrad besonders zu achten. In Abbildung 2.6 ist dieser als sogenannter
» Tannenbaumfufl* ausgefithrt. Im Allgemeinen wird héufig der in Abbildung 2.7 dargestellte

,Hammerkopf“ verwendet [27].

Um die Spaltverluste zwischen Gehduse und Laufschaufel so gering wie moglich zu halten,
werden oft Deckplatten wie in Abbildung 2.7 verwendet, die dann durch Labyrinthdichtungen
abgedichtet werden konnen. Zusétzlich bringen sie den Vorteil, dass Schaufelschwingungen
durch den Kontakt und die Reibung mit den benachbarten Schaufeldeckplatten weitestgehend
vermieden werden. Allerdings erhoht die zuséatzliche Masse auch die Fliehkraftbeanspruchung,
weshalb die ohnehin stark belasteten langen Endstufenschaufeln immer frei endend sind. Hier
werden dann gegebenenfalls Dampfungsdréihte eingesetzt, die hauptsachlich die Steifigkeit der
Einzelschaufel durch die Kopplung mit den Nachbarschaufeln erh6hen und nur geringfiigig,

dem Namen entsprechend, ddmpfend wirken [24].

Zuletzt konnen schliellich gekiihlte und ungekiihlte Schaufeln unterschieden werden. Bei

Dampfturbinen werden gekiihlte Schaufeln bislang gemieden und auch die Werkstoffwahl

10
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Abbildung 2.6.: Verwundene Laufschaufel einer Dampfturbinenendstufe [27]

ist recht konventionell. Bei Gasturbinen wurden fiir einigermafien hohe Wirkungsgrade die
Turbineneintrittstemperaturen in den letzten Jahrzehnten kontinuierlich gesteigert. Derzeit
wird die erste Turbinenstufe mit bis zu 1600°C dauerhaft beaufschlagt, was nur mit entspre-
chend hochwarmfesten Werkstoffen wie Nickelbasislegierungen oder Keramik und Kiihlung
der Schaufeln — wie in Abbildung 2.8 — mdglich ist [24].

Es lésst sich also sagen, dass es sich bei den Schaufeln von Stromungsmaschinen um komple-
xe hochbelastete Bauteile handelt. Sie sind hohen statischen und tiberlagerten dynamischen
Kréften bei zugleich hoher Temperatur ausgesetzt. Dabei werden die Anforderungen an Fer-
tigungstoleranzen und Beanspruchbarkeit auf dem Weg zu immer héheren Wirkungsgraden
stetig grofier. Aus diesen Griinden ist zur Vermeidung von Schaufelbriichen die Kenntnis
der statischen Spannungen und diesen iiberlagerten Schwingbeanspruchungen von immenser

Bedeutung und in den Entwicklungsprozess aller Hersteller integrierter denn je.

2.2. Untersuchte Schaufel

Die zu untersuchende Schaufel ist bereits in Abbildung 1.2 dargestellt. Abbildung 2.9 zeigt
zusdtzlich ein 3D-Modell der Schaufel, das einerseits fiir die Finite-Elemente-Berechnung
verwendet werden kann und auflerdem auch fiir die analytische Berechnung einige hilfreiche

Daten liefert.

11
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1 Deckplatte
2 Schaufelblatt
3 SchaufelfuB

Abbildung 2.7.: Laufschaufel mit Hammerkopf und Deckband [24]

1 Konvektionskiihlung
2 Prallkihlung
3 Filmkihlung

Abbildung 2.8.: gekiihlte Turbinenschaufel [24]

Es handelt sich um eine zylindrische, also nicht verjiingte und nicht verwundene Turbinen-
schaufel. Zunachst sind in Tabelle 2.2 alle wesentlichen Geometrie- und Materialdaten zu-
sammengefasst. Im Anhang befindet sich zusétzlich zu dieser Tabelle und der in Abbildung

2.10 dargestellten Orientierung der Schaufel ein vollstandiges Mafiblatt der Schaufel.

Die Schaufel ist weder mit einer Deckplatte noch mit einem Dampferdraht ausgefiihrt; sie
ist also frei endend und nicht mit den benachbarten Schaufeln gekoppelt. Im Inneren der
Schaufel ist keine Kiihlung vorgesehen. Auflerdem besitzt sie einen als Hammerkopf ausgebil-
deten Schaufelful. Anhand der angegebenen Geometriedaten soll das Schaufelblatt nun noch

mithilfe einiger dimensionsloser Kennzahlen charakterisiert werden.

Ein Maf, das einerseits fiir die Verlustabschétzung, andererseits fiir die Schlankheit des Pro-
fils herangezogen wird, ist das Verhéltnis von Schaufelblattlinge zu Sehnenldnge und wird
als Streckungsverhaltnis oder axiale Schlankheit bezeichnet [29], [12]. Ein anderes aus der
Dynamik bekanntes Maf fiir die Schlankheit wird aus dem Verhéltnis von Flachentrégheits-
moment zu Flache und dem Quadrat der Schaufelléinge gebildet [39]. In Tabelle 2.3 sind die

Zahlenwerte dieser Kennzahlen angefiihrt.

Es wird sich spéter zeigen welchen Einfluss die unterschiedlichen Kennzahlen auf die ver-
schiedenen Rechenmodelle haben. Eine explizite Parameterstudie wird jedoch nicht durchge-
fiihrt.

12
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Abbildung 2.9.: 3D-Modell der betrachteten Schaufel

Tabelle 2.2.: Geometrie- und Materialdaten

Geometrie der Schaufel

Schaufellénge [L]=mm 215,5
Sehnenldnge [s]J=mm 39,5
(max.) Schaufeldicke [d]=mm 7,6

Profilquerschnitt [A]=mm? 2228

Flichentrigheitsmoment um die a-Achse [[,]= mm* | 1475,6

Flichentriigheitsmoment um die y-Achse [I,]= mm?* | 20782,9
Material (Stahl)

E-Modul [E]=N/mm? 210000
Querkontraktionszahl [v]=1 0,3
Dichte [pg]=kg/m? 7850

2.3. Theorie der Schwingungen

Maschinen und ihre Bauteile stellen im Allgemeinen elastische und mit Masse behaftete Struk-
turen dar und sind somit schwingfihig. , Fine Schwingung ist eine zeitliche Anderung einer
Zustandsgrifie eines Systems, bei der im Allgemeinen diese Zustandsgrifie abwechselnd zu-
und abnimmt.“ [8]. Da grofle unkontrollierte Schwingungsamplituden zu Werkstoffermiidung
oder Uberschreitung zuliissiger Spannungen fiihren kénnen, dient eine mechanische Schwin-
gungsanalyse prinzipiell dem Erkennen und Vermeiden der auftretenden Schwingungsformen.
Um an diese Problemstellung systematisch herangehen zu kénnen, gibt es verschiedene M6g-
lichkeiten zur Einteilung von Schwingungen. In einem ersten Schritt kann beispielsweise, wie

in Abbildung 2.11 gezeigt, nach der Entstehungsform unterschieden werden.

Anhand eines einfachen linearen Einmassenschwingers werden die fiir diese Arbeit wichtigsten
Merkmale dargelegt. In Abbildung 2.12 ist dieser ohne anregende Kraft dargestellt und ist
ausgehend von einem definierten Anfangszustand sich selbst tiberlassen. Es handelt sich also
um eine freie Schwingung und die beschreibende Differentialgleichung — Gleichung (2.3) be-
ziehungsweise (2.6) — ist somit homogen. Auflerdem lésst sich erkennen, dass eine Einteilung

in geddmpfte und ungeddmpfte Systeme sinnvoll erscheint.

13
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Umfangsrichtung
- - - —

Abbildung 2.10.: Orientierung der Schaufel am Rotor

Tabelle 2.3.: dimensionslose Kennzahlen zur Beschreibung der Schaufel
Streckungsverhéltnis A=1L/s 5,456
Schlankheit um z-Achse | o, = /I;/(AL?) | 0,0119
Schlankheit um y-Achse | o, = \/ I,/(AL?) | 0,0448

Die Schwingungsform und dazugehoérige Frequenz wird aus der Losung der Bewegungsglei-

chung gewonnen, die hier eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt.

Die Bewegungsgleichung des ungeddmpften Systems ergibt sich zu

k
mi+kr=0 = i+—x=0. (2.3)
m

Ableiten des allgemeinen Losungsansatzes
x(t) = A sin(wt) + Ag cos(wt) (2.4)

und Einsetzen in die Differentialgleichung liefert den Zusammenhang

k | k
W= = wg=4/—. (2.5)
m m

Dabei ist w die Kreisfrequenz der Schwingung, wobei es sich hier um die sogenannte unge-
ddmpfte Eigenkreisfrequenz wy des autonom schwingenden Systems handelt. Zur vollstén-
digen Bestimmung des Schwingvorgangs miissen noch mithilfe der Anfangsbedingungen die
Konstanten A; und As im Losungsansatz bestimmt werden. Da die Differentialgleichung
freier Schwingungen homogen ist, sind im Losungsansatz schon alle moglichen Losungen ent-
halten.

In der Bewegungsgleichung des geddmpften Systems kann die Dampfungskraft oft als zur

14
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Schwingungen

autonome heteronome

Schwingungen Schwingungen

/ AN

freie selbsterregte

Schwingungen

Schwingungen

erzwungene
Schwingungen

parametererregte
Schwingungen

Abbildung 2.11.: Einteilung der Schwingungen nach dem Entstehungsmechanismus [8]
. |1 . |1

k § k c
a) b)

Abbildung 2.12.: frei schwingender Feder-Masse-Schwinger a) ungedampft, b) geddmpft [41]

Geschwindigkeit proportional angenommen werden:

k
mi+citkr=0 = F+—i+-—z=0 (2.6)
m m
Der Losungsansatz bleibt der gleiche und es ergibt sich fiir die Eigenkreisfrequenz
k c? , 2
wZVm_mﬂZV%_mﬁ' 27)

Das freie geddmpfte System schwingt also stets mit einer kleineren Frequenz als das unge-
ddmpfte System. Wird die Dampfung in Gleichung (2.7) zu Null gesetzt, erhélt man wieder

die Eigenkreisfrequenz wg des ungedampften Systems.

I F(t)=F,cos(f2t)

. | L

Er

Abbildung 2.13.: geddmpfter Feder-Masse-Schwinger mit Krafterregung; modifiziert nach [41]

Die Eigenkreisfrequenzen lassen sich also fiir dieses System sehr einfach berechnen.

Nun soll die Auswirkung einer periodisch wirkenden Erregerkraft auf das System betrachtet

werden. Die Bewegungsgleichung des in Abbildung 2.13 dargestellten Systems lautet

mi + ci + kx = Fycos(Qt) . (2.8)
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Darin ist Fy die Amplitude der Erregerkraft und 2 die Erregerkreisfrequenz. Die Loésung

mithilfe eines entsprechenden Losungsansatzes ergibt sich im eingeschwungenen Zustand zu

x(t) = Agcos(Qt —€) . (2.9)

Es ist zu erkennen, dass die Schwingfrequenz im eingeschwungenen Zustand der Erreger-
frequenz entspricht, wobei € eine Phasenverschiebung zwischen Erregerkraft und Schwinger

darstellt und Ag die uns hier interessierende Amplitude der Schwingung ist

Foy

Ag(w) = .
\/mQ(w(Q) —Q2) + 202

(2.10)

Sie ist von der Erregerkreisfrequenz {2 und der Dampfung ¢ abhéngig. Erreicht die Amplitu-
de im kritischen Fall ihren Maximalwert spricht man von Resonanz und die entsprechende
Erregerfrequenz heifit Resonanzfrequenz wg.s. Damit die Amplitude maximal wird, muss der

Nenner minimal werden und durch Lésen dieser Extremwertaufgabe ergibt sich

c2

53 (2.11)

_ 2
WRes = \[ Wy —

Nur fiir den ungedédmpften Fall ¢ = 0 stimmt die Resonanzfrequenz genau mit der Eigen-
frequenz iiberein und es kann wges = wg geschrieben werden. Bei geddmpften Systemen ist
die Eigenkreisfrequenz wie oben beschrieben kleiner als die des ungeddmpften Systems und
die Resonanzfrequenz ist nochmal kleiner als die Frequenz, mit der das geddmpfte System
frei schwingt [13]. Dies kann auch durch das als Vergréfierungsfunktion bezeichnete Ampli-
tudenverhéltnis von Schwingungsamplitude Ag zu statischer Auslenkung fo unter der Kraft
Fy ausgedriickt werden:

V(©,nr) = A _ ! (2.12)

foo =3y + 20nr)?

Neben der statischen Auslenkung fy = Fy/k wurde hier das Frequenzverhéltnis np = Q/wq

und das LEHRsche Démpfungsmafl © = 2\/Ck7m eingefithrt [21]. In Abbildung 2.14 ist die

Vergroferungsfunktion fiir den krafterregten Feder-Masse-Schwinger mit unterschiedlicher

Déampfung eingezeichnet.

Es lasst sich erkennen, dass die Resonanzkreisfrequenz wpges umso naher an der Eigenkreisfre-
quenz wy des ungeddmpften Systems liegt, je kleiner das Dampfungsmafl © ist. Fiir den Fall
einer schwachen Dampfung kann also trotzdem mit einer ungedampften Eigenfrequenzanalyse

eine gute Aussage liber das Resonanzverhalten getroffen werden.
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Abbildung 2.14.: VergréBerungsfunktion V' fiir Krafterregung [21]

Zur Vollstéandigkeit soll noch die andere sehr wesentliche autonome Schwingungsart nach Ab-
bildung 2.11 erwahnt werden, ndmlich die selbsterregten Schwingungen. So wie bei den freien
Schwingungen werden die Frequenzen durch den Schwinger selbst bestimmt, jedoch findet
diesmal eine stetige Energiezufuhr statt. Die Schwierigkeit beim Umgang mit selbsterregten
Schwingungen liegt darin, dass die Ermittlung der Eigenfrequenzen hier nicht ausreicht, da
keine Erregerfrequenzen vorliegen, die zu meiden wéren, sondern beispielweise lediglich ei-
ne stationdre Stromung. Im Kapitel 2.4.1 ,Erregermechanismen in axialen Turbomaschinen“

wird dieses Phiénomen nochmals aufgegriffen.

2.4. Schwingungen in Turbomaschinen

Fiir eine gesamtheitliche Festigkeitsberechnung eines Bauteils muss sowohl die statische wie
auch die iiberlagerte dynamische Beanspruchung iiberpriift werden. Die statischen Spannun-
gen der Schaufeln von Turbomaschinen werden hauptsdchlich durch die Fliehkraft und die
Druckkraft der stationdren Stromung hervorgerufen und ergeben eine konstante Mittelspan-
nung ogq¢. Die dynamische Belastung resultiert beispielsweise aus Druckschwankungen in der
Stréomung und wird durch die Amplitudenspannung o4y, beschrieben [29]. Zur Bestimmung

letztgenannter miissen mehrere Problemstellungen untersucht werden. So werden Kenntnisse
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iiber die anregenden Kréfte, das Eigenschwingverhalten und iiber die Ddmpfungseigenschaf-
ten der Schaufeln benétigt. Die Losung jeder dieser Teilaufgaben gestaltet sich bis heute sehr
aufwindig und muss meist abschlielend durch Versuche an der realen Maschine iiberprift

werden [9]. Das Ergebnis der Berechnung wird wie in Abbildung 2.15 als Goodman-Diagramm

dargestellt.
Schwingungsanregung durch +H=0 g, Y
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Abbildung 2.15.: : Goodman-Diagramm (Dauerfestigkeits-Diagramm) [29]

»Da stationdre Gasturbinen mit einer Drehzahl von 50 Hz oder mehr operieren, die Grundfre-
quenzen der Laufschaufeln i.d.R. oberhalb der zweiten Rotationsharmonischen, also 100 Hz,
liegen, sind z.B. 107 Lastwechsel in weniger als 30 Betriebsstunden erreicht. Somit miissen die
Laufschaufeln mit entsprechend hoher Sicherheit gegen ein mdgliches Schwingungsversagen,
genannt HCF (High Cycle Fatigue), dauerfest ausgelegt sein.“ [23]. Im Goodman-Diagramm
muss die iiber Mittelspannung und Amplitudenspannung definierte Betriebsbeanspruchung

also deutlich unterhalb der Dauerfestigkeitsgrenze des Bauteils liegen.

Da Schaufelschwingungen bei Axialschaufeln eine besondere Gefahr darstellen, ist die be-
schriebene Festigkeitsberechnung mit besonderem Augenmerk auf den dynamischen Anteil ei-
ne der grundlegenden Aufgaben bei der Entwicklung von Verdichtern sowie Gas- und Dampf-
turbinen. In diesem Abschnitt sollen daher die damit verbundenen oben erwahnten Teilauf-
gaben etwas néher beschrieben werden. Dabei wird nur auf die Schwingungen der Schaufeln

und nicht auf die anderer Bauteile — wie beispielsweise des Rotors — eingegangen.

2.4.1. Erregermechanismen in axialen Turbomaschinen

Die oben beispielhaft erwéhnten Druckschwankungen in der Stromung sind die Ursache fiir
fremderregte Schaufelschwingungen und stellen meist den Hauptanregungsmechanismus dar.
Die Griinde fiir diese Druckschwankungen sind allerdings mannigfaltig. So kénnen sie nach
ihrer Erregerfrequenz in drehzahlharmonische und nicht-drehzahlharmonische Anregungen

unterschieden werden [26].

18



2.4. Schwingungen in Turbomaschinen

Nicht-Drehzahlharmonische Anregungen resultieren aus zeitlich verdnderlichen Strémungs-

feldern und sind nicht von der Rotation der Maschinenwelle abhangig:

 periodisch pulsierende Anstromung (z.B.: ,Verdichterpumpen*)

o stochastische Anregung (z.B.: Flammenschwingungen aus der Brennkammer vor der
Turbine)

Eine drehzahlharmonische Anregung entsteht hingegen erst durch Bewegung der Laufreihen
in einem urspriinglich zeitlich konstanten im Allgemeinen aus den verschiedenen Griinden

nicht rotationssymmetrischen Stromungsfeld:

o nicht-rotationssymmetrische Anstromung (z.B.: Verdichtereinlauf)
¢ Brenneranzahl und -anordnung vor Gasturbinen

e Teilbeaufschlagung bei Dampfturbinen

o Abblasedffnungen, Anzapfungen und Entnahmen

» Rotor/Stator-Wechselwirkungen

Nachlaufdellen (,Diisenerregung“, Abbildung 2.16)
— Potentialwechselwirkungen

— Verdichtungsstofe

Dreidimensionale Stromungseffekte

o rotierende Abreifstromungen (,rotating stall®)
e Rippen im Gehiuse
e Gehéuse-Ovalisierungen

¢ Rotor-Unwuchten

Von den bisher genannten Erregermechanismen stehen bei der Analyse die Storungen auf-
grund von Nachlaufdellen hinter Schaufeln oder Rippen meist im Vordergrund. Diese entste-
hen durch eine verminderte Stromungsgeschwindigkeit direkt hinter umstromten Bauteilen
aufgrund von Reibungseffekten. In Abbildung 2.16 ist dies fiir eine Leitreihe dargestellt. Eine
in diesem Stromungsfeld rotierende Laufschaufel erfihrt eine periodische Anregung entspre-

chend der Drehfrequenz des Rotors und der Anzahl an Leitschaufeln.
Die Erregungsfrequenz errechnet sich bei drehzahlharmonischen Anregungen aus

2mn
O=FEFO—. 2.13
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2.4. Schwingungen in Turbomaschinen

€1

Va4

Abbildung 2.16.: Nachlaufdellen am Austritt eines Leitgitters [11]

Die Erregerordnung FO ergibt sich wiederum aus der Anzahl der Stérungen p wéhrend einer

Umdrehung und der harmonischen Ordnung h:

EO=hp h=1,23,... (2.14)

Bei entsprechend hohen Anstrémgeschwindigkeiten tritt neben den fremderregten Schwin-
gungen die als Flattern bezeichnete selbsterregte Schwingungsform auf. Der Grund fiir die
Schwingungen liegt hier nicht in einem periodisch schwankenden Stromungsfeld, da sich die
Schaufel in diesem Fall grundsétzlich in einer stationdren Stromung befindet. Vielmehr kommt
es zu einer Wechselwirkung zwischen der schwingenden Schaufel und dem sie umgebenden
Fluid, wodurch dem schwingenden System Energie zugefiithrt werden kann. Dies kann bei-
spielsweise durch eine Anderung des Auftriebsbeiwertes oder durch ein periodisches AbreiBen
der Stromung hervorgerufen werden [26]. Diese Anderungen werden aber allesamt von der

schwingenden Schaufel selbst hervorgerufen.

Auflerdem kann die Anregung der Schaufeln auch mechanisch iiber den Rotor oder Stator,
ausgehend von Schwingungen aus dem Triebwerk, erfolgen. Ein Beispiel dafiir wére die Fuf3-
punkterregung durch Gleich- oder Gegenlauf des Rotors [12]. In Summe unterliegen damit
Laufschaufeln mehr potentiellen Schwingungsanregungen als Leitschaufeln. In Tabelle 2.4
sind die wichtigsten Erregermechanismen mit entsprechenden Frequenzen nochmals zusam-
mengefasst. Dariliber hinaus gibt es noch viele weitere Mechanismen, die in diesem kurzen

Uberblick unerwihnt bleiben miissen.

2.4.2. Eigenschwingverhalten der Schaufeln

Im Allgemeinen ergeben die Schaufel-Schwingungen gemeinsam mit den Scheiben-Schwingun-
gen gekoppelte Schwingungsformen. Durch die Schaufel-Nabe-Verbindung kommt es durch

die auftretenden Reibungseffekte jedoch zu einer zusétzlichen Dampfungswirkung, sodass
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2.4. Schwingungen in Turbomaschinen

Tabelle 2.4.: Erregermechanismen in thermischen Turbomaschinen; modifiziert nach [42]

Erregermechanismus Zuordnung EO L. H?;l]rr;(glzische
Verdichterpumpen nicht-drehzahlharmonisch - 3 bis 10
Teilbeaufschlagung drehzahlharmonisch 1 n/60
rotierende Abreifistromung drehzahlharmonisch 0,5 ~ 0,5n/60
Schaufelflattern nicht-drehzahlharmonisch | - Eigenfrequenz
Rotor/Stator-Wechselwirkung | drehzahlharmonisch z z2n/60

Drehzahl n...U/min, Schaufelzahl z

nur eine relativ geringe Schwingungskopplung auftritt. Aus diesem Grund ist es moglich das
Schwingverhalten der Schaufeln getrennt zu analysieren. Bei sogenannten Blisk-Rotoren in
integraler Bauform ist diese Annahme nicht mehr zuléssig [9]. Die auftretenden Schwingun-
gen kénnen anhand ihrer Eigenformen durch Angabe der Knotenlinien, die beim Schwingen
in Ruhe bleiben, unterteilt werden [29].

In Abbildung 2.17 sind die ersten acht Moden dargestellt, wobei die Reihenfolge von der
Schaufelgeometrie abhéngig ist. Der 1. Biegemode ist bei frei endenden Schaufeln, beson-
ders bei &lteren schlanken Verdichterbldttern mit kurzer Sehne und relativ dicken Kanten
und Profilen, die hdufigste schadensrelevante Schwingungsform. Gemeinsam mit dem 2. Bie-
gemode und dem 1. Torsionsmode fithren diese Schwingungen niedriger Ordnung zu etwa
90% aller Schiiden. Ermiidungsrisse treten bei der Biegegrundschwingung am Ubergang zum
Schaufelful und bei der ersten Biegeoberschwingung etwas niher zur Blattmitte auf [30]. Die
ersten Torsionsmoden belasten zwar eher die Kanten, trotzdem fithren alle bisher genannten
Schwingungsformen bei einem Versagen zu einem Abbruch der gesamten oder eines Grofiteils

der Schaufel mit den damit verbundenen starken Folgeschéden [23].

~

1. Biegung 1. Torsion 2. Biegung

2. Torsion 3. Biegung 3. Torsion Eckenmode

Abbildung 2.17.: Mégliche Schwingungsmoden [23]
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2.4. Schwingungen in Turbomaschinen

Daneben kann aber auch noch eine grofle Zahl von Schwingungsmoden hoherer Ordnung
mit sehr komplexen Knotenlinien zu Schaufelbriichen fiihren. Besonders die Entwicklungs-
tendenzen moderner Verdichterschaufeln hin zu grofien Sehnenldngen und diinnen Profilen
und scharfen Kanten begiinstigen diese Schwingungsformen. So ist bei diesen sogenannten
,wide chord“-Schaufeln vor allem der schadensrelevante ,,Ecken-Mode“ zu beachten. Dieser
wird auch Platten- oder Lyra-Schwingung genannt und fithrt typischerweise zu einem Aus-
brechen einer oder beider Schaufelecken entlang der eingezeichneten Knotenlinien [30]. Eine
Folgeschadigung durch die Beeintréchtigung der stromab liegenden Stufen fallt hierbei we-
sentlich geringer aus. Des Weiteren kénnen durch entsprechende Anregung auch gemischte

Schwingungsmoden auftreten.

Die zu den verschiedenen Eigenmoden gehorenden Eigenfrequenzen einer Schaufel kénnen
entweder rechnerisch oder anhand von Versuchen an einer realen Schaufel ermittelt werden.
Fir die beschriebene Schaufel erfolgt das in dieser Arbeit mit unterschiedlichen Methoden.
Ganz allgemein lasst sich aber schon sagen, dass Schaufeln mit einer schwachen Kriimmung
des Schaufelprofils eine geringere und somit kritischere Eigenfrequenz haben. Des Weiteren
ist die ermittelte Frequenz im Betrieb nicht konstant. So wirkt die Fliehkraft auf die rotie-
rende Laufschaufel versteifend, also frequenzerhéhend, und die gesteigerte Temperatur senkt

wiederum die Eigenfrequenz durch den sinkenden E-Modul des Schaufelwerkstoffes.

2.4.3. Campbell-Diagramm

Fiir eine hohe Lebensdauer darf es nun im Betriebsbereich weder zu Resonanz zwischen
den Erregerfrequenzen und den Eigenfrequenzen, noch zu selbsterregten Schwingungen der
Schaufeln kommen. Um dies zu tiberpriifen, werden die Daten iiblicherweise in das soge-
nannte Campbell-Diagramm eingetragen, wie es in Abbildung 2.18 fiir eine Laufschaufelreihe
eines Hochdruckverdichters gezeigt ist. Es werden darin die Eigenfrequenzen der betrachteten
Schaufel und die Erregerfrequenzen unter Beriicksichtigung der Drehzahl in Zusammenhang
gebracht. Da die Eigenfrequenz sowohl von der Drehzahl als auch von der Temperatur abhén-
gig ist, wird meist angenommen, dass mit steigender Drehzahl auch die Betriebstemperatur
steigt [23]. Die Eigenfrequenzen ergeben sich trotz der genannten Abhéngigkeiten zu anné-
hernd waagrechten Linien. Die drehzahlharmonischen Anregungen zeigen sich als Ursprungs-
geraden und haben je nach Erregerordnung unterschiedliche Steigungen (vgl. Gleichung (2.13)
und (2.14)). So kennzeichnen beispielsweise die Erregerordnungen EO 1 bis EO 3 Anregun-
gen durch stationére zirkulare Eintrittsstorungen und EO 48 die Diisenerregung durch die
Leitreihe davor [29]. Tritt zusétzlich eine nicht drehzahlharmonische pulsierende Stromung
auf, ergibt sich eine zusétzliche Anregung mit den ganzzahligen Vielfachen der Pulsations-
frequenz. Zu kritischen Zustdnden kommt es an den durch Ringe markierten Schnittpunkten
im Arbeitsbereich der Turbomaschine. Des Weiteren kénnen auch die Betriebszustédnde mit

auftretenden Flatterschwingungen, wie hier durch Kreuzchen, eingetragen werden [12].
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Leerlauf Maximum
<— Arbeitsbereich —
2000 - - 4 7
1.Torsionsschwingung 7 7 ~ 1
N Iy 4 4 7 Loy
i %ol 1y (\9 / /7.0 QS 7 ‘ ”, 7
o'l 9, ,3& oor .
“ wi g , 2« <, s
. 1500 7o o7
S 2. Biegeschwingung 70, s .
= . PavAVIVAN
g T7 7 7 H <>
i n s/ d Pie
uy 7 7 A Vi
1000
'I 7 ,I /7 , P
n 4 / 7 L 4 B
- g03 -~
) . 03
500 |—L-Biegeschwingung S— —
7 7 - -- I
vy 7 =7 _ - g02
’,//,/ ’—’:——'-— ______ o
1, _z==-__ __-F---EO
cRBmE= == — P A T TR TR TN T M |
7 8 9 10 1112 13 14 15x1000
*) selbsterregte Schwingungen Drehzahl n [1/min]

Abbildung 2.18.: Campbell-Diagramm einer Laufschaufel eins Hochdruckverdichters [29]

Aus dem Auftreten einer Resonanzstelle ldsst sich allerdings noch nicht direkt die resultie-
rende, fiir die Schwingbeanspruchung verantwortliche, Schwingungsamplitude der Schaufel
ablesen. Diese hangt neben der vorhandenen Dampfung nédmlich auch davon ab, ob die pe-
riodischen Kréfte ldngs der ganzen Schaufel in gleicher Phase auftreten oder ob Phasenver-
schiebungen vorliegen. ,Wenn Phasenverschiebungen vorhanden sind, kénnen Schwingungen
hoherer Ordnung sehr wviel starker angefacht werden als bei lings der Schaufel konstanter
Phase.“ [27]. Umgekehrt kann es vorkommen, dass die Amplituden der Schaufel auch im Re-

sonanzfall unkritisch bleiben und die dynamische Belastung dauerhaft ertragen werden kann
[23].

Das Ziel der Frequenzauslegung ist die Sicherstellung der Betriebsfestigkeit im gesamten
Betriebsbereich. Daraus ldsst sich erkennen, dass diese Aufgabe fiir stationdre Kraftwerkstur-
binen wesentlich einfacher fillt als beispielsweise fiir Industriedampfturbinen oder Flugzeug-
triebwerke, da der verwendete Betriebsbereich wesentlich kleiner ist. In der Auslegungsphase
kann eine Resonanzabstimmung jedenfalls iiber eine Anderung der Schaufeleigenfrequenz
sowie liber Abstimmung der Anregungsordnungen erfolgen. Die Eigenfrequenzen der Schau-
feln konnen direkt {iber die Profilsehnenlidnge, die Profildicke oder Schaufelmassenverteilung
beeinflusst werden. Auch durch Dampferdréihte kann eine Versteifung der Schaufeln erzielt
werden. Manchmal werden die Laufschaufeln nur lose in den Rotor eingelegt und durch die
Fliehkraftwirkung erst richtig positioniert um die Eigenfrequenzen zu erhéhen [27]. Die Er-
regerordnungen kénnen zum Beispiel durch die Anzahl der am Rotor angeordneten Schau-

feln verdndert werden. Auflerdem ist es hilfreich, die Anregungsintensitdt von Nachlaufdellen
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2.4. Schwingungen in Turbomaschinen

durch Ausnutzung des sogenannten Clockingeffekts' oder nétigenfalls durch VergroBerung des
Axialabstandes abzusenken. All diese Maflnahmen miissen aber stets mit den Anforderungen

der Fluidmechanik in Einklang gebracht werden.

All jene Drehzahlen, bei denen weiterhin kritische Stellen auftreten, miissen schnell durch-
fahren werden und diirfen jedenfalls nicht stationér betrieben werden, da die Schaufeln sonst
lange Zeit den hohen Schwingungsbelastungen ausgesetzt sind. Zur Absicherung der analyti-
schen Voraussage erfolgt stets abschlieBend eine Messung der Schaufelfrequenzen im Betrieb

eines Prototyps [29].

2.4.4. Dampfung

Resonanzstellen fiihren nur theoretisch zu unendlich grofien Ausschldgen, da tatsédchlich im-
mer Dampfung vorhanden ist, die damit zu einem groflen Teil die tatséichlich auftretenden
Bauteilbeanspruchungen mitbestimmt. Folgende Mechanismen fithren dazu, dass Schwin-

gungsenergie aus dem System abgefiihrt wird:

e Strukturddmpfung
o mechanische Dampfung

e aerodynamische Dampfung

Die Dampfung aufgrund der Werkstoffstruktur fithrt zu innerer Energiedissipation durch den
Verformungswiderstand. Sie ist von Schwingform zu Schwingform verschieden und ist im All-
gemeinen duferst gering. Die mechanische Démpfung beruht auf dufleren Reibungseffekten
beispielsweise in der Einspannung der Schaufeln oder durch Deckbédnder oder Dampferdrah-
te zwischen zwei benachbarten Schaufeln. Sie stellt die effektivste Art der Dampfung in
Turbomaschinen dar [9]. Die aerodynamische Dampfung basiert auf den Wechselwirkungen
zwischen der schwingenden Schaufel und dem Fluid. Sie ist bereits vom umgekehrten Fall,
den selbsterregten Flatterschwingungen, bekannt. Die Stromung kann somit — je nach Be-
triebsbedingung — sowohl ddmpfend wie auch anfachend wirken. Auch in der ddmpfenden
Form tritt dieses Phiénomen besonders bei schlanken Verdichterschaufeln auf, da fir eine
wirksame aerodynamische Dampfung eine starke Interaktion zwischen den Schaufeln und der
Stromung bestehen muss, was nur bei Schwingungsformen mit relativ grofien Schwingbewe-
gungen moglich ist. Das umgebende Medium kann somit einen erheblichen Einfluss auf die
Gesamtdampfung der Schaufeln von Turbomaschinen haben, womit nun schliellich auch die
Déampfung vom Betriebspunkt abhéngig ist. Fiir die Ermittlung der Dampfungseigenschaften
erweist sich einerseits die Bestimmung aus Abklingversuchen und andererseits das Verfahren

der Halbwertsbreite als sinnvoll [9]. Beide Verfahren beruhen auf Versuchen an der realen

! Abstimmung der Schaufelzahl und -position zweier aufeinander folgender Leitreihen oder Laufreihen
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Struktur, die hier jedoch nicht ndher beschrieben werden sollen. Tabelle 2.5 zeigt beispielhaft

einige von Sipatov in [34] ermittelte Ddmpfungswerte fiir axiale Turbomaschinen.

Tabelle 2.5.: Dampfungswerte einiger Laufrader [9]

Beispiel Dampfungsmafl ©
Abgasturbolader-Axialturbine 4
ohne Dampfungsdraht 20...40 - 10
Hochdruckaxialturbine

ohne Dampfungselemente 20...100 - 1074
mit Dadmpfungselementen 50...250 - 1074
axiale Verdichterblisk 10 - 1074

2.5. Beschreibung der untersuchten Modelle

Bevor die Berechnung der verschiedenen Eigenfrequenzen erfolgen kann, muss aus dem Re-
alsystem ein geeignetes Ersatzmodell abstrahiert werden, das mathematisch beschreibar ist
und das physikalische Verhalten in geeigneter Weise abbildet. Im Allgemeinen kann fiir dieses
mathematische Modell anschlielend, wie in Abbildung 2.19 dargestellt, zumindest eine nume-
rische Losung gefunden werden. Da die Berechnung in dieser Arbeit aber sowohl numerisch
wie auch analytisch erfolgen soll, muss darauf geachtet werden, dass das mechanische Modell
zu analytisch berechenbaren Gleichungen fithrt. Auflerdem werden mehrere unterschiedliche
Modelle aufgestellt. So kdnnen einerseits die unterschiedlichen Modelle bewertet werden und

andererseits die analytischen Ansétze mit der numerischen Berechnung verglichen werden.

Interpretation

y | |

mechanisches Modell mathematisches Modell Modellberechnung
Realsystem . . .
. Einzelschaufel als partielle analytisch
Turbomaschine R . . . .
Kontinuum Differentialgleichungen numerisch

| i i f

Abbildung 2.19.: Lésungsweg vom Realsystem zum Berechnungsergebnis; modifiziert nach
[14]

2.5.1. Aligemeines zum Modell der Einzelschaufel

Fir zahlreiche Praxisprobleme ist die im Kapitel 2.3 , Theorie der Schwingungen“ ange-
wandte Modellbildung mit diskret verteilten Massen und masselosen Federn und Dampfern
ausreichend. Ein solches System mit konzentrierten Parametern hat immer endlich viele Frei-
heitsgrade. Bei der Eigenfrequenzanalyse der Turbinenschaufel ist es jedoch notwendig auf

ein System mit verteilten Parametern iiberzugehen, da sich die Masse der Schaufel nicht zu
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diskreten Punkten zuordnen ldsst, sondern kontinuierlich verteilt ist. Die fiir die Zustands-
beschreibung notwendige Zustandskoordinate ist damit aber nicht mehr nur von der Zeit
abhéngig, sondern eine Funktion von Zeit und Ort w(x,t). Ein solches als Kontinuum be-
trachtetes System hat unendlich viele Masseteilchen mit unendlich vielen Freiheitsgraden und
damit auch unendlich vielen Eigenfrequenzen, fiir die die einfache Gleichung wy = +/k/m
nicht mehr herangezogen werden kann [7]. Daher werden in solchen Féllen nur die notwen-
digsten Bereiche des schwingenden Korpers als dreidimensionale Kontinua aufgefasst, um den
Losungsaufwand zu beschrénken [39]. Bei der Untersuchung der betrachteten freistehenden
Turbinenschaufel stellt eine Einzelschaufel diesen notwendigen Bereich dar. Um fiir die Kon-
tinuumsschwingungen mit akzeptablem Aufwand zu analytischen Ergebnissen zu kommen,

werden allerdings noch weitere grundlegende Annahmen getroffen.

Lineare Beziehungen

Prinzipiell kénnen bei Strukturanalysen zwei nichtlineare Effekte auftreten: physikalische
und geometrische Nichtlinearitdten. Der physikalische Charakter eines Systems wird durch
das Materialverhalten beschrieben, das elastisch, plastisch oder viskoelastisch sein kann. Um
zum Beispiel Materialdimpfung zu berticksichtigen, muss ein nichtlineares viskoelastisches
Material modelliert werden. Geometrische Nichtlinearitdten treten beispielsweise in Form von
groflen Verformungen auf [21]. Die Schaufelschwingungen kénnen jedenfalls durch lineare Be-
ziehungen ausreichend beschrieben werden, da einerseits die Strukturddmpfung duflerst gering
und das Materialverhalten somit elastisch ist und andererseits die Schwingungsamplituden
im Allgemeinen klein sind. Zusammengefasst wird dies durch die klassische lineare Elastizi-
tatstheorie mit dem HOOKEschen Gesetz und linearen Verzerrungs-Verformungs-Relationen
ausgedriickt, die zu linearen Schwingungsgleichungen fithrt [39]. Es sei angemerkt, dass es
bei nichtlinearen Schwingungen keine Invarianten gibt, wodurch die Eigenfrequenz bei diesen
von den Anfangsbedingungen abhéingig ist, was bei linearen Schwingungen nicht der Fall ist
[20].

Homogener isotroper Korper

Es wird auflerdem — wie in der Strukturdynamik oft iiblich — ein homogener und isotroper
Kérper vorausgesetzt. Die Materialeigenschaften wie Dichte oder Steifigkeit sind somit nicht
von Ort und Richtung abhéingig und zumindest bereichsweise konstant. Das Materialverhal-
ten, das durch die sogenannten Konstitutivgleichungen beschrieben wird, ldsst sich damit
durch die zwei unabhéingigen Parameter Elastizitdtsmodul und Querkontraktionszahl voll-
standig bestimmen. Des Weiteren werden nur isotherme Vorgénge betrachtet, wodurch das
Verhalten des Kontinuums durch die drei Konstitutivgleichungen gemeinsam mit den sechs

Bilanzgleichungen fiir Impuls und Drehimpuls beschreibbar ist [39].
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Vernachlassigbar kleine Dampfung

Im Folgenden wird stets von einer schwachen Dampfung ausgegangen, deren Einfluss fir die
Berechnung der Eigenfrequenzen vernachléassigbar ist. Alle vorkommenden Modelle entspre-

chen daher ungedédmpften Schwingungen.

Abbildung durch einparametrige Strukturmodelle

Eine weitere sinnvolle M6glichkeit, das beschreibende Problem analytischen Rechenverfahren
zuginglich zu machen, stellt der Ubergang von dreidimensionalen Kontinua auf Strukturmo-
delle dar. Darunter versteht man ebenfalls dreidimensionale Korper, die aber durch weniger
als drei metrische Parameter beschrieben werden [39]. Die Verringerung der metrischen Para-
meter erfolgt durch Einfiihrung kinematischer Bindungen, die bestimmte materielle Punkte
zu einem Subkorper mit speziellen Eigenschaften zusammenfassen. Es handelt sich damit zwar
immer noch um Systeme mit verteilten Parametern, jedoch mit gezielten Einschrédnkungen
der moglichen Verformungen und Voraussetzungen beziiglich der Proportionen des Bauteils.
Zu dieser Kategorie gehéren unter anderem Saiten, Stédbe, Platten und Schalen. Im Folgen-
den sollen die verwendeten Strukturmodelle und die damit verbundenen Annahmen erlautert
werden. Wahrend alle bisher genannten Vereinfachungen gleichermaflen fiir die analytischen
Berechnungen wie fiir die FE-Berechnungen gelten, ist die Abbildung durch einparametrige

Strukturmodelle nur bei den analytischen Modellen notwendig.

2.5.2. Einparametrige Strukturmodelle

Die zylindrische Turbinenschaufel stellt ein stabférmiges Kontinuum dar, das sehr gut durch
ein Stabmodell abgebildet werden kann. Dies geschieht beispielsweise mit der Annahme, dass
sich alle Punkte, die im Ausgangszustand eine ebene Querschnittsfliche bilden, bei einer
Deformation wie ein starrer Kérper bewegen. Diese so gebildeten Subkorper kénnen durch
einen einzigen Parameter, ndmlich die Ortskoordinate Z, die entsprechend Abbildung 2.20
entlang der Stabachse von 0 bis L lauft, eindeutig zugeordnet werden. Sie haben damit sechs
Freiheitsgrade — drei Verschiebungen w, v, w und drei Verdrehungen ¢, ¢,, 9 —in Abhéin-
gigkeit der Ortskoordinate Z und der Zeit t. Ohne weitere Einschréankungen beziiglich der
Bewegungsfreiheit fithrt dies auf das Modell des sogenannten TIMOSHENKO-Stabes. Zusétz-
lich zu der Voraussetzung, dass die Querschnitte eben bleiben, kénnen noch weitere innere
Bindungen eingefiihrt werden. Mit der Annahme, dass eine solche ebene Querschnittsflache,
die im Ausgangszustand senkrecht auf die Stabachse steht, auch bei einer Deformation senk-
recht auf die Stabachse bleiben soll, ergibt sich der sogenannte BERNOULLI-EULER-Stab.
Dadurch sind die auftretenden Neigungswinkel jedoch keine unabhéngigen Variablen mehr,

womit sich die Zahl der Freiheitsgrade auf vier reduziert. Durch diese Bedingung werden die
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Scherverformungen vernachléssigt. Dies ist jedoch nur bei relativ schlanken Stdben sinnvoll,

da bei diesen die Scherverformung gegeniiber der Biegung klein ist [39].

Abbildung 2.20.: Koordinatensystem des stabférmigen Kontinuums [39]

Zu den beschriebenen inneren Bindungen und grundlegenden Annahmen, wie kleinen Ver-
schiebungen, kommen an dieser Stelle jedoch noch einige modellspezifische Vereinfachungen.
Neben der Vernachlédssigung von Gewichteinfliissen kommt eine Einschrénkung dazu, die oft
stillschweigend gemacht und vergessen wird, namlich die Betrachtung von doppelt symme-
trischen Querschnitten, sodass Schubmittelpunkt und Fldchenschwerpunkt zusammenfallen.
Dadurch ergeben sich in den Bewegungsgleichungen voneinander entkoppelte Biege- und Tor-
sionsschwingungen, da die durch Querkrafte verursachten Schubspannungen in diesem Fall
kein Torsionsmoment um die Balkenachse hervorrufen [14]. Da diese Annahme vor allem fiir
stark gekriimmte Schaufelprofile nicht mehr zutrifft, wird die Genauigkeit dieser Vereinfa-
chung im Kapitel 3.5 ,Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen® durch Angabe
und Losung der ,exakten“ BERNOULLI-Bewegungsgleichungen iiberpriift.

TIMOSHENKO-Stab

Fir den TIMOSHENKO-Stab sind keine weiteren als die bisher genannten Annahmen mehr
notig. Damit lassen sich fiir diesen bereits die beschreibenden Gleichungen angeben. Die
inneren Bindungen, die die Verschiebungen s(X,Y, Z, t) eines beliebigen Punktes P(X,Y, Z)
auf die Bewegung der starren Querschnittsfliche in Abhéngigkeit von Z und ¢ zuriickfithren,

lassen sich in Matrixschreibweise wie folgt formulieren:

u

v
s 1000 0 -Y

w
sy/=]o100 0o Xx (2.15)
s 001Y -x o]/]|7%

Ou

(0

Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen wird nédherungsweise angenommen, dass die

Schubspannungen iiber den Querschnitt konstant sind. Die damit erfolgte Mittelung wird
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durch die sogenannte Schubfliche Ag ausgedriickt, die die mit einem Korrekturfaktor mul-
tiplizierte Querschnittsfliche darstellt. Die Berechnung dieses Faktors erfolgt ebenso wie die
Bestimmung aller im Folgenden auftretenden unbekannten Variablen im Kapitel ,,Analy-
tische Berechnung der Eigenfrequenzen®. Damit ergeben sich die Bewegungsdifferentialglei-

chungen
GAgs(u" — ¢y) — poAit =0

GAs(v" + @) — poAv =0

EAw" — pgAti = 0

—GAs(V — ) + ELy" — polopp = 0

GAs(u' —¢y) + EIy‘PZ — poly@y =0
GIry" — polyb =0 .

(2.16)

Den Verwolbungseffekten wird hier in elementarer Beschreibung Rechnung getragen, indem in
der Torsionssteifigkeit G1 an die Stelle von I, das sogenannte Torsionsflichenmoment I tritt
und die Schubsteifigkeit durch einen Formfaktor korrigiert wird, der von der Querschnittsgeo-
metrie abhangt. Eine etwaige Woélbbehinderung, die durch entsprechende Randbedingungen
(z.B. Einspannung) entsteht, wird nicht berticksichtigt [39].

Da die sechs partiellen Differentialgleichungen, die die sechs Freiheitsgrade représentieren,
beziiglich der Ortskoordinate alle zweiter Ordnung sind, werden fiir eine vollstdndig eindeu-
tige Integration beziiglich des metrischen Parameters Z zwolf Randbedingungen bendétigt.
Diese setzen sich im Allgemeinen aus geometrischen und dynamischen Randbedingungen zu-

Saminen.

BERNOULLI-EULER-Stab

Die inneren Bindungen des BERNOULLI-EULER-Stabes lassen sich anhand der vorange-

gangenen Beschreibung bereits ebenfalls anschreiben:

U
Sy 0 -Y
v
sy | = 0 1 0 X (2.17)
s -Xx2 _v2 0 v
z YA BY4 Wb

Zusétzlich zu der mit dieser Formulierung verbundenen Vernachléssigung der Schubverfor-
mung wird in dem Modell nach BERNOULLI-EULER auch die Rotationstragheit der infi-

nitesimalen Masseteilchen des Stabes vernachléssigt, und die Bewegungsgleichungen ergeben

29



2.5. Beschreibung der untersuchten Modelle

sich zu
EIyu”” + poAit =0

ELV" + poAt =0
EA’U)N — ,OQA’LD =0
GIry" — poly) =0 .

(2.18)

Da die hier auftretenden vier partiellen Differentialgleichungen nun teilweise vierter Ordnung

sind, sind wieder zwolf Randbedingungen notwendig.

Des Weiteren kénnen auch Modelle beschrieben werden, die zwischen den beiden genannten
Theorien liegen, wie zum Beispiel der RAYLEIGH-Stab, der zwar die Schubverformungen
vernachlassigt, aber die Drehtrégheit beriicksichtigt.

Da die letzte Zeile der Gleichungen (2.16) und (2.18), die jeweils den Torsionsfreiheitsgrad be-
schreibt, ident sind, kdnnen Verwdlbungseffekte bei Torsionsschwingungen analog zum Stab-
modell nach TIMOSHENKO auch hier beriicksichtigt werden. Die Verwendung des Torsions-
flachenmoment I geht dabei mithilfe der Torsionsfunktion ¢(X,Y’) aus der Torsionstheorie
nach ST. VENANT hervor.

ST. VENANTsche Torsion

Unterschiedliche Gleitwinkel benachbarter Querschnittselemente fithren im Allgemeinen zu
einem Verwolben der Querschnitte bei Torsionsbelastung. Die Theorie der sogenannten ST.
VENANTschen Torsion ist anwendbar, solange sich die Querschnittsverwolbungen ungehin-
dert ausbilden kénnen. Fir die hier vorliegende Einspannung des Schaufelblattes, die keine
Verwolbung zulésst, liefert die ST. VENANTsche Torsionstheorie immer noch eine gute Né-
herung. Nach dieser Theorie wird die Torsionssteifigkeit mit dem Schubmodul G und dem
Torsionstréagheitsmoment I gebildet. Nur fiir Kreis- und Kreisringquerschnitte, bei denen

die Querschnitte eben bleiben, gilt I7 = I,, ansonsten ist I stets kleiner I, [7].

Die Berechnung des Torsionstrigheitsmoments ist jedoch keineswegs trivial und basiert auf
der Berechnung einer sogenannten Torsionsfunktion ¢. Diese Funktion ergibt sich aus der
Losung der (POISSONschen-) Differentialgleichung

9% 0%¢
—t+ —= =1 2.1
R E (2.19)
mit der Randbedingung
@ Rand = konstant . (2.20)
Fir einen Rand kann selbstverstiandlich
®Rand = 0 (2.21)
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gesetzt werden und fiir einfach zusammenhéngende Querschnittsflichen, die nur einen Rand

besitzen, gilt schliefllich fiir das Torsionstragheitsmoment

Ir=—4 [¢dA . (2.22)
/

Die Losung der POISSONschen Differentialgleichung gelingt in geschlossener Form jedoch nur
fiir wenige Spezialfélle, wie beispielsweise die Ellipse. Ansonsten werden numerische Losungen
bendtigt. Da die Berechnung von I das Hauptproblem bei der Berechnung der Torsionsei-
genfrequenzen darstellt, werden sowohl ein numerisches Verfahren wie auch eine N&herung

unter Verwendung der Losung fiir Ellipsen angegeben.

Da die Woélbbehinderung vernachlassigt wird, fehlt in der Bewegungsdifferentialgleichung ein
Term mit versteifendem Einfluss. Die berechneten Torsionseigenfrequenzen werden daher im
Gegensatz zu den Biegeeigenfrequenzen tendenziell zu tief liegen. Wie stark der Effekt der

Wélbbehinderung ist, zeigt ein vergleichendes FE-Modell.

2.5.3. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Die beiden genannten Stabmodelle sollen im Rahmen der Eigenfrequenzanalyse untersucht
und gegeniibergestellt werden. Dazu wird statt des Schaufelfufles am Beginn des Schaufel-
blattes bei Z = 0 eine starre Einspannung angenommen, die weder Verschiebungen noch
Verdrehungen an dieser Stelle zulédsst. Diesem Umstand wird durch die sogenannten geome-
trischen Randbedingungen Rechnung getragen. Auflerdem soll das Schaufelende bei Z = L

lastfrei sein, was mithilfe der dynamischen Randbedingungen beschrieben wird [39].

Die Randbedingungen des TIMOSHENKO-Stabes lauten in diesem Fall an der Einspan-

nung

u(0,t) =0 vz(0,t) =0
v(0,t) =0 ©y(0,t) =0 (2.23)
w(0,t) =0 (0,¢) =0
und am freien Ende
W' (L,t) — py(L,t) =0 ¢a(L,t) =0
(L, t) + oo (L,t) =0 @y(L,t) =0 (2.24)
w'(L,t) =0 (L, t) =0

Fiir das Stabmodell nach BERNOULLI ergeben sich die geometrischen Randbedingungen

u(0,t) =0 u'(0,t) =0
v(0,t) =0 v'(0,t) =0 (2.25)
w(0,t) = 0 $(0,t) =0
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und die dynamischen Randbedingungen

u'(L,t) =0 u"(L,t) =0
v"(L,t) =0 V" (L,t) =0 (2.26)
w'(L,t) =0 "(L,t) =0

Die Bewegungsgleichungen nach BERNOULLI liefern mit diesen Randbedingungen das ein-
fachste Modell fiir die Turbinenschaufel. Aus diesem Grund werden die Ergebnisse dieses
Modells iiberall, wo es sinnvoll moglich ist, als Referenz fir die Bewertung der ermittelten

Eigenfrequenzen aus den anderen Modellen herangezogen.

Das FE-Modell der zylindrischen Schaufel mit starrer Einspannung und ohne Schaufelfufl
dient hauptséchlich einer Konvergenzstudie mit unterschiedlicher Diskretisierung und ver-

schiedenen Elementen.

2.5.4. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitat

Eine Einspannung, wie sie die geometrischen Randbedingungen des vorherigen Modells be-
schreiben, ist in der Realitdt niemals moglich. Die starrest mogliche Fu3befestigung des Schau-
felblattes am Schaufelfuf} ist durch den im unendlichen Halbraum eingespannten Balken ge-
geben, wobei Balken und Fundament aus demselben Material bestehen [4]. Bereits in diesem
Fall wird an der Einspannstelle Z = 0 eine Auslenkung und eine Neigung unter dem Einfluss
des Biegemoments M und der Querkraft @) erzeugt. Dieser Umstand kann durch angepasste
Randbedingung in der Berechnung leicht beriicksichtigt werden. Zusétzlich zu dem Effekt
der Elastizitét einer ,starren“ Einspannung ist auch der Schaufelfufl selbst bei thermischen
Turbomaschinen je nach Ausfiihrung unterschiedlich elastisch eingespannt. Es ist damit aber

nicht moglich allgemein giiltige Elastizitdtskonstanten zu bestimmen.

Fiir das Stabmodell nach BERNOULLI werden entsprechende Randbedingungen eingefiihrt,
die bei bekannten Elastizitdtskonstanten fiir beliebige nachgiebige Einspannungen anwendbar
sind. Mit einem FE-Modell mit Schaufelfufl wird der Effekt der starrest méglichen Fu3befesti-
gung abgebildet. Ein weiteres mit Federn elastisch gelagertes FE-Modell simuliert schliefSlich
die tatsdchliche Befestigung des Schaufelfuies. In jedem Fall ist mit einer Verringerung der

Eigenfrequenzen zu rechnen.

2.5.5. Modell 3: Einfluss des Rundungsradius am Schaufelfu3

Der in Modell 2 erkannte Effekt der starrest moglichen Einspannung wird in diesem Modell

nochmals etwas nidher betrachtet. Mit einem FE-Modell wird der Einfluss des Rundungsradius
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zwischen Schaufelblatt und -ful untersucht. Es wird eine Erhéhung der Eigenfrequenzen

erwartet.

2.5.6. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

Ein sehr wichtiger Aspekt bei der Berechnung der Eigenfrequenzen der Beschaufelung thermi-
scher Turbomaschinen ist die Beriicksichtigung etwaiger Verdnderung wéahrend des Betriebes.
Auf Basis des BERNOULLI-Stabes wird einerseits der versteifende Effekt der bei Rotation
wirkenden Zentrifugalkraft und andererseits der Einfluss des bei Betriebstemperatur verrin-
gerten Elastizitdtsmoduls untersucht. Wahrend eine Verdnderung des Elastizitatsmoduls kei-
ne Schwierigkeiten bereitet, stellt die Zentrifugalkraft eine von der Stabkoordinate abhéngige
Groe F,(Z) dar. In der beschreibenden Differentialgleichung tritt diese Grofle somit als nicht
konstanter Koeffizient auf, was dazu fiihrt, dass keine strenge Losung mehr moglich ist (siehe
Kapitel 2.6 ,Losungstheorie der mathematischen Modelle“). Im Gegensatz zu dem sonst an
dieser Stelle oft beschriebenen Weg iiber Naherungsverfahren zur Losung der Differential-
gleichung (z.B. RAYLEIGH-RITZ-Verfahren) wird hier eine Naherung fiir die ortsabhéngige
Fliehkraft gesucht. Mit der Methode der finiten Elemente wird anschlieBend sowohl der Ein-

fluss der angendherten wie auch der tatsadchlichen Zentrifugalkraft ausgewertet.

2.5.7. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungenn

Fiir die bisherigen Modelle wurden stets die allgemein bekannten Bewegungsgleichungen der
BERNOULLI-Theorie verwendet. Allerdings wurde angenommen, dass der Fliachenschwer-
punkt und der Schubmittelpunkt zusammenfallen. Da dies fiir das Schaufelprofil sowie fiir
alle nicht symmetrischen Profile nicht exakt zutrifft, enthalten die analytischen Ergebnisse
der vorangegangenen Modelle stets diese Ndaherung. In diesem Modell werden die allgemei-
nen gekoppelten Bewegungsgleichungen der BERNOULLI-Theorie gelost. Damit wird eine

Aussage iiber die Qualitit der bisher erhaltenen Losungen méglich.

2.6. Losungstheorie der mathematischen Modelle

Im Allgemeinen kénnen die Eigenfrequenzen wie im Kapitel 2.3 ,,/ Theorie der Schwingungen*
durch Losung der Bewegungsdifferentialgleichungen ermittelt werden. Es hat sich dabei als
sehr zweckméfig erwiesen, die unterschiedlichsten Schwingungsprobleme in Matrizenschreib-

weise der Form
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Mg + D[q] + K[q] = f(Z,1) (2.27)
mit: M ... Massenmatrix
D ... Dampfungsmatrix
K ... Steifigkeitsmatrix
F ... Vektor der Erregerkrafte
q ... Vektor der generalisierten Koordinaten

anzugeben. Allerdings treten die darin vorkommenden Gleichungen nur bei diskreten Syste-
men in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen auf, die reine Anfangswertprobleme
darstellen. Eine Modellierung mit verteilten Parametern fithrt jedoch durch die Abhéngigkeit
der Variablen w(z,t) von Ort und Zeit auf partielle Differentialgleichungen mit Rand- und
Anfangsbedingungen. Diese kénnen im Allgemeinen nur in seltenen Féllen analytisch gelost

werden und auch die Numerik stofft hier manchmal an ihre Grenzen.

Zum Beispiel lasst sich fiir den BERNOULLI-EULER-Stab das genannte Problem mithilfe
des BERNOULLIschen Produktansatzes — auch Separationsansatz genannt — durch Trennung
der Variablen Z und t auf ein zeitfreies Randwertproblem und ein dazugehoriges Anfangs-
wertproblem reduzieren. Die Eigenwerte des homogenen Randwertproblems représentieren
dann die Eigenfrequenzen des Systems, sodass ein Eigenwertproblem vorliegt. Da in dieser

Arbeit nur ungeddmpfte freie Schwingungen der Form
Mg+ Klq] =0 (2.28)

untersucht werden und damit ein harmonisches Zeitverhalten zu erwarten ist, kann das zu

l6sende Eigenwertproblem aber sehr viel schneller durch einen isochronen Losungsansatz
qu(Z,t) = y(Z)sin(wt) oder y(Z)cos(wt) oder y(Z)e“' i=+/—1 (2.29)

erhalten werden [39]. Dieser ist zwar nur bei ungeddmpften Schwingungen anwendbar, dafiir in
diesem Fall auch fiir komplexere Modelle wie dem TIMOSHENKO-Stab. Wie schon erwahnt

reprasentieren die zu bestimmenden Eigenwerte A des Eigenwertproblems
Kly] - AM[y] =0 (2.30)

bei Schwingungsproblemen die Quadrate w? der gesuchten Eigenkreisfrequenzen w. Zu diesem
Zeitpunkt liegt das Problem aber nicht in Form einer klassischen algebraischen Matrizen Ei-
genwertaufgabe vor, sondern wird durch gewohnliche — also zeitfreie — Differentialgleichungen

beschrieben. Eine analytische Losung davon ist prinzipiell immer dann mdéglich, wenn in den
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Differentialgleichungen ortsunabhéngige konstante Koeffizienten vorkommen. In diesem Fall
iberfiihrt der Exponentialansatz
y(Z) = cer? (2.31)

die zeitfreien Differentialgleichungen des Eigenwertproblems in die algebraische Matrizen-
Eigenwertaufgabe
(—M X+ Kok + K1k + Ko)[c] =0 . (2.32)

Diese Gleichung ist fiir nichttriviale Lésungen ¢ # 0 nur dann erfiillt, wenn die Systemdeter-
minante verschwindet:

det(—MX\ + K22 + K1k + Ko) =0 (2.33)

Diese Beziehung wir oft auch als Dispersionsgleichung bezeichnet und stellt einen Zusammen-
hang k() zwischen den unbekannten x und A in Polynomform dar. Die somit aus Gleichung
(2.31) erhaltene allgemeine Losung muss in einem néchsten Schritt an die Randbedingun-
gen angepasst werden. Es ergibt sich ein homogenes, algebraisches Gleichungssystem, das
fiir nichttriviale Losungen wieder eine verschwindende Determinante aufweisen muss. Die-
se Bedingung liefert nun die einzig interessierende charakteristische Eigenwertgleichung zur
Bestimmung der unendlich vielen Eigenfrequenzen des Systems. Diese Gleichung lésst sich
im Allgemeinen aufgrund der auftretenden nichtlinearen Terme nicht analytisch 16sen, wes-
halb hier eine numerische Nullstellensuche — beispielsweise das NEWTON-Verfahren — zur
Anwendung kommt. Schliellich lassen sich aus dem an die Randbedingungen angepassten
Gleichungssystem zu jedem Eigenwert auch die Konstanten ¢ und damit die zu den Ei-
genfrequenzen gehoérenden Eigenschwingungsformen berechnen. In Abbildung 2.21 ist der

beschriebene Rechenweg nochmals schematisch dargestellt.

Bewegungsgleichungen
partielle Differentialgleichungen

isochroner Lésungsansatz — gu(Zt) = y(2)e™, i=~-T

Y
Eigenwertproblem
gewohnliche Differentialgleichungen

allgemeine Losung
»| algebraisches Gleichungssystem
| M -
- (A
Exponentialansatz ¥(©) = ce’ ¥ = ZC,eK”(
=1
A

Randbedingungen

y
Matrizen-Eigenwertaufgabe
algebraisches Gleichungssystem

Determinante = 0

Eigenwertgleichung fiir A
nichtlineare Gleichung

Systemdeterminante = 0

Y
Dispersionsgleichung fiir «(4)
Polynomgleichung

| Eigenschwingungsformen y({) |«

Abbildung 2.21.: Lésung des mathematischen Modells
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Zur Vollstdndigkeit miisste abschliefend das zu Beginn abgespaltene Anfangswertproblem
gelost werden. Zur Bestimmung der Eigenfrequenzen und der Schwingungsmoden interessiert

aber allein die Losung des Eigenwertproblems.

2.7. Grundlagen zur Methode der finiten Elemente

Moderne Schaufelgeometrien kénnen — wie in Kapitel 2.1 ,,Grundlagen zur Beschaufelung
thermischer Turbomaschinen®“ beschrieben — sehr komplex sein und lassen sich durch analy-
tische Ansiitze nur mehr unzureichend beschreiben, weshalb der Ubergang zu numerischen
Verfahren notwendig ist. Die Finite-Elemente-Methode (FEM) gehort zu diesen und ist auf-
grund der rasanten Weiterentwicklung der Rechenleistung und einiger Vorteile im Vergleich
zu anderen numerischen Berechnungsmethoden heute sehr verbreitet. Es soll kurz gezeigt

werden, worin der Unterschied zu anderen Ansétzen besteht.

2.7.1. Numerische Verfahren

Numerische Verfahren kénnen wie folgt eingeteilt werden: [17]

e Direkte numerische lineare Algebra:
Diese Methoden liefern bei Zahlenwerten ohne Rundungseinfliisse exakte Ergebnisse.
Dazu gehoren beispielsweise das Gaufische Eliminationsverfahren zur Berechnung li-
nearer Gleichungssysteme oder der QZ-Algorithmus zur Lésung von Eigenwertproble-
men. Letztgenannter wird auch im Softwarepaket MATLAB® des Unternehmens Ma-
thWorks™ eingesetzt, das in dieser Arbeit in der Version R2010b verwendet wird.

o Iterative Verfahren fiir lineare und nichtlineare Probleme:
Fiir nichtlineare Probleme sind meist iterative Verfahren notwendig, da oft keine expli-
zite Losungsdarstellung moglich ist. Auflerdem sind iterative Verfahren in vielen Féllen
bei ausreichender Genauigkeit wesentlich schneller als direkte und werden daher auch
bei linearen Problemen eingesetzt. Der zugelassene Fehler aufgrund der endlichen Zahl
von Iterationsschritten kann als Abbruchkriterium vorgegeben werden. In dieser Ar-
beit wird beispielsweise das NEWTON-Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen der

transzendenten Eigenwertgleichung verwendet.

e Niherungsverfahren fiir unendlich dimensionale Probleme:
Ein Problem, dessen Losung nicht durch einzelne Zahlenwerte sondern, durch eine zu
bestimmende Funktion beschrieben wird, enthilt unendlich viele Unbekannte. Als Bei-
spiel fiir solche kontinuierlichen Aufgaben kann die Losung von Differentialgleichungen
genannt werden, wie sie unter anderem in den Bewegungsgleichungen vorkommen. Um

Aufgabenstellungen dieser Art der Numerik zugénglich zu machen, muss ein endlich
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dimensionales Ersatzproblem gefunden werden. Dieser Schritt kann entweder durch
Diskretisierung oder durch Projektion erfolgen und ist in beiden Féllen mit einem Dis-
kretisierungsfehler verbunden. Die Losung des Ersatzproblems kann anschliefend mit

einem Verfahren der beiden oben genannten Gruppen erfolgen.

Das Ersatzproblem wird sowohl bei der hier verwendeten Methode der finiten Elemente als
auch bei dem Verfahren von RITZ durch Projektion, also durch endliche Linearkombina-
tion bekannter Ansatzfunktionen, erhalten. Aus diesem Grund kann das letztere auch als
Vorstufe zur FEM betrachtet werden. Zu den Diskretisierungsmethoden gehéren unter ande-
rem die Differenzenverfahren, bei denen die in der Differentialgleichung auftretenden Ablei-
tungen (Differentialquotienten) in den diskreten Gitterpunkten durch Differenzenquotienten
angendhert werden [5]. Obwohl die FEM wegen der Niaherung durch Ansatzfunktionen zu
den Projektionsmethoden gehort, hat sie beziiglich der Auswertung in Gitterpunkten auch
groBe Ahnlichkeit mit den Differenzenverfahren. Zur Bewertung der verschiedenen Verfah-
ren kénnen unterschiedliche Merkmale betrachtet werden. Zum einen spielen das Konver-
genzverhalten und die Konvergenzgeschwindigkeit eine wesentliche Rolle. Hier schneidet das
Differenzenverfahren in vielen Anwendungsfillen sehr schlecht ab. Der wesentliche Vorteil
der FEM gegeniiber den anderen besteht aber in der Eigenschaft, auch komplexe Geometri-
en abbilden zu kénnen. Die Ansatzfunktionen miissen ndmlich beim Verfahren nach RITZ
alle wesentlichen Randbedingungen erfiillen, was zu Problemen bei krummlinig berandeten
Bauteilen fihrt. Bei der FEM werden die Ansatzfunktionen nicht fiir das gesamte Gebiet
gebildet, sondern nur fiir kleine Teilbereiche, die in ihrer Gesamtheit den Korper abbilden.
Fiir die finiten Elemente werden also spezielle RITZsche Ansétze formuliert, die eine einfache
Gestalt haben und fiir gleichartige Elemente immer gleich bleiben — zumindest im Bildraum.
Daraus resultiert aber noch ein anderer wesentlicher Vorteil. Da die anderen beiden Verfah-
ren Berechnungsmethoden fiir die hergeleiteten Bewegungsgleichungen darstellen, kann das
Ergebnis im besten Fall die exakte Losung des zugrunde gelegten Modells sein. Bei der FEM
werden diese Annahmen — sofern keine Strukturelemente, sondern 3D Elemente verwendet
werden — nicht mehr getroffen. So entféllt beispielsweise im Gegensatz zu den Stabmodel-
len nach BERNOULLI-EULER und TIMOSHENKO die Bedingung der eben bleibenden
Querschnitte. Bei der Wahl , guter Elemente und einer ausreichend feinen Diskretisierung
konnen die Ergebnisse der FE-Rechnung die Realitédt selbst bei einfachen Geometrien bes-
ser abbilden. Eine Information iiber die Qualitat der erhaltenen Losung kann mittels einer

Konvergenzstudie wie in Kapitel 4.1.2 gewonnen werden.

2.7.2. Aufbau einer FE-Rechnung

FE-Programmpakete setzen sich iiblicherweise aus den drei in Abbildung 2.22 dargestellten
Modulen Preprozessor, Solver und Postprozessor zusammen. Es gibt aber auch Programme,

die nur Pre- und Postprozessor enthalten, sowie reine Solver. Meist wird an den Beginn ein
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mit einem anderen Programm erstelltes 3D-CAD-Modell gesetzt, das es zu vereinfachen und

CAD-Modell

zu vernetzen gilt.

= Idealisierung
2
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Abbildung 2.22.: Ablauf einer FEM-Analyse; modifiziert nach [35]

Preprozessor

In einem ersten Schritt muss eine geeignete Vernetzungsstrategie gewahlt werden. Dabei ist
vor allem zu entscheiden, welche Elementtypen verwendet werden sollen. Die wesentlichen
Kriterien fiir diese Auswahl sind einerseits die Geometrie des Bauteils und andererseits das
zu untersuchende Problem. Nun kann das CAD-Modell entsprechend den Anforderungen ver-
einfacht und mit den gewéhlten Elementen vernetzt werden. Dabei obliegt es dem Benutzer
die Elementgrofie sinnvoll zu wéhlen. Den Elementen miissen des Weiteren ein geeignetes
Stoffgesetz und die damit verbundenen Materialkennwerte zugewiesen werden. Mit der Auf-
pragung von Randbedingungen und Belastungen sowie der Auswahl einer Losungsmethode ist

das Modell vollstindig definiert und kann dem Solver zur Berechnung tibergeben werden.

Solver

Fiir den Solver besteht der Koérper entsprechend Abbildung 2.23 nur noch aus vielen im Raum
angeordneten Knotenpunkten und deren Zuordnung zu Elementen. Interessieren beispielswei-
se bei einer statischen Analyse die Verformungen und Spannungen im Bauteil aufgrund einer
Belastung, bedeutet dies, es miissen die Knotenverschiebungen und -spannungen aufgrund

von konsistenten Knotenlasten berechnet werden.
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g
iﬂ;l

Abbildung 2.23.: Unterteilung eines Gebietes in finite Elemente [28]

Ein Zusammenhang zwischen den Knotenverschiebungen und den Knotenkréaften wird durch
Ku=f (2.34)

beschrieben. Darin ist f der Vektor der bekannten dufleren Knotenlasten, w der Vektor der
gesuchten Knotenverschiebungen und K die Steifigkeitsmatrix, die vor der Auswertung dieser
Gleichung zu bestimmen ist. Der Losungsalgorithmus stellt dafiir zuerst aus den Eingabedaten
fir jedes Element eine Elementsteifigkeitsmatrix auf. Diese Matrizen werden anschliefend

additiv zu der Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammengebaut.

Um zu erkennen, welche Annahmen bei der FEM enthalten sind, wird der Weg zu Gleichung
(2.34) kurz beschrieben und dabei die benétigte Gleichung zur Berechnung der Elementsteifig-
keitsmatrix hergeleitet. Die folgenden Ausfithrungen beruhen auf der Vorlesung ,Einfiihrung
in die Finite Elemente Methoden* von Prof. Rammerstorfer [28]. Den Ausgangspunkt stellt
das Prinzip der virtuellen Arbeit (P.d.v.A.) fiir einen Gleichgewichtszustand dar:

SW =W 45wl =0 = —sw=sw@ (2.35)

Da die auftretenden Kréfte nur noch in den Knoten wirken, ergibt sich auf Elementebene mit

dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen (P.d.v.V.)

/ oToe Vol = £ sul® . (2.36)
Vol(e)

Darin beschreibt die linke Seite die virtuelle Forménderungsarbeit fiir allgemeine elastische
Spannungs-Dehnungsbeziehungen, die rechte Seite die virtuelle Arbeit der Knotenlasten. Fiir

die Kinematik der Verformungen soll die Beziehung

e =Du (2.37)
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2.7. Grundlagen zur Methode der finiten Elemente

gelten, die einen Zusammenhang zwischen Verschiebung und Dehnung herstellt. Im Gegen-
satz zu Gleichung (2.36) ist die Analyse nun auf kleine Verformungen beschriankt. Die Dif-
ferentialoperatormatrix D enthélt die partiellen Ableitungen nach den Ortskoordinaten. Im
dreidimensionalen Fall hat Gleichung (2.37) die Form

€z 20 0
9
Eyy 0 By 0 u
£ 0o 0 2
=1, 5 Z||v]|- (2.38)

Pwa Fy oz 0 w

0o 2 24
Vyz 0z Oy

9 9

Der Vektor w stellt hier aber nicht nur die Knotenverschiebungen, sondern das gesamte Ver-
schiebungsfeld dar. Die Zustdnde zwischen den Knoten werden durch die speziellen RITZschen
Ansétze € bestimmt. Wie bereits erwidhnt, werden diese jeweils nur fiir den Bereich eines ein-
zelnen Elements definiert und in diesem Zusammenhang auch als Interpolationsfunktionen
oder Formfunktionen bezeichnet. Die Verschiebung eines beliebigen Punktes ergibt sich damit
zu

u(x,y,z) = £(€)T(:B,y,z)u(e) . (2.39)

Die Dehnungen kénnen nun in Abhéngigkeit der Elementgeometrie, der Interpolationsfunk-

tionen und der Knotenverschiebungen mit
€= Dﬁ(e)Tu(e) = L)y beziehungsweise e = L) gul® (2.40)

berechnet werden. Die eingefiihrte L-Matrix enthilt somit die ersten Ableitungen der Interpo-
lationsfunktionen. Des Weiteren kommt in Gleichung (2.36) der Vektor des Spannungsfeldes
o vor. Dieser kann durch das HOOKZEsche-Gesetz

o =Ee¢ (2.41)

und der schon bekannten Gleichung (2.37) fiir die Dehnung in Abhéngigkeit der konstanten
Elastizitdtsmatrix und der ebenfalls bekannten L-Matrix ausgedriickt werden. Fiir die ur-
spriingliche Gleichung (2.36) ergibt sich nach Einsetzen von Gleichung (2.37) und (2.41) und
Division durch du(®)
/ LOTELE avol u® = f© | (2.42)
Vol()

Mit der Einfiihrung des HOOKEschen Gesetzes wird neben der bereits getroffenen Annahme
der geometrischen Linearitdt nun auch physikalische Linearitat vorausgesetzt. Es wird daher

wie bei der analytischen Rechnung die linearisierte Elastizitdtstheorie verwendet. Mit der
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Definition der Elementsteifigkeitsmatrix

K© = / L@ EL® avol (2.43)
Vol(e)

lasst sich auf Elementebene der Ausdruck
K©ul) = fs(zee)s (2.44)

anschreiben. Auf Elementebene enthélt der Vektor der Knotenlasten jedoch auch die inneren
Krifte, die erst durch den Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen zu einer Gesamt-
steifigkeitsmatrix verschwinden. Dies fiihrt schliellich auf das lineare Gleichungssystem aus
Gleichung (2.34) zur Bestimmung der unbekannten Knotenverschiebungen. Die Spannungen
kénnen anschliefend aus den nun bekannten Verschiebungen ermittelt werden. Durch dieses
Vorgehen weichen die Ergebnisse von Spannungsanalysen immer wesentlich stdarker von der

exakten Losung ab als reine Deformationsuntersuchungen.

Aus der Untersuchung der Herleitung einer linearen FE-Rechnung wird deutlich, dass die
Qualitat der Losung neben den Grenzen der linearisierten Elastizitdtstheorie hauptsachlich
von den Interpolationsfunktionen abhéngt. Bei der Verwendung von FE-Programmen steht
meist eine Vielzahl unterschiedlicher Elemente mit unterschiedlichen Formfunktionen zur
Auswahl. Es liegt daher beim Anwender, eine geeignete Auswahl zu treffen, sodass die Funk-
tionen das Problem entsprechend abbilden kénnen. Auflerdem diirfen die Elemente im Netz
nicht zu stark verzerrt werden, da sonst die mehrmalig durchzufiihrende Integration iiber das
Volumen grofle Ungenauigkeiten einbringt. Es sei angemerkt, dass mittels der FEM auch geo-
metrische und physikalische Nichtlinearitdten beriicksichtigt werden konnen, was hier aber

nicht notwendig ist.

Fir die Ermittlung der Eigenfrequenzen und Schwingungsformen wird aus der Kraft-Ver-
schiebungs-Gleichgewichtsbedingung (Gleichung (2.34)) unter Beriicksichtigung der Knoten-
geschwindigkeiten 4 und Knotenbeschleunigungen i sowie der Massenmatrix M der Elemente
die Bewegungsgleichung

Mi+ Ku=0 (2.45)

zur Bestimmung des zeitabhédngigen Verformungszustandes [11]. Auch fir die FE Analyse
wird in dieser Arbeit keine Dadmpfung beriicksichtigt. Zur Losung des homogenen Differenti-

algleichungssystems verwendet das FE Programm den bereits bekannten Exponentialansatz

u="ae", a=areN und i =daNeM, (2.46)
der zu dem Eigenwertproblem
(MM + K)a=0 (2.47)
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fithrt. Fiir nichttriviale Losungen @ # 0 muss die Determinante
det(\>M + K) =0 (2.48)

verschwinden und die Eigenfrequenzen folgen aus der charakteristischen Eigenwertgleichung.
In einem zweiten Schritt miissen die erhaltenen Eigenwerte in Gleichung (2.46) eingesetzt

werden, um die zugehorigen Eigenschwingungsformen berechnen zu kénnen.

Postprozessor

Eine uniiberschaubare Menge an Zahlen beschreibt nun das vom Solver ermittelte Ergebnis.
Der Postprozessor dient der Aufarbeitung und Visualisierung dieser Daten, um sie einer
Beurteilung zugénglich zu machen. Dieser Schritt ist zwar ungemein praktisch, fiihrt aber
leider oft zu einer unkritischen Betrachtung durch den Benutzer. In jedem Fall ist es wichtig
zu wissen, dass die FEM die betrachteten Strukturen im Allgemeinen zu steif abbildet. Fiir
die Eigenfrequenzen bedeutet dies, dass die berechneten Werte eine obere Schranke darstellen

und die realen Werte darunter liegen miissen.

2.7.3. Ermittlung der Eigenfrequenzen mit Hyperworks

Im Rahmen dieser Arbeit wird die FE-Software Hyperworks® verwendet. Dieses Programm-
paket setzt sich aus dem Preprozessor HyperMesh, dem Solver Radioss und dem Postprozessor
HyperView zusammen. Die explizite Auswertung der Eigenfrequenzen der unterschiedlichen
Modelle erfolgt im Abschnitt ,, Figenfrequenzen mittels FEM“ An dieser Stelle sollen die da-
fiir notwendigen programmspezifischen Grundlagen erldutert werden. Hauptaugenmerk liegt

dabei auf der Erstellung einer geeigneten Input-Datei fiir den Solver mit HyperMesh.

Geometriedefinition

In der Praxis wird meistens mit dem Importieren und Bereinigen einer CAD-Geometrie be-
gonnen. Die Moglichkeit, Geometrien direkt im Preprozessor zu erzeugen, dient hauptsachlich
dem Erstellen von Hilfspunkten, -linien oder -flichen zur Anpassung der Originalgeometrie.
Die Anderungen zielen vorrangig darauf ab Ubertragungsfehler zu korrigieren, sodass ein
geschlossener Flachenverbund vorliegt, sowie die Entfernung von Kanten, die bei der Vernet-
zung nicht beriicksichtigt werden sollen. Das Programm unterstiitzt den Anwender bei dieser

Aufgabe durch einen Farbcode fiir Berandungskanten der Fléchen:

e Griin: ,Shared Edge“: Eine Kante die sich genau zwei Fliachen teilen.

e Rot: ,Free Edge“: Eine freie Kante.
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e Gelb: Eine Kante auf die mehr als zwei Flachen zulaufen.

e Blau: ,Suppressed Edge“: Eine Kante an der keine Elementkanten liegen miissen.

Sobald die Importgeometrie bereinigt ist, ist es vorteilhaft einen Volumenkérpers (solid) zu
erzeugen. Dieser lisst sich dann leicht in Segmente zerteilen. Die Zerteilung ist notwendig,

um die Vernetzung bereichsweise besser kontrollieren zu koénnen.

Erstellung des FE-Netzes

Da die Geometrie nicht weitergegeben wird und nur dem Erstellen eines Netzes dient, ist diese
vom gewahlten Solver unabhéngig. Alle weiteren Schritte erfolgen jedoch unter Berticksichti-
gung eines bestimmten Losers, da der Preprozessor die Modellbeschreibung im Eingabeformat

des jeweiligen Solvers — hier Radioss — bereitstellen muss.

Es gibt eine Vielzahl von Moglichkeiten ein Volumen mit 3D-Elementen zu vernetzen. Sehr
oft wird auf Kosten der Genauigkeit ein Netz aus Tetraederelementen erstellt, da hierfiir
vollautomatische Algorithmen zur Verfiigung stehen. In dieser Arbeit wird aber ein Map-
pingalgorithmus (solid map — multi solids) genutzt, mit dem sich auch Hexaederelemente
erzeugen lassen. Voraussetzung ist dabei jedoch eine entsprechende Aufteilung des Gesamt-
volumens in moglichst primitive Teilkérper. Fiir eine verbesserte Kontrolle der Netzdichte
kann auflerdem auf den Begrenzungsflichen des Volumens vorher eine 2D Diskretisierung
(automesh) vorgegeben werden. Zur Uberpriifung der Netzqualitit lisst sich mit der Funkti-
on ,quality index* die Giite der einzelnen Elemente anzeigen. Des Weiteren muss kontrolliert

werden, ob bei der Netzgenerierung keine unbeabsichtigten Doppelknoten entstanden sind.

Spétestens hier muss eine Strukturierung mit sogenannten Kollektoren erfolgen. Bei der Geo-
metrieerstellung ist dies zwar auch schon sehr empfehlenswert, bei der Netzerstellung aber
unbedingt notwendig. Den einzelnen Kollektoren und damit allen darin enthaltenen Elemen-
ten werden im néchsten Schritt ndmlich die notwendigen Eigenschaften, wie beispielsweise
Materialinformationen, zugewiesen und dann dem Solver {ibergeben. Fiir Hilfsnetze miissen
daher unbedingt eigene Kollektoren verwendet werden, die nicht ausgewertet werden. Die An-
sicht ,By Comp* zeigt alle Elemente entsprechend der Farbe ihres Komponentenkollektors

an und hilft bei der richtigen Strukturierung.

Die angesprochene Zuordnung von Berechnungsdaten zu Elementen erfolgt in drei Schritten,

da HyperMesh dafiir eigene Material- und Eigenschaftskollektoren verwendet.

1. Materialkollektoren definieren ein Material eines bestimmten Typs; eine Zuordnung zu
bestimmten Modellbereichen entsteht dadurch noch nicht.
Fiir die Turbinenschaufel wird ein isotropes, linear elastisches Material angenommen,
das durch die Materialkarte ,MAT1“ beschrieben wird.

43



2.7. Grundlagen zur Methode der finiten Elemente

2. Eigenschaftskollektoren dienen der Definition von Elementeigenschaften. Dazu geho-
ren einerseits Querschnittseigenschaften (Fliache, Flichenmomente 2. Ordnung,. .. ) fir
Balkenelemente sowie Schaleneigenschaften und andererseits die Materialeigenschaften
durch Zuordnung eines zuvor erstellten Materials.

Fiir die verwendeten Kontinuumselemente erzeugt die Karte ,PSOLID* die Bereit-
stellung der Materialeigenschaften. Aulerdem kann hier auch das Integrationsschema

geandert werden.

3. Komponentenkollektoren kénnen schliellich Eigenschaftskollektoren zugewiesen wer-
den. Dadurch erhalten die Elemente die benétigten Eigenschafts- und Materialdefi-

nitionen.

Eine vollstédndige und richtige Zuordnung kann durch die Ansichten ,,By Prop* und ,, By Mat“
iberpriift werden, die die Elemente in den Farben der Material- und Eigenschaftskollektoren
darstellt.

Lasten, Randbedingungen

Sind die Elemente vollstindig definiert, erfolgt die Modellierung der Randbedingungen. Der
Solver Radioss verlangt die Aufspaltung in zwei Gruppen, die in zwei Lastkollektoren angelegt
werden miissen. Die erste Gruppe enthilt die Verschiebungsrandbedingungen. Diese werden

als Single Point Constraints (SPC) bezeichnet. Die zweite Gruppe enthélt die Lasten.

Lastfalle

Es verbleibt nun die Art der Analyse vorzugeben und entsprechende Lastschritte zu definieren.
Eine Analyse kann auch aus mehreren Lastschritten bestehen, z.B. Aufbringen der Fliehkraft

in Schritt 1 gefolgt von einer Modalanalyse in Schritt 2.

Fiir eine lineare statische Analyse (loadsteps — linear static) miissen Lasten und Verschie-
bungsrandbedingungen ausgewéhlt werden. Bei einer Modalanalyse (loadsteps — normal mo-
des) miissen die SPCs ausgewéhlt werden und der Verweis auf eine weitere Eingabekarte er-
folgen, die die zu wéhlende Berechnungsmethode und weitere Eigenschaften enthélt. Lasten
werden bei einer Eigenfrequenzanalyse nicht ausgewadhlt. Radioss bietet zwei Losungsalgo-
rithmen fiir Eigenschwingungsanalysen an. Zum einen ist dies die Lanczos-Methode und zum
anderen die AMSES-Methode (Automated Multi-level Sub-structuring Eigenvalue Solution).
In dieser Arbeit wird die Lanczos-Methode verwendet, die tiber die ,,EIGRL“-Karte — siehe
Abbildung 2.24 — aufgerufen wird. Dieser langsamere Algorithmus wird verwendet, da nur
die niedrigsten und relativ wenige Eigenwerte berechnet werden miissen und diese dafiir auf

Basis des aufgestellten Gleichungssystems exakt berechnet werden. In der ,,EFIGRL“-Karte
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ist eine Einschrankung auf den interessierenden Frequenzbereich V1 bis V2 sowie die Angabe

der Anzahl zu berechnender Eigenfrequenzen ND mdglich.

(1) (2) (3) (4) () (6) (7) (8) (9) (10)

EIGRL SID V1 V2 ND MSGLVL | MAXSET | SHFSCL | NORM

Abbildung 2.24.: EIGRL-Karte [18]

Analyse

Das Preprozessing ist nun komplett und es kann die Input-Datei fiir den Solver generiert
werden. Wie bereits erwahnt, ist darauf zu achten, dass keine Kollektoren mit Hilfsnetzen

iibergeben werden.

Postprozessing mit HyperView

Wenn die Input-Datei erfolgreich gelost werden kann, schreibt Radioss das Ergebnis in eine
Datei mit der Endung ,,h3d*. Die Ergebnisse der Analyse kénnen nun mit dem Postprozessor

HyperView visualisiert werden.
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3. Analytische Berechnung der
Eigenfrequenzen

3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Die an dieser Stelle zu l6senden Bewegungsgleichungen wurden bereits in Kapitel 2.5 vor-
gestellt. Da durch die Annahme, dass Schwerpunkt und Schubmittelpunkt zusammenfallen,
die Torsionsschwingungen und die Biegeschwingungen voneinander entkoppelt sind, werden

diese getrennt untersucht.

3.1.1. Biegeschwingungen

In der technischen Biegelehre wird oft von Balkenschwingungen gesprochen, wenn reine Bie-
geschwingungen diskutiert werden. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen des Stabmodells

werden dabei auf den Teil reduziert, der die Biegeschwingungen beschreibt.

BERNOULLI-EULER-Balken

Fiir die freien ungeddmpften Biegeschwingungen des BERNOULLI-EULER-Stabes verbleibt
mit I, — I aus Gleichung (2.18) die Differentialgleichung

EIu" + pyAii =0 (3.1)

mit den vier Randbedingungen der einseitigen Einspannung bei Z = 0 und einem freien Ende
bei Z =L

0
(3.2)
0.

Wie bereits erwéhnt, sind die Anfangsbedingungen fiir die Bestimmung der Eigenfrequenzen
nicht relevant. Sollte beispielsweise der Dampfungseinfluss beriicksichtigt werden, ist bereits
an dieser Stelle die Verwendung numerischer Losungsalgorithmen ratsam. Da dafiir meist eine

relative genaue Charakterisierung der Gleichung erfolgen muss, sei angemerkt, dass es sich
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hier um eine sogenannte ultraparabolische partielle Differentialgleichung vierter Ordnung in
der Ortsvariablen Z und zweiter Ordnung in der Zeit ¢ handelt [39].

Der isochrone Produktansatz fiir harmonische Schwingungen
u(Z,t) = U(Z) sin(wt) (3.3)
fithrt durch Einsetzen der benétigten Ableitungen
iW(Z,t) = —w?U(¢)sin(wt) und " (Z,t) = éU"”(O sin(wt) (3.4)

in Gleichung (3.1) auf das zugehorige Eigenwertproblem

0 0
U" = U mit (3.5)
0 0

Hoch gestellte Striche kennzeichnen hier bereits Ableitungen nach der dimensionslosen Orts-

koordinate

_ a() _ 9()
C=2/L = 57 =T (3.6)

und der Eigenwert A hingt mit der Eigenkreisfrequenz w iiber

_ poAw?

)\4
EI

L (3.7)
zusammen. Der Exponentialansatz
U(¢) = Cer© (3.8)
fithrt nun nach Einsetzen in Gleichung (3.5) auf
kICerS — \Cet =0 (3.9)
und wegen Ce”¢ # 0 zur Dispersionsgleichung
kP =0 (3.10)

mit ihren vier Losungen
K12 = ﬂ:i)\, R34 = +A. (3.11)

Die allgemeine Losung setzt sich somit aus den vier Teillosungen
4

U(C) = Cie™ = Cre™ + Coe ™ 4 Oz + Cye™ (3.12)
=1
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zusammen, die auch reell dargestellt werden kann:

U(¢) = 0= Aysin(\() + Az cos(A() + Assinh(A() + A4 cosh(A() (3.13)

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ergibt sich das algebraische Gleichungssys-

tem
U(O) =0=Ay+ Ay
U0)=0=A4;+A
(0) L+ Ag o1
U”(0) =0 = —A;sin(\) — Ay cos(\) + Az sinh(\) + A4 cosh())
U"(0) =0 = —Aj cos(\) + Ay sin(\) + A cosh(\) + Ay sinh(N) ,

das in Matrixschreibweise die Form

0 1 0 1 Ay
1 0 1 0 Ag
—sin(A) —cos(A\) sinh(A) cosh(\) | | 43
—cos(A\)  sin(A)  cosh(A) sinh(\) ) \ Ay

(3.15)

o O O O

annimmt. Die Forderung, dass die zugehorige Systemdeterminante fiir nichttriviale Losungen

(Ay, Ay, As, Ay) # 0 verschwinden muss, liefert die transzendente Eigenwertgleichung
cos(A) cosh(A) +1=0, (3.16)

die numerisch auszuwerten ist. Sind die Eigenwerte bestimmt, kann aus Gleichung (3.13)
zu jedem A eine Eigenfunktion berechnet werden. Da die Loésung der Eigenwertgleichung
ohnehin nicht analytisch moglich ist, wird ohne Verlust der Genauigkeit die Berechnung der
Determinante der Koeffizientenmatrix aus Gleichung (3.15) und deren Nullstellensuche direkt
numerisch realisiert. Die vollstdndigen MATLAB-Scripts aller Berechnungsmodelle sind im
Anhang abgebildet.

Abbildung 3.1 zeigt die ersten drei Eigenformen zu den berechneten Biegeeigenfrequenzen
um die z-Achse:
Eigenfrequenzen = 160.4 1005.2 2814.4 Hz

Die Eigenfrequenzen der Biegung um die y-Achse lauten:
Eigenfrequenzen = 601.9 3772.2 10562.4 Hz

Fiir die Berechnung der Eigenfrequenzen wurde einerseits der Zusammenhang zwischen Ei-
genkreisfrequenz und Eigenwert aus Gleichung (3.7) und andererseits die bekannte Gleichung

w = 27 f verwendet.
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

1. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

3. Eigenschwingungsform
1 ! ! ' ! ! ! ! ! !

-1 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.1.: Biegeschwingungen um die z-Achse der Schaufel als BERNOULLI-Modell

Schubkorrekturfaktor

Durch eine verfeinerte Betrachtung im Rahmen der Theorie von TIMOSHENKO mit Be-
riicksichtigung der Schubverformung und der Rotationstrigheit wird eine quantitative Aus-
sage liber die Anwendbarkeit des Stabmodells nach BERNOULLI bei vorliegender Turbi-
nenschaufel moglich. Bevor jedoch die Berechnung der Eigenfrequenzen nach dieser Theorie
durchgefiihrt werden kann, muss der bereits in Kapitel 2.5.3 erwdhnte Korrekturfaktor zur

Berechnung der Schubfliche bestimmt werden.

Durch eine Schubspannung 7 wird nach dem HOOKEschen Gesetz eine Verzerrung hervorge-
rufen, die durch den Gleitwinkel v = 7/G beschrieben wird. Die Bedingung eben bleibender
Querschnitte im Rahmen der beiden Balkentheorien erfordert konstante Gleitwinkel vg tiber
die Querschnittshéhe und damit auch konstante Schubspannungen 7. Allerdings widerspricht
dies dem natiirlichen verédnderlichen Verlauf der Schubspannung, der zu einer Verwolbung

fithren wiirde — vergleiche Abbildung 3.2.

Abbildung 3.2.: Verdnderliche und mittlere Schubspannung [7]
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Um den durch diese Ndherung erzeugten Fehler zu begrenzen, wird der sogenannte Schub-
korrekturfaktor kg eingefithrt. Mit diesem erfolgt der Ubergang von der tatsichlichen Quer-
schnittsfliche A zur Schubfliche Ag, auf die die mittlere Schubspannung wirkt:

Ag= 2 (3.17)
K

Der Korrekturparameter entsteht aus der Bedingung, dass die Forménderungsenergien des
realen und des gemittelten Schubspannungszustandes gleich sein miissen [7]. Ohne auf die

Herleitung néher einzugehen, ergibt sich beispielsweise fiir die 2-Achse der Zusammenhang

A [S?
YA

S, (y) ist das statische Moment der bei y abgetrennten in Abbildung 3.3 schraffierten Teilfliche
beziiglich der Schwerpunktachse x und errechnet sich aus ,,Teilfliche mal Schwerpunktsko-
ordinate der Teilfliche“. Der kg-Wert ist entsprechend dieser Gleichung nur von der Quer-

schnittsform abhéngig.

X
| =

dA = b(y)dy

1 Wza
LI

Abbildung 3.3.: Bestimmung des Schubkorrekturfaktors bei einem Rechteckquerschnitt

Aufgrund der komplizierten und nicht mathematisch beschriebenen Geometrie der Turbinen-
schaufel wird das Integral in Gleichung (3.18) nidherungsweise durch eine Summe ersetzt. Die
Diskretisierung des etwa 12mm dicken Schaufelprofils erfolgt in 0,25mm Schritten und die
39,5mm lange Profilsehne wird in 0,82mm breite Stiicke zerlegt. In beiden Féllen ergeben
sich damit 48 zu summierende Teilbereiche. Um den Fehler gering zu halten, werden die Gro-
Ben zur Bildung des statischen Moments direkt aus dem CAD-Modell ausgelesen und in die

Berechnungstabelle — siche Anhang — eingetragen.

Das Ergebnis dieser Berechnung liefert die beiden Schubkorrekturfaktoren

kgr = — =1,05
A
o (3.19)
/is’y = E = 17 18
y

fur die - und y-Achse.
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

TIMOSHENKO-Balken

Die Balkenschwingungen des TIMOSHENKO-Balkens werden entsprechend Gleichung (2.16)
mit ¢, — ¢ und I, — I durch die gekoppelten Differentialgleichungen

GAs(u" —¢') — poAii =0

. . . (3.20)
GAs(u' — ) + EIp" — polp =0

beschrieben, die jeweils zweiter Ordnung in u und ¢ sind. Es handelt sich dabei um partielle

hyperbolische Differentialgleichungen. Die Randbedingungen reduzieren sich an der Einspan-

nung Z =0 zu
u(0,t) =0
(3.21)
©(0,t) =0
und am freien Ende bei Z = L lauten sie nun
EIY(Lit)=0 = "(L,t) =0
¢ (L) ¢ (L,t) (3.22)
GAg[u/ (L,t) —p(Z4)] =0 = u'(L,t)—p(Z,t)=0.

Der isochrone Produktansatz der Form

(u(Z, t)) _ <U(Z)> it (3.23)
gp(Z, t) ®(2)

liefert das zugehorige Eigenwertproblem

GAg(U" — @) + poAw?U =0
GAs(U' — ®) + EI®" + polw?® =0 (3.24)
U0)=0, ®0)=0, ®(L)=0, U(L)—®(L)=0.

Mit der Verwendung der bereits bekannten dimensionslosen Ortskoordinate ¢ sowie den di-
mensionsgleichen abhéngigen Variablen U(¢) und T'(¢) = L®(Z) geht diese Gleichung in

GA

ST =T + po AU =0 .
3.25

GAs EI_, pOIW2 _

T(U T)—i-ﬁT—i- 7 T=0
mit den Randbedingungen

(0) (1) 526)

T0)=0 U'(1)-T(1) =0

iiber. Ferner ist es an dieser Stelle sinnvoll die Abkiirzungen o? = I/(AL?), v = EA/(GAg)
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

und A\ = pgAL*w?/(EI) einzufiihren. Es sei angemerkt, dass o in Tabelle 2.3 bereits als
dimensionslose Kennzahl zur Beschreibung der Schlankheit der Schaufel verwendet wurde.

Damit erhélt man fiir das Eigenwertproblem

(U" =T + 7 MU =0

(3.27)
(U =T) +va*T" + vo*XNT =0 .

Der Exponentialansatz aus Gleichung (2.31) in der Form

(U(O> - (Cl> e (3.28)
() &

tiberfithrt die zeitfreien Differentialgleichungen des Eigenwertproblems Gleichung (3.27) in
die algebraische Matrizen-Eigenwertaufgabe Gleichung (2.32). Konkret ergibt sich

[ s PR s (e P A [T M R

und zusammengefasst

214 2
YarA* + Kk —K c1 0
i 5 9 = . (3.30)
K Ya*A* + yatk® — 1) \co 0

Die Bedingung einer verschwindenden Determinante fiir nichttriviale Losungen (c1,¢2) # 0

fithrt zur biquadratischen Dispersionsgleichung
KU 2(1+ DN E2 4+ (a2 =DM =0, (3.31)

die den Zusammenhang zwischen k und A beschreibt.

Wie bei der Theorie nach BERNOULLI sind auch hier vier Losungen zu erwarten. Deren
Bestimmung bedarf allerdings einiger Zwischenrechnungen. In einem ersten Schritt wird Glei-

chung (3.31) durch Substitution auf eine quadratische Gleichung zuriickgefiihrt:

K=K : K24 21+ )N K + (ya']X\ =)A= 0 (3.32)

Die Losung dieser Gleichung lautet

2(1 2(1 2
Kio= —O‘(;'Y)M + ﬂo‘(;”)) A8 — (yadMd — 1)\ (3.33)
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

und die Riicksubstitution ergibt dann

k1234 = 11/ K12 . (3.34)

Bei diesen Rechenschritten muss einerseits darauf geachtet werden, dass keine Losungen ,ver-
gessen“ werden, und andererseits muss kontrolliert werden, ob und unter welchen Bedingun-
gen die Wurzelausdriicke negativ werden koénnen. Der Teil unter der Wurzel in Gleichung
(3.33) ist immer dann positiv, wenn

A > 4

R TE R (3.35)

ist. Da alle Eigenwerte positiv sind, ist diese Ungleichung stets erfiillt und muss nicht wei-
ter berticksichtigt werden. Fur die Wurzel in Gleichung (3.34) muss die gesamte Gleichung
(3.33) auf Nullstellen untersucht werden. Die giiltige Bedingung ist auch aus Gleichung (3.31)
abzulesen und lautet

M < % : (3.36)

Yo

Diese Ungleichung liefert nun tatséchlich bei Gleichheit einen kritischen Eigenwert, dessen
Uberschreitung zu einem Vorzeichenwechsel unter der Wurzel und damit zu geéinderten An-
satzfunktionen fithrt. Um entscheiden zu kénnen, ob sowohl die Gleichungssysteme fiir A < Ag
als auch fiir A > A untersucht werden miissen, wird die zu diesem kritischen Eigenwert geho-
rende Eigenfrequenz ermittelt. Mit den bekannten Abkiirzungen fiir A\, @ und ~, dem Schub-

korrekturfaktor und den Zahlenwerten aus Tabelle 2.2 gilt fiir die kritische Eigenfrequenz

1 A
Jo, = -S4 — 196500
” 2w kspof
. e (3.37)
fr, 27T,/kspoj 8 660Hz

Ein Vergleich dieses Wertes mit den berechneten Eigenfrequenzen nach der Theorie von BER-
NOULLI zeigt, dass die Werte A > Aj hier nicht interessieren und die Betrachtung des Falles

A < Ap geniigt. Da der kritische Wert stark von der untersuchten Geometrie abhédngt, kann er

bei gedrungeneren Turbinenschaufeln aber auch in den zu untersuchenden Bereich fallen. Es
sei angemerkt, dass der Zusammenhang k(\) im Zuge einer numerischen Berechnung nicht
unbedingt explizit hergestellt werden muss, wenn die Nullstellen der Dispersionsgleichung zu
jedem moglichen A\ numerisch bestimmt werden. Dies ist vor allem dann notwendig, wenn der
Polynomgrad der Dispersionsgleichung grofier als vier ist — wie spéter bei den gekoppelten
Biege-Torsions-Schwingungen —, da die analytische Berechnung von x(\) dann nur noch in

Spezialfillen moglich ist.
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Fir A < A\ lautet Gleichung (3.34) nun unter Beriicksichtigung aller Losungen

2 1 2 1 2
K1,2,34 = i)\\l —(1(2—’_7))\2 + \/1 + <OM) A (3.38)

2

Mit den Abkiirzungen

2(1 2(n _ 2
PGS O Vl NEEES

! (3.39)
a?(1+ 2(y—1
Q2 = +u)\2 +4/1+ (a(Fy)> 24
2 2
geht Gleichung (3.38) unter Verwendung von i = y/—1 in die angenehme Form
K1o = A
e va (3.40)
K34 = TiA/q2

iiber. Neben der nun abgeschlossenen Bestimmung von () kann aus Gleichung (3.30) auch
eine Aussage iiber die Konstanten getroffen werden. So lésst sich fiir jedes k;(i = 1,2,3,4)
das Amplitudenverhéltnis

cai _ iy +ya?M (3.41)

Cli K
angeben. Die allgemeine Losung der Differentialgleichungen aus Gleichung (3.27) lautet da-
mit

U 1 1 |

( (O> = > et | 24 qa2n | e (3.42)

und nach Einsetzen der () in reeller Form

U(¢) = Ajrsin (A\/q20) + A1z cos (A\/q2() + A1 sinh (A\/q1¢) + A14 cosh (A\/q1()

—A 2)\3
T(() = mﬁzo‘ [ = A1 cos (\/@20) + Arasin (Ay/gC) |+ (3.43)
2\3
+ Aq e’ [Alg cosh (A/q1¢) + A14sinh ()\\/QTO} .

Va

Das Anpassen an die vier Randbedingungen liefert schliefllich das algebraische Gleichungs-
system, dessen Determinante fiir nichttriviale Losungen als Eigenwertgleichung wieder null
werden muss und das zu jedem Eigenwert die ndtigen Gleichungen fiir die verbliebenen vier
unbekannten Ay; (i = 1,2,3,4) bereitstellt.

Wie bereits bei der Theorie nach BERNOULLI erfolgt die Berechnung der gesuchten Werte

aus diesem Gleichungssystem heraus numerisch. Das entsprechende MATLAB-Script ist im
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Anhang zu finden.

Fir die Biegung um die xz-Achse ergeben sich:
Eigenfrequenzen = 160.2 996.6 2758.6 Hz

In Abbildung 3.4 sind die entsprechenden Eigenformen dargestellt.

1. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
3. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.4.: Biegeschwingungen um die z-Achse der Schaufel als TIMOSHENKO-Modell

Die Biegeeigenfrequenzen um die y-Achse lauten:
Eigenfrequenzen = 590.9 3357.3 8345.7 Hz

3.1.2. Torsionsschwingungen
Die Bewegungsgleichung fiir Torsionsschwingungen nach ST. VENANT
polyih — GIryp" =0 (3.44)

mit der ldingenbezogenen Drehmasse pol, und der Torsionssteifigkeit GIr ist bereits in den
Gleichungen (2.16) und (2.18) der Stab-Modelle von BERNOULLI und TIMOSHENKO ent-
halten. Auch die dazugehérigen Randbedingungen

$(0,6)=0 und  Y/(L,t)=0 (3.45)

sind schon aus Gleichung (2.23) und (2.24) beziehungsweise (2.25) und (2.26) bekannt. Bevor
jedoch die Differentialgleichung gelost wird, soll die noch unbekannte Groéfle I, das soge-

95



3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

nannte Torsionstragheitsmoment, bestimmt werden. Dies erfolgt auf zwei unterschiedliche
Arten.

Naherungsmethode fiir I: , Ersatzellipse*

Diese Naherungsmethode wird von Traupel in [37] angegeben und stammt aus einer unverof-
fentlichten Arbeit von Beglinger. Erklart wird sie anhand von Abbildung 3.5. Zunéchst wird
das Originalprofil unter Beriicksichtigung der Dickenverteilung h(d) in ein symmetrisches
Profil, Abbildung 3.5 b), umgeformt. Dieses hat beziiglich seiner Haupttragheitsachsen die
gleichen Tréagheitsmomente I7 und I3 wie die Ellipse, Abbildung 3.5 ¢), mit den Hauptachsen

a und b.
'A’\v A
TSR Ny
a > 3
5 y*
< S x*
b) A

)

Abbildung 3.5.: Ndherungsmethode fiir I7. a) Originalprofil; b) gleichwertiges Profil mit ge-
rader Skelettlinie; ¢) dquivalente Ersatzellipse [37]

Fiir elliptische Querschnitte gibt es bekanntlich eine geschlossene Losung der POISSONschen
Differentialgleichung (Gleichung (2.19)) und das Torsionstragheitsmoment kann mit

a’h3

=227
T a2yr

(3.46)

berechnet werden. Dieses wird jedoch nicht direkt dem Torsionstriagheitsmoment des Origi-

nalprofils gleichgesetzt. Zuvor wird das Verhaltnis von I, und It zu

Yr = —— (3.47)

definiert. Der mit den Tragheitsmomenten des elliptischen Querschnitts bestimmte Koeflizient
kann nun auch fiir das Originalprofil verwendet werden. So lésst sich das Torsionstrégheits-
moment mit guter Naherung aus dem polaren Triagheitsmoment des gegebenen Schaufelprofils
ermitteln. Mithilfe der Beziehungen zur Berechnung der Tragheitsmomente einer Ellipse kann

der Koeffizient ¢ direkt aus den Trégheitsmomenten des symmetrischen Profils ermittelt
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

werden: L
Yr =~ (2 +1+ 2) (3.48)

4\Iy L
Falsch angewendet liefert diese Methode jedoch naturgeméfl nicht das gewiinschte Ergeb-
nis. In diesem Sinne ist vor allem darauf zu achten, dass in Gleichung (3.48) nicht direkt
die Tragheitsmomente des Originalprofils, sondern die des gleichwertigen Profils mit gerader

Skelettlinie eingesetzt werden.

Die Anwendung dieser Methode liefert das symmetrische Profil in Abbildung 3.6. Die Tréag-

heitsmomente, 17 und das resultierende I sind in Tabelle 3.1 dargestellt.

Abbildung 3.6.: gleichwertiges Profil mit gerader Skelettlinie

Tabelle 3.1.: Torsionstréagheitsmoment mit Naherungsmethode

I I; I I
] | ot | ) | o) | )| Bemerkun

829 22745 23574 3203 7,36 Ersatzellipse

829 22745 22258 3024 7,36 richtige Ndherung nach Traupel
1476 20783 22258 5510 4,04 falsche Naherung nach Traupel

Numerische Methode fiir I7: ,spezielles FE-Element*

Statt einen dhnlichen Querschnitt mit strenger Losung der POISSONschen Differentialglei-
chung zu suchen, kann diese direkt fiir das gegebene Profil numerisch ausgewertet werden.
In [7] wird fir diese Aufgabe wegen ihrer Flexibilitdt die Methode der finiten Elemente
verwendet, allerdings diesmal unabhéngig von der klassischen Anwendung wie sie in Ka-
pitel ,,Grundlagen zur Methode der finiten Elemente“ gezeigt wurde. So verlieren Begriffe
wie ,,Kraft“, ,Verschiebung“ oder ,,Steifigkeitsmatrix“ hier ihre Bedeutung, die grundlegende
Struktur bleibt dennoch erhalten. Zur Berechnung kommt nicht das bereits erwéhnte kom-
merzielle FE-Programm Hyperworks® zum Einsatz, sondern ein von Dankert? unter dem
Namen FEMSET zur Verfiigung gestellter FE-Solver, der unter anderem von MATLAB ver-
wendet werden kann. Das Pre- und Postprozessing wird mithilfe von MATLAB-Funktionen

realisiert.

2Professor fiir Informatik an der HAW Hamburg, Department Maschinenbau und Produktion
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Zur Vernetzung wird ein sechsknotiges Dreieckselement verwendet. Jeder Knoten besitzt einen
Freiheitsgrad: den Funktionswert der Torsionsfunktion ¢;. Um die Bestimmung der Flachen
der Elemente, die fiir die Berechnung des Torsionstragheitsmoments nach Gleichung (2.22)
benotigt werden, moglichst einfach zu halten, sollen die Knoten 4, 5 und 6 entsprechend
Abbildung 3.7 auf den Verbindungslinien der Eckknoten 1, 2 und 3 liegen.

Abbildung 3.7.: Dreieckselement fiir die ST. VENANTsche Torsion [7]

Mithilfe der Variationsrechnung und der Methode der finiten Elemente entsteht aus der POIS-
SONSschen Differentialgleichung schliellich die Element-Beziehung

Ke ¢e - fe,red =0. (349)

Die Randbedingung ¢rqng = 0 wird auf gleiche Weise realisiert wie in der klassischen Anwen-
dung die Vorgabe von Verschiebungsrandbedingungen. Zusammengefasst miissen folgende

Informationen dem FEMSET-Algorithmus {ibergeben werden:
e Matrix mit allen Knotennummern und ihren XY-Koordinaten
o Koinzidenzmatrix mit der Zuordnung der Knoten zu Elementen

e Randbedingungen in Form einer Matrix mit Nummern aller Randknoten

Die Losung des Gleichungssystems liefert fiir alle Knoten des Netzes die Werte ¢; der Tor-
sionsfunktion. Im Sinne der Methode der finiten Elemente kann nun fiir jedes Element ein

Anteil des bereits bekannten Integrals

Ir=—-4 [¢dA (3.50)
/

berechnet werden. Das Integral wird selbstverstédndlich noch durch die Summe

4

IT =3 Z ADreieck(¢4 + ¢5 + ¢6) (351)
3

iiber alle Dreieckselemente ersetzt. Die in dieser Gleichung vorkommende Fliche A ldsst sich

leicht mit der allgemeinen Formel

1
Apreicck = 5 | X1(Y2 = ¥3) + Xa(¥s = Y1) + Xs(Yi — V)| (3.52)
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

zur Bestimmung des Flacheninhalts eines Dreiecks in der Ebene aus den Koordinaten der Eck-
knoten des jeweiligen Elements bestimmen. Fiir die in Abbildung 3.8 dargestellten FE-Netze
sind die nach dieser Methode berechneten Torsionstrédgheitsmomente in Tabelle 3.2 zusam-

mengefasst.

Abbildung 3.8.: Unterschiedliche Vernetzung des Schaufelquerschnitts

Tabelle 3.2.: Torsionstrédgheitsmoment mit numerischer Methode

Ir [mm?] | Y7 [-] | Bemerkung
2854 7,8 | grobe FE-Diskretisierung (n = 25)
3024 7,36 | mittlere FE-Diskretisierung (n = 106)
3045 7,31 | feine FE-Diskretisierung (n = 529)

Torsionseigenfrequenzen

Nun soll die partielle Differentialgleichung aus Gleichung (3.44) nach dem iiblichen Schema

gelost werden. Der isochrone Produktansatz liefert das Eigenwertproblem
MU+ 0" =0 (3.53)

in Form einer gewohnlichen Differentialgleichung mit ¥(¢). Darin bezeichnen hochgestellte
Striche Ableitungen nach der bekannten dimensionslosen Ortskoordinate ¢ und die Eigen-

kreisfrequenz w lasst sich mit
9 pOIpw2L2
~ GIr

aus dem Eigenwert A bestimmen. Des Weiteren fithrt der bereits verwendete Exponentialan-

A (3.54)

satz zur Dispersionsgleichung
M4+ r2=0 (3.55)

mit der der Zusammenhang () diesmal wieder sehr einfach iiber
K12 = i\ (3.56)
beschrieben wird. Auflerdem liefert der Exponentialansatz die allgemeine Losung

U(() = Arsin(AC) + Az cos(A() (3.57)
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3.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

und mit den Randbedingungen in Abhéngigkeit der dimensionslosen Ortskoordinate
v(0)=0 und V'(1)=0 (3.58)

das algebraische Gleichungssystem

ety ) () =)
, = . (3.59)
cos(A) sin(A)/) \As 0

Mit der fiir nichttriviale Losungen zu Null gesetzten Systemdeterminante erhélt man schlus-
sendlich die Eigenwertgleichung
cos(\) =0. (3.60)

Mit dem in Gleichung (3.54) dargestellten Zusammenhang und der Beziehung f = w/(27)
ergeben sich die ersten drei Torsionseigenfrequenzen fiir das starr eingespannte Schaufelblatt
und ein Torsionstrigheitsmoment von I7 = 3045mm?* (Y1 = 7,31) zu:

Eigenfrequenzen = 1376.3 4129.0 6881.6 Hz

Die entsprechenden Eigenformen sind in Abbildung 3.9 dargestellt.

1. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

3. Eigenschwingungsform
1 T ! ' ! ! ! ! ! )

-1 I I I I I | I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.9.: Torsionseigenschwingungen

Tabelle 3.3 zeigt eine Gegeniiberstellung der ersten Torsionseigenfrequenzen in Abhéngigkeit
des verwendeten Torsionstragheitsmoments. Es ldsst sich erkennen, dass bei richtiger An-
wendung der vorgestellten Naherungsmethode ein sehr guter Wert fiir das vorliegende Profil

erzielt wird.
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3.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

Tabelle 3.3.: 1. Torsionseigenfrequenzen fiir verschiedene Torsionstriagheitsmomente

I7 [mm?] | ¥ [-] | Frequenz | Bemerkung
22258 1 3721 It =1,
5510 4,04 1851 falsche Naherung nach Traupel
3045 7,31 1376 feine FE-Diskretisierung
3024 7,36 1372 richtige Naherung nach Traupel
3024 7,36 1372 mittlere FE-Diskretisierung
2854 7,8 1332 grobe FE-Diskretisierung

3.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitat

Unter Beriicksichtigung der Elastizitét der Einspannstelle Z = 0 tritt dort sowohl eine Absen-
kung wie auch eine Neigung jeweils infolge von Querkraft und Biegemoment auf. Es miissen

daher die urspriinglichen Randbedingungen

u(0)
u'(0) =

0
(3.61)
0

an die gedinderten Bedingungen angepasst werden. In Anlehnung an die Arbeit von Beglinger
und Schlachter [4] l4sst sich der Einfluss des Moments und der Querkraft auf die Neigung
und die Absenkung ganz allgemein mit der Einfiihrung der Elastizitdtskonstanten K, Ko,
K3 und K4 durch

Uy (0) = KM ug(0) = KbQ

UM(O) = KgM UQ(O) = K4Q

(3.62)

beschreiben. Wegen der Symmetrie des Spannungstensors gilt auflerdem, dass Ko = K3 ist.

Tabelle 3.4.: Einheiten der Elastizitatskonstanten

Elastizitatskonstante | Einheit
K, 1/Nm
Ky = K3 1/N
K, m/N

Unter Beriicksichtigung der in Tabelle 3.4 angefiihrten Einheiten der Elastizitdtskonstanten

lassen sich daraus die dimensionslosen Grofien

EI EI EI
B:Kli. y E:KQT und ’ﬁ:Kgis (363)
7 ] ?

bilden. Die verwendete Grofe i stellt den Trégheitsradius sqrtl/A gegeniiber der x-Achse

dar. Wéahrend sich die Randbedingungen am freien Ende nicht &ndern, ergibt sich fiir den
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3.3. Modell 3: Einfluss des Rundungsradius am Schaufelfufl

BERNOULLI-Balken mit

M = —EIu"
(3.64)
Q=—EI"
schliefflich an der Einspannung
w(0) — (=i%u"(0) — ¥i*u"(0)) =0
(3.65)
W/(0) = (Bin"(0) - £i*u”(0)) =0 .

Es ist zu beachten, dass der Zusammenhang aus Gleichung (3.64) nur innerhalb der Theorie
von BERNOULLI giiltig ist. Bei Verwendung des vorliegenden Ansatzes fiir die Eigenfre-
quenzen eines Balkens nach der Theorie von TIMOSHENKO sind die Beziehungen

M = —EIy¢

(3.66)
Q=GAs (v — o)

zu verwenden. In jedem Fall setzt eine Beriicksichtigung der Einspannelastizitidt voraus, dass
die dimensionslosen Elastizitdtskonstanten 5, € und ¥ der untersuchten Schaufelbefestigung
bekannt sind. Exakt sind diese nur aus einer Messung zu ermitteln. Gegebenenfalls kann
auch auf Werte einer dhnlichen Konfiguration zuriickgegriffen werden. An dieser Stelle soll
die starrest mogliche Einspannung untersucht werden. In [3], [4] und [37] sind fiir diesen Fall
die in Tabelle 3.5 dargestellten Werte angefiihrt.

Tabelle 3.5.: Elastizitdtskonstanten der starrest moglichen Einspannung

Quelle B[ e[ 9 [
Beglinger et al. [3] 1,40 0,52

Beglinger und Schlachter [4] 0,85 0

Traupel [37] 1-1,1 0

Mit den Werten von Beglinger und Schlachter [4] werden die Biegeeigenfrequenzen um die
x-Achse anhand der Theorie von BERNOULLI zu:
Eigenfrequenzen = 157.2 985.6 2759.5 Hz

Tabelle 3.6 zeigt weitere Werte, die unter anderem mit der Verwendung des TIMOSHENKO-

Modells und anderen Elastizitdtskonstanten berechnet wurden.

3.3. Modell 3: Einfluss des Rundungsradius am Schaufelful3

Im Gegensatz zu der bisherigen Annahme, dass das Schaufelblatt scharfkantig an der Ein-

spannstelle ende, ist der Ubergang zwischen Schaufelblatt und -ful stark abgerundet und es
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3.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

Tabelle 3.6.: Biegeeigenfrequenzen um die x-Achse mit Beriicksichtigung der Einspann-

elastizitat
Grundleg.e nde | Elastizitdt scll;“]?;:legglfng sc21;vx]f?i,:1egglfng sfﬂ\n]i;egglfng
Theorie (B;e;9) (] [E7] [E]
BERNOULLI 1,4; 0,52; 5 155,5 973,2 2725,2
BERNOULLI 0,85; 0; 5 157,2 985,6 2759,5
BERNOULLI 1,1; 0; 0 156,3 980,8 2748,7
TIMOSHENKO | 1,4; 0,52; 5 155,0 965,4 2674,6
TIMOSHENKO 0,85; 0; 5 157,0 977,5 2707,0
TIMOSHENKO 1,1; 0; 0 156,1 972,8 2696,8

liegt bei Z = 0 bereits ein verdnderter Querschnitt vor. In vorliegender Arbeit wird der Ein-
fluss dieser Verrundung in Kapitel 4.3 mithilfe eines 3D-FE-Modells untersucht und anschlie-
Bend in Kapitel 6.1.3 eine virtuelle Ersatzschaufellinge zur analytischen Beriicksichtigung des

Rundungsradiuses angegeben.

3.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

3.4.1. Rotationseinfluss

Die Bewegungsgleichungen eines Stabes unter Verwendung der BERNOULLI-Hypothese und
Beriticksichtigung der Zentripetalkraft lauten

poAii + po AQZ sin(B) cos(B)v — poAQZ cos?(B)u — (Fu')' + ELu™ =0 .

poAs — pg AQE sin?(B)v + po A3 sin(B) cos(B)u — (Fv') + ELw"" =0 . (3:67)
Dabei misst § den Anstellwinkel gegen die Scheibenebene und F(Z) stellt die ortsabhén-
gige Fliehkraft dar. Des Weiteren wurden in dieser Darstellung etwaige Langsschwingungen
und die schwache Kopplung durch die CORIOLIS-Beschleunigungsanteile vernachléssigt. Die
Kopplungsterme mit 2, die aus der Fiihrungsbeschleunigung resultieren, konnen als ein-
zelne nicht vernachlissigt werden. Mit ausreichender Genauigkeit konnen die Terme mit 03
aber im Gesamten unberiicksichtigt bleiben. Damit ergeben sich zwei wesentlich einfachere

entkoppelte Differentialgleichungen der Form

poAii — (Fu') + EIu"" =0 . (3.68)

Die gleiche Formulierung erhélt man auch mit der Annahme, die Schaufel schwinge in einer

Meridianebene — die Tragheitshauptachse des Profils ist also parallel zur Drehachse. Wie
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3.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

bereits an fritherer Stelle erwéhnt, ist diese Gleichung nicht mehr streng 16sbar, da F(Z) kein
konstanter Koeffizient ist. Daher soll als Naherung eine konstante Zugkraft gesucht werden,

die statt der ortsabhéngigen Fliehkraft verwendet werden kann.

Ersatzkraft als Naherung der Fliehkraft
Fiir eine Einzelmasse ergibt sich die einfachste Form der Gleichung fiir die Zentripetalkraft:

F, = mrQ (3.69)

Fiir einen Stab nach Abbildung 3.10 wird daraus mit den ortsabhingigen Gréfien

L+2Z
m(Z) =V(Z)po = Apo(L—Z)  wnd  r(Z) = ry + % (3.70)
die gesuchte von Z abhéangige Fliehkraft
L? - 72
F.(Z) = ApoQ¥} [(L )N+ —5—| - (3.71)
Z=0 Z=1

- Drehachse
N

Abbildung 3.10.: Stabmodell zur Berechnung der Fliehkraft

Der grofite Wert wird nach Gleichung (3.71) am Schaufelful bei Z = 0 erreicht, wihrend
an der Schaufelspitze bei Z = L die Kraft zu Null wird. Eine konstante Ersatzkraft muss in
einem gewissen Sinn einer mittleren Kraft entsprechen. Dabei scheint es sinnvoll jene Kraft
zu suchen, welche an der Schaufelspitze die gleiche integrale Lingendnderung hervorruft wie

die tatsédchliche Fliehkraft. Es wird daher iiber die Spannung und Dehnung

F.(Z L? - 772
o(Z) = Ig) = pof2 [(L— Z)rn + 2]
(3.72)
o(Z)  po3 L? — 72
I)=—+=—=|(L-Z _—
e(2)=—4 7 | )rv+ =
die Langendnderung der gesamten Schaufel
7 poQ% TNL2 L3
AL = Z)dZ = — )
O/s( jaz =2 ( S +3> (3.73)
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3.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

aufgrund der wirkenden Zentripetalkraft berechnet. Nun wird die entsprechende konstante

Kraft bestimmt, die die selbe Liéngendnderung verursacht:

(3.74)

ryL  L?
3

Mit den Daten der Turbinenschaufel aus Tabelle 2.2 und einem angenommenen Wellenradius
ry = 0,5m kann die GréBe der Ersatzkraft in Abhéngigkeit der Drehzahl berechnet werden.
In Tabelle 3.7 sind die Werte fiir einige Drehzahlen dargestellt.

Tabelle 3.7.: Ersatzkraft der Fliehkraft fiir ausgewéhlte Drehzahlen

Drehzahl Kreisfrequenz Ersatzkraft
[n]=1/min [Qo] = rad/s [F]=N
0 0 0
500 52,4 333
1000 105 1330
1500 157 2993
2000 209 5321
2500 262 8314
3000 314 11972

Es sei bemerkt, dass die Ersatzkraft fiir die untersuchte Turbinenschaufel unabhéngig von
der Drehzahl 53% der maximalen Fliehkraft am Schaufelfufl betragt. Dieser Faktor berechnet

sich mit den angefiihrten Gleichungen zu

_ 3ry + 2L

F.
FZ =0) :é_m. (3.75)
Eigenfrequenzen mit Rotationseinfluss
Mit der konstanten Ersatzkraft wird aus Gleichung (3.68) die Differentialgleichung
podii — F,u” + ETu™ =0 (3.76)

mit konstanten Koeflizienten. Nun liefert der isochrone Produktansatz wieder unter der Ver-

wendung der dimensionslosen Ortskoordinate ¢ die gewthnliche Differentialgleichung

F,L?

U _
ET

U' - XU =0 (3.77)
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3.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

und der Exponentialansatz des Weiteren die Matrizen-Eigenwertaufgabe und die Dispersi-

onsgleichung:
F,L?
K — E[M—A4:0 (3.78)

Soweit ergeben sich bei der Berechnung hier keine Anderungen im Vergleich zum BER-
NOULLI- oder TIMOSHENKO-Stab. Besonderes Augenmerk ist allerdings auf die Rand-
bedingungen zu legen. Da fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung das Gleichgewicht am
verformten Korper angesetzt werden musste, sind auch gednderte Randbedingungen im Ver-
gleich zum einfachen BERNOULLI-Balken ohne Axialkraft zu erwarten. Abbildung 3.11 ver-
deutlicht diesen Sachverhalt.

a)  F(0) F.(L) Z
R —_—

dZ

Y,u

b) M Q

FZ
u'(Z) M+M'dZ
/77\ F,+FldZ
Q+Qdz 4\.
Q F,

F, = Q+Fu’

Abbildung 3.11.: Gleichgewicht am Balken bei Beriicksichtigung einer Axialkraft a) unver-
formt; b) verformt [10]

Anstelle der Querkraft ), deren Richtung nun nicht mehr in die y-Achse zeigt, muss die

y-Komponente der inneren Schnittkrafte
Fy=Q+ Fu' =M+ Fu' = —-FEIu" + F.u/ (3.79)

verwendet werden. Die Randbedingungen lauten in diesem Fall fiir den einseitig eingespannten

Balken
0 U’'(1)=0

_ (3.80)
0 EIU(1) - F,L?U'(1) =0 .

Damit ergeben sich fiir eine Drehzahl von 3000U/min beziehungsweise eine Ersatzkraft von
11 972N die Biegeeigenfrequenzen um die z-Achse zu:
Eigenfrequenzen = 205.8 1063.4 2865.3 Hz

In Tabelle 3.8 sind die Eigenfrequenzen fiir weitere Drehzahlen angegeben.
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3.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

Tabelle 3.8.: Biegeeigenfrequenzen um die x-Achse in Abhéngigkeit der Drehzahl

1. 2. 3.
Drehzahl . . . . . .
. Biegeschwingung Biegeschwingung Biegeschwingung
[1/min]
[Hz] [Hz] [Hz]

0 160,4 1005,2 2814,4
500 161,9 1006,8 2815,9
1000 166,3 1011,8 2820,1
1500 173,2 1020,1 2827,2
2000 182,4 1031,5 2837,1
2500 193,4 1046,0 2849,8
3000 205,8 1063,4 2865,3

3.4.2. Temperatureinfluss

Zwischen der Temperatur und dem Elastizitdtsmodul besteht entsprechend Abbildung 3.12
je nach Werkstoff [6] ein anndhernd linearer Zusammenhang. Bei der klassischen Theorie
nach BERNOULLI sind die Quadrate der Eigenfrequenzen direkt proportional zum E-Modul.
Wird eine Schubdeformation zugelassen oder eine axiale Kraft im Rahmen des BERNOULLI-
Balkens berticksichtigt, gilt dieser Zusammenhang nicht mehr, da die Funktion k() dann
nicht mehr unabhéngig vom Elastizitdtsmodul berechnet werden kann. Es ist dies beispiels-

weise anhand der Dispersionsgleichung des letzten Kapitels (Gleichung (3.78)) zu erkennen.

210000 \
200000

g 190000 \

~

z

= 180000

=}

.8 \

S 170000 ~_

w
160000 \
150000 : x . ! x .

0 100 200 300 400 500 600

Temperatur [°C]

Abbildung 3.12.: Einfluss der Temperatur auf den Elastizitdtsmodul [6]

Mit gedndertem E-Modul wird nun die Berechnung der Eigenfrequenzen durchgefiihrt. Ta-
belle 3.9 zeigt die Auswertung einiger Temperaturpunkte fiir die Biegeschwingungen um die
xz-Achse nach BERNOULLI-Theorie und in Tabelle 3.10 ist zusétzlich eine Zugkraft von
11.972 N bei 3000 U/min beriicksichtigt.
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3.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

Tabelle 3.9.: Temperatureinfluss auf die Biegeeigenfrequenzen um die z-Achse nach BER-

NOULLI-Theorie

Tem;c))eratur E_MOd;ll A'nderung SC]i';“]f:Illegglfr_lg SCZI;V\:/EBi:legglfI_lg Sfl;Vﬁ:legglfI_lg

Fal | N/mm?) | (%) o ] ]

20 210000 100 160,4 1105,2 28144
100 205000 98 158,5 993,1 2780,7
200 195 000 93 154,6 968,6 2712,1
300 185000 88 150,5 943,4 2614.,6
400 175000 83 146,4 917,6 2569,2
500 165000 79 1422 891,0 24947
600 155000 74 137,8 863,6 2418,0

Tabelle 3.10.: Temperatureinfluss auf die Biegeeigenfrequenzen um die z-Achse bei gleichzei-

tiger Zugkraft

Tomperatur| -Modu nderang | e [ & Bise T % Biewe

°Cl | N/mm? | [ s s e

20 210000 100 205,8 1063,4 2865,3
100 205000 98 204,2 1052,0 2832,2
200 195000 93 201,1 1028,9 2764,8
300 185000 88 198,0 1005,2 2695,7
400 175000 83 194,7 981,0 2624,8
500 165000 79 191,4 956,1 2551,9
600 155000 74 188,1 930,6 2476,9

3.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

Da die Schaufelprofile von thermischen Turbomaschinen in typischer Weise unsymmetrisch
sind, fallen Flachenschwerpunkt und Schubmittelpunkt nicht mehr zusammen, wodurch Bie-
ge- und Torsionsschwingungen gekoppelt sind. Der Schubmittelpunkt ist im Ubrigen der
Verformungsursprung, um den sich der Querschnitt bei Torsionsbeanspruchung dreht [15].
Geht die Wirkungslinie der Querkraft durch diesen Punkt, so erfihrt der Querschnitt kei-
ne Torsion. Die Berechnung der Koordinaten des Schubmittelpunktes ist nicht trivial und
gute Ndherungslosungen gibt es nur fiir diinnwandige Profile. Es wird daher auf die Softwa-
re IES ShapeBuilder™ — ein Programm zur Berechnung von 2D-Geometrieeigenschaften —

zuriickgegriffen.

In Abbildung 3.13 ist lediglich das Resultat dieses Programms fiir die Position des Schubmit-

telpunktes dargestellt. Das eingetragene kartesische Koordinatensystem im Flachenschwer-
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3.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

2,16

Abbildung 3.13.: Position des Schubmittelpunktes @

punkt S weist in gewohnter Weise in die Richtung der beiden Trégheitshauptachsen. Der
Schubmittelpunkt hat damit die Koordinaten

S1 2, 5mm
@ <32> (2, 2mm) (3.81)
Unter Beriicksichtigung von s1 2 # 0 ergeben sich die Bewegungsgleichungen nach der Theorie
von BERNOULLI zu [39]
poA (i + 519) + ELu" =0
poA (8= s20)) + BLv"™ =0 (3.82)
poIplL + p0A81 (u + Sﬂﬁ) — poASQ (’U — SQ'(L) — GITw// =0.

Das vorliegende Randwertproblem besteht damit im Allgemeinen aus drei gekoppelten Glei-
chungen und ist insgesamt von zehnter Ordnung in Z. Dazu lassen sich am eingespannten

Ende die fiinf Randbedingungen

g v(0) =0 ¥(0)=0 (3.83)

u(0) =
! v'(0) =0

und am freien Ende die weiteren fiinf Randbedingungen

W' (L) =0 2"(L)
u///(L) — 0 U”/(L)

=0 ¢(L)=0
I (3.84)

anschreiben. Trotz der hohen Ordnung lésst sich dieses partielle Differentialgleichungssys-
tem mit dem bisher verwendeten Losungsverfahren 16sen. Lediglich die Beziehung x(\) lasst
sich aus der Dispersionsgleichung nicht mehr explizit angeben. Deshalb wird — wie aus dem
MATLAB-Skript im Anhang ersichtlich — bei der Nullstellensuche zu jedem A das entspre-
chende k berechnet. Ohne Angabe der Zwischenschritte kann mit der dimensionslosen Orts-

koordinate ¢ sowie den dimensionsgleichen abhédngigen Variablen U und V' beziehungsweise
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3.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

LV und dem bekannten Zusammenhang zwischen Eigenwert und Eigenkreisfrequenz

~ poAw?

)\4
EL

L (3.85)

die Matrizen-Eigenwertaufgabe angeschrieben werden

)\4 + /4/4 0 7f)\4
I 52 !
0 N4 2 52\
+ ]1“ , , L co |=101]. (3.86)
5144 5244 51 53 I, s GIr , c3 0
A %25 A R A PV e
L L <L2 7 AL2> EL"

Die Berechnung der x(\) geschieht zwar auch weiterhin aus der Dispersionsgleichung, jedoch
rein numerisch. Daher bleibt s hier als bestimmbare Grofle in den folgenden Gleichungen

enthalten. Des Weiteren kénnen mit dem Amplitudenverhéltnis

S1 )4
o1 = 50
K% — )\
s2 )4
cg = L B (3.87)
/{4 _ 72)\4
Iy
C3 = C3

wieder die unbekannten Konstanten eliminiert werden und es ergibt sich die allgemeine Lo6-

sung
A
O\ W | TN
v [ =Y e f”l eris (3.88)
w(0) i=1 e
1

An dieser Stelle soll fiir Gleichung (3.88) nur die kurze Form angegeben werden, da jede der
drei darin vorkommenden Gleichungen zehn Terme enthélt, wie dies dem MATLAB-Skript
zu entnehmen ist. Eine Auswertung der ersten fiinf Eigenfrequenzen liefert mit ¢ = 7, 31:
Eigenfrequenzen = 160.5 605.0 1009.4 1368.4 2837.9 Hz

Hier ist zu beachten, dass die gefundenen Eigenwerte stets die Gesamtheit aller Bewegungs-
gleichungen erfiillen. Damit muss zuerst tiberpriift werden, welcher Eigenwert zu welcher
dominierenden Schwingungsform gehort. Anhand der bisherigen Modelle l&sst sich dies zwar
auch leicht erahnen, Abbildung 3.14, in der die Biegeschwingungen um die z-Achse dargestellt
sind, zeigt aber auch sehr deutlich, dass die Eigenschwingungsformen 2 und 4 wohl tiberwie-
gend keine Schwingungen um die z-Achse darstellen. Die Eigenfrequenzen entsprechend der

dominierenden Schwingungsform sind in Tabelle 3.11 nochmals zusammengefasst.
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3.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

1. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2. Eigenschwingungsform
0.02 T T T T T T T T T
0.01
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

3. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
4. Eigenschwingungsform

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
5. Eigenschwingungsform

Abbildung 3.14.: gekoppelte Biegeschwingungen um die z-Achse

Tabelle 3.11.: Eigenfrequenzen der gekoppelten Biege-Torsions-Schwingungen

Schwingungsform Eigen[fI'; (Ze]quenz
1. Biegeschwingung um die x-Achse 160,5
1. Biegung um y-Achse 605,0
2. Biegung um xz-Achse 1009,4
1. Torsionsschwingung 1368,4
3. Biegeschwingung um die x-Achse 28379
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4. Eigenfrequenzen mittels FEM

4.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Das FE-Modell des Schaufelblattes mit starrer Einspannung und ohne Schaufelfuf} ist sehr ein-
fach zu erstellen. Die Vernetzung geschieht in zwei Schritten: zuerst wird in der xy-Ebene der
Querschnitt mit den gewiinschten 2D-Elementen diskretisiert, anschliefend wird daraus durch
Extrusion in z-Richtung ein dreidimensionales Netz gewonnen. Die schwierigere der beiden
Aufgaben ist damit jedenfalls die sinnvolle Anordnung der Elemente in der Querschnittsebe-
ne. Die Zuordnung der Elementeigenschaften und der anzuwenden Analysemethode geschieht
genau wie im Kapitel 2.7 ,,Grundlagen zur Methode der finiten Elemente® beschrieben. Damit

bleibt nur noch die modellspezifische Wahl der Randbedingungen offen.

4.1.1. Randbedingungen

Die starre Einspannung wird entsprechend Abbildung 4.1 durch das Sperren der Freiheits-
grade aller Knoten bei Z = 0 modelliert. Es sei angemerkt, dass die Knoten der 3D-Vo-
lumselemente nur die drei Verschiebungsfreiheitsgrade 1-3 und keine Freiheitsgrade 4-6 der
Verdrehungen besitzen. Abhéngig vom gewéhlten Solver kann das Vorgeben nicht vorhande-

ner Freiheitsgrade zu Fehlermeldungen oder falschen Berechnungen fiihren.

A

A D ‘

Abbildung 4.1.: Randbedingungen (SPC) der starr eingespannten Turbinenschaufel
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4.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

4.1.2. Konvergenzstudie

An den Anfang der Berechnung wird bei diesem sehr einfachen Modell eine im Rahmen
einer FE-Analyse stets zu empfehlende Konvergenzstudie gestellt. Durch einen Vergleich un-
terschiedlicher Netze ldsst sich nach Abbildung 4.2 abschétzen, wie nahe die gefundenen

Losungen am exakten Ergebnis liegen.

Eigenfrequenz

A
FE-Modell 1

Lésung 1 -f--------- \ - Q

|
Losung 2 |- -------mdo oo L0
osung ! k monotone Konvergenz

FE-Modell 2

()

exakte Losung

L ! -
!

FE-Modell 1 FE-Modell 2 Elementzahl

Abbildung 4.2.: Konvergenzverhalten von FE-Analysen; modifiziert nach [28]

Die Unterschiede sind hier gegeben durch:
o Feinheit der Diskretisierung des Querschnittes (Abbildung 4.3)
o Feinheit der Diskretisierung der Lange (Abbildung 4.4)

o Verwendung von Hexaeder- oder Tetraederelementen (Abbildung 4.6)

o unterschiedliche Ordnung der Ansatzfunktionen der Elemente (1. oder 2. Ordnung)
(Abbildung 4.5)

Abbildung 4.3.: Diskretisierung der Querschnittsfliche: grob (links) und fein (rechts)

Aus den Ergebnissen der unterschiedlich vernetzten Modelle lassen sich wesentliche Schliisse
ziehen, unter welchen Umstdnden ein gutes Resultat der FE-Analyse zu erwarten ist und

worauf bei den spater folgenden komplizierteren Konfigurationen zu achten ist.
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4.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Abbildung 4.4.: Diskretisierung der Schaufellénge: grob (oben) und fein (unten)

Abbildung 4.5.: Verwendung von Elementen 1. Ordnung (links) und 2. Ordnung (rechts)

4.1.3. Eigenfrequenzen

Bei der Auswertung der Eigenfrequenzen muss stets die zugehérige Eigenschwingungsform
beachtet werden, um die Zuordnung zu einer dominierenden Schwingungsform zu ermdéglichen.
Im Allgemeinen sind die auftretenden Schwingungen gekoppelt und werden im Zuge einer
dreidimensionalen FE-Analyse auch als solche erfasst. Die ersten fiinf Eigenschwingungen sind
in Abbildung 4.7 dargestellt und scheinen aus dem vorangegangenen Kapitel sehr vertraut.
Ein Blick auf die 3. Biegeschwingung um die z-Achse ldsst die angesprochene Kopplung

erahnen.

Die Eigenfrequenzen, die mit den unterschiedlichen Netzen ermittelt wurden, sind in Tabelle

4.1 gegeniibergestellt.

Da die reale Struktur mithilfe der Methode der finiten Elemente im Allgemeinen zu steif mo-
delliert wird, kann angenommen werden, dass in Tabelle 4.1 jeweils der niedrigste Wert das
exakte Frgebnis am besten wiedergibt. Aus einem Vergleich der Werte fiir Hexaederelemente
zeigt sich, dass fiir eine genaue Berechnung der Eigenfrequenzen die Lénge fein diskretisiert
sein muss, wihrend sich eine grobe Vernetzung des Querschnitts unerwartet positiv aus-
wirkt. Auflerdem liefern quadratische Hexaederelemente, also die 2. Ordnung, zwar bessere

Werte fiir die Torsionsfrequenzen, das Resultat der Biegefrequenzen ist jedoch schlechter als
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4.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

- >

Abbildung 4.6.: Vernetzung mit Tetraederelementen

Mode 1-F =159 Wode 2 - F =583 Mode 3 - F =977 Maode 4 - F = 1427 Mode & - F = 2652

L ,_ji Y N o

Abbildung 4.7.: Contour Plots der Eigenmoden der Turbinenschaufel

bei der Analyse mit linearen Hexaederelementen. Im Gegensatz dazu ergeben lineare Tetra-
ederelemente durchwegs deutlich schlechtere Ergebnisse und werden daher nicht verwendet.
Tetraederelemente 2. Ordnung kénnen hingegen ebenfalls verwendet werden und Torsionsfre-

quenzen werden von ihnen sogar am besten getroffen.

Eine Auswertung der maximalen Abweichungen innerhalb der Werte von Tabelle 4.1 zeigt:

e Die grofite absolute Differenz von 34Hz tritt bei der 3. Biegeschwingung auf. Dieser

Wert entspricht 1,3% bezogen auf die niedrigste der Frequenzen.

e Der relative Unterschied betrdgt maximal 1,8% und entsteht bei der 1. Biegeschwin-

gung. Absolut sind dies aber nur knapp 3Hz.

Ein Fehler von etwa 2% innerhalb der berechneten Werte macht deutlich, dass die durchge-
fiihrte Konvergenzstudie unbedingt Bestandteil einer FE-Analyse sein sollte. Fir die weiteren
Modelle werden auf Basis dieser Analyse wenn moglich Hexaederelemente 1. Ordnung mit ge-

eigneter Diskretisierung gewéhlt. Spricht jedoch ein unverhéltnisméafig hoher Aufwand gegen
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4.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

Tabelle 4.1.: Eigenfrequenzen unterschiedlicher Netze mit starrer Einspannung

Netzkonfi- 1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
ration | W™ z-Achse |um y-Achse |um z-Achse [H7] um z-Achse
suratio [Hz] [Hz] [Hz) ’ [Hz)
Hexaederelemente

Q...grob,

L...grob, 159,1 583,7 977,3 1427,0 2652,8
1. Ordnung

Q. ..grob,

L...grob, 160,7 588,2 986,1 1415,2 2671,9
2. Ordnung

Q. .. fein,

L...grob, 161,2 590,6 989,6 14222 2682,6
1. Ordnung

Q... fein,

L...grob, 161,5 591,8 991,0 1418,8 2684,5
2. Ordnung

Q...grob,

L. .. fein, 159,0 583,3 976,6 1426,7 2650,7
1. Ordnung

Q. ..grob,

L. .. fein, 160,7 588,1 986,1 1415,0 2672,0
2. Ordnung

Q... fein,

L...fein, 160,4 587,5 984,4 1418,4 2668,7
1. Ordnung

Q... fein,

L. .. fein, 160,8 589,0 986,4 1415,1 2672,9
2. Ordnung

Tetraederelemente

1. Ordnung 169,5 588,5 1042,4 1568,7 2840,3
2. Ordnung 160,1 586,7 982,7 1411,0 2662,9

Q... Querschnitt, L. .. Lange

die Verwendung dieser Elemente, so kommen als Alternative Tetraederelemente 2. Ordnung

zum Einsatz.

4.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitat

Wird nicht das Schaufelblatt direkt eingespannt, sondern der Schaufelfufl wie in Abbildung

4.8 ebenfalls vernetzt und erst dieser eingespannt, entspricht diese Konfiguration der star-
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4.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

restmoglichen Einspannung. Soll die elastische Einspannung des gesamten Schaufelfufles be-
riicksichtigt werden, so muss die Befestigung durch eindimensionale Federelemente simuliert
werden. Beide Vorgangsweisen werden im Folgenden gezeigt. Da in diesem Modell der Uber-
gangsradius zwischen Schaufelblatt und Schaufelfufl noch nicht beriicksichtigt wird und auch
die Radien am Schaufelful selbst vernachléssigt werden, kénnen noch mit angemessenem

Aufwand die hoherwertigen Hexaederelemente verwendet werden.

Abbildung 4.8.: Vernetzung der Schaufel mit Schaufelfuf}

4.2.1. Starrest mogliche Einspannung

Die geeigneten Randbedingungen am Schaufelfuf sind nicht so eindeutig wie bei der starren
Einspannung des Schaufelblattes. In Abbildung 4.9 sind die Flidchen gekennzeichnet, die fir
etwaige Randbedingungen in Frage kommen, wobei fiir die jeweils der Symmetrie entspre-
chende gegeniiberliegende Seite die gleiche Bezeichnung gilt. Die Nummerierung wurde so
gewdhlt, dass die Zahl jeweils den Freiheitsgrad in Richtung der Flachennormalen beschreibt.
So bewegt sich beispielsweise ein Knoten der Flache 2 mit den Freiheitsgraden 1 und 3 auf
der Ebene und mit dem Freiheitsgrad 2 aus dieser Ebene heraus. Fiir die Flachen 1 a, b, und

¢ kann dies natirlich nur anndhernd gelten.

Es sollen drei unterschiedliche Randbedingungen verglichen werden, die je nach Ausfiihrung
der Passungen zwischen Schaufel und Scheibe, der auftretenden Fertigungstoleranzen und des

Betriebszustandes die Realitdt mehr oder weniger gut wiedergeben.

e Die steifste Fixierung entsteht durch die Sperrung aller drei Verschiebungsfreiheitsgra-
de an allen nach Abbildung 4.9 zur Verfigung stehenden Flichen. Dieser Fall wird
tatsdchlich nur vorkommen, wenn auf die jeweilige Fldche eine erhebliche Normalkraft

ausgeiibt wird und die dadurch bedingte Reibungskraft einer Bewegung tangential zur
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4.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

Abbildung 4.9.: Benennung der Flidchen des Schaufelfufies

Flache entgegenwirkt. Dies kann beispielsweise fiir Flache 3a bei Laufschaufeln auf-
grund der Fliehkraft der Fall sein. Auch ungleichméfige Wéarmeausdehnungen infolge

von Temperaturschwankungen kénnen entsprechende Kréifte verursachen.

o Eine wesentlich weichere Befestigung ergibt sich, wenn an jeder Fldche jeweils nur der
Freiheitsgrad in Richtung der Fliachennormalen zu Null gesetzt wird. Bildlich gespro-
chen wird in diesem Fall jede Fliache von einer dicht anschlielenden Wand begrenzt,
Bewegungen tangential zu diesen Wéanden sind aber moglich. Dieser Vergleich ist nicht
ganz korrekt, da dafiir eine Kontaktbedingung notig wére, die zwar eine Verschiebung in
die Wand verhindert, eine Entfernung davon aber zulésst. Fiir die vorliegende Struktur
ist der gemachte Vergleich jedoch mit guter Naherung zuldssig, da die Entfernung zur

gegeniiberliegenden Wand verhéltnisméfBig klein ist.

o SchlieBlich stellt sich die Frage, ob manche Flachen in bestimmten Situationen keinen
geometrischen Randbedingungen mehr unterworfen sind. Tatsédchlich kommt es vor,
dass die Schaufeln eher lose in den Scheiben montiert werden und erst durch die Flieh-
kraft in ihrer Position fixiert werden. Es ist anzunehmen, dass Flache 3b dann kaum

noch mit angrenzenden Teilen in Kontakt steht.

Die Randbedingungen der beschriebenen Konfigurationen sind in Tabelle 4.2 nochmals zu-

sammengefasst.

Tabelle 4.2.: gesperrte Randbedingungen zur Fixierung des Schaufelfufles

Konfi- Beschreibung der flzdlle Fliiche | Fliche | Fliche
guration Konfiguration (; ’ 2 3a 3b
A Einspannung aller Flachen 1,2,3 1,2, 3 1,2,3 1,2, 3
B Elnschrankurig normal 1 9 3 3
zur Flache
C wie oben, jedoch ohne ,,3b* 1 2 3 -
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4.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

In Tabelle 4.3 sind die Ergebnisse der Eigenfrequenzanalyse der Schaufel mit Schaufelfuf3
und den beschriebenen Randbedingungen eingetragen. Zusétzlich wird als Referenz mit dem
verwendeten Netz wieder eine Berechnung des starr eingespannten Schaufelblattes durchge-
fithrt.

Tabelle 4.3.: Eigenfrequenzen der starrest moglichen Einspannung

Konfi- 1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
uration | W™ x-Achse |um y-Achse |um z-Achse (] um z-Achse
& [Hz] [Hz] [H] [H]
nur
Schaufelblatt 159,7 585,5 980,4 1414,8 2658,0
A 156,7 572,0 963,2 1404,9 2614.,9
B 154,4 567,1 951,1 1402,3 2586,1
C 152,8 525.9 9425 1398,6 2565,2

Wie zu erwarten war, sinken die Eigenfrequenzen mit abnehmender Einschrankung der Frei-
heitsgrade. Der Einfluss ist allerding sehr stark von der vorherrschenden Schwingungsform
abhéngig. Wahrend sich die Torsionseigenfrequenzen untereinander kaum unterscheiden, wei-
chen die Biegeschwingungen um die x-Achse um teilweise mehr als 2% voneinander ab und
die Biegeschwingungen um die y-Achse sogar um mehr als 10%. Dies ist auch stark durch
die Form des Schaufelfufies begriindet. Mit stark {iberzeichneter Amplitude zeigt Abbildung
4.10 die Bewegung des Schaufelfufles bei der 1. Biegeschwingung um die z-Achse mit den
Randbedingungen nach Konfiguration ,,C*

Z

Y—a—t(

Abbildung 4.10.: Bewegung des Schaufelfues mit den Randbedingungen nach Konfiguration
”C“

79



4.3. Modell 3: Einfluss des Rundungsradius am Schaufelfufl

4.2.2. Tatsachliche SchaufelfuBbefestigung

Um die Nachgiebigkeit der Schaufelfufibefestigung in der FE-Analyse abzubilden, werden
eindimensionale Federelemente verwendet. Statt die Verschiebung eines Knotens mit den {ib-
lichen geometrischen Randbedingungen zu Null zu setzen, gelingt es so, eine gewisse Verschie-
bung und Neigung zuzulassen. In Abbildung 4.11 bezeichnet ,,CELAS2“ das Federelement,
das zwischen einem Fixpunkt und einem sogenannten Kopplungsstern eingebaut ist. Letzt-
genannter wird durch starre ,RBE2“-Elemente gebildet und macht die Verschiebungen und
falls gewiinscht die Verdrehungen aller zugewiesener Knoten von einem einzigen Knoten ab-
héngig. Dieser ist mit der Feder verbunden. Damit gelingt es den Berechnungsaufwand gering
zu halten, da nicht jedem Knoten eine eigene Feder zugeordnet werden muss. Jeder Feder

wird anschlieffend eine Federsteifigkeit zugewiesen und der Freiheitsgrad definiert, fiir den

diese Steifigkeit gelten soll.
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Abbildung 4.11.: elastische Schaufelfufibefestigung

Die Erstellung des FE-Modells bereitet somit keine besonderen Schwierigkeiten. Es werden
hier aber trotzdem keine Ergebnisse dieser Simulation vorgestellt, da mit der Variation der Fe-
dersteifigkeiten mehr oder weniger jede beliebige Eigenfrequenz einstellbar ist. Liegen jedoch

Informationen zur Elastizitdt der Fufibefestigung vor, kann das vorgestellte Modell kalibriert

und im Folgenden fiir &hnliche Ausfithrungen verwendet werden.

4.3. Modell 3: Einfluss des Rundungsradius am Schaufelful3
Nun soll erstmals der Ubergangradius zwischen Schaufelblatt und Schaufelfufl beriicksichtigt

werden. Wegen der sich damit ergebenden komplexen Geometrie wird nun auf Tetraeder-

elemente 2. Ordnung zuriick gegriffen. Fiir diese existieren ndmlich vollautomatische Algo-
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4.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

rithmen zur Vernetzung jeder beliebigen Geometrie. Das automatisch erstellte Netz ist
Abbildung 4.12 dargestellt.
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Abbildung 4.12.: Vernetzung der Schaufelgeometrie mit Ubergangsradius

in

Die Eigenfrequenzen werden wieder anhand der in Tabelle 4.2 vorgestellten Randbedingungen

ermittelt und das Ergebnis ist in Tabelle 4.4 zusammengefasst. Das starr eingespannte Schau-

felblatt mit gleicher Vernetzung kann diesmal nicht als Referenz beigefiigt werden, da dieses

im Bereich des Ubergangsradius nicht eindeutig von den umgebenden Elementen zu trennen
ist. Da die Elementgriofie aber im Vergleich zu den Berechnungen an dem starr eingespannten

Schaufelblatt nicht veréndert wurde, sind fiir diesen Fall keine wesentlichen Abweichungen

von den in Tabelle 4.1 angegebenen Werten zu erwarten.

Tabelle 4.4.: Eigenfrequenzen mit Beriicksichtigung des Rundungsradius

Konfi-
guration

1. Biegung
um z-Achse
[Hez]

1. Biegung
um y-Achse
[Hz|

2. Biegung
um z-Achse

1. Torsion

[Hz]

3. Biegung
um z-Achse

[Hy] [H]
A 161,3 585,9 991,2 1430,2 2687,9
B 158,9 579,0 977,2 1427,2 2652,8
C 158,5

565,0

974,7

1425,6

2645,7

4.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

Mithilfe der Methode der finiten Elemente kann sowohl der Einfluss einer ortsabhingigen
Fliehkraft wie auch der einer konstanten Zugkraft analysiert werden. Es lasst sich damit die

Genauigkeit der im analytischen Teil gefundenen Naherungslésung sehr gut tiberpriifen.

Eine Eigenschwingungsanalyse untersucht naturgemaf die freien Schwingungen ohne Erreger-
kréfte. Bei den bisherigen Modellen musste dementsprechend keine Last vorgegeben werden.
Die Fliehkraft ist in diesem Sinn jedoch keine Erregerkraft, sondern ein Einflussfaktor auf
die Steifigkeit der Struktur. Die in Abbildung 4.13 unten dargestellte Lastfallkarte ist da-

her weiterhin vom Typ ,normal modes“, zusétzlich wird nun aber die in Abbildung 4.13
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4.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

name = [Statisch type: w | linear static |
g Component [3)
[w SPC = 1 [ MPC =fy Load Collector (3)
[ LOAD = 3 [ TEMP w =2 I 10
— SUPORTT [~ DEFORM @ @ Figen :l
[~ PRETENSION [~ STATEUB(PRELOAD) w B Last |
[~ STATSUB(PRETEMS) B Eb Load Step [2)
name = [Frequ type:  w | normal modes | '#' Frequ 3
I# Statisch 4
[ SPC = 1T | METHOD{STRUCT = 2 EE Matedal (1)
[~ MPC [~ METHOD{FLUID) 8 Property (1)

[v STATSUB(PRELO: = 4

Abbildung 4.13.: Lastfalldefinition in HyperMesh zur Erfassung des Fliehkrafteinflusses [18]

oben gezeigte Karte zur Definition einer linear statischen Analyse bendttigt. Aulerdem muss
iiber das Feld ,STATSUB(PRELOAD)“ eine Verkniipfung zwischen den beiden Analysefil-
len hergestellt werden. Die zugewiesenen Nummern entsprechen den einzelnen Kollektoren —
Abbildung 4.13, rechts — in denen die weiteren Informationen gespeichert sind. Je nachdem
was in dem Kollektor mit der Bezeichnung ,, Last* enthalten ist, unterscheiden sich die beiden

folgenden Analysen.

4.4.1. Rotational Force

Zur Simulation der realitdtsgetreuen Zentripetalkraft wird die dafiir vorgesehene und in Ab-
bildung 4.14 dargestellte Karte ,RFORCE®“ verwendet. Mit der Eingabe eines Punktes ,G“,
der den Ursprung der Drehung kennzeichnet, der Vorgabe einer Drehachse mit den Vektoren
R1...R3 und der Drehzahl ;A* in Umdrehungen pro Sekunde ist die Definition der Fliehkraft
vollsténdig. Zu diesem Zweck wird der Ursprungspunkt zuvor mit der richtigen Entfernung

zur Schaufel erstellt. Der Wellenradius betrégt hier wieder 0,5m.

| G | oo | [A] R R2 R3
RFORCE 3 41049 o[ 50.000[ 71.000[ 0.000[ ©0.000
RACC
M 0.000

Abbildung 4.14.: Eingabekarte zur Definition der Kraft durch Rotation [18]

Nach Gleichung .
T -
J {unitatime} = 2mAR
aus der Dokumentation des FE-Programms ist zu beachten, dass der Wert fir ,,A* nur dann
der Drehzahl in Umdrehungen pro Sekunde entspricht, wenn die Vektoren Rj ... R3 so nor-
miert werden, dass ihre Vektorsumme eins ergibt und die Zeit des gewdhlten Einheitensystems

in Sekunden angegeben wird.
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4.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

4.4.2. Ersatzkraft

Fiir einen aussagekréftigen Vergleich wird auch die Variante mit konstanter Ersatzkraft mo-
delliert, obwohl dies durch die notwendige Ermittlung der Gréfle dieser Kraft sogar mit einem
geringfiigig héheren Aufwand verbunden ist als die zuvor gezeigte Moglichkeit. Der Lastkol-
lektor enthélt in diesem Fall die in Abbildung 4.15 rot dargestellte Kraft mit Betrag, Richtung

und Knotenzuordnung.

E
-

T LEr/

Abbildung 4.15.: FE-Modell zur Beriicksichtigung des Rotationseinflusses mit einer konstan-
ten Zugkraft

Die Ersatzkraft wird nach dem in Kapitel 3.4.1 gezeigten Néherungsverfahren ermittelt. In
Tabelle 4.5 sind die Ergebnisse fiir eine Drehzahl von n = 3000U/min und die entsprechende

Ersatzkraft von 11972N angegeben, die flir stationér betriebene Turbinen interessant sind.

Tabelle 4.5.: Eigenfrequenzen unter Beriicksichtigung des Rotationseinflusses

Kraft- 1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
modell | ™™ z-Achse | um y-Achse | um z-Achse (17 um z-Achse
[Hz] [Hz] [Hz] [Hz
ohne Kraft 159,1 983,7 977,3 1427,0 2652,8
Fliehkraft 193.4 593,9 1010,5 1431,7 2688,1
konstante
Ersatzkraft 205,1 598,0 1036,6 1430,9 2705,7

4.4.3. Temperatureinfluss

Wie bereits bei den quasi-analytischen Berechnungen gezeigt, verringert sich der Elastizi-
tatsmodul mit steigender Temperatur. Wenn der Fliehkrafteinfluss nicht beriicksichtigt wird,
kann diese Anderung nachtriglich erfolgen. Die Umrechnung erfolgt in diesem Fall mit Riick-
sichtnahme auf die Proportionalitdt zwischen E-Modul und dem Quadrat der Eigenfrequen-
zen. Tabelle 4.6 verdeutlicht dies. Wahrend der E-Modul bei 600°C auf 73,8% des urspriing-
lichen Wertes absinkt, reduzieren sich alle Eigenfrequenzen auf 85,9%. Der Zusammenhang
ist gegeben durch /0,738 = 0, 859.

Wird gleichzeitig die Wirkung einer axialen Kraft betrachtet, gilt dieser einfache Zusammen-

hang nicht mehr und die Eigenfrequenzen miissen einzeln in Abhéngigkeit von Temperatur
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4.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

Tabelle 4.6.: Temperatureinfluss auf die Eigenfrequenzen ohne axiale Kraft

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
E-Modul | um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse | um z-Achse
[He]
[Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
210000 159,1 583,7 977,3 1427,0 2652,8
155000 136,7 501,5 839,6 1226,0 2279,1
(73,8%) (85,9%) (85,9%) (85,9%) (85,9%) (85,9%)

und Drehzahl — falls die Axialkraft einer Zentripetalkraft entspricht — ermittelt werden. In

Tabelle 4.7 sind fiir diesen Fall einige Werte dargestellt.

Tabelle 4.7.: Temperatureinfluss auf die Eigenfrequenzen mit Fliehkraft bei n = 3000U /min

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsi 3. Biegung
E-Modul | um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse | [i)lr]smn um z-Achse
[Hz] [Hz] [Hz] z [Hz]
210000 193,4 5939 1010,5 1431,7 2688,1
155000 175,4 513,3 878,0 1231,4 2320,1
(73,8%) (90,7%) (86,4%) (86,9%) (86,0%) (86,3%)

4.5. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

Die Analyse der Eigenfrequenzen anhand eines 3D-FE-Modells beriicksichtigt stets die Kopp-

lung der unterschiedlichen Schwingungsformen. Dieser Einfluss ist daher in allen bisherigen

Ergebnissen der FE-Analysen enthalten und kann nicht speziell untersucht werden.
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5. Experimentelle Bestimmung der
Eigenfrequenzen

Mit dem in Abbildung 5.1 gezeigten Schwingungspriifstand werden die Eigenfrequenzen der
Turbinenschaufel in diesem Abschnitt experimentell bestimmt. Dafiir wird die Schaufel mit
unterschiedlicher Frequenz elektromagnetisch erregt und die Eigenfrequenzen anhand der

groflen Schwingungsamplituden im Resonanzbereich erkannt.

Abbildung 5.1.: Schwingungspriifstand

5.1. Ziel des Versuchs

Der Versuch dient der Validierung der quasianalytisch und numerisch ermittelten Ergebnisse.
Samtliche Einfliisse, die bisher gesondert betrachtet wurden, treten nun zugleich auf. Einzig

der Rotations- und Temperatureinfluss flielen in die experimentelle Bestimmung nicht ein.

5.2. Versuchsaufbau

Eine iibliche Messeinheit besteht aus den in Abbildung 5.2 dargestellten Komponenten. Um
jedoch tiberhaupt zu einer Messgrofie zu gelangen, wird zur Bestimmung der Eigenfrequenzen

noch ein geeigneter Aktor und die dazugehorige Steuerung benétigt.

Konkret ergeben sich folgende Elemente:
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5.3. Versuchsdurchfiihrung

e e S 1

i Netzgerat |

i Hilfsenergie |
o i i :
MessgréBel| S elektrisches - |z. B. Rechengerét,|normiertes , . [Messgerét | Messwert
—>{ Aufnehmer : - c L
| Messsignal Messumformer _|elektrisches| = [mit Anzeige] ~ |
. Messsignal | : Automati- :
| 1sierungs- !

LMesseinrichtung | !einrichtung,

Abbildung 5.2.: iibliche Messeinheit [40]

o Frequenzgenerator zur Ansteuerung des Aktors (PHILIPS GM 2315)
o Als Aktuator ein elektromagnetischer Schwingungserreger (PHILIPS PR 9262)
o Ein beriihrungsloser Wirbelstromwegaufnehmer (Briiel & Kjaer Vibro IN-081)

e Das Messgerit zur Anzeige ist wahlweise ein

— Frequenzzéhler (ROCHAR A 1360 C)
— Schwingungsmessgeridt (SCHENCK VIBROPORT 30)

— Digital-Speicher-Oszilloskop (IWATSU 0S-6612)

Der Schwingungserreger fiithrt das sinusférmige Ausgangssignal des Frequenzgenerators in eine
elektromagnetische Erregung iiber und versetzt so die Schaufel in Schwingung. Um iiberprii-
fen zu konnen, ob das Ausgangssignal des Frequenzgenerators tatséchlich der eingestellten
Frequenz entspricht, wird dieses am Oszilloskop zur Anzeige gebracht. Der Wegaufnehmer
erfasst die Bewegung der schwingenden Schaufel in Form eines elektrischen Signal. Aus die-
sem Signal ldsst sich sowohl die maximale Amplitude wie auch die entsprechende Frequenz

am Messgerat ablesen.

Die Einspannvorrichtung, siche Abbildung 5.3, sowie der Rahmen des Priifstandes sind &u-
Berst massiv ausgefithrt, um ein Mitschwingen dieser Bauteile zu vermeiden. In diesem Zu-

sammenhang kann von der starrest moglichen Fixierung ausgegangen werden.

5.3. Versuchsdurchfiihrung

Um die Schaufel in geeigneter Weise anregen zu kénnen, miissen einerseits die Eigenschaften
des Profils in Bezug auf Schwerpunkt und Trégheit bekannt sein und andererseits die An-
ordnung von Aktor und Sensor sinnvoll gewédhlt werden. Dafiir soll in erster Linie eine gut
messbares Hilfskoordinatensystem wie in Abbildung 5.4 entlang der Schaufelsehne eingefiihrt
werden. Wird jedoch beispielweise von einer Biegung um die xz-Achse gesprochen, so ist wie

bislang auch die entsprechende Tragheitshauptachse gemeint.
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5.3. Versuchsdurchfiihrung

Abbildung 5.3.: Einspannung der Schaufel

Abbildung 5.4.: Tragheitshauptachsen des Schaufelprofils [43]

Mit diesem neuen Koordinatensystem lassen sich die Schwerpunktkoordinaten und der Winkel

zu den Trégheitshauptachsen wie in Tabelle 5.1 angeben.

Tabelle 5.1.: Ursprung und Richtung der Tragheitshauptachsen

Schwerpunkts- | Schwerpunkts- Winkel ¢ zwischen den
koordinate koordinate Koordinatenachsen und
S So den Trahgheitshaupachsen
15,6mm 6,1mm 2°

Die Anordnung des Schwingungserregers und des Messaufnehmers ist in Abbildung 5.5 ge-
zeigt. Fiir eine gute Ubertragung der Erregung befindet sich der Aktor stets auf der konvexen
Schaufelseite, da so der Abstand zu Schaufeloberfliche gering gehalten werden kann. Die Ent-

fernung wird so gewahlt, dass sich ein Blatt Papier gerade noch dazwischen durchschieben

lasst.

Zuerst werden die Biegeeigenfrequenzen mit der in Abbildung 5.5 links dargestellten Mess-

anordnung ermittelt. Sind diese Messungen abgeschlossen, wird fiir die Bestimmung der Tor-
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5.4. Messergebnisse

sionseigenfrequenzen der Schwingungspriifstand entsprechend der in Abbildung 5.5 rechts
gezeigten Positionierung umgebaut. Der Aktor ist nun méglichst weit vom Schwerpunkt ent-
fernt und der Wegaufnehmer befindet sich auf der gegeniiberliegenden Seite, damit sich die

magnetischen Felder am schmalen Profilende nicht gegenseitig beeinflussen.

Schwingungserreger

Schwingungserreger

Wegaufnehmer Q

Wegaufnehmer

Abbildung 5.5.: Messaufbau fiir die Biegefrequenzen um die z-Achse (links) und Torsionsfre-
quenzen (rechts) [43]

In beiden Féllen wird die Erregerfrequenz kontinuierlich gesteigert, bis schliellich bei einer
Eigenfrequenz ein merklicher Anstieg der Schwingungsamplitude zu erkennen ist. Diese Fre-
quenz wird notiert und die Erregerfrequenz weiter erhoht, um die néchste Eigenfrequenz zu
finden.

5.4. Messergebnisse
Die Messergebnisse sind in Tabelle 5.2 zusammengefasst.

Tabelle 5.2.: experimentell ermittelte Eigenfrequenzen

1. Biegung 2. Biegung 3. Biegung 1 Torsion
um z-Achse | um z-Achse | um z-Achse (H7]
[Hz] [Hz] [Hz]
Messergebnis 191 1131 2900 1873
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6. Analyse der Ergebnisse

Die bisher dargestellten Ergebnisse werden nun anhand verschiedener Aspekte gegeniiberge-

stellt. Zuerst sollen die analytisch und numerisch ermittelten Eigenfrequenzen der jeweiligen

Modelle verglichen werden. Anschliefend wird der Einfluss der unterschiedlichen Modelle

anhand der FE-Rechnungen untersucht und abschlieBend die Abweichung zu den Messergeb-

nissen analysiert.

6.1. Vergleich der analytischen und numerischen Eigenfrequenzen

6.1.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

Da nun eine Gegeniiberstellung aller Ergebnisse mit starrer Einspannung folgt, werden hier

auch die Werte aus Modell 5 fiir die gekoppelten Biege-Torsions-Schwingungen einbezogen.

Tabelle 6.1 zeigt die ermittelten Eigenfrequenzen.

Tabelle 6.1.: Eigenfrequenzen des starr eingespannten Turbinenblattes

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
Theorie um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse [H7] um z-Achse
[Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
BERNOULLI 160,4 601,9 1005,2 - 2814,4
Gekoppelt 160,5 605,0 1009,4 1368,4 2837,9
TIMOSHENKO 160,2 590,9 996,6 - 2758,6
ST. VENANT (Ir nach Traupel) 1372,0 -
ST. VENANT (I7 mit FE-Methode) 1376,3 -
Finite Elemente | 159,0 5833 | 9766 1411,0 2650,7

Die relativen Abweichungen der verschiedenen Vergleiche sind in Tabelle 6.2 dargestellt. Be-

zogen werden die Werte stets auf den entsprechenden Wert der FE-Berechnung.

Da die Schaufel relativ schlank ist, ist der Unterschied zwischen den Werten nach BERNOUL-
LI und TIMOSHENKO nur gering. Bei der dritten Eigenfrequenz betrigt die Abweichung
aber selbst bei dieser Schaufel schon 2,1%. Um die y-Achse ist das Schaufelblatt wesent-
lich gedrungener und der Unterschied zwischen BERNOULLI und TIMOSHENKO ist daher
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6.1. Vergleich der analytischen und numerischen Eigenfrequenzen

Tabelle 6.2.: relative Abweichungen bei starrer Einspannung des Turbinenblattes

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
Vergleich um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse | [H7] um z-Achse
[Hz) [Hz] [Hz) ‘ [Hz]
BERNOULLL/ - g 0,5% 0,4% . 0,9%
Gekoppelt
ST. VENANT (I7 mit FE-Methode) / Gekoppelt —0,6% -
BERNOULLI /
TIMOSHENKO 0,1% 1,9% 0,9% - 2,1%
BERNOULLI / 0,9% 3,2% 2,9% - 6,2%
FE
Gekoppelt / FE 0,9% 3, 7% 3,4% —3,0% 7,1%
TIMOSHENKO | g0 1,3% 2,0% - 4.1%
/ FE
ST. VENANT (Ir nach Traupel) / FE —2,8% -
ST. VENANT (I7 mit FE-Methode) / FE —2,5% -

schon bei niedrigeren Frequenzen relativ grofl (1,9% bei der ersten Biegeeigenfrequenz um
die y-Achse). Der Vergleich mit den FE-Ergebnissen lisst erkennen, dass einerseits bei den
hohen Eigenfrequenzen eine deutliche Verbesserung durch die Verwendung der Theorie von
TIMOSHENKO moglich ist und andererseits trotzdem bei den dargestellten Werten eine
relative Abweichung von 4, 1% bestehen bleibt.

Wéhrend die analytischen Biegefrequenzen hoher als die Werte der Finite-Elemente-Rechnung
liegen, sind die Torsionseigenfrequenzen niedriger, da mit der Theorie von ST. VENANT die
versteifende Wolbbehinderung nicht beriicksichtigt wird. Da die Schaufel relativ schlank ist,
ist der Effekt der Wélbbehinderung aufgrund der Einspannung aber relativ gering und betragt
2,5% bei Bestimmung von Ip mittels finiter Elemente und 2,8% mit richtig angewandter

Néherungsmethode nach Traupel.

Werden die gekoppelten Biege-Torsions-Schwingungen aufgrund des Nichtzusammenfallens
von Schwerpunkt und Schubmittepunkt beriicksichtigt, weichen die Ergebnisse sogar stérker
von den FE-Werten ab als nach ,klassischer* BERNOULLI-Theorie. Es ist auch interessant,
dass sich dadurch die Biegeeigenfrequenzen erhohen und die Torsionseigenfrequenzen verrin-

gern.

6.1.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitat

Werden die in Tabelle 3.6 dargestellten, mit unterschiedlicher Einspannelastizitit analytisch

ermittelten Eigenfrequenzen verglichen, zeigt sich, dass alle Eigenfrequenzen um die x-Achse
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6.1. Vergleich der analytischen und numerischen Eigenfrequenzen

um den selben Wert (1,3%) variieren, wihrend die Biegeeigenfrequenz um die y-Achse bei

gleicher Elastizitatsinderung wesentlich stiarker (4,4%) abweicht.

Tabelle 6.3.: relative Abweichungen bei unterschiedlicher Einspannelastizitét

1. Biegung | 2. Biegung | 3. Biegung | 1. Biegung

Vergleich um z-Achse | um z-Achse | um z-Achse | um y-Achse
[Hz| [Hz| [Hz| [Hz]
f=1,4e=0,52,9=5/
8=0,85;e=0,9=5 1,3% 1,3% 1,3% 4,4%
(BERNOULLI)

FE Konfiguration A /

FE Konfiguration C 2,6% 2,2% 1,9% 8,8%

Ahnliches zeigt sich bei der FE-Analyse bei Anderung der Einspannkonfiguration. Eine Ge-
geniiberstellung der in Tabelle 4.3 enthaltenen Eigenfrequenzen verdeutlicht dies und liefert
die in Tabelle 6.3 gezeigten relativen Abweichungen. Die Biegung um die y-Achse hat somit

eine wesentlich grofiere Sensitivitéit auf Verdnderungen der Einspannelastizitét.

Tabelle 6.4.: Vergleich zwischen analytischer und numerischer Einspannelastizitat

1. Biegung | 2. Biegung | 3. Biegung | 1. Biegung
Vergleich um z-Achse | um z-Achse | um z-Achse | um z-Achse
[Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
TIMOSHENKO
B=0,85e=0;9=5/ 0,2% 1,5% 3,5% -3,7%
FE Konfiguration A
TIMOSHENKO
f=0,85e=09=5/ 2,7% 3,7% 5,5% 4, 7%
FE Konfiguration C

Ein unterschiedliches Verhalten von BERNOULLI und TIMOSHENKO in Abhéngigkeit der
Einspannelastizitdt ldsst sich nicht erkennen. Im Vergleich zum FE-Ergebnis kénnen aber
beide Theorien unter Beriicksichtigung der Einspannelastizitdt das Ergebnis um die x-Achse
besser abbilden als bei starrer Einspannung. Nach Tabelle 6.4 betrigt beispielsweise die Ab-
weichung der dritten Biegeeigenfrequenz mit TIMOSHENKO-Theorie und den Elastizitéts-
parametern von Beglinger und Schlachter [4] zum FE-Modell mit Einspannung des Schaufel-
fuBles nach Konfiguration ,A* nur noch 3, 5% statt 4, 1% bei dem Vergleich der Werte fiir eine
starre Einspannung aus Tabelle 6.2. Die Biegung um die y-Achse passt hingegen mit —3, 7%
statt 1,3% nicht mehr so gut, da die gleichen Elastizitdtsparameter die Einspannung in die-
ser Richtung zu weich wiedergeben. Fiir eine Ubereinstimmung der analytisch ermittelten
Werte mit jenen der realistischeren FE-Konfiguration ,,C“ miissen die Elastizitdtskonstanten

angepasst werden, da es sich nicht mehr um die starrest mogliche Einspannung handelt.
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6.1. Vergleich der analytischen und numerischen Eigenfrequenzen

6.1.3. Modell 3: Einfluss des Rundungsradius am Schaufelfu3

Da keine analytischen Ergebnisse zum Modell mit Rundungsradius vorliegen, kann hier kein
direkter Vergleich angegeben werden. Es kann jedoch eine ,virtuelle“ Schaufellinge bestimmt
werden. Bei der starrest moglichen Einspannung erhéht der Radius die Eigenfrequenzen nach
Tabelle 6.8 um etwa 2,9%. Fordert man nun bei der Theorie von BERNOULLI dementspre-
chend statt 160, 4Hz eine erhohte Eigenfrequenz von 165, 1Hz so kann der Rundungsradius von
6mm durch eine um 3, Ilmm verringerte virtuelle Schaufellainge von 212, 4mm statt 215, 5mm

berticksichtigt werden.

6.1.4. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

In Tabelle 6.5 sind die mit einer Axialkraft von F' = 11972N beziehungsweise einer Drehzahl

von n = 3000U/min berechneten Eigenfrequenzen wiedergegeben.

Tabelle 6.5.: analytisch und numerisch ermittelten Eigenfrequenzen mit Rotationseinfluss

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
Theorie um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse | [F] um z-Achse
[Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
analytisch
(Ersatzkraft) 205,8 616,1 1063,4 2868,3
FE- 205,1 598,0 1036,6 1430,9 2705,7
Ersatzkraft ’ ’ ’ ’ ’
FE-Fliehkraft 193,4 593,9 1010,5 1431,7 2688,1

Damit lassen sich die in Tabelle 6.6 dargestellten relativen Abweichungen ermitteln. Die
nach BERNOULLI-Theorie mit konstanter Ersatzkraft berechneten Eigenfrequenzen verhal-
ten sich zu denen aus der FE-Analyse mit konstanter Kraft &hnlich wie bei starrer Einspan-

nung ohne Kraft.

Die grofite Abweichung zwischen dem FE-Modell mit Ersatzkraft und dem mit Fliehkraft
zeigt sich mit 6,0% bei der ersten Eigenfrequenz um die x-Achse. Es wird sich im néchsten
Abschnitt zeigen, dass die Fliehkraft die erste Biegeeigenfrequenz um die x-Achse mit Ab-
stand am stérksten beeinflusst und sich daher auch der mit der Ersatzkraft gemachte Fehler
bei dieser am stiarksten auswirkt. Wéahrend die Ergebnisse beim FE-Modell mit Ersatzkraft
mit hoherer Frequenz immer besser werden, bleibt die Abweichung bei der analytischen Be-
rechnung mit konstanter Ersatzkraft relativ konstant, da zuerst die Kraftndherung und dann
die BERNOULLI-N&herung zum Tragen kommt. Ein verringerter E-Modul fiithrt auflerdem
zu einer stirkeren Abweichung zwischen der konstanten Ersatzkraft und der in Realitéit wir-
kenden Fliehkraft.
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6.2. Vergleich der Modelle anhand der FE-Ergebnisse

Tabelle 6.6.: relative Abweichungen bei Beriicksichtigung des Rotationseinflusses

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
Vergleich | um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse |~ [H] um z-Achse
[Fiz] [Fz] [Fz] ’ [Fz]
analytisch /
FE- 0,3% 3,0% 2,6% - 6,0%
Ersatzkraft
FE-
Ersatzkraft / 6,0% 0,7% 2,6% —0,1% 0,7%
FE-Fliehkraft
analytisch /
FE-Flichkraft 6,4% 3,7% 5,2% - 6, 7%

Die Auswirkung einer reinen Temperaturdnderung bei der klassischen Theorie von BER-
NOULLI wurde bereits an fritherer Stelle erklart und beruht auf der Proportionalitdt von
E-Modul und den Quadraten der Eigenfrequenzen.

6.2. Vergleich der Modelle anhand der FE-Ergebnisse

Werden die Ergebnisse aus den verschiedenen FE-Modellen gegeniibergestellt, kann die Grofie
des jeweiligen Einflusses abgeschétzt werden. In Tabelle 6.7 sind die entsprechenden Werte
daher zusammengefasst und Tabelle 6.8 zeigt die relativen Abweichungen bezogen auf das

starr eingespannte Schaufelblatt mit gleicher Diskretisierung.

Der Effekt der Einspannelastizitdt hingt stark von den gewahlten Randbedingungen ab. Die
erste Biegeeigenfrequenz um die z-Achse variiert beispielsweise zwischen —1,9% und —4, 3%.
Auch der Einfluss des Rundungsradius hidngt von der Einspannung ab. Da die Modelle mit
Rundungsradius auch die Einspannelastizitdt beinhalten, sind in Tabelle 6.8 in den Klam-
mern die Abweichungen bezogen auf die gleiche Einspannsituation ohne Rundungsradius
dargestellt. Bei Konfiguration ,,C“ (realistische Einspannung) hat der Rundungsradius somit
einen wesentlich grofleren Einfluss als bei Konfiguration ,A“ (3,7% statt 2,9% bei Biegung
um z-Achse) und vor allem bei der Biegung um die y-Achse ist diese Abhéngigkeit sehr
ausgepragt (6, 7% statt 2,4%).

Die Fliehkraft beeinflusst mit 21,6% Abweichung vor allem die erste Biegeeigenfrequenz um
die z-Achse. Auch bei 3000U/min weichen die hoheren Eigenfrequenzen nur um 1,3% bis
3,4% vom Referenzzustand ab. Eine erhohte Temperatur ohne zusatzliche Axialkraft wirkt
sich auf alle Eigenfrequenzen gleichermafien aus. Interessante Ergebnisse liefert die Analy-
se von kombiniertem Temperatur- und Axialkrafteinfluss. Da die Rotation auf die héheren
Frequenzen nur wenig Einfluss hat, verdndert sich das Verhalten dieser bei Verédnderung des

E-Moduls nur wenig (beispielsweise 13,7% statt 14,1% bei der Torsionseigenfrequenz). Bei
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6.3. Abweichungen zwischen Berechnung und Messung

Tabelle 6.7.: numerisch ermittelte Eigenfrequenzen der verschiedenen Modelle

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
Modell um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse | [H7] um z-Achse
[Hz] [Hz] [Hz] [Hz]
Modell I: 159,0 5833 976.6 1411,0 2650,7
starr

Modell 2:
Konfig. A 156,7 572,0 963,2 1404.,9 2614,9
Modell 2:
Konfig. C 152,8 525,9 942.5 1398,6 2565,2
Modell 3:
mit Radius 161,3 585,9 991,2 1430,2 2687,9
Konfig. A
Modell 3:
mit Radius 158,5 565,0 974,7 1425,6 2645,7
Konfig. C
Modell 4:

n = 3000U /min 193,4 593.9 1010,5 1431,7 2645,7
Modell 4:
T — 600°C 136,7 501,5 839,6 1226,0 2279,1
Modell 4:

n = 3000U/min 1754 513,3 878,0 1231,4 2320,1
T = 600°C

der ersten Eigenfrequenz fiihrt die zusétzliche Axialkraft trotz der Verringerung des E-Moduls
zu einer Erhohung des Wertes um 10, 2%. Auflerdem lésst sich erkennen, dass sich die Eigen-
frequenzen mit Axialkraft bei gleicher Anderung des E-Moduls weniger stark verdndern. Mit
nur noch 10,2% — 21,6% = —11,4% statt —14,1% verringert sich die Sensitivitit in Bezug
auf den E-Modul.

Abbildung 6.1 zeigt abschlieBend die Auswirkungen der unterschiedlichen Modelle auf die
Eigenformen. Der stirkste Abweichung vom BERNOULLI-Stab mit starrer Einspannung ist
bei Verwendung der TIMOSHENKO-Theorie bei der dritten Eigenfrequenz sichtbar. Auch
die Einspannelastizitit hat auf den groBten Einfluss bei dieser Eigenfrequenz. Eine Anderung
aufgrund der Zugkraft ist zwar {iberall sehr gering, bei der ersten Eigenfrequenz aber noch

am starksten ausgepragt.

6.3. Abweichungen zwischen Berechnung und Messung

Werden die FE-Ergebnisse der Schaufel mit starrest moglicher Einspannung und Rundungs-

radius mit den Messwerden verglichen, erhélt man die in Tabelle 6.9 dargestellten Abweichun-
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6.3. Abweichungen zwischen Berechnung und Messung

Tabelle 6.8.: relative Abweichungen zwischen den Modellen

1. Biegung | 1. Biegung | 2. Biegung 1. Torsion 3. Biegung
Modell um z-Achse | um y-Achse | um z-Achse | (7] um z-Achse
[Hz) [Hz] [Hz) 5 [Hz]
Mocell I: 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
starr
Modell 2:
Konfig. A —1,9% -2,3% -1,8% —0,7% -1,6%
Modell 2:
Konfig. C —4,3% —10,2% -3,9% -1,1% -3,5%
Hlftocéeiﬁs 0, 7% 0,0% 0,9% 1,4% 0,9%
Konfe A | @O | @4 | @%) | 8% | (28%)
xtog‘jﬁs —0,3% ~3,1% ~0,2% 1,0% —0,2%
Konfe 0 | BTH | GTH | @30 | (L% | (6,0%)
Modell 4:
n = 3000U /min 21,6% 1,7% 3, 4% 0,3% 1,3%
Modell 4:
. zdgoooc —14,1% —14,1% —14,1% —14,1% —14,1%
Modell 4:
n = 3000U/min 10,2% -12,1% —10,2% —13,7% -12,5%
T = 600°C

95




6.3. Abweichungen zwischen Berechnung und Messung

1. Eigenschwingungsform

0.4

0.5 0.6

2. Eigenschwingungsform

BERNOULLI-Theorie mit starrer Einspannung
BERNOULLI-Theorie mit E

inspannelastizitat

TIMOSHENKO-Theorie mit starrer Einspannung
BERNOULLI-Theorie mit axialer Zugkraft

Abbildung 6.1.: Vergleich der Eingenformen der unterschiedlichen Modelle

gen. Gerade die erste Eigenfrequenz, die im Allgemeinen am besten berechnet werden kann,
weicht mit 15,5% am stérksten ab. Interessanterweise sind die gemessenen Werte durchwegs
hoher als die analytisch oder numerisch ermittelten, die Schaufel miisste also steifer sein als
berechnet. Dies kann an den Materialparametern liegen, da der Werkstoff nicht ndher be-
stimmt wurde und ohne weiteres als Stahl mit £ = 210000N/mm? und p = 7850kg/mm?

angenommen wurde. Andererseits konnen auch die Messergebnisse Fehler enthalten, da fest-

gestellt wurde, dass der gesamte Priifstand wéhrend des Versuches mitschwingt.

Tabelle 6.9.: Gegeniiberstellung von Messung und Rechnung

. Bie . Bi . Bi
i - Achse | i o~ Achss | o~ Achap | 1+ Torsion
7] 17 17 e
FE Konfig. A mit Radius 161 991 2688 1430
Messergebnis 191 1131 2900 1873
relative Abweichung 15,5% 12,4% 7,9% 23, 6%
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7. Schlussfolgerungen

Nach einer ausfiihrlichen Beschreibung verschiedener Turbinentypen und einer grundlegen-
den Klassifizierung axialer Turbinenschaufeln wurde die Theorie von Strukturschwingungen
erldutert und ein Losungsschema der mathematischen Gleichungen beschrieben, das bei un-
geddmpften Schwingungen stets die Eigenwerte liefert, wenn die beschreibenden Differential-
gleichungen konstante Koeffizienten besitzen. Anschlieend wurde sehr genau auf die verwen-
deten mathematischen Modelle eingegangen und vor allem die darin vorkommenden Annah-
men aufgezeigt und hinterfragt. Durch die detaillierten Vergleiche zwischen den verschiedenen
Modellen sowie zwischen den analytisch und numerisch ermittelten Ergebnissen konnte im
Rahmen dieser Arbeit der quantitative Einfluss der modellspezifischen Vereinfachungen fiir
die vorliegende Turbinenschaufel aufgezeigt werden. Konkret ldsst sich erkennen, dass die ana-
lytischen Ergebnisse der einzelnen Modelle sehr gut mit den Resultaten der entsprechenden
FE-Analysen iibereinstimmen. Auch die Approximation der Fliehkraft durch eine konstante
Ersatzkraft liefert Abweichungen, die innerhalb des global {iber alle Modelle hinweg maximal
auftretenden Fehlers von 7% liegen. Die Betrachtung der Eigenfrequenzen der verschiede-
nen Modelle zeigt, dass die Auswirkungen der Einspannelastizitdt und des Rundungsradius
teilweise sehr grofl sind. Zugleich heben sich die beiden Einfliisse aber bei der vorliegenden
Turbinenschaufel beinahe auf, weshalb die analytischen Ergebnisse der starr eingespannten
Schaufel wiederum sehr gut mit den Resultaten der Finite-Elemente-Rechnung mit Einspan-
nelastizitdt und Rundungsradius tibereinstimmen. Eine weitere sehr interessante Erkenntnis
ist auBerdem, dass die bei Rotation entstehende Fliehkraft hauptséchlich nur die erste Biege-
eigenfrequenz verdndert. Die hoheren Biegefrequenzen werden zunehmend weniger beeinflusst

und die Torsionseigenfrequenz fast gar nicht.

Beim Vergleich mit den Messergebnissen kann diese gute Ubereinstimmung nicht gefunden
werden. Es bleibt offen und muss in einer weiteren Arbeit geklart werden, ob die Abwei-
chungen an falschen Eingangsparametern fiir die Berechnung oder einem Messfehler liegen.
Mogliche Parameterabweichungen betreffen vor allem das Material, da sowohl die Dichte wie
auch der E-Modul direkt in die analytischen und numerischen Berechnungen eingehen. So
wiirden eine verringerte Dichte und ein erhéhter E-Modul zu einer geringeren Abweichung
fithren. Eine erste Bestimmung der Schaufelmasse von 627,5g lieferte aber bei einem Volumen
von 76000mm? eine mit 8256kg/m> erhohte Dichte. Des Weiteren sind auch Gefiigefehler und
ein Einfluss der Chromschicht nicht auszuschlieBen. Auf der anderen Seite besteht auch die

Moglichkeit eines Messfehlers. So wurde beispielsweise erkannt, dass wéhrend des Versuchs
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7. Schlussfolgerungen

der komplette Priifstand mit samt den Messaufnehmern mitschwingt und somit die Resonanz-
frequenz der gekoppelten Schwingungen gemessen wird. Die Auswirkungen dieses Umstandes

bleiben jedoch in dieser Arbeit ungeklért.

In diesem Sinne konnen an dieser Stelle weitere Arbeiten aufbauen. Zum einen muss die
Differenz zwischen den untereinander sehr gut zusammenpassenden analytischen und nume-
rischen Resultaten zu den Messergebnissen untersucht werden. Ausgangspunkt hierfiir kénnte
die Erstellung eines sogenannten Kalibrierbalkens sein, dessen Eigenfrequenzen sehr einfach
berechnet werden kénnen, um anschliefend die Abweichungen zur Messung zu analysieren.
Zum anderen wére eine ausfithrliche Parameterstudie eine schone Ergénzung zu dieser Arbeit.
Ausgehend von den analytischen Betrachtungen kann der Einfluss der Schaufelgeometrie auf
die Eigenfrequenzen der verschiedenen Modelle studiert werden. Es dabei jedoch stets auf
die Giiltigkeit der getroffenen Annahmen zu achten, was jedenfalls verwundene Schaufeln

ausschliefit.
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A. MATLAB-Quellcode

A.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

A.1.1. Biegeschwingungen

BERNOULLI-EULER-Balken

o

function Bernoulli_starr % Biegeschwingung, links eingespannt, rechts frei

clear all

tic

syms cl c2 ¢c3 c4 z 1 lam;

$Differntialgleichung und Ableitungen

U = cl*cos(lam*xz/1l)+c2xsin(lam*z/1)+c3*xcosh (lamxz/1l)+cd*sinh (lamxz/1)
U_strich = diff (U, z);

U_2strich = diff(u, 2,z);

U_3strich = diff (U, 3,z);

%$Randbedingungen

z=0;

gl = subs(U);

g2 = subs (U_strich)*1/lam;

z=1;

g3 = subs (U_2strich)*1"2/lam”"2;
g4 = subs(U_3strich)*1"3/lam”3;

C=[cl;c2;c3;c4];
G=[9l;92;93;94];

for n=1:1length (G)

for m=1l:1length (C)

Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));

if length (Hilfs)==
A_Koeff(n,m)=Hilfs(1,2);
elseif Hilfs==1

A_Koeff (n,m)=Hilfs;

else

end




A.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

end
end
A_Koeff $Koeffizientenmatrix
global B
B=A_Koeff;

%$Eigenschaften des Balkens

E = 2.1%x10711 ; % E=210000N/mm"2

Ix = 1.4756%x107-9 ; % Ix=1475, bram"4

Iy = 2.07829x10"-8 ; % Iy=20782,9mm"4

rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3

A = 2.228%x10"-4; % A=222,806mm"2

L = 0.2155 ; % L=215, 5mm

lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu
lamend = 80 ; % ... untersuchender Bereich

nevmax = 3 ; % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte
delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Schrittweite fuer das "Scannen" des Bereichs
f1 = ewg (lamanf) ;

iev =1 ;

for lam = lamanft+delta : delta : lamend

f2 = ewg (lam) ; $ewg (lam) =det (
Koeffizientenmatrix fuer aktuelles lambda

if (f1*xf2 < 0 | f£2 == 0) % Vorzeichenwechsel? Dann
lam0 (iev) = fzero (QRGewg , [lam-delta lam]); % ... Nullstelle suchen [

fzero-> MATLAB-Funktion, sucht im Intervall von (lam-delta) bis (lam)

iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end % nevmax Nullstellen gefunden?
end
fl = £f2 ;
end
lamO
EigenFrequenzen = (sqgrt (ExIx/rho/A) x lam0.72/L"2) / (2*pi)

z =0 :0.01 : 1 ;

for 1 = 1l:iev-1
lami = lamO (i) ;
c = null (MatrixA (lami)) ;

U = c(1l)+*cos (lamixz)+c(2) *sin(lami*z)+c(3) *cosh(lami*xz)+c (4)*sinh(lamixz) ;

o)

subplot (iev-1,1,1i) ; plot (z , U) , grid on , ... % Schwingungsformen
title (strcat (num2str(i),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen
end
toc
function f = ewg (lam)

f = det (MatrixA (lam)) ;
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A.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

function Al = MatrixA (lamda)
global B

lam = lamda;

Al=subs (B) ;

TIMOSHENKO-Balken

function Timoshenko_starr % Biegeschwingung, links eingespannt, rechts frei

clear all

tic

syms cl ¢c2 c¢c3 c4 zet 1 lam alph gamm;

$Differntialgleichung und Ableitungen

U = cl*cosh(lamxsgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) xlamxlam+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2%
lam™4) ) «zet) +c2+sinh (lamxsqgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) * lam*lam+sqgrt (1+ (alph”2* (
gamm—-1) /2)"2+«1lam™4) ) xzet) +c3+cos (lamxsqgrt ( (alph”2* (1+gamm) /2) *lamxlam+sgrt
(1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2x1lam”4) ) xzet) +cd*sin (lam*sqgrt ( (alph”2* (1+gamm) /2) *1lam
*lam+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm—1) /2) *"2x1lam”4) ) xzet) ;

U_strich = diff (U, zet);

U_2strich = diff (U, 2,zet);

U_3strich = diff (U, 3,zet);

phi = (lam* (- (alph”2* (1+gamm) /2) *lam*lam+sqrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) *2+«1lam™4) )+
gamm*alph”2+xlam”3) /sqrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) *lam*lam+sqrt (1+ (alph” 2+ (gamm-1)
/2)"2x1lam”4) ) * (cl*sinh (lamxsqgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) x lamx lam+sqgrt (1+ (alph”2x* (
gamm-1) /2) *2*«1lam™4)) xzet) +c2xcosh (lam*sqgrt (- (alph”2* (1+gamm) /2) *lam*lam+sqrt
(1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2x1lam”4) ) xzet) ) + (-lamx ( (alph”2* (1+gamm) /2) *lam*lam+
sqgrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2« 1lam”4) ) +gammxalph”2xlam”~3) /sqrt ( (alph”2* (1+gamm)
/2) xlamxlam+sqgrt (1+ (alph”2x (gamm—1) /2) “"2x1lam”™4) ) x (c3xsin (lam*sqgrt ( (alph”2x (1+
gamm) /2) *lam*lam+sqrt (1+ (alph”2+% (gamm-1) /2) *2+x1lam™4) ) xzet) —cdxcos (lamxsqgrt ( (
alph”2x (1+gamm) /2) * lam* lam+sqrt (1+ (alph”2* (gamm—-1) /2) "2« 1lam”4) ) «zet) ) ;

phi_strich = diff (phi, zet);

phi_2strich = diff (phi, 2,zet);

%$Eigenschaften des Balkens

E = 2.1%x10"11 ; % E=210000N/mm"2
Ix = 1.4756%x10"-9 ; % Ix=1475, bmm"4
Ty - 2.07829%10"-8 ; % Iy=20782,9mm™4
rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3
A = 2.228%10%-4; % A=222,806mm"2
L = 0.2155 ; % 1=215, S5mm

G_S = 8.0769%x10710;

ks_x = 1.05;

ks_y = 1.18;

As=A/ks_y;
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A.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

alph=sqgrt (Iy/ (AxL*L))
gamm=ExA/ (G_S*As)

$Randbedingungen

zet=0;

gl = subs (U)

g2 = subs (phi)/lam

zet=1;

g3 = (subs (U_strich)-subs (phi))/lam $subs (phi_2strich) /lam”3

auf Bernoulli, (subs(U_strich)-subs(phi))/lam fuer Timoshenko

subs (phi_strich) /lam”2

g4
C=[cl;c2;c3;c4];
G=[9l;92;93;94];

for n=1l:1length (G)
for m=1l:1length (C)
Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));
if length(Hilfs)==
A_Koeff(n,m)=Hilfs (1,2);

else
end
end
end
A_Koeff $Koeffizientenmatrix
global B
B=A_Koeff;

$Eigenschaften fuer Nullstellensuche
lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu
lamend = 80 ; % untersuchender Bereich
nevmax = 3 % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte
delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Schrittweite fuer das "Scannen"
fl = ewg (lamanf) ;
iev =1 ;
for lam = lamanf+delta delta lamend
f2 = ewg (lam) ;
if (£1xf2 < 0 | £2 == 0) %
lam0 (iev) = fzero (QRGewg , [lam-delta lam]) ; %
iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end %
end
fl1 = £f2 ;
end

v

fuer Anderung

des Bereichs

Vorzeichenwechsel? Dann

Nullstelle suchen

nevmax Nullstellen gefunden?




A.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

lamO

EigenFrequenzen = (sqrt (ExIy/rho/A) x lam0."2/L"2) / (2xpi)

z =0 :0.01 : 1 ;

for 1 = 1l:iev-1
lami = lamO (i) ;
c = null (MatrixA (lami)) ;

U = c(l)*cosh(lamixsqgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) *lami*lami+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm
-1)/2)72%lami®4) ) xz)+c(2)»sinh (lamixsqgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) »lami*lami+
sgrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2x1lami”4) ) xz) +c (3) xcos (lami*sqgrt ( (alph”2x (1+
gamm) /2) *lami*lami+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm—1) /2) "2xlami”4) ) «z)+c (4) *sin (lami
*sqrt ( (alph”2* (1+gamm) /2) *lamixlami+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2xlami™4))
*Z)

o)

subplot (iev-1,1,1i) ; plot (z , U) , grid on , ... % Schwingungsformen

title (strcat (num2str(i),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen

end

% lamda kritisch
lam_k=sqgrt (sqrt (1/ (gammxalph”4)))
omega_k=sqrt (G_S*A/ (ks_y*rhoxIy))/ (2*pi)

toc
function £ = ewg (lam)
f = det (MatrixA(lam)) ;

function Al = MatrixA (lamda)
global B

lam = lamda;

Al=subs (B) ;

A.1.2. Torsionsschwingungen

function St_Venant_starr % Torsionsschwingung, links eingespannt, rechts frei

clear all

tic

syms cl c2 z 1 lam;
$Differntialgleichung und Ableitungen

psi = clxcos(lamxz/1)+c2+sin(lam*z/1)




A.1. Modell 1: Zylindrische Schaufel mit starrer Einspannung

psi_strich = diff (psi, z);
%$Randbedingungen

z=0;

gl = subs(psi);

z=1;

g2 = subs (psi_strich)x1l/lam;
C=[cl;c2];

G=[gl;g2];

for n=1l:1length (G)
for m=1l:1length (C)
Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));
if length(Hilfs)==
A_Koeff(n,m)=Hilfs (1,2);
elseif Hilfs==
A_Koeff (n,m)=Hilfs;
else
end
end
end
A_Koeff
global B
B=A_Koeff;

$Koeffizientenmatrix

%$Eigenschaften des Balkens

"Scannen" des Bereichs

Vorzeichenwechsel? Dann

Nullstelle suchen

nevmax Nullstellen gefunden?

G_S = 8.0769x10710 ; % E=210000N/mm”~2, nu=0,3
rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3
psi_ T = 7.31 ; % psi_T=It/Ip (It=Ip/psi_T)
L = 0.2155 ; % L=215, 5mm
lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu
lamend = 80 ; % untersuchender Bereich
nevmax = 3 ; % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte
delta = (lamend-lamanf)/1000; % Schrittweite fuer das
f1 = ewg (lamanf) ;
iev =1 ;
for lam = lamanf+delta delta lamend
f2 = ewg (lam) ;
if (f1xf2 < 0 | £2 == 0) %
lam0 (iev) = fzero (Q@ewg , [lam-delta lam]) ; %
iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end %
end
fl1 = f2 ;
end

VI




A.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

lamO

EigenFrequenzen = (sqrt(G_S/rho/psi_T) x lam0O./L) / (2xpi)

z =0 :0.01 : 1 ;
for 1 = 1l:iev-1
lami = lamO (1) ;

c = null (MatrixA(lami));

Psi = c(l)+cos(lami*xz)+c(2)*sin(lamixz) ;
subplot (iev-1,1,1i) ; plot (z , Psi) , grid on , ... % Schwingungsformen
title (strcat (num2str(i),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen
end
toc

function £ = ewg (lam)
f = det (MatrixA (lam)) ;

function Al = MatrixA (lamda)
global B

lam = lamda;

Al=subs (B) ;

A.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitat

BERNOULLI-EULER-Balken

o

function Bernoulli_elastisch % Biegeschwingung, links elastisch eingespannt,

rechts frei

clear all

tic

syms cl c2 ¢c3 c4 z 1 lam;

$Differntialgleichung und Ableitungen

U = cl*cos (lam*z/1l)+c2*sin(lamxz/1)+c3*xcosh (lam*z/1)+cd*sinh (lam*z/1)
U_strich = diff (U, z);

U_2strich = diff(Uu, 2,z);

U_3strich = diff (U, 3,z);

%$Eigenschaften des Balkens

E = 2.1%x10"11 ; % E=210000N/mm"2
Ix = 1.4756%x10%-9 ; % Ix=1475, brnm"™4
Iy = 2.07829+«10"-8 ; % Iy=20782, 9mm"4
rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3
A = 2.228%10%-4; % A=222,806mm"2
L = 0.2155 ; $ 1=215, 5mm

i T = sqgrt (Ix/A); % A4Trgheitradius

VII




A.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

$Kennzahlen ifr &Einspannelastizitt
betha = 0.85;

epsilon = 0;

theta = 5;

$Randbedingungen

z=0;

gl = subs (U)-(epsilonxi_T"2+subs (U_2strich)*1"2/L"2-thetaxi_T"3*subs (U_3strich) 1
~3/L"3);

g2 = subs (U_strich)«1/L-(betha*i_T*subs (U_2strich)*1"2/L"2-epsilon*i_T"2xsubs (
U_3strich)*173/L"3);

z=1;

g3 = subs(U_2strich)*«1"2;

g4 = subs(U_3strich)«1"3;

C=[cl;c2;c3;c4];
G=[g91;92;93;94];

for n=1l:1length (G)
for m=1:1length (C)
Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));
if length(Hilfs)==
A_Koeff(n,m)=Hilfs (1,2);
elseif Hilfs==
A_Koeff (n,m)=Hilfs;

else
end
end
end
A_Koeff $Koeffizientenmatrix
global B
B=A_Koeff;
lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu
lamend = 80 ; % untersuchender Bereich
nevmax = 3 % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte
delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Schrittweite fuer das "Scannen" des Bereichs
f1l = ewg (lamanf) ;
iev =1 ;

for lam = lamanf+delta : delta : lamend
f2 = ewg (lam) ;

if (f1*xf2 < 0 | f£2 == 0) Vorzeichenwechsel? Dann

o

lam0O (iev) = fzero (@ewg , [lam-delta lam]) ; % Nullstelle suchen
iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end % nevmax Nullstellen gefunden?
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A.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

end
f1 = £f2 ;
end
lamO
EigenFrequenzen = (sqrt (ExIx/rho/A) x lam0."2/L"2) / (2xpi)
z =0 0.01 1;
for 1 = l:iev-1
lami = lamO (i) ;
c = null (MatrixA(lami)) ;
U = c(l)+*cos(lami*z)+c(2)*sin(lami*z)+c(3) *cosh(lami*z)+c (4)xsinh (lami*z) ;
subplot (iev-1,1,1i) ; plot (z , U) , grid on , % Schwingungsformen
title (strcat (num2str(i),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen
end
toc
function £ = ewg (lam)

f det (MatrixA (lam))

’

function Al MatrixA (lamda)

global B

lam

lamda;

Al=subs (B) ;

TIMOSHENKO-Balken

o
°

function Timoshenko_elastisch Biegeschwingung, links elastisch eingespannt,

rechts Loslager

clear all
tic
syms cl ¢c2 ¢c3 c4 zet 1 lam alph gamm;

$Differntialgleichung und Ableitungen

U = cl*cosh(lamxsgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) x lamxlam+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2*
lam™4) ) «zet)+c2+sinh (lamxsqgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) * lam*lam+sqrt (1+ (alph”2* (
gamm-1) /2) *2+1lam™4)) xzet) +c3xcos (lamxsqgrt ( (alph” 2« (1+gamm) /2) xlamxlam+sqrt
(1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2x1lam”4) ) xzet) +cd*sin (lamxsqrt ( (alph”2* (1+gamm) /2) *1lam
xlam+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm—-1) /2) “"2x1lam”4) ) xzet) ;

U_strich = diff (U, zet);

U_2strich = diff (U, 2,zet);

U_3strich = diff (U, 3,zet);

phi = (lam* (- (alph”2* (1+gamm) /2) *lam*lam+sqrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) *2+«1lam™4) )+

gamm*alph”2+xlam”3) /sqrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) *lam*lam+sqrt (1+ (alph”2* (gamm-1)
/2)"2x1lam”4) ) * (cl*sinh (lamxsqgrt (- (alph” 2« (1+gamm) /2) * lam* lam+sqgrt (1+ (alph”2+* (
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A.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

gamm-1) /2) *2+«1lam™4)) xzet) +c2xcosh (lam*sqgrt (- (alph”2* (1+gamm) /2) *lam*lam+sqrt
(1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2x1lam”4) ) xzet) ) + (-lamx ( (alph”2* (1+gamm) /2) *lam*lam+
sqgrt (1+ (alph”2+* (gamm-1) /2) "2x1lam”4) ) +gammxalph”2+lam”~3) /sqrt ( (alph”2* (1+gamm)
/2) *lamxlam+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm—-1) /2) *2x1lam”™4) ) x (c3*sin (lam*sqrt ( (alph”2* (1+
gamm) /2) *lam*lam+sqrt (1+ (alph”2+% (gamm-1) /2) *2+x1lam™4) ) xzet) —cdxcos (lamxsqgrt ( (
alph”2x (1+gamm) /2) * lam* lam+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm—-1) /2) "2« 1lam”4) ) zet)) ;

phi_strich = diff (phi, zet);

phi_2strich = diff (phi, 2,zet);

%$Eigenschaften des Balkens
E = 2.1%x10711 ;

o\

E=210000N/mm"2

Ix = 1.4756%10%-9 ; $ Ix=1475, 6mm"™4
Iy = 2.07829%10%-8 ; % Iy=20782, 9mm"~4
rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3
A = 2.228%«107-4; % A=222,806mm"2
L = 0.2155 ; % 1=215, S5mm

G_S = 8.0769%x10710;

ks_x = 1.05;

ks_y = 1.18;

i_T=sqgrt (Ix/A) %$aTrgheitsradius

As=A/ks_x;
alph=sqrt (Ix/ (AxLxL));
gamm=ExA/ (G_S*As) ;

%$Kennzahlen fuer &Einspannelastizitt
betha = 0.85;

epsilon = 0;

theta = 5;

%$Randbedingungen

zet=0;

gl = subs (U) - (epsilonxi_T"2+subs (phi_strich)/L*2+thetaxi_T"3%xG_S*As/E/Ixx (subs (
U_strich)-subs (phi)) /L) ;

g2 = subs (phi) /L- (betha*xi_Tx*subs (phi_strich)/L*2+epsilon*xi_T"2+G_S*As/E/Ix* (subs (
U_strich)-subs (phi)) /L) ;

zet=1;

g3

g4 = (subs(U_strich)-subs(phi)); $subs (phi_2strich) /lam”3 fuer Anderung auf

subs (phi_strich);

Bernoulli, (subs(U_strich)-subs(phi))/lam fuer Timoshenko

C=[c3;cd;cl;c2];
G=[g91;92;93;94];

for n=1l:1length (G)
for m=1l:1length (C)
Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));




A.2. Modell 2: Einfluss der Einspannelastizitét

if length(Hilfs)==
A_Koeff(n,m)=Hilfs (1,2);
elseif Hilfs==
A_Koeff (n,m)=Hilfs;
else
end
end

end
A_Koeff $Koeffizientenmatrix

global B
B=A_Koeff;

$Eigenschaften fuer Nullstellensuche

lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu

lamend = 80 ; % untersuchender Bereich

nevmax = 3 % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte

delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Schrittweite fuer das "Scannen" des Bereichs
f1 = ewg (lamanf) ;

iev =1 ;

for lam = lamanf+delta : delta : lamend
f2 = ewg (lam) ;
if (f1+xf2 < 0 | £f2 == 0)

o\

Vorzeichenwechsel? Dann

lam0O (iev) = fzero (@ewg , [lam-delta lam]) ; % Nullstelle suchen
iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end % nevmax Nullstellen gefunden?
end
fl1 = f2 ;
end
lamO
EigenFrequenzen = (sqrt (ExIx/rho/A) x lam0."2/L"2) / (2*pi)

z =0 : 0.01 : 1 ;
for i = l:iev-1

lami = lamO (1) ;

c = null (MatrixA(lami));

U = c(3)+xcosh(lamissqgrt (- (alph”2+ (1l+gamm) /2) xlamixlami+sqrt (1+ (alph”2* (gamm
-1)/2)72%1lami™4) ) xz)+c(4) *sinh (lamixsqgrt (- (alph”2x (1+gamm) /2) * lami*lami+
sgrt (1+ (alph”2x (gamm—-1) /2) "2*«1lami”~4) ) *z)+c (1) rcos (lamirsqgrt ( (alph”2« (1+
gamm) /2) *lami*lami+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm—1) /2) "2xlami”4) ) «z)+c (2) *sin (lami
*sqrt ( (alph”2* (1+gamm) /2) *lamixlami+sqgrt (1+ (alph”2* (gamm-1) /2) "2+ lami”™4))
*z)

subplot (iev-1,1,1i) ; plot (z , U) , grid on , ... % Schwingungsformen
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A.3. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

°

title (strcat (num2str(i),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen

end

o

% lamda kritisch
lam_k=sqgrt (sqgrt (1/ (gammxalph”4)))
omega_k=sqrt (G_S*A/ (ks_x*rho*Ix))/ (2*pi)

toc
function £ = ewg (lam)
f = det (MatrixA (lam)) ;

function Al = MatrixA (lamda)
global B

lam = lamda;

Al=subs (B);

A.3. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

o

function Bernoulli_Zugkraft % Biegeschwingung, links eingespannt, rechts

Zugkraft

clear all

tic

syms cl c2 c3 c4 zet lam kappal2 kappa34;

$Differntialgleichung und Ableitungen

U = cl*cos (kappal2xzet)+c2+sin(kappal2xzet)+c3+cosh (kappa34xzet)+cdxsinh (kappa34x
zet);

U_strich = diff (U, zet);

U_2strich = diff (U, 2,zet);

U_3strich = diff (U, 3,zet);

%$Eigenschaften des Balkens

global E Iy Ix F L

E = 2.1x10711 ; % E=210000N/mm"2

Ix = 1.4756%x10"-9 ; % Ix=1475, bmm"4

Iy = 2.07829%x10%-8 ; % Iy=20782,9mm"4

rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3
= 2.228+«10"-4; % A=222,806mm"2

L = 0.2155 ; % 1=215, 5mm

G_S = 8x10710;

nD = 3000 %$Drehzahl 1/min
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A.3. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

ns = nD/60;

Omega = nD*2xpi/60;

rN = 0.5 ; %$Wellenradius
F=rhoxAxLxOmega”2+* (rN/2+L/3) $konstante Zugkraft,

wie die Fliehkraft hervorruft

%$Randbedingungen
zet=0;

gl subs (U) ;

g2 = subs(U_strich);

zet=1;
g3 = subs(U_2strich);
g4 = ExIx*subs(U_3strich)-FxL"2%subs(U_strich);

die die gleiche Dehnung

$wegen Gleichgeweicht am

verformten OKrper: nicht mehr Querkraft sondern die

o
)

C=[cl;c2;c3;c4];
G=1[91;92;93;94]1;

for n=1l:1length (G)
for m=1l:1length (C)
Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));
if length(Hilfs)==
A_Koeff(n,m)=Hilfs (1,2);
elseif Hilfs==
A_Koeff (n,m)=Hilfs;

else
end
end
end
A_Koeff $Koeffizientenmatrix
global B
B=A_Koeff;

%$Eigenschaften fuer Nullstellensuche

Z-Komponente der inneren

dSchnittkrfte (siehe

Strukturdynamik Gasch)

lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu

lamend = 80 ; % untersuchender Bereich

nevmax = 3 % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte

delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Schrittweite fuer das "Scannen"
f1 = ewg (lamanf) ;

iev =1 ;
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A.3. Modell 4: Rotations- und Temperatureinfluss

for lam = lamanf+delta : delta : lamend

f2 = ewg (lam) ;

if (f1+«f2 < 0 | f£2 == 0) % Vorzeichenwechsel? Dann
lam0O (iev) = fzero (@ewg , [lam-delta lam]); % Nullstelle suchen
iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end % nevmax Nullstellen gefunden?
end
fl1 = f2 ;
end
lamO
EigenFrequenzen = (sqrt (ExIx/rho/A) x lam0.”2/L"2) / (2*pi)

z =0 : 0.01 : 1 ;

for j = l:iev-1
lami = lamO(3) ;
c = null (MatrixA (lami)) ;

p=[1 0 -FxL"2/ (ExIx) 0 —-lami”4];
r=roots (p);
kapl2=0;
kap34=0;
for n=1l:1length(r)
if abs(r(n))==imag(r(n)) & imag(r(n))~=0
kapl2=abs (imag(r(n)));
break
end
end
for n=1l:1length(r)
if abs(r(n))==real(r(n)) & real(r(n))~=0
kap34=abs (real(r(n)));
break
end

end

U = c(l)*cos(kapl2*z)+c(2)+*sin(kapl2xz)+c(3) *cosh(kap34«*z)+c(4)+xsinh (kap34x*z)

’

o

subplot (iev-1,1,73) ; plot (z , U) , grid on , ... % Schwingungsformen

title (strcat (num2str(j),'. Eigenschwingungsform'))

end

toc
function £ = ewg (lam)
f = det (MatrixA (lam)) ;

function Al = MatrixA (lamda)

global B E Iy Ix F L

lam = lamda;

XIV
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A.4. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

p=[1 0 -FxL"2/(ExIx) 0 —-lam™4];
r=roots (p);
kappal2=0;
kappa34=0;
for n=1:length(r)
if abs(r(n))==imag(r(n)) & imag(r(n))~=0
kappal2=abs (imag(r(n)));
break
end
end
kl2=sqgrt (-F*L"2/ (2*ExIx)+sqrt ( (F*L"2/ (2«E*Ix))"2+lam™4));
for n=l:1length(r)
if abs(r(n))==real(r(n)) & real(r(n))~=0
kappa34=abs (real(r(n)));
break
end
end
k34=sqrt (F*L"2/ (2*ExIx) +sqrt ((F+xL"2/ (2xE*xIx))"2+1lam™4));
Al=subs (B) ;

A.4. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

function Bernoulli_gekoppelt %$links eingespannt, rechts frei

clear all

tic

global E Ix Iy A L G_S Ip It sl s2

syms cl c2 c3 c4 c5 c6 c7 ¢c8 c9 cl0 zet L sl s2 Iy Ix lam kappal2 kappa34 kappabéb
kappa78 kappa9l0;

$Differntialgleichung und Ableitungen

u = (lam™4x(s1/L)/ (kappal2”4-lam™4)) * (clxcos (kappal2+zet)+c2+sin (kappal2«*zet))+

(lam™4* (s1/L) / (kappa34~4-lam™4) ) * (c3+cos (kappa34dxzet) +cdxsin (kappa34d+zet) )+
(lam™4* (s1/L) / (kappab56”4-1lam™4)) * (c5+cos (kappabéxzet) +c6xsin (kappab56+zet) ) +
(lam™4+* (s1/L) / (kappa78”4-lam™4)) = (c7+exp (kappa78xrzet) +c8+xexp (—kappa78xzet) ) +
(lam™4+* (s1/L) / (kappa910”4-1am™4)) x (c9+exp (kappa910«*zet) +cl0rexp (-kappa9l0xzet
))
u_strich = diff(u, zet);

u_2strich = diff(u, 2,zet);
u_3strich = diff(u, 3,zet);
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A.4. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

v = (lam™4+* (s2/L)/ (lam™4-Iy/Ixxkappal2”4))* (clrcos (kappal2*zet)+c2+sin (kappal2x*

zet))+. ..

(lam™4* (s2/L) / (lam™4-Iy/Ixxkappa34”4)) » (c3xcos (kappa34*zet) +cd+sin (kappa34dx

zet))+...

(lam™4* (s2/L) / (lam™4-Iy/Ixxkappa56”4) ) » (c5+cos (kappa56*zet) +cbxsin (kappa56*

zet))+...

(lam™4+* (s2/L) / (lam™4-Iy/Ixxkappa78”4) ) (c7xexp (kappa78xzet) +c8xexp (~kappa78«

zet))+...

(lam™4+* (s2/L) / (lam™4-Iy/Ix*kappa910”4)) x (c9+exp (kappa910*zet) +cl0*exp (-

kappa9l0x*zet));
v_strich = diff (v, zet);
v_2strich = diff (v, 2,zet);
v_3strich = diff (v, 3,zet);

psi = clxcos (kappal2+zet)+c2+sin(kappal2+zet)+...
c3xcos (kappa34xzet) tcd+sin (kappa3dxzet)+. ..

) (

(

(

(
c5xcos (kappabS6xzet) +tco+sin (kappab6xzet) +. ..
c7+xexp (kappa78xzet) +c8xexp (-kappa78xzet)+. ..
(

cI9xexp (kappa9l0xzet) +cl0xexp (-kappa91l0xzet) ;
psi_strich = diff (psi, zet);

psi_2strich = diff(psi, 2,zet);

%$Eigenschaften des Balkens

E = 2.1%x10711 ; % E=210000N/mm"2
Ix = 1.4756%x10"-9 ; % Ix=1475, 6mm"4
Ty = 2.07829%107-8 ; % Ty=20782, 9mm"~4
rho = 7850 ; % rho=7850kg/m"3
A = 2.228%x10"-4; % A=222,806mm"2
L = 0.2155 ; % 1=215, 5mm

G_S = 8.0769%10710;

Ip = Ix+Iy;

It = Ip/7.31

sl = 0.00246

s2 = 0.00216

$Randbedingungen

zet=0;

gl = subs(u);

g2 = subs (u_strich)/lam;

g3 = subs(v);

g4 = subs (v_strich)/lam;

g5 = subs (psi)/lam;

zet=1;

g6 = subs (u_2strich)/lam"2;
g8 = subs /lam”2;
g9 = subs(v_3strich)/lam”"3;

( )

g7 = subs (u_3strich)/lam”"3;
(v_2strich)
( )
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A.4. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

gl0= subs (psi_strich)/lam”2;

C=[cl;c2;c3;c4;c5;c6;c7;c8;c9;cl0];
G=[91;92;93;94;95;96;97;98;99;910];

for n=1l:1length (G)
for m=1:length (C)
Hilfs=coeffs(G(n,1),C(m,1));
if length(Hilfs)==2
A_Koeff(n,m)=Hilfs (1,2);
elseif Hilfs==
A_Koeff (n,m)=Hilfs;
else
end
end
end
A _Koeff $Koeffizientenmatrix
global B
B=A_Koeff;

$Eigenschaften fuer Nullstellensuche

"Scannen" des Bereichs

Vorzeichenwechsel? Dann

Nullstelle suchen

nevmax Nullstellen gefunden?

lamanf = 0 ; % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu
lamend = 80 ; % untersuchender Bereich
nevmax = 5 ; % Maximale Anzahl zu suchender Eigenwerte
delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Schrittweite fuer das
fl = ewg (lamanf) ;
iev =1 ;
for lam = lamanf+delta delta lamend
f2 = ewg (lam) ;
if (f1+£f2 < 0 | £2 == 0) g
lam0O (iev) = fzero (@ewg , [lam-delta lam]); %
iev = iev + 1 ;
if iev > nevmax break ; end %
end
f1 = f2 ;
end
lamO
EigenFrequenzen = (sqrt (ExIx/rho/A) x lam0."2/L"2) / (2*pi)
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A.4. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

z =0 : 0.01 : 1 ;

for j = l:iev-1
lami = lamO (3) ;
c = null (MatrixA(lami)) ;
pll=[1 0 0 0 -lami~4];
pl2=[0 0 0 0 0];
pl3=[0 0 0 0 -lami®4xsl/L];
p21=[0 0 O 0 0];
p22=[1Iy/Ix 0 0 0 —-lami”~4];
p23=[0 0 0 0 lami”4xs2/L];
p31=[0 0 0 0 lami”4*sl/L];
p32=[0 0 0 0 —-lami~4%s2/L];

p33=[0 0 -G_S*It/(ExIx) 0 lami”®4x(sl"2/L"2+s2"2/L"2-Ip/ (AxL"2))1;
pll22=conv (pll,p22
pl223=conv (pl2,p23
pl321=conv (pl3,p21
(
(

pll23=conv (pll, p23
pl221=conv (pl2,p2l
pl322=conv (pl3,p22
p=conv (pll22,p33)+conv (pl223,p31l)+conv (pl321,p32)-conv(pll23,p32)

p33) —conv (pl322,p31);
r=roots (p);
for n=1l:1length(r)

if abs(r(n))==abs(imag(r(n)))

kapl2=abs (imag(r(n)));

I
’

)
)
)
)
)
)

’

r_hilfs=imag(r(n));
r(n)=I[1;

for jn=1l:length(r)

if imag(r (jn))==-r_hilfs
r(jn)=I[1;
break
end
end
break
end
end

for n=1l:length(r)
if abs(r(n))==abs(imag(r(n)))
kap34=abs (imag (r(n)));
r_hilfs=imag(r(n));
r(n)=[];
for jn=1:length(r)

if imag(r(jn))==-r_hilfs
r(jn)=[1;
break
end
end
break
end
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A.4. Modell 5: Gekoppelte Biege-Torsions-Schwingungen

end
for n=1l:1length(r)
if abs(r(n))==abs (imag(r(n)))
kap56=abs (imag (r (n)));
r_hilfs=imag(r(n));
r(n)=[];

for jn=1:length(r)

if imag(r(jn))==-r_hilfs
r(jn)=[1;
break
end
end
break
end

end
for n=1l:1length(r)
if abs(r(n))==abs(real(r(n)))
kap78=abs (real (r(n)));
r(n)=[];
r(n)=[1;
break
end
end
for n=1l:length(r)
if abs(r(n))==abs(real(r(n)))
kap91l0=abs (real(r(n)));
r(n)=[];
r(n)=[1;
break
end
end
Psi = c(1)*cos(kapl2*z)+c(2)*sin(kapl2«*z)+... $fuer plot von psi
) xcos (kap34x*z)+c (4) xsin (kap34*z)+...
) xcos (kap56*z) +c (6) *sin (kap56%*z)+. ..
) xexp (kap78xz) +c (8) xexp (-kap78x*z)+. ..
) (

3
5
7
9) xexp (kap910xz) +c (10) xexp (-kap910xz) ;

c(
c
c(
c(
figure(1l);

subplot (iev-1,1,3) ; plot (z , Psi) , grid on , ... % Schwingungsformen

[

title (strcat (num2str(j),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen

V = (lami™4«* (s2/L)/ (lami®4-Iy/Ixxkapl274) ) (c(l) xcos (kapl2+*z)+c(2) *sin (kapl2«*
zZ))+. .. %$fuer plot von Biegung um y
(lami”4x (s2/L) / (lami”4-TIy/Ix*kap3474) ) (c(3) xcos (kap34xz)+c(4) xsin (kap34+x
z))+...
(lami”4« (s2/L) / (lami”~4-Iy/Ix*kap56°4) ) (c (5) rcos (kap56+*z) +c (6) xsin (kap56+«

zZ))+. ..
(lami”4x (s2/L) / (lami~4-TIy/Ix*kap7874) ) * (c(7) rexp (kap78xz) +c (8) rexp (-kap78

*z))+. ..
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(lami™4« (s2/L) / (lami™4-TIy/Ix*kap91074) ) (c(9) rexp (kap910+z) +c (10) xexp (-
kap910%z));
figure(2);

subplot (iev-1,1,73) ; plot (z , V) , grid on , ... % Schwingungsformen
title (strcat (num2str(j),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen
U = (lami”4x(sl/L)/(kapl2”4-lami”4)) « (c(l)*cos (kapl2xz)+c(2)+sin(kapl2xz))+

.. $fuer plot von Biegung um x
(lami”4« (s1/L) / (kap34~4-lami™4)) = (c (3) rcos (kap34xz)+c(4) xsin (kap34xz) )+

(lami”4« (s1/L) / (kap56~4-1lami™4)) * (c (5) xcos (kap56*z) +c (6) *sin (kap56*z) ) +
(lami”4x (s1/L) / (kap7874-lami™4)) * (c (7) xexp (kap78*z) +c (8) xexp (—kap78*z) ) +

(lami”4x (s1/L) / (kap91074-1lami”~4) ) x (c (9) rexp (kap910%z) +c (10) xexp (~kap910+*z
)) i

figure (3);
subplot (iev-1,1,3) ; plot (z , U) , grid on , ... % Schwingungsformen
title (strcat (num2str(j),'. Eigenschwingungsform')) ; % darstellen
end
toc

function £ = ewg (lam)
f = det (MatrixA (lam)) ;

function Al = MatrixA (lamda)
global B E Ix A L G_S Iy Ip It sl s2

lam = lamda;

pll=[1 0 0 0 —-lam™4];
p12=[0 0 0 0 0];

pl3=[0 0 0 0 -lam™4xsl/L];
p21=[0 0 0 O O];
p22=[Iy/Ix 0 0 O -lam™4];
p23=[0 0 0 0 lam™4*s2/L];
p31=[0 0 0 0 lam™4xsl/L];
p32=[0 0 0 0 -lam™4xs2/L];

p33=[0 0 —-G_S*It/(ExIx) 0 lam™4=*(sl1"2/L"2+s2"2/L"2-1Ip/ (A*L"2))1;

pll22=conv (pll,p22);

pl223=conv (pl2,p23);

pl32l=conv (pl3,p2l);

pll23=conv(pll,p23);

pl22l=conv (pl2,p21);

pl322=conv (pl3,p22);

p=conv (pll22,p33) +conv (pl223,p31)+tconv (pl321,p32)-conv(pll23,p32)-conv(pl221,p33)
—conv (pl322,p31);

r=roots(p);

for n=l:1length(r)

if abs(r(n))==abs(imag(r(n)))

XX
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kappal2=abs (imag (r(n)));
r_hilfs=imag(r(n));
r(n)=[];

for j=1l:length(r)

if imag(r(j))==-r_hilfs
r(J3)=I[1;
break
end
end
break
end

end
for n=l:length(r)
if abs(r(n))==abs (imag(r(n)))
kappa34=abs (imag(r(n)));
r_hilfs=imag(r(n));
r(n)=[];

for j=1:length(r)

if imag(r(j))==-r_hilfs
r(3)=101;
break
end
end
break
end

end
for n=1l:length(r)
if abs(r(n))==abs(imag(r(n)))
kappab6=abs (imag (r(n)));
r_hilfs=imag(r(n));
r(n)=[];

for j=1l:length(r)

if imag(r(j))==-r_hilfs
r(3)=01;
break
end
end
break
end

end
for n=1:length(r)
if abs(r(n))==abs(real(r(n)))

kappa78=abs (real (r(n)));

r(n)=[1;
r(n)=[1;
break
end

end

for n=1l:length(r)
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if abs(r(n))==abs(real(r(n)))

kappa9l0=abs (real(r(n)));

r(n)=[];
r(n)=[1;
break
end
end
Al=subs (B);
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B. Schubkorrekturfaktoren

y Sx(y) | s_x_Teil| A_Teil dA(y) B(y) Integral

-5,57 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

-5,32 5,25 5,42 0,97 1,46 5,86 1,18

-5,07 14,34 5,27 2,72 1,74 8,06 5,51

-4,82 25,47 5,12 4,97 2,25 9,92 14,81

-4,57 38,12 4,97 7,67 2,69 11,64 28,93

-4,32 51,91 4,82 10,78 3,10 13,16 48,21

-4,07| 66,45 4,67 14,24 3,46| 14,555 72,25

-3,82 81,45 4,51 18,04 3,80 15,87| 100,20

3,57 96,69 436| 22,17 4,13  17,14] 131,28

-3,32| 111,97 4,21 26,61 4,44 18,34| 165,26

-3,07| 127,06 4,06] 31,34 4,72 19,45 201,68

-2,82| 141,74 3,90 36,33 4,99 20,47 239,29

2,57 155,87 3,75| 41,56 524| 21,43 276,97

-2,32| 169,25 3,60 47,04 5,48 22,38| 313,33

-2,07| 181,78 3,45 52,75 5,71 23,31| 347,36

-1,82] 193,33 3,29 58,69 5,94 24,23| 378,34

-1,57| 203,80 3,14 64,86 6,17 25,14| 405,65

-1,32| 212,99 2,99 71,26 6,39 26,02 428,50

-1,07| 220,92 2,84 77,87 6,61 26,87| 446,90

-0,82| 227,39 2,69 84,69 6,82 27,68| 460,30

-0,57| 232,20 2,53 91,71 7,01 28,43 467,81

-0,32| 235,39 2,38 98,90 7,20 29,15 469,30

-0,07| 236,89 2,23| 106,28 7,38 29,85| 464,41

0,18| 236,48 2,17| 108,98 7,55 30,55 452,33

0,43 234,09 2,31] 101,25 7,73 31,25| 433,49

0,68 229,74 2,46 93,35 7,90 31,93| 408,79

0,93] 223,20 2,62 85,29 8,07 32,59 378,32

1,18| 214,54 2,78 77,06 8,23 33,22 343,09

1,43 203,63 2,97 68,68 8,38 33,83] 303,60

1,68| 190,36 3,17 60,14 8,53 34,44 260,75

1,93] 175,88 3,38 52,11 7,84 28,25 303,78

2,18 162,59 3,56 45,65 6,50 23,79 303,80

Abbildung B.1.: Schubkorrektur um z-Achse; Teil 1
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2,43 149,74 3,74 40,06 5,62 21,191 280,76
2,68| 136,75 3,91 34,98 5,09 19,54 249,45
2,93 123,64 4,08 30,29 4,68 17,94 222,47
3,18 110,56 4,25 26,01 4,28 16,32 196,58
3,43 97,67 4,42 22,11 3,91 14,93 167,21
3,68 84,96 4,59 18,53 3,58 13,71 137,53
3,93 72,50 4,75 15,25 3,28 12,521 109,89
4,18 60,38 4,92 12,26 2,99 11,41 83,82
4,43 48,74 5,10 9,56 2,70 10,19 61,77
4,68 38,00 5,28 7,20 2,35 8,65 45,48
4,93 28,50 5,46 5,22 1,98 7,22 30,91
5,18 20,47 5,64 3,63 1,58 5,46 22,27
5,43 14,24 5,80 2,45 1,21 4,19 13,95
5,68 8,99 5,96 1,51 0,95 3,38 6,70
5,93 4,69 6,12 0,77 0,74 2,55 2,50
6,18 1,53 6,28 0,24 0,52 1,59 0,48
6,43 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Ixx= 1475,6 mm~4 Schrittweite= 0,25 mm
A_ges=  222,8 mmA2 | ks= 1,05|
Abbildung B.2.: Schubkorrektur um z-Achse; Teil 2
X Sy(x) | s_y_Teil | A_Teil dA(x) B(x) Integral
-15,41 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
-14,51 46,66 14,87 3,14 4,26 5,20 343,45
-13,69] 116,34 14,39 8,09 4,91 6,78 1445,80
-12,87] 195,96 13,91 14,09 5,94 7,71 3839,66
-12,05| 276,85 13,45 20,58 6,48 8,09 7586,75
-11,23| 355,26 13,01 27,32 6,74 8,34| 12224,39
-10,41] 430,34 12,56 34,26 6,94 8,58 17441,09
-9,59] 501,42 12,12 41,37 7,10 8,74 23381,07
-8,77| 567,47 11,69 48,56 7,19 8,79 29948,72
-7,95| 627,70 11,26 55,77 7,20 8,771 36865,33
-7,13] 681,79 10,83 62,94 7,17 8,71 43927,26
-6,31| 729,53 10,42 70,05 7,11 8,64 50756,73

Abbildung B.3.: Schubkorrektur um y-Achse; Teil 1
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-5,49| 771,16 10,00 77,10 7,06 8,571 57077,67
-4,67| 806,74 9,59 84,11 7,00 8,51 62969,40
-3,85] 836,36 9,19 91,05 6,94 8,42 68477,75
-3,03|] 859,92 8,78 97,91 6,86 8,31l 73463,15
-2,21| 877,65 8,39 104,67 6,76 8,18 77824,05
-1,39] 889,64 7,991 111,32 6,64 8,03 81637,09
-0,57| 896,07 7,611 117,83 6,51 7,85| 84862,59
0,25| 896,94 9,09 98,63 6,35 7,64| 87568,80
1,07 892,85 9,66 92,47 6,16 7,39] 89897,72
1,89| 884,08 10,22 86,51 5,95 7,12 91656,35
2,711 870,93 10,78 80,78 5,73 6,85 92617,33
3,53| 853,80 11,34 75,28 5,51 6,58| 92709,34
4,35] 833,00 11,90 69,99 5,28 6,31 92145,59
5,17| 808,88 12,46 64,93 5,06 6,03 90957,56
5,991 781,94 13,01 60,10 4,84 5,76] 89035,41
6,811 752,41 13,56 55,48 4,62 5,51 86230,95
7,631 720,48 14,11 51,06 4,42 5,27 82641,76
8,45| 686,55 14,66 46,84 4,22 5,03| 78587,87
9,271 650,88 15,20 42,81 4,03 4,791 74317,14
10,091 613,85 15,75 38,98 3,83 4,54 69877,38
10,91] 575,84 16,29 35,36 3,62 4,291 65249,55
11,73 537,20 16,82 31,95 3,41 4,04 60409,80
12,55| 498,20 17,34 28,73 3,21 3,80| 55244,29
13,37 459,02 17,86 25,71 3,03 3,58 49679,75
14,19] 419,60 18,37 22,85 2,86 3,40| 43664,29
15,01 379,97 18,87 20,13 2,73 3,27 36976,02
15,83] 340,35 19,38 17,56 2,58 3,04] 32456,50
16,65 301,31 19,88 15,16 2,40 2,83 27297,46
17,47 263,16 20,37 12,92 2,24 2,63| 22366,64
18,29 225,84 20,85 10,83 2,09 2,46 17576,67
19,11] 189,40 21,32 8,88 1,95 2,291 13300,78
19,931 153,94 21,78 7,07 1,82 2,15 9365,16
20,751 119,17 22,25 5,36 1,71 2,02 5939,95
21,57 85,62 22,70 3,77 1,58 1,84 3441,65
22,39 54,04 23,15 2,33 1,44 1,69 1481,70
23,21 24,64 23,60 1,04 1,27 1,42 384,47
24,12 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Ixx=" 20782,9 mm~4 Schrittweite= 0,25 mm
A_ges=  222,8 mmA2 | ks= 1,18|

Abbildung B.4.: Schubkorrektur um y-Achse; Teil 2
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Druckseite Saugseite
X
0,00 3,39 0,00 3,39
0,19 2,25 0,18 4,27
0,42 1,53 0,40 4,92
0,82 0,87 0,80 5,72
1,23 0,48 1,21 6,24
1,62 0,23 1,62 6,70
2,20 0,00 2,22 7,33
2,68 0,13 2,61 7,68
3,23 0,33 3,22 8,17
4,00 0,64 4,00 8,74
5,01 1,02 5,05 9,45
6,21 1,49 6,21 10,11
7,59 2,05 7,62 10,72
9,19 2,62 9,24 11,19
10,80 3,04 10,87 11,51
12,61 3,36 12,64 11,63
14,40 3,66 14,42 11,63
16,25 3,87 16,23 11,40
17,98 3,97 18,00 10,94
20,00 4,03 20,00 10,34
21,95 4,02 22,00 9,67
24,01 3,90 24,00 8,98
25,79 3,69 25,77 8,24
27,59 3,43 27,54 7,44
29,35 3,09 29,35 6,60
30,99 2,58 30,93 5,78
32,64 2,10 32,60 4,86
34,01 1,66 33,90 4,16
35,39 1,19 35,40 3,36
36,63 0,75 36,64 2,69
37,61 0,43 37,62 2,16
38,40 0,16 38,40 1,68
38,87 0,10 38,90 1,35
39,08 0,00 39,25 1,09
39,25 0,10 39,45 0,81
39,37 0,18 39,50 0,64
39,47 0,42
39,50 0,64

Abbildung C.1.: Koordinatendaten des Schaufelprofils
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Abbildung C.2.: Mafiblatt der Schaufel
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