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Motivation

Wir motivieren den Ausdruck Optimal-Steuer-Problem durch das folgende Beispiel: Sei Q C R?, (d €
{1,2,3}), ein physikalischer Kérper (z.B. ein Bauteil aus Metall, Glas oder Ahnlichem) und bezeichne
mit u € H}(Q) die (stationiire) Temperatur-Verteilung dieses Korpers. Wird der Kérper von aufen
durch eine auf Volumina wirkende Wirmequelle f € L?(Q) (z.B. Strahlung oder magnetische Induktion)
erhitzt, dann gehorcht die Temperatur-Verteilung u der Laplace-Gleichung

—Au = f inQ,
ulgn = 0.

Man bemerke, dass dadurch jeder Warmequelle f eine eindeutige Temperatur-Verteilung u zugeordnet
wird, d.h. die Zustands-Gréfle u lasst sich tiber die Wahl der Steuer-Grifie f steuern. (Um diesen
funktionalen Zusammenhang f +— u klarer hervorzuheben, werden wir bis zum Ende dieser Einleitung
die Notation u[f] fiir das aus f resultierende u verwenden.)

Wir geben uns nun eine gewiinschte Temperatur-Verteilung ug € H} () vor und stellen uns die folgende
Frage:

Wie muss die Warmequelle f gewdhlt werden, sodass die aus ihr resultierende Temperatur- Verteilung
u[f] méglichst gut mit der vorgegebenen Verteilung ug ibereinstimmt und gleichzeitig die Kosten fiir
f klein bleiben?

Diese Wirmequelle f heifit dann optimale Steuerung und u[f] der zugehérige Zustand. Entsprechend
wird die Fragestellung an sich als Optimal-Steuer-Problem bezeichnet.

Eine mathematisch prazisere Formulierung dieses Optimal-Steuer-Problems lautet wie folgend:

Seien 1y € Hg () und & € (0, 1) gegeben®. Welche Wirmequelle f € L*(Q) minimiert das Funktio-
nal

L?(Q) — R
J: fo—= =R)luo —ul My + o Ifl72@ 2
Balance Approx.-Fehler Balance Kosten

?Der Parameter & € (0, 1) ist fiir die Balance zwischen dem Fehler-Term ||ug — u[f]|| und dem Kosten-Term

2
H(Q)
Hf||2LQ(Q) verantwortlich. Kleine Werte x = 0 fiihren dazu, dass der Zustand u[f] die Vorgabe ug besser approximiert,
aber gleichzeitig auch die Kosten fiir die Steuerung f wachsen. Grofie Werte x ~ 1 hingegen haben genau den um-
gekehrten Effekt. (Vgl. hierzu insbesondere die beiden Ergebnis-Plots der MATLAB-Funktionen kappaComparison.m
(1D) und kappaComparison.m (2D) in Untersektion 3.2.)

Referenzen

Die Theorie der Optimalen Steuerung von partiellen Differentialgleichungen ist bereits gut erforscht,
eine Einfilhrung findet man Dbeispielsweise in den Biichern [Lions, 1971], [Hinze et al., 2009] und
[Troltzsch, 2009]. Diese Biicher dienten als Anhaltepunkt beim Verfassen dieser Arbeit.
Auch zur Numerik von Optimal-Steuer-Problemen findet man zahlreiche Arbeiten, wir erwihnen hier
exemplarisch das Paper [Troltzsch, 2010].

Weiters geben wir eine unvollstindige Liste von Autoren/-innen, die sich unter Anderem mit der opti-
malen Steuerung von partiellen Differentialgleichungen und der zugehorigen Numerik beschéftigen, an:

o) Klaus Deckelnick (Univ. Magdeburg): http://www-ian.math.uni-magdeburg.de/home/deckelnick

e) Michael Hinze (Univ. Hamburg): http://www.math.uni-hamburg.de/home/hinze
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°)

°)

°)
°)

Irena Lasiecka (Univ. of Virginia): http://pi.math.virginia.edu/Faculty/Lasiecka
Rolf Rannacher (Univ. Heidelberg): http://ganymed.iwr.uni-heidelberg.de
Jean-Pierre Raymond (Univ. de Toulouse): http://www.math.univ-toulouse.fr/~raymond

Arnd Résch (Univ. Duisburg-Essen): https://www.uni-due.de/mathematik/agroesch/roesch.
shtml

Fredi Troltzsch (TU Berlin): https://www.math.tu-berlin.de/fachgebiete_ag_modnumdiff/
fg_optimierung bei_partiellen_differentialgleichungen/v-menue/mitarbeiter/prof_dr_
fredi_troeltzsch

Michael Ulbrich (TU Miinchen):
https://www-ml.ma.tum.de/bin/view/Lehrstuhl/MichaelUlbrich/

Stefan Ulbrich (TU Darmstadt): http://www3.mathematik.tu-darmstadt.de/hp/optimization/
ulbrich-stefan/stefan-ulbrich.html

Boris Vexler (TU Miinchen): https://www-m17 .ma.tum.de/Lehrstuhl/BorisVexler

Stefan Volkwein (Univ. Konstanz): http://www.math.uni-konstanz.de/numerik/personen/
volkwein/index.php

o ...

Klassifikation dieser Arbeit

Wir fassen hier einige wesentliche Merkmale der vorliegenden Arbeit zusammen:

°)

Elliptische Probleme mit verteilter Steuerung: Das funktionalanalytische Framework dieser
Arbeit wurde auf die Behandlung von elliptischen Problemen mit verteilter Steuerung zugeschnitten.
Im obigen Beispiel zur Laplace-Gleichung ist f eine solche verteilte Steuerung, da sie auf die Volumina
in Q wirkt. Alternativ betrachten viele Autoren in der Literatur auch Probleme mit Rand-Steuerung,
d.h. die Steuer-Gréfle wirkt nur auf die Oberfliche 02 ein.

Unrestringierte Probleme: In der Literatur findet man zumeist Aussagen iiber restringierte
Optimal-Steuer-Probleme, d.h. es wird ein Optimierer von J|c gesucht, wobei J z.B. wie oben und
C C L?(Q) eine (meist abgeschlossene und konvexe) Teilmenge ist. Wir beschrinken uns in dieser
Arbeit jedoch auf die einfacheren, unrestringierten Probleme, da sich diese in ein dquivalentes, einfach
zu analysierendes Optimalitits-System umformulieren lassen (vgl. Satz 2.4.1.1). Samtliche Resultate
in dieser Arbeit basieren essentiell auf dieser Umformulierung, insbesondere kénnen die erarbeiteten
Aussagen nicht ohne Weiteres auf restringierte Probleme verallgemeinert werden.

Abstrakte Analyse: Die wichtigsten Resultate (Existenz und Eindeutigkeit von kontinuierlichen
und diskreten Losungen, Konvergenz in starken und schwachen Normen, Formulierung als LGS, Aus-
wirkungen von sog. variational crimes) werden in einem rein abstrakten Rahmen formuliert und be-
wiesen. Insbesondere konnen die Untersektionen 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 ohne Vorwissen zur Approximations-
Theorie von Spline-Raumen aus Sektion 1 gelesen werden. Auf diese Vorgehensweise wurde hier viel
Wert gelegt und sie ist nicht Standard in der Literatur.

A-priori-Abschitzungen: Wir befassen uns ausschliefSlich mit der Herleitung von a-priori-Fehler-
Abschétzungen. A-posteriori-Abschitzungen zur Fehler-Kontrolle fiir adaptive Gitter werden hier
nicht behandelt.

LBB-Bedingung: Das obige Beispiel zur Laplace-Gleichung ist ein sehr einfaches Optimal-Steuer-
Problem, da die zur Differentialgleichung gehérige Bilinearform koerziv ist (vgl. Lemma 2.1.2.5). Wir
entwickeln in dieser Arbeit dariiber hinaus die Theorie fiir kompliziertere partielle Differentialglei-
chungen, deren beschreibende Bilinearform nur die LBB-Bedingung erfiillt (vgl. Korollar 2.1.2.3).
Eine Einfiihrung zur inf-sup-Theorie findet man z.B. in [Brezzi and Fortin, 1991] und [Braess, 2013].
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Zusammenfassung der einzelnen Sektionen

Wir geben nun eine kurze Zusammenfassung der einzelnen Untersektionen an. Den Kern dieser Arbeit
bildet die Untersektion 2.4.

°)

Sektion 1: Funktionen-Riume:

o) Untersektion 1.1: Der Raum H*(2): Wir definieren den Sobolev-Raum H”(Q) und fassen bereits
bekannte Aussagen dariiber zusammen.

o) Untersektion 1.2: Der Raum S?él;(T): Wir definieren zuerst Gitter in den Raum-Dimensionen

d € {1,2,3} und untersuchen dann die Approximations-Eigenschaften der Spline-Riume S(g[’)]; (T)
fiir [g > 0,k = 0] und fiir [g > 1,k = 1]. AuBlerdem geben wir explizite Basen dieser Riume an.

Sektion 2: Optimal-Steuer-Probleme:

o) Untersektion 2.1: Die inf-sup-Bedingung [o(e) > 0/: Hier werden die wesentlichen Resultate rund
um die sog. inf-sup-Bedingung erarbeitet.

o) Untersektion 2.2: Variations-Probleme: Es werden allgemeine Variations-Probleme in einem ab-
strakten Setting formuliert. Es folgen Existenz und Eindeutigkeit von kontinuierlicher und diskreter
Losung, Konvergenz in starken und schwachen Normen, eine Formulierung als LGS sowie die Aus-
wirkungen von sog. wvariational crimes. Alle weiteren Aussagen aus den Untersektionen
2.3 und 2.4 werden auf diese Resultate zuriickgefiihrt. Wir beschreiben diesen Umstand
schematisch mit

{Optimal-Steuer-Probleme} C {Sattelpunkt-Probleme} C {Variations-Probleme}.

o) Untersektion 2.3: Sattelpunkt-Probleme: Die Ergebnisse aus Untersektion 2.2 werden direkt auf
Sattelpunkt-Probleme angewendet.

o) Untersektion 2.4: Optimal-Steuer-Probleme: Diese Untersektion ist der Kern der vorliegen-
den Arbeit. Die Ergebnisse aus Untersektion 2.3 werden direkt auf Optimal-Steuer-Probleme
angewendet,.

o) Untersektion 2.5: Ein konkretes Optimal-Steuer-Problem: Die Laplace-Gleichung: Wir betrachten
ein konkretes Optimal-Steuer-Problem am Beispiel der Laplace-Gleichung und weisen alle Voraus-
setzungen aus Untersektion 2.4 nach.

Sektion 3: Implementierung in 1D und 2D: Optimale Steuerung der Laplace-Gleichung:

o) Untersektion 3.1: Exakte Lisungen, Assemblierung und Fehler-Berechnung: Wir geben die exakten
Losungen des Optimal-Steuer-Problems zur Laplace-Gleichung in d € {1, 2} fiir die Gebiete  :=
(0,1) bzw. ©Q := (0,1) x (0,1) an. AuBerdem leiten wir explizite Formeln fiir die Assemblierung
und Fehler-Berechnung her.

o) Untersektion 3.2: Numerische Ergebnisse: Hier findet man die numerischen Ergebnisse (Plots der
berechneten Losungen, Fehler-Plots, Konditionszahl-Plots) des MATLAB-Programms.

o) Untersektion 3.3: MATLAB Programm-Codes: Samtliche MATLAB-Codes.
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1 Funktionen-Riume

1.1 Der Raum H*(Q)

1.1.1 Lipschitz-Gebiete

Definition 1.1.1.1 (Lipschitz-Gebiet).

Ein offenes, beschrianktes Intervall  C R heif3t Lipschitz’sch. Eine offene, beschridnkte, zusam-
menhingende Menge Q@ C R? mit d > 2 heifit Lipschitz’sch, wenn es endlich viele orthogonale
Koordinaten-Transformationen Q1,...,Q, : R — R, Bandbreiten §1,...,d, > 0 und Lipschitz-
stetige Funktionen fi,..., f, € C%'(R9~1 R) mit folgenden Eigenschaften gibt:

e) Die Quader Q([0, 1]¢) iiberdecken 9:

990 C U Qk([0,1)7).

k=1

o) Der Rand 0f) lasst sich lokal (bis auf Koordinaten-Transformation) als Graph einer Lipschitz-
stetigen Funktionen darstellen:

vhe (L} 00N Qe(0. 1) = Qu{(y. ful)) |y € 0.1,
o) Das Gebiet  liegt lokal auf nur einer Seite von 0):

Vk € {17 e 7”} : Qk({(yaz) ly € [07 Hdil,_csk +frly) <z < fk(y)})

-
Qe{(y.2) [y € 0,1 fuly) <z < fuly) +8u}) C

Q°.

In diesem Fall kann eine normierte duflere Normale n : 990 — R? definiert werden und es gilt die
Formel der partiellen Integration:

Vu,v € CH(Q) :Vie {1,...,d}: /(aiu)-vde—/
Q

u-(Ov) dV+/ w-v-n; dS.
Q

[219]

1.1.2 Der Raum H*(Q)

Lemma 1.1.2.1 (Schwache Ableitung).
Sei © C R? Lipschitz’sch. Eine Funktion u € L{ () heiBt schwach differenzierbar zur Ordnung
o € N4, wenn es eine Funktion D% € L () gibt mit

loc

Ve € C0(Q) ¢ /Qu-(D"‘ga) av = (— 1)l ~/Q(D°“u)~<p av.

Es gelten die folgenden Eigenschaften:
¢) Eindeutigkeit: Die schwache Ableitung D%u ist eindeutig.

o) k-fache schwache Differenzierbarkeit: Sei k¥ € No. Ein v € L () heiBt k-mal schwach
differenzierbar, wenn alle Ableitungen D%u, || < k, existieren.

) Verallgemeinerung klassischer Differenzierbarkeit: Jedes u € C*(Q) ist k-mal schwach
differenzierbar und die schwachen Ableitungen stimmen mit den klassischen jeweils iiberein.

1
loc

e) Linearitét: Sind u,v € L .(Q) k-mal schwach differenzierbar, dann ist fiir alle a,b € R auch




au+bv € L () k-mal schwach differenzierbar mit

Vi <k: D%(au + bv) = a- D% + b- D%v.

o) Produkt-Regel: Sind u,v € L?(Q2) k-mal schwach differenzierbar mit V|| < k : D%, D% €
L?(Q), dann ist auch u-v € L'(Q) k-mal schwach differenzierbar und es gilt

Vie| <k:  DYuww) =Y. <g) A(D*Bu)- (DPv)

B<a

¢) Ketten-Regel: Seien Q C R? Lipschitz’sch und F : © — Q bi-Lipschitz’sch. Sei u e L*(Q)
schwach differenzierbar mit V|| < 1 : D% € L?(f2). Dann ist auch u o F € L?({2) schwach

differenzierbar und es gilt
V(uo F)=[(Vu)o F|-VF.

Satz 1.1.2.2 (Der Raum H*(Q)).
Seien © C R? Lipschitz’sch und k > 0. Der Sobolev-Raum

H*(Q) := {u € L?|u ist k-mal schwach diff.bar und V|a| < k : D%u € L?}
versehen mit dem Skalarprodukt

Vu,v € H Q)1 (u,0) giig) = D (D*u, D) 5
|l <k

ist ein Hilbert-Raum und es gilt

e

C>=(9Q) = H*(Q).

Wir definieren weiters den Hilbert-Raum
HE(Q) = Ce(@) @ < HM(9).

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

¢) Spur-Operator: Der Spur-Operator (+)|aq : (C(Q), Iz () — (L?(09), [l z2(50)) st line-
ar und stetig und kann zu einem linearen, stetigen Operator

()laQ : Hl(Q) — L2(8Q)

mit ||(*)|aqll < C(d, ) fortgesetzt werden.
Es gilt
Vk>1: HEQ) ={ve H*Q)|V|a| <k —1:(D%)|sq = 0}.

e) Semi-Norm: Fiir alle k£ > 0 definiert der Ausdruck
%
a, (12
e B sy = (X 10"l )
|a|=k
eine Semi-Norm auf H*(Q). Mit dem Polynom-Raum
Yg>0: Py(2) :=span{Q > x — a7*-...-z5 |e; €{0,...,9},e1 +---+eq < g}

gilt:
Vk>1: {UEHk(Q)| ‘UlH’”(Q) :O}ZPk_l(Q)

10




Aufgrund der daraus resultierenden Poincaré-Ungleichung
Vu € Hy(Q) : lull i) < C(d, Q) ] g
ist [*| 7 () sogar eine zu ||-[| ;x ) dquivalente Norm auf HE(Q).

o) Sobolev’scher Einbettungs-Satz: Im Sinne von kompakten Einbettungen gilt

VkE>1>0: HAQ) <  HYQ) dicht bzgl. [l e 2y -
H*Q) <. HY(Q),
W>g: H*(Q) <. C°%).

Insbesondere lassen sich bei d = 1 bereits H'(f2)-Funktionen und bei d € {2,3} erst H%(Q)-
Funktionen Punkt-auswerten.

1.2 Der Raum S(g(’)’;(T)

1.2.1 Gitter T

Definition 1.2.1.1 (Gitter).

Seid > 1. Zu D > d+ 1 vielen gegebenen Punkten Ny(T),...,Np(T) € R? bezeichne T
(conv{N;(T) |i € {1,...,D}})° C R? ein Referenz-Element. Wir nehmen an, dass die Punkte N; (1)
irredundant gewéhlt wurden.

Ein endliches Mengensystem 7 C Pow(R%) heiit (7-) Gitter, falls:

o) Jedes Element T € T ist von der Form T' = FT(T)A fiir eine affine, bijektive Referenz-Abbildung
Fr :RY — R? Insbesondere ist |T| = |det VFr|-|T| > 0. Wir gehen im Folgenden immer davon
aus, dass fiir jedes T' € T genau ein derartiges Fp ausgewéhlt wurde.

o) Die Elemente sind Uberschneidungs-frei (Lebesgue-Maf) und es gibt keine ,, hiingenden® Knoten:

VSATET: ) SNT| = o, )
(Fs(N;(T)) i€ {1,....DYNT C {Fp(N:(T))|ie{1,...,D}}.

Wir fithren noch einige Bezeichnungen ein:

o) Gitterweite: Fiir jedes T € T bezeichnen wir mit

hr = max [z —yl,,
z,yeT
re = max{r > 0|3z € R? mit B,(z) C T}

den Durchmesser und den Inkugel-Radius von T. Wir definieren weiters die mazimale bzw.
minimale Gitterweite von T:

h7 :=maxh Rmi ;= minh
T TeT T, min, 7 TeT T

e) Polygon: Ein Lipschitz-Gebiet® Q C R? heiit (1-) Polygon, wenn es ein T-Gitter 7 C Pow(R%)

gibt mit
U]W:QL
TeT

Urca A
TeT

11




o) Formregularitiit: Eine Familie®® (77, )neq von Gittern auf Q heiBt formregulir, falls

T
7Y = sup max — < o0
heH T€7-h rT

und quasi-uniform, falls

h
V= Supmaxj<oo
heH TETL hr

%Die Lipschitz-Eigenschaft garantiert insbesondere, dass © keine ,Risse“ oder einpunktigen Engstellen (z.B.
Beriithrpunkt der beiden Enden eines ,,C-formigen® Gebiets) haben kann.

bMan beachte: Der Buchstabe , k¢ tritt im Folgenden auf zwei unterschiedliche Arten auf. Einerseits verwenden
wir ein alleinstehendes, tiefgestelltes ,h*“ als Index zur Indizierung von Gitter-Familien. Andererseits verwenden wir
hr und hy fiir den Element-Durchmesser und die maximale Gitterweite (siehe oben). Fiir die Indexmenge H werden
wir im Verlaufe der Arbeit stets 0.B.d.A. H C (0,1] und 0 € H annehmen.

“Wir werden im Folgenden nur Gitter-Familien mit limy, o h7;, = 0 betrachten, daher kénnen wir diese Eigenschaft
implizit als gegeben voraussetzen.

Definition 1.2.1.2 (Gitter in 1D, 2D und 3D).
Die wichtigsten Beispiele fiir Gitter in den Dimensionen d € {1,2,3} sind®:

¢) 1D Intervall-Gitter: Sei d := 1. Wir betrachten das durch die Punkte Ny (T') := 0 und No(T) :=
1 gegebene Referenz-Element .
T =(0,1) CR.

Ein entsprechendes Gitter 7 C Pow (R) heifit Intervall-Gitter. Eine Familie (75)pepm von
Intervall-Gittern ist stets formreguldr mit v = 2.

e) 2D Dreiecks-Gitter: Sei d := 2. Wir betrachten das durch die Punkte N, (T') := (0,0), No(T) :=

(1,0) und N3(T') := (0, 1) gegebene Referenz-Element
T ={(z,y) |z €(0,1),y € (0,1—z)} TR

Ein entsprechendes Gitter 7 C Pow(R?) heifit Dreiecks-Gitter. Eine Familie (7,)nen von
Dreiecks-Gittern ist formreguldr genau dann, wenn sédmtliche Dreiecks-Innenwinkel nach unten
hin beschrénkt bleiben:

inf min min{a > 0 |« ist Innenwinkel von 7'} > 0.
heH TEeTy

In diesem Fall ist insbesondere die Anzahl der an einen Knoten angrenzenden Dreiecke nach oben
hin beschrinkt (vgl. Bezeichnungen weiter unten):

Vhe H:YNeN,: #{TeTh|NecNT}<ChH).

) 3D Tetraeder-Gitter: Sei d := 3. Wir betrachten das durch die Punkte Ni(T') := (0,0,0),
No(T) :=(1,0,0), N5(T) := (0,1,0) und N4(T) := (0,0, 1) gegebene Referenz-Element

T:{(m,y,z) |z €(0,1),y € (0,1 —x),z€ (0,1 —x—y)} CR.

Ein entsprechendes Gitter 7 C Pow(R?) heifit Tetraeder-Gitter. Eine Familie (77,)nem von
Tetraeder-Gittern ist formreguldr genau dann, wenn sémtliche Innenwinkel (Eckwinkel der
Flichen und Raumwinkel zwischen benachbarten Flichen) nach unten hin beschrinkt bleiben®:

inf min min{a > 0 |« ist Innenwinkel von 7'} > 0.
heH TeTy,
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In diesem Fall ist insbesondere die Anzahl der an einen Knoten/eine Kante angrenzenden Dreiecke
nach oben hin beschrinkt (vgl. Bezeichnungen weiter unten):

Vhe H:VN e N, : T eTh|NeNT)} < Ci(y),
Vhe H:VE €&, : #TcT|Ec&T)}) < Cuy).

¢) Bezeichnungen: Wir fithren noch einige Bezeichnungen ein: Es sind fiir jedes T' € T

(de{1,2,3})  N(T) := {Fr(Ni(T))|ie{1,...,D}},
(de{2.3)  ET) = {eonv{M,N}\{M,N} |M £ N N(T)},
(d=3) F(T) = {conv(EUFUG)\(FUFUG)|E#F #Geé&T)}
die Menge der Knoten, die Menge der Kanten und die Menge der Fldchen von T. Wir setzen
weiters
N = [JND),
TeT
e = |Jem,
TeT
F o= | Fm

SchlieBlich sei Np := N NIQ die Menge der Rand-Knoten, N7 := N\Np die Menge der inneren
Knoten, Ep = £ N Pow (012) die Menge der Rand-Kanten, & := E\Ep die Menge der inneren
Kanten, Fp := F N Pow (0N2) die Menge der Rand-Flichen und F; := F\Fp die Menge der
inneren Fldchen von T.

%Es gibt fiir d € {2,3} auch Gitter basierend auf T = (0,1)? C R?, sog. Parallelogramm- bzw. Parallelepiped-
Gitter. Wir werden jedoch derartige Gitter in dieser Arbeit nicht weiter behandeln.

YDass man tatséichlich die Beschriinktheit beider Arten von Winkeln benétigt, zeigen die beiden folgenden Bei-
spiele: Die Tetraeder-Familie (conv {e2, —e2, —e1,n-e3}),>1 hat nach unten beschrinkte Raumwinkel, aber beliebig
kleine Eckwinkel. Die Tetraeder-Familie (conv {e2, —ea, —e1, (cos(a), 0, sin(a))})ae(()’%] hingegen hat nach unten be-
schriankte Eckwinkel, aber beliebig kleine Raumwinkel.

Beweis:  (der Charakterisierungen der Formregularitéten fiir d € {2,3})

Schritt 1:  Formregularitdt bei Dreiecks-Gittern

Fiir jedes T € Ty, bezeichnen wir die Seitenlingen mit 0 < ¢ < b < h und die jeweils gegeniiberliegenden
Innenwinkel mit aumin, 3, € (0,7). Es gilt amin < 8 < o und amin € (0, 5,8 € (0, 5], € [§, 7). Wir
bezeichnen weiters mit r > 0 den Inkreis-Radius und mit H > 0 die Hohe auf die Seite h.

Der Flacheninhalt von T lidsst sich auf zwei Arten berechnen:
1 . 1 1
ih-b-sm(amin) = ihH =1T| = §r-(h—|—b+ c).

Die Richtung ,,=“ der Behauptung folgt aus

r h+b+c _ 1 b
i min) — T > - == 0
sin(omin) W 2 ol >
und die Richtung ,,<* aus
<1
~— 2
h 1 < sin(a) b+ c> < 1 >
- = — . : + < | —— - +2] <oo.
r sin(omin) sin(8) b sm( inf min amin,T)
—— heH TET,

>sin(amin)
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Schritt 2:  Formregularitéit bei Tetraeder-Gittern
Sei T' € Ty, gegeben. Es bezeichne h > 0 die ldngste Seite und B,.(x¢) C T die grofite Inkugel.

»,=: Gelte v > 0. Wir betrachten zwei beliebige Flichen F' # G € F(T') und bezeichnen jenen Eckpunkt
von F, der G gegeniiber liegt mit N € N (F)\N(G). Es gilt

4 4 1
T3 < 3 = Bu(xo)| < |T| = 5-1G]-dist(@, V) <

2 -
343 =3 -h*-dist(G, N).

W =

Fiir den Raumwinkel o € (0, 7) zwischen F und G ergibt sich mit
dist(G, N) = dist(F N G, N)-sin(a) < h-sin(a)

die Abschitzung

4
sin(a) > —7; > 0.
v

Fiir jeden der beiden Innenwinkel 8 € (0,7) von F an den Knoten M € N (F)\{N} ergibt sich mit
dist(G, N) < dist(FNG,N) = ||[M — N||,-sin(8) < h-sin(3)
die Abschitzung
. 4m
sin(B) > ? > 0.

Da der kleinste Raum- und der kleinste Eckwinkel in 7" die Bedingung cumin, Bmin € (0, §) erfiillen, folgt
durch Anwendung von arcsin die Behauptung.

»<=“ Gelte apin = infpeg minper, min {a > 0 |« ist Innenwinkel von T'} > 0. Es gibt ein gerades
Parallelepiped @ C T mit Linge %-h, Breite und Hohe %-h-tan(amin) und Basiswinkel o,;,. Damit

4
o Z |F| < §~r-h2
FeF(T)

Loy 2 : 1 T
_ . . . . - — = < =
16 h?-tan®(cumin) - Sin(@min) 5 h=1[Q[ < |T|

W =

und schlielich

>

< 128 <
— Q.
r - 3 tan2 (Oémin) . Sin(amin)

Beispiel 1.2.1.3 (Ein 1D-Intervall- und ein 2D-Dreiecks-Gitter).
Wir geben je ein explizites Beispiel fiir ein 1D-Intervall- und ein 2D-Dreiecks-Gitter an:

e) 1D Intervall-Gitter: Seien d := 1,  := (0,1) C R und 7' C R das Referenz-Element fiir
Intervall-Gitter. Zu jedem h € H := {15 |n € N*} definieren wir

1
= —+1eN*
n th € s
1 —
) 1,... : N; = (i —1) € Q,
Vie{l,...n} L (i-1)e
1
Vie{l,...,n—1}: Fr,(z) = n_lw—l—Ni,
Vie{l,....n—1}: T; = Fp(T)=(N;Niy1)CQ

und damit das Intervall-Gitter
T :={T;|lie{l,...,n—1}}.

Es gilt Ay, = ﬁ = h. Es ist (Tp)nen formregulir und quasi-uniform mit v =2 und v = 1.
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o) 2D Dreiecks-Gitter: Seien d := 2, Q := (0,1) x (0,1) € R? und 7' C R? das Referenz-Element
fiir Dreiecks-Gitter. Zu jedem h € H := {n—‘g |n € N*} definieren wir

V2

= —— +1¢€NX,
n i +
1 _
Vi,je{l,...,n}: Ny := Ci-Li-1) e,
n—
1
Vi,je{l,...,n—1}: Fr, (z,y) = m~(x,y)+Nij,
1
FTij2(x7y) = _n_l'(xay)+Ni+1,j+1a
Vi,je{l,....,n—1},k e {1,2}: Ty = Fr, (T)CQ

und damit das Dreiecks-Gitter
771 = {ka ‘Zvj € {1,...,TL— 1}ak € {172}}

Es gilt hy, = V2 h Esist (Tw)nen formregulir und quasi-uniform mit y = 2++/8 und v = 1.

n—1

1.2.2 Der Raum S%I;(T)

Definition 1.2.2.1 (Der Raum S%I;(T)).
Seien d > 1, T C R? ein Referenz-Element, Q C R? ein Polygon und 7 C Pow(R9) ein Gitter auf
Q). Wir definieren die endlich-dimensionalen Spline-Rdume®®
Vg >0,k>0: ST*(T) {ve HYQ)|VT € T :vo Fr € P,(T)},
Vg>1,k>1:  SP(T) = SO¥T)nHIQ).

Es gilt: - .
Vg>1,k>1: S9E(T) = {v € C* 1 (Q) VT € T :vo Fr € P,(T)}.

@Wir fordern von den Funktionen v € Sg’k(T) also nur v|pn = 0, aber nicht unbedingt [V |o| < k—1: (D%)|gn =
0].
*Wir werden spiter an mehreren Stellen Aussagen angeben, die fiir S9-%(7) und Sg’k(T) gleichermaflen zutreffen.

Wir verwenden dann die verkiirzte Notation S?(’)])C (7).

Beweis:  (der Identitiit S9*(7) = {v € C*1(Q)|VT € T : vo Fr € P,(T)})

Wir zeigen, dass fiir jede Funktion v € L?(Q) mit VT € T : v|p € C°(T) die Aquivalenz v € H'(Q) <
v € C°(Q) gilt. Die entsprechende Aussage fiir alle k¥ > 1 folgt dann mittels vollstéindiger Induktion.
Auflerdem beschrianken wir uns auf den Fall d = 2, denn fiir d = 1 ist die Aussage elementar zu zeigen und
fiir d > 3 miissen im Beweis nur die Kanten durch (Hyper-)Flichen und 7 durch eine (d—1)-dimensionale
affine Parametrisierung ersetzt werden.

Schritt 1: ,=¢

Gelte v € H(Q). Wir miissen die Stetigkeit von v an allen inneren Kanten E € & zeigen. Bezeichne mit
T1,T5 € T die beiden an E angrenzenden Elemente und mit v : (0,1) — E eine affine Parametrisierung
von E.

Jede Testfunktion ¢ € C§°((0,1)) lésst sich in der Form ¢ = ¢|g oy mit einer Testfunktion ¢ € C§°(Q)
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mit supp (¢) C Ty U Ty schreiben!. Damit
Vie {1,2} : V¢ € C§°((0,1)) :

/ [[(olry — vlzy)-milm] 0n] - AV = / (vl — vlmy) il -l 07 AV
(0,1) (0,1)
1
= el = el ndr, o dS
' s
ved

Das Fundamental-Lemma der Variationsrechnung liefert (v|p, — v|p,) oy = 0.

Schritt 2: <~
Gelte v € C°(Q). Dann ist v schwach differenzierbar:

Vo € C°(Q) /1%(31- )V = E v-(0ip) AV
Q2 TeT /T
— E E /U\Twp-ni ds — E (0;v) - dV.
Ec&r TeT: E TeT T
E€E&(T)

=0

Die L2-Integrierbarkeit von v, d1v, ov folgt aus der Beschriinktheit auf den endlichen Mafiriumen T € T.

1.2.3 Elementare Resultate auf 7

Definition 1.2.3.1 (Lagrange-Polynome auf T)

Seien d € {1, 2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter und
g > 0. Wir definieren nun Referenz-Stiitzstellen® und Referenz-Formfunktionen (als die zugehorigen
Lagrange-Polynome) auf T

) 1D Intervall-Gitter: Sei d := 1. Wir definieren die Index-Mengen®

(920) Ig = {Oa"'vg},

(9>2) ¥ = {1,...,9-1},
die Referenz-Stiitzstellen

(g =0) # = 1 ef,

(g=1) Viel,: & = 14 eT

und die Referenz-Formfunktionen (als die Lagrange-Polynome)

1 € Po(T),
g e .
= ]I 727 e P, (7).

! Beweis-Skizze: Im Falle E = (0,1) x {0} kann man ¢(z1,z2) := ¥(z1)-x(z2) wihlen, wobei x € C5°(R) eine geeignete
Testfunktion mit x(0) = 1 und supp (x) C B:(0) ist. Der Parameter € > 0 hingt von der Lage von supp (¢) C (0,1) und
von den Innenwinkeln von T4, T» ab und muss klein genug fiir supp (¢) C T1 U T» gewéhlt werden.
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o) 2D Dreiecks-Gitter: Sei d := 2. Wir definieren die Index-Mengen

IJQ = {(i,j)|i€{0,...,9},j€{07._.79_1'}}7
I']‘]X {(iaj)|i€{17-~-’9—1},j6{1,...,g—z’—1}}7

(g>0
(g>3

~ =

die Referenz-Stiitzstellen

(9=0) (23,90) = (5% e,
(g>1) V(i,j)elly: (@99 = 1.(G,j) €T

e) 3D Tetraeder-Gitter: Sei d := 3. Wir definieren die Index-Mengen

(g >0) I1JK, = {(Z:,j:,k)lie{0,...,g},jE.{O,...,g—i},'ke{0,...,g—i—j}},
(9 >4) IJK)S = {(,4k)ie{l,....g—1},5€{l,...,g—i—1},
ke{lv"wg_i_j_l}}a

die Referenz-Stiitzstellen

(g:O) (5&8,@8,28) = (i7i7i) EZA’
(g>1) V(4 k) e JKy: (#0,99,3]) = L-(,j,k) €T

und die Referenz-Formfunktionen (als die Lagrange-Polynome)

(g = 0) @800(‘%’ Y, Z) = € PO(T)v
i—1 g =1 4 k= o
.. . N L r—3 y—9 z—Z%
(g=>1) V(i,j,k) € JK,: ‘ngk(m»%z) = 4 @g,élg .ll;lo yf,.fjlg 'll;[ 5k,élg
d zty+z—2/ -
I sramar € By(T).
itjrk+1

%Fiir ¢ > 1 sind bei der konkreten Verteilung der Referenz-Stiitzstellen auf T insbesondere folgende Punkte zu
beachten: 1) Alle Knoten von T miissen als Stiitzstellen auftreten und es miissen hinreichend viele Stiitzstellen an
den Kanten und Flidchen auftreten (vgl. Lemma 1.2.3.6). 2) Es muss die Kronecker-0-Eigenschaft gelten. 3) Die
Stiitzstellen an den Kanten und Flidchen miissen geeignet symmetrisch liegen. (Diese Punkte sind spéter essentiell fiir
die Stetigkeit der in dieser Arbeit betrachteten Basis-Elemente von S‘E](’); (T), vgl. Satz 1.2.10.2.)

*Die Indexmengen I;, 1 J; und IJK, g>< werden so gewihlt, dass fiir die Referenz-Stiitzstellen gilt (exemplarisch
fir d = 3): (27,99,2)) € 9T & (4,5, k) € [TK\IJK .

Lemma 1.2.3.2 (Lagrange-Polynome bilden Basis von P, (7).
Sei g > 0. Die Lagrange-Polynome aus Definition 1.2.3.1 erfiillen (exemplarisch fiir d = 3)

V(%J7k)7(;u37l~f) (S IJKg N

S
Se

=
—
>

Nl
0>
™9
—

Il

>

(RROEIGVRD)
und bilden somit eine Basis von P, (T") (exemplarisch fiir d = 3):

span{@); | (i,5,k) € 1Ky} = Py(T).
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Die Dimension von ]P’Q(T) ist gegeben durch

(d=1) dimPy(T) = g+1
(d=2) dimPy(T) = %(g—kl)( +2),
(d=3) dim Py (7)) 5 g+1)(g+2)(9+3)

Wir geben die Dimensionen fiir kleines g > 0 explizit an:

dimPy(T) | g=0|g=1|g=2|g=3|g=4
d=1 1 2 3 4 5
d=2 1 3 6 10 15
d=3 1 4 10 20 35

Beweis:

Wir zeigen exemplarisch nur den Fall [d = 3,9 > 1]:
Schritt 1:  V(i,5, k), (i,7,k) € [JK, : (@ 9,1)9, 27) = 01 gy =(ij.F)

Die Identitét V(4, j, k) € IJK, : ‘szk( 7 yj , 27) = 1 ist elementar nachzurechnen. Fiir beliebige (i,7, k) €
IJK, gilt:

(68,25, 99,20) = 0] & ((€{0,...,i=1) V(G €{0,...,j =1}V (k€ {0,....k—1})
Vi+j+ke{i+i+k+1,...,9})]
& (@7, k) # (6,4, )

Schritt 2:  span{@¥, | (i,4,k) € ITK,} =Py(T),  dimPy(T) = %-(g+1)-(g+2)-(g+3)
Wegen Schritt 1 ist {47, | (4,5,k) € IJKy} C P,(7") linear unabhiingig. Aus Dimensions-Griinden muss

diese Menge auch ein Erzeugenden-System von P,(T') sein (Beachte: Die Monome {z'yiz* | (i, j, k) €
IJK,} CP,(T) bilden eine Basis.):

tg—i—j

g 9—ig—
dimPg(T) = dlmspan{ ZZ Z Lyl 2k

=0 j=0 k=0

ngkER}ZZZ Z 1= #(IJK,).

Die Dimensions-Formel dim Py (T) = 1:(g+1)-(g+2) (g +3) erhillt man durch explizites Berechnen
dieser Summe.

O

Lemma 1.2.3.3 (Lagrange-Polynome Koordinaten-Abbildungen).
Sei g > 0. Die Lagrange-Polynome aus Definition 1.2.3.1 erfiillen (exemplarisch fiir d = 3)

Yo € Py(T) : v = Z v(if,ﬂ?,ii)@%k-
(i.d.k)ETTK,

Insbesondere ist die Koordinaten-Abbildung der Basis der Lagrange-Polynome gegeben durch (ex-
emplarisch fiir d = 3)

. {Pg(f) — s RYS(HD(g+2)(g+3)
Xo v — (@], 97, 2)) gk,
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Es sind x4 und ihre Inverse X;l linear und stetig mit®

IXglliz—r2 < C(d, T, g), X5 2z < C(d, T, ).

%Fiir unsere Wahl der Basis-Elemente gbfjk hingt die Konstante C(d,T,g) auf der rechten Seite im Allgemeinen

auch tatsichlich von g ab. Wéren die géfjk hingegen eine <'7'>L2(T)'ONB von IP’g(T), dann wiirde die zugehérige

. . N ~ N N P N
Koordinaten-Abbildung g wegen [0 € By(F) : V12, 50 = S0 00802, ) = IRovla] somar [%gllae pa =
H)A(;l||L2elz = 1 erfiillen. Wie wir sehen werden, wiirde sich das giinstig auf die Konditionszahlen der spiter zu

16senden LGSe auswirken (vgl. Satz 1.2.8.1, Satz 1.2.10.2, Lemma 2.2.5.1, Lemma 2.3.5.1 und Lemma 2.4.5.1).

Beweis:
Wir zeigen exemplarisch nur den Fall d = 3:

Fir jedes v € Py(T) erfillen die eindeutigen Koeffizienten p;j; € R aus der Darstellung v =
Z(i-,j,k)eUKg Dijk -@?jk bereits

F S . ~9 £9 59) — 59 (49 [9 59) A0
V(i,5,k) € IJK, : v(ds, 3,212) = g Pijk - Piyr (25, 5,215) = i
(i,4,k)ETTE, —_—
=0((4,5,k)=(1.3.F)]

Insbesondere ist die angegebene Funktion Y, : Py(T) — RY/60+1{(9+2)(9+3) tatsiichlich die Koordinaten-
Abbildung der Basis der Lagrange-Polynome.

Die Abbildungen ||| 2y und IXg(:)|l;2 definieren Normen auf dem endlich-dimensionalen Raum P, (7")
und sind damit dquivalent:

Cold, T,9) I gy < 1Ko ()l < Coldy Tog)- [l oy auf By(D).

Daher ||Xgllizer2 < Co(d, T, g) und ||X; | r2esz < C1(d, T, g).

Lemma 1.2.3.4 (Deny-Lions).
Seien d > 1, T' C R? Lipschitz’sch und [ > 1. Dann gilt:

Vo e H(T) : inf o= pll gy < CT0) 0] iy -
peP—1(T)
Beweis: . . .
Schritt 1: Vv € H(T) ||UHHL(T) < C(d, Tal)'[HPl—lva(T) + ‘U‘HI(T)]

Es bezeichne Pj_1 : LQ(T) — ]P’l_l(T) die (-, ~>L2(T)-Orthogonal—Projektion.

Wir fiihren einen Widerspruchs-Beweis: Angenommen es gibe eine Folge (v,)neny C H Z(T) mit
lvnll iy = 1 und
1 1

n — E . ||’UnHHl(T) Z ||PlflvnHL2(T) + ‘Uanl(T) .
Wegen der kompakten Einbettung H'(T) <. H'"}(T) gibt es eine in H'"(T") konvergente Teilfolge.
Diese ist sogar eine H'(T')-Cauchy-Folge, denn

2 2 2 (k,j)—ro0
[onky = a2y = 0ntk) = a1y + 10n0e) = vn) iy 0.
Also gibt es ein v € HI(T) mit v, (k) ”Ti> v. Wegen
Nl (T)

k—o0
|U‘Hl(:i") < v - Un(k)HHl(T) + |vn(k)|Hl(T) —=0
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haben wir v € P,_1(T') (vgl. Satz 1.1.2.2). Mit

k—o0

[0l 2y = 1Pi=10ll g2y < IP=all- N0 = Vagiyll 2y + 1 P10ngay | 2y —— O

folgt v = 0 und daher der Widerspruch

1= lim lone) gy = 0l oy = 0
Schritt 2: Vv € H(T) : inf,cp oy [l0 =Dl gy < Cd, T,l)~|v|Hl<T~) )
Vo e HY(T): inf o =plgzy < o= Poavllp
pEP_1(T)
S . . R R
< Cd, 1,0 [[P-a(v— Plflv)HLz(T”) + v - Plflv|Hl(T)]

I
Q=

C( aT7l)' IU‘HZ(T)

]
Lemma 1.2.3.5 (Orthogonal-Projektion auf P,(7)).
Sei g > 0. Die (-, ->Ho(f)—Orthogonal—PrOjektion“
P, : HY(T) — Py (T).
erfiillt die folgenden Eigenschaften:
o) Stetigkeit: | P, go.pgo < 1.
¢) Fehler-Abschitzung: Seien k£ > 1 und ! := min{k,g + 1} > 1 gegeben. Dann gilt die Fehler-
Abschétzung R R R
Vo e H¥T) : v = Pgvll o7y < C(d, Tk, 9) - vl g )
“Wir schreiben HO(T') anstelle von L2(7T"), um die Aussagen besser mit jenen in Lemma 1.2.3.7 vergleichen zu
konnen.
Beweis:
Es gilt:
A A Def. P, .
voe HY(T): ||U_PgUHH0(T) = inf ||U_p||H0(T)
p€EPy(T)
B I
< in v—p -
p€EP_1 (T) HIT)
L.1.2.3.4 .
< C(d7T7k7g)|v|HI(T)
]
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Lemma 1.2.3.6 (Referenz-Stiitzstellen auf 8AT)
Fiir ¢ > 1 wurden die Referenz-Stiitzstellen auf 07 in Definition 1.2.3.1 so gewihlt, dass die folgen-
den Implikationen gelten:

(d=2) VE€&T): [VoePy(T)mit (V&,5)) € E:v(@],9])=0): vlz=0],
(d=3) VE € F(T): [YvePy(T) mit (V(27,97,2]) € F:v(2],97,2]) =0): v|z=0].
Beweis:

Wir zeigen exemplarisch nur den Fall d = 3:

Eine der Seitenflichen des Referenz-Tetraeders T3 C R3 ist gegeben durch F := Ty x {0} € F(I3),
wobei Tb C R? das Referenz-Dreieck aus dem Fall d = 2 bezeichnet. Wir bezeichnen weiters mit

(&9 B,y“]g 3 AZ’?’) € Ty die Referenz-Stiitzstellen fiir den Fall d = 3 und mit (& “,g)j’ ) € TTQ jene fiir
d=2. Laut Konstruktion gilt

V(,j) € Ll (&9%,47°,0) = (272, 922,0).
Wir zeigen die Aussage nur fiir die obige Seitenfliche F': Sei also v € ]P’g(Tg) ein Polynom mit
V@t 0 e F=Tox {0} s (@l §7°,0) = 0.
Dann erfiillt das Polynom | € By (73) aber bereits

L.1.2.3.3 9,2 A ~9:3 ~9,3 A _
vE TETTY T @997 -ef = > e(@l?,99%,0) 9% = 0.
(i,§)€l g (i,§)€lJ, %f—’:

Lemma 1.2.3.7 (Interpolations-Operator auf Py(7)).
Sei g > 1. Der lineare Interpolations-Operator (exemplarisch fiir d = 3)

. Joa — P,(T)
Iy: v > (@8 5D Gl
(i.4,k)ETTK,
erfiillt die folgenden Eigenschaften:
o) Stetigkeit: ||I,]coco < C(d, T, g).
¢) Interpolations-Eigenschaft:
V’U € CO(%) : V(Z,], k) € IJKg : (I U)( zay]7z]g) - U( wyjazlg)

¢) Projektions-Eigenschaft: fgh?_q(:f) =id.

e) Erhaltung der Randwerte: Es gelten die folgenden Implikationen®:

ol
Il
2 9

|

(d=2) VEe&T): [MoeC (@) mitoz=0: (L)
(d=3) VFeFT): Mwel (D) mitoz=0: (Ipo)

o) Fehler-A})schiitzung: Seien zusétzlich k > %7 l:=min{k,g+ 1} > % und m € {0,1} gegeben.
Dann ist IQ‘HZ(T) stetig mit

||jg|Hl ||Hm<—Hl < C(d7 Ta k7g5 m)

21



und es gilt die Fehler-Abschéitzung

Vv e H¥(T) : [v = Lol gy iy < O T, Ky g, m) - [0] 1y -

“Wir werden dieses Resultat nicht fiir den Beweis von Satz 1.2.9.1 benstigen. Wir geben es aber trotzdem an, um
die Eigenschaften von /5 und Ij 4 besser vergleichen zu kénnen.

Beweis:
Wir zeigen exemplarisch nur den Fall d = 3:

Schritt 1:  Stetigkeit, Interpolations-Eigenschaft, Projektions-Eigenschaft

Der Interpolations-Operator I ¢ ist linear und stetig:

we @) gplgg € s 3 @ 8% 5, ) < O Tog) [0l oz
(2,y,2)€T (i,5,k)ETTK, -
<ol o iz <C(d,T,g)
Die Interpolations-Eigenschaft ergibt sich aus
Yo e COT) V(i j, k) € ITK, : (Lo)(#9,92,22) = > @ 9d ) ¢, @, )7, 27)
(i,5,k)EIT K4 —
=0((i,5.k)=(1.7,5))
L.1.2.3.2

TR 02,99, 20).

Die Projektions-Eigenschaft folgt aus

- 5 g ~g g\ g L.1.2.3.3
Vo € Py(T) : gV = Z v(@],97,20) ol TET v
(i.j,k)ELTK,
Seien nun F € F(T) und v € C’O(%) mit v|z = 0 gegeben. Dann gilt
V@l gg ) eF e Ugv) (87,99, 8)) = v (@, 97, 4) =0,
~ %/_/
E€Py(T) €F

also wegen Lemma 1.2.3.6 bereits (fgv)|f =0.

Schritt 2:  Fehler-Abschitzung
Seien nun zusitzlich k > £, [ := min{k,g + 1} > ¢ und m € {0,1} gegeben. Wegen ! > £ und Satz

1.1.2.2 gilt die stetige Einbettung H'(T") < C°(T):

oz, < C@ Tk 0) |l gugry  auf HY(T).

AuBerdem sind die Normen ||-[| ... () und ||-||CO&) auf Py (T) fquivalent:

-l gy < C(d, T g, m) auf Py (7).

”HCO(?)
Damit
Yo € HY(T) : gl gy < O(d,T,g,m)'llngIICO(;)

< C(d7T>gam)'”ngCOHCO'”UHCo(%)

INZ

C(d,T,k,gﬂTl) ’ H’UHH’(T)
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und

Vo € H¥(T) : v = gl g (7 < inf v =pll gy + g (L = 0)l grm ()
Pepy(T)
m<I<k . .
< A+ Mglmllamen)- nf v =pllgm
pEP,(T)
I<g+1 . ,
< L+ [Hglmellzmepe)- inf v =pllg
pEP_1(T)
1>1,
L1234
<

C(d, Tvkvg7m) ! |U|HL(T)

Lemma 1.2.3.8 (Inverse Ungleichung auf P,(T)).
Seien d > 1 und T C R? Lipschitz’sch. Seien weiters g > 0und 0 < m <. Dann gilt die inverse
Ungleichung . .

Yo e Pg(T) : Wiy < C(d, T, 1, g,m)-[v

Hm(T)"

Beweis:

Schritt 1: (X, ||-]]) endlich-dimensional, |-| Semi-Norm = || < C(X, ||, |- IIll

Der vom Unterraum N := {n € X ||n| =0} < X induzierte Vektorraum X/N := {x + N |z € X } ist
endlich-dimensional mit dim(X/N) < dim X < co. Die Abbildungen

|z + N| := inf |z +n], |z + N| := inf |z +n| = |z|
neN neN

sind Normen auf X/N und damit dquivalent:

VeeX:  |z[=[z+ N[ <CX LD -lz+ NI < OO D - [l
(]
Schritt 2: Vo € Py(T) : [0l gy < Cd, T, 1, g,m) - [0] g
Wir wenden Schritt 1 nun auf den Raum X := P (T) := {D*|v € P, (T),|a| m}, die Norm
[ s= 11 27 und die Semi-Norm | - [ := | - [r1-m ) an:

HHl—M(T) < C(d,T,l,g,m)-H-HLQ(T) auf I@g(T).

Es folgt
Vo € Py(T) : |U|§11(T) < Z |D%|?{l—m(f)
|a]=m
< Y OdT,Lgm)- | D)3, 4
|a]=m

o 2
cd,T,l,g,m)- |”|Hm(T) .
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1.2.4 Skalierungs-Argument ToT

Lemma 1.2.4.1 (Skalierungs—ArgumentAT « T).
Seiend > 1, T,T C R4 Lipschitz’sch, Fp : T — T eine affine Bijektion und m > 0. Die Sobolev-
Seminormen auf 7" héngen mit jenen auf 7" auf folgende Weise zusammen:

Voe H™(T):  |voFrlgmgy < Cdm)-|VFr|y \/1det V(EL )]0l g )
Ol gmery < Cld,m)-[IV(FR D5 V/|det VFr|-[v o Fr| g -
Beweis:
Fiir m = 0 gilt:

"UO FTﬁ'{O(’f‘) = A |’UO FT‘2 dV = |det V(F;1)|‘U|§{0(T) .

Fiir m > 1 gilt:

d
2
|UOFT|Hm(T) < Z /T‘alm 8“(UOFT)| dV
21, ~;i7n71
d d m 2
- Y L] Y @ oo ) [[(V e, | av
iyeim=1"T 1 =1 pu=1
os. d d d m
< > / S @y, o) o el Y [I(VEZ .| aV
i1seeyim=1"T |11, lm=1 Uyl =1 p=1
m d d d
= II X S0k, [T > [ (o, ane v
;L:liuzlluzl l17'~~;l7n:1 T

IN

C(d,m)-|VFr[3" | det V(Fp")|- |U|iIM(T) .

1.2.5 GroéBenordnung der Referenz-Abbildungen Fr

Lemma 1.2.5.1 (Gréflenordnung Referenz-Abbildung auf 7).
Seien d > 1, T C R? ein Referenz-Element und (73 )nen eine formregulire Familie von Gittern.
Dann gilt

Vhe H:NT €Ty : Ci(d,T)-hy <  |[VFrla < Cyd,T)-hr,
Cs(d,T)-7= < [VEFE Ml < Ci(d,T7)- 7,
Co(d,T,7)-h < |detVFPr| < Cu(d,T)-he,
C5(d,T) & < |detV(FY)| < Cg(d,f’,fy)-hl%.

Beweis:
Schritt 1:  Abschitzungen fiir |V Fr|l, und |[V(F; )2

Sei T' € Ty, gegeben. Bezeichne mit B, (mg) C T die Inkugel von T. Aus der Kompaktheit der Einheits-
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kugel in R? folgt die Existenz eines zy € B1(0) C R? mit

VFE = max |[VFr-z
IV Er, ez, IVFr-2l,
= |[VFr 2,
1 T 't
= —A-HVFT'(mT-F?ZO)_VFT'(mT_720)H2
s
1 rg i
= lIFr(mg+ L20) = Fr(mg — Lz0)]l2
s
1
< 7.hT_
rg

Weiters gilt fiir zwei geeignete Punkt =,y € T sicherlich

hr = |[Fr(z) = Fr(y)ll, = [VFr-(x = y)lly < hg - [[VEr[l, .
Fiir die Inverse F, ! ergibt sich durch Vertauschung der Rollen von T und T:

1 _ 1
hp g SIVEl2 < by < v-hy

hr hp

Schritt 2:  Abschitzungen fiir |det VFr| und |det V(F: 1))
Bezeichne B,..(mr) C T die Inkugel von T und By, .(M) D T eine Kugel mit beliebigem Mittelpunkt
M € T. Dann gilt:

C(d,y)-hd < C(d) -4 < | By (mr)| < |T| < | By (M)| < C(d)-h.

Die behaupteten Abschitzungen fiir |det VEr| und |det V(F;')| ergeben sich nun aus
7| = / 1 dV = / 1| det VFr| dV = | det VFy|- [T
T T

und |det V(E; )| = |det VFp| =t

1.2.6 Inverse Ungleichung auf S9°(7;,)

Lemma 1.2.6.1 (Inverse Ungleichung auf $9°(7;)).
Seien d > 1, T C R? ein Referenz-Element, Q@ C R? ein Polygon und (73)neq eine formregulire
Familie von Gittern auf Q. Seien weiters g > 0 und 0 < m < [. Dann gilt die inverse Ungleichung

-(I—m i
Yo € $9°(Th) : E hi( )'|U|§IZ(T) <C(dT,v,l,g,m) E |U|§{m(T) :
TeTh TeTh

Beweis:
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Fiir alle v € S99(7,) gilt:

2(l—m 2
Z hT( )'|'U|H"(T)

TeTh

C(d,1)- > b ™ [V (ER D3 det VEr|-Jv o Prl3. 2,
TETh

C(d,T,1,g,m)- > W' ™™ | V(F) |3 |det VEr|-[vo Frl3. )

TeTh
2, 2(l—m m
C(d,T,1,g,m)- > b ™[V E 3™ [V (Bp I3 ol oy
TETh
L.1.2.5.1 N
<T@y Lgm) S olae
TETh

1.2.7 Approximations-Eigenschaften von S9°(7;) fiir g > 0

Satz 1.2.7.1 (Approximations-Operator nach S%°(7y,) fiir g > 0).

Seien d € {1,2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q C R? ein Polygon und (Th)hen eine Familie von Gittern auf Q. Sei weiters g > 0 gegeben.
Wir bezeichen wieder mit P, : H(T) — P (T) die (-,- >H0(T) -Orthogonal-Projektion aus Lemma
1.2.3.5.

Dann erfiillt fiir jedes h € H der Operator®

p . EEQ @) — (ST, I/l 7o Q))
g v — ZTGT[P(UOFT)OF .1p

die folgenden Eigenschaften:

e) Orthogonal-Projektion: Es ist P, 4 genau die (-, ) jj0(q)-Orthogonal-Projektion auf S90(Th) <
H°(Q).

e) Fehler-Abschitzung: Fiir alle k£ > 1 gilt mit [ := min{k, g + 1} > 1 die Fehler-Abschétzung

Yo € H*(Q) : [v = Pagvll gogqy < C(d Tk, 9)- B0 0] 1y -

Wir schreiben wieder H%(Q) anstelle von L2(2), um die Aussagen besser mit jenen von Satz 1.2.9.1 vergleichen
zu koénnen.

Beweis:
Schritt 1: Py 4 ist die Orthogonal-Projektion auf S9°(7y,)
Der Operator Py, 4 ist wohldefiniert, linear und stetig mit

Vo e HO(Q) : ||Ph,gv||%10(9) = Z ||Pg(’U oFr)o FT_l\@IO(T)
TEThH

= Z |detVFT‘HPQ(UOFT)”i]U(T)
T€Tn

< ) Z |detVFT‘-1'||'UOFTH3{0(T)
Te7_h

L.1.2.4.1
= Z ”U”%-IU(T)

TeTh

2
= ||UHH0(Q)-
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Weiters gilt
Yo € H(Q) : Vw € S9°(T) :

o= Pugollio@ = D lv=PyvoFr)oFr o
TeTh
L1241 > |det VPr|-|[vo Pr — Py(vo Fr) o)
TeTh
Def. P,
<’ > et VP oo Fr—wo Prl%, 4
TeTh
L.1.2.4.1
= Z HU*WH%O(T)
TeThH
2
= ||U—w||H0(Q)~
Daher folgt fiir die (-, ) o (q)-Orthogonal-Projektion Py, H(Q) — S99(T;,) bereits
0 ~ Def‘Ph,g ~
Yo e H(Q) : [v="Phgvllao@ < llv="Pagtllro@) < llv— Pugvllmoe),
—— ——
€89, €89,
wodurch [Vv € HO(Q) : Py yv = Py 4v].
Schritt 2:  Fehler-Abschitzung
Mit der Fehler-Abschétzung fiir Pg aus Lemma 1.2.3.5 ergibt sich:
Vv e H*(Q) : o = Pr,gll30 () = > v = Py(vo Fr)o Frt 3o
TE?’}L
HIZE N Jdet VFr|-|| v o Fr =Py (v o Fr) |30z
TeTn €HF(T)
L.1.2.3.5 .
< C@T k) Y [det VEr| oo Frlp )
TETh
L.1.2.4.1
- 2
S CUTkg) Y IVFrl3 vl
TeTh
S.1.2.5.1
. 2
S CdTkg)- > b3 |vlhern
TETh

< C(dafakag)h%%LWﬁﬂ(Q)

Korollar 1.2.7.2 (Bramble-Hilbert fiir S9°(7;,) mit g > 0).

Seien d € {1,2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q) C RY ein Polygon und (7;,)nen eine Familie von Gittern auf Q. Seien weiters k > 1, g > 0 und
[ := min{k, g+ 1} > 1. Dann gilt?’:

k . . 7 pl=0
Vve H (Q) : weSl-’9r~10f(77L) ”v - w”HO(Q) < C(dv Tvk’g) hTh |U‘HL(Q) '

Ist zusétzlich (75,)ne g formreguldr und quasi-uniform sowie g+1 < k, so ist die Konvergenz-Ordnung
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C’)(hlﬁo) (beziiglich h — 0) maximal®.

Wir schreiben wieder H°(Q) anstelle von L2(2), um die Aussagen besser mit jenen von Korollar 1.2.9.2 vergleichen
zu kénnen.

bMan beachte: Wegen | = min {k, g + 1} liefert eine Erhthung des Polynom-Grades g nur dann hshere Konvergenz-
Geschwindigkeit, wenn die zu approximierende Funktion hinreichend glatt ist. Die Raum-Dimension d hingegen spielt
fiir die Konvergenz-Geschwindigkeit keine Rolle.

°Da diese Konvergenz-Ordnung mit Hilfe des Operators P, 4 : HO(Q) — S9°9(7},) aus Satz 1.2.7.1 gezeigt wird,
muss sie nicht zwingend die grofitmogliche sein. A priori kénnte es ja auch einen weiteren Operator ]E’h’g cHO(Q) —
S9:9(T) geben, der auf eine noch héhere Konvergenz-Ordnung fiihrt. Wie wir im Beweis sehen werden, ist dies jedoch
nicht der Fall.

Beweis:
Schritt 1:  Fehler-Abschétzung
Mit dem Operator P, ; : HY(Q) — S9:°(73,) aus Satz 1.2.7.1 ergibt sich

Yo e H*(Q) : wesi{)p(f(n) v = wl o0y = llv— PhgvHHO(Q) < C(d,T,k,g)-th_hO-|v|Hl(Q) .

Schritt 2:  Optimalitdt der Konvergenz-Ordnung
Es bezeichne a € R den maximalen Exponenten mit

k . : [ Che .
Yo € H*(Q) : wGSlé{lof(ﬂ) [[v— w”HO(Q) <C(d,T,k,g)-h7, |U|HI(Q) .

Insbesondere gilt o > 1 — 0.
Fiir jedes feste § > 0 gilt?:

5 1 2(1—0 2 2(1—=0) | |2
V’U ESg’k('Y_}’L) . mh']’h )"IU‘H’(Q) S Z hT( |U|HZ(T)
TETh
€Py(T)
> 2(1—0 =
=y 0 v = P g )
TeT; 5
h €S9:9(Tr)
o<,
L.12.6.1 . .
S C(d7Ta’73 k7g) Z ||U_Phygv||§-10(T)
TEThH
= C(d,T,7,k ) lv = Prgvlio
S.1.2.7.1 - - . 2
= C(d,Tv’Yakag)'weslgl’lof(Th)HU_wHHO(Q)
P Ty k) B2 ]
~ ( Ly, 79) Th ‘UlHl(Q) .

Wir diirfen das Polynom
v(z) ==z} € Py(Q) C SY*(Th)

einsetzen und erhalten unter Beachtung von |’U|iﬂ(9) = (I12-1Q| # 0 und limj,_,o h7;, = 0 unmittelbar
a<l-0.
]

2Die Ungleichungen sind eigentlich nur fiir alle § > g 4 1 interessant, da sonst wegen [ > g > § bereits [Vov € SI-*(T3,) :
[Vl i) = 0] gilt.
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1.2.8 Basis von S9(Ty,) fiir ¢ >0

Satz 1.2.8.1 (Basis von S9°(T,) fiir g > 0).
Seien d € {1,2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q C R? ein Polygon und (7;,)nen eine Familie von Gittern auf Q. Wir bezeichnen wieder fiir
festes g > 0 mit {2 |7 € I}, {(2],9])|(i,7) € IJg} baw. {(&7,97,2])1(i,4,k) € IJK,} die
Referenz-Stiitzstellen und mit {¢7 [i € I}, {¢f;[(4,5) € Iy} baw. {4, [(i,4,k) € [TKy} die
Referenz-Formfunktionen aus Definition 1.2.3.1.

o) Definition der Basis-Elemente: Wir kénnen die Basis-Elemente von S9°(7},) explizit an-
schreiben (exemplarisch fiir d = 3):

VT € Th : V(i j, k) € [TK, : O i =180, 0 Fp']-Ir € S9°(Th).

¢) Beschreibung der Basis: Wir geben nun eine Basis von S9°(7},) an:

§90(Th) = span{e§. ;). | T € Th, (i, 5, k) € ITK,}.

¢) Koordinaten-Abbildung: Wir definieren die Element-Stiitzstellen (exemplarisch fiir d = 3)

VT €Ty :V(i,j,k) e JK,: N

9u(T) = Fr(a?,59,20) € T.

Fiir jedes v € S9°(7},) stimmen die Koeffizienten beziiglich der obigen Basis mit den Funktions-
werten (bzw. einseitigen Grenzwerten) an den Element-Stiitzstellen iiberein:

Yo € S79(T) v= Z [(l7) (N ()] 07 i
(i,j.,jl;;ég—;jl(g

Insbesondere ist die Koordinaten-Abbildung beziiglich der obigen Basis gegeben durch (exem-
plarisch fiir d = 3)

. Sg,O(fﬁl) — R#Tn#1JK,
Xh.g : I (CICOL0\ /1)) IR——

Ist die Familie (7)reqm formregulir, dann gelten die Abschétzungen

. 1 _ - d/2
||Xh,g 12 L2 S C(da T7 v, g) : Ta ||Xh,1g HL2<—Z2 S C(da T7 g) . h’T{L .
min, 7},
Ist (Th)nen zusétzlich quasi-uniform, dann gilt insbesondere
Xt gllizer2- x5yl L2z < O, T,7,v,9).
Beweis:
Wir zeigen exemplarisch nur den Fall d = 3:
Schritt 1:  Basis-Elemente bilden Basis von S9°(Ty,)
Fir die angegebenen Basis-Elemente ¢f. ;. gilt:
VI,T € T 2 V(i j, k), (4,5, k) € [JKg (@%,MMT)(N%,;(T)) = 6[(T7i7j,k;):(fjj7l~g)]'

Insbesondere ist die Menge {7, ., | T € Th, (i, 5, k) € [TKy} € S9°(Ty) linear unabhingig.

Dass die Basis-Elemente auch tatséichlich ein Erzeugenden-System von S9:°(7) bilden, sieht man auf
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folgende Weise ein: Fiir jede Funktion v € S9°(7},) erfiillt die Funktion

<
Il

> [(0]2)(NZ (TN 9551 € span{@¥, i | T € Ta, (i, 5, k) € ITK,} € S9°(Ty)
T€ETh,
(i,j,k)ETTK 4

bereits [v = ¥ punktweise auf ], denn

VT €Ty (v—0)|r = ((v—1) o Fr)oFy"

€P,(T)

L.1.2.3.3 ~ ~ N ~ ~ _
2 [ ST (- 0) 0 Fr)(a%, i 30) b | 0 Bt
(irg,k)ETTE,

=0

Schritt 2:  Abschitzungen der Koordinaten-Abbildungen
Die Koordinaten-Abbildung x4 stimmt auf jedem Element 7" € 7, mit der Koordinaten-Abbildung
Xy i Py(T) — RY/6+1{9+2)(9+3) aus Lemma 1.2.3.3 iiberein:

Vo e ST : xngv = ((vln) (N,

= ( (vo Fr)(d, «'9397 213))Te7’h,(i,j,k)EIJKg

€Py(T)

= (Xg(woFr))reT;-

(T)))TET;“(M’JC)EIJK.(:

Es folgt
Vo € §70(T) : IXngol = > lxg(vo Fr)lli
T€7_’L
. 2
< [Xgllosr2 Z |‘U°FT||L2(T)
TETh
L.1.2.4.1 . _ 2
=N Rgllfeerz- Y et VERY]- 0]l
TETh
L.1.2.5.1, 1
L.1.2.3.3 . 9
< C(d,T,v,9) Z h7‘||v||L2(T)
TeT, T
. 1 9
< C(d7Ta’y7g)'d7'||U||L2(Q)
min, 7},
und damit
. 1
Xhgllizer2 < C(d7T7%g)'W
min, 7y
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Weiters folgt aus

2 2
VeSO (Th): ol = D lza ey
TETh
L.1.2.4.1 A~ N
= Z |detvFT"H(Xg1OXg)(UOFT)Hig(T)
T€7-h
< > et VLR, 3e e - IRa (v 0 Fr) 3
TETh
Ii.1.2.5.1,
1.2.3.3 . )
<0 T, g)hg Y IRe(vo Fr)ll

TeThH
C(d,T,g)-h%, lIxngvllf

bereits
_ a d/2
Xtz < C(d, T, g)-h52.

1.2.9 Approximations-Eigenschaften von S‘E’(’); (Tn) fiir g > 1

Satz 1.2.9.1 (Approximations-Operator nach Sé(’(’);(’]ﬁ) fiir g > 1).

Seien d € {1,2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q C R? ein Polygon und (77,)nen eine formregulire Familie von Gittern auf (2. Sei weiters g > 1

gegeben. Wir bezeichen wieder mit I, : C%(T) — P,(T") den Interpolations-Operator aus Lemma
1.2.3.7.

Dann erfiillt fiir jedes h € H der lineare Interpolations-Operator

Ipq: { CO(Q) — Sg’l(’ﬁt)

— ZTET;L [fg(v oFr)o Fjjl] dp
die folgenden Eigenschaften:

o) Stetigkeit: |1 4]|cocco < C(d, T, g).

e) Interpolations-Eigenschaft:
Yo e C'(Q):Va e {Fr(a], 90, 2) | T € Th, (i,5, k) € ITKy} (In,gv)(x) = v(x).
) Projektions-Eigenschaft: I g[so.1(7;,) = id.

e) Erhaltung der Randwerte: Vv € C%(Q) mit v|pq =0: Iy v €SI (Th).

o) Fehler-Abschétzung: Seien k > ¢, 1 := min{k,g + 1} > 2 und m € {0,1} gegeben. Dann ist
In gl mi (o) stetig mit
||Ih,g|Hl HH"N—H" S C(d7 Ta v hmin,T;L ) ka g, m)
und es gilt die Fehler-Abschéitzung®

Vo e H"(Q) : v = In g0l om0y < C(d, T, 7, ky g,m) - R ™ - o] ).

Wir setzen 0.B.d.A. [Vh € H : VT € Ty, : hp < 1] voraus.
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Beweis:
Wir zeigen exemplarisch nur den Fall d = 3:

Schritt 1: I 4v € S% (T1)

Laut Definition 1.2.2.1 reicht es, I, jv € C%(Q2) zu zeigen. Dafiir wiederum reicht es, die Stetigkeit an
allen Element-Grenzen F' € Fj, zu zeigen. Wir zeigen die Stetigkeit aber nur an den Grenzen F' € Fp
(Der Beweis der Stetigkeit bis hin zu den verbleibenden Rand-Flichen F € Fp ) verlduft analog und
zeigt im Falle v|pg = 0 auch gleich I, ;v € S§'(T5).):

Sei F' € Fy p, eine der inneren Element—Gienzen. Wir bezeichnen mit S, T € T}, die beiden angrenzenden
Elemente. Seien v € C°(S) und w € C°(T) Funktionen mit

vlF = wl|F.

Wir méchten (I,(vo Fs) o FiYls= (I,(wo Fr)o Fph)|# zeigen:

Wir zeigen, dass die Polynome I, (voFs)oFg' € Py(S) und I, (woFr)oFy' € P,(T) die Voraussetzungen
von Satz 1.2.10.2, Beweis-Schritt 1, erfiillen (Die Flichen-Stiitzstellen N3, (F) werden dort definiert.):

V(m,n) € MNy :
(Iy(vo Fs) o Fg ) (NG, (F)) = (
=

(

Iy(vo Fs) o Fg " ) (Fs (&7, 97, 20) (5.5 k)=iih(g, F.Smom))
Iy(vo Fs))(2], 97, 20) i, ky=ijk(g,F.Sm o))

vo Fs)((27,9], 20) i.j.x)=ijk(g.F.5.mm))
= oV, (F))
——
€F
= w(Ng,(F))
(Ig(wo Fr)o F ') (N, (F)).

Laut Satz 1.2.10.2, Beweis-Schritt 1, gilt damit schon

(Iy(vo Fs) o Fg)lg = (Ig(w o Fr) o Fr')|5.

Schritt 2:  Eigenschaften von Ij, 4

Die verbleibenden Eigenschaften von Ij , kénnen unmittelbar auf jene von I, aus Lemma 1.2.3.7
zuriickgefiithrt werden:

Es ist Ip 4 linear und stetig:

weC@:  hgtloom = maxlyvo Pr)o Frllgo

= max|ly(vo Fr)l g,z
< Mlleoecor maxivo Frl oz
= lglleocco - max flvlloer,

< CWT,9) vlcom):



Die Interpolations-Eigenschaft ergibt sich aus

Ve CO@) Vo= Fr(il gt 2) (o)) = [y(wo Fr)o Fpl(Pr(f, i, 50)
= [fg(UOF:T)]( )
eCco(T)
= (UOFT)(jgvg;']aéz)
= v(z).

Die Projektions-Eigenschaft folgt aus

eSS (T):  Tngv= Y Uy(voFr)o Pr'-Ip "2 3" [(vo Fr)o Fy'] Ip = v.
N——
TET E]P‘g(T) TeT

Schritt 3:  Fehler-Abschitzung
Seien nun k > g, I := min{k, g +l} > % und m € {0, 1} gegeben. Wegen [ > % und Satz 1.1.2.2 gilt die
stetige Einbettung H!(Q) — C°(Q).

Damit
Vo € HY(Q) :
2 - _
1 Tn.g0l 37 0 = > y(vo Fr) o Fr'f3ir
T€eTh i=0
L.1.2.4.1 i .
< Cldm) Y Y IV ldet VEr|-g(v o Pr)l: oz,
TET;, i=0 eHl(T)
L.1.2.3.7 ; ! 9
< Odym)- Myl gm e ) ZIIV DI ldet VEr[-Y oo Frly,
TeT, i=0 j=0
L.1.2.3.7, m .
L.1.2.4.1 . —1\u2i 9; 9
< C(d7T7kagvm)' Z Z||V(FT1)||§ 'ZHVFT||QJ'|U|HJ(T)
TeTh i=0 J=0
L.1.2.5.1 .
< Cd T,y kgm) Y Z i thj 0173 ()
TeTy i=0
hp<1

< ~
S C(d?Ta,% hmin,kaagam)'Hvllijl(g)-
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Die Fehler-Abschéitzung ergibt sich nun aus

Yo e H(Q) :
2
oy = X Sl dy(vo Fr) o F e
TETy i=0
L.1.2.4.1
< Cldm) Y] va I et VEr|-| vo Fr —Iy(vo Fr)l3, 4
TeT, 1=0 o
€Hk(T)
L.1.2.3.7 . - i 9
< Cd Tk gm)- > D IIVEIB ‘et VFr|-Jvo Fri, 4
TeT), 1=0
L.1.2.4.1 R
5 C(d7T7k797 Z Z”V ||22 ||VFTH§I|U|§—N(T)
TeT) =0
hr<1,
L.1.2.5.1 A (I—m,
< C(dvTv’%kvgvm)' Z hi“(l )|U|§11(T)
T€Th
m<l . 2(1—m) | |2
< C(daTavvkvg7m)'hT,L '|U|Hl(Q)'

Korollar 1.2.9.2 (Bramble-Hilbert fiir Sq 1(7}) mit g > 1).

Seien d € {1,2,3}, T' C R? das Referenz- Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q C R? ein Polygon und (7;)rep eine formregulire Familie von Gittern auf Q. Seien weiters k > 4
g>1,1:=min{k,g+ 1} > 1 und m € {0,1}. Dann gilt*:

k . : 7 l—m
Yo e H*(Q) : wESIS’I}lf(Th) v =wlgme < CW@T,vkg,m)-hy™ v|gq),
Yo e HF(Q) N HE(Q) : inf |v—wlgme < CWT,7, k,g,m)-hlfm~|v|Hl(Q) .
wesgH (7Th) "

Ist zusétzlich (7,)nen quasi-uniform und g + 1 < k, so sind die Konvergenz-Ordnungen O(hlﬁ ™
(beziiglich h — 0) jeweils maximal®.

Man beachte: Wegen | = min {k, g + 1} liefert eine Erhhung des Polynom-Grades g nur dann héhere Konvergenz-
Geschwindigkeit, wenn die zu approximierende Funktion hinreichend glatt ist. Die Raum-Dimension d hingegen spielt
fiir die Konvergenz-Geschwindigkeit keine Rolle.

*Da die Konvergenz-Ordnung mit Hilfe des Operators I, 4 : C°(Q) — S91(7},) aus Satz 1.2.9.1 gezeigt wird,
muss sie nicht zwingend die grofitmogliche sein. A priori kénnte es ja auch einen weiteren Operator fh’g 1 C0%(Q) —
S91(T3) geben, der auf eine noch hohere Konvergenz-Ordnung fiihrt. Wie wir im Beweis sehen werden, ist dies jedoch
nicht der Fall.

Beweis:
Schritt 1:  Fehler-Abschétzung

Mit dem Operator I, ; : C°(Q) — S91(T},) aus Satz 1.2.9.1 ergibt sich

S.1.2.9.1 ~
WweHNQ) s il o=l S 0= gty S O Ty kg m)- B ol
weSy» h

Die entsprechende Aussage fiir alle v € H*(Q) N HZ () folgt aus der Tatsache

Lo (H A HY C 1, (0 nomd) > sov T
h,g( 0)_ h7g( 0) = 0 (h)
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Schritt 2:  Optimalitdt der Konvergenz-Ordnung
Es bezeichne () € R den maximalen Exponenten mit

Vo € HEQ)(NHL(Q)) inf (o= gy < O Ty b gm) BE ol -

Insbesondere gilt agy = l—m.

Es bezeichne weiters P, ; : H™(Q2) — S’(J(’); (Tn) die (-, ~>Hm(Q)—Orthogonal—ProjektionS. Fiir jedes feste
g > 0 gilt*:

_ 1 3 B
ke . 2(1 2 2(l—m 2
Vv e S?0) (Tn) - p2(l—m) 'hTi ™. |U|Hl(Q) < Z hT( )'|U|HL(T)
TETh
Py (T)
> 2(l—m / \
= Z hT( ) [v = Py gv |2Hl(T)
TETh m
s h)
m<l,
L.1.2.6.1 . ~
< C(daT,’yvkagvm)' Z ‘vfph,gvﬁfm(T)
TETh
- ~ 2
< C'(d,T,'y,k‘,g,m)-Hv—Ph,gv||Hm(Q)
Def.Py, , . _ . 2
=0, Ty, kgim)- i o —wlffm g
wesH) (75)
Def.a (g

- ~ 20
C(da T:’Y7 ka g, m) : hTh(O) . |U|§11(Q) .

~

Wir diirfen das Polynom
v(x) =} € P(Q) € S (T)

einsetzen und erhalten unter Beachtung von |v|§{,(9) = (I12-1Q| # 0 und limj,_,o h7;, = 0 unmittelbar
a<l—m.

Um auch ag <[ —m zu zeigen®, miissen wir nur v um einen geeigneten Faktor erweitern (exemplarisch
fiir d = 3): Fiir jede Rand-Fliche F' € Fp j bezeichne n(F) € F+ einen Normal-Vektor und N(F) € F
einen beliebigen Punkt auf F'. Dann erfiillt das Polynom

w(@) =2t J[ (- NE)F), €S2 T)
FEFp.n

€P1(Q),
()F=0

wegen vg ¢ P—1(2) die Bedingung |vo|z ) # 0 (vgl. Satz 1.1.2.2). Wir diirfen diese Funktion oben
einsetzen und erhalten auch hier og <1 — m.

O

3Man beachte den Unterschied zum gleichnamigen Operator aus Satz 1.2.7.1.
4Die Ungleichungen sind eigentlich nur fiir alle § > g + 1 interessant, da sonst wegen [ > g > § bereits [Vv € S?(’)l; (Th) :

[v] g () = 0] gilt.
5Wir kénnten natiirlich auch gleich die Funktion vg in die Ungleichung fiir o einsetzen, um o < [ — m zu erhalten.

35



1.2.10 Basis von S“Z(’); (Tp) fiir g > 1

Definition 1.2.10.1 (Indizes zur Basis von S(g(’); (Tn) fiir g > 1).

Seien d € {1,2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q C R? ein Polygon und (73)neq eine Familie von Gittern auf 2. Wir bezeichnen wieder fiir festes
g > 1 mit {2 i € I}, {(27,9]) (i, ) € 11y} bzw. {(27,97,20) | (i,5,k) € IJK,} die Referenz-
Stiitzstellen aus Definition 1.2.3.1.

Wir werden in Satz 1.2.10.2 folgende Indizes und Index-Mengen benotigen:

o) Indizes bzgl. N € N, (d € {1,2,3}, g > 1): Fiir jeden Knoten N € N}, gilt: Fiir jedes
der angrenzenden Elemente T' € {T' € T,|N € N(T)} gibt es ein eindeutiges Index-Tupel
i(g,N,T) € 1,,4j(g,N,T) € IJ, bzw. ijk(g,N,T) € IJK, mit (exemplarisch fiir d = 3)

Er((2], 97, 20| (i,j0)=ijk(g.N1) = N
o) Indizes bzgl. E € &, (d € {2,3}, g > 2): Wir definieren die Index-Mengen

(9=1) Ly = {0,....g},
(9>2) LY = {1,...,g-1}.

Wir wihlen fiir jede Kante £ € &, eine Orientierung aus, indem wir ihre Knoten durchnumme-
rieren: {N € N}, | N € E} = {N{(E), NJ(E)}. Mit den Kanten-Stiitzstellen

l ! —
VieL,: N/(E):= (175)-N5(E)+§-N99(E)€E

gilt: Fiir jedes der angrenzenden Elemente T' € {T € T, | E € £(T)} und jedes | € L, gibt es ein
eindeutiges Index-Tupel ij(g, E,T,1) € IJ, bzw. ijk(g,E,T,l) € IJK, mit (exemplarisch fiir
d=3)

Er((2], 97, 20| (i3, =ijk(g.2m0) = N7 (E).

o) Indizes bzgl. F € F, (d =3, g > 3): Wir definieren die Index-Mengen

(g>1) MN, = {(m,n)|me{0,...,9},ne{0,....,9g—m}},
(9 >3) MNy = {(myn)|me{l,...,.g—1},ne{l,...,.g—m—1}}.

Wir wéhlen fiir jede Fliche F' € F, eine Orientierung aus, indem wir ihre Knoten durchnumme-
rieren: {N € N, | N € F} = {N§(F), NJo(F), Ng,(F)}. Mit den Flichen-Stiitzstellen

Vm,n) € MNy s N (F)i= (1= = <) N§g(F) + - Njo(F) + - Ni, (F) € F
gilt: Fiir jedes der angrenzenden Elemente T' € {T € T, | F € F(T)} und jedes (m,n) € MN,
gibt es ein eindeutiges Index-Tupel ijk(g, F, T, m,n) € IJK, mit

Fr((&], 95, 216,50 =ik(g,F,7.mm)) = N (F).

o) Indizes bzgl. T € T;, (d € {1,2,3}): Fiir jedes Element T € 7T}, ist durch die zugehorige
Referenz-Abbildung Fr eine kanonische Orientierung vorgegeben. Wir definieren die Element-
Stiitzstellen (exemplarisch fiir [d = 3,9 > 4])

V(i,j,k) € IJK,:  N?

9 (T) = Fr(&,§9,20) € T.
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Satz 1.2.10.2 (Basis von S(O) (Tp) fiir g > 1).

Seien d € {1,2,3}, T C R? das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter,
Q C R? ein Polygon und (Th)hen eine Familie von Gittern auf Q. Wir bezeichnen wieder fiir
festes g > 1 mit {2} i € I}, {(2{,9))](i,5) € 1J,} baw. {(& f,gf,é,‘jﬂ(i,ﬁk) € IJK,} die
Referenz-Stiitzstellen und mit {¢7 [i € I}, {¢f;[(4,5) € IJg} baw. {4, [(i,4,k) € IJKy} die
Referenz-Formfunktionen aus Definition 1.2.3.1.

e) Definition der Basis-Elemente: Mit Hilfe der Indizes und Index-Mengen aus Definition
1.2.10.1 lassen sich die Basis-Elemente von S“(](ﬁ (Tn) explizit anschreiben (exemplarisch fiir d =

3)%:

(9=1) VYN € Ny
= 2 Pl 0 I €S ()
(g>2) VE € Eqyp V€LY :
oy = ZETeeg”?l [¢ zgjk(g,E,T,l) oF;'Ir € S?()%(Th),
(9=>3) VFe&Fiqn:V(m,n)e MNS:
Prmn = ZFTeEfTh )[Agjk(g,F,T,m,n) oFp'l Iy e Sg’ ) (),
(9=4) VT €Tp:V(i,j,k) € IJK :
i = (@0 Fr'lIr € SEH(Th).-

e) Beschreibung der Basis: Wir geben nun eine Basis von S(g(’ﬁ (Tr) an

o) 1D Intervall-Gitter: Fiir d = 1 gilt

o) (Tw) = span({e% [ N € Ny n} UL, | T € Thyi € ).
g>1 g>2
o) 2D Dreiecks-Gitter: Fiir d = 2 gilt
g>1 g>2
8%y (Th) = span({p% | N € Ny n}U{eh | E € Enynil € Ly}
U{@%.i; | T € Th, (i,4) € IT}}).
923
o) 3D Tetraeder-Gitter: Fiir d = 3 gilt
g>1 922
S?oi(Th) = span({p} | N € Ny} U {SOQE,[ |E€&nmlel;}
U {@%ﬂnn ‘ F € ]:(I),h’ (m’n) € MNgX}U{(pg"ij |T € 771a (iaja k) € IJKQX})
923 g=>4

¢) Koordinaten-Abbildung: Fiir jedes v € S?é) (Tr) stimmen die Koeffizienten beziiglich der obi-
gen Basis mit den Funktionswerten an den Knoten, Kanten-, Fldchen- und Element-Stiitzstellen
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iiberein (exemplarisch fiir [d = 3, g > 4]):

VoeSlH(Ta): v o= Y o)k + D u(NY(E))-¢%,
NEN(I)JI EE:‘:(I),;.L,
leLy
FeF(1),n» TETh,
(m,n)EMN (i,j.k)ETTK X

Insbesondere ist die Koordinaten-Abbildung beziiglich der obigen Basis gegeben durch (exem-
plarisch fiir [d = 3,9 > 4])

{ S?O;(n) — RAN @ A+ #Em) 1w # Ly +#F (1), 0 #MN S +# T #IIK S
Xh,g *

v — (W), NV (E) s (0(NG, (F))) Py (0N (D)) 1.5ik))

Ist die Familie (73,)neq formregulir, dann gilt®

d/2

- 1 _ . hy
IXtgllizern < CWT,7,9) —5— X gl 12 < C(d, T, 9t
min, 7 o, T

Ist (Th)nen zusitzlich quasi-uniform, dann gilt insbesondere

1
hmin,Th '

||Xh79||l2<—H1 . ||X;7}]||H1<—l2 S C(d7 T777 v, g) :

eFiir k > 2 ist die Konstruktion einer Basis von S9%(7},) komplizierter: Die Basiselemente miissen dann an den
Element-Grenzen nicht nur stetig, sondern sogar (mindestens) stetig differenzierbar sein. Die Referenz-Formfunktionen
@f, gbfj, gbfjk aus Definition 1.2.3.1 ergeben beim Element-weisen Zusammensetzen jedoch nur stetige Funktionen.
YWir setzen 0.B.d.A. [Vh € H : hmin,;, < 1] voraus.

Beweis:
Wir zeigen exemplarisch nur den Fall [d = 3, g > 4]:

Schritt 1:  VF € Frp, : [Vv € Pg(S),w € Py(T) mit (V(m,n) : v(Ng,,(F)) = w(Ng,(F))) : vl = w|#]
Sei ' € Fy p, eine der inneren Element-Grenzen. Wir bezeichnen mit S,7T" € 7T}, die beiden angrenzenden
Elemente. Seien v € Py(S) und w € P4(T') Polynome mit

V(m,n) € MNg:  o(Nj,(F)) = w(Ng, (F)).
Wir méchten vl = wls zeigen:

Die Polynom-Funktion w € P4(T) kann klarerweise zu einer Polynom-Funktion w € Py (SUT') fortgesetzt
werden. Fiir die eindeutige Seitenfliche F' € F(T) mit Fg(F) = F gilt:

(&, 99,4]) € F: (vo Fs —wlg o Fs)(&f, 99, 2)) = (v — wlz)( Fs(&!,57,2]) ) = 0.
—_———
€Py(T) €{N&.(F)| (m,n)EMN,}

Laut Lemma 1.2.3.6 gilt damit schon

. L.1.2.3.6
(P () 1250,
——

Ve e F: (vlF —w|F)(x) = (v —w|g)|z(r) = (vo Fs —w|go Fs)

eF

: 1
Schritt 2: @, 0% s OF s PToijr € S“(’O) (Tw)
Wir zeigen exemplarisch nur die Stetigkeit der Funktionen {¢%, | N € Ny}
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Seien also N € N, ein fester Knoten und ¢%; € S9:0(T;,) wie oben. Laut Definition 1.2.2.1 reicht es,
©% € C°(2) zu zeigen. Dafiir wiederum reicht es, die Stetigkeit an allen Element-Grenzen F € Fj, mit
F C supp(p%) zu zeigen. Wir zeigen die Stetigkeit aber nur an den Grenzen F € Fp j, mit F C supp(¢%)

und N € F (Der Beweis fiir die verbleibenden Grenzen F' C supp(¢%) mit N ¢ F verliduft analog und
zeigt im Falle N € N7, auch gleich 9% € S3*(T).):

Es bezeichne S, T € Tj, die beiden Nachbar-Elemente von F, d.h. F' € F(S) N F(T). Dann gilt:

V(m,n) € MN, : (PN 1s)(NZ(F)) = [Pijr(n,s) © Fgl](Fs((ié’,@?,éi) (i.4,k)=ijk(g,F.S,m.n)))
Py (S)
eF,

O[ijk(N,S)=ijk(g,F,S,m,n)]

[iN=ng,. (7))

Ofijk(g,N.T)=ijk(g.FT;m,n)]
= B © Fr WE (5], 2D 6,5 0=iik(0,FTm,m)))
= (o) (N, (F)).

€Py(T)

Mit Schritt 1 folgt bereits (¢ |s)|7 = (% |1)|F

Schritt 3: @, ©% s ©F s> PT.ijx Pilden Basis von S‘E’é; (Th)

Die Menge der durch die Familie {Fr|T € T} transformierten Referenz-Stiitzstellen zerfillt in eine
disjunkte Vereinigung von Knoten, Kanten-, Fldchen- und Element-Stiitzstellen:

{Fr(a],9],20)|T € Th, (i,5,k) € IJKy} = {N|N €Ny}
UNI(BE) | E € &n,l e Ly}

U{NZW(F) | F € Fip,(m,n) € MNg}
g9

U{ka(T) ‘T € 771; (iaja k) € I‘]K;}

Jedes der angegebenen Basis-Elemente ¢, 0% . ¢ .., 975 Dimmt an genau einer dieser transformier-
ten Referenz-Stiitzstellen den Wert 1 € R und an allen anderen den Wert 0 € R an. Insbesondere ist
die Menge der Basis-Elemente linear unabhéngig. Dass sie auch tatséchlich ein Erzeugenden-System von
S?(’);(’E) bildet, sieht man auf folgende Weise ein: Fiir jede Funktion v € Sf’(’);(’ﬁl) erfiillt die Funktion

b= Z o(N)- % + Z (NP (E)) ¢,

NeNuy,n E€&ry,n»
leLy
g g9 g g
+ E V(NG (F) 0 + E 0N (1)) 07455
FeF iy n, TETh,
(m,n)EMN S (4,5, k)ETTK S

€ span({p [ N} U {p% | B, 1} U{pF, 0 | F (mn)} U{eG 0 | T2 (6,4, K)}) € SE) (Th)
bereits [v = ¥ punktweise auf ], denn
VT eTp: (v—"0)|r = ((v—10) o Fr) onfl
€Py(T)

L.1.2.3.3 ~ ~ N ~ ~ _
2 [ S (- 0) 0 Fr)(ad, 5 30) b | 0 Bt
(i, k)EITK,

=0
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Schritt 4:  Abschétzungen der Koordinaten-Abbildungen

Wir bezeichnen mit y, : P, (T) — RY/6+D0+2)(943) wieder die Koordinaten-Abbildung aus Lemma
1.2.3.3. In Satz 1.2.8.1, Beweis-Schritt 2, haben wir eigentlich die folgenden Abschitzungen gezeigt:

. 1 ) . 1
Yo eS(T): O, T,9) -7 llvliey < D IRg(vo Fr)lf < O, T,7,9) [0l 720 -
h e
Th TET min, 7

s egil
Fiir die Koordinaten-Abbildung xj, 4 : S(g(ﬁ(ﬁ) — RYI™S%) (W) stimmt jetzt zwar [Xn.gvll7> nicht mehr

mit dem mittleren Term iiberein, aber es gelten zumindest die folgenden Abschitzungen:

eSS gl = Y w2+ Y o(V(B))
NeN(1y,n E€& 1y n,
leLy)
+ Y u(NGL(P))P+ DY u(NE(T)?
FGJ:(I),ha T€Th,
(’m,n)EMNg>< (i,j,k)EI.]Ky><
< Y| T s ¥ oawe
TeTh “NeN(T) Ee&(T),
leLy
SID SRR NS R ST
FeF(T), (i,4,k)ETTK S
(m,n)EMN

= Y > (woPn)@, ¢, 2)

TET (i,j,k)el JK,

= > IRgwo Fr)lE

T67-h
und weiters
ORI SRV ST S Dl D DIRTCIE D )G
T€Th TeTh “NeN(T) Eeg(T),
leLy
D SRR NG S D
FeF(T), (i,5,k)ETTK )
(m,n)EMN S
veC?(Q
CCE N T e Th N e M)} o(N)?
NENw.n <C(dT )
+ Y. #{T eT|Eec&T)}o(N(E))?
EES( Y. ho ~
e L’; " <C(d.T )
+ Z 2-0(Ng,,.(F))? + Z o(N(T))?
FE]'—(I),;L, TET,
(m,n)EMN X (4,4,k)ETTK ¢
D.1.2.1.2 N 9
< C(d7 T, ’Y) ’ HXh,gUHp .

Die Abschétzungen fiir ||xs,g2 g1 und ||X}:,]é||Hl<;l2 folgen nun aus

. . 1 )
eSET) : Ingrll < 3 Ie(vo Fr)lR < O, T,7,9)- 1ol
TeTh min, 7,
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und

hmin o Sl
2 Uk 2 2
Yo € S?é;(ﬁ) : Rin, ol ) < Lol 72 (o) + E h%'|v|H1(T)
TETh
2 S 2
||UHL2(Q) +C(d’T?va)' E HUHL?(T)

Te,ﬁl
~ 2
C(d, T,7,9) lvll2(0

C(d,T,7,9)-h%, - Y lI%g(v o Fr)l
TET;,

2
IXngvllz -

=
A AR A NS
I

C(d,T,7,9) h% -
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2 Optimal-Steuer-Probleme

2.1 Die inf-sup-Bedingung [a(e) > 0]

2.1.1 Grundlegende Eigenschaften von Hilbert-Rdumen

Satz 2.1.1.1 (Zusammenfassung Hilbert-Riume).
In einem Hilbert-Raum (X, (-, ) x) gelten die folgenden Eigenschaften:

e) Abschluss <> Orthogonalraum: Fiir jeden Unterraum M < X gilt:

M+ = (M)*, M*+ =D, X=MaoM".
o) Riesz-Fréchet-Isomorphismus: Der Riesz-Fréchet-Isomorphismus

X — X
(£ NS Ny
erfiillt ||7x|| = 1 und induziert ein Skalarprodukt auf X’:

1 -1,

Vo', zh e X' (@, ah) x = (15 2, T @5) x.

Die davon induzierte Norm ist genau die bekannte Operator-Norm ||-|| y,, d.h. X’ ist ein Hilbert-
Raum.

Fiir jeden Unterraum M < X gilt

x(M*Y) = 7x(M)*.

¢) Summen-Skalarprodukt: Ist Y ein weiterer Hilbert-Raum, dann ist X X Y beziiglich dem
Summen-Skalarprodukt

V(x1,91), (w2,92) € X x YV : ((z1,91)s (T2,92)) x oy = (T1,T2) x + (Y1, ¥2)y

ebenfalls ein Hilbert-Raum. Die davon induzierte Norm erfiillt
2 2 2
V(r,y) € X xY: (@Y x sy = lzllx + ylly -

¢) Einschrinkungs-Operator: Sei X, < X ein weiterer Hilbert-Raum mit stetiger Einbettung
idXstg%X : Xstg — X, d.h.

. i
iy oxll = sup A2IX < o

sex, 17lx,,

Dann ist der Finschrdinkungs-Operator

(')'Xscg X — Xsl‘tg

linear und stetig mit ||(+)

X | < lidx,,, x| AuBerdem ist ran((-)

Xue) C X;tg dicht®

Seien nun zusitzlich X, < X fiir alle® h € H endlich-dimensionale Unterrdume. Erfiillen die
Orthogonal-Projektionen Px, : X — X, die Konvergenz®

h—0

|(d = Px,) | x| x e Xore — 0,

dann muss die Einbettung idx,,,x schon kompakt sein.
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%Man beachte: Im Allgemeinen ist (~)|XStg jedoch nicht surjektiv: Ein Gegenbeispiel: Q := (0,1) C R, X := L%(),
Xstg = H& (€). Dann gilt mit den Riesz-Fréchet-Isomorphismen 7x : X — X’ und TXag © Astg — Xétg die
Identitét raLn(T);Sltg 0()xue 07x) = H*NHj C Hy. Da 7x und 7x_,, bijektiv sind, kann also (-)|x,,, nicht surjektiv
sein.

bWir nehmen fiir die Indexmenge wieder 0.B.d.A. H C (0,1] und 0 € H an.

“Wir schreiben im Folgenden kurz [|(id — Px,, )| x|l an Stelle von [|(id — Px;, )| x| x X1 -

Beweis:
Wir beweisen nur die letzte Aussage iiber die Kompaktheit der Einbettung idx,,, x-

Schritt 1:  V(zn)nen € Xstg beschr. : Ve > 0: 3In. : N — N mit [Vi, j € N: ||, ) — T, ()]l x < €]
Seien (2 )nen € Xstg eine beschrénkte Folge und € > 0 gegeben.

Wegen |[|(id — Px,, )|x.., | 229, 0 gibt es ein hinreichend kleines b € H mit

2 (sup 0, + 1)1 = P x| <
ne

Die Folge (Px, Tn)nen C X}, ist beschréankt, denn

vneN:  [[Px,anlly < [I1Gd = Px,)lxe | + lidxe,—x 1] l2n]

(L + [idx, —x)) - sup [[zm] x_,, < oo
meN

Kstg

IN

Wegen dim X, < oo ist die Einheitskugel in (Xp, ||-||y) kompakt, also gibt es ein z. € X}, und eine
Teilfolgen-Indizierung ne : N — N mit

17— 00
Exnney 7 e
llx

Wir konnen die Teilfolge 0.B.d.A. gleich so wihlen, dass [Vi € N : ||z. — Px, z,_¢l|x < [|(id—Px, )| x...|l]-
Damit
Vi,jeN: an,) —wn.llx - < (d = Px) e ®n.) |l x + [1Pxy %, ) — zellx
Hllze = Px,@n, gy [ x +11(d = Px,) [ xon. ) | x
S ||(id - PXh) Xstg” : [||xns(l)| Xstg + 1 + 1 + Hxn.’;‘(])| Xstg]
< 2 (sw ol +1) 104 - Pl
ne
Def.h
< e
(]

Schritt 2:  id Xog— X 180 kompakt
Sei (zn)nen € Xt eine beschrankte Folge. Wendet man die in Schritt 1 gezeigte Aussage induktiv an,
so erhélt man Teilfolgen-Indizierungen {n,,; : N — N[k € N} mit

Vk e N: n1/k+1)(N) € nyjp(N)

und

. 1
Vk e N: Vi,j EN: |2, ,6) — Tny (i llx < %l
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Die durch [Vk € N : n(k) := nq (k)] definierte Teilfolge (2,,(x))ren ist nun eine ||-|| y-Cauchy-Folge (und
damit konvergent), denn

1
Ve>0:Vk>1> Cell(g) : ||a:n(;€) — xn(l)”X = ||.%‘n1/k(k) - $n1/z(l)||X

n1/x(N)Cny/ (N)
= ”xnl/l(f) 71‘”1/1(1)“)(
Def.ny 1

< -

- l

< €

2.1.2 Die inf-sup-Bedingung [a(e) > 0]

Lemma 2.1.2.1 (Von Bilinearform induzierte Operatoren).
Seien XY Hilbert-Rdume. Eine Bilinearform e : X x Y — R ist stetig, genau falls

e (z,
lle|| := sup _elmy) < 00.

sex< 1Zllx - lylly
yey ™

In diesem Fall definieren wir die linearen, stetigen, von e induzierten Operatoren

)

X — Y " Yy — X’
E , E":
r o e(x,) y — e(hy)
wobei [|E|| = [|E*|| = [le].
Es gilt:

o) Die Hilbert-Raum-Transponierte ET : Y’ — X von E hiingt mit E? iiber die Riesz-Fréchet-
Isomorphismen 7x : X — X’ und 7y : Y — Y’ zusammen:

Et=71xoET ory.

o) Auflerdem gilt

mx(ker(E)) = ran(E')",
7y (ker(EY)) = ran(E)*.

Beweis:
Schritt 1:  E'=7xo0ET o1y, 7x(ker(E)) =ran(EY)t, 7y (ker(E!)) =ran(FE)*
Aus

Vee X :VyeY:
(rx' o B (y),2)x = (E'y)(2) =e(z,y) = (E)(y) = (rvy, Ba)yr = (BT o 1v)(y),z)x

folgt £ = 1x o ET ory.

Zusammen mit

ker(E) ={z € X |Vy' €Y' : (z, ETy/)x = (Ex,y)y: =0} = {z € X |zLran(ET)} = ran(ET)*
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ergibt das

mx (ker(E)) = 7x (ran(ET)*) = 7x (ran(ET))* = ran(rx o ET)* = ran(E" o 7,,1)* = ran(E")*.

Die Identitit 7y (ker(E')) = ran(E)* zeigt man vollig analog.

Schritt 2: || E|l = [ E"|| = [le]| = a(e)

Es gilt
E /
= sup IEEY gy D)y
vexx |lzllx  zexxyevx lzlx-llylly
und analog || Et|| = ||le||. Weiters
a(e) = inf sup ez, y) < sup sup ez, y) =|le]| .

vex* yeyx [zllx-lylly ~ sexx yev > lzllx-llylly

Satz 2.1.2.2 (inf-sup-Bedingung).
Seien X,Y Hilbert-Riaume und e : X x Y — R eine stetige Bilinearform.

¢) (Kontinuierliche) inf-sup-Bedingung: Es erfiillt e die (kontinuierliche) inf-sup-Bedingung

Ol(e) = inf sup M — inf ||E$||y/ >0,
ceX* yeyx ||zllx-llylly  zexx |z|x

genau falls F injektiv und ran(F) abgeschlossen sind. In diesem Fall ist E! surjektiv und es
gelten die Relationen

ale) < e,
1
— = ||B7!
& = 157,
Ve e X : ale)zllx < || Ex|y,
Vy € ker(E")* ale)-llyly < [E'Ylx

o) (Kontinuierliche) Transponierte inf-sup-Bedingung: Fiir E! gelten analoge Aussagen
beziiglich der (kontinuierlichen) transponierten inf-sup-Bedingung:

Et /
Ozt(e) = inf sup M — inf M > 0.
veY < gexx [lzllx-llyly  vey< lylly

¢) Diskrete (transponierte) inf-sup-Bedingung: Seien nun zusitzlich X, < X und ¥, <Y
mit dim X; < oo und dimY), < oo fiir alle* h € H sog. Ansatz-Riume. Wir bezeichnen mit
E, o Xy — Y,{ und Efl Y, — X,’l die von e|x, xy;, induzierten Operatoren. Fiir sie gelten
ebenfalls analoge Aussagen beziiglich der diskreten inf-sup-Bedingung®

Eynx
ap(e) == ale|x, xy,) = inf sup _el@y) — in w >0
T aexy yeyx ITlxcllylly  wexy llzllx
yer,
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und der diskreten transponierten inf-sup-Bedingung:

. e(z, . Byl x
ab(e) = al(elxyny) = inf sup —@Y) e 1ZnVIxG

—_— = > 0.
vevy gexy [1€lx-lylly  yeve lylly
Schliellich setzen wir noch

ap(e) = }322 ap(e) >0, ab(e) = hlg{ al(e) > 0.

Wir nehmen fiir die Indexmenge wieder 0.B.d.A. H C (0,1] und 0 € H an.

bMan beachte: Gilt zwar [a(e) > 0], aber erfiillt ein gegebenes Paar (X}, Y} ) von Unterrdumen nicht [y, (e) > 0],
so kann dies manchmal durch Verkleinern von X} und immer durch VergréBern von Y}, erreicht werden (Spétestens
bei Y3, :=Y.).

Beweis:
Schritt 1:  [a(e) >0] = [Vze€ X :ale)-||z]|lx < ||Ez|y, E injektiv, ran(E) abgeschlossen]
Aus der Definition von «a(e) folgt unmittelbar

Ve e X : ale) |z|x < ||Bx|y.

Insbesondere ist E injektiv. AuBerdem ist ran(FE) abgeschlossen, denn die Urbild-Folgen von konvergenten
Folgen aus ran(FE) sind Cauchy-Folgen.

U
Schritt 2:  [a(e) > 0] = [Vy € ker(E)L :ale)-|ylly < ||Ety|x:, Et surjektiv]
Fiir jedes y € ker(E®)* gibt es wegen
vy € Ty (ker(E")T) = 1y (ker(EY))* b242d ran(F)** = ran(E) £ ran(FE)
ein x € X mit 7vy = Fx, wodurch
2 ¢ ¢ st 1 ¢ 1 t
lylly = (rvy)(y) = (Bx)(y) = (E'y)(2) < [|E%yllx-z]lx < @'HE yllxA Exlly = @'HE yllxAyly-

Die daraus resultierende Ungleichung
vy € ker(E)T: ale)-[lylly < [|E'yllx

hat analog zu Schritt 1 die Abgeschlossenheit von ran(E?) zur Folge: Die Urbild-Folgen von konvergenten
Folgen aus ran(E?) liegen wegen Y = ker(E?) @ ker(E*)* 0.B.d.A. in ker(E?)* und sind laut obiger
Ungleichung Cauchy-Folgen.

Damit liisst sich schlielich auch die Surjektivitit von E? zeigen:

1 L2121

ran(E?) = ran(E!) = ran(E%)* rx (ker(E))* = {0} = X',
——

={0}

Schritt 3:  [E injektiv,ran(E) abgeschlossen] = [a(e) > 0]
Sind E injektiv und ran(F) abgeschlossen, dann liefert der Satz von der offenen Abbildung die Stetigkeit
von E~1 :ran(E) — X und wir erhalten

(e) = in = in — = — =— >
eexc ol o TETB2lx ~ supycquneye Lppde 157

0.
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Korollar 2.1.2.3 (Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi-Bedingung?).
Seien X,Y Hilbert-Rdume und e : X x Y — R eine stetige Bilinearform.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent®:
o) ale) >0 und E* ist injektiv.

o) E!ist bijektiv.

o) E ist bijektiv.

o) a'(e) > 0 und F ist injektiv.

In diesem Fall gilt
ale) = a'(e).

*Wir kiirzen im Folgenden mit LBB-Bedingung ab.

*Die Injektivitit von E? ist eine etwas schwichere Forderung als die transponierte inf-sup-Bedingung af(e) > 0.
Das bedeutet: Die Forderung [a(e) > 0 und af(e) > 0] wire zu viel, die Forderung [E inj. und E?! inj.] zu wenig fiir
die Invertierbarkeit von E.

Beweis:
Wir zeigen nur of(e) = a(e). Mit Satz 2.1.2.2 gilt:
1 1
_ Et -1 — ET -1 — ET -1 — E71 T — E71 _ .
ol (0) ICED) = ll(rx o EZ ory) | = I(E7) " = [(E=)" | = [~ o

Lemma 2.1.2.4 (Fortin-Kriterium).
Seien X,Y Hilbert-Rdume und e : X x Y — R eine stetige Bilinearform.

Es gelte:

) e erfiillt a(e) > 0.

%) dim X = dimY), < oc.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o) ¢ erfiillt ay(e) > 0.

e) Es existiert eine lineare, stetige Abbildung Py, : Y — Y}, (sog. Galerkin-Projektion) mit

YyeY: le(:, Py,y) =e(-,y) auf X3].

In diesem Fall gilt Py, = (E})"' o (-)|x, o E* und ay(e) > H%Ef)” > 0.
h

Beweis:
Wir bezeichnen mit £: X — Y’ und E' : Y — X’ bzw. mit Ej, : X;, — Y}/ und E} : Y}, — X die
von e bzw. e|x, xy; induzierten Operatoren.

Schritt 1: ¢
Wegen ay(e) > 0 ist E} : Y, — X surjektiv und wegen dim X, = dim X}, = dimY}, auch injektiv. Die
Abbildung Py, := (Ef) o (-)|x, o E' : Y — Y}, ist linear und stetig und erfiillt

VyeY:  [e( Pry) = (B0 Py)y) = ((Olx, o E)y) =e(y) auf Xp].

Die Abbildung Py, ist auf Grund der Bijektivitit von E} auBerdem eindeutig.
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Schritt 2:
Fiir jedes x € X}, gilt

e(z,y e(z, Py,y e(x,y
a(elllelx < |Eally: = sup S2Y < py - sup CEDY) ypy gy S0

)
vev < [[Ylly vev< [[Pvylly vev, 1Ylly

= 1Py I Enllyy

und damit insbesondere || Py, || # 0. Es folgt

Enx||ly
ap(e) = inf 1B HYh o(e) >0

cexy lzlx T IPwl ~ 7

Lemma 2.1.2.5 (Koerzive Bilinearformen).
Seien X ein Hilbert-Raum, X, < X fiir alle h € H Ansatz-Ridume und e : X x X — R eine stetige

Bilinearform.

Ist e koerziv, d.h.

dann gilt bereits

Vh e H: (e
Vh € H: au(e)

IAIAINAIA

Insbesondere sind dann alle induzierten Operatoren E, E¢, Ej,, EZ bijektiv.

Beweis:
Wir zeigen exemplarisch nur die erste Ungleichung:

inf sup M = a(e),
TEXX ye X x ||$HX ’ Hy”X

e(x,)

(@) = I Tl

2.2 Variations-Probleme

2.2.1 (Kontinuierliche) Variations-Probleme

Lemma 2.2.1.1 (Ein (kontinuierliches) Variations-Problem).
Seien X,Y Hilbert-Riume, e : X X Y — R eine stetige Bilinearform und [ € Y.

Es gelte:
x) e erfiillt a(e) >0 und E* : Y — X' ist injektiv.

Dann existiert eine eindeutige (kontinuierliche) Lisung x € X des folgenden (kontinuierlichen)

Variations-Problems:
Finde z € X mit : le(z,-) =1 aufY].

Die Losung = hingt linear und stetig von den Daten [ ab mit ||z||x < ﬁ Ay
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Beweis:
Laut Korollar 2.1.2.3 ist der von e induzierte Operator E : X — Y bijektiv. Damit ist das kontinuier-
liche Variations-Problem eindeutig 16sbar:

VieY' 3z e X: le(z,")=Fx=1 aufY].
Der Losungs-Operator ist gegeben durch E~! : Y’ — X, also insbesondere linear und stetig mit

1
= |EM|x < [|E7Y) - lilly 52222 —— Uy
lellx = 1B~ < 1B il TR

2.2.2 Diskretisierung

Lemma 2.2.2.1 (Variations-Problem Diskretisierung).
Seien nun zusétzlich X;, < X und Y, <Y fiir alle h € H Ansatz-Ridume mit folgenden Eigenschaften:

%) dim X = dimY}, < oc.
) e erfiillt ap(e) > 0.

Dann existiert auch eine eindeutige (diskrete) Losung xp € X, des (diskreten) Variations-Problems:

Finde zp, € X}, mit : [e(xp, ) =1 aufYy].

Beweis:
Auch der von e|x, xy, induzierte Operator Ej : X, — Y} ist bijektiv, denn aus aj(e) > 0 folgt
mit Satz 2.1.2.2 die Injektivitdt und aus dimY; = dimY}; = dim X}, auch schon die Bijektivitit. Also
ist auch das diskrete Variations-Problem eindeutig 16sbar und der Losungs-Operator ist gegeben durch
E o (w1 Y — X

|

2.2.3 Konvergenz

Satz 2.2.3.1 (Variations-Problem Konvergenz).
Sei Xto ein weiterer Hilbert-Raum mit folgenden Eigenschaften:

%) Xgg < X dicht.
%) Fiir die Orthogonal-Projektionen Px, : X — X}, gilt:

h—0

|(id — Px,) 2Z50.

Xstg”

Fiir die Ansatz-Rdume X, gelte zusétzlich:
%) e erfilllt a(e) > 0.

Dann gilt®
h—0

-1l x
und unter der Voraussetzung
*) T e Xstg

sogar
2- el

ap(e)

[z —znllx < NG = Py ) xee [l - 12

stg :
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“Die Konvergenz xj, 520, 1isst sich ohne explizite Voraussetzungen an die Approximations-Giite der Rdume Y},
zeigen. Dennoch kénnen diese nicht einfach trivial gewihlt werden, da ja trotzdem noch ap(e) > 0 erfiillt sein muss.

Beweis:
Schritt 1:  Definition der Galerkin-Projektionen
Die Bijektivitdt von Ej, garantiert die eindeutige Losbarkeit des folgenden Variations-Problems:

Fiir geg. z € X, finde x5, € X}, mit : le(xh, ) =e(z,-) aufY].
Der Losungs-Operator ist gegeben durch die lineare, stetige Galerkin-Projektion

GXh = E;10(~>|YhOE2X—>Xh.

Sie erfiillt 1 < |G, | < BB = Lk < L und Gy, |x, = id. Fiir die kontinuierliche

ap( 0
Losung z € X und die diskrete Losung z;, € X} von oben gilt auf Grund der Galerkin-Orthogonalitit
[e (x — xp,-) =0 auf Y] auch ap = Gy, .
Analog garantiert die Bijektivitit von E} die eindeutige Losbarkeit des folgenden Variations-Problems:
Fiir geg. y € Y, finde y,, € Y}, mit : le(,yn) =e(,y)  auf Xp].

Der Losungs-Operator ist gegeben durch die lineare, stetige Galerkin-Projektion

Gy, = (E,tl)_1 o()lx, © Et:Y —Y,

Sie exfiillt 1 < |Gy, || < (B5) |- 1B = 2L = L < L und Gy, |y, =id.

al (e) T ap(e) = aof

Schritt 2:  Konvergenz

Aus
vZE)(Stg : ||Z_GXh,Z||X < ||Z_PXh,Z||X+||GXh,(PXh,z_Z)HX
< (L +1Gx,[1)-11Gd = Px, )zl
1<, 9. e

< -lGid — P .
—= 050(6) ||(1 Xh,) XstgH ||Z|Xstg

folgt

Vz € Xstg :
[z — x| x < |z =2l x + Iz — Gx,2llx + 1Gx, (2 — @)l x
< I+ 1Gx, DNz = 2l x + A+ 1Gx, [1)-[1(d = Px, ) [ x| - 2]l x,,

=Gl 2l
<

- aple)

|z =zl x + [[(id = Px,)

Xstg” ' HZ| Xstg

h—0

Auf Grund der Dichtheit von Xz € X und der Konvergenz ||(id — Px, )|x... || —— 0 gibt es zu jedem

e >0 ein hyax > 0 mit

2-lell

ap(e)

Vh € (0, hmax) N H : |z —xn||y < €.
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2.2.4 Aubin-Nitsche-Trick

Satz 2.2.4.1 (Variations-Problem Aubin-Nitsche-Trick).
Seien® Xy und Y, weitere Hilbert-Réume mit folgenden Eigenschaften:

%) Lx,, X — Xwk linear, stetig.
9 Yig <Y,

%) Fiir die Orthogonal-Projektionen Py, : Y — Y}, gilt:

h—0

G - Pyl | 2% 0.

Die Bijektivitit von E? garantiert die eindeutige Losbarkeit des folgenden (kontinuierlichen) trans-
ponierten Variations-Problems:

Fiir geg. z € X, finde y € Y mit : e(,y) = {tx,. () tx Ty x,, auf X].
Der zugehorige Losungs-Operator S : X — Y ist linear, stetig und erfiillt

llex
Ve e X : S < Lowk .
T [ Sz]ly < ale) llex e[ X

Erfiillt S dariiber hinaus die Voraussetzungen

x) ran(S) C Y, und [Vo € X : ||Sz|ly: < Cs-|lex @l xol,

Stg stg
dann gilt im Falle
*) T € Xstg
auch die Fehler-Abschitzung®

2-Jle]*-Cs

lexu (@ = 2n)llx,, < “oole) 1Gd = Px, ) [ x| [1(d = Py )y M- 2l -

“Wir versehen den Raum Ysttg mit dem Index ,,t“, um die Zugehorigkeit zum transponierten Variations-Problem
zu verdeutlichen. Diese Notation ist an dieser Stelle noch iiberfliissig, wird sich aber in Satz 2.3.4.1 und Satz 2.4.4.1
als vorteilhaft erweisen.

bDurch diese Abschiitzung wird die Rolle der Ansatz-Réume Yj, klarer: Fiir fest gewihlte Ansatz-Réume (Xp,)nenr
wirkt sich eine Vergriflerung der Rdume (Y )ne g auf folgende Weise aus: In der Abschéitzung fiir || — x| x wird nur
die Konstante ag(e) besser, die Konvergenz-Ordnung bleibt jedoch gleich. In der Abschitzung der schwicheren Norm
llex . (x — zn)| x,, hingegen verbessert sich neben der Konstante ap(e) auch die Konvergenz-Ordnung, némlich um
den Faktor ||(id — Pyh)lyst,tg II-

Beweis:
Der Losungs-Operator S ist linear, stetig und erfiillt

Vre X : 1Szlly = IE)  exo () tx ) x o lly
< ED T I ex e () X ®) X [l x7
52122 x|

a(e) ”LXkaHka'
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Weiters gilt:

Vze X: ”Lka(Z - GXhZ)”%(wk - <Lka(Z - GXhZ)’ Lka(Z - GXhZ)>ka
ex €x
Dt e(z — Gx, 2,9z — Gx, 2))
Def.G
=M e(z— Gy, 2 (id — Py, )S(z — Gx, 2))
< lell -1z = Gx, 2l x - |I(id = Py,) S(z — Gx,,2) Iy
N————’
€Y,
< lell Iz = Gx, 2l x - 1Gd = Py )|y [ 15(z = Gx,. 2) vz,
eX
< lell -Cs-llz = Gx, 2l x - [|(id = Py;, )|y |l

stg

'”Lka (Z - GXhZ)Hka'

Insbesondere konnen wir die kontinuierliche Losung 2z := x € X einsetzen und erhalten unter Beachtung
von z, = Gx,x die Abschitzung (wieder im Falle z € Xg)

lexw(@—2n)lx, < llel-Cs-l(d = Py,)lyg, Il 2 — 2l x

stg
s.2.231 2.l
231 2-[|e]*Cs

= 040(6) 'H(id_PXh)

Ko || 1(id = Py;)

v l-llzl ...

2.2.5 LGS

Lemma 2.2.5.1 (Variations-Problem LGS).
Seien nun {z1,...,z,} C X; und {y1,...,yn} C Y}, Basen. Wir bezeichnen mit

{ Xn — R™ { Y. — R™
Xn: Yiaxiry > (g)jer T vy — ()i

die zugehorigen Koordinaten-Abbildungen. Die Koeffizienten (Xj);‘zl € R™ aus der Darstellung

n
Trp = E XjTj
j=1

lassen sich durch Losen eines reguldren LGS bestimmen: Mit

E = (e(zj,vi))i=1 € R™™,
X = (X])?:l S Rn7
U= (l(yi))i= €R”
gilt:
E-x=1

Die Konditionszahl der System-Matrix E (sog. Steifigkeits-Matriz) erfiillt die Abschiitzung®

[le]

d(E) <
cond ( )_ozo(e

-

) Ienll - I - llvm - v,
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Die rechte Seite I des LGS wird als Last- Vektor bezeichnet.

“Hier sind immer die Operator-Normen beziiglich der Standard-Normen ||-|| y (bzw. ||-|ly-) und ||-||; gemeint.

Beweis:

Die System-Matrix E € R™*™ ist genau die darstellende Matrix der linearen Abbildung (v, hTo T;hl o
Ey o0 Xgl : R™ — R™ beuziiglich der euklidischen Basis {ej,...,e,} C R", denn

Viyj: () ory o Eroxy (ej),ei)2 = (73, 0 En) (), yi)y = (Enx;)(yi) = € (x5, 4:) = (E-ej, e:)a.

Es folgt

1]l 1(va ) om0 Bnoxg I < v BRI I < el -l -

1
1 — —
IEZ = lxno By ory, o | < Hlxall- 18, - lvall < — - llxall -]

ag(e)

und damit die behauptete Abschiitzung fiir cond(E) = ||E| - ||E™"].

|
2.2.6 Strang-Lemma
Lemma 2.2.6.1 (Variations-Problem Strang-Lemma).
Seien nun zusétzlich I, € Y} fiir alle h € H stetige Linearformen mit
#) 1= lnlly; 2= 0.
Dann erfiillen auch die eindeutigen Losungen z;, € X}, der diskreten Variations-Probleme
[e(ih, ) = lh auf Yh]
die Konvergenz 7, 220, ¢ und im Falle
lix
*) T € Xstg
die Fehler-Abschéitzungen
- 2-le|l +1 .
|z —Znlx ————[llid = Px, ) [xe | + 10 = Wiy ] - (el x,,, + 1),
ap(e) ¢
. 2-[lell® - Cis + [[exe
lexon (e = B0l < oy = e, + D)
[1Gd = Px,) x| 1Gd = Pyl |+ (12 = Tl ]-
Fiir die Berechnung der Koeffizienten von #; muss nun der Last-Vektor Iy = (In(y:)), € R”
verwendet werden.

Beweis:

Schritt 1:  Existenz und Eindeutigkeit von Zp,

Die Bijektivitat von Ej, : X, — Y} garantiert auch hier wieder die eindeutige Existenz einer Losung
Iy € X von

le(Zh,-) =1 auf Yy].
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Schritt 2:  Abschétzung von ||z — Zp || x

A (wn = 0, 1) (L= 1))
~ e\Th — Th, — lh
an(e)-llzn — @y |x < sup ST = g L= 1=l
?th_/ yey X [yl yey llylly
folgt
~ ~ 1 h—0
lz = Znllx < llz = znllx +llzn = Znllx < llo = 2allx + —= © = 1nlly; — 0.
0

Im Falle x € X, zeigt die Fehler-Abschétzung aus Satz 2.2.3.1 bereits

2-|le|| + 1
ap(e)

[ — Znllx < G = Px) L+ 110 = Tl ] (lllx,,, +1)-

O
Schritt 3:  Abschétzung von |tx,, (€ — Zp)||x..
Wir haben
~ ~ S.2 1
lexwc (@ = )l xune < llexnl - lzn = Zallx < [lexgll ool 11— nllyy
und damit
lexwm@=Zn)llxe = llexad@ = 20l xo + lexo(@n = Zn) [ x0
s2241 2-[e*-Cs + [ixal
< wk . 1
— Oéo(e) (||l‘| Xstg + )
(G = Px, ) x|l 1Gd = Py [+ 11— allvy]-
[l
|

2.2.7 Bemerkungen

Bemerkung 2.2.7.1 (Variations-Problem Bemerkungen).
Man beachte:

o) Ist die Einbettung idx,,, »x stetig, dann ist sie auf Grund der Voraussetzung

| (id = Px;, ) ., |l 129, 0 schon kompakt (vgl. Satz 2.1.1.1). Insbesondere kann im Falle dim X =

oo nicht Xgg = X gelten. Gleiches gilt fiir Ysttg <Y.

o) Sei idy’sttg _y stetig (und damit bereits kompakt). Dann ist tx_, auf Grund der Voraussetzungen
an S bereits kompakt. Insbesondere kann dann bei dim X = oo nicht X = X gelten.

Beweis:  (der Kompaktheit von tx,, )
Sei (2, )nen € X eine Folge mit sup,,cy [|znllx < oo. Dann ist die Folge (Szy)nen C ran(S) C Y,
ebenfalls beschriankt, denn:

Vn e N: ISz,

vi < Cs|ltxp@nllxm < Cs-llixll - sup [|[zml x < oc.
meN

stg

Auf Grund der Kompaktheit der Einbettung idYsig—W gibt es eine Teilfolgen-Indizierung n : N — N
und ein y € Y mit



Nun ist (¢x,,Zn(k))ken eine |||y  -Cauchy-Folge (und damit konvergent), denn

X en(t) = tXuZo X = X (@) = Tu@))s 1Xw (Tn(k) = Tn())) X
— —_—

ex eX

Def. S
=7 e(@n) — Ty S(@n) — Tu@))

lell - Nznm) — zn@llx - [1S(@nm) — Zn@)lly

lell - [llnw) | x + lzaqlx]

IN A

(k,l)—o0
MNSzniy — ylly + lly = Sz lly] ——— 0.

2.3 Sattelpunkt-Probleme

2.3.1 (Kontinuierliche) Sattelpunkt-Probleme

Satz 2.3.1.1 (Ein (kontinuierliches) Sattelpunkt-Problem).
Seien V, P Hilbert-Rdume, ¢: V xV — R und d : V x P — R stetige Bilinearformen, r € V/ und
s € P’. Es bezeichne D : V. — P’ den von d induzierten Operator.

Es gelte:
%) c erfiillt a(c|yer(py2z) > 0 und der von ¢|yer(p)2 induzierte Operator Cf,, : ker(D) — ker(D)’
ist injektiv.
x) d erfiillt of(d) > 0.

Dann existiert eine eindeutige (kontinuierliche) Lisung des folgenden (kontinuierlichen) Sattelpunkt-
Problems:

Finde (v,p) € V x P mit : c(v,’)+d(,p) = r aufV,
d(v,-) = s auf P.
Die Losung (v, p) héngt linear und stetig von den Daten (r, s) ab mit || (v, p)|lvxp < %.
17, 8)lvrxpr-
Beweis:

Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.2.1.1

Das kontinuierliche Sattelpunkt-Problem ist d4quivalent zu dem kontinuierlichen Variations-Problem, das
nach Summation der beiden Zeilen entsteht. Wir kénnen also Lemma 2.2.1.1 auf folgende Situation
anwenden:

X:=Y = VxP
V(v,p),(w,q) eV xP:  e((v,p),(w,q) = clvw)+d(wp)+d(v,q),
V(w,q) €V X P: lw,q) = r(w)+s(q),
x = (v,p) (kontin. Lésung).

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.2.1.1:

Schritt 2:  X,Y sind Hilbert-Réume, e ist stetige Bilinearform, [ ist stetige Linearform
Es sind e eine stetige Bilinearform mit e[ < |lc|| 4+ 2-||d[| und [ € Y mit |[I[|yxpy = [[7][v: + [[s]|pr <
2-[I(r, 8)lvrxpr-

O
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Schritt 3:  a(e) >0
Sei (v,p) € V x P beliebig. Wir zerlegen

V= Uker + V1 € keI‘(D) (&3} ker(D)J‘ =V.

Der Anteil v, € ker(D)* erfiillt6

¢ S.2.1.2.2
ai(d)-lvelly < [Dvy||p
= | Dv]lp
d
— swp (v,9)
qer= lldllp
0
— s 2P, (0.9)
gepx 100,9)|lvxp
< sup e((v,p), (w,q))

waewvxpyx (w gllvxp
= E@Plwxpy-
Der Anteil vyer € ker(D) erfiillt (Cyer : ker(D) — ker(D)" ist der von ¢|xer(py> induzierte Operator)

a(c‘ker(D)Q)' ||Uker||V < ||Ckervkeerer(D)’

¢ (Vker, )

= sup
weker(D)x  ||w]lv
=0
— sup 6((1},])),(10,0)) _C(Uva) _d(wap)
weker(D)* [(w,0)[[y« p
e U?p b w7q
< Nell-forlly + sup 22l (2:0)

(w,q)e(VXP)* ||(w7Q)||V><P
= |lell-llvellv + 1B, p)ll(vxpy-

Die zweite Komponente p € P erfiillt (D! : P — V' ist der von d induzierte Operator)

a'(d)-lpllp < |ID'pllv-
d
~ s (w, p)
weV % Hw”V
— € ((U7p)a (U},O)) - C(’U7U))
wev [[(w, 0) Iy p
e(\v,p),(w,q
< el -flvllv + sup w
(w,q)e(V xP)x [(w, D)l «p
< llell-llvllv + 1 E (v, p)llvxpy -
Mit
[vllv < floillv + llvkellv
< (1+HCH>'|ULV+1'|E(Uap)|(V><P)'
a(clier()?) a(clker(p)?)
—_——
>1
el 1 1
S 2. ’ + . E v,p ’
[ a(cler(p)2) at(d)  alclier(p)?) I E (v, p)ll(vxp)
c 1
= 2'<1+ : ) NE@, D)l <y

Oét(d) ’ a(Clker(D)z)

6Man beachte: E(v,p) = E((v,p)) € (V x P)’ ist das Bild des Vektors (v,p) € V x P unter der linearen Abbildung
E:V x P— (V x P)’. Hier ist natiirlich keine Bilinearform gemeint.
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ergibt sich

wplve < lollv + ol
el I
< (1l ) el + g 1By
el ) i L
< 2-(1+ . + . |E(v,p /
[ ( (@) S y) T @) alehgnpy) | TECPMxn)
>1

3 c ’
).(H ” ”)) NE@, )l vxry

a(c|kcr(D)2 at(d
af<d)<gud|| 3-(|lc|| + |I1d]))?

B O[(C|ker(D)2)'O[t(d

)2 ! ”E(U’p)”(VXP)’

und schlieflich o
E ’ ! er . d
ale) = inf 1E(v, p)ll(vxp) > a(Clker(p)2) - o (2) > 0.
wpe(vxpy< |[(v,p)llvxp 3-(llell + {12l

Schritt 4:  E':Y — X’ ist injektiv
Sei (w,q) € V x P ein Element mit

V.p) eV xP: 0= (E(wq)(v,p) =e((v,p)(wq)=c(v,w)+d(wp)+d(v,q).

Durch Einsetzen von v := 0 sieht man w € ker(D), was dann wegen
Vv € ker(D) : 0=c(v,w)+d(v,q) = (Cly,w)(v)
=0

und der Injektivitdt von Cf,, schon in w = 0 resultiert. Die verbleibende Identitét 0 = d (-,q) = D'q
liefert zusammen mit der Injektivitit von D! : P — V'’ schlielich ¢ = 0.

O

Also existiert eine eindeutige Losung = = (v,p) € V x P des kontinuierlichen Sattelpunkt-Problems. Die
Abschétzung fiir ||(v,p)||v xp ergibt sich unmittelbar aus jener von ||z||x in Lemma 2.2.1.1.

2.3.2 Diskretisierung

Lemma 2.3.2.1 (Sattelpunkt-Problem Diskretisierung).
Seien nun zusétzlich V3, <V und P, < P Ansatz-Réume mit folgenden Eigenschaften (Dj, : Vi, —
P/ ist der von d|y, x p, induzierte Operator):

*) dim V}, < oo und dim Pj, < co.
*) c erfiillt ap(clier(p,)2) > 0.

) d erfiillt o (d) > 0.

Dann existiert auch eine eindeutige (diskrete) Lisung (v, pn) € Vi x Py, des (diskreten) Sattelpunkt-
Problems:

Finde (vp,pp) € Vi X Pp, mit : clop,)+d(G,pr) = 7 aufVy,
d(vh,-) = s auf P}L.
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Beweis:

Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.2.2.1

Das diskrete Sattelpunkt-Problem ist dquivalent zu dem diskreten Variations-Problem, das nach Sum-
mation der beiden Zeilen entsteht. Wir wenden also Lemma 2.2.2.1 auf folgende Situation an:

Xh = Yh = Vh X P}“
xn = (vn,pn) (diskr. Losung).

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.2.2.1:

Schritt 2:  dim X, =dimY, < oo, ap(e) >0
Es gilt klarerweise dim X;, = dimY}, = dim(V}, x P,) = dim V}, + dim P, < 0.

Analog zum Beweis von Satz 2.3.1.1 ergibt sich aus den Voraussetzungen ay, (clxer(p,)2) > 0 und of (d) > 0
die Abschétzung

i (Clier(Dy)2) - o, (d)?
3-(llell + lidl)?

ap(e) > > 0.

Also existiert eine eindeutige Losung xp, = (v, pn) € Vi, X Pp, des diskreten Sattelpunkt-Problems.

2.3.3 Konvergenz

Satz 2.3.3.1 (Sattelpunkt-Problem Konvergenz).
Seien Ve und Py weitere Hilbert-Réume mit folgenden Eigenschaften:

%) Ve <V und Py < P jeweils dicht.
%) Fiir die Orthogonal-Projektionen Py, : V' — Vj, und Pp, : P — P, gilt

. h—0 . h—0
H(ld_PVh)lvstgH —0, H(ld_PPh)‘PstgH — 0.

Fiir die Ansatz-Riume gelte zusétzlich
*) cerfiillt ap(c) := infrem an(clier(p,)2) > 0.
x) d erfiillt of)(d) > 0.

Dann gilt

h—0
(Uhaph) A:‘_} (Uap)
-y < P

und unter der Voraussetzung
*) (’U,p) € Vstg X Pstg

sogar

24-(llefl + 1dlD)* (- :
lo = vnlly +llp = pallp < W'(H(ld* Py Vel + 1Gd = Pr,) [P [ - (0, )l v, <y -
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Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Satz 2.2.3.1
Wir wenden Satz 2.2.3.1 auf folgende Situation an:

Xstg = Vstg X Pstg'

O
Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Satz 2.2.3.1:
Schritt 2: X < X dicht, [[(id — Px,)|x., || 2220, ag(e) >0
Es ist Xgig = Vatg X Potg <V x P = X dicht.
Die Abbildung
P, . VxP — Vi, x Py,
VB (v,p) > (Pyv, Pp,p)
ist wegen (V, x P,)* = V;} x P;- genau die Orthogonal-Projektion auf Vj, x Pj,. Aus
V(’U,p) S ‘/;tg X Pstg :
1Gd = Py, x ) Vi x P (0, D) [V p - = 1((d = Py; ) v, 0, (id = Pr,) ) V< p
= |(d - Py;)lv, ol + llGd = Pp,)|p., 2l 5
. 2 . 2
< [Gd = Py)lvi 17 [l0llv,,, + 1Gd = Pp)| e - 1215,
. . 2
< (IGd = Py)lvi, | + 1Gd = Pp,)| . [D? - 10, 2) 1V, x o
folgt
. . . h
1Gd = Pvs ) Vo P | < 1Gd = Py v, |l + [1Gd = Pr,) [y, || 2= 0.
Auflerdem
. L.2.3.2.1 . ah(c|ker(D; )2)0[2(602 ao(c)-ag(d)2
ap(e) = inf ape) > inf - > > 0.
heH nerr 3+ ([lell + [|d])? 3-([lell + llall)?
O
Also konvergiert (vp, pr) ‘h‘i) (v,p). Die Abschitzung fiir ||v — va||\, + [|p — Pl p ergibt sich unmit-
lvxp
telbar aus jener fiir ||z — ||y in Satz 2.2.3.1.
|

2.3.4 Aubin-Nitsche-Trick

Satz 2.3.4.1 (Sattelpunkt-Problem Aubin-Nitsche-Trick).

Seien® Vi, Py und Vi, Pk, weitere Hilbert-Réume mit folgenden Eigenschaften:

%) Ly, 1V — Vi und vp,, 1 P — Py jeweils linear und stetig.

¥) VE <V und P4, < P.

stg — stg —
%) Fiir die Orthogonal-Projektionen Py, : V — Vj, und Pp, : P — P}, gilt

h—0 h—0

lGd = Pulvs, | 2% 0, Gd = Pr,)lpy || 22 0.

il
Vit

Die Voraussetzungen an ¢ und d garantieren auch die eindeutige Losbarkeit des folgenden (kontinu-
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ierlichen) transponierten Sattelpunkt-Problems:

Fiir geg. (v,p) € V x P, finde (w,q) € V x P mit :

C('aw) +d("q) = <LVwk(')7LVwkU>Vwk auf‘/?
d (w7 ) = <LPwk(')7 LPwkp>Pwk auf P.

Der zugehorige Losungs-Operator S : V x P — V x P ist linear, stetig und erfiillt

- (llell + 121D - (levaall + Nlerull)
O‘(C‘ker(DV) 'O‘t(d)z

V(U,p) eV XP: HS(U7P)||V><P < : ||(vakv7[’Pwkp)”VkaPwk'
Erfilllt S dariiber hinaus die Voraussetzungen

) ran(S) C Vi, x P}

stg stg und

V(v,p) e Vx P 1S p)llve,xp, < Cs- (v tPacP) Vi x Pascs

stg stg

dann gilt im Falle
*) (U7p) € ‘/stg X Pstg
auch die Fehler-Abschétzung

48-(llell + [Id])*-Cs
||LVwk(v - vh)HVwk + ||[’Pwk(p - ph)HPwk < ao(C) Oéto(d)Z ’ H(U,p)‘ Vitg X Pstg

Gd = Py;,) v, [l + [[(id = Pp, )| Py, |])
([Gd = Py, vz I + 1Gd = Pp, )| pe_I])-
*Wir versehen die Raume V!  und P?

st Ste mit dem Index ,,t*, um die Zugehérigkeit zum transponierten Sattelpunkt-
Problem zu verdeutlichen. Wir fordern aber nicht zwingend einen Zusammenhang mit den Rdumen Vsig und Psgg
von oben.

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Satz 2.2.4.1
Wir wenden Satz 2.2.4.1 auf folgende Situation an:

ka = Vwk X Pwk7
Y;Eg = Vvsttg X P;tga
s = S

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Satz 2.2.4.1:

Schritt 2: Xk, Y, Hilbert-Raume, [ex,, || < oo, [|(id — PYh)|YsttgH A0, 0, Voraussetzungen an S

Es sind Xy = Vi X Pyk und Y, = Vi, x P%, Hilbert-Réume und
. VxP — Vwk X Pwk
WP p) o ()

linear und stetig mit [|evx Pl < lleviall + [lepull-

Analog zum Beweis von Satz 2.3.3.1 sieht man

. . . h—0
Gd = Pyi vz e, | < 11Gd = Pyl Il + 116 = Pl eg Il 2= 0.

stg stg

Der Losungs-Operator S : V x P — V x P stimmt mit dem Losungs-Operator S : X — Y aus Satz
2.2.4.1 iiberein und erfiillt ran(S) C Vi, x P4, = Y, sowie

Y(v,p) €V x P: IS (v, p)

vi xpt S CS'HLVWkXPwk(U7p)||Vwk><Pwk'

stg stg
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O

Die Abschitzungen it [S(,)ly  p 1 [l (0 — v + 1Py (5 — 1)l o ergeben sich unmittelbar
aus jenen fiir |S(-)||y und [jex,, (z — zn)| x,, in Satz 2.2.4.1.

2.3.5 LGS

Lemma 2.3.5.1 (Sattelpunkt-Problem LGS).

Seien nun {v1,...,vn, } € Vi und {p1,...,pn,} C Pn Basen. Wir bezeichnen mit
{ Vi, — R™v { Py — R"P
Vp : s Th -
Yiivivg — ()i St mipg = (m)iE

die zugehorigen Koordinaten-Abbildungen. Die Koeffizienten (v).Y; € R™ und (m);'", € R"? aus

den Darstellungen
ny np
Vp = Z Vi Uk, prn = Zﬂlpl
k=1 =1

lassen sich durch Losen eines reguldren LGS bestimmen: Mit

C =

(e (vr,vi))i 27y € RMVZY,
( (vkypj))?ii?kvzl € RMPXMY,
= (m)pY, e R™,
= (Wl)lnjl € R"?,
(r(vi))iZy € R™,
(s(

s(p;))jZ; € R™”

» 3 3 v O

gilt:
cC D"\ (v\_(r
D o w) \s/)’
Die Konditionszahl der System-Matrix erfiillt die Abschitzung

T 24. 3
cona (G BT ) < el i),

D o ooyl + Tl ) 2+ i ).
0

Es gelte zusétzlich:
%) ¢ ist symmetrisch und koerziv auf ganz V.

Dann ist die System-Matrix symmetrisch indefinit mit genau ny positiven und genau np negativen
Eigenwerten.

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.2.5.1
Wir wenden Lemma 2.2.5.1 auf folgende Situation an:

{z1,. 2} = {y1, s un} = {(vi,0) |7 € {1,...,ny }}U{(0,pj) | € {1,...,np}}.

61



Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.2.5.1:

Schritt 2:  {z1,...,2,} C Xp und {y1,...,yn} C Y} sind Basen, Abschétzung Konditionszahl
Klarerweise ist {(v;,0) 7 € {1,...,nv}} U{(0,p;)|j € {1,...,np}} C V) X P} eine Basis.

Das LGS aus Lemma 2.2.5.1 nimmt genau die angegebene Form an.

Nun zur Abschitzung der Konditionszahl: Die Koordinaten-Abbildung zur obigen Basis von V}, x P,
ldsst sich mit Hilfe der Koordinaten-Abbildungen v, und m, explizit angeben:

. Vi x P, — R P
IV (0p) (v map)
Wegen
V(v,p) € Vi x Py : Ixn (v, D7 = l(vho, map) 12 = lvavllf + lmapll7e < (vl + 7al)? 10, )17« p
ist [[xnll < [|vnll + |l7all und wegen
V(v,m) € R™VTmP
Ixa ' mwr = Ny vom, ' m)ep = vy Iy + llmy ' w < vy U+ e D v )l
weiters [x;, ' < [lv M+ Il

Die Abschiitzung fiir die Konditionszahl der System-Matrix ergibt sich unmittelbar aus jener fiir cond(E)
in Lemma 2.2.5.1.

O

Schritt 3:  Symmetrie und Indefinitheit der System-Matrix
Wir bezeichnen im Folgenden mit Cj, : V3, — V} und Dy, : Vj, — P die von c|v, xv, bzw. d|v, xp,
induzierten Operatoren.

Die Matrix C' € R"V*™V ist genau die darstellende Matrix der linearen Abbildung (ugl)TOT‘;hl oCov; !
R™ — R™ beziiglich der euklidischen Basis {e1,...,e,, } € R", denn

Vi, k <((V}:1)TOT‘;}OChOZ/;I)(ek),€i>2 = <(T‘;h100h)(’l)k)7’l)l‘>v = (Cror) (v;) = ¢ (vg,v;) = (Ceeg, €;)a.
Weiters ist C' symmetrisch und positiv definit:

Vv e (R™)*: (C-v,v), = <(7"}h1 o Ch)(ugly),l/,jlwv = c(ugll/, Vgll/) > akzv(c)-||uh_11/||%, > 0.
Insbesondere ist auch C~* € R"v*"v SPD.

Die Matrix D” € R"v*" ist genau die darstellende Matrix der linearen Abbildung (v, *)7 o TV, 'oDio
w,jl : R — R™ beziiglich den euklidischen Basen {ey,...,e,,} € R™ und {ei,...,e,, } € R,
denn

i,k (v, ) ory toDjom, ) (e)), )2 = (73, 0D} ) (p3), vi)v = (Dhp;) (vk) = d (v, p;) = (DTej, ex)a.

Auf Grund der Voraussetzung af,(d) > 0 ist der Operator D}, : P, — V;/ und damit auch die Matrix
D7 injektiv. Insbesondere ist auch die Matrix DC~*D? e R"P*nP SPD.

Aus der Zerlegung
c p"\_(cC o)\ (cC 0 (¢ D"
D o ) \D id 0 -DC'D" 0 id

und dem Trégheitssatz von Sylvester folgt: Die System-Matrix hat genau ny = rowdim(C_l) positive
und genau np = rowdim(—DC ™' DT negative Eigenwerte.
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2.3.6 Strang-Lemma

Lemma 2.3.6.1 (Sattelpunkt-Problem Strang-Lemma).
Seien nun zusétzlich 7, € V) und s, € P}, fiir alle h € H stetige Linearformen mit

*) |lr = rallvy 229 0 und ||s — sullpr h=000.

Dann erfiillen auch die eindeutigen Losungen (0, pp) € Vi, x Py, der diskreten Sattelpunkt-Probleme

C({/h,') +d('7ﬁh) = Th auf ‘/ha
d (@h, ) = Sp auf Ph

die Konvergenz (0p, pp,) H}Ill;0> (v,p) und im Falle
Mvxp
*) (U,p) € ‘/stg X Pstg
die Fehler-Abschitzungen
24 (Jlefl +lldfl +1)*
ao(c)-ag(d)?
Hir = rallvy + lls = sullpy] - (ll(v, p)

[ll(id — Py,)

Vig | + [[(id = Pp,)

v —7tnllv +llp—pullp < Pugl

Vst,gXPstg + 1)
und?®

" " 48 ([lel + lldll + llevancll + llepwl)? - (Cs +1)
v (0 = On) [V + [t (P = e )l P < ao(c)%ag(d)Q -
(G = Py v Il + 1Gd = Pp, )l P, 1)
(I1Gd = Py )|y I + [[Gd = P, )l pe, 1)

stg stg
+llr = rallvy + lIs = snllpy |- ([[(v, p)

Vitg X Pstg + 1)

Fiir die Berechnung der Koeffizienten von @5, und p; muss nun der Last-Vektor bestehend aus

rh = (Th(v3));Y, € R™ und sp, == (sn(py));L, € R"” verwendet werden.

“Bei der zweiten Abschitzung setzen wir 0.B.d.A. |ty , || > 1 und |lep,, || > 1 voraus.

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.2.6.1
Wir wenden Lemma 2.2.6.1 auf folgende Situation an:

Y(w,q) € Vi, X Py : h(w,q) = rp(w)+ sn(q),

Tn = (On,pn) (diskr. Losung zu ).

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.2.6.1:

Schritt 2: |l = Il v, x Py~ 0
Es ist [, eine stetige Linearform mit [[ln|(v,xp,) = II7nllv; + [[sallp;. Also existiert eine eindeutige

Losung &y, = (O, prn) € Vi, X Pp, des diskreten Sattelpunkt-Problems mit rechter Seite (rp, sp). Es gilt

h—0 o h—0
1= Ul (vixpny < llm=rnllvy +1Is = sullp; == 0 und damit (o, pp) ﬁ (v,p).
Nvxp

Die Abschétzungen fiir ||[v — Ox|lv + [|p — Drllp und ey, (v — On)|lvie + leru (P — Pr) | P €rgeben sich

unmittelbar aus jenen fir ||z — Zp| x und |lex,, (¢ — Zn)| x,, in Lemma 2.2.6.1.
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2.3.7 Bemerkungen

Bemerkung 2.3.7.1 (Sattelpunkt-Problem Bemerkungen).
Man beachte:

o) Wegen o (d) > 0 ist der von d|y, xp, induzierte Operator D} : P, — V! injektiv. Also muss
bereits dim P, < dim V}, gelten.

o) Ist die Einbettung idy,,, v stetig, dann ist sie auf Grund der Voraussetzung

| (id — Py;, ) Vi |l 229, 0 schon kompakt (vgl. Satz 2.1.1.1). Insbesondere kann im Falle dim V' =
0o nicht Vig = V gelten. Gleiches gilt fiir Pyg < P, Vi, <V und P}, < P.

2.4 Optimal-Steuer-Probleme

2.4.1 (Kontinuierliche) Optimal-Steuer-Probleme

Satz 2.4.1.1 (Ein (kontinuierliches) Optimal-Steuer-Problem).
Seien F,U, P Hilbert-Riume, a : U x P — R und b : F x P — R stetige Bilinearformen, ug € U
und® k € (0,1). Es bezeichne B : F — P’ den von b induzierten Operator.
¢) (Kontinuierliches) Optimal-Steuer-Problem: Es gelte:
*) a erfiillt af(a) > 0und A: U — P’ ist injektiv.

Dann existiert eine eindeutige (kontinuierliche) Losung f € F des folgenden (kontinuierlichen)
Optimal-Steuer-Problems:

F — R

Finde den Minimierer f € F' von J : _ .
f { g +— (1—=r)lluo—A"'Byllf +&-llgl%

Der Minimierer f wird durch die folgende Optimalitits-Bedingung charakterisiert:

K
1—r

f=(AT'B) (ug — AT'Bf).

AuBlerdem ist f Teil der eindeutigen Losung (f,u,p) € F x U x P des Optimalitits-Systems:

ﬁ'<f">F = b(7p) auf Fa
a‘('vp) = <u0 _ua'>U auf Ua
a(u,r) = b(f,") auf P.

Der Minimierer f wird als optimale Steuerung bezeichnet und u ist der zugehérige Zustand.

¢) Riickfiihrung auf ein Sattelpunkt-Problem: Mit den stetigen Bilinearformen

V(f,u),(g,v)eFxU: c((f,u),(g,v)) = ﬁ'<f7g>F+<u7'U>U7
V(f,u)e FxUqéeP: d((fiu)q) = a(u,q)=b(fq)

gilt: Die Voraussetzungen an a und b garantieren die eindeutige Losbarkeit des folgenden (kon-
tinuierlichen) Sattelpunkt-Problems:

Finde (f,u,p) € F' x U x P mit : c((fyu),)+d(-,p) = (up,)v auf F xU,
d((f,u),") = 0 auf P.

Die (kontinuierliche) Loésung (f,u,p) hiingt linear und stetig von den Daten wo ab mit

6 +1b]]+1)2
1Cswp) | rxvxp < SEHEED - [luollor
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Das kontinuierliche Sattelpunkt-Problem ist dquivalent zum Optimalitéits-System. Insbesondere
ist f der eindeutige Minimierer von J.

“Die Félle k € {0, 1} sind nicht weiter von Interesse. Bei r := 1 ist f = 0 der eindeutige Minimierer von J. Bei k := 0
hat J im Allgemeinen keinen Minimierer, wie das folgende Beispiel zeigt: Q := (0,1) C R, F := L2, U:=P:= H&,
a(u,p) = (u,p) g1, b(f,p) := (f,p) 2. Dann erfilllt A~!B : L2 — H} die Identitit ran(A~1B) = H2 N H}. Das
von einem ug € Hi\H? induzierte Funktional [Vf € L2 : J(f) := |jug — A’le||i{1] kann keinen Minimierer haben,
da es sonst ein f € L2 gibe mit 0 < |jug— A" Bf|| g1 = minge 2 |luo — A71Bg|l g1 = minueH%Hé [luo —ul| g1 = 0.

Beweis:
Schritt 1:  [f € F minimiert J] & [t%--f = (A7'B) (ug — A™'Bf)]
Ein f € F minimiert J, genau wenn fiir jedes g € F' die nach oben getffnete Parabel
0,1]3e=J(f+e(g—1) = (1—r)luo—AT'Bf —- A" Blg— Nt +#-|If +e-(9— N
= J(f)+e-26(f.9g—Fr —2(0 = K)-(uo — AT Bf, A" B(g — f))v]
~——
>0
+e2- (1= r)- AT Blg = NIE +#-llg — fIIF]
>0

bei ¢ = 0 minimal wird, also genau falls fiir jedes g € F' der Koeflizient bei € nicht-negativ ist:

Vg e F: 2-k-(f,g—flr —2-(1 =k)-{up — A'Bf,A"'B(g — f))v > 0.

Das ist wiederum dquivalent zu

kof —(1—=k)-(A'B)T(ug — A7'Bf) = 0.

Schritt 2:  Kont. Sattelp.-P. eindeutig 16sbar = Opt.-Sys. eindeutig 16sbar = 3! Minimierer von J
Wir werden spéter in diesem Beweis zeigen, dass das kontinuierliche Sattelpunkt-Problem eine eindeutige
Losung (f,u,p) € F x U x P besitzt. Wir verwenden diese Tatsache aber bereits jetzt, um die eindeutige
Existenz eines Minimierers von J zu zeigen:

Einfaches Nachrechnen zeigt die Aquivalenz von kontinuierlichem Sattelpunkt-Problem und Optima-
litéts-System. Also ist auch dieses eindeutig l6sbar mit der gleichen Lésung (f, u, p).

Das Optimalitéits-System lisst sich mit Hilfe der Identititen A* = 7y 0 AT o 7p und Bt = 77 0 BT o 7p
(vgl. Lemma 2.1.2.1) auf folgende Form bringen:

K

. f = (BY o 7p)(p),
(ATo7p)(p) = wuo—u,
Au = BYf.

Insbesondere erfiillt f auch die Optimalitdts-Bedingung:

K

S = (BT o1p)(p) = (B o7p) o (AT o 7p) Y (ug — u) = (A7 B)T (ug — A™'Bf).

Ist andererseits f € I’ ein weiteres Element, das der Optimalitits-Bedingung geniigt, dann bildet es
zusammen mit @ := A'Bf € U und p := (AT o 7p)"*(ug — ) € P eine Lésung des Optimalitéits-
Systems. Da (f,u,p) aber schon die eindeutige Losung des Optimalitits-System ist, muss f = f gelten.

Zusammen mit Schritt 1 ergibt sich gesamt: J besitzt einen eindeutigen Minimierer und dieser ist gegeben
durch f.

O
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Schritt 3:  Riickfiihrung auf Satz 2.3.1.1
Wir wenden nun Satz 2.3.1.1 auf folgende Situation an:

V o= FxU,
P = P
V(f,u),(g,v)EFxU: C((fvu)’(gvv)) = %'(f,Q>F+<U,U>U,
V(f,u)GFxU,qEP: d((fau)vq) = a(”a‘])ib(‘ﬁq)a
Y(g,v) € FxU: r(g,v) = {(ug,v)y,
Vge P: s(q) = 0,
(v,p) = (f,u,p) (kontin. Losung).

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Satz 2.3.1.1:

Schritt 4:  V, P sind Hilbert-Réaume, ¢, d sind stetige Bilinearformen, r, s sind stetige Linearformen
Es sind ¢ und d stetige Bilinearformen mit [|c| < 2 und ||d|| < [la|| + [|b]|. Weiters sind r € (F x U)’
mit HT”(FXU)/ < |Jlup|ly und s € P’ mit ||s||pr = 0.

O

Schritt 5:  a(c|ker(p)2) >0, Cf,, : ker(D) — ker(D)’ ist injektiv, a'(d) >0
Es ist ¢ sogar koerziv auf ganz F' x U mit

K 2 2
Ton" + ||u
Qv (€) = inf M,gf,u)) = inf 1=r HJHF ”2 l > rnin{i7 1} >k >0.
(ae®Exy |(f,WllEwy  GwerExoy< | flIF + llullf l—k

Insbesondere gilt mit dem von d induzierten Operator D : F' x U — P’ bereits
a(c|ker(D)2) Z akzv(c) 2 Kk > 0.

Eine analoge Rechnung zeigt auch at(c|ker(D)z) >k > 0 und damit die Injektivitdt des von c|yer(p)2

induzierten Operators Cf,_ : ker(D) — ker(D)’.
Weiters gilt

d
at (d) — 1nf Sup ((f7 ’LL), Q)
a€P* (ruyerxuy< I(fw)llrxo-lallp
> i sup d((0,u),q)
a€P* yeux [[(0,u)l[Fxu-llqllp
— inf sup 29
a€P* yeux |lullu-llallp
= a'(a)
> 0.

O

Also existiert eine eindeutige Losung (v,p) = (f,u,p) € F x U x P des kontinuierlichen Sattelpunkt-
Problems. Die Abschitzung fiir ||(f,u,p)||Fxuxp ergibt sich unmittelbar aus jener von ||(v,p)|lvxp in
Satz 2.3.1.1.
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2.4.2 Diskretisierung

Lemma 2.4.2.1 (Optimal-Steuer-Problem Diskretisierung).
Seien nun zuséatzlich F, < F, U, < U, P, < P Ansatz-Ridume mit folgenden Eigenschaften:

x) dim Fj, < oo, dim Uy, < oo und dim P}, < co.

) a erfiillt af (a) > 0.

Dann existiert auch eine eindeutige (diskrete) Losung (fh, un, pn) € Fy X Up X Py des zugehorigen
(diskreten) Sattelpunkt-Problems:

Finde (fn,un,pn) € Fr x Up x Py mit : ¢ ((fn,un),*) +d(-,pn) = (uo,-)v auf Fy x Uy,
d((fhauh)a') = 0 auf Ph.

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.3.2.1
Wir wenden nun Lemma 2.3.2.1 auf folgende Situation an:

Vh = Fh X Uh,
Py = Py,
(vn,pn) = (fn,un,pn) (diskr. Losung).
O
Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.3.2.1:
Schritt 2:  dimVj, < oo, dim P, < 00,  ap(clier(py,)2) >0,  af(d) >0
Es gilt klarerweise dim V, = dim F}, + dim U, < oo und dim P, < 0.
Analog zum Beweis von Satz 2.4.1.1 erhélt man
an(Clker(Dy)2) = K >0, aj,(d) > aj,(a) > 0.
O

Also existiert eine eindeutige Losung (v, pn) = (fr,un, pr) € Fy, x Uy, X Py, des diskreten Sattelpunkt-
Problems.
|

2.4.3 Konvergenz

Satz 2.4.3.1 (Optimal-Steuer-Problem Konvergenz).
Seien Fyig, Ustg und Py weitere Hilbert-Réume mit folgenden Eigenschaften:

%) Fyg < F, Ugg < U und Py < P jeweils dicht.
%) Fiir die Orthogonal-Projektionen Pp, : F' — F},, Py, : U — Up und Pp, : P — P, gilt

h—0
Pagll — 0.

h . h .
ol =20, [[(d = Po,)v | =20, llid = Pp,)

1(id — Pr, )

Fiir die Ansatz-Réume gelte zusétzlich

) a erfiillt of(a) > 0.
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Dann gilt
h—0

— (f,'th)

H'HFxeP

(fhauhvph)

und unter der Voraussetzung
*) (fv U,p) € Fyg X Ustg X Pstg

sogar

48- (|lall + 1Bl + 1)°
Hf - thF + ||’LL - uh”U + Hp _ph”P < K,-(l _ K',)?"Oéé(a)Q '”(fau’p)HFstngﬁgxPﬁg

(1Gd = Pp) | mue | + 11Gd = Po v | + 1Gd = Pp, )2y [])-

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Satz 2.3.3.1
Wir wenden nun Satz 2.3.3.1 auf folgende Situation an:

‘/;tg = Fstg X Ustga
Pstg = Pstg~

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Satz 2.3.3.1:

Schritt 2: Vg <V, Pytg < P dicht, [|(id — Py, )|v,.. |l = 0, [|[(id — Pp,)
Es sind Vit = Fitg X Ustg < F x U =V und Py, < P jeweils dicht.

Die Abbildung

Pl =0, ag(c) >0, af(d) >0

p | FxU — Fy, x Uy,
FnxOn (f,u) — (PFh,f7PUhu)

ist wegen (Fj, x Up)*+ = Fﬁ- x Uj- genau die Orthogonal-Projektion auf Fj, x Up,. Analog zum Beweis
von Satz 2.3.3.1 sieht man

I(id — P, x07,) A0

Use | — 0.

FugxUug |l < |I(id — Pp,)

Faell + 11(d = Py,

Weiters haben wir

_ L.2.4.2.1 . _ Lo L2421 . .
ap(c) = }ig{ an(Clier(pp)2) = k>0, ag(d) = hlgg ap(d) > }ig{ ay,(a) = ag(a) > 0.
(I
h—0

Also konvergiert (fp, un, pn) (f,u,p). Die Abschétzung fiir || f — fu|lp+|u — unlly+lp — pull p

H'HFXUXP
ergibt sich unmittelbar aus jener fiir v — vy, + [|[p — pul| p in Satz 2.3.3.1.

2.4.4 Aubin-Nitsche-Trick

Satz 2.4.4.1 (Optimal-Steuer-Problem Aubin-Nitsche-Trick).

Seien® Fik, Uwk, Py und Fl,, UL,, Pk, weitere Hilbert-Réume mit folgenden Eigenschaften:

%) Ly, P F— Fyk, tu,, : U —> Uy und vp,, 1 P —> Py jeweils linear und stetig.

¥) B < F, U}

stg < 4 <Uund P, < P.

stg —
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*) Fiir die Orthogonal-Projektionen Pg, : F — Fj,, Py, : U — Up, und Pp, : P — P, gilt

G = Pz =% 0, 1Gd = Po)log, | == 0, [(d = Pe,)|y, || == 0.

Die Voraussetzungen an a und b garantieren auch die eindeutige Losbarkeit des folgenden (kontinu-
ierlichen) transponierten Sattelpunkt-Problems:
Fiir geg. (f,u,p) € F x U x P, finde (g,v,q) € F x U X P mit :

C('?(gvv)) +d(7q) = <Lka(')aLkaf>ka + <Lka(')aLkau>ka auf F' x U,

d((g,’U), ) = <LPwk(')aLPwkp>PWk auf P.
Der zugehorige Losungs-Operator S : F x U x P — F x U x P ist linear, stetig und erfiillt
3-(lall + 1160l + )% (lepll + vl + llepy D)

k(1 —k)2-at(a)?

H (Lka f, LU Wy LPwkp)HkaXkaXPwk'

v(fau7p)e-FXU'X-P:Hs(fauvp)”FXUXP S

Erfiillt S dariiber hinaus die Voraussetzungen

x) ran(S) C FY, x UL, x P!

t
s stg stg

te und

V(f/qu) EFxUXP: ||S(f7u7p)||Ft Ut xpt < CS'H(Lkafv LU Wy LPwkp)”kaXkaXPwk’

stg stg stg

dann gilt im Falle
*) (fauap) € Fstg X Ustg X Pstg
auch die Fehler-Abschétzung

e (F = f1) | e
Hlev (u = un)|[v
96 ([|al| + [[o]] +1)*-Cs A
ke (1—r)taf(a)?

(f,u,p)|

+||LPwk (p - ph)”Pwk <

FsthUsthPstg

(1Gd = Pr,)| Fe | + 1(1d = Py v | + [1(Gd = Pp, )| P, )
(I1(d = Pg,) e || + 1Gd = Pu,)lwe, | + 11Gd = P, )| pe 1)

“Wir versehen die Rdume F:tg, Ustt und Pstt mit dem Index ,t“, um die Zugehorigkeit zum transponierten

Sattelpunkt-Problem zu verdeutlichen. Wir fordern aber nicht zwingend einen Zusammenhang mit den Raumen Fjqg,
Ustg und Pstg von oben.

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Satz 2.3.4.1
Wir wenden nun Satz 2.3.4.1 auf folgende Situation an:

Vwk = ka X kav
Pwk = PWk7
t . t t
VYstg T Fstg X Ustg’
t _ t
Pstg - Pstga
S = S

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Satz 2.3.4.1:
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h—0

Schritt 2: (e, ||, lepal < oo, ||(id — Py;,) V;’gg”’ [I(id — PP}L)|PSttgH —— 0, Voraussetzungen an S
und P, Hilbert-Riume und

g — owie VI — Ft t
Es sind Vg = Fyk X Uwk und Py sowie Vg, = Fg, X Ug, st

FxU — Fox X Ugk

L :
Fyx XUwk { (f7 u) — (Lka f; LkaU>

linear und stetig mit ||er,, xv || < erg || + levg. -
Analog zum Beweis von Satz 2.3.3.1 sieht man

. . h—0
(id = Pr, xu,, )| Fe |+ 1Gd = Po,)oe, | == 0.

stg

<o, |l < lGd — Pr)

Der Losungs-Operator S : FFxUxP — FxU x P stimmt mit dem Lésungs-Operator S : VxP — VxP

aus Satz 2.3.4.1 iiberein und erfiillt ran(S) C FY, x Uf, x PL, = Vi, x P}

stg stg stg stg stg sowie

V(f,u,p) € F xU x P:|S(f,u,p)l

Fl xUbL X Pk, <Cs- ” (LkaXka (fv u), LPwkp)”kaXkaXPwk'

O

Die Abschatzung fiir [S(-,-, )l xvxp und [lep, (f = fo)ll o + [0 (w = wn) log + [epu (P = Pl P
ergeben sich unmittelbar aus jenen fiir ||S(-,-)|lvxp und |ty (v — va)||lvir + P (P — DR)| P, In Satz
2.3.4.1.

2.4.5 LGS

Lemma 2.4.5.1 (Optimal-Steuer-Problem LGS).
Seien nun {f1,..., fop} C Fu, {u1,...,un, } C Up und {p1,...,pnp} C Pr Basen. Wir bezeichnen
mit

Fy, — R"F Uy, — R Py, — RnrP
Th: & ngp 5 Mht L . Ao 5 Th - & np
Z vifi — (%)1':1 Zl U ” (NJ)j:l Z TkPk (Wk)k:1
i=1 Jj= k=1

die zugehorigen Koordinaten-Abbildungen. Die Koeffizienten (v;);""; € R"™", ()il € R™ und
(Tn)nZq € R™P aus den Darstellungen

nr ny np
= bty =Y pmtms  Ph = Tupn
=1 m=1 n=1

lassen sich durch Losen eines reguldren LGS bestimmen: Mit

K

F = (1_K<fl7f2>F):1=F1’Zil €RannF7
U = ((um, uj)v)iZin_, € R™*",

A = (@ (umypr)) il =y € RMPXMY,

B = (=b(fi,pe)) L%, € RMPXE,

v o= ()i R,

ro= (,Ufm)&uzl € R"Y,

T = (mp)nt, €R"P,
Ug = (<UO, Uj>U);Lgl e R™
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gilt:

F o BT ~ 0
0o U AT |- |pu]=[wuo
B A 0 T 0

Die System-Matrix ist symmetrisch und indefinit mit genau ng + ny positiven und genau np
negativen Eigenwerten. Die Konditionszahl erfiillt die Abschétzung

F o BT
: bl +1)3
cond| 0 U AT < 96 (||all +3|| Ht+z
B A 0 k(1= k)? ag(a)

Ul a1+ llen 1) - (v 12+ g 12+l 1)

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.3.5.1
Wir wenden nun Lemma 2.3.5.1 auf folgende Situation an:

(1o} = {0 i€ {1, e} U{(0,u)) |5 € {1,...,n0}},
{p1,-spnpt = AP1- o Pnp )

Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.3.5.1:

Schritt 2:  {v1,...,vn, } €V und {p1,...,pn,p} C P sind Basen
Klarerweise sind {(f;,0)|¢ € {1,...,np}}U{(0,u;)|j € {1,...,nu}} C Fp xUp und {p1,...,pnp} C P
Basen.

Das LGS aus Satz 2.3.5.1 nimmt genau die angegebene Form an.

Nun zur Abschéitzung der Konditionszahl: Die Koordinaten-Abbildung zur obigen Basis von F} x Uj
lésst sich mit Hilfe der Koordinaten-Abbildungen 7, und pp explizit angeben:

V.{FhXUh — Rnret+nU
i (fru) = (S, unu)

Analog zum Beweis von Lemma 2.3.5.1 sieht man

lvall < lvnll + [lanll o I < v+ e -
Die Abschitzung fiir die Konditionszahl der System-Matrix ergibt sich unmittelbar aus jener in Satz
2.3.5.1.
d

Schritt 3:  Symmetrie und Indefinitheit der System-Matrix

S.2.4.1.1
Die Bilinearform c ist symmetrisch und koerziv auf ganz F' x U, wobei ay,,(¢) > k> 0. Also ist die

System-Matrix laut Lemma 2.3.5.1 symmetrisch indefinit mit genau ng + ny positiven und genau np
negativen Eigenwerten.

O
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2.4.6 Strang-Lemma

Lemma 2.4.6.1 (Optimal-Steuer-Problem Strang-Lemma).
Es bezeichne (ug,p)ner C U eine Folge mit

Dann erfiillen auch die eindeutigen Losungen ( fh, Up, Pr) € Fp X Up, x Py, der diskreten Sattelpunkt-

Probleme 5
o((fnytn),) +d(pn) = (uon,-)u  auf F X Up,
d((fh,ﬂh), ) = 0 auf Ph

die Konvergenz (fh, Up, D) _h=0 (f,u,p) und im Falle

”'”FXUXP

*) (fau7p) S Fstg X Ustg X Pstg
die Fehler-Abschétzungen

7 _ _ 48- (llall + oIl +2)*
lf = fellr + lu—apllo + |lp — Drllp < (1= r)P-al (a)? (1w, p)| étngbtgxPﬁtg—"l)
(1Gd = Pr) | re | + 1[(Gd = Po) v | + 1(d = Pp,) |2l
+lluo — uo,nllv)

und

eru (f = Fu) | Fus

H v (v = n) (|,
_ 96- (||all + 6]l + lerull + levwll + llepull +1* (Cs + 1)
Hler (P = Dr)llP. < - = =
“ - k(1= k)*-afb(a)?

(”(fau p)”FsthUsthPstg + 1)
[Gd = Pp) Il + [1Gd = Po,)|v Il + 1Gd = Pp,)l )
(1Gd = Pp )| re I + G = Po)log, |+ 1Gd = Pp, )l e, 1)

stg stg

+([uo — Uo,h||U]

Fiir die Berechnung der Koeffizienten von fh, up, und pp muss nun der Last-Vektor bestehend aus
0 € R"", ug,p := ({uo,n, uj)v);2; € R" und 0 € R"” verwendet werden.

Beweis:
Schritt 1:  Riickfithrung auf Lemma 2.3.6.1
Wir wenden nun Lemma 2.3.6.1 auf folgende Situation an:

V(g,’l)) S Fh X Uh . Th(gav) = <u0,h7v>U7
Vg € Py, : sn(q) = 0,
(On,pn) = (fa,tUn,pn)  (diskr. Lésung zu (rs, sn)).
U
Wir zeigen jetzt die Voraussetzungen von Lemma 2.3.6.1:
Schritt 2:  [|r — 74|l (5, x U, ) 120, , s = sullp; 220,
Es sind 75, und sy, stetige Linearformen mit ([r4[(r, v, ) = [[uo,nllv und |sp|lp; = 0. Also existiert eine

eindeutige Losung (0p, pr) = (fh, Up, Pn) € Fr X Up, x Py, des diskreten Sattelpunkt-Problems mit rechter
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Seite ((uo.n,)u,0). Es gilt

r—rn)\g,v up — Uo,h, V)U h—0
I = rall(puxuny = sup w = u < [uo — uo.nllv =0,
geEnxvnx 1@0Exv epx [ollo -

sowie |5 = sl = 0 wnd damit (i, i, Pn) —="— (f,u.p).
NExuxP

O

Die Abschitzungen fiir ||f — fullr + [|u—@nllv + [p— Ballp und [Jep,, (f = Fu) | + lev (@ — @) lug, +
llep.. (P — DPr)ll P, ergeben sich unmittelbar aus jenen fiir v —p||v + ||p — prllp und ||ev,, (v —08) ||V, +
llep,. (p — pn)llp,, in Lemma 2.3.6.1.

2.4.7 Bemerkungen

Bemerkung 2.4.7.1 (Optimal-Steuer-Problem Bemerkungen).
Man beachte:

o) Wegen ol (a) > 0 ist der von a|y, xp, induzierte Operator A} : P, — U injektiv. Also muss
bereits dim Py, < dim U}, gelten.

e) Fiir die Verifikation der Voraussetzungen an S bei konkreten Beispielen ist die folgende
dquivalente Formulierung des transponierten Sattelpunkt-Problems geeigneter:

Fiir geg. (f, )EF><U><Pﬁnde(g,v,q)eFxePmit:
1 P < X > ( Q) = <Lka(')aLFka>ka auf F,
( 7U> a(q) = (ww(), Lkau>ka auf U,
a( ) b (97 ) - <LPwk(')7 LPwkp>PWk auf P.
o) Ist die Einbettung idp: F stetig und betrachtet man die Wahl Fyy = (Fb.ttg)’ und (g, =
ey orp: F— ka, dann gibt es fiir jedes f € F ein f4, € FY, mit

[<LFWk(')ﬂ Lkaf>ka = < fstg>F auf F]

und
= [[tFuc f Il P

[F
Eine analoge Aussage gilt fiir Uy := (U:tg) bzw. Py := (Plg)'

o) Ist die Einbettung idF «—F stetig, dann ist sie auf Grund der Voraussetzung

|| (id = Pp, )| Fuy, 229, 0 schon kompakt (vgl. Satz 2.1.1.1). Insbesondere kann im Falle dim F' =
00 nicht Fyg = F gelten. Gleiches gilt fiir Usig < U, Pag < P, Fly < F, UL, <U und P}, < P.

o) Seien idpe, o F iy, U und idpe P stetig (und damit bereits kompakt). Dann sind ¢p,,,
LU, und Lp o auf Grund der Voraussetzungen an S bereits kompakt. Insbesondere kann bei
dim F = 0o nicht F = Fy, bei dimU = oo nicht U = Uy und bei dim P = oo nicht P = Py
gelten.

Beweis:  (der Existenz von ff,)
Seien idFt - stetig, Fyx := (F:tg) und g, = ()|Fz, © 7 ¢ F' — Fyi. Dann gibt es fiir jedes f € F¥

€ F mit

ein stg stg

t t
<fstga '>F_;‘tg auf Fstg

stg

€(Flig)'

<f> >F|Ft =
——

73



Damit

Vge F: (s trn N, = g rley, rlr, )@,y

stg

—. t —. t
_.<gStg".>Fsttg —-<fscg7'>ptftg

= <ggtga fsttg>Fsttg

Def.g:,tg t

<g7 stg>F‘

Weiters Det.f
er.
HfsttgH%‘;tg = <fsttg7 fsttg>F;tg = <fa fstg>F = <Lkaf7 Lkaf>ka = ”Lkain“wk'
~—

EFsttg

2.5 Ein konkretes Optimal-Steuer-Problem: Die Laplace-Gleichung

2.5.1 Das (kontinuierliche) Optimal-Steuer-Problem

Korollar 2.5.1.1 (Das (kontinuierliche) Optimal-Steuer-Problem).

Seien d € {1,2,3}, T C R das Referenz-Element fiir Intervall-, Dreiecks- bzw. Tetraeder-Gitter und
Q) C R? ein konvexes Polygon. Wir betrachten die Hilbert-Riume F := L2(Q), U := P := H}(Q)
und die stetigen Bilinearformen

Yu,p € Hy(Q) : a(u,p) := Vu-Vp dV,
Q

Wf e LAQ)pe HAQ):  b(fp) = /Qf-pdV

mit |la|] < 1 und ||b]| < 1. Seien weiters ug € H*("0)(Q) N HL(Q) fiir ein k(uo) mit®

(d=1) k(ug) > 2,
(d € {2,3}) k(uo) = 2

und « € (0,1) gegeben. Es bezeichne B : F — P’ den von b induzierten Operator.
Dann existiert laut Satz 2.4.1.1 ein eindeutiger Minimierer f € L?(2) von
S { L?(Q) — R
: _ 2
9 — (1=£K)flug— A 1B9H%{1(Q) + £ [l9ll720)

Wir bezeichnen im Folgenden mit u € H(2) und p € H}(?) die entsprechenden Teil-Lésungen des
Optimalitéts-Systems aus Satz 2.4.1.1.

Die Losung (f, u, p) héngt linear und stetig von den Daten ug ab mit || (f, w, p)|| p2y g1 g1 < R%‘i’fjfy

ol -

oIm Fall d = 1 setzen wir k(ug) nicht zwingend als maximal voraus, d.h. es kann durchaus auch ug € H*(Q) fiir
ein k > k(uo) + 1 gelten. Es sollte k(up) vielmehr nur als Parameter zur Auswahl der Ansatz-Rdume Fj,, U, und P
verstanden werden.

Beweis:
Wir priifen die Voraussetzungen von Satz 2.4.1.1:

Laut Poincaré-Ungleichung (vgl. Satz 1.1.2.2) ist a koerziv mit ay,.(a) > C(d,Q) > 0. Laut Lemma

2.1.2.5 gilt insbesondere a‘(a) > ai,y(a) > C(d,2) > 0 und der von a induzierte Operator A : U — P’
ist injektiv.
|
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2.5.2 Diskretisierung

Korollar 2.5.2.1 (Optimal-Steuer-Problem Laplace-Gleichung Diskretisierung).
Seien zusitzlich (T,)neq eine formregulire, quasi-uniforme Familie von Gittern auf © und

gr = k(ug) —2 >0, gu = k(ug) = 1> 1, gp = k(ug) = 1> 1.

Wir betrachten die folgenden Ansatz-Riume (vgl. Definition 1.2.2.1):

VheH:  F:=S"%T)<F,  U,:=S{""(Th) <U,  P,:=S""(Ts) <P

Dann existiert auch eine eindeutige diskrete Losung (fu, un, pn) € S970(T5) x SEH (Tr) x S§71 (Th)
des diskreten Sattelpunkt-Problems aus Lemma 2.4.2.1.

Beweis:
Wir priifen die Voraussetzungen von Lemma 2.4.2.1:

Schritt 1:  dim F}, < oo, dim Uy, < oo und dim P}, < oo
Das ist klar.

Schritt 2:  a erfiillt af (a) > 0

Die Koerzivitit von a garantiert wieder laut Lemma 2.1.2.5 die Relationen [Vh € H : o (a) > of(a) >
Qkgv(a) > C(d, ) > 0].

O
|
2.5.3 Konvergenz
Korollar 2.5.3.1 (Optimal-Steuer-Problem Laplace-Gleichung Konvergenz).
Seien nun zusétzlich
k‘F = k(uo) -1 Z 1, kJU = k(uo) Z 2, k‘p = k‘(’u,o) Z 2.
Wir betrachten die folgenden Unterrdaume:
Flg = H*"(Q) < F, Ustg := H* (Q) N H(Q) < U, Py := H*?(Q) N H}(Q) < P.
Dann gilt laut Satz 2.4.3.1 die Fehler-Abschitzung
O(d, 2, k(uo), T, )
Hf_thL2(Q)+||u_uhHHl(Q)—"_Hp_ph”Hl(Q) < ko(1— k)3 '||(f»uap)||H’“F><HkUxH’“P'hg’[Z'
Beweis:
Wir priifen die Voraussetzungen von Satz 2.4.3.1:
Schritt 1:  Fig < F, Ustg < U und Pyt < P jeweils dicht
Vgl. Satz 1.1.2.2.
O
Sehritt 2 ||(id — Pp )| r || “=% 0. 110 — Py, o, | “=% 0. ||(id = Pp)|p || = 0

Die Orthogonal-Projektionen P, : F' — F},, Py, : U — Uy und Pp, : P — P, erfiillen laut Korollar
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1.2.7.2 und Korollar 1.2.9.2 die Abschétzungen

IN

[ (id — Pr, )| pe | C(d, T, k(ug))-hr ™,
[|(id = Py, )|u, C(d, T, v, k(uo))-h

Iid = Pp)|p, |l < C(d T, 7, k(uo))-hE -

IN

Schritt 3:  a erfiillt of(a) > 0

Wir haben in Korollar 2.5.2.1 bereits gesehen, dass fiir die obigen Ansatz-Réume gilt: of(a) > C(d, Q) >
0.

Schritt 4:  (f,u,p) € Fstg X Ustg X Patg

Das Optimalitéts-Systems aus Satz 2.4.1.1 vereinfacht sich wegen (-, ) ;» = a (-,-) + (-, ) ;2 zu folgendem
System:

ﬁf = D
a(p—(up—u)) = (up—wu,-);. auf H},
a(’u’v') = <f7'>L2 auf H&

Die spezielle Form dieses Systems zeigt, dass die kontinuierliche Losung (f, u, p) die Regularitit (f,u,p) €
Fiig X Ugpg X Py besitzt:

1. Fall: d = 1: Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir jedes k¥ > 0 und f € H* die Lésung u € H} von
[a(u,-) = (f,-),. auf H}] die Regularitiit u € H**2 besitzt, wobei ||ul| gz < C(d, Q) - || f|| v Fiir die
Losung (f,u,p) des obigen Systems gelten daher die folgenden Implikationen:

Vk>0: [ug,u € H* = p e H* u e H*"?.
Sukzessives Anwenden dieser Implikationen liefert”

we BRI C il pe i) —phe, p o 120 ¢ k) ¢ i
K

2. Fall: d € {2,3}: Die Konvexitidt von € liefert wegen Theorem 3.2.1.2. in [Grisvard, 1985], dass fiir
jedes f € H° die Losung u € H} von [a (u,-) = (f,);. auf H}] die Regularitit v € H? besitzt, wobei
llull = < C(d, Q)| f|| o Fiir die Losung (f, u, p) des obigen Systems gilt daher die folgende Implikation:

[up € H*> = p € H?.

Damit

’U,EHQZHkU, pe[{2:flkp7 fziﬁjpEHngkF
K

"Da die Anteile f und u der kontinuierlichen Lésung die Regularitidten f € H¥(%0) und uw € H*(40)+2 besitzen, wiirde
die Wahl g := k(uo) — 1 und gy := k(uo) der Polynom-Grade zu einer besseren Konvergenz-Rate von ||(id — P, )| Fy. || <

k . k " . . k —1 .
O(hTELuO)) und ||(id = Py, )|t | < (’)(hT(huO)) fiihren. Das wiirde aber wegen [|(id — Pp, )| p,,, | < O(hTELuO) ) die Gesamt-
Konvergenz-Rate von ||f — fr|l 120y HIu — unll g1 (o) + 1P — Prll g1 () nicht erhdhen. Die zu geringe Regularitét des Anteils
p der kontinuierlichen Lésung legt also eine obere Schranke fiir die Gesamt-Konvergenz-Rate fest.
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2.5.4 Aubin-Nitsche-Trick

Korollar 2.5.4.1 (Optimal-Steuer-Problem Laplace-Gleichung Aubin-Nitsche-Trick).
Wir betrachten zusétzlich die folgenden Hilbert-Raume und Einbettungen:

ka = (HI(QD/, ka = LQ(Q), Pwk = LQ(Q),
try, = ()|groTpe, W = idgipe, LPy = idpgipe,
thg = Hl(Q)7 Usttg HQ(Q) ﬂHol(Q)’ P:tg HQ(Q) ﬂH&(Q)

Dann gilt laut Satz 2.4.4.1 die Fehler-Abschitzung

lecerry (f = fr)llca )y

C(d, 2, k(uo). T, )
i I P e e 15

+llu—unllp2) + 1P = Prll2) <

Beweis:
Wir priifen die Voraussetzungen von Satz 2.4.4.1:

Schritt 11 g, F — Fux, to,, : U — Uwk, tp,, : P — Py linear und stetig
Die Einbettungen ¢p,, , tv,, und tp,, sind linear und stetig mit [|ep,, || < 1, |ltog ]l <1 und |ep,, || < 1.

O
Schritt 2: Fsttg <F, Usttg < U und P;tg <P
Das ist klar.
O
. . h—0 . h—0 . h—0
Schritt 3:  ||(id — Pp,) F.Jf,gH 22500, Ilid = Py, ) Uitgll 2220, |(id — Pp,) PsttgH 2250

Die Orthogonal-Projektionen Pp, : FF — Fj,, Py, : U — Uy, und Pp, : P — P, erfiillen laut Korollar
1.2.7.2 und Korollar 1.2.9.2 die Abschétzungen

H(id - PFh) FsttgH < C(d7 T7 k(uo)) -h,,
||<id_PUh) Us"'tgH < C(dvjjf}/ak(uo))'hﬂw
I(id = Pp)lpe | < C(d,T,7,k(uo))-hr, .

Schritt 4:  Voraussetzungen an S
Die dquivalente Form des transponierten Sattelpunkt-Problems aus Bemerkung 2.4.7.1 vereinfacht sich
wegen (-,-) g1 = a(-,-) + {-,-) 2 zu folgendem System:

Fiir geg. (f,u,p) € L? x H} x H}, finde (g,v,q) € L? x H} x H} mit :

2e9-q = fhe
a(bv+q) = (,u—v). auf Hy,
Cl(U, ) = <7g +p>L2 auf H(%

Dabei ist ff, € Fii, = H' eine Funktion mit [(¢ g1y (), ey f) my = (- fhg) 2 auf L2l und || fh,llm =

llecarry fll ey (vel. erneut die Bemerkung 2.4.7.1).

Die spezielle Form dieses Systems zeigt, dass fiir jedes (f,u,p) € L? x Hi x H} die Lésung

g,v,q) die Regularitit (g,v,q) € Ft_ x Ul, x P! besitzt und dass eine Abschiitzung der Form
stg stg stg

(g, v, Dl vz, <P, < Cs e (Lrgfs 0t LPuP) | Py x Ui x P 81lt: Die erwéhnten Regularisierungs-

Eigenschaften der Bilinearform a (vgl. Korollar 2.5.3.1) liefern
v € H?, [0l g2 < C(d, ) -[lg + pll 2
q € H?, [0+ qll 2 < C(d, Q) - [lu = [ 2,
QZPTK'(Q‘f‘fstg)eH% gl 1 = 1;'{'||Q+fstgHH1-
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Zusammen mit der Abschitzung

C(d,Q
1000 ) ornsan <  z Wamy oty caer

aus Satz 2.4.4.1 erhalten wir

N0l < gl + [ollie + lallae

< gl + 2 [olluz + o + qllae
C(d, Q)

< D gt ol + g+ e + = vl
C(d,Q

< G o+ 1ol + gl
s + lallze + Ipllze]
C(d,Q

LU T
N Ceearry £ous 2) |y < L2 x 12
c(d, Q2

S M'(L(Hl)’f7U7p)||(H1)/><L2><L2-

2.5.5 LGS

Korollar 2.5.5.1 (Optimal-Steuer-Problem Laplace-Gleichung LGS).
Wir wéhlen nun die Basen aus Satz 1.2.8.1 und Satz 1.2.10.2:¢

(dzl) {f17"'7an} = {w%{?r|T€77L7TEIQF} QSQF’O(’Th):Fha
{ur, . unyt = AoV [N € Nt U | T € Thys € 15} QSgU’l(’E):Uh,
{p1,- Pt = {GWIN €NLRYUL{Y, | T € Thyos € 1} CS5H(Th) = P,

(dG {2?3}) {flv"’vfnp} = {1/1%00(0)|T€771} QSO’O(%):Fhv
{ula s 7u7LU} = {Sﬁ}v |N € NIJL} C S(l)’l(,ﬁl) = Uh,
{p1o-pupt = {en N €N} C S (Th) = Pa

Damit kénnen wir die Konditionszahl der System-Matrix aus Lemma 2.4.5.1 abschéitzen:

F o B” )
cond[ 0 U AT | < C’(d,Q,k(uo)j; 7, V) - 1
B A 0 ke (1 - K) hmin,Th

@Zur besseren Unterscheidung verwenden wir fiir die Basis-Funktionen von Sg*o(’Th) den Buchstaben ,%“ und fiir
jene von Sg’l(Th) den Buchstaben ,,¢“.

Beweis:
Die zu den angegebenen Basen zugehorigen Koordinaten-Abbildungen vy, : Fj, — RI™Foyp - U —
RA™Un ynd 7y, : P, — RI™ Pr erfiillen laut Satz 1.2.8.1 und Satz 1.2.10.2 die Abschiitzung
_ _ _ . 1
(Ul 4 a1 4 1) - g 112 Nl 12 4 e HIP) < €, T (o), v, v) - 75—

min, Ty

Die behauptete Abschéitzung der Konditionszahl folgt dann unmittelbar aus jener in Lemma 2.4.5.1.
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2.5.6 Strang-Lemma

Korollar 2.5.6.1 (Optimal-Steuer-Problem Laplace-Gleichung Strang-Lemma).

Wir definieren
(falls ug € H*vo)\ k(o) +T) g(w) = gu,

(falls ug € HFwo)+1) g(uwy) = guv+1

und bezeichnen wieder mit Iy, g,y : C°(€2) — S9(w):1 (T, ) den Interpolations-Operator aus Satz
1.2.9.1. Wir betrachten die Approximationen

Vh e H : UQ,p 1= Ih,g(uo)u() e U.

Dann gelten laut Lemma 2.4.6.1 fiir die diskreten Losungen (fh,ﬂh,ﬁh) € S970(T,) x SgU’l(ﬁ) X
S‘gp’l(Th) der diskreten Sattelpunkt-Probleme mit rechten Seiten (I g(u,)uo,-)p1 die Fehler-
Abschitzungen (in beiden Féllen)

C(d,Q7k(u0)7T, ’Y)
k(1 —k)3
(H(f?uap)HHkFkaUkaP +1)

(|uol gouor+1 +1)

I1f = fullzece) + lu =l o) + Ip — Brllm) < -hgY

und (nur fir [ug € HF@T1 g(ug) = gy + 1))

_ ) N C(d, 2, k(uo), T,
lecany (F = i)l @y + llu = anllzz@) + P = Pallz) < (53.(1(011)6 n, AN

(H(f? Iu’?p)HHkF x HkUu x HEP + 1)
(Juol gacuer+1 + 1).

Beweis:
Wir priifen die Voraussetzungen von Lemma 2.4.6.1:

Die angegebenen Approximationen ug j, erfiillen laut Satz 1.2.9.1 die Abschétzungen

2 U h 0
luo — wonllr < Cd, k(uo), T, %) - B - fuo| pratugrss “= 0.

79



3 Implementierung in 1D und 2D: Optimale Steuerung der
Laplace-Gleichung

3.1 Exakte Losungen, Assemblierung und Fehler-Berechnung

3.1.1 1D

Lemma 3.1.1.1 (Ein 1D Matlab Beispiel Exakte Losungen).
Seien d :=1, Q@ :=(0,1) CR und « € (0,1) gegeben. Definiere

u(z) = 23-(1-x)®c H}(Q),
J@) = () € HY(Q) € L(Q),
ple) = - f(@) € HY(Q).

Dann ist (f,u,p) genau die Losung des Optimal-Steuer-Problems aus Korollar 2.5.1.1 beziiglich der
Daten

1+e

() = u(@) + 1 z [792-<W—1> +360-2-(1—2)| € HL(SQ).

Es gilt ug € H*®0)(Q) fiir alle k(ug) > 2.

Beweis:
Wegen ug, f,u,p € C%(Q) 16st (f,u,p) das Optimal-Steuer-Problem aus Korollar 2.5.1.1 sogar im klas-
sischen Sinne.

Lemma 3.1.1.2 (Ein 1D Matlab Beispiel Assemblierung).
Wir verwenden das formregulire, quasi-uniforme 1D-Gitter aus Beispiel 1.2.1.3 und die Basen aus
Lemma 2.5.5.1.

Die Eintriage von Steifigkeits-Matrix und Last-Vektor kénnen mit Hilfe der folgenden Formeln be-
rechnet werden:

VI,T € T, :YN,N € Ny, : Vr,7 € I, :Vs,5€ IX

Wrm vz 2@ = Opegy [VEO- (P17, 057) L2y,
(PN oY I = Z {VFT {(Pilgu N7 ¢féu,N,T)>L2(T)
TeTh:
N,NeN(T)

+|VFT|_1 : <V¢?(U9U,N,T)7 véf(UgU,N,T)>L2(T):| ’
qu

<§0%] ) (pg’?s>H1(Q) = 5[NEN(T)] ’ |:|VFT| ’ <¢i(gU,N,T)’ ¢2U>L2(T)

HVEAT VS s wz%@} |

<()0;(1]“[,Jsa (pg?[j§>H1(Q) 6[T:T] . |:VFT| . <¢:(s]U ) ¢2U>L2 (T) + |VFT|_1 . <V¢)‘ZU 5 V@gu >L2(ff)
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und

a(@%]aﬁa%]) = Z |VFT|71'<V¢?(LL;U_’N)T)’v@f((;]U’N7T)>L2(T)a
TETh:
N,NeN(T)
alW 0% = Svenry IVErI ™ (V@ v 1y VO ) L2y
(SQTSNPTg) = 5[T:T]'|VFT|71‘<V505 Vg >L2(T)7
b7, 0% ) = Sven) |IVErI (G, G50 vy pa ey
b(t) %FT#PT ) = 5[T:T]'|VFT|'<¢5F7¢§U>L2(T)
sowie
(o, oW Vi) = Y. |VFr|- {V ((Vug) o Fr, V5 ) raiy
TETh:
NeN(T)
+(ug o Fr, ¢ (gU,N T)>L2(T)] )
(wo, o7 )y = |VEr|- [VF:Fl ((Vug) 0 Fr, Vo) pa iy + (uo FT,¢§U>L2(T)} ;
(Ing(uoyto, 9% )y = Y |VFPr|- > (ugo Fr)(@ AR |:<¢?(UO)’¢5(UgU,N,T)>L2(T)
T€eTh: 1€ g (ug)
NeN(T)
FVE;2 (Vi) V@fgfguwjyp(f)}
Inguytio: 45wy = [VErl- Y (w00 Fr)(@{™)- {W(HO)’@%L?(T)
1€1g(ug)
FVEFR2 (Vi) V@§U>L2(T)] :
Beweis:
Wir erinnern an die Definition der Basis-Elemente aus Satz 1.2.8.1 und Satz 1.2.10.2:
(g >0) VT €Ty :Vr€ly, : i, = [p9roF]- HT € S970(Th),
(gu > 1) VNeNL: o = ZNTGENTELT)[ Z_(QU’N’T) o Fqil].]IT € Sgud(,ﬁl)7
(gu>2) VYT €Tp:Vrely ¢, = [plVo F-1Ip € S5V (Th).

Auflerdem sei an die Definition der Interpolations-Operatoren aus Lemma 1.2.3.7 und Satz 1.2.9.1 erin-
nert:

i e — Py, (T)
g(uo) v — ZiGIg( )U(xg(uo)) @Zg(uo) s
ug
o :{ 0 5517
h,g(uo) v — ZTGTh[I (ug)(v o FT) ¢) F'ljl] .]IT

Schritt 1:  Assemblierung von F'
Fiir die Assemblierung der Matrix F' benotigen wir die folgenden Werte:

(70 V3 2(9) = Or—y '/T[</3?~F o Fr']-[pf" o Fp'1 AV = §ip_iy - [VFr| - (@27, 087) 2y -
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Schritt 2:  Assemblierung von U
Fiir die Assemblierung der Matrix U benétigen wir unter Anderem die folgenden Werte:

~ —1 ~ —1
(WX e e = ) / Pitow vy @ Fr 180G, .y o Fr 1 AV
TeTh:
N,NeN(T)
- @’ .
- Z IVEr|- (] i(gu,N,T)? i(UgU,N,T)>L2<T)'
'Z:EThi
N,NeN(T)
Analog
(NPT = Swena) VP, vy ¢4 2y
(oo er @ = O—g IVFr|- (237, ¢1") a7

Schritt 3:  Assemblierung von U und A
Fiir die Assemblierung der Matrizen U und A benétigen wir unter Anderem die folgenden Werte:

) = S T o PTG, o Fr 2 4V
TETh:
N,NeN(T)
—1
= Y |VFp|: / Vel oy VER VG sy VPR 2 dV
TET:
N,NeN(T)
1 ~
= D VBTG, vy Vi iy e
TETh:
N,NeN(T)
Analog
a(W%]’w%?s) = 6[NEN(T)]|VFT|71< l(gU N,T) Vsﬁs >
a’(@g{]sv 903{/5) = 6[T=f‘] : ‘VFT‘il ’ <v¢s ) V@gU>2

Schritt 4:  Assemblierung von B
Fiir die Assemblierung der Matrix B benétigen wir unter Anderem die folgenden Werte:

bW 0% ) = (VT o Y 12(0) = Siven ) IV Fr| (@87, &30, Ny 2 (-

Analog
(wT r SOT S) 5[T:T] IVEr|-{&7", ¢2U>L2(T)'

Schritt 5:  Assemblierung von wug
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Fiir die Assemblierung des Vektors ug benotigen wir unter Anderem die folgenden Werte:

(wo, oW V) = Y. / Vo, V(@i ny © Fr )2 +uo- (85, nom o Fr') dV
TET,
NE%\/?T)

= > |VFT|'/T<(VU0)OFT,VﬁéU,N,T)'VF D2+ (wo o Fr)- &g, n.my AV

TETh:
NeN(T)

= Y |VFT|~{VFT_IK(VILO)oFT,VQféwN,T))B(T)
TET:
NeN(T)

+{uo o Fr, @i, NT>>L2(T)}

Analog

(uo, 7/ 11 (@) = [V Fr- L ((Vu) 0 Fr,V@LU) 2y + (o © Fr, ¢2V) 24y | -

Schritt 6:  Assemblierung von ug,p
Fiir die Assemblierung des Vektors ug p benétigen wir unter Anderem die folgenden Werte:

Ungluoyuo: 9% V) = Y / Loy (wo 0 Fr) o Fp ), V(@3 oy 0 Fr'))a dV
TeTh:
NeN(T)

+ Z / [Lg(uo) (o © Fr) o Fr. ][ (QUNT) Ffl]dv

TeTn
NeN(T

= Z |VFr|- /T(V[f (uo)(uooFT)]-VFZFl,V¢f(UgU7N,T)-VF;1>2 dv

+ ) VFT|/ g(uo) (0 © F)]- G0 vy AV

TETh:
NeN(T)

= Z |VFT| . Z (UO ] FT)( q(UO)) |:<¢ZQ(UO)5 ¢?5]U,N,T)>L2(T)
TETh: ielg(uo)
NeN(T)

~g(uo) ~
—i—VF <V gitio V‘Pf(L_;U7N7T)>L2(T):| :
Analog

Ungluytio: P90 ) = |[VEr|- Y (ugo Pr)(@!™). [wfw,@z%m

1€14(ug)

FVE;2 (vgdo), V¢§U>L2(f)].
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Lemma 3.1.1.3 (Ein 1D Matlab Beispiel Fehlerberechnung).
Wir bezeichnen mit (’YT,r)TeTh,reIgF CR, ((uN)NeAt s (“T’S)Teﬂ“selﬁ,) C R und
("N )NeNy s (TT,s)pe, serx.) © R die Koeffizienten aus den Darstellungen

5 vy ap

foo= > e,
TETh,
relg,
un o= Y e+ D e ol
NeNT TeTh,
SGI;U
ph = Z NN+ Z TT,s P
NENI,h TeTh,
SEI;P
aus Korollar 2.5.5.1.
Dann konnen die Fehler
If = fulizy = IF132q) (£ fn) @) + 1 fnll 220

lu = unll72q
||U—UhH12ql(Q)
lp = pullZ2q

lp = pullq

y = ||UH2L2(Q)

y = ||PH%2(Q)
) =

—9.
—9.

[ullFrs @y = 2 (wsun) o) + l[unllFr )
—9.
—9.

HPH%P(Q)

mit Hilfe der folgenden Formeln berechnet werden:

11—k

1fallZ2) = 4T-F -,
lunllieqy = w»'-(U—-A)-p,
lunliey = w"-U-n,
Ipnllfe = = (U - A)-m,
||th§Jl(Q) = n'U-m
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und

(fifn)r2) =

(w,un)r2() =

(w,un) i) =

(D,ph)L2) =

(D, pr)Er () =

Z Z ’)’T,r’lvFT"<fOFT7¢7g”F>L2(T)’

TETh T€ly
Do ouwe Y Vol (wo Fr, @ o) ey
NeNTn TeTh:

NeN(T)
+ Z Z pr,s - |VE|-(uo Fr, ") 2y,
TEThsEIgXU
D oawe Y VFT'[WOFT’ Pilgu ) L2(T)
NeNTn TETh:

NeN(T)

+VES (i o Fr, (¢ Z(ngT)) >LZ(T)]

D ﬂT,s~|VFT|‘[<“0FT7¢§”>L2<T>+VFT1‘<U’OFT7(¢‘§”)'>L2<T‘> )

TeTh SEI;U

Z N - Z |VEFr|-(po Fr,é z(gUNT)>L2(T)

NEeNT TeET:
NeN(T)

Y e Er oo Fr

TET 3615([;

Yo Y |VFT|[<p°FT’ Pilgu, N1 L2(1)

NGNI,h TeTh:
NeN(T)

+VF <p oFr,(¢ L(gUJVT)) >L2(T):|

£33 o VEr [<poFT,¢zv>L2@>+VFT1-<p'oFT7<¢zU>’>Lz<f> -

T€Th sel,

Beweis:
Es gilt

1—/{ T
IfulZe@ = Do D vre (55 Y5 D2y V1 AT F oy

und

(f, frn)r2) =

K
TeTh, TeTs,
’I‘EI 9F TEI

D D e lF U ey = Y D e IVErI(f o Fr, @) oy

TeThrelgy TeThrelgy

Die Formeln fiir HuhHQLz(Q)a Huhuip(m’ ||Ph||2L2(Q)7 ||ph|\%p(ﬂ) und <u7uh>L2(Q)7 <u7uh>H1(Q), <p,ph>L2(Q)7
(P, Pr) H1(0) zeigt man analog.
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3.1.2 2D

Lemma 3.1.2.1 (Ein 2D Matlab Beispiel Exakte Losungen).
Seien d := 2, 2 := (0,1) x (0,1) C R? und & € (0,1) gegeben. Definiere

u(z,y) = 2% (1-2)’y’-(1-y)° € Hy(Q),
f(xvy) = —Au(x,y) € H& (Q) - L2(Q)7
K
p(z,y) = m‘f(%y) € Hy ().
Definiere weiters .
q(z,y) =YY g’y == —Ap(x,y) € Ps(Q)
i=0 j=0
und fiir alle m > 1:
. 1— (=™
0o .— 1 = 7
Qo (1,sin(mma)) 12(0,1) preeal
1 : _ (=™
a, = (x,sin(mmx))r20,1) = p—
. ; . i(i—-1) ., (=1
Vi>2: a,, = (2 sin(mmx))r200,1) = —ﬁ- 2 (ﬂ'TT)L .

Dann ist (f,u,p) genau die Losung des Optimal-Steuer-Problems aus Korollar 2.5.1.1 beziiglich der
Daten

8 8—i o0
1 i . .
uo(x,y) == u(x,y) + ZZQU' Z Hﬂz—-a§n~a$1~4-s1n(ﬂ'mx)-sm(ﬂ'ny) € Hy(Q).

=0 j=0 m,n=1 (m2 + n2)

Es gilt ug € H?(Q).

Beweis:
Die Funktionen

{emn(z,y) == 2-sin(wmz)-sin(7ny) |m,n > 1}
bilden eine (-, ) 12(0)-ONB von L?(Q) und sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, , := 7%(m? 4 n?)
des Laplace-Operators:

_Aem,n = )\m,n €m,n-

Die zweite Gleichung des Optimalitéits-Systems aus Satz 2.4.1.1 lautet mit v 1= ug—u € H}(Q) in starker
Form:

—Av+ov in Q

Q

U|(’)Q = 0.

Die Konvexitiit von  liefert wegen Theorem 3.2.1.2. in [Grisvard, 1985] die Regularitiit v € H?(12), also
insbesondere auch uy € H2().

Aus den Fourier-Reihendarstellungen

o0 o0
v = E <va em,n>L2(Q) *€m,n, q= § <q7 em,n>L2(Q) *Em,n
m,n=1 m,n=1
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ergibt sich

0
Z <Qa em,n>L2(Q) Cmn = (4
m,n=1
= —Av+vw
oo
= Z (1+ )‘m,n) (v, em,n>L2(Q) “Cm,n
m,n=1
und damit
oo
v = Z <’U, em,n>L2(Q) *Em,n
m,n=1
= i ! '<q7em n>L2(Q)'emn
~ 14+ X ’ ’
m,n=1
8 8—1 1
= qu” Z m~aﬁn-aﬁl-4-sin(7rmm)-sin(7rny).
=0 j=0 m,n=1

Lemma 3.1.2.2 (Ein 2D Matlab Beispiel Assemblierung).
Wir verwenden das formregulére, quasi-uniforme 2D-Gitter aus Beispiel 1.2.1.3 und die Basen aus
Lemma 2.5.5.1.

Die Eintridge von Steifigkeits-Matrix und Last-Vektor kénnen mit Hilfe der folgenden Formeln be-
rechnet werden:

<1l)%ooa¢%00>L2(m = Oy | det VPr|- (200, 200) 12 ()
(onex i) = > |d6tVFT|'|:<¢zlj(1.,N,T)’¢gj(1,N,T)>L2(T)
TeTh:
N,NeN(T)

+/T<v¢%j(1,N,T)'VF’Zjlav@;j(LN7T)'VF’1:1>2 dav ;

alpn.eg) = Y, |detVFr| / Vélawna VW VL gy VER )2 dV.
TETh:
N,NeN(T)

b(qﬁ%,om@}v) = §[N€/\/'(T)]'|detVFT|'<927807¢711j(1,N7T)>L2(T)‘

und

(o, oN) iy = Y |det VFT|'/T<(VU0) o Fr,Véhanr  VFr )2+ (uo o Fr) @50 nr) AV

TeTh:
NeN(T)
sowie
(T guoyto, PN ey = 9 |det VEr|- " (ugo Fr)(af™, 57)
€Th .5
NTeN(T) (G950
[@f]( O)a%j(l NT)>L2(T) +/<V%gg(u0) VFr V‘PU 1,N,T) VF:Fl>2 dv.
Beweis:

Analog zu Lemma 3.1.1.2.
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Lemma 3.1.2.3 (Ein 2D Matlab Beispiel Fehlerberechnung).
Wir bezeichnen mit (yr,00)re7, € R, (un)nven;, € R und (7x)nven;, € R die Koeffizienten aus
den Darstellungen

o= 00, un= D> HN-PN.  DPh= P, TN-PN

TeTh NGN[JL NG/\/’],h

aus Korollar 2.5.5.1.

Dann konnen die Fehler

If = fulliey = Wfll7e@) = 2-(Fs fadzec) + 1fnllZ2(oy,
Ju— Uh||2L2(Q) = ||UH2L‘2(Q) —2-(u, un)r2(0) + ||Uh||2L2(Q)7
o —wnltey = Nl — 2 (wun)mq) + llunllF g,
Ip=prllie@) = P2 —2-ipn)L20) + [Pall72(q),
lp=pulE = ol —2-®on) e + lpallE @

mit Hilfe der folgenden Formeln berechnet werden:

1—r

IfulZo) = - 4T F oy,
lunllFe@) = w"-(U - A)-p,
HuhH?ﬁp(Q) = plU-p,
||Ph||%2(sz) = 7w (U~ A)m,
lpnlfy = =" -U-m
und
(fifn)e = Z 7T,OO‘|detVFT|'<fOFT>¢78O>L2(T),
TET,
(woun)pa) = . pne D |det VEr|-(uo Fr @k o) e,
NENL;L TETh:
NeN(T)
(w,un) i) = Z HN - Z |detVFT'[<UOFTa¢11(1,N,T)>L2(T)
NENIJL TETh:
NeN(T)
" /T«vu) ° Fr.Vija.n) VEr )2 dV},
oz = 3 mve > et VEr|(po Frodig v ey,
NeNT TETh:
NeN(T)
)@ = >, e ) detVFT|'|:<pOFT7¢zl(1,N,T)>L2(T)
NeN1n TeTh:
NeN(T)
—"_/T«VP) © FT7V¢7,1J‘(1’N’T)'VF;1>2 dV:|
Beweis:

Analog zu Lemma 3.1.1.3.
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3.2 Numerische Ergebnisse

3.2.1 1D
x =0.001, k(uo) =2, 9= 0, 9,= 1, 9= 1, g(uo) = 2, #Elements: 256
P, (%)
f. (%) e U, (X)
0.2
200 SRR UO(X)
0.15¢
150 1 £
0.1}
100 0.8 H
0.05¢
50 06
0 0
04
-50 -0.05
-100 0.2 0.1
-150 : 0 = -0.15 :
0 05 1 0 05 1 0 05 1
X X X

Plot der Losungen. (Erzeugt durch singleSolution.m mittels Aufruf singleSolution.)

x =0.01, k(uo) =2, 9 = 0,g =1, 9= 1, g(uo) = 2, #Elements: 32

U
b
f (x
h( ) — uh(x) 4 x 10
0.4 LLLLLLELLLLITT ] ] uO(X)
3 L
0.3
2 L
0.2
1 L
0.1
0 L
0
-1
-0.1
2r
-0.2
3t
-03 -5
0 05 1 0 05 1 -4 :
0 0.5 1

X

Plot der Losungen fiir gr = 0 und gy = 1 bei m =5 (i.e. bei 2° = 32 Elementen). (Erzeugt durch
errorAnalysis.m mittels Aufruf errorAnalysis(2).)
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—_ - - —_ —_ —_ - n-Mm
K—0-01,k(u0)_2,gF_0,g _1lgp_1vg(u0)_21h_2

u
0 | : : |
-1+ )
2+ |
3 |
4 1
-5+ |
-6 log 1 O(I |f—fh| | LZ(Q)) e i
—" log, o(Ilu-up ] LZ(Q)) _ - .
-7+ Iog1o(||u-uh||H1(Q)) s |
gl| log, (IIP-Pyll, 2y
9H - Reference: O(h1) _
Reference: O(h?)
-10 1 I 1 1 I !
m

Plot der Fehler fiir gr = 0 und gy = 1. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis(2).)

k=0.01,k(u)=2,9.=0,g,=1,g,=1,h =2
11 | : . | .
log, ,(cond(systemMatrix, ))

Reference: O(h'z)

10

3 ] | ] | ] |
0 2 4 6 8 10 12 14

Plot der Konditionszahlen fiir gr = 0 und gy = 1. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis(2).)
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x =0.01, k(uo) =3, 9 = 1,9, =2, 9= 2, g(uo) = 3, #Elements: 32

— X

u

f (x
h( ) — uh(x) 4 x 10
o J—
3 L
2 L
0.2
1 L
0 0
-1
-0.2 2t
3t
-04 -5
0 0.5 1 0 0.5 1 -4 '
0 0.5 1

X

Plot der Losungen fiir gr = 1 und gy = 2 bei m =5 (i.e. bei 2° = 32 Elementen). (Erzeugt durch
errorAnalysis.m mittels Aufruf errorAnalysis(3).)

—_ - - —_ —_ —_ - M
x=0.01,k(u)=3,9.=1,9,=29,=2 9(u)=3,h=2

0 T T T T T T T

"y,
gyt

8 1 ——log, ([IF,]1,2,) .

------------------ log(l1u-ull 2
1ol og,ollu-tylly)| .
.................. 109, o(1p-p, 1,2
10g, o(I1P-Pylyy ) TS

-12 1+ 5
Reference: O(h®)
Reference: O(h3)
_14 | 1 | 1 1 1 1 | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
m

Plot der Fehler fiir gr = 1 und gy = 2. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis(3).)
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x =0.01, k(u0)=3, 9 = 1,gU=2, gP=2, h=2™
11 T T T T T T T
log ] 0(cond(systemMatrixh))

~ Reference: O(h’z)

10

4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Plot der Konditionszahlen fiir gr = 1 und gy = 2. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis(3).)

x =0.01, k(uo) =4, 9 = 2,9 =3, 9= 3, g(uo) = 4, #Elements: 32

— X

u

f (x
h( ) — uh(x) 4 x 10
0.4 LLLLLLELLLLITT ] ] uO(X)
3 L
0.3
2 L
0.2
1 L
0.1
0
0
-1
-0.1
2t
0.2
3F
-0.3 -5
0 05 1 0 05 1 -4 :
0 0.5 1

X

Plot der Losungen fiir gr = 2 und gy = 3 bei m =5 (i.e. bei 2° = 32 Elementen). (Erzeugt durch
errorAnalysis.m mittels Aufruf errorAnalysis(4).)
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= = = - - - — oM
k=0.01,k(u)=4,9.=2,9,=3,9,=3,9(uy) =4, h=2

u

0 T T T

Ty,
gy, My,
J iy,

L J
'l.,,... J
0

B
log, o(IIF 1l 2,0,
-8 | | eee— Iog10(||u-uh”|_2(g))
IOg']O(”u-uh”H1(Q))
""""""""" IOg10(||p_ph||L2(Q))
'10 | Iog10(||p-ph”H1(Q))
Reference: O(h3)
Reference: O(h4)
12 1 | | | 1
1 2 3 4 5 6 7
m
Plot der Fehler fiir gr = 2 und gy = 3. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis(4).)
K=ODLkw&=¢gF=ZgU=&gp=&h=2m
9.5 T T T T
log 1 0(cond(systemMatrixh))
or Reference: O(h'z)

|
4
m

Plot der Konditionszahlen fiir gr = 2 und gy = 3. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis(4).)
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k(uo) =2, 9 = 0, 9,= 1, 9= 1, g(uo) =2, #Elements: 256

f () (x=0.1) u () (x=0.1) P, (x) (k =0.1)
— () (x = 0.01) U, (9 (x = 0.01) P, () (x = 0.01)
— fh(x) (x =0.001) — uh(x) (x = 0.001) — ph(x) (x =0.001)
200 [ UO(X) ("K = 0")
150 1 g 0.8
100 08 A 0.6
50 04
0.6
0 0.2
-50 0.4 0
-100 0.2 0.2
-150 0 -04
0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
X X X

Plot der Losungen fiir unterschiedliche Werte von . (Erzeugt durch kappaComparison.m mittels
Aufruf kappaComparison.)

3.2.2 2D
x =0.001, k(uo) =2, 9. = 0, gU =1, 9, = 1, g(uo) = 2, #Elements: 2048
P (xy)
e I __Li
L

300
1

200
100 0.5
0 0
-100 05

1

Plot der Losungen. (Erzeugt durch singleSolution.m mittels Aufruf singleSolution.)
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Plot der Losungen fiir gr = 0 und gy = 1 bei m =5 (i.e. bei (2°)2-2 = 2048 Elementen). (Erzeugt

-2

x =0.01, k(uo) =2, gF =0, gU =1, gP =1, g(uo) = 2, #Elements: 2048

K0
3

x 10

15

Y
] o)

4
x 10

P,

5
x 10

15

10

durch errorAnalysis.m mittels Aufruf errorAnalysis.)

x=0.01,ku)=29.=0,g

u

=1,9,=1,9(u)=2h=2"

— log, ”f_fh”Lz(Q))
wun 10Q 1 |u-u

(
oluu 2
109, (1u-t Il 1)
(
(

""""""""" lOg10 ”p'ph”Lz(Q))
|0910 ||p_ph”H1(Q))
 Reference: O(h1)
Reference: O(h2)

|

2

Plot der Fehler fiir gr = 0 und gy = 1. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf

4
m

errorAnalysis.)
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k=0.01,k(u)=2,9.=0,g,=1,g,=1, h=2"
8 T T T T
log, ,(cond(systemMatrix, ))

TS e Reference: O(h'z)

6.5

1
2 3 4 5 6 7
m

Plot der Konditionszahlen fiir gr = 0 und gy = 1. (Erzeugt durch errorAnalysis.m mittels Aufruf
errorAnalysis.)

k(uo) =2, 9. = 0, 9,= 1, 9, = 1, g(uo) = 2, #Elements: 2048

B ) («=002) I . xY) (< =002) B ».%Y) (« =0.02)
B ) («=0.002) I v (<) (« =0.002) T b, (xy) (=0.002)

f,(xy) (x =0.0002) u (xy) (« =0.0002) p, (x.y) (« =0.0002)
u oy (" =0

600

400

200

Plot der Losungen fiir unterschiedliche Werte von « in der Seitenansicht entlang der x-Achse. (Erzeugt
durch kappaComparison.m mittels Aufruf kappaComparison.)
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3.3 MATLAB Programm-Codes

3.3.1 1D

1D

— Single_Solution

| — Assemble_And _Solve
t::assemble.m

solve.m

— Lagrange
{LagrangeMesh

— definelLagrangeMesh.m

Lagrange Polynomials
LagrangeCoeffs.m

LagrangeCoeffsDiff.m
LagrangeH1SemiIntegrals.m
Lagrangel2Integrals.m

— Mesh
L— defineMesh.m

— Plot
— plotFhUhUOPh.m

— Polynomials_Library
— PolyAffineTransform.m

‘— PolyPow.m

‘— Run
— Results
defineExportStyle.m

(singleSolution.m’s results are saved here...)

— singleSolution.m

— Error_Analysis
— Compute_Errors
— computeErrors.m

— Exact_Solutions
FUP_Exact

defineFUP.m
fIntegrals.m
upIntegrals.m

UO_Exact
L— defineU0.m

— Plot
plotConditionNumbers.m

plotErrors.m

'— Run
Results
L— (errorAnalysis.m’s results are saved here...)
errorAnalysis.m
\— Kappa_Comparison
Plot
fadingColors.m
plotFhsUhsUOPhs.m

Run
Results
— (kappaComparison.m’s results are saved here...)

kappaComparison.m

Ordnerstruktur 1D MATLAB Beispiel
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Listing 1: assemble.m

1 function [F,Ul1,U12,U22,A11,A12,A22,B1,B2,U001,U002] = assemble (ul, kappa,gF,gU,gul, ...
numberOfNodes)

Assembles the components F,U11,U12,U22,A11,A12,A22,B1,B2 of the system

matrix and the components U01,U02 of the load vector.

e oe

Define Lagrange mesh on reference element:
LagrangeNodes_gu0, I-gu0] = defineLagrangeMesh (gul) ;

— oe

© 0 N e s W N

% Define main mesh on Omega:
[h, Nodes, ...
FTiMat,FTiVect, ...
I_gF,I_gU,I_gU.X,indicesElements, indicesNodes,indicesInnerNodes, ...
idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR,idxTrafo_psiTr_indexTRFromI,psiTr_dim, ...
idxTrafo_-phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI,phiN_dim, ...
idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS,idxTrafo_phiTs_indexTSFromI,phiTs_dim] = defineMesh (gF, ...
gU, numberOfNodes) ;

S e
I VRS

15
16 % Compute Lagrange polynomials integrals:

17 Lagrangel2Integrals_gF_gF = LagrangelL2Integrals (gF,gF);

18 LagrangelL2Integrals_gF_gU = Lagrangel2Integrals (gF,gU);

19 Lagrangel2Integrals_gU.gU = LagrangelL2Integrals (gU,gU);

20 LagrangelL2Integrals_gu0_gU = LagrangelL2Integrals (gu0,gU);

21 LagrangeHlSemiIntegrals_gU.gU = LagrangeHlSemiIntegrals (gU,gU);
22 LagrangeHlSemiIntegrals_gu0O_-gU = LagrangeHlSemilIntegrals (gu0,gU);

23

24 % Assemble the components of the system matrix:

25 % F:

26 F = sparse(psiTr.-dim,psiTr_dim);

27 for indexT = indicesElements

28 for r = I_gF

29 for rTilde = I_gF(1l):1:r % Exploit symmetry.

30 valueF = (kappa)/ (l-kappa) *abs (FTiMat (indexT) ) *LagrangelL2Integrals_gF_gF (...
rTilde+1,r+1);

31

32 i = idxTrafo_psiTr.iFromIndexTR (indexT, r);

33 1 = idxTrafopsiTr_iFromIndexTR (indexT, rTilde) ;

34 F(i,1l) = valueF;

35 F(l,i) = valueF;

36 end

37 end

38 end

39
40 % Ul11,U12,U22,A11,A12,A22:

41 Ull = sparse(phiN.dim, phiN_dim) ;
42 All = sparse(phiN_dim, phiN_dim) ;
43 for indexN = indicesInnerNodes

44 for indexNTilde = [indexN:1:min (indexN+1, indicesInnerNodes (end)) ]

45 valueU = 0;

46 valueA = 0;

a7 for indexT = [max (indexN, indexNTilde)-1:1:min (indexN, indexNTilde) ] %

Exploit symmetry.

48 iN = gUx (indexN~=indexT) ;

49 iNTilde = gUx (indexNTilde~=indexT) ;

50 valueHlSemi = (1/abs(FTiMat (indexT)))*LagrangeHlSemiIntegrals_gU-gU (iNTilde. ..
+1,1iN+1);

51 valuelL2 = abs (FTiMat (indexT)) *LagrangelL2Integrals_gU.gU (iNTilde+1, iN+1);

52

53 valueU = valueU + valueHlSemi + valuel2;

54 valueA = valueA + valueHlSemi;

55 end

56

57 j = idxTrafo_phiN_iFromIndexN (indexN) ;

58 m = idxTrafo_-phiN_iFromIndexN (indexNTilde) ;

59 Ull(j,m) = valueU;

60 Ull (m, j) = valueU;

61 All(j,m) = valueh;

62 All(m, j) = valueA;

63 end

64 end
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86
87
88
89

Ul2 = sparse (phiN_dim,phiTs_dim) ;
Al2 = sparse(phiN_.dim, phiTs_dim);
for indexN = indicesInnerNodes
for indexT = [indexN-1, indexN]
for s = I_gU.X
iN = gUx (indexN~=indexT) ;

j = idxTrafo_phiN_iFromIndexN (indexN) ;

m = idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS (indexT, s) ;

valueU = (1/abs (FTiMat (indexT)))*LagrangeHlSemiIntegrals_gU.gU (s+1, iN+1);
valueA = abs (FTiMat (indexT)) *LagrangelL2Integrals_gU_gU (s+1, iN+1);

Ul2(j,m) = valueU + valueh;
Al2(j,m) = valueU;
end
end
end

U22 = sparse (phiTs_dim,phiTs_dim) ;
A22 = sparse(phiTs_dim,phiTs_dim) ;

for indexT = indicesElements
for s = I_gUX
for sTilde = I_gU_X(1l):1l:s % Exploit symmetry.
valueHlSemi = (1/abs (FTiMat (indexT)))+LagrangeHlSemiIntegrals_gU_gU (sTilde. ..
+1,s+1);

valuel2 = abs (FTiMat (indexT)) *LagrangelL2Integrals_gU._gU (sTilde+1l,s+1);

j = idxTrafo-phiTs_iFromIndexTS (indexT, s) ;
m = idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS (indexT, sTilde) ;

U22(j,m) = valueHlSemi + valuel2;
U22 (m, j) = valueHlSemi + valuel2;
A22(j,m) = valueHlSemi;
A22 (m, j) = valueHlSemi;
end
end
end
% B1,B2:
Bl = sparse(phiN_dim,psiTr_dim);
for indexN = indicesInnerNodes
for indexT = [indexN-1, indexN]
for r = I_gF
iN = gUx (indexN~=indexT) ;
k = idxTrafo_phiN_iFromIndexN (indexN) ;
1 = idxTrafopsiTr_.iFromIndexTR (indexT, r);
Bl(k,1l) = -abs(FTiMat (indexT) ) *Lagrangel2Integrals_gF_gU(r+1, iN+1);
end
end
end

B2 = sparse(phiTs._dim,psiTr_dim);
for indexT = indicesElements
for s = I_gUX
for r = I_gF
k = idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS (indexT, s);
1 = idxTrafopsiTr_.iFromIndexTR (indexT, r);
B2 (k,1l) = -abs(FTiMat (indexT) ) *LagrangelL2Integrals_gF_gU(r+1l,s+1);
end
end
end

% Assemble the load vector:
% U01,U002:
U0l = sparse (phiN_dim,1);
for indexN = indicesInnerNodes
valueUOl = 0;
for indexT = [indexN-1, indexN]
for i = I_gu0
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134
135

136
137

139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

iN = gUx (indexN~=indexT) ;
valueUO0l = valueUOl + abs (FTiMat (indexT) ) u0 (FTiMat (indexT) x. ..
LagrangeNodes_guO (i+1) +FTiVect (indexT)) ...
*( LagrangelL2Integrals_gu0_-gU(i+1, iN+1) ...
+(1/FTiMat (indexT) "2) *LagrangeHlSemiIntegrals_gu0O_gU (i+1, iN+1) );
end
end

j = idxTrafo_phiN_iFromIndexN (indexN) ;
U01(j) = valueUO1;
end

U02 = sparse(phiTs_dim,1);
for indexT = indicesElements
for s = I_gUX
valueU02 = 0;
for i = I_gu0
valueU02 = valueU02 + abs (FTiMat (indexT))u0 (FTiMat (indexT) x. ..
LagrangeNodes_guO (i+1) +FTiVect (indexT)) ...
* ( LagrangelL2Integrals_-gu0-gU(i+1l,s+1) ...
+(1/FTiMat (indexT) "2) *LagrangeHlSemiIntegrals_gu0O_gU (i+1l,s+1) );
end

j = idxTrafo_-phiTs_iFromIndexTS (indexT, s) ;
U02 (j) = valueU02;
end
end

end

Listing 2: solve.m

© 0 N e U os W N

NONON NN NN NN R R R e R e e R e
® N S AR W N RO O DN AW N RO

function [fh_psiTr,uh_phiN,uh_phiTs, ph_phiN, ph_phiTs, conditionNumber] = solve(F,Ul11,Ul2...
,U022,A11,A12,A22,B1,B2,001,U02)

Assembles the system matrix from its components ¥,U11,Ul2,U22,Al11,A12,A22,B1,B2

and solves the resulting LSE.

o
5
>
S

o

% Final assemble of the system matrix:
psiTr_.dim = size(F,1);
[phiN_dim, phiTs_dim] = size (Ul2);

systemMatrix = [F,sparse(psiTr_.dim,phiN_dim+phiTs_dim),B1',B2'; ...
sparse (phiN_.dim+phiTs_dim, psiTr.dim), [U11l,Ul2;U012"',022], [All',Al2;A12",A22"]; ...
[B1;B2], [A11l,Al2;A1l2"',A22],sparse (phiN_dim+phiTs_dim, phiN_dim+phiTs_dim) ];
conditionNumber = condest (systemMatrix);

% Final assemble of the load vector:
loadVector = [sparse(psiTr.-dim,1);U01;U02;sparse (phiN_.dim+phiTs_dim,1)];

% Solve the LSE:
solution = full(systemMatrix\loadVector)';

% Extract the coefficients of the approximate solutions fh,uh,ph from the
% solution vector:

fh_psiTr = solution(l:1:psiTr._dim);

uh_phiN = solution(psiTr.dim+[1l:1:phiN_dim]);

uh_phiTs = solution(psiTr_dim+phiN_dim+[1l:1:phiTs_dim]);

ph_phiN = solution(psiTr_dim+phiN_dim+phiTs_dim+[1l:1:phiN_dim]);

ph_phiTs = solution(psiTr_dim+2xphiN_dim+phiTs_dim+[1l:1:phiTs_dim]);

end

Listing 3: defineLagrangeMesh.m

3

function [LagrangeNodes, I_g] = defineLagrangeMesh (g)
Defines all necessary data necessary for representing the Lagrange mesh
on the reference element:

o
5
>
S
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© 0 N O U

10
11
12
13

1) The actual coordinates of all Lagrange nodes (LagrangeNodes).
2) An index array containing the indices of the Lagrange nodes (I_g).

oo o

% Define geometry data:
LagrangeNodes = [0:1:9]1/g;

% Define index arrays:
I.g = [0:1:g];

end

Listing 4: LagrangeCoeffs.m

[o N N I N

function LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs(g)

Computes the coefficients of all Lagrange polynomials of degree g
on the reference element. The vector LagrangeCoeffsMatrix (i, :)
contains all coefficients of the i'th Lagrange polynomial.

o° o o

LagrangeCoeffsMatrix = (fliplr(vander([O:l:g]/g))\eye(g+l))';

end

Listing 5: LagrangeCoeffsDiff.m

© 0 N e U A W N e

[
o

11
12
13
14
15

function LagrangeCoeffsDiffMatrix = LagrangeCoeffsDiff (g)

Computes the derivatives of all Lagrange polynomials of degree g on the
reference element. The vector LagrangeCoeffsDiffMatrix(i,:) contains all
coefficients of the derivative of the i'th Lagrange polynomial.

o o o

o

% Compute Lagrange polynomials coefficients:

LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs(qg);

% Compute derivatives:

LagrangeCoeffsDiffMatrix = zeros (size (LagrangeCoeffsMatrix,l),max(size(...
LagrangeCoeffsMatrix, 2)-1,1));

for i = 1:1:size(LagrangeCoeffsMatrix, 1)
LagrangeCoeffsDiffMatrix (i, :) = PolyDiff (LagrangeCoeffsMatrix(i,:));

end

end

Listing 6: LagrangeH1SemiIntegrals.m

© L N e oA W N =

e
w N = O

14
15
16
17

function LagrangeHlSemiIntegrals = LagrangeHlSemiIntegrals(gl,g2)
% Computes the integrals int (p' (x)*q'(x),x=0..1) for all
% pairs (p,q) of Lagrange polynomials.
% Compute Lagrange polynomials coefficients:
LagrangeCoeffsDiffMatrix_.gl = LagrangeCoeffsDiff (gl);
LagrangeCoeffsDiffMatrix._g2 = LagrangeCoeffsDiff (g2);
% Compute integrals:
LagrangeHlSemiIntegrals = zeros(gl+l,g2+1);
for i = 1:1:gl+1

for j = 1:1:g92+1

LagrangeHlSemiIntegrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsDiffMatrix_gl (i,
LagrangeCoeffsDiffMatrix_g2(j,:));

end

end

end

H R
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Listing 7: LagrangeL2Integrals.m

© 0 N e U A W N e

e =
w N = O

14
15
16
17

function Lagrangel2Integrals = LagrangelL2Integrals(gl,g2)
% Computes the integrals int (p(x)*g(x),x=0..1) for all

% pairs (p,q) of Lagrange polynomials.

% Compute Lagrange polynomials coefficients:
LagrangeCoeffsMatrix_.gl = LagrangeCoeffs(gl);
LagrangeCoeffsMatrix.g2 = LagrangeCoeffs(g2);

% Compute integrals:
Lagrangel2Integrals = zeros(gl+l,g2+1);
for i = 1:1:gl+1

for j = 1:1:92+1

Lagrangel2Integrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsMatrix.gl(i,:), ...
LagrangeCoeffsMatrix-g2(j, :));

end

end

end

Listing 8: defineMesh.m

o oA W N e

<

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

function [h,Nodes, ...
FTiMat,FTiVect, ...
I_gF,I_-gU,I_gU.X,indicesElements, indicesAllNodes,indicesInnerNodes, ...
idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR,idxTrafo_psiTr_indexTRFromI,psiTr_dim, ...
idxTrafo_-phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI,phiN_dim, ...

idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS, idxTrafo_phiTs_indexTSFromI,phiTs_.dim] = defineMesh (gF, ...

gU, numberOfNodes)
Defines all necessary data necessary for representing the mesh on Omega:
1) The actual coordinates of all nodes (Nodes) .
2) Matrix-vector-representations of the affine transformations between the reference
element and each element in the mesh (FTiMat,FTiVect) .
3) Index arrays containing the indices of elements and all/inner nodes
(I.gF,...,indicesInnerNodes) .
4) Index transformations used to transform e.g. (indexT,r)-indices into
single indices needed e.g. in the assembly of the system matrix
(idxTrafopsiTr_...,...,idxTrafo_.phiTs_...).
5) The dimensions of the Ansatz-spaces (psiTr-dim,...,phiTs_dim).

o o° o o° o o° o° o° o° o

o

Define geometry data:
= 1/ (numberOfNodes-1) ;
Nodes = h* ([1l:1:numberOfNodes]-1);

o2

% Define affine transformations:
FTiMat = @ (i) h;
FTiVect = Q@ (i) Nodes (i) ;

% Define index arrays:
IgF = [0:1:gF];
I.gU = [0:1:9U];
I_gU-X = [1:1:9U-1]
indicesElements = [1l:1:numberOfNodes-1];
[1:1:numberOfNodes];
= [2:

1:numberOfNodes-1];

7
1:
indicesAllNodes 1:
indicesInnerNodes

[
% Define index transformations:

Index transformations for psi_{T,r} {g-F}:
(indexT,r) in {1,...,n-1} x {0,...,gF}
<>

(i) in {1, ..., (n-1)*(gF+1)}

i = (gF+1l)* (indexT-1) +r+1

<>

indexT = 1/ (gF+1)« (i-r-1)+1

r = mod(i-1,gF+1)

idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR = @ (indexT,r) (gF+1)« (indexT-1)+r+1;

o o° o° o o o° o° J° o
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46

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

idxTrafo-psiTr_-indexTRFromI = @ (i) deal (round(l/ (gF+1)* (i-mod(i-1,gF+1)-1)+1),mod(i-1, ...
gF+1));
psiTr_.dim = (numberOfNodes-1)* (gF+1);

Index transformations for phi_{N}"{gU}:
(indexN) in {2,...,n-1}

<>

(1) in {1,...,n-2}

i = indexN-1

<>

indexN = i+1

idxTrafo_phiN_iFromIndexN = @ (indexN) indexN-1;
idxTrafo_phiN_indexNFromI = @ (i) i+1;

phiN_dim = numberOfNodes-2;

° o° o o° o o o oP

o)

60

61 % Index transformations for phi_{T,s} {g.-U}:

62 % (indexT,s) in {1,...,n-1} x {1,...,gU-1}

63 % <>

64 % (1) in {1,..., (n-1)*(gUu-1)}

65 %

66 % 1 = (gU-1)x* (indexT-1)+s

67 5 <>

68 % indexT = 1/(gU-1)«(i-s)+1

69 % s = mod(i-1,gU-1)+1

70 1dxTrafo_phiTs_iFromIndexTS = @ (indexT,s) (gU-1)x (indexT-1)+s;

71 idxTrafo_phiTs_indexTSFromI = @ (i) deal (round(l/(gU-1)x* (i-mod(i-1,gU-1)-1)+1),mod (i-1,...
gU-1)+1);

72 phiTs.dim = (numberOfNodes-1) (gU-1);

73

74 end

Listing 9: plotFhUhUOPh.m

1 function figureHandle = plotFhUhUOPh (u0, kappa, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodes, fh_psiTr, ...
uh_phiN, ph_phiN)

2 % Sets up a figure with three subplots containing the plots of fh,uh,u0 and

3 % ph.

4 %

5 % Note: Only the nodal values of the solutions are used for plotting.

6

7 % Define main mesh on Omega:

8 [h,Nodes, ...

9 FTiMat,FTiVect, ...

10 I gF,I_gU,I_gU.X,indicesElements, indicesNodes, indicesInnerNodes, ...

11 idxTrafo_.psiTr_.iFromIndexTR, idxTrafo_psiTr_.indexTRFromI,psiTr_dim, ...

12 idxTrafo_-phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI, phiN_dim, ...

13 idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS, idxTrafo_.phiTs_indexTSFromI,phiTs_.dim] = defineMesh (gF, ...

gU, numberOfNodes) ;

14

15 % Define plot specifiers:

16 colorF = 'blue';

17 colorU = 'red';

18 colorP = 'green';

19 linestyleFUP = '-';

20 linewidthFUP = 2;

21 colorUO = 'black';

22 linestyleU0 = '--'";

23 linewidthU0 = 2;

24

25 % Plot:

26 figureHandle = figure;

27

28 % Subplot 1:

29 subplot(1l,3,1);

30 stairs(Nodes, [fh_psiTr(l:gF+1l:end), fh_psiTr (end-gF)], 'color',colorF, 'linestyle', ...
linestyleFUP, 'linewidth', linewidthFUP) ;

31 xlabel('x'");

32 legend('f_h(x)', 'Location', "northoutside');
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33

box on;

34
35 % Subplot 2:
36 subplot(1l,3,2);
37 hold on;
38 plot (Nodes, [0, uh_phiN, 0], 'color',colorU, "linestyle',linestyleFUP, 'linewidth', ...
linewidthFUP) ;
39 plot (Nodes,u0l (Nodes), 'color',colorU0, 'linestyle',linestyleU0, 'linewidth', linewidthU0) ;
40 xlabel('x'");
41 legend('u-h(x)','u-0(x)"', 'Location', 'northoutside');
42 box onj;
43
44 % Subplot 3:
45 subplot (1,3,3);
46 plot (Nodes, [0, ph-phiN, 0], 'color',colorP, 'linestyle',linestyleFUP, 'linewidth', ...
linewidthFUP) ;
47 xlabel ('x');
48 legend('p_h(x)','Location', "'northoutside');
49 box onj;
50
51 % Title:
52 titleString = ['\kappa = ',num2str (kappa), ...
53 ', k(u.0) = '",num2str (kul), ...
54 ', g-F = '",num2str(gF), ...
55 ', g.U = ",num2str(gU), ...
56 ', g-P = ",num2str(gU), ...
57 ', g(u.0) = '",num2str(gul), ...
58 ', #Elements: ',num2str (numberOfNodes-1)];
59 annotation('textbox',[0,0.94,1,0.06],...
60 'String',titleString, ...
61 'EdgeColor', 'none', ...
62 'HorizontalAlignment', 'center', ...
63 'VerticalAlignment', 'bottom');
64
65 end
Listing 10: PolyAffineTransform.m
1 function pTransformed = PolyAffineTransform(p,a,b,PascalMatrix,PowersMatrix)
2 % Performs affine transformation of the polynomial p. The transformation is
3 % of the form F(x) = a*x + b. The resulting polynomial is pTransformed(x) =
4 % p(F(x)). The given matrices PascalMatrix and PowersMatrix depend on the
5 % degree of p only and are computed in advance. They allow for much faster
6 % computation.
7
8 pTransformed = (diag(a.”[0:1:(length(p)-1)])~*((b. PowersMatrix) .*PascalMatrix)p')"';
9
10 end
Listing 11: PolyAffineTransformMatrices.m
1 function [PascalMatrix,PowersMatrix] = PolyAffineTransformMatrices (g)
2 % Computes the matrices PascalMatrix and PowersMatrix for later use in
3 % 'PolyAffineTransform.m'.
4
5 PascalMatrix = zeros(g+l,g+l);
6 for i = 0:1:g
7 for j = i:l:g
8 PascalMatrix (i+1, j+1) = nchoosek (]j,1);
9 end
10 end
11
12 PowersMatrix = zeros(g+l,g+l);

e
o oo W

for i = 0:1:g
for j = i:l:g
PowersMatrix (i+1, j+1) = j-1i;
end
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17 end
18
19 end
Listing 12: PolyDiff.m
1 function pDiff = PolyDiff (p)
2 % Differentiates the polynomial p. Uses MATLAB builtin function 'polyder'.
3
4 pDiff = fliplr(polyder (fliplr(p)));
5
6 end
Listing 13: PolyEval.m

1 function value = PolyEval (p, x)
2 % Evaluates the polynomial p at x. Uses MATLAB builtin function 'polyval'.
3
4 value = polyval(p(end:-1:1),x);
5
6 end

Listing 14: PolyL1IntOmega.m
1 function integral = PolyLlIntOmega (p)
2 % Computes the integral int(p(x),x=0..1) for a given polynomial p.
3
4 integral = p*(l./[l:1l:size(p,2)])";
5
6 end

Listing 15: PolyL1IntTRef .m
1 function integral = PolyLlIntTRef (p)
2 % Computes the integral int(p(x),x=0..1) for a given polynomial p.
3
4 integral = px(l./[1l:1l:size(p,2)])";
5
6 end

Listing 16: PolyL2IntOmega.m
1 function integral = PolyL2IntOmega (p,q)
2 % Computes the integral int (p(x)xg(x),x=0..1) for given polynomials p and g.
3
4 integral = PolyLlIntOmega (PolyMult (p,q));
5
6 end

Listing 17: PolyL2IntTRef.m
1 function integral = PolyL2IntTRef (p,q)
2 % Computes the integral int (p(x)*g(x),x=0..1) for given polynomials p and q.
3
4 integral = PolyLlIntTRef (PolyMult (p,q));
5
6 end
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Listing 18: PolyMult.m

LN N I

function product = PolyMult (p,q)
% Computes the product p*g of two polynomials.

product = conv(p,q);

end

Listing 19: PolyPow.m

© 0 N U oA W N e

function pExp = PolyPow (p,exponent)

o

% Computes the polynomial p~“exponent for given polynomial p and given exponent.

PExp = 1;
for i = 1:1:exponent

pExp = PolyMult (pExp,p);
end

end

Listing 20: defineExportStyle.m

© 0 N A W N

= e
N o= O

function exportStyle = defineExportStyle (format,width,height,resolution)
% Defines the parameters used for saving (exporting) the result plots.

exportStyle = hgexport ('factorystyle');
exportStyle.Format = format;
exportStyle.Units = 'centimeters';
exportStyle.Width = width;
exportStyle.Height = height;
exportStyle.Resolution = resolution;
exportStyle.Bounds = 'tight';

end

Listing 21: singleSolution.m

function singleSolution

% Computes approximate solutions fh,uh,ph to optimal control problem (Laplace equation)...

and
plots them.

Inputs: None.

o o° o° o o

Outputs: A plot showing the approximate solutions fh,uh,ph and the 'target' u0.

% Equation parameters:

kappa = 1/1000;
a = 0.3;
b = 0.4;
c=0.7;

(

[

% Discretization parameters:

ku0 = 2;

gF = ku0-2;
gU = kuO-1;
gu0 = gU+1;

numberOfNodes = 278+1;

% Assemble system matrix (¥,U11,U012,U22,A11,A12,A22,B1,B2) and load vector (U01,U02):
[F,Ull1,Ul2,U22,A11,A12,A22,B1,B2,001,U002] = assemble (u0, kappa, gF, gu, gu0, numberOfNodes) ;

% Solve the LSE:
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31
32
33

34
35

[fhpsiTr,uh_phiN, ~, ph_phiN, ~,~] = solve(¥,U11,012,022,A11,A12,A22,B1,B2,001,002);

% Plot the solutions:

figureHandle = plotFhUhUOPh (u0, kappa, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodes, fh_psiTr, uh_phiN, ...
ph_phiN);

% Save results:

hgexport(figureHandle,[fileparts(which('singleSolution.m')),'\Results\solutions?lot'],...
defineExportStyle('png',15,7,600));

end

Listing 22: computeErrors.m

© 0w N e U A W N e

O I T
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23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

37
38
39
40
41

42

43
44
45
46
47
48
49

51

function errors = computeErrors (kappa,f,u,p, ...
gF, gU, numberOfNodes, . ..
fh_psiTr,uh_phiN, uh_phiTs, ph_.phiN, ph_phiTs, ...
F,Ul1,U012,U22,A11,A12,A22)

Computes the L2- and Hl-errors between approximate and exact solutions by

means of the following decompositions:

1) ||f-fh]||-L2"2 = ||£]|]-L2°2 - 2+<f,fh>.L2 + ||fh||-L2"2

[|[u—uh||_L2°2 = ||u||-L2"2 - 2x<u,uh>.L2 + [|uh]||-L2"2

[Ju-uh||-H1"2 = [|u||-H1"2 - 2+<u,uh>.H1 + ||uh||-H1"2

[|lp-ph||-L2°2 = ||p||-L2°2 - 2x<p,ph>.L2 + ||ph]||-L2"2

[lp-ph|[-H1"2 = ||p||-H1"2 - 2x<p,ph>_H1 + ||ph|[_-H1"2

N

)
)
)
)

s W

Note: There hold ||fh||.L2°2 = (l-kappa)/kappa*fh psiTr+«F+fh_ psiTr' and analogous
formulas for ||uh||-L2°2,...,||ph]||-H1"2.

o o o o° o° o o o° o° o

Define main mesh on Omega:

h,Nodes, ...
FTiMat,FTiVect, ...
I_gF,I_gU,I_-gU.-X,indicesElements, indicesNodes,indicesInnerNodes, ...
idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR,idxTrafo_psiTr_indexTRFromI,psiTr_dim, ...
idxTrafo_-phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI,phiN_dim, ...
idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS,idxTrafo_phiTs_indexTSFromI,phiTs_dim] = defineMesh (gF, ...

gU, numberOfNodes) ;

— e

o

% Compute derivatives of u and p:
uDiff = PolyDiff (u);
pDiff = PolyDiff (p);

% Compute scalar products:
% <f,fh>_L2:
L2IntegralsF = flIntegrals (f,gF,numberOfNodes);

L2SP_f_fh = 0;
for indexT = indicesElements
for r = I_gF
i = idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR (indexT, r);
L2SP_f_fh = L2SP_f_fh + fh_psiTr (i) xabs (FTiMat (indexT) ) *L2IntegralsF (indexT, r...
+1);
end
end

% <u,uh>_.L2, <u,uh>_H1, <p,ph>.L2, <p,ph>_H1l:

[L2IntegralsU_phiN, HlSemiIntegralsU_phiN,L2IntegralsU_phiTs,HlSemiIntegralsU_phiTs]
upIntegrals (u, gU, numberOfNodes) ;

[L2IntegralsP_phiN,HlSemiIntegralsP_phiN,L2IntegralsP_phiTs,HlSemiIntegralsP_phiTs] =
upIntegrals (p, gU, numberOfNodes) ;

L2SP_u_uh =
H1SP_u-uh =
L2SP_p_-ph =
H1SP_p-ph = 0;
for indexN = indicesInnerNodes
i = idxTrafo_phiN_iFromIndexN (indexN) ;
for indexT = [indexN-1, indexN]
iN = gUx (indexN~=indexT) ;

’
’

’

o O O o
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53 valuelL2_u = uh_phiN (i) xabs (FTiMat (indexT) ) *L2IntegralsU_phiN (indexT, iN+1) ;

54 valueHlSemi_u = uh_phiN(i)*sign (FTiMat (indexT))*HlSemiIntegralsU_phiN (indexT, iN...
+1);

55 valuelL2_p = ph_phiN (i) *abs (FTiMat (indexT))*L2IntegralsP_phiN (indexT, iN+1) ;

56 valueHlSemi_p = ph_phiN (i) *sign (FTiMat (indexT)) *HlSemiIntegralsP_phiN (indexT, iN. ..
+1);

57

58 L2SP_u.uh = L2SP_u_uh + valuel2_u;

59 H1SP_u_uh = H1SP_u_uh + valuelL2_u + valueHlSemi_u;

60 L2SP_p.ph = L2SP_p_ph + valuel2_p;

61 H1SP_p.ph = H1SP_p_-ph + valuelL2.p + valueHlSemi_p;

62 end

63 end

64 for indexT = indicesElements

65 for s = I_gUX

66 i = idxTrafo_phiTs_.iFromIndexTS (indexT, s);

67

68 valueL2_u = uh_phiTs (i) xabs (FTiMat (indexT) ) *L2IntegralsU_phiTs (indexT, s);

69 valueHlSemi_u = uh_phiTs (i) *sign (FTiMat (indexT) ) *Hl1SemiIntegralsU_phiTs (indexT, ...
s)i

70 valuelL2_p = ph_phiTs (i) xabs (FTiMat (indexT) ) *L2IntegralsP_phiTs (indexT, s) ;

71 valueHlSemi_ p = ph_phiTs (i) *sign (FTiMat (indexT) ) +*H1SemiIntegralsP_phiTs (indexT, ...
s)i

72

73 L2SP_u_.uh = L2SP_u_.uh + valuel2_u;

74 H1SP_u_.uh = H1SP_u_uh + valuelL2_u + valueHlSemi_u;

75 L2SP_p.-ph = L2SP_p_ph + valuel2_p;

76 H1SP_p.ph = H1SP_p_ph + valuel2.p + valueHlSemi_p;

77 end

78 end

79
80 % Compute squared norms of exact solutions:

s % [|£]1-L272, ||ull-12°2, [lul|-H1"2, |[p|[-L2°2, ||p||-H1"2:

82 L2NormSquared.-f = PolyL2IntOmega (f, f);

83 L2NormSquared-u = PolyL2IntOmega (u,u);

84 HINormSquared-u = PolyL2IntOmega (uDiff,uDiff) + L2NormSquared-u;
85 L2NormSquared-p = PolyL2IntOmega (p,p);

86 HINormSquared.p = PolyL2IntOmega (pDiff,pDiff) + L2NormSquared.-p;

87

88 % Compute squared norms of approximate solutions:

8o % ||fn||-L2°2, ||un||-L2°2, ||un||-H1"2, ||ph||-L2°2, ||ph||-H1 2:
90 L2NormSquared-fh = (l-kappa)/kappa*fh_psiTr«F+«fh_psiTr';

91
92 HlNormSquared-uh = uh_phiN* (Ullxuh_phiN") ...

93 + 2+%uh_phiNx (Ul2+xuh_phiTs"') ...

94 + uh_-phiTs* (U22+xuh_phiTs"');

95 L2NormSquared-uh = HlINormSquared-uh - uh_phiNx (Allxuh_phiN") ...
96 — 2+xuh_phiNx (Al2xuh_phiTs"') ...

97 — uh_phiTs* (A22+xuh_phiTs"');

98
99 HlNormSquared-ph = ph_phiN* (Ullxph_phiN") ...

100 + 2xph_phiNx (Ul2xph_phiTs"') ...

101 + ph_phiTs* (U22+«ph_phiTs"');

102 L2NormSquared_-ph = HINormSquared.-ph - ph_phiNx* (Allxph_phiN"') ...
103 — 2+xph_phiNx (Al2xph_phiTs"') ...

104 — ph_phiTs* (A22+ph_phiTs"');

105
106 % Compute total errors:

107 errors = [sqgrt (abs(L2NormSquared_-f-2+xL2SP_f_fh+L2NormSquared_-fh)), ...
108 sgrt (abs (L2NormSquared-u-2+xL2SP_u_-uh+L2NormSquared-uh)), ...

109 sgrt (abs (HlNormSquared_-u-2+*H1SP_u_uh+H1NormSquared_uh)), ...

110 sgrt (abs (L2NormSquared-p-2+xL2SP_p_ph+L2NormSquared_ph)), ...

111 sqgrt (abs (HlNormSquared_p-2xH1SP_p_ph+H1NormSquared_ph))];

112

113 end
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Listing 23: defineFUP.m

1 function [f,u,p] = defineFUP (kappa)

2 % Computes the exact polynomial solutions f,u,p for given kappa. The

3 % 'target' u0 will be chosen accordingly afterwards (see

4 % 'defineUO.m'").

5 %

6 % X(x) := xx(1l-x)

7 % u(x) := X(x)"3 in H"1_.0 (Omega)

8 % f(x) := -u'"'(x) in H"1_0 (Omega)

9 % p(x) := kappa/(l-kappa)~*f(x) in H"1_0 (Omega)

10

11 X = [0,1,-1];

12 u = PolyPow(X,3);

13 f = -PolyDiff (PolyDiff (u));

14 p = kappa/ (l-kappa)*f;

15

16 end

Listing 24: fIntegrals.m

1 function L2Integrals = fIntegrals (f,gF, numberOfNodes)

2 % Computes the integrals int (£(FTi(x))*p(x),x=0..1) for the

3 % exact solution f, all affine transformations FTi and all Lagrange

4 % polynomials p. These values will be needed to compute the error

5 % ||f-fh||-L2.

6

7 % Define main mesh on Omega:

8 [h,Nodes, ...

9 FTiMat,FTivVect, ...

10 I_gF,I-gU,I_gU.X,indicesElements, indicesNodes,indicesInnerNodes, ...
11 idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR, idxTrafo_psiTr_.indexTRFromI,psiTr_dim, ...
12 idxTrafo_phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI, phiN_dim, ...

13 idxTrafo-phiTs_-iFromIndexTS,idxTrafo_-phiTs_indexTSFromI, phiTs_.dim] = defineMesh (gF...

, 1, numberOfNodes) ;

14

15 % Compute Lagrange polynomials coefficients:

16 LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs (gF);

17

18 % Compute pascal and powers matrices:

19 [PascalMatrix,PowersMatrix] = PolyAffineTransformMatrices (length(f)-1);
20
21 % Compute integrals:
22 L2Integrals = zeros(length(indicesElements),length(I_gF));
23 for indexT = indicesElements
24 fAffineTransformed = PolyAffineTransform(f,FTiMat (indexT),FTiVect (indexT), ...

PascalMatrix,PowersMatrix) ;
25 for r = I_gF
26 L2Integrals (indexT,r+l) = PolyL2IntTRef (fAffineTransformed, LagrangeCoeffsMatrix. ..
(r+1l,:));
27 end
28 end
29
30 end
Listing 25: upIntegrals.m
1 function [L2Integrals_phiN,HlSemilIntegrals_phiN,L2Integrals_phiTs,HlSemiIntegrals_phiTs...
] = upIntegrals (u, gU, numberOfNodes)

2 % Computes the integrals int (u(FTi(x))=*g(x),x=0..1) and

3 % int(u'(FTi(x))+*qg(x),x=0..1) for the exact solution u (p resp.),

4 % all affine transformations FTi and all Lagrange polynomials g.

5 % These values will be needed to compute the errors

6 % ||u-uh||-L2 and ||u-uh||-H1 (||p-ph||-L2 and ||p-ph||-H1l resp.).

7

8 % Define main mesh on Omega:

9 [h,Nodes, ...
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10
11
12
13
14

15

17

18
19

FTiMat,FTivVect, ...

I gF,I_gU,I_gUX,indicesElements, indicesNodes, indicesInnerNodes, ...
idxTrafo_psiTr_iFromIndexTR, idxTrafo_-psiTr_indexTRFromI,psiTr_dim, ...
idxTrafo_-phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI,phiN_dim, ...

idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS, idxTrafo_.phiTs_indexTSFromI,phiTs_.dim] = defineMesh (O, ...

gU, numberOfNodes) ;

% Compute derivatives of u (p resp.):
uDiff = PolyDiff (u);

% Compute Lagrange polynomials coefficients:

20 LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs (gU);

21 LagrangeCoeffsDiffMatrix = LagrangeCoeffsDiff (gU);

22

23 % Compute pascal and powers matrices:

24 [PascalMatrix._u,PowersMatrix_u] = PolyAffineTransformMatrices (length (u)-1);

25 [PascalMatrix_uDiff,PowersMatrix_uDiff] = PolyAffineTransformMatrices (length(uDiff)-1);

26

27 % Compute integrals:

28 L2Integrals_phiN = zeros(length(indicesElements),length(I_gU));

20 HlSemiIntegrals_phiN = zeros (length(indicesElements),length(I_gU));

30 L2Integrals_phiTs = zeros(length(indicesElements), length(I_gU.X));

31 HlSemiIntegrals_phiTs = zeros (length(indicesElements),length(I_gU.X));

32 for indexT = indicesElements

33 uAffineTransformed = PolyAffineTransform(u,FTiMat (indexT),FTiVect (indexT), ...

PascalMatrix_u,PowersMatrix_u);
34 uDiffAffineTransformed = PolyAffineTransform(uDiff,FTiMat (indexT),FTiVect (indexT), ...
PascalMatrix uDiff,PowersMatrix uDiff);

35

36 for iN = I_gU

37 L2Integrals_phiN (indexT,iN+1) = PolyL2IntTRef (uAffineTransformed, ...
LagrangeCoeffsMatrix (iN+1,:));

38 HlSemiIntegrals_phiN (indexT, iN+1) = PolyL2IntTRef (uDiffAffineTransformed, ...
LagrangeCoeffsDiffMatrix (iN+1,:));

39 end

40

41 for s = I_gU.X

42 L2Integrals_phiTs (indexT,s) = PolyL2IntTRef (uAffineTransformed, ...
LagrangeCoeffsMatrix (s+1,:));

43 HlSemiIntegrals_phiTs (indexT,s) = PolyL2IntTRef (uDiffAffineTransformed, ...
LagrangeCoeffsDiffMatrix (s+1,:));

44 end

45 end

46

47  end

Listing 26: defineU0.m

1 function u0 = defineUO0 (kappa,u)

2 % Defines the 'target' function uO0.

3 %

4 % Note:

5 % The polynomials f,u,p from 'defineFUP.m' are the exact solutions of the optimal

control

=

10

o

problem (Laplace equation) with data u0.

u0 = @(x) PolyEval (u,x) + kappa/(l-kappa)*( 792 ((exp(x)+exp(l-x))/ (1+exp(l))-1) + 360x...

PolyEval([0,1,-1],x) );

end

Listing 27: plotConditionNumbers.m

2
3

function figureHandle = plotConditionNumbers (kappa,ku0,gF,gU, mMin, mMax,conditionNumbers. ..

)

% Plots the condition numbers of the system matrices for all values of h.
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17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

28
29
30
31

32
33
34
35
36
37
38
39
40

% Define plot specifiers:
colorConditionNumbers = 'magenta';
linestyleConditionNumbers = '-';
linewidthConditionNumbers = 2;
colorReferenceline = 'black';

o

linestyleReferenceline = ':';
linewidthReferenceline = 1;

% Plot:
figureHandle = figure;
hold onj;

plot (mMin:1:mMax, 1ogl0 (conditionNumbers), 'color',colorConditionNumbers, 'linestyle’, ...

linestyleConditionNumbers, "linewidth', linewidthConditionNumbers) ;
switch ku0
case 2
referencelLineGradient =
referencelLineOffset =
case 3
referencelineGradient =
referencelLineOffset =
case 4
referencelineGradient =
referenceLineOffset =

N
N
~e o~

w |
o N
<~

|
GRS
~ o~

end

plot (mMin:1:mMax, loglO (2. ([mMin:1:mMax]*referenceLineGradient))+referencelLineOffset,
color',colorReferenceline, 'linestyle',linestyleReferenceline, 'linewidth', ...
linewidthReferenceline);

% Set xlabel, legend, title:

xlabel ('m'");

legend('log-{10} (cond(systemMatrix.h))', ['Reference: O(h {',num2str(-...
referenceLineGradient),'})'],'Location','northwest');

box on;

title(['\kappa = ',num2str (kappa), ...
', k(u.0) = '",num2str (kul), ...

, g-F = '",num2str (gF), ...

', g-U = ",num2str(gU), ...

', g-P = '",num2str(gU), ...

h = 2" {-m}'1);

end

Listing 28: plotErrors.m

© 0 N U A W N e
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21

22

function figureHandle = plotErrors (kappa, ku0,gF,gU,gul0,mMin, mMax,errors)
Plots the L2- and Hl-errors between approximate and exact solutions for
all values of h.

>
S
o
s

o

% Define plot specifiers:
colorF = 'blue';

colorU = 'red';

colorP = 'green';
linestyleFUPWeak = '——';
linestyleFUPStrong = '-';
linewidthFUPWeak = 2;
linewidthFUPStrong = 2;
colorReferencelLines = 'black';
linestyleReferencelines = ':';
linewidthReferencelines 1;

% Plot:
figureHandle = figure;
hold on;

plot (mMin:1:mMax, logl0O (errors(:,1)), '"color',colorF, 'linestyle',linestyleFUPStrong, '...

linewidth', linewidthFUPStrong) ;
plot (mMin:1:mMax, loglO(errors(:,2)), 'color',colorU, 'linestyle',linestyleFUPWeak, '...
linewidth', linewidthFUPWeak) ;

plot (mMin:1:mMax, loglO(errors(:,3)), 'color',colorU, 'linestyle',linestyleFUPStrong,'...

linewidth',linewidthFUPStrong) ;

111




23 plot (mMin:1:mMax,loglO (errors(:,4)), 'color',colorP, 'linestyle',linestyleFUPWeak, '...
linewidth',linewidthFUPWeak) ;

24 plot (mMin:1:mMax,loglO (errors(:,5)), 'color',colorP, 'linestyle',linestyleFUPStrong, '...
linewidth', linewidthFUPStrong) ;

25 switch kuO

26 case 2

27 referencelLinesGradients = [-1,-2];
28 referencelLinesOffsets = [-0.5,-2];
29 case 3

30 referencelLinesGradients = [-2,-3];
31 referencelinesOffsets = [-0.5,-2.5];
32 case 4

33 referencelLinesGradients = [-3,-4];
34 referencelLinesOffsets = [-0.5,-3];
35 end

36 for 1 = l:1:length(referencelinesGradients)
37 plot (mMin:1:mMax, logl0(2." ([mMin:1:mMax]*referencelinesGradients (i)))+...

referencelinesOffsets (i), 'color',colorReferencelines, 'linestyle', ...
linestyleReferencelines, 'linewidth',linewidthReferencelines);

38 end

39

40 % Set xlabel, legend, title:

41 xlabel('m');

42

43 legendStrings = cell (5+length(referencelinesGradients),1);

44 legendStrings(1:5) = {'log_{10} (||f-£f_h||_-{L 2 (\Omega)}) ", ...

45 "log_{10} (|Ju-u-h || -{rL 2 (\Omega) }) ', ...

46 "log-{10} (||u-u-h || {8 1 (\Omega)}) ', ...

a7 "1og-{10} (|[p-p-h|| {L"2(\Omega) }) ', ...

48 "log-{10} (||p-p-h || -{B 1 (\Omega) }) '};

49 for 1 = 1l:1:length(referencelinesGradients)

50 legendStrings{i+5} = ['Reference: O(h"{',num2str (-referencelinesGradients(i)),'})"'...
1i

51 end

52 legend(legendStrings, 'Location', 'southwest');
53
54 box on;

55 title(['\kappa = ',num2str (kappa), ...
56 ", k(u.0) = ", num2str (kul), ...
57 ', g-F = '",num2str(gF), ...
58 ', g.U = ",num2str(gU), ...
59 ', g-P = ",num2str(gU), ...
60 ', g(u-0) = ',num2str(gul), ...
61 ', h 2°{m}'1);
62
63 end
Listing 29: errorAnalysis.m
1 function errorAnalysis (kuO)
2 Computes approximate solutions fh,uh,ph to optimal control problem (Laplace equation)
3 for different values of the mesh-size h -> 0. The L2- and Hl-errors between
4 the approximate solutions fh,uh,ph and known exact solutions f,u,p (for a
5 specific 'target' u0) are computed for each value of h. The 'target' u0
6 is chosen in a way that allows f,u,p to be polynomials on the entire
7 domain Omega. This makes exact (!) error computation accessible.
8
9 Inputs: kuO in [2,3,4]: The main discretization parameter. Defines the

polynomials degrees for the Ansatz-spaces.

o=
(S

Outputs:

1) Plot 1: A plot showing the approximate solutions fh,uh,ph and u0 for
one value of h.

2) Plot 2: A plot showing the L2- and Hl-errors between approximate and
exact solutions for each value of h.

3) Plot 3: A plot showing the condition number of the system matrix for
each value of h.

[ I S S R =
S © XN e oA W S}
o d° o° o o° d° d° O° O° o° A d° O° o° o° e o°

totalTimeStart = tic;
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21
[

22 % Equation parameters and exact solutions:
23 kappa = 1/100;

24 [f,u,p] = defineFUP (kappa); % Exact polynomial solutions.
25 u0 = defineU0 (kappa,u); % According 'target' function.

26
27 % Discretization parameters:
28 gF = ku0-2;

29 gU = kuO-1;

30 gu0 = gU+1;

31

o

32 % Main loop:

33 mMin = 1;

34 switch kuO

35 case 2

36 mMax = 13;

37 case 3

38 mMax = 11;

39 case 4

40 mMax = 7;

41 end

42

43 errors = zeros (mMax-mMin+1,5);

44 conditionNumbers = zeros (mMax-mMin+1,1);

45 for m = mMin:1:mMax

46 iterationTimeStart = tic;

47 numberOfNodes = 2 m+1;

48

49 % Assemble system matrix (F,Ul11,U0U12,U22,A11,A12,A22,B1,B2) and load vector (U01,U02...
)t

50 [F,Ul11,Ul12,U22,A11,A12,A22,B1,B2,U001,U002] = assemble (u0, kappa, gF,gU,gul, ...

numberOfNodes) ;
51
52 % Solve the LSE:
53 [

All,Al12,A22,B1,B2,U001,U002);

54

55 % Compute the errors:

56 conditionNumbers (m-mMin+l) = conditionNumber;

57 errors (m-mMin+1l, :) = computeErrors (kappa, f,u,p,gF,gU, numberOfNodes, fh_.psiTr, uh_phiN. ..
,uh_phiTs, ph_.phiN, ph_phiTs,F,U11,U12,022,A11,A12,A22);

58

59 % Plot the solutions:

60 if m==5

61 figureHandle_solutions = plotFhUhUOPh (u0, kappa, kul, gF, gU, gu0, numberOfNodes, . ..

fh_psiTr,uh_phiN, ph_phiN);

62 end

63

64 % Display iteration run time:

65 display(['Elements: ',num2str (numberOfNodes-1),', time: ',num2str(toc(...
iterationTimeStart)),' s.']);

66 end

67

68 % Compute and plot errors convergence rates:

69 figureHandle_errors = plotErrors (kappa,kul,gF,gU,gul, mMin, mMax, errors) ;

70

71 % Compute and plot condition number rate:

72 figureHandle_condNs = plotConditionNumbers (kappa, kul,gF, gU, mMin, mMax,conditionNumbers) ;
73

o

74 % Display total run time:

75 display(['Total run time: ',num2str(toc(totalTimeStart)),' s.']);

76

77 % Save results:

78 hgexport (figureHandle_solutions, [fileparts (which('errorAnalysis.m')), '\Results\. ..

solutionsPlot_kuO.',num2str (ku0)],defineExportStyle('png',15,7,600));

79 hgexport (figureHandle_errors, [fileparts (which('errorAnalysis.m'")), '\Results\. ..
errorsPlot_kuO.',num2str (kul)],defineExportStyle('png',15,10,600));

80 hgexport (figureHandle_condNs, [fileparts (which('errorAnalysis.m'")), '\Results\. ..
condNsPlot_ku0O_',num2str (kul)],defineExportStyle('png',15,10,600));

81
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82

end

Listing 30: fadingColors.m

function colors = fadingColors (colorChooser,numberOfShades, fadingParameterMin, ...
fadingParameterMax)

2 % Computes the RGB-values of different shades of a given color (red, green

3 % or blue) and stores them rowwise in the matrix 'colors'.

4

5 switch colorChooser

6 case 'red'

7 colorFaderRed = @(s) min(max(2-2xs,0),1);

8 colorFaderGreen = @(s) min(max(1-2xs,0),1);

9 colorFaderBlue = @(s) min(max(1-2xs,0),1);

10 case 'green'

11 colorFaderRed = @(s) min(max(1-2xs,0),1);

12 colorFaderGreen = @(s) min(max(2-2xs,0),1);

13 colorFaderBlue = @(s) min(max(1-2xs,0),1);

14 case 'blue'

15 colorFaderRed = @(s) min(max(1-2%s,0),1);

16 colorFaderGreen = @(s) min(max(1-2xs,0),1);

17 colorFaderBlue = @(s) min(max(2-2xs,0),1);

18 end

19

20 colors= zeros (numberOfShades, 3);

21 for i = 1l:1l:numberOfShades

22 fadingParameter = (1-(i-1)/ (numberOfShades-1))*fadingParameterMin + (i-1)/(...
numberOfShades-1) xfadingParameterMax;

23 colors(i,:) = [colorFaderRed(fadingParameter),colorFaderGreen (fadingParameter), ...
colorFaderBlue (fadingParameter) ];

24 end

25

26 end

Listing 31: plotFhsUhsUOPhs.m
1 function figureHandle = plotFhsUhsUOPhs (u0, kappas, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodes, fhs_psiTr...
,uhs_phiN, phs_phiN)

2 % Sets up a figure with three subplots containing the plots of fh,uh,u0 and

3 % ph.

4 % Subplot 1: Contains the solutions fh for all values of kappa.

5 % Subplot 2: Contains the solutions uh for all values of kappa and the

6 % 'target' ul.

7 % Subplot 3: Contains the solutions ph for all values of kappa.

8 %

9 % Note: Only the nodal values of the solutions are used for plotting.

10

11 % Define main mesh on Omega:

12 [h,Nodes, ...

13 FTiMat,FTivVect, ...

14 I_gF,I_gU,I_gU.X,indicesElements,indicesNodes, indicesInnerNodes, ...

15 idxTrafo-psiTr_-iFromIndexTR, idxTrafo_-psiTr-indexTRFromI,psiTr_dim, ...

16 idxTrafo_phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI, phiN_dim, ...

17 idxTrafo_-phiTs_iFromIndexTS, idxTrafo.phiTs_indexTSFromI, phiTs_-dim] = defineMesh (gF, ...
gU, numberOfNodes) ;

18

19 % Define plot specifiers:

20 colorFaderMin = 0.2;

21 colorFaderMax = 0.8;

22 colorsF = fadingColors('blue',length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;

23 colorsU = fadingColors ('red',length (kappas),colorFaderMin,colorFaderMax) ;

24 colorsP = fadingColors ('green', length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;

25 linestyleFUP = '-'";

26 linewidthFUP = 2;

27 colorUO0 = 'black';

28 linestyleUO0 = '—-';

29 linewidthUO0 = 2;
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30
31 % Plot:

32 figureHandle = figure;

33

34 % Subplot 1:

35 subplot(1,3,1);

36 hold on;

37 legendStrings = cell (length (kappas),1);
38 for i = 1l:1:length(kappas)

39 stairs (Nodes, [fhs_psiTr (i, l:gF+l:end), fhs_psiTr (i,end-gF)], 'color',colorsF (i, :),"'...
linestyle',linestyleFUP, 'linewidth', linewidthFUP) ;

40 legendStrings{i} = ['f.-h(x) (\kappa = ',num2str (kappas(i)),')"'];

41 end

42 xlabel ('x');

43 legend(legendStrings, 'Location', 'northoutside');
44 Dbox on;

45

46 % Subplot 2:

47 subplot (1,3,2);

48 hold on;

49 legendStrings = cell (length (kappas)+1,1);

so0 for i = 1l:1:length (kappas)

51 plot (Nodes, [0, uhs_phiN(i, :),0], '"color',colorsU(i,:), 'linestyle',linestyleFUP,"'...
linewidth', 1inewidthFUP) ;

52 legendStrings{i} = ['u.h(x) (\kappa = ',num2str (kappas(i)),"')"']l;

53 end

54 legendStrings{end} = 'u.0(x) ("\kappa = 0")';

55 plot (Nodes,u0 (Nodes), 'color',colorU0, 'linestyle',linestyleU0, "linewidth', 1inewidthU0) ;
56 xlabel('x');

57 legend(legendStrings, 'Location', 'northoutside');

58 box on;

59

60 % Subplot 3:

61 subplot(1l,3,3);

62 hold on;

63 legendStrings = cell (length (kappas),1);

64 for i = 1l:1l:length(kappas)

65 plot (Nodes, [0, phs_phiN(i, :),0], 'color',colorsP (i, :), 'linestyle',linestyleFUP,"'...
linewidth',linewidthFUP) ;

66 legendStrings{i} = ['p-h(x) (\kappa = ',num2str (kappas(i)),')"'];

67 end

68 xlabel ('x'"');

69 legend(legendStrings, 'Location', '"northoutside');
70 box on;

71

72 % Title:

73 titleString = ['k(u.0) = ',num2str (ku0), ...
74 ', g.F = '",num2str(gF), ...

75 ', g-U = ",num2str(gU), ...

76 ', g.P = '",num2str(gU), ...

7 ', g(u-0) = '",num2str(gul), ...

78 ', #Elements: ',num2str (numberOfNodes-1)];
79 annotation('textbox',[0,0.94,1,0.06],...

80 'String',titleString, ...

81 'EdgeColor', "none', ...

82 'HorizontalAlignment', 'center', ...

83 'VerticalAlignment', '"bottom');

84

85 end

Listing 32: kappaComparison.m

function kappaComparison

% Computes approximate solutions fh,uh,ph to optimal control problem (Laplace equation)
for different values of kappa and plots them together in one plot. This

illustrates the role of the parameter kappa in the control problem.

Inputs: None.

S B N

o o o o o° o
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

31
32
33
34
35
36
37
38

39

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

52

53

55
56

Outputs: A plot showing the approximate solutions fh,uh,ph and the
'target' u0 for different values of kappa.

oo o

o

Equation parameters:

= 0.3;

= 0.4;

=0.7;

ul = @(x) ((a<=x)& (x<=b)) .*(x-a)/(b-a) + ((b<x)&(x<=c)) .*((b-x)/(c-b)+1);

Qoo

o

% Discretization parameters:

ku0 = 2;

gF = ku0-2;
gU = kuO-1;
gu0 = gU+1;

numberOfNodes = 278+1;

% Define main mesh on Omega:
[h,Nodes, ...
FTiMat,FTiVect, ...
I_gF,I-gU,I_-gU-X,indicesElements, indicesNodes, indicesInnerNodes, ...
idxTrafo_.psiTr_iFromIndexTR, idxTrafo_psiTr_.indexTRFromI,psiTr_dim, ...
idxTrafo_-phiN_iFromIndexN, idxTrafo_phiN_indexNFromI, phiN_dim, ...

idxTrafo_phiTs_iFromIndexTS, idxTrafo_phiTs_indexTSFromI,phiTs_dim] = defineMesh (gF, ...

gU, numberOfNodes) ;
% Main loop:
kappas = [1/10,1/100,1/10007;
fhs_psiTr = zeros(length (kappas),psiTr_dim);
uhs_phiN = zeros (length (kappas),phiN_dim) ;
phs_phiN = zeros (length (kappas), phiN_dim) ;
for 1 = 1:1:1length (kappas)

% Assemble system matrix (F,U11,U012,U22,A11,A12,A22,B1,B2) and load vector (U01,U02...

) :
[F,U11,U1l2,U022,A11,A12,A22,B1,B2,U001,U002] = assemble (u0, kappas (i), gF,gU,qgul, ...
numberOfNodes) ;

% Solve the LSE:
[fh.psiTr,uh_phiN, ~, ph_.phiN,~,~] = solve(F,U11,U12,U022,A11,A12,A22,B1,B2,U001,U002);

o

% Store solutions in table:

fhs_psiTr(i,:) = fh_psiTr;
uhs_phiN(i, :) = uh_phiN;
phs_phiN (i, :) = ph_phiN;

end

% Plot the solutions:

figureHandle = plotFhsUhsUOPhs (u0, kappas, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodes, fhs_psiTr, uhs_phiN. ..

,Phs_phiN);

[

% Save results:

hgexport(figureHandle,[fileparts(which('kappaComparison.m')),'\Results\solutions?lot'],...

defineExportStyle('png',15,7,600));

end
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3.3.2 2D

2D

— Single_Solution

|— Assemble_And_Solve
t::assemble.m

solve.m
— Lagrange

Lagrange Mesh
— defineLagrangeMesh.m

Lagrange Polynomials
LagrangeCoeffs.m

LagrangeCoeffsDiff.m
LagrangeH1SemiIntegrals.m
LagrangelL2Integrals.m

— Mesh
L— defineMesh.m

— Plot

— computePlotDataFh.m
— computePlotDatal0.m
— computePlotDataUhPh.m
'— plotFhUhUOPh.m

— Polynomials_Library
— PolyAdd.m

— PolyPow.m
— Run
I— Results
defineExportStyle.m
(singleSolution.m’s results are saved here...)
‘— singleSolution.m
— U0

t::computeUOValues.m

computeUOValues_slow.m

— Error_Analysis
|— Compute_Errors
— computeErrors.m
— Exact_Solutions
FUP_Exact

defineFUP.m
fIntegrals.m
upIntegrals.m

UO_Exact
t::computeUOValues,exactSolutions.m

definelU0.m

— Plot
plotConditionNumbers.m

plotErrors.m

'— Run
Results

L— (errorAnalysis.m’s results are saved here...)
errorAnalysis.m

\— Kappa_Comparison
Plot
fadingColors.m
plotFhsUhsUOPhs.m
Run
Results
— (kappaComparison.m’s results are saved here...)
kappaComparison.m

Ordnerstruktur 2D MATLAB Beispiel
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Listing 33: assemble.m

function [F,U,A,B,U0] = assemble (uOValues, kappa, gF,gU, gul0, numberOfNodesPerSide)
Assembles the components F,U,A,B of the system matrix and the component
U0 of the load vector.

o° oP

% Define Lagrange mesh on reference element:
[LagrangeNodesX, LagrangeNodesY, I_gu0, . ..
idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
defineLagrangeMesh (gu0) ;

B T N

9 % Define main mesh on Omega:
[

10 h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect, FTijkInvMat, FTijkInvVect, ...

11 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...

12 indicesIAllNodes, indicesJAl1Nodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

13 idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

14 idxTrafo-Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...

15 idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

16

17 % Compute Lagrange polynomials integrals:

18 Lagrangel2Integrals_gF_gF = Lagrangel2Integrals (gF,gF);

19 LagrangelL2Integrals_gF_gU = LagrangeL2Integrals (gF,gU);

20 Lagrangel2Integrals_-gU.gU = LagrangelL2Integrals (gU,gU);

21 LagrangelL2Integrals_gu0_.gU = LagrangeL2Integrals (gu0,gU);

22 [LagrangeHlSemiXXIntegrals_gU.gU, LagrangeHlSemiXYIntegrals_gU_gU, ...

23 LagrangeHlSemiYXIntegrals_gU.gU, LagrangeHlSemiYYIntegrals_gU.gU] =
LagrangeHlSemiIntegrals (gU, gU) ;

24 [LagrangeHlSemiXXIntegrals_guO_gU, LagrangeHlSemiXYIntegrals_guO_gU, ...

25 LagrangeHlSemiYXIntegrals_gu0O_.gU, LagrangeHlSemiY¥YIntegrals_gu0_gU] =
LagrangeHlSemiIntegrals (gu0, gU);

26

27 % Assemble the components of the system matrix:

28 % F:

20 valueF_lookup = (kappa)/ (l-kappa) *abs (det (FTijkMat (indicesIElements (1), indicesJElements. ..
(1) ,indicesKElements(1)))) ...

30 *LagrangelL2Integrals_gF_gF (1,1);

31
32 F = valueF_lookupxspeye (Elements_dim,Elements_dim);
33

34 % U,A:

35 valueU_.lookup = [0,0,0,0,0,0,0]; % Lookup tables for better performance.
36 valueA_lookup = [0,0,0,0,0,0,01;

37

38 1ndexIN = indicesIInnerNodes (1) ;

39 1indexJN = indicesJInnerNodes (1) ;

40 neighbourNodesIds = [1:1:7];

41 for neighbourNodeId = neighbourNodesIds

42 indicesIT = [indexIN, indexIN-1, indexIN-1, indexIN-1, indexIN, indexIN];
43 indicesJdT = [indexJN, indexJN, indexJN, indexJN-1, indexJN-1, indexJN-1];
44 indiceskKT = [1,2,1,2,1,2];

45 iNs = [1,3,2,1,3,2];

46 neighbourElementsIds = [1:1:6];

47 useNeighbourElement = [false, false, false, false, false, false];

48 switch neighbourNodeId

49 case 1 % Node itself.

50 useNeighbourElement = [true,true,true,true,true,true];

51 iNTildes = [1,3,2,1,3,2];

52 case 2 % Right neighbour.

53 useNeighbourElement (1) = true;

54 useNeighbourElement (6) = true;

55 iNTildes = [2,0,0,0,0,11;

56 case 3 % Top neighbour.

57 useNeighbourElement (1) = true;

58 useNeighbourElement (2) = true;

59 iNTildes = [3,1,0,0,0,0];

60 case 4 % Top left neighbour.

61 useNeighbourElement (2) = true;

62 useNeighbourElement (3) = true;
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63 iNTildes = [0,2,3,0,0,0];

64 case 5 % Left neighbour.
65 useNeighbourElement (3) = true;
66 useNeighbourElement (4) = true;
67 iNTildes = [0,0,1,2,0,0];
68 case 6 % Bottom neighbour.
69 useNeighbourElement (4) = true;
70 useNeighbourElement (5) = true;
71 iNTildes = [0,0,0,3,1,0];
72 case 7 % Bottom right neighbour.
73 useNeighbourElement (5) = true;
74 useNeighbourElement (6) = true;
75 iNTildes = [0,0,0,0,2,31;
76 end
77
78 valueU = 0;
79 valueA = 0;
80 for neighbourElementId = neighbourElementsIds (useNeighbourElement) % iterate
through relevant elements
81 absDetMat = abs (det (FTijkMat (indicesIT (neighbourElementId),indicesJT (...
neighbourElementId), indicesKT (neighbourElementId))));
82 M = FTijkInvMat (indicesIT (neighbourElementId),indicesJT (neighbourElementId), ...
indicesKT (neighbourElementId)) ...
83 *FTijkInvMat (indicesIT (neighbourElementId), indicesJT (neighbourElementId), ...
indicesKT (neighbourElementId)) ';
84 iN = iNs (neighbourElementId) ;
85 iNTilde = iNTildes (neighbourElementId);
86
87 valueHlSemi = absDetMat«* (M(1l,1)*LagrangeHlSemiXXIntegrals_-gU_gU(iN, iNTilde) ...
88 + M(1,2)+LagrangeHlSemiXYIntegrals_gU_gU (iN, iNTilde) ...
89 + M(2,1)*LagrangeHlSemiY¥XIntegrals_gU._gU (iN, iNTilde) ...
90 + M(2,2)*LagrangeHlSemiYYIntegrals_gU._gU (iN, iNTilde)) ;
91 valuelL2 = absDetMatxLagrangeL2Integrals_-gU.gU(iN, iNTilde) ;
92
93 valueU = valueU + valueHlSemi + valuel2;
94 valueA = valueA + valueHlSemi;
95 end
96
97 valueU_lookup (neighbourNodeId) = valueU;
98 valueA_lookup (neighbourNodeId) = valued;
99 end
100
101 U = sparse(InnerNodes_dim, InnerNodes.dim) ;

102 A = sparse(InnerNodes_dim, InnerNodes.dim) ;
103 for indexJN = indicesJInnerNodes

104 for indexIN = indicesIInnerNodes

105 % Set neighbour nodes:

106 indicesINTilde = [indexIN, indexIN+1,indexIN, indexIN-1,indexIN-1, indexIN,indexIN...
+11;

107 indicesJNTilde = [indexJN, indexJN, indexJN+1, indexJN+1, indexJN, indexJN-1, indexJN. ..
-11;

108 neighbourNodesIds = [1:1:7];

109 useNeighbourNode = [true,false,false,false,false,false,false]; % node itself
always used

110 if indexIN < indicesIInnerNodes (end)

111 useNeighbourNode (2) = true;

112 if indexJN > indicesJInnerNodes (1)

113 useNeighbourNode (7) = true;

114 end

115 end

116 if indexJN < indicesJInnerNodes (end)

117 useNeighbourNode (3) = true;

118 if indexIN > indicesIInnerNodes (1)

119 useNeighbourNode (4) = true;

120 end

121 end

122 if indexIN > indicesIInnerNodes (1)

123 useNeighbourNode (5) = true;

124 end

125 if indexJN > indicesJInnerNodes (1)
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126
127
128
129
130

132

133
134
135
136

138

139
140

165

182
183

184

185

186

188

useNeighbourNode (6) = true;
end
% Iterate through neighbour nodes:
for neighbourNodeId = neighbourNodesIds (useNeighbourNode)
indexN = idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indexIN, indexJN) ;
indexNTilde = idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indicesINTilde(...
neighbourNodeId), indicesJNTilde (neighbourNodeId)) ;
U (indexN, indexNTilde) = valueU_lookup (neighbourNodeId) ;
A (indexN, indexNTilde) = valueA_lookup (neighbourNodeId) ;
end
end
end

% B:
valueB_lookup = -abs (det (FTijkMat (indicesIElements (1l),indicesJElements (1), ...
indicesKElements (1l))))*LagrangelL2Integrals_gF_gU(1l,1);

B = sparse(InnerNodes_dim,Elements_dim) ;
for indexJN = indicesJInnerNodes
for indexIN = indicesIInnerNodes
indicesIT = [indexIN, indexIN-1, indexIN-1, indexIN-1, indexIN, indexIN];
indicesdT [indexJN, indexJN, indexJN, indexJN-1, indexJN-1, indexJN-1];
indiceskT = [1,2,1,2,1,2]1;
neighbourElementsIds = [1:1:6];

for neighbourElementId = neighbourElementsIds
indexN = idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indexIN, indexJN) ;
indexT = idxTrafo_-Elements_indexTFromIndexIJKT (indicesIT (neighbourElementId. ..

) , indicesJT (neighbourElementId), indicesKT (neighbourElementId)) ;

B (indexN, indexT) = valueB_lookup;

end

end
end

% Assemble the load vector:

% UO:

absDetFTijkMat_lookup = abs (det (FTijkMat (indicesIElements (1), indicesJElements (1), ...
indicesKElements (1))));

M_lookup = FTijkInvMat (indicesIElements(1l),indicesJElements(1l),indicesKElements (1)) ...
*FTijkInvMat (indicesIElements (1), indicesJElements (1), indicesKElements (1)) "';

U0 = sparse (InnerNodes_-dim,1);
for indexJN = indicesJInnerNodes
for indexIN = indicesIInnerNodes
indicesIT = [indexIN, indexIN-1,indexIN-1, indexIN-1, indexIN, indexIN];
indicesJT = [indexJN, indexJN, indexJN, indexJN-1, indexJN-1, indexJN-1];
indiceskKT = [1,2,1,2,1,2];
iNs = [1,3,2,1,3,2];
neighbourElementsIds = [1:1:6];
sum = 0;

for neighbourElementId = neighbourElementsIds
for indexJLN = I_gu0
for indexILN = 0:1: (gu0-indexJLN)

indexT = idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (...
indicesIT (neighbourElementId), ...
indicesJT (neighbourElementId), ...
indicesKT (neighbourElementId)) ;

indexLN = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, ...
indexJLN+1) ;

iN = iNs (neighbourElementId) ;

integral = M_lookup(l,1)*LagrangeHlSemiXXIntegrals_gu0_-gU (indexLN, ...
iN) ...
+ M_lookup(1l,2)*xLagrangeHlSemiXYIntegrals_gu0_gU (indexLN, iN) ...
+ M_lookup (2,1) *LagrangeHlSemiY¥XIntegrals_-gu0O_gU (indexLN, iN) . ..
+ M_lookup (2,2) *LagrangeHlSemiYYIntegrals_gu0_gU (indexLN, iN) ;

sum = sum + absDetFTijkMat_lookupxuOValues (indexT, indexLN) * (...
LagrangeL2Integrals_gu0_gU (indexLN, iN) + integral);
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189
190
191
192
193

195
196
197
198

end
end
end

indexN = idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indexIN, indexJN) ;
U0 (indexN) = sum;
end
end

end

Listing 34: solve.m

© W N e U A W N =

I I T N T N e S S O
@ AR W N RO O XN TR ®N = O

function [fh,uh,ph,conditionNumber] = solve(F,U,A,B,U0)
Assembles the system matrix from its components F,U,A,B and solves the
resulting LSE.

3
5
o
S

o

% Final assemble of the system matrix:
Elements_dim = size(F,1);
InnerNodes_dim = size(U,1);

systemMatrix = [F,sparse(Elements_dim, InnerNodes_dim),B'; ...
sparse (InnerNodes_dim,Elements_dim),U,A'; ...
B,A,sparse (InnerNodes_dim, InnerNodes_dim) ];
conditionNumber = condest (systemMatrix);

% Final assemble of the load vector:
loadVector = [sparse (Elements_dim,1);U0; sparse (InnerNodes_dim,1)];

% Solve the LSE:
solution = full (systemMatrix\loadVector)';

Extract the coefficients of the approximate solutions fh,uh,ph from the
solution vector:

fh = solution(l:1:Elements_dim);

uh = solution(Elements_dim+[1l:1:InnerNodes_dim]);

ph = solution(Elements_dim+InnerNodes_dim+[1l:1:InnerNodes_dim]);

o
S
o
S

end

Listing 35: defineLagrangeMesh.m

o N o U oe W

function [LagrangeNodesX, LagrangeNodesY,I_ g, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
definelagrangeMesh (g)
Defines all necessary data necessary for representing the Lagrange mesh
on the reference element:

2) An index array containing the row-column-indices of the Lagrange nodes

3) Index transformations used to transform row-column-indices into

single indices needed e.g. in the assembly of the load vector (...
idxTrafo_-LagrangeNodes_...) .

(Note: Using function handles for the index transformations

would result in worse computation time.)

4) The total numbers of Lagrange nodes (LagrangeNodes_-dim) .

o o° o o° o° o

o oo oo

% Define geometry data:
LagrangeNodesX = [0:1:g9]/g;
LagrangeNodesY = [0:1:9]/g;

% Define index arrays:
I.g = [0:1:9];

% Define index transformations:

o

% Index transformations for Lagrange nodes:
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(indexILN, indexJLN) in IJ-g

<>

(indexLN) in {1,...,1/2%(g+1)*(g+2)}
idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN = zeros (g+l,g+l);
idxTrafo_.LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN = zeros(l,2,1/2x (g+l)*(g+2));
indexILN = 1;

for indexJLN = I_g

for indexILN = 0:1:(g-indexJLN)

o o o

idxTrafo_.LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, indexJLN+1) = indexLN;
idxTrafo_.LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN (:, :, indexLN) = [indexILN,indexJLN];
indexLN = indexLN + 1;

end
end
LagrangeNodes_dim = 1/2% (g+1) % (g+2);

end

Listing 36: LagrangeCoeffs.m

0w N o U A W N e
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function LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs (g)

Computes the coefficients of all Lagrange polynomials of degree g

on the reference element. The matrix LagrangeCoeffsMatrix(:,:,indexLN)
contains all coefficients of the indexLN'th Lagrange polynomial.

o oo oo

Define Lagrange mesh on reference element:
LagrangeNodesX, LagrangeNodesY, I_g, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
definelagrangeMesh (g) ;

— e

o

% Compute coefficients:
LagrangeCoeffsMatrix = zeros(g+l,g+1l,1/2%(g+1l)*(g+2));
for indexJLN = I_g
for indexILN = 0:1:(g-indexJLN)
P =1;
for 1 0:1:indexILN-1
P = 1/(indexILN-1)*PolyMult (P, [[-1,0];[g9,011);
end
for 1 = 0:1:indexJLN-1
P = 1/ (indexJLN-1) *PolyMult (P, [[-1,g9];[0,011);
end
for 1 = indexILN+indexJLN+1l:1:g
P = 1/ (indexILN+indexJLN-1) *xPolyMult (P, [[-1,g];[g,0]1]);
end
indexLN = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, indexJLN+1) ;
LagrangeCoeffsMatrix(:, :,indexLN) = P;
end

end

end

Listing 37: LagrangeCoeffsDiff.m

© W N e U A W N =

e
= o

12

function [LagrangeCoeffsDiffXMatrix,LagrangeCoeffsDiffYMatrix] = LagrangeCoeffsDiff (g)
% Computes the partial derivatives with respect to 'x' and 'y' of all Lagrange
polynomials of degree g on the reference element. E.g.: The matrix
LagrangeCoeffsDiffXMatrix (:, :,indexLN) contains all coefficients of the
x-derivative of the indexLN'th Lagrange polynomial.

o o o o

o

% Compute Lagrange polynomials coefficients:
LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs(qg);

o

% Compute partial derivatives:

LagrangeCoeffsDiffXMatrix = zeros (max(size (LagrangeCoeffsMatrix(:,:,1),1)-1,1),size(...
LagrangeCoeffsMatrix(:,:,1),2),size(LagrangeCoeffsMatrix, 3));

LagrangeCoeffsDiffYMatrix = zeros(size (LagrangeCoeffsMatrix(:,:,1),1),max(size(...
LagrangeCoeffsMatrix(:,:,1),2)-1,1),size(LagrangeCoeffsMatrix,3));
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for indexLN = 1l:1l:size(LagrangeCoeffsMatrix, 3)

LagrangeCoeffsDiffXMatrix (:, :,indexLN) = PolyDiff (LagrangeCoeffsMatrix(:,:, indexLN) ...
,'xN);
LagrangeCoeffsDiffYMatrix (:, :,indexLN) = PolyDiff (LagrangeCoeffsMatrix(:, :, indexLN)...
AN
end
end

Listing 38: LagrangeH1SemiIntegrals.m

M)
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function [LagrangeHlSemiXXIntegrals,LagrangeHlSemiXYIntegrals, ...

LagrangeHlSemiYXIntegrals, LagrangeHlSemiYYIntegrals] = LagrangeHlSemilIntegrals(gl, ...

g2)
Computes the integrals int (p_-{x/y}(x,y)*a-{x/y}(x,y),x=0..1,y=0..1-x) for all
pairs (p,q) of Lagrange polynomials.

o° o

% Compute Lagrange polynomials coefficients:
[LagrangeCoeffsDiffXMatrix_-gl, LagrangeCoeffsDiffYMatrix._gl] = LagrangeCoeffsDiff (gl);
[LagrangeCoeffsDiffXMatrix_g2, LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2] = LagrangeCoeffsDiff (g2);

% Compute monomial integrals:

MonomialIntegrals = PolyLlIntTRef_MonomialIntegrals (gl+g2,gl+g2);

% Compute the integrals int (p-x(x,y)*g-x(x,y),x=0..1,y=0..1-x):

LagrangeHlSemiXXIntegrals = zeros(size (LagrangeCoeffsDiffXMatrix_-gl,3),size(...
LagrangeCoeffsDiffXMatrix_g2,3));

for 1 = 1:1:size(LagrangeCoeffsDiffXMatrix_gl, 3)
for j = 1l:1:size(LagrangeCoeffsDiffXMatrix_g2, 3)

LagrangeHlSemiXXIntegrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsDiffXMatrix_gl...
(:,:,1),LagrangeCoeffsDiffXMatrix_g2(:,:, j),MonomialIntegrals);

end

end

% Compute the integrals int (p-x(x,y)*g-y(x,y),x=0..1,y=0..1-x):
LagrangeHlSemiXYIntegrals = zeros (size (LagrangeCoeffsDiffXMatrix_.gl,3),size(...
LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2,3));
for i = 1:1:size(LagrangeCoeffsDiffXMatrix_gl, 3)
for j = 1l:1:size(LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2, 3)
LagrangeHlSemiXYIntegrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsDiffXMatrix gl...
(:,:,1),LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2(:,:, j),MonomialIntegrals);
end
end
% Compute the integrals int (p.y (x,y)*g-x(x,y),x=0..1,y=0..1-x):
LagrangeHlSemiYXIntegrals = zeros(size (LagrangeCoeffsDiffYMatrix_-gl,3),size(...
LagrangeCoeffsDiffXMatrix_g2,3));
for i = 1l:1:size(LagrangeCoeffsDiffYMatrix_gl, 3)
for j = l:1:size(LagrangeCoeffsDiffXMatrix_g2,3)
LagrangeHlSemiYXIntegrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsDiffYMatrix._gl...
(:,:,1),LagrangeCoeffsDiffXMatrix_-g2(:, :, j),MonomialIntegrals);
end
end
% Compute the integrals int (p-y (x,y)*qg.-y(x,y),x=0..1,y=0..1-x):
LagrangeHlSemiYYIntegrals = zeros(size (LagrangeCoeffsDiffYMatrix_-gl,3),size(...
LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2,3));
for 1 = 1:1:size(LagrangeCoeffsDiffYMatrix_gl, 3)
for j = 1l:1:size(LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2, 3)
LagrangeHlSemiYYIntegrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsDiffYMatrix_gl...
(:,:,1),LagrangeCoeffsDiffYMatrix_g2(:,:, j),MonomialIntegrals);
end
end

end

123




Listing 39: LagrangeL2Integrals.m

1 function Lagrangel2Integrals = LagrangelL2Integrals(gl,g2)

2 % Computes the integrals int (p(x,y)*qg(x,y),x=0..1,y=0..1-x) for all

3 % pairs (p,q) of Lagrange polynomials.

4

5 % Compute Lagrange polynomials coefficients:

6 LagrangeCoeffsMatrix._gl = LagrangeCoeffs(gl);

7 LagrangeCoeffsMatrix_.g2 = LagrangeCoeffs(g2);

8

9 % Compute monomial integrals:

10 MonomialIntegrals = PolyLlIntTRef MonomialIntegrals (gl+g2,gl+g2);

11

12 % Compute integrals:

13 Lagrangel2Integrals = zeros(size(LagrangeCoeffsMatrix_gl,3),size(...
LagrangeCoeffsMatrix._g2,3));

14 for i = 1l:1l:size(LagrangeCoeffsMatrix_gl, 3)

15 for j = l:1:size(LagrangeCoeffsMatrix_g2,3)

16 Lagrangel2Integrals (i, j) = PolyL2IntTRef (LagrangeCoeffsMatrix_gl(:,:,1i),...

LagrangeCoeffsMatrix_g2(:,:,j),MonomialIntegrals);

17 end

18 end

19

20 end

Listing 40: defineMesh.m

1 function [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...

2 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...

3 indicesIAllNodes, indicesJAl1lNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

4 idxTrafo-Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo.-Elements_-indexIJKTFromIndexT, ...

Elements_dim, ...
5 idxTrafo-Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_-Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
6 idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_.dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide)

7 % Defines all necessary data necessary for representing the mesh on Omega:

8 % 1) The actual coordinates of all nodes (NodesX, NodesY).

9 % 2) Matrix-vector-representations of the affine transformations between the reference

10 % element and each element in the mesh (FTijkMat,...,FTijkInvVect).

11 % 3) Index arrays containing the row-column- (diagonal)-indices of elements and all/...
inner nodes

12 % (indicesIElements, ..., indicesJInnerNodes) .

13 % 4) Index transformations used to transform row-column- (diagonal)-indices into

14 % single indices needed e.g. in the assembly of the system matrix

15 % (idxTrafo_Elements_...,...,idxTrafo_InnerNodes_...).

16 % (Note: Using function handles also for the index transformations

17 % would result in worse computation time.)

18 % 5) The total numbers of elements, nodes and inner nodes

19 % (Elements_dim, ..., InnerNodes_dim) .

20

21 % Define geometry data:

22 h = sqgrt(2)/ (numberOfNodesPerSide-1);

23 NodesX = 1/ (numberOfNodesPerSide-1)* ([1:1:numberOfNodesPerSide]-1);

24 NodesY = 1/ (numberOfNodesPerSide-1)x* ([1l:1:numberOfNodesPerSide]-1);

25

26 % Define affine transformations:

27 FTijkMat = @ (indexIT,indexJT,indexKT) (indexKT==1) 1/ (numberOfNodesPerSide-1)*eye(2)...

28 + (indexKT==2) % (-1) / (numberOfNodesPerSide-1) xeye (2) ;

20 FTijkVect = @(indexIT, indexJT,indexKT) (indexKT==1) x[NodesX (indexIT) ;NodesY (indexJT)]...

30 + (indexKT==2) * [NodesX (indexIT+1) ; NodesY (indexJT+1) ];

31 FTijkInvMat = @ (indexIT,indexJT,indexKT) (indexKT==1) x (numberOfNodesPerSide-1)xeye(2)...

32 + (indexKT==2) x (- (numberOfNodesPerSide-1) ) xeye (2);

33 FTijkInvVect = @(indexIT,indexJT, indexKT) (indexKT==1)* (- (numberOfNodesPerSide-1))x[...
NodesX (indexIT) ;NodesY (indexJT) ] ...

34 + (indexKT==2) * (numberOfNodesPerSide-1) » [NodesX (indexIT+1) ; NodesY (indexJT+1) ];

35

36 % Define index arrays:
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indicesIElements = [1:1: (numberOfNodesPerSide-1)];
indicesJElements = [1l:1: (numberOfNodesPerSide-1)];
indicesKElements = [1,2];

indicesIAllNodes = [1l:1:numberOfNodesPerSide];
indicesJAllNodes = [l:1:numberOfNodesPerSide];
indicesIInnerNodes = [2:1: (numberOfNodesPerSide-1)];
indicesJInnerNodes = [2:1: (numberOfNodesPerSide-1)];

% Define index transformations:

Index transformations for elements:

(indexIT, indexJT, indexKT) in {1,...,n-1} x {1,...,n-1} x {1,2}
<>

(indexT) in {1,..., (n-1)"2x2}

indexT = (indexJT-1)*(n-1)*2 + (indexIT-1)*2 + indexKT

<>

indexKT = mod (indexT-1,2)+1
indexIT = mod((indexT-indexKT)/2,n-1)+1
indexJT = 1/ (2% (n-1))* (i-indexKT-2* (indexIT-1)) + 1

o o° o o° o o o° o° o° o

idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT = zeros (numberOfNodesPerSide-1, ...
numberOfNodesPerSide-1,2);
for indexIT = indicesIElements
for indexJT = indicesJElements
for indexKT = indicesKElements
idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) = (indexJT...
—1) * (numberOfNodesPerSide-1)*2 + (indexIT-1)*2 + indexKT;
end
end
end
Elements_.dim = (numberOfNodesPerSide-1) "2x2;

idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT = zeros(l, 3, (numberOfNodesPerSide—-1) "2x2);
for indexT = 1l:1:Elements_dim

idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT (:, :,indexT) = [round (mod( (indexT- (mod (indexT. ..

-1,2)+1))/2,numberOfNodesPerSide-1)+1), ...
round (1/ (2% (numberOfNodesPerSide—-1)) * (indexT— (mod (indexT-1,2)+1)-2* ((mod ( (...
indexT- (mod (indexT-1,2)+1)) /2, numberOfNodesPerSide-1)+1)-1)) + 1),...
round (mod (indexT-1,2)+1)1;
end

Index transformations for all nodes:

indexIN = mod(indexN-1,n) + 1
indexJN = 1/nx (indexN-indexIN) +
idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN = zeros (numberOfNodesPerSide, numberOfNodesPerSide) ;
for indexIN = indicesIAllNodes
for indexJN = indicesJAllNodes
idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN (indexIN, indexJN) = (indexJN-1)x*...
numberOfNodesPerSide + indexIN;

% (indexIN, indexJN) in {1,...,n} x {1,...,n}
3 <>

% (indexN) in {1,...,n"2}

% indexN = (indexJN-1)#*n + indexIN

g <>

end
end
Nodes_dim = numberOfNodesPerSide"2;
idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN = zeros (1,2, numberOfNodesPerSide”2);
for indexN = 1:1:Nodes_dim
idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN(:, :,indexN) = [round (mod (indexN-1, ...
numberOfNodesPerSide)+1), ...
round (1/numberOfNodesPerSide* (indexN- (mod (indexN-1, numberOfNodesPerSide) +1))
1)1
end

Index transformations for inner nodes:

% (indexIN, indexJN) in {2,...,n-1} x {2,...,n-1}
s <>
% (indexN) in {1,..., (n-2)"2}
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indexN = (indexJN-2)x* (n-2) + indexIN - 1
<>

indexIN = mod(indexN-1,n-2) + 2

indexJN = 1/ (n-2)* (indexN-indexIN+1) + 2

o° o o o

104 idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN = zeros (numberOfNodesPerSide, ...
numberOfNodesPerSide) ;
105 for indexIN = indicesIInnerNodes
106 for indexJN = indicesJInnerNodes
107 idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indexIN, indexJN) = (indexJN-2)x* (...
numberOfNodesPerSide-2) + indexIN - 1;
108 end
109 end
110 InnerNodes_dim = (numberOfNodesPerSide-2)"2;
111 idxTrafo_.InnerNodes_indexIJNFromIndexN = zeros (1,2, (numberOfNodesPerSide-2) "2);
112 for indexN = 1l:1:InnerNodes_dim
113 idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN (:, :, indexN) = [round (mod(indexN-1, ...
numberOfNodesPerSide-2)+2), ...
114 round (1/ (numberOfNodesPerSide-2) * (indexN- (mod (indexN-1, numberOfNodesPerSide-2) ...
+2)+1) + 2)1;
115 end
116
117 end
Listing 41: computePlotDataFh.m
1 function [xData,yData, fhData,xVertData,yVertData, fhVertData] = computePlotDataFh(...
numberOfNodesPerSide, fh)
2 % Computes the plot data for fh needed in 'plotFhUhUOPh.m'.
3
4 % Define main mesh on Omega:
5 [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
6 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
7 indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
8 idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_ Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...
9 idxTrafo Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
10 idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;
11
12 % Define plot data:
13 xData = zeros(3,Elements_dim);
14 yData = zeros(3,Elements_dim);
15 fhData = zeros(3,Elements_dim);
16
17 xVertData = zeros (4, (numberOfNodesPerSide-1) "2+3 + 2x (numberOfNodesPerSide-1));
18 yVertData = zeros (4, (numberOfNodesPerSide-1) 243 + 2x (numberOfNodesPerSide-1));
19 fhVertData = zeros (4, (numberOfNodesPerSide-1) "2x3 + 2x (numberOfNodesPerSide-1));
20 1indexFhVerts = 1; % Makes edge indexing easier.
21
22 for indexT = l:1:Elements_dim
23 indexIJKT = idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT (:, :, indexT);
24 indexIT = indexIJKT (1) ;
25 indexJT = indexIJKT (2);
26 indexKT = indexIJKT (3);
27
28 % Plot horizontal triangle:
29 if indexKT==
30 indicesIN = [indexIT, indexIT+1,indexIT];
31 indicesJN = [indexJT, indexJT, indexJT+1];
32 else
33 indicesIN = [indexIT+1,indexIT,indexIT+1];
34 indicesJN = [indexJT+1, indexJT+1, indexJT];
35 end
36
37 xData (:,indexT) = [NodesX (indicesIN(1l)) ;NodesX (indicesIN(2)) ;NodesX (indicesIN(3))];
38 yData (:,indexT) = [NodesY (indicesJN (1)) ;NodesY (indicesdJN(2)) ;NodesY (indicesdN(3))];
39 fhData (:,indexT) = fh(indexT)*[1;1;1];

40
41

% Plot vertical rectangles:
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if indexKT==1
for 1 = [1,2,3]
switch 1
case 1 % Bottom edge:
indicesIN = [indexIT, indexIT+1];
indicesJN = [indexJT, indexJT];
if indexJT > indicesJElements (1)
indexTTilde = idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, ...
indexJT-1,2);
fhTilde = fh(indexTTilde);
else
fhTilde = 0;
end
case 2 % Diagonal edge:
indicesIN = [indexIT+1,indexIT];
indicesdN = [indexJT, indexJT+1];
indexTTilde = idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT. ..
12);
fhTilde = fh(indexTTilde);
case 3 % Left edge:
indicesIN = [indexIT, indexIT];
indicesJN = [indexJT+1, indexJT];
if indexIT > indicesIElements (1)
indexTTilde = idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT-1, ...
indexJT, 2) ;
fhTilde = fh(indexTTilde);
else
fhTilde = 0;
end
end

xVertData (:, indexFhVerts) = [NodesX(indicesIN(1l));NodesX (indicesIN(2));...
NodesX (indicesIN(2)) ;NodesX (indicesIN(1))];
yVertData (:, indexFhVerts) = [NodesY (indicesJN (1)) ;NodesY (indicesdN(2)); ...
NodesY (indicesdN(2)) ;NodesY (indicesdN (1)) ];
fhvertData (:,indexFhVerts) = [fhTilde; fhTilde; fh (indexT); fh (indexT)];
indexFhVerts = indexFhVerts + 1;
end
else
if indexIT==indicesIElements (end) % Right edge:
indicesIN = [indexIT+1, indexIT+1];
indicesJN = [indexJT, indexJT+1];

xVertData (:, indexFhVerts) = [NodesX (indicesIN (1)) ;NodesX (indicesIN(2)); ...
NodesX (indicesIN(2)) ;NodesX (indicesIN(1))];
yVertData (:, indexFhVerts) = [NodesY (indicesJN (1)) ;NodesY (indicesdN(2)); ...
NodesY (indicesdN(2)) ;NodesY (indicesdN (1)) ];
fhVertData (:, indexFhVerts) = [0;0; fh(indexT); fh (indexT)];
indexFhVerts = indexFhVerts + 1;
end
if indexJT==indicesJElements (end) % Top edge:
indicesIN = [indexIT, indexIT+1];
indicesdN = [indexJT+1, indexJT+1];

xVertData (:, indexFhVerts) = [NodesX(indicesIN(1l));NodesX (indicesIN(2)); ...
NodesX (indicesIN(2)) ; NodesX (indicesIN(1))];

yVertData (:, indexFhVerts) = [NodesY (indicesJN(1l));NodesY (indicesdN(2)); ...
NodesY (indicesJN(2)) ; NodesY (indicesdN (1)) ];

fhVertData (:, indexFhVerts) = [0;0; fh(indexT); fh (indexT)];

indexFhVerts = indexFhVerts + 1;

end
end
end

end
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Listing 42: computePlotDataU0.m

1 function [xData,yData,ulData] = computePlotDataU0 (gul, numberOfNodesPerSide,ulValues)

2 % Computes the plot data for u0 needed in 'plotFhUhUOPh.m'.

3

4 % Define Lagrange mesh on reference element:

5 [LagrangeNodesX, LagrangeNodesY, I_gu0, ...

6 idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
definelLagrangeMesh (gu0) ;

7

8 % Define main mesh on Omega:

9 [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...

10 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, . ..

11 indicesIAllNodes, indicesJAl1Nodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

12 idxTrafo-Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo.-Elements_-indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

13 idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...

14 idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_.dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

15

16 % Define plot data:

17 xData = zeros(3,Elements_dim);

18 yData = zeros(3,Elements._dim);

19 ulData = zeros(3,Elements_dim);

20

21 for indexT = l:1l:Elements_dim

22 indexIJKT = idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT (:, :, indexT);

23 indexIT = indexIJKT (1) ;

24 indexJT = indexIJKT (2);

25 indexKT = indexIJKT (3);

26

27 if indexKT==

28 indicesIN = [indexIT,indexIT+1, indexIT];

29 indicesJN = [indexJT, indexJT, indexJT+1];

30 else

31 indicesIN = [indexIT+1,indexIT,indexIT+1];

32 indicesdN = [indexJT+1, indexJT+1,indexJT];

33 end

34

35 xData (:,indexT) = [NodesX (indicesIN(1l));NodesX (indicesIN(2)) ;NodesX (indicesIN(3))];

36 yData (:,indexT) = [NodesY (indicesJN (1)) ;NodesY (indicesdJN(2)) ;NodesY (indicesdN(3))];

37

38 indexILNl = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN(1,1);

39 indexILN2 = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (gu0O+1,1);

40 indexILN3 = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (1,gu0+1);

41 ulData (:, indexT) = [uOValues (indexT, indexLN1);uOValues (indexT, indexLN2) ;uOValues(...
indexT, indexLN3) ];

42 end

43

44 end

Listing 43: computePlotDataUhPh.m

1 function [xData,yData,uhData] = computePlotDataUhPh (numberOfNodesPerSide, uh)

2 % Computes the plot data for uh (ph resp.) needed in 'plotFhUhUOPh.m'.

3

4 % Define main mesh on Omega:

5 [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...

6 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...

7 indicesIAllNodes, indicesJAl1lNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

8 idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...

10

[

Elements_dim, ...
idxTrafo Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

% Define plot data:

xData = zeros (3,Elements_dim);
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yData = zeros(3,Elements_dim);
uhData = zeros(3,Elements._dim);

for indexT = 1l:1:Elements._dim
indexIJKT = idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT (:, :, indexT);
indexIT = indexIJKT (1) ;

20 indexJT = indexIJKT (2);
21 indexKT = indexIJKT (3);
22
23 if indexKT==
24 indicesIN = [indexIT, indexIT+1,indexIT];
25 indicesdN = [indexJT, indexJT,indexJT+1];
26 else
27 indicesIN = [indexIT+1,indexIT,indexIT+1];
28 indicesdJN = [indexJT+1, indexJT+1, indexJT];
29 end
30
31 xData (:, indexT) = [NodesX (indicesIN(1l));NodesX (indicesIN(2));NodesX (indicesIN(3))];
32 yData (:,indexT) = [NodesY (indicesJN (1)) ;NodesY (indicesJN(2)) ;NodesY (indicesJIN(3))];
33
34 for 1 = [1,2,3]
35 if indicesIInnerNodes (1) <= indicesIN(l) ...
36 && indicesIN(l) <= indicesIInnerNodes (end)...
37 && indicesJInnerNodes (1) <= indicesJN(l)...
38 && indicesJN(l) <= indicesJInnerNodes (end) % Exploit boundary
conditions.
39 indexN = idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indicesIN(l),indicesdN(1l));
40 uhData (1, indexT) = uh (indexN) ;
41 end
42 end
43 end
44
45 end
Listing 44: plotFhUhUOPh.m
1 function figureHandle = plotFhUhUOPh (uOValues, kappa, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodesPerSide, ...
fh, uh, ph)
2 % Sets up a figure with three subplots containing the plots of fh,uh,u0 and
3 % ph.
4
5 % Define main mesh on Omega:
6 [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
7 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
8 indicesIAllNodes, indicesJAl1lNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
9 idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...
10 idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
11 idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide);
12
13 % Define plot specifiers:
14 viewSpecifier = 3;
15 faceAlpha = 1;
16 edgeAlpha = 1;
17
18 faceColorFader = 1;
19 edgeColorFader = 0.6;
20
21 faceColorF = faceColorFaderx[0,0,1];
22 faceAlphaF = faceAlpha;
23 edgeColorF = edgeColorFader=[0,0,1];
24 edgeAlphaF = edgeAlpha;
25
26 faceColorU = faceColorFader=([1,0,0];
27 faceAlphaU = faceAlpha;
28 edgeColorU = edgeColorFaderx[1,0,0];
20 edgeAlphaU = edgeAlpha;
30
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31 faceColorP = faceColorFaderx[0,1,0];
32 faceAlphaP = faceAlpha;
33 edgeColorP = edgeColorFader=[0,1,0];
34 edgeAlphaP = edgeAlpha;

35

36 faceColorUO = 0.7%[1,1,1];
37 faceAlphalUl0 = 0.5;

38 edgeColorU0 = 0.5%[1,1,1];
39 edgeAlphalU0 = 1;

40

41 % Plot:

42 figureHandle = figure;

43

44 % Subplot 1:

45 subplot(1,3,1);

46 [xData,yData, fhData, xVertData, yVertData, fhVertData] = computePlotDataFh(...
numberOfNodesPerSide, fh) ;

a7 patch(xData,yData, fhData, faceColorF, 'FaceAlpha', faceAlphaF, 'EdgeColor',edgeColorF, ". ..
EdgeAlpha', edgeAlphaF);

48 patch (xVertData, yVertData, fhVertData, faceColorF, 'FaceAlpha', faceAlphaF, 'EdgeColor', ...
edgeColorF, "EdgeAlpha', edgeAlphaF);

49 view(viewSpecifier);

50 xlabel('x'");

51 ylabel('v');

52 legend('f_h(x,y)', " 'Location', 'northoutside');

53 box on;

55 % Subplot 2:

56 subplot(1l,3,2);

57 [xData,yData,uhData] = computePlotDataUhPh (numberOfNodesPerSide, uh);

58 patch (xData,yData,uhData, faceColorU, 'FaceAlpha', faceAlphaU, 'EdgeColor',edgeColorU, ". ..
EdgeAlpha', edgeAlphal) ;

59 [xData,yData,uOData] = computePlotDatalU0 (gu0l, numberOfNodesPerSide,ulOValues);

60 patch(xData,yData,ulOData, faceColorUQ, 'FaceAlpha', faceAlphalU0, 'EdgeColor',edgeColorU0, ...
EdgeAlpha', edgeAlphalo) ;

61 view(viewSpecifier);

62 xlabel('x'");

63 ylabel('v');

64 legend('u.h(x,y)','u.0(x,y)", 'Location', "northoutside"');

65 box on;

66

67 % Subplot 3:

68 subplot(1l,3,3);

69 [xData,yData,phData] = computePlotDataUhPh (numberOfNodesPerSide, ph);

70 patch(xData, yData,phData, faceColorP, 'FaceAlpha', faceAlphaP, 'EdgeColor',edgeColorP, ...
EdgeAlpha', edgeAlphaP);

71 view (viewSpecifier);

72 xlabel ('x'");

73 ylabel('v');

74 legend('p_h(x,y)','Location', 'northoutside');

75 box on;

76

77 % Title:

78 titleString = ['\kappa = ',num2str (kappa), ...
79 ', k(u.0) = ",num2str (kul), ...

80 ', g-F = '",num2str(gF), ...

81 ', g.U = ",num2str(gU), ...

82 ', g-P = ",num2str(gU), ...

83 ', g(u-0) = '",num2str(gul), ...

84 ', #Elements: ',num2str (Elements_dim)];
85 annotation('textbox', [0,0.94,1,0.06]1, ...

86 'String',titleString, ...

87 'EdgeColor', 'none', ...

88 'HorizontalAlignment', 'center', ...

89 'VerticalAlignment', '"bottom') ;

20

91 end
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Listing 45: PolyAdd.m

0w N e G A W N e

function pPlusQ = PolyAdd(p,q)
% Computes the sum p+g of two polynomials of arbitrary degree.

pPlusQ = zeros (max(size(p,1l),size(q,1l)),max(size(p,2),size(q,2)));
pPlusQ(l:1:size(p,1l),1:1:size(p,2)) = p;
pPlusQ(l:1:size(q,1),1l:1:size(q,2)) pPlusQ(l:1:size(q,1),1l:1:size(q,2)) + qg;

end

Listing 46: PolyAffineTransform.m

N o o e w

)

function pTransformed = PolyAffineTransform(p,All,A22,bl,b2,PascalMatrix_gX, ...
PowersMatrix_gX,PascalMatrix_gY¥,PowersMatrix_g¥)

Performs affine transformation of polynomial p. Only transformations of

the form F(x,y) = [[Al1l1l,0];[0,A22]]*[x;y] + [bl;b2] are supported. The resulting
polynomial

is pTransformed(x,y) = p(F(x,vy)).

oo oo

o

pTransformed = PolyAffineTransform_1D(p',A22,b2,PascalMatrix_g¥,PowersMatrix_gY¥Y)';
pTransformed = PolyAffineTransform_ 1D (pTransformed,All,bl,PascalMatrix_gX, ...
PowersMatrix_gX) ;

end

Listing 47: PolyAffineTransform_1D.m

© 0 N e U A W N e

[
o

function pTransformed = PolyAffineTransform.1D (p,a,b,PascalMatrix,PowersMatrix)
Performs affine transformation of the polynomial p. The transformation is

of the form F(x) = a*x + b. The resulting polynomial is pTransformed(x) =
p(F(x)). The given matrices PascalMatrix and PowersMatrix depend on the
degree of p only and are computed in advance. They allow for much faster
computation.

o o o° o oe

pTransformed = diag(a.”[0:1:(size(p,1)-1)]1)*(((b. PowersMatrix) .*PascalMatrix) *p);

end

Listing 48: PolyAffineTransform_1D_Matrices.m

© 0w N e U A W N e

e e e e i e =
© W N U A W N = O

function [PascalMatrix,PowersMatrix] = PolyAffineTransform_ 1D Matrices (g)
% Computes the matrices PascalMatrix and PowersMatrix for later use in
% 'PolyAffineTransform_ 1D.m'.
PascalMatrix = zeros(g+l,g+l);
for i = 0:1:9g

for j = i:l:g

PascalMatrix (i+1, j+1) = nchoosek (j,1);

end

end

PowersMatrix = zeros(g+l,g+l);
for i = 0:1:9g
for j = i:l:g
PowersMatrix (i+1, j+1)
end

I
[WR
|
-

end

end

Listing 49: PolyDiff.m
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function pDiff = PolyDiff (p,variable)
% Differentiates the polynomial p with respect to given variable
% 'y'. Uses MATLAB builtin function 'polyder'.

switch variable
case 'x'
pDiff = zeros(max(size(p,1)-1,1),size(p,2));
for j = 1l:1:size(p,2)
tmp = fliplr(polyder (fliplr(p(:,3)")))"';
pDiff (l:1:1length(tmp), j) = tmp;
end
case 'y
pDiff = zeros(size(p,1l),max(size(p,2)-1,1));
for i = 1:1:size(p,1)
tmp = fliplr(polyder (fliplr(p(i,:))));
pDiff(i,1:1:1length(tmp)) = tmp;
end

end

end

Listing 50: PolyEval.m

o oA W N e

function value = PolyEval (p, x,V)

o

% Evaluates the polynomial p at (x,Vy).
value = (x.7[0:1:(size(p,1)-1)])*p*x(y. [0:1:(size(p,2)-1)1)";

end

Listing 51: PolyL1IntOmega.m

o ok W N

function integral = PolyLlIntOmega (p)

o

% Computes the integral int(p(x,y),x=0..1,y=0..1) for a given polynomial p.
integral = (1./[1l:1l:size(p,1)]1)*p*x(1./[1l:1:size(p,2)])";

end

Listing 52: PolyL1IntTRef.m

Lo I

function integral = PolyLlIntTRef (p,MonomialIntegrals)

Computes the integral int(p(x,y),x=0..1,y=0..1-x) = sum_{i, j=0}"{gX,gY}
p-{ij}*int (x"ixy"j,x=0..1,y=0..1-x) for a given polynomial p. The given
monomial integrals are computed in 'PolyLlIntTRef_ MonomialIntegrals.m'.

o

o° oo

integral = sum(sum(p.*MonomialIntegrals(l:1l:size(p,1),1l:1:size(p,2))));

end

Listing 53: PolyL1IntTRef_MonomialIntegrals.m

© 0 N O U A W N e

o
= o

function MonomialIntegrals = PolyLlIntTRef MonomialIntegrals (gX,gY)
Computes the monomial integrals int(x"ixy~Jj,x=0..1,y=0..1-x) for later
use in 'PolyLlIntTRef.m'.

o

o

MonomialIntegrals = zeros (gX+1l,g¥+1);
for i = 0:1:9X
for 3 = 0:1:9Y
sum = 0;
for k = 0:1:3+1
sum = sum + nchoosek (j+1,k)* (=1) "k*1/((F+1)* (i+k+1));
end
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13
14
15
16
17

MonomialIntegrals (i+1l, j+1) = sum;
end
end

end

Listing 54: PolyL2IntOmega.m

B N

function integral = PolyL2IntOmega (p,d)
Computes the integral int(p(x,y)*qg(x,y),x=0..1,y=0..1) for given
polynomials p and g.

3
)
3
°

integral = PolyLlIntOmega (PolyMult (p,q));

end

Listing 55: PolyL2IntTRef.m

S T < B N

function integral = PolyL2IntTRef (p,q,MonomialIntegrals)
% Computes the integral int (p(x,y)*q(x,y),x=0..1,y=0..1-x) for given
% polynomials p and qg.

integral = PolyLlIntTRef (PolyMult (p,q),MonomialIntegrals);

end

Listing 56: PolyMult.m

o oA W N e

function product = PolyMult (p,q)

o

% Computes the product p*xg of two polynomials.
product = conv2(p,q);

end

Listing 57: PolyPow.m

© W N U A W N =

function pExp = PolyPow (p,exponent)

o

% Computes the polynomial p“exponent for given polynomial p and given exponent.

pExp = 1;
for i = l:1l:exponent

pExp = PolyMult (pExp,p);
end

end

Listing 58: defineExportStyle.m

© W N U A W N =

o e
N R O

function exportStyle = defineExportStyle (format,width,height, resolution)

o

% Defines the parameters used for saving (exporting) the result plots.

exportStyle = hgexport ('factorystyle');
exportStyle.Format = format;
exportStyle.Units = 'centimeters';
exportStyle.Width = width;
exportStyle.Height = height;
exportStyle.Resolution = resolution;
exportStyle.Bounds = 'tight';

end

133




Listing 59: singleSolution.m

N

function singleSolution

% Computes approximate solutions fh,uh,ph to optimal control problem (Laplace equation)...

and
3 % plots them.
4 %
5 % Inputs: None.
6 %
7 % Outputs: A plot showing the approximate solutions fh,uh,ph and the 'target' u0.
8
9 % Equation parameters:
10 kappa = 1/1000;
11 aX = 0.2;
12 bX = 0.5;
13 cX = 0.7;
14 a¥Y = 0.4;
15 bY = 0.5;
16 cY = 0.6;
17 ul = Q(x,y) (((aX<=x) & (x<=bX)) .* (x-aX)/ (bX-aX) + ((bX<x)& (x<=cX)) .* ((bX-x)/(cX-bX)+1))"'...
18 * (((a¥<=y) & (y<=bY)) .* (y-a¥) / (b¥-a¥) + ((bY<y)& (y<=cY¥)) .* ((bY-y)/(c¥-bY)+1));
19
20 % Discretization parameters:
21 kuO = 2;
22 gF = ku0-2;
23 gU = kuO-1;
24 gul = gU+l;
25 numberOfNodesPerSide = 27°5+1; % Number of nodes on each of both sides of the domain
Omega.
26
27 % Compute values of u0 at all nodes of mesh (including all Lagrange nodes) :
28 ulOValues = computeUOValues (u0,gu0, numberOfNodesPerSide) ;
29
30 % Assemble system matrix (F,U,A,B) and load vector (UO):
31 [F,U,A,B,U0] = assemble (uOValues, kappa, gF,gU, gul0, numberOfNodesPerSide) ;
32
33 % Solve the LSE:
34 [fh,uh,ph,~] = solve(F,U,A,B,U0);
35
36 % Plot the solutions:
37 figureHandle = plotFhUhUOPh (uOValues, kappa, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodesPerSide, fh, uh,ph) ...
38
39 % Save results:
40 hgexport(figureHandle,[fileparts(which('singleSolution.m')),'\Results\solutions?lot'],...
defineExportStyle('png',15,8,600));
41
42 end
Listing 60: computeUOValues.m
1 function uOValues = computeUOValues (u0, gu0, numberOfNodesPerSide)
2 % Computes the values of u0 at all nodes of mesh on Omega (including all Lagrange
3 % nodes). The values could also be computed 'on the fly' when they are
4 % needed later on, but this would result in bad computation time. This is
5 % mainly a MATLAB issue and is bypassed by means of vectorization.
6 % Therefore the function handle u0 has to support vectorization. The
7 % geometry of Omega is exploited massively.
8
9

=
= o

% Define Lagrange mesh on reference element:
[LagrangeNodesX, LagrangeNodesY, I_.gu0, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, . ..
idxTrafo_LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
defineLagrangeMesh (gu0) ;

% Define main mesh on Omega:
[

h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
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18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

37
38

indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_ Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

idxTrafo-Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_-Nodes-indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...

idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

% Compute uOValues (vectorized):

n = (numberOfNodesPerSide-1)*gul0 + 1;

xs = 1/(n-1)*([1:1:n]-1);

ys = 1/(n-1)*([1:1:n]-1);

uOValues_tmp = ul(xs,ys); % u0 has to support vectorization.

% Store the values in other format (for easier use later):
uOValues = zeros (Elements._dim, LagrangeNodes_dim) ;
uOValueHasBeenSet = zeros (Elements_dim, LagrangeNodes_dim) ;
for indexJT = indicesJElements
for indexIT = indicesIElements
for indexKT = indicesKElements
indexT = idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) ;
for indexJLN = I_gu0
for indexILN = 0:1:(gu0-indexJLN)

indexLN = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, ...

indexJLN+1) ;
if ~uOValueHasBeenSet (indexT, indexLN)
switch indexKT

39 case 1
40 i = (indexIT-1)xgu0 + 1 + indexILN;
41 j = (indexJT-1)*gu0 + 1 + indexJLN;
42 case 2
43 i = (indexIT-1)*gu0 + 1 + (guO-indexILN) ;
44 j = (indexJT-1)*gu0 + 1 + (gu0-indexJLN) ;
45 end
46 ulOValues (indexT, indexLN) = uOValues_tmp (i, J);
a7 uOValueHasBeenSet (indexT, indexLN) = true;
48 end
49 end
50 end
51 end
52 end
53 end
54
55 end
Listing 61: computeUOValues_slow.m
function ulOValues = computeUOValues_slow (u0,gu0, numberOfNodesPerSide)
% Computes the values of u0 at all nodes of mesh on Omega (including all Lagrange
% nodes). This is a much slower version of 'computeUOValues.m', but allows

o B N R N

10
11
12
13
14

15
16

17

for u0 to be not necessarily vectorizable.

Define Lagrange mesh on reference element:
LagrangeNodesX, LagrangeNodesY, I_gu0, . ..
idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
definelLagrangeMesh (gu0) ;

— e

% Define main mesh on Omega:
[h, NodesX,NodesY,FTijkMat, FTijkVect, FTijkInvMat, FTijkInvVect, ...
indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
idxTrafo-Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_.-Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...
idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_.dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

% Build lookup table for affine transformed coordinates of Lagrange nodes:
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21
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23
24

25
26
27

28

29

30
31
32
33
34

LagrangeNodeAffineTransformed-XCoord-lookup = zeros (length(indicesKElements), ...
LagrangeNodes_dim) ;
LagrangeNodeAffineTransformed.YCoord-lookup = zeros (length(indicesKElements), ...
LagrangeNodes_dim) ;
for indexKT = indicesKElements
for indexJLN = I_guO0
for indexILN = 0:1:(gu0-indexJLN)

FTijkMatrix = FTijkMat (indicesIInnerNodes (1), indicesJInnerNodes (1), indexKT) ...

’

LagrangeNode = [LagrangeNodesX (indexILN+1l) ;LagrangeNodesY (indexJLN+1)];

indexLN = idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, indexJLN. ..
+1);

LagrangeNodeAffineTransformed_XCoord.-lookup (indexKT, indexLN) = FTijkMatrix...
(1, :)*LagrangeNode;

LagrangeNodeAffineTransformed_.YCoord_lookup (indexKT, indexLN) = FTijkMatrix...
(2, :) *LagrangeNode;

end
end
end

% Compute uOValues (not vectorized):

35 ulOValues = zeros (Elements_dim, LagrangeNodes_dim) ;
36 uOValueHasBeenSet = zeros(Elements_dim, LagrangeNodes_dim);
37 for indexJT = indicesJElements
38 for indexIT = indicesIElements
39 for indexKT = indicesKElements
40 indexT = idxTrafo.Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) ;
41 for indexJLN = I_gu0
42 for indexILN = 0:1:(gu0-indexJLN)
43 indexLN = idxTrafo_-LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, ...
indexJLN+1) ;
44 if ~uOValueHasBeenSet (indexT, indexLN)
45 FTijkVector = FTijkVect (indexIT,indexJT, indexKT) ;
46
a7 uOValues (indexT, indexLN) = u0 (...
LagrangeNodeAffineTransformed-XCoord_-lookup (indexKT, indexLN. ..
) + FTijkVector(l),...
48 LagrangeNodeAffineTransformed._YCoord_lookup (indexKT, indexLN. . .
) + FTijkVector (2));
49 uOValueHasBeenSet (indexT, indexLN) = true;
50 end
51 end
52 end
53 end
54 end
55 end
56
57 end
Listing 62: computeErrors.m
1 function errors = computeErrors (kappa, f,u,p, ...
2 gF, gU, numberOfNodesPerSide, . ..
3 fh,uh,ph, ...
4 F,U,A7)
5 % Computes the L2- and Hl-errors between approximate and exact solutions by
6 % means of the following decompositions:
7 % 1) ||f-fh||-L2°2 = ||£]|-L2°2 - 2+<f,fh>.L2 + ||£fh]||_-L2"2
8 % 2) ||Ju-uh||-L2°2 = ||ul|-L2°2 - 2%<u,uh>.L2 + ||uh]||-L2"2
9 % 3) ||u-uh||.H1"2 = ||u]||-H1"2 - 2x<u,uh>.H1 + |[|uh||_H1"2
10 % 4) ||p-phl||-L2°2 = ||p||-L27°2 - 2x<p,ph>.L2 + ||ph]||-L2"°2
11 % 5) ||p-phl||-H1"2 = ||p||-H1"2 - 2x<p,ph>_.H1 + [|ph]||-H1"2
12 %
13 % Note: There hold ||fh]||-L2°2 = (l-kappa)/kappa*fh+«Fxfh' and analogous
14 % formulas for ||uh||-L2"°2,...,||ph]||-H1" 2.

= =
N o o

% Define main mesh on Omega:
[h,NodesX, NodesY,FTijkMat, FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
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59

66
67
68
69

70

71

72

73
T4

76
7T
78
79
80

indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
indicesIAllNodes, indicesJAl1lNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...
idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_.InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide);
% Compute derivatives of u and p:
uDiffX = PolyDiff (u, 'x'");
uDiffY = PolyDiff(u,'v');
pDiffX = PolyDiff (p, 'x");
pDiffY = PolyDiff(p, 'v");

% Compute scalar products:

% <f,fh>_L2:

L2IntegralsF = flIntegrals (f,gF,numberOfNodesPerSide);
absDetMat_lookup = abs(det (FTijkMat(1,1,1)));

L2SP_f_fh = 0;
for indexJT = indicesJElements
for indexIT = indicesIElements
for indexKT = indicesKElements
indexT = idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) ;
L2SP_f_fh = L2SP_f_fh + fh(indexT) xabsDetMat_lookup*L2IntegralsF (indexT) ;
end
end
end

% <u,uh>_L2, <u,uh>_Hl, <p,ph>.L2, <p,ph>_H1:
[L2IntegralsU,HlSemiIntegralsU] = upIntegrals (u,gU, numberOfNodesPerSide);
[L2IntegralsP,HlSemiIntegralsP] = upIntegrals (p,gU, numberOfNodesPerSide);
absDetMat_lookup = abs(det (FTijkMat(1,1,1)));

L2SP_u_uh = 0;

H1SP_u-uh = 0;

L2SP_p_-ph = 0;

H1SP_p-ph = 0;

for indexJN = indicesJInnerNodes

for indexIN = indicesIInnerNodes

indexN = idxTrafo_InnerNodes_indexNFromIndexIJN (indexIN, indexJN) ;
indicesIT = [indexIN, indexIN-1, indexIN-1, indexIN-1, indexIN, indexIN];
indicesJT = [indexJN, indexJN, indexJN, indexJN-1, indexJN-1, indexJN-1];
indiceskKT = [1,2,1,2,1,2];
iNs = [1,3,2,1,3,2];
neighbourElementsIds = [1:1:6];

for neighbourElementId = neighbourElementsIds

indexT = idxTrafo_ Elements_indexTFromIndexIJKT (indicesIT (neighbourElementId. ..

Yoo
indicesJT (neighbourElementId), ...
indicesKT (neighbourElementId)) ;

valueL2_u = uh(indexN) xabsDetMat_lookupxL2IntegralsU (indexT,iNs (...
neighbourElementId)) ;

valueHlSemi_u = uh(indexN) xabsDetMat_lookup+HlSemiIntegralsU (indexT,iNs (...

neighbourElementId)) ;
valuelL2_p = ph(indexN) xabsDetMat_lookup*L2IntegralsP (indexT,iNs (...
neighbourElementId)) ;

valueHlSemi_p = ph(indexN) xabsDetMat_lookup*HlSemiIntegralsP (indexT,iNs (...

neighbourElementId)) ;

L2SP_u_uh = L2SP_u_uh
H1SP_u-uh = H1SP_u_uh
L2SP_p-ph = L2SP_p_ph
H1SP_p_-ph = H1SP_p_ph
end
end

+ valuel2_u;

+ valueL2_.u + valueHlSemi_u;
+ valuel2_p;

+ valuelL2.p + valueHlSemi_p;
end
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% Compute squared norms of exact solutions:

¢ |l£]]12°2, [lull-L2°2, [|u|l-B1"2, ||p||-L2"2, ||p||-H1"2:

L2NormSquared-f PolyL2IntOmega (f, f);

L2NormSquared-u = PolyL2IntOmega (u,u);

HlNormSquared-u = L2NormSquared-u + PolyL2IntOmega (uDiffX,uDiffX) + PolyL2IntOmega(.. .
uDiffY,uDiffYy);

L2NormSquared-p = PolyL2IntOmega (p,p);

HlNormSquared.p = L2NormSquared.p + PolyL2IntOmega (pDiffX,pDiffX) + PolyL2IntOmega(. ..
pPDiffY,pDiffY);

Compute squared norms of approximate solutions:

|| £n]]-L2°2, |Jun||-L2"2, ||un||-E1"2, ||ph||-L2"2, ||ph]||-H1 2:
L2NormSquared-fh = (l-kappa)/kappaxfh«Fxfh';

HlNormSquared-uh = uh*Uxuh';

L2NormSquared_-uh = HlNormSquared-uh - uhxAxuh';

HlNormSquared-ph = ph*Uxph';

L2NormSquared.-ph = HlNormSquared._ph - phxAxph';

%
s
o
S

% Compute total errors:
errors = [sqrt (abs (L2NormSquared_-f-2+L2SP_f_fh+L2NormSquared-fh)), ...
sgrt (abs (L2NormSquared-u-2*L2SP_u_-uh+L2NormSquared-uh)), ...
sgrt (abs (HlNormSquared-u-2+xH1SP_u_uh+H1NormSquared_-uh)), ...
sgrt (abs (L2NormSquared-p-2*L2SP_p_ph+L2NormSquared-ph)), ...
sqgrt (abs (HlNormSquared_p-2+xH1SP_p_ph+H1NormSquared_ph))];

end

Listing 63: defineFUP.m

1 function [f,u,p] = defineFUP (kappa)
2 % Computes the exact polynomial solutions f,u,p for given kappa. The
3 % 'target' u0 will be chosen accordingly afterwards (see
4 % 'defineUO.m'").
5 %
6 % X(x) := xx(1l-x)
7% Y(y) = y*x(l-y)
8 % u(x,y) := X(x)"3%xY(y)”"3 in H"1_0 (Omega)
9 % f(x,y) := -Laplace(u(x,y)) in H"1_0 (Omega)
10 % p(x,v) = kappa/ (1l-kappa) *f (x,y) in H"1_0 (Omega)
11
12 X = [0,1,-11";
13 Y = [0,1,-1];
14 u = PolyPow(PolyMult (X,Y),3);
15 f = -PolyAdd(PolyDiff (PolyDiff (u, 'x"), 'x"),PolyDiff (PolyDiff(u,'yv"),'v"));
16 p = kappa/ (l-kappa)*f;
17
18 end
Listing 64: fIntegrals.m
1 function L2Integrals = fIntegrals (f,gF, numberOfNodesPerSide)
2 % Computes the integrals int (f(FTijk(x,Vy))*p(x,y),x=0..1,y=0..1-x) for the
3 % exact solution f, all affine transformations FTijk and all Lagrange
4 % polynomials p. These values will be needed to compute the error
5 % ||f-fh||_L2.
6
7 % Define main mesh on Omega:
8 [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
9 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...

e
= o

12
13

14

indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

idxTrafo Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...

idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide);

138




16

3

3 Compute Lagrange polynomials coefficients:

LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs (gF);

17

18 % Compute pascal and powers matrices:

19 [PascalMatrix_ ATX,PowersMatrix_ ATX] = PolyAffineTransform_1D_Matrices(size(f,1)-1);

20 [PascalMatrix_ATY,PowersMatrix_ATY] = PolyAffineTransform_1D_Matrices (size(£f,2)-1);

21 MonomialIntegrals = PolyLlIntTRef MonomiallIntegrals (size(f,1),size(£f,2));

22

23 % Compute integrals:

24 L2Integrals = zeros(Elements_dim, 1) ;

25 for indexJT = indicesJElements

26 for indexIT = indicesIElements

27 for indexKT = indicesKElements

28 fAffineTransformed = PolyAffineTransform(f, ...

29 [1,0]*FTijkMat (indexIT, indexJT, indexKT) x[1;0], ...

30 [0,1]*FTijkMat (indexIT, indexJT, indexKT)«[0;1], ...

31 [1,0]*FTijkVect (indexIT, indexJT, indexKT), ...

32 [0,1]1*FTijkVect (indexIT, indexJT, indexKT), ...

33 PascalMatrix_ATX,PowersMatrix_ATX,PascalMatrix_ATY,PowersMatrix_ATY) ;

34

35 indexT = idxTrafo.Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) ;

36 L2Integrals (indexT) = PolyL2IntTRef (...

37 fAffineTransformed, ...

38 LagrangeCoeffsMatrix(:,:,1), ...

39 MonomialIntegrals. ..

40 )i

41 end

42 end

43 end

44

45 end

Listing 65: upIntegrals.m

1 function [L2Integrals,HlSemilIntegrals] = upIntegrals (u,gU,numberOfNodesPerSide)

2 % Computes the integrals int (u(FTijk(x,y))*q(x,y),x=0..1,y=0..1-x) and

3 % int(u,{x/y}(FTijk(x,y))*q(x,y),x:O..1,y:O..1fx) for the exact

4 % solution u (p resp.), all affine transformations FTijk and all Lagrange

5 % polynomials g. These values will be needed to compute the errors

6 % ||u-uh||-L2 and ||u-uh||-H1 (||p-ph||-L2 and ||p-ph||-H1l resp.).

7

8 % Define main mesh on Omega:

9 [h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...

10 indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...

11 indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...

12 idxTrafo-Elements_indexTFromIndexIJKT,idxTrafo.-Elements_-indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

13 idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...

14 idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_.dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

15

16 % Compute derivatives of u (p resp.):

17 uDiffX = PolyDiff (u, 'x');

18 uDiffY = PolyDiff(u,'v');

19

20 % Compute Lagrange polynomials coefficients:

21 LagrangeCoeffsMatrix = LagrangeCoeffs (gU);

22 [LagrangeCoeffsDiffXMatrix,LagrangeCoeffsDiffYMatrix] = LagrangeCoeffsDiff (gU);

23

24 % Compute pascal and powers matrices:

25 [PascalMatrix_u_ATX,PowersMatrix_u.ATX] = PolyAffineTransform_1D Matrices(size(u,1)-1);

26 [PascalMatrix_u_ATY,PowersMatrix_u_-ATY] = PolyAffineTransform_1D_Matrices(size(u,2)-1);

27 [PascalMatrix_ uDiffX_ATX,PowersMatrix uDiffX ATX] = PolyAffineTransform_1D_Matrices(...

size(uDiffX,1)-1);
28 [PascalMatrix uDiffX ATY,PowersMatrix uDiffX ATY] = PolyAffineTransform_ 1D Matrices(...

29

size (uDiffX,2)-1);

[PascalMatrix uDiffY ATX,PowersMatrix uDiffY ATX] = PolyAffineTransform_ 1D Matrices(...

size (uDiffy,1)-1);
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[PascalMatrix_ uDiffY ATY,PowersMatrix_ uDiffY_ATY] = PolyAffineTransform_-1D_.Matrices(...

size (uDiffyY,2)-1);
MonomialIntegrals.U = PolyLlIntTRef_MonomiallIntegrals(size(u,1l),size(u,2));
% Compute integrals:
L2Integrals = zeros(Elements_dim, 3);
HlSemiIntegrals = zeros (Elements._dim, 3);
for indexJT = indicesJElements
for indexIT = indicesIElements
for indexKT = indicesKElements
FTijkMatll [1,0]*FTijkMat (indexIT, indexJT, indexKT) x[1;0];
FTijkMat22 = [0,1]*FTijkMat (indexIT, indexJT, indexKT)*[0;1];
FTijkVectl = [1,0]*FTijkVect (indexIT, indexJT, indexKT) ;
FTijkVect2 = [0,1]*FTijkVect (indexIT, indexJT, indexKT) ;
FTijkInvMatrix = FTijkInvMat (indexIT, indexJT,indexKT) ';

uAffineTransformed = PolyAffineTransform(u,FTijkMatll,FTijkMat22,FTijkVectl...

,FTijkVect2, ...
PascalMatrix_ u_ATX,PowersMatrix_u_ATX,PascalMatrix_u_ATY, ..
PowersMatrix_-u-ATY);

uDiffXAffineTransformed = PolyAffineTransform(uDiffX,FTijkMatll,FTijkMat22, ...

FTijkVectl,FTijkVect2, ...

PascalMatrix uDiffX_ ATX,PowersMatrix uDiffX ATX,PascalMatrix uDiffX ATY...

,PowersMatrix_uDiffX_ATY);

uDiffYAffineTransformed = PolyAffineTransform(uDiffY,FTijkMatll,FTijkMat22, ...

FTijkVectl, FTijkVect2, ...

PascalMatrix_ uDiffY_ ATX,PowersMatrix uDiffY ATX,PascalMatrix uDiffY_ATY...

,PowersMatrix_ uDiffY_ATY);

indexT = idxTrafo Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) ;

for iN = 1:1:3
L2Integrals (indexT,iN) = PolyL2IntTRef (uAffineTransformed, ...
LagrangeCoeffsMatrix(:,:,1iN),MonomialIntegrals_U);

HlSemiIntegrals (indexT,iN) = FTijkInvMatrix(1l,1)*PolyL2IntTRef (...
uDiffXAffineTransformed, LagrangeCoeffsDiffXMatrix(:,:,iN), ...
MonomialIntegrals.U) ...

+ FTijkInvMatrix(1l,2) «PolyL2IntTRef (uDiffXAffineTransformed,
LagrangeCoeffsDiffYMatrix(:, :,1iN),MonomialIntegrals.U) ...

+ FTijkInvMatrix(2,1) *PolyL2IntTRef (uDiffYAffineTransformed,
LagrangeCoeffsDiffXMatrix (:, :,1iN),MonomialIntegrals.U) ...

+ FTijkInvMatrix (2,2) «PolyL2IntTRef (uDiffYAffineTransformed,
LagrangeCoeffsDiffYMatrix(:, :,1iN),MonomialIntegrals.U);

end
end
end
end

end

Listing 66: computeUOValues_exactSolutions.m

© 0 N A W N

=
o

function ulOValues = computeUOValues_exactSolutions (u0,gu0, numpberOfNodesPerSide)
Computes the values of u0 at all nodes of mesh on Omega (including all Lagrange
nodes) . The values could also be computed 'on the fly' when they are

needed later on, but this would result in bad computation time. This is

mainly a MATLAB issue and is bypassed by means of vectorization. The

geometry of Omega is exploited massively.

o o o° o oe

Define Lagrange mesh on reference element:
LagrangeNodesX, LagrangeNodesY, I_gu0, . ..
idxTrafo_LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN, ...
idxTrafo_-LagrangeNodes_indexIJLNFromIndexLN, LagrangeNodes_dim] =
defineLagrangeMesh (gu0) ;

— e

% Define main mesh on Omega:
[h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
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idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN,Nodes_dim, ...

idxTrafo_-InnerNodes_-indexNFromIndexIJN, idxTrafo_.-InnerNodes_-indexIJNFromIndexN, . ..
InnerNodes_.dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

o\

Store components of u0 in local variables:
= ul.u;

ul.q;

= u0.M;

Coeffs = ul0.Coeffs;

Alphas = u0.Alphas;

2Q ¢
I

% Compute uOValues (vectorized):

n = (numberOfNodesPerSide-1) xgu0+1;
xs = 1/(n-1)x([1:1:n]-1);

ys = 1/(n-1)*([1:1:n]-1);

uValues = zeros(n,n);
for 1 = 0:1: (size(u,1)-1)

for 3 = 0:1:(size(u,2)-1)

uValues = uValues + u(i+l, j+1)*(xs." 1) "« (ys. J); % Monomials support
vectorization.

end
end
vValues zeros (n,n);
for i = 0:1:(size(qg,1)-1)

0
for 3 = 0:1:(size(q,2)-1)
for m = 1:1:M
for n = 1:1:M
if (g(i+l, j+1)~=0) && (Alphas(i+l,m)~=0) && (Alphas(j+1,n)~=0)
vValues = vValues + qg(i+l, j+1)*«Coeffs(m,n)«Alphas(i+l,m)*Alphas(j...
+1,n)*x4*sin (pi* mxxs) '+sin (pi*xn*ys); % Builtin function 'sin
supports vectorization.
end
end
end
end
end

% Store the values in other format (for easier use later):
uOValues = zeros (Elements_dim, LagrangeNodes_dim) ;
uOValueHasBeenSet = zeros(Elements_dim,LagrangeNodes_dim) ;
for indexJT = indicesJElements
for indexIT = indicesIElements
for indexKT = indicesKElements
indexT = idxTrafo Elements_indexTFromIndexIJKT (indexIT, indexJT, indexKT) ;
for indexJLN = I_gu0
for indexILN = 0:1:(gu0-indexJLN)
indexLN = idxTrafo._LagrangeNodes_indexLNFromIndexIJLN (indexILN+1, ...
indexJLN+1) ;
if ~ulOValueHasBeenSet (indexT, indexLN)
switch indexKT

case 1
i = (indexIT-1)*gu0 + 1 + indexILN;
j = (indexJT-1)»gu0 + 1 + indexJLN;
case 2
i = (indexIT-1)xgu0 + 1 + (gu0O-indexILN);
j = (indexJT-1)*gu0 + 1 + (gu0-indexJLN) ;
end
ulOValues (indexT, indexLN) = uValues (i, j) + vValues (i, j);
uOValueHasBeenSet (indexT, indexLN) = true;
end
end

end
end
end
end
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Listing 67: defineU0.m
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function u0 = defineUO0 (u, p)

o0 o° o o° o° o° o° d° d° o o° o

o o° o o° o o o° o° o° o

o

Q

M

Defines the representing components u,q,M,Coeffs,Alphas of the 'target' function u0.

Note 1:

With

q(x,y) := -Laplace(p(x,vY)),

lambda-mn := pi“2x(m~2+n"2) and

emn (x,y) := 2%sin(pixm*x)+*sin(pixnx*y),

define the 'target' function
ul (x,y) := u(x,y) + sum_{m,n=1}"{infinity} 1/ (l+lambda_mn)#*<g, e.mn>_L2*e_mn (x,Yy) .

Then the polynomials f,u,p from 'defineFUP.m' are the exact solutions of the optimal
control

problem (Laplace equation) with data uO. (The infinite sum in the

definition of u0 is approximated (!) by the according finite sum with

upper index bound M < infinity.)

Note 2:

The integrals alpha-i™m := int(x"i*sin(pism*x),x=0..1) are needed to compute
the Fourier coefficients <g,e.mn>_L2 and satisfy the following recursion:
alpha 0"m = (1-(-1)"m)/ (pi*m),

alpha-1"m = —(-1) "m/ (pi*m),

alpha-{i+1}"m = -ix(i-1)/(pi"“2*m"2)*alpha-{i-1,m} - (-1) "m/ (pi*m) .

Compute the components:
= -PolyAdd (PolyDiff (PolyDiff(p, 'x"'), "'x"'),PolyDiff (PolyDiff(p,'v"'),"'v"'));

40;

Coeffs = zeros(M,M);
for m = 1:1:M

for n = 1:1:M

Coeffs(m,n) = 1/ (1+pi”"2+(m"2+n"2));
end
end
g = size(q,1)-1;
AlphasRecursion = @ (i,m,alpha) -i*(i-1)/(pi”“2+*m~2)~*alpha - (-1) "m/ (pi*m);

Alphas = zeros(g+1l,M);
for m = 1:1:M

Alphas (1,m) (1-(-1) "m) / (pixm);
Alphas(2,m) = —(-1) "m/ (pi*m);
for i = 2:1:g
Alphas (i+l,m) = AlphasRecursion (i, m,Alphas(i-1,m));
end

end

3
S

Store the components in a structure:

uld.u = u;
ul.q = q;
u0.M = M;

ul0.Coeffs = Coeffs;
u0.Alphas = Alphas;

end

Listing 68: plotConditionNumbers.m

function figureHandle = plotConditionNumbers (kappa,ku0,gF,gU, mMin, mMax,conditionNumbers. ..

o
S

)

Plots the condition numbers of the system matrices for all values of h.
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% Define plot specifiers:
colorConditionNumbers = 'magenta';
linestyleConditionNumbers = '-';
linewidthConditionNumbers = 2;
colorReferenceline = 'black';
linestyleReferenceline = ':';
linewidthReferenceline = 1;

% Plot:
figureHandle = figure;
hold onj;

plot (mMin:1:mMax, 1ogl0 (conditionNumbers), 'color',colorConditionNumbers, 'linestyle’, ...

linestyleConditionNumbers, "linewidth', linewidthConditionNumbers) ;

referencelLineGradient = 2;

referencelLineOffset = 3.5;

plot (mMin:1:mMax, 1oglO(2.” ([mMin:1:mMax]referencelLineGradient))+referencelLineOffset,
color',colorReferenceline, 'linestyle',linestyleReferenceline, 'linewidth', ...
linewidthReferenceline) ;

% Set xlabel, legend, title:
xlabel ('m'");
legend('log-{10} (cond(systemMatrix.h))', ['Reference: O(h {',num2str(-...
referenceLineGradient),'})'],'Location','northwest');
box on;
title(['\kappa = ',num2str (kappa), ...
', k(u.0) = ',num2str (kul), ...
', g.F = '",num2str(gF), ...
', g-U = ",num2str(gU), ...
', g-P = '",num2str(gU), ...
', h=2"{-m}'1]);

’

end

Listing 69: plotErrors.m

© 0 N o U A W N e

P S T
S © ® 9 e %A W N = O
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25
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function figureHandle = plotErrors (kappa, ku0,gF,gU,gul0,mMin, mMax,errors)
Plots the L2- and Hl-errors between approximate and exact solutions for
all values of h.

o
S
o
5

o

% Define plot specifiers:
colorF = 'blue';

colorU = 'red';

colorP = 'green';
linestyleFUPWeak = '--';
linestyleFUPStrong = '-';
linewidthFUPWeak = 2;
linewidthFUPStrong = 2;
colorReferencelLines = 'black';
linestyleReferencelines = ':';
linewidthReferencelines 1;

% Plot:
figureHandle = figure;
hold on;

plot (mMin:1:mMax, loglO (errors(:,1)), 'color',colorF, 'linestyle',linestyleFUPStrong, '...

linewidth', linewidthFUPStrong);
plot (mMin:1:mMax, loglO(errors(:,2)), 'color',colorU, 'linestyle',linestyleFUPWeak, '...
linewidth', linewidthFUPWeak) ;

plot (mMin:1:mMax, 1loglO(errors(:,3)), 'color',colorU, 'linestyle',linestyleFUPStrong,'...

linewidth', linewidthFUPStrong) ;
plot (mMin:1:mMax, loglO(errors(:,4)), 'color',colorP, 'linestyle',linestyleFUPWeak, '...
linewidth', linewidthFUPWeak) ;

plot (mMin:1:mMax, loglO(errors(:,5)), 'color',colorP, 'linestyle',linestyleFUPStrong,'...

linewidth',linewidthFUPStrong) ;

referencelinesGradients = [-1,-2];
referencelLinesOffsets = [-2.5,-3.75];
for i = 1:1:length(referencelinesGradients)
plot (mMin:1:mMax,logl0(2." ([mMin:1:mMax]*referencelinesGradients(i)))+...
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referencelinesOffsets (i), 'color',colorReferencelines, 'linestyle', ...
linestyleReferencelines, 'linewidth',linewidthReferencelines);

30 end
31
32 % Set xlabel, legend, title:
33 xlabel('m');
34
35 legendStrings = cell (5+length(referencelinesGradients),1);
36 legendStrings(1:5) = {'log {10} (||f-f.h||_{L"2(\Omega)}) "', ...
37 "log-{10} (||u-u-h|| {2 (\Omega) }) ', ...
38 'log_-{10} (||u-u-h || -{H"1 (\Omega) }) ', ...
39 "log-{10} (||p-p-h || -{L 2 (\Omega) }) ', ...
10 '1og-{10} (|[p-p-h || -{H 1 (\Omega) }) '};
41 for 1 = 1:1:length(referencelinesGradients)
42 legendStrings{i+5} = ['Reference: O(h"{',num2str(-referencelLinesGradients(i)),'})"'...
17
43 end
44 legend(legendStrings, 'Location', 'southwest');
45 box onj;
46
47 title(['\kappa = ',num2str (kappa), ...
48 ', k(u.0) = ',num2str (kul), ...
49 ', g.F = '",num2str (gF), ...
50 ', g-U = ",num2str(gU), ...
51 ', g.P = '",num2str(gU), ...
52 ', g(u-0) = '",num2str(gul), ...
53 ', h =2"{-m}'1);
54
55 end
Listing 70: errorAnalysis.m
1 function errorAnalysis
2 % Computes approximate solutions fh,uh,ph to optimal control problem (Laplace equation)
3 % for different values of the mesh-size h -> 0. The L2- and Hl-errors between
4 % the approximate solutions fh,uh,ph and known exact solutions f,u,p (for a
5 % specific 'target' u0) are computed for each value of h. The 'target' u0
6 % 1s chosen in a way that allows f,u,p to be polynomials on the entire
7 % domain Omega. This makes exact (!) error computation accessible.
8 %
9 % Inputs: None.
10 %
11 % Outputs:
12 % 1) Plot 1: A plot showing the approximate solutions fh,uh,ph and u0 for
13 % one value of h.
14 % 2) Plot 2: A plot showing the L2- and Hl-errors between approximate and
15 % exact solutions for each value of h.
16 % 3) Plot 3: A plot showing the condition number of the system matrix for
17 % each value of h.
18
19 totalTimeStart = tic;
20
21 % Equation parameters and exact solutions:
22 kappa = 1/100;
23 [f,u,p] = defineFUP (kappa); % Exact polynomial solutions.
24 ul0 = defineUO0 (u,p); % According 'target' function.
25
26 % Discretization parameters:
27 ku0 = 2;
28 gF = ku0-2;
29 gU = kuO-1;
30 gu0 = gU+1;
31
32 % Main loop:
33 mMin = 1;
34 mMax = 7;
35
36 errors = zeros (mMax-mMin+1,5);
37 conditionNumbers = zeros (mMax-mMin+1,1);
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for m = mMin:1:mMax

39 iterationTimeStart = tic;
40 numberOfNodesPerSide = 2 "m+1; % Number of nodes on each of both sides of the
domain Omega.
41
42 % Compute ulOValues:
43 ulValues = computeUOValues_exactSolutions (u0,gul0, numberOfNodesPerSide);
44
45 % Assemble system matrix (F,U,A,B) and load vector (UO):
46 [F,U,A,B,U0] = assemble (uOValues, kappa, gF, gU, gu0, numberOfNodesPerSide) ;
ar
48 % Solve the LSE:
49 [fh,uh, ph, conditionNumber] = solve(F,U,A,B,U0);
50
51 % Compute the errors:
52 conditionNumbers (m-mMin+1l) = conditionNumber;
53 errors (m-mMin+1l, :) = computeErrors (kappa, f,u,p,gF,gU, numberOfNodesPerSide, £h, uh,ph, ...
F,U,A);
54
55 % Plot the solutions:
56 if m==
57 figureHandle_solutions = plotFhUhUOPh (uOValues, kappa, ku0, gF, gUu, gu0, ...
numberOfNodesPerSide, £h, uh, ph) ;
58 end
59
60 % Display iteration run time:
61 display(['Elements: ',num2str ((numberOfNodesPerSide-1)"2%2),"', time: ',num2str(toc(...
iterationTimeStart)),' s.']);
62 end
63
64 % Compute and plot errors convergence rates:
65 figureHandle_errors = plotErrors (kappa,kul,gF,gU,gul, mMin, mMax, errors) ;
66
67 % Compute and plot condition number rate:
68 figureHandle_condNs = plotConditionNumbers (kappa, kul,gF, gU, mMin, mMax, conditionNumbers) ;
69
70 % Display total run time:
71 display(['Total time: ',num2str (toc(totalTimeStart)),' s.']);
72
73 % Save results:
74 hgexport (figureHandle_solutions, [fileparts (which('errorAnalysis.m')), '\Results\...
solutionsPlot'],defineExportStyle('png',15,8,600));
75 hgexport(figureHandle_errors,[fileparts(which('errorAnalysis.m')),'\Results\errorsPlot'...
]1,defineExportStyle('png',15,10,600));
76 hgexport(figureHandle_const,[fileparts(which('errorAnalysis.m')),'\Results\constPlot'...
],defineExportStyle('png',15,10,600));
7
78 end
Listing 71: fadingColors.m
1 function colors = fadingColors (colorChooser, numberOfShades, fadingParameterMin, ...
fadingParameterMax)
2 % Computes the RGB-values of different shades of a given color (red, green
3 % or blue) and stores them rowwise in the matrix 'colors'.
4
5 switch colorChooser
6 case 'red'
7 colorFaderRed = @(s) min(max(2-2xs,0),1);
8 colorFaderGreen = @(s) min(max(1-2xs,0),1);
9 colorFaderBlue = @(s) min(max(1-2xs,0),1);
10 case 'green'
11 colorFaderRed = @(s) min(max(1-2xs,0),1);
12 colorFaderGreen = @(s) min(max(2-2xs,0),1);
13 colorFaderBlue = @(s) min(max(1-2xs,0),1);
14 case 'blue'
15 colorFaderRed = @(s) min(max(1-2xs,0),1);
16 colorFaderGreen = @(s) min(max(1-2%s,0),1);
17 colorFaderBlue = @ (s) min(max(2-2xs,0),1);
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20
21
22

23

24

25
26

end

colors= zeros (numberOfShades, 3) ;
for 1 = 1:1:numberOfShades
fadingParameter = (1-(i-1)/ (numberOfShades-1))*fadingParameterMin + (i-1)/ (...
numberOfShades-1) xfadingParameterMax;

colors(i,:) = [colorFaderRed(fadingParameter),colorFaderGreen (fadingParameter), ...

colorFaderBlue (fadingParameter) ];
end

end

Listing 72: plotFhsUhsUOPhs.m

© 0 N e U os W N

[~ S U
w N = O

14
15

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

46
47
48
49
50
51

function figureHandle = plotFhsUhsUOPhs (uOValues, kappas, ku0, gF,gU, gu0, ...
numberOfNodesPerSide, fhs, uhs, phs)

Sets up a figure with three subplots containing the plots of fh,uh,u0 and

ph.

Subplot 1: Contains the solutions fh for all values of kappa.

Subplot 2: Contains the solutions uh for all values of kappa and the

'target' u0.

Subplot 3: Contains the solutions ph for all values of kappa.

o ol° o o° o° o

Define main mesh on Omega:
h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
indicesIAllNodes, indicesJAl1lNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...

— oP°

idxTrafo_Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN,Nodes_dim, ...
idxTrafo_-InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_-InnerNodes_-indexIJNFromIndexN, ...

InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide) ;

o

% Define plot specifiers:

viewSpecifier = [0,0];

faceAlpha = 0.2;

edgeAlpha = 0.5;

colorFaderMin = 0.8;

colorFaderMax = 0.2;

faceColorsF = fadingColors('blue', length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;

faceAlphaF = faceAlpha;
edgeColorsF = fadingColors('blue', length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;
edgeAlphaF = edgeAlpha;

faceColorsU = fadingColors('red',length (kappas),colorFaderMin,colorFaderMax) ;
faceAlphaU = faceAlpha;
edgeColorsU = fadingColors('red', length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;

edgeAlphaU = edgeAlpha;

faceColorsP = fadingColors ('green',length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;
faceAlphaP = faceAlpha;
edgeColorsP = fadingColors('green', length (kappas),colorFaderMin, colorFaderMax) ;

edgeAlphaP = edgeAlpha;

faceColorU0 = 0.7x[1,1,1];
faceAlphaUO = faceAlpha;
edgeColorU0 = 0.7%[1,1,11;

edgeAlphalU0 = edgeAlpha;

% Plot:
figureHandle = figure;

% Subplot 1:

subplot (1,3,1);

plotHandles = zeros(l,length (kappas));
legendStrings = cell (length (kappas),1);
for i = 1l:1:1length(kappas)
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5
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56
57
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63
64
65
66
67
68
69

70
71
72
73

T4
75
76
77
78
79
80
81
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83
84
85
86

87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

101
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103
104
105
106

108

[xData, yData, fhData, xVertData, yVertData, fhVertData] = computePlotDataFh(...
numberOfNodesPerSide, fhs (i, :));

plotHandles (i) = patch(xData, yData, fhData, faceColorsF (i, :), 'FaceAlpha', faceAlphaF,
EdgeColor',edgeColorsF (i, :), 'EdgeAlpha’, edgeAlphaF) ;

patch (xVertData, yVertData, fhVertData, faceColorsF (i, :), 'FaceAlpha', faceAlphaF, '...
EdgeColor',edgeColorsF (i, :), '"EdgeAlpha', edgeAlphaF) ;

legendStrings{i} = ['f.h(x,y) (\kappa = ',num2str(kappas(i)),")'];

end

view (viewSpecifier);

xlabel ('x");

ylabel ('y');

legend (plotHandles, legendStrings, 'Location', 'northoutside');
box on;

% Subplot 2:
subplot (1,3,2);

legendStrings cell (length (kappas)+1,1);
for i = 1l:1:1length (kappas)
[xData, yData,uhData] = computePlotDataUhPh (numberOfNodesPerSide,uhs (i, :));
patch (xData, yData,uhData, faceColorsU(i, :), 'FaceAlpha', faceAlphaU, 'EdgeColor', ...
edgeColorsU(i, :), 'EdgeAlpha', edgeAlphal) ;
legendStrings{i} = ['u-h(x,y) (\kappa = ',num2str (kappas(i)),')"'];
end
[xData, yData,ulData] = computePlotDataU0 (gu0, numberOfNodesPerSide,ulvValues) ;

patch (xData, yData,ulData, faceColorU0, 'FaceAlpha', faceAlphaU0, 'EdgeColor',edgeColorU0, '. ..

EdgeAlpha', edgeAlphalo) ;
legendStrings{end} = 'u.0(x,y) ("\kappa = 0")';
view (viewSpecifier);
xlabel ('x");
ylabel('y'");
legend (legendStrings, 'Location', "'northoutside');
box on;

% Subplot 3:
subplot (1,3,3);
legendStrings = cell (length (kappas),1);
for i = 1:1:1length (kappas)
[xData, yData, phData] = computePlotDataUhPh (numberOfNodesPerSide,phs (i, :));
patch (xData, yData,phData, faceColorsP (i, :), 'FaceAlpha', faceAlphaP, 'EdgeColor', ...
edgeColorsP (i, :), 'EdgeAlpha', edgeAlphaP) ;
legendStrings{i} = ['p.-h(x,y) (\kappa = ',num2str (kappas(i)),')'];
end
view (viewSpecifier);
xlabel ('x");
ylabel('v'");
legend(legendStrings, 'Location', 'northoutside');
box on;

% Title:
titleString = ['k(u.0) = ',num2str (kul), ...
', g.F = '",num2str(gF), ...
', g-U ', num2str (gU), ...
', g-P = ",num2str(gU), ...
', g(u-0) = '",num2str(gul), ...
', #Elements: ',num2str (Elements_dim)];
annotation('textbox',[0,0.94,1,0.06], ...
'String',titleString, ...
'EdgeColor', "'none', ...
'HorizontalAlignment', 'center', ...
'VerticalAlignment', '"bottom') ;

end

Listing 73: kappaComparison.m

AW N e

function kappaComparison

Computes approximate solutions fh,uh,ph to optimal control problem (Laplace equation)
for different values of kappa and plots them together in one plot. This

illustrates the role of the parameter kappa in the control problem.

o0 oo oo
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54
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Inputs: None.

Outputs: A plot showing the approximate solutions fh,uh,ph and the
'target' u0 for different values of kappa.

o© o° o° o o

o\

Equation parameters:
axXx = 0.2;

bX =
cX =
ay =
by =
cYy =
ul =

’
’
’
’
’

,Y) (((aX<=x) & (x<=bX) ) . * (x—aX) / (bX-aX) + ((bX<x)& (x<=cX)) .* ((bX-x)/(cX-bX)+1))"'...

® O O o o o
X ooy U1 3 O

(
* (((a¥<=y) & (y<=bY¥)) . (y-aY) / (bY-aY) + ((b¥<y)&(y<=cY)) . ((bY-y)/(cY-DbY)+1));

[

% Discretization parameters:

ku0 = 2;

gF = ku0-2;

gU = kuO-1;

gu0 = gU+1;

numberOfNodesPerSide = 2°5+1; % Number of nodes on each of both sides of the domain
Omega.

% Define main mesh on Omega:
[h,NodesX,NodesY,FTijkMat,FTijkVect,FTijkInvMat,FTijkInvVect, ...
indicesIElements, indicesJElements, indicesKElements, ...
indicesIAllNodes, indicesJAllNodes, indicesIInnerNodes, indicesJInnerNodes, ...
idxTrafo_Elements_indexTFromIndexIJKT, idxTrafo_Elements_indexIJKTFromIndexT, ...
Elements_dim, ...
idxTrafo Nodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_Nodes_indexIJNFromIndexN, Nodes_dim, ...
idxTrafo_.InnerNodes_indexNFromIndexIJN, idxTrafo_InnerNodes_indexIJNFromIndexN, ...
InnerNodes_dim] = defineMesh (numberOfNodesPerSide);

% Compute values of u0 at all nodes of mesh (including all Lagrange nodes) :
uOValues = computeUOValues (u0, gu0, numberOfNodesPerSide) ;
% Main loop:
kappas = [1/50,1/500,1/5000];
fhs = zeros(length (kappas),Elements_dim) ;
uhs = zeros (length (kappas), InnerNodes_dim) ;
phs = zeros (length (kappas), InnerNodes_-dim) ;
for i = 1:1:1length (kappas)
% Assemble system matrix (F,U,A,B) and load vector (UO):
[

F,U,A,B,U0] = assemble (uOValues, kappas (i), gF,gU, gu0, numberOfNodesPerSide) ;
% Solve the LSE:
[fh,uh,ph,~] = solve(F,U,A,B,U0);
% Store solutions in table:
fhs(i,:) = fh;
uhs (i, :) = uh;
phs(i,:) = ph;
end

% Plot the solutions:

figureHandle = plotFhsUhsUOPhs (uOValues, kappas, ku0, gF, gU, gu0, numberOfNodesPerSide, fhs, . ..
uhs, phs) ;

% Save results:

hgexport(figureHandle,[fileparts(which('kappaComparison.m')),'\Results\solutions?lot'],...
defineExportStyle('png',15,8,600));

end
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