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Kapitel 1

Konvergenz im
Komplement

In diesem Abschnitt werden die Begriffe der punktweisen bzw. der gleichmäßigen
Konvergenz für Folgen messbarer Funktionen dahingehend verallgemeinert, dass
auch dann noch von Konvergenz gesprochen werden kann, wenn die jeweiligen
Konvergenzbedingungen nur auf Mengen mit Maß Null bzw. beliebig kleinen
Maßes verletzt sind. Die Betrachtung von Konvergenz auf den Komplementen
jener Mengen liefert für die Maßtheorie äußerst brauchbare Konvergenzbegriffe,
die allerdings nicht als Konvergenz im topologischen Sinne aufgefasst werden
können.

1.1 Konvergenz µ-fast überall

Die Konvergenz µ-fast überall entspricht der punktweisen Konvergenz auf dem
Komplement von µ-Nullmengen.

1.1.1 Definition. Ist (X,A, µ) ein Maßraum und ist für alle x ∈ X die Ei-
genschaft E sinnvoll, so sagt man, die Eigenschaft E gilt µ-fast überall (µ-f.ü.),
wenn es ein N ∈ A mit µ(N) = 0 gibt, sodass für alle x ∈ N c die Eigenschaft
E gilt.

Wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels nicht explizit etwas anderes angegeben,
so sei (X,A, µ) der zugrunde liegende Maßraum. Weiters sei K = R oder C und

K̂ = R oder C.

1.1.2 Definition. Die Folge (fn)n∈N, fn : X → K̂ konvergiert µ-f.ü. gegen die

Funktion f : X → K̂ genau dann, wenn es eine µ-Nullmenge N ∈ A gibt, sodass
fn|Nc → f |Nc punktweise gilt. Man schreibt dafür

lim
n→∞

fn = f µ-f.ü. oder fn −→ f µ-f.ü. oder auch fn
[µ]−→ f.

Das folgende Lemma liefert eine Charakterisierung der Konvergenz µ-fast über-
all.

9



10 1. Konvergenz im Komplement

1.1.3 Lemma. Sind fn, f : X → K für alle n ∈ N messbar, dann gilt:

1. (fn)n∈N konvergiert gegen f µ-f.ü. genau dann, wenn für alle ε > 0

µ

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0

gilt.

2. Ist für alle ε > 0

lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0,

so konvergiert (fn)n∈N µ-f.ü. gegen f .

3. Ist A ∈ A mit µ(A) <∞ und gilt fn −→ f µ-f.ü., so ist für alle ε > 0

lim
n→∞

µ

(
A ∩

∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0.

Speziell gilt für endliches Maß µ dann für alle ε > 0

fn −→ f µ-f.ü. ⇐⇒ lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0.

Beweis. 1. Die Folge (fn)n∈N konvergiert genau dann nicht gegen f , wenn
es ein ε > 0 gibt, sodass es für alle N0 ∈ N ein m ∈ N mit m > N0 so
gibt, dass |fm(x)−f(x)| ≥ ε ist. Also konvergiert die Folge (fn)n∈N genau
dann µ-fast überall gegen f , wenn

µ({∃ ε > 0 : ∀N0 ∈ N : ∃m > N0 : |fm(x)− f(x) ≥ ε}) = 0

ist bzw. genau dann, wenn

µ({ ∃ ε > 0 : ∀n ∈ N : ∃ k ∈ N : |fn+k − f | ≥ ε}) = 0

gilt, was gleichbedeutend damit ist, dass

µ

(⋃
ε>0

⋂
n∈N

⋃
k∈N
{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0

ist. Defniert man

Aε :=
⋂
n∈N

⋃
k∈N
{|fn+k − f | ≥ ε},

so gilt für alle ε > 0, dass Aε ⊆
⋃
ε>0Aε und daher µ(Aε) ≤ µ

(⋃
ε>0Aε

)
ist. Insgesamt konvergiert also die Folge (fn)n∈N genau dann µ-fast überall
gegen f , wenn

µ

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= µ(Aε) = 0

ist.
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2. Gelte für alle ε > 0, dass

lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0

ist und sei angenommen, dass fn
[µ]

6−→ f gilt. Dies gilt nach Punkt 1. genau
dann, wenn es ein ε0 > 0 gibt, sodass

µ

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=1

{fn+k − f | ≥ ε0}

)
= c > 0

ist, wobei die Konstante c nur von f und ε0 abhängt, also c = c(f, ε0).
Nun ist für alle n ∈ N sicher

∞⋂
l=1

∞⋃
k=1

{|fl+k − f | ≥ ε0} ⊆
∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε0},

woraus folgt, dass

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε0}

)
≥ µ

(∞⋂
l=1

∞⋃
k=1

{|fl+k − f | ≥ ε0}

)
= c(f, ε0)

ist. Da die rechte Seite von n unabhängig ist, sieht man durch Bildung des
Grenzwertes n→∞, dass dann

lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε0}

)
≥ c(f, ε0) > 0

gilt, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

3. Ist A ∈ A mit µ(A) <∞, fn
[µ]−→ f und

Aεn :=

∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε} =
⋃
k≥n

{|fk − f | ≥ ε},

so ist zu zeigen, dass µ(A ∩Aεn)
n→∞−→ 0 für alle ε > 0 gilt. Definiert man

Aε :=

∞⋂
n=1

⋃
k≥n

{|fk − f | ≥ ε},

so gilt Aε =
⋂∞
n=1A

ε
n und da die Folge (Aεn)n∈N monoton fallend ist, ergibt

sich

lim
n→∞

Aεn =

∞⋂
n=1

Aεn = Aε.

Da µ(A) < ∞ ist, kann die Stetigkeit von oben des Maßes µ angewandt
werden und weil fn −→ f µ-f.ü. nach 1.1.3 Punkt 1. äquivalent zu µ(Aε) =
0 ist, erhält man

lim
n→∞

µ(Aεn ∩A) = µ
(

lim
n→∞

Aεn ∩A
)

= µ(Aε ∩A) ≤ µ(Aε) = 0,

was den ersten Teil beweist. Die Aussage für endliche Maße µ ist jetzt
offensichtlich.

q



12 1. Konvergenz im Komplement

Auch für die Konvergenz µ-f.ü. ist der Begriff einer Cauchy-Folge sinnvoll.

1.1.4 Definition. Eine Folge (fn)n∈N von messbaren Funktionen fn : X → K
heißt Cauchy-Folge für die Konvergenz µ-f.ü., wenn eine Menge N ∈ A mit
µ(N) = 0 existiert, sodass (fn)n∈N für alle x ∈ N c eine Cauchy-Folge in K ist.

1.1.5 Bemerkung. Ist (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die Konvergenz µ-f.ü.,
so existiert wegen der Vollständigkeit von K für alle x ∈ N c der Grenzwert
limn→∞ fn(x). Definiert man f(x) := limn→∞ fn(x) ·χNc(x), so konvergiert für
alle x ∈ N c die Folge (fn(x))n∈N gegen f(x), was wegen µ(N) = 0 gleichbedeu-
tend damit ist, dass fn −→ f µ-fast überall.
Konvergiert umgekehrt die Folge (fn)n∈N µ-fast überall gegen eine Funktion f ,
so ist - wieder wegen der Vollständigkeit von K - für alle x ∈ N c die Folge
(fn(x))n∈N eine Cauchy-Folge in K und damit ist (fn)n∈N eine Cauchy-Folge
für die Konvergenz µ-fast überall.

Erwartungsgemäß lassen sich Cauchy-Folgen für die Konvergenz µ-f.ü. analog
zu Lemma 1.1.3 charakterisieren.

1.1.6 Lemma. Sind fn, f : X → K für alle n ∈ N messbar, dann gilt:

1. (fn)n∈N ist eine Cauchy-Folge für die Konvergenz µ-f.ü. genau dann, wenn

∀ε > 0 : µ

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=1

{|fn+k − fn| ≥ ε}

)
= 0

2. Ist für alle ε > 0

lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − fn| ≥ ε}

)
= 0,

so ist (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die Konvergenz µ-fast überall.

3. Ist A ∈ A mit µ(A) < ∞ und ist (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die
Konvergenz µ-f.ü., so ist für alle ε > 0

lim
n→∞

µ

(
A ∩

∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε}

)
= 0.

Speziell gilt für endliches Maß µ dann für alle ε > 0, dass (fn)n∈N eine
Cauchy-Folge für die Konvergenz µ-f.ü. genau dann ist, wenn

lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − fn| ≥ 0}

)
= 0.

1.2 Fast gleichmäßige Konvergenz

Beim schwächeren Begriff der fast gleichmäßigen Konvergenz betrachtet man
Folgen von Funktionen, die auf dem Komplement von Mengen beliebig kleinen
positiven Maßes gleichmäßig konvergieren.
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1.2.1 Definition. Eine Folge (fn)n∈N von Funktionen fn : X → K heißt fast
gleichmäßig konvergent gegen eine Funktion f : X → K, wenn

∀ δ > 0 : ∃A ∈ A : µ(A) < δ : fn|Ac −→ f |Ac gleichmäßig.

1.2.2 Lemma. Konvergiert eine Folge (fn)n∈N von messbaren Funktionen fn :
X → K fast gleichmäßig gegen eine Funktion f : X → K, dann konvergiert
(fn)n∈N auch µ-fast überall gegen f .

Beweis. Konvergiert fn −→ f fast gleichmäßig, so gilt per Definition

∀ k ∈ N : ∃Ak ∈ A : µ(Ak) <
1

k
: fn|Ack −→ f |Ack gleichmäßig.

Definiert man A :=
⋂∞
k=1Ak, so folgt A ∈ A und da für alle k ∈ N gilt, dass

A ⊆ Ak ist, erhält man

µ(A) ≤ µ(Ak) <
1

k
∀ k ∈ N

und damit also µ(A) = 0. Außerdem gilt

∀ k ∈ N : ∀x ∈ Ack : lim
n→∞

fn(x) = f(x),

das heißt insgesamt, dass für alle x ∈ Ac =
⋃∞
k=1A

c
k mit µ(A) = 0 konvergiert

(fn)n∈N gegen f , also konvergiert fn −→ f µ-fast überall. q

Die umgekehrte Implikation gilt nur für endliche Maße und dies ist die Aussage
des Satzes von Jegorow.

1.2.3 Satz (Jegorow). Ist µ ein endliches Maß, µ(X) <∞, und konvergiert ei-
ne Folge (fn)n∈N von messbaren Funktionen fn : X → K µ-fast überall gegen ei-
ne messbare Funktion f : X → K, so konvergiert (fn)n∈N auch fast gleichmäßig
gegen f .

Beweis. Sei (fn)n∈N eine Folge messbarer Funktionen fn : X → K, sodass
(fn)n∈N µ-f.ü. gegen eine messbare Funktion f : X → K konvergiert. Wegen der
Endlichkeit des Maßes µ ist die Konvergenz µ-fast-überall von (fn)n∈N gegen f
nach Lemma 1.1.3 Punkt 3. äquivalent dazu, dass für alle ε > 0

lim
n→∞

µ

(∞⋃
l=1

{|fn+l − f | ≥ ε}

)
= 0

bzw. für alle k ∈ N

lim
n→∞

µ

⋃
l≥n

{
|fl − f | ≥

1

k

} = 0 (1.1)

ist. Ist δ > 0 und An,k definiert als

An,k :=

∞⋃
i=n

{
|fi − f | ≥

1

k

}
,
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dann folgt aus (1.1), dass

∀ k ∈ N : ∃nk ∈ N : µ(Ank,k) <
δ

2k

gilt. Setzt man A :=
⋃∞
k=1Ank,k, so ist A ∈ A und wegen der σ-Subadditivität

von µ ist

µ(A) = µ

( ∞⋃
k=1

Ank,k

)
≤
∞∑
k=1

µ (Ank,k) <

∞∑
k=1

δ

2k
= δ.

Seien x ∈ Ac und k ∈ N beliebig. Dann ist per Definition x /∈ Ank,k, was
äquivalent dazu ist, dass für alle i ≥ nk

|fi(x)− f(x)| < 1

k

ist. Da x ∈ Ac und k ∈ N beliebig waren, folgt die gleichmäßige Konvergenz
von (fn)n∈N gegen f auf Ac und damit die fast gleichmäßige Konvergenz von
(fn)n∈N gegen f . q

Tatsächlich kann nur im Falle, dass der Maßraum (X,A, µ) endlich ist, von der
Konvergenz fast überall auf fast gleichmäßige Konvergenz geschlossen werden,
wie folgendes Gegenbeispiel zeigt.

1.2.4 Beispiel. Sei der Maßraum (X,A, µ) gleich (R,B, λ) und betrachte die
Funktionenfolge

fn := χ[n,n+1]

Offensichtlich konvergiert für jedes x ∈ R die Folge gegen Null, daher konvergiert
sie λ−f.ü. gegen Null.
Damit die Folge (fn)n∈N fast gleichmäßig gegen die Nullfunktion f(x) := 0 kon-
vergiert, muss sie auf dem Komplement einer Menge B beliebig kleinen Maßes
gleichmäßig konvergieren. Da allerdings für festes n ∈ N für alle x ∈ [n;n+ 1]

|fn(x)− f(x)| = 1

gilt, müsste die Menge B alle Intervalle [n;n+1] enthalten und damit λ(B) =∞
gelten. Daher konvergiert die Folge (fn)n∈N nicht gleichmäßig auf dem Komple-
ment einer beliebigen Menge endlichen Maßes.



Kapitel 2

Konvergenz (lokal) nach
Maß

2.1 Konvergenz nach Maß und lokal nach Maß

2.1.1 Definition. Eine Folge (fn)n∈N messbarer Funktion fn : X → K kon-
vergiert nach Maß gegen eine messbare Funktion f : X → K, wenn für alle
ε > 0

lim
n→∞

µ ({|fn − f | ≥ ε}) = 0

gilt. Man schreibt dafür

fn −→ f n.M. oder auch fn
µ©−→ f.

Die Folge (fn)n∈N konvergiert lokal nach Maß, wenn für alle ε > 0 und alle
A ∈ A mit µ(A) <∞

lim
n→∞

µ ({|fn − f | ≥ ε} ∩A) = 0

ist. Man schreibt dafür

fn −→ f lokal n.M. oder auch fn
µ−→ f.

Offensichtlich konvergiert jede nach Maß konvergente Folge auch lokal nach Maß,
die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

2.1.2 Definition. Sind f und g zwei messbare Funktionen f, g : X → K, so
heißen f und g lokal µ-f.ü. gleich, wenn für alle A ∈ A mit µ(A) <∞ gilt, dass
f · χA = g · χA µ-fast überall.

2.1.3 Lemma. Sind fn, f , gn und g für alle n ∈ N messbare Funktionen, dann
gilt

1. Gilt fn
µ©−→ f und fn

µ©−→ g, so ist f = g µ-fast überall. Umgekehrt gilt,

dass wenn fn
µ©−→ f und f = g µ-f.ü. ist, dann konvergiert fn

µ©−→ g.

2. Gilt fn
µ−→ f und fn

µ−→ g, so ist f = g lokal µ-fast überall. Umgekehrt

gilt, dass wenn fn
µ−→ f und f = g lokal µ-f.ü. ist, dann konvergiert

fn
µ−→ g.

15



16 2. Konvergenz (lokal) nach Maß

3. Gilt fn
µ©−→ f und gn

µ©−→ g, so folgt fn + gn
µ©−→ f + g und für alle a ∈ K

folgt afn
µ©−→ af . Diesselbe Aussage gilt für die Konvergenz lokal nach

Maß.

Beweis. Seien fn, f, gn, g : X → K messbare Funktionen.

1. Sei ε > 0 und fn
µ©−→ f und fn

µ©−→ g. Da für alle x ∈ X

|f(x)− g(x)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− g(x)| ≤
≤ |fn(x)− f(x)|+ |fn(x)− g(x)|

ist, gilt für jene x ∈ X, für die |f(x)− g(x)| ≥ ε ist auch |fn(x)− f(x)|+
|fn(x)−g(x)| ≥ ε, weshalb dann |fn(x)−f(x)| ≥ ε

2 oder |fn(x)−g(x)| ≥ ε
2

sein muss. Damit hat man erhalten, dass{
|f − g| ≥ ε

}
⊆
{
|fn − f | ≥

ε

2

}
∪
{
|fn − g| ≥

ε

2

}
ist, woraus man aus der Monotonie des Maßes µ dann

µ
({
|f − g| ≥ ε

})
≤ µ

({
|fn − f | ≥

ε

2

})
+ µ

({
|fn − g| ≥

ε

2

})
(2.1)

folgt. Bildet man den Grenzwert n→∞, so erhält man

µ ({|f − g| ≥ ε}) = 0

und da ε > 0 beliebig war, gilt für alle k ∈ N, dass

µ

({
|f − g| ≥ 1

k

})
= 0

ist. Es folgt

µ
({
|f − g| > 0

})
≤ µ

( ∞⋃
k=1

{
|f − g| ≥ 1

k

})
= 0,

also ist f = g µ-fast überall.

Für den Beweis der Umkehrung konvergiere fn −→ f n.M., sei f = g
µ-fast überall und ε > 0. Da für alle x ∈ X gilt, dass

|fn(x)− g(x)| = |fn(x)− f(x) + f(x)− g(x)| ≤
≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− g(x)|

ist, erhält man analog zu (2.1), dass

µ
({
|fn − g| ≥ ε

})
≤ µ

({
|fn − f ≥

ε

2

})
+ µ

({
|f − g| ≥ ε

2

})
gilt. Für den Grenzübergang n → ∞ konvergiert der erste Summand auf
der rechten Seite nach Voraussetzung gegen Null, der zweite Summand ist
ebenfalls nach Voraussetzung gleich Null, sodass man insgesamt

lim
n→∞

µ ({|fn − g| ≥ ε}) = 0

erhält, also konvergiert (fn)n∈N nach Maß gegen f .
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2. Sei ε > 0 und gelte fn
µ−→ f und fn

µ−→ g. Ausgehend von Gleichung (1.)
erhält man, dass für alle A ∈ A mit µ(A) <∞

µ
({
|f − g| ≥ ε

}
∩A

)
≤ µ

({
|fn − f | ≥

ε

2

}
∩A

)
+

+ µ
({
|fn − g| ≥

ε

2

}
∩A

)
erfüllt ist und damit wieder in analoger Schlußweise, dass

µ
({
|f − g| > 0

}
∩A

)
≤ µ

( ∞⋃
k=1

{
|f − g| ≥ 1

k

}
∩A

)
= 0

ist, was äquivalent dazu ist, dass auf A f = g µ-f.ü. ist. Also ist f = g
lokal µ-fast überall.

3. Diese Aussage beweist man in analoger Schlussweise zu den Punkten 1.
und 2., wobei man verwendet, dass{

|(fn + gn)− (f + g)| ≥ ε
}
⊆
{
|fn − f | ≥

ε

2

}
∪
{
|gn − g| ≥

ε

2

}
bzw. für alle a ∈ K

{|afn − af | ≥ ε} = {|a| · |fn − f | ≥ ε}

gilt. q

2.1.4 Satz. Sind fn, f : X → K messbar und konvergiert die Folge (fn)n∈N fast
gleichmäßig gegen f , dann konvergiert (fn)n∈N auch nach Maß gegen f .

Beweis. Die fast gleichmäßige Konvergenz von (fn)n∈N gegen f ist äquivalent
dazu, dass für alle δ > 0 und alle ε > 0 es eine Menge A ∈ A und ein n0 =
n0(ε, δ) ∈ N gibt, sodass für alle n ∈ N, n ≥ n0 gilt, dass

sup
x∈Ac

|fn(x)− f(x)| < ε

ist. Daher ist für alle n ≥ n0 dann {|fn−f | ≥ ε} ⊆ A und damit für alle n ≥ n0

µ({|fn − f | ≥ ε}) ≤ µ(A) < δ.

Da δ > 0 beliebig war, gilt fn
µ©−→ f . q

2.1.5 Satz. Ist µ ein endliches Maß und konvergiert die Folge (fn)n∈N mess-
barer Funktionen fn : X → K µ-f.ü. gegen die messbare Funktion f : X → K,
dann konvergiert (fn)n∈N auch im Maß gegen f . Für nicht beschränkte Maße
kann man aus der Konvergenz µ-f.ü. die Konvergenz lokal nach Maß folgern.

Beweis. Ist µ ein endliches Maß und gilt fn
[µ]−→ f , so folgt aus dem Satz von

Jegorow (Satz 1.2.3), dass fn −→ f fast gleichmäßig konvergiert. Damit erhält
man aus Satz 2.1.4, dass fn auch im Maß gegen f konvergiert.
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Ist das Maß µ nicht beschränkt, so kann noch immer die erste Aussage von Lem-
ma 1.1.3 Punkt 3. angewandt werden und man erhält aus der µ-f.ü. Konvergenz
der Folge (fn)n∈N gegen f , dass

lim
n→∞

µ

( ∞⋃
k=1

{|fn+k − f | ≥ ε} ∩A

)
= lim
n→∞

µ

⋃
k≥n

{|fk − f | ≥ ε} ∩A

 = 0

ist. Da für alle n ∈ N die Inklusion {|fn − f | ≥ ε} ⊆
⋃
k≥n{|fk − f | ≥ ε} gilt,

erhält man, dass für alle A ∈ A mit µ(A) <∞ folgt, dass

µ(A ∩ {|fn − f | ≥ ε} ≤ µ

A ∩ ⋃
k≥n

{|fk − f | ≥ ε}


ist, woraus durch Bildung des Grenzübergangs n → ∞ die Konvergenz lokal
nach Maß folgt.

q

2.2 Cauchy-Folgen der Konvergenz nach Maß

2.2.1 Definition. Eine Folge (fn)n∈N messbarer Funktionen fn : X → K heißt
eine Cauchy-Folge für die Konvergenz n.M., wenn für alle ε > 0 ein n0 = n0(ε) ∈
N existiert, so dass für alle m,n ≥ n0 gilt, dass

µ({|fm − fn| ≥ ε}) < ε

ist.

2.2.2 Satz. Ist die Folge (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die Konvergenz nach
Maß, dann existiert eine Teilfolge (fnk)k∈N, die fast gleichmäßig gegen eine
messbare Funktion f : X → K konvergiert.

Beweis. Ist (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die Konvergenz nach Maß, dann kann
zunächst ein n1 ∈ N gewählt werden, sodass für alle n,m ∈ N mit n,m ≥ n1

µ

({∣∣∣fn − fm∣∣∣ ≥ 1

2

})
≤ 1

2

gilt. Daraus folgt, wenn für k ∈ N bereits nk−1 > n1 gewählt wurde, dass ein
nk ∈ N existiert, sodass für alle n,m ≥ nk

µ

({∣∣∣fn − fm∣∣∣ ≥ (1

2

)k})
≤
(

1

2

)k
ist. Daher existiert eine Teilfolge (fnk)k∈N, die

µ

({∣∣∣fnk+1
− fnk

∣∣∣ ≥ (1

2

)k})
≤
(

1

2

)k
erfüllt. Sei

Ak :=

{
|fnk+1

− fnk | ≥
(

1

2

)k}
und Bl :=

∞⋃
k=l

Ak,
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und δ > 0. Wegen der σ-Subadditivität des Maßes µ gilt

µ(Bl) ≤
∞∑
j=k

µ(Ak) ≤
∞∑
k=l

(
1

2

)k
=

(
1

2

)l−1

,

also existiert ein m ∈ N, sodass für alle l ≥ m dann µ(Bl) < δ ist. Offensichtlich
gilt für alle 1 ≤ j < i und alle x ∈ X, dass

fni(x)− fnj (x) =

i−j∑
l=1

fni−l+1
(x)− fni−l(x) =

i−1∑
l=j

fnl+1
(x)− fnl(x),

ist, woraus man für alle l > k > m und alle x ∈ Bcm erhält, dass

|fnl(x)− fnk(x)| ≤
l−1∑
j=k

|fnj+1
− fnj | <

l−1∑
j=k

(
1

2

)j
<

(
1

2

)k−1

≤
(

1

2

)m
(2.2)

ist, das heißt, dass für alle l > k > m und alle x ∈ Bcm die Folge (fnk)k∈N eine
Cauchy-Folge in K ist und daher für alle x ∈ Bcm gegen die messbare Funktion

f(x) := lim
k→∞

fnk(x) · χBmc (x)

konvergiert. Aus (2.2) folgt für alle x ∈ Bcm und alle j ≥ m wegen

|f(x)− fnk(x)| = lim
l→∞

|fnl(x)− fnk(x)| <
(

1

2

)j
,

dass die Folge (fnk)k∈N für alle x ∈ Bcm gleichmäßig konvergiert und da µ(Bm) <
δ ist, konvergiert (fnk)k∈N fast gleichmäßig gegen f . q

2.2.3 Korollar. Eine Folge (fn)n∈N messbarer Funktionen fn : X → K ist eine
Cauchy-Folge für die Konvergenz nach Maß genau dann, wenn es eine messbare
Funktion f : X → K gibt, sodass (fn)n∈N nach Maß gegen f konvergiert.

Beweis. Konvergiere (fn)n∈N im Maß gegen f . Für alle x ∈ X gilt wegen der
Dreiecksungleichung

|fm(x)− fn(x)| ≤ |f(x)− fm(x)|+ |f(x)− fn(x)|

und daher ist - analog zu beispielsweise dem Beweis von Lemma 2.1.3 Punkt 1.

µ
({
|fm − fn| ≥ ε

})
≤ µ

({
|f − fm| ≥

(ε
2

)})
+ µ

({
|f − fn| ≥

ε

2

})
.

Da die Folge (fn)n∈N nach Maß gegen f konvergiert folgt, dass (fn)n∈N eine
Cauchy-Folge für die Konvergenz im Maß ist.
Ist umgekehrt (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die Konvergenz nach Maß, so exis-
tiert nach Satz 2.2.2 eine Teilfolge (fnk)k∈N und eine messbare Funktion f , so-
dass fnk −→ f fast gleichmäßig konvergiert. Daraus folgt mit Satz 2.1.4, dass
(fnk)k∈N auch im Maß gegen f konvergiert. Außerdem gilt für alle x ∈ X wegen
der Dreiecksungleichung

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fnk(x)|+ |fnk(x)− f(x)|,
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woraus man wieder

µ
({
|fm − f | ≥ ε

})
≤ µ

({
|fn − fnk | ≥

(ε
2

)})
+ µ

({
|fnk − f | ≥

ε

2

})
erhält. Da (fnk)k∈N im Maß gegen f konvergiert und (fn)n∈N eine Cauchy-Folge
für die Konvergenz nach Maß ist, konvergiert (fn)n∈N im Maß gegen f . q

Zusammen mit Satz 2.2.2 liefert Korollar 2.2.3 das folgende Resultat:

2.2.4 Korollar. Konvergiert eine Folge (fn)n∈N messbarer Funktionen fn :
X → K nach Maß gegen eine messbare Funktion f : X → K, so existiert eine
Teilfolge (fnk)k∈N, die fast gleichmäßig gegen f konvergiert.

Da nach Lemma 1.2.2 aus der fast gleichmäßigen Konvergenz einer Folge (fn)n∈N
die Konvergenz µ-f.ü. folgt, erhält man aus Satz 2.2.2 die erste Aussage des
folgenden Korollars und zusammen mit Korollar 2.2.3 die zweite Behauptung:

2.2.5 Korollar. Sind fn, f : X → K messbare Funktionen dann gilt:

1. Ist (fn)n∈N eine Cauchy-Folge für die Konvergenz nach Maß, so gibt es
eine Teilfolge (fnk)k∈N, die µ-fast überall gegen f konvergiert.

2. Konvergiert die Folge (fn)n∈N nach Maß gegen die Funktion f , so gibt es
eine Teilfolge (fnk)k∈N, die µ-fast überall gegen f konvergiert.

2.3 Teilfolgen nach Maß konvergenter Folgen

2.3.1 Satz. Sind die Funktionen fn, f : X → K messbar, so konvergiert die
Folge (fn)n∈N nach Maß gegen f genau dann, wenn jede Teilfolge (fnk)k∈N von
(fn)n∈N eine Teilfolge (fnkj )j∈N hat, die fast gleichmäßig gegen f konvergiert.

Beweis. Konvergiert die Folge (fn)n∈N nach Maß gegen die Funktion f , so gilt
per Definition

lim
n→∞

µ({|fn − f | ≥ ε}) = 0

für alle ε > 0. Die Folge der Maße der Mengen {|fn − f | ≥ ε} konvergiert also
in R gegen Null. Daher konvergiert auch jede Teilfolge (fnk)k∈N im Maß gegen
f und Korrolar 2.2.4 liefert die Existenz einer Teilfolge (fnkj )j∈N von (fnk)k∈N,

die fast gleichmäßig gegen f konvergiert.
Sei nun die Teilfolgenbedingung erfüllt und ε > 0, es existiere also eine Teilfolge
(fnkj )j∈N einer beliebigen Teilfolge (fnk)k∈N von (fn)n∈N, die fast gleichmäßig

gegen f konvergiere. Wegen Satz 2.1.4 konvergiert (fnkj )j∈N auch nach Maß

gegen f , das heißt, dass für jede beliebige Teilfolge (fnk)k∈N von (fn)n∈N eine
Teilfolge (fnkj )j∈N exisitiert, sodass

lim
j→∞

µ({|fnkj − f | ≥ ε}) = 0

ist. Da in metrischen Räumen aus der Konvergenz von Teilfolgen (ankj )j∈N von

beliebigen Teilfolgen (ank) einer Folge (an)n∈N schon die Konvergenz der Folge
(an)n∈N folgt, hat man erhalten, daß

lim
n→∞

µ({|fn − f | ≥ ε}) = 0

ist und damit (fn)n∈N nach Maß gegen f konvergiert. q
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2.3.2 Korollar. Sind die Funktionen fn, f : X → K messbar, dann gilt

1. Konvergiert die Folge (fn)n∈N nach Maß gegen f , dann hat jede Teilfolge
(fnk)k∈N von (fn)n∈N eine Teilfolge (fnkj )j∈N, die µ-fast überall gegen f

konvergiert.

2. Ist das Maß µ endlich, so gilt auch die umgekehrte Inklusion.

Beweis.

1. Konvergiert die Folge (fn)n∈N im Maß gegen f , so existiert nach Satz 2.3.1
für jede Teilfolge von (fn)n∈N eine Teilfolge, die fast gleichmäßig gegen f
konvergiert. Wegen Lemma 1.2.2 konvergiert diese Teilfolge dann auch
µ-fast überall gegen f .

2. Hat jede Teilfolge von (fn)n∈N eine Teilfolge, die µ-fast überall gegen f
konvergiert und ist das Maß µ endlich, so folgt aus dem Satz von Jegorow
(Satz 1.2.3), dass die Teilfolge auch fast gleichmäßig gegen f konvergiert.
Satz 2.3.1 liefert das Ergebnis. q
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Kapitel 3

Zusammenhänge zwischen
den Konvergenzarten

3.1 Der allgemeine Fall

Im Allgemeinen besteht kein Zusammenhang zwischen der Konvergenz einer
Folge messbarer Funktionen (fn)n∈N dem Maße nach und der Konvergenz fast-
überall derselben Folge. Der folgende Abschnitt soll dies anhand von Beispielen
illustrieren, was eine kurze Einführung der Räume Lp(µ) und der Konvergenz
in diesen Räumen sinnvoll erscheinen lässt, da sich über diesen Umweg sehr
anschauliche Beispiele konstruieren lassen.

3.1.1 Die Räume Lp(µ) und Lp(µ)

Für den Abschnitt 3.1.1 gelte folgende Konvention: (X,A, µ) sei ein Maßraum
und die Mengen R bzw. R seien - sofern nichts anderes angegeben ist - mit der
σ-Algebra B bzw. B versehen.
Ist eine Funktion f : X → K̂ messbar, so zeigt man elementar, dass auch |f |p
messbar und damit folgende Definition sinnvoll ist:

3.1.1 Definition. Ist p ∈ R, p > 0 und f : X → K̂ messbar, so sei

Np(f) :=

(ˆ
X

|f |pdµ
)1/p

,

im Fall p =∞ sei

N∞(f) := ess sup
x∈X
|f(x)| := inf {α ∈ [0,∞] : |f | ≤ α µ-f.ü.} .

3.1.2 Definition. Für p ∈ R, p > 0 sei

Lp(X,A, µ) := Lp(µ) := Lp = {f : X → K : f messbar und Np(f) <∞}

und für f ∈ Lp sei

‖f‖p := Np(f).

23
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3.1.3 Lemma. Sind f, g : X → K̂ messbar und 0 < p ≤ 1, dann gilt:

Np
p (f + g) ≤ Np

p (f) +Np
p (g).

Beweis. Für t ≥ 0, a > 0 und 0 < p ≤ 1 sei ϕ(t) := ap + tp − (a+ t)p. Dann ist
ϕ differenzierbar und es gilt

ϕ′(t) = ptp−1 − p(a+ t)p−1 = p(tp−1 − (a+ t)p−1) ≥ 0,

also ist ϕ monoton wachsend. Deshalb und wegen ϕ(0) = 0 gilt ϕ ≥ 0 und damit
erhält man für alle a, b ≥ 0

(a+ b)p ≤ ap + bp. (3.1)

Dies gilt insbesondere auch für a := |f | und b := |g| und daraus folgt mit Hilfe
der Dreiecksungleichung

Np
p (f + g) =

ˆ
X

|f + g|pdµ ≤
ˆ
X

(|f |+ |g|)pdµ
(3.1)

≤
ˆ
X

(|f |p + |g|p) dµ =

=

ˆ
X

|f |pdµ+

ˆ
X

|g|pdµ = Np
p (f) +Np

p (g). q

3.1.4 Satz. Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist Lp ein halbnormierter Vektorraum bezüglich
‖ · ‖p und für 0 < p < 1 und f, g ∈ Lp ist

dp(f, g) := ‖f − g‖pp

eine Halbmetrik auf Lp.

Beweis. Die Vektorraumstruktur des Lp ist trivial nachzurechnen und die alge-
braische Abgeschlossenheit des Lp ist ebenfalls leicht einzusehen, denn einerseits
ist, wenn f ∈ Lp ist, auch af ∈ Lp für alle a ∈ R, andererseits gilt für f, g ∈ Lp

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p ≤ 2p(max(|f |, |g|))p = 2p max(|f |p, |g|p) ≤
≤ 2p(|f |p + |g|p)

und damit
ˆ
X

|f + g|pdµ ≤ 2p
(ˆ

X

|f |pdµ+

ˆ
X

|g|pdµ
)
<∞,

also ist f + g ∈ Lp. Dass (Lp, ‖ · ‖p) für 1 ≤ p ≤ ∞ ein halbnormierter und
(Lp, dp) für 0 < p < 1 ein pseudometrischer Raum ist, ergibt sich - bis auf die
Dreiecksungleichung - ebenso elementar. Die Dreiecksungleichung wiederrum
folgt für den (Lp, ‖·‖p) direkt aus der Minkowskischen Ungleichung und für den
(Lp, dp) aus Lemma 3.1.3, denn für f, g, h ∈ Lp ist

dp(f, g) =

ˆ
X

|f − g|p =

ˆ
X

|f − h+ h− g|pdµ ≤
ˆ
X

(|f − h|+ |h− g|)p dµ ≤

3.1.3
≤
ˆ
X

|f − h|pdµ+

ˆ
X

|h− g|pdµ = dp(f, h) + dp(h, g).

q
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Um zu sehen, dass der (Lp, ‖ · ‖p) i.A. kein normierter Raum ist, betrachte man
folgende Situation. Sei N ∈ A so, dass N 6= ∅ und µ(N) = 0 ist. Dann gilt

‖χN‖p =

(ˆ
X

|χN |pdµ
)1/p

=

(ˆ
N

1dµ

)1/p

= 0,

aber χN 6= 0. Das heißt, ‖·‖p ist genau dann eine Norm, wenn die einzige Menge
N mit µ(N) = 0 die leere Menge ist. Man erhält die Struktur eines normierten
Raumes für 1 ≤ p ≤ ∞ bzw. eines metrischen Raumes für 0 < p < 1 aber durch
folgende Definition:

3.1.5 Definition. Für 0 < p ≤ ∞ sei

Np := {f ∈ Lp : f = 0 µ-f.ü.} ,

dann ist Np offensichtlich ein Unterraum von Lp und damit ist

Lp := Lp/Np

ein wohldefinierter Vektorraum.

Zwei Elemente f, g ∈ Lp sind also genau dann äquivalent, wenn f−g = 0 µ-f.ü.,
also genau dann, wenn f = g µ-f.ü. ist. Für f̃ ∈ Lp hat ‖f‖p für alle Vertreter
f ∈ Lp denselben Wert, sodass die Definition

‖f̃‖p := ‖f‖p

sinnvoll ist. Jetzt gilt auch

‖f̃‖p = 0⇒ f̃ = 0

für jedes f̃ ∈ Lp, damit ist also (Lp, ‖ · ‖p) ein normierter Raum.

3.1.2 Konvergenz in Lp(µ)

3.1.6 Definition. Ist 0 < p ≤ ∞ und fn ∈ Lp, n ∈ N, dann heißt die Folge
(fn)n∈N konvergent im p-ten Mittel oder konvergent in Lp gegen f ∈ Lp, wenn

lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0,

bzw. in anderer Notation

fn
Lp−→ f.

Analog wird die Konvergenz in Lp erklärt.

3.1.7 Proposition (Markov’sche Ungleichung). Ist f : X → K̂ messbar, g :
ran f → R eine nicht-negative, auf ran f monoton wachsende messbare Funktion
und t > 0, so ist

µ ({|f | ≥ t}) ≤ 1

g(t)

ˆ
X

g ◦ fdµ.
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Beweis. Bezeichnet At := {|f | > t}, so ist für alle t > 0

0 ≤ g(t)χAt ≤ (g ◦ f)χAt ≤ g ◦ f,

wobei die erste Ungleichung wegen der nicht-Negativität von g erfüllt ist und
die zweite Ungleichung auf Grund der Monotonie von g gilt. Daraus erhält man

g(t) · µ(At) =

ˆ
X

g(t) · χAt ≤
ˆ
X

(g ◦ f)dµ,

woraus durch Division durch g(t) die Behauptung folgt. q

Der folgende Satz stellt die zentrale Aussage dieser kurzen Einführung der
Räume Lp(µ) bzw. Lp(µ) dar, da er einen Zusammenhang zwischen der Kon-
vergenz in Lp(µ) bzw. in Lp(µ) und der Konvergenz dem Maße nach herstellt:

3.1.8 Satz. Ist 0 < p ≤ ∞, fn, f : X → K mit fn, f ∈ Lp für n ∈ N und
konvergiert die Folge (fn)n∈N in Lp gegen f , so konvergiert (fn)n∈N auch nach
Maß gegen f .

Beweis. Ist p = ∞, dann konvergiert (fn)n∈N auf dem Komplement einer µ-
Nullmenge gleichmäßig gegen f , also gilt fn −→ f fast gleichmäßig. Aus Satz
2.1.4 folgt, dass (fn)n∈N im Maß gegen f konvergiert.
Ist 0 < p <∞ und ε > 0 beliebig, so folgt durch Setzung von g(t) := tp aus der
Markov’schen Ungleichung (Proposition 3.1.7), dass

µ({|fn − f | ≥ ε}) ≤
1

εp

ˆ
X

|fn − f |pdµ =
1

εp
‖fn − f‖pp

gilt und damit ist

lim
n→∞

µ({|fn − f | ≥ ε}) ≤ lim
n→∞

1

εp
‖fn − f‖pp = 0,

also konvergiert (fn)n∈N gegen f nach Maß. q

3.2 Gegenbeispiele

Das folgende Beispiel zeigt, dass von der Konvergenz einer Funktionenfolge
(fn)n∈N dem Maße nach nicht auf Konvergenz fast überall geschlossen werden
kann.

3.2.1 Beispiel. Sei der Maßraum (X,A, µ) gleich ([0; 1],P(X)∩B, λ), wobei λ
das Lebesgue-Maß auf den Borel-meßbaren Teilmengen von [0; 1] ist. Seien die
Mengen En,j definiert durch

En,j =
[
j−1
n ; jn

]
für 1 ≤ j ≤ n

und damit die Mengenfolge
(

(En,j)1≤j≤n

)
n∈N

gleich

(
(En,j)1≤j≤n

)
n∈N

=
([

0; 1
]
,
[
0; 1

2

]
,
[

1
2 ; 1
]
,
[
0; 1

3

]
,
[

1
3 ; 2

3

]
,
[

2
3 ; 1
]
, . . .

)
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Sei weiters χn,j := χEn,j die Indikatorfunktion auf En,j und definiere die Funk-
tionenfolge (fn)n∈N durch

(fn)n∈N := ((χn,j)1≤j≤n)n∈N = (χ1,1, χ2,1, χ2,2, χ3,1, χ3,2, χ3,3, . . . )

Nun wird gezeigt, dass zwar fn
Lp−→ 0 für 1 ≤ p ≤ ∞ und damit wegen Satz 3.1.8

auch fn
µ©−→ 0 gilt, die Funktionenfolge (fn)n∈N aber für kein x ∈ X punktweise

und damit auch nicht λ-f.ü. konvergiert.
Aus der Definition ergibt sich direkt, dass für ein festes k ∈ N

fn(x) = χk,l(x) mit k(k−1)
2 < n ≤ k(k+1)

2 und 1 ≤ l ≤ k

gilt, da es nach Konstruktion k Intervalle der Länge 1
k gibt. Ebenso ist nach

Konstruktion klar, dass
λ (Ek,l) = 1

k

für alle l ∈ {1, . . . , k} gilt. Es ist

lim
n→∞

(ˆ
X

|fn − 0|pdµ
)1/p

= lim
k→∞

(ˆ
[0;1]

χk,l dλ

)1/p

= lim
k→∞

(λ (Ek,l))
1/p

=

= lim
k→∞

(
1
k

)1/p
= 0

und damit gilt fn
Lp−→ f .

Sei nun x ∈ X beliebig. Für jedes n ∈ N gibt es ein j(n) ∈ N so, dass χn,j(n)(x) =
1 ist. Dies ist trivial für x = 0 und x = 1, sonst wähle j(n) = dnxe. Daher existiert
eine unendliche Teilfolge (j(n))n∈N, sodass fnj(n)

(x) = 1 ist. Andererseits gilt für

beliebiges x ∈ (0; 1], dass es ein m ∈ N so gibt, dass 1
m < x. Das bedeutet, dass

für alle j ≥ m dann χj,1(x) = 0 ist. Also existiert eine unendliche Teilfolge
(nj)j∈N so, dass fnj (x) = 0 für x ∈ (0; 1] ist und für x = 0 ist die Aussage
trivial. Daher konvergiert die Folge (fn)n∈N für kein x ∈ X punktweise und
damit auch nicht λ-f.ü.. q

Satz 2.1.5 besagt, dass aus der Konvergenz einer Funktionenfolge (fn)n∈N fast
überall nur dann auf Konvergenz dem Maße nach geschlossen werden kann,
wenn das Maß endlich ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass dieser Schluss für
ein unendliches Maß tatsächlich nicht zulässig ist.

3.2.2 Beispiel. Sei der Maßraum (X,A, µ) gleich ([0;∞),P(X) ∩ B, λ) und
definiere die Funktionenfolge

fn := χ[n;n+1]

Ist x ∈ X beliebig, so existiert genau ein n0 ∈ N, sodass fn0
(x) = 1. Daher gilt

für alle n ∈ N\{n0}, dass fn(x) = 0 und damit fn
[λ]−→ 0.

Seien m,n ∈ N beliebig mit m 6= n und betrachte die Menge

{|fn − fm| ≥ 1
2} = [n;n+ 1] ∪ [m;m+ 1]

Offensichtlich gilt
λ
(
|fn − fm| ≥ 1

2

)
= 2

damit ist (fn)n∈N keine Cauchy-Folge für die Konvergenz dem Maße nach und
daher, nach Korollar 2.2.3, auch nicht nach Maß konvergent. q
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Teil II

Maße auf topologischen
Räumen
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Kapitel 4

Topologie und Messbarkeit

Ist eine Menge X mit der zusätzlichen Struktur einer Topologie versehen, so
ergeben sich aus maßtheoretischer Sicht viele interessante Konsequenzen und
Möglichkeiten. In Anhang A sind die wichtigsten topologischen Grundlagen an-
gegeben, Anhang B gibt einige benötigte maßtheoretische Aussagen, die im
folgenden benötigt werden - beispielsweise das Konzept der Initial-σ-Algbra
bezüglich einer Funktionenfamilie, siehe Satz B.1.5. Weiters wird folgende No-
tation eingeführt:

Notation. Das Paar (X,T) bezeichnet einen topologischen Raum. Dabei ist T

eine Topologie, also das System der offenen Teilmengen der Menge X. Weiters
bezeichnet A das System der abgeschlossenen und K das System der kompakten
Teilmengen der Grundmenge X.
Die Symbole C(X) bzw. C+(X) bzw. Cc(X) bzw. Cb(X) bezeichnen die Menge
der stetigen Funktionen f : X → K bzw. die Menge der positiven stetigen Funk-
tionen bzw. den Raum der f ∈ C(X) mit kompakten Träger bzw. den Raum
der beschränkten Funktionen aus C(X).
Das Paar (X,A) bezeichnet ein Messraum. Dabei ist A eine σ-Algbra, also das
System der messbaren Teilmengen der Menge X. Ist weiters M ⊆ P(X), so
bezeichnet σ(M) die von M erzeugte σ-Algebra, siehe dazu Lemma B.1.4.

4.1 Borel- und Bairemengen

4.1.1 Die Borel’sche σ-Algebra

4.1.1 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann wird die σ-Algebra,
die von den offenen Teilmengen T ⊆ P(X) von X erzeugt wird, die σ-Algebra
der Borelmengen B(X) genannt. Es ist also

B(X) = σ(T).

Da σ-Algebren abgeschlossen bezüglich der Bildung von Komplementen sind,
gilt offensichtlich auch

B(X) = σ(A).

Ist es erheblich, bezüglich welcher Topologie die Borelmengen gebildet werden,
so schreibt man B(X,T).

31
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Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung der σ-Algebra der Borelmengen
auf den reellen Zahlen.

4.1.2 Satz. Ist A eine beliebige überall dichte Teilmenge der rellen Zahlen oder
gilt A = R, dann ist jedes der folgenden Mengensysteme ein Erzeuger der σ-
Algebra B(R) der Borelmengen auf R:

(i) Td

(ii) Ad

(iii) IAo :=
{

(a, b)
∣∣ a ≤ b, a, b ∈ A

}
(iv) IAl :=

{
(a, b]

∣∣ a ≤ b, a, b ∈ A
}

(v) IAc :=
{

[a, b]
∣∣ a ≤ b, a, b ∈ A

}
∪ {∅}

(vi) SAlo :=
{

(a,+∞)
∣∣ a ∈ A

}
(vii) SAlc :=

{
[a,+∞)

∣∣ a ∈ A
}

Beweis. Per Definition wird B(R) von den offenen Teilmengen (bezüglich der
von der Metrik induzierten Topologie Td) erzeugt, also gilt (i). Da die Kom-
plemente der offenen Mengen gerade die abgeschlossenen Mengen bez. Td sind
und eine σ-Algebra abgeschlossen bezüglich der Bildung von Komplementen
ist, folgt (ii). Weiters kann jede offene Teilmenge von R als abzählbare Vereini-
gung von offenen Intervallen mit Eckpunkten in A dargestellt werden, also gilt
σ(IAo ) = B(R) und damit (iii). Offensichtlich ist σ(IQc ) ⊆ σ(IRc ) ⊆ B(R) und
da (a, b) =

⋃{
[r, s]

∣∣ a < r ≤ s < b, r, s ∈ Q
}

, ist σ(IRo ) ⊆ σ(IQc ). Insgesamt gilt
also

B(R) = σ(IRo ) ⊆ σ(IQc ) ⊆ σ(IRc ) ⊆ B(R)

und es folgt (v). Weiters ist einerseits jedes Intervall (a, b] ∈ IAl darstellbar als

(a, b] = [a, b] \ [a− ε, a], ε > 0

also ist σ(IAl ) ⊆ (IAc ). Andererseits gilt für jedes abgeschlossene Intervall [a, b] ∈
IAc , dass

[a, b] =
⋂
n∈N

(an, b]

ist, wenn (an)n∈N eine monoton wachsende, gegen a konvergente Folge in A
ist. Daher ist auch σ(IAc ) ⊆ σ(IAl ) und es gilt (iv). Ist (a,+∞) ∈ SAlo, so ist
(a,+∞) =

⋃{
(a, b)

∣∣ b > a, b ∈ A
}

, also gilt σ(SAlo) ⊆ σ(IAo ). Umgekehrt ist
jedes (a, b] ∈ IAl darstellbar durch (a, b] = (a,+∞) \ (b,+∞). Das heißt, es gilt

B(R) = σ(IAl ) ⊆ σ(SAlo) ⊆ σ(IAo ) = B(R),

daher ist (vi) erfüllt. Punkt (vii) folgt analog. q

4.1.3 Definition. Seien (X,T) und (X ′,T′) topologische Räume. Eine Abbil-
dung f : X → X ′ heißt Borel oder genauer Borel meßbar, wenn f−1(B′) ∈
B(X,T) für alle B′ ∈ B(X ′,T′) gilt.

4.1.4 Lemma. Sind (X,T) und (X,T′) topologische Räume, so ist jede stetige
Funktion f : X → X ′ Borel meßbar.

Beweis. Die stetige Abbildung f : X → Y erfüllt die Beziehung f−1(T′) ⊆ T.
Da einerseits σ(f−1(T′)) ⊆ σ(T) = B(X) und andererseits wegen Lemma B.1.7
auch σ(f−1(T′)) = f−1(σ(T′)) = f−1(B(X ′)) gilt, ist f−1(B(X ′)) ⊆ B(X). q
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4.1.2 Die Baire’sche σ-Algebra

Lemma 4.1.4 zeigt, dass jede stetige Funktion meßbar bezüglich der Borel’schen
σ-Algebra ist. Die kleinste σ-Algebra, bezüglich derer jede stetige Funktion meß-
bar ist, heißt Bair’sche σ-Algebra.

4.1.5 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Die Initial-σ-Algebra
Ba(X) (siehe Satz B.1.5) bezüglich C(X) heißt Bair’sche σ-Alegbra auf X. Ist
es von Belang, bezüglich welcher Topologie C(X) betrachtet wird, so schreibt
man Ba(X,T).

Für eine umfassende Charakterisierung der Baire’schen σ-Algebra wird folgen-
des Lemma benötigt:

4.1.6 Lemma. Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei C ⊆ X abgeschlossen und
ε > 0. Dann existiert eine Funktion gC ∈ C(X) so, dass gC(C) = {0}, gC(x) = 1
für δ(x,C) ≥ ε und 0 ≤ gC(x) ≤ 1 für alle x ∈ X gilt. Dabei bezeichnet δ(x,A)
für A ⊆ X die stetige Distanzfunktion δ(x,A) := inf{d(x, y)

∣∣ y ∈ A}.
Beweis. Definiere die Hilfsfunktion ϕ : R→ R über

ϕ(t) :=


0, t ≤ 0

t, 0 ≤ t ≤ 1

1, t ≥ 1

Es gilt ϕ ∈ C(R) und die Funktion

gC(x) := ϕ

(
1

ε
δ(x,C)

)
leistet das Gewünschte, denn gC(x) ist als Zusammensetzung stetiger Funktio-
nen stetig - genauer ist sie sogar gleichmäßig stetig. Die restlichen geforderten
Eigenschaften gelten offensichtlich nach der angegebenen Konstruktion. q

4.1.7 Satz. Ist X eine Menge, so ist jedes der folgenden Mengensysteme ein
Erzeugendensystem der Baire’schen σ-Algebra Ba(X):

(i)
{
x ∈ X

∣∣ f(x) > c, f ∈ C(X), c ∈ R
}

(ii)
{
x ∈ X

∣∣ f(x) > c, f ∈ C+(X), c ∈ R+
}

(iii)
{
x ∈ X

∣∣ f(x) > 0, f ∈ C(X)
}

(iv)
{
Z ⊆ X

∣∣ Z = f−1(A), f ∈ C(X), A ∈ A
}

(v)
{
U ⊆ X

∣∣ U = f−1(O), f ∈ C(X), O ∈ T
}

(vi)
{
f−1({0})

∣∣ f ∈ C(X)
}

Beweis. Gemäß dem Beweis von Satz B.1.5 ist

Ba(X) =
⋂{

A′ ∈ A(X)
∣∣ f−1(B) ⊆ A′, f ∈ C(X)

}
, (4.1)

dabei bezeichnet A(X) die Menge aller σ-Algebren auf X. In Satz 4.1.2 (vi)
wurde gezeigt, dass die Menge der Halbstrahlen SR

lo ein Erzeugendensystem der
Borel’schen σ-Algebra B auf R ist. Weiters gilt nach Lemma B.1.8 für eine
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Funktion f : (X,A)→ (X ′,A′) von einem Messraum (X,A) in einen Messraum
(X ′,A′), wobei C′ ein Erzeugendensystem von A′ ist:

f−1(A′) ⊆ A ⇐⇒ f−1(C′) ⊆ A

Dies angewandt auf Gleichung 4.1 ergibt zusammen mit Lemma B.1.4 (ii)

Ba(X) =
⋂{

A′ ∈ A(X)
∣∣ f−1(SR

ol) ⊆ A′, f ∈ C(X)
}

= σ(SR
ol),

also gilt (i), denn

{x ∈ X
∣∣ f(x) > c, c ∈ R} = {f−1 ((c,∞))

∣∣ c ∈ R} = f−1(SR
ol).

Nach Satz 4.1.2 sind auch die - bezüglich der von der Metrik d induzierten
Topologie - offenen Mengen Td und abgeschlossenen Mengen Ad Erzeugenden-
systeme der Borel’schen σ-Algebra B. Eine analoge Argumentation zeigt, dass
die Punkte (iv) und (v) gelten.
Um (ii) und (iii) einzusehen stellt man zunächst fest, dass sicher⋃

f∈C+(X)

f−1(B) ⊆
⋃

f∈C(X)

f−1(B)

gilt, also

σ
(⋃
f∈C+(X)

f−1(B)
)
⊆ σ

(⋃
f∈C(X)

f−1(B)
)
.

Andererseits kann jede Funktion f aus C(X) in ihren Positivteil f+ := max(0, f)
und ihren Negativteil f− := max(f, 0) gemäß f = f+−f− zerlegt werden. Dabei
sind f+, f− ∈ C+(X) und f+, f− sind genau dann messbar, wenn f messbar
ist. Daher ist auch ⋃

f∈C(X)

f−1(B) ⊆
⋃

f∈C+(X)

f−1(B),

also insgesamt

σ
(⋃
f∈C+(X)

f−1(B)
)

= σ
(⋃
f∈C(X)

f−1(B)
)

= Ba(X),

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen Satz B.1.5 (IA2) gilt. Aus der Bezie-
hung

⋃
f∈C+(X) f

−1(B) =
{
x ∈ X

∣∣ f(x) > c, f ∈ C+(X), c ∈ R+
}

folgt damit

(ii). Weiters ist{
x ∈ X

∣∣ f(x) > c, c ∈ R+, f ∈ C+(X)
}

=
{
x ∈ X

∣∣ f(x) > 0, f ∈ C+(X)
}

und da für f ∈ C(X) gilt, dass f+ ∈ C(X) und f− ∈ C+(X), folgt (iii).
Zum Beweis von Punkt (vi) sei A ⊆ R eine beliebige abgeschlossene Menge.
Nach Lemma 4.1.6 existiert eine Funktion gA ∈ C(R) so, dass A = g−1

A ({0}) ist.
Daher kann im Erzeugendensystem aus Punkt (iv) die abgeschlossene Menge
A ∈ A durch g−1

A ({0}) ersetzt werden und die Funktion F (x) := f−1(g−1
A (A)) =

(gA ◦ f)−1(A) ist stetig, also erzeugen die Mengensysteme aus Punkt (iv) und
Punkt (vi) die gleiche σ-Algebra, nämlich Ba(X). q
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Das folgende Lemma liefert eine weitere Charakterisierung der Baire’schen σ-
Algebra.

4.1.8 Lemma. Jede Baire-Menge Ba ∈ Ba(X) hat die Darstellung

Ba = {x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B}, (4.2)

wobei B ∈ B(R∞) und fi ∈ C(X) ist. Weiters ist jede Menge dieser Form Baire
und es kann die Einschränkung fi ∈ Cb(X) vorgenommen werden.

Beweis. Zunächst wird gezeigt, dass für alle B ∈ B(R∞) und alle fi ∈ Cb(X)
die Mengen der Form

{x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B}

Baire sind. Sei zunächst B ∈ B(R∞) abgeschlossen und (fn)n∈N eine Folge aus
Cb(X). Dann existiert ein ψ ∈ C(R∞) mit B = ψ−1({0}). Definiert man

Φ(fn)(x) :=

{
X → R
x 7→ ψ((fn(x))n∈N)

so ist Φ(fn) stetig und es gilt

Φ−1
(fn)({0}) = (fn)−1

n∈N(ψ−1({0}) = (fn)−1
n∈N(B) = {x ∈ X

∣∣ (fn(x))n∈N ∈ B} =

= {x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B} = Ba

Also ist Ba funktional abgeschlossen und damit in Ba(X). Sei nun (fn)n∈N eine
feste Folge in Cb(X) und definiere die Mengenfamilie

B0 :=
{
B ∈ B(R∞)

∣∣ {x ∈ X ∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B} ∈ Ba(X)
}
,

dann ist B0(X) eine σ-Algebra, denn: Offensichtlich ist R∞ ∈ B0. Ist weiters
B0 ∈ B0, so gilt per Definition

{x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B0} ∈ Ba(X).

Da Ba(X) eine σ-Algebra ist, ist auch

{x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B0}c ∈ Ba(X)

und es gilt

{x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B0}c = {x ∈ X

∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) /∈ B0} =

= {x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ Bc0},

also ist Bc0 ∈ B0. Ist (Bn)n∈N eine folge paarweise disjunkter Mengen aus B0,
so ist für jedes n ∈ N die Menge {x ∈ X

∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ Bn} in Ba(X)

und damit auch
⋃
n{x ∈ X

∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ Bn} ∈ Ba(X). Wegen⋃
n∈N
{x ∈ X

∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ Bn} = {x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈

⋃
n∈N

Bn}

ist
⋃
nBn ∈ B0 und B0 eine σ-Algebra. Nach dem ersten Beweisschritt ist

AR∞ := {B ∈ B(R∞)
∣∣ B abgeschlossen} ⊆ B0



36 4. Topologie und Messbarkeit

und mit B(R∞) = σ(AR∞) erhält man

B(R∞) = σ(AR∞) ⊆ σ(B0) = B0

Da andererseits sicher B0 ⊆ B(R∞) gilt, ist insgesamt B0 = B(R∞). Um
einzusehen, dass jede Baire-Menge gemäß (4.2) dargestellt werden kann definiert
man

C :=
{
C ∈ Ba(X)

∣∣ C = {x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B}

}
.

für fi ∈ Cb(X) und B ∈ B(R∞). Wie B0 im ersten Teil ist C eine σ-Algebra, die
alle Mengen der Form {x ∈ X

∣∣ f(x) > 0, f ∈ Cb(X)} enthält. Diese Mengen
bilden nach Satz 4.1.7 ein Erzeugendensystem der Baire’schen σ-Algebra, also
gilt C = Ba(X). q

Nun soll kurz das Verhältnis zwischen der Borel’schen und der Baire’schen σ-
Algebra untersucht werden.

4.1.9 Proposition. Ist (X,T) ein topologischer Raum, so gilt Ba(X) ⊆ B(X).

Beweis. Nach Lemma 4.1.4 ist jede Funktion f ∈ C(X) Borel messbar. Da per
Definition die Baire’sche σ-Algebra die Initial-σ-Algebra bezüglich C(X) ist,
folgt Ba(X) ⊆ B(X). q

Auf Grund der engen Beziehung zwischen der Borel’schen und der Baire’schen
σ-Algebra stellt sich die Frage, ob es Situationen gibt, in denen die beiden σ-
Algebren übereinstimmen. Es zeigt sich, dass dies im Falle perfekt normaler
Räume (siehe A.1.23) zutrifft.

4.1.10 Lemma. Ist (X,T) ein perfekt normaler Raum, dann gilt B(X) =
Ba(X).

Beweis. Sei (X,T) ein perfekt normaler Raum und A ⊆ X abgeschlossen. Dann
ist A ∈ B(X) und da (X,T) perfekt normal ist, existiert eine stetige Funktion
f : X → [0, 1], sodass A = f−1({0}) ist. Also gilt A ⊆ {f−1({0})

∣∣ f ∈ C(X)},
woraus mit Satz 4.1.7 (vi)

B(X) = σ(A) ⊆ σ({f−1({0})
∣∣ f ∈ C(X)}) = Ba(X)

folgt. Zusammen mit Proposition 4.1.9 ergibt sich B(X) = Ba(X). q

4.1.11 Korollar. Ist (X,T) ein topologischer und ist (X,T) ein metrischer
Raum, so gilt B(X) = Ba(X).

Beweis. Lemma 4.1.6 besagt gerade, dass ein metrischer Raum perfekt normal
ist. Nach Lemma 4.1.10 gilt also B(X) = Ba(X). q

4.2 Borel-, Baire- und Radonmaße

Im gesamten Abschnitt 4.2 werden nur Hausdorff-Räume betrachtet. Dies dient
hauptsächlich der Bequemlichkeit, da einige Aussagen auch für topologische
Räume gelten, die nicht Hausdorff’sch sind. Weiters ist, wenn von einem Maß
µ die Rede ist, immer ein Maß endlicher Variation gemeint.

4.2.1 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum.
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1.) Ein Maß auf der Borel’schen σ-Algebra B(X) heißt Borelmaß auf X. Die
Menge der Borelmaße wird mit M(X) bezeichnet.

2.) Ein Maß auf der Baire’schen σ-Algebra Ba(X) heißt Bairemaß auf X. Die
Menge der Bairemaße wird mit Ma(X) bezeichnet.

3.) Ein Borelmaß µ auf X heißt Radonmaß, wenn es für alle B ∈ B(X) und alle
ε > 0 eine kompakte Menge Kε ⊆ X gibt, sodass |µ|(B \Kε) < ε gilt. Die
Menge der Radonmaße wird mit Mr(X) bezeichnet.

Borel-Maße sind durch ihre Werte auf den offenen Teilmengen eines topologi-
schen Raumes eindeutig bestimmt:

4.2.2 Lemma. Sind µ, ν ∈ M(X) zwei Borel-Maße, die auf den offenen Teil-
mengen eines topologischen Raumes übereinstimmen, so stimmen µ und ν auf
ganz B(X) überein.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass ein Borel-Maß, das auf den offenen Teilmen-
gen eines topologischen Raumes (X,T) verschwindet, auf ganz B(X) gleich Null
ist. Sei µ(T) = 0. Dann gilt µ+(T) = µ−(T) und aus Satz über monotone Klas-
sen folgt µ+ = µ− auf ganz B(X). Da µ+ und µ− zu einander singulär sind
muss µ+ = µ− = 0 gelten. q

4.2.3 Definition. Eine nicht-negative Mengenfunktion µ auf einem System
A ⊆ P(X) von Teilmengen eines topologischen Raums (X,T) heißt straff auf A,
wenn für jedes ε > 0 eine kompakte Menge Kε ⊆ X existiert, so dass µ(A) < ε
für alle A ∈ A mit A ∩Kε = ∅ ist.
Eine additive Mengenfunktion µ von beschränkter Variation auf einer Algebra
oder einem Ring heißt straff, wenn ihre Totalvariation straff ist.

Offensichtlich ist in einem kompakten Raum jedes Maß straff. Außerdem ist ein
Borel-Maß offensichtlich genau dann straff, wenn für alle ε > 0 eine kompakte
Menge Kε existiert, sodass |µ|(X \Kε) < ε gilt. Die folgende Eigenschaft macht
straffe Borelmaße zu Radonmaßen.

4.2.4 Definition. Eine nicht-negative Mengenfunktion µ auf einem System
A ⊆ P(X) von Teilmengen eines topologischen Raums heißt regulär, wenn für
jedes ε > 0 und jede Menge A ∈ A eine abgeschlossene Menge Fε existiert, so
dass Fε ⊆ A, A \ Fε und µ(A \ Fε) < ε.
Eine additive Mengenfunktion µ von beschränkter Variation auf einer Algebra
oder einem Ring heißt regulär, wenn ihre Totalvariation regulär ist.

4.2.5 Bemerkung. Ist (X,T) ein topologischer Hausdorff-Raum, so ist jedes Ra-
donmaß auf B(X) straff und regulär. Ist µ straffes und reguläres Borelmaß, so
ist µ Radon.

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, dass in T2-Räumen
kompakte Mengen abgeschlossen sind. Um die zweite Behauptung einzusehen
stellt man eine beliebige Menge B ∈ B(X) gemäß

B = (B ∩Kε) ∪ (B \Kε)

dar. Aus der Straffheit und der Regularität folgt nun, dass µ Radon ist, da
der Schnitt einer kompakten mit einer abgeschlossenen Menge wieder kompakt
ist. q
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4.2.6 Satz. Ist (X, d) ein metrischer Raum, dann ist jedes Borel-Maß auf X
regulär. Ist X vollständig und seperabel, dann ist jedes Borel-Maß Radon.

Beweis. Gemäß der Zerlegung µ = µ+ − µ− sei ohne Beschränkung der Allge-
meinheit µ ≥ 0. Die erste Aussage - die Regularität des Borel-Maßes µ - wird
in Satz C.1.3 gezeigt.
Sei ε > 0. Da (X,T) separabel ist existiert eine höchstens abzählbare dichte
Teilmenge von X. Sei (xj)j∈N eine Aufzählung von D und seien für alle n ∈ N

Un(xj) := {y ∈ X
∣∣ d(xj , y) ≤ ε2−n}

die abgeschlossenen Kugeln mit Radius ε2−n. Sei weiters Wn,k :=
⋃k
j=1 Un(xj).

Für jedes n ∈ N ist dann Wn,k ⊆ Wn,k+1 und Wn :=
⋃∞
j=1 Un(xj) = X. Damit

konvergiert µ(Wn,k) für k → ∞ gegen µ(X), also existiert ein Index kn ∈ N,
sodass

µ(X \Wn,kn) < ε2−n.

Sei nun Kn :=
⋂∞
m=nWm,km , dann ist Kn ⊆ X abgeschlossen. Da Kn ⊆Wm,km

für alle m ≥ n gilt ist Kn total beschränkt. Auf Grund der Vollständigkeit von
(X,T) ist Kn damit kompakt. Weiters gilt

µ(X \Kn) = µ

( ∞⋃
m=n

(X \Wm,km)

)
≤
∞∑
m=n

ε2−m < ε.

Damit hat man erhalten, dass das Maß µ straff ist. Da ein metrischer Raum T2

ist, ist Kn abgeschlossen und damit ist µ auch regulär. Aus Bemerkung 4.2.5
folgt, dass µ Radon ist. q

4.2.7 Korollar. Ist (X,T) ein topologischer Raum, so ist jedes Baire-Maß µ
regulär. Insbesonders existiert für jede Baire-Menge E ∈ Ba(X) und jedes ε > 0
eine stetige Funktion f ∈ C(X), so dass f−1({0}) ⊆ E und |µ|(E\f−1({0})) < ε
gilt.
Allgemein gilt für jede Familie F stetiger Funktionen auf X, dass jedes Maß µ
auf der Initial-σ-Algebra σ(F) regulär ist.

Beweis. Gemäß der Zerlegung µ = µ+ − µ− sei ohne Beschränkung der Allge-
meinheit wieder µ ≥ 0. Sei weiters E ∈ Ba(X) eine Bairemenge und ε > 0.
Nach Lemma 4.1.8 existieren eine Folge (fn)n∈N mit fi ∈ C(X) und eine Menge
B ∈ B(R∞) so, dass E die Darstellung

E = {x ∈ X
∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B} (4.3)

hat. Definiere die stetige Abbildung

ϕ :=

{
X → R∞

x 7→ (f1(x), f2(x), . . . )

und sei µ0 das Bildmaß unter der Abbildung ϕ, also

µ0 := µ ◦ ϕ−1 =

{
B(R∞) → R

B 7→ µ
(
ϕ−1(B)

)
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Da R∞ perfekt normal ist gilt nach Lemma 4.1.10, dass Ba(R∞) = B(R∞) ist.
Also ist µ0 ein Borelmaß auf B(R∞) und wegen Satz 4.2.6 ist µ0 regulär. Daher
existiert eine Funktion g ∈ C(R∞) und eine abgeschlossene Menge F ⊆ B,
sodass

µ0(B \ F ) = µ0(B \ g−1({0})) < ε

ist. Sei f(x) := g(f1(x), f2(x), . . . ). Dann ist f ∈ C(X) und es gilt

µ0

(
B \ g−1({0})

)
= µ

(
ϕ−1(B) \ ϕ−1(g−1({0})

)
Der rechte Ausdruck ist wegen

ϕ−1(B) = {x ∈ X
∣∣ ϕ(x) ∈ B} = {x ∈ X

∣∣ (f1(x), f2(x), . . . ) ∈ B} = E

und
ϕ−1

(
g−1({0})

)
= (g ◦ ϕ)−1({0}) = f−1({0})

gleich µ
(
E \ f−1({0})

)
, also hat man

µ
(
E \ f−1({0})

)
< ε

erhalten und damit ist jedes Bairemaß auf einem topologischen Raum (X,T)
regulär. Ist F ⊆ C(X), so ist per Definition der Initial-σ-Algebra jede Bairemen-
ge E gemäß (4.3) mit fi ∈ F darstellbar. Infolgedessen ist jedes Maß auf σ(F)
regulär. q

Nach Lemma 4.1.10 stimmen auf perfekt normalen Räumen die Baire- und Bo-
relmaße überein. Das folgende Korollar ist also nicht überraschend.

4.2.8 Korollar. Auf einem perfekt normalen Raum (X,T) ist jedes Borelmaß
µ ∈ B(X) regulär.

Die folgende Eigenschaft ist stärker als der bisher eingeführte Regularitätsbegriff
und doch noch schwächer als die Eigenschaft eines Maßes, Radon zu sein.

4.2.9 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und µ ein Borel-Maß auf
X. Das Maß µ heißt τ -additiv, wenn für jedes monoton wachsende Netz offener
Mengen (Oi)i∈I in (X,T) die Beziehung

|µ|
(⋃
i∈I

Oi

)
= lim

i∈I
|µ|(Oi)

gilt. Gilt diese Beziehung für alle Netze mit
⋃
i Ui = X, dann heißt µ τ0-additiv

oder schwach-τ -additiv.

Die folgende Proposition zeigt, dass die τ -Additivität zwischen der Regularität
und der Radoneigenschaft liegt. Ebenso sieht man, dass die Straffheit eines
Maßes µ ausreicht, damit ein τ -additives Maß Radon ist.

4.2.10 Proposition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Es gilt:

1.) Jedes Radon-Maß ist τ -additiv.

2.) Ist (X,T) regulär, so ist jedes τ -additive Maß regulär. Insbesonders ist jedes
τ -additive Maß auf einem kompakten Raum Radon.
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3.) Jedes straffe τ -additive Maß ist Radon.

4.) Ist (X, d) ein seperabler metrischer Raum, so ist jedes Borel-Maß τ -additiv.

Beweis. 1.) Sei µ ∈ B(X) ein Radonmaß, (Oi)i∈I ein monoton wachsendes Netz
offener Mengen und sei ε > 0. Setze O :=

⋃
iOi. Da µ Radon ist existiert eine

kompakte Menge K ⊆ O, sodass |µ|(O \ K) = |µ|((
⋃
iOi) \ K) < ε ist. Auf

Grund der Kompaktheit von K existiert ein n ∈ N, sodass schon
⋃n
j=1Oij ⊇ K

ist. Damit ist auch

|µ|
((⋃

i∈I
Oi
)
\
( n⋃
j=1

Oij
))

= |µ|
(
X \

( n⋃
j=1

Oij
))

< ε

und daher, da das Netz (Oi)i∈I wachsend ist,

|µ|(X)− lim
i∈I
|µ|(Oi) < ε.

2.) Sei (X,T) ein regulärer Raum und µ ein τ -additives Maß auf B(X). Sei
weiters E die Menge aller Borelmengen E ⊆ B(X), für die

|µ|(E) = sup{|µ|(Z)
∣∣ Z ⊆ E,Z abgeschlossen} = inf{|µ|(O)

∣∣ O ⊇ E,O offen}

gilt. Der Beweis von Satz C.1.3 zeigt, dass E eine σ-Algebra ist. Lässt sich zeigen,
dass T ⊆ E gilt, so ist der Beweis abgeschlossen, denn die offenen Mengen sind
ein Erzeugendensystem der Borel’schen σ-Algebra.
Sei O ∈ T. Nach Lemma A.1.7 existiert für alle x ∈ O ein Ux ∈ U(x) mit
x ∈ Ux ⊆ O. Daher lässt sich O in der Form O =

⋃
x∈O Ux schreiben. Aus der

Regularität von (X,T) erhält man, dass sich O als Vereinigung von Mengen aus

V := {V ∈ U(x)
∣∣ x ∈ Ux ⊆ O, V ⊆ Ux}

schreiben lässt. Definiert man

V0 := {Vn :=

n⋃
i=1

Vi
∣∣ Vi ∈ V, n ∈ N},

so kann O auch durch Mengen aus V0 gemäß O =
⋃
V ∈V0

V dargestellt werden,
wobei Vn ⊆ Vn+1 für alle n ∈ N gilt. Sei nun ε > 0. Da µ τ -additiv ist, existieren
ein n ∈ N und Vn ∈ V0 so, dass |µ|(O \ Vn) < ε ist. Nach Konstruktion gilt
V i ⊆ O für alle Vi ∈ V0 und daher auch |µ|(O \ V n) < ε, also ist O ∈ E.
Ist (X,T) kompakt, so ist (X,T) ein regulärer Raum und das τ -additive Maß µ
also regulär. Auf einem kompakten Raum sind weiters alle Maße straff, daher
ist nach Bemerkung 4.2.5 das Maß µ Radon.

3.) Ist µ ein τ -additives Maß auf B(X), so ist µ nach Punkt (2) auf jedem
kompakten Teilraum von X Radon. Ist das Maß µ nun zusätzlich straff, so
findet man für jedes ε > 0 und alle A ∈ B(X) eine kompakte Menge Kε ⊆ X
mit Kε ∩A = ∅ und µ(A) < ε. Also ist µ Radon auf ganz X.

4.) Sei (X,T) ein separabler metrischer Raum und µ ein Maß auf B(X). Jeder
separable metrische Raum erfüllt bekanntlich das zweite Abzählbarkeitsaxiom.
Ist (Oi)i∈I ein monoton wachsendes Netz offener Mengen und O :=

⋃
i∈I Oi, so

existiert daher eine höchstens abzählbare Teilmenge J mit O =
⋃
j∈J Oj . Sei
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ε > 0. Aus der σ-Additivität folgt die Stetigkeit von unten des Maßes µ, daher
gibt es ein n0 ∈ N, sodass für alle n ≥ n0 und On :=

⋃n
k=1Ok dann

|µ|(O \On) = |µ|(O)− |µ|(On) < ε

gilt, also ist µ ein τ -additives Maß auf B(X).
q

4.2.11 Korollar. Sind µ und ν zwei τ -additive Maße auf einem topologischen
Raum (X,T), die auf einem Mengensystem U übereinstimmen, das eine Basis
B der Topologie enthält und abgeschlossen bezüglich endlicher Schnitte ist, so
stimmen µ und ν schon auf ganz B(X) überein.

Beweis. Sei O ∈ T. Definiere die Menge

I := {F ⊆ B
∣∣ F ist endlich, ∀B ∈ F : B ⊆ O}.

Dann ist I offensichtlich gerichtet. Definiert man OF :=
⋃
B∈F B, so hat man

wegen OF ⊆ OG für F ⊆ G mit F, G ∈ I und
⋃

F∈I OF = O erhalten, dass
O eine Darstellung als wachsendes Netz offener Mengen hat, die jeweils eine
endliche Vereinigung von Elementen aus der Basis B und damit von Elementen
aus U sind. Damit gilt µ(OF) = ν(OF) für alle OF, da µ und ν auf U und damit
auch auf B übereinstimmen. Da laut Voraussetzung µ und ν τ -additiv sind
folgt daraus µ(O) = ν(O). Lemma 4.2.2 zeigt nun, dass µ und ν auf ganz B(X)
übereinstimmen, denn τ -additive Maße sind definitionsgemäß Borel-Maße. q

4.2.12 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, sei µ ein reguläres τ -
additives Maß auf X und sei (fi)i∈I ein monoton wachsendes Netz unterhalbs-
tetiger nicht-negativer Funktionen, so dass die Funktion f = lim

i∈I
fi beschränkt

ist. Dann gilt

lim
i∈I

ˆ
X

fi(x)µ(dx) =

ˆ
X

f(x)µ(dx).

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass
µ ≥ 0 gilt - andernfalls betrachtet man die Jordan-Hahn Zerlegung. Da nach
Voraussetzung die Funktion f beschränkt ist, gelte weiters f < 1.
Definiere die Folgen

fi,n =
1

n

n∑
k=1

1{fi> k−1
n }

und fn =
1

n

n∑
k=1

1{f> k−1
n }

Per Definition sind die Mengen {fi > k−1
n } offen und da der Grenzwert einer Fol-

ge oder eines Netzes unterhalbstetiger Funktionen selbst wieder unterhalbstetig
ist, ist auch die Menge {f > k−1

n } offen, daher ist ({fi > k−1
n })i∈I ein mono-

ton wachsendes Netz offener Mengen, das gegen die offene Menge {f > k−1
n }

wächst. Auf Grund der τ -Additivität von µ gilt somit

lim
i∈I

µ

({
fi >

k − 1

n

})
= µ

({
f >

k − 1

n

})
.

und daher

lim
i∈I

ˆ
X

fi,n dµ =

ˆ
X

fn dµ
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Sind x ∈ X und i ∈ I so, dass fi(x) = c < 1, so existieren k1, k2, n ∈ N, k1 < k2,
sodass k1−1

n < fi(x) < k2−1
n . Daraus folgt, dass

1

n

n∑
k=1

1{fi> k−1
n }

=
k1

n

und somit

|fi,n(x)− fi(x)| =
∣∣∣∣ n∑
k=1

1{fi> k−1
n }

(x)− fi(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣k1

n
− k1 − 1

n

∣∣∣∣ =
1

n

für alle x ∈ X, i ∈ I und n ∈ N. Genau so zeigt man auch

|fn(x)− f(x)| ≤ 1

n

Daraus erhält man

lim
i∈I

ˆ
X

|fi(x)− f(x)|µ(dx) = lim
i∈I

ˆ
X

|fi(x)− fi,n(x) + fi,n(x)− f(x)|µ(dx) =

≤ lim
i∈I

ˆ
X

|fi(x)− fi,n(x)|µ(dx) + lim
i∈I

ˆ
X

|fi,n(x)− f(x)|µ(dx) ≤

≤
ˆ
X

2

n
µ(dx)

n→∞−→ 0

q

4.2.13 Korollar. Sei (X,T) ein topologischer Raum, sei µ ein reguläres τ -
additives Maß auf X und sei (fi)i∈I ein Netz von Funktionen aus Cb(X), das
monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert. Dann gilt

lim
i∈I

ˆ
X

fi(x)µ(dx) = 0

Beweis. Ist i0 ∈ I fest, so konvergiert das Netz (fi0−fi)iBi0 monoton wachsend
gegen fi0 und fi0−fi ≥ 0 für alle iBi0. Außerdem ist für alle iBi0 die Funktion
fi0 − fi unterhalbstetig. Damit erhält man aus Lemma 4.2.12, dass

ˆ
X

fi0 dµ = lim
i∈I

ˆ
X

fi0 dµ = lim
i∈I

ˆ
X

fi0 − fi dµ

und daher

0 = lim
i∈I

ˆ
X

fi0 − fi − fi0 dµ

und isgesamt

lim
i∈I

ˆ
X

fi dµ = 0

q
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4.2.14 Satz. Sei (X,T) ein Hausdorff-Raum und A ⊆ P(X) eine Algebra von
Teilmengen von X, die eine Basis der Topologie T enthält. Sei weiters µ eine
reguläre additive Mengenfunktion von beschränkter Variation auf A.

1.) Ist µ straff, so kann µ eindeutig zu einem Radon-Maß auf X fortgesetzt
werden.

2.) Ist (X,T) regulär und gilt für jedes monoton wachsende Netz (Oi)i∈I von
offenen Mengen aus A mit

⋃
iOi = X, dass |µ|(X) = limi |µ|(Oi) ist, dann

kann µ eindeutig zu einem τ -additiven Maß auf B(X) fortgesetzt werden.

Ist µ nicht-negativ, so hat in beiden Fällen die Fortsetzung µ̂ für alle B ∈ B(X)
die Darstellung

µ̂(B) = inf{µ∗(O)
∣∣ O ∈ T, O ⊇ B}

Beweis. Zunächst sei festgestellt, dass der Positiv- und der Negativteil eines
Maßes µ, das die Eigenschaften aus Punkt (1) oder Punkt (2) erfüllt, diese
Eigenschaften dann ebenfalls erfüllen. Also genügt es, sich auf nichtnegative
Maße zu beschränken.
Im Beweis wird das durch eine additive Mengenfunktion auf einer Algebra A
erzeugte innere Maß µ∗ verwendet, das für E ⊆ X durch

µ∗(E) = sup{µ(A)
∣∣ A ∈ A, A ⊆ E}

definiert ist. Zuerst wird Punkt (2) bewiesen. Der Beweis erfolgt in mehreren
Schritten.

Schritt I. Es wird gezeigt, dass

lim
i∈I

µ(Oi) = µ∗(O) (4.4)

für jedes wachsende Netz (Oi)i∈I offener Mengen Oi ∈ A mit O =
⋃
iOi gilt.

Sei angenommen, (4.4) trifft nicht zu. Dann existiert ein ε > 0, sodass

µ∗(O)− lim
i∈I

µ(Oi) ≥ ε.

Das Maß µ ist laut Annahme regulär, also existiert eine abgeschlossene Menge
Z ⊆ O mit Z ∈ A und µ(Z) > µ∗(O)− ε

2 . Definiere W := X \ Z. Dann folgt

lim
i∈I

µ(Oi ∪W ) ≤ lim
i∈I

µ(Oi) + µ(X)− µ(Z) ≤ lim
i∈I

µ(Oi) + µ(X)− µ∗(O) +
ε

2
≤

≤ µ(X)− ε

2
< µ(X).

Andererseits gilt aber X =
⋃
i(Oi ∪W ) und daher laut Voraussetzung und der

Annahme µ ≥ 0

µ(X) = lim
i∈I

µ(Oi ∪W ),

was ein Widerspruch ist.

Schritt II. Nun wird gezeigt, dass

lim
i∈I

µ∗(Oi) = µ∗(O) (4.5)
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für jedes wachsende Netz offener Mengen Oi ⊆ X mit
⋃
iOi = O gilt. Dazu

zeigt man zunächst, dass
lim
i∈I

µ∗(Oi) ≥ µ(V ) (4.6)

für alle offenen Mengen V ⊆ O mit V ∈ A gilt. Sei dazu

W := {W ∈ A
∣∣ W ∈ T, ∃i ∈ I : W ⊆ Oi}

Offensichtlich ist W eine gerichtete Familie offener Mengen, deren Vereinigung
gleich O ist. Daher lässt sich (4.4) anwenden und es folgt

µ∗(O) = sup{µ(W )
∣∣ W ∈W}.

Da V als V =
⋃
W∈W(V ∩W ) schreiben lässt erhält man analog

µ(V ) = µ∗(V ) = sup{µ(V ∩W )|W ∈W}. (4.7)

Für jedes W ∈W existiert ein i ∈ I, so dass W ⊆ Oi. Damit ist auch V ∩W ⊆ Oi
und daher µ(V ∩W ) ≤ µ(W ) ≤ µ∗(Oi). Also gilt µ(V ∩W ) ≤ limi µ∗(Oi). Wegen
(4.7) folgt daraus (4.6). Bildet man nun das Supremum über alle offenen Mengen
V ⊆ O mit V ∈ A, so erhält man

µ∗(O) = sup{µ(V )
∣∣ V ∈ T, V ∈ A} ≤ lim

i
µ∗(Oi).

Da sicher Oi ⊆ O für alle i ∈ I gilt auch

lim
i
µ∗(Oi) ≤ µ∗(O),

also ist (4.5) gezeigt.

Schritt III. Es werden zwei weitere Eigenschaften von µ∗ gezeigt: Sind O1 und
O2 offen, so gilt

µ∗(O1 ∪O2) ≤ µ∗(O1) + µ∗(O2). (4.8)

Sind die Mengen O1 und O2 zusätzlich disjunkt, so hat man

µ∗(O1 ∪O2) = µ∗(O1) + µ∗(O2). (4.9)

Da die Algebra A laut Voraussetzung eine Basis der Topologie T enthält exis-
tieren zwei Netze (U1

i )i∈I und (U2
j )j∈J , sodass U1

i , U2
j ∈ A, U1

i , U2
j ∈ T und

O1 =
⋃
i U

1
i , O2 =

⋃
j U

2
j . Daraus erhält man

µ(U1
i ∪ U2

j ) ≤ µ(U1
i ) + µ(U2

j ) ≤ µ∗(O1) + µ∗(O2)

Ist i ∈ I fest folgt durch Anwendung von limj aus (4.4) damit µ∗(U
1
i ∪ O2) ≤

µ∗(O1) + µ∗(O2). Wendet man darauf (4.5) an, so erhält man (4.8). Gleichung
(4.9) zeigt man analog.

Schritt IV. Nun wird ein Maß konstruiert, das letztendlich zur gesuchten Fort-
setzung führt. Dazu betrachtet man die Mengenfunktion ν auf X mit

ν(A) := inf{µ∗(O)
∣∣ O ∈ T, A ⊆ O},

definiert für alle A ⊆ X. Wegen (4.5) und (4.8) ist ν ein äußeres Maß. Lemma
C.1.2 zeigt, dass

Aν := {A ⊆ X
∣∣ ν(A ∩B) + ν((X \A) ∩B) = ν(B), B ⊆ X}

eine σ-Alegbra auf X und ν σ-additiv auf Aν ist.
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Schritt V. Es wird gezeigt, dass die σ-Algebra der Borelmengen B(X) in Aν
liegt, d.h., dass B(X) ⊆ Aν .
Da B(X) von den offenen Mengen erzeugt wird, genügt es zu zeigen, dass jede
offene Menge O in Aν liegt. Also muss gezeigt werden, dass

ν(O ∩B) + ν ((X \O) ∩B) = ν(B)

für alle Mengen O ∈ T und alle B ⊆ X gilt. Da

ν(O ∩B) + ν ((X \O) ∩B) ≥ ν(B)

aus (4.8) und der Definition von ν folgt, bleibt

ν(O ∩B) + ν ((X \O) ∩B) ≤ ν(B) (4.10)

zu zeigen. Sei dazu zunächst B ebenfalls offen. Dann kann (4.10) zu

µ∗(O ∩B) + ν ((X \O) ∩B) ≤ µ∗(B) (4.11)

umgeschrieben werden. Da O ∈ T existiert ein wachsendes Netz (Oi)i∈I offener
Mengen mit O =

⋃
iOi. Der Raum X ist laut Voraussetzung regulär, also gilt

für alle i ∈ I, dass Zi := Oi ⊆ O. Daraus folgt

B = (B ∩Oi) ∪ (B ∩ (X \Oi)) ⊇ (B ∩Oi) ∪ (B ∩ (X \ Zi)).

Die Menge B ∩ (X \ Zi) ist offen, also folgt aus (4.9), dass

µ∗(B) ≥ µ∗(B ∩Oi) + µ∗(B ∩ (X \ Zi)).

Weiters gilt für alle i ∈ I, dass B ∩ (X \O) ⊆ B ∩ (X \Zi)). Daraus erhält man
- zusammen mit B ∩ (X \ Zi) ∈ T - dass µ∗(B ∩ (X \ Oi)) ≥ ν(B ∩ (X \ O)).
Daher gilt

µ∗(B) ≥ µ∗(B ∩Oi) + ν(B ∩ (X \O)).

Wendet man darauf (4.5) an, so folgt (4.11). Um nun (4.10) zu zeigen sei B ⊆ X
beliebig und W ⊇ B offen. Dann gilt wegen (4.11)

µ∗(W ) ≥ µ∗(W ∩O) + ν(W ∩ (X \O)) = ν(W ∩O) + ν(W ∩ (X \O)) ≥
≥ ν(B ∩O) + ν(B ∩ (X \O))

Da W ⊇ B beliebig war erhält man daraus (4.10).

Schritt VI. Nun definiert man die gesuchte Fortsetzung µ̃ := ν|B(X). Wegen
(4.5) und ν(O) = µ∗(O) für alle O ∈ T ist µ̃ τ -additiv. Ist O offen und gleich-
zeitig in A, so gilt ν(O) = µ(O). Es bleibt zu zeigen, dass ν auf ganz A mit
µ übereinstimmt. Sei dazu ε > 0 und A ∈ A. Die Mengenfunktion µ ist nach
Voraussetzung regulär auf A, also existiert eine abgeschlossene Menge Fε mit
Fε ⊆ A, A \ Fε ∈ A und µ(A \ Fε) < ε. Dann findet man eine offene Menge Oε
mit Oε ∈ A, Oε ⊇ A und µ(Oε)− µ(A) < ε. Daher gilt

µ(A) > µ(Oε)− ε = ν(Oε)− ε ≥ ν(A)− ε

und deswegen µ(A) ≥ ν(A). Da mit A auch X \ A in A liegt, folgt µ(X \ A) ≥
ν(X \A). Also ist auch −µ(A) ≥ −ν(A) und daher insgesamt µ(A) = ν(A).
Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt aus Korollar 4.2.11.
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Zum Beweis von (1) sei zunächst bemerkt, dass unter den Voraussetzungen des
Satzes eine straffe additive Mengenfunktion µ automatisch die Bedingung aus
Punkt (2) erfüllt. Sei dazu (Oi)i∈I ein wachsendes Netz offener Mengen aus A
mit X =

⋃
iOi und ε > 0. Ist µ straff auf A, so existiert definitionsgemäß für

alle ε > 0 eine kompakte Menge Kε ⊆ X so, dass µ(A) = 0 für alle A ∈ A mit
A∩Kε = ∅. Da in Hausdorff-Räumen kompakte Mengen abgeschlossen sind, ist
für jedes kompakte Kε die Menge X \Kε offen und damit laut Voraussetzung in
A enthalten. Da insbesondere Kε∩(X\Kε) = ∅ gilt, folgt also aus der Straffheit
von µ auf A, dass für alle ε > 0 eine kompakte Menge Kε existiert, sodass
µ(X \ Kε) < ε ist. Daher lässt sich der Beweis von Punkt (1) in Proposition
4.2.10 wiederholen und man sieht, dass µ die geforderte Eigenschaft aus Punkt
(2) erfüllt.
Wäre der Raum X regulär, so ließe sich nach Punkt (2) µ zu einem τ -additiven
Maß auf B(X) fortsetzen. Da µ auch straff ist würde dann aus Punkt (3) von
Proposition 4.2.10 folgen, dass µ Radon ist und der Beweis wäre in diesem Fall
abgeschlossen. Nun muss laut Voraussetzung X nicht regulär sein. Betrachtet
man den Beweis von Punkt (2), so sieht man, dass die Regularität von X nur in
Schritt V. verwendet wurde, wo gezeigt wird, dass B(X) ⊆ Aν , genauer gesagt
dort, wo die Existenz eines Netzes Zi abgeschlossener Mengen mit Zi := Oi ⊆ O
für eine beliebige offene Menge O gezeigt wird. Nun lässt sich nicht zeigen, dass
Aν alle offenen Mengen enthält, aber Aν enthält alle offenen Mengen O, sodass
X \ O kompakt ist, denn bekanntlich (siehe z.B. [6, Satz 3.1.6]) kann jeder
Punkt x ∈ O von einem kompakten Komplement durch offene Umgebungen
getrennt werden. Daher gilt weiterhin Zi := Oi ⊆ O und Schritt V. im Beweis
von Punkt (2) kann durgeführt werden. Also enthält Aν alle offenen Mengen O,
sodass X \ O kompakt ist. Ist K eine beliebige kompakte Menge, so ist K im
Hausdorff-Raum X auch abgeschlossen und X \K deswegen offen. Wählt man
nun O := X \K, so ist auch das Komplement von O in Aν , also K ∈ Aν . Also
enthält Aν alle kompakten Mengen. Dies reicht allerdings noch nicht, um zu
zeigen, dass B(X) ⊆ Aν gilt, da die Borelmengen B(X) nur dann vom System
der kompakten Mengen erzeugt werden, wenn der zugrundeliegende Raum σ-
kompakt ist, wovon hier nicht ausgegangen werden kann. Aber es lässt sich duch
K ∈ Aν für alle kompakten K zeigen, dass Aν alle abgeschlossenen Mengen
enthält.
Sei dazu (Kn)n∈N eine Folge kompakter Mengen so, dass

µ∗(Kn) > µ(X)− 1

n
, (4.12)

wobei

µ∗(A) := inf

{ ∞∑
n=1

µ(An)
∣∣ An ∈ A, A ⊆

∞⋃
n=1

An

}
das äußere Maß zu µ ist. Eine Folge Kn wie in (4.12) existiert auf Grund der
Straffheit von µ. Sei weiters K :=

⋃
n∈NKn. Es wird nun gezeigt, dass für

alle n ∈ N die Beziehung ν(Kn) = µ∗(Kn) gilt. Ist n ∈ N, V eine offene
Menge mit V ⊇ Kn und x ∈ Kn, so existiert eine offene Menge Wx ∈ A mit
x ∈Wx ⊆ V . Die Vereinigung über alle x ∈ Kn der Wx überdeckt nun Kn und
da Kn kompakt ist, existiert eine endliche Teilüberdeckung W1, . . . ,Wk, sodass
W :=

⋃k
i=1Wk ⊇ Kn. Damit ist W offen, liegt in A und erfüllt W ⊆ V . Also gilt

µ∗(Kn) ≤ µ(W ) ≤ µ∗(V ) und, da V beliebig mit V ⊆ Kn war, µ∗(Kn) ≤ ν(Kn).
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Andererseits folgt aus der Regularität von µ, dass

µ∗(Kn) = inf{µ(W )
∣∣ W ∈ A, W ⊇ Kn}

Da µ(W ) ≥ ν(Kn) wegen W ∈ T folgt daraus µ∗(Kn) ≥ ν(Kn) und damit dann
insgesamt ν(Kn) = µ∗(Kn) für alle n ∈ N. Nach Lemma C.1.2 ist die σ-Algegra
Aν vollständig. Dies liefert zusammen mit (4.12), dass ν(X \ K) = 0 gilt. Ist
nun Z eine abgeschlossene Menge, so stimmt Z mit

⋃
n∈N(Z ∩Kn) bis auf eine

ν-Nullmenge überein. Da Aν alle kompakten Mengen enthält, Z ∩Kn kompakt
für alle n ∈ N ist und die Vereinigung abzählbar vieler Mengen ebenfalls in Aν
liegt, ist Z ∈ Aν und damit insgesamt B(X) ⊆ Aν , was zu zeigen war.
Die gesuchte Fortsetzung erhält man wieder durch µ̃ := ν|B(X). Die Eindeu-
tigkeit der Fortsetzung erhält man nun aus der Tatsache, dass jede offene Um-
gebung einer kompakten Menge eine offene Umgebung enthält, die eine endli-
che Vereinigung von Elementen der Basis der Topologie ist. Stimmen also zwei
Fortsetzungen µ̃1 und µ̃2 auf A und damit auch - da A eine Basis der Topologie
enthält - auf allen endlichen Vereinigungen von Elementen der Basis überein,
so stimmen sie auch auf allen kompakten Mengen überein. Nun wurde gezeigt,
dass sich jede abgeschlossene Menge als Vereinigung abzählbar vieler kompakter
Mengen schreiben lässt, also stimmen µ̃1 und µ̃2 auf einem Erzeugendensystem
von B(X) und damit auf ganz B(X) überein. q

4.2.15 Korollar. Sei (X,T) ein vollständig regulärer Raum. Dann gilt

1.) Jedes straffe Baire-Maß µ auf X kann eindeutig zu einem Radon-Maß fort-
gesetzt werden.

2.) Jedes Baire-Maß µ auf X, das τ0-additiv auf Ba(X) in dem Sinne ist, dass
|µ|(X) = supi |µ|(Oi) für alle monoton wachsenden Netze funktional offener
Mengen Oi mit X =

⋃
iOi, kann eindeutig zu einem τ -additiven Borel-Maß

auf B(X) fortgesetzt werden.

Beweis. Nach Korollar 4.2.7 ist jedes Baire-Maß regulär. In einem vollständig
regulären Raum bilden die funktional offenen Mengen eine Basis der Topologie,
also erfüllt jedes Baire-Maß alle Voraussetzungen in Satz 4.2.14. q

4.3 Das Daniell-Integral

4.3.1 Definition. Sei X eine Menge und F eine Menge auf X definierter reel-
ler Funktionen. Ist F mit punktweisen Operationen ein reeller Vektorraum, so
nennt man F einen Funktionenraum auf X. Hat F die Eigenschaft, dass für zwei
Funktionen f , g ∈ F auch das Maximum max(f, g) in F ist, so heißt F ein Ver-
band und falls F zusätzlich die Stone’sche Bedingung f ∈ F ⇒ min(f, 1) ∈ F

erfüllt, ein Stone’scher Verband. Ein Funktionenraum, der zugleich ein Verband
bzw. ein Stone’scher Verband ist, heißt Vektorverband bzw. Stone’scher Vektor-
verband.

4.3.2 Proposition. Ist F ein reeller Funktionenraum, so sind folgende Eigen-
schaften äquivalent:
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1.) F ist ein Verband.

2.) f , g ∈ F ⇒ max(f, g) ∈ F.

3.) f , g ∈ F ⇒ min(f, g) ∈ F.

4.) f ∈ F ⇒ f+ ∈ F.

5.) f ∈ F ⇒ f− ∈ F.

6.) f ∈ F ⇒ |f | ∈ F.

Beweis. Seien f , g ∈ F. Da min(f, g) = −max(−f,−g) und daher dann auch
max(f, g) = −min(−f,−g) gilt, sind die Äquivalenzen (1) ⇔ (2) ⇔ (3) klar.
Aus f+ = max(f, 0), f− = −min(f, 0), 0 ∈ F und |f | = f+ + f− folgen die
restlichen Aussagen. q

4.3.3 Satz. Sei F ein Vektorverband über einer Menge Ω mit 1 ∈ F und sei L
ein lineares Funktional auf F mit folgenden Eigenschaften:

i.) L(f) ≥ 0, wenn f ≥ 0.

ii.) L(1) = 1.

iii.) Ist (fn)n∈N eine Folge in F, die monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert, so gilt L(fn)→ 0.

Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf der Initial-σ-Algebra
A = σ(F), sodass F ⊆ L1(µ) und

L(f) =

ˆ
Ω

f dµ, ∀ f ∈ F (4.13)

Beweis. Der Beweis wird in vier Teile gegliedert.

Teil I. Definiere L+ als die Menge aller beschränkten Funktionen f der Form
f(x) = lim

n→∞
fn(x), wobei fn(x) ∈ F nichtnegative Funktionen sind und die

Folge (fn)n∈N monoton wachsend ist. Offensichtlich ist eine Folge (fn)n∈N mit
fn ↗ f gleichmäßig beschränkt und nach den Eigenschaften von L ist die Folge
(L(fn))n∈N monoton wachsend und beschränkt.
Das lineare Funktional L soll nun auf L+ fortgesetzt werden. Dies erfolgt durch
die Definition

f ∈ L+ : L∗(f) := lim
n→∞

L(fn)

Zunächst wird gezeigt, dass L∗ wohldefiniert ist und dass die Einschränkung
von L∗ auf beschränkte, nichtnegative Funktionen aus F mit L übereinstimmt.
Weiters wird gezeigt, dass L∗ die folgenden Eigenschaften hat:

1.) Für alle f , g ∈ L+ mit f ≤ g gilt L∗(f) ≤ L∗(g).

2.) Für alle f , g ∈ L+ und alle c ∈ [0,∞) gilt L∗(f + g) = L∗(f) + L∗(g) und
L∗(cf) = cL∗(f).

3.) Für alle f , g ∈ L+ ist min(f, g) ∈ L+, max(f, g) ∈ L+ und es gilt

L∗(f) + L∗(g) = L∗(min(f, g)) + L∗(max(f, g))

4.) Für jede monoton wachsende Folge (fn)n∈N gleichmäßig beschränkter Funk-
tionen fn ∈ L+ ist lim

n→∞
fn ∈ L+ und es gilt

L∗( lim
n→∞

fn) = lim
n→∞

L(fn).
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Seien (fn)n∈N und (gn)n∈N Folgen aus F mit lim
n→∞

fn ≤ lim
k→∞

gk. Die Folge

(min(fn, gk))k∈N geht dann monoton wachsend gegen fn. Daher ist

L(fn) = lim
k→∞

L(min(fn, gk)) ≤ lim
k→∞

L(gk).

Bildet man den Limes n→∞, so sieht man, dass lim
n→∞

L(fn) ≤ lim
k→∞

L(gk) gilt.

Daraus erhält man die Wohldefiniertheit von L∗ auf L+, denn ist f ∈ L+ mit
fn ↗ f und gm ↗ f , so gilt wegen f ≤ f dann

lim
n→∞

L(fn) ≤ lim
m→∞

L(gm) und lim
m→∞

L(gm) ≤ lim
n→∞

L(fn)

und L∗ ist auf L+ unabhängig von der Wahl der gegen ein f ∈ L+ monoton
steigend konvergenten Folge aus F. Auf Grund der Linearität und der Eigen-
schaft (iii) des Funktionals L konvergiert L(ψn) ↘ L(ψ) wenn nichtnegative
Funktionen ψn in F monoton fallend gegen eine nichtnegative Funktion ψ ∈ F

konvergieren. Daher ist für f ∈ L+ ∩ F

L∗(f) = lim
n→∞

L(fn) = L(f),

also stimmt L∗ auf L+ ∩ F mit L überein.
Die Eigenschaften (1) und (2) folgen nun direkt aus der Tatsache, dass die-
se Eigenschaften für Funktionen aus F gelten. Um Eigenschaft (3) einzusehen
beachte man

lim
n→∞

min(fn, gn) = lim
n→∞

fn + gn − |fn − gn|
2

=
f + g − |f + g|

2
= min(f, g)

und ebenso limn max(fn, gn) = max(f, g) für f , g ∈ L+. Daher ist min(f, g),
max(f, g) ∈ L+. Aus Eigenschaft (2) und der Tatsache

f + g = min(f, g) + max(f, g)

folgt nun
L∗(f) + L∗(g) = L∗(min(f, g)) + L∗(max(f, g)).

Sei (fn)n∈N) eine Folge von Funktionen aus L+ und fn,k Folgen nicht-negativer
Funktionen aus F, die für k → ∞ monoton wachsend gegen fn konvergieren.
Setze gm := max

n≤m
fm,n, dann ist gm ∈ F, gm ≤ gm+1 und für n ≤ m gilt

fm,n ≤ gm ≤ fm. (4.14)

Damit ist auch L∗(gm) ≤ L∗(gm+1) und

L∗(fm,n) ≤ L∗(gm) ≤ L∗(fm). (4.15)

Aus Gleichung (4.14) ergibt sich durch den Grenzübergang m→∞ erst

fn ≤ lim
m→∞

gm ≤ lim
m→∞

fm

und n→∞ zeigt lim
m→∞

fm = lim
m→∞

gm ∈ L+. Wiederholt man dies für Gleichung

(4.15), so erhält man

lim
m→∞

L∗(fm) = lim
m→∞

L(gm) = L( lim
m→∞

gm) = L∗( lim
m→∞

fm)

und Eigenschaft (4) ist bewiesen.
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Teil II. Nun wird das gesuchte Wahrscheinlichkeitsmaß µ konstruiert. Das fort-
gesetzte Funktional L∗ aus Teil I wird ab jetzt mit L bezeichnet. Definiere

G := {G
∣∣ 1G ∈ L+}

und

µ :=

{
G → R
G 7→ L(1G).

Offensichtlich ist 1G1∩G2 = min(G1, G2) und 1G1∪G2 = max(G1, G2), also ist G

nach Eigenschaft (3) aus Teil I abgeschlossen bezüglich endlicher Vereinigungen
und Durchschnitte. Ist (Gn)n∈N eine Folge aus G, ist G :=

⋃
n∈NGn und ist

Gk :=
⋃k
n=1Gn, so gilt Gk ↗k G und daher 1Gk ↗k 1G. Wegen Eigenschaft

I.(4) ist 1G ∈ L+ und daher G ∈ G, also ist G auch abgeschlossen bezüglich
abzählbarer Vereinigungen.
Weiters ist wegen 1G ≥ 0 dann µ(G) = L(1G) ≥ 0 und für G1, G2 ∈ G mit
G1 ⊆ G2 gilt wegen I.(1) auch µ(G1) ≤ µ(G2), also ist die Mengenfunktion µ
positiv und monoton. Sind G1, . . . , Gn paarweise disjunkte Mengen aus G, so
gilt

µ

( n⋃
i=1

Gi

)
= L(1⋃n

i=1Gi
) = L( max

i=1,...,n
1Gi)

I.(3)
=

n∑
i=1

L(1Gi) =

n∑
i=1

µ(Gi),

µ ist also auch additiv. Aus den Eigenschaften I.(3) bzw. I.(4) ergibt sich au-
ßerdem, dass

µ(G1 ∩G2) + µ(G1 ∪G2) = µ(G1) + µ(G2) ∀G1, G2 ∈ G

bzw. lim
n→∞

µ(Gn) = µ(G), wenn Mengen Gn ∈ G monoton wachsend gegen G

konvergieren. Zu guter Letzt folgt aus Eigenschaft (ii) des linearen Funktionals
µ(Ω) = 1. Nach Lemma C.1.2 ist die Mengenfunktion

µ∗(A) = inf{µ(G)
∣∣ G ∈ G, A ⊆ G}

ein abzählbar-additives Maß auf der Mengenfamilie

B = {B ⊆ Ω
∣∣ µ∗(B) + µ∗(Ω \B) = 1}.

Die Einschränkung von µ∗ auf B wird von nun an mit µ bezeichnet.

Teil III. Es wird A = σ(F) ⊆ B gezeigt. Die Indikatorfunktion 1{f>c} hat für
alle c ∈ R die Darstellung

1{f>c} = lim
n→∞

min(1, n ·max(f − c, 0)),

also ist für f ∈ L+ die Menge

Hc := {x ∈ Ω
∣∣ f(x) > c} = f−1((c,∞)) ∈ G. (4.16)

Infolge dessen ist für jedes f ∈ L+ die Beziehung f−1(H) ⊆ σ(G) erfüllt und
nach Lemma B.1.8 ist also jede Funktion f ∈ L+ σ(G)-messbar. Da σ(L+) die
gröbste σ-Algebra ist, sodass alle f ∈ L+ messbar sind, gilt sicher σ(L+) ⊆ σ(G).
Andererseits sind alle Funktionen f ∈ F nach Definition der Initial-σ-Algebra
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bezüglich σ(F) messbar. Damit sind auch alle f ∈ L+ als Grenzwerte messbarer
Funktionen σ(F)-messbar, also σ(L+) ⊆ σ(F). Umgekehrt kann jede Funktion
f ∈ F als Summe ihres Positivteils f+ ≥ 0 und ihres Negativteils f− ≥ 0
dargestellt werden, die jeweils als konstante Folge f±n := f± sicher σ(L+)-
messbar sind. Man hat σ(L+) = σ(F) erhalten.
Weiters gilt per Definition von G genau dann G ∈ G, wenn 1G ∈ L+ ist. Aus
der Tatsache, dass für einen Messraum (X,A) genau dann A ∈ A gilt, wenn 1A
A-messbar ist, erhält man G ⊆ σ(L+). Insgesamt hat man

G ⊆ σ(L+) = σ(F) ⊆ σ(G)

erhalten, also ist σ(G) = σ(F) und es genügt der Nachweis von G ⊆ B um
σ(F) ⊆ B zu zeigen.
Sei G ∈ G und (fn)n∈N so, dass fn ∈ F, fn ≥ 0 und fn ↗ 1G. Dann ist

µ∗(G) = µ(G) = L(1G) = L
(

lim
n→∞

fn
) I.(4)

= lim
n→∞

L(fn).

Zu zeigen ist µ∗(G) + µ∗(Ω \G) = 1. Einerseits ist offensichtlich

µ∗(G)+µ∗(Ω\G) = µ(G)+inf{µ(G′)
∣∣ G′ ∈ G,Ω\G ⊆ G′} ≥ µ(G)+µ(Ω) ≥ 1.

Um die umgekehrte Relation einzusehen bemerke man zunächst

µ∗(G) + µ∗(Ω \G) ≤ 1 ⇐⇒ µ∗(Ω \G) ≤ 1− µ(G) = lim
n→∞

L(1− fn). (4.17)

Nach Definition der Folge (fn)n∈N gilt 1 − fn ↘ 1 − 1G = 1Ω\G. Sei n ∈ N,

c ∈ (0, 1) und definiere Uc := {x ∈ Ω
∣∣ 1 − fn > c}. Für festes n ∈ N ist

1− fn ∈ L+, also ist wegen Gleichung (4.16) die Menge Uc ∈ G. Ist x ∈ Ω \G,
so ist für alle n ∈ N dann

1− fn(x) ≥ 1− 1G(x) = 1

also Ω \G ⊆ Uc. Da nach Konstruktion 1Uc ≤ 1
c (1− fn) gilt, folgt daraus

µ∗(Ω \G) ≤ µ∗(Uc)
Uc∈G= µ(Uc) = L(1Uc) ≤

1

c
L(1− fn).

Bildet man nun den Grenzübergang c→ 1 und betrachtet anschließend n→∞,
so hat man Gleichung (4.17)

µ∗(Ω \G) ≤ lim
n→∞

L(1− fn)

und damit insgesamt σ(F) ⊆ B erhalten.

Teil IV. Es bleibt F ⊆ L1(µ) und Gleichung (4.13) zu zeigen. Der Beweis von
(4.13) erfolgt in mehreren Schritten.
Schritt 1 : Schon bekannt ist, dass alle Funktionen f ∈ L+ messbar bezüglich
σ(F) sind. Ist G ∈ G und f = 1G, so gilt

ˆ
Ω

1G dµ = µ(G) = L(1G)

per Definition.
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Schritt 2 : Da L linear ist, gilt Gleichung (4.13) für alle endlichen Linearkombi-
nationen von Indikatorfunktionen 1G von Mengen G ∈ G.

Schritt 3 : (4.13) gilt für alle f ∈ L+ mit f ≤ 1, denn f kann in diesem Fall als
Grenzwert der monoton wachsenden Funktionenfolge

fn :=

2n−1∑
j=1

j2−n1{j2−n<f≤(j+1)2−n} = 2−n
2n−1∑
j=1

1{f>j2−n}

dargestellt werden. Wegen Schritt 2 gilt daher zunächst

L(fn) =

ˆ
Ω

fn dµ.

Eigenschaft I.(4) und der Satz von der monotonen Konvergenz zeigen dann

L(f) = L
(

lim
n→∞

fn
)

= lim
n→∞

L(fn) = lim
n→∞

ˆ
Ω

fn dµ =

ˆ
Ω

lim
n→∞

fn dµ =

ˆ
Ω

f dµ.

Schritt 4 : Ist f ∈ F mit f ≥ 0, so gilt Gleichung (4.13) auch für f , denn f
ist dann in L+ und daher ist auch min(f, n) ∈ L+ für alle n ∈ N. Weiters ist
f = lim

n→∞
min(f, n). Eine zu Schritt 3 analoge Argumentation zeigt dann

L(f) =

ˆ
Ω

f fµ.

Schritt 5 : Gleichung (4.13) gilt nun auch für jede beliebige Funktion f ∈ F,
denn f ist durch f = max(f, 0) − max(−f, 0) darstellbar, wobei 0 ∈ F und
max(f, 0), max(−f, 0) ∈ F gilt. Damit ist (4.13) gezeigt.
Die Tatsache F ⊆ L1(µ) folgt nun direkt aus der Konstruktion aus Schritt 4
bzw. Schritt 5. Da µ auf G eindeutig definiert ist und G ein bezüglich endlicher
Durchschnitte abgeschlossener Erzeuger von A = σ(F) ist, ist µ auf A eindeutig
bestimmt. q

4.3.4 Definition. Ein Funktional L mit den Eigenschaften aus Satz 4.3.3 heißt
Daniell-Integral auf einem Vektorverband F mit 1 ∈ F.

4.3.5 Satz. Sei F ein Vektorverband über einer Menge Ω mit 1 ∈ F. Sei L ein
lineares Funktional auf F, das stetig bezüglich der Norm ‖f‖∞ = supΩ |f(x)|
ist. Dann hat L die Darstellung L = L+−L− mit L+ ≥ 0, L− ≥ 0 und für alle
f ∈ F mit f ≥ 0 gilt

L+(f) = sup
0≤g≤f

L(g) und L−(f) = − inf
0≤g≤f

L(g). (4.18)

Setzt man |L| := L+ − L−, so gilt für alle f ∈ F mit f ≥ 0

|L|(f) = sup
0≤|g|≤f

|L(g)| und ‖L‖ = L+(1) + L−(1) (4.19)

Beweis. Zunächst wird folgende Behauptung bewiesen:

Behauptung. Sind f und g ∈ F mit f ≥ 0 und g ≥ 0 und h ∈ F so, dass
0 ≤ h ≤ f + g, dann hat h die Darstellung h = h1 + h2, wobei h1, h2 ∈ F,
0 ≤ h1 ≤ f und 0 ≤ h2 ≤ g gilt.
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Beweis der Behauptung. Setze h1 := min(f, h) und h2 := h − h1. Dann gilt
offensichtlich h1, h2 ∈ F, 0 ≤ h1 ≤ f , h = h1 + h2 und h2 ≥ 0. Um h2 ≤ g
einzusehen, betrachtet man zunächst den Fall, dass h1(x) = h(x) ist. Dann gilt
h2(x) = 0 ≤ g. Im Fall h1(x) = f(x) ist h2(x) = h(x)− f(x) ≤ g(x).

Beweis des Satzes. Definiere L+(f) := sup{L(g)
∣∣ 0 ≤ g ≤ f}. Zunächst ist

|L+(f)| < ∞, da |L+(f)| = |L(h)| ≤ ‖L‖‖h‖ ≤ ‖L‖‖f‖. Für f ∈ F, f ≥ 0 und
t ≥ 0 gilt wegen

sup{L(g)
∣∣ 0 ≤ g ≤ ft} = sup

{
L

(
t · g
t

) ∣∣ 0 ≤ g

t
≤ f

}
=

= sup{L(th)
∣∣ 0 ≤ h ≤ f}

weiters L+(tf) = tL+(f). Sind f , g ∈ F mit f ≥ 0 und g ≥ 0, so folgt nach
oben bewiesener Behauptung

L+(f + g) = sup{L(h)
∣∣ 0 ≤ h ≤ f + g} =

= sup{L(h1 + h2) = L(h1) + L(h2)
∣∣ 0 ≤ h1 ≤ f, 0 ≤ h2 ≤ g} =

= L+(f) + L+(g).

Um jetzt L auf nichtnegative f ∈ F fortzusetzen definiere

L+(f) := L+(f+)− L+(f−).

Zunächst gilt

L+(−f) = L+(−f+) + L−(−f−) = L+(f−)− L+(f+) = −L+(f),

also L+(tf) = tL+(f) für alle f ∈ F und alle t ∈ R. Um die Additivität von L+

auf ganz F einzusehen bemerke man zunächst: Lässt sich f ∈ F darstellen als
f = f1 − f2, wobei f1, f2 ≥ 0, so gilt wegen f = f+ − f− = f1 − f2

L+(f1) + L+(f−) = L+(f2) + L+(f+),

also

L+(f) = L+(f+)− L+(f−) = L+(f1)− L+(f2).

Sind nun f , g ∈ F, so ist f + g = f+ + g+ − (f− + g−) und daher

L+(f + g) = L+(f+ + g+)− L+(f− + g−) =

= L+(f+)− L+(f−) + L+(g+)− L+(g−) =

= L+(f)− L+(g).

Setze L− := L+−L. Per Definition ist L+(f) ≥ L(f) für f ≥ 0, also ist L− ≥ 0.
Wegen

L−(f) = L+(f)− L(f) = sup
0≤g≤f

L(g)− L(f) = sup
0≤g≤f

L(g − f) =

= − inf
0≤g≤f

L(f − g) = − inf
0≤f−h≤f

L(h) = − inf
0≤h≤f

L(h)
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gilt für L− die in (4.18) angegebene Formel. Betrachtet man (4.19), so ist einer-
seits wegen L+(f1) ≥ L+(f2) für f1 ≥ f2

‖L‖ = ‖L+ − L−‖ ≤ ‖L+‖+ ‖L−‖ =

= sup{|L+(f)|
∣∣ f ∈ F, f ≥ 0, ‖f‖ = 1}+

+ sup{|L−(f)|
∣∣ f ∈ F, f ≥ 0, ‖f‖ = 1} = L+(1) + L−(1).

Umgekehrt gilt

L+(1) + L−(1) = 2L+(1)− L(1) = 2 sup
0≤ϕ≤1

L(ϕ)− L(1) =

= sup{L(2ϕ− 1)
∣∣ 0 ≤ ϕ ≤ 1} = sup{L(h)

∣∣ −1 ≤ h ≤ 1} ≤
≤ sup{|L(h)|

∣∣ ‖h‖ = sup
x∈Ω
|h(x)| ≤ 1} = ‖L‖.

Um die zweite Gleichung in (4.18) einzusehen bemerke man zunächst, dass für
alle f ∈ F, f ≥ 0, die Beziehungen

|L|(f) = sup
0≤g≤f

L(g) + sup
−f≤h≤0

L(h) = sup
−f≤h≤0≤g≤f

L(g + h)

sup
0≤|g|≤f

|L(g)| = sup
−f≤g≤f

|L(g)|

bestehen. Gilt −f ≤ h ≤ 0 ≤ g ≤ f , so ist −f ≤ g + h ≤ f , also folgt
|L|(f) ≤ sup

−f≤g≤f
|L(g)|. Andererseits gilt für alle g ∈ F mit −f ≤ g ≤ f sicher

−f ≤ g− ≤ 0 ≤ g+ ≤ f und da L(g) = L(g+ + (−g−)) ist, folgt insgesamt
|L|(f) = sup

0≤|g|≤f
|L(g)|. q

4.3.6 Korollar. Sei angenommen, in der Situation von Satz 4.3.5 hat das linea-
re Funktional L die zusätzliche Eigenschaft, dass L(fn) → 0 für jede monoton
gegen die Nullfunktion fallende Funktionenfolge (fn)n∈N aus F gilt. Dann haben
auch die linearen Funktionale L+ und L− diese zusätzliche Eigenschaft.

Beweis. Sei (fn)n∈N eine Folge in F mit fn ↘ 0 und sei ε > 0. Per Definition
von L+ und (fn)n∈N existiert eine Folge (ϕn)n∈N so, dass ϕn ∈ F, 0 ≤ ϕn ≤ fn
und sicher L(ϕn) ≥ L+(fn)−ε2−n für alle n ∈ N gilt. Sei gn := min(ϕ1, . . . , ϕn),
dann ist gn ∈ F. Per Induktion wird gezeigt, dass

L+(fn) ≤ L(gn) + ε

n∑
i=1

2−i (4.20)

für alle n ∈ N gilt. Für n = 1 trifft diese Aussage zu. Sei angenommen, die
Aussage gilt für n = 1, . . . ,m. Offensichtlich bestehen die Gleichungen

gm+1 = min(gm, ϕm+1)

max(gm, ϕm+1) + min(gm, ϕm+1) = gm + ϕm+1,

daher ist

L(max(gm, ϕm+1)) + L(gm+1) = L(gm) + L(ϕm+1) ≥
≥ L(gm) + L+(fm+1)− ε2−(m+1). (4.21)
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Andereseits bestehen die Beziehungen

gm ≤ ϕm ≤ fm und ϕm+1 ≤ fm+1 ≤ fm,

also gilt nach Induktionsannahme

L(max(gm, ϕm+1)) ≤ L+(fm) ≤ L(gm) + ε

m∑
i=1

2−i. (4.22)

Fügt man (4.21) und (4.22) zusammen erhält man

L(gm) + L+(fm+1)− ε2−(m+1) − L(gm+1) ≤ L(max(gm, ϕm+1) ≤

≤ L(gm) + ε

m∑
i=1

2−i,

also ist

L+(fm+1) ≤ L(gm+1) + ε

m+1∑
i=1

2−i

und daher gilt Beziehung (4.20) für alle n ∈ N. Da für alle n ∈ N auch gn ≤ fn
und fn ↘ 0 gilt, folgt gn ↘ 0. Nach Vorraussetzung muss dann auch L(gn)→ 0
gelten. Betrachtet man in Gleichung (4.20) den Grenzübergang n→∞, so folgt,
dass lim supn→∞ L+(fn) ≤ ε ist. Beachtet man, dass L+(f) ≥ 0 für f ≥ 0 ist
und ε beliebig war, so hat man wie behauptet erhalten, dass L+(fn) → 0. Der
Beweis für L− verläuft analog. q

Das folgende Korollar stellt die zentrale Aussage dieses Kapitels dar.

4.3.7 Korollar. Sei F ein Vektorverband beschränkter Funktionen über einer
Menge Ω mit 1 ∈ F und sei L ein lineares Funktional auf F mit der Eigenschaft,
dass L(fn) → 0 für jede Folge (fn)n∈N nicht-negativer Funktionen fn ∈ F, die
monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert. Dann hat L die Darstellung
L = L+−L− aus Satz 4.3.5 und es existieren eindeutige nichtnegative σ-additive
Maße µ+ und µ− auf σ(F), sodass

L+(f) =

ˆ
Ω

f dµ+ und L−(f) =

ˆ
Ω

f dµ−

gilt. Insbesonders hat L die Darstellung

L(f) =

ˆ
Ω

f dµ,

wobei µ := µ+−µ− ein σ-additives signiertes Maß ist. Außerdem gilt F ⊆ L1(µ).

Beweis. Die Existenz der eindeutig bestimmen Maße µ+ und µ− folgt aus den
Sätzen 4.3.3 und 4.3.5, ebenso die Darstellung L = L+ − L− und die Tatsache
F ⊆ L1(µ). Wegen

L(f) = L+(f)− L−(f) =

ˆ
Ω

f+ dµ+ −
ˆ

Ω

f+ dµ− +

ˆ
Ω

f− dµ− −
ˆ

Ω

f− dµ+ =

=

ˆ
Ω

f+ dµ−
ˆ

Ω

f− dµ =

ˆ
Ω

f dµ

gilt auch die behauptete Darstellung von L. q
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Die Aussage von Satz 4.3.3 lässt sich auch auf monoton fallende Netze erweitern.

4.3.8 Satz. Sei F ein Vektorverband von Funktionen über einer Menge Ω mit
1 ∈ F. Sei weiters L ein lineares Funktional auf F, das folgende Eigenschaften
erfüllt:

i.) L(f) ≥ 0, wenn f ≥ 0.

ii.) L(1) = 1.

iii.) Ist (fi)i∈I ein Netz in F, das monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert, so gilt L(fi)→ 0.

Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf der σ-Algebra A :=
σ(F), sodass F ⊆ L1(µ) und (4.13) gilt. Zusätzlich gil µ(Gi) → µ(

⋃
iGi) for

jedes monoton wachsende Netz von Mengen Gi mit 1Gi ∈ L+, wobei L+ die
Menge aller beschränkten Funktionen auf Ω ist, die Grenzwert eines monoton
wachsenden Netzes nichtnegativer Funktionen aus F sind.

Beweis. Der Beweis von Satz 4.3.3 kann zum größten Teil direkt übernommen
werden. Man definiert L+ die Menge aller beschränkten Funktionen f , die als
Grenzwert monoton wachsender Netze (fi)i∈I nichtnegativer Funktionen fi ∈ F

darstellbar sind. Die Fortsetzung L∗ des Funktionals L auf L+ wird analog zu
Satz 4.3.3 durch

L∗(f) := lim
i∈I

L(fi)

für f ∈ L+ definiert. Die folgenden Beweisschritte können analog übernommen
werden und zeigen, dass L∗ die Eigenschaft hat, dass wenn ein Netz von Funk-
tionen (fi)i∈I mit fi ∈ L+ monoton wachsend gegen eine Funktion f ∈ L+

konvergiert, so konvergiert auch L∗(fi) gegen L(f). Daraus erhält man wieder
ein σ-additives Maß µ auf der σ-Algebra σ(L+), so dass µ(G) = L∗(1G) für
alle G ∈ G := {G ⊆ Ω

∣∣ 1G ∈ L+ und µ(B) = inf{µ(G)
∣∣ G ∈ G, B ⊆ G} und

letztendlich ˆ
Ω

f dµ = L(f) (4.23)

für alle f ∈ L+. Außerdem erhält man analog F ⊆ L1(µ) und die Tatsache,
dass (4.23) auch für alle f ∈ F gilt. Außerdem gilt durch die Konstruktion von
µ offensichtlich, dass für ein monoton wachsendes Netz (Gi)i∈I mit

⋃
iGi = G

dann limi µ(Gi) = limL(1Gi) = L(1G) = µ(G) gilt. q

4.3.1 Über die Beziehung des Daniell-Integrals zur Maß-
theorie

4.3.9 Definition. Ein Tripel (X,U, ϕ) heißt Daniell-System, falls X eine nicht-
leere Menge, U ein Verband reellwertiger Funktionen auf X und ϕ ein lineares
Funktional auf U ist, das folgende zwei Eigenschaften erfüllt:

1.) Für f ∈ U mit f ≥ 0 gilt ϕ(f) ≥ 0.

2.) Ist (fn)n∈N eine Folge in U, die monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert, so gilt ϕ(fn)→ 0.

Ein Daniell-System (X,U, ϕ) heißt vollständig, wenn für eine reelweertige Funk-
tion f : X → R aus f =

∑
n∈N fn für alle x ∈ X mit

∑
n∈N |fn(x)| < ∞ und∑

n∈N |ϕ(fn)| <∞ mit Funktionen fn ∈ U folgt, dass f ∈ U.
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4.3.10 Bemerkung. Das Tripel (Ω,F, L) aus Satz 4.3.3 und Korollar 4.3.7 bildet
nach Konstruktion ein vollständiges Daniell-System.

4.3.11 Definition. Ist X,A) ein Meßraum und f : X → R eine messbare Funk-
tion, so heißt f Treppenfunktion, falls f nur endlich viele verschiedene relle Wer-
te annimmt. Die Menge aller Treppenfunktionen auf (X,A) wird mit T(X,A)
bezeichnet.

4.3.12 Bemerkung. Ist f ∈ T(X) und f(X) = {α1, . . . , αm} mit verschiedenen
α1, . . . , αm ∈ R, so sind die Mengen Aj := f−1({αj}), j = 1, . . . ,m disjunkt,
Aj ∈ A für j = 1, . . . ,m und f hat dann die Darstellung f =

∑m
j=1 αj1Aj . Sind

umgekehrt β1, . . . , βn ∈ R und B1, . . . , Bn ∈ A, so ist g :=
∑n
j=1 βj1Bj eine

Treppenfunktion.

4.3.13 Lemma. Hat eine Funktion f ∈ T(X,A, µ) die Darstellung

f =

m∑
i=1

αi1Ai =

n∑
j=1

βj1Bj

dann gilt
m∑
i=1

αiµ(Ai) =

n∑
j=1

βjµ(Bj)

Beweis. Definiere Am+1 := B1, . . . , Am+n := Bn und

M :=

{m+n⋂
i=1

Mi

∣∣ Mi ∈ {Ai, X \Ai}, i = 1, . . . ,m+ n

}
.

Offensichtlich sind zwei verschiedene Mengen aus M disjunkt und jede Menge Ai
ist gleich der Vereinigung aller Elemente von M mitMi = Ai. Sind C1, . . . , Cr die
verschiedenen Elemente von M, so hat f genau eine Darstellung f =

∑r
l=1 γl1Cl

und es genügt zu zeigen, dass

m∑
j=1

αjµ(Aj) =

r∑
l=1

γlµ(Cl)

gilt. Per Definition gilt für alle l = 1, . . . , r

γl =
∑

j=1,...,m :
Cl⊆Aj

αj

und es folgt

r∑
l=1

γlµ(Cl) =

r∑
l=1

( ∑
j=1,...,m:
Cl⊆Aj

αj

)
µ(Cl) =

m∑
j=1

αj
∑

l=1,...,r:
Cl⊆Aj

µ(Cl) =

m∑
j=1

αjµ(Aj),

da jede Menge Aj gleich der disjunkten Vereinigung der in Aj enthaltenen Men-
gen Cl ist. q
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4.3.14 Korollar. Ist (X,A, µ) ein Maßraum, dann ist

ˆ
:=

{
T(X,A, µ) → R

f 7→
´
X
f dµ :=

∑n
j=1 αjµ(Aj)

ein wohldefiniertes lineares Funktional auf T(X,A, µ).

Beweis. Die Linearität ist offensichtlich und nach Lemma 4.3.13 ist das Funk-
tional wohldefiniert. q

4.3.15 Lemma. Mit den Bezeichnungen aus Korollar 4.3.14 ist das Tripel
(X,T(X,A, µ),

´
) ein Daniell-System.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann µ ≥ 0 angenommen wer-
den, da man sich gegebenenfalls auf die Hahn-Jordan Zerlegung zurückziehen
kann. Da für λ, µ ∈ R offensichtlich mit f , g ∈ T(X,A, µ) auch λf + µg, f · g,
|f |, min(f, g) und max(f, g) ∈ T(X,A, µ) gilt, ist T(X,A, µ) ein Verband.
Die Positivität des Funktionals

´
folgt direkt aus f ≥ 0 und µ ≥ 0. Somit bleibt

Eigenschaft (2) aus Definition 4.3.9 zu zeigen.
Sei (fn)n∈N eine Folge aus T(X,A, µ) die monoton fallend gegen die Nullfunktion
konvergiert und sei ε > 0. Definiert man

An :=

{
x ∈ X

∣∣ fn(x) >
ε

2µ(supp(f1))

}
so ist An ∈ A und es gilt A1 ⊇ A2 ⊇ . . . , da die Folge (fn)n∈N laut Voraus-
setzung monoton fallend ist. Definiert man weiters Bn := An \ An+1, so gilt
A1 =

⋃
n∈NBn und da µ ein Maß ist folgt µ(A1) =

∑
n∈N µ(Bn). Also folgt∑∞

k=n µ(Bk) → 0, wenn n → ∞. Also existiert ein N0 ∈ N so, dass für alle
n ≥ N0 dann

µ(An) =

∞∑
k=n

µ(Bk) <
ε

2‖f1‖∞
.

Daher ist dann für alle n ≥ N0ˆ
X

fn dµ =

ˆ
An

fn dµ+

ˆ
X\An

fn dµ ≤

≤ ‖fn‖∞µ(An) +
ε

2µ(supp(f1))
µ(supp(fn)) < ε

q

4.3.16 Definition. Sei (X,U, ϕ) ein Daniell-System. Eine Teilmenge A ⊆ X
heißt d-integrierbar, wenn 1A ∈ U. Bezeichne mit I := {A ⊆ X

∣∣ 1A ∈ L+}
die Menge aller d-integrierbaren Mengen, wobei L+ die Menge aller durch eine
monoton wachsende Folge von Funktionen aus U approximierbaren Funktionen
aus dem Beweis von Satz 4.3.3 ist.
Weiters heißt eine Menge A ⊆ X d-messbar, wenn die Menge A ∩ B für alle
d-integrierbaren Mengen B ⊆ X d-integrierbar ist. Sei A(X,U,ϕ) die Menge aller
d-messbaren Teilmengen von X

4.3.17 Bemerkung. Die Menge I stimmt mit der Menge G aus Teil II. des Be-
weises von Satz 4.3.3 überein.
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4.3.18 Lemma. Ist (X,U, ϕ) ein Daniell-System, dann ist I ein Ring, genannt
der Ring der d-integrierbaren Mengen und A(X,U,ϕ) ist eine σ-Algebra auf X,
genannt die σ-Algebra der d-messbaren Mengen.

Beweis. Die Ringeigenschaft von I wurde schon in Teil II. von Satz 4.3.3 be-
wiesen.
Sind M , N ∈ A(X,U,ϕ) und A ∈ I, so gilt, da I ein Ring ist, (M ∪ N) ∩ A =
(M ∩ A) ∪ (N ∩ A) ∈ I und daher M ∪ N ∈ A(X,U,ϕ). Aus (M \ N) ∩ A =
(M ∩ A) \ (N ∩ A) ∈ I folgt M \ N ∈ A(X,U,ϕ) und aus A = X ∩ A ∈ I
erhält man X ∈ A(X,U,ϕ). Sei (Mn)n∈N eine Folge von Mengen aus A(X,U,ϕ)

und A ∈ I. Immer gilt (
⋃
n∈NMn) ∩ A =

⋃
n∈N(Mn ∩ A). Nach Voraussetzung

gilt für alle n ∈ N, dass Mn∩A ∈ I ist und daher zunächst 1⋃m
i=1(Mi∩A) ∈ U. Die

Funktion 1⋃m
i=1(Mi∩A) wird offensichtlich von 1A ∈ U dominiert und konvergiert

monoton wachsend gegen die Funktion 1⋃
n∈N(Mi∩A), die nach dem Satz von

der monotonen Konvergenz in U liegt. Folglich gilt
⋃
n∈N(Mn ∩ A) ∈ I, also⋃

n∈NMn ∈ A(X,U,ϕ). q

4.3.19 Bemerkung. Wählt man speziell den Daniell-System (R,T(R),
´

), so heißt
I der Ring der Lebesgue-integrierbaren Teilmengen von R und A(R,T(R),

´
) heißt

die σ-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von R.

4.3.20 Lemma. Sei (X,U, ϕ) ein Daniell-System. Die Mengenfunktion

µϕ(A) :=

{´
X

1A dµ, falls A ∈ I

∞, sonst

ist ein Maß auf A(X,U,ϕ). Dabei ist µ das im Beweis von Satz 4.3.3 durch ϕ
konstruierte Maß.

Beweis. Offensichtlich gilt µ´ (∅) =
´
X

0 dµ = 0. Sei (Mn)n∈N eine Folge paar-
weiser disjunkter Mengen aus A(X,U,ϕ). Prinzipiell sind zwei Fälle möglich. Ei-
nerseits kann

⋃
n∈NMn ∈ I gelten. Dann ist jede Menge Mn als messbare Teil-

menge einer integrierbaren Menge selbst integrierbar und wegen 1⋃m
j=1 Aj

↗
1⋃

j∈N Aj
und dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

ˆ
X

1⋃m
j=1 Aj

dµ =

m∑
j=1

ˆ
X

1Aj dµ↗
ˆ
X

1⋃
j∈N Aj

dµ,

also gilt
∑m
j=1 µϕ(Aj)↗ µϕ(

⋃
j∈NAj). Als zweite Möglichkeit muss

⋃
n∈NMn /∈

I betrachtet werden. In diesem Fall ist
∑
j∈N µϕ(Aj) = ∞ zu zeigen. Gibt es

ein n0 ∈ N so, dass Mn0
/∈ I, dann ist diese Aussage per Definition richtig. Sind

alle Mn ∈ I, so müssen wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz die
Integrale von 1⋃m

j=1 Aj
gegen ∞ streben, da sonst 1⋃

j∈N Aj
in L1 wäre. Also gilt∑m

j=1 µϕ(Aj)↗∞ = µϕ(
⋃
j∈NAj). q

Lemmata 4.3.18 und 4.3.20 zeigen, dass ein Daniell-System (X,U, ϕ) in natürli-
cher Weise einen Maßraum (X,A(X,U,ϕ), µϕ) definiert. Daher ist es sinnvoll, vom
Raum der integrierbaren Funktionen L1(X,A(X,U,ϕ), µϕ) zu sprechen. Nun stellt
sich die Frage, ob U = L1(X,A(X,U,ϕ), µϕ) gilt. Dies beantworten die nächsten
beiden Sätze.
Für eine einfache Darstellung bietet es sich an, folgende Definition des Raums
L1(X,A, µ) zu verwenden.
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4.3.21 Definition. Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Dann bezeichnet L1(X,A, µ)
die Menge aller Funktionen f : X → R, für die eine Folge (fn)n∈N von Trep-
penfunktionen existiert, sodass

1.)
∑
n∈N
´
X
|fn| dµ <∞

2.) Für alle x ∈ X mit
∑
n∈N |fn(x)| <∞ gilt f(x) =

∑
n∈N fn(x).

4.3.22 Satz. Ist das Tripel (X,U, ϕ) ein vollständiges Daniell-System, so gilt
L1(X,A(X,U,ϕ), µϕ) ⊆ U.

Beweis. Ist f ∈ L1(X,A(X,U,ϕ), µϕ), so existiert eine Folge von Treppenfunktio-
nen (fn)n∈N, sodass f =

∑
n∈N fn und jede Treppenfunktion fn ist eine Linear-

kombination charakteristischer Funktionen von Mengen endlichen Maßes. Also
existiert eine Folge (An)n∈N von Mengen An ∈ A(X,U,

´
) und eine Folge (αn)n∈N

reeller Zahlen, sodass f =
∑
n∈N αn1An . Da nach Definition für alle integrablen

Mengen A ∈ A(X,U,
´

) gilt, dass 1A ∈ U, so folgt aus der Vollständigkeit des

Daniell-Systems (X,U,
´

), dass f ∈ U. q

Es zeigt sich, dass die Umkehrung im Allgemein nicht gilt. Die Umkehrung gilt
allerdings, falls der Verband U ein Stone’scher Verband ist, siehe dazu Definition
4.3.1.

4.3.23 Satz. Ist (X,U,
´

) ein vollständiges Daniell-System und U ein Sto-
ne’scher Verband, so gilt U ⊆ L1(X,A(X,U,

´
), µ

´ ).

Beweis. Sei f ∈ U. Da mit einer Funktion f auch der Positivteil und der
Negativteil in einem Verband U liegen (siehe Proposition 4.3.2), sei ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit angenommen, dass f ≥ 0 gilt. Sei für α > 0 die
Menge Sα := {x ∈ X

∣∣ f(x) > α}. Definiere weiters

g := f −min(f, α) und gn := min(ng, 1)

Da U ein Stone’scher Verband ist gilt g, gn ∈ U. Offensichtlich gilt gn → 1Sα
für n → ∞ für alle x ∈ X. Da gn ≤ f

α für alle n ∈ N gilt und f
α ∈ U ist, folgt

aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass 1Sα ∈ U.
Sei nun zunächst angenommen, dass 0 ≤ f ≤ M mit einer Konstanten M ≥ 0
gilt. Definiere für ein festes n ∈ N die Menge

Ak :=

{
x ∈ X

∣∣ f(x) > k
M

2n

}
, k = 0, 1, . . . , 2n.

Nach dem vorherigen Argument ist 1Ak ∈ U für k = 0, . . . , 2n. Außerdem gilt
nach Konstruktion, dass A0 ⊇ A1 ⊇ · · · ⊇ A2n−1 ⊇ A2n = ∅. Definiert man
nun rekursiv Bk := Ak−1\Ak für k = 1, . . . , 2n, so gilt wegen 1Bk = 1Ak1 −1Ak ,
dass 1Bk ∈ U und weiter

supp(f) =

2n⋃
k=1

Bk

Definiert man die Treppenfunktionen

fn :=

2n∑
k=1

(k − 1)
M

2n
1Bk



4.4. Maße als Funktionale 61

so gilt einerseits fn ∈ L1(X,A(X,U,
´

), µ
´ ) und andererseits konvergiert für alle

x ∈ X die Folge (fn)n∈N für n → ∞ gegen die Funktion f . Mit g1 := f1,
gn := fn − fn−1, n = 2, 3, . . . , erhält man aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz∑

n∈N

ˆ
X

|gn| dµ =
∑
n∈N

ˆ
X

gn dµ = lim
n→∞

ˆ
X

fn dµ =

ˆ
X

f dµ <∞.

Wegen

f(x) =
∑
n∈N

gn(x) = lim
n→∞

fn(x)

für alle x ∈ X mit
∑
n∈N |gn(x)| = limn→∞ fn(x) <∞ ist f ∈ L1(X,A(X,U,

´
), µ).

Im Falle, dass die Funktion f ∈ U unbeschränkt ist, betrachtet man Funktionen
fn := min(f, n), n ∈ N. Nach dem bisher gezeigten ist fn ∈ L1(X,A(X,U,

´
), µ)

für alle n ∈ N. Der Beweis, dass dann
∑
n∈N
´
X
|fn| dµ < ∞ und f(x) =∑

n∈N fn(x) für alle x ∈ X mit
∑
n∈N |fn(x)| < ∞ gilt, verläuft vollkommen

analog. q

4.4 Maße als Funktionale

Die Aussagen des letzten Abschnitts hatten keinen topologischen Bezug. Die
topologischen Konzepte werden nun entwickelt.
Betrachtet man den Banachraum (Cb(X), ‖.‖∞), wobei Cb(X) die bezüglich
einer Topologie T stetigen beschränkten Funktionen auf einem topologischen
Raum (X,T) bezeichnet, so definiert für jedes Baire-Maß µ die Abbildung

ϕµ :=

{
Cb(X) → R

f 7→
´
X
f dµ

offensichtlich ein stetiges lineares Funktional auf (Cb(X), ‖.‖∞). Es soll nun un-
tersucht werden, welche linearen Funktionale eine solche Darstellung gestatten
und welche Eigenschaften der Maße sich aus den Eigenschaften der linearen
Funktionale ergeben. Für eine möglichst allgemeine Untersuchung dieses The-
mas bezieht man sich zunächst nicht auf σ-additive Maße, sondern betrachtet
allgemeine additive Mengenfunktionen auf einer Algebra.
Sei nun (X,T) ein topologischer Raum und A(X) die von den funktional abge-
schlossenen Mengen erzeugte Algebra.

4.4.1 Definition. Eine Funktion m : A(X) → R heißt additive reguläre Men-
genfunktion, wenn

1.) m endlich additiv ist, wenn also für alle n ∈ N gilt, dass für paarweise
disjunkte A1, . . . , An ∈ A(X) die Beziehung

m

( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

m(Ai)

erfüllt ist.

2.) m beschränkt ist.
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3.) m regulär in dem Sinne ist, dass für jede Menge A ∈ A(X) und für jedes
ε > 0 eine funktional abgeschlossene Menge F mit F ⊆ A existiert, sodass
|m(B)| < ε für alle B ∈ A(X) mit B ⊆ A \ F .

4.4.2 Lemma. Ist m eine additive reguläre Mengenfunktion auf A(X), so hat
m die Darstellung m = m+ −m−, wobei

m+(A) = sup{m(B)
∣∣ B ∈ A(X), B ⊆ A},

m−(A) = − inf{m(B)
∣∣ B ∈ A(X), B ⊆ A}

jeweils nichtnegative additive reguläre Mengenfunktionen auf A(X) sind.

Beweis. Direkt aus den Definitionen von m+ und m− folgt, dass m+ ≥ m,
−m ≤ m−, m− = (−m)+ und dass m+, m− monoton wachsend sind. Seien E1,
E2 disjunkte Mengen aus A(X). Dann ist E := E1 ∪ E2 ∈ A(X). Ist A ∈ A(X)
mit A ⊆ E, so gilt

m(A) ≤ m+(A ∩ E1) +m+(A ∩ E2) ≤ m+(E1) +m+(E2).

Da A ⊆ E beliebig war folgt

m+(E) ≤ m+(E1) +m+(E2).

Um die umgekehrte Beziehung zu beweisen sei ε > 0 und A1, A2 ∈ A(X) mit
Ai ⊆ Ei und m(Ai) ≥ m+(Ei)− ε

2 . Dann gilt

m+(E) ≥ m(A1 ∪A2) = m(A1) +m(A2) ≥ m+(E1) +m+(E2)− ε,

also ist m+ additiv. Da mit m auch −m additiv und m− = (−m)+ ist, folgt
die Additivität auch für m−. Nach Voraussetzung ist m beschränkt und regulär,
also sind offensichtlich auchm+ undm− beschränkt und regulär. Die behauptete
Darstellung von m ergibt sich direkt aus

m+(A)−m(A) = sup{m(B)
∣∣ B ∈ A(X), B ⊆ A} −m(A) =

= sup{−m(A \B)
∣∣ B ∈ A(X), B ⊆ A} = m−(A).

q

Der folgende fundamentale Satz geht auf A.D.Alexandrow [1] zurück.

4.4.3 Satz. Ist m eine additive reguläre Mengenfunktion auf A(X) und definiert
man ‖m‖ := m+(X) +m−(X), dann ist die Abbildung L mit

L(f) =

ˆ
X

f(x)m(dx)

ein beschränktes lineares Funktional auf Cb(X) und es gilt ‖L‖ = ‖m‖. Umge-
kehrt existiert für jedes lineare Funktional L auf Cb(X) eine additive reguläre
Mengenfunktion m auf A(X) mit ‖L‖ = ‖m‖, sodass

L(f) =

ˆ
X

f(x)m(dx)

für alle f ∈ Cb(X) gilt. Weiters ist m genau dann nicht-negativ, wenn L diese
Eigenschaft hat.
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Beweis. Die direkte Behauptung ist auf Grund der Eigenschaften des Integrals
offensichtlich. Es wird die Umkehrung gezeigt. Zunächst stellt man fest, dass
nach Lemma 4.4.2 angenommen werden kann, dass L ein nicht-negatives li-
neares Funktional auf Cb(X) ist. Bezeichne mit Z die Familie der funktional
abgeschlossenen Mengen und definiere für Z ∈ Z

m(Z) := inf{L(f)
∣∣ f ∈ Cb(X),1Z ≤ f ≤ 1}

und für alle A ⊆ X sei

m∗(A) := sup{m(Z)
∣∣ Z ∈ Z, Z ⊆ A}.

Es wird gezeigt, dass m∗ die gesuchte Mengenfunktion ist. Dazu wird erst be-
wiesen, dass alle Z ∈ Z Carathéodory-messbar bezüglich m∗ sind. Der Beweis
dieser Aussage beruht auf der Behauptung, dass für Z1, Z2 ∈ Z mit Z1 ⊆ Z2

die Eigenschaft
m(Z2)−m(Z1) = m∗(Z2 \ Z1)

erfüllt ist. Auf Grund der Voraussetzung, dass L nicht-negativ ist, ist offensicht-
lich m monoton wachsend, also gilt m(Z) = m∗(Z) für alle Z ∈ Z. Ist Z ∈ Z

mit Z ⊆ Z2 \ Z1, so ist nach Proposition A.1.20 Z1 ∪ Z ∈ Z und daher

m(Z2)−m(Z1) ≥ m∗(Z2 \ Z1).

Zum Beweis der Umkehrung sei ε > 0, f ∈ Cb(X) mit f ≥ 1Z1
und sei weiters

Y := {x ∈ X
∣∣ f(x) ≤ 1−ε}. Per Definition ist dann Y ∩Z1 = ∅. Sei g ∈ Cb(X)

mit g ≥ 1Z2∩Y . Betrachte nun ein x ∈ Z2. Ist x auch aus Y , so ist g(x) ≥ 1. Ist
x nicht aus Y , so ist f(x) > 1− ε, also ist für alle x ∈ Z2 : f(x) + g(x) > 1− ε.
Nach Definition von f und g gilt für alle x ∈ X, dass f(x) + g(x) ≥ 0 ist. Also
besteht die Beziehung (f + g)(1− ε)−1 ≥ 1Z2

. Daraus erhält man

L(f) + L(g) ≥ L((1− ε)1Z2
) ≥ (1− ε)m(Z2).

Bildet man das Infimum über alle g ∈ Cb(X) mit g ≥ 1Z2∩Y ergibt sich

L(f) +m∗(Z2 ∩ Y ) ≥ (1− ε)m(Z2).

Wegen Z2∩Y ⊆ Z2\Z1 ist 1Z2∩Y ≤ 1Z2\Z1
und daher m(Z2∩Y ) ≤ m∗(Z2\Z1),

also
L(f) +m∗(Z2 \ Z1) ≥ (1− ε)m(Z2).

Bildung des Infimums über alle f ∈ Cb(X) mit f ≥ 1Z1 zeigt

m(Z1) +m∗(Z2 \ Z1) ≥ (1− ε)m(Z2),

woraus unmittelbar die behauptete Eigenschaft folgt.
Per Definition heißt Z ∈ Z Carathéodory-messbar bezüglich m∗, wenn für alle
E ⊆ X die Beziehung

m∗(E) = m∗(E ∩ Z) +m∗(E \ Z)

gilt. Sei nun Z ∈ Z und E ⊆ X beliebig. Sei weiters Z0 ∈ Z mit Z0 ⊆ E. Nach
der eben bewiesenen Behauptung gilt

m(Z0)−m(Z0 ∩ Z) = m∗(Z0 \ (Z0 ∩ Z)),
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also ist
m(Z0) = m(Z0 ∩ Z) +m∗(Z0 \ (Z0 ∩ Z)),

woraus wegen Z0 ∩ Z ⊆ E ∩ Z und Z0 \ (Z0 ∩ Z) ⊆ E \ Z nach Bildung des
Supremums über alle Z0 ⊆ E folgt, dass

m∗(E) ≤ m∗(E ∩ Z) +m∗(E \ Z)

ist. Die Umkehrung gilt offensichtlich immer, also sind alle Z ∈ Z Carathéodory-
messbar. Nach Lemma C.1.2 ist die Mengenfamilie Mm∗ aller Carathéodory-
messbaren Mengen eine Algebra und nach eben Bewiesenem enthält Mm∗ alle
funktional abgeschlossenen Mengen. Damit gilt A(X) ⊆ Mm∗ und die Ein-
schränkung m∗|A(X) ist die gesuchte Mengenfunktion. q

Im allgemeinen wird die Funktion m aus Satz 4.4.3 nicht σ-additiv sein. Jetzt
wird untersucht, welche Funktionale den σ-additiven Maßen bzw. den Radon-
Maßen entsprechen.

4.4.4 Definition. Sei L ein stetiges lineares Funktional auf (Cb(X), ‖.‖∞).

1.) Das Funktional L heißt σ-glatt wenn für jede Folge (fn)n∈N von Funktionen
aus Cb(X) mit fn ↘ 0 gilt, dass L(fn)→ 0.

2.) Das Funktional L heißt τ -glatt, wenn für jedes Netz (fi)i∈I von Funktionen
aus Cb(X) mit fi ↘ 0 gilt, dass L(fn)→ 0.

3.) Das Funktional L heißt straff, wenn für jedes Netz (fi)i∈I von Funktionen
aus Cb(X) mit ‖f‖ ≤ 1 und fi → 0 gleichmäßig auf allen kompakten Teil-
mengen von X gilt, dass L(fi)→ 0.

Mit Mσ bzw. Mτ bzw. Ms werden die Mengen der σ-glatten bzw. der τ -glatten
bzw. der straffen Funktionale bezeichnet.

4.4.5 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 4.3 sind folgende Eigenschaften
äquivalent:

1.) L ∈Mσ.

2.) L+, L− ∈Mσ.

3.) |L| ∈Mσ.

Beweis. Offensichtlich folgen aus (2) wegen L = L+ − L− bzw. |L| = L+ + L−

(1) und (2). Ebenso offensichtlich ist die Implikation (3) ⇒ (1). Es wird (2) ⇒
(1) gezeigt. Sei angenommen, dass L ∈ Mσ und L+ /∈ Mσ gilt. Dann existiert
eine Folge (fn)n∈N von Funktionen fn ∈ Cb(X), die monoton fallend gegen die
Nullfunktion konvergiert und für die L+(fn) > c > 0 gilt.
Sei zunächst n = 1. Dann existiert nach Definition von L+ eine Funktion g1 ∈
Cb(X) so, dass L+(f1) = L(g1) mit 0 ≤ g1 ≤ f und L(g1) > c

2 . Da laut Annahme
fn ↘ 0 gilt, folgt max(fn, g1)↘ g1 und daher, da L ∈Mσ ist, L(max(fn, g1))→
L(g1) und es existiert ein Index n1 ∈ N so, dass L(max(fn, g1)) > c

2 . Sei h1 :=
max(fn1

, g1). Dann ist 0 ≤ fn1
≤ h1 ≤ f1 und L(h1) > c

2 .
Wiederholt man diese Argumentation für n = n1, so findet man einen Index
n2 ∈ N und h2 ∈ Cb(X), sodass 0 ≤ fn2 ≤ h2 ≤ fn1 und L(h2) > c

2 gilt. Per
Induktion erhält man Folgen (nk)k∈N, (hk)k∈N, hk ∈ Cb(X), mit nk+1 > nk,
fnk+1

≤ hk+1 ≤ fnk und L(hk) > c
2 . Da aber fn ↘ 0 laut Annahme, folgt

hk ↘ 0 und L(hk) konvergiert nicht gegen 0, was ein Widerspruch zu L ∈ Mσ

ist. Der Beweis für L− verläuft analog. q
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4.4.6 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 4.3 sind folgende Eigenschaften
äquivalent:

1.) L ∈Mτ .

2.) L+, L− ∈Mτ .

3.) |L| ∈Mτ .

Beweis. Wie im Beweis von Satz 4.4.5 sind die Implikationen (2) ⇒ (1), (2)
⇒ (3) und (3) ⇒ (1) offensichtlich. Wieder wird der Beweis (1) ⇒ (2) indirekt
geführt. Sei also angenommen, dass ein Netz (fi)i∈I mit fi ∈ Cb(X) und fi ↘ 0
existiert, für das L+(fi) > c > 0 gilt. O.B.d.A sei |fi| ≤ 1 und sei die Menge
J := {(i, j)

∣∣ j > i} mit der Relation

(i1, j1) B (i2, j2) :⇔ i1 ≥ j2 ∨ (i1 = i2 ∧ j1 = j2)

versehen. Sind (i3, j3) B (i2, j2) und (i2, j2) B (i1, j1) - wobei alle drei Paare
verschieden sind - so gilt i3 ≥ j2, j2 > i2 und i2 ≥ j1, also ist i3 > j1 und es
folgt (i3, j3) B (i1, j1), also ist (J,B) eine Quasiordnung.
Analog zum Beweis von Satz 4.4.5 findet man nach der Definition von L+ für
jedes fi ∈ Cb(X) eine Funktion g ∈ Cb(X) so, dass 0 ≤ gi ≤ fi und L(gi) >

c
2

gilt. Nimmt man nun (J,B) als gerichtete Menge und definiert man das Netz
ϕi,j := max(gi, fj), dann konvergiert ϕi,j ↘ 0. Denn ist (i, j)B(i1, j1) mit i 6= i1,
so gilt i ≥ j1 und j > i ≥ j1, also folgt gi ≤ fi ≤ fj1 und fj ≤ fj1 . Wegen
fi ↘ 0 konvergiert dann ϕi,j ↘ 0. Laut Annahme folgt daraus L(ϕi,j) → 0.
Also existiert ein Index (i0, j0) ∈ J , sodass

|L(ϕi,j)| <
c

2
∀ (i, j) ∈ J : (i, j) B (i0, j0) (4.24)

gilt. Andererseits konvergiert aber offensichtlich ϕj0,j = max(gj0 , fj) monoton
fallend gegen gj0 , also konvergiert auch L(ϕj0,j) → L(gj0) > c

2 . Also existiert
ein j > j0 so, dass |L(ϕj0,j)| > c

2 ist, was ein Widerspruch zu (4.24) ist. Wieder
verläuft der Beweis für L− analog. q

4.4.7 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 4.3 sind folgende Eigenschaften
äquivalent:

1.) L ∈Ms.

2.) L+, L− ∈Ms.

3.) |L| ∈Ms.

Beweis. Wieder ist der wesentliche Schritt des Beweises die Folgerung (1) ⇒
(2). Sei (fi)i∈I ein Netz von Funktionen aus Cb(X), das auf kompakten Mengen
gleichmäßig gegen die Nullfunktion konvergiert. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit sei weiters |fi| ≤ 1. Direkt aus der Definition von L+ folgt für alle fi die
Existenz einer Funktion gi ∈ Cb(X), die 0 ≤ g ≤ fi und 0 ≤ L+(|fi|) ≤ 2L(gi)
erfüllt. Da das Netz (fi)i∈I auf kompakten Mengen gleichmäßig gegen die Null-
funktion konvergiert, konvergiert auch das Netz (gi)i∈I auf kompakten Mengen
gleichmäßig gegen die Nullfunktion und es gilt |gi| ≤ 1. Nach Voraussetzung
folgt daraus L(gi) → 0, also auch L+(fi) → 0. Die Behauptung für L− sieht
man analog. q
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Nun wird ein enger Zusammenhang der besprochenen Funktionale zu Baire-,
τ -additiven und Radon-Maßen gezeigt.

4.4.8 Satz. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Durch die Gleichung

L(f) =

ˆ
X

f(x)µ(dx) (4.25)

wird ein bijektiver Zusammenhang zwischen der Menge Ma(X) der Baire-Maße
auf Ba(X) und der Menge der stetigen linearen Funktionale L auf Cb(X) herge-
stellt, die folgende Eigenschaft besitzen: Ist (fn)n∈N eine Folge von Funktionen
in Cb(X), die monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert, so folgt

lim
n→∞

L(fn) = 0.

Beweis. Offensichtlich definiert jedes Baire-Maß µ ∈Ma(X) ein stetiges lineares
Funktional auf Cb(X). Die Umkehrung folgt direkt aus Satz 4.3.3 und Korollar
4.3.7. q

Eine schöne Konsequenz, die sich aus der Verwendung des Daniell-Integrals
ergibt, ist die Tatsache, dass sich der Darstellungssatz von Riesz nun sehr einfach
und kompakt beweisen lässt.

4.4.9 Satz (Darstellungssatz von Riesz). Sei (X,T) ein kompakter Raum. Dann
existiert für jedes stetige lineare Funktional L auf dem Banachraum C(X) ein
eindeutiges Radon-Maß µ, sodass

L(f) =

ˆ
X

f(x)µ(dx)

gilt.

Beweis. Nach dem Satz von Dini (siehe C.1.4) ist jede Folge von stetigen Funk-
tionen, die in einem kompakten topologischen Raum (X,T) monoton gegen die
Nullfunktion konvergiert, auch gleichmäßtig konvergent. Also erfüllt auf einem
kompakten Raum jedes stetige lineare Funktional L die Voraussetzung aus Satz
4.4.8.
Auf einem kompakten Raum sind offensichtlich alle Maße straff und da ein kom-
pakter Raum insbesonders normal ist (siehe z.B.: [6, Satz 3.1.9]) und normale
Räume offensichtlich vollständig regulär sind, kann der erste Punkt aus Korol-
lar 4.2.15 angewandt und somit jedes Baire-Maß auf Ba(X) eindeutig zu einem
Radon-Maß auf B(X) fortgesetzt werden. q

4.4.10 Satz. Sei (X,T) ein vollständig regulärer Raum. Gleichung (4.25) stellt
einen bijektiven Zusammenhang zwischen der Menge der Radon-Maße µ auf
X und den stetigen linearen Funktionalen L auf Cb(X) her, die die folgende
Eigenschaft besitzen: Für jedes ε > 0 existiert eine kompakte Menge Kε so,
dass für jedes f ∈ Cb(X) mit f |Kε = 0 folgt, dass

|L(f)| ≤ ε sup
x∈X
|f(x)|

gilt.
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Beweis. Ist µ ein Radon-Maß und ε > 0, so existiert eine kompakte Menge Kε,
die |µ|(X \Kε) < ε erfüllt. Ist dann L ein stetiges lineares Funktional auf Cb(X)
und f ∈ Cb(X) so, dass f |Kε = 0, so folgt

L(f) =

ˆ
X

f(x)µ(dx) =

ˆ
X\Kε

f(x)µ(dx) ≤

≤ sup
x∈X\Kε

|f(x)|
ˆ
X\Kε

1{X\Kε}(x)µ(dx) ≤ ε sup
x∈X
|f(x)|

also ist die geforderte Bedingung erfüllt.
Zum Beweis der Umkehrung soll zunächst gezeigt werden, dass unter den ge-
gebenen Bedingungen die Voraussetzungen von Satz 4.4.8 erfüllt sind. Sei dazu
(fn)n∈N eine Folge von Funktionen aus Cb(X) mit fn ↘ 0. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit sei |f | < 1 und ‖L‖ ≤ 1 angenommen. Sei weiters ε ∈ (0, 1).
Laut Annahme existiert eine kompakte Menge Kε, so dass für jede Funktion
f ∈ Cb(X) mit f |Kε = 0 folgt, dass |L(f)| ≤ ε sup |f |. Nach dem Satz von
Dini (C.1.4) konvergiert fn gleichmäßig gegen Null, also existiert ein N0 ∈ N,
sodass supx∈Kε |fn(x)| < ε für alle n ≥ N0. Damit existiert für alle n ≥ N0 eine
Funktion gn ∈ Cb(X) mit gn(x) = fn(x), x ∈ Kε und |gn| ≤ ε. Daraus folgt
|L(gn)| ≤ ε. Weiters ist für alle x ∈ Kε dann fn − gn = 0 und |fn − gn| ≤ 2.
Also gilt |L(fn − gn)| ≤ ε sup |fn − gn| ≤ 2ε und man erhält insgesamt

|L(fn)| = |L(fn − gn + gn)| ≤ |L(fn − gn)|+ |L(gn)| ≤ 3ε,

also ist |L| σ-glatt und nach Satz 4.4.5 auch L. Satz 4.4.8 liefert damit ein
eindeutiges Baire-Maß µ, sodass

L(f) =

ˆ
X

f(x)µ(dx).

Nun wird gezeigt, dass µ straff ist. Sei ε > 0 und Kε die kompakte Menge
aus der Voraussetzung, L ein stetiges lineares Funktional mit den geforderten
Eigenschaften und f ∈ Cb(X) mit f |Kε = 0, so folgt aus (4.19) in Satz 4.3.5 und
f |Kε = 0

|L(f)| ≤ |L|(|f |) ≤ ε sup |f |

Also erfüllt |L| die geforderte Eigenschaft und |L| wird von |µ| erzeugt. Damit
kann man sich im Beweis auf positive Funktionale L und damit auch auf nichtne-
gative Maße µ beschränken. Sei nun B eine Baire-Menge mit B∩Kε = ∅. Nach
Korollar 4.2.7 existiert existiert eine funktional abgeschlossene Menge Z ⊆ B
mit µ(B \Z) < ε. Laut Voraussetzung ist der Raum X vollständig regulär, also
existiert einerseits eine Umgebung U von Kε mit U ∩ Z = ∅ und andererseits
eine stetige Funktion f : X → [0, 1] mit f(x) = 0 für x ∈ Kε und f(x) = 1 für
x ∈ Z. Damit ist wegen µ ≥ 0

µ(Z) =

ˆ
Z

f dµ ≤
ˆ
X

f dµ = L(f) ≤ ε sup
x∈X
|f(x)| ≤ ε

und weiter
µ(B) = µ((B \ Z) ∪ Z) = µ(B \ Z) + µ(Z) < 2ε

also ist µ straff. Nach Satz 4.2.14 kann das straffe und reguläre Maß µ zu einem
eindeutigen Radon-Maß auf B(X) fortgesetzt werden. q
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4.4.11 Satz. Sei (X,T) ein vollständig regulärer Raum. Gleichung 4.25 stellt
einen bijektiven Zusammenhang zwischen der Menge der τ -additiven Maße µ
auf X und den stetigen linearen Funktionalen L auf Cb(X) her, die die folgende
Eigenschaft besitzen: konvergiert ein Netz (fi)i∈I von Funktionen aus Cb(X)
punktweise monoton fallend gegen die Nullfunktion, so folgt

lim
i∈I

L(fi) = 0.

Beweis. Ist µ ein τ -additives Maß und (fi)i∈I ein Netz beschränkter Funktionen,
das punktweise monoton fallend gegen die Nullfunktion konvergiert, so hat nach
Korollar 4.2.13 das Funktional

L(f) =

ˆ
X

f dµ

die Eigenschaft L(fi) → 0. Zum Beweis der Umkehrung kann nach Satz 4.4.6
angenommen werden, dass das gegebene Funktional L positiv ist. Die Aussage
folgt nun direkt aus Satz 4.3.8. q

4.5 Schwache Konvergenz

Für den gesamten Abschnitt 4.5 sei vorausgesetzt, dass topologische Räume
Hausdorff’sch sind. Dies ist keine wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit.
Weiters sind, sofern nichts anderes angegeben wird, alle betrachteten Maße von
beschränkter Variation.

Notation. Mit Ma(X) wird die Menge der Baire-Maße über X bezeichnet,
M(X) steht für die Menge aller Borel-Maße über X.

4.5.1 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Ein Netz (µi)i∈I ⊆
Ma(X) heißt schwach konvergent gegen µ ∈ Ma(X), wenn für alle f ∈ Cb(X)
die Bedingung

lim
i

ˆ
X

f dµi =

ˆ
X

f dµ

gilt, in Zeichen µi
w−→ µ. Weiters heißt eine Folge (µn)n∈N von Baire-Maßen

schwach fundamental oder schwach Cauchy, wenn für alle f ∈ Cb(X) die Folge(ˆ
X

f dµn

)
n∈N

fundamental in R ist (und daher konvergiert).
Die schwache Konvergenz von Borel-Maßen wird als schwache Konvergenz deren
Einschränkung auf die Baire’sche σ-Algebra Ba(X) definiert.

Die schwache Konvergenz von Maßen ist, im Gegensatz zu den in Teil I vor-
gestellten Konvergenzbegriffen, tatsächlich eine Konvergenz im topologischen
Sinn.

4.5.2 Definition. Sei X eine Menge. Die Initial-Topologie Tw bezüglich der
Abbildungen

ϕf :=

{
Ma(X) → R
µ 7→

´
X
f dµ
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mit f ∈ Cb(X) heißt schwache Topologie auf Ma(X). Per Definition ist die
schwache Topologie also die gröbste Topologie auf Ma(X), sodass alle Abbil-
dungen ϕf stetig sind.

4.5.3 Bemerkung. Aus funktionalanalytischer Sicht entspricht die schwache Kon-
vergenz eher dem Konzept der schwach*-Konvergenz, denn: Nach Kapitel 4.4
lässt sich der Dualraum zu Cb(X) mit den Bairemaßen Ma(X) identifizieren. Be-
zeichnet (Cb(X), ‖.‖∞)∗ den topologischen Dualraum zu (Cb(X), ‖.‖∞), so folgt
aus Satz 4.4.8, dass Ma(X) ⊆ (Cb(X), ‖.‖∞)∗ ist. Damit ist die hier vorgestellte
schwache Topologie Tw die Spurtopologie der schwach*-Topologie auf Ma(X).

4.5.4 Satz. Sei X eine Menge. Die schwache Topologie Tw auf Ma(X) hat das
Mengensystem

V :=
{
V (ϕf , µ, ε)

∣∣ f ∈ Cb(X), µ ∈Ma(X), ε > 0
}

mit

V (ϕf , µ, ε) :=

{
ν ∈Ma

∣∣ ∣∣∣∣ˆ
X

f dν −
ˆ
X

f dµ

∣∣∣∣ < ε

}
als Subbasis. Die schwache Konvergenz eines Netzes (µi)i∈I ⊆ Ma(X) nach
Definition 4.5.1 ist die Konvergenz bezüglich der schwachen Topologie Tw auf
Ma(X).

Beweis. Nach Satz A.3.5 ist
⋃
f∈Cb(X) ϕ

−1
f (Td) eine Subbasis der schwachen

Topologie auf Ma(X) und wegen Korollar A.3.6 hat die Subbasis die behauptete
Darstellung.
Lemma A.1.14 besagt, dass ein Netz (µi)i∈I genau dann konvergiert, wenn es
auf einer Subbasis der Topologie konvergiert und die Konvergenz auf der ange-
gebenen Subbasis ist offensichtlich genau die schwache Konvergenz. q

4.5.5 Lemma. Sei (µi)i∈I ⊆ Ma(X) ein Netz von Baire-Maßen über einem
topologischen Raum (X,T) und µ ∈Ma(X). Sind die Bedingungen

1. Es existiert ein i0 ∈ I, sodass supi≥i0‖µi‖ <∞.

2. Für alle B ⊆ X der Form B = {f < c} mit f ∈ Cb(X) und |µ|({f = c}) = 0
gilt limi µi(B) = µ(B).

erfüllt, so konvergiert das Netz (µi)i∈I schwach gegen µ ∈Ma(X).

Beweis. Nach Bedingung (1) existiert ein C ∈ R, sodass supi≥i0‖µi‖ ≤ C und
‖µ‖ ≤ C ist. Sei f ∈ Cb(X) und ε > 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
kann |f | ≤ 1 angenommen werden. Bedingung (2) liefert die Existenz von cj ∈
[−1, 1], j = 1, . . . , n, sodass 0 < cj+1−cj < ε, c1 = −1, cn = 1 und |µ|(f = c) =
0 ist. Definiere die Funktion g(x) := cj für cj ≤ f(x) < cj+1. Dann ist g ∈ Cb(X)
und |f(x)− g(x)| < ε. Wegen Bedingung (2) und der Tatsache

{cj ≤ f < cj+1} = {f < cj+1} \ {f < cj}

gilt
lim
i
µi({cj ≤ f < cj+1}) = µ({cj ≤ f < cj+1}).

Demzufolge ist∣∣∣∣ˆ
X

g dµi −
ˆ
X

g dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ˆ
X

cj · 1{cj≤f<cj+1} dµi −
ˆ
X

cj · 1{cj≤f<cj+1} dµ

∣∣∣∣ < ε.
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für alle i ≥ i0. Infolgedessen gilt∣∣∣∣ ˆ
X

f dµi −
ˆ
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ˆ
X

f dµi −
ˆ
X

g dµi

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ˆ
X

g dµi −
ˆ
X

g dµ

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ˆ
X

g dµ−
ˆ
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ 2

ˆ
X

|f − g| dµi +

∣∣∣∣ˆ
X

g dµi −
ˆ
X

g dµ

∣∣∣∣ <
< ε(2C + 1),

also µi
w−→ µ. q

4.5.6 Korollar. Beide der folgenden Bedingungen implizieren die schwache
Konvergenz eines Netzes (µi)i∈I ⊆Ma(X) gegen µ ∈Ma(X):

1. Es existiert i0 ∈ I, sodass supi≥i0‖µi‖ < ∞ ist und für alle B ∈ Ba(X) gilt
limi µi(B) = µ(B).

2. Konvergiert ein Netz (µi)i∈I von Maßen in der Variationsnorm gegen ein
Maß µ, dann konvergiert es auch schwach gegen µ.

Beweis. Offensichtlich folgen aus beiden Bedingungen die Voraussetzungen von
Lemma 4.5.5. q

4.5.7 Proposition. Sei M ⊆Ma(X) eine Familie von Bairemaßen, sodass für
alle f ∈ Cb(X)

sup
µ∈M

ˆ
X

f dµ <∞

ist. Dann folgt supµ∈M‖µ‖ < ∞. Insbesonders ist jede schwach konvergente
Folge von Bairemaßen beschränkt in der Variationsnorm.

Beweis. Bekanntlich ist (Cb(X), ‖.‖∞) ein Banachraum. Nach Voraussetzung ist
(ϕµ)µ∈M mit

ϕµ :=

{
Cb(X) → R

f 7→
´
X
f dµ

eine punktweise beschränkte Familie beschränkter linearer Operatoren von Cb(X)
nach R, also

sup
µ∈M

|ϕµ(f)| = sup
µ∈M

ϕµ(f) = sup
µ∈M

ˆ
X

f dµ <∞

Dabei kann der Betrag weggelassen werden, da mit f ∈ Cb(X) auch −f ∈ Cb(X)
gilt. Nach dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit (siehe z.B. [8, 4.2.2]) ist
die Familie (ϕµ)µ∈M gleichmäßig beschränkt, also folgt supµ∈M‖ϕµ‖ <∞. Nach
Satz 4.4.3 gilt ‖ϕµ‖ = ‖µ‖ und damit supµ∈M‖µ‖ < ∞. Da jede schwach kon-
vergente Folge von Baire-Maßen insbesonders die angegebene Bedingung erfüllt
folgt auch die zweite Aussage. q

4.5.8 Proposition. Eine Folge (µn)n∈N signierter Bairemaße auf dem Intervall
[a, b] konvergiert genau dann schwach gegen ein Bairemaß µ, wenn die folgenden
beiden Eigenschaften erfüllt sind:

1. supn∈N‖µn‖ <∞.
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2. Jede Teilfolge der Folge der Verteilungsfunktionen Fµn hat eine Teilfolge, die
gegen die Verteilungsfunktion Fµ auf allen bis auf höchstens abzählbar vielen
Punkten konvergiert.

Ist (µn)n∈N eine Folge nicht-negativer Bairemaße, so kann Eigenschaft (2) durch

2’. Die gesamte Folge der Verteilungsfunktionen (Fµn)n∈N konvergiert gegen die
Verteilungsfunktion Fµ auf allen Stetigkeitspunkten von Fµ.

ersetzt werden.

Beweis. Sei angenommen, dass eine Folge (µn)n∈N die Bedingungen (1) und (2)
erfüllt, aber nicht schwach gegen das Maß µ konvergiert. Bekanntlich kann nach
dem Satz von Stone-Weierstrass jede Funktion f ∈ C(X) durch Funktionen aus
C∞(X) approximiert werden. Dies ergibt zusammen mit Bedingung (1), dass es
eine Funktion f ∈ C∞(X) gibt, sodassˆ

[a,b]

f(t)µn(dt)
n→∞X−→

ˆ
[a,b]

f(t)µ(dt).

Dies ist äquivalent dazu, dass eine Teilfolge (µnk)k∈N und ein ε0 > 0 existieren,
sodass

∃K ∈ N : ∀k ≥ K :

∣∣∣∣ˆ
[a,b]

f(t)µnk(dt)−
ˆ

[a,b]

f(t)µ(dt)

∣∣∣∣ ≥ ε0 (4.26)

ist. Wegen Bedingung (2) hat die dazugehörende Folge (Fµnk )k∈N von Vertei-
lungsfunktionen eine Teilfolge (Fµnkl

)l∈N, die auf allen bis auf höchstens abzähl-

bar vielen Punkten gegen Fµ konvergiert. Da die Funktionen Fµn und Fµ kon-
stant auf (b,∞) sind, gilt µ([a, b]) = lim

n→∞
µn([a, b]). Wendet man dies auf die

Darstellung nach Lemma C.1.1 an, so ergibt sich, dass die rechte Seite des Aus-
drucks ˆ

[a,b]

f(t)µnkl (dt) = f(b)Fµnk (b+)−
ˆ

[a,b]

f ′(t)Fµnkl
(t)dt (4.27)

nach dem Satz von der dominierten Kovergenz mit |Fµnkl (t)| ≤ C := supn∈N‖µn‖
für l→∞ gegen

f(b)Fµ(b+)−
ˆ

[a,b]

f ′(t)Fµ(t)dt =

ˆ
[a,b]

f(t)µ(dt)

konvergiert, wobei das Gleichheitszeichen wieder wegen Lemma C.1.1 gilt. Dies
ist ein Widerspruch zu (4.26).
Sind die Maße µn nichtnegativ, so sind die Funktionen Fµn monoton wachsend.
Nach Annahme (2) konvergiert jede Teilfolge einer Teilfolge von Fµn auf dem
Komplement einer höchstens abzählbaren Menge. Da das Komplement einer
abzählbaren Teilmenge von [a, b] dicht in [a, b] ist, kann Punkt (1) von Lemma
C.1.5 angewandt werden und man erhält, dass die gesamte Folge (Fµn)n∈N auf
den Stetigkeitspunkten von Fµ gegen Fµ konvergiert.
Zum Beweis der Umkehrung sei angenommen, dass die Folge (µn)n∈N von Ma-
ßen µn schwach gegen ein Maß µ konvergiert. Nach Proposition 4.5.7 gilt dann
supn∈N‖µn‖ <∞ und damit ist Folge der Variationen

V ba (Fµn) := V (Fµn , [a, b]) := sup

n∑
i=1

|Fµn(ti+1)− Fµn(ti)|,
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wobei das Supremum über alle t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn+1 in [a, b] gebildet wird,
gleichmäßig beschränkt. Definiert man

ϕn(x) :=
V ba (Fµn) + Fµn(x)

2
und ψn(x) :=

V ba (Fµn)− Fµn(x)

2
,

so gilt offensichtlich Fµn = ϕn − ψn für alle n ∈ N, die Funktionen ϕn, ψn sind
monoton wachsend und wegen der gleichmäßigen Beschränktheit von (Fµn)n∈N
sind auch die Folgen (ϕn)n∈N und (ψn)n∈N gleichmäßig beschränkt. Durch An-
wendung von Punkt (2) aus Lemma C.1.5 auf eine beliebige Teilfolge von Fµn
erhält man die Existenz von punktweise überall auf [a, b] konvergenten Teilfolgen
ϕnk und ψnk . Also kann angenommen werden, dass die Folge Fµn punktweise
gegen eine Funktion G konvergiert. Nun gilt sicher

lim
n→∞

Fµn(b+) = lim
n→∞

([a, b]) = µ([a, b]) = Fµ(b+),

woraus man mit (4.27) und dem Satz von der dominierten Konvergenz erhält,
dass ˆ b

a

f(t)µ(dt) = f(b)Fµ(b+)−
ˆ b

a

f ′(t)G(t) dt

Aus Lemma C.1.1 folgt ebenso

ˆ b

a

f(t)µ(dt)− f(b)Fµ(b+) = −
ˆ b

a

f ′(t)Fµ(t) dt

und damit insgesamt

ˆ b

a

f ′(t)Fµ(t) dt =

ˆ b

a

f ′(t)G(t) dt,

also stimmen Fµ und G µ-fast überall und damit auf dem Komplement einer µ-
Nullmenge überein. Also ist die Menge, auf der die Funktionen Fµ und G nicht
übereinstimmen, höchstens abzählbar. Sind die Maße µn nichtnegativ, so ist
die Menge der Unstetigkeitspunkte von Fµ und G höchstens abzählbar und ihr
Komplement damit dicht in [a, b]. Damit müssen Fµ und G auf allen Punkten,
an denen beide Funktionen stetig sind, übereinstimmen. q
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Anhang A

Topologische Grundlagen

Dieser Anhang gibt die benötigten topologischen Grundlagen wieder.

A.1 Grundbegriffe

A.1.1 Topologie, Filter, Netze

A.1.1 Definition. Sei X eine nichtleere Menge und T ⊆ P(X) ein System von
Teilmengen von X. Erfüllt T die Eigenschaften

(T1) ∅ ∈ T, X ∈ T.

(T2) Ist n ∈ N und O1, . . . , On ∈ T, so folgt
⋂n
i=1Oi ∈ T.

(T3) Ist I eine Indexmenge und Oi ∈ T für i ∈ I, so folgt
⋃
i∈I Oi ∈ T,

dann heißt T eine Topologie auf X und das Paar (X,T) heißt topologischer
Raum. Die Elemente einer Topologie werden offene Mengen genannt.

A.1.2 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und x ∈ X. Eine Menge
U ⊆ X heißt Umgebung von x, wenn es eine offene Menge O ∈ T gibt mit
x ∈ O ⊆ U . Die Menge U(x) aller Umgebungen von x heißt Umgebungsfilter
von x.

Der Umgebungsfilter stellt nur einen Spezialfall eines allgemeinen mengentheo-
retischen Konzepts dar.

A.1.3 Definition. Sei M eine nichtleere Menge und F ⊆ P(M) ein System von
Teilmengen von M . Erfüllt F die Eigenschaften

(F1) ∅ ∈ F,

(F2) F1, F2 ∈ F =⇒ F1 ∩ F2 ∈ F,

(F3) F1 ∈ F und F1 ⊆ F2 ⊆M =⇒ F2 ∈ F

dann heißt F Filter.

Offensichtlich ist der Umgebungsfilter eines Punktes x ∈ X tatsächlich ein Filter
im Sinne der allgemeinen Definition.
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A.1.4 Definition. Sei M 6= ∅ eine Menge und F ein Filter. Dann heißt ein
Mengensystem B ⊆ F Filterbasis von F, wenn

∀F ∈ F : ∃W ∈ B : W ⊆ F.

Ein Mengensystem V heißt Filtersubbasis des Filters F, wenn die Menge aller
endlichen Schnitte von Elementen aus V eine Filterbasis von F bildet.

A.1.5 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum. (X,T) erfüllt das ers-
te Abzählbarkeitsaxiom, wenn für jedes x ∈ X der Umgebungsfilter U(x) eine
Filterbasis hat, die aus abzählbar vielen Mengen besteht.

A.1.6 Lemma. Sei X eine Menge. Ist F ein Filter auf X und B eine Filterbasis
von F, so gilt

(FB1) ∅ 6∈ B.

(FB2) B1, B2 ∈ B =⇒ ∃B3 ∈ B : B3 ⊆ B1 ∩B2.

Ist umgekehrt B ⊆ P(X) mit den Eigenschaften (FB1) und (FB2), so existiert
ein eindeutiger Filter F, der B als Filterbasis hat. Dieser Filter ist durch

F =
{
F ⊆ X

∣∣ ∃B ∈ B : B ⊆ F
}

gegeben.

Beweis. Ist F ein Filter und B eine Filterbasis von F, so ist wegen B ⊆ F

und (F1) ∅ 6∈ B. Sind B1, B2 ∈ B, so folgt wegen B ⊆ F aus (F3), dass
B3 := B1∩B2 ∈ B und B3 ⊆ B1∩B2. Also hat B die Eigenschaften (FB1) und
(FB2).
Sei B ein Mengensystem mit den Eigenschaften (FB1), (FB2) und sei weiters

F :=
{
F ⊆ X

∣∣ ∃B ∈ B : B ⊆ F
}
.

Da B ⊆ F und (FB1) gilt, ist ∅ 6∈ F. Ist F1 ∈ F und F2 ⊇ F1, so existiert ein
B ∈ B so, dass B ⊆ F1. Damit ist auch B ⊆ F2 und daher F2 ∈ F. Sind F1,
F2 ∈ F, so gibt es B1, B2 ∈ B, sodass B1 ⊆ F1, B2 ⊆ F2. Aus (FB2) folgt die
Existenz eines B3 ∈ B, sodass B3 ⊆ B1 ∩ B2 ⊆ F1 ∩ F2. Daher ist F1 ∩ F2 ∈ F

und F erfüllt die Eigenschaften (F1) - (F3) eines Filters.
Ist F1 ein weiterer Filter mit der Filterbasis B, so folgt aus B ⊆ F, (F2) und
der Definition von F, dass F ⊆ F1. Ist F ∈ F1, so gibt es - weil B Filterbasis
von F1 ist - ein B ∈ B so, dass B ⊆ F ist. Nach Definition von F ist dann aber
auch F ∈ F und damit F1 = F. q

A.1.7 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Ist für alle x ∈ X das Sys-
tem W(x) eine Filterbasis des Umgebungsfilters U(x), so sind folgende Aussagen
äquivalent:

(i) Die Menge O ⊆ X ist offen.

(ii) Für alle x ∈ O ist O ∈ U(x).

(iii) Für alle x ∈ O gibt es ein W ∈W(x) so, dass W ⊆ O.
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Beweis. Sei x ∈ X beliebig. Gilt (ii), so existiert nach Definition einer Filterbasis
ein W ∈ W(x) mit W ⊆ O. Gilt umgekehrt (iii), so ist nach der Definition des
eindeutigen Filters U(x) zur Filterbasis W(x) in Lemma A.1.6 dann O ∈ U(x),
also sind (ii) und (iii) äquivalent.
Ist O ∈ T und x ∈ O, so ist wegen x ∈ O ⊆ O dann O ∈ U(x). Ist umgekehrt
∀x ∈ O : O ∈ U(x), so gibt es für alle x ∈ O ein Ox ∈ T so, dass x ∈ Ox ⊆ O.
Wegen

O =
⋃
x∈O
{x} ⊆

⋃
x∈O

Ox ⊆ O

ist O als Vereinigung offener Mengen nach (T3) offen. Daher sind auch (i) und
(ii) äquivalent. q

Das folgende Lemma zeigt den engen Zusammenhang zwischen einer Topologie
und dem Umgebungsfilter.

A.1.8 Lemma. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und U(x) der
Umgebungsfilter von x ∈ X, dann gilt:

(U1) X ∈ U(x).

(U2) Ist U ∈ U(x), so ist x ∈ U .

(U3) Ist U ∈ U(x) und V ⊇ U beliebig, dann ist V ∈ U(x).

(U4) Sind U , V ∈ U(x), dann ist auch U ∩ V ∈ U(x).

(U5) Ist U ∈ U(x), so existiert ein V ∈ U(x) mit V ⊆ U so, dass V ∈ U(y)
für alle y ∈ V gilt.

Ist umgekehrt jedem x ∈ X ein System U(x) ⊆ P(X) von Teilmengen von X
zugeordnet, sodass (U1) - (U5) gilt, dann existiert genau eine Topologie T auf
X, sodass für alle x ∈ X die Menge U(x) gerade der Umgebungsfilter von x
bezüglich der Topologie T ist. Diese Topologie ist durch

T :=
{
O ⊆ X

∣∣ ∀x ∈ O : ∃U ∈ U(x) : U ⊆ O
}

gegeben.

Beweis. Die Eigenschaften (U1) - (U3) folgen direkt aus der Definition des Um-
gebungsfilters. Sind U , V ∈ U(x), so existieren O1, O2 ∈ T so, dass x ∈ O1 ⊆ U
und x ∈ O2 ⊆ V ist. Also ist x ∈ O1∩O2 ⊆ U∩V und es gilt (U4). Ist U ∈ U(x),
so existiert ein O ∈ T mit x ∈ O ⊆ U . Nach Lemma A.1.7 ist dies äquivalent
dazu, dass O ∈ U(y) für alle y ∈ O ist. Mit V := O gilt also auch (U5).
Nun wird eine Topologie T aus den Umgebungsfiltern U(x) konstruiert. Sei dazu
X gegeben und jedem x ∈ X sei ein System U(x) zugeordnet, das (U1) - (U5)
erfüllt. Sei T das Mengensystem

T :=
{
O ⊆ X

∣∣ ∀x ∈ O : ∃U ∈ U(x) : U ⊆ O
}
.

Wegen (U1) gilt offensichtlich (T1). Ist x ∈
⋂n
i=1Oi, Oi ∈ T, so existieren

Ui ∈ U(x) mit Ui ⊆ Oi. Wegen (U4) ist
⋂n
i=1 Ui ∈ U(x) und es gilt

⋂n
i=1 Ui ⊆⋂n

i=1Oi, also ist (T2) erfüllt. Sei I eine Indexmenge und Oi ∈ T für i ∈ I. Ist
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x ∈
⋂
i∈I Oi, so existiert ein i0 ∈ I mit x ∈ Oi0 . Daher existiert ein U ∈ U(x)

mit
U ⊆ Oi0 ⊆

⋃
i∈I

Oi,

also ist
⋃
i∈I Oi ∈ T und T erfüllt (T1) - (T3).

Zum Beweis der Eindeutigkeit muss sowohl nachgewiesen werden, dass T die
Topologie zum Umgebungsfilter U(x) ist, als auch die Umkehrung - also dass
U(x) der Umgebungsfilter zur Topologie T ist. Sei dazu (X,T) ein topologischer
Raum, U(x) der Umgebungsfilter bezüglich T und T′ die aus dem letzten Schritt
konsturierte Topologie. Sei O ∈ T′. Das ist per Definition von T′ äquivalent dazu,
dass es für jedes x ∈ O ein U ∈ U(x) gibt, sodass U ⊆ O ist. Nach Lemma A.1.7
ist dies äquivalent dazu, dass O ∈ T ist, also gilt T = T′.
Sei nun jedem x ∈ X ein System U(x) mit (U1) - (U5) zugeordnet, T die
daraus konstruierte Topologie und U′(x) der Umgebungsfilter bezüglich T. Es
ist U(x) = U′(x) zu zeigen. Sei x ∈ X. Ist U ∈ U(x), so existiert wegen (U5) ein
V ∈ U(x) mit V ⊆ U so, dass für alle y ∈ V dann V ∈ U(y) gilt. Per Definition
von T ist V ∈ T mit x ∈ V ⊆ U , also ist U ∈ U′(x) und daher U(x) ⊆ U′(x). Sei
umgekehrt U ∈ U′(x). Dann existiert ein O ∈ T, sodass x ∈ O ⊆ U ist. Nach
Definition von T existiert ein U1 ∈ U(x) mit U1 ⊆ O ⊆ U . Wegen (U3) ist dann
U ∈ U(x) und U′(x) ⊆ U(x). q

Für topologische Räume sind Netze eine natürliche Erweiterung des Folgenbe-
griffs.

A.1.9 Definition. Sei I eine nichtleere Menge und sei C eine Relation auf I.
Erfüllt C die Eigenschaften

(G1) ∀i ∈ I : iC i,

(G2) ∀i, j, k ∈ I : iC j ∧ j C k =⇒ iC k,

(G3) ∀i, j ∈ I : ∃k ∈ I : iC k ∧ j C k,

dann heißt das Paar (I,C) gerichtete Menge.

A.1.10 Bemerkung. Ist I = N und definiert man

∀n,m ∈ N : nCm :⇔ n ≤ m,

so ist (N,C) = (N,≤) eine gerichtete Menge. Damit sind Folgen spezielle Netze.

A.1.11 Definition. Sei X eine nichtleere Menge und (I,C) eine gerichtete
Menge. Eine Abbildung x : I → X heißt Netz bzw. Moore-Smith-Folge in der
Menge X über der gerichteten Menge (I,C). In Analogie zu Folgen schreibt
man auch xi statt x(i) für i ∈ I und statt x : I → X wird ein Netz auch in der
Form (xi)i∈I geschrieben.
Ist zusätzlich A ⊆ X, so liegt das Netz (xi)i∈I schließlich in A, wenn

∃i0 ∈ I : ∀iB i0 : xi ∈ A

und das Netz (xi)i∈I ist cofinal in A, wenn

∀i0 ∈ I : ∃iB i0 : xi ∈ A

gilt.
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A.1.12 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und (I,C) eine gerich-
tete Menge. Eine Abbildung U : I → P(X) heißt ein Netz von Mengen bzw.
Moore-Smith-Folge von Mengen in X über der gerichteten Menge (I,C).
Ein Netz (Ui)i∈I von Mengen heißt fallend, wenn Ui ⊆ Uj für jC i und das Netz
heißt steigend, wenn Uj ⊆ Ui für j C i.

A.1.13 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum, (I,C) eine gerichtete
Menge, (xi)i∈I ein Netz auf I in X und x ∈ X. Das Netz (xi)i∈I konvergiert

gegen x ∈ X, in Zeichen xi
T−→ x, wenn für alle U ∈ U(x) das Netz (xi)i∈I

schließlich in U liegt. Die Menge aller Grenzwerte des Netzes (xi)i∈I wird mit
limi∈I xi bezeichnet. Hat das Netz (xi)i∈I genau einen Grenzwert x, so schreibt
man limi∈I xi = x.
Der Punkt x ∈ X heißt Häufungspunkt von (xi)i∈I , wenn für alle U ∈ U(x) das
Netz (xi)i∈I cofinal in U ist.

A.1.14 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, (I,C) eine gerichtete
Menge, (xi)i∈I ein Netz auf I in X und x ∈ X. Seien weiters W(x) eine Filterba-
sis und V(x) eine Filtersubbasis des Umgebungsfilters U(x). Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Das Netz (xi)i∈I konvergiert gegen x ∈ X.

(ii) ∀W ∈W(x) : ∃i0 ∈ I : ∀iB i0 : xi ∈W

(iii) ∀V ∈ V(x) : ∃i0 ∈ I : ∀iB i0 : xi ∈ V
Beweis. Die Implikationen (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) sind offensichtlich. Gezeigt wird
(iii) ⇒ (i). Sei U ∈ U(x). Da V(x) eine Filtersubbasis von U(x) ist, existieren
Mengen V1, . . . , Vn ∈ V(x), sodass x ∈ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vn ⊆ U ist. Aus (iii) folgt,
dass es für jedes k ∈ {1, . . . , n} ein ik ∈ I so gibt, dass

∀i ∈ I, iB ik : xi ∈ Vk
gilt. Da (I,C) eine gerichtete Menge ist existiert ein i0 ∈ I, so dass ik B i0 für
alle k mit 1 ≤ k ≤ n ist. Daher ist

∀i ∈ I, iB i0 : xi ∈ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vn ⊆ U

und es folgt (i). q

In allgemeinen topologischen Räumen muss der Grenzwert eines Netzes keines-
wegs eindeutig sein.

A.1.15 Beispiel. Sei X eine Menge, die aus mindestens zwei Elementen besteht
und T := {∅, X}. Dann ist (X,T) ein topologischer Raum und für alle x ∈ X
ist U(x) = X. Ist (xi)i∈I ein beliebiges Netz, dann konvergiert (xi)i∈I gegen
jedes x ∈ X.

A.1.2 Hausdorff-Räume

Für die Entwicklung von maßtheoretischen Begriffen auf topologischen Räum-
en spielen Hausdorff-Räume, inbesonders lokalkompakte Hausdorff-Räume, eine
wesentliche Rolle. Dies liegt unter anderem daran, dass die Hausdorff-Eigenschaft
genügt, damit Grenzwerte von Netzen eindeutig sind.
A.1.16 Definition. Ein topologischer Raum (X,T) heißt Hausdorff-Raum oder
T2-Raum, wenn er die Eigenschaft
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(T2) ∀x, y ∈ X, x 6= y : ∃Ox, Oy ∈ T : x ∈ Ox, y ∈ Oy und Ox ∩Oy = ∅

erfüllt. Anschaulich bedeutet T2, dass Punkte durch offene Mengen getrennt
werden können.

A.1.17 Bemerkung. Offensichtlich kann die T2-Eigenschaft äquivalent über Um-
gebungen formuliert werden. Es ist ein topologischer Raum (X,T) also genau
dann ein Hausdorff-Raum, wenn

(TU
2 ) ∀x, y ∈ X, x 6= y : ∃U ∈ U(x), V ∈ U(y) : U ∩ V = ∅.

A.1.18 Lemma. Ist (xi)i∈I ein kovergentes Netz in einem topologischen T2-
Raum (X,T), dann ist der Grenzwert eindeutig.

Beweis. Sei angenommen, das Netz (xi)i∈I konvergiert gegen x ∈ X und gegen
y ∈ X mit x 6= y. Auf Grund der T2-Eigenschaft können disjunkte Umgebungen
U ∈ U(x) und V ∈ U(y) gewählt werden. Da das Netz konvergent ist, können
Indices i1, i2 ∈ I so gewählt werden, dass iBi1 =⇒ xi ∈ U und iBi2 =⇒ xi ∈ V .
Da (I,C) gerichtet ist, gibt es ein i ∈ I : iB i1∧ iB i2 und daher ist xi ∈ U ∩V .
Dies ist ein Widerspruch zu U ∩ V = ∅. q

A.1.3 Normale und perfekt normale Räume

A.1.19 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und f : X → [0, 1]
stetig. Eine Menge A ⊆ X heißt funktional abgeschlossen, wenn A = f−1({0})
ist. Weiters heißt eine Menge O ⊆ X funktional offen, wenn sie das Komplement
einer funktional abgeschlossenen Menge ist.

A.1.20 Proposition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und Z die Menge
der funktional abgeschlossenen Mengen. Dann ist abgeschlossen bezüglich der
Bildung endlicher Vereinigungen und endlicher Durchschnitte.

Beweis. Sind Z1, Z2 ∈ Z, so existieren per Definition zwei stetige Funktionen
f1, f2 : X → [0, 1], sodass Z1 = f−1

1 ({0}) und Z2 = f−1
2 ({0}) ist. Definiere

g := f1 · f2 und h := 1
2 (f + g). Dann sind g, h : X → [0, 1] stetig und es gilt

g−1({0}) = f−1
1 ({0}) ∪ f−1

2 ({0}) und h−1({0}) = f−1
1 ({0}) ∩ f−1

2 ({0}),

also ist Z1 ∪ Z2 ∈ Z und Z1 ∩ Z2 ∈ Z. q

A.1.21 Definition. Ein topologischer Raum (X,T) heißt T1, wenn für zwei
Punkte x1, x2 ∈ X mit x1 6= x2 eine offene Menge O ∈ T existiert, sodass
x1 ∈ O und x2 /∈ O gilt.

A.1.22 Definition. Ein topologischer Raum (X,T) heißt normal oder auch T4,
wenn er T1 ist und für alle abgeschlossenen Mengen A1, A2 ⊆ X mit A1∩A2 = ∅
offene Mengen O1, O2 ∈ T existieren, sodass A1 ⊆ O1, A2 ⊆ O2 und O1∩O2 = ∅
gilt.

A.1.23 Definition. Ein topologischer Raum (X,T) heißt perfekt normal (per-
fectly normal), wenn er normal ist und jede abgeschlossene Menge funktional
abgeschlossen ist.
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A.2 Umgebungsbasen, Basen, Subbasen

A.2.1 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum, x ∈ X und W(x) ⊆ U(x).
Das Mengensystem W(x) heisst Umgebungsbasis von x, wenn es die Eigenschaft

(W) ∀U ∈ U(x) : ∃W ∈W(x) : W ⊆ U

erfüllt.

Die Bezeichnung Umgebungsbasis geht auf den Umstand zurück, dass der Um-
gebungsfilter aus einer Umgebungsbasis rekonstruiert werden kann. Tatsächlich
ist eine Umgebungsbasis eine Filterbasis des Umgebungsfilters.

A.2.2 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum, x ∈ X beliebig, U(x) der
Umgebungsfilter von x und W(x) eine Umgebungsbasis. Dann gilt

U(x) = {U ∈ P(X) | ∃W ∈W(x) : W ⊆ U} .

Beweis. Ist U ∈ U(x), dann existiert nach Definition ein W ∈ W(x) so, dass
W ⊆ U . Ist umgekehrt U ∈ P(x) und W ∈W(x) mit W ⊆ U . Da W(x) ⊆ U(x)
gilt, gibt es ein O ∈ T : x ∈ O ⊆W ⊆ U , also ist U ∈ U(x). q

Analog zur Rekonstruktion aller Umgebungen aus einem Teilsystem können
auch die offenen Mengen, also die Topologie, aus einem Teilsystem rekonstruiert
werden.

A.2.3 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und U ⊆ T. Das Mengen-
system U heisst Basis für die Topologie T, wenn sich jede offene Menge O ∈ T

als Vereinigung von Mengen aus U schreiben lässt, wenn also

(U) ∀O ∈ T : ∃VO ⊆ U : O =
⋃

U∈VO

U

gilt.

A.2.4 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum und U ⊆ T. Das Mengen-
system U ist genau dann eine Basis für T, wenn

(U1) ∀O ∈ T : O =
⋃{

U ∈ U
∣∣ U ⊆ O}

bzw. genau dann, wenn

(U2) ∀O ∈ T : ∀x ∈ O : ∃U ∈ U : x ∈ U ⊆ O

gilt.

Beweis. Gelte (U). Sei O ∈ T und sei weiters VO ⊆ U so, dass O =
⋃
U∈VO U .

Setzt man V :=
{
U ∈ U

∣∣ U ⊆ O}, dann gilt VO ⊆ V. Daher ist

O ⊆
⋃

U∈VO

U ⊆
⋃
U∈V

U ⊆ O

und es folgt (U1).
Gilt (U1) und ist O ∈ T, x ∈ O, so ist O =

⋃{
U ∈ U

∣∣ U ⊆ O}. Daher existiert
ein Ux ∈ U mit Ux ⊆ O so, dass x ∈ Ux ist, also gilt (U2).
Aus (U2) folgt sofort (U), denn nach (U2) existiert für alle O ∈ T und alle
x ∈ O ein Ux ∈ U, sodass x ∈ Ux ⊆ O ist. Daher ist O =

⋃
x∈O Ux und

VO :=
{
Ux ∈ U

∣∣ ∃x ∈ O : x ∈ Ux ⊆ O
}

. q
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A.2.5 Satz. Ist (X,T) ein topologischer Raum und U ⊆ T eine Basis für T,
dann gilt:

(B1) ∅ ∈ U.

(B2) Sind U1, U2 ∈ U und x ∈ U1 ∩ U2, so existiert ein U3 ∈ U so, dass
x ∈ U3 ⊆ U1 ∩ U2.

(B3)
⋃
U∈U U = X.

Ist umgekehrt U ⊆ P(X) ein Mengensystem, das die Eigenschaften (B1) - (B3)
erfüllt, dann existiert genau eine Topologie T auf X so, dass U Basis von T ist
und diese Topologie ist gegeben durch

T =

{ ⋃
U∈V

U
∣∣ V ⊆ U

}
.

Beweis. Sei (X,T) ein topologischer Raum und U eine Basis von T. Aus ∅ ∈ T

folgt (B1) und aus X ∈ T folgt (B3). Sind U1, U2 ∈ U und x ∈ U1 ∩U2, so ist -
da U ⊆ T gilt - U1 ∩ U2 ∈ T. Wegen (U1) gilt

U1 ∩ U2 =
{
U ∈ U

∣∣ U ⊆ U1 ∩ U2

}
also existiert U3 ∈ U so, dass x ∈ U3 ⊆ U1 ∩ U2 und U erfüllt (B2).
Sei nun U ⊆ P(X) so gegeben, dass U die Bedingungen (B1) - (B3) erfüllt und
sei

T :=

{ ⋃
U∈V

U
∣∣ V ⊆ U

}
.

Wegen (B1) ist

∅ =
⋃
U∈∅

U ∈ T

und wegen (B3) gilt

X =
⋃
U∈U

U ∈ T

somit erfüllt T (T1). Um zu zeigen, dass T auch (T2) erfüllt sei festgehalten,
dass aus (B2) induktiv leicht gezeigt werden kann, dass aus U1, . . . , Un ∈ U

mit x ∈
⋂n
i=1 Ui die Existenz eines U ∈ U mit x ∈ U ⊆

⋂n
i=1 Ui folgt. Sind

für O1, . . . On ∈ T für ein n ∈ N, so existieren nach (U) Teilsysteme Vi ⊆ U,
sodass Oi =

⋃
U∈Vi U . Ist x ∈

⋂n
i=1Oi, so existiert für jedes i = 1, . . . , n ein

Ui ∈ Vi so, dass x ∈ Ui ist. Nach obiger Aussage existiert dann U ∈ U, sodass
x ∈ U ⊆

⋂n
i=1 Ui ⊆

⋂n
i=1Oi. Also gilt

n⋂
i=1

Oi =
⋃
U∈V

U mit V :=

{
U ∈ U

∣∣ U ⊆ n⋂
i=1

Oi

}

und daher erfüllt T auch (T2). Ist I eine Indexmenge und Oi ∈ T, i ∈ I, so
existieren Vi ⊆ U, sodass Oi =

⋃
U∈Vi U gilt. Daher ist⋃

i∈I
Oi =

⋃
i∈I

( ⋃
U∈Vi

U

)
=
⋃

U∈
⋃
i∈I Vi

U
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und T ist eine Topologie auf X.

Zur Feststellung der Eindeutigkeit sei T die im letzten Schritt konstruierte To-
pologie und T′ sei eine weitere Topologie, die U als Basis hat. Ist O′ ∈ T′, dann
gilt

O′ =
⋃
U∈V

U mit V =
{
U ∈ U

∣∣ U ⊆ O′} ,
also ist O′ ∈ T. Ist umgekehrt O ∈ T, so existiert ein VO ⊆ U, sodass O =⋃
U∈VO U ist. Dann ist aber O ∈ T′ und ingesamt T = T′. q

A.2.6 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum und U ⊆ T. Dann ist U eine
Basis für T genau dann, wenn für jedes x ∈ X die Menge

W(x) :=
{
U ∈ U

∣∣ x ∈ U}
eine Umgebungsbasis bei x ∈ X ist.

Beweis. Sei U Basis für T, x ∈ X und U ∈ U(x). Dann existiert ein O ∈ T,
sodass x ∈ O ⊆ U . Da U eine Basis ist, gilt O =

⋃{
U ∈ U

∣∣ U ⊆ O} und es
existiert ein Ux ∈ U so, dass x ∈ Ux ⊆ O ⊆ U gilt. Dabei ist Ux ∈ W(x) und
daher W(x) eine Umgebungsbasis.

Sei umgekehrt W(x) eine Umgebungsbasis, O ∈ T und x ∈ O. Nach Lemma
A.1.7 ist O ∈ U(x) und daher existiert ein Ux ∈W(x) ⊆ U so, dass x ∈ Ux ⊆ O.
Also erfüllt U die Bedingung (U2). q

A.2.7 Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum und sei V ⊆ T. Das
Mengensystem V heißt Subbasis für T, wenn

U := {∅, X} ∪

{
n⋂
i=1

Vi
∣∣ Vi ∈ V, n ∈ N

}

eine Basis von T ist.

A.2.8 Lemma. Sei X eine Menge und V ⊆ P(X). Dann existiert genau eine
Topologie T auf X, sodass V eine Subbasis von T ist.

Beweis. Sei U gegeben durch

U := {∅, X} ∪

{
n⋂
i=1

Vi
∣∣ Vi ∈ V, n ∈ N

}
.

Offensichtlich erfüllt U die Bedingungen (B1) und (B3). Sind U1, U2 ∈ U und
x ∈ U1 ∩ U2, so ist wegen(

n⋂
i=1

Vi

)
∩

(
N⋂

i=n+1

Vi

)
=

N⋂
i=1

Vi

auch (B2) erfüllt und daher U eine Basis. Nach Satz A.2.5 erzeugt U eine ein-
deutige Topologie, die U als Basis und daher V als Subbasis hat. q
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A.3 Vergleich von Topologien, Initialtopologie

A.3.1 Definition. Sei X eine Menge und bezeichne mit T(X) die Menge aller
möglichen Topologien auf X. Sind T1, T2 zwei Topologien auf X, so nennt
man T1 gröber als T2 oder äquivalent T2 feiner als T1, wenn T1 ⊆ T2 gilt.
Offensichtlich ist die Relation ⊆ eine Ordnungsrelation auf T(X).

A.3.2 Lemma. Sei X eine Menge. Dann gilt

(i) Das kleinste Element in T(X) ist {∅, X}, das größte Element ist P(X).

(ii) Ist (Ti)i∈I eine Familie von Topologien auf X, so ist
⋂
i∈I Ti eine To-

pologie auf X und es gilt

inf
i∈I

Ti =
⋂
i∈I

Ti.

(iii) Ist (Ti)i∈I eine Familie von Topolgien auf X, so ist

T := sup
i∈I

Ti =
⋂{

T′ ∈ T(X)
∣∣ Ti ⊆ T′, i ∈ I

}
und T hat das Mengensystem

⋃
i∈I Ti als Subbasis.

(iv) Ist C ⊆ P(X), so ist

τ(C) :=
⋂{

T′ ∈ T(X)
∣∣ C ⊆ T′

}
die gröbste Topologie, die C enthält. Ist C eine Topologie auf X, so gilt
τ(C) = C.

Beweis.

(i) Da für jede Topologie T auf X sicher ∅, X ∈ T gilt, ist {∅, X} ⊆ T ⊆
P(X).

(ii) Da alle Ti abgeschlossen gegenüber der Bildung endlicher Durchschnitte
und beliebiger Vereinigungen sind und weiters {∅, X} ⊆ Ti für alle i ∈ I
gilt, ist T :=

⋂
i∈I Ti eine Topologie auf X, außerdem gilt T ⊆ Ti für alle

i ∈ I. Ist T′ eine weitere Topologie, die bezüglich der Mengeninklusion
kleiner ist als alle Ti, i ∈ I, so gilt T′ ⊆ T, also ist T die größte untere
Schranke der Familie (Ti)i∈I .

(iii) Wie schon im letzten Punkte besprochen wurde ist T eine Topologie
auf X und offensichtlich ist T das Supremum der Familie Ti, i ∈ I.
Betrachtet man nun das Mengensystem V :=

⋃
i∈I Ti, so ist V ⊆ T,

denn ist Ti ⊆ T′ für alle i ∈ I, dann gilt V ⊆ T′ und daher auch
V ⊆ T. Bezeichnet T∗ die nach Lemma A.2.8 von V ⊆ P(X) eindeutig
erzeugte Topologie, dann gilt Ti ⊆ T∗ für alle i ∈ I und daher ist T =⋂{

T′
∣∣ Ti ⊆ T′, i ∈ N

}
⊆ T∗. Ist umgekehrt O∗ ∈ T∗, dann existieren

ein n ∈ N und V1, . . . Vn ∈
⋃
i∈I Ti, sodass O∗ =

⋂n
i=1 Vi ist. Da also

für jedes Vj eine Topologie TVj ⊆ T mit Vj ∈ TVj existiert ist O∗ ∈ T

und insgesamt T∗ = T.



1.3. Vergleich von Topologien, Initialtopologie 85

(iv) Sicher gilt C ⊆ τ(C). Nach Punkt (ii) ist τ(C) eine Topologie auf X und
ist weiters T′ ∈ T(X) mit C ⊆ T′, so ist τ(C) ⊆ T′, also ist τ(C) die
gröbste Topologie, die C enthält. Die zweite Aussage ist klar.

q

A.3.3 Lemma. Sei X eine Menge und T, T′ ∈ T(X). Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) T ⊆ T′.

(ii) idX : (X,T′)→ (X,T) ist stetig.

(iii) Ist (Y,V) ein topologischer Raum und f : (X,T) → (Y,V) stetig, so ist
auch f : (X,T′)→ (Y,V) stetig.

(iv) Ist (Y,V) ein topologischer Raum und f : (Y,V)→ (X,T′) stetig, so ist
auch f : (Y,V)→ (X,T) stetig.

Beweis. Offensichtlich sind (i) und (ii) äquivalent, da id−1
X (T) = T ist. Gilt (ii),

dann ist sowohl f ◦ idX : (X,T′) → (Y,V) als auch idX ◦ f : (Y,V) → (X,T)
als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig, also gelten (iii) und (iv). Gilt
Eigenschaft (iii), so ist mit f := idX : (X,T)→ (X,T) dann die Zusammenset-
zung idX = idX ◦ idX : (X,T′) → (X,T) stetig, also gilt (ii). Die Implikation
(iv) =⇒ (ii) sieht man analog. q

Das folgende Lemma zeigt die enge Verwandschaft von Basen bzw. Subbasen
einer Topologie mit den Erzeugendensystemen von σ-Algebren, siehe B.1.4.

A.3.4 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum.

(i) Ein Mengensystem U ⊆ P(X) ist genau dann eine Basis der Topologie
T, wenn U die Eigenschaften (B1) - (B3) erfüllt und T die gröbste
Topologie auf X ist, die U umfasst, d.h. wenn τ(U) = T gilt.

(ii) Ein Mengensystem V ⊆ P(X) ist genau dann eine Subbasis der To-
pologie T, wenn T die gröbste Topologie ist, die V umfasst, d.h. wenn
τ(V) = T gilt.

Beweis.

(i) Ist U eine Basis der Topologie T, so erfüllt U nach Satz A.2.5 die Ei-
genschaften (B1) - (B3). Sei T′ ∈ T(X) mit U ⊆ T′ und betrachte die
in Satz A.2.5 konstruierte Topologie T∗ =

{⋃
U∈V

∣∣ V ⊆ U
}

. Da T′ die
Eigenschaft (T3) erfüllt, gilt für alle V ⊆ U ⊆ T :

⋃
U∈V U ∈ T′, also ist

T ⊆ T′ und T ist die gröbste Topologie, die U enthält. Ist andererseits
T die gröbste Topologie, die U umfasst und erfüllt U die Eigenschaften
(B1) - (B3), so existiert wieder nach Satz A.2.5 eine eindeutige Topo-
logie T∗, für die U eine Basis ist. Laut Voraussetzung gilt U ⊆ T ⊆ T∗.
Ist O∗ ∈ T∗, so existiert VO∗ ⊆ U mit

⋃
U∈VO∗ U = O∗, also ist wegen

(T3) dann O∗ ∈ T und insgesamt T∗ = T, wobei T laut Annahme die
gröbste Topologie ist, die U umfasst.
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(ii) Ist T∗ eine beliebige Topologie auf X, so folgt aus (T2), dass T∗ genau
dann V ⊆ T∗ erfüllt, wenn U = {∅, X} ∪

{⋂n
i=1 Vi

∣∣ Vi ∈ V, n ∈ N
}
⊆

T∗ gilt. Nun ist V per Definition genau dann eine Subbasis von T, wenn
U eine Basis von T ist, was nach Punkt (i) genau dann der Fall ist,
wenn τ(U) = T ist, wenn also τ(V) = T gilt.

q

A.3.1 Die Initialtopologie

A.3.5 Satz. Sei X eine Menge, seien (Yi,Ti), i ∈ I topologische Räume und
fi : X → Yi, i ∈ I, Abbildungen. Dann existiert genau eine Topologie T auf X
mit der Eigenschaft

(IT1) T ist die gröbste Topologie auf X, sodass alle Abbildungen

fi : (X,T)→ (Yi,Ti), i ∈ I

stetig sind.

Diese Topologie heißt initiale Topologie bezügliche der Familie (fi)i∈I . Für sie
gilt:

(IT2)
⋃
i∈I

f−1
i (Ti) ist eine Subbasis von T.

Beweis. Sei Tfi(X) :=
{
T′ ∈ T(X)

∣∣ ∀i ∈ I : fi : (X,T′)→ (Yi,Ti) stetig
}

. We-
gen P(X) ∈ Tfi(X) ist Tfi(X) 6= ∅, also definiert

T :=
⋂

T′∈Tfi (X)

T′

nach Lemma A.3.2 (ii) eine Topologie auf X. Ist i ∈ I beliebig, so folgt aus der
Definition von T, dass für alle T′ ∈ Tfi(X) die Inklusion f−1

i (Ti) ⊆ T′ gilt. Also
ist

f−1
i (Ti) ⊆

⋂
T′∈Tfi (X)

T′ = T

und alle fi : (X,T) → (Yi,Ti) sind stetig. Nach Lemma A.3.2 (ii) ist T die
gröbste Topologie mit dieser Eigenschaft, also erfüllt T die Eigenschaft (IT1).
Außerdem ist T offensichtlich die einzige Topologie mit (IT1).
Sei T∗ jene eindeutige Topologie, die nach Lemma A.2.8 aus dem Mengensystem⋃
i∈I f

−1
i (Ti) ⊆ P(X) erzeugt wird und T die initiale Topologie. Da bezüglich

T alle fi : (X,T) → (Yi,Ti) stetig sind, gilt für alle i ∈ I : f−1
i (Ti) ⊆ T,

also auch
⋃
i∈I f

−1
i (Ti) ⊆ T. Da T∗ durch Bildung aller endlichen Schnitte aus⋃

i∈I f
−1
i (Ti) entsteht, ist T∗ ⊆ T. Andererseits gilt per Definition von T∗, dass

f−1
i (Ti) ⊆ T∗ für alle i ∈ I ist, d.h., alle fi : (X,T∗)→ (Yi,Ti) sind stetig. Aus

(IT1) folgt T ⊆ T∗. Da die von einer Subbasis bestimmte Topologie eindeutig
ist, charakterisiert (IT2) die initiale Topologie.

q

Das folgende Korollar erweist sich als praktisch bei der Betrachtung von Funk-
tionen f ∈ C(X).
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A.3.6 Korollar. Sei X eine Menge und sei fi : X → (R,Td), i ∈ I eine Familie
reeller Funktionen. Dann hat die initiale Topologie T auf X das Mengensystem

V :=
{
V (fi, x, ε)

∣∣ fi : X → R, x ∈ X, ε > 0
}

mit
V (fi, x, ε) =

{
y ∈ X

∣∣ |f(x)− f(y)| < ε
}

als Subbasis.

Beweis. Nach Satz A.3.5 ist
⋃
i∈I f

−1
i (Td) eine Subbasis der Initial-Topologie.

Td enthält alle offenen Intervalle, also ist sicher τ(V) ⊆ τ(
⋃
i∈I f

−1
i (Td)). Ist

umgekehrt U ∈
⋃
i∈I f

−1
i (Td) und x ∈ U , so ist die Existenz eines V (fi, x, ε) ∈ V

zu zeigen, das x ∈ V ⊆ U erfüllt. Da U die Form U = f−1
i (O) mit i ∈ I hat

und O offen in R ist, existiert ein ε0 > 0, sodass (fi(x) − ε0
2 , fi(x) + ε0

2 ) ⊆ O
ist. Die Menge V = V (fi, x, ε0) leistet nun das Gewünschte, also ist insgesamt
τ(V) = τ(

⋃
i∈I f

−1
i (Td)). q
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Anhang B

Ergänzungen zur
Maßtheorie

B.1 Grundbegriffe

B.1.1 σ-Algebren und Erzeugendensysteme

B.1.1 Definition. Sei X eine Menge und A ⊆ P(X). Das Mengensystem A
heißt Algebra auf oder über X, wenn A folgende Eigenschaften erfüllt:

(A1) X ∈ A.

(A2) Ist A ∈ A, so folgt Ac ∈ A.

(A3) Ist n ∈ N und sind A1, A2, . . . An ∈ A, so ist auch
⋃n
i=1Ai ∈ A.

Ist A eine Algebra über X, die zusätzlich die Eigenschaft

(A3σ) Ist (An)n∈N eine Folge in A, dann gilt
⋃
n∈NAn ∈ A.

erfüllt, so heißt A eine σ-Algebra auf X, das Paar (X,A) heißt Messraum und
die Elemente von A heißen meßbare Mengen.

B.1.2 Definition. Seien (X,A) und (X ′,A′) Messräume. Ist f : (X,A) →
(X ′,A′) eine Abbildung, so heißt f meßbar oder genauer A-A′-meßbar, wenn
das Urbild meßbarer Mengen wieder meßbar ist, wenn also

f−1(A′) ⊆ A

gilt.

B.1.3 Definition. Sei X eine Menge, bezeichne A(X) die Menge aller σ-
Algebren über X und seien A1, A2 ∈ A(X). Analog zu den Definitionen in
der Topologie nennt man A1 gröber als A2 bzw. A2 feiner als A1, wenn A1 ⊆ A2

gilt. Offensichtlich ist (A(X),⊆) eine geordnete Menge.

Auf Grund der starken Ähnlichkeit zwischen σ-Algebren und Topologien sind
die folgenden Aussagen nicht überraschend.

89
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B.1.4 Lemma. Sei X eine Menge. Dann gilt

(i) Das kleinste Element in A(X) ist {∅, X}, das größte Element ist P(X).

(ii) Ist (Ai)i∈I eine Familie von σ-Algebren auf X, so ist
⋂
i∈I Ai eine σ-

Algebra auf X und es gilt

inf
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Ai.

(iii) Ist C ⊆ P(X), so ist

σ(C) :=
⋂{

A′ ∈ A(X)
∣∣ C ⊆ A′

}
die gröbste σ-Algebra, die C enthält. Ist C selbst eine σ-Algebra, dann
gilt σ(C) = C. Man nennt in diesem Zusammenhang σ(C) die von C

erzeugte σ-Algebra und C ein Erzeugendensystem von σ(C).

(iv) Ist (Ai)i∈I eine Familie von σ-Algebren auf X, so ist

A := sup
i∈I

Ai :
⋂{

A′ ∈ A(X)
∣∣ Ai ⊆ A′, i ∈ I

}
und

⋃
i∈I Ai ist ein Erzeugendensystem von A.

Beweis.

(i) Da für jede σ-Algebra A auf X sicher ∅, X ∈ A gilt, ist {∅, X} ⊆ A ⊆
P(X).

(ii) Da alle Ai abgeschlossen gegenüber der Bildung von Komplementen
und beliebiger Vereinigungen sind und weiters {∅, X} ⊆ Ai für alle
i ∈ I gilt, ist A :=

⋂
i∈I Ai eine σ-Algebra auf X, außerdem gilt A ⊆ Ai

für alle i ∈ I. Ist A′ eine weitere σ-Algebra, die gröber ist als alle Ai,
i ∈ I, so gilt A′ ⊆ A, also ist A die größte untere Schranke der Familie
(Ai)i∈I .

(iii) Sicher gilt C ⊆ σ(C). Nach Punkt (ii) ist σ(C) eine σ-Algebra auf X
und ist weiters A′ ∈ A(X) mit C ⊆ A′, so ist σ(C) ⊆ A′, also ist σ(C)
die gröbste σ-Algebra, die C enthält. Die zweite Aussage ist klar.

(iv) Wegen Punkt (ii) ist A eine σ-Algebra auf X und offensichtlich ist A
das Supremum der Familie Ai, i ∈ I.
Sei C :=

⋃
i∈I Ai und A∗ := σ(C). Dann gilt Ai ⊆ A∗ für alle i ∈

I, also ist A =
⋂{

A′ ∈ A(X)
∣∣ Ai ⊆ A′, i ∈ I

}
⊆ A∗. Sei umgekehrt

A′ ∈ A(X) so, dass für alle i ∈ I die Inklusion Ai ⊆ A′ gilt. Dann ist
σ(C) ⊆ A′ und σ(C) ⊆ σ(A′) = A′. Daher ist

A∗ = σ(C) ⊆
⋂{

A′ ∈ A(X)
∣∣ Ai ⊆ A′, i ∈ I

}
= A

und insgesamt A∗ = A.

q
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Analog zur Initialtopologie (siehe Satz A.3.5) kann auf einer Menge X eine
eindeutige minimale σ-Algebra konstruiert werden, bezüglich der eine Familie
von Abbildungen fi : X → (Yi,Ai) von X in Messräumr (Yi,Ai), i ∈ I, messbar
sind.

B.1.5 Satz. Sei X eine Menge, seien (Yi,Ai) Messräume und fi : X → Yi,
i ∈ I, Abbildungen. Dann existiert genau eine σ-Algebra A auf X mit der Ei-
genschaft

(IA1) A ist die gröbste σ-Algebra auf X, sodass alle Abbildungen

fi : (X,A)→ (Yi,Ai), i ∈ I

A-Ai-messbar sind.

Diese σ-Algebra heißt initiale σ-Algebra bezügliche der Familie (fi)i∈I . Für sie
gilt:

(IA2)
⋃
i∈I

f−1
i (Ai) ist ein Erzeugendensystem von A.

Beweis. Sei Afi(X) :=
{
A′ ∈ A(X)

∣∣ ∀i ∈ I : fi : (X,A′)→ (Yi,Ai) messbar
}

.
Wegen P(X) ∈ Afi(X) ist Afi(X) 6= ∅, also definiert

A :=
⋂

A′∈Afi (X)

A′

nach Lemma B.1.4 (ii) eine σ-Algebra auf X. Ist i ∈ I beliebig, so gilt für alle
A′ ∈ Afi(X) die Inklusion f−1

i (Ai) ⊆ A′, also ist

f−1
i (Ai) ⊆

⋂
A′∈Afi (X)

A′ = A

und alle fi : (X,A) → (Yi,Ai) sind messbar. Nach Lemma B.1.4 (ii) ist A die
gröbste σ-Algebra mit dieser Eigenschaft, also erfüllt A die Eigenschaft (IA1).
Ist Ã eine weitere σ-Algebra mit der Eigenschaft (IA1), so sind alle fi : (X, Ã)→
(Yi,Ai) messbar und da A (IA1) erfüllt ist A ⊆ Ã. Die umgekehrte Inklusion
sieht man genauso und A ist die einzige σ-Algebra mit (IA1).
Sei A∗ := σ

(⋃
i∈I f

−1
i (Ai)

)
und A die Initial-σ-Algebra auf X. Es sind alle

fi : (X,A) → (Yi,Ai) messbar, also f−1
i (Ai) ⊆ A für alle i ∈ I und damit auch⋃

i∈I f
−1
i (Ai) ⊆ A. Es gilt also

A∗ = σ

(⋃
i∈I

f−1
i (Ai)

)
⊆ σ(A) = A.

Umgekehrt gilt nach Definition von A∗ sicher f−1
i (Ai) ⊆ A∗. Das heißt, dass alle

fi : (X,A∗)→ (Yi,Ai) messbar sind. Da A die Inital-σ-Algebra auf X ist, folgt
dann aber A ⊆ A∗ und insgesamt A∗ = A. Da die von

⋃
i∈I f

−1
i (Ai) erzeugte

σ-Algebra eindeutig ist, charakterisiert (IA2) die Initial-σ-Algbra. q

Wird nur eine einzige Abbildung f : X → Y betrachtet, so ist das vollständige
Urbild schon eine σ-Algebra.
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B.1.6 Lemma. Seien X, X ′ Mengen und sei f : X → X ′ eine Abbildung.

(i) Ist A′ eine σ-Algebra über X ′, so ist A := f−1(A′) eine σ-Algebra über
X und A ist die gröbste σ-Algebra auf X, sodass f : X → X ′ messbar
ist.

(ii) Ist A eine σ-Algebra über X, so ist A′ :=
{
A′ ⊆ X ′

∣∣ f−1(A′) ∈ A
}

eine σ-Algebra über X ′ und A′ ist die feinste σ-Algebra auf X ′, sodass
f : X → X ′ messbar ist.

Beweis. (i) Es ist X ′ ∈ A′ und f−1(X ′) = X, also X ∈ A und es gilt
(A1). Ist A ∈ f−1(A′), dann existiert ein A ∈ A so, dass f−1(A) = A′

gilt. Mit A ∈ A ist auch Ac ∈ A und auf Grund der Operationstreue
des Urbilds gilt f−1 (Ac) =

(
f−1(A)

)c
= A′c. Also erfüllt f−1(A) auch

(A2). Ist (A′n)n∈N eine Folge in f−1(A), so existiert eine Folge (An)n∈N
in A mit f−1(An) = A′n und

⋃
n∈NAn ∈ A. Wegen f−1

(⋃
n∈NAn

)
=⋃

n∈N
(
f−1(An)

)
=
⋃
n∈NA

′
n ist auch

⋃
n∈NA

′
n ∈ f−1(A) und f−1(A)

erfüllt (A3σ). Die Minimalitätseigenschaft von f−1(A) ist klar nach Satz
B.1.5.

(ii) Da f−1(Y ) = X ∈ A gilt, ist Y ∈ A′ und A′ erfüllt (A1). Ist A′ ∈ A′,
dann gilt f−1(A′) ∈ A und damit

(
f−1(A′)

)c
= f−1(A′c) ∈ A, also erfüllt

A′ (A2). Sei (A′n)n∈N eine Folge in A′. Dann ist f−1(A′n) ∈ A für jedes
n ∈ N und daher auch

⋃
n∈N f

−1(A′n) = f−1
(⋃

n∈NA
′
n

)
∈ A′ und A′ ist

eine σ-Algebra über Y .
q

B.1.7 Lemma. Sei X eine Menge, (X ′,A′) ein Messraum, E′ ⊆ A′ ein Erzeu-
gendensystem von A′ und f : X → (X ′,A′) eine Abbildung. Dann ist f−1(E′)
ein Erzeugendensystem der σ-Algebra f−1(A′), d.h. es gilt

σ
(
f−1(E′)

)
= f−1 (σ(E′)) .

Beweis. Aus E′ ⊆ A′ folgt f−1(E′) ⊆ f−1(A′). Nach Lemma B.1.6 Punkt (i) ist
f−1(A′) eine σ-Algebra, daher gilt

σ
(
f−1(E′)

)
⊆ σ

(
f−1(A′)

)
= f−1(A′) = f−1(σ(E′)).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen sei

C′ :=
{
C ′ ⊆ X ′

∣∣ f−1(C ′) ∈ σ
(
f−1(E′)

)}
.

Lemma B.1.6 Punkt (ii) zeigt, dass C′ eine σ-Algebra über X ′ ist und offen-
sichtlich gilt E′ ⊆ C′. Daher ist σ(E′) = A′ ⊆ σ(C′) = C′ und nach Definition
von C′ gilt

f−1(σ(E′)) = f−1(A′) ⊆ f−1(C′) ⊆ σ(f−1(E′)).

q

B.1.8 Lemma. Seien (A,A) und (X ′,A′) Messräume, sei σ(E′) = A′ und
f : (X,A) → (X ′,A′) eine Abbildung. Dann ist f genau dann A-A′-meßbar,
wenn f−1(E′) ⊆ A gilt.
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Beweis. Ist f meßbar, so folgt aus E′ ⊆ A′, dass f−1(E′) ⊆ f−1(A′) ⊆ A ist.
Gelte umgekehrt f−1(E′) ⊆ A. Dann ist nach Lemma B.1.7

f−1(A′) = f−1(σ(E′)) = σ
(
f−1(E)

)
⊆ σ(A) = A

erfüllt. q
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Anhang C

Verschiedene benötigte
Aussagen

C.1

C.1.1 Lemma. Sei f absolut stetig auf dem Intervall [a, b], sei µ ein beschränk-
tes Maß auf [a, b] und sei Φµ(t) := µ([a, t)) mit Φµ(a) = 0. Dann gilt folgende
Formel für die partielle Integration:

ˆ
[a,b]

f(t)µ(dt) = f(b)Φµ(b+)−
ˆ b

a

f ′(t)Φµ(t) dt (C.1)

Beweis. Zunächst bemerke man, dass

Φµ(t) =

ˆ
[a,t)

µ(ds) =

ˆ
[a,b]

1{[a,t)}(s)µ(ds)

gilt. Daher lässt sich die linke Seite von C.1 in der Form
ˆ b

a

f ′(t)Φµ(t) dt =

ˆ b

a

ˆ
[a,b]

f ′(t)1{[a,t)}(s)µ(ds) dt

schreiben. Wendet man darauf den Satz von Fubini an, so erhält man
ˆ b

a

ˆ
[a,b]

f ′(t)1{[a,t)}(s)µ(ds) dt =

ˆ
[a,b]

ˆ b

a

f ′(t)1{(s,b]}(t) dt µ(ds) =

=

ˆ
[a,b]

ˆ b

s

f ′(t) dt µ(ds),

wobei benutzt wurde, dass 1{[a,t)}(s) = 1 genau dann gilt, wenn 1{(s,b]}(t) = 1
ist. Auswertung des inneren Integrals nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ergibt

ˆ b

a

f ′(t)Φµ(t) dt =

ˆ
[a,b]

ˆ b

s

f ′(t) dt µ(ds) =

ˆ
[a,b]

f(b)− f(s)µ(ds) =

= f(b)Φµ(b)−
ˆ b

a

f(t)µ(dt). q
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C.1.2 Lemma. Sei X eine Menge, sei m : P(X)→ [0,∞] eine Mengenfunktion
mit m(∅) = 0 und bezeichne Mm die Menge aller bezüglich m Carathéodory-
messbaren Mengen, also

Mm = {A ⊆ X
∣∣ ∀E ⊆ X : m(E ∩A) +m(E \A) = m(E)}.

Dann gilt

1.) Mm ist eine Algebra und m ist additiv auf Mm.

2.) Für jede Folge (Ak)k∈N paarweise disjunkter Mengen aus Mm gilt für alle
E ⊆ X:

m

(
E ∩

n⋃
k=1

Ak

)
=

n∑
i=1

m(E ∩Ak) (C.2)

und

m

(
E ∩

∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

m(E ∩Ak) + lim
n→∞

m

(
E ∩

∞⋃
k=n

Ak

)
(C.3)

3.) Ist m ein äußeres Maß auf X, dann ist Mm eine σ-Algebra und m ist
abzählbar-additiv auf Mm. Außerdem ist das Maß m vollständig auf Mm.

Beweis. 1.) Nach Definition von Mm gilt offensichtlich ∅ ∈Mm. Ist A ∈Mm,
so gilt

m(E ∩Ac) +m(E \Ac) = m(E ∩ (X \A)) +m(E \ (X \A)) =

= m(E \A) +m(E ∩A) = m(E),

also ist Mm abgeschlossen bezüglich der Bildung von Komplementen. Seien A1,
A2 ∈Mm und E ⊆ X. Aus der Carathéodory-Messbarkeit von A1 und A2 ergibt
sich

m(E) = m(E ∩A1) +m(E \A1) =

= m(E ∩A1) +m((E \A1) ∩A2) +m((E \A1) \A2) =

= m(E ∩A1) +m((E \A1) ∩A2) +m(E \ (A1 ∪A2)). (C.4)

Schreibt man E∩A1 = E∩(A1∩A2)∩A1 und berücksichtigt die Carathéodory-
Messbarkeit von A1, so gilt

m(E ∩A1) +m((E \A1) ∩A2) =

= m(E ∩ (A1 ∪A2) ∩A1) +m((E \A1) ∩A2) =

= m((E ∩ (A1 ∪A2)) ∩A1) +m((E ∩ (A1 ∪A2)) \A1) =

= m(E ∩ (A1 ∪A2)). (C.5)

Setzt man (C.5) in (C.4) ein, so sieht man mit

m(E) = m(E ∩ (A1 ∪A2)) +m(E \ (A1 ∪A2))

dass Mm eine Algebra ist. Sind A1 und A2 disjunkte Mengen aus Mm, so gilt
für E := X in (C.5)

m(A1 ∪A2) = m(A1) +m(A2),

also ist m auf Mm wie behauptet additiv.
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2.) Sei (Ak)k∈N eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus Mm und setze

Sn :=

n⋃
k=1

Ak und Rn :=

∞⋃
k=n

Ak.

Dann ist Sn ∈Mm und (C.5) ergibt

m(E ∩ Sn) = m(E ∩An) +m(E ∩ Sn−1).

Per Induktion gilt also

m

(
E ∩

n⋃
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

m(E ∩Ak),

was (C.2) zeigt. Offensichtlich gelten die Beziehungen R1 ∩ Sn−1 = Sn−1 und
R1 \ Sn−1 = Rn. Also folgt aus (C.2) und Sn ∈Mm

m(E ∩R1) = m((E ∩R1) ∩ Sn−1) +m((E ∩R1) \ Sn−1) =

= m(E ∩ Sn−1) +m(E ∩Rn) =

=

n−1∑
k=1

m(E ∩Ak) +m(E ∩Rn). (C.6)

Wegen Rn \An = Rn+1 und An ∈Mm gilt

m(E ∩Rn) = m((E ∩Rn) ∩An) +m((E ∩Rn) \An) =

= m(E ∩An) +m(E ∩Rn+1),

also ist die Folge (m(E ∩ Rn))n∈N monoton fallend und der Grenzübergang
n→∞ in (C.6) ergibt (C.3).

3.) Sei nun m : P(X)→ [0,∞] ein äußeres Maß, also σ-subadditiv und monoton
mit m(∅) = 0 und sei (Ak)k∈N ein paarweise disjunkte Folge in Mm. Setze
A :=

⋃∞
k=1Ak und sei E ⊆ X beliebig. Wegen (C.3) gilt

m(E ∩A) =

∞∑
n=1

m(E ∩Ak) + lim
n→∞

m

(
E ∩

∞⋃
k=n

Ak

)
≥
∞∑
n=1

m(E ∩Ak),

woraus aus der σ-Subadditivität von m

m(E ∩A) =

∞∑
k=1

m(E ∩Ak) (C.7)

folgt. (C.2) zeigt

m(E) = m(E \ Sn) +m(E \ Sn) ≥
n∑
k=1

m(E ∩Ak) +m(E \A),

also gilt nach (C.7)

m(E) ≥
∞∑
k=1

m(E ∩Ak) +m(E \A) = m(E ∩A) +m(E \A).
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Andererseits ist m σ-subadditiv, also ist insgesamt m(E) = m(E∩A)+m(E\A)
und Mm eine σ-Algebra. Die σ-Additivität von m sieht man direkt aus (C.7)
durch die Wahl von E := X.
Um noch zu zeigen, dass das Maß m vollständig auf Mm ist, sei A ∈ Mm mit
m(A) = 0. Dann gilt für alle E ⊆ X wegen 0 ≤ m(E ∩ A) ≤ m(A) = 0 die
Beziehung m(A ∩ E) = 0. Nachdem außerdem m(E \ A) ≤ m(E) ≤ m(E \
A) +m(A) = m(E \ A) und damit m(E \ A) = M(E) gilt, hat man insgesamt
erhalten, dass für jede Menge E ⊆ X

m(E ∩A) +m(E \A) = m(E)

gilt.
q

C.1.3 Satz. Sei (X,T) ein metrischer Raum und sei µ ein nicht negatives,
σ-additives Maß auf B(X). Dann existiert für jede Borelmenge B ⊆ X und
jedes ε > 0 eine offene Menge Oε und eine abgeschlossene Menge Fε so, dass
Fε ⊆ B ⊆ Oε und µ(Uε \ Fε) < ε gilt.

Beweis. Sei ε > 0 und sei A die Menge all jener Borelmengen A ∈ B(X), für
die eine offene Menge Oε und eine abgeschlossene Menge Fε mit Fε ⊆ A ⊆ Oε
und µ(Oε \Fε) < ε existieren. Es wird gezeigt, dass A eine σ-Algebra ist, die die
abgeschlossenen Teilmengen von X enthält. Da die abgeschlossenen Mengen ein
Erzeugendensystem der Borel’schen σ-Algebra sind, ist der Beweis damit dann
abgeschlossen.
Sei A ⊆ X eine abgeschlossene Menge und setze Fε := A. Für alle δ > 0 ist

Aδ :=
⋃
x∈A
{y ∈ X

∣∣ d(x, y) < δ}

eine offene Menge mit A ⊆ Aδ. Betrachtet man den Grenzübergang δ → 0,
so folgt aus µ(Aδ) → µ(A), dass ein δ0 > 0 existiert, so dass µ(Uε \ Fε) =
µ(Aδ \A) < ε ist. Also ist A ∈ A.
Offensichtlich ist X ∈ A. Ist A ∈ A, so existieren Fε abgeschlossen und Oε
offen, sodass Fε ⊆ A ⊆ Oε und µ(Oε \ Fε) < ε gilt. Damit ist F cε ⊇ A ⊇ Ocε
und µ(F cε \ Ocε) = µ(Oε \ Fε) < ε, das heißt, A ist abgeschlossen bezüglich der
Bildung von Komplementen. Ist (An)n∈N eine Folge von Mengen aus A und
j ∈ N, so existieren Fj abgeschlossen und Oj offen, sodass Fj ⊆ Aj ⊆ Oj und
µ(Oj \ Fj) < ε2−j gilt. Weiters ist O :=

⋃
j∈NOj offen, für alle k ∈ N ist die

Menge Zk :=
⋃k
j=1 Fj abgeschlossen und es gilt

Zk ⊆
⋃
j∈N

Aj ⊆ O und µ

( ⋃
j∈N

(Oj \ Zj)
)
<
∑
j∈N

ε2−j = ε.

Da (Zk)k∈N eine monoton wachsende Folge und µ abzählbar additiv ist folgt
µ(Zk)→ µ(

⋃
j∈N Fj) für k →∞ und damit ist A eine σ-Algebra. q

C.1.4 Lemma (Satz von Dini). Sei (X,T) ein kompakter Raum und (fn)n∈N
eine Folge stetiger Funktionen auf X, die für alle x ∈ X und alle n ∈ N monoton
fallend ist, d.h. fn(x) ≤ fn+1(x) erfüllt. Existiert eine Funktion f : X → R
mit f(x) = limn→∞ fn(x) für alle x ∈ X, dann konvergiert die Folge (fn)n∈N
gleichmäßig gegen die Funktion f .



3.1. 99

Beweis. Sei ε > 0 und definiere Un := {f − fn < ε}, gn := f − fn. Dann ist
für jedes n ∈ N die Menge Un als Urbild einer offenen Menge unter der stetigen
Funktion g offen. Da die Folge (fn)n∈N monoton wachsend gegen f konvergiert,
konvergiert die Folge gn monoton fallend gegen die Nullfunktion. Also ist die
Folge (Un)n∈N monoton wachsend. Die Folge (fn)n∈N konvergiert punktweise
gegen f , also gilt ⋃

n∈N
Un = X.

Da X kompakt ist existiert ein N ∈ N, sodass UN = X ist. Das heißt, es existiert
ein N ∈ N so, dass für alle x ∈ X und alle n > N dann f(x) − fn(x) < ε ist,
also konvergiert (fn)n∈N gleichmäßig gegen f . q

C.1.5 Lemma. Es gelten folgende Aussagen:

1.) Konvergiert eine Folge wachsender Funktionen (fn)n∈N, fn : R → R gegen
eine wachsende Funktion f : R→ R an allen Punkten einer in R Dichten Menge
D, dann konvergiert sie an allen Stetigkeitspunkten von f gegen f .

2.) Ist (fn)n∈N eine gleichmäßig beschränkte Folge monoton wachsender Funk-
tionen auf einem Intervall [a, b], so enthält (fn)n∈N eine punktweise konvergente
Teilfolge.

Beweis.

1.) Sei ε > 0 und sei x0 ein Stetigkeitspunkt von f . Dann existieren auf Grund
der Dichtheit von D zwei Punkte α, β ∈ D mit x0 ∈ [α, β] so, dass |f(t) −
f(s)| < ε für alle s, t ∈ [α, β]. Da α, β ∈ D existiert ein N0 ∈ N, sodass
|f(α)− fn(α)| < ε und |f(β)− fn(β)| < ε für alle n ≥ N0 gilt. Weiters sind fn,
f monoton wachsend, also hat man auch die Beziehungen

fn(α) ≤ fn(x0) ≤ fn(β) und f(α) ≤ f(x0) ≤ f(β)

aus denen

|fn(β)− fn(x0)| ≤ |fn(β)− fn(α)| und |f(β)− f(x0)| ≤ |f(β)− f(α)|

folgt. Daraus erhält man

|f(x0)− fn(x0)| = |f(x0)− fn(β)− (fn(x0)− fn(β))| ≤
≤ |f(x0)− fn(β)|+ |fn(x0)− fn(β)| ≤ |f(x0)− f(β)|+
+ |fn(β)− fn(α)| ≤ |f(x0)− f(β)|+ |f(β)− fn(β)|+ |fn(β)− f(β)|+
+ |f(β)− f(α)|+ |f(α)− fn(α)| < 5ε

2.) Sei D eine dichte Teilmenge von R, ohne Beschränkung der Allgemeinheit
sei D = Q. Sei q1 ∈ Q. Dann ist die Folge (fn(q1))n∈N beschränkt in R, also
existiert eine konvergente Teilfolge (f11

n (q1))n∈N von (fn(q1))n∈N. Ist q2 ∈ Q, so
ist auch die Folge (fn(q2))n∈N beschränkt und daher existiert eine konvergente
Teilfolge (f12

n (q2))n∈N. Nun ist aber auch (f12
n (q1))n∈N beschränkt, also findet

man wieder eine konvergente Teilfolge (f21
n (q1))n∈N. Fährt man iterativ so fort,

so erhält man, dass die Diagonalfolge (fnnn (qn))n∈N auf allen qn ∈ Q, n ∈ N
und damit auf ganz Q konvergiert. Ruft man sich in Erinnerung, dass eine
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monoton wachsende Funktion f : R→ R für alle x ∈ R links- und rechtsseitige
Grenzwerte

f(s−) = sup
t<s

f(t) und f(s+) = inf
t>s

f(t)

existieren, so wird klar, dass die Menge U der Unstetigkeitsstellen der Funktion f
höchstens abzählbar sein kann, denn an jeder Sprungstelle existiert eine rationale
Zahl q, die

f(s−) < q < f(s+)

erfüllt. Somit kann man Punkt (1) anwenden und erhält, dass für alle x /∈ U

die Folge (fnnn (qn))n∈N punktweise gegen f konvergiert. Nun wählt man aus
(fnnn (qn))n∈N eine Teilfolge aus, die für alle x in der höchstens abzählbaren
Menge U konvergiert.

q
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