
D I P L O M A R B E I T

Numerische WKB-Methode für die
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1.2 WKB-Näherungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Das WKB-Verfahren aus [ABN] . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Spektralmethoden 14
2.1 Chebyshevpolynome und Chebyshevreihen . . . . . . . . . . . 15
2.2 Clenshaw-Curtis Quadratur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Abstract

Die Arbeit behandelt ein numerisches WKB-Verfahren zur Näherung der
hoch oszillatorischen Lösung einer stationären Schrödingergleichung. In der
WKB-Näherung tritt ein Integral auf, das mit Hilfe von Spektralmethoden
numerisch berechnet werden soll. Dabei wird untersucht, wie sich die Verwen-
dung von Spektralmethoden, in der Arbeit die Clenshaw-Curtis Quadratur
und eine baryzentrisch interpolierte Stammfunktion nach Entwicklung in eine
Chebyshevreihe, auf den Gesamtfehler des Verfahrens im Vergleich zu gängi-
gen Quadraturverfahren (wie Simpsonquadratur oder Trapezregel) auswirkt.
Dazu wird in Kapitel 3 die Fehlerabschätzung des WKB-Verfahrens um eine
Abschätzung des Fehlers erweitert, der bei der numerischen Berechnung des
auftretenden Phasenintegrals entsteht.
In Kapitel 4 und 5 wird das WKB-Verfahren und die Integration mit Spek-
tralmethoden anhand von zwei numerischen Beispielen behandelt.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung und Ziel

Betrachtet man die, aus der Quantenmechanik kommende, Schrödingerglei-
chung 





ε2ϕ′′(x) + a(x)ϕ(x) = 0, x ∈ (0; 1),

ϕ(0) = ϕ0,

εϕ′(0) = ϕ1,

(1.1a)

(1.1b)

(1.1c)

mit 0 < ε ≪ 1 und a(x) ≥ a0 > 0, für alle x ∈ [0; 1], einer glatten Funktion,
ist die Lösung für kleines ε hoch oszillatorisch.
Die oszillierende Lösung von (1.1) soll möglichst effizient numerisch berech-
net werden. Das bedeutet, dass das zur Berechnung verwendete numerische
Verfahren für eine gute Approximation der Lösung weniger Gitterpunkte
benötigen soll als ϕ(x) Oszillationen hat.
Mit dem WKB-Verfahren, das in

”
WKB-based schemes for the oscillatory

1D Schrödinger equation in the semiclassical limit“ [ABN] präsentiert wird,
lässt sich ϕ(x) effizient berechnen. Bei der Berechnung der Lösung ϕ(x) mit
dem WKB-Verfahren, welches in Abschnitt 1.3 genauer erläutert wird, tritt
ein Integral der Form

φ(x) =

∫ x

0

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ (1.2)

mit

β := − 1

2a
1

4

(
a−

1

4

)′′
(1.3)

auf.
Ziel dieser Arbeit ist es, das Integral (1.2) mit Hilfe von Spektralmethoden
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numerisch zu berechnen und zu untersuchen, welche Auswirkungen diese Me-
thoden auf den Fehler im Gesamtverfahren im Vergleich zu herkömmlichen
Quadraturverfahren (z.B. Simpsonverfahren oder Trapezregel) haben.
In [ABN, Theorem 3.1] wird eine Fehlerabschätzung für dieses WKB-Ver-
fahren angegeben, jedoch wird der Quadraturfehler, der bei der numerischen
Berechnung von (1.2) entsteht, nur teilweise in diesen Abschätzungen berück-
sichtigt. Daher ist ein weiteres Ziel dieser Arbeit, die Fehlerabschätzungen
um den Quadraturfehler zu erweitern. Dies erfolgt in Kapitel 3, nachdem in
Kapitel 2 Spektralmethoden und auf diesen basierende Quadraturverfahren
präsentiert werden. Anschließend wird anhand von zwei Beispielen (in Ka-
pitel 4 und 5) die Berechnung von (1.2) mit den Quadraturverfahren aus
Kapitel 2 und der Simpsonquadratur verglichen und untersucht, wie sich die
unterschiedlichen Methoden auf den Gesamtfehler des WKB-Verfahrens aus-
wirken.

1.2 Die eindimensionale, stationäre Schrödin-

gergleichung und WKB-Näherungen

In der Quantenmechanik wird die nach den Physikern Wentzel, Kramers

und Brilloin benannte Methode verwendet, um eine asymptotische Lösung
für kleines ~ der eindimensionalen, stationären Schrödingergleichung

ψ′′(x) + k2(x)ψ(x) = 0 (1.4)

mit k2(x) =
2m

~2
(E − V (x))

zu konstruieren. Dabei ist E die Energie und m die Masse des betrachteten
Teilchens, dass sich in einem Potential V (x) befindet. Für weitere Details
zur Schrödingergleichung sei auf die entsprechende Literatur wie z.B. [De,
Kapitel 4] verwiesen. Setzt man a(x) = E − V (x) und ε2 = ~2

2m
, erhält man

aus (1.4) die in dieser Arbeit betrachtete Gleichung (1.1a).
Für eine WKB-Näherung wird der Ansatz

ψ(x) = c · exp
( ı
~
φ(x)

)
(1.5)

in (1.4) eingesetzt und anschließend φ(x) in Potenzen von ı~ entwickelt

φ(x) ∼
∞∑

p=0

(ı~)pφp(x). (1.6)
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Betrachtet man die einzelnen Potenzen von ~, und fordert, dass (1.4) für jede
Potenz erfüllt wird, erhält man als Näherung zweiter Ordnung

ψ(x) ≈ C√
k(x)

exp

[
± ı

~

∫ x
(
~k(τ)− ~

4

k′′(τ)

k2(τ)
+

3

8
~
k′2(τ)

k3(τ)

)
dτ

]
. (1.7)

Für die detaillierte Herleitung von (1.7) sei auf [No, Kapitel 7.4] verwiesen
und noch erwähnt, dass für (1.7) bis zur zweiten Potenz von ~ entwickelt
worden ist, jedoch diese und höhere ~−Potenzen in WKB-Näherungen nicht
mehr berücksichtigt werden (vgl. dazu auch [Kr, Kapitel 11.1]).
Für (1.1) führt der WKB-Ansatz der Form

ϕ(x) ∼ exp

(
1

ε

∞∑

p=0

εpφp(x)

)
(1.8)

mit Vergleich der Potenzen von ε bis zur zweiten Ordnung auf eine Näherung

ϕ(x) ≈ C
4
√
a(x)

exp
(
± ı

ε
φ(x)

)
, φ(x) =

∫ x

0

(√
a(x)− ε2β(τ)

)
dτ. (1.9)

1.3 Das WKB-Verfahren aus [ABN]

In [ABN] wird das Anfangswertproblem





ε2ϕ′′(x) + a(x)ϕ(x) = 0, 0 < x < 1,
ϕ(0) = ϕ0 = 1,

εϕ′(0) = ϕ1 = −ı
√
a(0)

(1.10)

in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung überführt, indem

U(x) =

(
u1(x)
u2(x)

)
:=




a
1

4 (x)ϕ(x)

ε
(
a
1
4 (x)ϕ(x)

)′

√
a(x)


 (1.11)

gesetzt wird, und man erhält

{
U ′(x) =

[
1
ε
A0(x) + εA1(x)

]
U(x), 0 < x < 1,

U(0) = UI
(1.12)

mit

A0(x) =
√
a(x)

(
0 1
−1 0

)
und A1(x) =

(
0 0

2β(x) 0

)
,
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wobei β(x) in (1.3) definiert ist. In (1.12) dominiert 1
ε
A0(x) und führt zu

starken Oszillationen in der Lösung.
Um den dominanten Teil zu diagonalisieren, führt man die Transformation

Y (x) = PU(x)

mit den Matrizen

P =
1√
2

(
ı 1
1 ı

)
(1.13)

P−1 =
1√
2

(
−ı 1
1 −ı

)
(1.14)

durch. Damit erhält man aus (1.12) das System

{
Y ′(x) = 1

ε
Dε(x)Y (x) + εN(x)Y (x), 0 < x < 1,

Y (0) = YI
(1.15)

mit den Matrizen

Dε(x) =

( √
a(x)− ε2β(x) 0

0 −
√
a(x) + ε2β(x)

)

und

N(x) =

(
0 β(x)
β(x) 0

)
.

Wegen der Matrix ı
ε
Dε(x) ist die Lösung auch hier wieder stark oszillierend.

Um die Oszillationen zu eliminieren, bringt man mit

Φε(x) =




∫ x

0

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ 0

0 −
∫ x

0

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ





(1.16)
das System (1.15) durch die Transformation

Z(x) =

(
z1(x)
z2(x)

)
:= exp

(
− ı

ε
Φε(x)

)
Y (x)

auf die Form {
Z ′(x) = εN ε(x)Z(x), 0 < x < 1,
Z(0) = ZI = YI .

(1.17)

Die Matrix N ε hat die Form

N ε(x) = exp
(
− ı

ε
Φε(x)

)
N(x) exp

( ı
ε
Φε(x)

)
=

(
0 β(x)e−

2ı
ε
φ(x)

β(x)e
2ı
ε
φ(x) 0

)
,
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wobei φ(x) die in (1.2) definierten und in (1.16) auftretenden Integrale sind.
In [ABN, Propositon 2.2] wird die eindeutige Lösung von (1.17) mittels
Picard-Iteration mit

Z(x) = ZI +
∞∑

p=1

εpMε
p (x; 0)ZI (1.18)

dargestellt, wobei

Mε
p (η; ξ) =

∫ η

ξ

∫ y1

ξ
. . .
∫ yp−1

ξ
N ε(y1) . . .N

ε(yp)dyp . . .dy1 =

=
∫ η

ξ
N ε(y)Mε

p−1(y, ξ)dy, M
ε
0 = Id.

Um (1.17) numerisch zu lösen, wird das Intervall (0; 1) in T −1 Teilintervalle
der Länge h = xt+1 − xt mit 0 = x1 < x2 < . . . < xT = 1 zerlegt. Ausgehend
von (1.18) lässt sich Z (xt+1) aus Z (xt) mit

Z (xt+1) = Z (xt) +
∞∑

p=1

εpMε
p (xt+1; xt)Z (xt) (1.19)

berechnen. In [ABN] wird die Entwicklung (1.19) bei P = 1 bzw. P = 2
abgebrochen, um Verfahren 1. bzw. 2. Ordnung in h zu erhalten. Für das
Verfahren 1. Ordnung wird Mε

1 nach Potenzen von h und ε entwickelt und
man erhält insgesamt ein Verfahren 1. Ordnung für (1.17) mit Z1 = ZI und
t = 1, . . . , T − 1 durch

Zt+1 =
(
I + A1

t

)
Zt. (1.20)

Dabei bezeichne I die 2×2 Einheitsmatrix und A1
t ∈ C2×2 sei gegeben durch

A1
t := (1.21)

ε3β1 (xt+1)

(
0 e−

2ı
ε
φ(xt)H1

(
−2

ε
St

)

e
2ı
ε
φ(xt)H1

(
2
ε
St

)
0

)

−ıε2
(

0 β0 (xt) e
− 2ı

ε
φ(xt) − β0 (xt+1) e

− 2ı
ε
φ(xt+1)

β0 (xt+1) e
2ı
ε
φ(xt+1) − β0 (xt) e

2ı
ε
φ(xt) 0

)
,

mit

Hk(x) := eıx −
k−1∑

p=0

(ıx)p

p!
, (1.22)

insbesondere

H1(x) = eıx − 1, (1.23)

H2(x) = eıx − ıx− 1, (1.24)
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β0(x) :=
β

2φ′ (x), βk+1(x) :=
1

2φ′(x)
β ′
k(x) (1.25)

und

St := φ (xt+1)− φ (xt) =

∫ xt+1

xt

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ.

Entwickelt man zusätzlich noch Mε
2 nach h und ε, erhält man ein Verfahren

2. Ordnung, wieder mit Z1 = ZI und t = 1, . . . , T − 1, durch

Zt+1 =
(
I + A1

mod,t + A2
t

)
Zt, (1.26)

mit

A1
mod,t := (1.27)

−ıε2
(

0 β0 (xt) e
− 2ı

ε
φ(xt) − β0 (xt+1) e

− 2ı
ε
φ(xt+1)

β0 (xt+1) e
2ı
ε
φ(xt+1) − β0 (xt) e

2ı
ε
φ(xt) 0

)

+ε3
(

0 β1 (xt+1) e
− 2ı

ε
φ(xt+1) − β1 (xt) e

− 2ı
ε
φ(xt)

β1 (xt+1) e
2ı
ε
φ(xt+1) − β1 (xt) e

2ı
ε
φ(xt) 0

)

+ıε4β2 (xt+1)

(
0 −e− 2ı

ε
φ(xt)H1

(
−2

ε
St

)

e
2ı
ε
φ(xt)H1

(
2
ε
St

)
0

)

−ε5β3 (xt+1)

(
0 e−

2ı
ε
φ(xt)H2

(
−2

ε
St

)

e
2ı
ε
φ(xt)H2

(
2
ε
St

)
0

)

und

A2
t := −ε3(xt+1 − xt)

β(xt+1)β0(xt+1)−β(xt)β0(xt)
2

(
1 0
0 −1

)
(1.28)

−ε4β0 (xt)β0 (xt+1)

(
H1

(
−2

ε
St

)
0

0 H1

(
2
ε
St

)
)

+ıε5β1 (xt+1) [β0 (xt)− β0 (xt+1)]

(
H2

(
−2

ε
St

)
0

0 −H2

(
2
ε
St

)
)
.

Um aus der mit (1.20) bzw. (1.26) berechneten Lösung von (1.17) eine Lösung
für (1.12) zu erhalten, führt man eine Rücktransformation

Ut = P−1e
ı
ε
Φε(xt)Zt (1.29)

durch.
Die Hauptaussage von [ABN] ist folgende Fehlerabschätzung für (1.20), (1.26)
und (1.29).
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Satz 1.1 (Theorem 3.1 aus [ABN]). Sei a(x) ∈ C∞[0; 1] eine beliebige, glatte
und reellwertige Funktion, die a(x) ≥ a0 > 0 im Intervall [0; 1] erfülle, und
0 < ε < 1 eine beliebige, aber feste, reelle Zahl, dann gilt für den Fehler im
Verfahren 1. Ordnung (1.20), - wobei Z (xt) und U (xt) die exakten Lösungen
bezeichnen und ‖·‖ eine beliebige Vektornorm in C2 sei -

‖Z (xt)− Zt‖ ≤ Cε2min(ε, h), 1 ≤ t ≤ T, (1.30)

‖U (xt)− Ut‖ ≤ C
hγ

ε
+ Cε2min(ε, h), 1 ≤ t ≤ T. (1.31)

Für den Fehler im Verfahren 2. Ordnung (1.26) gilt

‖Z (xt)− Zt‖ ≤ Cε3h2, 1 ≤ t ≤ T, (1.32)

‖U (xt)− Ut‖ ≤ C
hγ

ε
+ Cε3h2, 1 ≤ t ≤ T, (1.33)

wobei C unabhängig von t, h und ε ist und γ die Ordnung der Quadratur für
die numerische Berechnung von (1.16) ist.

Beweis. siehe [ABN, p. 1451f]
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Kapitel 2

Spektralmethoden

Spektralmethoden basieren auf der Idee, die gesuchte Lösungsfunktion f(x)
durch eine endliche Linearkombination von

”
Basisfunktionen“ φn(x),

f(x) ≈ fN(x) =
N∑

n=0

anφn(x), (2.1)

mit zu bestimmenden Koeffizienten an, anzunähern. Setzt man die Ansatz-
funktion aus (2.1) in die Gleichung ein, deren Lösung gesucht ist, erhält man
Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten an.
Zum Beispiel wird damit in [GO, example 1.1] die Lösung der eindimensio-
nalen Wärmeleitungsgleichung






∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
, 0 < x < π, t ≥ 0,

u(0, t) = u(π, 0) = 0, t > 0,

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ π,

(2.2a)

(2.2b)

(2.2c)

genähert. Der Ansatz uN =
∑N

n=1 an(t) sinnx eingesetzt in (2.2a) liefert

N∑

n=1

dan(t)

dt
sin nx = −n2

N∑

n=1

an(t) sinnx.

Daraus ergeben sich die Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten

dan(t)

dt
= −n2an(t)

mit Anfangsbedingungen an(0) = fn, n = 1, . . . , N. Dabei sind fn die Koef-
fizienten der Fourier-Sinus-Reihe der Anfangsbedingung (2.2c).
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Eine weitere Möglichkeit, die Koeffizienten an zu bestimmen, ist zu fordern,
dass, wenn die anzunähernde Funktion an Stellen xj bekannt ist,

fN(xj) =

N∑

n=0

anφn(xj) = f(xj), j = 0, . . . , N (2.3)

an diesen Kollokationspunkten xj gilt. In der Literatur ([Bo1], [GHO], [GO])
werden diese Verfahren als Kollokations- oder Pseudospektralmethoden be-
zeichnet.
Für im Intervall [−1; 1] definierte Funktionen werden hier als Kollokations-
punkte die Punkte

xj = cos
πj

N
, j = 0, . . . , N, (2.4)

und für die
”
Basisfunktionen“ φn(x) = Tn(x) die Chebyshevpolynome vom

Grad n gewählt. Bei der Wahl dieser Basisfunktionen nennt man (2.1) eine
Entwicklung der Funktion f(x) in eine Chebyshevreihe. Die Punkte (2.4)
werden im Weiteren als Chebyshevpunkte bezeichnet.

2.1 Chebyshevpolynome und Chebyshevrei-

hen

Zuerst wird die Definition der Chebyshevpolynome und eine Zusammenfas-
sung ihrer wichtigsten Eigenschaften angegeben, die, ebenso wie die Aussagen
über die Entwicklung in Chebyshevreihen, aus [Ri] und [FP] entnommen sind.

Definition 2.1 (Chebyshevpolynome 1. Art). Das Chebyshevpolynom vom
Grad n oder auch n−tes Chebyshevpolynom ist definiert als

Tn(x) := cos(n arccosx) = cos(n cos−1 x), − 1 ≤ x ≤ 1 und n ∈ N. (2.5)

Bemerkung 2.2 (Chebyshevpolynome 2. Art). Neben den in Definition 2.1
definierten Chebyshevpolynomen findet man in der Literatur auch noch die
Polynome

Un−1 :=
sin(n arccosx)

sin(arccosx)
, − 1 ≤ x ≤ 1 und n ∈ N, (2.6)

die ebenfalls als Chebyshevpolynome bezeichnet werden. ImWeiteren bezieht
sich die Bezeichnung Chebyshevpolynom immer auf die Chebyshevpolynome
1. Art.
Die Punkte (2.4) sind die Nullstellen der Chebyshevpolynome 2. Art und
werden deshalb auch Chebyshevpunkte 2. Art genannt. Die Chebyshevpunkte
1. Art sind die Nullstellen der Chebyshevpolynome 1. Art.
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Satz 2.3 (Eigenschaften von Chebyshevpolynomen). Für die in Definition
2.1 definierten Chebyshevpolynome gelten folgende Aussagen:

1.
Tn(cos θ) = cosnθ, θ ∈ [0; π].

2. Für n ≥ 1 und −1 ≤ x ≤ 1 gilt die Rekursion

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) (2.7)

mit T0(x) = 1 und T1(x) = x.

3. Für n ≥ 1 ist der Koeffizient von xn in Tn(x) gleich 2n−1.

4. Für alle x aus dem Intervall [−1; 1] gilt:

|Tn(x)| ≤ 1.

5. Das Polynom Tn(x) hat für n ≥ 1 im Intervall [−1; 1] genau n + 1
Extremstellen

x
(n)
j = cos

πj

n
, j = 0, . . . , n, (2.8)

mit
Tn(x

(n)
j ) = (−1)j .

6. Es gelten folgende Beziehungen für die unbestimmten Integrale von
Chebyshevpolynomen

∫
Tn(y)dy =

1

2

(
Tn+1(x)

n+ 1
− Tn−1(x)

n− 1

)
+ C, n ≥ 2, (2.9)

∫
T0(y)dy = T1(x) + C, (2.10)

∫
T1(y)dy =

1

4
(T0(x) + T2(x)) + C. (2.11)

7. Es gelten die Orthogonalitätsrelationen

∫ 1

−1
Tk(x)Tm(x)

dx√
1−x2

=





0, k 6= m,
π

2
, k = m 6= 0,

π, k = m = 0.

(2.12a)

(2.12b)

(2.12c)

Beweis. 1. Folgt aus der Variablentransformation x = cos θ.
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2. Die expliziten Darstellungen von T0(x) = 1 und T1(x) = x folgen un-
mittelbar aus (2.5). Für die Rekursion (2.7) verwendet man das Addi-
tionstheorem

cosu+ cos v = 2 cos

(
u+ v

2

)
cos

(
u− v

2

)

mit u = (n + 1)θ und v = (n − 1)θ. Aus Punkt 1 erhält man mit
x = cos θ

2xTx(x)− Tn−1(x) = 2 cos θ cosnθ − cos(n− 1)θ

= 2 cos
(

(n+1)θ+(n−1)θ
2

)
cos
(

(n+1)θ−(n−1)θ
2

)
− cos(n− 1)θ

= cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ − cos(n− 1)θ
= Tn+1(x).

3. Für n = 1 ist der führende Koeffizient 1 = 21−1 nach Punkt 2. Gelte
nun, dass Tn(x) Leitkoeffizient 2n−1 habe, dann folgt mit (2.7), dass
Tn+1(x) Leitkoeffizient 2n hat.

4. Folgt sofort aus Punkt 1.

5. Die Punkte x
(n)
j = cos πj

n
, j = 0, . . . , n sind alle verschieden und liegen

im Intervall [−1; 1]. Da cosπj = (−1)j für alle ganzen Zahlen j gilt,
folgt aus Punkt 1

Tn(x
(n)
j ) = cosn

πj

n
= cosπj = (−1)j .

6. Verwendet man das Additionstheorem

sin u cos v =
1

2
(sin(v + u)− sin(v − u))

mit u = θ und v = nθ, erhält man mit Punkt 1
∫
Tn(x)dx = −

∫
cosnθ sin θdθ = −1

2

∫
(sin(n+ 1)θ − sin(n− 1)θ) dθ

=
1

2

(
cos(n+ 1)θ

n + 1
− cos(n− 1)θ

n− 1

)

=
1

2

(
Tn+1(x)

n + 1
− Tn−1(x)

n− 1

)
, n ≥ 2.

(2.10) folgt aus der expliziten Darstellung von T0(x) und T1(x) aus
Punkt 2. Mit der Darstellung T2(x) = 2x2 − 1 erhält man∫
T1(x)dx = x2

2
= 1

4
(T0(x) + T2(x)) .
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7. Unter Verwendung des Additionstheorems

cosu cos v =
1

2
(cos(u+ v) + cos(u− v))

erhält man mit von Null verschiedenen natürlichen Zahlen k 6= m,
u = kθ und v = mθ∫ π

0

cos kθ cosmθdθ =
1

2

∫ π

0

(cos(k +m)θ + cos(k −m)θ) dθ

=
1

2

(
sin(k +m)θ

k +m
+

sin(k −m)θ

k −m

)∣∣∣∣
π

0

= 0.

Für k = m 6= 0 ergibt sich
∫ π

0

cos2 kθdθ =
1

2

∫ π

0

(1 + cos 2kθ) dθ =
1

2

(
θ +

sin 2kθ

2k

)∣∣∣∣
π

0

=
π

2

und für k = m = 0 erhält man∫ π

0

1dθ = π.

Unter Verwendung von Punkt 1 erhält man aus diesen Beziehungen

∫ 1

−1
Tk(x)Tm(x)

dx√
1−x2

=
∫ π

0
cos kθ cosmθdθ =






0, k 6= m,
π

2
, k = m 6= 0,

π, k = m = 0.

Da Spektralmethoden auf der Entwicklung der Lösungsfunktion in eine
Reihe beruhen, wird hier in Chebyshevreihen entwickelt. Das bedeutet, die
Funktion in der Form

f(x) ∼
∞∑

k=0

′bkTk(x) (2.14)

mit zu bestimmenden Koeffizienten bk darzustellen.

Bemerkung 2.4. Im Weiteren werden die abkürzenden Notationen

N∑

j=0

′aj :=
a0

2
+ a1 + . . .+ aN−1 + aN bzw.

∞∑

j=0

′aj :=
a0

2
+ a1 + . . . und

N∑

j=0

′′aj :=
a0

2
+ a1 + . . .+ aN−1 +

aN

2
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verwendet.

Wie der nächste Satz zeigt, lassen sich Polynome in eine endliche Cheby-
shevreihe entwickeln.

Satz 2.5. Jedes Polynom

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

kann in der Form

p(x) =
b0

2
+ b1T1(x) + b2T2(x) + . . .+ bnTn(x) (2.15)

mit bk =
2

π

∫ 1

−1

p(x)Tk(x)
dx√
1− x2

, k = 0, . . . , n (2.16)

dargestellt werden. Es gilt weiters, dass bn = 2−(n−1)an.

Beweis. Dass bn = 2−(n−1)an ist, folgt aus Satz 2.3 Punkt 3. Für die Darstel-
lung (2.16) multipliziert man (2.15) mit Tm(x)

1√
1−x2

und integriert anschlie-
ßend von -1 bis 1,

∫ 1

−1

p(x)Tm(x)
dx√
1− x2

=

n∑

k=0

′bk

∫ 1

−1

Tk(x)Tm(x)
dx√
1− x2

.

Verwendet man die Orthogonalitätsrelationen (2.12) erhält man

bk =
2

π

∫ 1

−1

p(x)Tk(x)
dx√
1− x2

.

Nach [Ri, Chapter 3] können auf [−1; 1] integrierbare Funktionen in eine
Chebyshevreihe in der Form

f(x) ∼
∞∑

k=0

′bkTk(x) = lim
N→∞

N∑

k=0

′bkTk(x) (2.17)

mit Koeffizienten

bk =
2

π

∫ 1

−1

f(x)Tk(x)
dx√
1− x2

(2.18)

entwickelt werden. Bricht man die Entwicklung von (2.17) nach N Gliedern
ab, erhält man eine Näherung fN (x), die die Funktion im Sinne der kleinsten
Quadrate ∫ 1

−1

(f (x)− fN ((x))2
dx√
1− x2

→ min
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approximiert (siehe dazu [FP, section 2.13]).
Hat f(x) Unstetigkeiten, tritt bei fN (x) an diesen Stellen das Gibbs-Phäno-
men auf, ein Überschwingen des Funktionswerts an der Stelle der Unstetig-
keit. Somit kann (2.17) nicht für alle Funktionen gleichmäßig konvergieren.
Damit die Reihe (2.17) gleichmäßig gegen die Funktion f(x) konvergiert,
müssen zusätzliche Forderungen gestellt werden. Im Entwicklungssatz, [HH,
Abschnitt 4.4.8], wird f ∈ C2 [−1; 1] gefordert, dann konvergiert (2.17) gleich-
mäßig, und für die Koeffizienten (2.18) gilt die Abschätzung

|bk| ≤
C

k2
,

wobei C nur von f abhängt. In [Bo1, Theorem 4] wird die Abschätzung für
die Fourier-Koeffizienten einer Funktion, die

f(π) = f(−π), f ′(π) = f ′(−π), . . . , f (n−2)(π) = f (n−2)(−π)

erfüllt und deren n−te Ableitung integrierbar ist, erweitert. Da die Cheby-
shevreihe einer Funktion f(x) die Fourier-Cosinus-Reihe von f (cos θ) ist,
erhält man damit eine Abschätzung

|bk| ≤
C

kn

und somit sehr rasche Konvergenz (siehe [Bo1, Section 2.11]).
In [Ri, Theorem 3.4] ist mit

lim
N→∞

ω

(
1

N

)
logN = 0 (2.19)

eine Bedingung für stetige Funktionen angegeben, damit (2.17) gleichmäßig
konvergiert. Dabei ist

ω (f ; [a; b] ; δ) = ω (δ) = sup
x,y∈[a;b]
|x−y|≤δ

|f(x)− f(y)|

das Stetigkeitsmodul. Diese Bedingung (2.19) wird von allen hölderstetigen
Funktionen mit beliebigem Hölder-Exponenten 0 < α ≤ 1 erfüllt (siehe [Tr2,
p. 75] und [Ri, p. 135]).

Da die Koeffizienten in (2.18) im Allgemeinen umständlich zu berechnen
sind, erhält man durch die Substitution x = cos θ den Ausdruck

bk =
2

π

∫ π

0

cos kθf(cos θ)dθ.
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Wendet man darauf die Trapezregel mit h = π
N

und den Stützstellen θr =
rπ
N
,

r = 0, . . . , N an, erhält man

bk ≈ ak =
2

π

π

N

(
1

2
f(1) +

1

2
cos kπf(cos kπ) +

N−1∑

r=1

cos kθrf(cos θr)

)

=
2

N

N∑

r=0

′′ cos kθrf(cos θr)

=
2

N

N∑

r=0

′′Tk(xr)f(xr).

Insgesamt erhält man die Näherung





fN(x) =
∑N

k=0
′′akTk(x),

ak =
2
N

∑N

r=0
′′f(xr)Tk(xr), xr = cos rπ

N
.

(2.20)

Die Näherung (2.20) ist ein Polynom vom Grad N, das an den Stellen xr
mit der Funktion f(x) übereinstimmt. Der Abschneidefehler, der durch die
Verwendung von (2.20) statt f(x) entsteht, ist in [FP, Section 4.4] mit

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

k=0

′′akTk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2

∞∑

k=N+1

|bk| (2.21)

angegeben. Da für die Konvergenz von (2.17)

lim
k→∞

bk = 0

notwendig ist, erhält man mit (2.21) aus der Konvergenz von (2.17) die Kon-
vergenz von (2.20) für N → ∞.

Unter den Voraussetzungen, dass f(z) auf dem Abschluss eines Gebietes
G ⊆ C analytisch ist und die paarweise verschiedenen Punkte zj, j = 0, . . . , n,
innerhalb der geschlossenen Kurve C in G liegen, ist in [Da, Theorem 3.6.1]
mit

f(x)− pn(x) =
1

2πı

∫

C

(x− z0)(x− z1) . . . (x− zn)f(z)dz

(z − z0)(z − z1) . . . (z − zn)(z − x)
(2.22)

der Fehler angegeben, wenn man f durch pn an den Stellen zj interpoliert.
Für den Fehler durch (2.20) gilt der folgende
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Satz 2.6. Es sei f(z) auf dem Abschluss des Gebietes G analytisch und liegen
die Punkte xr = cos πr

N
innerhalb der geschlossenen Kurve C in G. Dann gilt

für den Fehler

eN (x) := f(x)− fN(x), (2.23)

eN (x) =
TN+1(x)− TN−1(x)

2πı

∫

C

f(z)dz

(z − x)(TN+1(z)− TN−1(z))
. (2.24)

Lemma 2.7. Die Stellen xr = cos πr
N

sind die Nullstellen von
TN+1(x)− TN−1(x).

Beweis. Aus Satz 2.3 Punkt 1 und dem Additionstheorem

cos(u± v) = cosu cos v ∓ sin u sin v

mit u = Nθ und v = θ folgt

TN+1(x)− TN−1(x) = cos(N + 1)θ − cos(N − 1)θ

= cos(Nθ + θ)− cos(Nθ − θ)

= cosNθ cos θ − sinNθ sin θ − cosNθ cos θ − sinNθ sin θ

= −2 sinNθ sin θ.

Da x = cos θ, folgt mit θr =
πr
N

die Behauptung.

Beweis von Satz 2.6. Die Darstellung (2.24) folgt aus (2.22) mit Hilfe von
Lemma 2.7.

Bemerkung 2.8. Polynome vom Grad N lassen sich auch durch (2.20) in eine
Chebyshevreihe entwickeln. Dabei gilt dann für den Koeffizienten aN

2
= bN

nach Satz 2.5.

Funktionen f(x), die auf einem Intervall [a; b] definiert und integrierbar
sind, lassen sich durch die Transformation

x =
1

2
(b+ a+ t(b− a)) , t ∈ [−1; 1] (2.25)

in eine Funktion F (t) überführen. Die Funktion F (t) lässt sich in eine Che-
byshevreihe entwickeln.

Beispiel 2.9. Sei f(x) = x+ 1
2
, x ∈ [0; 1]. Die Transformation (2.25) ergibt

f(x) = F (t) =
t

2
+ 1.

Nach Satz 2.5 hat F (t) eine endliche Chebysheventwicklung mit Koeffezien-
ten b0 = a0 = 2 und b1 =

1
2
bzw. nach Bemerkung 2.8 a1 = 1. Die Darstellung

F (t) = T0(t) +
1
2
T1(t) folgt auch sofort aus Satz 2.3 Punkt 2.
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2.2 Clenshaw-Curtis Quadratur

Die Quadratur von Clenshaw und Curtis [CC] basiert darauf, dass Funk-
tionen, die auf [a; b] integrierbar sind, durch (2.25) in das Intervall [−1; 1]
transformiert werden und durch (2.20) in eine Chebyshevreihe entwickelt
werden. Dabei werden die zu integrierende Funktion f(x) und ihre Stamm-
funktion

∫ x

a
f(τ)dτ in eine Chebyshevreihe entwickelt und die Koeffizienten

der Stammfunktion aus den Koeffizienten des Integranden berechnet.
Mit (2.25) gilt

2

b− a

∫ x

a

f(τ)dτ =

∫ t

−1

F (u)du =

∫ t

−1

(a0
2

+ a1T1(u) + a2T2(u) + . . .
)
du

=
b0

2
+ b1T1(t) + b2T2(t) + . . . . (2.26)

Verwendet man Satz 2.3 Punkt 6, lassen sich die Koeffizienten bn der Ent-
wicklung der Stammfunktion aus den Koeffizienten an bestimmen. Aus (2.9),
(2.10) und (2.11) erhält man durch gliedweise Integration eine Stammfunk-
tion

∫ (a0
2

+ a1T1(t) + a2T2(t) + . . .+ aN−1TN−1(t) +
aN

2
TN(t)

)
dt

=
a0

2
T1(t) +

a1

4

(
T0(t) + T2(t)

)
+
a2

2

(
T3(t)

3
− T1(t)

)
+ . . .+

+
aN−1

2

(
TN (t)

N
− TN−2(t)

N − 2

)
+
aN

2

(
TN+1(t)

N + 1
− TN−1(t)

N − 1

)

=
a0

2
T1(t) +

a1

4
T0(t) +

a1

2
T2(t) +

a2

6
T3(t)−

a2

2
T1(t) + . . .+

+
aN−1

2N
TN(t)−

aN−1

2N − 2
TN−2(t) +

aN

2N + 2
TN+1(t)−

aN

2N − 2
TN−1(t)

=
b0

2
+ b1T1(t) + b2T2(t) + b3T3(t) + . . .+ bNTN(t) + bN+1TN+1(t)(2.27)

und Koeffizientenvergleich liefert

b1 =
a0 − a2

2
, . . . , bk =

ak−1 − ak+1

2k
, . . . , bN =

aN−1

2N
, bN+1 =

aN

2N + 2
.(2.28)

Die Konstante b0 wird so bestimmt, dass die Stammfunktion an der Stelle
t = −1 den Wert 0 annimmt. Aus Satz 2.3 Punkt 5 folgt Tn(−1) = (−1)n.
Dies eingesetzt in (2.27) liefert

0 =
b0

2
− b1 + b2 − b3 + b4 ± . . .+ (−1)NbN + (−1)N+1bN+1,
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somit ergibt sich

b0 = 2b1 − 2b2 + 2b3 − 2b4 ± . . .+ (−2)NbN+1. (2.29)

Um das bestimmte Integral
∫ 1

−1
F (t)dt zu berechnen, verwendet man, dass

Tn(1) = 1 und man erhält somit

∫ 1

−1

F (t)dt ≈ (b1 + b2 + b3 + . . .+ bN+1)−
(
−b1 + b2 − b3 ± . . .+ (−1)N+1bN+1

)

= 2 (b1 + b3 + b5 + . . .+ b2K+1) , (2.30)

wobei 2K + 1 ≤ N + 1 ≤ 2K + 2.
Um aus (2.27) das ursprüngliche bestimmte oder unbestimmte Integral zu
erhalten, muss mit b−a

2
multipliziert werden,

∫ x

a

f(τ)dτ ≈ b− a

2

(
b0

2
+ b1T1(t) + . . .+ bNTN (t) + bN+1TN+1(t)

)
. (2.31)

Beispiel 2.10 (Fortsetzung von Beispiel 2.9). Es sollen
∫ x

0

(
τ + 1

2

)
dτ und∫ 1

0

(
x+ 1

2

)
dx berechnet werden. Nach Beispiel 2.9 hat die Entwicklung von

f(x) die Koeffizienten a0 = 2 und a1 = 1. Mit (2.28) und (2.29) hat die
Stammfunktion die Koeffizienten b0 = 2 und b1 = 1. Die genäherte Stamm-
funktion hat somit die Form

∫ x

0

(
τ +

1

2

)
dτ ≈ 1

2
(1 + T1(t)) .

Das bestimmte Integral hat den Wert

∫ 1

0

(
x+

1

2

)
dx =

1

2
· 2 · 1 = 1.

Dieser Wert stimmt mit dem exakten Wert überein.
Eine bessere Näherung der Stammfunktion ergibt eine Entwicklung mit (2.20)
bis zum Grad 2. Die Koeffizienten sind dann a0 = 2, a1 = 1

2
und a2 = 0.

Diese Entwicklung ändert nichts an der Darstellung der Funktion als endli-
che Chebyshevreihe, jedoch ergeben sich jetzt mit (2.28) und (2.29) andere
Werte für die Koeffizienten der Stammfunktion, und zwar b1 = 1, b2 =

1
8
und

b0 =
7
4
. Somit erhält man eine Stammfunktion

∫ x

0

(
τ +

1

2

)
dτ =

1

2

(
7

8
+ T1(t) +

1

8
T2(t)

)
.
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Verwendet man die explizite Darstellung der Chebyshevpolynome aus Satz
2.3 Punkt 2, erhält man

∫ x

0

(
τ +

1

2

)
dτ =

1

2

(
7

8
+ t +

1

8

(
2t2 − 1

))
=
t2

8
+
t2

2
+

3

8
.

Transformiert man mit t = 2x− 1 zurück in das Intervall [0; 1], ergibt sich

∫ x

0

(
τ +

1

2

)
dτ =

x2

2
+
x

2
.

Dies ist genau die Stammfunktion von f(x), die F (0) = 0 erfüllt. Eine Ent-
wicklung mit N ≥ 3 ist nicht weiter sinnvoll, da alle weiteren Koeffizienten
den Wert 0 haben. Jedoch erkennt man, dass die Stammfunktion dieser Funk-
tion für N ≥ 2 exakt berechnet werden kann.

Dass der Wert des bestimmten Integrals aus Beispiel 2.10 mit dem ex-
akten Wert übereinstimmt, liegt an der Konstruktion der Clenshaw-Curtis
Quadratur. Da nach Satz 2.5 jedes Polynom als Linearkombination von Che-
byshevpolynomen dargestellt werden kann, folgt sofort

Satz 2.11. Sei pn ein Polynom vom Grad n, dann stimmt der mit der
Clenshaw-Curtis Quadratur berechnete Wert mit dem exakten Wert von

∫ 1

−1

pn(x)dx

überein.

Da in den Kapiteln 4 und 5 Funktionen betrachtet werden, bei denen der
Integrand in (1.2),

φ(x) =

∫ x

0

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ,

analytisch ist, wird eine Abschätzung des Fehlers angegeben, der bei der
Berechnung von (1.2) mit der Clenshaw-Curtis Quadratur auftritt.

2.2.1 Fehlerabschätzung für die Clenshaw-Curtis Qua-

dratur für analytische Funktionen

Die folgende Abschätzung des Quadraturfehlers für analytische Funktionen
stammt von Chawla [Ch]. Auch der Beweis der Abschätzung wurde daraus
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entnommen.
Für die Abschätzung benötigt man zuerst die Abbildung

ξ = ρeıϕ 7→ z =
1

2

(
ξ + ξ−1

)
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (2.32)

die Kreise mit Radien ρ bzw. 1
ρ
auf Ellipsen Eρ mit Brennpunkten in ±1 und

Summe der Halbachsen ρ abbildet. Das Intervall [−1; 1] ist dabei genau das
Bild des Einheitskreises (siehe [Ri, p.143]).
Weiters bezeichne EN den Fehler, der durch die Clenshaw-Curtis Quadratur
entsteht, wobei mit (2.23)

EN =

∫ 1

−1

eN (x)dx (2.33)

gilt. Mit dieser Notation lässt sich eine Abschätzung für EN formulieren.

Satz 2.12 (Theorem 1 aus [Ch]). Sei f(z) analytisch auf dem Abschluss der
Ellipse Eρ mit Brennpunkten in ±1 und Summe der Halbachsen ρ > 1, dann
gilt für gerades N

|EN | ≤
(

16N2

4N2 − 1

)
M(ρ)

(ρ2 − 1) (ρN − ρ−N )
(2.34)

mit M(ρ) = maxz∈Eρ |f(z)|.
Für den Beweis von Satz 2.12 benötigt man noch ein Lemma und verein-

fachende Notation. Mit (2.24) lässt sich (2.33) weiterschreiben als

EN =
1

πı

∫

C

(QN+1(z)−QN−1(z)) f(z)dz

TN+1(z)− TN−1(z)
(2.35)

mit

QN (z) =
1

2

∫ 1

−1

TN(x)dx

z − x
(2.36)

und einer geschlossen Kurve C innerhalb derer die Punkte xj = cos jπ

N
,

0 ≤ j ≤ N, liegen.

Lemma 2.13. Sei z ∈ Eρ, mit ρ > 1, dann lässt sich QN (z) wie folgt dar-
stellen,

QN (z) = ξ−N−1

∞∑

k=−[N2 ]

σN,N+2k+1

ξ2k
(2.37)

mit

σN,N+2k+1 =
2(N + 2k + 1)

(2N + 2k + 1)(2k + 1)
.
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Beweis. Setzt man in (2.36) x = cos θ und z = 1
2
(ξ + ξ−1) , erhält man

QN (z) =
1

ξ

∫ π

0

cosNθ sin θdθ

1− 2ξ−1 cos θ + ξ−2
. (2.38)

Betrachtet man

ℑ
( ∞∑

m=0

cosmθ + ı sinmθ

ξm

)
,

erhält man
∞∑

m=1

sinmθ

ξm
=

sin θ

ξ (1− 2ξ−1 cos θ + ξ−2)
, (2.39)

wenn |ξ| ≥ ρ > 1. Setzt man (2.39) in (2.38) ein, ergibt sich

QN(z) =

∞∑

m=1

σN,m

ξm

mit

σN,m =

∫ π

0

cosNθ sinmθdθ.

Setzt man v = Nθ und u = mθ, erhält man aus dem Additionstheorem

cos v sin =
1

2
(sin(v + u)− sin(v − u)) ,

σN,m =

∫ π

0

(sin(N +m)θ − sin(N −m)θ) dθ

=
1

2

[
cos(N −m)θ

N −m
− cos(N +m)θ

N +m

]∣∣∣∣
π

0

=
1

2

[
(N +m)(−1)N−m − (N −m)(−1)N+m − 2m

N2 −m2

]
.

Da N −m genau dann gerade ist, wenn N +m gerade ist, und N −m genau
dann ungerade ist, wenn N +m ungerade ist, ergibt sich

σN,m =

{
2m

m2−N2 , m−N ist ungerade,

0, m+N ist gerade.

Setzt man m − N = 2k + 1, N,m = 1, 2, 3, . . . , folgt k ≥ −
[
N
2

]
und damit

(2.37).
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Korollar 2.14. Für z ∈ Eρ, mit ρ > 1, gilt

QN+1(z) = ξ−N

∞∑

k=−[N−1

2 ]

σN+1,N+2k

ξ2k
(2.40)

mit

σN+1,N+2k =
2(N + 2k)

(2N + 2k + 1)(2k − 1)

und

σN+1,N+2k ≤ 2N

2N + 1
.

Beweis. Setze N = N + 1 in (2.37).

Korollar 2.15. Für z ∈ Eρ, mit ρ > 1, gilt

QN+1(z)−QN−1(z) = ξ−N

∞∑

k=−[N−1

2 ]

λN,k

ξ2k
(2.41)

mit

λN,k =
8N(N + 2k)

(4(N + k)2 − 1) (4k2 − 1)

und

λN,k ≤
8N2

4N2 − 1
. (2.42)

Beweis. Ersetzt man in (2.37) N durch N − 1 und bildet die Differenz mit
(2.40), ergibt sich

QN+1(z)−QN−1(z) = ξ−N

∞∑

k=−[N−1

2 ]

λN,k

ξ2k

mit

λN,k = σN+1,N+2k − σN−1,N+2k

=
8N(N + 2k)

(4(N + k)2 − 1) (4k2 − 1)

und

λN,k ≤ |λN,0| =
8N2

4N2 − 1
.
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Beweis von Satz 2.12. Wählt man in (2.35) C = Eρ, erhält man

|EN | ≤
1

π

∫

Eρ

|QN+1(z)−QN−1(z)| |f(z)| |dz|
|TN+1(z)− TN−1(z)|

. (2.43)

Für gerades N erhält man aus (2.41) und (2.42)

|QN+1(z)−QN−1(z)| ≤ ρ−N

(
8N2

4N2 − 1

) ∞∑

k=−N
2
+1

ρ−2k

=
8N2

4N2 − 1
ρ−N




−1∑

k=−N
2
+1

ρ−2k +

∞∑

k=0

ρ−2k




=
8N2

4N2 − 1

(
ρ−2 + ρ−4 + . . .+ ρ2−N +

ρ−N

1− ρ−2

)

=
8N2

4N2 − 1

(
ρ−2 1− (ρ−2)

N
2
−1

1− ρ−2
+

ρ−N

1− ρ−2

)

=
8N2

4N2 − 1

1

ρ2 − 1
.

Nach [Ri, exercise 2.4.11] und [Ri, exercise 2.4.12] gilt

max
z∈Eρ

|TN (z)| =
ρN + ρ−N

2
.

Damit folgt

|TN+1(z)− TN−1(z)| ≥ |TN+1(z)|−|TN−1(z)| =
ρN+1 + ρ−N−1

2
−ρ

N−1 + ρ−N+1

2
.

Mit

|dz| = |ξ2 − 1|
|2ξ2| |dξ|

und |ξ| = ρ ergibt sich insgesamt

|dz|
|TN+1(z)− TN+1(z)|

≤ |dξ|
ρN+1 − ρ−N+1

=
|dξ|

ρ(ρN − ρ−N )
.

Setzt man dies alles mit |f(z)| ≤ M(ρ) in (2.43) zusammen und integriert,
erhält man (2.34).

Bemerkung 2.16. 1. Schon in [Ch] selbst wird angemerkt, dass (2.34) für
ρ nahe bei 1 schlecht ist.
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2. In (2.34) fällt der Fehler exponentiell, |EN | ≤ O(ρ−N). Dabei handelt
es sich um die sogenannte

”
spectral accuracy “, wie in [Tr1, Chapter 4]

beschrieben.

3. Die Voraussetzung
”
für gerades N“ ist mehr beweistechnischer Natur.

Die Abschätzung hält auch bei ungeradem N .

4. In [CC, Section 4] ist schon eine Abschätzung

|EN | ≤ 2max {aN−4, aN−2, aN}

angegeben. Nach [Ri, Theorem 3.8] gilt für die Koeffizienten der Cheby-
sheventwicklung von f, |aN | ≤ 2M(ρ)ρ−N , wenn f(z) analytisch inner-
halb und auf der Ellipse Eρ ist. Wendet man dies auf die Abschätzung
aus [CC] an, erhält man

|EN | ≤
4M(ρ)

ρN
. (2.44)

Auch hier erkennt man, dass der Fehler exponentiell fällt.

5. Für Funktionen mit k−1 absolut stetigen Ableitungen und beschränk-
ter k−ter Ableitung findet man in [Tr2, Theorem 5.1] eine Abschätzung
für den Fehler durch die Clenshaw-Curtis Quadratur.

6. Für Funktionen, die nicht analytisch sind, aber für die f ∈ C∞ [−1; 1]
gilt, verhält sich der Fehler durch die Clenshaw-Curtis Quadratur ähn-
lich wie der Fehler analytischer Funktionen. Siehe dazu das Beispiel
f (x) = e−x−2

in [Tr1, Output 30b] bzw. [Tr2, Fig. 2].

Beispiel 2.17 (aus [Ch]). Sei f(z) = 1
z+4

analytisch innerhalb und auf der
Ellipse mit großer Halbachse a < 4. Somit erhält man ein maximales
ρmax = 4 +

√
15 ≈ 7.87, sodass f(z) auf Eρmax

nicht mehr analytisch ist, da
die Funktion bei z = −4 einen Pol erster Ordnung hat. Wählt man
ρ < ρmax, ist die Funktion auch auf Eρ analytisch. Wie in [Ch] wird auch hier
ρ = 7 gewählt. Mit maxz∈E7 |f(z)| = M(7) = 7

3
erhält man aus (2.34) die

Abschätzung

|EN | ≤
7N2

9 (4N2 − 1) (7N − 7−N)
(2.45)

für die Berechnung von ∫ 1

−1

1

x+ 4
dx = ln

5

3
.
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Abbildung 2.1: Beispiel zur Fehler-
abschätzung in der Clenshaw-Curtis
Quadratur

In Abb. 2.1 sind der wahre
Fehler (blau), die Fehlerschran-
ke aus (2.45) (grün) und die
Abschätzung (2.44) (rot) ge-
zeigt. Man sieht, dass (2.34)
auch für ungerades N funk-
tioniert und dass es eine bes-
sere Schranke für den Fehler
ist als (2.44). Beide haben je-
doch |EN | ≤ O(ρ−N) gemein-
sam.

2.3 Ein weiteres auf Spektralmethoden basie-

rendes Quadraturverfahren

In [Tr1, Chapter 12] wird neben der Clenshaw-Curtis Quadratur noch ein
weiteres Quadraturverfahren vorgestellt, das hier ebenfalls kurz präsentiert
wird.
In [GHO, Section 4] wird eine Matrix DN ∈ R(N+1)×(N+1) hergeleitet, mit der
man die Ableitung einer Funktion F an Chebyshevpunkten berechnen kann.
Diese Matrix hat die Einträge

(DN)00 =
2N2 + 1

6
, (DN)NN = −2N2 + 1

6
,

(DN)jj =
−xj

2
(
1− x2j

) , j = 1, . . . , N − 1,

(DN)ij =
ci

cj

(−1)i+j

(xi − xj)
, i 6= j, i, j = 0, . . . , N,

mit c0 = cN = 2 und cj = 1, j = 1, . . . , N − 1.

Mit DN und FN = (F (x0), F (x1), . . . , F (xN))
T ∈ RN+1, dem Vektor mit den

Funktionswerten der Stammfunktion an den Chebyshevpunkten xj ,
j = 0, . . . , N, gilt dann

fN := DN · FN , (2.46)

wobei die Einträge von fN die Näherung der Ableitung von F an den Stellen
xj sind. Mit Hilfe dieser DifferentationsmatrixDN kann das Integral über eine
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Funktion f(x), die an Chebyshevpunkten gegeben ist, berechnet werden.
Ist nun eine Funktion f(x) auf dem Intervall [−1; 1] gegeben, von der eine
Stammfunktion F (x), die F (−1) = 0 erfüllt, gesucht ist, lässt sich diese
Aufgabe als Anfangswertproblem

{
f(x) = F ′(x), −1 < x ≤ 1,

F (−1) = 0,

(2.47a)

(2.47b)

betrachten. Analytisch ist die Lösung von (2.47) gegeben mit

F (x) =

∫ x

−1

f (τ) dτ

und somit ergibt sich ∫ 1

−1

f (τ) dτ = F (1) . (2.48)

Dieser Wert F (1) soll numerisch berechnet werden.
Um die Anfangsbedingung (2.47b) sicherzustellen, streicht man in DN die

letzte Zeile und die letzte Spalte und erhält eine Matrix D̃N ∈ RN×N . Eben-
so streicht man in dem Vektor fN = (f(x0), f(x1), . . . , f(xN))

T ∈ RN+1, der
die gegebenen Funktionswerte an den Chebyshevpunkten enthält, den letzten
Eintrag und man erhält f̃N ∈ RN . Der Vektor F̃N ∈ RN , der die gesuchten
Werte für die angenäherte Stammfunktion an den Chebyshevpunkten
xj = cos πj

N
, j = 0, . . . , N − 1,1 enthält, ist die Lösung des aus (2.46) resul-

tierenden Gleichungssystems

f̃N = D̃N · F̃N . (2.49)

Benötigt man nur den Wert des bestimmten Integrals (2.48), also F (x0) mit

x0 = 1, der dem ersten Eintrag des Vektors F̃N entspricht, muss (2.49) nicht

vollständig gelöst werden, sondern es reicht, f̃N mit wT
N := D̃−1

N (1, :) , der

ersten Zeile von D̃−1
N , zu multiplizieren. Die Einträge des Vektors wT

N sind
Quadraturgewichte, die für bestimmte Wahl von N denen von anderen Ver-
fahren entsprechen (siehe dazu Bemerkung 2.18).
Eine Nachfrage bei Trefethen hat ergeben, dass für dieses Verfahren keine
Fehlerabschätzungen bekannt sind. Jedoch wird in [Tr1, Chapter 12] darauf
hingewiesen, dass Polynome vom Grad N − 1 exakt integriert werden.

Bemerkung 2.18. Wie schon erwähnt, erhält man für bestimmte Wahl von N
bekannte Quadraturverfahren oder es ergeben sich Ähnlichkeiten zu diesen.

1Da xN = −1 ist, ist dieser Wert durch (2.47b) vorgegeben und muss nicht berechnet
werden.
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1. Für N = 1 erhält man die Rechteckregel
∫ 1

−1
f(x)dx ≈ 2f(1).

2. Für N = 2 ergibt sich die Mittelpunktsregel
∫ 1

−1 f(x)dx ≈ 2f(0).

3. Wählt man N = 4, erhält man ein Verfahren, das dieselbe Fehler-
ordnung wie das Simpsonverfahren hat. Die Gewichte an den Punkten
x0 = 1, x1 ≈ 0.7071, x2 = 0 und x3 ≈ −0.7071 sind wT

4 =
[
0; 2

3
; 2
3
; 2
3

]
,

somit erhält man
∫ 1

−1
f(x)dx ≈ 2

3
(f(0.7071) + f(0) + f(−0.7071)) .

Beispiel 2.19. Der Fehler des Quadraturverfahrens soll anhand der Funktion
f(x) = 1

x+4
mit

∫ 1

−1
f(x)dx = ln 5

3
aus Beispiel 2.17 illustriert werden.
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Abbildung 2.2: Beispiel zum Fehler im Ver-
fahren aus [Tr1]

Neben dem Fehler (blau) ist
in Abb. 2.2 auch ρ−N = 7−N

(grün) zum Vergleich abgebil-
det. Man erkennt, dass der Ver-
fahrensfehler ebenso wie bei
der Clenshaw-Curtis Quadra-
tur exponentiell fällt. In [Tr1,
Output 30a] ist Ähnliches für
die Funktion f(x) = 1

1+x2 ge-
zeigt, die innerhalb und auf
der Ellipse mit ρ < 1 +

√
2

analytisch ist.
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Abbildung 2.3: Fehler im Verfahren aus
[Tr1] und Clenshaw-Curtis Quadratur

In Abb. 2.3 sind zum Vergleich
der Fehler der Clenshaw-Curtis
Quadratur (blau), der Fehler
des Verfahrens von Trefethen
(grün) und die Fehlerabschät-
zung (2.45) (rot) abgebildet.
Für das Verfahren von Tre-
fethen ist (2.34) für kleine Wer-
te von N keine Abschätzung,
ebenso ist der Fehler der Clen-
shaw-Curtis Quadratur klei-
ner.
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Bemerkung 2.20. Das Verfahren lässt sich durch eine lineare Transformation
wie (2.25) auch auf in einem Intervall [a; b] integrierbare Funktionen anwen-
den.

2.4 Baryzentrische Interpolation

Die Baryzentrische Interpolation ist eine Erweiterung der Lagrange-Inter-
polation [BK, BT] bzw. der Hermite-Interpolation [SV]. Da die Stammfunk-
tion mit der Clenshaw-Curtis Quadratur nur an den Stützstellen berechnet
wird und keine Ableitungen an den Stützstellen verwendet werden, wird hier
nur die baryzentrische Lagrange-Interpolation betrachtet.
Ausgehend von der Lagrange-Interpolationsformel

pn(x) =

n∑

j=0

f(xj)lj(x) (2.50)

mit den Lagrangepolynomen

lj(x) =
n∏

k=0
k 6=j

x− xk

xj − xk
(2.51)

nennt man

wj :=
1∏

k 6=j(xj − xk)
, j = 0, . . . , n (2.52)

die baryzentrischen Gewichte und mit

l(x) :=
n∏

k=0

(x− xk)

erhält man die erste baryzentrische Form

pn(x) = l(x)
n∑

j=0

wj

x− xj
f(xj). (2.53)

Betrachtet man die Funktion f(x) ≡ 1, erhält man für die erste Form

1 = l(x)
n∑

j=0

wj

x− xj
. (2.54)
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Dividiert man (2.53) durch (2.54), erhält man die Formel für das baryzentri-
sche Interpolationspolynom

pn(x) =

∑n

j=0
wj

x−xj
f(xj)∑n

j=0
wj

x−xj

. (2.55)

In [BK, BT] sind die Vorteile der baryzentrischen Interpolation gegenüber
herkömmlicher Lagrange-Interpolation oder Newton-Interpolation mittels di-
vidierter Differenzen angeführt. Die Auswertung von pn(x) hat einen Auf-
wand von O(n), sobald die Gewichte berechnet sind. Der Aufwand für die
Berechnung der von f(xj) unabhängigen Gewichte ist O(n2). Neue Daten-
punkte (xn+1, f(xn+1)) können ebenfalls mit einem Aufwand von O(n) hin-
zugefügt werden.
Ein weiterer Vorteil ist, dass für die Interpolation an den Chebyshevpunk-
ten (2.4), wie sie für die Clenshaw-Curtis Quadratur gewählt werden, die
Gewichte durch

wj = (−1)j δj , δj =

{
1
2
, j = 0 oder j = n,

1, sonst,
(2.56)

gegeben sind. Würde man ein allgemeines Intervall [a; b] betrachten, müsste
man die Gewichte (2.56) mit 2n(b − a)−n multiplizieren. Da in (2.55) die
Gewichte in Zähler und Nenner auftreten, hat dieser Faktor jedoch keine
Auswirkung.
Die baryzentrische Interpolation zeichnet sich dadurch aus, dass sie sehr sta-
bil ist, auch wenn x nahe an einer Stützstelle xj liegt. Falls x = xj ist
und in (2.55) eine Division durch 0 auftritt, ersetzt man den unbestimmten
Ausdruck durch den gegebenen Wert f (xj) und somit ist an diesen Stellen
pn(xj) = f(xj).
Für allgemeine, mit (2.52) berechnete Gewichte wird in [Hi, Theorem 4.1]
gezeigt, dass (2.55) stabil ist. Für die Gewichte (2.56) findet man in [Ma,
Theorem 1] und [Ma, Theorem 2] schärfere Abschätzungen für den Fehler
bei der Auswertung von (2.55) in Gleitkommaarithmetik.
Für glatte, auf [−1; 1] definierte Funktionen, die innerhalb und auf der El-
lipse Eρ (vgl. (2.32)) analytisch sind, ist in [BT, (6.1)] eine Abschätzung des
Interpolationsfehlers mit

max
x∈[−1;1]

|f(x)− pn(x)| ≤ Cρ−n (2.57)

mit Konstante C > 0 und Summe der Halbachsen ρ > 1 angegeben.
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Kapitel 3

Berücksichtigung des
Quadraturfehlers im
WKB-Verfahren

In der Fehlerabschätzung aus Satz 1.1 für das Anfangswertproblem (1.17),

{
Z ′(x) = εN ε(x)Z(x), 0 < x < 1,
Z(0) = ZI ,

wird der Quadraturfehler, der bei der Berechnung der Phase entsteht, nicht
berücksichtigt. Im Folgenden sollen nun die Abschätzung (1.30),

‖Z(xt)− Zt‖ ≤ Cε2min(ε, h), 1 ≤ t ≤ T,

des Verfahrens 1. Ordnung und die Abschätzung (1.32),

‖Z(xt)− Zt‖ ≤ Cε3h2, 1 ≤ t ≤ T,

des Verfahrens 2. Ordnung um den Quadraturfehler, der bei der Berechnung
von (1.2),

φ(x) =

∫ x

0

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ,

entsteht, erweitert werden.
Dazu betrachtet man die Verfahren 1. Ordnung aus (1.20),

Zt+1 =
(
I + A1

t

)
Zt, t = 1, . . . , T − 1,

und 2. Ordnung aus (1.26),

Zt+1 =
(
I + A1

mod,t + A2
t

)
Zt, t = 1, . . . , T − 1,
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mit Matrizen Ã1
t , Ã

1
mod,t und Ã

2
t anstelle der Matrizen A1

t , in (1.21) definiert,
A1

mod,t, in (1.27) definiert, und A2
t , in (1.28) definiert. In diesen Matrizen wird

die exakte Phase φ(x) durch eine numerische Näherung φ̃(x) ersetzt.

Abhängig von der Art der Berechnung von φ̃ (x) entsteht ein Fehler

E := max
1≤t≤T

∣∣∣φ (xt)− φ̃ (xt)
∣∣∣ (3.1)

an den Gitterpunkten xt, auf denen die Lösung von (1.17) berechnet werden
soll.

3.1 Möglichkeiten zur Phasenberechnung

3.1.1 Mit baryzentrischer Interpolation

Hier wird, im Gegensatz zu gängigen numerischen Quadraturverfahren wie
man sie z. B. in [HH, Kapitel 7] oder [Pl, Kapitel 6] findet, kein bestimm-

tes Integral der Form
∫ b

a
f(x)dx berechnet, sondern man nähert mit (2.27)

die gesuchte Stammfunktion. Dazu wird im ersten Schritt der Integrand mit
(2.20) in eine Chebyshevreihe entwickelt und die Koeffizienten der Reihe zur
Näherung der Stammfunktion an den Chebyshevpunkten verwendet.
Im zweiten Schritt werden mit baryzentrischer Interpolation die gesuchten
Stammfunktionswerte an den Gitterpunkten ausgehenden von den genäher-
ten Werten an den Chebyshevpunkten berechnet.
Da (1.17) auf dem Intervall [0; 1] gelöst wird, die Chebyshevpolynome jedoch
auf dem Intervall [−1; 1] definiert sind, führt eine lineare Transformation wie
(2.25) darauf, dass eine Stammfunktion auf einem beliebigen Intervall [a; b]
mit (2.31),

∫ x

a

f(τ)dτ ≈ FN(x) =
b− a

2

(
b0

2
+ b1T1(u) + . . .+ bNTN(u)

)
,

berechnet werden kann, wobei u ∈ [−1; 1] durch (2.25) bestimmt ist.
Die genäherte Stammfunktion FN (x) wird mit (2.31) an den Chebyshevpunk-
ten x̃j , 0 ≤ j ≤ N, berechnet und muss nicht mit der exakten Stammfunk-
tion an den Chebyshevpunkten übereinstimmen. Für den Fehler, der durch
die Näherung der Stammfunktion mit (2.31) entsteht, sind trotz intensiver
Literaturrecherche, keine Abschätzungen gefunden worden.
Im nächsten Schritt wird FN (x) mit der baryzentrischen Interpolationsformel
(2.55),

FN(xt) =

∑N

j=0
wj

xt−x̃j
FN (x̃j)

∑N

j=0
wj

xt−x̃j

,
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ausgehend von den approximierten Funktionswerten an den Chebyshevpunk-
ten x̃j , 0 ≤ j ≤ N, an den Gitterpunkten xt, 1 ≤ t ≤ T, berechnet.

Ist die Funktion G(x), die interpoliert werden soll, bekannt und ist GN(x) die
mit (2.55) baryzentrisch interpolierte Näherung von G(x), ist in Abschnitt
2.4 mit (2.57) eine Abschätzung des Interpolationsfehlers

max
x∈[−1;1]

|G(x)−GN(x)| ≤ Cρ−N

angegeben, wobei ρ > 1 die Summe der Halbachsen der Ellipse Eρ (vgl. (2.32))
ist, innerhalb und auf der die Funktion G(x) noch analytisch ist. Durch (2.25)
kann die Abschätzung (2.57) auf ein Intervall [a; b] transformiert werden,

max
x∈[a;b]

|G(x)−GN(x)| ≤ Cρ−N . (3.2)

Die Ellipse Eρ ist dann jene, innerhalb und auf der die Transformation von
G(x) in das Intervall [−1; 1] noch analytisch ist.
Wird G(x) an Gitterpunkten xt, 1 ≤ t ≤ T, baryzentrisch interpoliert, wird
(3.2) zu

max
1≤t≤T

|G (xt)−GN (xt)| ≤ Cρ−N .

Somit sind die Abschätzungen (2.57) und (3.2) unabhängig von der Wahl der
Gitterpunkte und daher auch von der Schrittweite h = xt+1 − xt.

Da für die Konvergenz des approximierten Integranden fN(x) gegen f(x) für
die Koeffizienten seiner Entwicklung limk→∞ ak = 0 gelten muss, reicht es in
der Praxis nur so weit zu entwickeln, bis seine Koeffizienten vernachlässigbar
klein im Vergleich zur Maschinengenauigkeit sind. Die Koeffizienten bk der
approximierten Stammfunktion sind nach (2.28) gegeben mit bk =

ak−1−ak+1

2k

und bilden somit ebenfalls eine Nullfolge.

Beispiel 3.1. Gesucht ist eine genäherte Stammfunktion von f(x) = −3
(2x+1)3

im Intervall [0; 1], die F (0) = 0 erfüllen soll. Die Stammfunktion von f(x),
die diese Forderung erfüllt, ist F (x) = 3

4(2x+1)2
− 3

4
.

Entwickelt man f(x) mit (2.20) und (2.25) in eine Chebyshevreihe bis zum
Grad N = 34, ist a34 = 2.7756 ·10−17, also für eine Implementierung in IEEE
double precision, wie sie in Matlab verwendet wird, vernachlässigbar klein.
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Clenshaw−Curtis Stammfkt. an Gitterpkt. mit h=10−2 baryzentrisch interpoliert

Clenshaw−Curtis Stammfkt. an Gitterpkt. mit h=10−5 baryzentrisch interpoliert

Exakte Stammfkt. an Gitterpkt.  mit h=10−5 baryzentrisch interpoliert

Abbildung 3.1: Fehler einer baryzen-
trisch interpolierten Stammfunktion in
Abhängigkeit vom Grad N der Chebyshe-
ventwicklung

In Abb. 3.1 sind mehrere Feh-
lerkurven zum Vergleich ab-
gebildet. Es ist
max1≤t≤T |F (xt)− FN(xt)|
auf einem groben Gitter,
h = 10−2 bzw. T = 101 (blau),
und einem feinen Gitter,
h = 10−5 bzw. T = 100001
(grün), in Abhängigkeit von
N gezeigt. FN (xt) bezeichnet
dabei die mit (2.31) genäher-
te und anschließend mit (2.55)
berechnet Stammfunktion und
F (xt) die exakte Stammfunk-
tion an den Gitterpunkten. Die
rote Kurve ist (3.2) mit der,
an den Gitterpunkten bary-

zentrisch interpolierten, exakten Stammfunktion und der exakten Stamm-
funktion an den Gitterpunkten mit h = 10−5. Die blaue und die grüne Feh-
lerkurve verlaufen annähernd deckungsgleich und die Rote parallel dazu. Man
erkennt, dass der Fehler, wenn die exakte Stammfunktion baryzentrisch in-
terpoliert wird, wie in (3.2) ersichtlich, exponentiell abnimmt.
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Fehler zw. baryzentrisch interpolierter Clenshaw−Curtis Stammfkt. exakter Stammfkt.

 

 

N=10
N=20
N=30
N=34

Abbildung 3.2: Fehler einer baryzen-
trisch interpolierten Stammfunktion in
Abhängigkeit von h

Entscheidend ist, dass sich der
Fehler bei der Auswertung der
genäherten Stammfunktion
FN (x) wie (3.2) verhält und
somit diese Abschätzung für
den Quadraturfehler verwen-
det werden kann. Weiters er-
kennt man,dass der Fehler un-
abhängig von h ist.
In Abb. 3.2 ist der Fehler
max1≤t≤T |F (xt)− FN(xt)| für
verschiedene Werte vonN (10
(blau), 20 (grün), 30 (rot) und
34 (hellblau)) in Abhängig-
keit von h bzw. T dargestellt
und man erkennt, dass (3.2)

von der Schrittweite h bzw. der Anzahl der Gitterpunkte T unabhängig ist.
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Beispiel 3.1 hat gezeigt, dass der Fehler (3.1), der bei dieser Art der Pha-
senberechnung entsteht, unabhängig von der Schrittweite h = xt+1 − xt ist,
die bei der Lösung von (1.17) gewählt wird. Weiters ergibt sich aus diesem
Beispiel, dass (3.1) durch (3.2) nach oben mit Cρ−N beschränkt ist und somit
nur vom Grad N der Entwicklung des Integranden in Chebyshevpolynomen
abhängt. Deshalb kann (3.1) beliebig klein werden, wenn N nur groß genug
gewählt wird.

Bemerkung 3.2. Anstelle von (2.31) kann mit der Lösung des linearen Glei-
chungssystems (2.49) aus Abschnitt 2.3,

f̃N = D̃N · F̃N ,

eine approximierte Stammfunktion an Chebyshevpunkten berechnet werden.
Diese Stammfunktion kann ebenfalls baryzentrisch interpoliert werden, um
die gesuchten Funktionswerte an den Gitterpunkten xt, 1 ≤ t ≤ T, zu bestim-
men. Da jedoch bei der Berechnung der Stammfunktion F̃N nur die Funkti-
onswerte an N Punkten anstelle von N + 1 Punkten wie, bei der Clenshaw-
Curtis Quadratur, verwendet werden, ist die Berechnung der Stammfunk-
tion über die Clenshaw-Curtis Quadratur für kleine Werte von N besser.
Entwickelt man aber den Integranden soweit, bis die Koeffizienten ak ver-
nachlässigbar klein sind, besteht praktisch kein Unterschied mehr zwischen
den beiden Verfahren.

Beispiel 3.3 (Fortsetzung von Beispiel 3.1).
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h=10−2 Clenshaw−Curtis

h=10−5 Clenshaw−Curtis

h=10−2 Trefethen

h=10−5 Trefethen

Abbildung 3.3: Fehler einer baryzentrisch
interpolierten Stammfunktion mit dem
Verfahren aus Abschnitt 2.3

Die Stammfunktion von
f(x) = −3

(2x+1)3
wird jetzt mit

(2.49) berechnet und anschlie-
ßend auf den Gitterpunkten
baryzentrisch interpoliert.
In Abb. 3.3 ist der Fehler zwi-
schen der mit (2.49) berech-
neten und anschließend bary-
zentrisch interpolierten
Stammfunktion und der ex-
akten Lösung abgebildet. Die
Interpolation erfolgte auf ei-
nem groben Gitter, h = 10−2

(rot), und einem feinen Git-
ter, h = 10−5 (grün). Man
erkennt, dass auch hier der

Fehler unabhängig von der Schrittweite h ist. Zum Vergleich dazu sind die
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beiden Fehlerkurven aus Abb. 3.1 ebenfalls eingezeichnet (blau und schwarz).
Man sieht deutlich die Verschiebung der Fehlerkurven um eins nach links, da
bei der Berechnung mit (2.31) ein Punkt mehr verwendet wird als bei (2.49).
Ebenso ist ersichtlich, dass, wenn N groß genug gewählt wird, praktisch kein
Unterschied mehr zwischen den beiden Verfahren besteht.

Da, wie aus Bemerkung 3.2 und Beispiel 3.3 hervorgeht, für großes N in der
numerischen Implementierung kein Unterschied zwischen der baryzentrischen
Interpolation von (2.31) und der interpolierten Lösung von (2.49) besteht,
wird in den Kapiteln 4 und 5 nur die baryzentrische Interpolation von (2.31)
verwendet, um das Phasenintegral (1.2),

φ(x) =

∫ x

0

(√
a(τ)− ε2β(τ)

)
dτ,

an den Gitterpunkten xt, 1 ≤ t ≤ T, zu berechnen.

3.1.2 Mit aufsummierter Clenshaw-Curtis Quadratur

Eine weitere Möglichkeit, die Phase an den Gitterpunkten xt, 1 ≤ t ≤ T, zu
bestimmen, ist (1.2) zwischen zwei Gitterpunkten xt und xt+1 zu berechnen
und anschließend diese Werte zu summieren. In [Pl, Kapitel 6.5] finden man
z. B. die aufsummierte Trapezregel oder das aufsummierte Simpsonverfahren
und die globalen Fehlerordnungen hγ dieser Verfahren.
Ebenso können das Quadraturverfahren aus Abschnitt (2.3) oder die Clen-
shaw-Curtis Quadratur (2.30) zur Berechnung eines bestimmten Integrals
aufsummiert werden.
Dazu wird der Integrand

φ′(x) =
√
a (x)− ε2β (x)

vom Intervall [xt; xt+1] mit (2.25) linear in das Intervall [−1; 1] transformiert,
dort in eine Chebyshevreihe entwickelt und integriert und der Wert des In-
tegrals wird wieder zurücktransformiert. Bezeichne ψt (u) , u ∈ [−1; 1] , die
durch (2.25) transformierte Funktion φ′ (x) , x ∈ [xt; xt+1] , und It das durch
die Clenshaw-Curtis Quadratur genäherte Integral, dann folgt mit (2.26) bzw.
(2.31),

It ≈
∫ 1

−1

ψt (u) du =
2

h

∫ xt+1

xt

φ′ (τ) dτ. (3.3)

41



Der lokale Fehler Et für das Intervall [xt; xt+1] ist gegeben mit

∣∣∣∣
∫ xt+1

xt

φ′ (τ) dτ − h

2
It

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
h

2

∫ 1

−1

ψt (u) du−
h

2
It

∣∣∣∣

=
h

2

∣∣∣∣
∫ 1

−1

ψt (u) du− It

∣∣∣∣

=
h

2
Et.

Nach Satz 2.12 ist

Et ≤
16N2

4N2 − 1

M (ρt)

(ρ2t − 1)
(
ρNt − ρ−N

t

) ,

wobei ρt > 1 die Summe der Halbachsen der Ellipse Eρt mit Brennpunkten in
±1 ist, auf der die Funktion ψt (u) analytisch ist, M (ρt) das Maximum von
ψt (u) auf Eρt ist und N der Grad des Chebyshevpolynoms ist, in das ψt (u)
entwickelt wird.
Auf Grund der Linearität des Integrals gilt mit (3.3)

φ (xt) =

∫ xt

0

φ′ (τ) dτ ≈ φ̃ (xt) =
h

2

t−1∑

i=1

Ii mit φ̃ (0) = 0,

und somit für den globalen Fehler, der bei der Berechnung von φ (1) entsteht,

∣∣∣∣∣

∫ 1

0

φ′ (τ) dτ − h

2

T−1∑

t=1

It

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

T−1∑

t=1

∫ xt+1

xt

φ′ (τ) dτ − h

2

T−1∑

t=1

It

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

T−1∑

t=1

h

2

∫ 1

−1

ψt (u) du−
h

2

T−1∑

t=1

It

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
h

2

T−1∑

t=1

(∫ 1

−1

ψt (u) du− It

)∣∣∣∣∣

≤ h

2

T−1∑

t=1

∣∣∣∣
∫ 1

−1

ψt (u) du− It

∣∣∣∣ =
h

2

T−1∑

t=1

Et

≤ h

2

T−1∑

t=1

E =
h (T − 1)

2
E =

E

2
,

mit E := max1≤t≤T−1Et = max2≤t≤T

∣∣∣φ (xt)− φ̃ (xt)
∣∣∣ .

Im Gegensatz zur Berechnung mit baryzentrischer Interpolation ist hier der
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Fehler E sowohl von N als auch der Schrittweite h abhängig, da hier die
Intervalle [xt; xt+1] mit (2.25) linear in das Intervall [−1; 1] transformiert
werden und somit ρt von h abhängt. Auf die genaue h−Abhängigkeit von ρt
hat die Form der Funktion f(x) Einfluss. Es gilt jedoch bei dieser Art der
Phasenberechnung nicht nur bei festem h limN→∞E = 0, sondern auch bei
festem N limh→0E = 0. Das nächste Beispiel soll dies veranschaulichen.

Beispiel 3.4. Wie in den Beispielen 3.1 und 3.3 wird auch hier die Stamm-
funktion von f(x) = −3

(2x+1)3
mit F (0) = 0 an den Gitterpunkten xt,

1 ≤ t ≤ T, berechnet. Dabei wird mit der Clenshaw-Curtis Quadratur das
bestimmte Integral im Intervall [xt; xt+1] berechnet.
Die Transformation (2.25) ist hier

x =
1

2
(xt+1 + xt + u (xt+1 − xt)) mit u ∈ [−1; 1]. (3.4)

Mit (3.4) wird die im Intervall [xt; xt+1] betrachtete Funktion f(x) zu

ψt(u) =
−3

(xt+1 + xt + u(xt+1 − xt) + 1)3

transformiert, die sich mit xt+1 = th und xt = (t− 1)h, zu

ψt(u) =
−3

((2t− 1)h+ uh+ 1)3

=
−3

h3(2t− 1 + u+ 1
h
)3

umschreiben lässt. Die Funktion ψt(u) ist innerhalb und auf der Ellipse Eρt
mit ρt < 2t− 1+ 1

h
+
√

(2t− 1 + 1
h
)2 − 1 analytisch. Da für a > 1 die Bezie-

hung
√
a− 1 <

√
a− 1 gilt, folgt

√
(2t− 1 + 1

h
)2 − 1 <

√
(2t− 1 + 1

h
)2 − 1.

Somit kann ρt = 4t− 3 + 2
h
gewählt werden.

Da nach Satz 2.12 der Fehler der Quadratur von der Größenordnung O(ρ−N)
ist, verwendet man für eine globale Abschätzung

ρ = min
1≤t≤T−1

ρt = 1 +
2

h
. (3.5)

Somit erhält man bei festem h einen Fehler der Ordnung O
(
(1 + 2

h
)−N

)
, der

wenn h klein genug ist, zu O
(
hN
)
wird. Wählt man N fest, erhält man aus

der Fehlerabschätzung (2.34),

E ≤
(

16N2

4N2 − 1

)
M(ρ)

(ρ2 − 1)(ρN − ρ−N)
,

eine Fehlerordnung O(ρ−N−2), die mit (3.5) einer Ordnung in h von O(hN+2)
entspricht.
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Fehler zwischen aufsummierter Clenshaw−Curtis Quadratur und exakter Stammfkt.
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N=3
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Abbildung 3.4: Fehler einer aufsummierten
Clenshaw-Curtis Quadratur

In Abb. 3.4 sind die Fehler-
kurven in Abhängigkeit der
Schrittweite h für verschiede-
ne, steigende Werte von N (2
(blau), 3 (grün), 5 (rot) und
10 (hellblau)) gezeigt. Man er-
kennt, dass der Fehler bei fe-
stemN mit h gegen Null geht.
Ebenso geht der Fehler gegen
Null, wenn bei festem h N

gegen Unendlich geht. Bei sehr
kleinem h steigt der Fehler auf
Grund von numerischen Ef-
fekten wie Rundungs- und Aus-

löschungsfehlern wieder leicht an.

3.2 Erweiterung der Fehlerabschätzung um

den Quadraturfehler bei der Phasenbe-

rechnung

Mit einer genäherten Phase φ̃(x), die (3.1) erfüllt, betrachtet man den Fehler

nach t Schritten zwischen Zt+1 und Z̃t+1,
∥∥∥Zt+1 − Z̃t+1

∥∥∥ , (3.6)

der von (3.1) abhängt. Ob die Schrittweite h Einfluss auf (3.1) und somit auf
(3.6) hat, hängt von der Methode der Phasenberechnung ab und wird in den
Abschätzungen vorläufig nicht berücksichtigt.
Für den zusätzlichen Fehler, der in einem Schritt gemacht wird, werden auf

Grund der Struktur der Matrizen A1
t , A

1
mod,t undA

2
t die Elemente

(
A1

t − Ã1
t

)

2,1
,

(
A1

mod,t − Ã1
mod,t

)
2,1

bzw.
(
A2

t − Ã2
t

)
2,2

betrachtet und abgeschätzt.

In den Matrizen treten die Funktionen H1

(
2
ε
St

)
und H2

(
2
ε
St

)
auf, die in

(1.23),
H1(x) = eıx − 1,

und (1.24),
H2(x) = eıx − 1− ıx,
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definiert worden sind. Mit St = φ(xt+1)− φ(xt) folgt

H1

(
2

ε
St

)
= e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1

und

H2

(
2

ε
St

)
= e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1− 2ı

ε
(φ(xt+1)− φ(xt)) .

Diese Ausdrücke werden im Folgenden für H1

(
2
ε
St

)
und H2

(
2
ε
St

)
verwendet.

Die weiteren auftretenden Funktionen βk, die in (1.25) definiert sind, sind

auch für die Matrizen Ã1
t , Ã

1
mod,t und Ã

2
t mit denen Z̃t berechnet wird exakt,

da darin nur
φ′(x) =

√
a(x)− ε2β(x)

und höhere Ableitungen davon auftreten. Diese lassen sich bei gegebener
Funktion a(x) exakt berechnen.
Für die folgenden Fehlerabschätzungen sei weiters vorausgesetzt, dass die
Ableitungen von φ̃ folgende Bedingungen für alle x aus dem Intervall [0; 1]
und alle 0 < ε ≤ ε0 erfüllen,





∥∥∥φ′ − φ̃′
∥∥∥
L∞(0;1)

≤ E ′,

0 <
∣∣∣φ̃′(x)

∣∣∣ ≤ C1,

0 <
∣∣∣φ̃′′(x)

∣∣∣ ≤ C2.

(3.7a)

(3.7b)

(3.7c)

Da φ′(x) exakt gegeben ist und a(x) ≥ a0 > 0 vorausgesetzt wird, sind (3.7b)
für φ′(x) und (3.7c) für φ′′(x) erfüllt.

3.2.1 Quadraturfehler im Verfahren 1. Ordnung

Satz 3.5. Es sei a(x) ∈ C∞ [0; 1] eine beliebige, glatte und reellwertige Funk-
tion, die a(x) ≥ a0 > 0 im Intervall [0; 1] erfülle, und 0 < ε < 1 eine beliebige,
aber feste reelle Zahl und sei weiters (3.7) erfüllt. Dann gilt für den Fehler
im Verfahren 1. Ordnung (1.20) unter der Berücksichtigung des Fehlers (3.1)
bei der Phasenberechnung

∥∥∥Z(xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
2min (ε, h) + C2εmin

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
, 1 ≤ t ≤ T.

(3.8)

Dabei bezeichne Z(xt) die exakte Lösung, Z̃t die numerische Lösung mit feh-

lerbehafteter Phase φ̃ (xt), E den Fehler in der Phasenberechnung (3.1) und
‖·‖ eine beliebige Vektornorm in C2.
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Satz 3.6. Es sei (3.7) erfüllt. Dann gilt für den Fehler (3.6) im Verfahren
1. Ordnung

∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥ ≤ εCmin

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
, 1 ≤ t ≤ T. (3.9)

Beweis. Für den zusätzlichen Fehler in einem Schritt betrachtet man
(
A1

t − Ã1
t

)
2,1

=

= ε3β1 (xt+1) e
2ı
ε
φ(xt)

(
e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1

)
− ıε2β0 (xt+1) e

2ı
ε
φ(xt+1) + ıε2β0 (xt) e

2ı
ε
φ(xt)

−ε3β1 (xt+1) e
2ı
ε
φ̃(xt)

(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − 1

)
+ ıε2β0 (xt+1) e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − ıε2β0 (xt) e

2ı
ε
φ̃(xt)

= ε3β1 (xt+1)
(
e

2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ̃(xt+1)

)
+ ε3β1 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt)

)

+ıε2β0 (xt+1)
(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt+1)

)
+ ıε2β0 (xt)

(
e

2ı
ε
φ(xt) − e

2ı
ε
φ̃(xt)

)
.

Bildet man den Betrag, erhält man mit der Dreiecksungleichung

∣∣∣
(
A1

t − Ã1
t

)∣∣∣ ≤

≤ ε3 |β1 (xt+1)|
∣∣∣e

2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ̃(xt+1) + e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt)

∣∣∣ (3.10)

+ε2
∣∣∣β0 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt+1)

)
− β0 (xt)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt)

)∣∣∣ (3.11)

Zuerst wird (3.11) weiter abgeschätzt.

Da
∣∣∣e 2ı

ε
η

∣∣∣ = 1 gilt und β0 nach [ABN, (2.13)] im Intervall [0; 1] beschränkt

ist, folgt mit der Dreiecksungleichung

(3.11) ≤ 4ε2 ‖β0‖L∞(0;1) . (3.12)

Der Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen, [Heu2, Satz 167.4]:

Die Funktion ~f : G ⊂ Rp → Rq (G offen) sei stetig differenzierbar,

und ~x0, ~x0+~h seien Punkte, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke
S in G liegen. Dann gilt

~f(~x0 + ~h)− ~f(~x0) =

(∫ 1

0

~f ′(~x0 + t~h)dt

)
~h.
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Ist 9 · 9 irgendeine mit den Normen von Rp und Rq verträgliche
Matrixnorm auf M(q, p) [die Menge aller (q, p)-Matrizen, Anm.]
so haben wir die Abschätzung

∥∥∥~f(~x0 + ~h)− ~f(~x0)
∥∥∥ ≤M

∥∥∥~h
∥∥∥ mit M := max

~x∈S
9~f ′(~x) 9 .

angewandt auf die Funktion

~f(φ) = e
2ı
ε
φ =

(
cos 2φ

ε

sin 2φ
ε

)
(3.13)

mit

~f ′(φ) =
2ı

ε
e

2ı
ε
φ =

(
−2

ε
sin 2φ

ε
2
ε
cos 2φ

ε

)

ergibt mit x0 = φ und h = φ̃− φ

e
2ı
ε
φ̃ − e

2ı
ε
φ =

∫ 1

0

ıe
2ı
ε (φ+s(φ̃−φ))ds

︸ ︷︷ ︸
=:A

2

ε

(
φ̃− φ

)
(3.14)

und ∣∣∣e
2ı
ε
φ̃ − e

2ı
ε
φ
∣∣∣ ≤ 2

ε

∣∣∣φ̃− φ
∣∣∣

da |A| ≤ 1.
Damit erhält man

(3.11) = ε2
∣∣∣∣β0 (xt+1)A1

2

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ (xt+1)

)
− β0 (xt)A2

2

ε

(
φ̃ (xt)− φ (xt)

)∣∣∣∣

und daraus mit
∣∣∣φ̃ (xt)− φ (xt)

∣∣∣ ≤ E und der Dreiecksungleichung eine wei-

tere Abschätzung,
(3.11) ≤ 4ε ‖β0‖L∞(0;1)E. (3.15)

Formt man nach der Anwendung des Mittelwertsatzes noch weiter um, erhält
man

(3.11) = ε2
∣∣∣∣(β0 (xt+1)− β0 (xt))A1

2

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ (xt+1)

)
(3.16)

+β0 (xt)A1
2

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)− φ (xt+1) + φ (xt)

)
(3.17)

+β0 (xt) (A1 − A2)
2

ε

(
φ̃ (xt)− φ (xt)

)∣∣∣∣ . (3.18)
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Für die weiteren Abschätzungen verwendet man den Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung mit Stellen η, η̃ und η, alle aus dem Inneren des Intervalls
[xt; xt+1] der Länge h. Damit ergibt sich

(3.16) = β ′
0(η)A1

2h

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ (xt+1)

)
, (3.19)

(3.17) = β0 (xt)A1
2h

ε

(
φ̃′(η̃)− φ′(η)

)
. (3.20)

Da nach [ABN, (2.13)] β ′
0 im Intervall [0; 1] beschränkt ist, erhält man

|(3.19)| ≤ ‖β ′
0‖L∞(0;1)

2Eh

ε
. (3.21)

Betrachtet man mit dem Mittelwert der Differentialrechnung an einer Stelle
ζ den Term in der Klammer aus (3.20), erhält man

φ̃′(η̃)− φ′(η) = φ̃′(η̃)− φ′(η̃) + φ′(η̃)− φ′(η) = φ̃′(η̃)− φ′(η̃) + φ′′(ζ)(η − η̃).

Da
∣∣∣φ̃′(η̃)− φ′(η̃)

∣∣∣ nach (3.7a) mit E ′ beschränkt ist, φ′′(ζ) ebenfalls be-

schränkt ist und |η − η̃| < h ist, erhält man mit Dreiecksungleichung

|(3.20)| ≤ ‖β0‖L∞(0;1)

2h

ε
(E ′ + Ch) . (3.22)

Für (3.18) betrachtet man

A1 =

∫ 1

0

ıe
2ı
ε (φ(xt+1)+s(φ̃(xt+1)−φ(xt+1)))ds

und

A2 =

∫ 1

0

ıe
2ı
ε (φ(xt)+s(φ̃(xt)−φ(xt)))ds,

die sich aus dem Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen ergeben.
Wendet man auf die beiden Integranden von A1 und A2 wieder den Mittel-
wertsatz für vektorwertige Funktionen an, erhält man unter Verwendung des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

ıe
2ı
ε (φ(xt+1)+s(φ̃(xt+1)−φ(xt+1))) − ıe

2ı
ε (φ(xt)+s(φ̃(xt)−φ(xt))) =

a(s)2
ε

(
φ (xt+1)− φ (xt) + s

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)− φ (xt+1) + φ (xt)

))
=

a(s)2
ε

(
φ′(η)h+ s

(
φ̃′(η̃)h− φ′(η)h

))
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wobei a(s) wieder über das Integral aus dem Mittelwertsatz gegeben ist und
|a(s)| ≤ 1 gilt. Da alle Ableitungen nach (3.7b) beschränkt sind und 0 ≤ s ≤
1 ist, erhält man damit

|A1 − A2| ≤ 2min

(
1,
Ch

ε

)
. (3.23)

Aus (3.23) erhält man

|(3.18)| ≤ ‖β0‖L∞(0;1)

4E

ε
min

(
1,
Ch

ε

)
. (3.24)

Fasst man (3.21), (3.22) und (3.24) zusammen, erhält man

(3.11) ≤ ε
(
2 ‖β ′

0‖L∞(0;1)Eh + 2 ‖β0‖L∞(0;1) h(E
′ + Ch)

+4E ‖β0‖L∞(0;1) min
(
1, Ch

ε

)) (3.25)

Formt man (3.11) noch vor der Anwendung des Mittelwertsatzes für vek-
torwertige Funktionen um und wendet erst danach den Mittelwertsatz für
vektorwertige Funktionen und den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
an, erhält man

(3.11) = ε2
∣∣∣β0 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ̃(xt)

)
− β0 (xt)

(
e

2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt)

)

+ (β0 (xt+1)− β0 (xt))
(
e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt+1)

)∣∣∣

= ε2
∣∣∣∣β0 (xt+1)A3

2

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)

)
− β0 (xt)A4

2

ε
(φ (xt+1)− φ (xt))

+ (β0 (xt+1)− β0 (xt))
(
e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt+1)

)∣∣∣

= ε2
∣∣∣∣β0 (xt+1)A3

2

ε
φ̃′(η̃)h− β0 (xt)A4

2

ε
φ′(η)h+ β ′

0(η)h
(
e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt+1)

)∣∣∣∣ .

Da alle Ableitungen beschränkt sind, erhält man daraus mit Dreiecksunglei-
chung

(3.11) ≤ εh
(
4 ‖β0‖L∞(0;1) C + 2ε ‖β ′

0‖L∞(0;1)

)
. (3.26)

Fasst man (3.12), (3.15), (3.25) und (3.26) zusammen und vernachlässigt da-
bei 2 ‖β0‖L∞(0;1) Ch

2+4E ‖β0‖L∞(0;1) min
(
1, Ch

ε

)
aus (3.25) und 2ε ‖β ′

0‖L∞(0;1)

aus (3.26), da dieser Terme im Vergleich zu den anderen in den Abschätzun-
gen auftretenden Termen klein sind, erhält man

(3.11) ≤ εCmin (ε, E, h(E + E ′), h) . (3.27)
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Für (3.10) erhält man sofort, da β1 nach [ABN, p. 1446] im Intervall [0; 1]
beschränkt ist, mit der Dreiecksungleichung

(3.10) ≤ 4ε3 ‖β1‖L∞(0;1) . (3.28)

Wendet man den Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen an, erhält man

(3.10) = ε3 |β1 (xt+1)|
∣∣∣∣
2

ε
A1

(
φ (xt+1)− φ̃ (xt+1)

)
− 2

ε
A2

(
φ (xt)− φ̃ (xt)

)∣∣∣∣
≤ 4ε2 ‖β1‖L∞(0;1)E. (3.29)

Formt man (3.10) um und wendet erst anschließend den Mittelwertsatz für
vektorwertige Funktionen und den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
an, erhält man mit (3.7b)

(3.10) = ε3 |β1 (xt+1)|
∣∣∣∣
2

ε
A3 (φ (xt+1)− φ (xt))−

2

ε
A4

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)

)∣∣∣∣

= ε3 |β1 (xt+1)|
2

ε

∣∣∣A3φ
′(η)h− A4φ̃

′(η̃)h
∣∣∣

≤ 4Cε2 ‖β1‖L∞(0;1) h. (3.30)

Fasst man (3.28), (3.29) und (3.30) zusammen, erhält man

(3.10) ≤ ε2Cmin (ε, E, h) . (3.31)

Mit (3.27) und (3.31) ergibt sich
∣∣∣
(
A1

t − Ã1
t

)∣∣∣ ≤ εCmin (ε, E, h(E + E ′), h) + ε2Cmin (ε, E, h) . (3.32)

Da nach Voraussetzung ε < 1 ist, ist ε2 < ε. Daher ist (3.32) von der Größen-
ordnung O (εmin (ε, E, h(E + E ′), h)) für ε→ 0.
Führt man den ersten Schritt des Verfahrens aus, erhält man daher, da Z1

die vorgegebene Anfangsbedingung ist,
∥∥∥Z2 − Z̃2

∥∥∥ =
∥∥∥
(
I + A1

1

)
Z1 −

(
I + Ã1

1

)
Z1

∥∥∥

=
∥∥∥
(
A1

1 − Ã1
1

)
Z1

∥∥∥ .

Daraus ergibt sich
∥∥∥Z2 − Z̃2

∥∥∥ ≤ εCmin (ε, E, h(E + E ′), h) .
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Um, von Z1 = ZI ausgehend, ZT und Z̃T zu berechnen, benötigt man insge-
samt (T − 1) = 1

h
Schritte.

Somit erhält man für den globalen Fehler

∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥ ≤ εCmin

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
. (3.33)

Beweis von Satz 3.5. Aus der Dreiecksungleichung, (1.30) aus Satz 1.1 und
(3.9) aus Satz 3.6 folgt

∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ =
∥∥∥Z (xt)− Zt + Zt − Z̃t

∥∥∥

≤ ‖Z (xt)− Zt‖+
∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥

≤ C1ε
2min (ε, h) + εC2min

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
.

In [ABN, Section 3.3] wird neben dem Verfahren 1. Ordnung zusätzlich ein
modifiziertes Verfahren 1. Ordnung

Zt+1 =
(
I + A

1

t

)
Zt, 1 ≤ t ≤ T − 1,

mit Anfangsbedingung Z1 = ZI , präsentiert. Dabei ist

A
1

t := −ıε2β0 (xt+1)

(
0 e

−2ı
ǫ

φ(xt) − e
−2ı
ε

φ(xt+1)

e
2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt+1) 0

)
.

Dieses Verfahren soll hier nur kurz erwähnt werden und die Fehlerabschätzung
wieder um den Quadraturfehler erweitert werden. In den weiteren Kapiteln
wird dieses Verfahren nicht mehr verwendet, da der Fehler im Vergleich zum
ersten Teil von (3.8) schlechter ist.
Für die Abschätzung des Fehlers dieses Verfahrens gelten dieselben Voraus-
setzungen wie in Satz 1.1.

Satz 3.7 (Theorem 3.5 aus [ABN]). Für den Fehler des modifizierten Ver-
fahrens 1. Ordnung gilt

‖Z (xt)− Zt‖2 ≤ Cεmin (ε, h) , 1 ≤ t ≤ T,

und

‖U (xt)− Ut‖2 ≤ C
hγ

ε
+ Cεmin (ε, h) , 1 ≤ t ≤ T.

51



Beweis. siehe [ABN, p. 1455]

Satz 3.8. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5 gilt für das modifizierte
Verfahren 1. Ordnung unter Berücksichtigung des Quadraturfehlers

∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥
2
≤ C1εmin (ε, h) + εC2min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
.

Satz 3.9. Für den Fehler (3.6) im modifizierten Verfahren 1. Ordnung gilt

∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥
2
≤ εCmin

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
, 1 ≤ t ≤ T.

Beweis. Hier geht man vor wie im Beweis von Satz 3.6 und betrachtet

(
A

1

t − Ã
1

t

)

2,1

= −ıε2β0 (xt+1)
(
e

2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt)

)

+ıε2β0 (xt+1)
(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ̃(xt)

)

= ıε2β0 (xt+1)
(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt+1) + e

2ı
ε
φ(xt) − e

2ı
ε
φ̃(xt)

)
.

Diese Differenz ist von ähnlicher Struktur wie (3.10) und man erhält auf
gleiche Weise ∣∣∣∣∣

(
A

1

t − Ã
1

t

)

2,1

∣∣∣∣∣ ≤ εCmin (ε, E, h) ,

und damit für den ersten Schritt des modifizierten Verfahrens 1. Ordnung

∥∥∥Z2 − Z̃2

∥∥∥
2

=

∥∥∥∥
(
I + A

1

1

)
Z1 −

(
I + Ã

1

1

)
Z1

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥
(
A

1

1 − Ã
1

1

)
Z1

∥∥∥∥
2

≤ εCmin (ε, E, h) .

Führt man die Iteration fort, erhält man insgesamt eine Abschätzung

∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥
2
≤ εCmin

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
.
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Beweis von Satz 3.8.
∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥
2

=
∥∥∥Z (xt)− Zt + Zt − Z̃t

∥∥∥
2

≤ ‖Z (xt)− Zt‖2 +
∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥
2

≤ C1εmin (ε, h) + εC2min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
.

Bemerkung 3.10. 1. Die Abschätzung (3.9) zeigt, dass der zusätzliche Feh-
ler durch die Näherung des Phasenintegrals (1.2) beschränkt bleibt,
wenn h gegen Null geht. Dies ist bei der Berechnung mit der baryzen-
trisch interpolierten Stammfunktion wie in Abschnitt 3.1.1 wichtig, da
hier der Fehler von der Schrittweite h unabhängig ist.

2. Der Fehler E ′ aus Bedingung (3.7a) kann, wenn φ̃′ aus φ mit Hilfe der
Differentationsmatrix aus Abschnitt 2.3 (vgl. (2.46)) an den Chebys-
hevpunkten berechnet wird, mit [Tr1, Theorem 6] abgeschätzt werden
und ist dann wieder von der Form

∣∣∣φ′(x)− φ̃′(x)
∣∣∣ ≤ Cρ−N .

Dabei ist φ wieder analytisch auf und innerhalb der Ellipse mit Summe
der Halbachsen ρ > 1.

3. Man kann die Bedingung (3.7a) vermeiden, wenn man in (3.20) den

Term
∣∣∣φ̃′(η̃)− φ′(η)

∣∣∣ mit 2max
(∣∣∣φ̃′(η̃)

∣∣∣ , |φ′(η)|
)
= K abschätzt. Dabei

wird nur die Beschränktheit der Ableitungen (3.7b) vorausgesetzt, die
auch in den anderen Abschätzungen verwendet wird.

4. Wird φ̃(x) schrittweise, so wie in Abschnitt 3.1.2, berechnet, ist ρ und
somit (3.1) von der Schrittweite h abhängig und es gilt

E ≤ Cρ(h)−N−2 → 0 für h→ 0.

5. In den Sätzen in diesem Abschnitt wurde vorausgesetzt, dass die Funk-
tionen β(x) und βk(x) aus a(x) exakt berechnet werden können. Sollte
es nicht möglich sein, diese exakt zu berechnen, kann man die auftre-
tenden Ableitungen mit Hilfe der Differentationsmatrix aus Abschnitt
2.3 an Chebyshevpunkten näherungsweise berechnen und diese Werte
dann mit Hilfe der baryzentrischen Interpolation an den Gitterpunkten
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xt, 1 ≤ t ≤ T, nähern. Dabei entsteht ein weiterer zusätzlicher Fehler,
der ebenfalls in den Abschätzungen berücksichtigt werden kann. In die-
ser Arbeit wurde nur der Fehler bei der Näherung des Phasenintegrals
(1.2) berücksichtigt, da in den Kapiteln 4 und 5 die Funktionen β(x)
und βk(x) exakt berechnet worden sind.

3.2.2 Quadraturfehler im Verfahren 2. Ordnung

Das Verfahren 2. Ordnung setzt sich aus 2 Matrizen, A1
mod,t und A

2
t , zusam-

men, die auf Grund ihrer Struktur im folgenden Beweis der Abschätzung
getrennt betrachtet werden.

Satz 3.11. Es sei a(x) ∈ C∞ [0; 1] eine beliebige, glatte und reellwertige
Funktion, die a(x) ≥ a0 > 0 im Intervall [0; 1] erfülle, und 0 < ε < 1 eine
beliebige, aber feste reelle Zahl und sei weiters (3.7) erfüllt. Dann gilt für
den Fehler im Verfahren 2. Ordnung (1.26) unter der Berücksichtigung des
Quadraturfehlers

∥∥∥Z(xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
3h2 + εC2min

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)

+ε3C3min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
, 1 ≤ t ≤ T. (3.34)

Dabei bezeichne Z(xt) die exakte Lösung, Z̃t die numerische Lösung mit feh-

lerbehafteter Phase φ̃ (xt), E den Fehler in der Phasenberechnung (3.1) und
‖·‖ eine beliebige Vektornorm in C2.

Satz 3.12. Es sei (3.7) erfüllt. Für den Fehler (3.6) im Verfahren 2. Ordnung
gilt
∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥ ≤ εC1min

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
+ε3C2min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
, 1 ≤ t ≤ T.

(3.35)

Beweis. ∣∣∣∣
(
A1

mod,t − Ã1
mod,t

)

2,1

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣−ıε2

(
β0 (xt+1) e

2ı
ε
φ(xt+1) − β0 (xt) e

2ı
ε
φ(xt)

)

+ε3
(
β1 (xt+1) e

2ı
ε
φ(xt+1) − β1 (xt) e

2ı
ε
φ(xt)

)

+ıε4β2 (xt+1) e
2ı
ε
φ(xt)

(
e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1

)

−ε5β3 (xt+1) e
2ı
ε
φ(xt)

(
e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1− 2ı

ε
(φ (xt+1)− φ (xt))

)
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+ıε2
(
β0 (xt+1) e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − β0 (xt) e

2ı
ε
φ̃(xt)

)

−ε3
(
β1 (xt+1) e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − β1 (xt) e

2ı
ε
φ̃(xt)

)

−ıε4β2 (xt+1) e
2ı
ε
φ̃(xt)

(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − 1

)

+ε5β3 (xt+1) e
2ı
ε
φ̃(xt)

(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − 1− 2ı

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)

))∣∣∣∣

≤ ε2
∣∣∣β0 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt+1)

)
− β0 (xt)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt)

)∣∣∣ (3.36)

+ε3
∣∣∣β1 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ̃(xt+1)

)
− β1 (xt)

(
e

2ı
ε
φ(xt) − e

2ı
ε
φ̃(xt)

)∣∣∣ (3.37)

+ε4
∣∣∣β2 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ(xt+1) − e

2ı
ε
φ̃(xt+1) + e

2ı
ε
φ̃(xt) − e

2ı
ε
φ(xt)

)∣∣∣ (3.38)

+ε5
∣∣∣β3 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ̃(xt+1) − e

2ı
ε
φ(xt+1) + e

2ı
ε
φ(xt) − e

2ı
ε
φ̃(xt)

)∣∣∣ (3.39)

+2ε4
∣∣∣β3 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ(xt) (φ (xt+1)− φ (xt))− e

2ı
ε
φ̃(xt)

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)

))∣∣∣ .
(3.40)

Die Terme (3.36) und (3.37) sind von der Struktur ähnlich zu (3.11) und man
erhält durch analoges Vorgehen

(3.36) ≤ εCmin (ε, E, h(E + E ′), h) , (3.41)

(3.37) ≤ ε2Cmin (ε, E, h(E + E ′), h) . (3.42)

Die Terme (3.38) und (3.39) sind von der Struktur ähnlich zu (3.10) und man
erhält auf analoge Weise

(3.38) ≤ ε3Cmin (ε, E, h) , (3.43)

(3.39) ≤ ε4Cmin (ε, E, h) . (3.44)

Für (3.40) erhält man mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

(3.40) = 2ε4
∣∣∣β3 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ(xt)φ′(η)h− e

2ı
ε
φ̃(xt)φ̃′(η̃)h

)∣∣∣

≤ 4ε4h ‖β3‖L∞(0;1) max
(
|φ′(η)| ,

∣∣∣φ̃′(η̃)
∣∣∣
)
. (3.45)

Wendet man die Abschätzung aus dem Mittelwertsatz für vektorwertige
Funktionen auf die Funktion

~f(x, y) = e
2ı
ε
x(y − x) =

(
(y − x) cos 2x

ε

(y − x) sin 2x
ε

)
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mit Jacobimatrix

~f ′(x, y) =

(
−2

ε
(y − x) sin 2x

ε
− cos 2x

ε
cos 2x

ε
2
ε
(y − x) cos 2x

ε
− sin 2x

ε
sin 2x

ε

)

an, erhält man

(3.40) ≤ 2ε4M ‖β3‖L∞(0;1)

√(
φ (xt)− φ̃ (xt)

)2
+
(
φ (xt+1)− φ̃ (xt+1)

)2

≤ 2
√
2ε4M ‖β3‖L∞(0;1)E, (3.46)

mit

M = max
s∈[0;1]

o
~f ′
(
φ̃ (xt) + s(φ (xt)− φ̃ (xt)), φ̃ (xt+1) + s(φ (xt+1)− φ̃ (xt+1))

)o
.

Dabei bezeichne 9 · 9 eine mit ‖·‖2 = |·| verträgliche Matrixnorm auf R2×2,

z. B. die Spektralnorm.
Fasst man (3.45) und (3.46) zusammen, ergibt sich

(3.40) ≤ ε4Cmin (h,E) . (3.47)

Insgesamt hat man mit (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) und (3.47)
∣∣∣∣
(
A1

mod,t − Ã1
mod,t

)
2,1

∣∣∣∣ ≤ εCmin (ε, E, h(E + E ′), h)

+ε2Cmin (ε, E, h(E + E ′), h)
+ε3Cmin (ε, E, h)
+ε4Cmin (ε, E, h)
+ε4Cmin (h,E) .

(3.48)

Da ε < 1 vorausgesetzt wird, ist (3.48) für ε → 0 von der Größenordnung
O (εmin (ε, E, h(E + E ′), h)) und somit ergibt sich für diesen Teil

∣∣∣∣
(
A1

mod,t − Ã1
mod,t

)

2,1

∣∣∣∣ ≤ εCmin (ε, E, h(E + E ′), h) . (3.49)

Für den zweiten Teil betrachtet man
∣∣∣∣
(
A2

t − Ã2
t

)

2,2

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ıε
3 ((xt+1)− (xt))

β (xt+1)β0 (xt+1) + β (xt) β0 (xt)

2

−ε4β0 (xt) β0 (xt+1)
(
e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1

)

−ıε5β1 (xt+1) (β0 (xt)− β0 (xt+1))

(
e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt)) − 1− 2ı

ε
(φ (xt+1)− φ (xt))

)
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−ıε3 ((xt+1)− (xt))
β (xt+1) β0 (xt+1) + β (xt) β0 (xt)

2

+ε4β0 (xt) β0 (xt+1)
(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − 1

)

+ıε5β1 (xt+1) (β0 (xt)− β0 (xt+1))

(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − 1− 2ı

ε

(
φ̃ (xt+1)− φ̃ (xt)

))∣∣∣∣

≤ ε4
∣∣∣β0 (xt)β0 (xt+1)

(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt))

)∣∣∣ (3.50)

+ε5
∣∣∣β1 (xt+1) (β0 (xt)− β0 (xt+1))

(
e

2ı
ε (φ̃(xt+1)−φ̃(xt)) − e

2ı
ε
(φ(xt+1)−φ(xt))

)∣∣∣
(3.51)

+2ε4
∣∣∣β1 (xt+1)

(
φ̃ (xt+1)− φ (xt+1) + φ (xt)− φ̃ (xt)

)∣∣∣ (3.52)

Mit der Dreiecksungleichung erhält man für (3.50) die Abschätzung

(3.50) ≤ 2ε4 ‖β0‖2L∞(0;1) . (3.53)

Wendet man die Abschätzung aus dem Mittelwertsatz für vektorwertige
Funktionen auf

~f(x, y) = e
2ı
ε
(x−y) =

(
cos 2

ε
(x− y)

sin 2
ε
(x− y)

)
(3.54)

mit Jacobimatrix

~f(x, y) =
2

ε

(
− sin 2

ε
(x− y) sin 2

ε
(x− y)

cos 2
ε
(x− y) − cos 2

ε
(x− y)

)
(3.55)

an, erhält man
(3.50) ≤ 4ε3 ‖β0‖2L∞(0;1)E, (3.56)

da die Jacobimatrix (3.55) Spektralnorm 2
√
2

ε
hat.

Wendet man zuerst den Mittelwertsatz der Differentialrechnung im Exponen-
ten an und erst anschließend den Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen
mit der in (3.13) definierten Funktion, erhält man

(3.50) = ε4
∣∣∣β0 (xt)β0 (xt+1)

(
e

2ı
ε
φ̃′(η̃)h − e

2ı
ε
φ′(η)h

)∣∣∣

≤ 2ε3 ‖β0‖2L∞(0;1) h
∣∣∣φ̃′(η̃)− φ′(η)

∣∣∣

≤ 4ε3 ‖β0‖2L∞(0;1) hmax
(∣∣∣φ̃′(η̃)

∣∣∣ , |φ′(η)|
)

(3.57)
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Aus (3.53), (3.56) und (3.57) erhält man

(3.50) ≤ ε3Cmin (ε, E, h) . (3.58)

Für (3.51) erhält man mit der Dreiecksungleichung

(3.51) ≤ 4ε5 ‖β0‖L∞(0;1) ‖β1‖L∞(0;) . (3.59)

Wendet man wieder den Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen mit der
in (3.54) definierten Funktion und den Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung an, erhält man

(3.51) ≤ 4ε4 ‖β1‖L∞(0;1) ‖β ′
0‖L∞(0;1) hE (3.60)

Fasst man (3.59) und (3.60) zusammen, ergibt sich

(3.51) ≤ ε4Cmin (ε, hE) . (3.61)

Für (3.52) erhält man mit der Dreiecksungleichung und Bedingung (3.7b)

(3.52) ≤ 8ε4 ‖β1‖L∞(0;1) max
(
|φ (xt)| , |φ (xt+1)| ,

∣∣∣φ̃ (xt)
∣∣∣ ,
∣∣∣φ̃ (xt+1)

∣∣∣
)
.

(3.62)

Unter Verwendung von
∣∣∣φ− φ̃

∣∣∣ ≤ E erhält man

(3.52) ≤ 8ε4 ‖β1‖L∞(0;1)E. (3.63)

Mit demMittelwertsatz der Differentialrechnung und Bedingung (3.7b) erhält
man

(3.52) = 2ε4
∣∣∣β1 (xt+1)h

(
φ̃′(η̃)− φ′(η)

)∣∣∣

≤ 2ε4 ‖β1‖L∞(0;1) hmax
(∣∣∣φ̃′(η̃)

∣∣∣ , |φ′(η)|
)
. (3.64)

Somit erhält man die Abschätzung

(3.52) ≤ ε4Cmin (1, E, h) . (3.65)

Aus (3.58), (3.61) und (3.65) erhält man die Abschätzung

∣∣∣∣
(
A2

t − Ã2
t

)
2,2

∣∣∣∣ ≤ ε3Cmin (ε, E, h)

+ε4Cmin (ε, hE)
+ε4Cmin (1, E, h) .

(3.66)
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Aus (3.66) erhält man, da ε < 1 ist,

∣∣∣∣
(
A2

t − Ã2
t

)
2,2

∣∣∣∣ ≤ ε3Cmin (ε, E, h) . (3.67)

Somit ergibt sich aus (3.49) und (3.67) für den ersten Schritt des Verfahrens

∥∥∥Z2 − Z̃2

∥∥∥ =
∥∥∥
(
I + A1

mod,1 + A2
1

)
Z1 −

(
I + Ã1

mod,1 + Ã2
1

)
Z1

∥∥∥

=
∥∥∥IZ1 + A1

mod,1Z1 + A2
1Z1 − IZ1 − Ã1

mod,1Z1 − Ã2
1Z1

∥∥∥

=
∥∥∥
(
A1

mod,1 − Ã1
mod,1

)
Z1 +

(
A2

1 − Ã2
1

)
Z1

∥∥∥

≤
∥∥∥
(
A1

mod,1 − Ã1
mod,1

)
Z1

∥∥∥+
∥∥∥
(
A2

1 − Ã2
1

)
Z1

∥∥∥
≤ εC1min (ε, E, h(E + E ′), h) + ε3C2min (ε, E, h) .

Da (T −1) = 1
h
Schritte notwendig sind, um ZT und Z̃T zu berechnen, erhält

man für den globalen Fehler

∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥ ≤ εC1min

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
+ ε3C2min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
. (3.68)

Beweis von Satz 3.11. Aus der Dreiecksungleichung, (1.32) aus Satz 1.1 und
(3.35) aus Satz 3.11 folgt

∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ =
∥∥∥Z (xt)− Zt + Zt − Z̃t

∥∥∥

≤ ‖Z (xt)− Zt‖+
∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥

≤ C1ε
3h2 + εC2min

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
+ ε3C3min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
.

Bemerkung 3.13. Bemerkung 3.10 lässt sich auch auf diesen Abschnitt mit
den Abschätzungen für das Verfahren 2. Ordnung übertragen.

3.2.3 Quadraturfehler in der Berechnung von U

Aus Z kann U durch (1.29),

Ut = P−1e
ı
ε
Φε(xt)Zt,
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berechnet werden. Da die Matrizen P−1, (1.14,)

P−1 =
1√
2

(
−ı 1
1 −ı

)
,

und Φε (xt) , (1.16),

Φε (x) =




∫ x

0

(√
a (τ)− ε2β (τ)

)
dτ 0

0 −
∫ x

0

(√
a (τ)− ε2β (τ)

)
dτ



 ,

unitär sind, ist das Produkt P−1e
ı
ε
Φε(xt) ebenfalls unitär. Da für eine unitäre

Matrix A ∈ C2×2

‖Ax‖2 = ‖x‖2 ∀x ∈ C
2

gilt, folgt
‖Ut‖2 =

∥∥P−1e
ı
ε
Φε(xt)Zt

∥∥
2
= ‖Zt‖2 .

Betrachtet man jedoch
∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥
2

=
∥∥∥P−1e

ı
ε
Φε(xt)Z (xt)− P−1e

ı
ε
Φ̃ε(xt)Z̃t

∥∥∥
2

=
∥∥∥P−1

(
e

ı
ε
Φε(xt)Z (xt)− e

ı
ε
Φ̃ε(xt)Z̃t

)∥∥∥
2

=
∥∥∥e

ı
ε
Φε(xt)Z (xt)− e

ı
ε
Φ̃ε(xt)Z̃t

∥∥∥
2
,

muss der Quadraturfehler bei der Berechnung von Φ̃ε (xt) noch berücksichtigt
werden.
In Satz 1.1 wird dies soweit berücksichtigt, dass

‖U (xt)− Ut‖
mit (1.31),

‖U (xt)− Ut‖ ≤ C
hγ

ε
+ Cε2min (ε, h) ,

im Verfahren 1. Ordnung und mit (1.33),

‖U (xt)− Ut‖ ≤ C
hγ

ε
+ Cε3h2,

im Verfahren 2. Ordnung, jeweils für 1 ≤ t ≤ T, abgeschätzt wird. Dabei
wurde jedoch vorausgesetzt, dass das Phasenintegral (1.2),

φ (x) =

∫ x

0

(√
a (τ)− ε2β (τ)

)
dτ,

in der Berechnung von Z exakt berechnet worden war. Diese Abschätzungen
können erweitert werden, indem man auch bei der Berechnung von Z den
Quadraturfehler berücksichtigt.
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Satz 3.14. Es sei a(x) ∈ C∞ [0; 1] eine beliebige, glatte und reellwertige
Funktion, die a(x) ≥ a0 > 0 im Intervall [0; 1] erfülle, und 0 < ε < 1 eine
beliebige, aber feste reelle Zahl und sei weiters (3.7) erfüllt. Dann gilt für den
Fehler in U im Verfahren 1. Ordnung für 1 ≤ t ≤ T

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥
2
≤ C1

E

ε
+ C2ε

2min (ε, h) + C3εmin

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)
,

(3.69)
und im Verfahren 2. Ordnung für 1 ≤ t ≤ T

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥
2

≤ C1
E

ε
+ C2ε

3h2 + εC3min

(
ε

h
,
E

h
, (E + E ′), 1

)

+ε3C4min

(
ε

h
,
E

h
, 1

)
. (3.70)

Dabei bezeichne E wieder den Fehler (3.1), der bei der Berechnung der Phase
(1.2) entsteht.

Beweis. Verwendet man die Dreiecksungleichung, erhält man

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥
2

=
∥∥∥U (xt)− Ut + Ut − Ũt

∥∥∥
2

≤ ‖U (xt)− Ut‖2 +
∥∥∥Ut − Ũt

∥∥∥
2

= ‖U (xt)− Ut‖2 +
∥∥∥P−1e

ı
ε
Φ̃ε(xt)Zt − P−1e

ı
ε
Φ̃ε(xt)Z̃t

∥∥∥
2

= ‖U (xt)− Ut‖2 +
∥∥∥P−1e

ı
ε
Φ̃(xt)

(
Zt − Z̃t

)∥∥∥
2

= ‖U (xt)− Ut‖2 +
∥∥∥Zt − Z̃t

∥∥∥
2
.

Mit (1.31) und (3.9) aus Satz 3.6 folgt die Abschätzung für das Verfahren
1. Ordnung. Mit (1.33) und (3.35) aus Satz 3.12 folgt die Abschätzung für
das Verfahren 2. Ordnung. Dabei wurde jeweils der Ausdruck hγ durch einen
allgemeinen Fehler E aus (3.1) ersetzt.

Bemerkung 3.15. Verwendet man statt der 2−Norm eine andere Vektornorm,
gilt die Gleichheit der Normen von U und Z nicht mehr. Satz 3.14 lässt sich
auch mit einer beliebigen Norm formulieren, man verwendet dann im Beweis
statt der Eigenschaft unitärer Matrizen, dass die entsprechende Norm der
Transformationmatrizen konstant ist.
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Kapitel 4

Numerisches Beispiel mit
a(x) = (x + 1

2)
2

In diesem Kapitel wird

a(x) =

(
x+

1

2

)2

(4.1)

gewählt, um zu zeigen, welche Auswirkungen die Verwendung einer auf Spek-
tralmethoden basierenden Quadratur hat. Die Funktion erfüllt die Voraus-
setzungen a(x) ∈ C∞ [0; 1] und a(x) ≥ a0 > 0 für alle x aus [0; 1] .
Die Funktionen β(x), β1(x), β2(x) und β3(x), die in den WKB-Verfahren ver-
wendet werden, ergeben sich aus (1.3) und (1.25) und haben hier die Form

β(x) =
−3

(2x+ 1)3
, (4.2)

β0(x) =
−3

(2x+ 1)4 + 6ε2
, (4.3)

β1(x) =
24 (2x+ 1)6

(
(2x+ 1)4 + 6ε2

)3 , (4.4)

β2(x) =
−288 (2x+ 1)8

(
(2x+ 1)4 − 6ε2

)
(
(2x+ 1)4 + 6ε2

)5 , (4.5)

und

β3(x) =
4608 (2x+ 1)10

(
(2x+ 1)8 − 18ε2 (2x+ 1)4 + 36ε4

)
(
(2x+ 1)4 + 6ε2

)7 . (4.6)
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Setzt man in (1.11) x = 0 und verwendet die Anfangsbedingung von (1.10),
erhält man die Anfangsbedingung für (1.12)

UI = U(0) =

(
1√
2

ε
√
2− ı√

2

)
.

Mit der Matrix P aus (1.13) erhält man daraus die Anfangsbedingung für
(1.17)

ZI = Z(0) =

(
ε

1 + ıε

)
.

Das Phasenintegral (1.2) lässt sich für diese Wahl von a(x) exakt berechnen,

φ (x) =

∫ x

0

(√
a (τ)− ε2β (τ)

)
dτ

=

∫ x

0

(
τ +

1

2
+

3ε2

(2τ + 1)3

)
dτ

=
τ 2

2
+
τ

2
− 3ε2

4 (2τ + 1)2

∣∣∣∣
x

0

=
x2

2
+
x

2
− 3ε2

4 (2x+ 1)2
+

3ε2

4
. (4.7)

Mit (4.7) wurde eine Referenzlösung Zref für die beiden Verfahren auf einem
Gitter der Schrittweite h = 10−7 berechnet, mit der die Lösungen Znum, in
der die Funktion φ (x) mit einer Quadratur berechnet worden ist, verglichen
werden. Dazu wird die L2−Norm auf [0; 1] mit

‖Zref − Znum‖L2[0;1] =

√√√√
T∑

t=1

‖Zref (xt)− Znum (xt)‖22 h

=

√√√√
T∑

t=1

(
(Zref (xt)− Znum (xt))

2
1 + (Zref (xt)− Znum (xt))

2
2

)
h (4.8)

berechnet und auch der Fehler in U wird mit dieser Norm gemessen.

4.1 Quadraturfehler

4.1.1 mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.3

Verwendet man zur Berechnung von (1.2) die Quadratur aus Abschnitt 2.3,
lässt sich im Gegensatz zur Clenshaw-Curtis Quadratur keine a priori Fehler-
abschätzung, wie in Satz 2.12, angeben, sondern es können nur a posteriori
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Fehlerschranken mit (4.7) bestimmt werden.
Dazu betrachtet man (3.1),

E =
∥∥∥φ (x)− φ̃ (x)

∥∥∥
∞

= max
1≤t≤T

∣∣∣φ (xt)− φ̃ (xt)
∣∣∣ ,

wobei der Parameter ε und die Schrittweite h = xt+1 − xt fest bleiben, um
eine Fehlerabschätzung der Form

EN ≤ C · 10κN = C · eλN

zu erhalten. Diese Konstanten findet man in Tab. A.1. Diese Fehlerabschät-
zung gilt ab N ≥ 2, da φ′ (x) als Differenz eines Polynoms,

√
a (x) = x+ 1

2
,

und einer analytischen Funktion, ε2β (x) = −3ε2

(2x+1)3
, geschrieben werden kann

und das Verfahren Polynome vom Grad N − 1 exakt integriert. Somit liefert
der Polynomanteil, abgesehen von Rundungsfehlern im Bereich von 10−16,

keine Beiträge zum Quadraturfehler. Dies erkennt man auch daran, dass die
Exponenten κ bzw. λ für festes h unabhängig von ε sind, einzig die Konstante
C fällt auf Grund des Faktors ε2 mit dem Faktor 10−2, wenn ε um einen
Faktor 10 abnimmt.
Wählt man den Grad N des interpolierenden Chebyshevpolynoms und ε fest,
lässt sich eine Fehlerabschätzung

Eh ≤ C · hγ

in Abhängigkeit der Schrittweite h angeben. Die Konstanten C und γ sind
für verschiedene Werte von N in Tab. A.2 angegeben.
Die Konvergenzordnung γ entspricht den Aussagen über das Verfahren, die
in Abschnitt 2.3 in Bemerkung 2.18 gemacht worden sind. Für N = 2 ergibt
sich γ ≈ 2, wie man es für die Mittelpunktsregel erwartet und für N = 4
ist, wie bei der Simpsonregel, γ ≈ 4. Für N = 5 ist nur mehr für ε = 10−1

γ ≈ 5 und für N = 10 trifft γ ≈ N nicht mehr zu, da hier die maximale
Genauigkeit schon sehr schnell erreicht ist und daher die Konstanten nicht
mehr sinnvoll berechnet werden können.
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N=4 ε=10−3
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Abbildung 4.1: Fehler im Phasenintegral
mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.3 und
Simpsonregel

In. Abb. 4.1 sind die Fehler für
das Simpsonverfahren, N = 4
und N = 10 abgebildet. Man
erkennt deutlich, dass das Kon-
vergenzverhalten für N = 4
und das des Simpsonverfahrens
gleich ist. Weiters sieht man,
dass für N = 10 und ε = 10−1

bzw. ε = 10−5 der Fehler im
ersten Schritt um hγ mit γ aus
Tab. A.2 fällt.

4.1.2 mit der Clenshaw-Curtis Quadratur

In Satz 2.12 wird eine Abschätzung des Fehlers in Abhängigkeit von ρ, der
Summe der beiden Halbachsen der Ellipse Eρ (vgl. (2.32)), auf der die Funk-
tion analytisch ist, angegeben. Daher ist es das Ziel dieses Abschnittes, einen
Zusammenhang zwischen der Schrittweite h und ρ herzustellen. Ähnlich wie
die Funktion aus Beispiel 2.9 wird dazu der analytische Teil des Integranden
vom Intervall [xt; xt+1] mit (2.25) in des Intervall [−1; 1] transformiert und
dort in eine Chebyshevreihe entwickelt. Der Polynomanteil wird nach Satz
2.11 für N ≥ 1 exakt integriert und deshalb im Quadraturfehler nicht weiter
berücksichtigt.
Da es sich bei der Funktion β(x) genau um die Funktion aus Beispiel 3.4
handelt, kann der Zusammenhang zwischen ρ und h aus (3.5),

ρ = 1 +
2

h
,

übernommen werden. Somit lässt sich der Fehler bei der Berechnung des
Phasenintegrals (1.2),

φ(x) =

∫ x

0

(
τ +

1

2
+

3ε2

(2τ + 1)3

)
dτ,

auf den Fehler der Berechnung von

φ̃2(x) ≈
∫ x

0

−3

(2τ + 1)3
dτ
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multipliziert mit ε2 einschränken.
Analog zu den Fehlerkonstanten aus Abschnitt 4.1.1 lassen sich auch für die
aufsummierte Clenshaw-Curtis Quadratur a posteriori Abschätzungen

EN ≤ C · 10κN = C · eλN

bei festem h und ε bzw.
Eh ≤ C · hγ

bei festem N und ε mit Hilfe von (4.7) angeben. Die Werte der Konstanten
von EN findet man für Schrittweiten h = 100 und h = 10−1 in Tab. A.3.
Für kleinere Schrittweiten lassen sich die Konstanten nicht mehr sinnvoll
berechnen, da hier EN auf Größenordnung der Maschinengenauigkeit gefallen
ist. Die Konstanten für Eh sind in Tab. A.4 angegeben. Man erkennt die in
Bsp. 3.4 erwähnte Fehlerordnung O(hN+2) und der Fehler kann mit

E ≤ C · hN+2 (4.9)

abgeschätz werden. Da jedoch, wenn ε kleiner und zusätzlich N größer wird,
der Fehler sehr schnell im Bereich der Maschinengenauigkeit ist, können die
Konstanten nur mehr eingeschränkt berechnet werden und die berechnete
Fehlerordnung stimmt nicht mehr mit der theoretischen Fehlerordnung über-
ein.

4.1.3 mit baryzentrischer Interpolation

Der erste Teil des Phasenintegrals (1.2),

φ(x) =

∫ x

0

(
τ +

1

2
+

3ε2

(2τ + 1)3

)
dτ,

ist schon in Beispiel 2.10 berechnet worden und dort ist schon gezeigt worden,
dass er für N ≥ 2 exakt berechnet werden kann. Somit liefert auch hier der
Polynomanteil des Integranden keinen Beitrag zum Fehler. Der Fehler ergibt
sich durch die Berechnung von

φ̃2(x) ≈
∫ x

0

−3

(2τ + 1)3
dτ.

Diese Funktion ist schon in Beispiel 3.1 betrachtet worden und jetzt soll
zusätzlich eine Abschätzung des Fehlers angegeben werden.
Mit (3.2) erhält man eine, wie in Abschnitt 3.1.1 gezeigt, von h unabhängi-
ge Fehlerabschätzung, die durch die in das Intervall [−1;−1] transformierte
Funktion bestimmt ist. Da die mit (2.25) erhaltene Transformierte von β(x),

βT (u) =
−3

(u+ 2)3
,
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bei u = −2 einen Pol dritter Ordnung hat, hat die Stammfunktion an dieser
Stelle einen Pol zweiter Ordnung. Daher kann man die Summe der Halbach-
sen

ρ < 2 +
√
3

bestimmen, sodass die Funktion innerhalb und auf der Ellipse Eρ analytisch
ist. In den Beispielen aus [BT, Section 6] wird für die Abschätzungen des
Interpolationsfehlers der Wert für ρ verwendet, bei dem der Pol auf Eρ liegt.
Das ergibt für diese Art der Phasenberechnung einen Fehler

E ≤ C
(
2 +

√
3
)−N

≈ C · 3.73−N . (4.10)

Bestimmt man ρ und C experimentell, erhält man ρ ≈ 3.5 und C ≈ 3.

4.2 Verfahren 1. Ordnung

Mit den Abschätzungen aus Abschnitt 4.1 lassen sich die Abschätzungen
(3.8) aus Satz 3.5 für Z und (3.69) aus Satz 3.14 für U für das konkrete
Beispiel mit

φ(x) =

∫ x

0

(
τ +

1

2
+

3ε2

(τ + 1)3

)
dτ (4.11)

präzisieren. Zur Vereinfachung wird das Integral in zwei Teile,

φ̃1(x) ≈
∫ x

0

(
τ +

1

2

)
dτ (4.12)

und

φ̃2(x) ≈
∫ x

0

−3

(2τ + 1)3
dτ, (4.13)

geteilt, die getrennt voneinander berechnet werden.
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 N=2 ε=10−1

N=2 ε=10−2

N=2 ε=10−3

N=2 ε=10−4

N=2 ε=10−5

baryzentrisch ε=10−1

baryzentrisch ε=10−2

baryzentrisch ε=10−3

baryzentrisch ε=10−4

baryzentrisch ε=10−5

Abbildung 4.2: Fehler bei der Berechnung
von Z mit dem WKB-Verfahren 1. Ord-
nung

In Abb. 4.2 ist der Fehler in
Z mit der in (4.8) definierten
Norm abgebildet. Für die ba-
ryzentrische Interpolation
der Phase wurde der Integrand
von (4.12) bis N = 2 und der
Integrand von (4.13) bis
N = 34 entwickelt (siehe da-
zu Beispiel 3.1). Man erkennt,
dass hier die Art der Phasen-
berechnung keinen Einfluss auf
den Fehler im Verfahren hat,
da nur (4.13) einen Beitrag
liefert und dieser noch mit ε2

multipliziert wird.
Für diese Wahl der Funktion a(x) lässt sich mit Satz 3.5 eine Fehlerabschätzung
formulieren.

Satz 4.1. Es sei a(x) =
(
x+ 1

2

)2
und 0 < ε < 1 eine beliebige, aber feste

reelle Zahl. Dann gilt für den Fehler im Verfahren 1. Ordnung (1.20),

1.
∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
2min (ε, h) + C2ε

3hN+2, 1 ≤ t ≤ T, (4.14)

wenn (4.11) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur, die
bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2.
∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
2min (ε, h) + C2ε

3
(
2 +

√
3
)−N

, 1 ≤ t ≤ T,

(4.15)
wenn (4.11) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.

Beweis. 1. Für die Berechnung mit aufsummierter Clenshaw-Curtis Qua-
dratur entnimmt man Tab. A.4, dass die größte Konstante, um den
Faktor ε2 bereinigt, C = 0.45 ist. Somit ist, wenn man E noch mit ε2

multipliziert, da nur der Fehler zwischen φ2(x) und φ̃2(x) einen Beitrag
liefert,

min
( ε
h
, Cε2hN+1, Cε2hN+2, 1

)
≤ Cε2hN+2

und man erhält (4.14) aus (3.8).
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2. Für die Berechnung mit baryzentrisch interpolierter Stammfunktion

ist E =
(
2 +

√
3
)−N ≈ 3 · 3.73−N nach (4.10) aus Abschnitt 4.1.3,

multipliziert mit ε2 ergibt

min

(
ε

h
,
3ε23.73−N

h
, 3ε23.73−N , 1

)
≤ 3ε23.73−N

und man erhält (4.15) aus (3.8).
Nach Bemerkung 3.10 Punkt 3 kann auf (3.7a) verzichtet werden und somit
ist hier der Fehler E ′ nicht berücksichtigt worden.

Bemerkung 4.2. Wie schon in Bemerkung 3.10 Punkt 1 erwähnt, muss der
Fehler, der durch die Berechnung von (4.11) entsteht, nicht gegen Null gehen.
Entwickelt man bei der Berechnung mit baryzentrischer Interpolation weit
genug, sodass die Koeffizienten der Chebyshevreihe im Bereich der Maschi-
nengenauigkeit liegen, für das konkrete Beispiel bis N = 34, ist

E ≈ 3 · 3.73−34 ≈ 10−19.

Somit ist der zusätzliche Fehler im Vergleich zu ε2min (ε, h) vernachlässigbar
klein.
Ist N nicht groß genug gewählt, gibt es eine gewisse Schrittweite h0, sodass
für Schrittweiten h ≤ h0

ε2min (ε, h) ≤ ε3
(
2 +

√
3
)−N

gilt und der Fehler somit konstant bleibt.

Berechnet man aus Z mit (1.29) U, wird der zusätzliche Fehlerterm in
der Fehlerabschätzung von U je nach gewähltem Verfahren zu

E

ε
= εChN+2,

wenn eine aufsummierte Clenshaw-Curtis Quadratur verwendet wird und

E

ε
= εC

(
2 +

√
3
)−N

,

wenn die genäherte Stammfunktion baryzentrisch interpoliert wird. Damit
erhält man

Satz 4.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt für den Fehler in U
im Verfahren 1. Ordnung für 1 ≤ t ≤ T,
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1.
∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1εh
N+2 + C2ε

2min (ε, h) + C3ε
3hN+2, (4.16)

wenn (4.11) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur, die
bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2.

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1ε
(
2 +

√
3
)−N

+C2ε
2min (ε, h)+C3ε

3
(
2 +

√
3
)−N

,

(4.17)
wenn (4.11) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.
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Abbildung 4.3: Fehler bei der Berechnung
von U mit dem WKB-Verfahren 1. Ord-
nung

In Abb. 4.3 ist der Fehler in
U für eine baryzentrisch in-
terpolierte Phase mit N = 34
und zwei mit summierter Clen-
shaw-Curtis Quadratur
(N = 2 und N = 10) be-
rechneten Phasen abgebildet.
Man sieht, dass bei der sum-
mierten Clenshaw-Curtis Qua-
dratur bei kleinen Schrittwei-
ten die Wahl von N Auswir-
kung auf den Fehler hat. Ein-
zig wenn ε = 10−1 gewählt
wird, hat die Wahl vonN fast
keinen Einfluss. Ob die Phase
mit einer summierten Clen-

shaw-Curtis Quadratur mit N = 10 oder mit baryzentrischer Interpolati-
on mit N = 34 berechnet wird, hat nahezu keinen Einfluss auf den Fehler.
Durch numerische Effekte wie Rundungs- und Auslöschungsfehler steigt bei
kleinem ε der Fehler wieder an, da hier ε2min (ε, h) sehr schnell im Bereich
der Maschinengenauigkeit ist.
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Abbildung 4.4: Vergleich von Spektralme-
thoden mit Simpsonverfahren im Verfahren
1. Ordnung

Um die Verbesserung des Feh-
lers bei der Verwendung von
Spektralmethoden im Gegen-
satz zu anderen Quadratur-
verfahren wie z. B. einer Simp-
sonquadratur deutlich zu ma-
chen, ist in Abb. 4.4 sowohl
der Fehler bei der Berechnung
von Z als auch von U abge-
bildet.
Wie schon bei der Berechnung
von Z erwähnt, hat die Wahl
des Quadraturverfahrens kei-
nen Einfluss auf den Fehler in
Z. Der Fehler in der Berech-
nung von U wird jedoch bei

der Verwendung eines auf Spektralmethoden basierenden Quadraturverfah-
rens verbessert, wenn bei großer Schrittweite h der Parameter ε klein ist. In
Abb. 4.3 ist ersichtlich,dass für ε = 10−1 die aufsummierte Clenshaw-Curtis
Quadratur, die mit N = 2 von derselben Fehlerordnung wie das Simpsonver-
fahren ist, denselben Fehler wie die Variante mit baryzentrisch interpolierter
Phase liefert. Wird ε kleiner, verbessert die Verwendung von Spektralmetho-
den den Verfahrensfehler bei der Berechnung von U.
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Z ε=10−1

Z ε=10−2

Z ε=10−3

Z ε=10−4

Z ε=10−5

Abbildung 4.5: Beispiel für konstanten Feh-
ler

Abb. 4.5 zeigt, das der Fehler
konstant bleibt, wenn N bei
der baryzentrischen Interpo-
lation zu klein gewählt wird,
sodass die Koeffizienten der
Reihenentwicklung des Inte-
granden im Vergleich zur Ma-
schinengenauigkeit nicht ver-
nachlässigbar klein werden.
Im konkreten Fall wurde
N = 2 gewählt, sodass nur
φ1(x) (4.12) exakt berechnet
wird. Für ε = 10−1 ergibt das
für den Fehlerterm der Pha-

senberechnung 3ε33.73−2 ≈ 2.16 · 10−4, für ε = 10−2 den Wert
3ε33.73−2 ≈ 2.16 · 10−7 und für ε = 10−3 erhält man 3ε33.73−2 ≈ 2.16 · 10−10.

Diese Werte sind auch in Abb. 4.5 ersichtlich. Die in Bemerkung 4.2 erwähn-
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te Schrittweite h0 liegt für ε = 10−1 bei h0 = 10−3. Bei ε = 10−5 ist nicht
mehr zu erkennen, dass der Fehler konstant ist, da hier der zusätzliche Fehler,
ebenso wie ε2min (ε, h) schon im Bereich der Maschinengenauigkeit ist.

4.3 Verfahren 2. Ordnung

Analog zu den Fehlerabschätzungen für das WKB-Verfahren 1. Ordnung las-
sen sich mit (4.9) und (4.10) Abschätzungen für das WKB-Verfahren ange-

ben, wenn a(x) =
(
x+ 1

2

)2
gewählt wird. Man erhält

Satz 4.4. Es sei a(x) =
(
x+ 1

2

)2
und 0 < ε < 1 eine beliebige, aber feste

reelle Zahl. Dann gilt für den Fehler im Verfahren 2. Ordnung (1.26) für
1 ≤ t ≤ T,

1. ∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
3h2 + C2ε

3hN+2 + C3ε
5hN+1, (4.18)

wenn (4.11) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur, die
bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2. ∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
3h2 + C2ε

3
(
2 +

√
3
)−N

+C3ε
3min

(
ε
h
,
3ε2(2+

√
3)

−N

h
, 1

)
,

(4.19)

wenn (4.11) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.

Beweis. Der erste Teil des zusätzlichen Fehlers entspricht für beide Arten
der Phasenberechnung dem zusätzlichen Fehler des Verfahrens 1. Ordnung
(Satz 4.1). Für den Fehler, der durch A2

t entsteht, ergibt sich

1. bei aufsummierter Clenshaw-Curtis Quadratur mit (4.9) und den Kon-
stanten aus Tab. A.4

min

(
ε

h
,
ε2E

h
, 1

)
≤ ε2hN+1

und man erhält damit (4.18);

2. bei baryzentrischer Interpolation (4.19) mit (4.10).
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Bemerkung 4.5. Wenn N groß genug gewählt wird, ist

min

(
ε

h
,
3ε2
(
2 +

√
3
)−N

h
, 1

)
=

3ε2
(
2 +

√
3
)−N

h
.

Ist N = 34, wie in den folgenden Plots, hat man für den zusätzlichen Fehler-
term

min

(
ε

h
,
3ε2
(
2 +

√
3
)−34

h
, 1

)
≈ ε2 · 10−19

h
.

Ist ε = 10−1 und h = 10−6, ist dieser Wert immer noch im Bereich der
Maschinengenauigkeit und somit vernachlässigbar klein.
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Abbildung 4.6: Fehler bei der Berechnung
von Z mit dem WKB-Verfahren 2. Ord-
nung

Dass, sowie im Verfahren 1.
Ordnung, auch im Verfahren
2. Ordnung die Wahl der Qua-
dratur keinen Einfluss auf den
Verfahrensfehler bei der Be-
rechnung von Z hat, ist in
Abb. 4.6 ersichtlich. Auch hier
wurde für die baryzentrische
Interpolation (4.12) bis
N = 2 und (4.13) bis N = 34
entwickelt. Wählt man
ε = 10−1 oder ε = 10−2, er-
kennt man die Fehlerordnung
h2 des Verfahrens. Wird ε klei-
ner gewählt, haben numeri-
sche Effekte Einfluss auf den

Fehler, da die Grenze der Genauigkeit in Matlab durch den Faktor ε3 sehr
schnell erreicht ist.
Auch im Verfahren 2. Ordnung lässt sich eine Fehlerabschätzung für den
Fehler in U für diese Wahl der Funktion a(x) formulieren. Wenn man in
dem zusätzlichen Fehlerterm E

ε
den Quadraturfehler durch (4.9) bzw. (4.10)

ersetzt und wieder berücksichtigt, dass nur (4.13) einen Beitrag liefert und
daher wieder mit ε2 multipliziert werden muss, erhält man

Satz 4.6. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.4 gilt für den Fehler in U
im Verfahren 2. Ordnung für 1 ≤ t ≤ T,

1.
∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1εh
N+2 + C2ε

3h2 + C3ε
3hN+2 + C4ε

5hN+1, (4.20)
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wenn (4.11) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur, die
bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2.

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1ε
(
2 +

√
3
)−N

+ C3ε
3
(
2 +

√
3
)−N

+C2ε
3h2 + C4ε

3min

(
ε

h
,
3ε2
(
2 +

√
3
)−N

h
, 1

)
,

(4.21)

wenn (4.11) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.
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Abbildung 4.7: Fehler bei der Berechnung
von U mit dem WKB-Verfahren 2. Ord-
nung

Abb. 4.7 zeigt den Fehler in
U, wenn die Phase (4.11) mit
einer aufsummierten Clenshaw-
Curtis Quadratur mit
N = 2 und N = 10 und mit
einer baryzentrischen Interpo-
lation, mit einer Entwicklung
von (4.12) bis N = 2 und
(4.13) bis N = 34, berechnet
wird. Für kleine Werte des Pa-
rameters ε ist ein deutlicher
Unterschied zwischen den Va-
rianten der Phasenberechnung
erkennbar. Besonders bei
ε = 10−3 und ε = 10−4 zeigt
sich, dass die Methode mit ba-

ryzentrischer Interpolation, die fast keinen Unterschied zur summierten Va-
riante mit N = 10 aufweist, der summierten Quadratur mit N = 2 überlegen
ist.
Vergleicht man die Phasenberechnung mit baryzentrischer Interpolation mit
der Phasenberechnung mit dem Simpsonverfahren, erkennt man in Abb. 4.8,
dass bei der baryzentrischen Interpolation im Vergleich zum Simpsonverfah-
ren der zusätzliche Fehlerterm in der Berechnung von U keine Auswirkung

auf den Gesamtfehler hat, da
(
2 +

√
3
)−34 ≈ 3.5 · 10−20 ist und somit unter-

halb der Genauigkeit von Matlab liegt.
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baryzentrisch Z ε=10−2
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baryzentrisch Z ε=10−4

baryzentrisch U ε=10−2
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Abbildung 4.8: Vergleich von Spektralme-
thoden mit Simpsonverfahren im Verfahren
2. Ordnung

Dies ist besonders deutlich bei
ε = 10−3 zu erkennen. Hier
sieht man den zusätzlichen Feh-
lerterm bei der Berechnung
von U, wenn das Simpsonver-
fahren verwendet worden ist.
Bei der Verwendung der ba-
ryzentrischen Interpolation ha-
ben Z und U denselben Feh-
ler. Wird ε zu klein gewählt,
führen Rundungs- und Aus-
löschungsfehler dazu, dass der
Gesamtfehler auf Grund der
begrenzten Genauigkeit wie-
der ansteigt, wie hier bei
ε = 10−4 zu erkennen ist.
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Kapitel 5

Numerisches Beispiel mit

a(x) = e−x
2

In diesem Kapitel wird
a(x) = e−x2

(5.1)

gewählt. Diese Funktion erfüllt die Voraussetzungen a(x) ∈ C∞[0; 1] und
a(x) ≥ a0 > 0 für alle x aus [0; 1].
Die Funktionen β(x), β1(x), β2(x) und β3(x), die verwendet werden und in
(1.3) und (1.25) definiert sind, haben hier die Form

β(x) =
− (2 + x2) e

x2

2

8
, (5.2)

β0(x) =
− (2 + x2)

2 (8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
, (5.3)

β1(x) =
−32x (3 + x2) e−

3x2

2

(8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
3 , (5.4)

β2(x) =
384e−2x2

(
−8e−x2

+ 9ε2x2 − 2ε2 − 32x2e−x2

)

+
384e−2x2

(
6x4ε2 − 8x4e−x2

+ x6ε2
)

(8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
5 (5.5)

76



sowie

β3(x) =
−6144xe−

5x2

2

(
x8ε4 − 24e−x2

ε2 + 27ε4x4 + 22ε4x2
)

(8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
7

−
6144xe−

5x2

2

(
320x2e−2x2

+ 9x6ε4 + 64x4e−2x2

)

(8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
7

−
6144xe−

5x2

2

(
−18ε4 − 312e−x2

ε2x2 − 24x6e−x2

ε2
)

(8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
7

−
6144xe−

5x2

2

(
−168x4e−x2

ε2 + 192e−2x2

)

(8e−x2 + 2ε2 + ε2x2)
7 . (5.6)

Die Anfangsbedingungen für diese Wahl von a(x) sind für (1.12)

UI = U(0) =

(
1
−ı

)

und

ZI = Z(0) =

(
0√
2

)

für (1.17).
Das Phasenintegral (1.2) hat hier die Form

φ(x) =

∫ x

0

(
e−

τ2

2 +
ε2 (2 + τ 2) e

τ2

2

8

)
dτ (5.7)

und besitzt keine in geschlossener Form darstellbare Stammfunktion.
Die Referenzlösung Zref , mit der die numerischen Lösungen Znum verglichen
werden, ist auf einem Gitter mit Schrittweite h = 10−7 berechnet worden.
Die Phase in der Referenzlösung Zref ist mit (2.31) berechnet worden. Dabei
ist der erste Teil des Integrals

φ̃1(x) ≈
∫ x

0

e−
τ2

2 dτ (5.8)

bis N = 17 und der zweite Teil

φ̃2(x) ≈
∫ x

0

(2 + τ 2) e
τ2

2

8
dτ (5.9)

bis N = 18 entwickelt worden. Anschließend ist die auf diese Weise erhaltene
Näherung der Stammfunktion auf den Gitterpunkten baryzentrisch interpo-
liert worden, um die Werte φ (xt) zu erhalten.
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5.1 Quadraturfehler

5.1.1 mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.3

Wie schon in Abschnitt 2.3 erwähnt, gibt es für diese Art der Quadratur
keine Fehlerabschätzungen. Da (5.7) auch keine Stammfunktion in geschlos-
sener Form hat, wird hier zur Berechnung der Konstanten einer a posteriori
Abschätzung

Eh ≤ C · hγ

die genäherte Phase mit der Phase der Referenzlösung verglichen. Die Kon-
stanten sind für verschiedene Werte von N in Tab. A.5 aufgelistet. Man
erkennt an dem Wert der Konstanten C, dass

∫ x

0

√
a(τ)dτ im Gegensatz zu

Kapitel 4 nicht mehr exakt integriert wird, da der Wert von ε keine Auswir-
kungen hat. Die Ordnung γ entspricht wieder dem Wert N, wobei bei großem
N die maximale Genauigkeit sehr schnell erreicht ist und die experimentell
bestimmte Konstante γ nicht mehr mit N übereinstimmt.

5.1.2 mit der Clenshaw-Curtis Quadratur

Berechnet man das Phasenintegral (5.7) in einem Intervall [xt; xt+1], wer-
den die Integranden von (5.8) und (5.9) mit (2.25) in das Intervall [−1; 1]
transformiert und man erhält

√
aT (u) = e−

1

8
((2t−1)h+uh)2

und

βT (u) = −(8 + (2t− 1) h+ uh)

32
e

1

2
((2t−1)h+uh)2 .

Bei diesen beiden Funktionen handelt es sich um ganze Funktionen. Für ganze
Funktionen sind in der Literatur keine Fehlerabschätzungen gefunden wor-
den. Vergleicht man jedoch das Konvergenzverhalten der Clenshaw-Curtis
Quadratur von auf Eρ analytischen Funktionen und ganzen Funktionen, er-
kennt man, dass sie sich ähnlich verhalten. Siehe dazu auch die Beispiele
f(x) = ex und f(x) = e−x2

in [Tr2, Fig. 2].
Dies legt die Vermutung nahe, dass sich der Fehler bei der Summation der
Teilintegrale ebenfalls mit

E ≤ C · hN+2 (5.10)

angeben lässt.
Abb. 5.1 mit ε = 10−5 in (5.7) und die Werte in Tab. A.6 bestätigen diese
Vermutung zumindest für N = 2, N = 4 und N = 6. Für N = 3 und
N = 5 ergibt sich nur hN+1. Für N = 10 ist der Fehler schon im Bereich der
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Maschinengenauigkeit und somit können die Konstanten nicht mehr sinnvoll
berechnet werden.
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Fehler im Phasenintregal zu exp(−x2) und ε=10−5

mit aufsummierter Clenshaw−Curtis Quadratur

 

 

N=2
N=3,
N=4
N=5
N=6
N=10

Abbildung 5.1: Fehler im Phasenintegral
mit aufsummierter Clenshaw-Curtis Qua-
dratur

Daraus lässt sich schließen,
dass (5.10) nur für geradeWer-
te von N eine Abschätzung
des Quadraturfehlers ist. Ist
N ungerade, hat man nur mehr
E ≤ C·hN+1 als Abschätzung.
Weiters erkennt man an der
Konstanten C aus Tab. A.6,
dass die Wahl des Parame-
ters ε keinen Einfluss auf den
Fehler bei der Berechnung des
Phasenintegrals (5.7) hat.

5.1.3 mit baryzentrischer Interpolation

Wird das Phasenintegral (5.7) im Intervall [0; 1] mit (2.31) an den Cheby-
shevpunkten x̃j , 0 ≤ j ≤ N berechnet und anschließend mit (2.55) an den
Gitterpunkten xt, 1 ≤ t ≤ T berechnet, kann der Fehler mit (3.2) abgeschätzt
werden, da das Problem der baryzentrischen Interpolation ganzer Funktionen
in [WTG] behandelt wird und dort ρ so gewählt wird, dass

ρN = eps−1 (5.11)

ist, wobei N der Grad der Entwicklung in die Chebyshevreihe ist, sodass die
Funktion bis zur Maschinengenauigkeit eps interpoliert werden kann.
Die Entwicklung des Integranden von (5.8) in eine Chebyshevreihe (2.20)
hat ab N ≥ 17 vernachlässigbar kleine Koeffizienten, somit sind auch die
Koeffizienten in der Clenshaw-Curtis Stammfunktion (2.31) vernachlässig-
bar klein. Der Integrand kann auch für beliebige Gitterpunkte durch bary-
zentrische Interpolation der Funktionswerte an den zu dieser Reihe gehörigen
Chebyshevpunkten bis auf Maschinengenauigkeit approximiert werden. Die
Koeffizienten der Entwicklung von (5.9) sind ab N ≥ 18 vernachlässigbar
klein. Wählt man N = 18 für beide Teile von (5.7), ergibt das einen Wert
ρ ≈ 7.4, der in der Abschätzung (3.2) verwendet werden kann.
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Fehler im Integral von exp(−x2/2)

 

 
Fehler bzgl. skalierter Fehlerfunktion
Fehler bzgl. Integral mit N=17

O(ρ−N)

Abbildung 5.2: Fehler in der baryzentrisch

interpolierten Stammfunktion von e−
x2

2

Durch Skalierung der inMat-

lab implementierten Fehler-
funktion erf(x)1 erhält man
(5.8). In Abb. 5.2 ist der Feh-
ler der baryzentrisch interpo-
lierten Stammfunktion von

(5.8) bezüglich
√

π
2
erf

(
x√
2

)

(blau x) und bezüglich einer
Lösung mit N = 17 (blau o)
gezeigt. Weiters ist zum Ver-
gleich ρ−N mit ρ = 7.4 abge-
bildet (rot). Bei der Berech-
nung von (5.7) haben der Pa-
rameter ε und die Schrittwei-
te h wieder keinen Einfluss

auf den Fehler, der entsteht, und somit erhält man für diese Art der Phasen-
berechnung

E ≤ C · 7.4−N (5.12)

als Abschätzung für den Quadraturfehler.

5.2 Verfahren 1. Ordnung

Mit den Abschätzungen für den Quadraturfehler aus Abschnitt 5.1 lassen sich
die Fehlerabschätzungen für die numerischen Lösungen an den Gitterpunkten
xt, 1 ≤ t ≤ T, von (1.17) bzw. (1.12) aus Satz 3.5 und Satz 3.14 für die
konkrete Wahl der Funktion a(x) = e−x2

angeben.
Setzt man die Abschätzungen (5.10) bzw. (5.12) in (3.8) ein, erhält man

Satz 5.1. Es sei a(x) = e−x2

und 0 < ε < 1 eine beliebige, aber feste reelle
Zahl. Dann gilt für den Fehler im Verfahren 1. Ordnung (1.20) für 1 ≤ t ≤ T,

1. ∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
2min (ε, h) + C2εh

N+2, (5.13)

wenn N gerade ist und (5.7) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis
Quadratur, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2. ∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
2min (ε, h) + C2ε · 7.4−N , (5.14)

1erf(x):= 2
√

π

∫
x

0
e
−τ

2

dτ
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wenn (5.7) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.

Beweis. Analog zu Beweis von 4.1 erhält man mit Tab. A.6 die Abschätzung
(5.13). Da 7.4−N immer kleiner ist als die anderen im Minimum auftretenden
Terme erhält man (5.14).

Bemerkung 5.2. Verwendet man in der aufsummierten Clenshaw-Curtis Qua-
dratur ungerades N für die Entwicklung, verschlechtert sich die Fehlerab-
schätzung und der Exponent von h ist nur mehr N + 1 statt N + 2.
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Abbildung 5.3: Fehler bei der Berechnung
von Z mit dem WKB-Verfahren 1. Ord-
nung

Berechnet man (5.7) mit ei-
ner aufsummierten Clenshaw-
Curtis Quadratur, sieht man
in Abb. 5.3, dass die Wahl
vonN fast keinen Einfluss auf
den Gesamtfehler bei kleinen
Schrittweiten hat, da der Feh-
ler des Verfahrens ε2min (ε, h)
gegenüber dem Quadraturfeh-
ler dominiert. Für große
Schrittweiten ist bei kleiner
werdendem ε eine Verbesse-
rung des Fehlers mit wach-
sendem N erkennbar. Ein Un-
terschied zwischen der Berech-
nung mit einer summierten

Clenshaw-Curtis Quadratur mit N = 10 und einer baryzentrisch interpolier-
ten Stammfunktion, bei der der Integrand bis N = 18 entwickelt worden ist,
ist nicht erkennbar.
Berechnet man aus den Werten von Z mit (1.29) die Werte von U, lässt sich
auch hier eine Abschätzung des Fehlers angeben. Aus (3.69) erhält man mit
(5.10) bzw. (5.12)

Satz 5.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gilt für den Fehler in U
im Verfahren 1. Ordnung für 1 ≤ t ≤ T,

1. ∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1
hN+2

ε
+ C2ε

2min (ε, h) + C3εh
N+2, (5.15)

wenn N gerade ist und (5.7) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis
Quadratur, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;
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2.

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1
7.4−N

ε
+ C2ε

2min (ε, h) + C3ε · 7.4−N , (5.16)

wenn (5.7) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.
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Abbildung 5.4: Fehler bei der Berechnung
von U mit dem WKB-Verfahren 1. Ord-
nung

Berechnet man U mit einer
aufsummierten Clenshaw-Cur-
tis Quadratur mit kleinem N,

z. B. wie in Abb. 5.4 mit
N = 2, erkennt man den zu-
sätzlichen Fehlerterm h4

ε
. Hier

kehrt sich dadurch im Vergleich
zu Abb. 5.3 die Reihenfolge
der Fehlerkurven und der klein-
ste Parameterwert liefert den
größten Fehler. Wird N = 10
gewählt, unterscheidet sich der
Fehler für großes ε kaum von
dem Fehler der Berechnung
mit baryzentrischer Interpo-
lation mit N = 18. Bei der

Berechnung mit baryzentrischer Interpolation mit N, das groß genug gewählt
ist, wie hier N = 18, hat der zusätzliche Fehlerterm E

ε
für große Werte von ε

keine Auswirkung, da hier 7.4−18 ≈ 2.2 · 10−16 ≪ ε ist. Wählt man ε = 10−5

bleibt der Fehler bei der baryzentrischen Interpolation, wie schon bei Z im
Bereich der Maschinengenauigkeit.
Bei der Berechnung der Phase mit der aufsummierten Clenshaw-Curtis Qua-
dratur mit N = 10 erkennt man, dass bei ε = 10−4 und ε = 10−5 der Fehler
auf Grund von Rundungsfehlern wieder zu wachsen beginnt, da hier der Feh-
ler (5.13) sehr schnell im Bereich der Maschinengenauigkeit ist.
Um die Verwendung von Spektralmethoden zur Berechnung von (5.7) mit
der Berechnung mittels Simpsonquadratur zu vergleichen, sind in Abb. 5.5
sowohl die Fehler bei der Berechnung von Z als auch die von der Berech-
nung von U für verschiedene Werte von ε eingezeichnet. Dabei wurde auf die
Darstellung der Kurven für ε = 10−1 und ε = 10−5 verzichtet, da wie aus
den beiden Abbildungen davor (Abb. 5.3 und Abb. 5.4) ersichtlich ist, alle
Verfahren für ε = 10−1 einen annähernd gleichen Fehler liefern. Für ε = 10−5

liefert die Verwendung von baryzentrischer Interpolation mit N = 18 jeweils
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Fehler im Bereich der Maschinengenauigkeit und ist somit wesentlich besser
als das Simpsonverfahren.
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Abbildung 5.5: Vergleich von Spektralme-
thoden mit Simpsonverfahren im Verfahren
1. Ordnung

Für die in Abb. 5.5 gewähl-
ten Werte von ε erkennt man,
dass sich die Fehler für Z und
U bei der Berechnung mit ba-
ryzentrischer Interpolation
kaum unterscheiden, während
bei der Berechnung mit der
Simpsonquadratur der zusätz-
liche Fehlerterm, der durch die
Transformation (1.29) entsteht,
erkennbar ist. Auch die Feh-
lerkurven für Z der beiden Ver-
fahren unterscheiden sich für
große Schrittweiten und die
Verwendung von baryzentri-
scher Interpolation liefert den

geringeren Fehler.

5.3 Verfahren 2. Ordnung

Berechnet man die Lösung von (1.17) mit dem Verfahren 2. Ordnung (1.26),
lassen sich mit (5.10) und (5.12) Fehlerabschätzungen angeben, wenn
a(x) = e−x2

gewählt wird. Aus Satz 3.11 erhält man als Spezialfall analog zu
den bisherigen Sätzen

Satz 5.4. Es sei a(x) = e−x2

und 0 < ε < 1 eine beliebige, aber feste reelle
Zahl. Dann gilt für den Fehler im Verfahren 2. Ordnung (1.26) für 1 ≤ t ≤ T,

1. ∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
3h2 + C2εh

N+2 + C3ε
3hN+1, (5.17)

wenn N gerade ist und (5.7) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis
Quadratur, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2.

∥∥∥Z (xt)− Z̃t

∥∥∥ ≤ C1ε
3h2+C2ε·7.4−N+C3ε

3min

(
ε

h
,
7.4−N

h
, 1

)
, (5.18)
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wenn (5.7) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
−25

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

h

||Z
nu

m
−

Z
re

f|| L2 (0
,1

)

||Z
num

−Z
ref

||
L

2
(0,1)

 bei Phasenberechnung mit einer baryzentrisch interpolierten

Clenshaw−Curtis−Quadratur und aufsummierter Clenshaw−Curtis Quadratur
im Verfahren 2. Ordnung

 

 
N=2 ε=10−1

N=2 ε=10−2

N=2 ε=10−3

N=2 ε=10−4

N=2 ε=10−5

N=10 ε=10−1

N=10 ε=10−2

N=10 ε=10−3

N=10 ε=10−4

N=10 ε=10−5

baryzentrisch ε=10−1

baryzentrisch ε=10−2

baryzentrisch ε=10−3

baryzentrisch ε=10−4

baryzentrisch ε=10−5

Abbildung 5.6: Fehler bei der Berechnung
von Z mit dem WKB-Verfahren 2. Ord-
nung

In Abb. 5.6 sind Fehlerkur-
ven gezeigt, wie sich die Art
der Phasenberechnung auf den
Gesamtfehler auswirkt. Es wur-
den dafür aufsummierte Clen-
shaw-Curtis Quadraturen mit
N = 2 und N = 10 verwen-
det und weiters eine bis
N = 18 entwickelte baryzen-
trisch interpolierte Stammfunk-
tion. Für große Werte von ε

hat die Art der Phasenberech-
nung nahezu keinen Einfluss
auf den Fehler des Gesamt-
verfahrens, da hier der Term
ε3h2 des Verfahrensfehlers grö-

ßer ist als der Quadraturfehler. Hier erkennt man gut, dass das Verfahren 2.
Ordnung ist.
Wird ε kleiner gewählt, ergeben sich Unterschiede zwischen der Berechnung
von (5.7) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur mit N = 2
und N = 10. Die Variante mit N = 10 unterscheidet sich im Gesamtfehler
kaum von dem Verfahren, in dem baryzentrische Interpolation verwendet
worden ist. Bei diesen beiden Methoden ist der Quadraturfehler kleiner als
der Verfahrensfehler ε3h2 und an den Fehlerkurven erkennt man wieder den
Fehler des Verfahrens. Bei der aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur
mit N = 2 ist der Verfahrensfehler ε3h2 kleiner als der Quadraturfehler h4

und man erkennt den Quadraturfehler in der Fehlerkurve für ε = 10−4 und
ε = 10−5.

Die Abschätzungen für den Fehler bei der Berechnung von U aus Z mittels
(1.29) lassen sich ebenfalls angeben.

Satz 5.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.4 gilt für den Fehler in U
im Verfahren 2. Ordnung für 1 ≤ t ≤ T,

1.

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1
hN+2

ε
+ C2ε

3h2 + C3εh
N+2 + C4ε

3hN+1, (5.19)
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wenn N gerade ist und (5.7) mit einer aufsummierten Clenshaw-Curtis
Quadratur, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet wird;

2.

∥∥∥U (xt)− Ũt

∥∥∥ ≤ C1
7.4−N

ε
+C2ε

3h2+C3ε·7.4−N+C4ε
3min

(
ε

h
,
7.4−N

h
, 1

)
,

(5.20)
wenn (5.7) mit einer baryzentrisch interpolierten Clenshaw-Curtis
Stammfunktion, die bis zur Ordnung N entwickelt worden ist, berechnet
wird.
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Abbildung 5.7: Fehler bei der Berechnung
von U mit dem WKB-Verfahren 2. Ord-
nung

Die Auswirkung der Art der
Phasenberechnung im Fehler
von U ist in Abb. 5.7 gezeigt.
Dabei ist (5.7) mit aufsum-
mierten Clenshaw-Curtis Qua-
draturen mit N = 2 und
N = 10 und mit einer bary-
zentrisch interpolierten
Stammfunktion, die bis
N = 18 entwickelt worden ist,
berechnet worden. Wird
ε = 10−1 gewählt, hat die Art
der Phasenberechnung fast kei-
nen Einfluss auf den Fehler,
da hier der Verfahrensfehler
gegenüber dem Quadraturfeh-

ler dominiert. Für kleinere Werte von ε ist bei der Phasenberechnung mit der
aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur mit N = 2 wieder der zusätzli-
che Term E

ε
, der durch die Transformation (1.29) entsteht, erkennbar, da

der kleinste ε−Wert den größten Fehler liefert. Dieser Term dominiert den
Gesamtfehler. Dies erkennt man auch daran, dass der Gesamtfehler mit
hN+2 = h4 fällt und nicht mit h2 wie der Verfahrensfehler.
Dass der Fehlerterm durch die Transformation von Z auf U dominiert, tritt
bei der Verwendung einer aufsummierten Clenshaw-Curtis Quadratur mit
N = 10 erst bei kleinen Werten von ε auf. Bei der Berechnung der Phase mit
baryzentrisch interpolierter Stammfunktion tritt dieser Effekt nicht auf.
Der Fehler für ε = 10−5 bei der baryzentrischen Interpolation ist in Abb. 5.7
nicht abgebildet, da schon bei der Berechnung von Z der Fehler im Bereich
der Maschinengenauigkeit ist. Man erkennt bei ε = 10−3 und ε = 10−4, dass
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der Fehler sehr schnell im Bereich der Maschinengenauigkeit ist. Bei der Be-
rechnung mit aufsummierter Quadratur erkennt man wieder ein Ansteigen
des Fehlers durch Rundungsfehler. Vergleicht man die Verwendung von Spek-
tralmethoden mit anderen Quadraturverfahren, erkennt man wieder, dass die
Spektralmethoden die besseren Ergebnisse liefern.
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Abbildung 5.8: Vergleich von Spektralme-
thoden mit Simpsonverfahren im Verfahren
2. Ordnung

In Abb. 5.8 sind die Gesamt-
fehler in der Berechnung von
Z und U abgebildet, wenn für
die Phasenberechnung ein Sim-
psonverfahren und eine bary-
zentrisch interpolierte Clen-
shaw-Curtis Stammfunktion
mit N = 18 verwendet wer-
den. Der zusätzliche Fehler-
term bei der Berechnung von
U ist auch bei der Verwen-
dung der Simpsonquadratur
erkennbar und der kleinste
Wert von ε liefert den größ-
ten Fehler. Im Gegensatz da-
zu ist bei ε = 10−2 und

ε = 10−3 fast kein Unterschied zwischen den Fehlern in Z und U erkennbar,
wenn die Phase mit baryzentrisch interpolierter Clenshaw-Curtis Stamm-
funktion berechnet wird. Bei ε = 104 ist ein Unterschied zwischen den Feh-
lerkurven von Z und U erkennbar, wenn die Schrittweite kleiner wird, da hier
wieder die Maschinengenauigkeit erreicht ist. Für kleine Werte von ε ist auch
eine Verbesserung des Fehlers bei der Berechnung von Z erkennbar, wenn an-
stelle des Simpsonverfahrens eine baryzentrisch interpolierte Stammfunktion
verwendet wird.
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Kapitel 6

Conclusio

Die beiden Beispiele aus den vorigen Kapiteln haben gezeigt, dass die Berech-
nung des Phasenintegrals (1.2) mit Spektralmethoden den Fehler gegenüber
herkömmlichen Quadraturverfahren der Ordnung hγ deutlich verbessern.
Ganz allgemein haben diese Quadraturverfahren Vorteile gegenüber klassi-
schen Verfahren.
Will man ein Integral der Form

∫ b

a
f(x)dx berechnen, eignen sich auf Spek-

tralmethoden basierende Quadraturverfahren ausgezeichnet, wenn das Inter-
vall [a; b] nicht in Teilintervalle [xt; xt+1] der Länge h unterteilt wird. Dann
ist das Verfahren aus Abschnitt 2.3 oder die Clenshaw-Curtis Quadratur
effizienter als Verfahren, bei denen für eine gewünschte Genauigkeit eine Un-
terteilung von [a; b] in Teilintervalle notwendig ist. Im direkten Vergleich ist
dabei die Clenshaw-Curtis Quadratur die bessere Wahl als das Verfahren aus
Abschnitt 2.3. Man könnte natürlich dieses Integral

∫ b

a
f(x)dx auch mit ei-

ner Gauß-Quadratur berechnen. Die Unterschiede zwischen Gauß-Quadratur
und Clenshaw-Curtis Quadratur werden ausführlich in [Tr2] behandelt. Da-
bei zeigt sich, dass sich die Fehler von Gauß-Quadratur und Clenshaw-Curtis
Quadratur für C∞- und Ck-Funktionen kaum unterscheiden (vgl. [Tr2, Fig.
2] bzw. [Tr2, Theorem 4.5] und [Tr2, Theorem 5.1]).
Muss das Intervall [a; b] in Teilintervalle [xt; xt+1] der Länge h geteilt wer-
den, um z. B. so wie in den WKB-Verfahren die Phase an diesen Stellen
xt zu berechnen, liefert die Clenshaw-Curtis Quadratur oder das Verfahren
aus Abschnitt 2.3 immer noch bessere Ergebnisse als andere Quadraturver-
fahren wie die Simpsonquadratur oder die Trapezregel. Die beste Variante,
um Werte einer Stammfunktion an diesen Punkten xt zu ermitteln, ist die
Berechnung der Stammfunktion mit (2.31) und anschließender Berechnung
der gesuchten Funktionswerte an den Stellen xt mit baryzentrischer Inter-
polation. Die Methode der baryzentrischen Interpolation hat gegenüber der
Clenshaw-Curtis Quadratur den Vorteil, dass die Stammfunktion nur einmal
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berechnet werden muss und anschließend für verschiedene Wahl von xt in-
terpoliert werden kann. Im Gegensatz dazu müssen bei jeder Änderung der
Stellen xt mit einer Clenshaw-Curtis Quadratur oder auch einem Simpson-
verfahren die gesuchten Werte neu berechnet werden. Dies führt, wenn die
Anzahl an Stellen xt groß ist, zu einem erheblichen Mehraufwand.
In der konkreten Anwendung in dieser Arbeit führte die Verwendung einer
baryzentrisch interpolierten Stammfunktion von (1.2) zu einer Verbesserung
des Gesamtfehlers im Vergleich zu einer Clenshaw-Curtis Quadratur oder
einem Simpsonverfahren. Bei der Berechnung von Z ist diese Verbesserung
nicht so deutlich zu erkennen wie in der Berechnung von U. Besonders das
Beispiel aus Kapitel 5 zeigt diese Verbesserung in eindrucksvoller Weise. Hier
hat der zusätzliche Fehlerterm, der durch die Transformation (1.29) von Z

auf U entsteht, fast keinen Einfluss, da die Funktionswerte der Phase bis auf
Maschinengenauigkeit approximiert werden können.
Lässt sich der erste Teil des Phasenintegrals exakt berechnen, so wie dies in
Kapitel 4 der Fall war, ist der Unterschied im Fehler zwischen den einzel-
nen Arten der Phasenberechnung vernachlässigbar, da dadurch der Faktor
ε2, mit dem das Integral von β multipliziert wird, den Fehler noch zusätzlich
verkleinert. Auch der zusätzliche Fehlerterm in U wirkt sich nicht so stark
aus, da die Division durch ε gekürzt wird. In diesem Beispiel ist trotzdem die
Verwendung der baryzentrisch interpolierten Stammfunktion von (1.2) vor-
teilhaft, da diese, vor allem bei kleinen Schrittweiten, effizienter berechnet
werden kann.
Abschließend kann man festhalten, dass auf Spektralmethoden basierende
Quadraturverfahren gegenüber einer Trapezregel oder einer Simpsonquadra-
tur die bessere Wahl sind.
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Anhang A

Fehlertabellen

A.1 Quadraturfehler für das Beispiel mit a(x) =(
x + 1

2

)2

A.1.1 mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.3

Fehlerkonstanten für EN ≤ C · eλN = C · 10κN .

C λ κ

ε = 10−1

h = 100 8.3 · 10−2 -1.2915 -0.5609
h = 10−1 5.91 · 10−2 -3.3527 -1.4560
h = 10−2 6.4912 · 10−2 -5.6906 -2.4714
h = 10−3 6.5553 · 10−2 -7.9979 -3.4735
h = 10−4 2.8526 · 10−2 -9.8845 -4.2928

ε = 10−2

h = 100 5.2743 · 10−4 -1.2689 -0.5510
h = 10−1 5.9132 · 10−4 -3.3527 -1.4560
h = 10−2 6.4912 · 10−4 -5.6906 -2.4714
h = 10−3 6.3990 · 10−4 -7.9859 -3.4682

ε = 10−3

h = 100 4.769 · 10−6 -1.2615 -0.5479
h = 10−1 5.9132 · 10−6 -3.3527 -1.4560
h = 10−2 6.4974 · 10−6 -5.6910 -2.4714

89



Fortsetzung

C λ κ

ε = 10−4

h = 100 4.3 · 10−8 -1.2535 -0.5444
h = 10−1 5.9122 · 10−8 -3.3526 -1.4560
h = 10−2 5.7299 · 10−8 -5.6279 -2.4442

ε = 10−5

h = 100 4.5674 · 10−10 -1.2647 -0.5493
h = 10−1 5.817 · 10−10 -3.3446 -1.4525

Tabelle A.1: A posteriori Konstanten für N ≥ 2 zu Abschnitt 4.1.1

Fehlerkonstanten für Eh ≤ C · hγ.

C γ C γ

N = 2 N = 4

ε = 10−1 7.5339 · 10−3 2.0018 ε = 10−1 1.1459 · 10−3 3.9815
ε = 10−2 7.4505 · 10−5 2.0008 ε = 10−2 1.1447 · 10−5 3.9811
ε = 10−3 7.4067 · 10−7 2.0000 ε = 10−3 8.0492 · 10−8 3.8281
ε = 10−4 8.3155 · 10−9 2.0250 ε = 10−4 2.8547 · 10−10 3.3767
ε = 10−5 6.9406 · 10−11 1.9817 ε = 10−5 2.8548 · 10−12 3.3310

N = 5 N = 10

ε = 10−1 5.0591 · 10−4 4.9781 ε = 10−1 1.5490 · 10−7 8.0307
ε = 10−2 3.1872 · 10−6 4.7775 ε = 10−2 1.5490 · 10−9 6.6675
ε = 10−3 8.0280 · 10−9 4.1787 ε = 10−3 1.5490 · 10−11 4.8436
ε = 10−4 8.0280 · 10−11 4.1780 ε = 10−4 1.5477 · 10−13 2.5422
ε = 10−5 8.0291 · 10−13 3.5582
Tabelle A.2: A posteriori Konstanten für festes h zu Abschnitt 4.1.1

A.1.2 mit Clenshaw-Curtis Quadratur

Fehlerkonstanten für EN ≤ C · eλN = C · 10κN .

C λ κ C λ κ

ε = 10−1 ε = 10−2

h = 100 0.028 -1.4 -0.6 h = 100 2.8 · 10−4 -1.4 -0.6
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Fortsetzung

C λ κ C λ κ

ε = 10−1 ε = 10−2

h = 10−1 0.01 -3.8 -1.6 h = 10−1 10−4 -3.8 -1.6

ε = 10−3 ε = 10−4

h = 100 2.8 · 10−6 -1.4 -0.6 h = 100 2.8 · 10−8 -1.4 -0.6
h = 10−1 10−6 -3.8 -1.6 h = 10−1 1.4 · 10−9 -3.1 -1.4

ε = 10−5

h = 100 2.6 · 10−10 -1.4 -0.6
Tabelle A.3: A posteriori Konstanten für N ≥ 1 zu Abschnitt 4.1.2

Fehlerkonstanten für Eh ≤ C · hγ.

C γ C γ

N = 2 N = 4

ε = 10−1 0.0045 3.9795 ε = 10−1 3.7 · 10−4 5.9117
ε = 10−2 4.5 · 10−5 3.9794 ε = 10−2 2.47 · 10−7 4.7362
ε = 10−3 4.6 · 10−7 3.9888 ε = 10−3 2.47 · 10−9 4.7362
ε = 10−4 1 · 10−9 3.331 ε = 10−4 2.47 · 10−11 4.5687
ε = 10−5 1 · 10−11 3.3291 ε = 10−5 2.47 · 10−13 3.3467

N = 5 N = 10

ε = 10−1 10−5 5.2457 ε = 10−1 1.7 · 10−9 6.9
ε = 10−2 8 · 10−8 5.1349 ε = 10−2 1.7 · 10−11 4.8
ε = 10−3 8 · 10−10 5.1415 ε = 10−3 1.7 · 10−13 3.2003
ε = 10−4 8 · 10−12 4.5565
ε = 10−5 8 · 10−14 2.8573

Tabelle A.4: A posteriori Konstanten für festes h zu Abschnitt 4.1.2

A.2 Quadraturfehler für das Beispiel mit a(x) =

e−x
2

A.2.1 mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.3

Fehlerkonstanten für Eh ≤ C · hγ .
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C γ C γ

N = 2 N = 4

ε = 10−1 0.0264 2.0279 ε = 10−1 1.1884 · 10−4 3.9880
ε = 10−2 0.0269 2.0264 ε = 10−2 1.1449 · 10−4 3.9813
ε = 10−3 0.0269 2.0264 ε = 10−3 1.1445 · 10−4 3.9812
ε = 10−4 0.0269 2.0264 ε = 10−4 1.1445 · 10−4 3.9812
ε = 10−5 0.0269 2.0264 ε = 10−5 1.1445 · 10−4 3.9812

N = 5 N = 6

ε = 10−1 1.6417 · 10−5 5.0938 ε = 10−1 4.2169 · 10−7 5.8083
ε = 10−2 1.6784 · 10−5 5.0874 ε = 10−2 4.6663 · 10−7 5.8412
ε = 10−3 1.6788 · 10−5 5.0873 ε = 10−3 4.6708 · 10−7 5.8416
ε = 10−4 1.6788 · 10−5 5.0873 ε = 10−3 4.6709 · 10−7 5.8415
ε = 10−5 1.6788 · 10−5 5.0873 ε = 10−3 4.6709 · 10−7 5.8416
Tabelle A.5: A posteriori Konstanten für festes h zu Abschnitt 5.1.1

A.2.2 mit Clenshaw-Curtis Quadratur

Fehlerkonstanten für Eh ≤ C · hγ .

C γ C γ

N = 2 N = 3

ε = 10−1 4.7916 · 10−4 3.9914 ε = 10−1 1.2214 · 10−4 3.9997
ε = 10−2 4.6216 · 10−4 3.9852 ε = 10−2 1.1814 · 10−4 3.9947
ε = 10−3 4.6199 · 10−4 3.9851 ε = 10−3 1.1809 · 10−4 3.9946
ε = 10−4 4.6199 · 10−4 3.9851 ε = 10−4 1.1809 · 10−4 3.9946
ε = 10−5 4.6199 · 10−4 3.9851 ε = 10−5 1.1809 · 10−4 3.9946

N = 4 N = 5

ε = 10−1 7.6258 · 10−7 5.8154 ε = 10−1 9.0184 · 10−8 5.7921
ε = 10−2 8.3921 · 10−7 5.8460 ε = 10−2 1.0105 · 10−7 5.8304
ε = 10−3 8.3997 · 10−7 5.8463 ε = 10−3 1.0116 · 10−7 5.8309
ε = 10−4 8.3998 · 10−7 5.8463 ε = 10−4 1.0116 · 10−7 5.8306
ε = 10−5 8.3998 · 10−7 5.8463 ε = 10−5 1.0116 · 10−7 5.8309

N = 6 N = 10

ε = 10−1 6.0661 · 10−10 8.0603 ε = 10−1 2.1094 · 10−15 0.8016
ε = 10−2 4.4826 · 10−10 8.0593 ε = 10−2 3.7748 · 10−15 1.2304
ε = 10−3 4.4668 · 10−10 8.0627 ε = 10−3 3.7748 · 10−15 1.0544
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Fortsetzung

C γ C γ

ε = 10−4 4.4666 · 10−10 8.0627 ε = 10−4 3.7748 · 10−15 1.0544
ε = 10−5 4.4666 · 10−10 8.0590 ε = 10−5 3.6637 · 10−15 1.2175
Tabelle A.6: A posteriori Konstanten für festes h zu Abschnitt 5.1.2
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