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Zusammenfassung

Das Random Forest Verfahren ist ein Klassi�zierungs- bzw. Regressions-
verfahren, welches bei der Anwendung in vielen Wissenschaftsgebieten viele
Vorteile genieÿt. Einer dieser Vorteile ist der, dass der Random Forest re-
chensparsam ist und deswegen auch bei groÿen Datensätzen kein Problem
darstellt. Auch kann dieses Verfahren gut mit dem Problem umgehen, wenn
der Datensatz aus vielen Merkmalen aber nur wenigen Beobachtungen be-
steht.

Angefangen bei der De�nition eines Entscheidungsbaumes, dem Baustein des
Random Forest, werden in dieser Arbeit weitere grundlegende De�nitionen
angegeben, um dann den Algorithmus vorzustellen. Des Weiteren wird an-
geführt, wie sich bereits während der Trainingsphase die Merkmalswichtig-
keiten, ein Schätzer für den Missklassi�kationsfehler und ein Distanzmaÿ be-
rechnen lassen.

Anschlieÿend wird auf die Problematik hingewiesen, die auftritt, wenn man
einen Random Forest auf einem unbalancierten Datensatz trainiert. Dazu
werden zuerst die Methoden des �Over Sample� bzw. �Under Sample� vor-
gestellt. An zwei unterschiedlichen Datensätzen werden diese Methoden mit
jeweils di�erenten Parameterwerten angewandt, um diese Ergebnisse dann
gegenüberzustellen und zu analysieren. Daraus ist auch zu erkennen, welch
wichtiger Faktor der Zufall in einem Randon Forest ist. Zuletzt wird in die-
ser Arbeit auch festgestellt, dass dieses Verfahren auch vom �Over�tting�
Problem betro�en sein kann, gerade dann, wenn man die Bäume bis zur ma-
ximalen Gröÿe wachsen lässt.
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Kapitel 1

Einführung

Seit einigen Jahren taucht immer häu�ger der Begri� der künstlichen Intelli-
genz auf und wird z. B. in den Medien oft in Verbindung mit einem Roboter
verwendet. Künstliche Intelligenz bedeutet, dass man einen Computer da-
hingehend trainiert bzw. programmiert, um ihn in die Lage zu versetzen,
bei gegebenen Problemen richtige Entscheidungen zu tre�en. Als Paradebei-
spiel dient oft eine nervengesteuerte Prothese. Diese soll Nervensignale eines
Menschen messen um danach die gewünschte Bewegung zu tätigen. Auch die
Spracherkennung wird oft als Beispiel angeführt, d. h. ein Computer oder
Mobiltelefon versucht, aus den Frequenzen der gesprochenen Wörter diese
wiederzugeben bzw. zu verarbeiten.

Es existieren mehrere Teilgebiete der künstlichen Intelligenz, eines davon ist
z. B. das maschinelle Lernen. Dieses beschreibt ein automatisiertes Lernver-
fahren, das versucht, basierend auf einen Datensatz, Muster, Zusammenhänge
und Strukturen zu erkennen. Diese Lerntechniken verwenden einen Teil des
Datensatzes, den sogenannten Trainingsdatensatz, um damit ein Modell zu
generieren und dieses anschlieÿend mit den restlichen Daten, den sogenannten
Testdaten, zu prüfen.

Maschinelles Lernen wird unterteilt in überwachtes und unüberwachtes Ler-
nen. Mit überwachtem Lernen bezeichnet man Algorithmen, die anhand der
Relationen zwischen Eingabe- und Zielwert im Datensatz lernen und mit Hilfe
dieser Daten versuchen, ein Modell zu erstellen um bei neuen Daten bestmög-
liche Prognosen zu liefern.

Im Gegensatz dazu wird beim unüberwachten Lernen versucht, nur anhand
der Ausgangsdaten die Zusammenhänge zu verstehen und entsprechende Ant-
wortvariablen zu erzeugen.

Das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren Random Forest (deutsch: Zu-
fallwald) ist eine Methode des überwachten Lernens. Der Random-Forest-
Algorithmus wurde im Jahr 2001 von Leo Breiman entwickelt und fand fortan
groÿe Beliebtheit in der Anwendung von Klassi�zierungs- bzw. Regression-
problemen. Die grundlegende Idee dahinter ist die, dass man viele unter-
schiedliche Entscheidungsbäume kombiniert bzw. zusammenfügt, um nach
der Mehrheit der Entscheidungsbäume zu klassi�zieren. In dieser Arbeit wird
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 2

das Verfahren und einige Eigenschaften des Random Forest erläutert. Viele
Klassi�zierungsmethoden tendieren bei einem unbalancierten Datensatz in
die Richtung, dass diese die Individuen vor allem der gröÿeren Klasse korrekt
klassi�zieren und die Individuen der kleineren Klasse dabei oft fehlerhaft ist.
Es wird ein Random Forest auf einem unbalancierten Datensatz aufgebaut
und die Ergebnisse analysiert. Dazu werden auch noch Methoden vorgestellt,
die bei einem unbalancierten Datensatz eine Verbesserung der Vorhersage
bewirken.

Auÿerdem wird noch erklärt bzw. an einem Datensatz gezeigt, warum der
Wert der Merkmalswichtigkeit teilweise über- bzw. unterschätzt wird. Im
letzten Kapitel �Simulationen� werden, basierend auf dem Datensatz �Seismic
pumps� mehrere Zufallswälder aufgebaut. Im R-Package �randomForest� sind
hierfür viele nützliche und wichtige Funktionen implementiert. Diese werden
erklärt und die erhaltenen Ergebnisse werden analysiert.

Zuerst ist es aber einmal sinnvoll, die Problemstellung und die Ziele zu dekla-
rieren. Man verwendet hierfür einen Datensatz X := {(Xq

1 , y1), ..., (Xq
N , yN)}

mit N ∈ N unabhängig und identisch verteilten Zufallsvariablen und den da-
zugehörigen Antwortvariablen yi ∈ Y. Jede dieser Zufallsvariablen enthält q
Beobachtungen bzw. Individuen. Diese Beobachtungen haben Merkmale, die
unterschiedliche Skalenniveaus aufweisen können. Im Folgenden bezeichne
mit x

j
, j = {1, ..., q}, das j − te Merkmal der Individuen. Die Merkmale

können ordinal sein, das heiÿt, sie sind auf einem metrischen Raum messbar.
Ordinale Merkmale sind beispielsweise Schulnoten, Körpergewicht, Tempera-
tur, etc. Aber sie können auch kategorieller Natur sein, wie die Unterteilung
von Geschlecht, Farbe, Geschmack, etc.

Der Antwortraum Y kann ebenfalls numerisch sein, beispielweise Y ∈ N
oder Y ∈ R, oder kategorisch wie z. B. die Einteilung von Blutdruckwer-
ten Y = {niedrig, normal, hoch}. Ziel ist es nun, anhand der Beobachtungen
(Xq

i , yi) eine Abbildung f := Rq → Y: f(Xq
i ) = yi zu konstruieren, die je-

der Beobachtung eine Prognose der Antwortvariablen yi zuweist. Um das
Random-Forest-Verfahren beschreiben zu können, werden zuerst Entschei-
dungsbäume vorgestellt, da diese einen Random Forest aufbauen.
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Entscheidungsbäume

Entscheidungsbäume dienen der übersichtlichen Darstellung von Entschei-
dungen und sind aufgrund ihrer sehr einfachen Interpretierbarkeit sehr po-
pulär. Zur Konstruktion eines Entscheidungsbaumes wird nur das a priori
Wissen verwendet, das heiÿt, das Wissen, welches man allein aus dem Da-
tensatz erhält. Aus einem Datensatz kann man etwa die Anzahl an Klassen,
Klassenverteilungen etc. bestimmen. Meistens werden Entscheidungsbäume
anhand des Top-Down-Prinzips erstellt. Das bedeutet, dass man ausgehend
von der ersten getro�enen Entscheidung zu den nächsten Entscheidungen ge-
leitet wird, bis man schlussendlich am Ziel angelangt ist. Diese Bäume stellen
somit eine hierarchische Anordnung von Entscheidungen dar.

Ausgehend vom Stamm, an dem die erste Entscheidung zu tre�en ist, ver-
zweigt sich der Baum in weitere Äste, die zu den nächsten Knoten und Ent-
scheidungen führen. Die Entscheidungskriterien werden immer anhand ei-
nes Merkmals gemacht. Somit können diese Kriterien numerisch sein, wie
etwa xj ≤ C, oder kategorisch, beispielsweise xj ∈ {gelb, blau, grün} oder
xj = männlich.

Beginnend am Stamm, der alle Datenpunkte des Datensatzes beinhaltet, ver-
sucht man, Verzweigungskriterien zu �nden, sodass man den Datensatz in die
unterschiedlichen Klassen aufteilt. An jeder Verzweigung sind Entscheidun-
gen zu tre�en, anhand derer man dann zu den Folgeknoten gelangt, bis man
schlussendlich beim Endknoten angelangt ist, der Xi der Klasse yj zuweist.
Ein �guter� Entscheidungsbaum wird unter anderem ein solcher sein, der in
den Endknoten nur noch Elemente Xi enthält, die der selben Klasse angehö-
ren. Somit wird es ein Ziel sein, Entscheidungen zu �nden, die die Klassen
bestmöglich trennen.

In der Medizin wird oft ein Entscheidungsbaum zur Klassi�zierung eines Pa-
tienten verwendet. Ein Arzt hat damit die Möglichkeit, einen Patienten an-
hand der Werte aus Geschlecht, Alter, Blutdruck, Alkoholkonsum etc. einer
Risikogruppe zuzuordnen.
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2.1 Binärer Entscheidungsbaum

Ein spezieller Entscheidungsbaum ist der sogenannte binäre Entscheidungs-
baum. Man spricht von diesem, wenn man pro Knoten nur binäre Entschei-
dungen tre�en kann, also wenn jeder Knoten nur zwei Folgeknoten besitzt.
Eine weitere Besonderheit binärer Entscheidungsbäume ist die der einfachen
graphischen Visualisierung, denn binäre Entscheidungen teilen den Merkmals-
raum in Rechtecke auf. Natürlich kann man auch einen Entscheidungsbaum
mit mehreren Entscheidungen pro Knoten visualisieren, allerdings ist dies nur
mit mehrdimensionalen Graphiken möglich und somit nicht so einfach dar-
stellbar wie bei binären Entscheidungsbäumen. In Abbildung 2.1 auf Seite 6
ist ein binärer Entscheidungsbaum und die räumliche Trennung anhand der
Iris Daten (Liliengewächse) abgebildet. Diese Daten stammen aus dem R-
Package �datasets�, welche von Anderson (1935) gesammelt wurden. Der
Datensatz beinhaltet drei unterschiedliche Schwertliliengewächse (Iris virgi-
nica, Iris versicolor, Iris setosa) mit Angaben über die Länge bzw. Breite
ihres Kelchblattes und die Länge bzw. Breite des Blütenblattes.

Bezeichne mit T ∈ N die Anzahl der Knoten eines Entscheidungsbaumes und
mit Kt, t ∈ {1, ..., T} den t-ten Knotenpunkt und de�niere zi := (X

q

i , yi).
Weiters benenne mit D1 := {z1, ..., zn} jene Daten, die sich im Stamm K1

be�nden. Nach der ersten getro�enen Entscheidung wird der Datensatz in
zwei disjunkte Teilmengen D2 und D3 aufgeteilt. D2 und D3 sind also jene
Teilmengen vom Datensatz, welche sich im Knotenpunkt K2 und K3 be�n-
den. An diesen Knotenpunkten werden weitere Entscheidungen getro�en,
sodass man zu den Folgeknoten K4, K5, K6 und K7 gelangt, welche auch wie-
der disjunkte Teilmengen D4,D5,D6 und D7 beinhalten. Die Knotenpunkte
Kt und die dazugehörigen Datenpunkte Dt werden nach jeder Entscheidung
von links nach rechts mit t fortführend durchnummeriert. Dies wird solange
fortgesetzt, bis die relative Häu�gkeit der Klassen in einem Knotenpunkt eine
bestimmte Schranke unterschreitet.

KL
t und KR

t bzw. DLt und DRt stellen nun die jeweiligen Folgeknoten bzw.
ihre Teilmengen dar, die daraus resultieren, wenn man Dt anhand einer Ent-
scheidung unterteilt. Aufgrund der soeben beschriebenen Konstruktion eines
Entscheidungsbaumes und der Eindeutigkeit jeder Entscheidung gilt sowohl
DLt ∪ DRt = Dt als auch DLt ∩ DRt = {∅}, ∀t ∈ {1, ..., T ).

Es stellen sich nun folgende drei Fragen:

• Wie groÿ soll man einen Baum wachsen lassen um ein �gutes� Ergebnis
zu bekommen?

• Welches Merkmal xj ,j ∈ {1, .., q}, soll für eine Verzweigung in Betracht
gezogen werden und an welcher Stelle soll man dann den Entscheidungs-
punkt setzen?

• Wie wird schlussendlich klassi�ziert?
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Die letzte Frage ist schnell beantwortet. Ist man im Endknoten angelangt,
entscheidet man nach der Mehrheit der Klassen, die in diesem Knoten vor-
kommen.

Wenn man einen Baum bis zur maximalen Gröÿe wachsen lässt, wenn sich
somit in allen Blättern nur noch einzelne Datenpunkte be�nden, besteht die
Gefahr einer Überanpassung, da die Entscheidungen, die in der Nähe der End-
knoten zu tre�en sind, immer spezi�scher sein werden. Im Gegensatz dazu
besteht die Gefahr einer hohen Missklassi�kationsrate, wenn man zu wenige
Verzweigungen hat, weil in den Endknoten eine groÿe Anzahl an Klassen
vorkommen kann und somit eine eindeutige Klassi�zierung nicht möglich ist.
Eine Lösung dieser Problemstellung wird im Abschnitt 2.2.3 erörtert.

Welche Merkmale man für Verzweigungspunkte verwendet hängt davon ab,
wie genau eine Entscheidung auf diesem Merkmal die Individuen nach Klassen
trennen kann. Wie man in Abbildung 2.1 erkennen kann, wurde der erste Ver-
zweigungspunkt beim Merkmal �Blütenlänge� an der Stelle 2,45 gesetzt. Dies
hat zur Folge, dass die Klasse der Setosa Liliengewächse komplett von den
restlichen zwei Klassen getrennt wurde und man anhand einer Entscheidung
zumindest schon feststellen kann, ob ein Liliengewächs zur Familie der Se-
tosa Gewächse gehört oder zu einer der beiden anderen Liliengewächse. Dazu
wird ein Maÿ eingeführt, welches die Unreinheit eines Knotens misst. In die-
sem Fall soll dieses Maÿ einen Knoten nach der Anzahl an unterschiedlichen
Klassen und auch deren Klassengröÿe (Anzahl der Individuen) bewerten.

2.2 Klassi�kations- und Regressionsbäume

Der CART-Algorithmus (C lassi�cation and Regression Trees) wird bei der
Erstellung von Regressions- und Klassi�kationsbäumen sehr oft verwendet.
Er wurde von Breiman et al. (1984) im Jahre 1984 verö�entlicht.

Dieser Algorithmus erzeugt jeweils binäre Klassi�kations- oder Regressions-
bäume. Wenn nach einer Regression verlangt wird, muss Y numerisch sein.
Im Gegensatz dazu, das heiÿt, wenn das Ziel eine Klassi�zierung ist, muss Y
kategorisch sein, also jedes yi muss Element von einer Klasse Y := {c1,c2, ..., cM},
M ∈ N sein. Da diese Arbeit fast ausschlieÿlich Klassi�kationsprobleme be-
handelt, wird dieses Thema gesondert betrachtet. Man verfährt bei einer
Regression gröÿtenteils identisch, bei der Suche nach Verzweigungspunkten
verwendet man allerdings eine andere Methode. Mehr dazu �ndet man am
Ende dieses Abschnittes.

Bevor auf die zweite Frage des vorhergehenden Abschnittes eingegangen wird,
also nach welchen Kriterien man einen Verzweigungspunkt setzt, sollte noch
auf die Anzahl an Möglichkeiten, einen solchen zu setzen, verwiesen werden.
Weil die Verzweigungspunkte immer auf den Merkmalen gesetzt werden, wird
wieder zwischen ordinalen und kategorischen Merkmalen unterschieden.

Hat man eine Variable mit k ∈ N unterschiedlichen Merkmalen, welche ordi-
nal angeordnet sind, hat man (k−1) Möglichkeiten, einen Verzweigungspunkt
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Abbildung 2.1: Ein binärer Entscheidungsbaum und die dazugehörigen räum-
lichen Trennungen anhand der Iris Daten

zu setzen. Wenn zum Beispiel als Merkmal die Schulnoten österreichischer
Schüler herangezogen werden, bestehen für das Setzen von Verzweigungs-
punkten vier Möglichkeiten. Diese sind xj ≤ 1, xj ≤ 2, xj ≤ 3 und xj ≤ 4.
Die Entscheidung xj ≤ 5 würde keinen Sinn machen, da jeder Schüler zu-
mindest einen Fünfer hat, und somit wird diese Entscheidung den Datensatz
nicht in die unterschiedlichen Klassen trennen.

Bei einer Variablen mit einer Anzahl von k unangeordneten Merkmalen hat
man hingegen (2k−1 − 1) mögliche Verzweigungspunkte. Hier sind mit unan-
geordneten Merkmalen solche gemeint, die nicht vergleichbar sind, wie zum
Beispiel Farben, Formen oder Geschlecht. Unterteilt beispielsweise ein Merk-
mal die Elemente in unterschiedliche Farben {grün, gelb, rot, blau}, so gibt es
genau sieben Möglichkeiten für einen Verzweigungspunkt, die wären:

xj = grün, xj = gelb, xj = rot und xj = blau

xj ∈ {grün, gelb}, xj ∈ {grün, rot} und xj ∈ {grün, blau}

Man beachte, dass hier bereits alle Entscheidungen aufgelistet sind, denn
die Unterteilung bei xj ∈ {grün, gelb, rot} ist die selbe wie die bei xj =
blau. Und die Frage nach xj ∈ {grün, gelb, rot, blau} würde nach der selben
Argumentation wie beim zuvor erwähnten Beispiel keinen Sinn machen.

Um nun einen Verzweigungspunkt bewerten zu können, wird ein Maÿ für die
Heterogenität oder Unreinheit eines Knotens eingeführt. Wie oben bereits
gezeigt wurde, ist es sinnvoll, einen Verzweigungspunkt in einem Knoten so zu
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setzen, dass unterschiedliche Klassen in den beiden Folgeknoten bestmöglich
voneinander getrennt sind. Deswegen werden die Verzweigungspunkte immer
anhand der Heterogenität in den beiden Folgeknoten bewertet, die durch diese
Entscheidung erzeugt werden. Somit wird ein �perfekter� Entscheidungsbaum
ein solcher sein, bei dem jeder der Endknoten nur noch Datenpunkte der
gleichen Klasse enthält. In Summe sollte somit ein Entscheidungsbaum den
Datensatz so gut wie möglich in die unterschiedlichen Klassen trennen. Im
Ausgangspunkt bzw. im Stamm herrscht die gröÿte Heterogenität, da noch
alle Klassen vorhanden sind. Das Maÿ soll am Ausgangspunkt maximal sein
und in weiterer Folge minimal werden, wenn fast alle Datenpunkte im Knoten
zur selben Klasse gehören.

Des weiteren emp�ehlt es sich, dass das Maÿ die Eigenschaft der Symme-
trie aufweist. Mit anderen Worten, das Maÿ soll sich neutral gegenüber den
Klassen verhalten und bei keiner Entscheidung irgendeine Klasse bevorzugen.
Beispielsweise ist es sinnvoll, dass das Maÿ den gleichen Wert hat, wenn drei
Klassen im Verhältnis von (2

4
, 1

4
, 1

4
), (1

4
, 2

4
, 1

4
) oder (1

4
, 1

4
, 2

4
) vorkommen.

In Abbildung 2.2 auf Seite 11 sollen diese drei Eigenschaften des Maÿes bei
einer Klassengröÿe von zwei Klassen nochmals verdeutlicht werden.

Sei Dt := {z1, ..., ztn} de�niert wie zuvor als die Menge jener Datenpunkte,
die sich im Knoten Kt be�nden. Weiters sollen die Zielvariablen in M un-
terschiedliche Klassen eingeteilt werden, sodass also jedem Xq

i i ∈ {1, ..., n}
eindeutig ein ym, m ∈ {1, ...,M}, zugeordnet ist. Sei im Folgenden | Dt |
die Mächtigkeit der Datenpunkte im Knoten Kt und I die Indikatorfunktion.
Weiters de�niere:

pt,m(Dt) :=

∑
X
q
i
∈Dt

I(Xq
i =m)

|Dt|

pt,m(Dt) stellt die relative Häu�gkeit der zur Klasse m gehörigen Individuen
im Knoten Kt dar. Es gilt somit:

∑M
m=1 pt,m(Dt) = 1. Man beachte, dass nur

über m summiert wird und t festgehalten ist.

Ein Maÿ für die Heterogenität ist eine Funktion:

ft := [0, 1]→ R : (pt,1(Dt), pt,2(Dt), ..., pt,M(Dt))→ R (2.1)

mit folgenden Eigenschaften:

• f ist maximal bei ( 1
M
, 1
M
, . . . , 1

M
)

• f ist minimal bei (1, 0, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, 0, ..., 1)

• f ist symmetrisch bezüglich der Klassen.
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Mit diesem Maÿ hat man ein Werkzeug, mit dem man in der Lage ist, einen
Verzweigungspunkt zu bewerten. Dazu bezeichnet man das
Heterogenitätsmaÿ im Knoten t mit:

φ(Kt) := ft (pt,1(Dt), pt,2(Dt), ..., pt,M(Dt)).

Um nun einen Verzweigungspunkt s zu bewerten, vergleicht man die Hete-
rogenität im Knoten Kt mit der Heterogenität der beiden Folgeknoten KRs

t

und KLs
t , die man durch den Verzweigungspunkt s erhält.

Ein Wert für die Anpassungsgüte ist nun gegeben als:

∆φ(s, t) := φ(Kt)− φ(KLs
t )− φ(KRs

t )

mit:

φ Heterogenitätsmaÿ

s Verzweigungspunkt

Kt der Knotenpunkt t

KLs
t , KRs

t die beiden Folgeknoten, wenn man Kt durch s unterteilt

Das Ziel wird es sein, ∆φ(s, t) zu maximieren. Wie man anhand der De�nition
von ∆φ(s, t) erkennen kann, ist das Maximieren gleichbedeutend mit

max
s

∆φ(s, t) = max
s

(
φ(Kt)−

[
φ(KLs

t ) + φ(KRs
t )
])
⇔

min(
s

φ(KLs
t ) + φ(KRs

t ))

weil φ(Kt) nicht vom Verzweigungspunkt s abhängt. Dies bedeutet, dass
man Verzweigungspunkte so wählt, dass das Heterogenitätsmaÿ in den beiden
Folgeknoten KLs

t und KRs
t minimal wird und somit die Klassen einheitlicher

bzw. homogener geteilt werden.

Wenn man keinen weiteren Verzweigungspunkt �ndet, der die Individuen in
den Folgeknoten besser trennt, dann gilt:∆φ(s, t) = φ(Kt) ∀s. Dies kann
folgende zwei Gründe haben:

• mins(φ(KLs
t ) + φ(KRs

t )) = 0, d. h. die Individuen sind bereits perfekt
in den Klassen getrennt

• mins(φ(KLs
t ) + φ(KRs

t )) 6= 0 aber ∆φ(s, t) = φ(Kt) ∀s. D. h. es
gibt keinen Verzweigungspunkt, der verursacht, dass die Individuen in
den Folgeknoten nach deren Klassen besser getrennt sind. Zum Beispiel
tritt dieser Fall dann auf, wenn zwei Individuen unterschiedlicher Klasse
exakt die gleichen Merkmale besitzen.
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2.2.1 Maÿe der Unreinheit

Um die Notationen übersichtlicher zu machen, wird im Folgenden die Pro-
portion der Klassen m im Knoten Kt als pt,m := pt,m(Dt) bezeichnet. Das im
CART-Algorithmus verwendete Maÿ für die Unreinheit ist der Gini-Index.
Breiman et al. (1984) führte in seiner Arbeit diesen Index ein und formulierte
ihn folgendermaÿen:

φGini(Kt) =
M∑
m=1

(
M∑
l=1
l 6=m

pt,mpt,l) =
M∑
m=1

pt,m(1− pt,m) = 1−
M∑
m=1

p2
t,m (2.2)

Man beachte beim zweiten �=�-Zeichen, dass
∑M

m=1 pt,m = 1 ist und man
deswegen die Doppelsumme zu einer Summe zusammenfügen darf.

Bei Wissen über die Klassenverteilung im Knotenpunkt t gibt p2
t,m die Wahr-

scheinlickeit an, dass, wenn man zufällig ein Element zieht und dieses Ele-
ment einer Klasse zuweist, diese Zuweisung auch richtig ist. Hat man z. B.
eine Klassenverteilung von (1/2, 1/2), ist die Wahrscheinlichkeit (1

2
)2, dass

man Element 1 zieht und zur Klasse 1 zuordnet. Folglich ist nach zwei-
maligem Ziehen und zweimaliger Zuordnung die Wahrscheinlichkeit 1/2, dass
diese Zuordnung richtig ist. Andererseits wird bei einer Klassenverteilung
von (2/2, 0/2) jedes Element mit Wahrscheinlichkeit 1 der richtigen Klasse
zugeordnet, weil man weiÿ, dass alle Elemente der ersten Klasse angehören.

Bildet man nun die Gegenwahrscheinlichkeit wie beim Gini Index (2.2), be-
deutet dies die Wahrscheinlichkeit, dass bei bekannter Klassenverteilung nach
zufälliger Ziehung und beliebiger Zuordnung alle Element falsch klassi�ziert
werden.

Das heiÿt, dass der Gini Index minimal wird, wenn sich im Knoten nur noch
Individuen einer Klasse be�nden. Wie anhand der zuvor angeführten Bei-
spiele ersichtlich wird, erfüllt dieses Maÿ auch alle Eigenschaften eines Hete-
rogenitätsmaÿes (2.1).

Bewertet wird nun der Verzweigungspunkt, wenn man die Verbesserung der
Reinheit in den Folgeknoten betrachtet, die diese Verzweigung nach sich zieht.

∆φGini(s, t) = φGini(Kt)−
[
φGini(K

Ls
t ) + φGini(K

Rs
t )
]

(2.3)

mit:

φGini Gini Index

s Verzweigungspunkt

Kt der Knotenpunkt t
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KLs
t , KRs

t die beiden Folgeknoten, wenn man Kt durch s unterteilt

Die beste Entscheidung ṡ ist nun jene, welche ∆φGini(s, t) maximiert. Der
CART Algorithmus setzt die Verzweigungspunkte gemäÿ dem Gini Index.

Bezeichne mit K̄t einen Endknoten und mit E := #{K̄} die Anzahl der End-
knoten des Baumes E . Wenn man die Unreinheiten aller Endknoten des
Entscheidungsbaumes aufsummiert, erhält man einen Wert, der die Trenn-
schärfe der Individuen nach ihren Klassen misst:

Qclass(E) :=
E∑
i=1

φGini(K̄t) (2.4)

mit:

E Anzahl der Endknoten des Baumes E

K̄i ein Endknoten des Baumes E

Vollständigerweise seien neben dem Gini noch folgende Unreinheitsmaÿe er-
wähnt:

• Gini : φGini(Kt) := 1−
M∑
i=1

p2
t,i

• Entropie : φentropie(Kt) := −pt,1 log(pt,1)− ....− pt,M log(pt,M)

• Missklassifikationsfehler : φMiss(Kt) := 1− max
i∈{1,...,M}

{pt,i}

In Abbildung 2.2 sind die drei Maÿe mit jeweils zwei Klassen abgebildet. Wie
man sieht, erfüllen alle drei Maÿe die Voraussetzungen für eine Bewertung
der Heterogenität. Sie weisen bei einem Gruppenverhältnis von 50% zu 50%
im Knoten den gröÿten Wert auf und den niedrigsten, wenn der Knoten zu
100% aus nur einer Klasse besteht.

Regression

Bei einer Regression sind die Antwortvariablen keine Klassen mehr, sondern
numerische Werte, zum Beispiel yi ∈ R. Deswegen kann man auch keine
der vorher erwähnten Maÿe für einen Verzweigungspunkt verwenden, weil
man dadurch keine Heterogenität messen kann. Wie bei einem Klassi�ka-
tionsbaum wird auch bei einer Regression der Merkmalsraum in Rechtecke
unterteilt, siehe Abbildung 2.1 auf Seite 6.
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Abbildung 2.2: Die drei vorgestellten Unreinheitsmaÿe

Bezeichne die Endknoten eines Baumes E mit K̄t und mit NK̄t := #{Xq
i ∈

K̄t} die Mächtigkeit der Individuen des Endknotens K̄t. Wenn ein Indivi-
duum Xq

i in den Endknoten K̄t fällt, wird diesem eine Zahl ct zugeordnet mit
f(Xq

i ) = ct. Wobei ct das arithmetische Mittel

ct =
1

NKt

∑
(Xj ,yj)∈Kt

yj (2.5)

aller in K̄t liegenden Daten ist.

Man bezeichnet weiters mit NL
Kt

und NR
Kt

die Mächtigkeit der Individuen in
den beiden Folgeknoten KLs

t und KRs
t , wenn man Kt durch s unterteilt. y

Ls
t,i

bzw. yRst,i sind die Zielwerte jenerX
q
i , die nach einer Unterteilung in den linken

bzw. in den rechten Folgeknoten fallen und c1 bzw. c2 sind die Mittelwerte
der yLst,i bzw. y

Rs
t,i .

Der Ansatz, einen guten Verzweigungspunkt zu �nden, ist der, wenn man den

mittleren quadratischen Fehler
∑NL

Kt
i=1 (yLst,i − c1)2 und

∑NR
Kt

i=1 (yRst,i − c2)2 in den
beiden Folgeknoten betrachtet. Ein idealer Verzweigungspunkt sollte diesen
Fehler minimieren. Damit ist die Lösung c1 und c2 genau das arithmetische
Mittel der yLst,i und y

Rs
t,i .

Ein Maÿ für die Unreinheit im Knoten Kt ist nun de�niert als:
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φreg(Kt) :=
1

NKt

NKt∑
i=1

(yi − c)2 (2.6)

mit:

NKt Anzahl der Individuen im Knoten Kt

yi Zielwert des Individuums Xq
i ∈ Kt

c arithmetisches Mittel der Zielwerte, vgl: (2.5)

Kt der Knotenpunkt t

Der beste Verzweigungspunkt s im Knoten Kt ist nun der, wenn

∆φ(Kt, s) := φ(Kt)−
[
φ(KLs

t ) + φ(KRs
t )
]

(2.7)

maximal ist.

Das Ziel ist es somit, jenen Verzweigungspunkt s zu �nden, der den mittleren
quadratischen Fehler in den Folgeknoten gröÿtmöglich minimiert.

Wenn man mit E := #{K̄} die Anzahl der Endknoten eines Baumes be-
zeichnet, kann man die Summe der Fehlerquadrate des Baumes E wie folgt
angeben:

Qreg(E) :=
E∑
i=1

φreg(K̄i) (2.8)

mit:

E Anzahl der Endknoten des Baumes E

K̄i ein Endknoten des Baumes E

2.2.2 Der CART-Algorithmus

Da der Stamm eines Entscheidungsbaumes aus dem gesamten Datensatz be-
steht und somit auch alle Klassen enthält, hat er die höchste Heterogenität.
Ziel ist es nun, die Verzweigungspunkte so zu setzen, dass die Klassen best-
möglich getrennt werden. Das dazu benötigte Werkzeug wurde im Abschnitt
zuvor bereits vorgestellt. Es sei nochmals daran erinnert, dass der CART-
Algorithmus nur binäre Entscheidungsbäume erzeugt. Im Folgenden ist mit
Dt ⊆ X die Menge jener Individuen des Datensatzes de�niert, die der Knoten



KAPITEL 2. ENTSCHEIDUNGSBÄUME 13

t des Baumes beinhaltet. Bezeichne weiters mit Mj die Anzahl der Möglich-
keiten, einen Entscheidungspunkt am Merkmal xj zu setzen.

Die im folgenden Algorithmus vorgestellten Punkte (a)− (e) bewirken, dass
sich jeder Knotenpunkt (mit Ausnahme der Endknoten) in den beiden Folge-
knoten unterteilt. Das heiÿt, dass sich jeder Knotenpunkt des Baumes bzgl.
des verwendeten Kriteriums bestmöglich verzweigt.

Die in den Punkten 2 und 3 des Algorithmus de�nierten nh stellen jeweils
die im Schritt h noch zu unterteilenden Knotenpunkte dar. Folglich endet
das Wachstum des Baumes genau dann bei Schritt h, wenn gilt: nh = 0.
Die Anzahl der Schritte gibt an, wie viele Entscheidungen maximal zu tre�en
sind, um am Endknoten anzukommen. Wenn man Abbildung 2.1 betrachtet,
sind höchstens drei Entscheidungen zu tre�en, um zu einem Endknoten zu
gelangen. Weiters dienen sie auch zur Initialisierung dieser Knotenpunkte.

Beginnend mit dem ersten Knoten K1 (dem Stamm des Baumes) wird unter
Beachtung des Gini Indexes wie folgt vorgegangen:

Setze h = 1, n0 = 0 und n1 = 1.

1. Schritt h: Setze t = 1+
h−1∑
l=0

nl

(a) Berechne zu jedem der q Merkmale für die Dt des KnotensKt jenen
Verzweigungspunkt s̄j mit
s̄j := max

i∈{1,...,Mj}
∆φ(sj,i, t), ∀j ∈ {1, 2, . . . , q}.

(b) Setze smax := max {s̄1, . . . , s̄q}
(c) Gilt: ∆φ(smax, t) < φ(Kt):

i. Wähle jenes Merkmal xj als Entscheidungsmerkmal, für das
gilt: sj = smax.

ii. Unterteile die Elemente Dt des Knotens Kt anhand dieses
Punktes.

(d) Gilt: ∆φ(smax, t) = φ(Kt):

i. Dann stellt der Knoten Kt einen Endknoten des Baumes dar
und wird im Folgenden nicht mehr unterteilt.

(e) Setze t = t+1 und wiederhole die Schritte (a)-(e) so lange bis gilt:

t >
h∑
l=1

nl.

(Wenn t gröÿer ist als die Summe der nl, heiÿt das, dass unter
Schritt j bereits alle vorhandenen Knotenpunkte fertig verzweigt
wurden)

2. Bezeichne mit n̄h die Anzahl der unter den Punkten (a)− (e) neu ent-
standenen Endknoten und setze nh+1 = 2(nh − n̄h).
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3. Initialisiere die unter den Punkten (a)− (e) entstandenen Folgeknoten

und deren neue Teilmengen mit t := {1+
h∑
l=1

nl, ..., nh+1+
h∑
l=1

nl} von

links nach rechts mit Kt und setze h = h+ 1

4. Führe die Schritte 1 - 4 so lange fort, bis in keinem Knoten mehr eine
Verbesserung im Sinne des verwendeten Kriteriums erzielbar ist.

Wie man sieht, werden nach diesem Algorithmus sehr groÿe Bäume mit vielen
Endknoten entstehen, da so lange fortgefahren wird, bis keine Besserung mehr
erreicht werden kann. Das heiÿt, es wird so lange fortgefahren, bis Qclass(E)
bzw. Qreg(E) minmal sind. (Vgl: (2.4) und (2.8))

Wenn sich in einem Datensatz die Individuen anhand ihrer Merkmale nach
Klassen perfekt trennen lassen, wird ein Entscheidungsbaum ein zufrieden-
stellendes Ergebnis liefern, wie es z. B. in Abbildung 2.1 auf Seite 6 ersichtlich
ist. Dort konnte man schon nach der ersten Entscheidung bezüglich der Blü-
tenlänge die Individuen der Klasse �Setosa� von den restlichen beiden Klassen
trennen. Zwei weitere Entscheidungen wurden dann noch benötigt, bis die
Verringerung der Unreinheit eine gewisse Schranke unterschritten hat.

Wie man aber feststellen kann, wurde dieser Baum nicht mittels CART-
Algorithmus erzeugt, denn man würde noch mindestens drei weitere Entschei-
dungen benötigen, damit alle Endknoten bezüglich des Unreinheitsmaÿes als
�rein� gelten.

Wenn sich der Datensatz aber nicht so �schön� in die unterschiedlichen Klas-
sen trennen lässt, kann es sein, dass der CART-Algorithmus groÿe Entschei-
dungsbäume konstruiert. Wenn ein Baum groÿ wird, d. h. wenn viele Ent-
scheidungen zu tre�en sind, um zum Endknoten zu gelangen, kann das Pro-
blem einer Überanpassung auftreten. Denn je mehr Verzweigungen ein Baum
aufweist, desto öfter wird auch der Trainingsdatensatz getrennt. Dies hat zur
Folge, dass in den Knoten eine immer kleinere Menge an Individuen unter-
schiedlicher Klassen vorkommt.

Je mehr Entscheidungen nötig sind, die Individuen in Klassen zu trennen,
desto spezi�scher sind diese dann aber auch. Beispielsweise kann es in der
letzten Entscheidung vorkommen, dass diese nur noch zwei Individuen zweier
unterschiedlicher Klassen trennt und dass somit der Endknoten aus jeweils
einem Datenpunkt besteht. Folglich wird eine geringe Veränderung an den
Merkmalen das Ergebnis stark beein�ussen.

Man bezeichnet mit einem instabilen Klassi�kator bzw. mit einem schwachen
Lerner einen Klassi�kator, bei dem kleine Veränderungen der Daten eine groÿe
Veränderung auf das Ergebnis bewirken. Diese Klassi�katoren, insbesondere
auch Entscheidungsbäume, weisen deswegen auch eine groÿe Varianz auf.

2.2.3 Pruning

Man kann dem Problem der Überanpassung eines Entscheidungsbaumes ent-
gegenwirken, indem man den Baum nicht so lange wachsen lässt bzw. den
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Baum stutzt (engl: to prune). Folglich sind in den Endknoten die Individuen
nicht mehr nach ihren Klassen perfekt getrennt. Wenn man allerdings einen
Baum zu kurz wachsen lässt und dieser nur eine geringe Anzahl an Knoten
aufweist, kann es vorkommen, dass wichtige Zusammenhänge des Datensat-
zes verloren gehen. Hier stellt sich nun die Frage, wie groÿ man einen Baum
wachsen lassen soll, damit dieser ein zufriedenstellendes Ergebnis liefert.

Eine Möglichkeit ist die, dass das Wachstum eines Baumes gestoppt wird,
wenn eine gewisse Anzahl an Knoten erreicht wurde. Man kann mit einigen
Versuchen und mit jeweils unterschiedlicher Anzahl an Knoten testen, wel-
cher dieser Bäume das beste Ergebnis liefert. Dies ist allerdings mit groÿem
Aufwand verbunden und das Ergebnis ist sehr stark vom Test- bzw. Trai-
ningsdatensatz abhängig.

Eine weitere Methode besteht darin, dass man das Wachstum stoppt, wenn
die Verringerung der Unreinheit eines Knotens eine gewisse Schranke C nicht
mehr unterschreitet. Wenn gilt: ∆φ(Kt, s) < C, ∀s, wird dieser Knoten Kt

somit nicht mehr weiter unterteilt und der Knoten Kt stellt den Endknoten
des Baumes dar. Wenn bei einem Knotenpunkt ein Verzweigungspunkt wenig
zur Verbesserung der Unreinheit beiträgt, heiÿt das allerdings nicht, dass es
in den Folgeknoten keine Verzweigung gibt, die die Unreinheit nicht deutlich
verringert. Somit ist die Idee, eine untere Schranke für die Verringerung der
Unreinheit einzuführen, auch nicht ideal.

Cost-Complexity Pruning

Das Cost-Complexity Pruning (vgl:Breiman et al. (1984, S. 66)) ist eine oft
angewandte Methode, um Entscheidungsbäume zu kürzen. Man erstellt zu-
erst einen maximal ausgewachsenen Entscheidungsbaum Emax. Danach wird
Emax schrittweise verkürzt, indem man Äste des Baumes abscheidet. Somit
ist der gestutzte Baum E im Ausgangsbaum Emax enthalten. Bezeichne mit
E ≺ Emax den Teilbaum vom Emax, den man erhält, wenn man Äste von
Emax abschneidet. Der Baum wird so lange gestutzt, bis er nur noch zwei
Äste besitzt. Bezeichne die Anzahl der Endknoten des Baumes E mit Ē ∈ N
und de�niere weiters mit p(K̄j), j ∈ {1, ..., Ē} die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Individuum in den Endknoten K̄j fällt. Das heiÿt, wenn mit NK̄jdie
Anzahl der Individuen im Endnoten K̄j bezeichnet wird, ist p de�niert als:

p(K̄j) := 1
N
·NK̄j

De�niere für ein Klassi�zierungsproblem folgende Funktion:

R(E) :=
Ē∑
j=1

p(K̄j) · φ(K̄j)

mit:

E ein Entscheidungsbaum
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φ ein Maÿ für die Unreinheit,

(vgl: Gini, Entropie, Missklassi�kationsfehler)

p Wahrscheinlichkeit, dass ein Element X ∈ X in den

Endknoten K̄j fällt

Ē Anzahl der Endknoten des Entscheidungsbaumes E

De�niere für ein Regressionsproblem folgende Funktion:

R(E) :=
Ē∑
j=1

NK̄j · φreg(K̄j)

E ein Entscheidungsbaum

Ē Anzahl der Endknoten des Entscheidungsbaumes E

K̄j Endknoten des Entscheidungbaumes

φreg Maÿ für die Unreinheit, vgl. (2.6)

R(E) stellt die Güte eines Entscheidungsbaumes E dar. Je mehr Endknoten
ein Baum hat, desto kleiner wird auch der Wert von R(E). Denn je höher
die Anzahl ist, umso kleiner ist auch das Unreinheitsmaÿ φ und auch p(K̄j)
bzw. NK̄j .

De�niere nun das Cost-Complexity Kriterium (vgl: Breiman et al. (1984, S
66):

Rα(E) = R(E) + αĒ (2.9)

Den Parameter α ≥ 0 nennt man den Cost-Complexity Parameter. Dieser
Parameter ist ein Strafterm für die Anzahl der Endknoten. Rα(E) stellt eine
Verbindung der Güte des Entscheidungsbaumes zur Anzahl der Endknoten
her. Beispielsweise bei α = 0 (d.h. es gibt keinen Strafterm für die Endkno-
ten) ist die Lösung ein ausgewachsener Baum. Bei einem Klassi�zierungspro-
blem sind somit bei einem α = 0 nur noch Individuen einer Klasse in den
Endknoten eines Entscheidungsbaumes. Je gröÿer α ist, desto weniger Äste
wird E haben. Bei festgehaltenem α ist der beste gestutzte Baum Ẽ der, für
den gilt:

Rα(Ẽ) = min
E�Emax

(Rα(E)) (2.10)

Um unter allen α den am besten gekürzten Baum zu �nden, wird die weakest
link pruning Methode angewandt. In der Folge wird die Idee kurz beschrieben.
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Bei gegebenem α bezeichne mit Ẽα jenen Baum, der das Minimierungspro-
blem (2.10) löst. Zuerst setzt man α1 = 0. Wenn man α2 > α1 nur geringfügig
erhöht, wird Rα2(Ẽ) = Rα1(Emax) sein, weil die Endknoten dadurch auch nur
minimal bestraft werden.

Wenn man den Strafterm für die Anzahl der Endknoten weiter erhöht, gibt
es ein α2 > α1 mit Rα2(Ẽ) 6= Rα1(Emax) und Ẽα2 ≺ Emax. Dieses α2 existiert
auf jeden Fall, da man den Strafterm so lange erhöhen kann, bis schlussendlich
nur ein Baum mit nur einem Endknoten übrig bleibt (vgl: (2.9)).

Anschlieÿend bestimmt man die weiteren Folgeglieder α3, α4, ..., αmax inklu-
sive ihrer Ẽαi . Die Anzahl der Folgeglieder ist endlich (vgl. Breiman et al.
(1984, S. 70). Nun kann man mittels Kreuzvalidierung testen, welcher dieser
Bäume Ẽα1 , Ẽα2 , ..., Ẽαmax das beste Ergebnis liefert.



Kapitel 3

Random Forest

Random Forest stellt den Haupteil dieser Arbeit dar. Bevor aber ein Random
Forest (Zufallswald) de�niert wird, werden noch grundlegende De�nitionen
angeführt. Anhand dieser wird erklärt, wann und warum es besser ist, an-
statt der Verwendung nur eines Baumes gleich einen ganzen Wald für eine
Klassi�kation bzw. Regression zu nutzen. In der Folge wird auch vermittelt,
wofür man überhaupt einen �Zufall� benötigt und es werden auch jene zwei
Methoden vorgestellt, die zur Generierung eines �Zufallswaldes� verwendet
werden. Nach der De�nition des Random Forest sind Vor- und Nachteile
dieser Methode angegeben und es werden einige grundlegende Eigenschaften
erörtert und beschrieben, welche weiteren Ergebnisse ein Random Forest noch
liefern kann.

Am Ende dieses Kapitels wird noch die Güte des Ergebnisses getestet, welches
ein Random Forest, der auf einem unbalancierten Datensatz trainiert wurde,
liefert. Weiters wird noch erörtert, in welchen Fällen das Maÿ der Merkmals-
wichtigkeit eines Random Forest kritisch betrachtet werden soll. Auÿerdem
wird noch gezeigt, welchen Ein�uss fehlende Werte eines Datensatzes auf das
Ergebnis des Random Forest haben.

3.1 Grundlegende De�nitionen

3.1.1 Bagging

Breiman (1996) entwickelte die Methode des Bagging (engl: Bootstrap aggre-
gating). Mit Bagging kann man durch eine Kombination mehrerer schwacher
Lerner einen starken Lerner erhalten. Ziel ist es, mit dieser Methode die
Vorhersagekraft zu verbessern, indem man die Prognose aller schwachen Ler-
ner kombiniert wie z. B. bei einer Regression das arithmetische Mittel aller
Prognosen. Es werden die Vorhersagemodelle bzw. schwachen Lerner jeweils
basierend auf einen unterschiedlichen Datensatz konstruiert, sodass diese Mo-
delle unabhängig voneinander sind. Diese Unabhängigkeit stellt einen wichti-
gen Faktor dar, denn es macht keinen Sinn, wenn man Entscheidungsbäume

18
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mit exakt gleicher Gestalt kombiniert. Der Grund dafür ist der, dass das
arithmetische Mittel aller Prognosen das gleiche Ergebnis liefert, wie bei der
Verwendung nur eines einzelnen Baumes.

Um unterschiedliche Datensätze zu erlangen, wird die Methode des Boot-
strapping angewandt. Das heiÿt, bevor man ein Vorhersagemodell auf dem
Datensatz X := {(Xq

1 , y1), ..., (Xq
N , yN)} modelliert, werden aus X zufällig

und mit Zurücklegen n ∈ N Elemente gezogen. Das Modell wird dann an-
hand dieser n-elementigen Menge konstruiert. Diese Menge wird auch als der
Trainingsdatensatz bzw. als die Lernmenge des Klassi�kators bezeichnet. Die
Menge, die nicht für die Konstruktion des Klassi�kators verwendet wird, be-
zeichnet man als den Testdatensatz. Bezeichne im Folgenden mit Li ⊂ X die
Menge der Datenpunkte, die für das i-te Vorhersagemodell gezogen worden
sind.

Der Bagging-Algorithmus:

• Zuerst werden B Stichproben L1,L2, ...,LB jeweils mit Gröÿe n mittels
Ziehen mit Zurücklegen aus dem Datensatz X konstruiert.

• Auf jede dieser Stichproben modelliert man ein Vorhersagemodell fb
mit b ∈ {1, ...B}.

• Füge alle Ergebnisse der B Vorhersagemodelle fb zusammen.

Bei einer Klassi�kation wird ein Xi nach der Mehrheit der Vorhersagewerte
aller fb, b ∈ {1, ...B} prognostiziert:

fbag(Xi) := arg max
j∈{1,...M}

B∑
b=1

I (fb(Xi) = cj)

mit:

cj Klasse j, j ∈ {1, ...M}

I Indikatorfunktion

Bei einer Regression wird schlussendlich folgendermaÿen prognostiziert:

fbag(Xi) := 1
B

B∑
b=1

fb(Xi)

Bagging muss nicht immer zu einer Besserung der Vorhersagekraft führen.
Angenommen es gibt zwei Klassen zu prognostizieren und jeder der unab-
hängigen Klassi�katoren weist die selbe Tre�ergenauigkeit p auf. In diesem
Fall liefert die Bagging Methode ein richtiges Ergebnis, wenn sich mehr als
die Hälfte der Klassi�katoren für die richtige Klasse entscheiden. Somit ist
die Wahrscheinlichkeit für eine richtige Klassi�kation binomialverteilt:
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E (fbag(Xi) = yi) =
B∑

i=dB/2c+1

(
B
i

)
pi (1− p)B−i

mit:

B Anzahl an Klassi�katoren

yi die wahre Klasse

p die Wahrscheinlichkeit, dass ein Klassi�kator fi richtig klassi�ziert

Hastie et al. (2009, S. 286) führte z. B. folgendes 2-Klassen-Beispiel an, bei
dem ein einziger Klassi�kator eine bessere Tre�ergenauigkeit liefert als die
Bagging-Methode. Wenn die Tre�ergenauigkeit aller Klassi�katoren bei 40%
liegt, wird die Mehrheit falsch prognostizieren und folglich wird die Bagging-
Methode die falsche Klasse wählen. Allerdings, wenn man nur einen Klassi-
�kator prognostizieren lässt, wird dieser nur zu 60% der Fälle falsch liegen.

Zum Abschluss wird an dieser Stelle noch eine weitere Methode erwähnt:
das Subbagging. Beim Subbagging wird gröÿtenteils analog vorgegangen wie
beim Bagging-Algorithmus 3.1.1, allerdings werden unter dem ersten Punkt
die Elemente Xi ∈ X für die Stichproben L1,L2, ...,LB ohne Zurücklegen

gezogen.

3.1.2 Varianz und Bias

Mit dem Bias des Lernalgorithmus fbag bezeichnet man den erwarteten Feh-
ler, der begangen wird, wenn man den Lernalgorithmus auf eine Folge von
Trainingsmengen L1,L2, ...,LB trainiert. Im Folgenden konstruiert man mit-
tels Bagging eine Folge von Stichproben L1,L2, ...,LB und eine Folge von
Regressionsbäumen f1, f2, ..., fB.

Der Erwartungswert einer �xen Beobachtung Xq
i ∈ X ist de�niert als der

Limes vom Mittelwert der Summe aller Ergebnisse der Regressionsbäume
(vgl. Dietterich and Kong (1995)):

f̄(Xq
i ) := lim

B→∞
1
B

B∑
b=1

fb(X
q
i )

Der statistische Bias von fbag bei X
q
i ist de�niert als die Abweichung von f̄

vom wahren Wert yi:

Bias (fbag(X
q
i )) := f̄(Xq

i )− yi (3.1)

Die Varianz von fbag ist weiters de�niert als der Erwartungswert für die qua-
dratische Abweichung einer bestimmten Hypothese fj(X

q
i ) und der gemittel-

ten Hypothese f̄(Xq
i ):
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V ar (fbag(X
q
i )) := E

[
(fb(X

q
i )− f(Xq

i ))2
]

(3.2)

Geman et al. (1992), Bienenstock und Doursat haben gezeigt, dass sich der
durchschnittliche Fehler eines Lernalgorithmus an einem Punkt Xq

i als die
Summe der Varianz und des Bias zusammensetzt:

Err(fbag(X
q
i ) = Bias (fbag(X

q
i ))2 + V ar (fbag(X

q
i )) (3.3)

Bei einer Klassi�kation kann man obige De�nitionen nicht anwenden, weil die
Zielfunktion und die Zielvariablen keine messbaren Werte mehr sind, sondern
Klassen darstellen. Man umgeht dieses Problem, indem man die Wahrschein-
lichkeit betrachtet, dass die Klassi�katoren die Individuen der richtigen Klasse
zuweisen.

Man konstruiert mittels Bagging eine Folge von Stichproben L1,L2, ...,LB
und eine Folge von Klassi�katoren f1, f2, ..., f3. Bezeichne mit p̂b, b ∈ {1, ..., B},
folgende Indikatorfunktion:

p̂b(X
q
i ) :=

{
1 wenn fb(Xi) 6= yi

0 wenn fb(Xi) = yi

Den Fehler der kombinierten Klassi�katoren erhält man, wenn man das arith-
metische Mittel aller Indikatorfunktionen p̂b heranzieht. Das heiÿt:

Err (fbag(X
q
i )) := lim

B→∞
1
B

B∑
b=1

p̂b(X
q
i )

Diese Funktion Err gibt den zu erwartenden Fehler an, der begangen wird,
wenn man ein Individuum anhand einer Folge von Klassi�katoren fi klassi-
�ziert. Wenn gilt, Err(fbag(X

q
i )) > 0.5 für einen Datenpunkt Xq

i ∈ X, wird
Xq
i in den meisten Fällen falsch klassi�ziert. Somit gibt Err(fbag(X

q
i )) an,

wie oft im Mittel falsch klassi�ziert wurde.

Der Bias wird nun folgendermaÿen de�niert:

Bias (fbag(X
q
i )) :=

{
0 wenn Err (fbag(X

q
i )) ≤ 0, 5

1 wenn Err (fbag(X
q
i )) > 0, 5

(3.4)

Und die Varianz vom Datenpunkt Xq
i ist de�niert als die Di�erenz aus dem

Fehler und dem Bias:

V ar (fbag(X
q
i )) :=

{
Err(fbag(X

q
i )) wenn Err (fbag(X

q
i )) ≤ 0, 5

Err(fbag(X
q
i ))− 1 wenn Err (fbag(X

q
i )) > 0, 5

(3.5)

Die Varianz bei Xq
i gibt die Erhöhung des Fehlers relativ zum Bias an.
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3.1.3 Random Features Selection

Jeder Baum wird beim Bagging auf einem unterschiedlichen Datensatz kon-
struiert und hat somit eine eigene Gestalt. Wenn man einen Baum, wie im
CART-Algorithmus, so weit wie möglich wachsen lässt, hat dies zur Folge,
dass in den Endknoten die Individuen nach ihren Klassen perfekt getrennt
sind. Wenn man nun ein Xq

i ∈ X durch die Bäume laufen lässt, wird die
Prognose in fast allen Fällen richtig liegen und dadurch wird auch der Bias
klein sein. Vergleiche (3.1) und (3.4).

Hat man nun einen ganzen Wald aus �groÿen� Bäumen mit niedrigem Bias,
wird auch der Wald einen niedrigen Bias aufweisen. Das Ziel ist es nun, die
Varianz zu verringern, um die Güte des Klassi�kators zu verbessern (verglei-
che 3.3). Wie bereits erwähnt, sollten sich die Bäume so weit wie möglich
unterscheiden, um eine gute Vorhersagekraft zu bewirken. Um diese These
mathematisch zu belegen, sei im Folgenden {E1, E2, ..., EB} eine Menge von
binären Entscheidungsbäumen, die mittels CART-Algorithmus erzeugt wur-
den. Diese Menge wird nun als Wald bezeichnet. Der Wald besteht somit
aus B Bäumen. Weiters bezeichnet ρ ≥ 0 die Korrelation zwischen den Ent-
scheidungsbäumen und σ2 bezeichnet die Varianz eines Baumes.

Das arithmetische Mittel von B unabhängigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen, jede mit einer Varianz σ2, hat eine Varianz von 1

B
σ2 (vgl. Has-

tie et al. (2009, S 588)).

Es gilt:

var

[
B∑
b=1

Eb

]
= cov

(
B∑
b=1

Eb,
B∑
b=1

Eb

)

=
B∑
b=1

B∑
h=1

cov (Eb, Eh) .

Für b = h ist
∑B

b=1

∑B
h=1 cov (Eb, Eh) =

∑B
b=1 var [Eb] und die restlichen

B (B − 1) Terme sind die Kovarianzen, die aber unabhängig vom Index und
somit gleich sind. Daher folgt weiters:

var

[
B∑
b=1

Eb

]
=

B∑
b=1

var [Eb] +B (B − 1) cov (E1, E2)

=
B∑
b=1

σ2 +B (B − 1) ρ·σ2

= Bσ2 +B (B − 1) ρ·σ2

Nun ist die Varianz des Waldes das arithmetische Mittel der Varianz aller B
Entscheidungsbäume:
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var

[
1

B

B∑
b=1

Eb

]
=

Bσ2

B2
+
B (B − 1) ρ·σ2

B2

=
σ2

B
+ ρ·σ2 − ρ·σ2

B

= ρ·σ2 +
σ2

B
(1− ρ) (3.6)

Anhand der letzten Gleichung lässt sich nun sehr schön erkennen, welche
Parameter die Varianz des Random Forest verkleinern lassen. Wenn man B
groÿ wählt und somit eine groÿe Anzahl an Bäumen hat, wird der letzte Term
σ2

B
(1− ρ) der Gleichung (3.6) nahe bei 0 liegen und somit ρ·σ2 übrig bleiben.

Genau deswegen ist es wichtig, dass die Korrelation ρ zwischen den Bäumen
klein ist, um eine gute Vorhersagekraft eines Random Forest zu erhalten.

Breiman`s Ansatz, die Korrelation unter den Bäumen weiter zu verringern,
war die der Random Features Selection. Als Grundgedanke dahinter gilt,
dass man den Merkmalsraum zur Entscheidungs�ndung an jedem Knoten-
punkt des Baumes reduziert. Random Features Selection bedeutet, dass der
CART-Algorithmus bei der Konstruktion eines Baumes an jedem Knoten-
punkt Kt zufällig m < q Variablen zieht und anschlieÿend auf einer dieser
Variablen den Verzweigungspunkt setzt. Die Gröÿe m wird dabei als �x an-
genommen. Alle Bäume werden somit eine andere Gestalt aufweisen, weil an
jedem Knotenpunkt andere Merkmale für den Verzweigungspunkt verwendet
wurden.

Je gröÿer man m wählt, umso ähnlicher wird auch die Gestalt der Bäume sein
und umso gröÿer wird auch die Korrelation. Dies ist durch folgende Tatsache
begründet: Je gröÿer man m wählt, desto öfter hat der CART-Algorithmus
auch ein �xes Merkmal für die Entscheidungs�ndung zur Verfügung. Wenn
dieses �xe Merkmal die Individuen nach ihren Klassen gut trennen kann, wird
es auch oft für einen Verzweigungspunkt verwendet werden.

Neben der Random Features Selection gibt es noch eine weitere Variante, um
den Zufall zu simulieren: die der Random Split Selection.

Zur Vervollständigung wird diese hier nur kurz erklärt. Es wird bei der Ran-
dom Features Selection an jedem Knotenpunkt eine bestimmte Anzahl m < q
an Merkmalen bestimmt, die die besten Verzweigungspunkte aufweisen kön-
nen. Aus diesen Merkmalen wird anschlieÿend zufällig eines gezogen, das
dann für den Verzweigungspunkt verwendet wird.

3.2 De�nition

Im Folgenden wird ein Zufallsvektor φb generiert, bevor man den b-ten Ent-
scheidungsbaum Eb konstruiert. Dieser Zufallsvektor φb ist unabhängig von
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den zuvor erzeugten Zufallsvektoren φ1, φ2, ...φb−1, aber er hat die gleiche Ver-
teilung wie diese. Anhand dieses Zufallsvektors wird der Entscheidungsbaum
Eb(· , φb) konstruiert. Im Fall eines Random Forest stellen die φb jeweils die
zufällige Ziehung der n Elemente der Bagging Methode und die zufällige Aus-
wahl an m Merkmalen pro Entscheidung der Random Features Selection dar.
Bezeichne mit ΦB := {φ1, φ2, ..., φB} die Menge der Zufallsvektoren.

De�nition: Ein Random Forest ist ein Klassi�kator h(X,ΦB) :=

{Eb(X,φb) : b ∈ {1, ..., B} ⊆ N}, der sich aus einer Vielzahl aus baumba-

sierten Klassi�katoren Eb(X,φb) zusammensetzt, wobei φb unabhängige und

identisch verteilte Zufallsvektoren sind und der Random Forest auf den Einga-

bedaten X nach dem �the winner takes it all�- Prinzip entscheidet. (Breiman

(2001))

Breiman entwickelte in seiner Arbeit im Jahre 1996 das �Bagging� (Bootstrap
aggregating). Die Idee, wie bereits erläutert, ist die, dass man viele einzelne
Entscheidungsbäume oder Klassi�katoren zu einem Wald zusammenfügt und
somit die Vorhersagekraft steigert, indem man dann nach der Mehrheit der
Entscheidungen beurteilt. Die groÿe Anzahl der Bäume erhöht die Vorher-
sagegenauigkeit, da dadurch den Fehlentscheidungen und Instabilitäten eines
einzelnen Baumes weniger Bedeutung beigemessen wird. In Abbildung 3.2 auf
Seite 41 ist ersichtlich, dass eine Erhöhung der Baumanzahl beim Random
Forest die Vorhersagegenauigkeit verbessert bzw. die Missklassi�kationsrate
verringert. Wie man anhand der schwarzen Kurve erkennen kann, bewirkt
eine gröÿere Anzahl der Bäume eine bessere Prognose.

Allerdings hat dies auch zur Folge, dass der Wald sehr unübersichtlich wird,
weil es durch die groÿe Anzahl der Bäume schwierig ist, deren einzelne Ent-
scheidungen zu analysieren. Man be�ndet sich schlussendlich vor einer Art
�Black Box�, aus der man nur sehr schwer Rückschlüsse ziehen kann, wie das
Ergebnis zustande gekommen ist.

Ein groÿer Vorteil des Random Forest ist der, dass dieser trotz groÿer Da-
tenmengen sehr e�zient ist und nur eine geringe Laufzeit aufweist. Folglich
stellt auch ein groÿer Merkmalsraum kein Problem dar.

Mit einer einfachen und e�zienten Methode kann man aus einem Random
Forest Maÿe für die Wichtigkeit der Variablen erhalten. Und mit der Kon-
struktion des Random Forest wird auch ein erwartungstreuer Schätzer des Ge-
neralisierungsfehlers generiert. Dieser Generalisierungsfehler gibt die Wahr-
scheinlichkeit einer fehlerhaften Klassi�zierung eines Individuums an.
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3.2.1 Der Random-Forest-Algorithmus

Der Random Forest verwendet bei der Konstruktion der Bäume die Methode
der Random Features Selection. An jedem Knoten wird nun der beste Split-
tingpunkt aus den m zufällig ausgewählten Variablen gesucht.

1. Generiere B unterschiedliche Trainingsdatensätze {L1,L2, ...,LB}, so-
dass jeder Baum auf einem eigenen Trainingsdatensatz basiert.

2. Für jeden dieser Datensätze erzeuge mittels CART-Algorithmus einen
ungekürzten Entscheidungsbaum, der an jedem Knoten nur eine zufäl-
lige aber �xe Auswahl m aller q Merkmale hat.

3. Der Random Forest entscheidet nach dem Prinzip �The winner takes it
all�.

Das heiÿt, es wird anhand der Mehrheitsentscheidung der einzelnen Bäume
klassi�ziert. Ist jeder dieser Bäume generiert, wird bei einer Klassi�kation
so entschieden, dass für jene Klasse gestimmt wird, für welche die meisten
Bäume gestimmt haben:

hclass(X,ΦB) = arg max
j∈{1,...M}

B∑
b=1

I (Eb(X,φb) = cj) (3.7)

mit:

cj Klasse j, j ∈ {1, ...M}

Eb Folge von Entscheidungsbäumen

I Indikatorfunktion

Bei Regressionsbäumen kann man nicht nach der Mehrheit der einzelnen
Bäume entscheiden, weil die Ergebnisse beispielsweise Werte aus den reellen
Zahlen sind. Aus diesem Grund wird das arithmetische Mittel der
Ergebnisse aller Entscheidungsbäume herangezogen. Man erhält bei einer
Regression somit:

hreg(X,ΦB) =
1

B

B∑
b=1

Eb(X,φb) (3.8)

Die im R-Package �RandomForest� vorhandene Implementierung eines Ran-
dom Forest verwendet 500 Bäume als Default Wert. Weiters wird bei einer
Klassi�zierung m =

√
q und bei einer Regression m = 3/q als Default Wert

für die Random Features Selection gewählt.
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3.3 Konvergenz

Bei Klassi�zierungs- bzw. Regressionsmodellen hat man oft das Problem,
dass diese Modelle an die Trainingsdaten überangepasst sind. Das bedeutet,
dass die Modelle auf der Trainingsmenge zwar gut funktionieren, aber bei
neuen Beobachtungen schlechte Ergebnisse liefern. Der Grund dafür ist der,
dass das Modell zu sehr an den Trainingsdatensatz gebunden ist. Man kann
beispielsweise einen Baum so lange verzweigen, bis in den Endknoten nur
noch Individuen einer Klasse vorhanden sind. Somit sind aber die später zu
tre�enden Entscheidungen an eine kleine Gruppe von Individuen angepasst
und deswegen werden sie auch immer spezi�scher.

Nun stellt sich die Frage, ob sich ein Random Forest an die Trainingsdaten
überanpasst, wenn man die Anzahl der Bäume erhöht. Die Antwort darauf
ist �Nein�, eine hohe Anzahl an Bäumen verursacht keine Überanpassung (vgl.
Breiman (2001)).

Um dies zu begründen, benötigen wir im Folgenden die Marge-Funktion:

mg(X, y) :=
1

B

B∑
b=1

I [fb(X) = y]−max
yj 6=y

(
1

B

B∑
b=1

I [fb(X) = yj]

)
(3.9)

mit:

I Indikatorfunktion

(X, y) ein Element aus X, welches zufällig gezogen wurde

fb Folge von Klassi�katoren

B die Anzahl an Klassi�katoren

Es ist zu beachten, dass die Marge-Funktion für eine Folge von beliebigen
Klassi�katoren de�niert ist. Die Marge-Funktion misst den relativen Anteil
der Klassi�katoren, die korrekt klassi�ziert haben. Davon wird der relative
Anteil jener Klassi�katoren abgezogen, die am häu�gsten für ein und die-
selbe falsche Klasse gestimmt haben. Diese Funktion nimmt für ein Xi ∈ X
positive Werte an, wenn die Mehrheit der Klassi�katoren Xi der richtigen
Klasse zuweisen. Hingegen ist die Funktion für ein Xi ∈ X negativ, wenn
es eine Mehrheit an Klassi�katoren gibt, die sich für die selbe falsche Klasse
entscheiden.

Der Wert einer Marge-Funktion gibt Auskunft über die Güte eines Random
Forest. Werte nahe bei 0 bedeuten, dass sich etwa gleich viele Bäume für eine
falsche wie auch für die richtige Klasse entschieden haben. Aus diesem Grund
weisen Werte um 0 auch auf einen unsicheren Random Forest hin. Hingegen
zeigen Werte nahe bei 1, dass die Bäume in den meisten Fällen Xi richtig
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klassi�ziert haben und folglich der Random Forest zuverlässig ist. Es gilt: je
gröÿer der Wert, desto zuverlässiger ist die Klassi�kation.

Der Generalisierungsfehler ist nun de�niert als die Wahrscheinlichkeit einer
negativen Marge-Funktion:

∗
Err := P(X,y)[mg(X, y) < 0]

Der Index (X, y) gibt den zu betrachtenden Wahrscheinlichkeitsraum an.

Der Random Forest h(X,ΦB) := {Eb(X,φb) : b ∈ {1, ..., B}} besteht be-
kanntlich aus einer Folge von Entscheidungsbäumen. Zu jedem Baum Eb
existiert ein dazugehöriger Zufallsvektor φb. Anhand des Gesetzes der groÿen
Zahlen kann gezeigt werden, dass mit steigender Baumanzahl Err für fast
alle Folgen φ1, φ2, ..., φB∼ P (θ) konvergiert und zwar gegen:

∗
Err −→

B→∞
P(X,y)

[
PΦB(h(X,ΦB) = y)−max

yj 6=y
PΦB(h(X,ΦB) = yj) < 0

]

Für den Beweis siehe: Breiman (2001, S. 30).

Dies bedeutet nun, dass sich ein Random Forest nicht an die Lerndaten über-
anpasst, auch wenn man die Anzahl der Bäume erhöht. Eine groÿe Bauman-
zahl bewirkt sogar, dass der Generalisierungsfehler gegen den wahren Wert
konvergiert. Somit sollte man sogar eine groÿe Anzahl an Entscheidungsbäu-
men bevorzugen, weil dadurch auch die Varianz des Random Forest verringert
wird. (vgl: (3.6))

Es kann nur dann eine Überanpassung des Random Forest auftreten, wenn alle
Bäume an die Trainingsdaten überangepasst sind. Allerdings ist dann für die
Überanpassung des Random Forest nicht die Anzahl, sondern nur die Gröÿe
der Entscheidungsbäume relevant. Dem Problem der Überanpassung kann
man dadurch entgegenwirken, indem man die Bäume stutzt (vgl. Abschnitt
2.2.3).

Mit der Tschebysche�-Ungleichung kann man für den Generalisierungsfehler
eines Random Forest eine obere Grenze abschätzen. Dazu ist die Marge-
Funktion eines Random Forest folgendermaÿen de�niert:

mgRF (X, y) := Pφ (h(X,ΦB) = y)−max
yj 6=y

Pφ (h(X,ΦB) = yj)

Die Güte der Vorhersage eines Random Forest kann man ausdrücken als den
Erwartungswert der Marge-Funktion (vgl. Breiman (2001)):

s := E(X,y) (mgRF (X, y))
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Und mit der Tschebysche�-Ungleichung erhält man für ein s > 0 folgende
Abschätzung des Generalisierungsfehlers:

∗
Err := P(X,y) (mgRF (X, y) < 0)

≤ P(X,y) (|mgRF (X, y)− s| ≥ s)

≤ V ar(mgRF )

s2

Breiman (2001, S. 8) leitete in seiner Arbeit noch folgende Abschätzung für
die Varianz ab: V ar(mgRF ) ≤ ρ̄(1 − s2). Wobei ρ̄ das arithmetische Mittel
aller Korrelationen der Bäume darstellt. Somit kann man eine obere Schranke
des Generalisierungsfehlers auch folgendermaÿen angeben:

∗
Err ≤ V ar(mgRF )

s2
≤ ρ̄(1− s2)

s2
(3.10)

Diese Abschätzung rechtfertigt ein weiteres Mal die Verwendung der Bagging-
bzw. die der Random-Features-Selection-Methode. Wie bei der Abschätzung
(3.10) ersichtlich wird, bewirkt ein kleines ρ̄ und somit viele di�erente Bäume
im Wald eine Verringerung des Generalisierungsfehlers.

Im Groÿen und Ganzen gilt: Je mehr Klassen vorhanden sind und je gröÿer die
Anzahl der Merkmale ist, desto mehr Bäume sollte man für die Konstruktion
des Waldes verwenden. Damit wird auch gewährleistet, dass jedes Merkmal
so oft wie möglich als Verzweigungspunkt eines Baumes verwendet wird. Im
R Package �RandomForest� ist der Default Wert für die Anzahl der Bäume
500.

3.4 �Out of Bag� Daten

Bezeichne mit Lb die Lernmenge, die für die Konstruktion des Baumes Eb
verwendet wurde. Die Elemente Xi ∈ Lb nennt man die �In-of-Bag� Daten
(�IoB�-Daten) eines Klassi�kators. Hingegen bezeichnet man mit den �Out-
of-Bag�-Daten (�OoB�-Daten) jene Daten, die nicht für die Konstruktion ver-
wendet wurden. Die Menge der �Out of Bag�-Daten des Baumes Eb lassen
sich somit folgendermaÿen de�nieren:

XOoB
b := {(Xq

1 , y1), ..., (Xq
Nb
, yNb)} = X\Lb

Die Wahrscheinlichkeit ist 1/N , dass mit der Bagging Methode bei einer Zie-
hung ein bestimmtes Individuum (Xi, yi) ∈ X,i ∈ {1, ..., N} aus dem Da-
tensatz X gezogen wird. Im Folgenden ist i ∈ {1, ..., N} und b ∈ {1, ..., B}
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festgehalten. Da man n mal mit Zurücklegen zieht, ist die Wahrscheinlich-
keit ( 1

N
)n, dass Xi für die Erstellung des Baumes Eb verwendet wird. Die

Gegenwahrscheinlichkeit dazu, also Xi /∈ Lb, ist: 1− ( 1
N

)n .

Für groÿes n gilt:

lim
n→∞

[
1− ( 1

N
)n
]

= 1
e
≈ 37%.

Somit wird für die Erstellung eines Baumes mit einer Wahrscheinlichkeit von
37% ein �x gewähltes Individuum nicht gezogen. Folglich sind nun im Durch-
schnitt 37% der Trainingsdaten eines Baumes Elemente der �OoB�-Daten und
im Durchschnitt 63% der Trainingsdaten eines Baumes Elemente der �IoB�-
Daten.

Unter Zuhilfenahme der �Out-of-Bag�-Daten lassen sich einige Eigenschaften
des Random Forest validieren. Man erhält beispielsweise Aussagen über die
Güte des Klassi�kators, ohne dass man dazu einen zusätzlichen Testdatensatz
benötigt. Mehr dazu wird in den nachfolgenden Abschnitten erörtert.

3.4.1 Missklassi�kationsfehler

Mit einer einfachen Methode kann man mit Hilfe der �Out-of-Bag�-Daten
einen erwartungstreuen Schätzer für die Missklassi�kationsrate erhalten. Hat
man so einen Schätzer ermittelt, besteht der Vorteil darin, dass weitere Ver-
fahren, wie beispielsweise das Kreuzvalidierungsverfahren, für die Schätzung
der Güte eines Klassi�kators über�üssig werden.

Klassi�kation

In diesem Abschnitt wird nur ein Klassi�kationsproblem behandelt. Um einen
Schätzer für die Missklassi�kationsrate zu erhalten, besteht der Leitgedanke
darin, dass man durch jeden Baum nur seine �Out-of-Bag�-Daten schickt,
von welchen ja auch das Ergebnis y bekannt ist. Daraus lässt sich ermit-
teln, wie oft dieser Baum die �Out-of-Bag�-Daten richtig klassi�ziert. Der
Missklassi�kationsfehler des Baumes errechnet sich dann als die Summe der
falsch klassi�zierten Individuen durch die Mächtigkeit der �OoB�-Daten des
Baumes.

Bezeichne mit Nb :=| XOoB
b | die Mächtigkeit der �Out-of-Bag�-Daten des

Baumes Eb und I ist anschlieÿend wieder die Indikatorfunktion. Der Miss-
klassi�kationsfehler des Baumes Eb ist bestimmt als:

Err
OoB

(Eb) :=
1

Nb

∑
Xi∈XOoBb

I [Eb(Xi, φb) 6= yi] (3.11)

mit:
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Eb ein Entscheidungsbaum

Xi ein Individuum der �OoB�-Daten.

yi die wahre Klasse von Xi

Nb Mächtigkeit der �OoB�-Daten des Baumes Eb

φb Zufallsvektoren (vgl. Abschnitt 3.2)

Der Missklassi�kationsfehler der �OoB�-Daten des Random Forest h(· ,ΦB)
ist nun das arithmetische Mittel der Summe aller Missklassi�kationsfehler
der Bäume, das heiÿt:

Err
OoB

(h(XOoB,ΦB)) :=
1

B

B∑
b=1

Err
OoB

(Eb) (3.12)

mit:

B die Anzahl der Bäume im Wald

Dieser Fehler gibt die Wahrscheinlichkeit für eine inkorrekte Klassi�zierung an
und ist deswegen auch ein Maÿ für die Güte der Klassi�kation eines Random
Forest.

Regression

Bei einem Regressionsproblem ist die zuvor erwähnte Methode zur Bestim-
mung des Missklassi�kationsfehlers nicht anwendbar, da die Zielvariablen nu-
merische Werte sind und keine Klassen mehr darstellen. Deswegen betrachtet
man in diesem Fall die mittlere quadratische Abweichung (engl: mean squared
Error �MSE�) des Zielwertes vom geschätzten Wert.

Bezeichne mit NXi := #{Xi ∈ XOoB
b }, b ∈ {1, ..., B}, die Anzahl der Bäume,

in denen Xi ein Element der �Out-of-Bag�-Daten ist. IOoB stellt eine Indika-
torfunktion dar, die genau dann das geschätzte Ergebnis ỹi := Eb(Xi, φb) des
Entscheidungsbaumes liefert, wenn Xi ein Element der �Out of Bag�-Daten
von Eb ist:

IOoB [Eb(Xi, φb)] :=

{
ỹi wenn Xi∈XOoB

b

0 sonst

Der aus den �OoB� geschätzte Zielwert yOoBi von Xi ist das arithmetische
Mittel der Ergebnisse der Bäume, in denen Xi ein Element der �OoB�-Daten
ist:
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yOoBi :=
1

NXi

B∑
b=1

IOoB [Eb(Xi, φb)] (3.13)

mit:

Eb ein Entscheidungsbaum

NXi Anzahl der Bäume, in denen Xi ∈ XOoB
b ist

Die mittlere quadratische Abweichung der �OoB�-Daten eines Random Forest
h(· ,ΦB) beträgt somit:

MSEOoB(h(· ,ΦB)) :=
1

N

N∑
i=1

(yi − yOoBi )2 (3.14)

mit:

N Anzahl der Individuen des Datensatzes X

Je kleiner der Wert dieser Funktion ist, desto näher ist der geschätzte am tat-
sächlichen Wert. Somit gilt auch in diesem Fall: Je kleiner der Funktionswert,
desto besser ist die Regression.

3.4.2 Permutierte Merkmalswichtigkeit

Eine weitere und ebenfalls sehr nützliche Information, welche man aus den
�Out-of-Bag�-Daten gewinnen kann, ist die der Variablen- oder Merkmals-
wichtigkeit. Wenn man mit einem vorhandenen Datensatz ein Vorhersage-
modell konstruieren will, taucht oft folgende Problemstellung auf: Welche
der unabhängigen Variablen korrelieren mit der abhängigen Zielvariablen Y ?
Anders augedrückt: Welche Merkmale eines Individuums geben Aufschluss
über deren Klassenzugehörigkeit?

Man kann sich einiger Verfahren bedienen, um herauszu�nden, welche Merk-
male wichtig für die Vorhersage von Y sind. Man kann etwa eine Faktoren-
analyse durchführen oder mit mehreren Regressionsmodellen testen, welche
Variablen Y am besten beschreiben. In einem Random Forest benötigt man
diese Verfahren nicht, man kann ausschlieÿlich aus diesem Wald die dafür
benötigte Information gewinnen.

Die Absicht ist die, dass man die Auswirkungen auf die Vorhersage von Y
betrachtet, wenn man alle Werte eines Merkmales vertauscht. Man simuliert
dabei, welchen Ein�uss der Informationsverlust eines Merkmales auf die Vor-
hersage des Random Forest hat. Wenn ein Merkmal mit Y korreliert, sollte
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Abbildung 3.1: Wenn man die Werte des Merkmals �Blütenlänge� permu-
tiert, entsteht ein komplett anderes Bild. Deswegen wird eine Permutation
auf diesem Merkmal eine hohe Missklassi�kationsrate nach sich ziehen. Die
hinterlegte Farbe zeigt an, wie der Entscheidungsbaum die Individuen mit
den permutierten Merkmalen klassi�zieren würde.(vgl. dazu auch Abbildung
2.1)

nach einer Permutation dieser Werte der Random Forest ein schlechteres Er-
gebnis liefern. Somit erwartet man: Je �wichtiger� ein Merkmal ist, umso
gröÿer ist auch der Missklassi�kationsfehler nach einer Permutation dieser
Werte. Wenn man mit Errπj

OoB
den Fehler mit permutierten Werten des j-ten

Merkmales bezeichnet, sollte bei einem �wichtigen� Merkmal xj gelten:

Err
OoB

< Errπj
OoB

, j ∈ {1, ..., q}

In Abbildung 3.1 wird die Permutation eines Merkmales dargestellt. Hier
wurden die Werte des Merkmals �Blütenlänge� permutiert und man sieht nun,
dass der Entscheidungsbaum nach der Permutation in vielen Fällen falsch
klassi�ziert. Somit ist das Merkmal �Blütenlänge� ein wichtiges.

Klassi�kation

Bezeichne wieder mit Nb :=| XOoB
b | die Mächtigkeit der �Out-of-Bag�-Daten

des Baumes Eb. Der Random Forest besteht aus B Bäumen, die mittels
CART-Algorithmus erzeugt wurden und πj stellt die Permutation von {1, ..., Nb}
des j − ten Merkmales xj von X dar:

X
πj
i := (x1

i , ..., x
j−1
i , x

πj
i , x

j+1
i , ..., xq)

Und die permutierten �Out of Bag�-Daten des Baumes Eb sind:
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X
OoBπj
b := {Xπj

1 , ..., X
πj
Nb
}

Um die weiteren De�nitionen übersichtlicher zu machen, bezeichne mit
Eb(· ) := Eb(· , φb) und de�niere folgende Indikator-Funktion:

∗
I(Eb, Xi) :=

{
1 wenn Eb(Xi) = yi

0 wenn Eb(Xi) 6= yi

mit:

Eb ein Entscheidungsbaum

Xi ein Individuum der �OoB�-Daten, also Xi ∈ XOoB
b

yi die wahre Klasse von Xi

Betrachte zuerst nur einen Baum mit seinen �Out of Bag�-Daten, dann ist die
Variablenwichtigkeit des Merkmales xj gegeben als:

imp(Eb, πj) :=
1

Nb

Nb∑
i=1

[
∗
I(Eb, Xi)−

∗
I(Eb, X

πj
i )

]
(3.15)

mit:

Xi Ein Individuum Xi ∈ XOoBj
b

Nb Mächtigkeit der �OoB�-Daten des Baumes Eb

Und die vom Random Forest h(· ,ΦB) erzeugte Variablenwichtigkeit des Merk-
males xj ist nun das arithmetische Mittel der Summe der Variablenwichtigkeit
aller Bäume:

impclass
(
h(XOoB,ΦB), πj

)
:=

1

B

B∑
b=1

imp(Eb, π
j) (3.16)

mit:

B die Anzahl der Bäume im Wald

Wenn nun eine Permutation des Merkmales xj eine groÿe Veränderung der
Antwortvariablen bewirkt, in dem Sinne, dass dadurch die Bäume oft falsch
klassi�zieren, wird imp (h(· ,ΦB), xj) einen Wert nahe 1 haben. Es gilt: Je
�wichtiger� ein Merkmal xj für die Vorhersage ist, desto höher wird der Wert
der Funktion imp (h(· ,ΦB), xj) sein.
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Regression

In Falle eines Regressionsproblems betrachtet man, wie sich nach einer Permu-
tation die Summe der Fehlerquadrate in den Endknoten der Bäume verändern
(vgl. 2.8). Je wichtiger ein Merkmal ist, desto gröÿer wird auch die Summe
der Fehlerquadrate in den Endknoten sein.

Dazu sei der geschätzte Zielwert mit permutierten Werten folgendermaÿen
de�niert (vgl. 3.13):

yOoBi (πj) := 1
NXi

∑B
b=1 I

OoB
[
Eb(X

πj
i , φb)

]
Die mittlere quadratische Abweichung von den permutierten �OoB�-Daten
eines Random Forest h(· ,ΦB) beträgt somit:

MSEOoB(h(· ,ΦB), πj) := 1
N

N∑
i=1

(yi − yOoBi (πj))
2

Um die Notationen einfacher zu gestalten, bezeichne mit
MSEOoB(πj) := MSEOoBπj (h(· ,ΦB), πj) und mit
MSEOoB := MSEOoB(h(· ,ΦB)). Dann ist die permutierte Merkmalswich-
tigkeit gegeben als (vgl. Liaw and Wiener (2002, Seite 20)):

impreg(h(XOoB,ΦB), πj) :=
1

B

B∑
b=1

(MSEOoB −MSEOoB(πj)) (3.17)

Wenn nun ein Merkmal wenig Ein�uss auf die Zielvariable Y hat, werden
sich weder MSEOoB noch MSEOoB(πj) unterscheiden, deswegen wird auch
impreg nahe bei 0 sein. Je gröÿer der Ein�uss eines Merkmals auf die abhän-
gige Variable Y ist, desto gröÿer ist auch der Unterschied von MSEOoB und
MSEOoB(πj).

3.4.3 Weitere Maÿe für Merkmalswichtigkeiten

Es gibt noch weitere Methoden, ein Maÿ für die Merkmalswichtigkeit zu be-
stimmen. Der CART-Algorithmus setzt bekanntermaÿen die Verzweigungs-
punkte auf jene Merkmale, welche die Individuen nach den Klassen am besten
trennen. Wird ein Merkmal markant öfter als andere Merkmale für einen Ver-
zweigungspunkt verwendet, heiÿt das, dass ein Verzweigungspunkt auf diesem
Merkmal eine höhere Trennschärfe bewirkt. Wenn man nun das arithmeti-
sche Mittel betrachtet, wie oft ein Merkmal für eine Entscheidungs�ndung der
Bäume verwendet wurde, dann erhält man ein weiteres Merkmalswichtigkeits-
Maÿ. Bezeichne dieses Maÿ im Folgenden als die Verwendungswichtigkeit.
Dieses Maÿ lässt sich somit unabhängig der �Out of Bag�-Daten bestimmen.

Mit Hilfe der Gini-Wichtigkeit kann man ein weiteres Merkmalswichtigkeits-
Maÿ bestimmen. Dieses lässt sich ebenfalls ohne �OoB�-Daten berechnen.
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Man betrachtet aber nicht, wie bei der Verwendungswichtigkeit, wie oft ein
Merkmal für eine Entscheidungs�ndung verwendet wurde, sondern man be-
trachtet die Verbesserung, die diese Entscheidung auf dem Merkmal nach sich
zieht. Bei jedem Verzweigungspunkt, an dem ein Merkmal verwendet wurde,
wird die Verbesserung der Gini Reinheit (vgl. 2.3) betrachtet. Die Gini-
Wichtigkeit des Merkmals xi ist das arithmetische Mittel der Gini-Reinheiten
an den Knotenpunkten, an denen das Merkmal xi als Verzweigungskriterium
verwendet wurde.

Bei einer Regression kann man bekanntlich die Gini-Wichtigkeit nicht an-
wenden. Man verwendet in diesem Fall erneut die mittlere quadratische Ab-
weichung (MSE) (vgl. 2.7). Die aus diesem Wert ermittelte Wichtigkeit
des Merkmals xi ist das arithmetische Mittel der ∆φ(Kt, s) von allen Kno-
tenpunkten, an denen das Merkmal xi als Verzweigungskriterium verwendet
wurde.

3.5 Distanzmaÿ

Ziel dieses Abschnittes ist es, durch einen Random Forest ein Maÿ für Ge-
meinsamkeiten und daraus ein Distanzmaÿ für zwei Individuen abzuleiten.
Durch einen Random Forest wird per se kein Distanzmaÿ bestimmt. Deswe-
gen muss man zuerst de�nieren, was es bei einem Random Forest bedeuten
soll, wenn zwei Individuen ähnlich positioniert sind. In einem Random Forest
sollen zwei Individuen umso mehr Gemeinsamkeiten aufweisen, je öfter sie in
den gleichen Endknoten eines Entscheidungbaumes fallen.

Dazu bezeichne nun im Folgenden wieder mit Ēb ∈ N die Anzahl der End-
knoten des Baumes Eb und mit K

l

b, l ∈ {1, ..., Ēb} den l-ten Endknoten des
Baumes Eb. De�niere weiters die Indikatorfunktion, die nur dann 1 ist, wenn
zwei Individuen in den selben Endknoten fallen:

I lb : (X ×X) −→ {0, 1} :=

{
1 wenn Xi ∧ Xj ∈ K

l

b

0 sonst

Nun ist ein Maÿ für die Gemeinsamkeit bzw. Proximities zweier Elemente
de�niert als:

prox(Xi, Xj) := (X ×X) −→ (0, 1) :
1

B

B∑
b=1

 Ēb∑
l=1

I lb(Xi, Xj)

 (3.18)

mit:

Xi Ein Individuum Xi ∈ X
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B Anzahl der Bäume im Wald.

Ēb Anzahl der Endknoten des Entscheidungsbaumes Eb

Je gröÿer der Wert von prox(Xi, Xj) ist, desto öfter fallen die beiden Indi-
viduen in den selben Endknoten der Bäume. Deswegen sind zwei Elemente
Xi ∈ X und Xj ∈ X mit prox(Xi, Xj) ≈ 1 für einen Random Forest kaum
unterscheidbar. Klarerweise gilt prox(Xi, Xi) = 1 und 0 ≤ prox(Xi, Xj) ≤
1, ∀i, j ∈ {1, ..., N}.
Bezeichne im Folgenden mit proxi,j := prox(Xi, Xj). Wenn man nun dieses
Maÿ für jedes Datenpaar (Xi,Xj) berechnet, erhält man die N×N Proximity
Matrix mit diag(Prox) = 1

Prox :=


prox1,1 prox1,2 · · · prox1,N

prox2,1 prox2,2
...

...
. . .

...
proxN,1 proxN,2, · · · proxN,N


Diese Matrix ist symmetrisch, positiv de�nit und für alle Einträge gilt: 0 ≤
proxi,j ≤ 1 ∀i, j ∈ {1, ..., N}.
Mit den Proximities ist es möglich, einen durch den Random Forest erzeugten
Distanzbegri� zu de�nieren:

d(Xi, Xj) := 1− prox(Xi, Xj)

Diese Funktion ist allerdings keine Metrik: Es gilt weder die Dreiecksunglei-
chung noch ist die erste Bedingung einer Metrik erfüllt, das heiÿt, dass eine
Funktion d(Xi, Xj) nur dann 0 ist, wenn gilt Xi = Xj. Denn im Fall eines
Random Forest kann es unterschiedliche Individuen geben, die immer in die
gleichen Endknoten der Bäume fallen.

Mit Hilfe dieses Maÿes ist es möglich, Ausreiÿer aufzuspüren. Hat man einen
Datensatz, bei dem einige Individuen fehlende Merkmale haben, wird eben-
falls die prox in Betracht gezogen, um diese fehlenden Werte zu ersetzen.

3.5.1 Ausreiÿer

In einem Random Forest zählen zu den Ausreiÿern einer Klasse jene Indivi-
duen, die zu den anderen Individuen der Klasse nur geringe Gemeinsamkeiten
aufweisen. Mit den Proximities hat man ein Werkzeug, um diese Gemeinsam-
keiten messen zu können.

De�niere für ein festgehaltenesXi ∈ yl eine Funktion (vgl. Yang et al. (2009)):

prox(Xi)=
∑
Xj∈yl

[prox(Xi, Xj)]
2
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mit:

Xi, Xj zur Klasse yl gehörige Individuen

prox(Xi) gibt einen Wert an, wie sich das Element Xi der Klasse yl zu den
restlichen Elementen derselben Klasse unterscheidet. Je gröÿer der Wert ist,
desto ähnlicher ist Xi zu den restlichen Individuen der Klasse yl.

Bezeichne nun mit nl := |yl| , l ∈ {1, ...,M}, die Mächtigkeit der Klasse l und
de�niere weiters folgendes Maÿ:

outym(Xi) = nl
prox(Xi)

.

Dieses Maÿ wird kleiner, je geringer die Unterschiede der Elemente einer
Klasse sind (groÿes prox(Xi)), und gröÿer, je mehr sich die Elemente unter-
scheiden (kleines prox(Xi)). Von jeder Klasse ym bezeichne mit outym den
Median der outym(Xi), und bezeichne mit σ die absolute Abweichung zum
Median.

Das Ausreiÿermaÿ ist dann folgendermaÿen de�niert:

out(Xi) = outym (Xi)−outym
σ

Je gröÿer dieser Wert ist, desto eher wird das Individuum Xi als Ausreiÿer
deklariert.

3.5.2 Fehlende Werte

Oft taucht das Problem auf, dass man einen Datensatz X mit fehlenden Ein-
trägen hat. Die im R-Package implementierte Funktion �rfImpute� verwendet
die prox(Xi), um fehlende Werte zu ersetzen. Um den folgenden Algorithmus
übersichtlicher zu machen, teilt man den Datensatz X in zwei Teildatensätze,
sodass gilt: X = Xfehl

⋃
Xvoll. Dabei bezeichnet man mit Xfehl den Daten-

satz, der aus jenen Individuen besteht, die fehlende Werte haben. Xvoll stellt
den Datensatz dar, der die Individuen enthält, deren Einträge vollständig
sind. Weiters besteht der Datensatz Xvoll aus Nvoll Individuen.

Es wird bei einem Datensatz mit fehlenden Werten mit folgendem Algorith-
mus vorgegangen:

1. Wenn bei einem Individuum Xi ∈ Xfehl ein Eintrag eines kategoriellen
Merkmals xji ∈ {c1, ..., cK} mit K unterschiedlichen Kategorien fehlt,
so setzt man jene Kategorie ein, für die gilt:

xji = ck, mit ck = arg max
k∈{1,...,K}

 ∑
Xl∈Xvoll

I(xjl = ck)
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Wenn ein Eintrag eines numerischen Merkmals fehlt, so setzt man fol-
genden Wert ein:

xji :=
1

NV oll

 ∑
Xl∈Xvoll

xjl


2. Auf diesem Datensatz wird ein Random Forest samt seiner Proximity

Matrix erstellt.

3. War der fehlende Wert von Xi bei einem numerischen Merkmal xj, so
nimmt man das gewichtete Mittel der restlichen Werte des Merkma-
les. Die Gewichte sind in diesem Fall die prox, sodass die Gewichte
zu ähnlicheren Objekten gröÿer werden als die zu unähnlicheren. Der
einzusetzende Wert berechnet sich folgendermaÿen:

x̂jl :=
1

NV oll

 ∑
Xl∈Xvoll

xji · prox(Xl, Xi)


Ist der fehlende Wert von Xi bei einem kategoriellen Merkmal xji mit
K unterschiedlichen Kategorien, so wählt man diejenige Kategorie, die
am häu�gsten vorkommt. Allerdings werden die Häu�gkeiten der Ka-
tegorien ebenfalls mit den prox gewichtet. Die einzusetzende Kategorie
ist diejenige, die folgenden Wert maximiert.

x̂ji = ck, mit ck = arg max
k∈{1,...,K}

|ck| · ∑
Xl∈Xvoll
x
j
l
=ck

prox(Xi, Xl)


mit:

K Anzahl der Kategorien des Merkmals xj

|ck| Anzahl der Individuen Xl ∈ Xvoll mit dem Merkmal xjl = ck

Xl Individuum mit Merkmal xjl = ck

Wiederhole Schritte 2 und 3 so lange, bis die maximale Anzahl an Iterations-
schritten erreicht wurde. Laut Breiman sollten vier bis sechs Iterationsschritte
ausreichen, um ein zufriedenstellendes Ergebnis zu erhalten.

Diese Vorgehensweise ist sehr rechenintensiv, da man jedesmal einen ganzen
Wald samt seiner Proximity erstellen muss. Eine weitere und viel weniger
rechenintensive Möglichkeit, trotz fehlender Werte einen Random Forest auf-
zubauen, ist die der Durchführung nur des ersten Schrittes des Algorithmus.
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Dadurch erspart man sich die mehrfache Konstruktion eines Random Forest
mit seiner Proximity Matrix.

Im R-Package �Random Forest� ersetzt der Befehl �na.rough�x()� die feh-
lenden Werte mit der Vorgehensweise, wie unter Punkt 1 des Algorithmus
beschrieben wurde. Die Funktion �rfImpute()� konstruiert anhand der Proxi-
mity die neuen Werte, wie in den Punkten 2 und 3 erläutert.

3.6 Evaluierung

3.6.1 Güte bei unbalancierten Daten

In vielen Datensätzen ist die Klassengröÿe der Zielvariablen ungleichmäÿig
verteilt und das stellt für viele Lernalgorithmen ein Problem dar. Wenn man
wieder mit nj := #{Xi ∈ nj} die Anzahl der Individuen bezeichnet, die der
Klasse nj angehören, dann ist die Klassengröÿe (j = 2) ungleichmäÿig verteilt,
wenn n1 viel gröÿer als n2 ist, bzw. umgekehrt. Man spricht in diesen Fällen
von einem unbalancierten Datensatz (engl: imbalanced data). Modelle, die
auf einem solchen Datensatz trainiert werden, weisen das Problem auf, dass
diese für die Klassi�zierung jene Individuen bevorzugen, die der gröÿeren
Klasse angehören.

Entscheidungsbäume sind beispielsweise von diesem Problem betro�en, wenn
diese auf einem unbalancierten Datensatz konstruiert werden: Angenom-
men, man hat einen Datensatz mit 100 Individuen, die jeweils zwei Klassen
(Y := {A,B}) angehören. Nur ein Individuum repräsentiert die Klasse A
und die restlichen 99 gehören zur Klasse B. Somit ist dieser Datensatz sehr
ungleichmäÿig verteilt. Bildet man mittels CART-Algorithmus einen Ent-
scheidungsbaum, wird der Baum so lange wachsen, bis das eine Individuum
von den restlichen 99 Individuen getrennt ist. Folglich gibt es in diesem Fall
genau einen Endknoten, der für die Klasse A stimmt, die restlichen Endkno-
ten stimmen für die Klasse B. Dieser Baum weist auch eine eigentümliche
Gestalt auf, da er nur einseitig wächst. Das heiÿt, jeder Knoten besitzt einen
Endknoten als Folgeknoten, der für die Klasse B stimmt. Die zu tre�enden
Entscheidungen sind somit den Individuen der Klasse B angepasst. Daraus
resultiert nun, dass die Klassi�zierung von Individuen der kleineren Klasse
bei einem Entscheidungsbaum oft fehlerhaft ist.

Bildet man nun auf einem unbalancierten Datensatz einen Random Forest,
folgt aus obiger Überlegung, dass auch hier dieses Problem auftritt. Der fol-
gende Versuch soll diese These mit einem unbalancierten Datensatz verdeut-
lichen. Es wird mit Hilfe der �randomForest� Funktion ein Random Forest
Modell auf einem unbalancierten Datensatz erzeugt.

Der dafür verwendete Datensatz X stellt eine von der Bank telefonisch durch-
geführte Umfrage dar. Die Bank möchte wissen, ob ein Kunde Interesse hat
(Antwortvariable Y := {Y es,No}), eine Termineinlage bei ihr zu tätigen.
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Der Datensatz besteht aus 45.211 Individuen (Kunden) mit jeweils 16 Merk-
malen. Diese Merkmale geben unter anderem Auskunft über das Alter, den
Familienstand, den Job, die jährliche Bilanz, die Ausbildung, usw. Im Da-
tensatz be�nden sich nur 5.289 Kunden, die mit einer Termineinlage einver-
standen wären (”Y es”-Klasse). Somit hat die ”Y es”-Klasse einen Anteil von
etwa 11% des Datensatzes. Für weitere detaillierte Informationen siehe Moro
et al. (2014).

In den folgenden Modellen wird der Datensatz in eine Trainings- (XTrain)
und eine Testmenge (XTest) geteilt (Verhältnis: 2/3 Trainingsmenge, 1/3
Testmenge). Um das Verhältnis der Klassenzugehörigkeiten nicht zu ändern,
wird bei der Konstruktion des Trainingsdatensatzes darauf geachtet, dass
man jeweils 2/3 der Individuen von der ”No”-Klasse bzw. der ”Y es”-Klasse
ohne Zurücklegen zieht. Mit nyes bzw. nno bezeichnet man im Folgenden die
Anzahl der Individuen der ”Y es”- bzw. der ”No”-Klasse des Trainingsdaten-
satzes.

Um die Ergebnisse anschaulich darzustellen, werden sie in folgender Kontin-
genztabelle wiedergegeben:

Wahre Klasse
Klassen ”No” ”Y es”

Ergebnis
”No” #RN #FN
”Y es” #FY #RY

Die Zeilen stellen jeweils das Ergebnis der Klassi�kation dar und die Spal-
ten die wahre Klasse. #RN bzw. #RY geben die Anzahl der Individuen der
”No”-Klasse bzw. ”Y es”-Klasse an, die richtig klassi�ziert wurden. Hingegen
geben #FN bzw. #FY die Anzahl der Individuen an, die falsch klassi�ziert
wurden. Aus einer Kontingenztabelle lässt sich der Missklassi�kationsfehler
Err und die relative Tre�ergenauigkeit TQ(Y es) der ”Y es”-Klassen folgen-
dermaÿen berechnen:

Err := 1−
(

#RN + #RY

#RN + #FN + #FY + #RY

)
TQ(Y es) :=

#RY

#RY + #FY

Wenn man einen Random Forest auf dem Trainingsdatensatz trainiert und
mittels Testdatensatz testet, erhält man folgende Kontingenztabelle als Er-
gebnis:

1.Versuch Wahre Klasse
Klassen ”No” ”Y es”

Ergebnis
”No” 12.847 461
”Y es” 947 816
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Abbildung 3.2: Reduzierung des Missklassi�kationsfehlers durch Erhöhung
der Baumanzahl des Random Forest

Der Missklassi�kationsfehler beträgt in etwa ≈ 9%. Obwohl der Missklas-
si�kationsfehler klein ist, ist die Tre�ergenauigkeit für die Individuen der
”Y es”-Klasse in etwa ≈ 46%. Dies ist jedoch nicht im Interesse der Bank, da
diese auf keinen Fall potenzielle Kunden verlieren möchte.

Die Abbildung 3.2 zeigt den Missklassi�kationsfehler Err und den Missklas-
si�kationsfehler der beiden Klassen (1 − TQ(Y es) bzw. 1 − TQ(No)) in
Abhängigkeit von der Anzahl der Bäume des Random Forest. Wie in die-
ser Abbildung ersichtlich ist, bewirkt der geringe Missklassi�kationsfehler der
”No”-Klasse, dass auch der Random Forest eine geringe Missklassi�kations-
rate aufweist, obwohl dieser die ”Y es”-Klasse in den meisten Fällen (≈ 54%)
falsch klassi�ziert. Daraus lässt schlieÿen, dass eine Erhöhung der Bauman-
zahl auch keine Verbesserung der Tre�ergenauigkeit für die ”Y es”-Klasse be-
wirkt.

Aus diesem Grund muss man sich Methoden überlegen, bei denen der Ran-
dom Forest bei der Klassi�zierung nicht die gröÿeren Klassen bevorzugt. Dazu
werden die folgenden drei Methoden vorgestellt (vgl: Chen et al. (2004)):

1. Die erste Methode ist eine naive aber mit wenig Aufwand verbundene
Vorgehensweise. Bevor man einen Random Forest auf einem Trainings-
datensatz trainiert, wird der Trainingsdatensatz noch folgendermaÿen
geändert: Man stellt ein gleichmäÿiges Klassenverhältnis her, indem
man aus jeder Klasse nyes Individuen ohne Zurücklegen zieht. Das
heiÿt, man erhält eine Teilmenge Xneu ⊂ XTrain, und auf dieser wird
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dann ein Random Forest trainiert. Ein Problem an dieser Methode be-
steht darin, dass man einen Informationsverlust in Kauf nimmt, wenn
wichtige Repräsentanten der Klasse nicht gezogen werden.

2. Eine weitere Methode ist die des �Under Sample�. Es wird der Bagging-
Algorithmus (vgl. Abschnitt 3.1.1) dahingehend geändert, dass man
aus jeder Klasse n = nyes Individuen Xi ∈ Xtrain mit Zurücklegen zieht.
Dadurch erhält jeder Entscheidungsbaum einen individuellen Trainings-
datensatz mit gleich vielen Repräsentanten pro Klasse. Somit wird ge-
währleistet, dass jeder Baum auch andere Individuen zur Verfügung
hat. Der Vorteil dieses Ansatzes ist der, dass jedes Individuum gezogen
werden kann und so das Problem des Informationsverlustes umgangen
wird.

3. Die Methode des �Over Sample� bedeutet hingegen: Man zieht n = nno
Individuen mit Zurücklegen aus den kleineren Klassen, bis alle Klas-
sen die Anzahl der Individuen der ”No”-Klasse erreicht haben. Diese
Methode ist allerdings sehr rechenintensiv, weil man vor jeder Kon-
struktion eines Entscheidungsbaumes eine groÿe Menge an Individuen
zu jeder Klasse ziehen muss.

Der Unterschied zwischen der ersten Methode und der des �Under Sample�
besteht darin, dass beim �Under Sample� für jeden Entscheidungsbaum eine
Bootstrap Stichprobe aus dem gesamten Trainingsdatensatz gezogen wird.
Hingegen wird bei der ersten (naiven) Methode zuerst der Trainingsdatensatz
verkleinert, sodass ein gleiches Klassenverhältnis der Individuen besteht und
auf dieser Teilmenge wird ein Random Forest trainiert. Dadurch werden
schon im vorhinein Individuen ausgeschlossen und diese auch nicht für die
Konstruktion der Bäume verwendet. (vgl. Abschnitt 3.2.1).

An den folgenden drei Random-Forest-Modellen werden die drei Methoden
getestet. Auch in diesen Modellen werden zwei Drittel des Datensatzes für
die Trainingsmenge herangezogen und auf der restlichen Menge werden die
Modelle getestet. Um die Ergebnisse vergleichbar zu machen, werden die
Modelle auf der identen Trainingsmenge trainiert, sodass diese auch auf der
identen Testmenge getestet werden können. Die Trainingsmenge hat 31.903
Individuen, bevor man eine der Methoden darauf anwendet. Davon gehören
3.526 Individuen der ”Y es”-Klasse an (nyes = 3.526). Es wird für die in R
implementierte �set.seed� Funktion �10101� als Parameter gewählt.

• Im Modell 1 wird die erste (naive) Methode angewandt. Die Trai-
ningsmenge, auf der der Random Forest aufgebaut wird, hat alle 3.526
Individuen der ”Y es”-Klasse zur Verfügung und 3.526 Individuen der
”No”-Klasse werden ohne Zurücklegen gezogen.

• Im Modell �Under Sample� werden für jeden Baum n = nyes(= 3.526)
Individuen der ”Y es”-Klasse bzw. der ”No”-Klasse mit Zurücklegen
gezogen. Das heiÿt, es wird so oft ein Individuum jeder Klasse mit
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Zurücklegen gezogen, wie die Anzahl der Individuen der ”Y es”-Klasse
ursprünglich betrug.

• Bei dem Modell �Over Sample� werden jeweils n = nno(= 26.614) mal
Individuen der kleineren Klasse mit Zurücklegen gezogen. In diesem
Fall wird so oft ein Individuum jeder Klasse mit Zurücklegen gezogen,
wie die ”No”-Klasse ursprünglich hatte.

Jedes dieser Random Forest Modelle besteht aus 500 Entscheidungsbäumen.
In der unten angeführten Tabelle sind die Ergebnisse der Modelle ersichtlich,
wenn man diese mit dem jeweils identen Testdatensatz testet:

Methode Modell 1 �Under Sample (mZ)� �Over Sample�

Kontingenz
N Y

N 10.945 2.363
Y 152 1.611

N Y
N 11.402 1.906
Y 222 1.541

N Y
N 11.386 1.922
Y 213 1.550

Error ≈ 16, 6% ≈ 14, 1% ≈ 14.1%
TQ(Yes)� ≈ 91, 3% ≈ 87, 4% ≈ 87, 9%
Rechenzeit 37 sec 1min 38 sec 8min 9 sec

Die Rechenzeit wurde auf einem Intel Core i3 mit 2,4 GHz bemessen und gibt
die benötigte Zeit an, um den Random Forest zu erstellen. Der Missklassi�-
kationsfehler ist in allen drei Modellen gröÿer als im allerersten Versuch, bei
dem er nur ≈ 9% betrug. Allerdings haben diese Modelle allesamt eine viel
bessere Tre�ergenauigkeit für die Individuen der ”Y es”-Klasse. Somit erhält
die Bank aus den Ergebnissen aller drei Modelle eine aussagekräftigere Er-
kenntnis als beim ersten Versuch, wo die Tre�erquote für die ”Y es”-Klasse
nur bei ≈ 46% lag. An diesem Ergebnis ist allerdings verwunderlich, dass
die erste (naive) Methode das beste Ergebnis für die Tre�ergenauigkeit der
”Y es”-Klasse liefert.

In den nächsten Modellen werden die Individuen im Gegensatz zu den vor-
angegangenen Modellen �Under Sample� und �Over Sample� ohne Zurück-
legen gezogen. Bei der Methode des �Under Sample oZ� werden wieder
n = nyes(= 3.526) Individuen pro Klasse verwendet. Das heiÿt, jeder Ent-
scheidungsbaum hat die gesamte Information der ”Y es”-Klasse zur Verfü-
gung. Allerdings nimmt man in diesem Fall eine höhere Missklassi�kations-
rate in Kauf. Die Begründung dafür ist, dass die Trainingsmenge jedes Bau-
mes aus den selben Individuen der ”Y es”-Klasse besteht. Folglich ist die
Varianz zwischen den Bäumen höher (vgl. Abschnitt 3.1.1 und Gleichung 3.6
auf Seite 23), was zu einer höheren Missklassi�kationsrate des Random Forest
führen kann (vgl: 3.3 auf Seite 21).

Bei der Methode des �Over Sample 2� werden die Individuen der ”Y es”-Klasse
mit und die der ”No”-Klasse n = nno ohne Zurücklegen gezogen. Die folgende
Tabelle zeigt wieder die aus dem Testdatensatz erhaltenen Ergebnisse:
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Abbildung 3.3: Zeigt den prozentuellen Anteil, wie viele Individuen der
”Y es”-Klasse richtig bzw. falsch klassi�ziert wurden

Methode �Under Sample oZ� �Over Sample 2�

Kontingenz
N Y

N 10.935 2.373
Y 136 1.627

N Y
N 11.465 1.843
Y 233 1.530

Error ≈ 16, 6% ≈ 13, 7%
TG �Yes� ≈ 92, 3% ≈ 86, 8%
Rechenzeit 1min 53 sec 7min 41 sec

Die Methode des �Under Sample oZ� weist die beste Tre�ergenauigkeit auf.
Auch der Missklassi�kationsfehler, mit Ausnahme des ersten Versuchs (≈
9%), ist nicht wesentlich höher als bei den anderen Modellen. Verglichen
mit dem Modell 1 benötigt die Methode des �Under Sample oZ� aber mehr
Rechenaufwand. Wenn man die beiden �Under Sample� und die beiden �Over
Sample� Methoden vergleicht, fällt unschwer auf, dass �Over Sample� eine viel
höhere Rechenleistung benötigt und die Tre�ergenauigkeit für die Individuen
der ”Y es”-Klasse niedriger ist als beim �Under Sample�.

Der letzte Versuch baut auf der vorher dokumentierten Methode des �Under
Sample oZ� auf. Um den Missklassi�kationsfehler und den Rechenaufwand
zu verringern, besteht die Idee, dass die Bäume für die Konstruktion nur
mehr 50% vom vorangegangenen Trainingsdatensatz zur Verfügung haben.
Bevor jeder einzelne Baum erstellt wird, werden zufällig und ohne Zurücklegen
n = 1.763 ≈ nyes/2 Individuen der ”Y es”- und 1.763 Individuen der ”No”-
Klasse gezogen. Diese Methode liefert folgendes Ergebnis:
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Methode �Under Sample oZ� (50%)

Kontingenz
N Y

N 10.880 2.428
Y 143 1.620

Error ≈ 17, 1%
TG �Yes� ≈ 91, 9%
Rechenzeit 38 sec

Die erho�te Verringerung des Missklassifaktionsfehlers ist nicht eingetreten.
Bei nun etwas schlechterem Ergebnis hat sich allerdings der Rechenaufwand
doch markant verringert.

In Abbildung 3.3 sind die Ergebnisse der ”Y es”-Klasse für alle Modelle wie-
dergegeben. Aus dieser Gra�k ist klar erkennbar, dass die Bank die beste
Tre�ergenauigkeit für die Individuen der ”Y es”-Klasse erhält, wenn sie die
Methode des �Under Sample oZ� auf dem Random Forest anwendet.

Generell gilt: Wenn man einen Random Forest auf einem unbalancierten Da-
tensatz trainieren möchte und vor allem an Individuen der kleineren Klasse
interessiert ist, ist es sinnvoll, eine der zuvor erwähnten Methoden anzuwen-
den, um auch ein zufriedenstellendes Ergebnis zu erhalten.

3.6.2 Güte bei fehlenden Werten

In diesem Abschnitt wird getestet, welche Auswirkungen fehlende Werte auf
das Ergebnis haben. Für Klassi�zierungsmethoden sind fehlende Werte oft
ein Problem. Wenn man eine neue Beobachtung mit Hilfe eines Entschei-
dungsbaumes klassi�zieren möchte, jedoch bei einer zu tre�enden Entschei-
dung ein Merkmalswert fehlt, ist eine Klassi�zierung nicht möglich. Man kann
beim Verzweigungspunkt nicht eruieren, zu welchem der beiden Folgeknoten
man gelangt.

Der hier verwendete Datensatz Moro et al. (2014) ist ident mit dem im vor-
hergehenden Abschnitt. Eine Bank will wissen, ob ein Kunde Interesse hat,
eine Termineinlage bei ihr zu tätigen. Die Vorgangsweise ist nun die, dass
Schritt für Schritt und zufällig Einträge des Datensatzes gelöscht werden und
auf diesem Datensatz die im Abschnitt 3.5.2 vorgestellten Methoden ange-
wendet werden. Um die Ergebnisse zu vergleichen, werden beide Algorith-
men (”na.roughfix”, ”rfImpute”) jeweils auf dem selben Trainingsdatensatz
angewand und auf dem selben Testdatensatz getestet. Weiters wird, um Re-
chenzeit einzusparen, die Trainingsmenge wie im Abschnitt 3.6.1 unter der
�naiven� Methode verändert. Das heiÿt, es werden für den Trainingsdaten-
satz zufällig und für jede Klasse gleich viele Beobachtungen ohne Zurücklegen
gezogen.

Beim ersten Schritt werden für jedes Merkmal 1% der Einträge (=53) gelöscht,
beim nächsten 5%, dann 10%, 15%, 20%, ..., 50%. Es werden bei jedem Merk-
mal gleich viele Einträge gelöscht. Damit vesucht man zu verhindern, dass
das Ergebnis bzw. der Missklassi�kationsfehler verfälscht wird, wenn zum
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Abbildung 3.4: Güte bei fehlenden Werten. In der X-Achse ist die Anzahl der
fehlenden Werte eingetragen und in der Y-Achse der Missklassi�kationsfehler
(Error) für die unterschiedlichen Funktionen.

Beispiel bei einem wichtigen Merkmal mehrere Einträge fehlen. Dazu werden
11 Random Forests aufgebaut und diese auf dem selben Testdatensatz ange-
wandt. Es wird der im Abschnitt 3.5.2 vorgestellte Algorithmus ”rfImpute”
mit jeweils 5 Iterationsschritten getestet. Um die Rechenleistung nochmals
zu verringern, werden die unter Iterationsschritt 2 des Algorithmus neu aufge-
bauten Random Forests jeweils aus nur 300 Bäumen bestehen. In Abbildung
3.4 sind nun die Missklassi�kationsfehler bei unterschiedlicher Anzahl von
fehlenden Werten dargestellt.

Man kann erkennen, dass die Missklassi�kationsfehler für die beiden Funktio-
nen ”rfImpute” und ”na.roughfix” erst bei etwa 20% fehlender Werte zu-
nehmen. Auch ist in der Abbildung gut ersichtlich, dass bei einem Datensatz
von 15%, 20% und 40% fehlender Werte der Missklassi�kationsfehler (Error)
sogar mit der ”na.roughfix” etwas niedriger liegt, als bei der ”rfImpute”
Funktion. An dieser Stelle ist auch noch anzumerken, dass die Rechenleis-
tung für die ”rfImpute” Funktion eindeutig höher liegt. Dies ist aber auch
wenig verwunderlich, da man für jeden Iterationsschritt einen ganzen Wald
samt seiner Proximitywerte erstellen muss. (vgl. Abschnitt 3.5.2)

Zum Vergleich: Die ”rfImpute” Funktion benötigte im Schnitt 10 Minuten
und 52 Sekunden, hingegen die ”na.roughfix” Funktion im Schnitt nur 0,2
Sekunden, um die fehlenden Werte zu ersetzen.

3.6.3 Bias in der Merkmalswichtigkeit

Alle Merkmalswichtigkeiten, die in den Abschnitten 3.4.2. und 3.4.3 beschrie-
ben wurden, sind unter gewissen Umständen nicht erwartungstreu. Der Gini-
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Index, das ist das im CART-Algorithmus verwendete Maÿ für die Heterogeni-
tät (2.2), bevorzugt Merkmale mit mehreren Kategorien. Strobl et al. (2007)
hat empirisch nachgewiesen, dass Merkmale mit mehreren Kategorien öfter
als Verzweigungspunkt eines Baumes verwendet werden, als Merkmale mit
wenigen Kategorien.

Sie zeigte dieses Problem anhand zweier Modelle auf. Im ersten Modell kor-
relierten keine Merkmale mit der Antwortvariablen und es stellte sich heraus,
dass die Merkmale mit mehreren Kategorien gegenüber solchen mit wenigen
Kategorien bevorzugt wurden.

Im zweiten Modell korrelierte ein Merkmal mit der Antwortvariablen. Dieses
Merkmal besaÿ nur zwei Kategorien. Selbst in diesem Fall wurde die Variable
mit fünf Kategorien bevorzugt. Ein Grund dafür liegt in der Tatsache, dass
die Anzahl der Möglichkeiten für einen Verzweigungspunkt exponentiell mit
der Anzahl der Merkmale steigt. Deswegen können Entscheidungen nahe am
Stamm des Baumes eine groÿe Trennschärfe bei Merkmalen mit vielen Kate-
gorien bewirken. Auch dann, wenn diese nur wenig für die Antwort�ndung
beitragen.

Die Bevorzugung der Merkmale mit mehreren Kategorien betri�t vorerst nur
die Gini-Wichtigkeit und die der Verwendungswichtigkeit. Aber indirekt ist
auch die permutierte Merkmalswichtigkeit davon betro�en, denn in den ersten
Schnittpunkten werden oft Merkmale mit mehreren Kategorien verwendet.
Strobl et al. (2008) machte auf ein weiteres Problem aufmerksam. Sie wies
darauf hin, dass der CART-Algorithmus korrelierte Merkmale gerade in den
ersten Verzweigungspunkten eines Baumes öfters verwendet als unkorrelierte.
Eine Permutation nahe am Stamm des Baumes verursacht eine gröÿere Ver-
änderung als Entscheidungen, die kurz vor den Endknoten getro�en werden.
Die Begründung liegt darin, dass die Entscheidungen am Ende des Baumes
nur einen kleinen Teil der Beobachtungen beein�ussen.

Unter gewissen Bedingungen muss man den Wert der permutierten Merk-
malswichtigkeit aber auch kritisch betrachten. Zueinander korrelierte Merk-
male erhalten einen höheren Wert als unkorrelierte Merkmale, auch wenn un-
korrelierte Merkmale mehr zur Antwort�ndung beitragen, also eine bessere
Trennschärfe haben. Anhand folgendem Beispiel wird versucht, den Fehler
ersichtlich zu machen.

Es wird ein Random Forest auf dem Datensatz �readingSkills� vom R-Package
�party� konstruiert (set.seed(1984)). Dieser Datensatz enthält 200 Schulkin-
der zwischen 5 und 11 Jahren mit den folgenden drei Merkmalen:

• �Muttersprache�: Ist die Sprache die Muttersprache des Kindes?

� 1: Wenn das Kind die Sprache als Muttersprache erlernt hat

� 0: Sonst

• �Alter�: Werte zwischen 5 - 11, welche das Alter des Kindes angeben
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• �Schuhgröÿe�: Werte zwischen 23 - 32, welche die Schuhgröÿe des Kindes
angeben

Die Zielvariable y ist ein Wert zwischen 0 und 100 und stellt die Lesefähigkeit
des Kindes dar. Wobei 0 bedeutet, dass das Kind nicht lesen kann und 100 be-
deutet, dass es perfekt lesen kann. Die Kinder werden in 4 Klassen eingeteilt,
um sie anhand der drei Merkmale nach ihrer Lesestärke zu klassi�zieren.

Die Vermutung liegt nahe, dass die Merkmale �Muttersprache� und vor al-
lem �Alter� die erklärenden Variablen für die Lesefähigkeit darstellen. Wenn
man nun mit Hilfe der �randomForest()� Funktion, welche im R-Package �ran-
domForest� implementiert ist, ein Klassi�zierungsmodell erstellt, erhält man
folgende Merkmalswichtigkeiten:

Merkmal Muttersprache Alter Schuhgröÿe

perm Wichtigkeit 38.7 43.6 26.3
Gini-Wichtigkeit 11.5 57.1 34
Verwendung 0.24 0.37 0.38

Das Merkmal �Alter� bekommt die höchste permutierte Merkmalswichtigkeit
(perm Wichtigkeit) zugewiesen. Das ist auch wenig verwunderlich, da ein
älteres Kind sicherlich besser lesen kann als ein jüngeres. Etwas merkwürdig
an diesem Ergebnis ist allerdings, dass die Schuhgröÿe bei allen drei Maÿen
eine hohe Wichtigkeit erhält. Schuhgröÿe und Alter sind zwar stark korre-
liert mit r = 0.90, aber intuitiv sollte das Merkmal �Muttersprache� und
auch das Merkmal �Alter� ein viel besserer Indikator für die Beschreibung der
Lesefähigkeit sein, als es das Merkmal �Schuhgröÿe� ist.

Um nun diese Intuition nochmals zu hinterfragen, wird jeweils ein Merkmal
aus dem Datensatz �readingSkills� herausgenommen. Auf diesem Datensatz,
der nun ein Merkmal weniger enthält, wird ein Random Forest aufgebaut.
Je wichtiger ein Merkmal ist, desto gröÿer sollte auch der Out-of-Bag Error
sein. Wenn die obigen Merkmalswichtigkeiten stimmen, sollte das Ergebnis
nur leicht schwanken. In der folgenden Tabelle wird der Out-of-Bag-Error
dargestellt, wenn wie oben beschrieben jeweils ein Merkmal ausgeklammert
wird:

fehlendes Merkmal Muttersprache Alter Schuhgröÿe keines

�OoB� Error 21.5% 34.5% 2% 5%

Diese Tabelle bestätigt nun, dass das Merkmal �Schuhgröÿe� kein wichtiger
Indikator ist, um auf die Lesefähigkeit zu schlieÿen. Wenn man einen Random
Forest ohne Merkmal �Schuhgröÿe� bildet, ist sogar der Missklassi�kations-
fehler geringer, als wenn man den kompletten Datensatz heranzieht. Jetzt
stellt sich die Frage, warum dieses Merkmal trotzdem einen so hohen Wert
bei der Merkmalswichtigkeit erhält. Für ein weiteres Beispiel siehe Strobl
et al. (2007, 2008).



KAPITEL 3. RANDOM FOREST 49

Der Grund für die Überschätzung korrelierter Merkmale liegt in einer falschen
Wahl der Null-Hypothese, die auf die Baumstruktur zurückzuführen ist. Die
eigentliche Fragestellung lautet: Ist Merkmal xj korreliert mit Y ? Darum
will man folgende Nullhypothese testen:

H0 : xj⊥Y

Ein Baum wird rekursiv konstruiert, das heiÿt, alle zu tre�enden Entscheidun-
gen sind von den bereits zuvor getro�enen Entscheidungen abhängig. Wenn
man einen Baum wachsen lässt, wird für den Verzweigungspunkt im Knoten
Kt jenes Merkmal gewählt, welches die gröÿte Trennschärfe unter den Klas-
sen in den beiden Folgeknoten KL

t und KR
t bewirkt. Aus diesem Grund sind

die nächsten beiden Entscheidungen in den Knoten KL
t und KR

t abhängig
von der zuvor getro�enen. Die Suche nach der besten Entscheidung bezieht
sich auf die Datenmenge, die resultiert, wenn man den Datensatz nach den
vorangegangenen Entscheidungen trennt. Wenn dort anstatt Merkmal xj ein
anderes Merkmal xi verwendet wird, kann man davon ausgehen, dass auch
im Folgeknoten ein anderes Merkmal für die Entscheidungs�ndung verwendet
wird.

Ein Beispiel: Ein Datensatz besteht aus Individuen, die jeweils einer von vier
Klassen {A,B,C,D} angehören. Eine am Merkmal xi getro�ene Entschei-
dung bewirkt, dass in den beiden Folgeknoten die Individuen der Klassen
{A,B} von den Individuen der Klassen {C,D} getrennt sind. Hingegen be-
wirkt eine auf demMerkmal xj getro�ene Entscheidung, dass in den Folgekno-
ten die Individuen der Klassen {A,B,D} mit den restlichen Individuen der
Klassen {C} getrennt sind. Somit kann man davon ausgehen, dass auch die
Merkmale, die für die Entscheidungs�ndung in den Folgeknoten in Betracht
gezogen werden, nicht die selben sind.

Bei der permutierten Merkmalswichtigkeit will man heraus�nden, ob das
Merkmal xj unabhängig von der Zielfunktion Y ist. Man permutiert die
Werte aller Individuen des Merkmales xj. Dabei wird allerdings nicht be-
rücksichtigt, an welchem Knotenpunkt xj zur Entscheidungs�ndung verwen-
det wird. Man muÿ aber beachten, dass die im Knotenpunkt vorhandenen
Individuen abhängig von den zuvor getro�enen Entscheidungen sind. Wenn
nun der Fall eintritt, dass zwei Entscheidungen hintereinander auf korrelier-
ten Merkmalen zu tre�en sind, wird eine Permutation am Merkmal xj der
ersten Entscheidung auch groÿe Veränderungen für die folgende bewirken.

Hier kann man wieder den Datensatz �ReadingSkills� in Betracht ziehen. An-
genommen, die erste Entscheidung wird auf dem Merkmal �Schuhgröÿe� ge-
tro�en und die nächste am Merkmal �Alter�. Die erste Entscheidung bewirkt,
dass die Individuen, die nicht besonders gut lesen können, von den guten Le-
sern getrennt werden. Eine Entscheidung am Merkmal �Alter� trennt dann
die verbliebenen Individuen nach den restlichen Klassen. Weil aber diese
beiden Merkmale korreliert sind, bewirkt eine Permutation auf dem Merk-
mal �Schuhgröÿe�, dass auch die Entscheidung am Merkmal �Alter� stark von
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dieser Permutation betro�en ist, weil wieder alle Individuen der unterschiedli-
chen Klassen vorkommen. Folglich simuliert eine Permutation des Merkmals
�Schuhgröÿe� nicht nur das Fehlen dieses Merkmals, sondern auch das Fehlen
eines korrelierten Merkmals im Folgeknoten. Deswegen löst eine Permutation
des Merkmals �Schuhgröÿe� auch einen hohen Missklassi�kationsfehler aus,
obwohl dieses Merkmal wenig zur Antwort�ndung beiträgt.

Daher lautet die eigentliche Null-Hypothese: Ist das Merkmal xj unabhängig
von Y und auch von allen anderen Merkmalen Z := (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xq)
(vgl. Strobl et al. (2008)). Somit wird auf folgende Null-Hypothese getestet:

H0 : xj⊥Y ∧ xj⊥Z

Die Null-Hypothese wird verworfen, wenn die hier beschriebenen drei Um-
stände auftreten:

• xj ist sowohl von y als auch von Z abhängig. In diesem Fall wird die
permutierte Merkmalswichtigkeit von xj nicht überschätzt.

• xj ist abhängig von y aber unabhängig von Z. Auch in diesem Fall wird
die permutierte Merkmalswichtigkeit von xj nicht überschätzt.

• xj ist abhängig von Z aber unabhängig von y. In diesem Fall wird die
permutierte Merkmalswichtigkeit von xj überschätzt.

3.6.4 Conditional Inference Tree (bedingter Inferenz Baum)

Aufgrund der Tatsache, dass das Reinheitsmaÿ (Gini-Index) einerseits Merk-
male mit mehreren Kategorien und andererseits zueinander korrelierte Merk-
male bevorzugt, sollte man vor allem bei Datensätzen mit korrelierten Merk-
malen einen anderen Zugang wählen. Um den Umfang dieser Arbeit aber in
Grenzen zu halten, wird in diesem Abschnitt nur ein grober Überblick über
den Algorithmus des Conditional Inference Tree geliefert.

Dieser wurde von Hothorn et al. (2006) , Hornik und Zeileis in ihrer Arbeit
�Unbiased Recursive Partitionierung: A Conditional Inference Framework�
beschrieben und verö�entlicht. Sie verwendeten einen neuen Ansatz zur Su-
che nach jenem Merkmal, welches am wirksamsten für die richtige Antwort-
�ndung ist. Dabei wird nicht mehr nach einem Merkmal gesucht, das eines
der Unreinheitsmaÿe in den Folgeknoten minimiert.

Bei einem Conditional Inference Tree werden jene Merkmale für das Wachs-
tum des Baumes in Betracht gezogen, die zur Antwortvariablen am höchsten
korreliert sind. Für die Konstruktion aber auch für die Suche nach dem besten
Verzweigungspunkt wird ein Hypothesen-Test verwendet.

Die Nullhypothese lautet: Ist das Merkmal xj unabhängig von der Zielvaria-
blen Y ? Wenn dies der Fall ist, ist die Verteilung der Zielvariablen D(Y ) und
die durch xj bedingte Verteilung D(Y | xj) die gleiche.
Somit gilt:
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Hj
0 : D(Y ) = D(Y | xj).

Folglich wird unter der globalen Nullhypothese getestet, ob alle Merkmale
unabhängig von Y sind, was formell wiederum bedeutet:

H0 = ∩mj=1H
j
0 bzw.

D(Y ) = D(Y | (x1, x2, ..., xm))

An jedem Knotenpunkt wird für deren Beobachtungen mittels permutiertem
Testverfahren getestet, ob die globale Nullhypothese an diesem Knotenpunkt
anzunehmen ist. Wenn dies zutri�t, das heiÿt, wenn keines der Merkmale
einen Ein�uss auf die Antwort�ndung hat, stellt der Knoten einen Endknoten
dar und wird im Weiteren nicht mehr unterteilt. Wenn allerdings die globale
Nullhypothese verworfen wird, wird jenes Merkmal als Verzweigungspunkt
verwendet, welches bei der permutierten Teststatistik den kleinsten P−Wert
aufweist.

Ein Entscheidungsbaum wird auf einer Lernmenge Ln mit n ∈ N Beobach-
tungen konstruiert. Jeder Knotenpunkt Kt bekommt einen Vektor mit Ge-
wichten wt := (wt,1, wt,2, ..., wt,n), mit wt,i ≥ 0 ∧ wt,i ∈ N, ∀i ∈ {1, ..., n}, ∀t
zugewiesen. Dieser Vektor wt,· gibt Auskunft, welche der n Beobachtungen
im Knotenpunkt Kt vorkommen. Ein Eintrag wt,i des Vektors wt ist nur dann
0, wenn die Beobachtung Xi nicht im Knotenpunkt Kt vorkommt. Zusätzlich
kann man bei dieser Vorgangsweise auch jeder Beobachtung eine Gewichtung
zuweisen, indem man �wichtigen� Beobachtungen einen höheren Wert zuteilt
als �unwichtigen�.

Mit folgendem Algorithmus wird ein Conditional Inference Tree erzeugt (vgl.
Hothorn et al. (2006)):

1. Unter Berücksichtigung der Gewichte wt des Knotenpunktes Kt wird
die globale Nullhypothese H0 getestet.

(a) Wenn die Nullhypothese nicht zu verwerfen ist, d. h. wenn keines
der Merkmale Aufschluss auf das Ergebnis gibt, so stellt dieser
Knotenpunkt einen Endknoten dar.

(b) Wenn die globale Nullhypothese aber verworfen wird, so betrachte
jenes Merkmal als Entscheidungsmerkmal, welches bezüglich der
Teststatistik den kleinsten P −Wert hat.

2. Als Entscheidungskriterium wählt man nun eine Teilmenge A∗ ⊂ xj.
Anhand dieser Teilmenge wird dann entschieden, ob ein Merkmal des
Individuums in dieser Teilmenge liegt oder nicht. Das heiÿt, der Kno-
ten teilt sich in zwei Folgeknoten, die wiederum disjunkte Teilmengen
besitzen.
Die Gewichte der Folgeknoten lassen sich somit nun folgendermaÿen
bestimmen:
wlinks(t),i := wt,iI(xji ∈ A∗) und wrechts(t),i := wt,iI(xji /∈ A∗)



KAPITEL 3. RANDOM FOREST 52

3. Wiederhole die Schritte 1 bis 2 so lange, bis man die Nullhypothese un-
ter Berücksichtigung der Gewichte bei jedem Knotenpunkt nicht mehr
verwerfen kann.

Um in die exakte Vorgangsweise einzusehen, siehe Hothorn et al. (2006). In
dieser Arbeit wird die verwendete permutierte Teststatistik hergeleitet und
beschrieben. Auÿerdem wird noch erklärt, wie man die Teilmenge A∗ zu
wählen hat, damit die auf dieser Teilmenge basierende Entscheidung auch die
beste ist.

3.6.5 Bedingte Merkmalswichtigkeit

Die Idee der bedingten Merkmalswichtigkeit (vgl: Strobl et al. (2008)) ist die,
dass man nicht mehr die Werte eines Merkmales aller Individuen permutiert,
sondern nur noch die Werte der Merkmale von ausgewählten Gruppen von
Individuen. Um diese Gruppen zu bestimmen, wird ein Netz konstruiert. Es
werden dann nur noch die Werte der Merkmale jener Individuen permutiert,
die sich innerhalb der gleichen Grenzen dieses Netzes be�nden.

Wie in Abbildung 2.1 auf Seite 6 ersichtlich ist, verursacht jeder Entschei-
dungsbaum eine Unterteilung des Merkmalsraumes. Jede Entscheidung un-
terteilt den noch im Knotenpunkt vorhandenen Merkmalsraum in zwei dis-
junkte Rechtecke. Es ist daher auch naheliegend, diese von einem Entschei-
dungsbaum erzeugte Unterteilung für die De�nition des Netzes in Betracht zu
ziehen. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist der, dass mit der Konstruktion
eines Baumes automatisch ein zu diesem Baum gehöriges Netz mitbestimmt
wird. Aus diesem Grund benötigt man keine weitere Methode, um das Netz
zu konstruieren. Folglich wird sich auch die Rechenleistung in Grenzen hal-
ten.

Wenn man nun die von einem Baum erzeugte Merkmalswichtigkeit des Merk-
mals xj bestimmen will, konstruiert man das vom Baum erzeugte Netz. Alle
auf den restlichen Merkmalen z := (x1, x2, ..., xj−1, xj+1, ..., xm) getro�enen
Entscheidungen erzeugen dieses Netz. Somit muss man zu jedem Merkmal
ein separates Netz konstruieren.

Auÿerdem wird noch angenommen, dass jede getro�ene Entscheidung den
kompletten Merkmalsraum unterteilt. Mit Ausnahme der ersten Entschei-
dung am Stamm unterteilt bekanntlich jede weitere Entscheidung nur jeweils
einen Teilraum des Merkmalsraumes (vgl. 2.1 auf Seite 6). Das heiÿt, die-
ses Netz ist feiner als ein von einem Entscheidungsbaum konstruiertes Netz.
Durch ein feineres Netz wird die Anzahl der Individuen pro Gruppe kleiner
und folglich werden die Werte eines Merkmales von wenigeren Individuen per-
mutiert. Dies hat allerdings keine negativen Auswirkungen auf das Ergebnis
(vgl: Strobl et al. (2008)).

Zur Bestimmung der Merkmalswichtigkeit wird wie in dem im Abschnitt 3.4.2
vorgestellten Algorithmus vorgegangen. Der einzige Unterschied besteht wie
vorher beschrieben darin, dass nicht die Werte der Merkmale aller Individuen
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Abbildung 3.5: Das neue und das alte Permutationsschema. Links ist das
Vorgehen wie bei Breiman abgebildet und rechts die neue Vorgehensweise.
Es werden nur noch die Werte der Individuen vertauscht, die sich innerhalb
der selben Grenze des Netzes be�nden (übernommen Strobl et al. (2008)).

permutiert werden, sondern nur die Werte der Individuen, die zur selben und
vom Netz bestimmten Gruppe gehören. In Abbildung 3.5 ist die Idee noch-
mals dargestellt. Wie man sieht, werden nicht mehr alle Werte permutiert
(links) sondern nur noch die von speziellen Gruppen.

Wenn man dieses Netz für eine Permutation verwendet, werden alle vom
Baum getro�enen Entscheidungen berücksichtigt. Durch die Annahme, dass
jede Entscheidung auch den ganzen Merkmalsraum teilt, macht es keinen
Unterschied, ob ein Merkmal nahe am Stamm oder nahe am Endknoten als
Entscheidungskriterium diente. Im Falle von korrelierten Merkmalen wird
eine Permutation innerhalb des Netzes jene Merkmale aufspüren, welche die
tatsächlich beste Trennschärfe auf die Antwortvariablen erzeugt.

Wenn zum Beispiel ein Merkmal als �unwichtig� erscheint, dieses aber mit
einem �wichtigen� Merkmal korreliert ist, wird das Netz jene Entscheidungen
berücksichten, die auf dem �wichtigen� Merkmal getro�enen wurden. Da das
�wichtige� Merkmal eine hohe Trennschärfe auf die Antwortvariablen bewirkt,
wird eine Permutation innerhalb des Netzes den Fehler nur geringfügig erhö-
hen. Wenn allerdings innerhalb eines Netzes die Grenzen der Entscheidungen
von einem �wichtigen� Merkmal fehlen, wird eine Permutation einen höheren
Missklassi�kationsfehler nach sich ziehen.

Natürlich ist diese Methode mit mehr Aufwand verbunden, da man jedesmal
ein neues Netz aufbauen muss. Damit sich die Rechenleistung bei der Berech-
nung der Merkmalswichtigkeit in Grenzen hält, kann man ein gröberes Netz
konstruieren. Weil bei unkorrelierten Merkmalen die Merkmalswichtigkeit un-
verzerrt ist, kann man die auf diesen Merkmalen getätigten Entscheidungen
auÿer Acht lassen. Wenn man die Merkmalswichtigkeit eines Merkmales be-
stimmen will, kann man ein Netz mit nur jenen Entscheidungen aufbauen, die
an korrelierten Merkmalen getro�en wurden. Das heiÿt, für die Konstruktion
des Netzes werden nur diejenigen Merkmale verwendet, die eine bestimmte
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Schranke für den empirischen Korrelationskoe�zienten überschreiten.

Mit Hilfe der Funktion �cforest�, die im R-Package �party� implementiert ist,
kann man einen Zufallswald mit Conditional Inference Trees konstruieren.
Die ebenfalls im Package enthaltene Funktion �varimp� berechnet die Merk-
malswichtigkeiten. In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse der Merk-
malswichtigkeiten des Reading-Skills-Datensatzes angegeben, die mittels der
�cforest� und �varimp� Funktionen berechnet wurden.

Muttersprache Alter Schuhgröÿe
Mit Netz 0.079 0.322 0.019

Ohne Netz 0.084 0.408 0.120

Wenn man ohne Verwendung eines Netzes permutiert, erhält das Merkmal
�Schuhgröÿe� einen höheren Wert als das Merkmal �Muttersprache�. Wenn
man allerdings innerhalb des Netzes die Werte eines Merkmales permutiert,
erhält man ein Ergebnis, welches bei der Beurteilung der Lesefähigkeit nun
der Intuition nahe kommt, dass das Merkmal �Muttersprache� ein besserer
Indikator sein sollte als das Merkmal �Schuhgröÿe�.



Kapitel 4

Simulationen

In diesem Kapitel wird nun die in dieser Arbeit vorgestellte Methode des
Random Forest analysiert. Es werden anhand eines Datensatzes mehrere
Random Forests mit unterschiedlichen Parameterwerten aufgebaut. Darüber
hinaus werden die Ergebnisse von zwei unterschiedlich aufgebauten Random
Forest Verfahren (CART vs. Conditional Inference Tree) verglichen.

Bei diesem Datensatz sind die Klassen der Zielvariablen Y ungleichmäÿig
verteilt. Deswegen werden auf diesem unbalancierten Datensatz nochmals die
im Abschnitt 3.6.1 vorgestellten Methoden des �Under Sample� bzw. �Over
Sample� getestet.

Im ersten Abschnitt wird der verwendete Datensatz beschrieben. In diesem
Zusammenhang wird auch erörtert, welche Informationen und welchen Nutzen
man aus diesem Datensatz gewinnen kann. Im zweiten Abschnitt werden die
Simulationen mittels der im �RandomForest� und der im �Party� Package im-
plementierten Random Forest Funktionen durchgeführt. Weitere Graphiken
dienen zur Veranschaulichung der Ergebnisse, der Eigenschaften der Daten
sowie der angewandten Methoden. Aufgrund der Tatsache, dass ein Random
Forest eine Art �Black Box� ist, wird im letzten Abschnitt versucht, die bisher
vorliegenden Ergebnisse zu verbessern, indem man Parameterwerte variiert.

4.1 Daten

Seismische Stöÿe

Dieser Datensatz (von Sikora and Wrobel (2015)) behandelt das Thema seis-
mischer Stöÿe in einer Kohlemine. Die Daten stammen von zwei Kohleminen
in Polen, in denen jeweils das Strebbau-Verfahren zum Kohleabbau ange-
wandt wird. Aufgearbeitet wurde der Datensatz von Marek Sikora und Lu-
kasz Wrobel.

Seismische Stöÿe bzw. Wellen stellen eine groÿe Gefahr bei Untertagarbei-
ten dar. Jährlich gibt es Unglücke in Minen und Stollen, die auf seismische

55
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Bewegungen zurückzuführen sind. Diese Bewegungen können einerseits einen
Steinschlag im Stollen auslösen und dadurch Arbeiter verletzen. Im schlimms-
ten Fall stürzen ganze Stollen ein, sodass die Arbeiter, die sich im Stollen
be�nden, verschüttet werden bzw. ihnen der Weg aus der Mine versperrt
wird. Um diese Unglücke zu vermeiden, werden mittels eines Geophone die
Bodenschwingungen an der Erdober�äche gemessen. Durch diese Messungen
soll ein Überwachungssystem aufgebaut werden, welches aufgrund einer seis-
mischen Aktivität an der Erdober�äche vorhersagt, ob in naher Zukunft eine
Gefahr für die Arbeiter besteht.

Vor allem aufgrund der Komplexität der seismischen Prozesse und deren Fol-
gen brachten bisherige statistische Verfahren eine wenig zufriedenstellende
Erkenntnis. Ein weiteres Problem besteht darin, dass Messungen mit nied-
riger seismischer Aktivität eindeutig die Messungen mit hoher seismischer
Aktivität (z. B. > 104J , mit J = Joule) überschreiten. Weil viele der bisher
angewandten statistischen Verfahren aufgrund der Komplexität der Daten
keine guten Vorhersagewerte liefern konnten, wurde in jüngster Vergangen-
heit vermehrt auf maschinelle Lernalgorithmen gesetzt.

Der Datensatz besteht aus 2584 Beobachtungen, die jeweils 18 Merkmale ha-
ben. Die meisten Attribute geben Aufschluss über die seismische Aktivität
im vorangegangen Schichtbetrieb. Vier der 18 Merkmale sind kategoriell, die
restlichen sind numerisch. Acht der numerischen Merkmale geben Auskunft
über die Anzahl der aufgetretenen seismischen Bodenwellen im jeweils unter-
schiedlichen Energiebereich. Die Energie der Wellen wird in den Bereichen
von niedriger Energie [102, 103] bis hin zu hochenergetischen Wellen [108, 1010]
unterteilt (siehe Abbildung 4.1 rechts unten). Zwei weitere Merkmale, die sich
ebenfalls mit der seismischen Aktivität beschäftigen, geben Auskunft über die
maximale Stärke der aufgetretenen Wellen und über die Gesamtenergie aller
seismischen Stöÿe. Die kategoriellen Merkmale geben unter anderem Aus-
künfte, ob während der seismischen Aktivität eine Gefahr für die Untertag-
arbeiter in der Mine bestand (keine Gefahr, geringe Gefahr, mittlere Gefahr,
hohe Gefahr) aber auch welcher Arbeit die Bergleute dort nachgingen (Koh-
leabbau, Vorbereitungsarbeit). Für detailliertere Informationen siehe Sikora
and Wrobel (2015).

In den beiden Minen wird jeweils im Schichtbetrieb gearbeitet. Das erklärte
Ziel ist nun eine Vorhersage, ob bei der aktuellen Schicht eine Bedrohung
für die Arbeiter besteht. Dazu werden die durchgeführten Messungen aus
den vorangegangen Schichten herangezogen. Das heiÿt, es gibt genau zwei
Antwortmöglichkeiten Y := {Gefahr, keine Gefahr}, wobei die Verteilung
in diesem Fall wieder unausgewogen ist. Es gibt viel mehr Beobachtungen, bei
denen keine Gefahr für die Arbeiter bestand, als Beobachtungen, bei denen
tatsächlich ein gravierendes Ereignis eintrat.

Wie auch schon im Abschnitt 3.6.1 ist auch in diesem Fall gerade die kleinere
Klasse Y = Gefahr interessant. Der Minenbetreiber will wissen, wann ge-
nau eine Gefahr für die Arbeiter besteht. Ein weiteres Ziel ist natürlich auch
die Minimierung der Fehlalarmrate, um nicht den Betrieb unter Tage einzu-
schränken und dadurch einen Verlust zu riskieren. Bei minimaler Fehlerrate
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soll die Vorhersage eine gute Tre�ergenauigkeit für ein Unglück erzielen. Das
heiÿt, dass im folgenden Abschnitt wieder die Methoden des �Under-Sample�
bzw. des �Over-Sample� zur Vorhersage von Gefahren getestet werden.

In Abbildung 4.1 sind die numerischen Merkmalswerte in Abhängigkeit der
beiden Klassen mit Hilfe von Boxplots abgebildet. Au�ällig ist hierbei, dass
gerade bei den Merkmalen ”M4”, M5”, ”M9”, ”M17” und ”M18” die Ver-
teilung der Werte bei den beiden Klassen unterschiedlich ist.

4.2 Simulationen

Seismische Stöÿe

Wie bereits im Abschnitt 4.1.1. geschildert, ist dieser Datensatz ein unbalan-
cierter Datensatz. Von den 2584 Beobachtungen bestand in 170 Fällen eine
Gefahr und in den restlichen 2414 Fällen bestand keine Gefahr für die Arbei-
ter in der Mine. Somit enthält der Datensatz nur etwa ≈ 6% Beobachtungen,
die ein gravierendes Ereignis zur Folge hatten.

Als erstes wird der Datensatz wieder in einen Trainings- und einen Testda-
tensatz geteilt (im Verhältnis: 2/3Training, 1/3Test, mit set.seed = 1984).
Jeder aufgebaute Random Forest basiert auf dem identen Trainingsdaten-
satz, sodass dieser auch auf der selben Testmenge getestet werden kann. Zur
einfachen Darstellung werden die Ergebnisse wieder mit Hilfe einer Kontin-
genztabelle angeführt.

Beim ersten Versuch wird ein Random Forest auf dem kompletten Trainings-
datensatz trainiert. Für den Testdatensatz erhält man folgendes Ergebnis:

1.Versuch Wahre Klasse
Klassen ”keine Gefahr” ”Gefahr”

Ergebnis
”keine Gefahr” 803 57

”Gefahr” 2 0

Aus dieser Tabelle ist klar ersichtlich, dass dieser Random Forest zwei War-
nungen einer bestehenden Gefahr für die Arbeiter ausgab. Diese zwei War-
nungen waren allerdings allesamt Fehlalarme. Die restlichen 57 Beobachtun-
gen, bei denen eine Gefahr für die Arbeiter bestand, erkannte dieser Random
Forest nicht. Dies ist klarerweise aber nicht im Interesse des Minenbetreibers,
der eine sichere Arbeit für die Bergarbeiter gewährleisten will. In Abbildung
4.2 (links) ist auch sehr gut erkennbar, dass, wenn man keine Restriktionen
am Trainingsdatensatz vornimmt, der Random Forest Beobachtungen der
beiden Klassen nicht gut trennen kann.

Anschlieÿend wird wieder die �naive� Methode getestet, um gleich viele Be-
obachtungen pro Klasse für die Trainingsmenge zu erhalten. Es werden aus
dem Trainingsdatensatz zufällig 113 Beobachtungen aus jeder Klasse ohne
Zurücklegen gezogen (set.seed = 1984) und auf dieser Menge wird dann ein



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 58

Abbildung 4.1: Boxplot aller numerischen Merkmale, getrennt in Klassen und
ohne Ausreiÿer
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Random Forest aufgebaut. Man erho�t sich dadurch, dass der Random Forest
den Beobachtungen der Klasse Y = ”keine Gefahr” weniger Aufmerksam-
keit schenkt, um damit tatsächliche Gefahren besser vorhersagen zu können.
Das Ergebnis ist wiederum in folgender Tabelle ersichtlich:

Naive Methode Wahre Klasse
Klassen ”keine Gefahr” ”Gefahr”

Ergebnis
”keine Gefahr” 557 21

”Gefahr” 248 36

Dieser Random Forest erkannte 36-mal, dass eine Gefahr für die Arbeiter im
Stollen bestand. In 64% der Fälle hätte dieser somit ein Unglück vorher-
sagen können. Ingesamt 21-mal hätte dieser Zufallswald ein Unglück nicht
vorhergesagt. Bei 248 Fehlalarmen (≈ 87%) wäre zudem die Arbeit auch oft
unterbrochen worden, was eventuell einen Verlust für den Betreiber nach sich
gezogen hätte.

Beim dritten Versuch wird die Methode des �Under Sample� getestet (vgl.
Abschnitt 3.6.1). Es wird für jeden Entscheidungsbaum ein unterschiedlicher
Trainingsdatensatz konstruiert, der jeweils gleich viele Beobachtungen für
jede Klasse hat. Erzeugt wird dieser, indem man aus dem kompletten Trai-
ningsdatensatz 113 Beobachtungen von jeder Klasse mit Zurücklegen zieht.

Under Sample (mZ) Wahre Klasse
Klassen ”keine Gefahr” ”Gefahr”

Ergebnis
”keine Gefahr” 646 27

”Gefahr” 159 30

Bei einer etwas geringeren Fehlalarmrate (≈ 84%) konnte man jedoch mit
der �Under Sample� Methode die Tre�ergenauigkeit bei der Vorhersage von
Gefahren (≈ 53%) nicht verbessern.

Nun wird erneut die Methode des �Under Sample� angewandt, allerdings wird
ohne Zurücklegen gezogen. Das heiÿt wiederum, dass jeder Entscheidungs-
baum im Wald die gesamte Information der Beobachtungen von der Klasse
�Gefahr� zur Verfügung hat. Es sei an dieser Stelle noch vermerkt, dass man
mit dieser Methode den Bagging-Algorithmus umgeht (vgl. Abschnitt 3.1.1
und Appendix). Daraus resultiert, dass der Missklassi�kationsfehler höher
sein wird (vgl. Gleichung 3.3 und Gleichung 3.6). Man erhält folgendes Er-
gebnis:

Under Sample (oZ) Wahre Klasse
Klassen ”keine Gefahr” ”Gefahr”

Ergebnis
”keine Gefahr” 577 22

”Gefahr” 228 35

In 61% der Fälle konnte man ein Unglück vorhersagen. Allerdings ist die
Fehlalarmrate (≈ 87%) etwas höher als im vorhergehenden Modell �Under
Sample (mZ)�.
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Abbildung 4.2: MDS-Plot der Proximity-Werte

Zu guter Letzt wird noch die �Over Sample� Methode angewandt. Als Ergeb-
nis erhält man:

Over Sample Wahre Klasse
Klassen ”keine Gefahr” ”Gefahr”

Ergebnis
”keine Gefahr” 792 49

”Gefahr” 13 8

Wie auch im Abschnitt 3.6.1 erhält man bei dieser Methode ein wenig zu-
friedenstellendes Ergebnis. Die Fehlalarmrate (≈ 62%) ist zwar eindeutig
geringer als zuvor, allerdings konnte man mit dieser Methode nur in ≈ 14%
der Fälle ein Unglück verhindern.

In Abbildung 4.2 sind die Auswirkungen bei Anwendung der naiven Methode
dargestellt. Es sind die Proximity-Werte (vgl. Abschnitt 3.5) mittels Multi-
dimensional Scaling Plot eines Random Forest, der auf dem ganzen Datensatz
(ohne jegliche Restriktionen) trainiert wurde und andererseits eines unter
Anwendung der naiven Methode trainierten abgebildet. Man sieht, dass unter
Anwendung der naiven Methode die beiden Klassen besser getrennt sind. Auf
der rechten Abbildung sind zwei Cluster erkennbar, allerdings gibt es auch
einen Bereich, an dem sich die Beobachtungen teilweise überlappen. Ohne
Restriktionen am Trainingsdatensatz (linke Abbildung) überlappen sich die
Beobachtungen beider Klassen und es ist auch kein Cluster erkennbar.

Die besten Vorhersagewerte für die Klasse ”Gefahr” erhält man wieder mit
der �Under Sample (mZ)� Methode und der �naiven� Methode. In der Folge
werden bei 500 Durchläufen nochmals die Methoden des �Under Sample (oZ)�
und �Under Sample (mZ)� bzw. auch die �naive� Methode mit jeweils dem
identen Testdatensatz getestet. In Abbildung 4.3 sind die Ergebnisse mittels
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Abbildung 4.3: Boxplot für die Ergebnisse des Testdatensatzes mit jeweils
unterschiedlichen Methoden

Boxplots abgebildet. Wie man sieht, bewirkt die Methode des �Under Sam-
ple (oZ)�die beste Vorhersage für Gefahren. Allerdings ist sowohl die Fehl-
alarmrate als auch der Missklassi�kationsfehler höher als bei der Methode des
�Under Sample (mZ)�. Die höhere Missklassi�kationsrate der �Under Sample
(oZ)� Methode ist dahingehend begründet, dass jeder Entscheidungsbaum die
komplette Information der Klasse ”Gefahr” zur Verfügung hat. Damit wird
aber auch die Korrelation unter den Bäumen gröÿer, weil jeder Trainingsda-
tensatz aus zumindest 50% gleicher Beobachtungen besteht und dies hat eine
höhere Missklassi�kationsrate zur Folge. (vgl. Gleichung 3.3 und Gleichung
3.6)

Die �naive� Methode hat sowohl die höchste Fehlalarm- als auch die höchste
Missklassi�kationsrate. Allerdings zeigen die Boxplots, dass diese Methode
eine ähnlich gute Tre�ergenauigkeit aufweist, wie die Methode des �Under
Sample (oZ)�. Wenn man keine der Methoden auf dem Datensatz anwendet,
erhält man zwar eine sehr geringe Missklassi�kationsrate aber man nimmt
damit auch eine sehr geringe Tre�ergenauigkeit der Klasse ”Gefahr” in Kauf
und damit auch eine hohe Fehlalarmrate.

Nun werden wieder die Methoden des �Under Sample (mZ)� bzw. �Under
Sample (oZ)� sowie die �naive� Methode angewandt. Allerdings werden nun
die Ergebnisse mit einem von Conditional Inference Trees (CIT) und einem
vom CART-Algorithmus aufgebauten Random Forest bei jeweils 500 Durch-
läufen verglichen. In Abbildung 4.4 sind die Ergebnisse mittels Boxplots
wiedergegeben. Anhand dieser Boxplots ist erkennbar, dass ein mit CIT auf-



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 62

Abbildung 4.4: CART vs. Conditional Inference Trees: In grün sind die
Ergebnisse des CART-Algorithmus und in gelb die der Conditional Inference
Trees abgebildet

gebauter Random Forest teilweise ein besseres Ergebnis liefert, als ein mit
dem CART-Algorithmus aufgebauter.

Wenn man die beiden wichtigen Faktoren (Fehlalarmrate, Tre�ergenauigkeit)
für den Minenbetreiber betrachtet, sind die Ergebnisse gröÿtenteils besser,
wenn man einen Zufallswald mit Conditional Inference Trees verwendet. Bei
der Methode des �Under Sample (oZ)� sind im Schnitt die Ergebnisse des
mit CART-Algorithmus aufgebauten Random Forest etwas besser, sie weisen
einen Mittelwert von 0.68 auf. Hingegen hat die �Under Sample (oZ)� Me-
thode bei einem mit CIT aufgebauten Zufallswald einen Mittelwert von 0.66.
Allerdings ist die Varianz der Ergebnisse des mit CART-Algorithmus aufge-
bauten Random Forest auch etwas höher (Varianz: CART=0.004, CIT=0.003),
was eine höhere Streuung der Ergebnisse nach sich zieht.

Als nächstes werden die Merkmalswichtigkeiten von den zwei unterschiedlich
aufgebauten Random Forest Funktionen (CART vs. Conditional Inference
Trees) betrachtet. Wenn man Abbildung 4.1 betrachtet, liegt die Intuition
nahe, dass vor allem die Merkmale M4, M5, M9, M17 und M18 wichtige
Faktoren für die Erkennung von Gefahren sein werden. Der Grund dafür ist
der, dass gerade an diesen Merkmalen die Beobachtungen der beiden Klassen
unterschiedliche Werte aufweisen. Hierfür werden erneut für jeden Algorith-
mus 500 Zufallswälder (jeweils mit ihren Default Werten) aufgebaut. Zuerst
werden bei diesen Durchläufen noch keine Einschränkungen am Datensatz
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Abbildung 4.5: Auf der linken Seite sind die Merkmalswichtigkeiten von 500
Durchläufen (CART und CIT) abgebildet und auf der rechten Seite die dazu
benötigte Zeit

vorgenommen. Das heiÿt, es wird noch keine der zuvor beschriebenen Me-
thoden (�Under Sample oZ� , �Naive�, etc.) angewandt, sodass jeder Random
Forest den kompletten Datensatz für den Lerndatensatz zur Verfügung hat.

In Abbildung 4.5 sind die von den beiden Algorithmen berechneten Merkmals-
wichtigkeiten dargestellt, ergänzt noch um jeweils die dafür benötigte Berech-
nungszeit. Man erkennt, dass beide Algorithmen unterschiedliche Merkmale
als wichtig kennzeichnen. Beim CART-Algorithmus sind vor allem für die
Entscheidungs�ndung folgende drei Merkmale wichtig:

• ”M18”− max. Energie der Bodenwellen im vorangegangenen Schicht-
betrieb

• ”M17”− Gesamtenergie der Bodenwellen im vorangegangenen Schicht-
betrieb

• ”M9”−Anzahl der gemessenen Bodenwellen im vorangegangenen Schicht-
betrieb

Bei einem Random Forest mit Conditional Inference Trees wird nur das Merk-
mal ”M5” als wichtig gekennzeichnet.

• ”M5”− Anzahl der vom Genophon gemessenen Impulse im vorange-
gangenen Schichtbetrieb
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Abbildung 4.6: Merkmalswichtigkeiten unter Anwendung der ”naiven” Me-
thode bei jeweils 500 Durchläufen

Zu bemerken ist nochmals, dass bei diesen Durchläufen die Zufallswälder den
kompletten Datensatz zum Trainieren zur Verfügung hatten. Um den Miss-
klassi�kationsfehler zu minimieren, versuchen diese Zufallswälder, in erster
Linie die Klasse ”KeineGefahr” vorherzusagen und weisen somit auch nur
eine minimale Tre�ergenauigkeit für die Klasse �Gefahr� auf (vgl. Abbildung
4.3).

In Abbildung 4.6 sind die Merkmalswichtigkeiten von Zufallswäldern abgebil-
det, wobei der Datensatz unter der �naiven� Methode geändert wurde. Der
unter dem CART-Algorithmus erzeugte Zufallswald erkennt nun neben den
Merkmalen ”M9” und ”M17” auch noch das Merkmal ”M4” als wichtig an.

• ”M4”− seismische Gesamtenergie im vorangegangenen Schichtbetrieb

Hingegen ist für einen Zufallswald mit Conditional Inference Trees neben
”M5” nun auch das Merkmal ”M9” für die Vorhersage eines Unglücks wich-
tig. Au�allend ist erneut, dass auch diesmal der CIT-Algorithmus eindeutig
mehr Rechenzeit benötigt, auch wenn der Trainingsdatensatz nun viel weniger
Beobachtungen zur Verfügung hat.

Diese Ergebnisse untermauern wiederum die zuvor gemachte Intuition, dass
vor allem die Merkmale �M4�, �M5�, �M9�, �M17� und �M18� wichtig für die
Entscheidungs�ndung sein werden.
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Abbildung 4.7: Der Missklassi�kationsfehler in Abhängigkeit von der Anzahl
der Bäume

4.3 Analyse

In diesem Abschnitt wird nun weiterhin versucht, den Fehler 1. Art (Fehl-
alarmrate) und den Fehler 2. Art (Missklassi�kationsfehler für Klasse �Ge-
fahr�) zu minimieren, indem man unter anderem Ein�uss auf den �Zufall�
eines Random Forest nimmt. In den vorhergehenden Modellen wurden die
Zufallswälder jedesmal mit den Default-Werten aufgebaut. Die im R-Package
�randomForest� implementierte Funktion besitzt einige Parameter, mit denen
man das Wachstum der Bäume aber auch den Zufall steuern bzw. beein�ussen
kann. Mit dem Ziel, den Missklassikationsfehler zu verringern sowie die Tref-
fergenauigkeit für ein Unglück zu erhöhen, werden in diesem Abschnitt meh-
rere Versuche mit jeweils unterschiedlichen Parameterwerten durchgeführt.

Zuerst wird aber noch gezeigt, wie sich der Missklassi�kationsfehler in Ab-
hängigkeit von der Anzahl der Bäume ändert. Es wird unter Anwendung der
naiven Methode zuerst nur ein Baum erzeugt und dieser auf einem Testda-
tensatz getestet. Es wird dann schrittweise ein Baum hinzugefügt und dieser
Wald auf dem selben Testdatensatz getestet. In Abbildung 4.7 sind die Er-
gebnisse dargestellt. Man erkennt einerseits, dass, je mehr Bäume ein Wald
besitzt, desto stabiler verhält sich der Missklassi�kationsfehler. Und wenn
man die beiden Abbildungen miteinander vergleicht, erkennt man gut, dass
die Vorhersage von der Klasse �Gefahr� aber auch der Missklassi�kationsfehler
bei Anwendung der naiven Methode erhöht wird.

Im Abschnitt 2.2.3 wurde die Methode des Cost-Complexity Pruning vorge-
stellt. Einzelne Entscheidungsbäume werden oft an die Trainingsdaten über-
angepasst. Deswegen ist es sinnvoll, wenn man diese stutzt. In den nächs-
ten Versuchen wird untersucht, wie sich Änderungen der Baumgröÿe auf das
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Ergebnis auswirken. Leider gibt es in der im �RandomForest�-Package im-
plementierten Funktion �randomForest� keine Möglichkeit, die Methode des
Cost-Complexity Pruning anzuwenden. Mit dem Parameter �maxnode� be-
steht allerdings die Möglichkeit, die Bäume nur so lange wachsen zu lassen, bis
sie eine festgelegte Knotenanzahl erreicht haben. Dies ist allerdings eine etwas
�rustikale� Vorgehensweise, da man unabhängig von der Reinheit der Kno-
tenpunkte entscheidet, ob das Wachstum des Baumes gestoppt wird. Darum
kann es auch vorkommen, dass wichtige Zusammenhänge des Datensatzes
verloren gehen.

Ziel ist es weiterhin, Gefahren in den Minen vorherzusagen. Deswegen wird
in den folgenden Versuchen die �naive� Methode auf dem Trainingsdatensatz
angewandt. Es werden 500 Zufallswälder, bestehend aus Bäumen mit jeweils
identer Knotenanzahl, konstruiert. Anschlieÿend wird die Knotenanzahl um
jeweils einen Knoten erhöht und erneut 500 Zufallswälder erzeugt. Wenn man
die naive Methode auf die Random Forest Funktion ohne Restriktionen (d.
h. mit Default Werten) anwendet, bestehen die Bäume im Schnitt aus 46
Knoten (inkl. Endknoten).

In Abbildung 4.8 ist das arithmetische Mittel des Missklassi�kationsfehlers
der Zufallswälder dargestellt, die jeweils aus Bäumen mit gleicher Knoten-
anzahl bestehen. Ab dem Zeitpunkt, an dem jeder Baum 19 Knotenpunkte
enthält, steigt der Missklassi�kationsfehler und dieser bleibt dann ab einer
Knotenanzahl von 46 durchgehend stabil. Interessanterweise ist dies ist auch
das arithmetische Mittel der Baumgröÿe von 500 Random Forests mit Default
Werten. Wie man erkennen kann, neigt der Random Forest durch eine hö-
here Knotenanzahl zu einer Überanpassung an den Trainingsdaten. Die rote
Kurve erreicht an den Punkten 3, 5 und 10 ein Minimum und somit erhält
man an diesen Punkten den geringsten Missklassi�kationsfehler für die Klasse
”Gefahr”.

Mit dem Parameter �nodesize� hat man eine weitere Möglichkeit, die Bäume
zu kürzen. Man gibt mit diesem Parameter eine obere Schranke S für die
Anzahl der Beobachtungen im Knotenpunkt an. Das heiÿt, dass beim Lern-
prozess des Baumes ein Knotenpunkt nicht mehr weiter unterteilt wird, genau
dann, wenn in diesem weniger als S Beobachtungen vorkommen. Unter der
Anwendung der ”naiven” Methode besteht der Trainingsdatensatz aus 226
Beobachtungen. Es werden wieder 500 Zufallswälder mit dem identen �node-
size� Wert erzeugt. Beginnend mit dem gröÿtmöglichen Baum mit nur einer
Beobachtung im Endknoten, wird die Anzahl jedes Mal um eine Beobachtung
erhöht, bis man schlussendlich bei maximal 200 Beobachtungen pro Endkno-
ten angelangt ist.

In der Abbildung 4.9 ist das arithmetische Mittel des Missklassi�kationsfeh-
lers von den 500 Zufallwäldern mit jeweils dem identen Schrankenwert darge-
stellt. Die rote Kurve erreicht hier bei den Werten 16 und 24 ein Minimum,
deswegen ist an diesen Stellen auch der Missklassi�kationsfehler für die Klasse
”Gefahr” am geringsten. Je mehr Beobachtungen in den Endknoten vor-
kommen, desto geringer wird der Missklassi�kationsfehler des Zufallswaldes.
Allerdings ist zu beachten, dass dabei der Klassi�zierungsfehler der Klasse
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Abbildung 4.8: Variation bei der Knotenanzahl der Bäume. Punktiert darge-
stellt sind in dieser Abbildung die mittels der �Out of Bag� Daten geschätzten
Missklassi�kationsfehler

”Gefahr� im gleichen Maÿe zunimmt, wie er bei der Klasse ”keineGefahr”
abnimmt. Auch in diesem Fall macht sich eine Überanpassung an die Trai-
ningsdaten bemerkbar. Wenn man die Bäume bis zur maximalen Gröÿe (no-
desize=1) wachsen lässt, ist der Missklassi�kationsfehler (schwarze Kurve)
auch am gröÿten. Je mehr Beobachtungen in den Endknoten vorkommen
dürfen, desto geringer wird dann dieser Fehler.

In Abbildung 4.10 werden die Ergebnisse von 500 Random Forests einer-
seits mit den Default Werten und andererseits mit maxnode=3, maxnode=5,
maxnode=10 und maxnode=19 bzw. mit nodesize=16 und nodesize=24 ge-
genübergestellt. Die Tre�ergenauigkeit ist bei allen Parameterwerten besser
als bei den Default Werten. Wenn man die Boxplots genauer betrachtet, er-
hält man das beste Ergebnis, wenn man das Wachstum des Baumes stoppt,
sobald 16 Beobachtungen (nodesize=16) in den Endknoten vorkommen. Mit
einer maximalen Knotenanzahl von drei (maxnode=3) erhält man einerseits
die beste Tre�ergenauigkeit für die Klasse �Gefahr�, allerdings sind der Miss-
klassi�kationsfehler sowie die Fehlalarmrate auch gröÿer.

In folgender Tabelle ist das arithmetische Mittel, die empirische Standardab-
weichung (SD) und auch der Median von den Ergebnissen der �Tre�ergenau-
igkeit� wiedergegeben.
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Abbildung 4.9: Variation bei der Anzahl an Beobachtungen in den Endkno-
ten. Punktiert dargestellt sind in dieser Abbildung die mittels der �Out of
Bag� Daten geschätzten Missklassi�kationsfehler

Tre�ergenauigkeit maxnode 3 maxnode 5 maxnode16 maxnode19

Median 0.736 0.701 0.684 0.666
Mean 0.729 0.697 0.685 0.676
SD 0.062 0.060 0.066 0.068

nodesize 16 nodesize 24 Default
Median 0.701 0.684 0.684
Mean 0.693 0.687 0.677
SD 0.066 0.067 0.063

Als nächstes wird versucht, die Ergebnisse der ”Under Sample (oZ)” Me-
thode zu verbessern. Die Idee dahinter ist die, dass der Missklassi�kations-
fehler verringert wird, wenn sich die Trainingsdatensätze der Bäume stärker
unterscheiden. Bei dieser Methode hatte im Abschnitt 4.2 jeder Baum als
Trainingsmenge alle Beobachtungen der Klasse ”Gefahr” zur Verfügung und
dadurch waren auch mindestens 50% der Beobachtungen im Trainingsdaten-
satz ident.

In den folgenden Versuchen werden für die Trainingsmenge nicht mehr 113
Beobachtungen jeder Klasse ohne Zurücklegen gezogen, sondern nur noch
ein prozentueller Anteil davon. Damit variieren in den Trainingsmengen der
Bäume aber auch die Beobachtungen der Klasse ”Gefahr”, was folglich auch
die empirische Korrelation unter den Bäumen verringern sollte.
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Abbildung 4.10: Ergebnisse von 500 Durchläufen bei unterschiedlichen Para-
meterwerten für maxnode und nodesize

Es werden im Folgenden 500 Zufallwälder aufgebaut, bei denen die Trainings-
menge zuerst aus 28 (≈ 25%) Beobachtungen pro Klasse besteht, dann aus
57 (≈ 50%) und zum Schluss aus 85 (≈ 75%) Beobachtungen. In Abbildung
4.11 sind wiederum die Ergebnisse mittels Boxplots abgebildet.

Die erho�te Verringerung des Missklassi�kationsfehlers ist eingetreten. Wenn
man vor allem die Ergebnisse bei 50% betrachtet, erkennt man, dass mit
dem geringeren Missklassi�kationsfehler die Fehlalarmrate verringert wurde
und auch die Tre�ergenauigkeit für die Klasse ”Gefahr” erhöht wurde. Das
arithmetische Mittel für die Tre�ergenauigkeit liegt bei 69%. In folgender
Tabelle ist wiederum der Median, die empirische Standardabweichung (SD)
und das arithmetische Mittel der Tre�ergenauigkeit für die Klasse �Gefahr�
angegeben.

Tre�er ”Gefahr” 25% 50% 75% 100%

Median 0.701 0.701 0.701 0.684
arithmetisches Mittel 0.689 0.692 0.695 0.688

SD 0.06 0.068 0.059 0.063

In unten angeführter Tabelle werden der Median, die empirische Standard-
abweichung (SD) und das arithmetische Mittel des Missklassi�kationsfehlers
angegeben:
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Abbildung 4.11: Ergebnisse der �Under Sample (oZ)� Methode mit unter-
schiedlicher Gröÿe der Trainingsmenge

Missklassi�kationsfehler 25% 50% 75% 100%

Median 0.277 0.274 0.284 0.281
arithmetisches Mittel 0.277 0.277 0.285 0.284

SD 0.02 0.02 0.02 0.02

Wie in der Abbildung 4.11 bereits ersichtlich wurde, ist anhand dieser Tabel-
len ebenfalls zu erkennen, dass man etwas bessere Ergebnisse erzielt, wenn
man als Trainingsmenge für die Bäume nicht die ganze Information nützt.
Zwar hat sich die Tre�ergenauigkeit nur minimal verbessert, allerdings wird
der Missklassi�kationsfehler reduziert, was auch zu einer Verringerung des
Fehlers 1.Art führt.

Um die Korrelation unter den Bäumen noch weiter zu verringern, besteht eine
weitere Möglichkeit darin, dass man die Anzahl der Merkmale variiert, die
ein Entscheidungsbaum für die Entscheidungs�ndung zur Verfügung hat. Je
weniger Merkmale die Bäume für ihre Entscheidungs�ndungen zur Verfügung
haben, desto zufälliger werden diese aufgebaut sein und somit werden sich die
Bäume auch weniger gleichen. (vgl. Abschnitt 3.1.3)

Mit dem Parameter mtry bei der Random Forest Funktion kann man eine
Anzahl festlegen, wie viele Merkmale pro Entscheidung zufällig gezogen wer-
den. Der Default-Wert bei einer Klassi�kation ist für diese Funktion

√
n,

mit n := Anzahl derMerkmale. Wenn man als Wert 1 wählt heiÿt das, dass
für jeden Entscheidungspunkt zufällig nur ein Merkmal gezogen wird und auf
diesem der beste Verzweigungspunkt gesucht wird. Im Folgenden wird wie-
der die Methode ”Under Sample (oZ)” (mit 57 Beobachtungen pro Klasse)
angewandt, allerdings mit jeweils unterschiedlichen mtry Werten. Die Bäume
haben zuerst nur ein Merkmal pro Entscheidungs�ndung zur Verfügung und
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Abbildung 4.12: Boxplot mit jeweils unterschiedlichen mtry Werten

in den nächsten Iterationen wird der Parameterwert jeweils um ein Merkmal
erhöht.

Aus der Abbildung 4.12 sind die Ergebnisse von 500 Durchläufen ersichtlich.
Es ist festzustellen, dass, je kleiner der Wert für mtry ist, desto geringer auch
der Missklassi�kationsfehler ist. Das heiÿt, dass, je �zufälliger� die Bäume auf-
gebaut sind und je geringer auch die Korrelation unter den Bäumen ist, desto
geringer ist auch der Missklassi�kationsfehler (vgl. Gleichung 3.6). Allerdings
nimmt man dafür auch eine etwas geringere Tre�ergenauigkeit in Kauf. Je
höher der Wert für �mtry� ist, desto öfter könnte ein Unglück vorhergesehen
werden.

Im letzten Abschnitt ist bei den Ergebnissen gut ersichtlich, welch wichti-
gen Faktor der �Zufall� in einem Random Forest darstellt. Je zufälliger der
Wald konstruiert wird, desto geringer ist auch der Missklassi�kationsfehler.
Allerdings konnte man damit gerade bei unbalancierten Datensätzen die Tref-
fergenauigkeit nur minimal für Beobachtungen der kleineren Klasse erhöhen.
Jedoch wird durch die Verringerung des Missklassi�kationsfehlers gerade der
Fehler der 1. Art reduziert.

Des Weiteren war festzustellen, dass man mit den Methoden �Under Sample
(oZ)� bzw. mit der naiven Methode die besten Werte für die Tre�ergenau-
igkeit erhält. In etwa 70% der Fälle konnte man ein Unglück vorhersagen.
Wenn man noch dazu die Knotenanzahl unter der naiven Methode beein�usst,
erhält man sogar das beste Ergebnis (73%) für die Tre�ergenauigkeit. Aller-
dings ist eine Reduzierung bzw. eine Festlegung der Knotenanzahl nur mit
Vorsicht zu genieÿen. Es können dadurch einige wichtige Zusammenhänge der
Daten verloren gehen. Gerade auch, weil ein Random Forest eine Art �Black
Box� ist, ist es trotz teilweise guter Ergebnisse schwer ersichtlich, wie das
Ergebnis zustande kam und welche weiteren Auswirkungen eine Reduzierung
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der Knotenanzahl haben wird.

Auch wenn man mit einer Erhöhung der Baumanzahl zu keiner Überanpas-
sung der Trainingsdaten kommt, kann ein Random Forest gerade durch eine
hohe Knotenanzahl der Bäume trotzdem an die Trainingsdaten überange-
passt sein. Wie im vorhergehenden Beispiel ersichtlich war, war der Random
Forest überangepasst, weil man alle Bäume bis zur maximalen Gröÿe wachsen
hat lassen. Bei einer Einschränkung der Knotenanzahl waren die Ergebnisse
jedenfalls besser.



Appendix

R-Code: Under Sample und Over Sample

My Random Forest

FORMULA <− y ~ .
MyRandomForest <− f unc t i on (FORMULA, data , numberOfTrees = 500 , S i zeTra in =2/3 ,

method="DownSample" , k l a s s eng r=c (1 , 1 ) , REPLACE=TRUE){

#Erzeugung e i n e s Trainings− und Testdatensatze s

No <− data [ data$y == "no " , ] ; Yes <− data [ data$y == "yes " , ]

NoTraining <− sample ( 1 : dim(No ) [ 1 ] , as . i n t e g e r ( S izeTra in ∗dim(No ) [ 1 ] ) )
YesTraining <− sample ( 1 : dim(Yes ) [ 1 ] , as . i n t e g e r ( S izeTra in ∗dim(Yes ) [ 1 ] ) )
t e s tda ta=rbind (No[−NoTraining , ] , Yes[−YesTraining , ] )
TrainNo<−No [ NoTraining , ]
TrainYes<−Yes [ YesTraining , ]

#Downsample

f o r e s t s <− l i s t ( )
NoSize <− dim(TrainNo ) [ 1 ]
YesSize <− dim( TrainYes ) [ 1 ]

i f (method=="DownSample"){
p r i n t ("DownSample")
samp_y<−round ( k l a s s eng r [ 1 ] ∗ ( YesSize ) )
samp_n<−round ( k l a s s eng r [ 2 ] ∗ ( YesSize ) )
a<−Sys . time ( )

f o r ( i in 1 : numberOfTrees ){
#kon s t ru i e r e j ed e s Mal e inen neuen Tra in ingsdatensatz
#Replace=TRUE −> Bagging (mit Zurücklegen )
#Replace=FALSE −> "UnderSample2" ( ohne Zurücklegen )

trainingSampleNo <− sample ( 1 : NoSize , samp_n , r ep l a c e=REPLACE)
trainingSampleYes <− sample ( 1 : YesSize , samp_y , r ep l a c e=REPLACE)
tra indata<−rbind (TrainNo [ trainingSampleNo , ] ,

TrainYes [ trainingSampleYes , ] )

f o r e s t s [ [ i ] ] <− randomForest (
FORMULA, tra indata ,
n t r ee=1, #Nur e in Baum pro Durchlauf
r ep l a c e=FALSE,
#FALSE damit man s e l b s t bestimmen kann ,

#welche Daten der CART−Alg . verwendet
sampsize=c ( yes=samp_y , no=samp_n)
#Wievie l e r pro Klasse z i ehen s o l l .
#gemeinsam mit r ep l a c e=False , wird der
#Baum auf der gewünschten Trainingsmenge
#kon s t r u i e r t

)
}

b<−Sys . time ( )
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time<−b−a
p r in t ( time )

}

i f (method=="OverSample "){
p r i n t ("OverSample ")
a<−Sys . time ( )
f o r ( i in 1 : numberOfTrees ){

trainingSampleNo <− sample ( 1 : NoSize ,
round ( k l a s s eng r [ 1 ] ∗ ( NoSize ) ) , r ep l a c e=REPLACE)

trainingSampleYes <− sample ( 1 : YesSize ,
round ( k l a s s eng r [ 2 ] ∗ ( NoSize ) ) , r ep l a c e=TRUE)

tra indata<−rbind (TrainNo [ trainingSampleNo , ] ,
TrainYes [ trainingSampleYes , ] )

f o r e s t s [ [ i ] ] <− randomForest ( t ra indata$y ~ . , t ra indata ,
n t r ee=1,
r ep l a c e=FALSE,
sampsize=c ( yes=round ( k l a s s eng r [ 1 ] ∗ ( YesSize ) ) ,

no=round ( k l a s s eng r [ 2 ] ∗ ( YesSize ) ) )
)

}
b<−Sys . time ( ) time<−b−a p r i n t ( time )

}
ensemble <− l i s t ( numberOfTrees = numberOfTrees ,

f o r e s t s = f o r e s t s , Testdata=te s tda ta )
c l a s s ( ensemble ) <− append ( c l a s s ( ensemble ) , "MyRandomForest ")
re turn ( ensemble )

}

Predict My Random Forest:

p r ed i c t . MyRandomForest <− f unc t i on ( object , newData ) {
pred <− cbind ( sapply ( o b j e c t $ f o r e s t s ,

f unc t i on ( r f ) p r ed i c t ( r f , newData , type = " response " ) ) )
r e s u l t <− pred [ , 1 ]

f o r ( i in 1 : dim(newData ) [ 1 ] ) {
cand idate s <− pred [ i , ]
ind <− which .max( sapply ( unique ( cand idate s ) ,

f unc t i on (x ) sum( cand idate s == x ) ) )
r e s u l t [ i ] <− unique ( cand idate s ) [ ind ] } re turn ( r e s u l t )

}
re turn ( r e s u l t )

}
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