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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Approximierbarkeit inverser Matrizen, die
aus der Diskretisierung verschiedener partieller Differentialgleichungen mittels Finiter Ele-
mente Methode oder Randelementmethode erhalten werden, im Matrixkompressionsformat
der hierarchischen Matrizen.

Das Konzept der hierarchischen Matrizen, eingefiihrt in [Hac99], erlaubt die Speicherung
sowie (approximative) arithmetische Operationen in logarithmisch linearer Komplexitiit.
Da inverse Finite Elemente- und Randelementmatrizen im Allgemeinen vollbesetzt sind,
und daher Speicherung und Rechnungen mit diesen ineffizient sind, ist die sinnvolle Ap-
proximierbarkeit dieser Matrizen durch hierarchische Matrizen wiinschenswert.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass Approximationen an inverse Finite Elemente Matri-
zen fiir elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit gemischten Rand-
bedingungen sowie fiir die Lamé-Gleichung existieren und der auftretende Fehler exponenti-
ell im Rang der Approximation konvergiert. Unsere Resultate erweitern die bisher bekann-
ten theoretischen Aussagen, welche nur elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung und die Lamé-Gleichung jeweils mit Dirichlet-Randbedingungen behandelt und
Genauigkeit bis zum Diskretisierungsfehler gezeigt haben, auf generellere Randbedingungen
und liefern Approximationen mit beliebiger Genauigkeit.

Fiir inverse Randelementmatrizen ist die Anwendbarkeit von hierarchischen Matrizen
bisher nur numerisch beobachtet worden. Eines der Hauptresultate dieser Arbeit ist der
Beweis der Existenz einer Approximation an inverse Matrizen zu Diskretisierungen des
Einfachschichtoperators sowie des hypersinguléren Integraloperators, was eine theoretische
Grundlage fiir den numerisch beobachteten, erfolgreichen Einsatz der hierarchischen Ma-
trizen liefert.

Im Gegensatz zu den bestehenden Ansétzen in der Literatur wird eine volldiskrete Ap-
proximation konstruiert, wodurch keine Einschriankung an die Genauigkeit der Approxi-
mation entsteht. Ein entscheidender Schritt hierbei ist der Beweis einer diskreten inneren
Regularitdtsabschétzung, dhnlich zu der klassischen Caccioppoli-Ungleichung.

Neben der Approximation von inversen Matrizen wird auch die Existenz approxima-
tiver Cholesky- und LU-Zerlegungen fiir die erwédhnten Finite Elemente- und Randele-
mentdiskretisierungen untersucht. Mit Hilfe der Approximation gewisser Schurkomplemen-
te durch blockweise Niedrigrangmatrizen kann die Existenz approximativer Cholesky- und
LU-Zerlegungen im Format der hierarchischen Matrizen gezeigt werden. Diese Faktori-
sierungen konnen beispielsweise zur Black-Box-Vorkonditionierung fiir iterative Losungs-
verfahren verwendet werden.

Schlussendlich werden numerische Beispiele angegeben, die die theoretischen Resultate
untermauern.






Abstract

This thesis is concerned with the existence of approximations to the inverses of matrices
that are obtained from finite element or boundary element discretizations of some par-
tial differential equations. The approximation is performed in the format of hierarchical
matrices.

The concept of hierarchical matrices, introduced in [Hac99], permits to store as well
as to apply some (approximate) arithmetic operations in logarithmic linear complexity.
The inverses of finite element and boundary element matrices are dense in general, which
leads to slow computations and large amounts of memory consumption. Therefore, the
approximability of these matrices by hierarchical matrices is desirable.

In this thesis, we show that approximations to inverses of finite element matrices for
second order elliptic partial differential equations with mixed boundary conditions and for
the Lamé equation exist, and the error converges exponentially in the block-rank of the
approximation. Our results generalize the known theoretical results for elliptic partial diffe-
rential equations and the Lamé system with Dirichlet boundary conditions to more general
boundary conditions. Moreover, the existence of approximations with arbitrary accuracy is
proven, whereas the previous results only achieved accuracy up to the discretization error.

For the inverses of boundary element matrices the applicability of hierarchical matrices
has only been observed numerically. One of the main results of this work is the proof of
existence of an approximation to the inverse matrices corresponding to discretizations of
the single-layer and the hypersingular integral operator. These results give a mathematical
foundation to the numerically observed success of hierarchical matrices for the approxima-
tion of inverse matrices.

In contrast to the known results in the literature, we work in a fully discrete setting, which
leads to approximations of arbitrary accuracy. A main ingredient for our purpose is the proof
of a discrete interior regularity result similar to the classical Caccioppoli inequality.

Besides the approximations to inverse matrices, we are also concerned with the existence
of approximative Cholesky- and LU-decompositions for the above mentioned finite element
and boundary element discretizations. By approximating certain Schur complements by
some blockwise low rank factorizations, we are able to prove the existence of approximate
Cholesky- and LU-decompositions in the format of hierarchical matrices. For example,
these factorizations can be used for black-box preconditioning in iterative solvers.

A series of numerical examples is given, which confirm the theoretical results.
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1 Einleitung

Die numerische Simulation mathematischer Modelle, die zur Beschreibung von kontinuier-
lichen Ablaufen beispielsweise in Natur, Technik oder Physik verwendet werden, fithrt
oftmals auf grofiskalige Probleme mit mehreren Millionen Unbekannten. Da die Rechen-
zeiten und der Speicheraufwand fiir das Aufstellen und Lésen von Gleichungssystemen im
Allgemeinen quadratisch oder gar kubisch mit der Problemgrofie wachsen, stoffen direkte
Methoden trotz stetig wachsender Rechenkapazitéit der Computer schnell an ihre Grenzen.
Um den Rechen- und Speicheraufwand zu reduzieren und eine effiziente Losung grofskaliger
Probleme zu garantieren, kann man versuchen, gewisse Matrixkompressionsverfahren anzu-
wenden, also einfach berechenbare Approximationen an die urspriingliche Matrix zu finden,
die giinstig gespeichert und weiterverarbeitet werden kénnen. Damit die Anwendung eines
derartigen Verfahrens fiir das jeweilige Problem sinnvoll ist, sollte der auftretende Fehler
klein sein, aber trotzdem eine gute Kompressionsrate erreicht werden.

In der vorliegenden Arbeit werden Diskretisierungen verschiedener partieller Differenti-
algleichungen mittels Finiter Elemente Methode (FEM) und Randelementmethode (BEM)
betrachtet. Die Finite Elemente Methode ist ein in der Anwendung iiberaus beliebtes Ver-
fahren und wird beispielsweise von Ingenieuren fiir Belastungstests in der Automobil- oder
auch Luft- und Raumfahrtindustrie eingesetzt. Einer der gréfiten Vorteile der FEM - ne-
ben der einfachen Implementierung der Methode - ist, dass die Systemmatrizen des aus der
FEM resultierenden linearen Gleichungssystems schwach besetzt, beispielsweise Bandma-
trizen, sind, also viele Nulleintrdge enthalten. Da diese Eintrége nicht gespeichert werden
miissen, konnen FEM-Matrizen schnell und effizient aufgebaut und gespeichert werden.
Benotigt man allerdings die Inverse oder LU-Zerlegung einer FEM-Matrix, so fithrt das
auf vollbesetzte Matrizen, deren Speicherung teuer ist und fiir die die Anwendbarkeit eines
Matrixkompressionsverfahren wiinschenswert ist.

Ein Nachteil der klassischen FEM ist, dass sie nur auf beschrinkten Geometrien an-
wendbar ist. Eine Losung hierfiir bietet die Randelementmethode, bei der anstelle einer
Differentialgleichung auf einem Gebiet eine Integralgleichung am Rand dieses Gebiets geltst
wird. Obwohl die damit einhergehende Reduktion der Dimension des Problems auf eine ge-
ringere Anzahl an Freiheitsgraden fiihrt, hat die Nicht-Lokalitit der Integraloperatoren den
Nachteil, dass BEM-Matrizen und somit auch ihre Inversen und LU-Zerlegungen vollbe-
setzt sind. Da fiir die BEM-Matrizen auch singulére Integrale numerisch berechnet werden
miissen, ist das Assemblieren von Randelementmatrizen teuer. Um diesem Nachteil der
BEM entgegenzuwirken wurden bereits in den 1980er Jahren verschiedene Verfahren zur ef-
fizienten Losung von Integralgleichungen entwickelt, wie beispielsweise die Multipolentwick-
lung [Rok85, GR97] oder die Panel-Clusterung, [NH88, HN89, HS93, Sau92|. Eine Grund-
idee hierbei ist die in der Integralgleichung auftretende Fundamentallosung der Differential-
gleichung auf gewissen Teilgebieten durch Polynome (beispielsweise mittels Taylorentwick-
lung) zu approximieren. Einen anderen Ansatz zur Matrixkompression bieten die so genann-



1 Einleitung

ten Wavelet-Techniken, siehe beispielsweise [Rat98, Rat01, Sch98a, vPSS97, Tau03, TWO03],
bei denen durch den Einsatz von bestimmten Wavelet-Basen gewisse nicht relevante Ma-
trixeintrage weggelassen werden kénnen, um den Speicheraufwand zu reduzieren. Alle die-
se Kompressionsverfahren konnen den Speicheraufwand und somit den Aufwand fiir die
Matrix-Vektor-Multiplikation auf (logarithmisch) linearen Aufwand reduzieren, nicht aber
fiir andere arithmetische Operationen mit Matrizen, wie beispielsweise die Matrix-Matrix-
Multiplikation.

Gegen Ende der 90er Jahre entwickelte Hackbusch [Hac99] das Konzept der hierarchi-
schen Matrizen (H-Matrizen), siehe auch [GH03, Gra01, Hac09, HK00a, HK0O0b], welches
die Idee der blockweisen niedrigdimensionalen Approximation von Multipolentwicklung und
Panel-Clusterung aufgreift und zusétzlich (approximative) arithmetische Operationen, wie
Matrix-Addition und Matrix-Matrix-Multiplikation, in logarithmisch linearer Komplexitét
erlaubt. Die Grundidee ist die Approximation von gewissen zuldssigen Nicht-diagonal-
Blocken mittels eines Produkts zweier Matrizen mit niedrigem Rang, was auf eine deutliche
Reduktion des Speicheraufwandes fiihrt, da die Speicherung von Niedrigrangmatrizen billig
ist. Die {ibrigen, nicht zuldssigen, aber generell kleinen Blocke werden exakt gespeichert.
Fiir effiziente und praktikable Methoden zur Assemblierung einer H-Matrix seien die Al-
gorithmen “adaptive cross approximation” (ACA), [Beb00], “hybrid cross approximation”
(HCA), [BGO05], mit Hilfe derer Approximationen im H-Matrix-Format direkt aus gewissen
Eintréagen der BEM-Matrizen gewonnen werden kénnen, sowie Interpolation der Kernfunk-
tion, [BG04] oder Quadratur [BG13] erwéhnt.

Eine effizientere Variante der H-Matrizen sind die so genannten H?-Matrizen, eingefiihrt
in [HKS00, Gie01, HB02], welche die Idee der hierarchischen Matrizen mit einer zusétzlichen
hierarchischen Struktur koppelt, und somit (approximative) arithmetische Operationen
in linearer Komplexitit erlaubt. In engem Zusammenhang zu H2?-Matrizen seien auch
so genannte hierarchisch semiseparable Matrizen, siehe beispielsweise [Xial3, XCGL09,
LGWX12], erwihnt.

Finite Elemente Matrizen kénnen auf Grund ihrer Schwachbesetztheit fehlerfrei im -
Matrix-Format gespeichert werden. In [Gra0l] ist die erfolgreiche Anwendbarkeit von #-
Matrizen als Matrixkompressionsformat fiir Randelementmatrizen theoretisch sowie nu-
merisch untersucht. Obwohl mit Hilfe der H-Matrix-Arithmetik auch rekursiv H-Matrix-
Approximationen an inverse FEM- oder BEM-Matrizen angegeben werden kénnen, ist die
Genauigkeit dieser Approximationen unklar. Jedoch zeigten numerische Beobachtungen fiir
inverse FEM-Matrizen in [Gra01] sowie inverse BEM-Matrizen in [Beb05, Gra05] exponen-
tielle Konvergenz des Fehlers im Rang sowie gute Kompressionsraten. Die erste theoretische
Erklarung hierfiir findet sich in [BHO3] fiir inverse FEM-Matrizen zu elliptischen Differen-
tialoperatoren zweiter Ordnung mit Dirichlet-Randbedingungen. Verallgemeinerungen die-
ses Resultates finden sich in [Sch06] fiir elliptische Systeme und [Bor10a] fiir H2-Matrizen.
Die Generalisierung dieser Resultate fiir allgemeinere Randbedingungen und beliebige Ge-
nauigkeit sowie die Existenz einer H-Matrix Approximation an inverse Randelementma-
trizen, was theoretisch bis dahin noch nicht behandelt war, waren die Ansatzpunkte der
vorliegenden Arbeit.



1.1 Resultate und Aufbau der Arbeit

1.1 Resultate und Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden grundlegende Notationen und Definitionen festgelegt. Zunéchst wer-
den Sobolevridume und einige Resultate zu diesen angegeben. Weiters werden die diskreten
Funktionsrdume fiir die Finite Elemente Methode und die Randelementmethode und ei-
nige Interpolationsoperatoren eingefiihrt. Schlussendlich wird das Matrixkompressionsfor-
mat der hierarchischen Matrizen, eingefiihrt in [Hac99], vorgestellt und die H-Arithmetik
erkldrt. Der letzte Abschnitt beschéftigt sich mit Resultaten zur Lokalisierung mit Hilfe
von Abschneidefunktionen.

In Kapitel 3 werden die Modellprobleme vorgestellt und die jeweiligen Hauptresultate
formuliert. Unsere Approximationsresultate haben die Form

M M, < onee,

wobei M € RV*N ¢ine (FEM- oder BEM-) Matrix zu einem der nachfolgenden Modellpro-
bleme ist, My die Approximation im H-Matrix-Format mit maximalem blockweisen Rang
r und C, b, a, 8 Konstanten, die vom jeweiligen Modellproblem abhéngen.

Als erstes Modellproblem in Abschnitt 3.1 betrachten wir eine Finite Elemente Dis-
kretisierung von elliptischen partiellen Differentialoperatoren zweiter Ordnung mit L°-
Koeffizienten mit gemischten Dirichlet-, Neumann- und Robin-Randbedingungen. Die Exis-
tenz einer ‘H-Matrix-Approximation fiir dieses Modellproblem mit Dirichlet-Randbeding-
ungen wurde bereits in [BH03] diskutiert und in [B6r10a] verbessert, wobei die Genauigkeit
der Approximation nur bis zum Diskretisierungsfehler erreicht wird, da eine kontinuierliche
Approximation konstruiert wird und anschliefflend auf den FEM-Raum projiziert wird. Wei-
ters besteht eine Kopplung von Rang und Anzahl der Freiheitsgrade in der Form r ~ [log N|.
Das hier formulierte Resultat aus Satz 3.1 erreicht beliebige Genauigkeit, da eine volldis-
krete Approximation konstruiert wird und somit kein Projektionsfehler auftritt, und gibt
eine entkoppelte Fehlerabschitzung an. Weiters werden allgemeinere Randbedingungen be-
trachtet und auch der Fall eines reinen Neumann-Problems (Satz 3.3) mit Hilfe einer Sat-
telpunktformulierung sowie einer stabilisierten Galerkin-Diskretisierung behandelt.

Unser zweites Modellproblem sind die Lamé-Gleichungen aus der linearen Elastizitét.
In [Sch06] sind die Ideen aus [BHO3] auf elliptische Systeme, wie das Lamé-System mit
Dirichlet-Randbedingungen, verallgemeinert. Der kontinuierliche Ansatz liefert abermals
Genauigkeit bis zum Diskretisierungsfehler. In Satz 3.6 wird dieses Resultat ohne Ein-
schrinkung an die Genauigkeit verallgemeinert. Weiters werden auch reine Neumann-
Randbedingungen, mit spezieller Behandlung des Kerns des Differentialoperators, beste-
hend aus den Starrkorperbewegungen, diskutiert.

In Abschnitt 3.3 werden zun#chst die fiir die Randelementmethode bendtigten Integral-
operatoren, der Einfachschicht-, Doppelschicht- und hypersingulére Integraloperator, vorge-
stellt und einige Resultate fiir diese Operatoren angegeben. Schlieflich wird fiir die schwach-
singulére Integralgleichung in Satz 3.12 die Existenz einer H-Matrix-Approximation mit ex-
ponentiell im Rang konvergierendem Fehler gezeigt, was bisher nur numerisch beobachtet
worden ist.
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In Abschnitt 3.3.3 wird ein #hnliches Resultat fiir die hypersingulére Integralgleichung in
Satz 3.14 formuliert. Da der hypersingulidre Integraloperator einen Kern hat, wird wie bei
den Neumann-Problemen in den Abschnitten 3.1, 3.2 eine Sattelpunktformulierung sowie
eine stabilisierte Galerkin-Diskretisierung betrachtet.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der Konstruktion von niedrigdimensionalen Approxima-
tionen an die Galerkin-Losungen der Modellprobleme und liefert die essentiellen Schritte
zum Beweis der Existenz einer H-Matrix-Approximation an die inversen Matrizen, was
schlussendlich in Kapitel 5 gezeigt wird. Der entscheidende Schritt hierbei ist der Beweis ei-
ner diskreten Caccioppoli-artigen Ungleichung, also einer Abschétzung einer starken Norm
auf einem kleinen Gebiet durch eine schwéchere Norm auf einem grofleren Gebiet. Kon-
tinuierliche Caccioppoli-Ungleichungen finden sich beispielsweise in [BHO03] fiir elliptische
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung und [Sch06] fiir das Lamé-System. Die
diskreten inneren Regularitdtsaussagen in Abschnitt 4 haben die Form

h 1
<
Hvu||L2(BR) = Cdist(aBR,f)BR/) Hvu||L2(BR/) + Cdist(E)BR,aBR/) HUHLQ(BR/) ’

wobei Br C B gewisse Teilgebiete sind und h die Gitterweite bezeichnet. Eine Approxi-
mation an die Galerkin-Losung wird mit Hilfe von geeigneter Interpolation und Projektion
konstruiert. Auf Grund der obigen Regularititsabschitzung kann man das Approximati-
onsresultat dann schlussendlich auf geschachtelten Teilgebieten iterieren und erhélt eine
niedrigdimensionale Approximation, die exponentiell in der Dimension des Approximati-
onsraumes gegen die Galerkin-Losung konvergiert.

In Kapitel 5 werden die Hauptresultate aus Kapitel 3 bewiesen. Mit Hilfe einer Ap-
proximation an die Galerkin-Losung kann mittels geeigneten lokalen Basisisomorphismen
schliefflich eine H-Matrix-Approximation an die inversen Matrizen gefunden werden. Wei-
ters folgt aus dem Approximationsresultat fiir den Einfachschichtoperator und der H-
Matrix-Arithmetik auch die Existenz einer H-Matrix-Approximation an den diskreten Poin-
caré-Steklov-Operator.

Kapitel 6 beschéftigt sich mit der Vorkonditionierung der linearen Systeme aus Kapitel
3. Lost man lineare Gleichungssysteme nicht direkt, sondern mittels iterativer Verfahren, so
ist die Konvergenzgeschwindigkeit des iterativen Verfahrens abhéngig von der Konditions-
zahl, also bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen von dem Quotienten des grofiten
und kleinsten Eigenwerts. Multipliziert man also das lineare System Mx = f mit einer
Matrix P~!, sodass der Spektralradius von P~'M nahe bei 1 liegt, so kann man das neue
Gleichungssystem schnell 16sen. Ein sinnvoller Vorkonditionierer P sollte sowohl diese Fi-
genschaft besitzen, aber auch mit geringem Aufwand (deutlich geringer als der Aufwand
der Invertierung von M) berechenbar sein. Unsere Wahl als Vorkonditionierer P ist eine
approximative LU-Zerlegung von M ~ Ly Uy im H-Matrix-Format.

Mit Hilfe der H-Matrix-Arithmetik sind in [Lin04, Beb05] Algorithmen zur Berech-
nung einer approximativen Cholesky- und LU-Zerlegung im H-Matrix-Format vorgestellt
worden. Numerische Beobachtungen, beispielsweise in [Beb05, Gra05, GHKO08, LBGOG,
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GKLBO08], zeigen abermals gute Resultate beim Einsatz der H-LU-Zerlegung als Vorkon-
ditionierer. Das erste theoretische Resultat zur Existenz einer H-LU-Zerlegung fiir ellip-
tische Differentialoperatoren zweiter Ordnung findet sich in [Beb07], wo mit Hilfe einer
Approximation an Nebendiagonalblocke gewisser Schurkomplemente mit algebraischen Ar-
gumenten eine Approximation an die LU-Faktoren konstruiert wird, wobei die Existenz
einer Approximation an die inverse FEM-Matrix mit beliebiger Genauigkeit vorausgesetzt
wird. Einerseits zeigen unsere Resultate aus Kapitel 5 diese Voraussetzung und andererseits
werden in Abschnitt 6.3 die Resultate aus [Beb07] fiir generellere Randbedingungen sowie
fiir eine stabilisierte Diskretisierung des reinen Neumann-Problems verallgemeinert. In den
weiteren Abschnitten 6.4-6.6 wird die Existenz einer hierarchischen LU-Zerlegung fiir die
weiteren Modellprobleme aus Kapitel 3 gezeigt, fiir die die Existenz von H-LU-Zerlegungen
bisher unbekannt waren. Unsere Resultate haben hierbei die Form

—brB
IM — L3 Uyl < CNe™" [M]],

mit Konstanten C, b, «, 3, die sich bei den jeweiligen Modellproblemen unterscheiden. Die
Existenz der H-LU-Zerlegung wird wie in [Beb07, GKLB09] mit Hilfe von #H-Matrix-
Approximationen an gewisse Schurkomplemente gezeigt, was allgemein in Abschnitt 6.2
diskutiert wird. Fiir die Approximation der Schurkomplemente wird hierbei nicht H-Matrix-
Arithmetik wie beispielsweise in [GKLB09] verwendet, sondern eine Darstellung der Schur-
komplemente als Orthogonalisierung beziiglich gewisser Freiheitsgrade, was auf bessere
Abschéitzungen im Rang der Approximation fiithrt. Die Niedrigrangapproximation von Schur-
komplementen ist auch ein wichtiger Bestandteil in der effizienten Anwendbarkeit von
verschiedenen direkten Losern, siehe beispielsweise fiir Finite Elemente Diskretisierungen
[HY13a, GM14, SY12, Mar09] oder [MR05, CMZ15, HY13b] fiir Randelementdiskretisie-
rungen.

Abschlieend wird ein guter Blockdiagonal-Vorkonditionierer fiir eine Diskretisierung ei-
nes Transmissionsproblems mittels Kopplung von Finiten Elementen und Randelementen
mit Hilfe der H-LU Zerlegungen fiir FEM und BEM Matrizen, deren Existenz auf Grund
der obig vorgestellten Resultate gewihrleistet ist, angegeben.

Schlussendlich werden in Kapitel 7 numerische Beispiele angefiihrt, die die theoretischen
Resultate der vorherigen Abschnitte, also die Existenz einer H-Inversen, fiir die der Fehler
exponentiell im Blockrang konvergiert, sowie die Anwendbarkeit einer H-LU-Zerlegung als
Vorkonditionierer, verifizieren.

Teile dieser Arbeit setzen sich aus den Arbeiten [FMP14, FMP15¢c, FMP15b, FMP15a]
zusammen, die wihrend der Promotionszeit entstanden sind. In [FMP14, FMP15c| fin-
den sich die oben beschriebenen Resultate fiir elliptische partielle Differentialoperatoren
zweiter Ordnung mit gemischten Randbedingungen, wobei der Fall der reinen Neumann-
Randbedingungen nur numerisch untersucht ist. [FMP15b] behandelt die Randelementdis-
kretisierung niedrigster Ordnung der schwach-singuldren Integralgleichung, was in dieser
Arbeit auf Diskretisierungen héherer Ordnung verallgemeinert wird. Im Preprint [FMP15a]
wird die hypersingulédre Integralgleichung betrachtet.






2 Grundlegende Definitionen und
H-Matrizen

In diesem Kapitel werden die verwendeten kontinuierlichen und diskreten Funktionenrdume
sowie das Matrixkompressionsformat der hierarchischen Matrizen eingefiihrt. Zunéchst wer-
den in Abschnitt 2.1 Sobolevrdume positiver und negativer Ordnung definiert sowie Spur-
operatoren, Fortsetzungsoperatoren und Spurungleichungen in diesen Rdumen angegeben.
Abschnitt 2.2 beschéftigt sich mit Volumen- und Randtriangulierungen sowie diskreten
Réumen und einigen speziellen Interpolationsoperatoren. In Abschnitt 2.3 werden hierar-
chische Matrizen eingefiihrt und einige Eigenschaften dieses Formats - speziell die Existenz
einer (approximativen) Arithmetik - diskutiert. Schlussendlich werden in Abschnitt 2.4
Abschneidefunktionen zur Lokalisierung behandelt.

2.1 Funktionenraume

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Funktionenrdume definiert, speziell wer-
den hierbei Sobolevriume auf Gebieten und am Rand betrachtet. Als grundlegende Re-
ferenz dient hierfiir [Ada75]. Weiters werden Spuroperatoren und Konormalenableitungen
eingefiihrt, was sich unter anderem in [SS11] findet, sowie Forsetzungsoperatoren, siehe bei-
spielsweise [Ne¢67, Ada75], und eine multiplikative Spurabschétzung aus [BS02] angegeben.

Im Folgenden bezeichnet Q C R%, d € {2,3} immer ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet
mit Rand I' := 0}, also eine offene und zusammenh#ngende Menge, deren Rand sich lokal
als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion darstellen lasst. Wir verlangen zusétzlich, dass
Q) einfach zusammenh#ngend ist, wodurch der Rand I' ebenfalls zusammenhéngend ist, was
wir nur bei den Randelementdiskretisierungen benotigen werden.

Mit L2(£2) sei der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf {2 bezeichnet. Weiters
sei C°°(Q) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem Abschluss von
Q und C§°(12) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Triager in €, wobei der Triger einer Funktion w mittels supp(u) := {z € Q: u(x) # 0}
definiert ist.

Fiir Multiindices o = (o, ...,aq) € N4, wobei |af := Z?Zl a; die Ordnung von « be-
zeichnet, und eine geniigend oft klassisch differenzierbare Funktion u sei D%u die Ableitung

Existiert die Ableitung D®u nicht im klassischen Sinn, so kann man die schwache Ableitung,
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wieder bezeichnet mit D®u, einer (lokal) integrierbaren Funktion u mittels

/ D ugds = (—1)e / uDPgdr Vo € C(Q) (2.1)
Q Q

als lineares Funktional im Dualraum von C§°(€2) definieren. Verlangt man, dass die schwa-
che Ableitung D%u quadratisch integrierbar ist, so fithrt dies auf eine Definition des Sobo-
levraumes H*(Q) mittels

HA(Q) = {u € LX(Q) : D% € L2(Q) Yo € N&,0 < |a] < k} .

Der Sobolevraum H*(Q) ist versehen mit dem Skalarprodukt

(u, v) () == Z /DauDavde‘
Q

aENg,
0<|e|<k

ein Hilbertraum und die induzierte Norm ist gegeben als [|ul| yr(q) = 1/ {u, u) yi(q)- Wir

werden auch die Seminormen |u‘?{k(Q) = Z / (D au)2 dx verwenden. Verlangt man an
" Ja
a€eNg,
|a|=k
Stelle der Quadratintegrierbarkeit die Beschrianktheit der schwachen Ableitungen, so erhélt
man den Raum W*°(Q) definiert durch

Wheo(Q) = {u € L®(Q) : D e L¥(Q) Va e N¢,0 < |a| < k} :

wobei L>°(92) den Raum der fast iiberall auf 2 beschrinkten Funktionen bezeichnet.
Wir benétigen auch Sobolevrdume am Rand I' mit rationaler Ordnung k& € Q. Hierfiir
sei die Slobodeckij-Norm fiir 0 < k < 1 gegeben durch

ute) —utp)? -\
o 2 u(x) —u(y
HUHHk(F) = <||u||L2(F) +/F - _y|d—1+2k dsydsr) )

und somit der Sobolevraum H*(T) als H*(T') := {u € LXT) : HUHH’V(F) < oo}.

Alternativ und dquivalent zu obiger Definition kann man den Raum H'/2(I") als Spur-
raum des Raumes H!(f2) definieren. Der Spuroperator v : C>(Q) — L*(T'), u > ulr ist
beschrinkt und linear und lisst sich auf Grund der Dichtheit von C*°(Q) in H(Q) in ste-
tiger Weise zu einem beschriinkten und surjektiven Operator 4 : HY(Q) — HY/?(T'), u v
ulp fortsetzen. Ersetzt man Q durch Q%% so erhélt man in selber Weise den #uferen
Spuroperator 7§ : HL _(Q%) — HY2(T), wobei der Raum H{ (R?) definiert ist durch
HY (RY) := {u € C (R : nu € H(RY) ¥y € O (RY)}.

Die Beschriinktheit des Spuroperators fiir gewisse Sobolevraume H¥(Q) ist in folgendem
Lemma zusammengefasst.
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Satz 2.1 (Spursatz). Sei &+ < k < 1. Dann ist der Spuroperator v : H*(Q) — HF=12()
ein beschrinkter linearer Operator. Es existiert also eine Konstante Ciy, die nur von € und
k abhingt, sodass fiir alle uw € H*(Q) gilt

196" el g/ ry < Ctr el uey - (2.2)

Ersetzt man in obiger Spurabschiitzung (2.2) die H*~/2(I")-Norm durch die L?(I")-Norm,
so kann man eine verschérfte Variante der Spurungleichung erhalten, die so genannte multi-
plikative Spurabschétzung. Fiir einen Beweis sei auf [BS02, Ungleichung (1.6.2)] verwiesen.

Lemma 2.2 (Multiplikative Spurabschétzung). Fiir den Spuroperator vi* und u € H(Q)
gilt die Abschitzung

i ull oy < Contr (el 2y + Nl 192l 5ty ) (2.3)

wobet die Konstante Cyy > 0 nur von €0 abhdngt.

Mit Hilfe des Spuroperators kann man den Raum H}(Q; T p) fiir eine relativ offene Teil-
menge I'p C I' definieren als

HY(;Tp) :={uec H'(Q) : v"u =0 auf Tp}.

Eine Umkehrung des Spursatzes liefert die Existenz eines Fortsetzungsoperators. Fiir
einen Beweis sei auf [Ne¢67, Ch. 2, Thm. 5.7] fiir die erste Aussage und [Ada75, Thm. 4.32]
fiir die zweite Aussage verwiesen.

Satz 2.3 (Fortsetzungsoperator). Sei Q C R? ein Lipschitzgebiet und 1/2 < k < 1.

e Es eistiert ein beschrinkter, linearer Operator E : HF=1/2(I) — H*(Q) mit der
FEigenschaft v (Eu) = u fir v € H*=1/2(I") und
[Eull gr(q) < Cext l[ull gr-1/2(ry »
wobei die Konstante Cext nur von 2, k und d abhdingt.

o Weiters existiert ein stabiler Fortsetzungsoperator E : HF(Q) — H*(RY) mit Eu = u
n Q und

HEuHHk(Rd) < Ok [Jull e -

wobei die Konstante Cg nur von €, k und d abhdngt.

Kombiniert man beide Fortsetzungsoperatoren aus Satz 2.3, so erhélt man einen stabilen
Fortsetzungsoperator £ : H'/2(T') — H'(R?) mit ™ (Lulg) = u fiir u € HY/?(T') und

[ Lull g (may < Chi 1ull gra-1/2(ry - (2.4)

Weiters werden Sobolevraume negativer Ordnung als topologische Dualrdume von Sobo-
levraumen positiver Ordnung definiert, also H~*(T") := (H*(I"))’ mit der dualen Norm

<’U,,’U>F
lull -y = sup  —F——,
HEEO ey ol ey
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wobei das Dualitiitspaar (u,v)p das erweiterte L?(T')-Skalarprodukt bezeichnet.

Mit Lgomp Q) := UTchQ kt{u € L2 _(Q) : suppu C T} und mittels der Green’schen For-
ompa.

mel lésst sich die verallgemeinerte Konormalenableitung 7" als Abbildung v : HX () :=
{ue HY(Q) : Au € L2, (Q)} — HY*(I') definieren durch

comp
<’Yi1ntu,7(iJnt >L2(F) = (Vu, Vi) 12q) + (Au, ¥) 12q) VO € H' (). (2.5)

Ersetzt man abermals 2 durch Q% so erhélt man die dufiere Konormalenableitung $**.

Die Konormalenableitungen 71", 7$** sind beschriinkte Operatoren mit

HVilnt“HH—W(r)

IN

C (l18ull oy + 1Vl 2y )
9l yray < C (Il g2 gqomy + V0l g2ggemy ) -

Fiir den Beweis dieser Aussagen sowie fiir weitere Eigenschaften der Konormalenablei-
tungen sei auf [SS11, Kap. 2.7] verwiesen.

2.2 Diskretisierung

Wir werden in diesem Abschnitt die diskreten Funktionenrdume definieren, wobei wir so-
wohl Diskretisierungen im Gebiet 2 (Finite Element Methode) als auch am Rand T' (Rand-
elementmethode) betrachten. Schlussendlich werden noch ein paar Resultate zu Interpola-
tion angegeben, die in spéteren Abschnitten benttigt werden.

2.2.1 Finite Elemente Diskretisierungen

Als Zerlegung von €2 betrachten wir fiir A > 0 Triangulierungen 7, = {T1, ..., Ty} mit den
folgenden Eigenschaften:

1. Alle T € T sind ebene, offene Dreiecke fiir d = 2 oder flache, offene Tetraeder
fir d = 3 in R? Fiir jedes Dreieck bzw. jeden Tetraeder definieren wir die Menge
der Eckpunkte als Ny = {:clT, ey x£+1}. Hierbei sei implizit angenommen, dass die
Eckpunkte nicht in einem (d — 1)-dimensionalen Unterraum liegen. Weiters sind die
Kanten &7 eines Elements T gerade die Menge aller konvexen Hiille von 2 Knoten in
N sowie fiir d = 3 die Flichen Fr eines Elements T die Menge aller konvexen Hiille
von 3 Knoten in N7.

2. Die Triangulierung 7p iiberdeckt 2, also UTeTh T=0.
3. Die Triangulierung ist regulir im Sinn von Ciarlet [Cia78], also fiir zwei verschiedene
Elemente T, T" € Ty, gilt entweder TNT" = () oder TNT" = {x;} mit z; € Np N N

(gemeinsamer Knoten) oder TNT’ € & N & (gemeinsame Kante) oder T NT7 €
Fr N Fr (gemeinsame Fliche).

10
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4. Ty, ist y-formreguléir, also fiir festes v > 0 gilt

diam(T)? <
max ———
ren, 1] "

wobei mit |T'| die Fliche von T bezeichnet ist. Die Formregularitétskonstante v liefert
eine Schranke fiir die Entartung der Dreiecke in 7}, also eine Schranke an die Winkel
der Dreiecke.

5. Tp ist quasiuniform mit Gitterweite h = supper, diam(7), also hy := diam(7T') ~ h,
wobei diam(7') := sup, 7 |7 — yl.

Im Folgenden werden Galerkin-Diskretisierungen mit (stetigen) stiickweisen Polynomen
mit fixem Grad p > 0 betrachtet. Hierfiir seien die diskreten Raume

SPHTL) = {ueCQ) : ulr € P(T)VT € Ty} (2.6)
SPN(Tw;Tp) = {u€ SPY(Th) : ulr, = 0} (2.7)
fiir Volumendiskretisierungen von €2 definiert, wobei I'p C T" eine relativ offene Teilmenge

ist, und P,(7") den Raum der Polynome von maximalem Grad p auf T' bezeichnet. Im Fall
I'p =T schreiben wir Sg’l(ﬁl) statt Sg’l(ﬁ; ).

Im Folgenden verwenden wir die Notation < als Abkiirzung fiir < C' mit einer Konstante
C > 0, die nur von 2, d, p und der v-Formregularitdt von 75 abhéingt. Weiters verwenden
wir ~ als Abkiirzung sofern die beiden Abschétzungen < und 2 gelten.

Wir wiihlen eine Basis B§! von Sg’l(ﬁ;FD) mit Dimension Ng. Da unsere Resultate
fiir Matrizen formuliert sind, ist die konkrete Wahl der Basis von Interesse. Hierbei wird
nur verlangt, dass fiir die Basisisomorphismen ®% : RVe — Sg’l(ﬁ; I'p), x +— ?;“1 x5,
P € B;} gilt, dass

B2l S 1|20 ooy S AV Il W € RN, (2.8)

Bemerkung 2.4. Standard Basen fir p = 1 sind die klassischen Hutfunktionen, die
Yj(x;) = 0;; mit dem Kronecker-Delta 6; ; fiir einen Knoten x; erfilllen. Fir p > 2 verwei-
sen wir auf [Sch98b, KS99, DKP 08]. Diese Basen erfiillen ebenfalls die Annahme (2.8).

2.2.2 Randelementdiskretisierungen

Bei Randelementdiskretisierungen betrachten wir Triangulierungen &, = {E1, ..., EM} von
I' mit den Eigenschaften:

1. Alle E € &, sind gerade, offene Liniensegmente fiir d = 2 oder ebene, offene Dreiecke
fir d = 3 in R,

2. Die Triangulierung {iberdeckt I', also Upcg, E=T.

3. Die Triangulierung ist reguldr im Sinn von Ciarlet (siche Abschnitt 2.2.1).

11
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4. & ist y-formregulédr, also fiir festes v > 0 gilt fiir d = 2, dass

El
max max
Ee&, E'eéy, B —

und fiir d = 3, dass
diam(E)? <

axX ——— .
ces, B

5. & ist quasiuniform mit Gitterweite h = supgeg, diam(£).

Fiir eine Kante/Fliche E € &, mit affiner Parametrisierung (g : £ — R9~! definieren
wir den Raum P,(F) der Polynome von Grad p auf E als P,(E) := {ro(g : 7 € P,(R1)}.
Somit erhalten wir die diskreten Rédume auf dem Rand I" als

sPO(&,) = {ue L* ) : ulg € P)(E)VE € &} (2.9)
sPl&,) = {ueC() : ulg € P,(E)VE € &,}. (2.10)

Wir wihlen Basen B,E’i von SP¢(&p), i = 0,1 mit Dimensionen N .
Fiir die Wahl der Basen verlangen wir hier, dass fiir die Isomorphismen ®I : RNt —
SPLER), ¥ Z] 1 y;&, fir i€ {0,1} und &} € B, folgt, dass

B2yl < [ ()| oy S ROV Nyl Yy RN P01 (210)

HLQ(F)

Falls aus dem Kontext klar ist welche der Basen B}l:’i gemeint ist, werden wir auch B}: fir

B}I:’i und Nr fiir Nr; schreiben, um die Notation zu vereinfachen.

Fiir diskrete Funktionen in SP(&,) gelten die folgenden inversen Ungleichungen. Ein
Beweis fiir den hier betrachteten Fall von formreguléiren Gittern findet sich in der grundle-
genden Arbeit [DFGT01, Thm. 4.1, Thm. 4.7], fiir eine Verallgemeinerung auf degenerierte
Gitter sei auf [GHS05, Thm. 3.2] verwiesen. Die dritte, elementweise inverse Ungleichung
findet sich beispielsweise in [SS11, Thm. 4.4.2].

Lemma 2.5. Es existiert eine Konstante C' > 0, die nur von ), d, p und der ~y-Form-
reqularitit der Triangulierung &, abhdngt, sodass fiir s € [0, 1]

lonll ey < Ch™* lonll oy Yon € SPH(ER), (2.12)
lonll 2y < Ch™ 1/2 lonll 12y Von € SPO(En). (2.13)
Weiters gilt fiir alle T € Ty, und 0 < m < £ die inverse Ungleichung
lvonll ey < CH™ " Nlonll gy Yoy, € Py(T), (2.14)
wobei die Konstante C' > 0 zusdtzlich von € abhingt.

Da der Raum H'/2(I") auch, dquivalent zu der in Abschnitt 2.1 angefiihrten Definition,
als Interpolationsraum der Riume H'(T') und L?(T) definiert werden kann, folgt die inverse
Ungleichung

lonll g1y < Ch™1/? ol /2y Von € SP1(En) (2.15)

mittels Interpolation der ersten Ungleichung aus (2.12).

12
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2.2.3 Interpolation

Im Folgenden wird mehrfach die L?(£2)-Orthogonalprojektion HgL; : L2(Q) — V}, auf einen
endlich dimensionalen Raum V;, C L?(€2), definiert durch

L? —
<HQ Uﬂ/)h>L2(Q) = <Ua¢h>L2(Q) Vi € Vi, (2.16)

verwendet. Mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Testen mit der Funktion v, =
HéQu erhilt man aus obiger Definition die L?(Q)-Beschrinktheit der L?(£2)-Orthogonal-
projektion

|

< .
Q) = HUHL2(Q)

In analoger Weise ist die L?(T")-Orthogonalprojektion H{:Q : L3(T') — W}, auf einen endlich
dimensionalen Raum W;, C L?(I") definiert durch

2
<H1é u7¢h>L2(F) = (u, V) oy Vi € Wh. (2.17)

Fiir die L?(T)-Orthogonalprojektion auf SP°(&,) gilt auf Grund ihrer Bestapproximations-
eigenschaft das Approximationsresultat

Hu — H%2u‘

p+1
L2(E) 5 h "U,|Hp+1(E) (218)
fiir u € HPTY(E) und F € &, siehe auch [Ste08] fiir den Fall p = 0.
Fiir ein Element T € 7T}, definieren wir den Elementpatch von T als

wr := interior (U {T"eT, : TNT # @}) ;

also als die Vereinigung von T und allen Elementen 7", die einen gemeinsamen Knoten mit
T haben. Fiir eine Vereinigung von Elementen I'; C I' ist der Elementpatch gegeben als

wr, := interior (UTEFT wr).
In weiterer Folge wird die so genannte Scott-Zhang-Projektion
I, HY(Q) — SPL(T), (2.19)

erstmals eingefiihrt in [SZ90], oftmals verwendet. Die Scott-Zhang-Projektion ist ein Quasi-
Interpolationsoperator beziiglich einer nodalen Basis, dessen Gewichte iiber Mittelung iiber
ein Element (sofern der Freiheitsgrad in diesem Element liegt) oder eine Kante (sofern der
Freiheitsgrad auf einer Kante liegt) oder einer frei gewéihlten Kante (sofern der Freiheitsgrad
in einem Gitterpunkt liegt) bestimmt werden. Sofern Freiheitsgraden am Rand liegen, kann
man, da man im letzten Fall eine beliebige Kante wahlen kann, diese Kante als Randkante
wéhlen. Fiir mehr Details iiber die Konstruktion der Scott-Zhang-Projektion verweisen wir
auf [SZ90]. Einige weitere niitzliche Eigenschaften der Scott-Zhang-Projektion finden sich
in [AFK*T13].
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Der derartig konstruierte Operator hat die folgenden Eigenschaften:

e Lokalitdt: Der Wert von Ipul|p fiir T € Tp, héngt nur von den Werten von u auf wp

ab. Somit gilt
suppu C I'y = supplpu C wr,.

e Erhaltung von Dirichlet-Randbedingungen: Da fiir Freiheitsgrade am Rand Randkan-
ten mit Fp C I'p gewéhlt werden kénnen, folgt I, : Hol(Q; I'p) — Sg’l(ﬁ; I'p).

e Stabilitiit in L2-Norm und H'-Seminorm: Fiir s € {0, 1} gilt

Il sy < C'lul ooy - (2.20)

e Approximationseigenschaft: Die Scott-Zhang-Projektion I, hat folgende lokale Ap-
proximationseigenschaften fiir H(Q)-Funktionen

lu = Tnull3m iy < Cszh® ™ [ulfeyny, 0<m <1, m<e<p+1.  (221)

Die Konstante C'sz > 0 hingt nur von der «-Formregularitéit von 7 und der Dimen-
sion d ab.

Das folgende Lemma konstruiert einen stabilen Interpolationsoperator aus der Scott-
Zhang-Projektion mit einer zusitzlichen Orthogonalitit zu Funktionen in SP°(&p).

Lemma 2.6. Es existiert ein linearer Operator [Jy, : HY(T') — S®1(&,) mit ¢ = p +d und
den folgenden Eigenschaften fiir v e HY(T):

0. ||jhU||L2(E) <C HUHLQ(wE) VE € &;

~

i. [Vl 2y < C 190l 2g0ny  VE € Ens

i, (v — Jpo,P) oy =0 Vb € SPO(E);
. ||'U—jhUHL2(E) SChHV'UHLQ(wE) VEegh

g

i
Die Konstante C > 0 hdngt nur von d, p und der ~v-Formregularitit von E, ab.

Beweis. Fiir ein Dreieck E seien xF € Py(E), £ = 0,...,dim(Py(E)) = <p ziz 1) =

)

die Elemente einer dualen Basis zu P,(E), also fiir jede Basisfunktion §]E € Py(F) =
SPO(&L) | gilt < JE, X£E>L2(F) = 0 fiir j # ¢, und der zusitzlichen Eigenschaft, dass xF|op =
0 und supp Xf C E. Weiters seien die Funktionen XJE so skaliert, dass < f , X;E>L2(F) =1
Fiir p = 0 sind die Elementbubblefunktionen ein Beispiel fiir derartige Funktionen. Mit der
Scott-Zhang-Projektion I, definieren wir

P
Twv = Ipv + Z fo/ <v — Ihv,gf,>L2(F) .

E'e&y =0
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2.2 Diskretisierung

Fiir ff € B,I:’O folgt

P
<U - jhva‘52E>L2(F) = <U — Ihv — Z ZX]E/ <U - Ihvangl> ,§EE>
L(T)

E'egy, =0
= <7) - IhU7€E>L2(F) - <U - Ihv,ng>L2(F) =0,

was (iii) beweist. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie die Approximationseigenschaft
(2.21) von Ij, implizieren

p
v = Tnoll 2y < o = Invll 2y + D HXfHLz(E) ||€JEHL2(E) v = Ipvll 2
=0

S v = Invllpzm) S A IVl L2 »

was (iv) beweist. Der erste Punkt (i) folgt analog mit Hilfe der L2-Stabilitit der Scott-
Zhang-Projektion Ij, aus (2.20). Schlussendlich folgt

p
||V(U - jhv)”LQ(E) S./ ||V(U - Ih/U)HL2(E) + Z HVX]EHLQ(E) ngEHLQ(E) HU - IhUHLZ(E)
7=0

1
S IV = Iw)lipa) + 5 v = Iwvllpae) S IVl

und die Dreiecksungleichung liefert (ii). O

Wir werden auch den nodalen Interpolationsoperator J; : C(2) — 55’1(771; I'p) verwen-
den. Der nodale Interpolationsoperator ist lokal, erfiillt also

suppu C B = supp Jyu C B. (2.22)

Weiters gilt fiir p > 1, dass p+ 1 > % fiir d = 2,3, und somit die Approximationsei-
genschaft fiir stiickweise HP+!-Funktionen v € C(Q) N HE(Q, Th) := {u € L2(Q) : ulp €
HPTYT)VYT € Tp,} als

lu = Tnat][pm(py < CRZET fuffpin iy, 0 <m < p+ 1. (2.23)

Die Konstante C' > 0 héngt nur von d, p und der y-Formregularitit der quasiuniformen
Triangulierung 7, ab.

Der nodale Interpolationsoperator erfiillt im Gegensatz zu der obigen Scott-Zhang-Projek-
tion keine lokale Stabilitdtsabschétzung (2.20).
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2 Grundlegende Definitionen und H-Matrizen

2.3 Hierarchische Matrizen

In diesem Kapitel wird das Matrixkompressionsformat der hierarchischen Matrizen (-
Matrizen) sowie deren approximative Arithmetik vorgestellt. Die erste Arbeit zum Format
der H-Matrizen ist [Hac99], und eine detaillierte Diskussion der H-Matrix-Arithmetik findet
sich in der Dissertation [Gra0l]. Fiir grundlegende Referenzen zu H-Matrizen sei auch auf
die Biicher [Hac09, Borl0b, Beb08] verwiesen.

Die Grundidee des Kompressionsformates besteht darin, eine Matrix nicht vollbesetzt zu
speichern, sondern als (blockweise) approximative Faktorisierung durch jeweils ein Produkt
zweier Matrizen, deren Rang deutlich niedriger als die Blockgrofle ist, wobei der hierbei
gemachte Fehler exponentiell in dem Rang gegen Null konvergiert.

2.3.1 Definition von H-Matrizen

Im Allgemeinen ist es nicht moglich eine Niedrigrangfaktorisierung fiir die gesamte Matrix
zu finden, aber oftmals kénnen gewisse (grofie) Blocke approximiert werden. Wir werden in
diesem Abschnitt spezifizieren, welche Blocke fiir eine Approximation geeignet sind, wofiir
wir im Folgenden einige grundlegende Definitionen bendtigen. Als Referenz sei hierfiir bei-
spielsweise auf [Hac09] verwiesen. Wir beginnen mit der Definition eines Cluster-Baumes,
welcher die den hierarchischen Matrizen zu Grunde liegende Blockstruktur bzw. Matrix-
partition beschreiben wird.

Definition 2.7 (Cluster, Cluster-Baum). Sei Z = {1,..., N} eine Indexmenge. Eine Teil-
menge T C L heifit Cluster.

Ein Cluster-Baum Ty ist ein bindrer Baum mit Wurzel Z, d.h. jeder Knoten 7 € Tz hat
entweder zwei disjunkte Séhne, die mit sons(T) bezeichnet werden, oder hat keine Séhne
und wird somit als Blatt des Baumes bezeichnet. Fiir jeden Knoten T € Tz gilt zusdtzlich
entweder T = U scgons(r) T fiir sons(7) # O oder fir die Blitter, also sons(t) = 0, dass
|T| < nplate, mit einer Konstante nplate € N, die nicht von 7 abhingt. Hier bezeichnet |7
die Kardinalitit der endlichen Menge 7.

Fiir einen Cluster-Baum Tz ist der Produkt-Cluster-Baum T x Tz definiert als induktiv
definierter Baum mit Wurzel T x I, fir den jeder Knoten b € Tz x Tz die Darstellung
b=71x 0 mit T,0 € Tz hat, und

7 x sons(o), sons(7) = 0,sons(c) # 0
sons(T x o) := ¢ sons(T) x o, sons(7) # ),sons(c) =0
sons(7) X sons(o), sons(T),sons(a) # (.

Fiir einen Cluster-Baum Tz gilt allgemein, dass |Tz| ~ O(N). Die Konstante npja¢t dient
dazu, dass Cluster und dazugehorige Matrixblécke nicht zu klein werden, und in diesem
Fall eine Approximation teurer wére als eine exakte Berechnung der Eintréige.

Eine wichtige Grofe eines Cluster-Baumes ist die Baumtiefe, welche mit Hilfe der Level-
Funktion angegeben wird.

Definition 2.8 (Level-Funktion, Tiefe). Fir einen Cluster-Baum Tz sei die Level-Funktion
level : Tz — Ny induktiv definiert durch level(Z) = 0 und level(7') := level(t) + 1, falls 7/
ein Sohn von 1 ist. Die Tiefe eines Cluster-Baumes ist depth(Tz) := max ¢, level(r).
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2.3 Hierarchische Matrizen

Fiir eine Matrix A € RV*N identifizieren wir den Matrixblock Al|,;x, € RITIxlol als
|7| x |o|-Matrix, die die Matrixeintrige zugehorig zu den Zeilen in 7 C Z und Spalten in
o C 7 enthalt.

Um einen Zusammenhang zwischen der beschriebenen Baumstruktur und der Approxi-
mation von Diskretisierungen von Differentialoperatoren zu erhalten assoziieren wir mit
jedem Index i € 7 eine diskrete Funktion ¢;. Fiir Galerkin-Matrizen A mit A;; = a(¢;, ¢),
die nachfolgend mit verschiedenen Bilinearformen af(-,-) betrachten werden, sind dies die
(lokalen) Basisfunktionen ¢;, beispielsweise von SP-1(7,). Mit Hilfe einer so genannten
Zuldssigkeitsbedingung, welche nachfolgend definiert wird, wird entschieden, welche Ma-
trixblocke der Galerkin-Matrizen gut approximiert werden kénnen.

Definition 2.9 (Bounding-Box, n-Zuléssigkeit). Fir einen Cluster 7 C Z und Ry > 0
definieren wir die Bounding-Box Br. C R als offenes Quadrat fiir d = 2 bzw. als offenen
Wiirfel fiir d = 3 mit minimaler Seitenlinge R;, sodass

supp¢; C Br. VierT.

Sein > 0. Fin Cluster-Paar T xo C IXT heifst n-zuléssig, falls zugehdrige Bounding-Boxen
Br_, Br, existieren, die folgende Bedingung erfiillen:

max{diam(Bg, ), diam(Bg,)} < n dist(Bg,, Br, ) (2.24)

Hier ist dist(Bg,, Br, ) := inf{||z — y||, : « € Br,,y € Bpg,} die Distanz in der euklidi-
schen Norm.

Der Begriff der Bounding-Box ist speziell in der Implementierung hilfreich, da die Distanz
zweier Bounding-Boxen wesentlich schneller berechnet werden kann, als die Distanz der
Vereinigung von Elementen, die zu den Trégern von Basisfunktionen gehoren.

In weiterer Folge wird oftmals der Begriff von konzentrischen (Bounding-)Boxen verwen-
det, welcher nachfolgend definiert wird.

Definition 2.10. Zwei offene Boxen Br, Br heiffen konzentrische Boxen mit Seitenlingen
R und R', falls sie den gleichen Mittelpunkt haben und Br aus B/ durch eine Streckung
mit dem Faktor R/R' und dem gemeinsamen Mittelpunkt als Streckungszentrum erhalten
werden kann.

Die nachfolgende Graphik zeigt eine Illustration der Zuléssigkeitsbedingung.

B,

Abbildung 2.1: Bounding-Boxen und Zulassigkeit.
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2 Grundlegende Definitionen und H-Matrizen

Basierend auf der Zuléssigkeitsbedingung kann eine Partition der Produktindexmenge
7 x 7 und somit eine geeignete Partition einer Galerkin-Matrix erhalten werden.

Definition 2.11 (Zuléssige Partition, Nah- und Fernfeld). FEine disjunkte Partition P der
Produktindexmenge T x T heifit auf einem Cluster-Baum Tz basierend, falls P C Tz x Tz
ist. Sei ;m > 0 ein fiver Zuldssigkeitsparameter, dann nennen wir eine derartige Parti-
tion zuléssig, falls alle T X 0 € P entweder n-zuldssig gemdf Definition 2.9 sind, oder
min{|7|, |o|} < nplae gilt.
Fiir eine zuldssige Partition P definieren wir das Fernfeld Pr,, und das Nahfeld Ppear
als
Py :={7 x0 €P : 7 xo0ist n-zulissig}, Phear := P\ Piar- (2.25)

Eine wichtige Grofle fiir zuléssige Partitionen wird durch die so genannte Schwachbe-
setztheitskonstante Csp,, eingefiihrt in [HK00a, HK00b, Gra01], angegeben, welche ein Maf
fiir die Anzahl der Blocke in einer Partition angibt und daher in sémtlichen Rechen- und
Speicheraufwandbetrachtungen auftritt.

Definition 2.12 (Schwachbesetztheitskonstante). Fir eine zuldssige Partition gemdfl De-
finition 2.11 ist die Schwachbesetztheitskonstante Cgp, gegeben als

Cp = max{max Ho€Tr : 7x0 € Py }|,max|{r €Tz : Tx0 € Pfar}‘} . (2.26)
T7eTr ocTr

Ein Cluster-Baum und eine resultierende zuléssige Partition kann auf verschiedene Arten
konstruiert werden. Eine Moglichkeit hierfiir wire das so genannte geometrische Clustering.
Hierbei werden Bounding-Boxen entlang der lidngsten Kante in der Mitte geteilt und an-
schlieBend fiir die resultierenden Sohn-Cluster neue Bounding-Boxen bestimmt, die aber-
mals geteilt werden, bis eine zuléissige Partition entsteht. In [Gra01] wurde gezeigt, dass fiir
zuléissige Partitionen, die mittels geometrischem Clustering erzeugt werden, die Konstante
Csp beschrénkt ist unabhéngig von der Anzahl der Freiheitsgrade N.

Eine Alternative wire das kardinalitdsbasierte Clustering, bei dem die Boxen so geteilt
werden, dass die beiden neuen Boxen gleich viele Freiheitsgrade enthalten. Somit erhélt
man einen balancierten Cluster-Baum mit minimaler Baumtiefe von depth(Tz) < logy(N).
Wir verweisen auf [Hac09, Abschnitt 5.4] fiir eine genauere Beschreibung der Clustering-
Methoden.

Die beiden beschriebenen Clustering-Strategien fiihren im Allgemeinen auf unterschied-
liche zuléssige Partitionen. Fiir unsere Resultate ist die konkrete Wahl der Partition nicht
von Interesse, wir zeigen fiir eine gegebene Partition ein Approximationsresultat, wobei die
konkrete Partition in den Abschétzungen nur in den GréBlen Cy, und depth(Tz) eingeht.

Mit Hilfe einer zulédssigen Partition kénnen wir nun hierarchische Matrizen als Blockma-
trizen definieren, wobei zuléssige Blocke niedrigen Rang haben.

Definition 2.13 (H-Matrizen). Sei P eine zulissige Partition von T x T gemdfs Defini-
tion 2.11. Eine Matriz A € RN*N heift H-Matrix (hierarchische Matrix), falls fiir alle
zulissigen Blocke T X 0 € Py gilt, dass Alrxe = Xoo YL mit Matrizen X,o € RITIxr
Y., € RIZX™ mit mazimalem Rang r. Nicht zuldssige Blocke T X 0 € Ppear Sind als volle
Matriz, also Al xs € RITIxlol - gegeben.
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2.3 Hierarchische Matrizen

Fiir den Speicherbedarf und somit auch den Aufwand der Matrix-Vektor-Multiplikation
einer hierarchischen Matrix A € R¥*¥ gemif Definition 2.13 gilt, siehe z.B. [Gra0l,
Hac09], dass

Speicher(A) < Csp max{npjatt, 7} (depth(Tz) + 1)N.

Fiir quasiuniforme Gitter und Partitionen, die mittels geometrischem Clustering erzeugt
wurden, gilt fiir die Tiefe des Cluster-Baumes, siehe [Gra01], dass depth(Tz) ~ O(log(N)),
womit der Speicheraufwand einer hierarchischen Matrix von der Ordnung O(rN log N) ist.

Abbildung 2.2: lllustration einer H-Matrix-Struktur. Die griin unterlegten Blécke sind als
Niedrigrangfaktorisierung mit einem maximalen Rang von 16 gespeichert,
die roten Blocke werden vollbesetzt gespeichert.

Bemerkung 2.14. Finige Clustering-Algorithmen verwenden die schwichere Bedingung
min{diam(Bg,),diam(Bg,)} < n dist(Brg,, Br,) (2.27)

statt der Zulissigkeitsbedingung (2.24). Um einen zu T X o gehdrigen Matrizblock zu ap-
proximieren bendtigen unsere Hauptresultate in Kapitel 4 nur eine Bedingung der Form
diam(Bpg_) < ndist(Bg., Br,). Fiir symmetrische Probleme (Modellproblem in Kapitel 3.1
fiir b =0 und Modellprobleme in Kapitel 3.2, 3.5.2) ist eine Approzimation des Blocks zu
T X o gleichbedeutend wie eine Approximation des Blocks zu o X T, und daher kann auch
die schwichere Zuldssigkeitsbedingung (2.27) gefordert werden.

Wir werden H-Matrix-Approximationen in der Spektralnorm suchen, welche gegeben ist
durch

Mx
Ml = sup Ml
0#£xeRN (B3[P

wobei die Normen der Vektoren auf der rechten Seite euklidische Normen sind. Da im H-
Matrix-Format einzelne Blocke approximiert werden, wird eine Abschétzung der globalen
Spektralnorm durch die Spektralnormen der Unterblocke benétigt, was im nachfolgenden
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2 Grundlegende Definitionen und H-Matrizen

Lemma formuliert ist. Eine erste Variante hierfiir findet sich in [Gra01] und in weiterer Folge
in [Hac09, Lemma 6.5.8], wobei fiir den Produkt-Cluster-Baum stufentreue vorausgesetzt
wird. Das selbe Resultat ohne eine derartige Voraussetzung findet sich in [Boér10b].

Lemma 2.15. Sei M € RV*N ynd P eine zuldssige Partition von T x T. Dann gilt
o
M|, < Csp (Z max{||[M|,xs|ly : 7 X 0 € P, level(r) = e}) :
=0

Approximationen in anderen Normen sind ebenfalls méglich, beispielsweise in der For-
beniusnorm

NN 1/2
M| = (D0 My
i=1 j=1
Mittels der Abschétzung
M, < M| < VN [M]l, (2.28)

fir M € RV*N erhilt man beispielsweise aus einer Approximation in der Spektralnorm
auch direkt eine Approximation in der Frobeniusnorm, wobei der zuséitzliche Faktor v N
auftritt.

2.3.2 H-Arithmetik

Einer der grofiten Vorteile des H-Matrix-Formats gegeniiber anderen Matrixkompressions-
verfahren ist, wie in der Einleitung beschrieben, die Existenz einer approximativen Arith-
metik in logarithmisch linearer Komplexitét, basierend auf der Singularwertzerlegung. Wir
werden in diesem Abschnitt die H-Matrix-Arithmetik kurz vorstellen, Details finden sich
beispielsweise in [Hac99, HK00a, HK00b, Gra0l, GHO03].

Fiir jede beliebige Matrix M € RY*¥ existiert eine Singulirwertzerlegung M = USVT
mit orthogonalen Matrizen U,V € R¥*N ynd einer Diagonalmatrix ¥ € RV*Y  deren
Eintrége die positiven, nach der Grofie absteigend geordneten Singuldrwerte o; sind. Nimmt
man nur die ersten r Singulirwerte und definiert ¥, := diag(oq,...,0,) € R™*" sowie die
ersten r Spalten der Matrizen U,V und bezeichnet diese mit U, € RV*" V, € RV*" 5o
erhélt man eine Rang-r-Faktorisierung durch

I,M := U, %, V5.
Diese Rang-r-Faktorisierung hat die Bestapproximationseigenschaften
IMTLM, = mip MMy = 0, (2.29)

rang M. <r

M=M= min M= M = (2.30)

b
rang M, <r
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2.3 Hierarchische Matrizen

Wendet man den Projektionsoperator II, auf jeden zuldssigen Block an, so erh&lt man
eine Bestapproximation in der Frobeniusnorm beziehungsweise mittels der Abschétzung
aus Lemma 2.15 eine Quasi-Bestapproximation in der Spektralnorm im H-Matrix-Format

._ H"“M‘Txaa T X0 € Pray
()Mo = { M|;%s, sonst. (2:31)

Da die Berechnung der Singuldrwertzerlegung einer vollbesetzten Matrix im Allgemeinen
teuer ist, werden in numerischen Simulationen andere Methoden zur H-Matrix-Approxi-
mation, wie beispielsweise ACA (Adaptive Cross Approximation, [Beb00]) oder Interpola-
tion [BG04] verwendet. Fiir theoretische Betrachtungen, vor allem fiir die Definition einer
(approximativen) Arithmetik ist die Singuldrwertzerlegung allerdings von Nutzen. Hier-
bei wird ausgeniitzt, dass der Aufwand fiir die Berechnung der Singuldrwertzerlegung fiir
Rang-r-Faktorisierungen beschriinkt ist durch O(r3 + r2N).

Im Allgemeinen kann der Rang bei der Addition von A und B maximal rang(A) +
rang(B) betragen. Somit kann die Addition von zwei H-Matrizen mit Blockrang r aus dem
Raum der H-Matrizen mit maximalem Blockrang r hinausfithren. Definiert man allerdings
eine approximative Addition mittels der Projektion Ily .y aus (2.31) durch A +, B :=
) (A + B), so ist die resultierende Matrix abermals eine H-Matrix mit maximalem
Blockrang r, und auf Grund von (2.29) eine Bestapproximation in der Frobeniusnorm
sowie eine Quasi-Bestapproximation in der Spektralnorm. Der Aufwand einer derartigen
Addition ist, siehe [Gra01], von der Ordnung O(r*N + 72N log N).

In analoger Weise kann man eine approximative Matrix-Matrix-Multiplikation definieren,
wobei die zugehorigen Cluster-Bédume im Sinne der Matrix-Multiplikation zusammenpassen
miissen. Fiir die Multiplikation zweier H-Matrizen folgt fiir den Blockrang des Produktes,
dass

rap < Csp(depth(Tz) + 1) max{ra, g, Npatt }-

Projektion auf Rang r := max{ra, rp} liefert eine approximative Matrix-Matrix-Multiplika-
tion als A -, B := IIy,)(A - B), welche mit einem Aufwand von O(r*N log® N) bestimmt
werden kann.

M1 Mo

Mit M =
(M21 Mo

) und dem Schurkomplement S = Moy — M21M1_11M12 kann die

Inverse

M- — (Ml‘ll + M MipS™ My M —M1—11M12S—1> (2.32)

—S_lMglMil S—!
exakt bestimmt werden. Ersetzt man sdmtliche arithmetische Operationen durch H-Matrix-
Arithmetik und verwendet rekursiv die Formel (2.32) angefangen bei den Bléttern des
Cluster-Baumes, auf denen die Inversionen fiir volle Matrizen berechnet werden, so erhélt
man eine approximative inverse Matrix im H-Matrix-Format. Der Aufwand fiir die der-
artige Inversion von H-Matrizen ist, wie bei der Matrix-Matrix-Multiplikation, von der
Ordnung O(r® N log® N). Allerdings ist die derartig berechnete H-Matrix nicht die Bestap-
proximation zu der exakten Inversen der urspriinglichen Matrix, und im Allgemeinen ist
die Genauigkeit der Approximation nicht klar.

21



2 Grundlegende Definitionen und H-Matrizen

2.4 Lokalisierung

Da in der Definition der hierarchischen Matrizen zuldssige Blocke lokal approximiert wer-
den, benottigen wir geeignete lokale Abschitzungen. Fiir die Lokalisierung wird hierbei eine
global definierte Funktion mit einer Abschneidefunktion mit lokalem Trager, die nachfol-
gend definiert wird, multipliziert, womit das Produkt lokalen Triger hat.

Definition 2.16 (Abschneidefunktion). Fir zwei nicht-leere, offene Mengen Dy und Do
mit D1 C Ds, dist(0D1,0D2) > 0 sei eine Abschneidefunktion 1 durch die folgenden
Eigenschaften charakterisiert:

o n € WHe(R?), suppn C Dy;
e 0<n<1,n=1auf Di;

e s existiert eine Konstante C > 0, die nicht von der Grifle von D1, Dy abhingt,

sodass

1
IVl LoDy < Cdist(8D1,3D2)

Bemerkung 2.17. Fir eine Abschneidefunktion n € WH>(R?) kann zusditzlich 'y(i)“tn =
&ty € SY1(&,) angenommen werden. Dies gilt, da fiir eine glatte Abschneidefunktion
7 € C®RY) der stiickweise lineare Interpolant J,i € SYL(E,) mit Jy, aus (2.23) die
gewiinschte Eigenschaft am Rand T hat. Es geniigt somit, eine geeignete Fortsetzung zu
konstruieren, was mit dem Fortsetzungsoperator aus [Ste70, Chap. VI, Thm. 3] erreicht
werden kann. Schlussendlich folgt das gewiinschte Resultat nach Multiplikation mit einer

weiteren geeigneten Abschneidefunktion.

Fiir eine Indexmenge p C Z definieren wir die Menge
w, := interior U suppv; | C €, (2.33)
jep

wobei die Funktionen 1; Elemente der Basis B§’ von Sg’l(ﬁl; I'p) sind, und nehmen somit
implizit an, dass diese Menge eine Vereinigung von Elementen aus 7}, ist.
In analoger Weise definieren wir die relativ offene Mannigfaltigkeit I', C I" als

', := interior U supp 5; , (2.34)
jep
wobei die Funktionen f; Elemente der Basis B,l;’i von SP¥(&,) sind.
Das folgende, elementare Lemma fasst einige Eigenschaften von Produkten von Funktio-

nen aus H' mit Abschneidefunktionen aus Definition 2.16 zusammen, wie Fortsetzbarkeit
auf ganz Q, und gibt eine Abschiitzung fiir die HP*!-Seminorm an.
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2.4 Lokalisierung

Lemma 2.18. Fiir p C I sei w, die Vereinigung von Elementen definiert in (2.33). Seien
0€(0,1), R> 0 und Bg, Buis)r C R? konzentrische Bozen gemdfl Definition 2.10 sowie
n eine Abschneidefunktion gemdf Definition 2.16 mit Dy = Br und Dy = B, 5 g. Fir
u € H&(B(H(;)R Nwp; (Tp U (Qw, N Q) N (Bagsyr Nwp)) definieren wir die Funktion nu
punktweise in 0 mittels (nu)(z) = n(z)u(x) fir v € Buysr Nwy und (qu)(z) = 0 fir
r & Bats)r Nwp. Dann gilt

1. nu € HY (3 Tp);
2. supp(nu) C B(ii5)r NWwp;

3. Falls n € S¥Y(T;) und u € Sg’l('ﬂ;FD), dann ist nu € Sg+q’1(771;FD). Speziell folgt
firq=1und T € Ty, dass

1

2 1
|n2u’Hp+1(T) < CW ‘77U|§{P(T) + C(5R)4 |U|J2LIP*1(T) : (2.35)

Die Konstante C' > 0 hingt nur von Q, d, p und der ~y-Formregularitit der quasiuni-
formen Triangulierung Ty, ab.

Beweis. Die ersten drei Aussagen folgen direkt aus den Definitionen der jeweiligen Rédume
sowie aus den Trigereigenschaften der Funktionen 7 und u. Wir zeigen noch die Abschétzung
(2.35). Sei k € N& ein Multiindex mit |k| = p+1. Da fiir jedes T € Ty, gilt, dass u|r € P,(T),
erhalten wir D*u|p = 0. Weiters fiihrt die Annahme n € SY1(7;) auf DFnjr = 0 fiir alle
k € Ng mit |k| > 2. Die Leibniz-Produktregel liefert nun

2, 12 _ k2P k\ k-, e, 2
|77 U|Hp+1(T) = Z HD (n u)’ Ty Z Z (€> D" *uD"(n*)
keNg keNd  ||eeNd e<k
|k|=p+1 |k[=p+1 |e]<2 L2(T)

kY - k —t—m m
< Z Z <€> DF=tu(Dfn)n + Z (E—I—m) DE=t=my Dty D™y

keNd  |leeNd o<k meNd m<k—¢

|kl=p+1|| |¢]=1 Im|=1 L2(T)
k NNk
< k—¢ Y4 Y4 k—0—m m
<Y ¥ (6) DFtu(Dign + D'y S @ <€+m>p D™
keNd ¢eNd i<k meNd, m<k—¢

[kl=p+1  le=1 jm|=1 ()

2

Da auf Grund der Definition von konzentrischen Boxen dist(0Bgr,0B(145)r) = ‘%R gilt,
folgt aus der Abschitzung der L°°-Norm des Gradienten der Abschneidefunktion 7 aus
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2 Grundlegende Definitionen und H-Matrizen

Definition 2.16 und der Dreiecksungleichung, dass

’772“‘2%1@)

> > > PO e+ Y (k;€> Dk=t=mypmy

keNd 66N3¢<k meNd m<k—¢
|| p-‘rl le|=1 |m|=1 L2(T)
2
-1
> 2 X Y () () - () ) o
4 {+m m
keNg ¢eNd e<k meNg m<k—¢
|k| p+1 \ﬂ 1 |Wﬂ=1 L2(T)

Z Z HDke

keNg ¢eNd <k
|| p+1 le|=1

b
2y (SR)THTTHD)

1 1
< R [l () + R [l o107 »

was die gewiinschte Abschitzung zeigt. O
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3 Modellprobleme

In diesem Abschnitt werden die betrachteten Modellprobleme vorgestellt sowie die jeweili-
gen Hauptresultate, die Existenz von H-Matrix-Approximationen an die inversen Galerkin-
Matrizen, formuliert. Wir werden Finite Elemente Diskretisierungen fiir elliptische partielle
Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Abschnitt 3.1) sowie die Lamé-Gleichungen der
linearen Elastizitétstheorie (Abschnitt 3.2) behandeln. Weiters werden Randelementdiskre-
tisierungen der schwach-singuléren Integralgleichung (Abschnitt 3.3.2) und hypersingulidren
Integralgleichung erster Art (Abschnitt 3.3.3) betrachtet.

3.1 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Unser erstes und einfachstes Modellproblem sind elliptische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, auch als Transport-Diffusionsgleichungen bezeichnet. Wir werden bei den vorge-
schriebenen Randwerten zwei Félle unterscheiden, einerseits gemischte Dirichlet-Neumann-
Robin-Randbedingungen und andererseits den Fall von reinen Neumann-Randbedingungen,
bei dem die eindeutige Losbarkeit der schwachen Formulierung nicht mehr gewéhrleistet
ist.

3.1.1 Gemischte Randbedingungen
Wir betrachten Differentialoperatoren der Form
Lu := —div(CVu) + b - Vu + Su, (3.1)

wobei b € L¥(Q;RY), 3 € L>®(Q) und die matrixwertige Funktion C € L*(Q;R?*%)
punktweise symmetrisch ist sowie

allyll < (Cl@)y,y), < ez llyll; Yy €R? (3.2)

mit Konstanten ¢y, co > 0, die nicht von x abhéngen, erfiillt.
Fiir f € L?(Q) betrachten wir das Modellproblem

Lu=f inQ, (3.3a)

u=0 auflp, (3.3b)
CVu-n=0 aufly, (3.3c)
CVu-n+aou=0 auflg, (3.3d)

wobei n den dufieren Normalvektor an die Fliche I' bezeichnet, o € L>*(Tr), @ > 0 und
sich der Rand I' =T'p U I'y U I'g in drei paarweise disjunkte, relativ offene Mengen I'p
(Dirichlet-Rand), I'y (Neumann-Rand) und I'z (Robin-Rand) aufspalten lisst.
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3 Modellprobleme

Die Bilinearform a : H}(Q;Tp) x H}(;Tp) — R der schwachen Formulierung des
Problems (3.3) ist gegeben durch

CL(U, U) = <CVU, vU>L2(Q) + <b - Vu+ fu, U)LQ(Q) + <a7(i)ntu’7(i]ntv>L2(FR) . (34)

Wir werden im Folgenden die Notation im Randterm abkiirzen und stattdessen (o, v) 12(TR)

schreiben. Fiir das diskrete Variationsproblem ist somit eine Funktion ¢; € Sg’l(’ﬁL;F D)
gesucht, sodass

alon,¥n) = (f )2 Yn € S5 (Thi ). (3.5)

Um eindeutige Losbarkeit der kontinuierlichen und diskreten schwachen Formulierung
zu garantieren, nehmen wir an, dass die Parameter «, C, b, 8 sowie I'p, 'y, 'r so gewéihlt
sind, dass die Bilinearform a(-,-) die Koerzivitét

Jul? gy < Cau,u) (3.6)

erfiillt, womit dann das Lax-Milgram-Lemma eine eindeutige Losung liefert.

Mit einer Triangulierung 7;, wie Kapitel 2.2 definiert und der zusétzlichen Eigenschaft,
dass fiir jedes Element T mit Er N T # ( fiir eine Kante B € & entweder B C T'p,
Er C T oder Ep C Ty gilt. Mit der Basis B;} von Sg’l(ﬁl; I'p) aus Abschnitt 2.2.1 fithrt
die Galerkin-Diskretisierung (3.5) auf eine positiv definite Matrix A € RNo*Ne  wobei

Aji = (CVUk, Vibj) 12y + (b Vb + Bk, ) r2q) + (@¥r, ) 2ryyy s ks ¥ € B
(3.7)
Die Indexmenge Z ist hier gegeben als Z := {1,..., Nq}.
Unser Ziel ist eine Approximation der inversen Matrix A~' mittels hierarchischen Ma-
trizen. Das Hauptresultat ist im folgenden Theorem zusammengefasst.

Satz 3.1. Sei n > 0 ein fixer Zuldssigkeitsparameter und eine zuldssige Partition P von
T x T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert eine H-Matrix By
mit maximalem blockweisen Rang r, sodass

_pprl/(d+1)
)6 br )

(N By ||, < CapxCspNadepth(Tz (3.8)

Die Konstante Capx hdngt nur von den Koeffizienten in (3.3), Q, d, p und der vy-Formregula-
ritdt der quasiuniformen Triangulierung Tp ab, die Konstante b > 0 hdngt zusdtzlich noch
von 1 ab.

Bemerkung 3.2. FEine Schranke fiir den relativen Fehler erhdlt man mit 7HA}1II < N§1
2
(siehe z.B. [EG06, Theorem 4]) als

A"~ B,
1A=,

1/ (d1)

S CapxCspdepth(Tz)e (3.9)

Fiir quasiuniforme Gitter gilt depth(Tz) ~ log(Ng), und wie in Abschnitt 2.3.1 ist der
Speicherbedarf der hierarchischen Matrix By, von der Ordnung O(rNq log Ng) und wichst
somit linear, wobei der Fehler exponentiell im Rang fallt.

26



3.1 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Obiges Approximationsresultat gilt fiir beliebiges r > 0, also durch Erhéhen des Ranges
kann eine beliebige Genauigkeit erreicht werden. Wie bereits in der Einleitung erwéhnt er-
reichen die nicht volldiskreten Beweise in [BHO03], [Borl0a] fiir das reine Dirichlet-Problem
nur eine Genauigkeit bis zum Diskretisierungsfehler.

Fiir den symmetrischen Fall, also falls b = 0, kann wie in Bemerkung 2.14 beschrieben
auch die schwiichere Zuléssigkeitsbedingung (2.27) gefordert werden.

3.1.2 Neumann-Randbedingungen

Im vorherigen Abschnitt ist der Fall von puren Neumann-Randbedingungen, also T' = T's
und S = 0, nicht inkludiert, da hierbei konstante Funktionen im Kern der Bilinearform
a(-,-) sind und somit die Koerzivitit (3.6) nicht mehr gilt.

Um eindeutige Losbarkeit zu garantieren, wird fiir die Losung zusétzlich verlangt, dass
das Integralmittel verschwindet, also (¢, 1) 2Q) = 0. Weiters nehmen wir an, dass die
rechte Seite f die Kompatibilitdtsbedingung (f, 1) r2(0) = 0 erfiillt.

Eine Maoglichkeit, die Nebenbedingung (¢, 1) 2@ = 0 an ¢, zu realisieren, ist mit
Hilfe einer Sattelpunktformulierung. Gesucht seien also eine Funktion und ein Lagrange-
Multiplikator (¢p,, A) € SP1(Ty,) x R, sodass

a(Pn, Yn) + A (Wns 1) 20y = (F90n) 120y Yoon € SP1(Th), (3.10a)
o <¢h, 1>L2(Q) =0 VpeR. (3.10b)

Mit einer Basis By, := {1; : 7 = 1,..., Ny} von SP1(T,) erhélt man eine symmetrische,
invertierbare Matrix A € RNV FDX(Na+1) it

Ay = (BAT ?)7 (3.11)

wobei A € RMV*XNN wie in (3.7) definiert ist und B € RYV gegeben ist durch B; =
(y, 1>L2(Q)' Die Indexmenge 7 ist hier definiert als Z := {1,..., Nx}.

Das nachfolgende Theorem zeigt, dass fiir den ersten Ny x Na-Teilblock der Matrix Aj\/l
ein analoges Resultat zu Satz 3.1 gilt.

Satz 3.3. Sein > 0 ein fizer Zulissigkeitsparameter und eine zuldssige Partition P von
T X T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert eine H-Matrix By
mit maximalem blockweisen Rang r, sodass

_ppl/(d+1)

HAJ—vlyNNxNN - ﬁ”H2 < CapxCspNyrdepth(Tr)e (3.12)

Die Konstante Capx > 0 hdngt nur von den Koeffizienten in (3.3), Q, d, p und der -
Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Tp ab, die Konstante b > 0 hdngt
zusdtzlich noch von 1 ab.
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3 Modellprobleme

G P

. . -1 . -1
Bemerkung 3.4. Die inverse Matriz A s hat die Gestalt A, = <PT 0

>.DaP€RNN

ein Vektor ist, ist die Matrix By = (BH P) eine blockweise Rang-r-Approzimation an

PT 0
die volle Inverse, wobei die selbe Fehlerabschitzung wie in Satz 3.3 gilt.

Alternativ zu obiger Sattelpunktformulierung kann man auch eine stabilisierte Galerkin-
Diskretisierung betrachten, um eine invertierbare Matrix zu erhalten. Hierbei wird fiir einen
Stabilisierungsparameter « > 0 in der stabilisierten schwachen Formulierung eine Funktion
én € SP(Ty) gesucht, sodass

a(pn, ) + a(én, ]->L2(Q) (Vn, 1>L2(Q) =(/, ¢h>L2(Q) Vo, € Sp’l(’ﬁz)- (3.13)
Die resultierende Galerkin-Matrix ASt € RNA XN ist dann gegeben als
A := A + oBB7, (3.14)

mit der Matrix A und dem Vektor B aus (3.11). Die Matrix AS' ist positiv definit, da die
stabilisierte Bilinearform koerziv ist, und symmetrisch, falls A symmetrisch ist.
Die Matrix AS' ist unter anderem von Interesse, da das Losen des linearen Systems

()= 0) ()= (0)

dquivalent ist zum Losen des symmetrischen, positiv semidefiniten Systems

O i [ RC

mit positiv definitem ersten Diagonalblock. Um eine H-Matrix-Approximation an die Ma-
trix (AS)~! aus der Approximation fiir Axfl zu bestimmen, zerlegen wir

. G P

Da G und P die Gleichungen AG+BP” = Iund BTG = 0 erfiillen, folgt AS*G+BP7T =1,
und die Inverse (As’t)f1 kann exakt bestimmt werden als

(A*) ' =G+ (A") ' BPT,

Die Inverse (ASt)*1 wird also aus der Matrix G, die gerade der erste (Ny x Nr)-Teilblock
von Aj_\[l ist, und einer Korrektur mit Rang 1 berechnet. Wir erhalten also direkt das
folgende Korollar zu Satz 3.3.

Korollar 3.5. Es existiert eine blockweise Rang-(r+1)-Approzimation By, an (A)~! mit

(A1 — Byyly < CapxCip depth(Tz) Nye o/

9

wobei Capy, b > 0 die Konstanten aus Satz 3.3 sind.
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3.2 Die Lamé-Gleichung

3.2 Die Lamé-Gleichung

Wir betrachten die Lamé-Gleichung aus der linearen Elastizitdtstheorie, die die Deformie-
rung eines elastischen Korpers durch eine externe Kraft modelliert. Hierfiir beschreibt u
die Verschiebung der Massepunkte und e(u) den linearisierten Verzerrungstensor gegeben

durch e;;(u) := 3 (g:]’ + %)' Mit den Lamé-Konstanten A, ;1 > 0 erhalten wir die Lamé-

Gleichung als

—2pdive(u) —AVdivu=f inQ, (3.16a)
u=0 aufl'=09Q, (3.16b)

mit einer Kraft f € L?(Q)?% Die erste Gleichung kann auch umgeschrieben werden zu
—(A + p)V(div(u)) — pAu, wobei die Anwendung des Laplace-Operators komponenten-
weise zu verstehen ist. Fiir eine Herleitung der Gleichungen sei auf [Bra07] verwiesen. Der
Einfachheit halber betrachten wir homogene Dirichlet-Randbedingungen, der allgemeinere
Fall von gemischten Dirichlet-, Neumann- und Robin-Randbedingungen kann wie in Ab-
schnitt 3.1.1 behandelt werden. In der schwachen Formulierung der Lamé-Gleichung (3.16)
ist ein u € H}(Q)? gesucht, sodass

a(u,v) =(f,v)2q VVE Hi()? (3.17)

mit der Bilinearform a(-,-) : H}(Q2)? x H}(Q2)? — R definiert durch

a(u,v) := QM/Qe(u(x)) : e(v(x))dx%—/\/ﬂdivu(x) divv(z)dzx

d
= 2;;/5%;1eij(u(ac))eij(v(a:))da:+)\/Qdivu(x)divv(:c)dx.

Wir wihlen eine nodale Basis bestehend aus Vektoren v, := (v;6j1)j=1,..4, 1 =1,...,d,i =
1,..., Nq, wobei v; eine Basisfunktion von Sg’l(’ﬁl) aus Abschnitt 2.2.1 ist. Wir sortieren
die Basis knotenweise, also ¥;; =: ¥;_1)44, und bezeichnen die Basis mit B, := {¢; 1=
1,...,dNgq}. In der diskreten schwachen Formulierung von (3.17) ist ein uy, € Sg’l(ﬁ)d

gesucht, sodass
a(un, vi) = (£,vi) o) ¥Va € S5 (Th), (3.18)

und mit obiger Basis By, fithrt die Galerkin-Diskretisierung auf das lineare System
Ax =Tf. (3.19)

Die Matrix A € R¥NexdNo ynd der Vektor f € RV sind hierbei gegeben durch Ajp =
a(y, ;) sowie f; = (f, ¢j>L2(Q)‘ Die Indexmenge Z ist hier definiert als Z := {1,...,dNgq}.
Mit Hilfe der ersten Korn’schen Ungleichung, siehe beispielsweise [Bra07, Ste08§],

d
|v|§11(g) = Z |viﬁql(ﬂ) < Q/Qe(v) ce(vyde v e Hi(Q)? (3.20)
i=1
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3 Modellprobleme

und der Poincaré-Ungleichung erhilt man die Koerzivitidt der Bilinearform a(-,-) und so-
mit die eindeutige Losbarkeit der kontinuierlichen und diskreten schwachen Formulierun-
gen (3.17), (3.18) sowie die Invertierbarkeit der Matrix A. Wir erwihnen auch die zweite
Korn’sche Ungleichung

VI ) S et 172y + VI 20 (3.21)

fiir v.e H'(Q)%
Das nachfolgende Theorem liefert die Existenz einer H-Matrix-Approximation an die
inverse Matrix A~L.

Satz 3.6. Sei n > 0 ein fiver Zuldssigkeitsparameter und eine zuldssige Partition P von
I x I basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert eine H-Matriz By
mat maximalem blockweisen Rang r, sodass

1/(d+1)

|A™" = By||, < CapxCspNadepth(Tz)e ™" (3.22)

Die Konstante Capx > 0 hdngt nur von ), d, p, den Lamé-Konstanten X\, p und der
~v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Tp ab, die Konstante b > 0 hingt
zusdtzlich noch von n ab.

Bemerkung 3.7. Eine Schranke fiir den relativen Fehler erhdlt man abermals mit Hilfe
von ﬁ < Ngl, was analog zu [EGO6, Theorem 4] gezeigt werden kann, als
2

Al -B
M < CapxCspdepth(Tr)e /. (3.23)
[A=H,
3.2.1 Neumann-Randbedingungen
In diesem Abschnitt betrachten wir das Neumann-Problem
—2pdive(u) — AVdiva=f inQ, (3.24a)
Aty = \(divu)n + 2uVu-n + un x rotu =0 auf I'. (3.24b)

Im Gegensatz zu (3.16) ist hierfiir die eindeutige Losbarkeit der schwachen Formulierung
nicht mehr gewihrleistet, da die Bilinearform a(-,-) aus (3.17) einen Kern hat, bestehend
aus den so genannten Starrkérperbewegungen, siehe [Ste08], die fiir d = 2 gegeben sind als

S OROXEs)

und fiir d = 3 als

1 0 0 —X2 0 X3
Rs3 := span o,11),10, xt |,|—x3], 0
0 0 1 0 X2 —X1

Um eindeutige Losbarkeit zu garantieren, sucht man also Lésungen im orthogonalen Kom-
plement der Starrkérperbewegungen, also Funktionen u € H'(Q)¢ mit (u,r) r2(o = 0 fiir
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3.2 Die Lamé-Gleichung

alle r € Ry4. Die Nebenbedingung kann abermals mittels einer Sattelpunktformulierung
realisiert werden, in welcher ein Paar (uy,v) € SP1(T,)% x Rq gesucht wird, sodass

a(up, Vi) + (Vi V) r2iq) = (£, Vi) r2q) Vi € SPH(TL), (3.25a)
(Up,T) 29y =0 Vr € Ry (3.25b)

Mit einer knotenweise sortierten Basis von SP!(7;,)? analog zu dem vorigen Abschnitt fiihrt

dies auf das lineare System
A B
Ay = (BT 0) (3.26)

mit einer symmetrischen, invertierbaren Matrix Ay € R(ENy+dimRa)x (dNy+dimRa) - ohei

A € RINVXINN durch (3.19) und die Matrix B € RNV *dimRa qyurch By, = (¢, rk>L2(Q)
gegeben sind. Mit ry sind hier die Basisvektoren aus der Definition von R, bezeichnet.
Wir definieren die Indexmenge 7 als Z := {1,...,dNxr}.
Der nachfolgende Satz zeigt die Existenz einer H-Matrix-Approximation an den ersten
(dNp x dNyr)-Teilblock der inversen Matrix Axfl.

Satz 3.8. Sein > 0 ein fiver Zulissigkeitsparameter und eine zuldssige Partition P von
T x T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert eine H-Matrix By
mit maximalem blockweisen Rang r, sodass

_ppl/(d+1)
e br .

| AR anexany BHH2 < CapxCiap Nyvdepth(T7) (3.27)
Die Konstante Capx > 0 hdngt nur von 2, d, p, den Lamé-Konstanten X\, p und der
~v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Ty, ab, die Konstante b > 0 hdngt
zusdtzlich noch von n ab.

Bemerkung 3.9. Die inverse Matrix Axfl hat die Gestalt A/_\/l = (I(’;T 1;) Da P €

RINN>dMRa oine Niedrigrangmatriz ist, ist die Matriz By = By P> fiir r > dimRq

PT 0
eine blockweise Rang-r-Approzimation an die volle Inverse, wobei die selbe Fehlerabschitzung
wie in Satz 3.8 gilt.

Wie auch fiir das Neumann-Problem in Abschnitt 3.1.2 kann an Stelle von obiger Sattel-
punktformulierung auch eine stabilisierte Galerkin-Diskretisierung betrachtet werden, um
die Invertierbarkeit der Galerkin-Matrix zu gewéhrleisten. Mit dem Stabilisierungsparame-
ter a > 0 sei also uy, € SP1(T;,)¢ gesucht, sodass

dim Ry
a(up, Vi) +a Y (Wn i) a0y (VisTi) o) = (B Vi) 2y Vv € SPH(TR)Y (328
j=1

Die resultierende Galerkin-Matrix ASt € RNV XINN jst dann gegeben als

At := A + oBBT (3.29)

31



3 Modellprobleme

mit den Matrizen A und B aus (3.26). Die Matrix A" ist symmetrisch und positiv definit.
Fiir weitere Resultate iiber diese Stabilisierung verweisen wir auf [Ste08].

Wie in Abschnitt 3.1.2 erhélt man fiir die Inverse (ASt)_l, dass
(A =G+ (a) ' BPT

mit einer Matrix P € RIVVXdimRa Gomit kann die Inverse (ASt)f1 aus einer Korrektur
mit maximalem Rang dim R4 aus der Matrix G berechnet werden. Da eine Approximation
an G laut Satz 3.8 existiert, erhalten wir direkt das folgende Korollar zu Satz 3.8.

Korollar 3.10. Es ezistiert eine blockweise Rang-(r + dim Ry)-Approzimation ]§H an
(A =L mit
(d+1)

_ ~ _prl/
I(A*) ™ = Byyllz < CapxCsp depth(Tz) Nye "

wobei Capx, b > 0 die Konstanten aus Satz 3.8 bezeichnen.

3.3 Randelementdiskretisierungen

Mit Hilfe der Darstellungsformel fiir Losungen von elliptischen partiellen Differentialglei-
chungen kann das Randwertproblem 3.3 als Integralgleichung formuliert werden. Betrachtet
man eine Galerkin-Diskretisierung der Integralgleichung, so fithrt dies auf die Randelement-
methode (BEM). Wir werden in Abschnitt 3.3.1 die Randintegraloperatoren einfithren und
Randelementdiskretisierungen der schwach-singuldren Integralgleichung (Abschnitt 3.3.2)
sowie der hypersinguldren Integralgleichung (Abschnitt 3.3.3) betrachten. Fiir grundlegen-
de Referenzen zu Randintegraloperatoren sowie der Randelementmethode sei auf [Ver84,
McL00, HWO08, Ste08, SS11] verwiesen. Unsere Hauptresultate liefern eine H-Matrix-Ap-
proximation an die inversen Galerkin-Matrizen des Einfachschichtoperators sowie des hyper-
singuléren Integraloperators.

3.3.1 Integraloperatoren

In diesem Abschnitt werden die in der Darstellungsformel auftretenden Integraloperato-
ren, nidmlich das Einfachschicht- und das Doppelschichtpotential, sowie die zugehorigen
Randintegraloperatoren eingefiihrt und einige Eigenschaften dieser Operatoren angegeben.
Speziell seien hierbei die Abbildungseigenschaften und Sprungbedingungen aus Satz 3.11
erwahnt.

Sei G(z) = —5=log |z fiir d = 2 und G(z) = % fiir d = 3 die Fundamentalldsung

m |2
(Green’sche Funktion) des Laplace-Operators, also —AG = 0 fiir z # 0 und —AG = ¢y fur
x = 0, wobei §g die Dirac’sche Deltafunktion fiir den Punkt z = 0 ist.

Betrachtet man die homogene Gleichung

—Au=0 1inQ, (3.30)
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3.3 Randelementdiskretisierungen

so erhélt man mittels der Green’schen Formel angewendet auf G und u die Darstellungs-
formel

- [ AGG—pulnidy = [ Gla—pniuids,~ [ G a—yri ut)ds, = €

(3.31)
Hier bezeichnen ~i" den Spuroperator aus (2.2) und ’ymt die innere Konormalenableitung
aus (2.5) im Punkt y € I'. Um u zu bestimmen, geniigt es also, die Randdaten 'ymt ,7}“73
zu berechnen.
Der erste Integraloperator, der in der Darstellungsformel (3.31) auftritt, ist das so ge-

nannte Einfachschichtpotential V € L(H~Y/2(I"), HL (R%)), gegeben durch

loc

/G x — y)ds,, =& RNT, (3.32)

wobei ¢ € H'/2(T). B
Der zweite in (3.31) auftretende Integraloperator ist das Doppelschichtpotential K €
L(HY2(T), H\ (RI\T')) gegeben durch

Ro(w)i= [ (1560~ 0)ot)ds,, e RAL (3.33)

wobei v € HY/2(I"). Das Einfachschicht- und Doppelschichtpotential sind Lésungen der ho-
mogenen Gleichung iiberall auler am Rand, es gilt also —Aqu =0, ~AKv =0 auf RAT.

Wendet man den Spuroperator auf das Einfachschichtpotential an, so erhilt man den
Einfachschichtoperator V € L(H~Y/2(I'), HY/2(I")) als

V lnt V

Der Einfachschichtoperator V ist ein elliptischer Isomorphismus fiir d = 3 und fiir d = 2,
sofern das Gebiet die Bedingung diam(2) < 1 erfiillt, was aber durch ein einfache Skalierung
angenommen werden kann. Fiir ¢ € H~'/2(T") gilt also

Hgb”?{*l/?(r) < Cen <V¢a ¢>L2(F) . (334)

Anwendung des Spuroperators auf das Doppelschichtpotential liefert den Doppelschicht-
operator K € L(HY?(T), H'/2(T)) als

K = lntK_i_%

Der adjungierte Doppelschichtoperator sei mit K’ € L(H~Y?(T"), H=*/%(I")) bezeichnet.
Wendet man die innere Konormalenableitung auf das Doppelschichtpotential an, so
erhilt man den hypersinguliren Integraloperator W € L(HY/?(T"), H-1/2(I")) gegeben durch

W) == P Ro(z) = m/wmwwmmwxa.
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3 Modellprobleme

Der hypersinguliire Integraloperator W ist symmetrisch und positiv semidefinit auf H'/?(T),
wobei der eindimensionale Kern nur aus den konstanten Funktionen besteht. Somit gilt
2
2
012172y S W0, 0) paqry + [0, D) (3.35)
Zusétzlich zu den bisher erwidhnten Figenschaften erfiillen die obig definierten Integralope-
ratoren weitere Abbildungseigenschaften sowie Sprungbedingungen tiber dem Rand I'. Fiir
Beweise dieser Aussagen sowie weitere Details sei auf die Standardwerke [Ver84, McL00,
HWO08, Ste08, SS11] verwiesen.

Satz 3.11 (Abbildungseigenschaften, Sprungbedingungen). 1. Fir s € [-1/2,1/2] gel-
ten die folgenden Abbildungseigenschaften

Ve L(H Y2 (D), H5(RY), Ve L(HY*T3(T), HY?H3(1)), (3.36a)
K € L(H'?™ (), Hy"(RATD)), K € L(H'*(T), H/*t(T)), (3.36b)

K' e L(H™Y?(D), H~Y/?T5(1)), W e L(H'**5(T), H~Y/?*(T)).  (3.36¢)

2. Fir die in (3.32), (3.33) definierten Potentiale gelten fir ¢ € HY?(I') und €
HY2(T) die folgenden Sprungbedingungen

[70%' = AT At — 0 e HY2(T), (3.37a)
00V 0] =PV — 1PV = —p € HTV2(T), (3.37h)
[’mfﬁb: =1 € H'(I), (3.37¢)
0uKv| =0 HVA(D). (3.37d)

3.3.2 Die schwach-singulare Integralgleichung

Betrachtet man das inhomogene Dirichlet-Problem fiir die Gleichung (3.30), also gelte
Aty = g auf T mit g € H 1/ 2(T), so liefert die Anwendung des Spuroperators auf die
Darstellungsformel (3.31) die schwach-singulére Integralgleichung

Vo=f aufl (3.38)

mit der gesuchten Dichte ¢ € H=Y/2(T') und f := (% + K)g € HY2(T).

In der Galerkin-Diskretisierung der schwachen Formulierung von (3.38) ist eine Funktion
én, € SPV(E) gesucht, sodass

Von, vn) 2y = (fs¥n) 2@y Von € SPO(En). (3.39)

Mit der Basis B,E von SPY(&,) aus Abschnitt 2.2.2 erhiilt man eine symmetrische, positiv
definite Matrix V € RM >Nt wobei

Vi = (V& &) 2y = /F/FG(UC — )&k (y)dsy&;(x)dse, &, & € By, (3.40)
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3.3 Randelementdiskretisierungen

Wir definieren die Indexmenge 7 als 7 := {1,..., Nr}.

Das Hauptresultat fiir die Randelementdiskretisierung von V', die Approximierbarkeit
der inversen Matrix V! durch hierarchische Matrizen mit exponentiell konvergierendem
Fehler, ist im folgenden Theorem zusammengefasst.

Satz 3.12. Sein > 0 ein fizer Zuldssigkeitsparameter und eine zuldssige Partition P von
T x T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert eine H-Matric Wy
mit maximalem blockweisen Rang r, sodass

(d+1)

[V = W], < CapxCop NI D deptn (T7) e~ (3.41)

Die Konstante Cypyx > 0 hingt nur von ), d, p und der v-Formregularitit der quasiunifor-
men Triangulierung &, ab, die Konstante b > 0 hingt zusdtzlich noch von n ab.

~

Bemerkung 3.13. Mit h ~ 1/(d V' sowie V=
z.B. [Ste08, Lemma 12.6]) erhalt man eine Abschitzung fiir den relativen Fehler

o < IVl S ROD/2 = N2 (siche

Hv_l B WHHQ
V=g

(d+1)

< CapxCap N3/ C472) qopthy (T )0

(3.42)

3.3.3 Die hypersinguldre Integralgleichung

Betrachtet man das inhomogene Neumann-Problem fiir die Gleichung (3.30), also gelte die
Randbedingung 7"y = g auf I' mit g € H —1/2(T1), so liefert die Anwendung der Konorma-
lenableitung auf die Darstellungsformel (3.31) die hypersingulédre Integralgleichung

W¢=Ff aufT

mit gesuchter Funktion ¢ € HY/2(I') und f := (3 — K')g € H~V/*(T).

Da die konstanten Funktionen im Kern von W sind, ist diese Integralgleichung nicht
eindeutig losbar. Um dies zu gewéhrleisten, verlangen wir zusétzlich, dass das Integralmittel
von ¢ verschwindet, also fF ¢dsy = 0.

Mit der Bilinearform b(v, jt) := p [ vds,, erhalten wir die Sattelpunktformulierung dieser
Integralgleichung mit Nebenbedingung: Gesucht sind (¢, \) € H'/2(I') x R, sodass

(W, ) oy + bW, ) = (f,¥) oy Voo € HYVA(T), (3.43a)
b(g,u) =0  VYueR. (3.43D)

Die Bilinearform b(v, j1) = pu [ vds, erfiillt trivialerweise eine inf-sup-Bedingung

nf  sup [b(v, )|

T =7 >0 (3.44)
0ZHER oLy, e H1/2(T) vl 172y 2]

Da die Bilinearform (W, -) 2y koerziv auf dem Kern von b(-, A), bestehend aus den Funk-
tionen mit Integralmittel Null, ist, liefert die klassische Sattelpunkttheorie (siehe z.B. [BS02,
Kapitel 12]) die Existenz einer eindeutigen Lésung (¢, \) € H/2(T) x R.
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3 Modellprobleme

Fiir das diskrete Variationsproblem sind (¢p,, Ap,) € SP1(&),) x R gesucht, sodass

(Won,¥n) 2y + bWy An) = (Frn) 2y Vo € SPH(En), (3.45a)
) =0  VueR (3.45D)

Da auch trivialerweise eine diskrete inf-sup-Bedingung folgt, existiert auch eine eindeutige
Losung des diskreten Problems (3.45), und es gilt die a-priori-Abschétzung

onll ey + AL S NI -2y - (3.46)

Fir f € L*T) und die L?-Projektion HIQ2 : L2(T) — SPY(&,) auf SP1(&,) definiert in
(2.17) gilt sogar die Abschétzung

2
ol raqey + Wl < [IEA] < CNfllzaqey- (3.47)

Mit der Basis B}, von SP1(&;,) aus Abschnitt 2.2.2 fiihrt die Diskretisierung der linken Seite
von (3.45) auf eine invertierbare Blockmatrix mit

W B
W = (BT 0> , (3.48)
wobei die Matrix W € RV >N und der Vektor B € RV *! gegeben sind durch

Wi = (W& &) oy Bi = (& Darys €& € B (3.49)

Die Indexmenge Z ist abermals definiert durch Z := {1,..., Nr}.

Der nachfolgende Satz ist das Hauptresultat fiir die hypersingulére Integralgleichung und
zeigt, dass der erste (Np x Np)-Teilblock der Matrix W mittels hierarchischen Matrizen
approximiert werden kann, wobei der Fehler in der Spektralnorm exponentiell im Rang
gegen Null konvergiert.

Satz 3.14. Sein > 0 ein fiver Zulissigkeitsparameter und eine zulissige Partition P von
I x T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert eine H-Matriz Wy
mit mazimalem blockweisen Rang r, sodass

HW_1|N1~><N1" - W'HHQ < CapxCspdepth(TI)ng‘Qdil)/(Qdime_brl/(d+l)-

Die Konstante Capx hingt nur von Q, d, p und der y-Formregularitit der Triangulierung
En ab, die Konstante b > 0 hdngt zusdtzlich noch von n ab.

Bemerkung 3.15 (Approximation der vollen Inversen). Der vorherige Satz liefert eine

Approzimation Wy an den ersten (N x Ny)-Unterblock G der Matriz W™ = <P€} l(:;) .

Da P € RM qls Vektor Rang eins hat, ist die Matrix V/\\7H = <WH P> eine blockweise

PT 0
Rang-r-Approzimation an die Matriz W™ mit

Hw—l _ VAV%H2 < CapxCspdepth (T7) N4/ (2d=2) g=br /(4
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3.3 Randelementdiskretisierungen

Bemerkung 3.16 (Relative Fehler). Um eine Abschitzung fir den relativen Fehler zu
erhalten, brauchen wir eine Abschitzung fir |W||y, da W < |[W||,. Die Stetigkeit
2

des hypersinguldren Integraloperators sowie eine inverse Ungleichung, siehe Lemma 2.5,
liefern mit der gewichteten Young’schen Ungleichung und (2.11), dass

v v 2 -1 2
(w (A),(A»LQ(F) < IolBrngey + A @0 ) g | S A7 TolZagey + N oo
v 2
A

Mit h ~ Nr_l/(d_l) bekommen wir eine relative Fehlerabschdtzung als

~

< T ollgay + RN S A

2

! -9
2

w1 < CapxCop NI P472) ot (T ) e 07 (3.50)
2

Alternativ zu der Sattelpunktformulierung kann auch wie in Abschnitt 3.1.2 eine stabi-
lisierte Galerkin-Diskretisierung betrachtet werden. Hierbei ist die stabilisierte Galerkin-
Matrix W5t € RNt XN gegeben als

W;z = <W€k, §j>L2(p) + « <§k, 1>L2(F) <fj, 1>L2(F) = ij + OszBj, Vi, k=1,...,Np,
(3.51)
wobei a > 0 ein fixierter Stabilisierungsparameter ist, und die Matrix W und der Vektor
B in (3.49) definiert sind. Die stabilisierte Matrix W' = W + oBB7 ist symmetrisch
und positiv definit. Um eine H-Matrix-Approximation an die Matrix (W)~ aus der
Approximation fiir W™ zu bestimmen, zerlegen wir

4, (G P
W= (pr o)

und konnen die Inverse (WSt) ~! wie in Abschnitt 3.1.2 exakt bestimmen durch (WSt)

G+ (VVSt)_1 BP7”, also aus einem Rang-1-Update der Matrix G. Wir erhalten also direkt
das folgende Korollar zu Satz 3.14.

_1_

Korollar 3.17. Es existiert eine blockweise Rang-(r + 1)-Approzimation Wy an (Wet)—1
mit
JW*) ™ = Wigllz < CupxCip depth (T N~/ G 2emr 0,

wobei Capx, b > 0 die Konstanten aus Satz 5.14 sind.
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Das Ziel diese Kapitels ist eine niedrigdimensionale Approximation an die Galerkin-Lésun-
gen der Modellprobleme zu konstruieren. Hierbei soll der Fehler exponentiell mit der Dimen-
sion des Approximationsraumes fallen. In Abschnitt 4.1 ist die Konstruktion in sechs Schrit-
ten zusammengefasst. In den weiteren Abschnitten werden diese Punkte fiir die Modell-
probleme aus Abschnitt 3, also Finite Elemente Diskretisierungen fiir elliptische partielle
Differentialgleichungen zweiter Ordnung sowie die Lamé-Gleichung und Randelementdis-
kretisierungen der schwach-singuldren und hypersingulédren Integralgleichung bewiesen.

4.1 Konstruktion einer Niedrigrangapproximation

Wir haben in Abschnitt 3 verschiedene Modellprobleme und Galerkin-Diskretisierungen
eingefithrt. In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick dariiber gegeben werden, wie ei-
ne niedrigdimensionale Approximation an die Galerkin-Losung ¢, € Vj eines diskreten
variationellen Problems

a(Pn,Yn) = (fr¥n) b € Vi

konstruiert werden kann. Die Losung dieses Problems ist dquivalent zur Losung des Glei-
chungssystems
Aop =1,

wobei ¢ = Zfil qb;'lwi mit einer Basis {¢;,i =1,..., N} von V},.

Die Approximation eines zuldssigen Matrixblockes A ™! |rxo der inversen Galerkin-Matrix
mittels einer Niedrigrangfaktorisierung, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, kann somit dar-
auf zuriickgefithrt werden, wie gut die Galerkin-Losung ¢, lokal auf einer zu 7 gehorigen
Bounding-Box Bg_ und beliebiger rechter Seite mit Tréger in einer zu o gehorigen Bounding-
Box Bpg, approximiert werden kann, wobei die Bounding-Boxen die Zuléssigkeitsbedingung
ndist(Bg,, Br,) > diam(Bpg,) fiir ein fixes n > 0 erfiillen.

Unser Ziel ist also einen endlich dimensionalen Raum W) C V}, zu finden, fiir den ein
Approximationsresultat der Form

min ||¢n — wllz2, ) < Choxh™ *¢" (1 f | 12(Bx, ) (4.1)
weWy,

fiir beliebiges f mit supp f C Bpg, gilt, wobei die Dimension des Raumes W}, C V}, maximal
polynomiell in k£ wéchst und a > 0 von dem jeweiligen Modellproblem abhéngt. Die Kon-
struktion eines derartigen Approximationsraumes lésst sich auf sechs Schritte zuriickfiihren,
welche wir modellhaft fiir das Laplace-Problem nachfolgend vorstellen.
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4 Niedrigdimensionale Approximation

40

e 1.Schritt: Orthogonalitéit

Fiir f mit supp f C Bpg, liefert die Bedingung ndist(Bg., Br,) > diam(Bg,),
dass supp f N B(i4s)r, = (), falls der Parameter 6 > 0 klein genug ist, und somit
(f,¥n) p2(q) = 0 fiir alle ¢, € V), mit supp ¢y, C B(144)r, - Einsetzen in die Galerkin-
Formulierung liefert eine Orthogonalitit der Galerkin-Lésung ¢, auf der Box B(1 )R,

a(¢n,¥n) =0 Yoo, € Vi, mit supp ¥ C Biis)r, - (4.2)

2.Schritt: Definition eines Approximationsraumes und einer geeigneten Norm

Man definiert einen abgeschlossenen Raum Hj, (D) fiir eine Menge D C RY, der
Funktionen vereint, die gewisse Eigenschaften der Galerkin-Losung sowie die Ortho-
gonalitdt aus Schritt 1 erfiillen, beispielsweise harmonische Funktionen oder Sprung-
bedingungen. Die Abgeschlossenheit des Raumes Hj, o(D) erlaubt die Definition einer
Orthogonalprojektion IIj, g, auf diesen Raum.

Weiters wird eine Norm |[|-[|,, r  auf dem Raum #Hj, o(D) definiert, in der die Galerkin-

Losung approximiert wird. Generell ist dies fiir feste Gitterweite h eine zur H'-Norm
dquivalente Norm mit geeigneter h-Gewichtung.

3.Schritt: Innere Regularitét

Da im nachfolgenden vierten Schritt eine Approximation gefunden wird, bei der in
der Fehlerabschitzung Ableitungen auftreten, wird die innere Regularitét der be-
trachteten Gleichungen ausgeniitzt, um diese kontrollieren zu kénnen. Unser Ziel ist
daher eine diskrete Caccioppoli-artige Ungleichung fiir (diskrete) Funktionen u €
Hn,0(B(145)r,) zu finden, also eine Ungleichung der Form

h 1
Vel < OO (5 1900 + s Wil )

wobei § € (0,1) und Bg, und B 5, konzentrische Boxen gemdfl Definition 2.10
sind. Da angenommen werden kann, dass der Faktor ﬁ klein ist, wird also eine
“stirkere Norm” durch eine “schwichere Norm” auf einer leicht vergrofierten Box
abgeschitzt.

4.Schritt: Approximation mittels Interpolation und Projektion

Auf einem groberen Gitter mit Gitterweite H > h betrachtet man die Komposition
aus obiger Orthogonalprojektion IIj z, und Scott-Zhang-Projektion Iy aus (2.21)
und erhilt ein Approximationsresultat

h H
I~ Tl g, < CO) (g5 + ) Nz, -



4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

e 5.Schritt: Iteration auf geschachtelten Boxen

Auf geeigneten konzentrisch wachsenden Boxen, die Br_ und somit die zum Cluster
7 gehorigen Freiheitsgrade enthalten, liefert k-malige Iteration dieses Resultates mit
geeigneter Wahl von H und ¢ schlussendlich die exponentielle Konvergenz.

Abbildung 4.1: Konzentrisch wachsende Boxen.
e Bei der Randelementmethode, 6. Schritt: Spurungleichung, Sprungbedingungen

Bei der Randelementmethode werden die Schritte 1-5 fiir die Potentiale anstelle der
Randintegraloperatoren bewiesen, mittels Spurabschitzung und Sprungbedingungen
erhélt man dann eine Approximation an die Galerkin-Losung.

Die Anwendung der kontinuierlichen Caccioppoli-Ungleichung bei der Konstruktion von
niedrigdimensionalen Approximationen an kontinuierliche Losungen von elliptischen Diffe-
rentialgleichungen/Systemen findet sich auch in den Arbeiten [BH03, Sch06, Borl0a]. Wir
niitzen hierbei allerdings die diskrete Orthogonalitét (4.2) an Stelle einer kontinuierlichen
Orthogonalitéit, was auf eine “diskrete” Caccioppoli-artige Ungleichung fithrt. Derartige
Ungleichungen sind in der Literatur, insbesondere fiir die Randelementmethode, bisher
nicht bekannt, und der Beweis dieser Aussagen ist der zentrale Schritt in diesem Abschnitt.

4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt werden die ersten fiinf Schritte aus dem vorigen Abschnitt fiir ellipti-
sche partielle Differentialoperatoren zweiter Ordnung aus (3.5) mit gemischten Randbedin-
gungen gezeigt. Das Hauptresultat, die Existenz einer niedrigdimensionalen Approximation
an die Galerkin-Losung, ist im Folgenden formuliert.

Proposition 4.1. Seien 7 x o ein Cluster-Paar und Br_, Br, zugehirige Bounding-
Boxzen gemdfl Definition 2.7, wobei R; < 2diam(f2). Sei ¢ € (0,1) und fir fixesn > 0
die Zuldssigkeitsbedingung ndist(Bg,, Bgr,) > diam(Bg,) erfillt. Dann ezistiert fiir jedes
k € N ein Unterraum Wy, C Sg’l(ﬁ;I’D) mit dim Wy, < Caim (2 + 0)%q k| sodass fiir
beliebiges f € L*(Q) mit supp f C Bgr, N, fiir die Losung ¢ von (3.5) folgt

. ~ 2
nip 165 — @l 22(Bs, ) < Cooxd" NG fllz2@) < Cooxd® I fll2(Ba, ey (4:3)
weWy
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Die Konstante Chox > 0 hdngt nur von den Koeffizienten in (3.3) und Q ab, die Kon-
stante Cqim hdngt zusdtzlich noch von d, p und der v-Formregularitit der quasiuniformen
Triangulierung Ty, ab.

4.2.1 Orthogonalitit

Fiir beliebiges f mit supp f C Br, N Q2 liefert Gleichung (3.5)

a($n, ) = (frn) 2y =0 Vb € S (Th; Tp) mit supp v C O\ B, .

Mit der Zuldssigkeitsbedingung 0 < diam(Bpg,.) < ndist(Bg,, Bgr,) aus (2.27) und einem
geniigend kleinen € (0, 1), sodass dist(B(i4x)r., Br,) > 0, fithrt dies auf die Orthogona-
litét

a(op,vp) =0 Y, € Sg’l(ﬁ;f’p) mit supp ¥, C B(i4r)r, N2, (4.4)
also auf Bi.)r, N Q ist ¢, orthogonal beziiglich der Bilinearform af(-,-) zu stetigen

stiickweise Polynomen vom maximalen Grad p, womit Schritt 1, die Orthogonalitéitseigen-
schaft, erfiillt ist.

4.2.2 Der Approximationsraum #;, (D, w,)

Sei w, C Q von der Form (2.33) und D C R Wir definieren den Raum Hy, o(D,w,), der
Eigenschaften der Galerkin-Losung, speziell die Orthogonalitéit aus (4.4), zusammenfasst
als

Hpo(D,w,) = {u€ HY(DNwpy): 3 € Sy (Th;:Tp) s.d. ulprw, = Ul prw,, Suppa C @y,
a(u,p) =0V, € Sg’l(’m; I'p) mit supp ¥, C D Nw,}. (4.5)

Fiir den Beweis von Proposition 4.1 bendtigen wir nur den Spezialfall w, = €. Der allge-
meine Fall mit w, # Q wird nur fiir die Existenz einer approximativen LU-Zerlegung in
Kapitel 6.3 benétigt.

Der endlich dimensionale Raum Hp, o(D,w),) ist klarerweise ein abgeschlossener Unter-
raum von H'(DNw,), und wir haben ¢, € Hn,0(B(1+x)R,, ) fiir die Galerkin-Losung ¢, aus
(3.5) mit supp f C Bg, N und Bounding-Boxen B(1 g, , Br, mit dist(B(1.)r,, Br,) >
0. Auf dem Raum H}, o(Bg,w,) definieren wir die Norm

h? 1
2 2 2
lully g = R IVull72pp00,) + "2 lullz2(Bhnw,) »

die fiir feste h, R dquivalent zur H'-Norm ist. Weiters sei Il g : (H'(Br Nw,), I-ls.7) —
(Hno(Brswp), Il r) die orthogonale Projektion auf Hjo(Br,w,) beziiglich der Norm
Il g die auf Grund der Abgeschlossenheit von Hj,0(Br,w,) wohldefiniert ist.

4.2.3 Caccioppoli-artige Ungleichung

Das folgende Lemma zeigt eine diskrete Caccioppoli-artige Ungleichung fiir Funktionen
in Hpo(B14s5)r wp)- Die hier verwendete Technik, bestehend aus einer Kombination der
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4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

nachfolgenden Abschéitzungen (4.11) und (4.12), wird in der Literatur auch als “super-
Approximation” bezeichnet und geht auf [NS74] (siehe z.B. [Wah91, Annahme 7.1]) zuriick.
Unter Verwendung der Tatsache, dass die (p + 1)-ten partiellen Ableitungen der diskreten
Funktion u verschwinden, erhélt man hier eine zusétzliche h-Potenz.

Lemma 4.2. Seien ¢ € (0,1), R € (0,2diam(Q2)) und Br, B(1445)r 2wei konzentrische Bo-
zen mit Seitenlingen R und (1 + 0)R gemdf$ Definition 2.10. Weiters gelte % < % und set
w, € Q von der Form (2.33). Dann existiert eine Konstante Creg > 0, die nur vom Rand-
wertproblem (3.3), Q, d, p und der ~y-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung
T abhingt, sodass fiir u € Hp o(B(1+s)r>Wp) gilt

1/2 1+96
IVl 2y < IVl 2y + (0 < Creg o Nl (46)

Beweis. Sei n € S1(Ty) eine stiickweise affine Abschneidefunktion gem#f Definition 2.16

mit Dy = Bg und Dy = B(145/2)r- Wegen der Voraussetzung % < g existiert eine derartige

Funktion n € SY(7;,). Lemma 2.18 liefert n?u € Sg+2’1(7}L; I'p) C HE(Q;Tp) sowie
supp(n°u) C B(145/2)r N Wp- (4.7)

Da supp(n?u) eine Vereinigung von Elementen von 7j, ist, folgt auf Grund der Lokalitit
des nodalen Interpolationsoperators .J;, aus (2.23), dass supp Jj,(n%u) = supp(n?u), also

supp Jj, (n?u) C B(14s/2r Nwy € B mit B := B(45r Nw). (4.8)
Mit der Koerzivitit der Bilinearform af(-,-) sowie ﬁ < ﬁ, da d < 1und R < 2diam(£),
erhélt man mit dist(0Br,0B(14s)r) = %R und der Definition der Abschneidefunktion 7,
dass
HVU‘H%Q(BRQWP) + (04“7U>L2(mmr72) < ”V(UU)H%Q(B) + (0477U777U>L2(§0FR) (4.9a)
< a(nu, nu)

= / CVu - V(n*u) + v>*CVn - Vndz + (b - Vu + Bu, 772u>L2(B)
B

+ (b (Vn)u,nu) r2p) + <0‘“>772“>L2(§mFR)
S{CVu, V(1)) oy + (b Vu+ Bu,n’u)

1
2 2
+ (au,n u>L2(§ﬁFR) + (OR)? ullz2(p)
1 2
= a(u, n*u) + GR)? lullz2(m) - (4.9b)
Wegen (4.8) folgt supp Jy(n?u) C B, und die Orthogonalitit (4.5) fiir Funktionen in
Hhno0(Ba+s)r wp) liefert daher

(B)

a(u,n*u) = a(u,n*u— Jp(n*u))
ICll oo () IVull 2y [V (n*u — Jh(’72“>)HL2(B)

IN

+ (HbHLoo(B) ||VUHL2(B) + ”BHLOO(B) HUHL2(B)> H772U - Jh(n2U)HL2(B)

+ ‘(au, nu — ‘]h(772u)>L2(§mFR)‘ . (4.10)
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Die Approximationseigenschaft der nodalen Interpolation (2.23) und die Tréigereigenschaft
(4.7) von nu liefern nun fiir s € {0, 1}

}7721‘ - Jh(nzu)ﬁqs(B) S pAHPH=) Z }772U|§_1p+1(T) . (4.11)

TeTh
TCB

Die Abschétzung (2.35) der Seminorm auf der rechten Seite aus Lemma 2.18 sowie die
inversen Ungleichungen |nul s 1y < poptl llmull gy und |uf o1y S poptl [ull 27y aus
(2.14) fithren auf

1 . 1
‘77 " — Jh 7] w ‘Hs SJ Wh2(p+l ) Z <’T]U/’%Ip(T) + W ’/U/IQHP—I(T)>

TeTy
TCB
< h2(2 s) h2(2 s)
h2(2 s) h2(2 s)
S T IVl + Tz Il (1.12)

Fiir den Randterm in (4.10) benétigen wir eine weitere Abschneidefunktion 77 geméfi De-
finition 2.16 mit Dy = interior(supp(n®u — Jy(n*u))) und Dy = B(45)r. Aus suppn C
B145/2)r folgt dist(0D1,0D2) > 0. Somit erhalten wir, da 7 = 1 auf supp(Jx(n?u) — nu),
dass

’<au, u— Jh(n2u)>L2(§mFR)’ = ‘ s 7t = Jn(7°w) erR)’

2 (4.13)

< el oo Brrg) 17l 2 BArg) Hn u—Jn(n"u HL?(BmFR)

Mit Lemma 2.18 kann man die Funktion nu € H L(Q) definieren, und fiir den Triiger folgt
supp nu C B(145)r Nw, = B. Man kann also die multiplikative Spurabschétzung aus Lem-
ma 2.2 fiir das gesamte Gebiet 2 auf die Funktion nu anwenden, was mit

Il ) < Nlull oy + IV 28) S 5RHUHL2 B) + [IVullz2(s

auf eine Abschitzung des zweiten Terms auf der rechten Seite in (4.13) fiihrt

~ ~ 111/2
\mmmwwwmwﬂmm@wwmuw%@

1/2
Hmmwwmnww (4.14)

<
~ VOR

Abermals mittels multiplikativer Spurabschétzung fiir I' und dem Approximationsresultat
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4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

(4.12) angewendet mit s = 0 und s = 1 folgt

172w — Jn (%0 | 2 gy < NP — Tn(nPu)l (s
+ P = T ()| 22

h? h?
<((5R)2||u||Lz(B Rnwum))

" [ 1Vl o fu S R 1Vul| Yo
SR \ﬁ L2(B) \ﬁ L2(B)

) IV O = TP 5

h2 4 p3/2 h2 4 p3/2 13/2
~ WHU||L2(B) + THVuHLz(B) + ((5R)3/2 ||U||1/2B)||V H1/2
h3/2 3/2
S (5R)2HUHL2 EHVUHB(B)

Daher erhalten wir gemeinsam mit der Abschétzung (4.14)

~ 1 1 2 1/2
HnuHLQ(EmFR) anu - Jh(n2u)HL2(§ﬂFR) S (\/EHUHH + ||U” ; HV ||L/2 B)>

h3/2 h3/2
((SR)Q ||u||L2(B SR HVU’HL2(B)
h3/2 h3/2
h3/? 13/
+ (5R)2Hu||‘°’/23)||wu”2 ﬁnun;@;B Hvu||i/223)

Die Young’sche Ungleichung angewendet mit den Young-Exponenten 4/3 und 4 fiir die
letzten beiden Terme liefert

h3/2 3/9 1/2 h2 ha/3

ERp e 1Vl S g IVl + grplvlie
sowie

W32 3/2 h?

S e IVeltatn) S Gyl Vel + CR ulaa)

Die Voraussetzung h/(6R) < 1/4 impliziert schlussendlich gemeinsam mit 5~ < G R)Q, dass

‘<au,n2u B Jh(n2u)>L2(§ﬂFR)‘ S null 2 Borg) |7?u — Jh(n2“)HL2(§er)
h? 1 2 14+6\%
SGRE IVull72 5 W\\ullpw): <5> lully oy~ (4.15)

Die Ungleichungen (4.12) und (4.15) liefern nun geeignete Abschétzungen fiir die Terme der
rechten Seite von (4.10). Anwendung der gewichteten Young-Ungleichung ab < ea? + 3 . b2
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4 Niedrigdimensionale Approximation

und Einsetzen in (4.9b) liefert nun

1
I o)+ s 1) gy S ) + o ol

h h
S 190l (s Il + g 19l

h? h?
(19l + Vel (e Ilizco + g 19y

h? 9 1 )
+ W ||VU||L2(B) + W Hu||L2(B)
<C h2 v 2 C 1 9 1 - 5
< W I U”L2(B) + W ||u||L2(B) + 3 I (nu)|]L2(B) .

Absorbiert man den Term % HV(nu)Hig( p) auf der linken Seite und setzt man diese Ab-
schiitzung in (4.9a) ein, so erhilt man das gewiinschte Resultat. O

Im Gegensatz zu den klassischen Caccioppoli-Ungleichungen der Form

HVUHLQ(BR) S SR ||uHL2(B(1+6)R) ’

die beispielsweise in [BH03, Bor10a] im kontinuierlichen Fall verwendet werden, tritt einer-
seits der zusitzliche (kleine) Term % ||Vul| ;s aus den Approximationsresultaten
oR L2(B(145)Rr)

der nodalen Interpolation auf. Zusétzlich dazu wird die Voraussetzung % < % an die Pa-
rameter R, o der Box B(is)g verlangt. Diese Annahme kommt von der Trigereigenschaft
der diskreten Testfunktion in der Orthogonalitét. Im kontinuierlichen Fall kann der Trager
der kontinuierlichen Testfunktion beliebig nahe an Bp liegen, hier, im diskreten Fall, muss
zumindest zwei Elemente Abstand zwischen den beiden Boxen Br und B(114)r sein, was
auf die Bedingung 4h < JR fiihrt.

4.2.4 Niedrigdimensionale Approximation in (D, w,)

In diesem Kapitel wird, wie in den Schritten 4 und 5 in Abschnitt 4.1 beschrieben, eine
niedrigdimensionale Approximation an die Galerkin-Losung konstruiert. Lemma 4.3 liefert
eine niedrigdimensionale Approximation an eine Funktion u € Hh,o(Bu +25)R> Wp) Mit ge-
eigneten Approximationseigenschaften. Mittels Lemma 4.4 wird dieses Resultat auf konzen-
trischen Boxen iteriert und somit exponentielle Konvergenz erreicht, womit Proposition 4.1
schlussendlich gezeigt werden kann.

Wir werden Funktionen von B(i 425 r Nw, auf R? fortsetzen. Hierfiir verwenden wir den
Fortsetzungsoperator E : HY(Q) — H'(RY) aus Satz 2.3, der Eu = u auf Q erfiillt und
H'-stabil ist mit

HEuHHl(Rd) <C ”“HHl(Q) .

Fiir eine Funktion u € Hp, 0(B(14+25)r> Wp) und eine Abschneidefunktion n geméf Definiti-
on 2.16 mit D; = Bg und Dy = B(1145r kann man die Funktion nu € H'(Q) mit Hilfe

46



4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

von Lemma 2.18 definieren. Hierbei gilt fiir den Triger supp(nu) C B(45)r Nw, Wegen
suppu C @,. Daher ist die Fortsetzung von nu auf © durch Null in H'(£2), und wir haben

|E)]|,, gy < Cllmline,- (4.16)

Im Folgenden verwenden wir die Scott-Zhang-Projektion Iy : HY(Q) — SYY(Kpg),
siehe (2.19), fiir ein quasiuniformes, regulires Gitter Kz auf R? mit Gitterweite H :=
SUPf ek, K|, um gemeinsam mit dem inneren Regularititsresultat aus Lemma 4.2 eine
Approximation an Funktionen in ”th(B(HQ(;)R, wp) zu konstruieren.
Lemma 4.3. Seien § € (0,1), R € (0,2diam(Q2)) so gewdhit, dass % < ¢ und seien
Br, Bats)r» Ba+2s)r konzentrische Boxen. Sei w, C § von der Form (2.33) und u €
Hn,o(B(i426)rsWp)- Sei Ky eine (unendliche) ~-formreguldre Triangulierung von R? mit
Gitterweite H, fir die % < g gilt, und n eine Abschneidefunktion gemdfl Definition 2.16
mit D1 = BR und D2 = B(1+6)R-

Sei Iy : HY(RY) — SY(Ky) die Scott-Zhang-Projektion und E : HY(Q) — H(RY)
der H'-stabile Fortsetzungsoperator aus (4.16) sowie II;, r die Orthogonalprojektion auf
Hn,o0(Br,w)p). Dann gilt

(u — Hh,RIHE(nu)) ‘BmeP S th(BR, OJp), (4.17)

und fiir die Dimension des Raumes W :=1Ij, p (IHEHh,O(B(1+25)R, wp)|Bmep) folgt

(4.18)

14 25)R\¢
dim W < Capp (HH)R>

mit einer Konstante Capp > 0, die nur vom Randwertproblem (3.3), Q, d, p und der -
Formregularitit von Tp, und Ky abhdngt. Weiters gilt

~ 1+20 (h H
H’u B Hh’RIHE(nu)mh g < Corr (

2 (5 R ) Wl @19)

Beweis. Fiir u € Hp,o(B(1425)r,wp) folgt aus der Definition des Raumes Hp, o(B(1+25)r, Wp)
auch u|ppnw, € Hao(Br,wp) und daher IIj, g (u]Bmep) = u|Bprw,, Was (4.17) zeigt. Fiir
die Dimension von W folgt

dim IH(EHh,O(B(lJrQé)Rv Wp)) |BRﬂwp

dim Iy g 11 (EHn,0(B(i125) R Wp)) | Brrw, <
S ((1+26)R/H)Y,

was (4.18) zeigt.
Die Annahme % < % liefert ({K € Ky : wix NBr # 0} € B4s)r, und auf Grund der
Lokalitét und Approximationseigenschaften (2.21) der Scott-Zhang-Projektion Iy folgt

% HE(WU) - IHE(UU)‘

. HV(E(UU) — IHE(W))H ;S HVE(nu))

)
L2?(Bgr L2(Bgr L2(B(145)r)
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4 Niedrigdimensionale Approximation

und somit mit (4.16)

= mnt B, = [ (B — 1 w))HhR [#e0 - tuEena,

7 HE(UU) - IHEO?u)‘ ; i

= (&) I~z

LQ(BRﬁw,,)

2

L2(B(1+6)r)

2 ~ 9 B2 H? )
2 HVE(UU ‘L2(3<1+5 o~ (R2 RQ> ”UUHHl(Q)'
Wir wenden die Caccioppoli-artige Ungleichung aus Lemma 4.2 an mit R= (1+6)R und
5 = 1+5 Es gilt (14 6)R = (1 + 20)R sowie % < % da 4h < 6R = R, womit die

1
Voraussetzungen von Lemma 4.2 erfiillt sind. Daher erhalten wir

2
\Hu—ﬂh tnBm], . % (7

R2 RQ) HnuHHl B(1+5)R)
h?  H? 1 9 h? H2
R2 + ﬁ (5R)2 ||u||L2(B(1+5)RI"pr) + R2 Hv ||L2 B(1+5)RQLUp)

< n?  H? 1 5 h? H2 (1+26)*
R2 + R2 ((SR)Q Hu||L2(B(1+5)RﬁwP) ﬁ + ﬁ 5 W H‘L2(B(1+25)R)

1425 (b H\\’
< (Conn 52 (5 +2)) Wl rs20

_l’_

was den Beweis der Aussage (4.19) beendet. O

Die Eigenschaft (4.17) aus Lemma 4.3 erméglicht die Iteration des Approximationsresul-
tats (4.19) auf geeigneten konzentrischen Boxen.

Lemma 4.4. Sei Cypp, die Konstante aus Lemma 4.3 und ¢,k € (0,1), R € (0,2 diam(2)),
k € N sowie w, C Q von der Form (2.33). Weiters sei angenommen, dass
h Kq

— < .
R ~ 8kmax{Cypp, 1}

(4.20)

Dann existiert ein endlich dimensionaler Unterraum Vi von Sg’ (E;FD)\BRQUJP mat Di-
mension

14+ 1\?
dikaSC’dim< tr > g
q

sodass fiir alle uw € Hpo(B14x)r,Wp) gilt

min luw = vl g <

h(L4mR - (4.21)

Die Konstante Cgim > 0 hdngt nur vom Randwertproblem (3.3), Q, d, p und der ~-
Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Ty, ab.
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4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Beweis. Seien B(1,s, g mit d; = k(1 — %) fiir j = 0,...,k konzentrische Boxen geméifl
Definition 2.10. Es gilt kK = dg > d; > -+ > 0 = 0. Im Folgenden wird das Approximati-

. . . R
onsresultat aus Lemma 4.3 auf den Boxen B(11s;)r iteriert. Mit der Wahl H = W@pp,l}
folgt auf Grund der Voraussetzung (4.20), dass h < H.

Wir wenden Lemma 4.3 an mit R; = (14 6;)R und g] = < 3. Wegen Voraus-

2 A5,
setzung (4.20) gilt % < %. Die Tatsache 6;_1 = d; + 7 liefert (1 +46;_1)R = (1 + 23})§j
’7 ~
und unsere Wahl von H impliziert Rﬂ < %. Daher liefert Lemma 4.3 fiir j = 1 eine Ap-
J
proximation w; in einem Unterraum W7 von Hp o(B(144,)r> wp) mit Dimension dim Wy <
d
C (%) und der Approximationseigenschaft
H 1+25
llw — w1 |||h,(1+61)R = 2Caplo(1 TR 5, ”|U|Hh,(1+5o)R

kH ~
4Cappﬁ(1 +201) |”u|”h,(1+n)R <q ”’umh,(l-i-m)R'

Dau—w; € Hh,O(B(1+51)R7wp)a kann Lemma 4.3 auf u — w; angewendet werden, und wir
erhalten eine Approximation wg an u —w; in einem Unterraum Wa von Hp 0(B(146,)rs Wp)

d
mit dim Wy < C (%) . Mit der selben Argumentation wie fiir j = 1 folgt

lu — w1 —ws |”h,(1+62)R < qflu—w |||h,(1+51)R <q |||u|||h7(1+f€)R'
Fiihrt man diesen Prozess (k — 2)-mal weiter, so erhélt man eine Approximation v :=

d
Zle w; im Raum Vj, = Z;?:l W;, dessen Dimension mit dimV, < Ck <%) =

\d
Cdim (%) k9! beschrinkt ist, und der Eigenschaft

: k
min u = ol < ¢* full gy
womit das Lemma gezeigt ist. O

Wir haben also eine Approximation an eine Funktion u € tho(B(H,_i) R»>Wp) konstruiert,
welche exponentiell in der Dimension des Approximationsraumes gegen die Funktion u
konvergiert. Um nun den Beweis des Hauptresultates dieses Abschnittes, Proposition 4.1,
abzuschliefen, muss noch k geeignet gewahlt werden und eine Kontrolle fiir die Norm auf
der rechten Seite gefunden werden.

Beweis von Proposition 4.1. Die Wahl k = ﬁ liefert gemeinsam mit der Definition der
Bounding-Boxen (Definition 2.7) sowie der Zuléssigkeitsbedingung

1
dist(B(14x)r, Br,) > dist(Bg, , Br,) — §mRTx/&
> p~ldiam(Bg, ) — kR, Vd

) 11
:\/&RT(U 1_’%):\/&R7<n_1_{_7]>>0‘
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Wir sind nun in der Lage, den Raum W}, aus Proposition 4.1 zu definieren, wofiir wir
zwei Fille unterscheiden werden.

Fall 1: Die Bedingung (4.20) ist nicht erfiillt, es gilt also RLT > m.

Dann wéhlen wir Wk = {fD|BRTmQ CWE Sg’l(ﬁ;I’D)}, und das Minimum in der lin-

ke Seite von (4.3) ist klarerweise null. Durch die Wahl von & ist die Dimension von Wk
beschrénkt durch

— RA\Y _ [8k Conps 11\
dika§<h> 5( maxiq PP }) < (@ +ng ) R

Fall 2: Die Bedingung (4.20) ist erfiillt mit R = R,.

Die Galerkin-Losung ¢y, erfiillt wegen dist(B(11)r,, Br,) > 0 und der Orthogonalitét
(4.4), dass ¢h’B(1+K)RTmQ € Hno(Ba+r)r,?). Somit kann Lemma 4.4 auf ¢, angewen-
det werden. Die Koerzivitdt (3.6) der Bilinearform a(-,-) sowie die diskrete variationelle
Formulierung (3.5) implizieren

2 < — sy = (TIE < ||m&’ .
Il S aldnén) = (f dn)paq = (TG f,<z>h>L2(mNHHQ f\m(mu@nH @

Mit der Voraussetzung P% < 1 folgt weiters, dass

1 1 L2
lonlln,14myr, = (1 + RT> 190l 111 () < <1 + RT> HHQ f‘ L2(Q)’

womit wir eine Abschétzung fiir die rechte Seite in (4.21) gezeigt haben. Wir setzen Wk =
Vi mit dem Raum V), aus Lemma 4.4 und erhalten schlussendlich

. A~ 1 o, 2
min [|6n — Dlle(pg ney < e min llon = ll, 5, S (Re + 1" || 15/
weWy, weWy,

S diam()" |15/

L(Q)

L2(9)’

und die Dimension von W\k ist beschrankt durch dim Wk < Cim (2 + 1)%q~ K4+,
Das beendet den Beweis der ersten, nicht-trivialen Abschitzung in (4.3). Die zweite
Abschitzung folgt direkt aus der L?(2)-Stabilitit der L?(£2)-Orthogonalprojektion. O

4.2.5 Das reine Neumann-Problem

Fiir das reine Neumann-Problem aus Abschnitt 3.1.2 koénnen die Resultate des vorheri-
gen Kapitels nicht direkt angewendet werden, da auf Grund der Sattelpunktformulierung,
die betrachtet wird, um eindeutige Losbarkeit zu garantieren, in der Orthogonalitéit ein
zusétzlicher Term auftritt. In diesem Abschnitt wird die Behandlung dieses Terms disku-
tiert, wobei grofie Teile der Beweise analog zum vorigen Abschnitt gefithrt werden und
somit nicht in jedem Detail nochmals angegeben werden. In &hnlicher Weise werden auch
die Sattelpunktformulierungen fiir das Neumann-Problem fiir die Lamé-Gleichung in Ab-
schnitt 4.3.5 sowie fiir die hypersinguldre Integralgleichung in Abschnitt 4.5 behandelt.
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4.2 Elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Proposition 4.5. Sei 7 x o ein Cluster-Paar und Br., Br, zugehérige Bounding-Boxen
gemdfs Definition 2.7, wobei R, < 2diam(f2). Sei ¢ € (0,1) und fir fires n > 0 die
Zuldssigkeitsbedingung ndist(Bg,, Br,) > dlam(BRT) erfullt. Dann existiert fir jedes k €
N ein Unterraum Wk SPL(Ty,) mit dim Wk < Cgim(2 4+ )%k, sodass fiir beliebiges
f € L3(Q)) mit supp f C Br, NQ fir die Lésung ¢p, von (3.10a) folgt

mg/l lpn — Bl 128, n0) < Cooxd"|T1G fHL2 < Coox@"[| f | 22(Br, n0)- (4.22)
weWy

Die Konstante Cyox > 0 hdngt nur von den Koeffizienten in (3.3) und Q ab, die Kon-
stante Cqiy hdngt zusdtzlich noch von d, p und der vy-Formregularitdt der quasiuniformen
Triangulierung Ty, ab.

Fiir zwei zuliissige Bounding-Boxen Bg_, B, sowie ein kleines £ > 0 und f € L?(f2) mit
supp f C Bgr, N haben wir die Orthogonalitét

a(Pn, ¥n) + M (Un, 1) 20y =0 Voo € SPH(Th), supp ¥n C B(1myr, N9 (4.23)
<¢h7 > =0.

Mit dieser Orthogonalitét deﬁmeren wir fiir eine Vereinigung von Elementen w, C () aus
(2.33) den affinen Raum

HNo(D,wp, ) = {u€ HY(DNw,): Ja € SPY(T;) s.d. u|prw, = Ulprw,, Supp i C @,
a(u, ¥p) = —p (Y, 1) ¥V ¢y, € SP'(Tp,) mit supp iy, C D Nw,}.(4.24)

Fiir Funktionen u € 7-[2\[ O(B(1+5) R>Wp, it) gilt ein dhnliches inneres Regularititsresultat wie
in Lemma 4.2, was im nachfolgenden Lemma formuliert ist.

Lemma 4.6. Seien ¢ € (0,1), R € (0,2diam(Q2)) und Br, B(145r 2wei konzentrische Bo-
zen mit Seitenlingen R und (1 + 0)R gemdf$ Definition 2.10. Weiters gelte % < % und set
wp, € Q von der Form (2.33). Dann existiert eine Konstante Crey > 0, die nur vom Rand-
wertproblem (3.3), Q, d, p und der ~y-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung
Ty, abhingt, sodass fiir u € HQ{O(B(H@R,wp, w) gilt

1+96
|rVu\L2(Bwp>scmg( Filly 150+ (L4 6)R )d/2|u|>

Beweis. Der Beweis ist beinahe identisch zum Beweis von Lemma 4.2, es muss nur der
Term — 1 (Jp(n*uw), 1>L2(B) in der ersten Gleichheit in (4.10) zu der rechten Seite addiert
werden. Dieser kann auf Grund der Approximationseigenschaft von Jp, siehe auch (4.12),
mittels

)u(Jh (1) 1) 12 ) ) < ‘M<Jh (n°u) —n2u,1>L2( + ‘u<n2u71>L2

B(1+5)Rﬁwp B(1+5)Rﬂ"-’p)
1/2
< |/.l| |B(1+5)R m wp} (HTI u— Jh “LQ(B(1+5)Rﬁwp) H’r, HL2 B(1+5)ROLUp)>
h2
d
5 |:U’| ((1 + 5)R) /2 ((m Hv(nu)”L2(B(1+§)Rﬁwp) + <(5R)2 + 1> ||u||L2(B(1+6)Rﬂwp)>

h 1
2 d 2 2
5 |/"L‘ ((1 +5)R) + (5R)2 HVUHLQ(B(LHS)RHOJP) + (6R)2 HUHLQ(B(LH;)RHWP)

abgeschétzt werden, und die restlichen Schritte folgen wie in Lemma 4.2. O

51



4 Niedrigdimensionale Approximation

Mit Hilfe der Scott-Zhang-Projektion sowie der Orthogonalprojektion ITy g, : (H*(BrN
Wp), R — (M, o(BR;wp, 1), ||, ) konnen nun analoge Resultate zu Lemma 4.3 und
Lemma 4.4 gezeigt werden was im nachfolgenden Beweis von Proposition 4.5 zusammenge-
fasst ist. Der zusétzliche Term in der Caccioppoli-artigen Ungleichung tritt hierbei bei der
Iteration nur einmal auf, da die Differenz von « und der ersten konstruierten Approximation
die Orthogonalitét in (4.24) mit p = 0 erfiillt.

Beweis von Proposition 4.5. Wie in Lemma 4.3 kann eine niedrigdimensionale Approxima-
tion mittels Verkettung von Orthogonalprojektion IIj, g ,, auf ’H{Z\/ o(BR,wp, 1t), Scott-Zhang-

Projektion Iy und einem Fortsetzungsoperator E definiert werden, fiir die
h H 1426
Come (547 ) (F5 Wil + (14 200 )

h  H\1+2
o (3 ) 152

fiir u € H’,:{O(B(Hz(;)R,wp,u) gilt. Man erhélt somit mit konzentrischen Boxen B(1s,)r,

IA

H’u B Hh’R’“IHE(nu) ‘Hh R

IN

masasr + (L+20)R)? |u])

mit 0; := k(1 — j/k) fur k = ﬁ und der Wahl H = W]é:;pml} analog zu Lemma 4.4

eine Approximation w; an die Galerkin-Losung ¢y, € H{l\/ o(B4x)R,> 2, Ap) in einem Raum

d
Wi C H%O(B(1+51)RT,wp,)\h) mit Dimension dim Wy < C (%) und

Ko = w1l s, < @ (190l 1, + ((1+ KRl

Da ¢p — w1 € %ﬁfO(B(H(gl)RT,Q,O) kann obiges Resultat fiir A\, = 0 erneut angewendet
werden, und man erhélt eine Approximation we mit

lon=wr=wolly,1ssn, Sallon—will, isr, <6 (19800 1mm, +(0+RR)72 A

Wiederholt man diesen Prozess (k — 2)-mal, so erhilt man eine Approximation v in ei-
nem Raum V;, C Hﬁfo(B(Hn) R.>$, Ap), dessen Dimension beschrénkt ist durch dim Vj <

d
Ck (%) = Cim (2+7)% ¢~ %%+, und der Eigenschaft

bon = vl <@ (I9nll 1nm, + (L+RB)2 M)

Um nun die rechte Seite weiter abzuschétzen, testen wir die zweite Gleichung in (3.10a)
mit v, = 1 und erhalten )\, = ﬁ (f:1)12(q) und somit

1
[l usupm, + (0L RN 0 < € (1 1) (lonlley + l) < € [’ f

Die restlichen Schritte des Beweises folgen komplett analog zum Beweis von Proposition 4.1.
O
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4.3 Die Lamé-Gleichung

In diesem Abschnitt wird dhnlich zum vorherigen Kapitel 4.2 eine niedrigdimensionale
Approximation an die Galerkin-Losung der Lamé-Gleichung (3.18) gefunden. Bei der Kon-
struktion der Approximation werden wir wieder wie in Abschnitt 4.1 beschrieben vorgehen.
Die nachfolgende Proposition zeigt die Existenz einer derartigen Approximation, wobei der
Fehler exponentiell in der Dimension des Approximationsraumes gegen Null konvergiert.

Proposition 4.7. Sei 7 x o ein Cluster-Paar und Bgr_, Br, zugehérige Bounding-Boxen
gemdfS Definition 2.7, wobei R, < 2diam(Q2). Sei ¢ € (0,1) und fir fixes n > 0 die
Zuldssigkeitsbedingung ndist(Bg,, Br,) > diam(Bg,) erfillt. Dann ezistiert fiir jedes k €
N ein Unterraum \/R\fk C Sg’l(ﬁl)d mit dim Wk, < Caim(2+1)%q kL sodass fiir beliebiges
f € L2(Q)? mit supp |f| C Br, NQ, fiir die Losung vy, von (3.18) folgt

‘min [lu, = W25, n0) < Cooxd" IIEll 28, n0)- (4.25)
weWy

Die Konstante Cpox > 0 hdngt nur von , d und den Lamé-Konstanten A\, > 0 ab, die
Konstante Caimy, hingt zusdtzlich noch von p und der v-Formregularitit der quasiuniformen
Triangulierung Ty, ab.

Die explizite Abhéingigkeit der Konstanten Choy, Cqim von den Lamé-Konstanten findet
sich im Beweis von Proposition 4.7.

4.3.1 Orthogonalitit

Fiir beliebiges f mit supp |f| C Bgr, N Q erhalten wir aus der diskreten schwachen Formu-
lierung (3.18), dass

a(uy,vi) = (£, Vi) 2y =0 Vi, € S5 (T5)  mit supp [vi| C @\ B, .

Mit der Zulassigkeitsbedingung 0 < diam(Bpg,) < ndist(Bg,, Br,) und einem geniigend
kleinen « € (0, 1), sodass dist(B(14x)r,, Br,) > 0, fiihrt dies auf die Orthogonalitét

a(up,vy) =0 Vi, € SY(T5)? mit supp [vi| C B g, 1 (4.26)
also auf Br, N ist uy, orthogonal beziiglich der Bilinearform a(-,-) zu Vektoren bestehend
aus komponentenweisen stetigen stiickweisen Polynomen vom maximalen Grad p.

4.3.2 Der Approximationsraum H; (D, w,)
Sei p C Z, dann definieren wir
Wp =Wy, U+ Uwyy, (4.27)

wobei die w,, von der Form (2.33) sind, aber nur jeweils Vereinigungen von Elementen
zugehorig zu Freiheitsgraden in p zu der i-ten Komponente sind. Wir schreiben supp v C w,,
falls suppv; C w,,. Zusitzlich schreiben wir suppv C D Nw, falls supp|v| C D und
suppv C Wp.
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Die Orthogonalitét aus (4.26) fiihrt auf die Definition des Raumes Hp, o(D, w,) mittels

Hyo(D,w,) = {ue€ Hl(D N wp)d: Ju e Sg’l(ﬁl)d s.d. u\mep = ﬁ\mep, supp u C wp,
a(u,vy) =0V vy, € S (T,)? mit suppvy, € DNw,}. (4.28)

Der Beweis von Proposition 4.7 benétigt abermals nur den Spezialfall p = Z und somit
w, = €1 Der allgemeine Fall mit w, # Q wird bei der Existenz einer approximativen LU-
Zerlegung in Kapitel 6.4 verwendet. Hierbei wird auch die Aufteilung aus (4.27) benotigt.

Der endlich dimensionale Raum (D, w),) ist ein abgeschlossener Unterraum von
HY(D Nw,)?. Fiir die Galerkin-Losung uy, aus (3.18) mit supp |f| C Bgr, N Q gilt u, €
Hpo(Br,,?), sofern die Bounding-Boxen Bg,,Bg, die n-Zulissigkeitsbedingung (2.27)
erfiillen.

Auf dem Raum H}, o(Bg,w,) definieren wir die Norm

h? A2 1
2 2 2
Pl = g (10 ) 170 + O ) Tl

wobei wir auf Grund der Trégereigenschaft suppu C w, die Norm |[[ul| 2, statt der

1/2
Norm (Ele HuiH%z( Brwp, )> betrachten kénnen, was die Notation vereinfacht. Weiters

sei die orthogonale Projektion auf M 0(Bg,w,) mit I, g : (HY(Bg N w,)?, I-ll2) —
(Hno0(Br,wp); lI-In,r) bezeichnet.

4.3.3 Caccioppoli-artige Ungleichung

Das folgende Lemma zeigt ein analoges Resultat zu Lemma 4.2, also ein diskretes inneres
Regularitétsresultat fiir Funktionen in Hp, 0(B(146)r: Wp)-

Lemma 4.8. Seien 6 € (0,1), R € (0,2diam(Q2)) und Br, Bisr 2wei konzentrische
Bozen mit Seitenlingen R und (14 §)R gemdf$ Definition 2.10. Weiters gelte % < g und
sei w, € Q von der Form (4.27). Dann existiert eine Konstante Creg, die nur von (2,
d, p und der y-Formregqularitit der quasiuniformen Triangulierung Ty, abhingt, sodass fiir

uc %h70(3(1+5)R,wp) gilt

. 146\
IV 0 + A1 00 < s (257 0l 1y

(4.29)

Beweis. Sei n € SY1(T,) eine skalare, stiickweise affine Abschneidefunktion gemif Defini-
tion 2.16 mit Dy = Bg und Dy = B(45)g- Lemma 2.18 liefert n*u € SEF2L (T c HE ()
sowie

suppn’u C B mit B := B11sr Nwp. (4.30)

Mit der ersten Korn’schen Ungleichung (3.20) sowie % < ﬁ, da laut Voraussetzung
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4.3 Die Lamé-Gleichung

0 <1 und R < 2diam(£2), erhélt man
20|Vl Z2 g,y + AV Ul Ze gm0, < 20 [V ()[|72() + A lldivim) |72z (4.31a)

< 2M/Be(nu) e(nu)dz + X ||div(17u)||i2(3)

d
on on
L2
—QN/Be(u).e(n u) + E ((%Uk 4 oz, uk> dz

j,k=1
+A(div(u), div(7*u)) 2 gy + A (u- Vi, ue Vi) o

u) + A+ 1) a7z (4.31D)

1
Sa(u7n (5R)

Mit J;, bezeichnen wir den vektorwertigen Interpolationsoperator Jj, : H!(€)? — S% ()4,
u— (Jpuy, ..., Jpug)? mit dem nodalen Interpolationsoperator .J; aus (2.23). Auf Grund
der Lokalitét des nodalen Interpolationsoperators folgt, da w, sowie supp n?u Vereinigungen
von Elementen von 7}, sind, dass

supp J;(n°u) C B. (4.32)
Somit liefert die Orthogonalitét (4.28) fiir Funktionen in Hp, 0(B(145)r, wp), dass
a(uﬂlzu) = a(u7772u Jh( 2 ))

2ple(u HL2 H 77 u-— Jh( ))HLQ(B)
+A[[divul 2 Hle nu — Jy(n*u))

IN

2 ®) (4.33)

Die Approximationseigenschaft der nodalen Interpolation (2.23) und die Trigereigenschaft
von n?u liefern nun fiir jede Komponente

‘772112' - Jh( ‘Hl B) h2p Z ’77 ul‘Hp+l (434)

TET),
TCB

Die Abschétzung (2.35) der Seminorm auf der rechten Seite aus Lemma 2.18 sowie die
inverse Ungleichung aus (2.14) fithren auf

2
In*u; —Jh(772u)z"H1(B) S B2P Z (’nuz’]{p (5R)2 ;|3 " )>
TeTh
TCB
< h2 9 h2 )
~ W ”V(UUZ)HLQ(B) + W ”uiHLQ(B) . (435)

Da laut Definition des linearisierten Verzerrungstensors e(:) folgt, dass [[e(u)(| 25 <
[Vul|2p), sowie auf Grund von

2 d
= Z }772112' - Jh(UQU)i‘Zl(B)

d
. 0 Qui —J 2111'
Hle(T]2u . Jh(77211 Z (77 5 h(77 ))

T

2
D22z

i=1 L2(B)
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4 Niedrigdimensionale Approximation

liefern die komponentenweisen Abschitzungen aus (4.35) schliefllich mit der gewichteten
Young’schen Ungleichung

20|V (1) [|Z2 ) + Alldiv (pw)| 72 )

h h
< el (s Nl + 35 190l )
. h h
AW ) (G rrur\L2<B>+vau)upw)) G Ot ) Ll
h2 A2 ,
< Oz (10 20 ) IVl + Oz O ) Il + 19 )

Absorbiert man den Term p ||V (nu) H%Q( p) auf der linken Seite und setzt man diese Abschétz-
ung in (4.31a) ein, so erhélt man das gewiinschte Resultat. O

4.3.4 Niedrigdimensionale Approximation in #, ((D,w,)

In dhnlicher Weise zu Abschnitt 4.2.4 kann mittels Scott-Zhang-Projektion eine niedrigdi-
mensionale Approximation konstruiert werden.

Fiir ein quasiuniformes, regulires Gitter Kz mit Gitterweite H > 0 seien I : H'(R?) —
SL1(Ky) die Scott-Zhang Projektion aus (2.21) und Iy der vektorwertige Interpolations-
operator

IH(u) = (IHul,. ..,IHud). (436)
Weiters sei E : H(Q)? — H'(R?)? der Fortsetzungsoperator definiert durch

E(u) = (E(w),..., E(ug)), (4.37)
wobei E : HY(Q) — H'(R?) den Fortsetzungsoperator aus Satz 2.3 bezeichnet.
Lemma 4.9. Seiend € (0,1), R € (0,2diam(Q2)) so gewdhlt, dass % < %, und Br, B(144)r;
B1125)r konzentrische Boxen gemdf$ Definition 2.10 sowie w, C  von der Form (4.27).
Seiu € Hpo(Bii42)r: wp) und Ky eine (unendliche) ~v-formregulire Triangulierung von
R? mit Gitterweite H, fiir die zusditzlich H <32 gzlt Sei n eine Abschneidefunktion gemdf

Definition 2.16 mit D1 = Br und Dy = B(1+5)R sowie Iy und E die in (4.36) und (4.37)
definierten Interpolations- und Fortsetzungsoperatoren. Dann gilt

(u — Hh7RIHE(77u))) |Bmep S %h,O(Bvap)a (4.38)

und fir die Dimension des Raumes W := T, RIgEHp 0(B(1426)r> Wp)| Brrw, folgt

(4.39)

d
dim W < Cypp (W)

mit einer Konstante Capp > 0, die nur von 0, d, p und der «v-Formregularitit von Ty, und
K abhingt. Weiters gilt

h A H A 1+26
o = T rIaE@m)[l;, 5 < Capp (R <1 + M) TR\ M) —5 lullyqi20)r - (4:40)
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4.3 Die Lamé-Gleichung

Beweis. Aus u € Hpo(Bitos)r;wp) folgt auch u|pynw, € Huo(Br,w,) und somit
I,k (u|Brrw,) = U|Bgrrw,, was (4.38) zeigt. Fiir die Dimension von W gilt

dim Iy (EHp0(Basosr: 1)) S d((1+20)R/H)?,

was (4.39) zeigt.
Die Lokalitdt und Approximationseigenschaften der Scott-Zhang-Projektion liefern fiir
jede Komponente u;, ¢ = 1,...,d von u, dass

‘E(Uui) — Iy E(nu;)

+ HV(E(nui) - IHE(nui))H B HVE i)

H ‘ L%(BR) L2(Bays)r)

Wendet man Lemma 4.8 mit R = (1 4 6)R und § = % an - wegen 4h < 6R = JR folgt

die Voraussetzung % < % - so erhélt man
lu = T RILE(mu); 4 = T,z (E(nu) — IHE())[; 5 < IE(m) — ILE()|; 5

_ i (1’;) (142 |9 Boma) — 1B

2

2

LQ(BRﬁwp)

e~ (AN + p) HE nu;) IHE(nuZ)

R
h2 )\2 H2
<R2 <,u + M) 572l A+ M)) ”7711”%1 (B(14s)R)

h2 A2\ H2 /AN (1+26)2
S <R2 <1 + .2 ) T 5 <1 + M)) - H\uIHh (1426)R

was den Beweis von (4.40) beendet. O

LQ(BRﬂwp)

Durch Iteration dieses Approximationsresultats auf konzentrischen Boxen konnen wir
nun Proposition 4.7 zeigen.

Beweis von Proposition 4.7. Mit der Wahl k =
wofiir zwei Félle unterschieden werden. -

Fall 1: Es gilt -2 7> Skmax{cap/;,l}()\—&- 7- Dann wihlen wir W, := Sg’l(ﬁ)d|BRT und das
Minimum in (4.25) ist klarerweise gleich Null. Mit der Wahl von « ist die Dimension von
‘W, beschrankt durch

d
dim W, < (127) < <8kmax{cz;pﬁl }(/\Jr“)) :((1+n)(qu)*1(A+u)k)d

S @4 n)%(aw) N+ p) kT

T + , konnen wir den Raum Wk definieren,

Fall 2: Die Bedingung RLT < @ max{cii‘;,l}(wru) mit der Konstante C,pp aus Lemma 4.9
ist erfiillt.

Sei uy, € Sg’l(ﬁ)d die Losung des diskreten Problems (3.17). Dann gilt up|p,,, . €
Hno(B1r)r,,2). Wir wenden Lemma 4.9 k-mal auf konzentrischen Boxen Bg, und
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4 Niedrigdimensionale Approximation

B(11s,)r, mit §; := k(1 — j/k) und der Wahl H = 8kma’;q{]é;pp 1},/ an. Diese Wahl

von H impliziert h)‘Jr“ < H, /2 m £ womit der erste Term auf der rechten Seite in (4.40)

durch den zweiten Term abgeschitzt werden kann. Die k-malige Iteration von (4.40) liefert
somit analog zu Lemma 4.4 eine Approximation w mit

llay, — VAth,RT < qk lun ’”h,(lJrn)RT : (4.41)

Gleichung (3.17) impliziert gemeinsam mit der Koerzivitét von a(-, -) und der Young’schen
Ungleichung

1

2
Huh”Hl(Q) S ooa(up,up) =

1
o 2 (£, un)20) S M €]l 2y Ml 20

1
2 2
< C5lfle () + 5 llunlli o)
I
Subtrahiert man letzten Term von beiden Seiten, so erhélt man eine a-priori-Abschéitzung

fiir [lupl| g1 (q)- Mit h(}’%\i:;“) < 1 folgt somit eine Abschétzung fiir die rechte Seite von (4.41)
als

A
2 2
ol g, < (0 2 ) lanls,s, oo

1 )\‘F/.L 2
S m (1 + LR2 > 117220

Es existiert also ein Raum Wk mit der Approximationseigenschaft

T

R; 1
min ||lup — W < f
i = Wi S5t Tl o, S (e ) e

< Cboqu ”f||L2(Q)

und die Dimension von Wk ist auf Grund der Wahl von H beschrinkt durch

d
P -1
dim Wk < C (1 +q,€ A : M) kd+1 = Cdim(2 + U)dq_dkd+1,

was den Beweis von Proposition 4.7 beendet. O

4.3.5 Das Neumann-Problem

Fiir das reine Neumann-Problem aus Abschnitt 3.2.1 wird wie in Abschnitt 4.2.5 eine Sat-
telpunktformulierung und damit einhergehend ein zusétzlicher Term in der Orthogonalitét
behandelt. Der Beweis der Existenz einer geeigneten niedrigdimensionalen Approximation
an die Galerkin-Losung wird im Wesentlichen analog zu den vorigen Abschnitten gefiihrt,
weswegen die Beweise auf die essentiellen Unterschiede reduziert sind.
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4.3 Die Lamé-Gleichung

Proposition 4.10. Seien 7 x o ein Cluster-Paar und Br., Br, zugehérige Bounding-
Bozen gemdfS Definition 2.7, wobei R, < 2diam(Q2). Sei ¢ € (0,1) und fir firzes n > 0
die Zuldssigkeitsbedingung ndist(Bg,, Bgr,) > diam(Bg,) erfillt. Dann ezistiert fiir jedes
k € N ein Unterraum V/\\fk C SPL(T)?® mit dimwk < Caim(2 + 0)%q~ k1, sodass fiir
beliebiges f € L2(Q)? mit supp |f| C Bgr, NQ, fiir die Losung uy, von (3.25) folgt

min |uy = W2, n0) < Cooxd"|1f ]l 22(Bp, ne)- (4.42)
weWy

Die Konstante Cpox > 0 hdngt nur von £, d und den Lamé-Konstanten A\, > 0 ab, die
Konstante Caimy, hingt zusdtzlich noch von p und der ~v-Formregularitit der quasiuniformen
Triangulierung Ty, ab.

Fiir ein geniigend kleines k > 0, zwei zuliissige Bounding-Boxen Bgr_, Bg, und f € L?(Q2)
mit supp |f| C Bgr, N haben wir die Orthogonalitt

a(up, Vi) + (Vi V)2 =0 Vvi € SPL(TL)Y, supp [va| © Byw)r, N (4.43)
Diese Orthogonalitédt fithrt auf die Definition des affinen Raumes
HNo(D,w,, D) = {u e H(DNwy)?: Fu € $P'(T3)% s.d. u|prw, = 8l prw,, suppl C @y,
a(u,vy) = — (v, D) Yvy, € SP(T;)% mit suppvy, € DNw,}.
Fiir Funktionen u € ?-L-;L\,[O(B(l-&-cs)R? wp, V) fiir eine Bounding-Box B, g kann ein dhn-
liches inneres Regularitétsresultat wie in Lemma 4.8 gezeigt werden.

Lemma 4.11. Seien § € (0,1), R € (0,2diam(Q?)) und Br, B(14s)r 2wei konzentrische

Bozen mit Seitenlingen R und (1 + §)R gemdajf$ Definition 2.10. Weiters gelte % < g und
sei w, C Q von der Form (4.27). Dann ezistiert eine Konstante Creg, die nur von (2,
d, p und der v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Tn abhingt, sodass fiir
ue H‘;L\{-O(B(]_J’,(S)R’wl), ﬂ) gilt

2 2 . 2
plIVullie gooe,y < #IVAllzegeag,) + Alldivalzegoa,)

1+6\2, .o 1
< Creg ((5> ”|umh,(1+6)R+pHVHL2(B(1+5)R) :

Beweis. Der Beweis ist beinahe identisch zum Beweis von Lemma 4.8, nur an zwei Stellen
treten Modifikationen auf. Zunéchst liefert die zweite Korn’sche Ungleichung (3.21) an
Stelle der ersten Korn’schen Ungleichung in (4.31a) mit 0R < 1, dass

24 ||V11”%2(Bmep) + A ||divu||%2(Bmep) <2u ||V(77u)||?:2(3) +A HdiV(ﬁu)ny(B)

< /B e(nu) : e(nu)dz + 2 |l ) + A divinu) 2 s

1
Satwru)+ (14 s ) Okl

1

< a(u,7’w) +
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Weiters muss noch der Term — (Jj,(n*u),v) r2(p) 24 der rechten Seite der Gleichung in

(4.33) addiert werden. Dieser kann auf Grund der Approximationseigenschaften von Jy,
mittels

3007, g | < 112 1720 = TP sy + 17020 P2

~ h? h?
S 1100y (37 19 + (i +1) Nl

1 h? 1 9
S P Ee) + G IV eliam) + Gyt Il

abgeschitzt werden, und die restlichen Schritte folgen analog zu Lemma 4.8. O

Mit diesem inneren Regularititsresultat kann eine niedrigdimensionale Approximation
wie beim Neumann-Problem in Abschnitt 4.2.5 mittels Scott-Zhang-Projektion, Orthogo-
nalprojektion und Iteration auf konzentrischen Boxen konstruiert werden.

Beweis von Proposition 4.10. Wie in Lemma 4.9 kann eine niedrigdimensionale Approxi-
mation an die Galerkin-Losung mittels Verkettung von Orthogonalprojektion IIj, p 5 auf
Hy, 0( (1428)R> Wp, V), vektorieller Scott-Zhang-Projektion Iy und des vektoriellen Fortset-
zungsoperators E definiert werden, fiir die

h2 )\2 H2 9

h2 22 H2 A (14 26)?
: <Rz (1 G ) e <1 <)) (5 Il + 175 0 )

folgt. Man erhélt somit fiir konzentrische Boxen By s, g mit d; := /4;(1 —j/k) fir k = m

und der Wahl H = Wgaw,l}’ / ﬁ analog zu Lemma 4.4 eine Approximation w; an

die Galerkin-Lésung uy, € ’H/}XO(B(HH)R, Q,v) in einem Raum W; C ’H%O(B(H(;OR, Q,v)
d
mit Dimension dim W1 < C (427)" fiir die

-1
PR

gilt. Dauy, —wy € 7-[',/1\7/0(3(14_51)}3, Q,0), kann obiges Resultat mit = 0 erneut angewendet
werden und man erhélt eine Approximation wo mit

b = Wil < @ (nllyganr + 8

-1
b = w1 = Wally s < 2 l0n = Wil s < @ (I8l e r + 17 IV 2,0 ) -
Wiederholt man diesen Prozess (k — 2)-mal, so erhéilt man eine Approximation w in einem
Raum W C %Q{O(B(Hn)Rv Q,v) mit Dimension dim V/\\f,,C < Ck <(1+H)R) =

Caim (2+17)% ¢~ k%! und der Eigenschaft

~ k —
lun =Wl < @ (Inlly e 57 1V 2o ) -

Fiir die Abschéitzung der rechten Seite testen wir die erste Gleichung in (3.25) mit v €
SPL(Ty)4, woraus ||v|| r2@) < lIfll 2y folgt. Die restlichen Schritte des Beweises folgen
analog zum Beweis von Proposition 4 7 0
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4.4 Die schwach-singulare Integralgleichung

In diesem Kapitel wird eine niedrigdimensionale Approximation an die Galerkin-Lésung der
schwach-singuldren Integralgleichung mittels der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Schritte
konstruiert. Im Unterschied zu den Finite Elemente Diskretisierungen, die in den Abschnit-
ten 4.2-4.3 betrachtet wurden, wird hierbei eine Approximation an das Einfachschichtpo-
tential fiir die Galerkin-Losung konstruiert, anstatt diese direkt zu approximieren. Mit Hilfe
der Sprungbedingungen aus Satz 3.11 erhilt man daraus dann eine Approximation an die
Galerkin-Losung. Das Hauptresultat in diesem Abschnitt, die Existenz einer niedrigdimen-
sionalen Approximation an die Galerkin-Losung, ist im Folgenden formuliert.

Proposition 4.12. Seien 7 x o ein Cluster-Paar und Br,, Br, die zugehirigen Bounding-
Bozen gemdfS Definition 2.7, wobei Ry < 2diam(Q2). Sei ¢ € (0,1) und fir firzes n > 0
die Zulissigkeitsbedingung ndist(Br,,Br,) > dlam(BRT) erfillt. Dann existiert fiir jedes
k € N ein Unterraum Wk von SPY(&E,) mit dim Wk < Caim(2 + )%~k sodass fiir
beliebiges f € L?(T") mit supp f C Br, NT fiir die Losung ¢ von (3.39) folgt

min [|¢ = B 22(5g, 1) < Choxh ¢TI fllz2ry < Choch ™2 | fllz2(ry (4.44)

wEWk

Die Konstanten Cgim,Chox > 0 hdngen nur von €2, d, p und der y-Formregularitit der
quasiuniformen Triangulierung &, ab.

4.4.1 Orthogonalitit

Sei u := V ¢y, das Einfachschichtpotential zur Galerkin-Lésung ¢, aus (3.39). Fiir beliebiges
f mit supp f C Bgr, NT liefert Gleichung (3.39)

(v ,¢h>L2(F Von, ) 2y = (f, ¥n) 2y = 0 Vb, € SP0(&y) mit supp vy, C I\ Bp, .

Mit der Zuléssigkeitsbedingung 0 < min{diam(Bg._),diam(Bg,)} < ndist(Bg,,Bgr,) aus
(2.27) und einem geniigend kleinen Parameter x > 0 fiithrt dies auf die Orthogonalitét

< o 7¢h>L2 T — =0 Vﬂ)h € Sp?o(gh) mit supp ¥ C B(I—FH)RT nr, (445)

also auf B(14.)gr, NT ist die Spur 'ymtu des Potentials u somit orthogonal zu stiickweisen
Polynomen vom maximalen Grad p.

4.4.2 Die Approximationsraume (D) und H;,,(D,T,)

Wir werden zunédchst Rdume definieren, die einige Eigenschaften des Potentials u = 17qﬁh
vereinen. Hierbei ist zu beachten, dass, da eine lokale Approximation gesucht wird, auch
eine lokale Definition von Sprung und Normalensprung angegeben werden muss.

Sei D eine offene Menge und setze D~ := D N Q sowie DT := D N Q°. Eine Funktion
v € HY(DY U D7) heiit stiickweise harmonisch, falls

Vo-Vodr =0 Yy C5°(DF).
D*
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Definition 4.13. Fiir eine stiickweise harmonische Funktion v € H*(DY U D™) ldsst sich
der Normalensprung [Onv]|par auf D N T definieren als das Funktional

{[0nv]| DArs 1) == /D+UD Vv -Vodr Vo € Hi(D). (4.46)

Der Wert <[8nv]|pmp,7(i)“tg0> hingt nur an v(i)nt<p|pmp mm Sinn, dass <[8nv]|Dmr,7[i)m<p> =0
fiir alle ¢ € C§°(D) mit 4| par = 0. Weiters, falls [0,v]| par eine Funktion in L?(DNT)
ist, ist diese eindeutig im L?-Sinn. Die Definition (4.46) passt mit den Sprungbedingungen
(3.37a) zusammen: Fiir das Potential V ¢y, mit ¢, € SPC(E) gilt die Sprungbedingung

[0,V én)|DAr = —bn|prr-

Der Raum der stiickweise harmonischen Funktionen auf D mit stiickweise polynomiellem
Normalensprung ist definiert durch

Hp, (D) := {v e H (DT UD™): v ist stiickweise harmonisch,
dv € Sp,O(gh) s.d. [8711)”Dmp = :J|Dﬂl“}-

Das Einfachschichtpotential u = XN/qﬁh mit der Galerkin-Losung ¢y, von (3.39) erfiillt
u € Hp(D)N H(D) fiir jede beschréinkte offene Menge D. Sei I', C I von der Form (2.34).

Fiir zwei zuléissige Bounding-Boxen Br_, Br, mit ndist(Bg., Bgr,) > diam(Bg. ) erfiillt
das Potential u zusétzlich die Orthogonalitit (4.45). Diese Eigenschaft charakterisiert den
Raum Hy, o(D,T)), gegeben als

Huo(D,T)) :=Hr(D)N{v € HY(D): supp|d,]|pnr C T,

(6™, ¢} 2(prry = 0 Vi € SPO(Ex) mit suppp € DN T}
(4.47)

Fiir den Beweis von Proposition 4.12 werden wir nur den Fall I, = I' bendtigen. Der all-
gemeine Fall des Screen-Problems I', C I ist bei der Existenz einer H-Cholesky-Zerlegung
in Kapitel 6.5 von Interesse.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Raume Hj (D) und Hy,0(D,T',) abgeschlossene Un-
terrdume von H'(D \ T') und H!(D) sind.

Lemma 4.14. Der Raum Hy(D) ist ein abgeschlossener Unterraum von HY(D\T), und
Hpo(D,T,) ist ein abgeschlossener Unterraum von H'(D).

Beweis. Sei (v/)jen C Hp(D) eine Folge, die gegen v € H'(D\I') konvergiert. Fiir ¢ €
Cs°(D*) folgt
_ 1 J _
(V’U, v90>L2(Dﬂ5) - jli\rgo <VU ) VQP>L2(D:E) = O,

also, dass v stiickweise harmonisch in DT U D™ ist.

Sei ¢ € C3°(D). Dann folgt aus der lokalen Definition des Sprunges der Normalen-
ableitung (4.46), dass aus v/ — v in H'(D\I') auch folgt, dass ([0,v7]|par,7Me) —
{[0nv]| DA, ¥ ), und, da der Raum SP°(&) endlich dimensional ist, auch [9,v]|par =
¥|pnr fiir eine Funktion o € SP0(&y,).

Schlussendlich ist Hp, o(D,T',) abgeschlossen in H'(D), da H, (D) abgeschlossen in H'(D\
I') ist, und der Schnitt abgeschlossener Raume stets abgeschlossen ist. O
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4.4 Die schwach-singulire Integralgleichung

Auf den Rdumen Hy,(Br), Hno(Br,I',) mit einer Bounding-Box Br mit Seitenléinge R
definieren wir die Norm

h\° 1
lini= () 19o0man + 72 ol

Auf Grund der Abgeschlossenheit von Hp, o(Bgr,I'p) konnen wir die orthogonale Projektion
it (H (B, -l ) = (Hao(Br, Ty, [l ) definieren.

4.4.3 Caccioppoli-artige Ungleichung

In diesem Abschnitt wird eine diskrete Caccioppoli-artige Ungleichung gezeigt. Im Gegen-
satz zu den Finite Elemente Diskretisierungen ist der Beweis hierfiir deutlich umfangreicher,
da die beniitzte Orthogonalitdt nur am Rand gilt, das innere Regularitéitsresultat aus Lem-
ma 4.17 allerdings fiir das Potential formuliert ist. Fiir die Verkniipfung von Volumen-
und Randabschitzungen wird unter anderem eine (inverse) Abschétzung fiir den Norma-
lensprung (Lemma 4.16) benétigt.

Wir beginnen mit einem klassischen Hilfslemma, fiir dessen Beweis wir beispielsweise auf
[FMP15a] verweisen.

Lemma 4.15. 4. Fir R <1 bezeichne Sg := {x € R? : dist(x,T') < R} die schlauch-
formige Umgebung von I' mit Breite R. Dann existiert eine Konstante C' > 0, die
nur von I' abhdngt, sodass

lollzasn < € (VRIN )y + BIVolas, ) o€ BY(SR).

ii. Seien 6, R > 0 und Bgr, B(14s5)r konzentrische Boxen gemdp Definition 2.10 mit
Seitenlingen R und (1 + 0)R. Dann ezistiert eine Konstante C' > 0, die nur von der
Dimension d abhdngt, sodass fiir alle v € HI(B(1+5)R) gilt

1
2 2 2
||U”L2(B(1+(S)R\BR) é 06R <(1—i—5)R||’U”L2(B(1+5>R) + (1 + 6)RHVUHL2(B(1+(S)R)> .

Das folgende Lemma kann als inverse Ungleichung fiir stiickweise harmonische Funktio-
nen mit stiickweise polynomiellem Normalensprung angesehen werden, und wird in weiterer
Folge fiir den Beweis der inneren Regularitdtsaussage von Lemma 4.17 bendtigt.

Lemma 4.16. Seien § € (0,1) und R € (0,2diam(Q2)) so gewdhlt, dass % < g, und
Bi45/2)rs B(1+s)r konzentrische Boxen mit Seitenldngen (1 +6/2)R und (1+ 6)R gemdfs
Definition 2.10. Dann existiert eine Konstante C > 0, die nur von €, d, p und der ~y-
Formregularitit von &, abhingt, sodass fiir alle v € Hp(Ba1s)r) gilt

11900122810y < O 2 190 (4.48)

Bays)r)
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Beweis. Der Beweis von (4.48) wird in zwei Schritten gefiihrt. Zunéchst zeigen wir die
Hilfsabschitzung (4.49), mit deren Hilfe folgt im zweiten Schritt die gewiinschte Aussage
(4.48) aus einem Uberdeckungsargument.

Schritt 1: Wir zeigen die folgende Aussage: Falls % < Jfirr>0und 0 <e <4,
dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von 2, d, p und der y-Formregularitit von &,
abhéngt, sodass fiir alle v € Hp,(B(14¢)r) die Abschitzung

_ 1
00l 2,y < CH2\ 14 = V0]l (4.49)

Bayeyr)

gilt.

Lemma 2.6 liefert einen stabilen Interpolationsoperator [, : L(T') — S%1(&,) ¢ HY(T)
mit der zusétzlichen Orthogonalitdt von w — Jpw zu stiickweise polynomiellen Funktionen
in SP0(&,). Da fiir Funktionen in Hp,(B14),) der Normalensprung in SP%(&,) ist, liefert
diese Orthogonalitéit somit

([Onv], w>L2(BmF) ([Onv], jhw>L2(B<1+5/2)rﬁF)
[|[Onv] HL2(BmF) = sup = sup
weL?(T) ||wHL2(F) weL?(T) ||w”L2(r)
supp wC By supp wC By
(4.50)

Auf Grund der Lokalitdt der Scott-Zhang-Projektion und der elementweisen Konstruktion
von J, folgt fiir den Tréger supp Jpw C B(i4¢/2), N1

Sei n eine Abschneidefunktion gemé&fi Definition 2.16 mit D1 = B(1i./), und Dy =
B(14¢), sowie L : H 12(T) — HY(RY) der beschriinkte, lineare Fortsetzungsoperator aus
(2.4). Dann erhalten wir

{[Onv], jhw>L2(B(1+a/2)rﬂF) - <[8nv]7ry(i)ntn‘c‘th>L2(B(1+s/2)rﬂl“)

= / Vo - V(nLIpw)dz
B(1+5)7‘

<N Volls, ) IV OETO) a5
Die Produktregel sowie n = 1 auf B, fithren auf
1
INOLTww) 2By S NET00N L2 (B B + IVETR W L2, ) - (4.52)

Die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators £ : H'/2(I') — H'(R?), die inverse Abschitzung
(2.12) aus Lemma 2.5 sowie By, C S Vd(14e) liefern

IV LTl sy < IVETO N 2205 1y ) < ITLTN0] L2y

1
S 1Tnwl ey S ﬁ“jhwﬂﬂ(r)- (4.53)

Fiir den ersten Term in (4.52) verwenden wir Lemma 4.15, (ii) und dann Lemma 4.15, (i)
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4.4 Die schwach-singulire Integralgleichung

und erhalten mit (4.53)

e Tiwl 25800 S anhwnmw)
+ (j/;—i_g)nvﬁjthLQ(B Lieyr)
f”ﬁjhwnm(r (jﬁmHVﬁjthm (S idrsey)
S xlﬁnﬁjhw”m(r \;;Z/erlljhwllm(r).

Die Konstruktion von £ liefert LJ,w|r = Jpw, und (4.53) fuhrt auf
1 1 _
g”ﬁjthL?(B(HE)T\BT) S \/?HjthL?(F) +hTV21 4 e U Thwl L2ry- (4.54)

Schétzt man den zweiten Term in (4.52) abermals mit Hilfe von (4.53) ab, so erhilt man
- aus der Voraussetzung er > 4h folgt 1/y/er < h~Y/2 - mit Hilfe der L?(T)-Stabilitéit von
Jn aus Lemma 2.6 schlieilich

1
IV OET N 501 S (S + 75 ) Ihllazgy + 52V T 2 sl

ST+ e Dywll ey S B2V + e w2

Schlussendlich beendet das Einsetzen dieser Ungleichung in (4.51) und nachfolgend in (4.50)
den Beweis der Hilfsabschéitzung (4.49).

Schritt 2: Die Abschitzung (4.48) wird aus der Hilfsabschétzung (4.49) und einem
Uberdeckungsargument gezeigt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir anneh-
men, dass Br = (0, R)?. Wir setzen r = §R. Sei n € N gegeben, sodass n = [R/r] und seien
z;,i=1,...,(n+1)% Punkte eines regelmaﬁlgen Gitters in der abgeschlossenen Box By mit
Abstand R/n. Fiiri = 1,...,(n + 1)% betrachten wir Boxen B; := z; + (—r/2,7/2)? sowie
skalierte Boxen B; 1= x; + (=r,7)% i=1,...,(n+1)% Die Boxen B;, i = 1,...,(n + 1)¢
iiberdecken B(1,5/2)r, und die skalierten Boxen B i=1,.., (n + 1) sind in Bats)r
enthalten. Weiters haben die Boxen eine endliche Uberschneidungseigenschaft, also die An-
zahl der Boxen, die jeweils eine feste Box schneiden, ist beschrénkt durch eine Konstante.
Diese Konstante héngt nur von der Raumdimension d ab, da fiir den Abstand R/n und
die Seitenldnge r folgt, dass r/(R/n) = (1/0)/]1/6] € [1/2,1] fiir den hier betrachteten
Fall § € (0,1). Auf Grund der Voraussetzung % < g folgt, dass % = % < i, und somit
impliziert die Abschétzung (4.49) fiir jedes i

||[6nU]HL2(BmF) < Ch_l/QHVUHp(Ei)-
Die gewiinschte Abschitzung (4.48) folgt nun nach Summation aus der Uberdeckung- und
endlichen Uberschneidungseigenschaft der Boxen B; und Ez O

Wir sind nun in der Lage, das zentrale Lemma dieses Abschnittes zu beweisen, ein dis-
kretes inneres Regularititsresultat fiir Funktionen in Hp, 0(B(14s5)r: L'p)-
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Lemma 4.17. Seien 6 € (0,1), R € (0,2diam(Q2)) und Br, B(i45r 2wei konzentrische
Bozxen mit Seitenlingen R und (1 + d)R gemdf$ Definition 2.10. Weiters gelte % < 1% und
sei I'y C I' von der Form (2.34). Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von {2,
d, p und der v-Formregqularitit der quasiuniformen Triangulierung &, abhdingt, sodass fiir
v € Hpo(Batsyr:Lp) gilt

1 —|— o
IVUll L2y < C——lvllna16)r (4.55)

Beweis. Der Beweis von (4.55) folgt in zwei Schritten. Wir zeigen zunéchst die Hilfs-
abschitzung (4.56), das gewiinschte Resultat (4.55) folgt dann durch zweimalige Anwen-
dung der Hilfsabschitzung.

Schritt 1: Wir zeigen fiir 0 < ¢ < § mit % < g die Abschétzung

VUl Ze(p S RHV vl (Basor) T WHUH%%B(HE)R)- (4.56)

Hierfiir sei n eine Abschneidefunktion gem#fi Definition 2.16 mit Dy = By und Dy =
B(14¢/4)r sowie 7] eine weitere Abschneidefunktion mit D1 = By, /9 g und D2 = B(14¢)r-
Da h der maximale Elementdurchmesser ist, impliziert 8h < eR, dass £ C By ¢/2)p fiir
alle £ € &, mit ENsuppn # (). Da v stiickweise harmonisch ist, erhalten wir mit partieller
Integration, dass

IV gy = [ ) Vo) da
(14+e)R

= / Vo - V(?v) + 02 |[Vn|? dz
Bater

= / 72 [0 ds, + / v? |Vn|? dz
I'NBye)r Bate)r

= / 17 [ O]y ds, + / 02 |Vn|? d, (4.57)
r Byorr

wobei im letzten Schritt die Trigereigenschaft suppn C B(14./4)r verwendet wurde, um die
auf I'N B(14¢)p definierte Funktion 7?0 v] v mit Null auf den ganzen Rand T fortzuset-
zen. Wir betrachten zuniichst das Oberfliichenintegral in (4.57). Mit der L?(T)-Projektion
H%Q auf SP0(&y) aus (2.17) erhalten wir aus der Definition des Raumes Hp, o(B(14c)r, Lp),
dass supp H%Q (7*[0nv]) C T N B(14e)r. Daher impliziert die Orthogonalitéit (4.47) von v,
dass

(0?[0n0], 78" 0) 2y = (2 10n0] = T (?[000]), 450} r2(r)

2

= (P*[Opv] — I (7°[0n0]), %" (7°0)) 121
= (P2[0,0] — TIE (1%[0,0]), Y2t (77%0) — T (487 %0)) oy, (4.58)

wobei die Abschneidefunktion 77 eingefiigt werden kann, da 77 = 1 auf supp(n?[0,v] —
Hléz (n*[Onv])) C (B(14¢/2)r \ Br—2n) NT,. Die Approximationseigenschaft der L?-Projek-
tion liefert mit (2.35) aus Lemma 2.18 (fir p > 1) und der inversen Ungleichung (2.14)
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4.4 Die schwach-singulire Integralgleichung

sowie der Voraussetzung % < %, dass

2 2
72 0ne] = T (20w 30y S 20D S [P 1000] s iy
Ee&y

1 1
2(p+1)
< B2 3 Ep 0[00] | Hrp (1) + R |[0n0] | Fr-1 (1)
Eeé&y,
EnNsupp n#£0

h? 9
(eR)? ity ”LQ((B(Ha/z)R)ﬂFp)’

S

Im Fall p = 0 tritt der Term (¢ R)~*||[0,9] H%}pfl( ) hicht auf, und es gilt das selbe Resultat.
H%2( int~2

Die Approximationseigenschaft |y (77%v) — YW ) 2y S h1/2||~int (72 )| /2y
und die Abschétzung (4.48) aus Lemma 4.16 sowie die Spurungleichung (2.2) fiir I" liefern

1nt(

h1/2 1nt(

in h
|2 100] 28 0) 20y | S = 18wVl 2(Bins ) P2 I T2 2y

~eR

1nt(

h -
< IVl I 0 200y S 2 IV 20 1y (4:59)

Die Eigenschaften der Abschneidefunktion 77 implizieren

~ 1
H772UHH1(Q) S HVUHB(B(HE)R) + EHUHLZ(B(HE)R)a

und Einsetzen in (4.59) und in weiterer Folge in (4.57) liefert

h
V0 B S 2l Tolagas oy + LN PR
2
+ WHUHLQ(B(H_E)R)

h 2
—RHV HL2 (B(14e)R) + (eR)? HUHLQ(B<1+8)R)’

wobei der letzte Schritt mittels Young’scher Ungleichung und h/(eR) < 1 folgt. Somit ist
die Hilfsabschitzung (4.56) gezeigt.

Schritt 2: Beginnend bei (4.56) mit ¢ = % verwenden wir (4.56) abermals mit € = %
und R = (1+ 6/2)R. Da (1+ g) (1 + %) =146 und % < % impliziert, dass % <
erhalten wir schliellich

Vol aay S 35l Vel + s ol
L2(Bg) N SR L2(B(145/2)R) (6R)2 L2(B(145/2)R)
ho\? ) h 1 )
S (57) 19oBamunm + (G * 57 ) 19
und mit ~/(6R) < 1 folgt das gewiinschte Resultat. O
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4.4.4 Niedrigdimensionale Approximation in 1, ,(D,I",)

Mit Hilfe des diskreten inneren Regularitéitsresultates aus Abschnitt 4.4.3 wird in diesem
Kapitel eine niedrigdimensionale Approximation an eine Funktion v € 7—[h70(B(1+25) rLp)
mit geeigneten Approximationseigenschaften in Lemma 4.18 konstruiert. Iteration auf kon-
zentrischen Boxen liefert dhnlich zu den vorherigen Abschnitten exponentielle Konvergenz.
Schlussendlich erhélt man mittels Sprungbedingungen und Lemma 4.16 daraus eine Ap-
proximation an die Galerkin-Loésung, was das Hauptresultat, Proposition 4.12, zeigt.
Lemma 4.18. Seien ¢ € (0,1) und R € (0,2diam(Q2)) so gewdhlt, dass % < %, und Bpg,
Bi4s)rs B1+2s)r konzentrische Boxen gemdf$ Definition 2.10. Sei I'y C I' von der Form
(2.34) und v € Hpo(Bita2s)rs Lp). Sei Ky eine (unendliche) vy-formreguldre Triangulierung
von RY mit Gitterweite H, fiir die % < g gilt. Sei Iy : HY(RY) — SV (Ky) die Scott-Zhang-
Projektion aus (2.19). Dann existiert eine Konstante Cypp > 0, die nur von Q, d, p und
der v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung &, abhdngt, sodass

7. (U — Hh,RIHU)|BR S /Hh’o(BR,Fp),‘

d
ii. dim W < Capp (%) , wobei W := Ty, gl Hn0(Be1 25 1o Tp)s

iii. [Jv =y plgvlly, p < Copptt22 (%

H
B+ %) ol 1426) -

Beweis. Da wegen v € Hpo(Bugas)r:Lp) auch vlp, € Hpo(Bgr,I')p) folgt, gilt
IIn g (v|Bg) = v|By, Was (i) zeigt. Die Aussage (ii) folgt aus

dim Iy (Hp,0(B(ig26)r: Tp)) S (1 +26)R/H).

Die Annahme £ < ¢ liefert |J{K € Ky : K N Bg # 0} C B(145)r. Somit fithren die
Lokalitdt und Approximationseigenschaft (2.21) der Scott-Zhang-Projektion Iz auf

1

T [0 = Tuvll L2y + IV = Tav)l 2,y S 1Vl 28,50 -

Wir wenden die Caccioppoli-artige Ungleichung aus Lemma 4.17 mit R = A(1~+ 0)R und
0 = 125 an. Hierbei ist (14 6)R = (1 + 25)R. Weiters gilt, dass 16h < §R = 0 R, womit die

Voraussetzung % < % erfiillt ist, und wir erhalten
2 2 2
lv =TI rlnvll, g = Iar (@ —Inv)l; g < v = Iuvll} g

h\° 1
= () 190~ T0)agmy + a0 = T,
h? H?

2 2
S 7 VUl s, m T 72 IVUIL2B 50
1425 (b H\\?, .o
S ( 5 (R + R)) ol (142607 »
was den Beweis von (iii) beendet. O
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Ahnlich zu Lemma 4.4 kann auf Grund der Eigenschaft (i) von Lemma 4.18 das Ap-
proximationsresultat (iii) auf konzentrischen Boxen iteriert werden, was auf exponentielle
Konvergenz fiihrt.

Lemma 4.19. Sei Cypp, die Konstante aus Lemma 4.18 und ¢,k € (0,1), R € (0,2 diam(12)),
k € N sowie I, C I' von der Form (2.34). Weiters sei angenommen, dass

h< Kq

- ) 4.60
R ~ 64k max{Capp, 1} (4.60)

Dann existiert ein endlich dimensionaler Unterraum Wk von Hh,O(B(l-H{)Ra I',) mit Dimen-
ston

— 1 -1\ 4
dim Wy, < Cgim < K ) kd+17
q
sodass fiir alle v € Hpo(Batryr, Lp) gilt

‘min \/Ell[anv] [ nw]HL2 (BrnT,) = min \FH[ O] — [8nw]”L2(BRﬂF) (4.61)
weWy, wGWk
R R
< Clow h wﬂelgflk lv - w|||h (1+x/2)R < Clow hqk |||U|||h,(1+n)R

Die Konstanten Cgim, Clow > 0 hdngen nur von 2, d, p und der ~v-Formregularitdt von &,
ab.

Beweis. Seien Bg und B s, g mit §; := r(1 — zj—k,) fiir j = 0,..., k konzentrische Boxen.
Es gilt kK = 60 > 61 > -+ > d = §. Im Folgenden wird das Approximationsresultat

. . . . _ /{qR .
aus Lemma 4.18 auf den Boxen B(14;)r iteriert. Wir wihlen H = S0 max[Co 117 womit

h < H gilt, und wenden Lemma 4.18 an mit ]A?i = (1+6;)R und gj = ﬁ < 3. Wegen
Voraussetzung (4.60) gilt Q < 16 Die Tatsache 0,1 = J; + o liefert, dass (1 +4;-1)R =

(1+26; )RJ, und unsere Wahl von H impliziert £ 5 < . Daher liefert Lemma 4.18 fiir j = 1

eine Approximation w; in einem Unterraum W1 von Hpo(B (1461) r>1'p) mit Dimension

dim W1 < Capp <%) = Capp <%) mit der Eigenschaft

1426 (h H
o~ wall 1y = I = w7, < o= <i%1 + El) Foll, 142507
H 1+ 251
< 20,
> Pp(l + 61)R 51 ||| ”’h (1+5o)
kH

= 8Capp 1 (14 200) [Vl 14i)p < @MVl (14007 -

Da v, s, — w1 € Hao(Ba+s,)r,I'p), kann Lemma 4.18 auf v — w; angewendet werden
und liefert eine Approximation wy an v —w; in einem Unterraum W2 C Hp o(B(145,)r> L)

d
mit dim Wa < Ciapp ((1—?)1%) . Mit der selben Argumentation wie bei j = 1 folgt

o — w1 = wally 1458 < allv = wrlly 116y < 0 Bollninr
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Fiihrt man diesen Prozess (k — 2)-mal weiter, so erhilt man eine Approximation w :=

—~ —~ d
Z?Zl w; im Raum W, := 2?21 W;, dessen Dimension mit dim Wy, < Cyppk (%) <
Caim((1 + £~ 1719k beschriinkt ist und der Approximationseigenschaft

lo —w

~ k
h,(14K/2)R — flv— w|||h,(1+6k)R <q |||U”|h,(1+n)R‘

Da wegen (4.60) die Voraussetzung h/R < r/4 erfiillt ist, konnen wir Lemma 4.16 anwen-
den, um schliefllich die Abschétzung

~ ~ R -
\/H||[8nv] - [8nw”|L2(BRﬂF) <C[V(v- w)HLZ(B(lJm/Q)R) < Cﬁ flv— w|||h,(1+/-;/2)R
zu erhalten, was das Lemma beweist. ]

Wir sind nun in der Lage, das Hauptresultat in diesem Abschnitt, Proposition 4.12, zu
zeigen.

Beweis von Proposition 4.12. Wir wahlen x = ﬁ, womit dist(B(1+K)RT, Bpg_) > 0 aus der
Definition der Bounding-Boxen (Definition 2.7) sowie der Zulissigkeitsbedingung (2.24)
folgt. Wir werden nun den Raum W}, definieren, wofiir wir zwei Félle unterscheiden.

Rq

Fall 1: Die Bedingung (4.60) ist nicht erfiillt, es gilt also RLT > Glhmax]Copy 1T

Dann setzen wir Wy, := {®|Bg,Ar: @ € SPO(&,)}, und das Minimum in (4.44) ist kla-

rerweise gleich Null. Die Wahl von x sowie RLT > liefern fiir die Dimension

Kq
64k max{Capp,1}
von Wy, dass

— RN\ 64k Capp, 11471 _
dim W, < <h> ,S( ma};{q ppP }> ~ ((1+n)q_1k)d 1
S/ (2 + n)dqfdderl'

Fall 2: Die Bedingung (4.60) ist erfiillt mit R = R;.
Das Potential u = V¢, mit der Galerkin-Losung ¢, € SP9(&),) aus (3.39) erfiillt u €
Hn,o(B(14x)R,, '), womit Lemma 4.19 auf u angewendet werden kann. Mit dem Raum Wy,

aus Lemma 4.19 setzen wir nun Wy := {[0p@] : @ € Wy}. Die Sprungbedingungen des
Einfachschichtpotentials aus Satz 3.11 fithren somit auf

R ~
min —w = min ||[0pu] —w < ST gk WV H‘ . (4.62
melﬁf\k 16n — @l 125y, Ary ﬁ?eka [[Onu] = @l 25, Ar) S 13724 on R, (4.62)

Die Elliptizitéit des Einfachschichtoperators (3.34), die diskrete variationelle Randintegral-
gleichung (3.39) sowie die inverse Ungleichung \/EH(bhHLQ(F) S onll g-1r2(ry aus (2.13)
liefern

6n 13120y S (Vons Sn) raqry = (f2 ) 2y = <H%2f, ¢h>L

S V2|

o |ty o (1

@) 108l gr—1/2(r) -
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4.5 Die hypersinguldre Integralgleichung

Weiters folgt aus der Beschriinktheit des Einfachschichtpotentials V : H—/2(T") — H! (RY)
aus Proposition 3.11 sowie RL < 1, dass

‘HV@L‘H ()R < 2 (1 + ) H (bhHHl (Ban) ~ (1 + ];) 16l g-172(r)

1 _ 2
< <1+R>h I/QHH% oy

Einsetzen in (4.62) fiihrt mit der Annahme R, < 2diam(2) auf

< (R, + 1)h 2k HHF

R L=
min {|¢n — Wll g2, ar) S qu )HV‘“

wEWk h,(1+K)Rr

Shig HH%Q

und die Dimension von Wk ist beschrankt durch

1+ k71

d
dim W, < Cim ( ) kT = Cyim (2 + ) gk

Das beendet den Beweis der ersten Ungleichung in (4.44). Die zweite Ungleichung in (4.44)
folgt direkt aus der L?(T')-Stabilitiit der L?(I")-Orthogonalprojektion. O

4.5 Die hypersingulare Integralgleichung

In diesem Kapitel wird eine niedrigdimensionale Approximation an die Galerkin-Losung der
hypersinguldren Integralgleichung aus (3.45) mit Hilfe der in Abschnitt 4.1 beschriebenen
Schritte konstruiert. Das Hauptresultat ist in folgender Proposition zusammengefasst.
Proposition 4.20. Sei 7 x o ein Cluster-Paar und Br_, Br, zugehiorige Bounding-Boxen
gemdf3 Definition 2.7, wobei R, < 2diam(f2). Sei ¢ € (0,1) und fir fires n > 0 die
Zuldssigkeitsbedingung ndist(Bg,, Br,) > dlam(BRT) erfullt. Dann existiert fir jedes k €
N ein Unterraum Wk C SP1(&,) mit dim Wk < Cgim(2 4+ 1)%q k%, sodass fiir beliebiges
f € LA(T') mit supp f C Bg, NT fiir die Lésung ¢y, von (3.45) folgt

mg} |¢n — @l z2(Bx. Ary < Choxh —1/2 k”HF 2@y < Choxh —1/2 kaHL2 (4.63)

weWp

Die Konstanten Cgim, Chox > 0 hdngen nur von 2, d, p und der v-Formregularitit der
quasiuniformen Triangulierung &, ab.

4.5.1 Orthogonalitat

Seiu = K ¢y, das Doppelschichtpotential, dann gilt —yi"*y = W¢y,. Fiir rechte Seiten f mit
supp f C Bg, NT liefert die Gleichung (3.45) mit der Zulissigkeitsbedingung und einem
kleinen « > 0, dass

— (W Yn) oy + A (U 1) pary = 0 Vi, € SPH(E) mit supp vy, C Baygr, NT
(4.64)

Also ist die Normalenableitung des Doppelschichtpotentials auf B(;4.)r, N1 orthogonal -
bis auf einen eindimensionalen Term - zu stetigen stiickweisen Polynomen von Grad p.
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4 Niedrigdimensionale Approximation

4.5.2 Die Approximationsraume H,(D) und H;o(D,T',, 1)

Wir werden wie in Abschnitt 4.4.2 einen geeigneten Approximationsraum definieren, der
gewisse Eigenschaften des Doppelschichtpotentials widerspiegelt. Um die Approximati-
onsrdume formal korrekt zu definieren, miissen Spuroperator und Konormalenableitung
lokal definiert werden.

Definition 4.21. Sei D C R¢ eine offene Menge. Die Einschrinkungen des inneren und
duferen Spuroperators ¥, 7§ auf DNI sind Operatoren v{™|par : H'(D™) — L2, (DNI)
und v§* | par : HY(DT) — L2 (DY), die folgendermaflen definiert werden: Fiir jede relativ
kompakte Menge U C D NT' wdhit man eine Abschneidefunktion n € C§°(D) mitn =1 in
U. Dau € HY(D™) impliziert, dass nu € H'(Q), haben wir " (nu) € HY?(T) und daher
ist die Einschrinkung auf U wohldefiniert und eine Funktion in L*>(U). Klarerweise hingen
die Werte auf U nicht von der Wahl der Abschneidefunktion n ab. Der duflere Spuroperator
Yé" | prr ist in analoger Weise definiert.

Um die Finschrinkung der inneren und dufleren Konormalenableitung einer stiickweise
harmonischen Funktion v € H'(D\T) zu definieren, sein € C>®(RY) eine Abschneidefunk-
tion mit suppn C D und n = 1 auf einer kompakten Menge U C D. Dann ist die innere
Konormalenableitung 4™ (nv) wohldefiniert als Funktional in H='/?(T), und wir definieren
yity|y als das Punktional

(Olu, @) = (W) @) Ve € HYA(I), suppyp C U.

Diese Definition hdingt abermals nicht an der Wahl der Abschneidefunktion n solange n = 1
auf U gilt. In analoger Weise lisst sich die Finschrinkung der dufleren Konormalenablei-
tung definieren.

Eine lokale Definition fiir den Sprung der Normalenableitung findet sich in Definiti-
on 4.13. Mit diesen Beobachtungen kénnen wir nun den Approximationsraum Hp (D) C
H'(D\T) definieren als

Hu(D) = {ve HYD\T): v ist stiickweise harmonisch, [0,v]| pnr = 0,
3o € SP1(&) s.d. [40v]|par = U] par}-

Das Potential u = K¢y, erfiillt u € Hp (D) fiir jedes Gebiet D; wir werden nachfolgend D
als eine Bounding-Box Bpr mit Seitenldnge R > 0 wihlen.

Das nachfolgende Lemma zeigt, dass fiir stiickweise harmonische Funktionen die Ein-
schrinkung der Normalenableitung eine Funktion in L? auf einer kleineren Box ist, und
liefert eine Abschitzung der L2-Norm.

Lemma 4.22. Seien § € (0,1) und R € (0,2diam(Q2)) so gewdhlt, dass % < 8. Seien B,
B115)r #wei konzentrische Bozen gemdfl Definition 2.10 mit Seitenlingen R und (1+6)R.
Dann existiert eine Konstante C > 0, die nur von ), d, p und der v-Formregqularitit der
quasiuniformen Triangulierung &y, abhingt, sodass fiir alle v € Hp(B(145)r) gilt

. 1
in —-1/2
H71 thLQ(BRmF) <ch Y <va’L2(B(1+5)R\F) T OR HUHL2(B(1+5)R\F)> : (4.65)
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4.5 Die hypersinguldre Integralgleichung

Beweis. Sein eine Abschneidefunktion geméf Definition 2.16 mit D1 = B4 /2) R und Dy =
B(146)r- Wie in Bemerkung 2.17 beschrieben sowie wegen der Voraussetzung 2 5 < ¢, kénnen
wir ity = 48y € SH1(&),) annehmen. Sei 2 := K (vt n[yov]). Mit den Sprungbedmgungen

[0n2] =0, [v02] = 10" n[ov]

und da v stiickweise harmonisch ist, erhalten wir, dass die Funktion v — z harmonisch auf
der Box B(145/2)r ist. Also ist jede Komponente von w := V(v — 2) ebenfalls harmonisch
auf B(115/2)r und erfiillt somit eine klassische Caccioppoli-Ungleichung

1

||vaL2(B(1+5/4)R\F) N SR ||wHL2(B(1+5/2)R\F) )

(4.66)
Ein kurzer Beweis dieser Ungleichung kann beispielsweise in [BH03] gefunden werden.
Wir benétigen eine weitere Abschneidefunktion 77 geméfl Definition 2.16 mit Dy = Bp

und D2 = B(,5/4)r- Die multiplikative Spurabschitzung aus (2.3) liefert gemeinsam mit
(4.66) und dR < 2diam(Q2) auf Grund der Annahmen an J, R, dass

mt
H7 (nw HL2 (BrNI') ~ H77w||L2 (Bats/4)r\D) + ||77w||L2 B(its/4r\D) ||V(77w)||L2 Bays/ar\l)
S Hnw||L2(B(1+5/4)R\F)
_ 1 v
+ |’77wHL2(B(1+6/4>R\F) SR HwHLQ(B(Hé/zL)R\F) +l wHLQ(B(1+6/4>R\F)
1 2
< -
~ (SR ||w||L2(B(1+5/2)R\F) ’
Wegen 1"z = " K (v§"nlov]) = W (3{*n[yov]) kann daher die innere Konormalen-

ableitung von v abgeschatzt werden durch

o/l ooy < I nllzagary + 17220
1
S ﬁ"w‘|L2(3(1+5/2)R\F +HW 0" fvaHLQ(BRﬁF)'

Aus der Stetigkeit des hypersinguliren Integraloperators von H!(T') nach L?(T") aus Propo-

sition 3.11 sowie der inversen Ungleichung (2.15) - (7in)[yov] ist ein stiickweises Polynom
in Sp+1’1(5h) - folgt

1 in
UHLQ(BROF) S \/ﬁ ||w”L2(B<1+6/2)R\F) + H(VO t,r/)h/ofu]HHl(F)

1
757 (902 + 1920 220000

int

I

N

A2 (16 ) Dov]| gy -

Die Stetigkeit des Doppelschichtpotentials von H/2(T") nach H'(£2) impliziert nun gemein-
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4 Niedrigdimensionale Approximation

sam mit der Spurungleichung (2.2), dass
int

Il 2 ppory S hot? (\|VUHL2(B(1+5/2)R\F)+H(%ﬂtﬂ)[’mv]HHuz(r)>

< h1/2 (||VUHL2(B(1+6/2)R\F) - ”77U||H1(B<1+5)R\F)>
) 1
S h i <|VU||L2(B(1+6)R\F) T R ||UHL2(B(H6)R\F)> ’
was den Beweis beendet. i

Die Orthogonalitit aus (4.64) charakterisiert nun den Raum Hj, o(D, T, pt) fiir eine Teil-
menge I') C I" der Form (2.34) als

Hpo(D,Tp, 1) := Hp(D) N {v € HY(D\T): supp[yov]|prr C T, (4.67)
(V"0 prr, ¥n) = p (Yn, 1) Vop, € S (Ex) mit supp ey, € DT}

Lemma 4.23. Die Riume Hp (D) und Hpo(D,Tp, i) sind abgeschlossene Unterrdume von
HY(D\T).

Beweis. Sei (v7)jen C Hp(D) eine Folge, die zu einer Funktion v € H'(D \ T') konver-
giert. Aus der Definition des Sprunges [vov’]| par und der Stetigkeit des Spuroperators von
H'() nach L*(T) erhalten wir, dass die Folge [y0v’]|par in L (D NT) gegen [y0v]| par
konvergiert, und da der Raum SP+!(&;,) endlich dimensional ist, folgt [yov]| par = 0| par mit
einer Funktion v € SP1(&,).

Weiters gilt fiir ¢ € C5°(DF)
(V0. V) r2(pyr) = Jim (V7. Vo) a ) = 0.
also ist v stiickweise harmonisch auf D\T'. Mittels Definition 4.13 und dem selben Argument
erhalten wir [0,,v]| pnr = 0, und daher ist H, (D) ein abgeschlossener Unterraum. Der Raum

Hno(D,Tp, i) ist schlieBlich abgeschlossen als Schnitt von abgeschlossenen Réumen. [

Fiir eine Box Bgr mit Seitenlédnge R definieren wir auf H,(D) die folgende Norm

b\’ 1
in = () 1900 man + 72 Plwan

welche fiir festes h dquivalent zur H'(Bg\T')-Norm ist. Weiters ist die orthogonale Projek-
tion Ty gy = (H' (BR\D), I-lln.z) = (Hno(Br,Tp, 1), Il z) Wegen der Abgeschlossenheit
von Hp,0(Br, Iy, 1) wohldefiniert.

4.5.3 Caccioppoli-artige Ungleichung

Das nachfolgende Lemma zeigt ein diskretes inneres Regularitétsresultat fiir Funktionen in
Hn,0(B(1+4s)rs L'ps 1), dhnlich zu Lemma 4.17.
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4.5 Die hypersinguldre Integralgleichung

Lemma 4.24. Seien § € (0,1) und R € (0,2diam(Q)) so gewdhlt, dass % < g, und
I'y € T' won der Form (2.34). Seien Bp, B(14s)r 2wei konzentrische Bozen und p € R.
Dann existiert eine Konstante C > 0, die nur von 0, d, p und der ~v-Formregularitit der
quasiuniformen Triangulierung &, abhdngt, sodass fiir alle v € Hpo(Batsr, Lp, 1) gilt

146
IVl 2gry < C ( 5 lolln,146yr + (1 + §)R)\-1/2 W) (4.68)

Beweis. Sei n eine Abschneidefunktion gem&fl Definition 2.16 mit Dy = Br und Dy =
B(145/2)r- Wie im Beweis von Lemma 4.22 nehmen wir zusétzlich an, dass Aty = ¥ty €
SH1(&,) ein stiickweises Polynom von Grad 1 auf jeder Zusammenhangskomponente von

[' N B(14s)r ist. Da v stiickweise harmonisch ist und [8nv]]3(1+5)Rmp =0, folgt

IV ey = [ VoV + o Vol da
B14s)r\T

— <'ymtv n ['yov]>Lz(p) +/ v? \Vn|2dx. (4.69)
Bays)r\T

Hier ist die auf B(; sr NI definierte Funktion Yt yn2[yov] abermals implizit mit Null
fortgesetzt, und somit als Funktion auf ganz L?(T") definiert. Wir behandeln zunchst das
Oberflidchenintegral. Mit dem nodalen Interpolationsoperator Jp, aus (2.23) und der Ortho-
gonalitét aus (4.67) erhalten wir

(1o, n% ov]) 2 ry = (10, 1 [r0v] = (P [v0v])) ey + 1 (I (m? [100]), 1) oy » (4:70)

da supp Ji(n*[yov]) C B4s/2)r N T, auf Grund der Lokalitét von J;, und der Vorausset-

zung % < % gilt. Die Approximationseigenschaft (2.23) fithrt mit Lemma 2.18 und der
inversen Ungleichung (2.14) aus Lemma 2.5 auf

0] = TP o)) [3aey < W23 o] B )

E€é&y,
1 1
< p2+) Z; ((5R)2 1100 770y + GR) \[yov]@p_l(EJ
E
Eﬂsuiphn#@
- P 2 Rt )

Mit der Spurungleichung folgt

ext

Inborllreey = [ 0r) = 48" 0|3 ey

10112 + IV ()12 + 101720y + IV (1) 172 e

IN A

HUH%Q(B(H(;)R\F) + \|V(77U)||%2(B(1+5)R\r) : (4.72)
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Sei 7 eine weitere Abschneidefunktion geméf Definition 2.16 mit Dy = B4 s/2)g und
Dy = B(145)r- Dann liefert die multiplikative Spurabschitzung (2.3)

2 ~ 2
I[vov] HL2(B(1+,;/2)RQF) < |17lvov] HL2(F)

I
S 57 Ilzesg 5y T 102255 ) IVOlE2B gy ey - (473)

Wir wenden Lemma 4. 22 an mit R=(1+6/2)Rund 0 = 2L+6’ sodass (1+0)R = (1+0)R.

Die Voraussetzung ’i <2 gllt wegen der Annahme h < 5 . Gemeinsam mit (4.71) — (4.73)
fithrt das auf

int

i, g2 b0e] = Do) o) < 0l o I B00] = 20D g
1
< (190l s + 57 10200 ) (.7

h
32 (192 + 17023 )

h3/2 1 1/2 Vol
+ (0R)? ((5R)1/2 HUHL2(B(1+6)R\F) - HnU”L2(3<1+5>R\F I HL2 (Ba+s)r\I)

Fiir den letzten Term verwenden wir die Young’sche Ungleichung mit Young-Exponenten
4/3 und 4, woraus

h3/2 3/2 1/2 < h? voll2 1 2

(6R)? IVo ||L2 (Ba+6)r\I) ||UHL2(B(1+6)R\F) ~ (6R)? I U||L2(B(1+5)R\F)+<5R)2 HU||L2(B(1+6)R\F)
sowie

h3/2 1/2 || H3/2 h? 2 ht/3

(5R)3 H ||L2 B(l é)R\F v LQ(B(1+6)R\F) 5 ((5R)2 ||VU||L2(B(1+5)R\F) ((SR)IO/?’ HU”LQ(B<1+5)R\F)

folgt. Fiir die iibrigen Terme in (4.74) hefern die Young’sche Ungleichung mit Young-
Exponenten 2 und 2 sowie die Annahmen h <g % und R < 2diam(€) somit

| (™0, 1% [v0v] — Ju(*[00])) £2(r)|

2

h 2 1 2 1 2
< Ogme VoI s mn + O Ry Wb mn) + 7 V002250 pr

Der letzte Term in (4.70) kann mit (2.23), n < 1 und den vorherigen Ungleichungen (4.71)
— (4.72) abgeschétzt werden durch

‘ (In(*[rov]), 1) 1 F)( < )u(n %00) 1) 1o ‘+‘M *lov] — Jh(n2[’700])71>[/2(p)‘
< 1l [Baassyr 0T ([ hov HLQ(F)Jan ov] = Ja (2 bov])l| o )
< Jpl (1 +0)R)4—1/72 (Hn ool oy + Y2 In*ov] HHI/Q(F)

S 1l (1 + RS (ol o,y ey + IV 00 280 ) -
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4.5 Die hypersinguldre Integralgleichung

Anwendung der Young’schen Ungleichung fiihrt auf
_ 1
‘,u (Jn(n*[vo)), 1>L2(p)‘ < C((L+ )R | + CW ||UH%2(B(1+5)R\F)

1 2
+ 1 IV 25, 5 ) -
Setzt man die vorherigen Abschétzungen in (4.70) ein, so erhilt man

‘< 1nt

Y P ov]) ey < ™

o, ov] — Ja(n*[vov])) 2y | + ‘M<Jh(772[’YOU])»1>L2(F)‘

h? 9 1 2
< CW ||VU||L2(B(1+5>R\F) + CW HUHLQ(B(H&)R\F)

3 1
FO+DRTH il + 5 IV Oz,

Einsetzen in (4.69) und Subtraktion von } ||V(nv)||%2( Bl1ss)r\D) fithrt schlussendlich auf

2 2
IVUlIZ2 By < IVO0)IZ2(8, 45 0\
h? 9 1

2 d—11 |2
= W ||VU||L2(B(1+5)R\F) + W HUHLQ(B(H(;)R\F) +((1+0)R) \ul?,

was den Beweis beendet. O

4.5.4 Niedrigdimensionale Approximation in 1, ,(D,I',, 1)

Mit Hilfe von Scott-Zhang-Interpolation auf einem groben Gitter und Orthogonalprojektion
wird in diesem Abschnitt eine niedrigdimensionale Approximation an die Galerkin-Losung
konstruiert. Im Gegensatz zu Abschnitt 4.4.4 sind Funktionen in #Hp o(D,I',, ) nicht not-
wendigerweise stetig {iber dem Rand I', weswegen eine zusétzliche Annahme an das grobe
Gitter getroffen werden muss.

Wir betrachten eine y-formregulére Triangulierung SH von R?, die an Q angepasst ist.
Speziell nehmen wir also an, dass fiir jedes E € EH entweder E C Q oder E C Q° gilt,
und dass die Einschrankungen & H]Q und £ H|Q ~-formreguldre, regulédre Triangulierungen
von  beziehungsweise Q° mit Gitterweite H sind. Auf dem stiickweise reguléren Gitter
Ey definieren wir die Scott-Zhang-Projektion Iy : H(R?\ T') — Spi (Ex) ={v : v|g €
S (Exla) und vlge € ST (Exlge)} stiickweise als

int .
IHv:{ Ifv fire € Q, (4.75)

ext
I sonst,

wobei I}_‘}t, I& die Scott-Zhang-Projektionen fiir die Gitter §H|Q und gH\ﬁc bezeichnen.
Da Iy eine stiickweise Scott-Zhang-Projektion ist, gelten die Approximationseigenschaften
aus (2.21) und fithren auf die folgende Abschitzung

0feey  falls ECQ

_7 2 < O H2(t—m) —c
v = Tl 3m gy < falls E C Q

o2 0<m<l<1.  (4.76)
v

HY(WE)
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4 Niedrigdimensionale Approximation

Hier ist
w%:U{E’eme : EﬂE’;«é(D}, wgc:U{E’enggc : EﬂE’;«é@}.

Die Konstante C' > 0 aus (4.76) héngt nur von der y-Formregularitit der quasiuniformen
Triangulierung £y und der Dimension d ab.

Lemma 4.25. Seien § € (0,1) und R € (0,2diam(2)) so gewdhlt, dass & < % und Bp,
B14s)rs B(1+2s)r konzentrische Boxen gemdf$ Definition 2.10. Sei I'y C I' von der Form

(2.34) und p € R. Sei Ey eine ~v-formregulire Triangulierung von Rd mit Gitterweite H,
die an 0 angepasst ist, wie obig beschrieben, und g < i. Sei Iy : HY(R\T) — Spu (En)
die stiickweise Scott-Zhang-Projektion definiert in (4.75) auf der an Q angepassten, -
formreguldre Triangulierung Ep. Dann existiert eine Konstante Cypp > 0, die nur von €2,

d, p und der v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierungen &, und gH abhdngt,
sodass fiir v € Hpo(Batas)rs Lps 1t) gilt:

1. (v—Hprulav)| By € Hio(Br,Tp,0);
d
2. dimW < Capp (%) , wobei W := Hth#IHHh,O(B(H%)R,Fp,,u);

5. W0 =TT rvly g < Capp (5 + 5) (22 Wolly 105y + (L 20)R)4D/2 ] ).

Beweis. Fiir u € Hpo(B(1426)rs Lps ) haben wir auch u|g, € Hpo(Bgr, 'y, 1) und somit
Uy, gy (U Bg) = ulBg, was 1. liefert. Die Aussage 2. folgt aus dim IgHp o(B(1425)r, L p» 1)
(1 +26)R/H).

Wir wenden Lemma 4.24 an mit R = (1+6)R und § = 2 5 s gilt (1 +6)R = (1+20)R,
und die Voraussetzung % < g folgt aus 8h < R = SR. Daher erhalten wir aus der Lokalitit
und den Approximationseigenschaften (4.76) der Scott-Zhang-Projektion

~

2 2 2
lu = Thrplrully, = 1Mk rp (v = IHWl;, g < v — Inull, g

A% 1

— () 190 D) sy + g2 = Tl
2 9 2 2

S 78 IVl + 7 190 E20,0m0)

h  H (1 +20)? d—11, 2
< (5 2) (M2 g+ (0 200 ).
was den Beweis von 3. beendet. O
Mittels Iteration auf konzentrischen Boxen sowie der multiplikativen Spurungleichung

erhélt man nun eine exponentiell konvergierende Approximation an den Sprung [yov] einer
Funktion v € Hp o(B(i4x)r, Lps 14)-
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4.5 Die hypersinguldre Integralgleichung

Lemma 4.26. Sei Cyypp, die Konstante aus Lemma 4.25 und ¢,k € (0,1), R € (0,2diam(12)),
k € N sowie I, C T' von der Form (2.34). Weiters sei angenommen, dass

h< Kq

= _ 4.77
R = 32k max{Capp, 1} (477)

Dann existiert ein endlich dimensionaler Unterraum Wk von Hh,O(B(HN)R,I‘p,M) mat Di-
mension

— 1 -1\ 4
dim Wy, < Cgim ( T ) A
q
sodass fiir alle v € Hpo(B(i4r)r, Lp, 1) gilt
Eng,l ”[’YOU] - [70'&7] HLQ(BRHFP) < C’lowl%(l + H)h_l/Q ~HIIAI/1 |||U - ﬁj’”h,(ler/Q)R
weWy, weWy,

< Ciow R(L+ 024 ([0l 1 + (L4 0)R)D2 )

Die Konstanten Cgim, Clow > 0 hdngen nur von €2, d, p und der ~v-Formregqularitit der
quasiuniformen Triangulierung &, ab.

Beweis. Seien Br und By s, g mit §; := r(1 — QJ—k) fiir j = 0,..., k konzentrische Boxen,
. o R
wobei k = dg > 01 > --- > 6 = §. Wir wihlen H = W{Cﬂ,pu? woraus h < H folgt.

Wir wenden Lemma 4.25 an mit R= (1 + d;)R und g] = <. Wegen Voraussetzung

5 (155
(4.77) gilt f% <% Dagj_1 =8+, gilt (14+6;_1)R = (1+2;) R, und unsere Wahl von H
impliziert Q < Q. Dabher liefert Lemma 4.25 einen Unterraum Wy von Hp, o(B(145,)r, L p, 14)

d
mit dim Wy < C ((HR)R) und ein Element w, € W7, sodass

H <1+251

lo = willy6yr < G TR\ 3 ol 1450y + (14 0) R) =72 \u\)

kH ~ 0
= 8Cupp (14 201) (nwmh,(lw b (a2 w)

%,
< qf

((1+ R)R) D2 ).
Da v—w1 € Hpo(B(1+46,)r ['p,0), kann Lemma 4.25 abermals angewendet werden (diesmal
mit x4 = 0) und wir erhalten eine Approximation wo an v —wy in einem Unterraum Wy von

d
H10(B(11,) 1> T, 0) mit dim Wy < C (%) . Analog zum Fall j = 1 folgt

o = w1 = wally 1 yr < 400 = 0l iy < 6 (10l g r + L+ DR 1))

Fiihrt man diesen Prozess (k—2)-Mal fort, so erhélt man eine Approximation w := Z§:1 wj

—~ — d
in einem Raum Wy := Z?:l W; mit Dimension dim W, < Ck <%) = Caim((1 +
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4 Niedrigdimensionale Approximation

kg )k sodass

o = @y sy = 10 = @1 < 0 (Bl imn + (1 B2 |ul) . (478)

Der letzte Schritt ist die Anwendung der multiplikativen Spurabschitzung (2.3). Mit einer
Abschneidefunktion 1 gemif Definition 2.16 mit D1 = Br und D2 = B(1,/2)r erhalten
wir fiir z € H'(Byx/2)r \ T)

Iv02llZ2(saer) < o) Z2my S 2l L2@eyey 12l ey
1

2
S EHZHL%B(H-&M)R) + ”ZHLZ’(B(HH/Q)R)HVZHL?(B(HK/Q)R\F)
1 2 —1 2 2
S EHZHLZ(B(HK/Q)R) +h ||Z||L2(B<1+n/2)R) + thzHLQ(B(H—n/Z)R\F)

S+ 5/2R) B 2l 12y

wobel im letzten Schritt die Annahme % < 1 benutzt wurde. Verwendet man diese

Abschétzung fiir z = v — w gemeinsam mit (4.78), so folgt schlielich

min [[hot] = ol z2sger) < Clow(1+ 1) RA 2" ol 1y + (L )R]
weWy,

womit das gewiinschte Resultat gezeigt ist. O

Bemerkung 4.27. Der Beweis von Lemma 4.26 zeigt, dass ein Approximationsresultat in
der HY2-Norm ebenfalls erreicht werden kann, man aber einen zusitzlichen Faktor h™—'/?
einbifit. Mit der Abschneidefunktion n, die im letzten Schritt des Beweises von Lemma 4.26
verwendet wurde, erhdlt man fir z € Hl(B(l_i_H/Q)R \I') die Schranke

100 172y S Inzllm ey S (14 5/ 2RE el gy,
Also folgt fiir den Raum Wk aus Lemma 4.26, dass

min [0 (1w = @)l 1/2(0) S Clow (1 + WIREG (ol 1y + (1 )R 2]

weWy
und somit das gewtinschte Approximationsresultat in H 1/2,
Wir kénnen nun das Hauptresultat dieses Abschnittes, Proposition 4.20, zeigen.

Beweis von Proposition 4.20. Wir wihlen k = was dist(B(14x)R,, Br,) > 0 liefert.

_1
1+n>
Bei der Definition des Raumes W), unterscheiden wir zwei Falle.

Fall 1: Die Bedingung (4.77) ist nicht erfiillt, es gilt also RLT > m.

Dann setzen wir W 1= {@|gy nr: @ € SPH(E)}, und das Minimum in (4.63) ist kla-
rerweise gleich Null. Die Wahl von x sowie RLT > m liefern fiir die Dimension
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4.5 Die hypersinguldre Integralgleichung

von Wy, dass

— RN\ 32k Capp, 11971 _
dika5<h> 5< mic{ Capy }> ~ (14 )tk

Rq
S (2 + n)dqfdderl.

Fall 1: Die Bedingung (4.77) ist erfiillt mit R = R,. Sei u = K ¢n das Doppelschichtpo-
tential mit der Galerkin-Losung ¢y, € SP1(&,) aus (3.45), dann gilt u € Hno(Batr)r, > L' An)-
Mit dem Raum W}, aus Lemma 4.26 setzen wir W), := {[yo®@] : @ € Wj}. Wir wenden Lem-
ma 4.26 auf u an und erhalten

min ([bou] = @l ry S (1 RR, A (mf@sh + |Ahy> (4.79)
weWy,

h,(14+k) R~

Wir erinnern an Abschétzung (3.47), die

1énll ey +

besagt. Weiters liefern die Stetigkeit des Doppelschichtpotentials K:HY 2T) — H}

s loc<Rd)
und 7 < 1

1ol iy = 201+ 7) 1RO,

1
< <1+ o >||<Z>h||H1/2(F) <1+> HH

Einsetzen in (4.79) und R; < 2diam(f2) sowie £ < 1 fiihren mit der Sprungbedingung
[You] = ¢p, aus (3.37a) auf

min ¢ — @2, oy S (L+K)R Y2 (H‘Kqﬁhm \Ah|>
wEVV;C (1+k)R

< (14 r8) (R + 1Ak HH%

< h2gk HH%Q

und die Dimension von Wk ist beschrankt durch

1+ k71
q

d
dim W, < Con ( > K G (24 1) g~ Tk

Das beendet den Beweis der ersten Ungleichung in (4.63). Die zweite Ungleichung in
(4.63) folgt aus der L*(T)-Stabilitit der L?(I")-Orthogonalprojektion. O
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5 Approximation von inversen Matrizen

In diesem Abschnitt werden die Hauptresultate, die Existenz von H-Matrix- Approximatio-
nen an die inversen Matrizen der Modellprobleme aus Abschnitt 3, gezeigt.

Betrachtet man ein zuléssiges Cluster-Paar 7 x ¢ mit Bounding-Boxen Br_, Br, und
den zugehorigen Matrixblock A~!|,, so kann eine Approximation an diesen Block wegen

FN ([0
7 =y

A—l

aus einer Approximation an die Galerkin-Lésung ¢; = Zd)zwi eingeschrankt auf Bp,
fiir rechte Seiten f mit Tréger in Bp, konstruiert werden. Eine geeignete Approximati-
on an die Galerkin-Losungen mit exponentieller Konvergenz wurde in Abschnitt 4 fiir die
Modellprobleme angegeben. Wir miissen also noch die Approximationsresultate auf Matri-
zen iibertragen, was mit Hilfe von lokalen Varianten der Isomorphismen (2.8) und (2.11)
geschieht. Die grundlegenden Ideen hierfiir finden sich in [Bérl0a]. Schlussendlich liefert
das Zusammensetzen der blockweisen Approximationen dann die gewiinschten H-Matrix-
Approximationen an die Inversen.

5.1 Inverse FEM-Matrizen fiir elliptische partielle
Differentialoperatoren

In diesem Kapitel wird das Approximationsresultat aus Proposition 4.1 verwendet, um eine
Niedrigrangfaktorisierung fiir zulissige Matrixblocke der inversen Galerkin-Matrix A~! aus
(3.7) zu konstruieren. Die Existenz und exponentielle Konvergenz der Faktorisierung ist im
nachfolgenden Satz 5.1 formuliert.

Satz 5.1. Sei der Zuldssigkeitsparameter n > 0 fiziert, ¢ € (0,1) und das Cluster-Paar
T x o n-zulissig. Dann existieren fir jedes k € N Matrizen X o € RITXT Y € RIFIXT mjt
mazimalem Rang r < Caqim(2 + 1)%q~ k™1, sodass

HAil |’T><0' - XTJYZ

0H2 < Oaprqu‘ (51)

Die Konstanten Capx, Caim > 0 hdngen nur vom Randwertproblem (3.3), Q, d, p und der
~v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Ty, ab.

Beweis. Falls Cgi (2+7)%q~ k%" > min{|7|, |o|}, verwenden wir den exakten Matrixblock
X, = A7 xo und Yo, = I € RIZXIOl im Fall min{|7|,|o|} = |o| und X,, = I € RI7IxI7l
und Y, = A7Y|,, fiir min{|7|,|o|} = |7|.
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5 Approximation von inversen Matrizen

Falls Caim (2 + 7)%q~ 94! < min{|7|,|o|}, werden die Faktoren X,,, Y, mit Hilfe des
Approximationsresultats von Proposition 4.1 konstruiert. Hierbei definieren wir fiir einen
Cluster r C Z

RT:={xeRY :x;=0Vi¢ r}, (5.2)
und wir schreiben x|, fiir den Vektor in Rl der nur die zu 7 gehorigen Eintriige von
x enthélt. Weiters seien \; stetige lineare Funktionale mit X;(v;) = d;;, wobei 6;; das
Kronecker-Delta bezeichnet. Wir verlangen zusétzlich die lokale Stabilitdtseigenschaft

H)‘Z(w)wZHLQ(Q) S Hw”LQ(suppzm) (53)

fiir w € L?(12), wobei die versteckte Konstante nur von der Formregularitit der Triangulie-
rung 75, abhingt. Fiir die Existenz von derartigen Funktionalen verweisen wir auf [SZ90].
Wir definieren Abbildungen

O, RT = SPYTwilp), x— Y x5, und A LX(Q) =R, wew, (54)
JET
Ai(w) falls i €7

0 - . Die Komposition ®,A; ist die

wobei W gegeben ist durch w; = {

Einschrinkung eines Interpolationsoperators mit Bild S5 ’1(7}“ I'p) auf w, gegeben durch
(2.33). Also folgt speziell fiir eine stiickweise polynomielle Funktion <z5 € Sp (Tn;T'p), dass
®.(Ard) = ¢lu,. Aus der Stabilitéitseigenschaft (5.3) folgt die L2(€2)-Stabilitéit des Inter-
polationsoperators ®7A7.

Fiir x € R” liefert (2.8) dann

ChY? x|y < | @+ () 2y < CRY? Il (5:5)

Die Adjungierte A% : RV — L%(Q) ~ L2(Q) von Az erfiillt wegen (2.8) und der L%
Stabilitat von ®7A7, dass

d/2 A
) (b, Azw), [PzAzW]| 20
| A%Db| = sup -———= S|b|, sup
A A fwerr) Il
Sh? ||bH2 :

Sei b € RM beliebig, dann definieren wir f := A%b|, und erhalten b; = (f, ;) 2(q) fr
it € o sowie supp f C Bpr, N ). Proposition 4.1 liefert einen endlich dimensionalen Raum
Wi, und eine Funktion @w € Wy, die die Galerkin-Lésung ¢p|p,_no auf der Box Bg, gut

approximiert. Hierbei sei erwéhnt, dass fiir die Konstruktion des Raumes Wk die Funktion
f irrelevant ist, der Raum héngt nur vom Cluster-Paar 7 x o ab. Die Abschétzung (5.5), das

Approximationsresultat aus Proposition 4.1 und HHL2fHL2(Q) = HA}bHB(Q) < h=%2|b]|,
liefern
1A7¢n = Ar@lly S B2 (1B (Ardn — Ar®) | p2ay S h™ Y2 bn = Bll 2y, o)

<hd/2kHL2 <h7dkb ]
~ )~ 7" |Iblf
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5.1 Inverse FEM-Matrizen fiir elliptische partielle Differentialoperatoren

Wir definieren den Raum .
W:={Aw : we W}
und setzen die Spalten von X, aus einer Orthogonalbasis von W zusammen. Dann ist der
Rang von X, beschriankt durch Cdim(2+77)dq_dk:d+1. Da XTUXZU die Orthogonalprojekti-
on auf W ist, erhalten wir die Bestapproximation von A, ¢y, in W durch z := X, , XL A, ¢y,
was auf
1Ar¢n — 2]y < |Arn — Ar]ly S h ™" [b]ly = Nag" |Ibll, (5.6)
filhrt. Da Ar¢p, = A~Y,xobls, liefert die Definition Y,, := A~!|T

rxoXrg, dass z =
X5 Y1 b|,. Mittels der Schranke (5.6) erhalten wir nun

H (AillTXU - XTUYZG‘) b‘UHQ 5 Nﬂqk ||b”2 : (5-7)
Der Raum W hiingt nur vom Cluster-Paar 7 x o ab, und da b € RV beliebig gewihlt war,
ist somit die gewiinschte Aussage gezeigt. O

Beweis von Satz 3.1. Satz 5.1 liefert Matrizen X, € RI7*" Y _, € RI“I*" und somit kann
eine H-Matrix By blockweise definiert werden mittels

X0 YL falls 7 X 0 € Pray,
B’H|T><cr =

A~ s sonst.
Auf jedem zuldssigen Block 7 x 0 € Pg, kann man die blockweisen Abschitzungen von
Satz 5.1 verwenden und erhélt

H(Ail - BH)‘TXO’HQ < Caprqu-

Auf nicht zuléssigen Blocken besteht By aus dem exakten Matrixblock der inversen Ma-
trix, und somit ist der Fehler gleich Null. Mit Lemma 2.15 folgt aus den blockweisen
Abschéatzungen schlussendlich eine Abschitzung fiir die gesamte Matrix als

|A™" = By], < Cy (Z max{[|(A™" = By)lrxo|y : 7 x 0 € P,level(r) = “)
=0

< CapxCspNag® depth(Tz).

Da 7 = Cgim(2 + 1)%q~ k%1, erhilt man mittels der Definition b = —C}j‘fﬁl) g+ (2 4

dim
_ _prl/(d+1 .
n)~¥(+d) > 0, dass ¢F = 7" /@D ind somit
1/(d+1)

HAil — BHHQ < CapXCSPNQdepth(TI)eibr ’

was den Beweis beendet. O

In den Beweisen von Satz 5.1 sowie Satz 3.1 treten die betrachteten Randbedingungen
nur in der Definition der lokalen Isomorphismen in (5.4) sowie bei der Anwendung des
Approximationsresultats aus Proposition 4.1 auf. Klarerweise lassen sich fiir das Neumann-
Problem und einer Basis von SP'}(7j,) lineare Funktionale \; sowie Abbildungen ®,, A, in
gleicher Weise konstruieren. Proposition 4.5 liefert ein analoges Approximationsresultat
an die Galerkin-Losung wie Proposition 4.1, womit die algebraischen Argumente aus dem
Beweis von Satz 5.1 auch ein Blockapproximationsresultat fiir einen zuldssigen Teilblock
von Axfll Ny x Ny liefern. Diese blockweise Niedrigrangfaktorisierung liefert wie im Beweis
von Satz 3.1 die gewiinschte H-Matrix-Approximation in Satz 3.3.
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5 Approximation von inversen Matrizen

5.2 Inverse FEM-Matrizen fiir die Lamé-Gleichung

In diesem Abschnitt wird, dhnlich zum vorherigen Abschnitt 5.1, die Existenz einer H-
Matrix-Approximation an die inverse FEM-Matrix fiir die Lamé-Gleichung, formuliert in
Satz 3.6, gezeigt. Wir starten mit einer Niedrigrangapproximation an einen zuléssigen Teil-
block von A~1.

Satz 5.2. Sei der Zuldssigkeitsparameter n > 0 fiziert, ¢ € (0,1) und das Cluster-Paar
T x o n-zuldssig. Dann existieren fir jedes k € N Matrizen X,, € RITX7 Y € Rl mit
Rang r < Cqim (2 + n)%q~ 4+ sodass

A ko = X Y1 ||, < Capxh ™" (5.8)

Die Konstanten Capx, Cdim > 0 hingen nur von Q, d, p, den Lamé-Konstanten X, p und
der v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung Ty, ab.

Beweis. Falls Cgip (2+n)%q %! > min{|7|, |o|}, verwenden wir den exakten Matrixblock
X, = A7 x, und setzen Y., = I € Rl im Fall min{|7|,|o|} = |o| und X,, =1 €
RITXIT und Y, = A=Y o fiir min{|7|, o]} = |7|.

Falls Cgim (2 + 7)%q~ %! < min{|7|, |o|}, konstruieren wir eine Niedrigrangfaktorisie-
rung mit Hilfe des Approximationsresultats aus Proposition 4.7. Seien hierfiir \; : L?(Q)? —
R stetige, lineare Funktionale mit Ai(v;) = d;; und [|Ai(W)9;ll 12() S 1WII 2 (supple, ) FiTr
w € L?(Q)%, wobei die versteckte Konstante nur von der Formregularitit der Triangulie-
rung 7j, abhiingt. Mit R™ := {x € R¥e : x; =0V i ¢ 7} definieren wir die Abbildungen

Ai(v) fallsier

. 2 d T = . —
Ar 2 L*(Q) =R, v— W, mitw; {0 sonst,

LOJ Sp’ ,X»—)ijzﬁj

JET

Weiters ist @A, ein Interpolationsoperator, der auf die Einschrinkung von Sg’l(ﬁl)d auf
w- = interior (|, supp |¢;|) abbildet. Speziell folgt fiir w € Sg’l(Th)d, dass . (A-(W)) =
W|w,. Fiir x € R” liefert (2.8)

ChY2 |xlly < [, (0 200y < CHY (1], (5.9)

was mit der L2-Stabilitit von ®7A7 auf die Abschitzung ||A3bl| 2oy Sh° /2 |b||, fiir den
adjungierten Operator A% : R¥™NVe — (L2(Q)?) ~ L2(Q)? von Az fuhrt.

Sei b € R¥a beliebig. Definiert man f := A%b|,, so folgt supp |f| € Bgr, N Q. Proposi-
tion 4.7 liefert nun einen endlich dimensionalen Raum Wk und eine gute Approximation
w € Wk an die Galerkin-Losung uy,| Br.no- Die Konstruktion des Raumes Wk ist hierbei

unabhéingig von f und hingt nur vom Cluster-Paar 7 x o ab. Mit (5.9), dem Approxima-
tionsresultat aus Proposition 4.7 und ||f[|;2q) < ||A§b||L2(Q) < h=%2||b||, erhalten wir

[Arup — Arwlfy W20 (Aray, — Ar W) 2y < B2 |y, — Wl 2B, o)

S
S BREE|Ell aq) S B Dl
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5.2 Inverse FEM-Matrizen fiir die Lamé-Gleichung

Um dies nun auf Matrizen zu iibertragen, definieren wir
W:={A,w : we Wi}

Seien nun die Spalten von X, eine Orthogonalbasis des endlich dimensionalen Raumes W.
Dann ist der Rang von X,, beschrinkt durch Cgin (2 + 7)%¢~ %1, Da X, X2 die Or-
thogonalprojektion auf W ist, erhalten wir, dass z := X,,XZ A,u;, die Bestapproximation
an Aruy in W ist, und es folgt

1A uy — 2], < [[Arwy — AWy S B %" b, .

Wir definieren Y, := A~}
somit auf

X, o, was mit Ayup, = A7, «,b|, auf z = X,, Y b|, und

T><O'

(A rxo = Xro YT,) blol, S h %" bl (5.10)

fithrt. Der Raum W hingt nur vom Cluster-Paar 7 x ¢ ab, und die Abschétzung (5.10) gilt
fiir beliebiges b, womit der Beweis beendet ist. O

Fiir das reine Neumann-Problem kann mit Hilfe von Proposition 4.10 in gleicher Weise ei-
ne blockweise Niedrigrangfaktorisierung fiir einen zuléssigen Block der Inversen AJ_\/l | N x Npr
konstruiert werden. Somit kénnen wir schlussendlich unsere Hauptresultate, Satz 3.6 und
Satz 3.8, zeigen.

Beweis von Satz 3.6 und Satz 3.8. Der vorherige Satz 5.2 liefert Rang-r-Matrizen X, €
RIT*" yund Y,, € RI7IX". Somit kénnen wir eine H-Matrix By definieren durch

X0 YL falls 7 X 0 € Pray,
A~ .y, sonst.

BH|T><O’ - {

Auf jedem zuléssigen Block 7 x 0 € P, verwenden wir die Abschétzung aus Satz 5.2 und
erhalten
H(Ail - BH)‘TXO’HQ < Capxhiqu

Auf allen nicht zuléssigen Blocken ist der Fehler auf Grund der Definition von By gleich
Null. Daher folgt mit Lemma 2.15

HA_1 - BHH2 < Cyp <Z max{H —By) |T><UH :T X o € Plevel(r) = f})
< CapxCsph™%¢"depth(Tz).
Mit 7 = Cgim(2 + 1)%q~ %4+, definieren wir b := Clh/l((gll)q /(A1) (2 4 )= d/(d+1) > g,
dim
womit ¢* = e—brt/ (D folgt, und somit

|A~" = By||, < CapxCoph~*depth(Tz)e "

i

was den Beweis beendet. O
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5.3 Inverse BEM-Matrizen fiir den Einfachschichtoperator

In dhnlicher Weise wie in Abschnitt 5.1— 5.2 wird mit Hilfe der niedrigdimensionalen Ap-
proximationen an die Galerkin-Losung aus Abschnitt 4.4 eine H-Matrix-Approximation an
die inverse Galerkin-Matrix V~! aus (3.40) konstruiert. Im Gegensatz zu den Finite Ele-
mente Diskretisierungen aus den vorherigen Abschnitten werden hier lokale Versionen des
Basisisomorphismus (2.11) verwendet.

Satz 5.3. Sei der Zulissigkeitsparameter n > 0 fiziert, ¢ € (0,1) und das Cluster-Paar
T % o n-zulissig. Dann existieren fiir jedes k € N Matrizen X, € RITX7 Y € RlIoX™ mit
mazimalem Rang r < Caqim(2 + 1)%q~ k1, sodass

HV_1|T><0' - X.TG'YZ—‘ S OapXngdJrl)/(d_l)qk. (511)

oll2

Die Konstanten Capx, Caim > 0 hdngen nur von Q, d, p und der ~y-Formregularitit der
quasiuniformen Triangulierung &, ab.

Beweis. Falls Cyi (2-+1)% k% > min{|7|, |o|}, verwenden wir den exakten Matrixblock
X,o = V1, s und Y,, = I € RI?¥l7l im Fall min{|7|,|o|} = |o| und X,, = I € RI7I¥I]
und Y., = V71|, fiir min{|7|, |o|} = |7|.

Fiir den Fall Cgin(2 + 1)%q %% < min{|7|,|o|} definieren wir zunchst stetige li-
neare Funktionale A; mit A;(¢;) = ¢;; und der Stabilitétseigenschaft [[A;(w)&llp2ry
lwll p2(suppe,) filr w € L?(T), wobei die versteckte Konstante nur von der Formregularitit
der Triangulierung &, abhéngt. Mit R” := {x ERN 1 x; =0Vi ¢ T} definieren wir die
Abbildungen

o, :R” = SPYE), x> ijfj, und A, : L*(D) = R", w— W,
JET

. Die Komposition &, A,

wobei der Vektor w gegeben ist durch w; = { Ai(w) falls i € 7

0 sonst
ist abermals die Einschrinkung eines Interpolationsoperators mit Bild S”’O(Eh)~auf I'; gege-
ben durch (2.34). Also folgt speziell fiir eine stiickweise polynomielle Funktion ¢ € SPO(&y),
dass @, (Ar¢) = ¢|r.. Fiir x € R” liefert (2.11) dann

Ch™D2 ||x]ly < [|®7 (%) | o(ry < CHUD x5 - (5.12)

Die Adjungierte A% : RNt — [2(I') ~ L%(T') von Az erfiillt wegen (2.11) und der L%
Stabilitat von ®7A7, dass

h= D2 @z Azwl| 1o

* <b7AIw>2
|AZb|| = sup -———= S|blly, sup
RO eramy Twll o ? wer2(r) lwll g2y

ShTDR b,

Sei b € RNT beliebig, dann definieren wir f := A%b|, und erhalten b; = (f, &) 2 (r) firi €eo

sowie supp f C Br, NI'. Proposition 4.12 liefert einen endlich dimensionalen Raum Wk und
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5.3 Inverse BEM-Matrizen fiir den Einfachschichtoperator

eine gute Approximation w € /Wk an die Galerkin-Losung ¢ | Br.ND auf der Box Bp.. Die

Abschétzung (5.12), das Approximationsresultat aus Proposition 4.12 und I’ f
L2(T)

IAZDl 2y S h=(@=1/2|b||,, liefern

[Arén — Ardlly S B2 D (Ary — Ar®)[| 2y S B2 | — Wl 128, A

< p(d-1/2-24k ”H”f S AR b,

L2(1)

Weiters definieren wir den Raum
W:={Aw : we Wk}
und setzen die Spalten von X;, aus einer Orthogonalbasis des Raumes W zusammen.
Dann ist der Rang von X,, beschrénkt durch Cgin (2 + 7)%q %%, Da X, X2 die Or-
thogonalprojektion auf W ist, erhalten wir die Bestapproximation von A,¢p in W durch
Z = XT(,XZUAT@L, was auf
_ d+1)/(d—1
|Asdn = ally < [Aron — Arwlly S B0 b, = N @Dk |,
filhrt. Da A,¢p, = V! xobls, liefert die Definition Y,, := V1L
X5 Y1 b|y. Somit folgt

_ d+1)/(d—1
1 (V ko = X0 YL ) bl fle S NNk b)), (5.13)

Xy, dass z =

Der Raum Wk hiéngt nur vom Cluster-Paar 7 x ¢ ab, und da b € R beliebig gewihlt
war, ist somit die gewiinschte Aussage gezeigt. O

Beweis von Satz 3.12. Satz 5.3 liefert Matrizen X,, € RI7*" Y., € RI°I*" und somit
kann eine H-Matrix Wy definiert werden mittels

XTUYZZ7 falls 7 x 0 € Py,

Wil = { V~l|,%x, sonst.

Auf jedem zulédssigen Block 7 x ¢ € P, kann man die blockweisen Abschéitzungen von
Satz 5.3 anwenden und erhélt

(V™ = W) oo ||, < Capue N0,

Auf nicht zuléssigen Blocken verwendet man den exakten Matrixblock, wodurch kein Fehler
gemacht wird. Somit folgt mit Lemma 2.15, dass

IV = Wi, < Cop (Z max{ || (V™! = Vi) ol |, : 7 0 € Plevel(r) = ”)
=0

< CapxCSlengrl)/(dil)qk depth(Tz).

Mit 7 = Caim (2 + 1)%q~ k%!, erhilt man mittels der Definition b = —01“;((511) g+ (2 4
dim
1/(d+1)

n)*d/(Hd) > 0, dass ¢* = e " , und somit

_ppl/(d+1)
e br

[V = W], < CapxCop NI @D depth(T)

)

was den Beweis beendet. O
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5 Approximation von inversen Matrizen

5.4 Inverse BEM-Matrizen fiir den hypersinguldren
Integraloperator

In dhnlicher Weise wie in den Abschnitten 5.1- 5.3 wird mit Hilfe von Proposition 4.20 eine
H-Matrix-Approximation an die inverse Galerkin-Matrix W™ aus (3.48) konstruiert. Die
Argumente verlaufen analog zum Beweis von Satz 5.3, weshalb der nachfolgende Beweis
verkiirzt gefithrt wird.

Satz 5.4. Sei der Zulissigkeitsparameter n > 0 fiziert, ¢ € (0,1) und das Cluster-Paar
T X 0 n-zuldssig. Dann existieren fir jedes k € N Matrizen X, € R'T‘Xr, Y, ., € RIZXT it

mazimalem Rang r < Cgim (2 + n)%q~%4*! | sodass
W o = Xy YT || < Cape N4/ P42k, (5.14)

Die Konstanten Capx, Cdaim > 0 hdngen nur von 2, d, p und der y-Formregularitit der
quasiuniformen Triangulierung &, ab.

Beweis. Falls Cyi (2-+1)% %% > min{|7|, |o|}, verwenden wir den exakten Matrixblock
X.o = Wl xo und Y, = I € Rl im Fall min{|7|,|o|} = |o| und X,, = T € RI7I¥I7]
und Y,, = WL, fiir min{|7|,|o|} = |7].

Falls Cgim (2 + )%~ %41 < min{|7|,|o|}, definieren wir die Abbildungen

. :RT — SPHE), x— ijfj, und A, :L*(Q) - R, w— W,
JET
Ai(w) falls i €7

mit linearen Funktio-
0 sonst

wobei der Vektor w gegeben ist durch w; = {
nalen )\; wie im Beweis von Satz 5.3.

Sei b € R und definiere f := A%b|,. Proposition 4.20 liefert einen endlich dimensiona-
len Raum W}, und ein Element @ € Wy, das ¢u|p,_nr gut approximiert. Mit (2.11), dem
Approximationsresultat aus Proposition 4.20 und ||[AZb||,, ) < h=@=0/2b||,, folgt

1Arn = Al S h™ D200 (Ardn — Ar)l| oy < D2 6 — @l 2,y

< B (d=1)/2-1/2 qk < p—(2d=1)/2 qk Hb||2

L*(T)

]

Wihlt man die Spalten von X, als Orthogonalbasis von W := {A,w : @ € Wk} und

definiert man Y,, := W™} ZXUXTU, dann folgt das gewiinschte Resultat analog zum Beweis

von Satz 5.3. O

Mit Hilfe dieser Faktorisierungen von zuldssigen Blocken folgt schlussendlich das Hauptre-
sultat, Satz 3.14.

Beweis von Satz 8.14. Satz 5.4 liefert die Existenz von Matrizen X,, € RMXT, Y., €
RI7I*"  womit wir eine H-Matrix Wy, blockweise definieren kénnen durch

X, oY1~ falls 7 x 0 € Py,

WH’TXU - { W_1|T><o' SOIlSt.

90



5.5 Der Poincaré-Steklov-Operator

Mit dem blockweisen Approximationsresultat aus Satz 5.4 folgt mit Lemma 2.15

}|W71’NFXNF - WHHQ

IN

Cp Y max{||W ™ = Wi)lrxoll, : 7 x o € P,level(r) = £}
=0

< CapxcspNgd_l)/(Qd_Q)qkdepth(TI)'

Mit r = Cgim (2 +1)%q~k*! liefert die Definition b = —C}?((jll) q¥/ (@) (2 4 ) =4/ (1+d) >
dim
dass ¢* = e_b”l/(dﬂ)7 und somit

- - - _ppl/(d+1)
lw Y Nes e — WHH2 < C’apXCslegd 1)/(2d 2)depth('ﬂ‘1)e bri/ld+t

i

womit das gewiinschte Resultat gezeigt ist. O

5.5 Der Poincaré-Steklov-Operator

Bei Randintegralgleichungen ist man oftmals interessiert an einer Darstellung der Neumann-
Randdaten vi"u mit Hilfe der Dirichlet-Daten y(i)ntu. Dies fiihrt auf den so genannten
inneren Poincaré-Steklov-Operator S™ : HY2(I') — H~'/*(T") (Dirichlet-zu-Neumann-
Abbildung) definiert durch S := V1! (%I + K ) Analog dazu kann man den &dufleren
Poincaré-Steklov-Operator S definieren als S** = —V ~}( %I - K).

Diskretisiert man die Randintegraloperatoren, wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, so erhélt
man die diskreten Poincaré-Steklov-Operatoren als S = V! (%M +K) und St =
-V (%M — K), wobei M die Massematrix bezeichnet.

Mit der Hilfe der H-Matrix-Arithmetik aus Abschnitt 2.3.2 erhélt man aus dem Ap-
proximationsresultat aus Satz 3.12 direkt eine H-Matrix-Approximation an den diskreten
Poincaré-Steklov-Operator, was im folgenden Theorem formuliert ist.

Satz 5.5. Sei der Zuldssigkeitsparameter n > 0 fiziert und P eine zuldssige Partition von
I X I basierend auf einem Cluster-Baum T generiert durch den geometrischen Clustering-
Algorithmus aus [Hac09, Abschnitt 5.4.2]. Sei S € {S™ S™t}. Dann existiert eine block-

weise Rang-r-Matriz Sy, sodass

(d+1)/(d—1) " )
— < a - ——— . .
IS — Sully < CpsN log Nexp | —b <logN - 1) (5.15)

Die Konstante Cpg > 0 hdngt nur von , d, p und der ~v-Formregularitit der quasiunifor-
men Triangulierung Ty, ab, die Konstante b > 0 hdngt zusdtzlich noch von n ab.

Beweis. Mittels H-Matrix-Arithmetik, siehe [GH03, Theorem 2.24], folgt, dass der Rang
bei der Multiplikation von #H-Matrizen maximal mit einem Faktor CiqCsp(depth(Tz) +
1) wéchst, wobei die auftretende Idempotenzkonstante Cig in [GHO3] definiert ist und
gleichméBig in N beschrénkt ist fiir geometrisch balancierte Cluster-Baume. 0
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5 Approximation von inversen Matrizen

Bemerkung 5.6. Ublicherweise verwendet man in numerischen Simulationen aus Stabi-
lititsgrimden die symmetrische Formulierung des Poincaré-Steklov-Operators

. 1 1 /1
Stoam =W + (21 + K’) vl (21 + K)
mit dem hypersinguldren Integraloperator W und dem adjungierten Doppelschichtoperator
K', siehe z.B. [Ste08]. Mittels H-Matriz-Arithmetik kann ebenfalls eine Approximation fiir

diese Reprisentation gefunden werden, diese fihrt aber auf einen zusdtzlichen logarithmi-
schen Faktor im Exponentialterm in (5.15).
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6 Vorkonditionierung mit +-Matrizen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Black-Box-Vorkonditionierung von gewissen li-
nearen Gleichungssystemen Ax = f mit Hilfe von hierarchischen LU-Zerlegungen.

LU-Zerlegungen sind ein wichtiges Hilfsmittel in der numerischen linearen Algebra, da
das sukzessive Losen der Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen einfach und mit gerin-
gen Kosten (O(N?)) durchgefiihrt werden kann. Allerdings ist die Berechnung der LU-
Zerlegung verhiltnismifBig teuer (O(N?3)). Falls man allerdings das System nicht direkt
16st sondern mit Hilfe von iterativen Verfahren, wie CG oder GMRES, so kann die Konver-
genz des Losers durch den Einsatz eines guten Vorkonditionierers beschleunigt werden. Wie
in der Einfithrung beschrieben, ist dies eine Matrix Pyru, sodass die Konditionszahl von
PﬁiUA nahe bei 1 liegt, und man 16st dann das dquivalente System PﬁiUAx = PﬁiUf .
Sofern die Berechnung der Inversen PﬁiU verhéltnisméflig gilinstig ist, erhdlt man eine
approximative Losung in einem reduzierten Gesamtaufwand.

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass eine hierarchische LU-Zerlegung, also eine
Faktorisierung der Form A ~ Ly Uy =: Pyry mit unteren und oberen Dreiecksmatrizen
Ly und Uy existiert. Da fiir den Einsatz der H-LU-Zerlegung als Vorkonditionierer generell
sehr kleine Blockringe verwendet werden konnen, ist sowohl das Aufstellen der H-LU-
Zerlegung, beispielsweise mittels den in [Lin04, Beb05] vorgestellten Algorithmen, als auch
die Inversion der LU-Faktoren mit geringem Rechen- und Speicheraufwand verbunden. Fiir
den numerischen Erfolg von H-LU-Zerlegungen mit kleinem Rang als Vorkonditionierer
verweisen wir unter anderem auf [Beb05, Gra05, GHK08, GKLBO0S|.

Die grundlegende Beobachtung fiir die theoretische Existenz einer hierarchischen LU-
Zerlegung, siehe [Beb07] fiir elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
ist die Zuriickfiihrung auf die Approximierbarkeit gewisser Schurkomplemente mittels Nied-
rigrangfaktorisierungen. Die bestehenden Aussagen in der Literatur [Beb07, GKLB09] ha-
ben hierfiir die Existenz einer H-Matrix-Approximation an die Inverse A~! mit beliebiger
Genauigkeit gefordert, was durch die Hauptresultate aus Abschnitt 3 gewéhrleistet wird.

In Abschnitt 6.1 werden die benétigten Schurkomplemente eingefiihrt und eine Darstel-
lung dieser Schurkomplemente mittels Orthogonalisierung beziiglich gewisser Freiheitsgrade
angegeben. Abschnitt 6.2 fasst zusammen, wie aus einer Approximation an die Schurkom-
plemente approximative LU-Faktoren konstruiert werden, Referenzen hierfiir sind [Beb07,
GKLBO09]. Die Hauptresultate dieses Abschnittes finden sich in den Abschnitten 6.3-6.6,
wo die Existenz einer Approximation an die Schurkomplemente fiir die Galerkin-Matrizen
aus Abschnitt 3 mit beliebiger Genauigkeit und somit die Existenz einer hierarchischen
LU-Zerlegung bewiesen wird.
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

6.1 Darstellung von Schurkomplementen

Wir werden in weiterer Folge grofiteils positiv definite Galerkin-Matrizen A € RV*Y | im
Sinne xT Ax > 0 fiir alle x # 0, betrachten. Dann existiert eine LU-Zerlegung A = LU
fiir jede beliebige Nummerierung der Freiheitsgrade. Mit [HJ13, Cor. 3.5.6] folgt daraus die
Existenz der Inversen A|,x, fiir jede Teilmenge p := {1,...,n} mit n < N. Somit ist das
nachfolgende Schurkomplement wohldefiniert.

Definition 6.1 (Schurkomplement). Fir ein Cluster-Paar 7 X o und eine Matriz A €
RNXN definieren wir

p:={ie{l,...,N}:i<min(tUo)} (6.1)

und das Schurkomplement S(r, ) € RITXIel durch
S(1,0) = Alrso — Alrxp(Alpxp) Al pxo- (6.2)

Da die Schurkomplemente S(7,0) in (6.2) aus arithmetischen Operationen von Unter-
matrizen von A und A~! gebildet werden, kann eine H-Matrix-Approximation an S(7, o)
mittels H-Matrix- Arithmetik und den Approximationsresultaten aus Abschnitt 3 gewonnen
werden. Wir prisentieren hier allerdings einen anderen Ansatz, der auf die in den Abschnit-
ten 4.2-4.5 entwickelten Techniken zuriickgreift und dadurch eine schérfere Abschitzung
im Blockrang der Approximation erzielt. Die Grundidee ist, eine Darstellung des Schur-
komplements als Orthogonalisierung beziiglich den zu p gehorigen Freiheitsgraden, wie in
Lemma 6.2 beschrieben, zu verwenden, wodurch eine Orthogonalitit dhnlich zu den Or-
thogonalitéten in den Abschnitten 4.2-4.5 gegeben ist.

Das nachfolgende Lemma liefert diese Darstellung des Schurkomplements, wofiir wir bei-
spielsweise auf [Bre99] verweisen. Weiters zeigt das Lemma, dass durch Addition einer Ma-
trix mit niedrigem Rang ein Stabiliserungsterm, der beispielsweise beim reinen Neumann-
Problem oder bei der Stabilisierung des hypersinguléren Integraloperators auftritt, in der
Orthogonalitdt vermieden werden kann. Da in diesen Stabilisierungstermen nicht-lokale
Terme wie das Integralmittel auftreten, ist eine Orthogonalitéit beziiglich der stabilisierten
Bilinearform fiir lokale Approximationen nutzlos, was somit umgangen wird.

Lemma 6.2 (Schurkomplement und Orthogonalitéit). Sei a(-,-) : Vi x Vi, — R eine Bi-
linearform, Vi, ein endlich dimensionaler Raum der Dimension N sowie A € RN*N dje
Galerkin-Matriz zu a(-,-) nach Wahl einer geeigneten Basis von V},. Sei T x o ein Cluster-
Paar und p C T und das Schurkomplement S(7,0) fiir A definiert durch (6.2).

Die Funktion ¢ € Vi, mit ¢ = ¢ + ¢,, wobei ¢ € Vi, supp ¢ C wr und ¢, € Vi, supp ¢, C
Wy, mit wr,w, von der Form (2.33) (fir Finite Elemente Diskretisierungen) oder (2.34)
(fiir Randelementdiskretisierungen), erfille die Orthogonalitit

a(g, @Z) =0 Vi €V, mit suppd C Whp- (6.3)
Dann gilt fir ¢ € Vi, und die Vektoren ¢ € RI7I, 4 € Rl dass

a(,¥) = ¢"S(r,0)1p (6.4)
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6.1 Darstellung von Schurkomplementen

mit ¢ = 2‘311 @;&5,, wobei &5, die j-te Basisfunktion von Vi, zugehirig zu dem Cluster T

bezeichnet, und 1) = Z'fil Y&, -

Seien o > 0 und die stabilisierte Matriz AS* := A + aPPT mit dem Vektor P € RN*!
mit P; = (§;,1) gegeben. Sei zusdtzlich angenommen, dass Al,x, invertierbar ist, und sei
Sst(1,0) das Schurkomplement zu A®t. Dann existiert eine Matriz D mit mazimalem Rang
von 3, die unabhdngig von ¢ und 1 ist, sodass fir die stabilisierte Bilinearform folgt

a6, ¥) +a(6,1) (¥,1) = ¢7 (8%(r,0) + D) 9. (6.5)

Beweis. Fiir gegebenes ¢ ist gz~5 eindeutig definiert: Aus der Definition von <;~5 erhalten wir,
da A die Galerkin-Matrix zur Bilinearform af(-,-) ist, dass

0= a(,0) = (¢ + bp, 1) = (@7 Alrsp + OL Al )

fiir QZ eV, SuppJ C w, und den zugehdrigen Vektor 12 e Rl Laut Voraussetzung
(Wohldefiniertheit des Schurkomplements) ist die Matrix A|,x, invertierbar, was auf

by = —d" AlrxpAlLL,
fithrt. Somit erhélt man fiir beliebiges ¥ € V4, mit supp ¢ C W,
a(¢,) = (" Alrxo + &) Alpxo)t = ¢"S(7,0)¢,
was die erste Gleichheit (6.4) zeigt.

Fiir die stabilisierte Bilinearform folgt
(l(;zg, ¢) +a <$7 1> <w’ 1> = ¢T (A|T><<7 + aPPT|TXU) '(,b + ¢Z; (A|P><U + OéPPT|P><U) ’lp
= ¢ (A%rxo — AlrpAlLt A% pxo) Y. (6.6)
Mit der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel (siehe z.B. [HJ13, Ch. 0.7.4]) kann das Schur-
komplement S(7,0), da A|,x, laut Voraussetzung invertierbar ist, geschrieben werden als
SSt(T,O') — A-St|7-><o- o ASt’TXp(ASt|p><p)71ASt’p><U

= ASt|‘r><a - (A|T><p + OéPPT|T><P) <A|;>}P n ﬁ) ASt’PXU’ (6'7)

_ —1 _
aP|, (1+aP|TA] P, P|TA| !

wobei P eine Matrix mit Rang 1 ist mit P= A|;ip oXp oxp

Vergleicht man die Matrizen in (6.6) und (6.7), so beobachtet man

a(6,) +a(6,1) (¥, 1) = ¢" (S"(r,0) + D) ¢
mit einer Matrix D mit Rang 3. O

Bemerkung 6.3. In der zweiten Aussage von Lemma 6.2 tritt die zusdtzliche Annahme
auf, dass A|,x, invertierbar ist. Fir die positiv semidefinite Matriz Ay aus (3.11) ist
dies erfillt, da Ax|px, wegen p C L eine Galerkin-Matriz zu einem gemischten Dirichlet-
Neumann-Randwertproblem ist und somit positiv definit ist. Fir die positiv semidefinite
Matric W aus 3.49 ist die Annahme ebenfalls erfillt, da W |,x, eine BEM-Matriz zu einem
Screen-Problem auf I, C T ist, und daher ebenfalls positiv definit ist, siche beispielsweise

[SS11].
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

6.2 Existenz approximativer LU-Zerlegungen mittels
approximativer Schurkomplemente

In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie aus Approximationen an die im vorigen Abschnitt
definierten Schurkomplemente eine approximative H-LU-Zerlegung konstruiert werden kann.
Die grundlegenden Ideen hierfiir finden sich in [Beb07, GKLB09].

Fiir die Schurkomplemente aus (6.2) gilt die folgende hierarchische Relation: Die Schur-
komplemente S(7,7) fiir einen Block 7 € T konnen, sofern 7 kein Blatt ist, aus den
Schurkomplementen der Schne 71, 7o von 7 konstruiert werden mit Hilfe der Formel

~ (S(71,71) S(71,72)
S(r.7) = <S(7’2,7’1) S(12,12) + S(TQ,Tl)S(Tl,Tl)1S(7‘1,7’2)> ’

Fiir den rein algebraischen Beweis sei auf [Beb07, Lemma 3.1] verwiesen. Hierbei sei
erwihnt, dass in dem Beweis nur die Wohldefiniertheit der Schurkomplemente, also die
Existenz der Inversen der ersten quadratischen Teilblocke der urspriinglichen Matrix A,
sowie die Existenz einer LU-Faktorisierung gefordert wird, was fiir simtliche Modellpro-
bleme zutrifft.

Falls 7 keine S6hne hat, also ein Blatt in Tz ist, erhalten wir die LU-Zerlegung von
S(7,7) durch die klassische LU-Faktorisierung fiir vollbesetzte Matrizen. Diese existiert,
da A laut Voraussetzung eine LU-Zerlegung hat. Falls 7 kein Blatt ist, erhdlt man rekursiv
mittels der obigen hierarchischen Relation der Schurkomplemente die LU-Faktoren

— L(n) 0 _ (U(n) L(n) 'S(r1,m)

L) = (S(TQ,ﬁ)U(ﬁ)—l L(72)> » Ul):= < 0 U(r) > (6.8)
aus der Faktorisierung der Séhne S(71,71) = L(m1)U(71), S(72,72) = L(m2)U(72). Man
rechnet nach, dass S(7,7) = L(7)U(7). Aus der Eindeutigkeit der LU-Zerlegung folgt,
dass LU = A = S(Z,7) = L(Z)U(Z), und somit L = L(Z) sowie U = U(Z).

Die Existenz der Inversen L(71)~! und U(m)~! folgt aus der Darstellung (6.8) und
Induktion iiber alle Stufen des Baumes, da auf den Blattern die Existenz trivial ist und
L(7), U(7) Block-Dreiecksmatrizen sind. Also existiert auch die Inverse von S(7, 7).

Schréinkt man den unteren Dreiecksblock S(72,71)U(71)~! der Matrix L(7) auf einen
Teilblock 75 x 7{ ein, wobei 7/ ein Sohn von 7; ist, so erhélt man

(S(TQa Tl)U(Tl)_l) ’TéXT{ = S(Téa T{)U(T{)_la

siehe beispielsweise [GKLB09, Lemma 22]. Der obere Dreiecksblock von U(7) erfiillt eine
analoge Relation.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Spektralnorm der Inversen L(7)~!, U(7)~! ab-
geschiitzt werden kann durch die Spektralnormen der gesamten Inversen L(Z)™1, U(Z)~!.

Lemma 6.4. Seien die LU-Faktoren L(1), U(7) fiir einen Cluster T € Tz gegeben durch
(6.8). Dann gilt

%%?HL(T)AHQ = L@,
max [[U(r) 7, = [[U@D) ],
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6.2 Existenz approximativer LU-Zerlegungen mittels approximativer Schurkomplemente

Beweis. Wir zeigen nur das Resultat fiir L(7), die Aussage fir U(7) folgt analog. Auf
Grund der Blockstruktur in (6.8) erhélt man die Inverse

L(r)™' = < L(r)"? 0 )
—L(72)7'S(72, )U(m1)'L(11) " L(m)~')"
Waihlt man einen Vektor x so, dass x; = 0 fiir alle 4 € 71, dann erhilt man

L) y= sw L@,z swp [T(r) x|, = L),
x€RIT [|x||,=1 xeRI72 x|, =1

Die selbe Argumentation fiir (L(T)_I)T mit x so, dass x; = 0 fiir alle i € 7, fithrt auf
L), = | @m™)

Also haben wir | L(7)™!||, > max;—; 2 || L(r;)!||, und daher max L), = L@,
U

I, = e,

FEine zuléssige Partition P basierend auf dem Cluster-Baum Tz induziert eine Blockstruk-
tur, welche sich auf untere und obere Dreiecksmatrizen vererbt, wobei hier Blocke, die
oberhalb beziehungsweise unterhalb der Diagonale liegen, nur Nulleintridge enthalten. Wir
sprechen hierbei von blockweisen unteren und oberen Dreiecksmatrizen.

Das nachfolgende Theorem zeigt ein Existenzresultat fiir H-Matrix-Approximationen an
die LU-Faktoren der Ausgangsmatrix, wobei nur die Existenz der klassischen LU-Zerlegung
sowie einer geeigneten Approximation an die Schurkomplemente gefordert wird.

Satz 6.5. Sei A = LU die LU-Zerlegung von A. Sei der Zuldssigkeitsparameter n > 0
fixiert und eine zulissige Partition P von I xXZ basierend auf dem Cluster-Baum Tz gegeben.
Sei € > 0 und angenommen, dass fir jedes n-zuldssige Cluster-Paar T X o eine Rang-r-
Approzimation S,(t,0) an S(t,0) mit ||S(r,0) — S,(1,0)|| < e||Al|, existiert, wobei r
von € abhdngt. Dann existieren blockweise untere und obere Dreiecksmatrizen Ly, Uy mit
mazximalem blockweisen Rang r, sodass

IL—Lyll, < Cupedepth(Tz)|[U, A,
|U—Uyll, < Cspedepth(Tz) L7, 1A,

wobei Cyp, die Schwachbesetztheitskonstante aus (2.26) ist.

Beweis. Da laut Voraussetzung eine Approximation S, (7’,0’) an das Schurkomplement
existiert, erhilt man eine Niedrigrangapproximation eines zulissigen Unterblocks 7/ x o’

des unteren Dreiecksblocks von L(7) mittels
HS(T,U)U(U)_llT/XJ/—ST(T/,a’)U(J/)_lH2 HS(T/, O'/)U(O'/)_l — ST(T/,O'/)U(O'/)_IH2

e [T, Al

IN

Da S, (7/,0")U(0’)~! eine Rang-r-Matrix ist und der zuliissige Block 7/ x o’ beliebig war,
erhélt man rekursiv aus der Definition von L(Z) eine H-Matrix-Approximation Ly des
LU-Faktors L(Z) = L. Daher gilt mit Lemma 2.15 und Lemma 6.4, dass

||L - LHHQ < CspE depth(TI) HU71H2 ||A||2 )
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

und mit der selben Argumentation eine H-Matrix-Approximation Uz an U(Z) = U mit
IU — Uy, < Cope depth(Tz) L1, Al

womit die gewiinschten Abschitzungen gezeigt sind. O

6.3 Elliptische partielle Differentialgleichungen - H-LU-Zerlegung

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass mit Hilfe einer Approximation an die Schur-
komplemente eine H-Matrix-Approximation an die LU-Faktoren gefunden werden kann.
Um also eine approximative LU-Zerlegung zu erhalten, muss noch eine Approximation an
die Schurkomplemente konstruiert werden, was in diesem Abschnitt fiir elliptische partielle
Differentialoperatoren aus (3.3) behandelt wird.

Das Hauptresultat, die Existenz einer approximativen LU-Zerlegung, ist im folgenden
Satz formuliert und erweitert die bisherigen Aussagen in [Beb07] auf generellere Randbe-
dingungen, speziell auch auf das reine Neumann-Problem.

Satz 6.6. Sei A = LU die LU-Zerleqgung von A, wobei hier A entweder die Matriz aus
(3.7) oder die Matriz AS aus (3.14) bezeichnet. Sei der Zulissigkeitsparameter n > 0 fiziert
und eine zuldssige Partition P von T x I basierend auf dem Cluster-Baum Tz gegeben.
Dann existieren blockweise untere und obere Dreiecksmatrizen Ly, Uy mit maximalem
blockweisen Rang r (fir (3.7)) bzw. Rang r +4 (fir (3.14)), sodass

L-L
I~ Lally Cruh~'depth(Tz)e /™,
Ll
U-U
. H||U||H”2 < C'LUhfldepth(']I‘I)e*brl/(d“)’.
2

_pe1/(d+1) _op.1/(d+1)
e br 26 2br )

o IA=LuUsndlz _ oy p-1deptn(Ty)
Al
Die Konstante Cry ist gegeben durch Cry = CgpCsc (ko(L) + k2(U)) mit der Schwach-
besetztheitskonstante Cy, aus (2.26) und den Konditionszahlen ko(L), ko(U) in der Spek-
tralnorm. Die Konstante Csc > 0 hdngt nur vom Randwertproblem (3.3), Q, d, p und der
~v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung T, ab. Die Konstante b > 0 hdngt
zusdtzlich noch von n ab.

+ C?yh~2depth(Tz)

Der Beweis wird am Ende dieses Abschnittes gefiihrt. Wie im vorigen Kapitel beschrie-
ben, geniigt es, eine gute Approximation an das Schurkomplement S(7,0) zu finden, was
im folgenden Lemma formuliert ist.

Lemma 6.7. Fiir ein n-zuldssiges Cluster-Paar T X o sei S(7,0) das in (6.2) definierte
Schurkomplement fir die Matriz A aus (3.7). Es existiert eine Rang-r-Matriz S,(7,0),
sodass

18(r.0) = Sy(r.0)ll, < Coch™ e Al

wobei die Konstante Cs. > 0 nur vom Randwertproblem (3.3), Q, d, p und der ~-Form-
reqularitit von Tp abhdngt. Die Konstante b > 0 hdngt zusdtzlich noch von n ab.
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6.3 Elliptische partielle Differentialgleichungen - ‘H-LU -Zerlegung

Beweis. Seien Bpg, , Bg, zuldssige Bounding-Boxen fiir die Cluster 7 und o und w, =
interior (Ule » SUPP wi) C Q. Wir beginnen mit der Darstellung des Schurkomplements

S(7,0) als Orthogonalisierung beziiglich der Freiheitsgrade in p, wie in Lemma 6.2 be-
schrieben. Mit der Bilinearform a(-,-) aus (3.4) und der zugehorigen Galerkin-Matrix (3.7)
kann Lemma 6.2 mit Vj, = Sg’l(ﬁl;FD) angewendet werden, und fiir u € RlI"l, w e Rl
folgt aus (6.4), dass

u’'S(r,0)w = a(@, w), (6.9)
wobei w = Z';J:'1 w;1;,. Die Funktion u € Sg’l(’ﬁl;FD) ist hierbei definiert als u =
Z'fz‘l w1, + u, mit suppu, C w,, sodass

a(u,w) =0 Yw e Sg’l(ﬁl;FD) mit supp w C w,. (6.10)

Um also das Schurkomplement S(7,0) zu approximieren, wird eine niedrigdimensionale
Approximation an die Funktion u konstruiert. Dies geschieht mittels der in Kapitel 4.2
eingefithrten Techniken mit Hilfe der Orthogonalitit (6.10). Da fiir den Triger von u
gilt, dass suppu C Bgr, U W, erhalten wir fiir Funktionen w mit suppw C Bpg, aus der
Zulassigkeitsbedingung, dass

a(t, w) = a(tlsuppw, w) = a(t|Bg, nw,, w)-

Wir suchen also nur auf dem Schnitt Br, Nw, eine Approximation an . Die Trégereigen-
schaften und die Orthogonalitét (6.10) implizieren, dass u € Hp,0(B(14x)R,wp) fiir ein
geniigend kleines k > 0.

Daher kann Lemma 4.2 auf u angewendet werden, und in weiterer Folge liefert Lemma 4.4
einen niedrigdimensionalen Raum Vj, dessen Dimension mit der Wahl x = ﬁ beschrankt
ist durch dim Vj, < Caim(2 + 1)%q~ %!, Die Bestapproximation 7 = IIy,u € Vi, an @ im
Raum V), erfiillt weiters

flw — 5|Hh,RJ < ¢ |||ﬂ”|h,(1+m)Ra :

Damit erhélt man schliefSlich, dass

la(u, w) —a(@,w)| S =0l Aw,) 101z (B, 0

Ry . _ ~
S W fluw — Umh,R(, Hw”Hl(Q) Sh 'q" HUHHl(Q) HwHHl(Q) .

I7]

Da supp(u — u) = supp(u,) C W, mit u = 3 ;7 ujp;,, fithren die Koerzivitét (3.6) und

Orthogonalitét (6.10) auf
[u— u”%ﬂ(Q) Sau—uu—u)=a(-u,u—u) S ||UHH1(Q) [ — U||H1(Q) :

Somit liefert die inverse Ungleichung |[ul| g1y < h™" [|ul 12(q) siehe auch Lemma 2.5, und
die Abschétzung (2.8), dass

0@ w) = o@w) S B (17—l + Nl ) el @)

S
1 k d-3 k
< W7 ull o 1wl @) < R0 lally 1wl -
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

Die lineare Abbildung £ : u + ¥ mit endlich dimensionalem Bild dimran & < Cgin(2 +
n)%q~ k4! hat eine Matrixdarstellung u ~ B,u, wobei der Rang von B, beschrinkt
ist durch r < Cgim(2 + 1)%q~%k%!. Daher erhalten wir a(Eu,w) = u’BIA|,«x,w. Die
Definition S, (7,0) := BT A|,y, fiihrt schlussendlich auf eine Matrix S,(7,0) mit Rang
r < Caim(2 + n)%q~ k!, sodass

u?(S(r,0) = Sy(1,0))w
IS(rho) —Si(ro)ly =  sup L@ ST o)w]

< Chd—3e—br1/<d+1>
ueRI7l weRle! [[ully f[wlly -

I

und mit der Abschitzung T A1”2 < h?~? aus [EG06, Theorem 2] ist das Lemma gezeigt. [

Fiir das reine Neumann-Problem aus Abschnitt 3.1.2 ldsst sich das Schurkomplement
der stabilisierten Galerkin-Matrix mit Hilfe der zweiten Aussage (6.5) aus Lemma 6.2 in
dghnlicher Weise approximieren.

Lemma 6.8. Fiir ein n-zulissiges Cluster-Paar T x o sei S*(7,0) das in (6.2) definierte
Schurkomplement fiir die Matriz A® aus (3.14). Es existiert fiir jedes r > 0 eine Matriz
S, (7,0) mit mazimalem Rang r + 4, sodass

|85 (,0) = Su(7,0)]|, < Cleh=3e 0,

wobei die Konstante Cl, > 0 nur vom Randwertproblem (3.3), Q, d, p und der ~-Form-
reqularitdt von Ty abhdngt. Die Konstante b > 0 hdngt zusdtzlich noch von n ab. Weiters
existiert eine Konstante Cye > 0, die zusdtzlich zu den Abhdngigkeiten von Cl, noch vom
Stabilisierungsparameter o > 0 abhdngt, sodass

1/(d+1) ‘

[8(r,0) = Sy (7. 0), < Coch ™l A% .

Beweis. Mit Hilfe der Darstellung (6.5) ldsst sich obiger Beweis direkt auf das stabilisierte
reine Neumann-Problem aus (3.13) iibertragen. Da AS' positiv definit ist, sind alle Un-
termatrizen A®|,,, invertierbar, und wie in Bemerkung 6.3 beschrieben folgt auch die
Invertierbarkeit von A|,x,. Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 6.2 erfiillt, und es
gilt die Darstellung

a(u,w) + o (U, 1) 120y (W, 1) 120y = ul (8*(r,0) + D) w, (6.11)

wobei u
a(u, @) =0 Yo € SP'(T;) mit supp@ C @, (6.12)

erfiillt. Da also die selbe Orthogonalitéit wie in Lemma 6.7 gilt, kann % in gleicher Weise
approximiert werden, und es existiert ein ¥ aus einem r-dimensionalen Raum, sodass

_ _ 1 _ppt/(a@+D)
la(i, w) — a(@,w)| < h e [l 2y 1wl ) -

Somit ist a(v,w) + a (U, 1) 2y (W, 1) 12y eine Approximation an die stabilisierte Biline-

arform auf der linken Seite in (6.11), deren Matrixdarstellung auf eine Matrix S, (1,0) mit
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Rang r + 1 fiithrt, mit

u’(S%(r,0) + D — S,(7,0))w

SSt(T, o)+ D — gr(r, O')H = sup
2 ueRl™l weRlel

—3 —prl/(d+D)

[l 1wl
)

und die Matrix S, (7, 0) := S,(7,0) — D ist daher die gesuchte Rang-(r + 4)-Approximation
an S°(7,0). Die zweite Aussage folgt schlussendlich aus der Abschiitzung ”Tlstu < h2 4,
wobei die versteckte Konstante zusétzlich von o abhéngt.

Mit Hilfe der Approximationen an die Schurkomplemente kénnen wir nun Satz 6.6 zeigen.

Beweis von Satz 6.6. Lemma 6.7 und Lemma 6.8 liefern Approximationen S, an die Schur-
komplemente S(7,0) und S (7,0), und gemeinsam mit Satz 6.5 und [|All, < ||L]|, ||U|l,
fithrt das auf die ersten beiden Abschiatzungen fiir L und U.

Da A = LU, liefert die Dreiecksungleichung schlussendlich

IA = LyUsnlly < L =Lyl [Ully + U = Uglly [Llly + |IL = Lyglo U = Ul
< (52(U) + ka(L)) depth(Tz)h e ™ A
2
@y A

—9 _oprl/
+/€2(U)52(L)depth(TI)2h 26 2b W,
2 2

und die Abschétzung ||A||, < ||L|, [[U||, beendet den Beweis. O

Im symmetrischen Fall kann man die schwichere Zulissigkeitsbedingung (2.27) statt
(2.24) fordern und erhélt zudem ein analoges Resultat zu Satz 6.6 fiir die Cholesky-
Zerlegung.

Korollar 6.9. Sei die Galerkin-Matriz A symmetrisch und positiv definit und A = CCT
mit einer unteren Dreiecksmatriz C mit positiven Diagonaleintrigen Cj; > 0 die Cholesky-
Zerleqgung von A. Dann existiert eine blockweise untere Dreiecksmatriz Cy mit mazimalem
blockweisen Rang r, sodass

_ppl/(d+1)
e br

|A - CuCh™|l, < (Conh™'depth(Tz) (6.13)

+C2,h 2 depth(Tz)%e 2" ) | A,

wobei die Konstanten Cye,b > 0 wie in Lemma 6.7 gegeben sind, und Ccp = 2CspCser/K2(A).

Beweis. Die Symmetrie und positive Definitheit von A impliziert die Symmetrie und posi-
tive Definitheit aller Schurkomplemente S(7,7), und daher folgt D(7)L(7) = C(7) in (6.8),
wobei D(7) eine Diagonalmatrix ist und D(7)? die Diagonaleintrige von U(7) enthélt.
Weiters folgt ||A|l, = ||C||3 und x2(C) = |C7H[, IClly = V/k2(A). O
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6.4 Die Lamé-Gleichung - H-LU-Zerlegung

In diesem Abschnitt werden wir fiir die Lamé-Gleichung aus (3.16) die Existenz einer
Niedrigrangapproximation an das Schurkomplement zeigen, und somit mit Hilfe von Ab-
schnitt 6.2 eine approximative Cholesky-Zerlegung erhalten. Das Hauptresultat, die Exis-
tenz dieser Zerlegung, ist im folgenden Satz formuliert.

Satz 6.10. Sei A = CC” die Cholesky-Zerlegung, wobei die Matriz A entweder durch
(3.19) oder A aus (3.29) gegeben ist. Sei der Zulissigkeitsparameter n > 0 fiziert und
eine zuldssige Partition P von T x T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann

existiert eine blockweise untere Dreiecksmatriz Cy mit mazimalem blockweisen Rang r (fiir
(3.19)) bzw. Rang r +4dim Ry (fir (3.29)), sodass

c-cC
I© = Cxull, < Conoth ™ tdepth(Tz)e ™
ICll,
T
[A=CuCull, 2Cchoth Ldepth(Tz)e o
A, N ?

+ C(%holh72d€pth(TZ)2€f2br1/(d+1) ’

Die Konstante Ccnol ist gegeben durch Cenol = 2CspCscr/k2(A) mit der Schwachbesetzt-
heitskonstante Csp, aus (2.26). Die Konstante Csc > 0 hédngt nur von 2, d, p, den Lamé-
Konstanten X\, p und der ~v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung T, ab. Die
Konstante b > 0 hdangt zusdtzlich noch von n ab.

Der Beweis wird am Ende dieses Abschnittes gefiihrt und basiert abermals auf einer
Approximation des Schurkomplements S(7, o).

Lemma 6.11. Fir ein n-zulissiges Cluster-Paar T X o sei S(1,0) das in (6.2) definierte
Schurkomplement fiir die Matriz A aus (3.19). Dann existiert eine Rang-r-Matriz S, (7, 0),
sodass

IS(r,0) = Su(r, o)l < Cuch™ e Al
wobei die Konstante Cyc > 0 nur von Q, p, d, den Lamé-Konstanten A\, p und der ~y-
Formregularitit von T, abhingt. Die Konstante b > 0 hdngt zusdtzlich noch von n ab.

Beweis. Der Beweis wird identisch zum Beweis von Lemma 6.7 gefithrt. Mit Hilfe der
Darstellung

u?'S(r,0)w = a(i, w),
wobei u die Orthogonalitit

a(@,w) =0 V& e S (7;)? mit suppw C @, (6.14)

erfiillt, folgt U € Hp0(B(14x)R,,wp)- An dieser Stelle wird die Definition von suppw C @,
sowie die Aufspaltung von w, aus (4.27) benétigt, da der Cluster p nicht notwendigerweise
die gleiche Anzahl an Freiheitsgraden fiir jede Komponente enthalten muss.

Iteration des Approximationsresultats aus Lemma 4.9, wie im Beweis von Proposition 4.7,
fithrt dann auf eine niedrigdimensionale Approximation an u und somit, wie in Lemma 6.7,

an S(7,0). O
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Bemerkung 6.12. Analog zur Gleichung (6.5) ldsst sich eine Darstellung fir das Schur-
komplement mit einer Matrix D von mazimalem Rang 3dim R, finden, sodass die Schur-
komplemente der stabilisierten Matriz AS* aus (3.29) wie in Lemma 6.8 approximiert wer-
den kénnen.

Beweis von Satz 6.10. Lemma 6.11 und Bemerkung 6.12 liefern Approximationen S, an die
Schurkomplemente S(7, ) und S*(7,0), und gemeinsam mit Satz 6.5 und ||A||, = ||C|3
fithrt das auf die erste Abschitzung fir C.

Da A = CC7, liefert die Dreiecksungleichung schlussendlich

A =CuCy, < IC—Cul,||C"|,+||C" = Ci,ICl, + IC = Caull, | C" = CF,

I

< 2k2(C)depth(Tr)A~te ™ A,
2

+r2(C)2depth(Tz)2h 22"/ A3
ICl3

und mit ||A ||, = ||C||5 und #y(C) = HC_1H2 |Clly = \/k2(A) ist der Beweis beendet. [

6.5 Die schwach-singulare Integralgleichung - H-LU-Zerlegung

In diesem Abschnitt wird eine Niedrigrangapproximation an die Schurkomplemente fiir die
schwach-singulére Integralgleichung konstruiert. Das Hauptresultat in diesem Abschnitt ist
der nachfolgende Satz 6.13, der die Existenz einer hierarchischen Cholesky-Zerlegung fiir die
Galerkin-Matrix V des Einfachschichtoperators zeigt. Fiir Randelementdiskretisierungen
der schwach-singulédren und der hypersinguldren Integralgleichung ist die Existenz einer
derartigen Zerlegung bisher nicht bekannt.

Satz 6.13. Sei V = CCT die Cholesky-Zerlegung von V mit einer unteren Dreiecksmatriz
C. Sei der Zuldssigkeitsparameter n > 0 fiziert und eine zuldssige Partition P von T X
T basierend auf einem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existiert fir jedes r > 0 eine
blockweise untere Dreiecksmatrizc Cy mit maximalem blockweisen Rang v + 1, sodass

c-C _
w < CcholN?/(Qd Q)depth(’]I‘I)e*le/(dH);
ICll;
V — C4Cyt
° | ”‘;{” uall? < 2C’cholN1§/(2d72)depth(TI)e_brl/(dH)
2

+ 2 N D depth (T ) 2e 20/ Y

Die Konstante Ccnol ist gegeben durch Cepol = CspCscr/k2(V) mit der Schwachbesetzt-
heitskonstante Cs, aus (2.26). Die Konstanten Cyc,b > 0 hdngen nur von 2, d, p, der
v-Formregularitit der quasiuniformen Triangulierung &, und n ab.

Der Beweis wird am Ende dieses Abschnittes angegeben und folgt mittels Approximation
von Schurkomplementen und Satz 6.5. Die angewendeten Techniken zur Approximation der
Schurkomplemente sind &hnlich zu jenen im Beweis von Lemma 6.7. Dennoch ist der Beweis
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technisch aufwéndiger, da in Lemma 6.7 die Lokalitdt von Finite Elemente Diskretisierun-
gen ausgenutzt wurde, was fiir Randelementdiskretisierungen auf Grund der Nicht-Lokalitét
der Randintegraloperatoren nicht moglich ist.

Wir werden dieses Problem mit Hilfe einer degenerierten Approximation an die asym-
ptotisch glatte Kernfunktion k(z,y) := G(z,y) des Einfachschichtoperators V¢(z) :
fF (y)dsy auf einer geeigneten Box umgehen. Dieses klassische Resultat kann auf
Verschledene Arten gezeigt werden, beispielsweise mittels Taylorentwicklung oder Interpo-
lation. Wir werden im folgenden Lemma tensorielle Chebyshev-Interpolation verwenden,
wofiir wir auf [BG04] verweisen.

Lemma 6.14. Sei 7j > 0 und fiviere ' € (0,27). Sei By C R%, d € {2,3} eine beliebige
Box und eine abgeschlossene Menge Dx C R% mit dist(Dx, By) > ndiam(By) gegeben.
Dann existieren fiir jedes r € N Funktionen g1, g2, @ = 1,...,r sowie eine Konstante
C > 0, die nur von der Wahl von 7' € (0,27) abhingt, sodass

Zglz 921 (1+1/m

dist({z}, By )42
Beweis. Die Green’sche Funktion fiir den Laplace-Operator ist asymptotisch glatt (siche
[Hac09, Definition 4.2.5] mit Konstante c,s(v) = Cv!).

Sei I} : C(By) — Qy der Tensorprodukt-Interpolationsoperator vom Grad k definiert
auf C(By ), welcher auf den Raum Qj von Polynomen vom Grad k in jeder Variable ab-
bildet. Fiir die Dimension dieses Raumes folgt dim Qy = (k + 1)¢ =: 7. Wir definieren die
Approximation G, (z,y) := Y .;_; 91,i(2)g2,i(y) mit Hilfe des Interpolationsoperators I} als
Gr(z,-) == I/G(z,-), und die gewiinschte Fehlerabschétzung folgt aus Standardresultaten
fiir Chebyshev-Interpolation: Tensorielle Interpolation aus [BG04] liefert mit der asympto-
tischen Glattheit, dass

1 diam(By') a1
Y < e \Py) /d
|G ) = G @) 5,) = Giray, By <1+ dist({:n},By)> Agr

: (1 4 2dist d;j;gf(“;jﬂ > -

_pl/d

(1+n") Vx € Dx. (6.15)

L“(BY)

)

wobei Ay <1+ %111(]{3 + 1) die Lebesgue-Konstante der Chebyshev-Interpolation ist, siehe
B. [Riv74]. Die Beobachtung dist({z}, By) > dist(By,Dx) > ndiam(By) gemeinsam
mit der Wahl n’ < 27 beendet den Beweis. O

Auf Grund der positiven Definitheit der Galerkin-Matrix V aus (3.40) sind die Schurkom-
plemente S(7,0) fiir beliebige Cluster 7,0 C Z wohldefiniert. Das nachfolgende Theorem
zeigt, dass fiir diese Schurkomplemente eine Niedrigrangapproximation existiert, wobei der
Fehler exponentiell mit dem Blockrang fallt.

Satz 6.15. Sei T x o ein n-zuldssiges Cluster-Paar und das Schurkomplement S(1,0) fiir
die Matriz 'V aus (3.40) definiert durch (6.2). Dann ezistiert fir jedes r > 0 eine Rang-
(r +1)-Matriz S, (7,0), sodass

5/(2d—2) _ppl/(d+1)
IS(r,0) = S, (7,0l < Coc NP/ PP Vi,
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wobei die Konstanten Cgsc,b > 0 nur von , d, p, der v-Formregularitit der quasiuniformen
Triangulierung &, und n abhdngen.

Beweis. Seien Br_, Br, Bounding-Boxen fiir die Cluster 7, o, die die Zuléssigkeitsbedingung
(2.24) erfiillen. Mit p aus (6.1) sei I, C I' definiert durch (2.34). Wir wenden Lemma 6.2
mit der Bilinearform (V',-) 1>(r) und dem Raum Vj = SPO(&,) an. Fiir Vektoren ¢ € RI7I,

1 € Rl7l gilt also die Darstellung
T ~
= . 1
STS(r N = (Vo) . (6.16)

Die Funktion ) ist hierbei gegeben als ¢ = Z‘G|1 ¥ ;&j,, wobei §;, die j-te Basisfunktion
zugehérig zum Cluster o bezeichnet, und die Funktion (;5 € SPY(&,) ist definiert durch

b=o+ ¢p mit ¢ = Z'Tl ¢, und supp ¢, C T, sodass
- _ ~ 0 ‘ ~
<V¢,¢>L2(F) 0 Vi e SPY(E,) mit suppy C Iy, (6.17)

Unsere Niedrigrangapproximation an das Schurkomplement S(7,¢) wird in zwei Schritten
konstruiert. Zunéchst wird auf einer Box B s)r, mit Hilfe der in Abschnitt 4.4 ein-

gefiihrten Techniken und der Orthogonalitéit (6.17) ein niedrigdimensionaler Raum Wk
konstruiert, aus dem die Funktion 5 fiir jedes ¢ gut approximiert werden kann. Auflerhalb
von B(i44)r, nutzen wir die Trégereigenschaft suppy C Bpg, der Funktion ¢ aus (6.16)
und Verwenden Lemma 6.14.

Seien § = 1+77 und Bg,, B(146)R,s B(1+25)Rr, konzentrische Boxen gemifi Definition 2.10.
Die Wahl von § und die Zuléssigkeitsbedingung (2.24), wobei wir auf Grund der Sym-
metrie S(,0) = S(o,7)T annehmen kénnen, dass min{diam(Bg, ), diam(Bg,)} = VdR,,
implizieren

dist(B(1 425 R, Br,) > dist(Bg,, Bg,) — VdéR, > VdRs(n™* — §) > 0. (6.18)

Die Symmetrie des Randintegraloperators V' und supp 5 C Bg, UT, fithren somit auf

<V$’¢>L2(F) - <¢~5’ Vw>L2(F)
- <$’ V¢>L2(B(1+5)Rdﬁf‘p) + <5’ Vw>L2(F\B(1+5)RJ) ' (6.19)

Wir betrachten zunichst den ersten Term auf der rechten Seite von (6.19). Wegen (6.18)
folgt ¢|B(1+25)R00Fp ¢P’B(1+25)Ramrp und die Orthogonalitidt (6.17) gilt auf der Box

B(1426)R,- Somit liegt das Potential V¢ im Raum Hp0(B(1426)r,» Lp)-

Es kann also Lemma 4.19 auf V¢ angewendet werden mit R := (1 4+ 0)R, und x :=

2_1“7 = 1+5 Hierbei sei erwihnt, dass (1 +x)(1+6) = 1 +25 und 1 + kL = 3 + 1.

Lemma 4.19 liefert somit einen niedrigdimensionalen Raum Wk mit Dimension dim Wk
Caim (3 + 1)%q k4! = : [51], und die Bestapproximation qS s gf) an gb aus dem Raum
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

Wy, erfiillt
o4 S Rl |75
L2(B(145)r, Tp) h,(1420)Ro
< p3/2g—bar /(Y ’ H
H— 1/2 )
wobei wir by = —2*(d+1)clh/l((§ll>q /(d+1)(3 4 7)=d/(04d) > ( definiert haben, um ¢* <
dim
e~/ 2 erhalten. Somit folgt
b— 6,V > < 32 bt/ (Y ) H v . 6.20
(G-avey,, s gy Vol (620

Die Elliptizitidt von V', die Trigereigenschaft supp(qz; — ¢) = suppp, C I', und die Ortho-
gonalitét (6.17) liefern

~(vo,6- @
S 1l aqry H¢ ¢H

|6~ ﬂ AKV@—@¢ @H@

SVl gz H¢ - <Z>’

H- 1/2
(6.21)

H—l/z(r H- 1/2

Schlussendlich erhélt man mittels Dreiecksungleichung, (6.21) und der Stetigkeit von V' :
L*(T') — HY(T') aus Satz 3.11 eine Abschitzung fiir (6.20) durch

s [,

18l -1y IV ary )

_ _ppl/(d+1)
S B2 6] oy 1 2y

‘@é&vw

v
LQ(B(H&)RaﬁFp) ~1/2(1) I wHLz(F)

Fiir den zweiten Term in (6.19) niitzen wir die asymptotische Glattheit der Green’schen
Funktion G(-,-) aus. Es kann Lemma 6.14 angewendet werden mit By = B, und Dx =
I\ B(146)R,, wobei fiir alle x € Dy die Wahl von § impliziert, dass

1 OR,

diSt({l‘}, By) > diSt(DX, By) > m diam(By) =

(6.22)

Daher erhalten wir eine Approximation Gy(z,y) = Z:;l 91,i(7)g2,i(y), wobei 7 = [T, mit

1
. <
) )HL‘X’(BRU) ~ dist({ﬂ:}, BRa)diz

IG(z, ) — G# e e e T\ Buyoyr,.  (6.23)

Hierbei héngt die Konstante b > 0 nur von d und n ab. Aus (6.22) und (6.23) so-
wie |T'N Bgr,| < R folgt nun, dass der Rang-7-Operator Vi gegeben durch Vip(z) =
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6.5 Die schwach-singulédre Integralgleichung - H-LU-Zerlegung

fBRaﬂF Gr(z,y)Y(y)ds, die Abschétzung

(6. = Vv

L2(T\B(146)R,)

/ 5@ [ (Gl - el wl)ds,ds,
F\B(1+6)RU Br_ NI

9]y VT BRTIG = Gl (000 0 5000 192200
S [ e s

—1/2 _—borl/d —1/2 _—bort/d
S R Tt PPy L

erfiillt, wobei die letzten beiden Ungleichungen aus der inversen Ungleichung aus Lem-
ma 2.5, den Annahmen d < 3 und R, < ndiam(Q2), der Wahl § = ﬁ sowie der Stabi-

litdtsabschitzung (6.21) fiir die Abbildung ¢ — qg folgen. Hier hingt die versteckte Kon-
stante zusétzlich von n ab. Wir erhalten also mit b := min{by, b2}, dass

R I Y IR Lo I

_ _ppl/(d+1)
< A3 B oy 10 -

Da die Abbildung (¢, ¥) — <d>, V1/1>L2(B(1+6)Ramrp)+<¢, VW>L2(F\B(1+5>R : eine beschrankte

Bilinearform auf L2(I') definiert, existiert ein linearer Operator V, : L2(T') — L2(T), sodass

<$’ W>L2(B<1+5>Rmrp> " <~’ VF¢>L2<F\B(M>R ) < Ve w>L2<r

und die Dimension des Bildes von ‘7T ist beschrankt durch 27 < r + 1. Daher erhalten wir
eine Matrix S, (7,0) von maximalem Rang r + 1, sodass

T
S — S, (T,
IS(,0) = Sp(1,0)|l, =  sup [9" (S(r,0) = S:(7,0))¢|
$ERIT| peRl7] 19ll (121l
< Chd*5/2efbr1/(d+1)

wobei wir (2.11) verwendet haben. Die Abschiitzung m < h~? aus [Ste08, Lemma 12.6]

sowie h ~ N 1/(d=1) beenden schlussendlich den Bewelis. O

Beweis von Satz 6.13. Lemma 6.15 liefert eine Approximation S, (7,0) an das Schurkom-
plement S(7,0), und gemeinsam mit Satz 6.5 fiihrt das auf die erste Abschétzung fiir C.
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

Da V = CC7, folgt mit der Dreiecksungleichung schlussendlich
[V — CuCil, < 1€~ Cullp [[CT |, + [|CT — CF[, ICIl,
+]C — Cully[|CT - GG,
< 2C4Caprin(C) depth(Tz) N/ =2 e =br /0 1y

\%
+ K2(C)?CLC2, depth(T7)* N, 5/(d 1) ~2brt/ (@41 ||||C’|‘|2

und mit ko(V) = k2(C)? ist der Beweis beendet. O

6.6 Die hypersinguldre Integralgleichung - H-LU-Zerlegung

In diesem Abschnitt wird die Existenz einer approximativen Cholesky-Zerlegung fiir die
hypersingulire Integralgleichung bewiesen. Der nachfolgende Satz zeigt, dass der Cholesky-
Faktor C der stabilisierten Galerkin-Matrix W** aus (3.51) durch eine blockweise untere
Dreiecksmatrix mit Blockrang r approximiert werden kann, sowie, dass eine hierarchische
LU-Zerlegung fiir die Matrix W der Sattelpunktformulierung aus (3.48) existiert.

Satz 6.16. Sei W5t = CC” die Cholesky-Zerlequng mit einer unteren Dreiecksmatric C.
Sei der Zuverldissigkeitsparameter n > 0 fiziert und eine zuldssige Partition P von I X T
basierend auf dem Cluster-Baum Tz gegeben. Dann existieren fiir jedes r > 0 blockweise
untere Dreiecksmatrizen Cy, Ly und eine blockweise obere Dreiecksmatriz Uy mit maxi-
malem blockweisen Rang r + 5, sodass

Cc-¢C o
.Z. M < CChOlNIL?71 depth(TI)eibrl/(dJ’_l) ;
ICl[
Wst C.C B
H StH HHQ < 20 holNIg—l depth(TI)eibrl/(tﬁkl)
W=t
4
+ Cc2holj\rlfl_1 depth(TZ)Ze—zbrl/(dﬂ) ;
HVAV - LHUHH N
> W : < 2Ccholj\flfHdepth("]l"z)efbrl/(rurn
.,

4
+ Cc2ho1]\7fi_1 depth(TI)Qe*Zbrl/(d+l) .

Die Konstante Cepol ist gegeben durch Cepol = CspCscr/k2(WSt) mit der Schwachbesetzt-
heitskonstante Cgp, aus (2.26). Die Konstante b > 0 hingt nur von Q, d, p, der ~-Form-
reqularitit der quasiuniformen Triangulierung E, und n ab. Die Konstante Cy. hidngt zusdtz-
lich moch vom Stabilisierungsparameter o ab.

Wir werden abermals die Représentation des Schurkomplements S(r, o) aus (6.5) verwen-
den, um eine Niedrigrangapproximation an S(7, o) zu konstruieren, was im nachfolgenden
Satz formuliert ist.
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6.6 Die hypersingulédre Integralgleichung - H-LU-Zerlegung

Satz 6.17. Sei T x o ein n-zuldssiges Cluster-Paar und das Schurkomplement S(1,0) fir
die Matriz W** aus (3.51) definiert durch (6.2). Dann existiert fiir jedes r > 0, eine Rang-
(r+5)-Matriz S, (7,0), sodass

_ _ppl/(d+1)
IS(7,0) — S.(7,0)||y < CLh® 370/,

wobei die Konstanten C.., b > 0 nur von Q, d, p, der ~v-Formregularitit der quasiuniformen

Triangulierung &, undn abhdingen. Weiters existiert eine Konstante Cy, die zusdtzlich noch
vom Stabilisierungsparameter o > 0 abhdngt, sodass

2/(d—1) _ppl/(d+1) s
IS(7,0) = S,(7,0) [}y < Coe N/ Ve ? W=,

Beweis. Seien Bg_, Br, Bounding-Boxen zu den Clustern 7, o, die die Zuléssigkeitsbeding-
ung (2.24) erfiillen, und p C Z sowie I', C I' definiert durch (6.1) und (2.34). Lemma 6.2,
angewendet mit der stabilisierten Bilinearform (W, ) r2 0y +a (-, 1) p2(p) (1) p2(py, der zu-
gehorigen Galerkin-Matrix Ws* und Vj, = SP1(&},), liefert eine Reprisentation des Schur-
komplements als Orthogonalisierung beziiglich Freiheitsgraden in I', mit

' (S(ro) +D)p=(Wow)  +a(d1) @ Dpr. (624

Die Funktion ¢ ist hierbei gegeben als ¢ = Zl(f' ¥ ;&j, und die Funktion 5 € SPl(&y) ist
definiert durch gb = ¢+ ¢, mit ¢ = Z'Tll ®;&;. und supp ¢, C T,, sodass

. _ R ‘ ~
<W¢,¢>L2(F) 0 Vi €SP (&) mit suppty C I',. (6.25)

Unsere Approximation des Schurkomplements S(7,0) wird #hnlich wie in Abschnitt 6.5
auf zwei Teilprobleme aufgeteilt: Zunéchst wird mit Hilfe der Orthogonalitét (6.25) und in
weiterer Folge mit den Resultaten aus Abschnitt 4.5 ein niedrigdimensionaler Unterraum
Wi konstruiert, aus dem fiir jedes ¢ die zugehorige Funktion ¢ gut approximiert werden
kann. Weiters verwenden wir die Trégereigenschaft der Funktion v in (6.24), also supp ¢ C
Bg,, und k'dnnen daher Lemma 6.14 anwenden.

Seien § = 1+ und Bg,, B(146)R,, B(1+25)Rr, konzentrische Boxen. Auf Grund der Sym-
metrie des Schurkomplements S(7,0) = S(o,7)7 koénnen wir diam Bg, < diam Bg. und
somit min{diam(Bg_),diam(Bg,)} = V/dR, annechmen, was mit der Wahl von § sowie der
Zuldssigkeitsbedingung dist(B(1425)r, , Br,) > 0 impliziert.

Die Symmetrie von W und die Tragereigenschaft supp 5 C Bg, U Fp fithren auf

<W(E7w>L2(F)+a<($’1>L2(F) (W D gz = <¢’W¢> +a<¢’ > )<¢’1>L2F

= ~, ” + N, + « y 1 s 1
<¢ w>L2(B(1+6)RgﬁFP) <¢ ¢>L2(F\B<1+6>Rg) <d) >L2(F) W >L2(F)
(6.26)

Wir werden zunéchst den ersten Term auf der rechten Seite von (6.26) behandeln. Aus
der Definition von gf) folgt ¢|B(1+25)RgﬂFp ¢p’B(1+26)Ro—me Die Orthogonalitdt (6.25)
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

gilt auf der Box B(1;95)r,, womit fiir das Doppelschichtpotential K qu folgt, dass K 5 €
Hn,o(B+26)r,> [, 0)-
Daher kann Lemma 4.26 auf das Doppelschichtpotential K¢ mit R := (1 + §)R, und

K= ﬁ = 1_5%5 angewendet werden. Die Wahl von x und ¢ impliziert (1+x)(1+9) = 142§

und 1 +/<c_1 = 3+n. Wir erhalten also einen niedrigdimensionalen Raum Wk mit Dimension
dim W), < Caim (3 + 1)%q~ k% =: [1], und die Bestapproximation ¢ = g gb an ¢ aus

dem Raum Wk hat die Eigenschaft

o] S Roh ™2 ||
L% (B(145)r,Tp) hy(1426)Ro
Mit H) qu (QeaR < (4R Hgf)HHl/2 und der Definition b; := —2_(d+1)%qd/(d+l)
dim
(3+n)~ d/(1+d) > 0, womit ¢F < e~bart/ H gilt, folgt somit
- < nar 53,
'<¢ LT = 2 I LG PP
1/2 =byrt/ (D)
< n et Wy (6:27)

Die Elliptizitat des hypersinguldren Integraloperators auf dem Screen I', C T', siehe bei-
spielsweise [SS11], supp(¢ — ¢) = supp ¢, C I', und die Orthogonalitéit (6.25) fithren auf

|6~ ¢H = <W($—¢),$—¢> ——(Wo,0- ¢>m)

HY/2(D
S Wl || - ¢H SN lmragry 6= 0] 0 (629)

H1/2 H1/2

Mit der Stabilit#it des hypersinguliren Integraloperators W : H*(I') — L?(T") aus Satz 3.11,
der Dreiecksungleichung, der Abschétzung (6.28) und der inversen Abschitzung (2.12)
kénnen wir nun (6.27) abschétzen mittels

< h—l/Qe—blrl/(d+1)

b— b, W
'<¢ # zZ}>L2(B<1+6>Raﬁl“p) ~

by /(@)
<h 1/2,~b1 <H¢ ¢H o +||¢”H1/2(F)> ||¢||H1(F)

1/(d+1)

9] 12, el

H1/2

Sh72e 160 22y 11l 22y - (6.29)

Fiir den zweiten Term in (6.26) niitzen wir die asymptotische Glattheit der Green’schen
Funktion G(-,-) aus. Hierbei verwenden wir zunéchst eine klassische Darstellung des hyper-
singuléren Integraloperators mit Hilfe des Einfachschichtoperators (siche beispielsweise
[Ste08, Kap. 6]) gegeben durch

<$, W¢>L2(F) - <rotp££, Vrotpw>L2(F) , (6.30)
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6.6 Die hypersingulédre Integralgleichung - H-LU-Zerlegung

wobei fiir eine skalare Funktion v definiert auf I', einen Fortsetzungsoperator £ und den
duBeren Normalvektor n die Oberflachenrotation definiert ist durch

rotrv = n x /(VLY), fiir d = 3,
rotrv = n - (VT Lv), Vv = (00, —01v)T fiir d = 2.

Die Reprisentation (6.30) ist notwendig, da die Kernfunktion des hypersinguldren Integral-
operators, also die Normalenableitung der Green’schen Funktion, nicht asymptotisch glatt
ist auf nicht glatten Oberflichen T'.

Mit Hilfe dieser Darstellung kann Lemma 6.14 mit By = Bg, und Dx = I'\ B14s)r,
angewendet werden, wobei fiir x € Dx die Wahl von § impliziert, dass

R,

diSt({SU}, By) > diSt(Dx, By) > diam(By) =

. (6.31)
2V/d(1 +1n)

Wir erhalten daher eine separable Approximation Gi(x,y) = Z?:l 91,i(2)g2.(y), wobei

7= [5] mit

1
. <
s Mo (Br,) S dist({z}, B, ) 2°

< (6R)>deber'? Va € T\ Buyoyr, - (6.32)

Die Konstante b > 0 héngt hier nur von d und 7 ab. Auf Grund von (6.31) und (6.32) gilt
fiir den Rang-r-Operator W5 gegeben durch

5, Wi ::/ rot %a: / Gi(z,y) rotr ¥(y)dsydsy
< >L2(F\B(l+5)Rg) F\B(1+§)R(r . ( ) BRUQF ( ) : ( ) Y

mit B := (I'\ B146)r,) X (Br, NT) und |B| < RE1 dass

—b2r1/d

1G(z, ) — Gilx

— e ——
‘<¢,<W W) oo | S 1700 Ol gy VIBLG = G| ot o
< §2-dRB—d)/2g=bar!/1 rotpéH \rotpwHLg

5 h—3/2€—b27‘1/d ‘¢"L2 < h—Qe—bz'I’l/d

9 Illz2ry 402y (6:33)

H1/2

wobei die letzten beiden Unglelchungen aus den inversen Ungleichungen (2.12) und (2.15),
der Stabilitdtsabschitzung (6.28) fiir die Abbildung ¢ — ¢, den Annahmen d < 3 und
Ry < ndiam(€2) sowie der Wahl § = - + folgen. Die versteckte Konstante hiangt hier noch
zusétzlich von 7 ab. Da die Abbildung

(@ 9) <$’ W¢>L2(B(1+5)Rgmrp) - <£7 WW>L2(F\B(1+6)RG) T <(E’ 1>L2(F) W Do

eine beschriinkte Bilinearform auf L?(I") definiert, existiert ein linearer Operator W,
L?(I') — L2(I"), sodass

</M7T¢7¢>L2(F) = <$’ Ww>L2(B(1+6)R nr,) + <$’ WF¢>L2(F\B(1+6)R5)
a<$,1>L2( (¥, 1 >L2(r
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

und die Dimension des Bildes von /WT ist beschriankt durch 27+ 1 < r + 2. Daher erhalten
wir aus (6.29) und (6.33)

_9 _ppl/(d+D)
Sh e? ||¢||L2(r) ||1/’||L2(F)

‘<WM>L2 e (6.1) , o ¥ 1) 2oy~ (W, )

L2(r)

mit b := min{by, be}. Der endlich dimensionale Operator WT induziert schliefllich eine
Matrix S, (7, 0) mit maximalem Rang r + 2, sodass

[#7(S(r,0) + D — S, (r.0))¥

S(r,0)+D-S,(ro)l| = s
| S S EREE

—3 —prl/(d+1)
S Chd 36 br

9

—

wobel wir (2.11) angewendet haben. Somit existiert eine Matrix S,(7,0) := S,(7,0) — D
mit maximalem Rang r + 5, sodass

_ppl/(d+1)
36 br )

IS(r,0) = Sy(,0)[l, < CA™
Die Abschétzung W < h~%1 wobei die versteckte Konstante zusitzlich von a abhiingt,
2

siehe auch [Ste08, Lemma 12.9], und h ~ N;l/(d_l) beenden den Beweis. O

Mit Hilfe der Approximation an die Schurkomplemente kénnen wir nun wie in den vorigen
Abschnitten die Existenz einer hierarchischen LU-Zerlegung aus Satz 6.16 zeigen.

Beweis von Satz 6.16. Satz 6.5 liefert gemeinsam mit Lemma 6.17, dass

d—1 _pprl/(d+1)
( ) e br

IC — Cylly < CoeCop N/ Vdepth(T7) [, W=, .

womit mittels HVV“H2 = ||C||3 die erste Aussage gezeigt ist.
Da W5t = CCT, erhilt man mit der Dreiecksungleichung

[W* = CxChl, < IIC~Cul,[ICT|, +[|C" = CAl, ICIl;
+[C— Cull, [|[CT = CRl,
< 2C4Cipha(C)depth(Tz) Np/ et | wst |

(d=1) ,—2brt/(d+D) HWStH;

+r2(C)2C2.C2 depth(Tz) Ny TR
2

und mit ko(W*) = ko (C)? folgt der Beweis der zweiten Aussage.
Die approximativen LU-Faktoren Ly, Uy fiir die dritte Aussage konnen aus Cyx kon-
struiert werden mittels

LU*CH 0 cyl £\ [cyCy’ B
HEH =T — P o 1)\ BT 0)’

wobei £ € RN das Gleichungssystem Cyf = B 16st. Die gewiinschte Fehlerabschitzung
folgt direkt aus der zweiten Aussage. O
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6.7 FEM-BEM-Kopplung

Eine Anwendung der H-LU-Zerlegungen aus den vorigen Abschnitten findet sich beispiels-
weise bei der Black-Box-Vorkonditionierung von Transmissionsproblemen. Wir werden hier-
bei zur Diskretisierung eine Kopplung von Finiten Elementen (im Innenraum) und Randele-
menten (im Auflenraum) betrachten und einen Blockdiagonal-Vorkonditionierer mit Hilfe
der hierarchischen LU-Zerlegungen definieren. Erste theoretische Resultate fiir die An-
wendung von Blockdiagonal-Vorkonditionierern fiir symmetrische FEM-BEM-Kopplungen
finden sich in [MS98]. Fiir die hier betrachtete Johnson-Nédélec-FEM-BEM-Kopplung ver-
weisen wir auf [Fith14], wo sich unter anderem auch eine Schranke fiir die Konditionszahl
des vorkonditionierten Systems findet.

Das Modellproblem hierbei ist das folgende Transmissionsproblem

—div(CVu) = f in,

—Au™" = 0 in Q™

u—u™t = wuy aufl
C(Vu—Vu™).-n = ¢y aufT,
u™t = O(|lz|™Y)  fiir |z] = oo,

wobei f € L?(Q), up € HY?(I'), ¢o € H-/?(T) und C € L®(Q;R?) punktweise symme-
trisch und positiv definit ist.
Mit der Darstellungsformel (3.31) fiir die Auienraumlésung u™® = —V ¢+ (K + 3 )u®™" mit

¢ = 15 u®** erhilt man die so genannte Johnson-Nédélec-FEM-BEM-Kopplung, eingefiihrt

in [JN80], bei der u € H'(2) und ¢ € H~/2(T") gesucht sind, sodass
(CVu, Vo) pag) = (6, 0) 2y = (fr0) oy + (b0, 0) oy Yo € HH(Q)  (6.34a)
((1/2 = K)u, ¢) oy + (Vs ) oy = ((1/2 = K)uo, ) popy Vo € H-Y2(T). (6.34b)
Wir betrachten eine Galerkin-Diskretisierung in S“(73,) fiir u sowie S%°(&p,) fiir ¢. Hierbei

sei das Gitter &, das Spurgitter von T, also jedes E € &, ist eine Kante bzw. Fliche
eines Elements in 7. Die Galerkin-Diskretisierung von (6.34) fiithrt auf eine Matrix B €

RWa+Nr)x(No+Nr) it
A M7
B:= 1 )
51\/[ -K A\

wobei A € RNexNa eine FEM-Matrix zu einem homogenen Neumann-Problem mit Aj =
(CVy, Viby) L2(9) und V € RNt XNr eine BEM-Diskretisierung des Einfachschichtoperators
mit Vi, = (VE&, &) 2 ) sind. Die Kopplungsmatrizen setzen sich aus einer Diskretisierung
des Doppelschichtoperators K € RV *No mit K = (K1, &) L2(I) sowie der Massematrix
M € RV XNa it My, = <¢k75j>L2(F) zusammen.

Wir werden einen Vorkonditionierer fiir das stabilisierte lineare System

(o ) 6) ()
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6 Vorkonditionierung mit H-Matrizen

wobei AS' := A + aBBT, siehe auch (3.14), mit Hilfe der hierarchischen LU-Zerlegungen
aus den vorherigen Abschnitten angeben. Hierfiir betrachten wir einen Blockdiagonal-

Vorkonditionierer
_(P4g O
P= ( 0 PV> , (6.35)

wobei P4 ein guter Vorkonditionierer fiir die (stabilisierte) FEM-Matrix A®® und Py ein
guter Vorkonditionierer fiir die BEM-Matrix V ist. In [Fiih14, Satz 7.5] wird gezeigt, dass,
sofern die Vorkonditionierer P 4 und Py hinreichend gute Vorkonditionierer sind in dem
Sinn, dass die spektralen Aquivalenzen

xT ASt'x < OuxTPyx (6.36)
xI'Vx < Cyx'Pyx (6.37)

CAXTP ax <
chTPVX <
gelten, der Vorkonditionierer P dann ein guter Vorkonditionierer fiir das gesamte Block-
system ist. Speziell gilt fiir die Konditionszahl von P~'B in der Spektralnorm, dass

max{Cy4,Cy}

P 'B)<C
ra )< min{ca,cy} ’

wobei die Konstante C' nur von den Koeffizienten im Transmissionsproblem abhéngt. Damit
ist auch die Anzahl der Iterationen eines iterativen Losers, wie beispielsweise des GMRES-
Algorithmus, beschrinkt. Eine natiirliche Wahl im Kontext der hierarchischen Matrizen
fiir P4 und Py sind die H-LU-Zerlegungen aus den Abschnitten 6.3 und 6.5, also

P, :=L4Us, Py =LYUY

mit ASt ~ Lfqu"_‘l und V = L;QU;/[. Die Fehlerabschétzungen aus Satz 6.6 und Satz 6.13
implizieren die spektralen Aquivalenzen (6.36). Fiir HPA — AStH2 <eqp HAStH2 folgt

}XTPAX — XTAStx‘ < ||xH§ HPA — AStH2 <ey Hx”% HAStH2 < Creah™ T AS'x, (6.38)

wobei wir im letzten Schritt (2.8) sowie die positive Definitheit von A verwendet haben.
Analog folgt fiir Py

X Pyx —x"Vx| < [x[2 [Py — VI, < ev [x[2[[V]l, < Corvh %" Vx.  (6.39)

Wihlt man also den Rang r der H-LU-Zerlegungen grofl genug, sodass beispielsweise

Cieah™® = % und Cheyh~ 41 = %, dann erhélt man C4 = Cy = 2 und ¢4 = ¢y = %

und somit eine Schranke k2(P~'B) < 3C.

Fiir numerische Beispiele, die den effizienten Einsatz des obig vorgestellten Blockdiagonal-
Vorkonditionierers untermauern, sei auf den nichsten Abschnitt verwiesen.
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7 Numerische Experimente

Wir werden in diesem Abschnitt numerische Beispiele angeben, die die Existenz von H-
Matrix-Approximationen an inverse Galerkin-Matrizen mit exponentiell konvergierendem
Fehler untermauern, was in den vorigen Abschnitten dieser Arbeit theoretisch untersucht
worden ist, sowie H-LU-Zerlegungen zur Vorkonditionierung linearer Systeme bestimmen.

Die Berechnungen wurden auf einem Dell PowerEdge 910 Rack Server durchgefiihrt be-
stehend aus 4 Intel(R) Xeon(R) E7-4860 CPUs mit jeweils 10 Kernen, welche mit einer
Frequenz von 2.26 GHz getaktet sind, sowie einem Arbeitsspeicher von 512 GB RAM. Fiir
die Berechnungen der exakten FEM-Matrizen sowie deren H-Matrix-Approximationen wird
die C-Bibliothek HLiB, siche [BG99], benutzt. Fiir die BEM-Matrizen wird fiir den Einfach-
schichtoperator sowie bei der FEM-BEM-Kopplung abermals HLiB verwendet. Diskretisie-
rungen des hypersinguléren Integraloperators werden mit Hilfe des in C++ verfassten Soft-
warepakets BEM++, siehe [SBA+15], assembliert. Die Approximationen im H-Matrix-Format
werden hierbei mittels des in BEM++ integrierten Softwarepakets AHMED, siehe [Bebl12], be-
stimmt.

Fiir simtliche nachfolgende Berechnungen wihlen wir den Zuléssigkeitsparameter 7 als
1 = 2 sowie die minimale Blattgrole npat als nplate = 25 und konstruieren eine zuléssige
Partition mit Hilfe des geometrischen Clustering-Verfahrens, welches in Abschnitt 2.3 vor-
gestellt wurde.

7.1 Numerische Resultate fiir Finite Elemente Diskretisierungen

In diesem Abschnitt werden wir numerische Beispiele fiir Finite Elemente Diskretisierungen
aus Abschnitt 3.1 in zwei und drei Raumdimensionen betrachten.

Fiir weitere numerische Beispiele zu homogenen Dirichlet-Randbedingungen fiir ellip-
tische partielle Differentialoperatoren zweiter Ordnung verweisen wir auf [Gra0l, BHO03]
sowie auf [Sch06] fiir elliptische Systeme.

2D-Diffusion

Unser erstes und einfachstes numerisches Beispiel behandelt den Laplace-Operator auf dem
Einheitsquadrat € = (0,1)?2, also in der schwachen Formulierung die Bilinearform

a(u,v) = (Vu, Vv) 12(q) - (7.1)

Wir betrachten zunéichst gemischte, homogene Dirichlet-Neumann-Randbedingungen, wo-
bei der Rand I' = 99 aufgeteilt ist in den Dirichlet-Rand I'p := {x €' : x; =0V x2 =0}
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7 Numerische Experimente

und den Neumann-Rand I'ys = I'\I'p, und wihlen eine Galerkin-Diskretisierung niedrigs-
ter Ordnung in Sé ’1(7}L; I'p). Andererseits betrachten wir das reine Neumann-Problem, also
I' =T, und eine stabilisierte Galerkin-Diskretisierung von

an (u, ) := (Vu, Vo) 12y + (U, 1) 129y (v, 1) 12 (7.2)
in SLY(Ty).

Eine H-Matrix-Approximation By an die Inversen A~! und (A%*)~! wird wie in Ab-
schnitt 2.3.2 beschrieben mit Hilfe von Formel (2.32) konstruiert: Zunéchst wird eine ge-
naue H-Matrix-Approximation an die Matrix A bestimmt und anschliefend mit Formel
(2.32) und ‘H-Matrix-Arithmetik eine approximative Inverse berechnet. Schlussendlich wird
mit Hilfe der abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung aus Abschnitt 2.3.2 eine blockweise
Bestapproximation fiir den jeweilig vorgeschriebenen Rang r bestimmt. Als Fehlermafl be-
trachten wir [|[I — ABy/||,, was wegen

HA_I _BHH2
AL, N

|A~ ], 1T — AB |l
1A=

= [[I— AB#],

eine obere Schranke fiir den relativen Fehler liefert. Diese Schranke kann berechnet werden,
ohne die Matrix A exakt zu invertieren.

In Abbildung 7.1 vergleichen wir das Abfallen des Fehlers ||I — ABy/|, fiir wachsenden
maximalen Blockrang r der H-Matrix By,. Hierbei betrachten wir eine fixierte Anzahl an
Freiheitsgraden N = 262.144, wobei der groBte Block von By, eine Grofie von 32.7682 hat.

----exp(—1.37r) ) .

----exp(—1.27) . 10

—— |l = ABu||, |

12
Blockrang r

16

—— |l = ABu||, .

12
Blockrang r

16

Abbildung 7.1: Fehler gegen Blockrang - Gemischtes Randwertproblem (links), stabilisier-
tes Neumann-Randwertproblem (rechts) in 2D.

Die numerischen Experimente zeigen, wie theoretisch bewiesen, exponentielle Konver-
genz im Blockrang r. Man erkennt allerdings in den doppelt logarithmischen Plots in Ab-
bildung 7.1 die Rate exp(—br). Also konvergiert die hier konstruierte Approximation sogar
schneller als die theoretischen Resultate aus Satz 3.1 und Korollar 3.5 garantieren, in denen
eine Rate von exp(—br!/?) gezeigt wird.
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7.1 Numerische Resultate fiir Finite Elemente Diskretisierungen

Ha&lt man nicht die Anzahl der Freiheitsgrade N fest sondern den Blockrang r, so kann
man den Anstieg der oberen Schranke des relativen Fehlers mit wachsenden Freiheitsgraden

betrachten. In der nachfolgenden Abbildung 7.2 wird dies fiir festes r» = 10 fiir beide obigen

Modellprobleme betrachtet.
10° : 10° ‘
---- NlogN ---- Nlog N
---- N'Y2logN e ---- NY21ogN L
-2 -~ -2 -7
07 —e— I -ABull, _.--~ ] 07 —e— |l = ABull, _.--~
E Iy E T
<107 PRI L <107 LT T
R P R
10°} 107
‘ 10° 10 10°
Anzahl Freiheitsgrade N

Anzahl I%]?eiheitsgrade N
Abbildung 7.2: Fehler gegen Freiheitsgrade - Gemischtes Randwertproblem (links), stabili-
siertes Neumann-Randwertproblem (rechts) in 2D.

Man erkennt einen Anstieg des Fehlers mit der Rate N'/2log N. Da unsere Cluster-
Béume balanciert sind, gilt depth(Tz) ~ log N und Satz 3.1 bzw. Korollar 3.5 wiirde
einen maximalen theoretischen Anstieg von N log N fiir den Fehler HA‘1 — By H2 erlauben.

2 )

Wegen
IT— AByll, < [All, A" =By, S A" — By

Korollar 3.5 also nicht scharf in N.

)U(Ov§

Als abschlieendes Beispiel zu 2D-Diffusionsgleichungen betrachten wir die Modellpro-
! 1) [3,1). Beim gemischten

bleme (7.1) und (7.2) auf dem L-Gebiet Q = (0,1) x (0, 5

Randwertproblem (7.1) ist hierbei der Neumann-Rand gegeben durch 'y := {x € T

XQZO\/Xlzl}.

I'n

Abbildung 7.3: Das L-Gebiet.

da in zwei Raumdimensionen ||Al|, < C gilt, sind die Abschétzungen aus Satz 3.1 bzw.
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7 Numerische Experimente

Die nachfolgende Graphik zeigt fiir eine fixierte Anzahl an Freiheitsgraden von N =
785.920 abermals exponentielle Konvergenz mit Rate exp(—br), also das selbe asymptoti-
sche Verhalten wie fiir das Einheitsquadrat und eine geringere Anzahl an Freiheitsgraden.
Zusitzlich zeigt Tabelle 7.1 den Speicherbedarf sowie die Kompressionsraten fiir die appro-
ximative Inverse By. Fiir die Speicherung der vollen Inversen wiirden hier iiber 4 Terabyte
benétigt werden, da diese im Gegensatz zu A nicht schwach besetzt ist.

Speicherbedarf | Komprimiert
r By (MB) auf (%)

4 6828 0.1

6 10064 0.2

8 13299 0.3

10 16535 0.35

12 19770 0.4

----exp(—1.27) 14 23006 0.5
ol = AB, 16 26242 0.55
4 Bl krang 12 18 29477 0.6
20 32713 0.7

Abbildung 7.4: Gemischtes Randwertproblem
Exponentielle Tabelle 7.1: Speicheraufwand (MB) fiir By.

(L-Gebiet) -

Konvergenz im Blockrang.

Fiir den Speicherbedarf der Matrix By erkennt man in Tabelle 7.1 lineares Wachs-
tum im Blockrang 7, was mit der theoretischen Speicherkomplexitit von O(rN log N)
iibereinstimmt. Da fiir kleine Blockrange bereits gute Genauigkeiten erreicht werden, sind
die Kompressionsraten in zwei Raumdimensionen sehr zufriedenstellend.

10° Speicherbedarf | Komprimiert
07 L r By, (MB) auf (%)

4 6849 0.1
10 6 10090 0.2
= 8 13334 0.3
=107 10 16564 0.35
12 19822 0.4
107 ----exp(—1.157) 14 23066 0.5
——I-ABull, 16 26310 0.55
4 Bl rang 12 18 29554 0.6
20 32798 0.7

Abbildung 7.5: Neumann-Problem (L-Gebiet)
- Exponentielle Konvergenz im Tabelle 7.2: Speicheraufwand (MB) fiir By.

Blockrang.
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7.1 Numerische Resultate fiir Finite Elemente Diskretisierungen

Fiir das stabilisierte reine Neumann-Problem aus (7.2) auf dem L-Gebiet mit N =
788.481 Freiheitsgraden zeigen Abbildung (7.5) und Tabelle 7.2 abermals exponentielle
Konvergenz im Blockrang sowie lineares Wachstum im Speicherbedarf bei guten Kom-
pressionsraten. Die Wahl der Geometrie, der Randbedingungen sowie die Stabilisierung
der Bilinearform haben also, wie auch theoretisch gezeigt, minimalen Einfluss auf die H-
Matrix-Approximationen.

2D-Konvektion-Diffusion

Bei den obigen numerischen Beispielen haben wir Diffusionsgleichungen mit der Diffusions-
matrix C = I betrachtet. Wir werden hier einerseits Diffusionsmatrizen C mit springenden
Koeflizienten sowie Probleme mit dominantem Konvektionsterm b untersuchen.

Als Geometrie wihlen wir abermals das L-Gebiet Q = (0,1) x (0, 2)U(0, 1) x[3, 1), wobei
der Rand I" = 09 aufgeteilt ist in den Neumann-Rand I'ys:={x €' : xo0 =0 V x; = 1}
sowie den Dirichlet-Rand T'p = T'\T y.

Wir betrachten die Bilinearform a(-,-) : H}(Q;Tp) x H}(Q;Tp) — R gegeben durch

a(u,v) :== (CVu, Vo) 12 + (b Vu,v) 12 (7.3)
und verwenden eine Galerkin-Diskretisierung in S (’ﬂ, I'p)
Fiir die Koeffizienten wéahlen wir einerseits Cy := < 1 > b, = T sowie Cy :=
10721, ba(x1,x2) := (—x2,%1)T und Cj3 := I, bs(x1,%3) := T mit
{10 Eram () @, %)

Die nachfolgenden Graphiken zeigen die Konvergenz des Fehlermafies ||I — ABy]||, fiir
eine fixierte Anzahl an Freiheitsgraden N = 785.920.

10° 10 10
107 b 107 b 107
e o 5
,{:}0 '{:o %10
Fao® 0 . e R
. 10 .l
wel ----exp(—1.17) 10" ----exp(=1.157) exp(—1.1r) °
——[l1 = ABx||, = ABull, w [l = ABully :
! Blogkrangl% o ! Blogkrangl% o ¢ Bloéﬁrang r'’ 20

Abbildung 7.6: 2D Konvektion-Diffusion - Parameter Cip,b; (links), Parameter Cs,bo
(mitte), Parameter Cs,bs (rechts).

Fiir simtliche Wahlen der Parameter C;, b; erkennt man abermals exponentielle Konver-
genz im Blockrang, einzig die Konstanten Clypx, b unterscheiden sich. Die Kompressionsraten
sowie das Wachstum des Fehlers mit steigender Anzahl der Freiheitsgrade verhalten sich
identisch zu den Resultaten des vorigen Abschnittes.
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7 Numerische Experimente

3D-Diffusion

Wir betrachten in diesem Abschnitt Finite Elemente Diskretisierungen in drei Raumdi-
mensionen. Auf dem Einheitswiirfel 2 = (0,1)? mit dem Dirichlet-Rand T'p := {x € T :
Ji € {1,2,3} : x; = 0} und dem Neumann-Rand Ty = I'\I'p wiihlen wir abermals eine
Diskretisierung des Laplace-Operators

a(u,v) = (Vu, Vv) 2 (7.4)

niedrigster Ordnung in Sé’l(ﬁ; I'p).

In Abbildung 7.7, vergleichen wir abermals das Fehlerma8 ||I — ABy/||, mit dem Anstieg
des Blockrangs r fiir eine fixe Anzahl N = 262.144 an Freiheitsgraden. Tabelle 7.3 zeigt
Speicherbedarf und Kompressionsraten, wobei die unkomprimierte Inverse A~! hier 512
Gigabyte Speicher benttigen wiirde.

Speicherbedarf | Komprimiert
r By, (MB) auf (%)
10 5631 1.1
25 12939 2.5
50 23309 4.4
75 32698 6.2
101 41456 7.9
- - - exp(=2.071/2) 127 49042 9.4
107 _9_‘\|I—ABHH2‘ - KN 154 55157 10.5
20 40 60 80100 150 200 179 59618 11.4
Blockrang r
203 62716 12.0
Abbildung 7.7: Exponentielle Konvergenz im
Blockrang - 3D FEM. Tabelle 7.3: Speicheraufwand (MB) fiir Wy.

Abbildung 7.7 zeigt exponentielle Konvergenz mit Rate exp(—brl/ 2), welche abermals
schneller ist als exp(—br'/4), was unser theoretisches Resultat aus Satz 3.1 liefert. Im
Vergleich zum zweidimensionalen Fall erkennt man schlechtere Kompressionsraten bei ver-
gleichbarer Genauigkeit, was auf ebendieses Konvergenzverhalten von exp(—br'/2) an Stelle
von exp(—br) im zweidimensionalen Fall zuriickgefiihrt werden kann.

Schlussendlich betrachten wir den Anstieg des Fehlermafes ||I — ABy]||, bei festem Rang
von 7 = 50. In Abbildung 7.8 erkennt man asymptotisch einen Anstieg von N2/31log N. Da
in drei Raumdimensionen ||A||, < N~1/3 gilt, stimmt dies mit dem theoretischen Anstieg
aus Satz 3.1 {iberein.
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---- N2/310gN
---- Nlog N
1
107 — 1 — ABxl||, e

. .
4 5

10 10
Anzahl Freiheitsgrade N

Abbildung 7.8: Fehler gegen Freiheitsgrade - Gemischtes Randwertproblem in 3D.

3D-FEM H-LU-Zerlegung

In diesem Abschnitt werden numerische Beispiele zu hierarchischen Cholesky- und LU-
Zerlegungen angegeben. Fiir das symmetrische Problem (7.4) auf dem Einheitswiirfel mit
gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen wie im vorherigen Abschnitt wird ei-
ne H-Cholesky-Zerlegung A ~ CHC£ bestimmt. Zusétzlich betrachten wir ein nicht-
symmetrisches Problem

a(u,v) = (Vu, V) 12q) + (b Vi, v) 12 (7.5)

mit zusitzlichem Konvektionsterm mit b = (1,1,1)7, wofiir eine H-LU-Zerlegung A ~
L4 Uy berechnet wird.

Die H-Cholesky- und H-LU-Zerlegungen werden in HLiB folgendermaflen aufgestellt:
Zunéchst wird eine H-Matrix-Approximation an A mit Hilfe von ACA, siehe [Beb00],
und einer relativen Genauigkeit von ¢ = 10716 fiir den ACA-Algorithmus berechnet. Die
gewiinschte hierarchische Faktorisierung erhalten wir schliefilich mit Hilfe des in [Beb05]
vorgestellten Algorithmus, der auf H-Matrix-Arithmetik basiert, sowie abschlieBend mittels
blockweiser Projektion auf den gewiinschten Rang r.

Die nachfolgende Abbildung 7.9 zeigt die Konvergenz der oberen Schranken
HI - (CHCZ[)_lAH2 und HI - (LHUH)_lAH2 des relativen Fehlers der H-Cholesky- und
‘H-LU-Zerlegung bei wachsendem maximalen Blockrang und einer fixen Anzahl N = 262.144
an Freiheitsgraden. Die Inversionen der Dreiecksmatrizen werden hierbei exakt durch-
gefithrt. Wie in Satz 6.6 und Korollar 6.9 theoretisch gezeigt, erkennt man exponentielle
Konvergenz im Blockrang. Wie auch bei den Inversionen in den vorigen Abschnitten er-
kennt man sogar eine schnellere Rate von exp(—br'/?) im Vergleich zur theoretischen Rate
von exp(—brl/4).
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10| ""6Xp(—3.37“1/2) \s\ 107! ""6Xp(—3.3r1/2) \\\
—— || - (CuC3) A, —— |1 — (LaUx) "' A,

25 100 150 25 100 150

50 50
Blockrang r Blockrang r

Abbildung 7.9: Fehler gegen Blockrang-H-Cholesky-Zerlegung (7.4),H-LU-Zerlegung (7.5).

Schlussendlich betrachten wir die Bilinearform (7.4) sowie die rechte Seite f = 1. Eine
Diskretisierung in Sol’l(ﬁ; I'p) fithrt auf das lineare System

Ax = f.

Wir werden dieses System mit Hilfe des iterativen GMRES-Verfahrens ohne Vorkonditio-
nierer und mit Hilfe des Vorkonditionierers P 4 := C'HC% mit der hierarchischen Cholesky-
Zerlegung aus Abschnitt 6.3 16sen. Die H-Cholesky-Zerlegung wird hierbei wie zuvor be-
schrieben berechnet, wobei hier der Parameter ¢ = 1072 fiir den ACA-Algorithmus sowie
(falls notwendig) eine blockweise Projektion auf maximalen Rang von r = 10 verwen-
det werden. Die gesamte Rechenzeit, die fiir das Aufstellen der hierarchischen Cholesky-
Zerlegung benotigt wird, ist in der letzten Spalte der nachfolgenden Tabelle festgehal-
ten. Zusétzlich zeigt die nachfolgende Tabelle die Anzahl der Iterationen fiir das nicht-
vorkonditionierte und das vorkonditionierte System, die benttigt werden, bis das relative
Residuum im GMRES-Verfahren kleiner als 1078 ist, sowie die Rechenzeiten fiir das Losen.

FEM | Iterationen | Iterationen | Zeit (s) Losen | Zeit (s) Losen Zeit (s)
DOFs | (ohne Py) | (mit Py) (ohne P 4) (mit P4) Aufstellen P 4
85184 2580 50 15.2 5.7 8.2
262144 5093 273 160 68 12
512000 7675 274 488 160 26
1000000 11601 419 1648 552 83

Tabelle 7.4: Tterationszahlen und Rechenzeiten fiir das Losen ohne/mit Vorkonditionierer.

Auf Grund des geringen Ranges von r = 10 ist die Berechnung des Vorkonditionierers
“billig” im Verhéltnis zu den Rechenzeiten fiir das Losen des linearen Systems. Ist man an
der Losung des Systems fiir viele verschiedene rechte Seiten interessiert, so ist es sinnvoller,
einen grofleren Blockrang zu wéhlen. Die Iterationszahlen fiir das vorkonditionierte System
steigen im Vergleich zum nicht-vorkonditionierten System moderat an. Mdchte man diese
gleichméfig in den Freiheitsgraden N beschrinken, so muss der Blockrang abhéingig von
N gewiihlt werden, siehe auch die spektralen Aquivalenzen aus Abschnitt 6.7.
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7.2 Numerische Resultate fiir Randelementdiskretisierungen

In diesem Abschnitt betrachten wir numerische Beispiele fiir Randelementdiskretisierungen
der schwach-singuldren Integralgleichung aus Abschnitt 3.3.2 sowie der hypersingulidren
Integralgleichung aus Abschnitt 3.3.3. Fiir die BEM-Matrix V benutzen wir fiir Beispiele
in 2D und 3D abermals die Bibliothek HLiB. Fiir Diskretisierungen (hoherer Ordnung)
des hypersingulidren Integraloperators W verwenden wir das Software-Paket BEM++. Fiir
weitere numerische Beispiele, die die Existenz einer inversen Matrix im H-Matrix-Format
unterstiitzen sowie den erfolgreichen Einsatz von H-Matrizen als Vorkonditionierer belegen,
verweisen wir unter anderem auf [Gra0l, Beb05, Gra05, Boér10b].

7.2.1 Der Einfachschichtoperator
Beispiele in zwei Raumdimensionen

Auf dem L-Gebiet © = (0,3) x (0,3) U (0,%) x [1, 3) betrachten wir eine Diskretisierung

von

Vo, ¥) 12 (7.6)

niedrigster Ordnung in S%%(&,) und berechnen eine approximative Inverse Wy, wie in
Abschnitt 7.1 beschrieben.

In Abbildung 7.10 vergleichen wir abermals die Konvergenz des Fehlermafes [|[I — VW],
des relativen Fehlers fiir wachsende r. Hier ist die Anzahl der Freiheitsgrade fixiert als
N = 65.536 und der groBte Block der H-Matrix Wy hat eine Grofle von 8.1922. Weiters
zeigt Tabelle 7.5 den Speicheraufwand der Matrix Wy fiir wachsende r und die jeweiligen
Kompressionsraten. Unkomprimiert wiirde eine Speicherung der Matrix V 32.8 Gigabyte
bendétigen.

10
Y Speicherbedarf | Komprimiert
r Wy, (MB) auf (%)
EECE 2 109 0.3
I 3 148 0.5
10|
5 226 0.7
10°)  ----exp(=2.07) 7 305 0.9
— 1= VW, 9 383 1.2

N Blockrang r

Abbildung 7.10: Exponentielle ~ Konvergenz Tabelle 7.5: Speicheraufwand (MB) fiir Wy,.
im Blockrang - 2D BEM
(V).

Wir erkennen abermals exponentielle Konvergenz im Blockrang bei linearem Wachstum

im Speicheraufwand. Die beobachtete Rate von exp(—br) ist erneut schneller als die theo-
retische Rate von exp(—br!/?) aus Satz 3.12.

123



7 Numerische Experimente

Betrachtet man den Anstieg des Fehlers [|[I — VWy||, bei einer wachsenden Anzahl an
Freiheitsgraden und einem fixierten Blockrang von r = 5, so erkennt man in nachfolgender
Abbildung 7.11 bestenfalls einen logarithmischen Anstieg. Somit ist die Abschéitzung in

Satz 3.12 nicht scharf in V.

10° — :
---- Nlog N
----logN
102} == [l = VW],
g
= -
T
107

5000 10000 ..20000 40000 60000
Anzahl Freiheitsgrade N

Abbildung 7.11: Fehler gegen Freiheitsgrade - BEM in 2D.

Beispiele in drei Raumdimensionen

In 3D betrachten wir als Geometrie eine Kurbelwelle, generiert durch das Softwarepaket
NETGEN, siche [Sch97], welche in folgender Graphik 7.12 visualisiert ist.

Abbildung 7.12: Eine Kurbelwelle.

Wir wihlen erneut eine Diskretisierung des Einfachschichtoperators V' niedrigster Ord-
nung in S%0(&;,) auf einem quasiuniformen reguliren Gitter &, auf der Oberfliche der
Kurbelwelle. Eine H-Matrix-Approximation Wy, an V! wird mit Hilfe von HLiB und in
gleicher Weise wie in Abschnitt 7.1 bestimmt.

Abbildung 7.13 vergleicht das Fehlermaf [|[I — VWy||, fiir den relativen Fehler fiir eine
fixierte Anzahl an Freiheitsgraden N = 38.656 mit wachsendem Blockrang r. Der grofite
Block von W hat hierbei eine Gréfie von 4.8322 und eine Speicherung der exakten Inversen
V! wiirde iiber 11 Gigabyte ben&tigen. Der Speicherbedarf sowie die Kompressionsraten
fiir die Matrix Wy sind in Tabelle 7.6 angefithrt. Wie auch bei den Beispielen zu den
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e Speicherbedarf | Komprimiert
r Wy, (MB) auf (%)
5 585 5.1
% 107 10 964 8.5
= 15 1333 11.7
20 1672 14.7
10 ----exp(—2.27?) | 25 1979 17.4
—— || — VWx]], T 30 2258 19.8
5 10 20 40 35 2515 22.1
Blockrang r 40 2752 24.1

Abbildung 7.13: Exponentielle  Konvergenz
im Blockrang - 3D BEM Tabelle 7.6: Speicheraufwand (MB) fiir Wy,.

(Einfachschichtoperator V).

FEM-Matrizen in Abschnitt 7.1 erkennt man in drei Raumdimensionen exponentielle Kon-
vergenz mit einer Rate von exp(—brl/ 2), womit wir schnellere Konvergenz als unsere theo-
retische Rate von exp(—br'/4) aus Satz 3.12 beobachten.

Schlussendlich betrachten wir abermals den Anstieg des Fehlermafes |[|[I — VWy||, fiir
festen Rang r = 5 und eine wachsende Anzahl an Freiheitsgraden. In Abbildung 7.14
erkennt man einen Anstieg mit Rate N/3log N, also erneut einen langsameren Anstieg als
die theoretische Schranke aus Satz 3.12 liefert.

10°

---- N'/3log N
---- NlogN
L = VW,

Fehler

00 40000

5000 10000 200
Anzahl Freiheitsgrade N

Abbildung 7.14: Fehler gegen Freiheitsgrade - BEM in 3D.

Numerische Beispiele zu anderen Geometrien, wie den Einheitswiirfel oder den Fichera-
Wiirfel, zeigen analoge Resultate, exponentielle Konvergenz im Blockrang mit schnellerer
Rate und langsameres Wachstum in den Freiheitsgraden als in Satz 3.12 bewiesen, und
werden somit nicht angefiithrt. Wie bei den FEM-Diskretisierungen in Abschnitt 7.1 hat die
Geometrie nur einen Einfluss auf die Konstanten.
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7 Numerische Experimente

3D-BEM #H-Cholesky-Zerlegung

Als abschlielendes Beispiel fiir den Einfachschichtoperator betrachten wir die exponenti-
elle Konvergenz im Blockrang einer H-Cholesky-Zerlegung sowie die Vorkonditionierung
der schwach-singulédren Integralgleichung mittels der H-Cholesky-Faktorisierung. Die H-
Cholesky-Zerlegung wird wie in Abschnitt 7.1 mit HLiB berechnet.

Die folgende Abbildung 7.15 zeigt fiir eine feste Anzahl an Freiheitsgraden N = 38.656 ex-
ponentielle Konvergenz der oberen Schranke des relativen Fehlers HI — (Cq.[Ca)*lVH2 mit
einer Rate exp(—br'/2), welche erneut schneller ist als die theoretische Rate von exp(—br!/4)
aus Satz 6.13.

----exp(—2.4r'/?) ) ..
——|lI - (CcuCR)V|, s "

N
~

10 20 40
Blockrang r

Abbildung 7.15: Fehler gegen Blockrang - ‘H-Cholesky-Zerlegung BEM in 3D.

Um die gute Anwendbarkeit der H-Cholesky-Zerlegung als Vorkonditionierer zu demons-
trieren, betrachten wir das lineare System

Vx =1~

mit f = V1. Die nachfolgende Tabelle zeigt Iterationszahlen und Rechenzeiten fiir das
Losen dieses Systems mit Hilfe des GMRES-Verfahrens (bis zu einer relativen Genauigkeit
von € = 10~%) mit und ohne Vorkonditionierer. Als Vorkonditionierer wird die #-Cholesky-
Zerlegung Py := CHCQ aus Abschnitt 6.5 mit maximalem Blockrang von r = 3 verwendet.

BEM | Iterationen | Iterationen | Zeit (s) Losen | Zeit (s) Losen Zeit (s)
DOFs | (ohne Py) | (mit Py) (ohne Py) (mit Py) Aufstellen Py
5248 872 9 04.5 0.7 14.6
6992 1161 10 135 1.3 23
10744 2926 13 798 5.1 40
21392 3382 15 4358 21.7 7
38656 6561 16 24167 76.3 161

Tabelle 7.7: Iterationszahlen und Rechenzeiten fiir das Losen ohne/mit Vorkonditionierer.
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7.2 Numerische Resultate fiir Randelementdiskretisierungen

Die Iterationszahlen fiir das vorkonditionierte System wachsen abermals sehr langsam, und
auf Grund des geringen Ranges von r = 3 ldsst sich der Vorkonditionierer Py, schnell
berechnen. Trotzdem wachsen auch die Zeiten fiir das Losen nur langsam an, Py ist also
ein guter Vorkonditionierer fiir das lineare System.

7.2.2 Der hypersinguldre Integraloperator

Schlussendlich betrachten wir noch numerische Beispiele fiir die hypersingulére Integral-
gleichung aus Abschnitt 3.3.3.

Als Geometrie wahlen wir wie im vorigen Abschnitt die Kurbelwelle, dargestellt in Ab-
bildung 7.12. Fiir die stabilisierte Bilinearform

W, )2y + (0, 1) 2(ry (¥, 1) 12

mit Stabilisierungsparameter o = 1 withlen wir eine Galerkin-Diskretisierung mit W5t
gegeben durch (3.51) in SP1(&,) mit verschiedenen Polynomgraden p.

Eine H-Matrix-Approximation an W5' wird in BEM++ mit Hilfe von ACA und einer rela-
tiven Genauigkeit von e = 10714 bestimmt. In BEM++ wird eine approximative Inverse Wy,
im H-Matrix-Format mit Hilfe der Inversion einer hierarchischen LU-Zerlegung bestimmt,
also Wg; = (LyUp) ™. Im Gegensatz zu den numerischen Beispielen aus den vorherigen
Abschnitten wird hier keine blockweise Bestapproximation mit festem Rang bestimmt, was
die grofien (maximalen) Blockrénge in den Approximationen erklért.

Wir wihlen zunéchst eine feste, quasiuniforme Triangulierung der Oberfliche der Kurbel-
welle bestehend aus 5.393 Knoten und 6.992 Elementen. Betrachtet man den Polynomgrad
p = 2, so erhélt man N = 13.986 Freiheitsgrade, und der gréfite Block der ‘H-Matrix Wy
hat eine Groée von 1.7462 Elementen. In Abbildung 7.16 vergleichen wir den Abfall des Feh-
lermafles HI — WStVVHH2 bei ansteigendem Blockrang r fiir die H-Matrix Wy. Tabelle 7.8
zeigt den Speicheraufwand der berechneten H-Matrix-Approximation in Megabyte und die
Kompressionsraten. FEine Speicherung der vollen Matrix wiirde 1.492 MB bendétigen.

0 Speicherbedarf | Komprimiert
5 Fehler W4 (MB) auf (%)
2 Ge-2 342 22.9
5 5e-3 385 25.8
ol Be-d 421 23.2
3e-5 457 30.6
W0 e 5e-6 492 33.0
exp( 2.5(37“ ) .. e Far 0
—o— || — W' W], .
‘ : > 8e-8 592 39.6
400 600

500
Blockrang r

Abbildung 7.16: Exponentielle  Konvergenz Tabelle 7.8: Speicheraufwand (MB) fiir Wy.
im Blockrang - WSt p = 2.
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Wir erkennen abermals exponentielle Konvergenz des relativen Fehlers im Blockrang
mit Rate exp(—br!/?), welche schneller ist als die theoretische Rate von exp(—br'/4) aus
Satz 3.14, sowie lineares Wachstum des Speicherbedarfs bei exponentieller Konvergenz des
Fehlers.

Erhoht man den Polynomgrad auf p = 4, so erhélt man N = 55.938 Freiheitsgrade, und
eine exakte Speicherung der Inversen wiirde 7,4 Gigabyte bendtigen. Der grofite Block in
der H-Matrix Wy hat hierbei eine GroéSe von 6.9222.

In Abbildung 7.17 beobachten wir abermals exponentielle Konvergenz des Fehlermafes
HI — WStWHH2 im Blockrang, einzig die Konstanten b, Cypy in der Approximation sind
unterschiedlich zum Fall p = 2.

10
Speicherbedarf | Komprimiert
, Fehler | Wy (MB) auf (%)

| He-2 3066 12.8
% be-3 3406 14.3
=107 de-4 3742 15.7
4e-5 4062 17.0
00 ----eXp(71.57"1/2) ) . 4e-6 4298 18.0
—e— ||T — W™ W], . 4e-7 4685 19.6

800 900 1000 1100 1200
Blockrang r

Abbildung 7.17: Exponentielle ~ Konvergenz Tabelle 7.9: Speicheraufwand (MB) fiir Wy,.
im Blockrang - W5, p = 4.

Trotz der groflen maximalen Blockréinge sind die Kompressionsraten der hier bestimmten
Approximation nicht viel schlechter als die Kompressionsraten aus dem vorigen Abschnitt
fiir den Einfachschichtoperator, welche mit Hilfe der Bibliothek HLiB berechnet worden sind.

Schlussendlich betrachten wir eine uniforme Verfeinerung des obigen Gitters auf der
Kurbelwelle. Fiir einen Polynomgrad p = 1 liefert dies N = 13.986 Freiheitsgrade und eine
exakte Speicherung der Inversen von W' wiirde etwa 1,4 Gigabyte bendtigen.

Die nachfolgende Abbildung 7.18 zeigt abermals exponentielle Konvergenz mit Rate

exp(—br'/?) sowie vergleichbare Kompressionsraten zu dem obigen Fall p = 2 auf dem
groberen Gitter auf der Kurbelwelle mit der selben Anzahl an Freiheitsgraden.
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\ Speicherbedarf | Komprimiert

107 Fehler | Wy (MB) auf (%)
oe-2 327 21.9
% 107 4e-3 368 24.7
A 3e-4 404 27.1
3e-5 439 29.4
W exp(—2.07 3 3e-6 472 31.6
—— [T =W W, . 2e-7 515 34.5

400 500 600
Blockrang r

Abbildung 7.18: Exponentielle  Konvergenz Tabelle 7.10: Speicheraufwand (MB) fiir
im Blockrang - Ws¢, p = 1. Wy.

Erhoht man den Polynomgrad auf p = 2, so erhédlt man N = 55.938 Freiheitsgrade und
eine Speicherung der exakten Inversen wiirde etwa 23,3 Gigabyte bendtigen.

In Abbildung 7.19 erkennt man fiir diesen Fall ebenfalls exponentielle Konvergenz des
relativen Fehlers mit wachsendem Blockrang und Tabelle 7.11 zeigt lineares Wachstum des
Speicherbedarfs fiir die H-Matrix Wy bei exponentiell fallendem Fehler.

9 Speicherbedarf | Komprimiert
- Fehler Wy (MB) auf (%)

a 6e-1 2340 9.8
5 5e-2 2658 1.1
z 107 4e-3 2989 125
.. Je-4 3326 13.9
O p(LorAs : Ie 3642 153
S el de6 3955 16.6
10° : : > 2e-7 4329 18.1

800 1000 1200
Blockrang r

Abbildung 7.19: Exponentielle  Konvergenz Tabelle 7.11: Speicheraufwand (MB) fir
im Blockrang - WSt p = 2. Wy
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7 Numerische Experimente

7.3 Vorkonditionierung fiir FEM-BEM-Kopplung

In diesem Abschnitt werden numerische Beispiele fiir den erfolgreichen Einsatz der H-LU-
Zerlegung als Blockdiagonal-Vorkonditionierer fiir die FEM-BEM-Kopplung-Diskretisierung
des Transmissionsproblems aus Abschnitt 6.7 vorgestellt.

Wir betrachten das Problem (6.34) auf dem Einheitswiirfel 2 = (0,1)? mit C = I, was

auf das lineare System
(e V) ()=
B = 1 =
sM-K 'V ¢ g

fithrt. Hier ist die rechte Seite gegeben durch f := AS*14+M71 und g := (%M — K) 1. Wir
wihlen den Blockdiagonal-Vorkonditionierer

Ly U4 0
P = < HE=H > (7.7)
0 LYU},

mit den hierarchischen LU-Zerlegungen AS® ~ LflU;‘_‘[ und V ~ L;_/[U?‘fl. Die H-LU-
Zerlegungen werden hierbei, wie in Abschnitt 7.1 beschrieben, mit Hilfe der Bibliothek
HLiB berechnet. Das theoretische Resultat aus Abschnitt 6.7 zeigt, dass, sofern die H-LU-
Zerlegungen mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden, das Spektrum von P~'B
nahe bei 1 liegt, und somit der Blockdiagonal-Vorkonditionierer aus (7.7) ein guter Vor-
konditionierer fiir das gesamte System ist.

Die nachfolgende Tabelle zeigt Iterationszahlen fiir das Losen des nicht-vorkonditionierten
sowie des vorkonditionierten Systems mit Hilfe des GMRES-Verfahrens, wobei als Abbruch-
kriterium die Schranke 1073 fiir das relative Residuum gewiihlt wird, sowie die Rechenzeit
fiir das jeweilige Losen und Aufstellen des Vorkonditionierers. Der Blockrang der hierarchi-
schen LU-Zerlegungen ist hierbei als r» = 1 gewéhlt.

h FEM | BEM | Iterationen | Iterationen | Zeit Losen | Zeit Losen Zeit
DOFs | DOFs | (ohne P) (mit P) (ohne P) (mit P) | Aufstellen P

273 | 729 768 679 3 2.8 0.03 2.6

274 [ 4913 | 3072 3565 4 315 0.9 12.2

27° | 35937 | 12288 11979 5 35254 30 51.9

Tabelle 7.12: Iterationszahlen und Rechenzeiten (in Sekunden) fiir das Losen ohne und mit
Vorkonditionierer mit Blockrang 1.

Wie man erkennen kann, sind die Iterationszahlen bei der vorkonditionierten Variante deut-
lich geringer und steigen nur sehr moderat an. Die Berechnung des Vorkonditionierers P
ist auf Grund der Wahl von r = 1 (speziell bei groBeren Anzahlen an Freiheitsgraden) mit
Aufwand O(r3Nlog® N) wesentlich giinstiger als die Berechnung der exakten blockweisen
LU-Zerlegungen.
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7.3 Vorkonditionierung fiir FEM-BEM-Kopplung

Die nachfolgende Tabelle zeigt die selben Gréflen, wobei die hierarchischen LU-Zerlegun-
gen mit einem Blockrang » = 10 bestimmt wurden.

h FEM | BEM | Iterationen | Iterationen | Zeit Losen | Zeit Losen Zeit
DOFs | DOFs | (ohne P) (mit P) (ohne P) (mit P) | Aufstellen P
273 | 729 768 679 2 3.7 0.02 5.8
211 4913 | 3072 3565 2 315 0.48 24.6
275 | 35937 | 12288 11979 2 35254 15.7 243.7

Tabelle 7.13: Tterationszahlen und Rechenzeiten (in Sekunden) fiir das Losen ohne und mit
Vorkonditionierer mit Blockrang 10.

Die hohere Genauigkeit bei der Berechnung des Vorkonditionierers liefert klarerweise ge-
ringere Iterationszahlen und Rechenzeiten zum Losen des Systems, wobei die Rechenzeit
fiir die Berechnung des Vorkonditionierers im Vergleich zum Fall » = 1 deutlich ansteigt.

In beiden Féllen » = 1 und r» = 10 konvergiert der GMRES-Algorithmus sehr schnell
fiir die betrachteten Diskretisierungen, die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems
ist somit klein. Die Genauigkeit der berechneten H-LU-Zerlegungen ist also ausreichend,
dass die Konstanten in den spektralen Aquivalenzen aus (6.38) und (6.39) klein genug sind.
Mittels hierarchischen LU-Zerlegungen mit sehr kleinem Rang erhélt man also einen einfach
und schnell berechenbaren Blockdiagonal-Vorkonditionierer, der das Lésen des Systems
deutlich beschleunigt.
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