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VORWORT

Diese Arbeit befasst sich inhaltlich einerseits mit der mathematischen Modellierung individueller
Préaferenzen, andererseits mit der Frage, wie von mehreren vorliegenden individuellen Praferenzen

in einem Kollektiv auf die Praferenz des gesamten Kollektivs geschlossen werden kann.

Diese Inhalte sind grundsétzlich nicht neu und auch in der entsprechenden Fachliteratur zu finden.
Eine Schwierigkeit bei der Herangehensweise zu diesem Thema ist, dass es interdisziplinér
zwischen Mathematik, Volkswirtschaftslehre und Politikwissenschaft angesiedelt ist. Alle diese

Wissenschaften haben jeweils ihre eigenen tiblichen Notationen und Bezeichnungen.

Die zentrale Forschungsfrage dieser Arbeit ist die folgende:
Wie ist es moglich, eine durchgingige, didaktisch aufbereitete Konzeption zum Thema

» Priiferenzen und Auswahlfunktionen“ aus mathematischer Sicht zu erstellen?

Hierbei erscheint es besonders wichtig, die Notationen und Bezeichnungen zu vereinheitlichen, und

in der durchgéngigen didaktischen Konzeption auch beizubehalten.

Diese Diplomarbeit richtet sich primér an Lehrende hoherer Schulen, die daran interessiert sind, die
Inhalte dieser Arbeit didaktisch fiir den Schulunterricht im Unterrichtsfach Mathematik
aufzubereiten. Dabei sollen die vorliegenden Kapitel nicht als geschlossenes Konzept vom Anfang
bis zum Ende verstanden werden, sondern eher Anregungen und Beispiele bieten. AuBBerdem erhebt
die Arbeit keinen Anspruch auf Vollstindigkeit, dariiber hinausgehende Anregungen sind im

Ausblick am Ende dieser Arbeit gegeben.

Obwohl die didaktische Konzeption durchgdngig ist, also die gesamte Diplomarbeit umfasst, wurde
eine Aufteilung in einen mathematisch-theoretischen Teil (Kapitel 1-4) und einen
anwendungsbezogenen Teil (Kapitel 5-8) gewdhlt, wobei sich Theorie und Praxis im Hinblick auf
die Didaktik nicht immer streng trennen lassen. Deshalb finden sich auch im ersten Teil gewisse
Anwendungen und umgekehrt wird im zweiten Teil, sofern notig, die entsprechende Theorie kurz
angegeben. Viele der Inhalte im ersten Teil sind im Schulunterricht nur fiir die Lehrenden relevant,
die, wenn sie zum Thema unterrichten mochten, selbstverstindlich ein héheres Niveau benotigen

als diejenigen, flir die sie den Stoff didaktisch aufbereiten.



Die einzelnen Abschnitte dieser Arbeit sind nicht immer didaktisch streng aufeinander auftbauend,
beispielsweise ist es fiir das Studium des Kapitels 5 (Verhéltniswahlen) nicht unbedingt notwendig,
die Inhalte aus den Kapiteln 1-4 zu kennen, und somit kann Kapitel 5 auch fiir sich genommen im
Unterricht verwendet werden. Wo die einzelnen Kapitel auf Inhalte in vorhergehenden Abschnitten

aufbauen, ist dies in der jeweiligen Vorbemerkung angegeben.

Ganz besonders auf den Schulunterricht hin konzipiert ist Kapitel 8, wo drei konkrete
Anwendungsbeispiele zu den in dieser Arbeit gebrachten Inhalten angegeben sind. Es ist im
Unterricht auch durchaus denkbar, mit solchen oder &hnlichen Anwendungsaufgaben in die
Thematik einzusteigen und die Theorie gleichzeitig mit der Losung der Aufgaben zu erarbeiten.
Ebenso finden sich in den Kapiteln 1 bis 7 gelegentlich speziell gekennzeichnete exemplarische

Aufgaben fiir die Schule.

Wien, im Oktober 2014 Nikolaus Schillhammer



A Die Mathematik kollektiver und individueller Entscheidungen

1 PRAFERENZRELATIONEN

Vorbemerkung

Wie bereits im Vorwort erwdhnt, befassen sich viele Wissenschaften mit Priferenzen und gerechter
Auswahl. Von daher sind auch stets Notationen, Bezeichnungen und Definitionen in der Literatur
nicht einheitlich, und dies erschwert eine Herangehensweise an diese Thematik aus didaktischer
Sicht enorm. Mit dem Anspruch dieser Diplomarbeit, fiir Lehrende im Unterrichtsfach Mathematik
eine Grundlage fiir ihren Unterricht zu diesem Thema zu bieten, soll dieser Arbeit ein Kapitel mit
anschaulich motivierten Begriffsdefinitionen vorangestellt werden. Wo es in der Literatur

abweichende Bezeichnungen gibt, wird, soweit moglich, speziell darauf hingewiesen.

Grundlegende Begriffe wie ,,Menge*, ,,Funktion®, etc. werden als bekannt vorausgesetzt, einige
andere Bezeichnungen wie ,,Relation* oder ,,Halbordnung* aber in diesem Kapitel definiert und im

Hinblick auf Priaferenzrelationen prizisiert.
1.1 Binire (zweistellige) Relationen

Definition:

Unter eine bindren Relation R verstehen wir anschaulich eine Beziehung zwischen gewissen Paaren
von Elementen x und y aus zwei Grundmengen X und Y, wie zum Beispiel im Fall von
X={Midchen einer Schulklasse} und Y={Burschen einer Schulklasse} die Beziehung ,x ist
befreundet mit y*. R ist dann die Menge aller Paare (x,y), welche in dieser Beziehung zueinander
stehen.

Wir definieren nun mathematisch exakt: Eine Relation R von X nach Y ist eine Teilmenge von XXY,
also der Menge {(x,y)| x€X , y€X }. Stimmen die Grundmengen iiberein (X=Y), spricht man
von einer Relation in der Menge X, das heillt R ist eine Teilmenge von XXY.

Wir interessieren uns nun hauptséchlich fiir Relationen in einer Menge und versuchen, von
alltdglichen Begebenheiten ausgehend, auf einen prazisen Begriff einer speziellen Relation, ndmlich

der Prdferenzrelation, zu kommen.



Aus dem Alltag sind uns folgende Aussagen geldufig:
,»Ich lerne Mathematik lieber als Geographie.*
»Auf dem Weg x kommen wir schneller ans Ziel als tiber Weg y.*

,,Partei a halten wir fiir besser als Partei b.*

Alle diese Aussagen beziehen sich auf bindre Relationen in einer Menge X: Die Grundmenge X ist
immer eine Menge von individuell wihlbaren Objekten, die Elemente der Relation sind einzelne
Paare von Objekten, und die Beziehung zwischen Objekten wird dadurch hergestellt, dass eine
Person oder eine Personengruppe ein Objekt einem anderen vorzieht, oder zwei Objekte als

gleichwertig erachtet.

Mit diesen Uberlegungen konnen wir nun auch den Begriff der Priferenzrelation mathematisch

sinnvoll, aber dennoch praxisbezogen definieren.

1.2 Priaferenzrelationen

Definition:
Als Prdferenzrelation wird eine bindre Relation bezeichnet, bei der die Grundmenge X die Menge
aller wihlbaren Objekte in einer bestimmten Situation ist, fiir die folgende Beziehungen gelten
konnen:

1. Ein Objekt x€X wird definitiv einem anderen Objekt y€X vorgezogen.

2. Zwei Objekte werden als gleichwertig erachtet.

Wir fiir Relationen tiblich, schreiben wir hierfiir (x % ) €R und kurz xRy .

Die beiden genannten Beziehungen wollen wir ebenfalls speziell bezeichnen:

Definition:

Wird ein Objekt x einem anderen Objekt y definitiv (,,strikt”) vorgezogen, d.h. betrachten wir nur
jene Teilmenge P von R, die aus den Paaren (x,y) besteht, welche die Forderung 1. von oben erfiillt,
sprechen wir von einer strikten Prdferenzrelation. Wir schreiben dann: xPy , und dies wird
gelesen als ,,x ist besser als y* oder ,,x wird gegeniiber y préferiert*.

Sind zwei Objekte x und y jedoch gleichwertig, so nennt man diese dadurch definierte Relation eine

Indifferenzrelation, und schreibt dafiir xIy , gesprochen als ,,x ist gleich gut wie y*.



Im oben angegebenen Beispiel ,,Auf dem Weg x kommen wir schneller ans Ziel als iiber Weg y*
wiirde dies also bedeuten, dass alle moglichen Wege als Grundmenge mit den einzelnen Wegen als
Elemente und dem Vergleich ,,schneller ans Ziel kommen* eine Préaferenzrelation bilden.

Im konkreten Fall ist x definitiv besser (,,schneller®) als y, damit sind diese beiden Elemente Paare
einer strikten Prédferenzrelation. Es wére aber genauso denkbar, dass zwei Wege gleich gut sind,
dann sind solche Paare Elemente einer Indifferenzrelation.

Die bisherigen Uberlegungen waren recht allgemein, ab jetzt sollen hingegen im Hinblick auf

konkrete Anwendungen in der Praxis nur ganz bestimmte Praferenzrelationen betrachtet werden.

1.3 Priiferenzordnung

Definition:
Eine Priferenzrelation heille vollstindig, wenn fiir alle Paare von Elementen (x,y) aus der Menge
XxX genau eine der folgenden Bedingungen gilt:
xPy , yPx oder xIy .
Eine Priaferenzrelation R ist transitiv, wenn V' x,y,z€X : xRy AyRz=xRz .

Ist eine Priaferenzrelation vollstindig und transitiv, nennt man sie Prdferenzordnung.

Anmerkung:

Die Transitivitét tibertragt sich, wie leicht zu zeigen ist, auch auf die strikte Préferenzrelation und
die Indifferenzrelation. Zusidtzlich ist die Indifferenzrelation reflexiv, wie unmittelbar aus der
Vollstandigkeit und der Definition der Priaferenzrelation folgt, und auch symmetrisch, denn wenn x

mit y gleichwertig ist, muss auch y mit x gleichwertig sein.

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heiBt eine Aguivalenzrelation, folglich ist die
Indifferenzrelation eine Aquivalenzrelation. Mit diesem Wissen konnen wir ganz allgemeine
Priferenzrelationen leicht graphisch darstellen, denn jede Aquivalenzrelation induziert eine

Klasseneinteilung oder Partition.

Beispiel:

Wir gehen von einer Grundmenge acht verschiedener Objekte aus, und bezeichnen diese mit
Kleinbuchstaben a bis h. Es soll a gleichwertig zu b sein, ebenso g gleichwertig zu h, aulerdem sind
d, e und f einander gleichwertig. Jeweils zueinander gleichwertige, also indifferente Objekte konnen

wir nun als Aquivalenzklassen darstellen, und zwar folgendermaBen: Wir erstellen einen Graphen,



in dem alle Objekte jeweils als Buchstaben dargestellt sind, gleichwertige Objekte zusétzlich

horizontal auf einer Linie. (Abb.1)

Abb.1

Aus der Definition der Préferenzrelation wissen wir, dass zwischen den Objekten entweder
Indifferenzen oder strikte Praferenzen bestehen. Nachdem im konkreten Beispiel die Indifferenzen
bereits hervorgehoben sind, miissen wir, um eine Priferenzrelation zu erhalten, das Beispiel
erweitern. Es soll dafiir Objekt a besser als ¢ sein, ¢ besser als d, und d besser als g. Wir erweitern
unser Diagramm also, indem wir vereinbaren, wie in Abb.1 schon angedeutet, dass ein Element, das
fiir besser als ein anderes gehalten wird, hoher als dieses andere steht. Im Folgenden wird dies
immer dadurch verdeutlicht, dass die Elemente, zwischen denen strikte Priferenzrelationen
bestehen, durch Linienziige in eine Richtung vertikal verbunden sind.

Zusétzlich wird von einer Priferenzordnung verlangt, dass sie vollstindig ist. Also miissen im
Graphen auch alle Elemente entweder in einer gemeinsamen Horizontalen stehen (Indifferenz), oder

aber (direkt oder indirekt vertikal) verbunden sein. Die folgende Abbildung zeigt dies:
a b
C
d W f

g h

Abb. 2
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Das ist also ein Graph einer Priaferenzordnung mit 8 Elementen. Eine solche graphische Darstellung
wird auch als Hasse-Diagramm bezeichnet. Die Begriindung fiir diese Bezeichnung folgt in Kapitel
1.5.

Aus didaktischer Sicht ist es giinstig, zu Praferenzordnungen viele Anwendungsbeispiele zu kennen.
Im zweiten Teil dieser Arbeit werden hierfiir noch einige Beispiele folgen, hier sei aber schon ein
einfaches Beispiel aus der Praxis angefiihrt, wo die Préferenzordnung durch das in Abb. 2

veranschaulichte Diagramm dargestellt werden kann.

Beispiel:

Man mochte ein bestimmtes Produkt kaufen und vergleicht die Preise dieses Produkts in acht
verschiedenen Verkaufsstellen. In einer der Verkaufsstellen, in der das Produkt am billigsten ist,
wird es gekauft.

Die Preise seien folgende: In den Verkaufsstellen ,,a* und ,,b* 5 EUR, in der Verkaufsstelle ,,c* 7

EUR, in den Stellen ,,d*, ,,e* und ,,f* 8 EUR und bei ,,g* und ,,h* 8,50 EUR.

Dieses Beispiel wird nun, dhnlich wie im Beispiel der ,,Wege* oben, anhand einer Praferenzordnung
exakter modelliert. Die Grundmenge besteht aus den 8 Verkaufsstellen, die Objekte sind die
einzelnen Verkaufsstellen, bei denen man das Produkt kaufen kann und in der Priferenzrelation
werden jeweils zwei Verkaufsstellen nach dem Preis dieses Produkts miteinander verglichen. Das
Hasse-Diagramm dieser konkreten Préiferenzordnung ist genau das aus Abb. 2. Verkaufsstellen ,,a“

und ,,b* stehen ganz oben, weil das Produkt dort am billigsten ist.

1.4 Alternative Bezeichnungen

Wie bereits in der Vorbemerkung zu Préferenzrelationen erwdhnt, sind die Notationen und
Bezeichnungen in der Literatur uneinheitlich. Fiir die Didaktik ist die Kenntnis dieser alternativen
Bezeichnungen bedeutsam, auch im Hinblick auf weiterfiihrende Studien. Deshalb sind in diesem

Kapitel kurz nachstehende andere Zugédnge und Bezeichnungen angefiihrt.

Priferenzrelationen, wie sie oben definiert sind, heilen in der Literatur auch manchmal ,,schwache
Préferenzrelationen® ([4], S.3) oder ,,Priaferenz-Indifferenz-Relationen* ([3], S.49).

Die hier als strikten Prdferenzrelationen bezeichneten Relationen werden in dann oft einfach nur
,Priaferenzrelationen” genannt und miissen dann von den Prdferenzrelationen in dieser Arbeit

unterschieden werden.
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Dariiber hinaus unterscheiden wir den aus Halbordnungen abgeleiteten Begriff der

Priferenzrelation, den wir im Folgenden angeben.

1.5 Halbordnungsrelationen

Eine Halbordnungsrelation ist eine bindre Relation in einer Menge X, die reflexiv, transitiv, und
antisymmetrisch ist. Ublich ist bei Halbordnungsrelationen die Notation mit dem Zeichen ,,<“.
Nimmt man zu der oben definierten strikten Prdferenzrelation die Gleichheit zweier Elemente dazu,
erhdlt man zunichst noch keine Halbordnungsrelation, da wir an die Relation ,,x wird definitiv y*
vorgezogen noch keinerlei Forderungen gestellt haben. Erst wenn wir auch verlangen, dass diese
Relation reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist, wird sie zu einer Halbordnungsrelation. Eine
solche ergibt zusammen mit der [Indifferenzrelation eine Prdferenzordnung im urspriinglich
angegebenen Sinn, wenn man ferner von der Indifferenzrelation verlangt, dass sie eine
Aquivalenzrelation ist. In der Algebra ist es iiblich, Halbordnungen mithilfe von Hasse-
Diagrammen darzustellen, und tatsdchlich handelt es sich bei den oben eingefiihrten Graphen um
Hasse-Diagramme von Halbordnungen, was die Verwendung der Bezeichnung rechtfertigt. Auch
fiir Halbordnungen ist die Notation in der Literatur nicht einheitlich, eine Halbordnung wird auch

als ,,partielle Ordnung* bezeichnet. ([4], S.4)

Bei der Definition von Priferenzordnungen iiber Halbordnungsrelationen ist allerdings Vorsicht
geboten, weil hier Verwechslungsgefahr besteht: Die Gleichheit von Elementen ist von der

Gleichwertigkeit im Sinne der Indifferenz zu unterscheiden!

Jede Priferenzordnung ldsst sich, wie in Kap. 1.3 beschrieben, in einem Hasse-Diagramm
darstellen. Umgekehrt muss aber nicht jedes Hasse-Diagramm einer Halbordnung eine

Priaferenzordnung darstellen, wie wir an einem praktischen Beispiel aus der Schule zeigen kdnnen.

Beispiel:

5 Schiilerinnen (wieder bezeichnet mit Kleinbuchstaben von a bis e) sollen in Mathematik beurteilt
werden. Thre Lehrerin vergleicht die erbrachten Leistungen und stellt fest: Schiilerin ,,a“ ist besser
als alle anderen. Schiilerin ,,b* ist besser als ,,e, ,,c* und ,,d*“ auch jeweils besser als ,,e*, ,,c*
auBerdem ein wenig besser als ,,d“. Das zugehorige Hasse-Diagramm konnen wir mit diesen

Informationen schon zeichnen. (Abb.3)
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Die Lehrerin steht aber vor dem Problem, dass sie die Schiilerinnen ,,c*“ und ,,d* nicht gut mit ,,b*
vergleichen kann, weil ,,c* und ,,d* freiwillige schriftliche Arbeiten abgegeben haben, ,,b* dagegen
eine (ebenso freiwillige) miindliche Priifung abgelegt hat. Sie beschlieft, Schiilerin ,,a* ein ,,Sehr

gut“ zu geben, der Schiilerin ,,e*“ hingegen ein ,,Geniigend*. Die anderen Schiilerinnen sollen Noten

e “\
d\e/h

Abb.3

dazwischen bekommen.

Welche Noten soll sie nun den Schiilerinnen ,,b%, ,,c* und ,,d* geben? Klar ist, dass die Note von ,,c*
nach Moglichkeit besser sein sollte als von ,,d*. Also bieten sich ein ,,Gut* fiir ,,c* und ein
»Befriedigend* fiir ,,d“ an. Bleibt das Problem der Note fiir ,,b“. Intuitiv entscheidet sich die

Lehrerin fiir ein ,,Befriedigend®. Wir stellen diese Benotungen graphisch dar:

a Sehr gut
c / II:3|ut
b——mmm—— BLfriedigend
d
\ e Genigend

Abb.4

Wir sehen, die Lehrerin hétte der Schiilerin ,,b* auch ein ,,Gut* geben konnen, ohne, dass dies im
Widerspruch zu Halbordnungen aus dem Hasse-Diagramm in Abb. 3 stiinde.

Es ist leicht ersichtlich, dass Abb. 3 keine Priferenzordnung darstellt. Dies ldsst sich auch mit den
bisher definierten Eigenschaften von Relationen begriinden: Offensichtlich gilt weder bPc noch

bPd , sonst wiren diese Elemente jeweils im Hasse-Diagramm miteinander verbunden. Eine

13



Praferenzordnung setzt aber Jollstindigkeit voraus, folglich misste c/b und bld gelten,
aufgrund der Tranmsitivitdt damit auch cld . Das ist aber sicher widerspriichlich, denn aus dem
Diagramm ersichtlich ist cPd , und diese beiden Relationen schlielen einander aus, folglich kann
hier keine Praferenzordnung vorliegen.

Das ist auch die Begriindung dafiir, weshalb zueinander indifferente FElemente einer

Priaferenzordnung im Hasse-Diagramm ,,in einer Horizontalen* stehen miissen.

Abb. 4 macht aullerdem eine weitere Behauptung plausibel. Wir haben hier durch die Notenvergabe
versucht, eine Abbildung der Halbordnung in Abb. 3 in einer Notenskala von 1 bis 5 zu generieren.
Dies ist zwar gelungen, sogar ordnungserhaltend, aber vom Standpunkt der Schiilerin ,,b* aus etwas
unbefriedigend, weil es fiir sie zwei mogliche Beurteilungen gibt, was im Allgemeinen ungiinstig

ist, wenn man eindeutige und vergleichbare Beurteilungen haben mdochte.

Was schiefgegangen ist, ist, dass vom Standpunkt der vergebenen Noten aus ,,Note fiir Schiilerin

1913

X 1st besser als Note flir Schiilerin ,,y*““ nicht folgt, dass ,,x* besser zu beurteilen wire als ,,y*.
Bezeichnen wir die obige Abbildung als 0, so folgt z.B. aus 6(b)<0(c) nicht b<c. Aus
Gerechtigkeitsgriinden wiirde man sich wiinschen, dass 0(x)<6(y) nach sich zieht, dass x<y ist und

dass aus 0(x)=0(y) auch folgt x=y.

Man kann folgenden Satz auch beweisen:
Eine endliche Halbordnung H mit der Relation ,,<* ist genau dann eine Préferenzordnung, wenn es
eine ordnungstreue Abbildung 6 von H in Z |, mit der Relation ,<*, gibt, so dass

Vx,yEH :x<y=0(x)<0(y)

14



2 KOLLEKTIVE AUSWAHLREGELN

Vorbemerkung

Im vorhergehenden Kapitel ist es auf abstrakte Weise gelungen, die erste Fragestellung dieser
Arbeit, ndmlich das Problem der mathematischen Modellierung individueller Priferenzen
hinreichend zu 16sen, ndmlich iiber Priaferenzrelationen. Auch wurde in den Hasse-Diagrammen von
Halbordnungsrelationen eine Veranschaulichung gefunden, welche das Verstindnis fordert. Ein
Problem ist bis jetzt nur aufgetreten, wenn die Préiferenzen, wie im Beispiel der

Mathematiklehrerin, keine Priferenzordnung ergaben.

Bisher haben wir allerdings nur individuelle Préiferenzen betrachtet. Weitere Probleme
Fragestellungen ergeben sich, falls mehrere Priaferenzen vorliegen und wir aus einer Menge dieser
individuellen Préiferenzen auf die Priferenz des gesamten Kollektivs schlieBen wollen. Welche
Moglichkeiten es dafiir gibt, wird in den folgenden Kapiteln beschrieben, und auch gleich hier in

diesem Kapitel wird ein einfaches Beispiel dafiir angegeben.

2.1 Individuelle und kollektive Priferenzen

Beispiel':
Aus sechs Kandidatinnen und Kandidaten, die fiir einen Posten in Frage kommen, und mit den
Buchstaben ,,a* bis ,,f'* bezeichnet seien, soll ein Dreiervorschlag erstellt werden. Dafiir wird eine

Kommission aus vierzehn Mitgliedern eingesetzt, die diesen Dreiervorschlag erstellen soll.

Aus einer Gruppe von 6 Personen sollen also drei ausgewéhlt werden. Die individuellen
Priaferenzen konnen ganz analog wie in Kap. 1 modelliert werden. Hier sind prinzipiell fiir einen
Dreiervorschlag zwei Moglichkeiten denkbar, ndmlich a) ungereiht und b) gereiht, wobei im Falle
von a) zwischen den drei ausgewdhlten Personen Indifferenzrelationen bestehen und im Fall von b)
eine strikte Priaferenzrelation. Die Hasse-Diagramme fiir diese beiden Félle sind leicht zu erstellen.
Jedes Mitglied wihlt also 3 Personen aus und ordnet ihnen zusétzlich noch die Plitze 1 bis 3 zu.

Das Ergebnis der 14 abgegebenen Dreiervorschlidge ist in der folgenden Tabelle angegeben.

1 Dieses Beispiel hat sich in dieser Form tatséchlich einmal bei einem Auswahlverfahren an einer Universitét ereignet
und passt auch gut fiir einen didaktischen Einstieg zum Thema der kollektiven Auswahlregeln. Weitere Beispiele
hierfiir folgen im didaktischen Teil.
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Wie in der letzten Spalte von Tab.l ersichtlich, wurden anschlieBend auBerdem noch Punkte

vergeben, wobei Erstplatzierte 3 Punkte, Zweitplatzierte 2 Punkte, und Drittplatzierte 1 Punkt von

einzelnen Kommissionsmitgliedern erhalten haben.

Kandidat/ Anzahl der Anzahl der Anzahl der Anzahl der | Punkteanzahl
Kandidatin Reihungen | Reihungen auf | Reihungen auf | Reihungen auf | bei Vergabe
insgesamt den 1.Platz dem 2. Platz dem 3.Platz | von 3,2,1 Pkt.
a 8 - 4 4 12
b 6 3 3 - 15
c 5 4 1 - 14
d 8 - 3 5 11
e 8 - 3 5 11
f 7 7 - - 21
Tab.1

Wie kann man aus solch einem Ergebnis nun durch ein Auswahlverfahren drei Personen auswihlen?
Oder, allgemeiner gefragt, wie ist die Ermittlung einer kollektiven Prdiferenz aus Prdferenzen von

Individuen moglich?

Wir kehren zum Beispiel zuriick und schlagen der Kommission nun drei Auswahlverfahren zu
Auswabhl fiir einen Dreiervorschlag vor:

1. Es sollen die Personen ausgewihlt werden, die am hiufigsten gereiht wurden.

2. Diejenigen mit den meisten Erstplatzierungen werden ausgewéhlt.

3. Die Auswahl erfolgt nach der Gesamtpunkteanzahl.

Wir erhalten folgendes Ergebnis: Im Falle von 1. (hdufigste Reihung) werden ,,a%, ,,d* und ,,e* fiir

13

den Dreiervorschlag ausgewihlt, bei 2. (Erstplatzierte) ,f, ,,c“ und ,b* und wenn wir 3.

(Punkteanzahl) betrachten, ,,f*, ,,b“ und ,,c*.

Erstaunlich ist, dass die Ergebnisse aus dem 1. und dem 2. Auswahlverfahren sogar disjunkt sind.
Man stelle sich die Bedeutung dieser Tatsache noch einmal vor: Obwohl die individuellen
Prdferenzen nicht verdndert wurden, haben wir alleine durch die Anderung des Auswahlverfahrens
von 1. zu 2. erreicht, dass genau die jeweils anderen Kandidatinnen bzw. Kandidaten ausgewdhlt

wurden! Und auch wenn wir die Verfahren 2. und 3. vergleichen, ergibt sich immerhin innerhalb des
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Dreiervorschlags noch eine andere Reihung. In diesem Beispiel zeigt sich also, dass, sobald die
individuellen Priferenzen ermittelt wurden, es alleine auf das Auswahlverfahren ankommt, welche

Personen letztlich in den Dreiervorschlag aufgenommen werden.

Das Beispiel kann man auch verallgemeinern: Die kollektive Priaferenz, welche aus individuellen
Priferenzen ermittelt wird, ist alles andere als eindeutig. Im Folgenden soll erortert werden, welche
die wichtigsten Moglichkeiten zur Ermittlung von kollektiven Priaferenzen aus individuellen

Praferenzen sind.

2.2 Auswahlregeln fiir ein Kollektiv

Fiir die spiter folgenden Beispiele zu kollektiven Auswahlregeln soll die schon im Kapitel 1
eingefiihrte Notation nun beibehalten werden. Die Grundmenge aller wéhlbaren Objekte wird
weiterhin mit ,,X* bezeichnet, und die Elemente von X mit Kleinbuchstaben {a,b,c,...}. X kann z.B.
eine Menge von Skirennldufern sein, unter denen die einzelnen Rennen Priferenzen ergeben, es
kann sich aber auch um Waren handeln, fiir die sich Personen entscheiden, oder aber wie im obigen
Beispiel um Kandidatinnen und Kandidaten bei einer Wahl. Aus den individuellen Praferenzen wird
eine Auswahl ermittelt, welche mdglichst wieder in Form einer Préferenzrelation vorliegen soll. Zur
Veranschaulichung wéhlen wir stets die Sprechweise von Wahlen. Die Menge X bezeichnen wir
darum als ,Kandidatenmenge® und die Menge M={1,2,3,..m} zu deren Elementen

Priferenzrelationen auf X gebildet werden konnen, als ,,Wahlberechtigte*.

Wir vereinbaren, dass wir ab jetzt nur mehr solche Prdferenzrelationen betrachten, welche endliche
Halbordnungen sind und sich daher fiir kleine Mengen X als Hasse-Diagramme visualisieren

lassen.

Fiir jedes einzelne Individuum n€M aus der Menge der Wahlberechtigten soll dessen Priaferenz
in Form einer Prdferenzrelation R, vorliegen. Rx soll die Menge aller mdglichen
Priferenzrelationen auf X sein, und mit Rx(w) bezeichnen wir die zuldssigen Préferenzrelationen

bei einem bestimmten Auswahlverfahren w.

Wir vereinbaren nun, eine Abbildung aw, welche jedem m-Tupel von individuellen Priferenzen
(Ry,...,Ry) eine bindre Relation von X zuordnet, als kollektive Auswahlregel zu bezeichnen.

Ist das Ergebnis aw(Ri,...,R,) einer kollektiven Auswahlregel fiir alle (Ry,...,R,) in der Menge aller

17



moglichen Priaferenzrelationen Rx enthalten, wird aw als eine soziale Wohlfahrtsfunktion bezeichnet
([8], S.48). Dieser Begriff scheint ein wenig eigentiimlich, ist aber in der Volkswirtschaftslehre

ublich und wird auch in dieser Arbeit ibernommen.

Fiir kollektive Auswahlregeln werden nun drei Beispiele fiir Auswahlverfahren angegeben, die
Auswahlregel im ersten Beispiel, welche bei Osterreichischen Nationalratswahlen Anwendung
findet, bezeichnen wir mit w=N wie Nationalratswahl, das zweite Beispiel bezieht sich auf das
Verfahren von Mehrheitsentscheidungen (w=m) und das dritte legt die ,,Rangordnungsmethode*

(w=r) zugrunde. Im Prinzip sind uns diese Verfahren schon aus dem Beispiel in Kap. 2.1 bekannt.

2.2.a Nationalratswahl (N)

Fiir diese Methode soll es nur zwei zuldssige Arten fiir Préferenzrelationen Rx(N) auf X geben:
Entweder wird ein Element von X (d.h. bei Nationalratswahlen eine Partei) allen anderen gegeniiber
strikt préferiert, wobei die iibrigen Elemente (d.h. Parteien) als gleichwertig erachtet werden, oder
aber sdmtliche Elemente werden als paarweise indifferent betrachtet. Anders gesprochen, im Falle
einer Wahl: Man hat genau zwei Optionen: entweder man wéhlt ein x (Partei) aus, oder aber man

gibt kein Element als (einzige) Priferenz an (ungiiltige Stimme).

Wir stellen uns vor, die Anzahl der Wahlberechtigten sei n=7, und es stehen drei Parteien a,b und c
zur Auswahl. Die kollektive Auswahlregel oxlautet im Allgemeinen und damit insbesondere in dem
Fall so: es gilt genau dann xony, wenn die Anzahl, wie oft x als bestes, d.h. oberstes Element in den

einzelnen Préferenzrelationen R, erscheint, grofB3er ist als dieselbe Anzahl fiir y, oder falls y=x.

Ein moglicher Wahlgang wird jetzt in Abb. 5 mittels Hasse-Diagrammen illustriert:

AN A A A AN
b ¢ a ¢ b ¢ a b b c a c a b
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Wir sehen, dass niemand von den Wahlberechtigten eine ungiiltige Stimme abgegeben hat. Dreimal
liegt ,,a“ an erster Stelle, und jeweils zweimal ,,b“ beziehungsweise ,,c*“. Wenden wir auf dieses
Ergebnis die kollektive Auswahlregel on an, liegt im Ergebnis ,,a“ vor ,,b* und ,,c*, wobei letztere

einander gleichwertig sind.

Die Auswahlregel N wird zumeist hdufig bei Wahlen in Demokratien angewandt und liefert, wenn
die Menge X der Wahlberechtigten groB3 genug ist, im Allgemeinen eine Vollordnung: ,beste®,
,zweitbeste®, ,,drittbeste Wahl, etc.

Wir wir aber schon am Beispiel der Postenbesetzung in Kapitel 2.1 gesehen haben, kann eine
Einschrankung auf zwei mogliche Arten von Préferenzrelationen bei kleinen Kollektiven hochst

problematisch sein.

Es wire aulerdem denkbar, dass die ,,wahren Préiferenzen* der Wahlberechtigten des Wahlgangs in
Abb.5 folgendermallen ausgesehen haben, wenn die Wahlberechtigten ihre Praferenz in Form von

Priferenzrelationen angeben hétten konnen, welche hier (zufillig) Vollordnungen sind:

a b a c a b c

|

S O A

[ e e B B

C c c a c c a

Ri R R R R Rs R,
Abb.6

In Abb.6 sieht man leicht, dass vier Wahlberechtigte die Partei ,,b* besser bewerten als Partei ,,a“,
hingegen nur drei Wahlberechtigte Partei ,,a* besser als Partei ,,b“. Dennoch liegt im Endergebnis
nach der Auswahlregel ,,Nationalratswahl*“ die Partei ,,a* vor der Partei ,,b*, obwohl die relative
Mehrheit der Wahlberechtigten diese beiden Parteien im direkten Vergleich genau umgekehrt
bewertet! Damit dringt sich die Frage auf, ob dieses Auswahlverfahren nicht vielleicht ungerecht

sei. Ausgehend von dieser Uberlegung, betrachten wir ein alternatives Auswahlverfahren.
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2.2.b Mehrheitsentscheidung (m)

Wie wir schon am vorherigen Beispiel gesehen haben, liefert die Anwendung der Auswahlregel
»Nationalratswahl“ zwar in der Regel eine Priferenzrelation, oft sogar eine Vollordnung, verzerrt
aber moglicherweise den Willen des Kollektivs, weil jene Préferenzrelationen, welche die
Wahlberechtigten abgegeben haben, nicht zwingend ihren tatsdchlichen Préferenzen entsprechen
miissen. Nun wird auf das Beispiel, das in Abb. 6 gezeigt wird, ndher eingegangen. Man kann
nimlich aus genau den Uberlegungen, die bei der Methode ,,Nationalratswahl“ entscheidend fiir die
Verzerrung des Willens des Wahlkollektivs waren, eine Auswahlregel konstruieren und zwar

folgendermal3en:

Zugelassen sind bei der Methode der Mehrheitsentscheidung nun alle moglichen
Priaferenzrelationen, die Einschrinkung, die wir bei der ,,Nationalratswahl“ gemacht haben, faillt
weg. Damit ist Rxy(m)=Rx. Die kollektive Auswahlregel lautet nun: xo,,y gilt genau dann, wenn die
Anzahl der Wahlberechtigten, die x vor y gereiht haben, grofer ist, also die Anzahl jener, die y vor x

wiéhlten, oder falls x=y ist.

Wenden wir a., auf das Beispiel in Abb.6 an, erhalten wir also ein anderes Ergebnis, als bei der
,Nationalratswahl®. In der kollektiven Préaferenz wird ,,b* hiufiger vor ,,a* und ,,c* gereiht, und ,,a“
ist auBerdem hiufiger vor ,,c*“. Damit muss nach der Mehrheitsentscheidung im Ergebnis ,,b* besser

als ,,c*“ und dieses wiederum besser als ,,a“ sein.

Nun kénnte jemand einwenden, warum nach diesen Uberlegungen nicht bei simtlichen Wahlen und
Abstimmungen die Methode der Mehrheitsentscheidung anstatt der ,Nationalratswahl®* zur
Anwendung kommt. Das ldsst sich einfach damit begriinden, dass auch die Mehrheitsentscheidung

zu Problemen filihren kann, wie anhand des folgenden Beispiels gezeigt wird:

Wir gehen diesmal von blof3 drei Wahlberechtigten, ,,1,*2* und ,,3* aus, die 3 Parteien {a,b,c} zur
Wahl haben. Es werden die Préiferenzen in Abb. 7 bekanntgegeben. Wir sehen, dass nach der
Mehrheitsentscheidung im Kollektiv ,,a* besser als ,,b* ist, ,,b“ besser als ,,c*“ und ,,c* besser als ,,a“.
Das verletzt aber die Transitivitdt, folglich liegt hier als kollektive Auswahlregel keine
Priaferenzordnung vor, sondern wir erhalten eine ,zirkuldre* Relation. Solche Fille werden als
Abstimmungsparadoxon bezeichnet und treten bei der Methode der Mehrheitsentscheidung haufig

auf.
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O—oT—n
o —0—
o—oD —0

Abb.7

2.2.¢c Rangordnungsmethode (r)

In Kapitel 2.1 wurde anhand des Beispiels gezeigt, dass sich auch die Mdglichkeit einer
»Punktevergabe“ anbietet, um die Préiferenz eines Kollektivs zu ermitteln. Im Folgenden

formulieren wir eine dafiir geeignete allgemeine Auswahlregel.

Auch bei der Rangordnungsmethode sind die zugelassenen Priaferenzrelationen alle méglichen, also
Rx(r)=Rx. Die zugehorige kollektive Auswahlregel o, wird so definiert: in jeder individuellen
Priaferenzordnung erhalten die maximalen, das sind die Elemente x, zu denen es kein y€X gibt
mit y>x und die daher im Hasse-Diagramm ganz oben stehen, eine feste Punkteanzahl Z, und die
direkten unteren Nachbarn im Diagramm einen Punkt weniger, Z-1, und so weiter. Dabei heif3t ein
Element y unterer Nachbar von x, wenn y<x ist und es kein z gibt mit y<z<x. Ein Spezialfall, der
leicht verallgemeinert werden kann ist, wenn man Z=|X| wéhlt, also die hochste Punkteanzahl, die
vergeben werden kann, der Anzahl der zur Wahl stehenden Elemente der ,,Kandidatenmenge*
entspricht. Die so aus den individuellen Priaferenzen erhaltenen Punkte werden fiir jedes x€X

addiert.

Als Beispiel geben wir diesmal zwei Wahlginge an, wobei X wieder gleich {a,b,c} sei, und es drei

Wahlberechtigte geben soll. In Abb.8 sind die zugehdrigen Diagramme gezeichnet.

Es ist aus den Hasse-Diagrammen ersichtlich, dass die Personen ,,2* und ,,3“ bei beiden Wahlen
gleich abgestimmt haben, Person ,,1* hingegen hat beim zweiten Wahlgang ,,a* und ,,c* anders
gereiht als im ersten. Wenden wir mit diesen Informationen die Rangordnungsmethode mit Z=3 an,

ergibt sich folgendes Ergebnis: Im ersten Wahlgang erhalten ,,a* und ,,b* jeweils 7 Punkte, und ,,c*
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4 Punkte. Im zweiten Wahlgang dagegen hat ,,a* 8 Punkte, ,,b* 7 Punkte* und ,,c*“ 3 Punkte. Die
Platzierungen von ,,a* und ,,b* sind also in der kollektiven Priferenz bei den beiden Wahlgéngen

unterschiedlich, obwohl die Reihung von ,,a* und ,,b* untereinander vollig gleich bleibt!
Das Problem bei der Rangordnungsmethode ist damit leicht ersichtlich: Das Ergebnis der Wahl,

eingeschrinkt auf ,,a* und ,,b* hingt nicht nur von den individuellen Priferenzen beziiglich ,,a* und

,b*, sondern auch noch von der Reihung von ,,c* ab.

Wahlgang 1:

—o—
O—oT—n
0O—o —o

Wahlgang 2:

O—Lb—z
D—oT—n
0O—oT —o

Abb. 8

Ein Beispiel aus dem Sport zu Abb.8 verdeutlicht das Paradoxon: Die beiden ,,Wahlgéinge“ seien
sportliche Wettkdmpfe, bei denen es auf Schnelligkeit ankommt, jeweils drei Lauferinnen (a,b,c)
messen sich in diesen Wettkdmpfen in jeweils drei Laufrunden. In den Runden zwei und drei sind
die Ergebnisse in beiden Wettkdmpfen gleich, in Runde eins dagegen ist Lauferin ,,c* aufgrund
einer plotzlich auftretenden Verletzung deutlich langsamer und fillt hinter ,,a*, wobei sich die
Laufzeiten von ,,a* und ,,b* gegeniiber dem ersten Wettkampf nicht signifikant verdndert haben. Im
Ergebnis liegt im zweiten Wettkampf, wie oben beschrieben, plétzlich ,,a* vor ,,b*, ohne dass sich

an deren Leistungen etwas gedndert hétte.
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3 DER SATZ VON ARROW

Vorbemerkung

In Kapitel zwei wurden nach der mathematischen Modellierung individueller Préiferenzen auch
Moglichkeiten aufgezeigt, wie von individuellen Priaferenzen auf die Préferenz eines Kollektivs
geschlossen werden kann, und damit der zweite zentrale Aspekt dieser Diplomarbeit abgehandelt.
Was aber bisher offen blieb: Sind diese Auswahlverfahren, die wir vorgeschlagen haben, auch
»gerecht” sind in dem Sinne, dass die individuellen Priferenzen im Endergebnis sinnvoll abgebildet

sind? Und falls nicht, welche Alternativen sind mdglich?

Was unter einem gerechten Auswahlverfahren zu verstehen ist, wird in diesem Kapitel erdrtert,
auBerdem bringt uns die Suche nach diesem universalen, ,,gerechten* Auswahlverfahren auf ein

iiberraschendes Ergebnis.

3.1 Gerechte Auswahlverfahren

Anmerkung: Dieser Abschnitt bezieht sich zum Grofteil auf ein Standardlehrbuch aus der Volkswirtschaftslehre, ,,Logik
kollektiver Entscheidungen von Kern und Nida-Riimelin (siche [4]), die Bezeichnungen und Notationen sind dort

allerdings teilweise anders. In dieser Arbeit werden die in Kapitel 1 und 2 eingefiihrten Bezeichnungen beibehalten.

In Kapitel 2 wurden bereits drei konkrete Auswahlverfahren zur Ermittlung einer kollektiven
Priferenz vorgeschlagen, bezeichnet mit ,Nationalratswahl®“, , Mehrheitsentscheidung* und
»~Rangordnungsmethode®. Es hat sich aber gezeigt, dass jedes dieser Verfahren gewisse Nachteile
mit sich bringt. Betrachten wir nun die Politik hinter diesen Verfahren, genauer gesagt, die konkrete
Anwendung in der Demokratie. Der Prozess demokratischer Entscheidungen kann stets als

Auswahlverfahren zur Ermittlung kollektiver Priaferenzen aus individuellen gesehen werden.

Im Zentrum einer solchen Entscheidung steht dabei eine kollektive Auswahlregel aw, von der man
wiinscht, dass sie gewisse Eigenschaften habe, bezogen auf gerechte Wahlen und Entscheidungen.
Unter gerechten Auswahlverfahren sollen ab jetzt allgemein jene Verfahren verstanden werden, bei
denen die einzelnen individuellen Priferenzen weitgehend in der kollektiven Préiferenz abgebildet
sind, vor allem soll es keine Paradoxa geben, und auflerdem soll diese Auswahlfunktion gewisse

Bedingungen erfiillen, die als unerlésslich in einer Demokratie angesehen werden.
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Im vorigen Kapitel ist ein Paradoxon aufgetreten, das schon im Jahre 1785 erstmals vom
franzosischen Mathematiker Marquis de Concorcet (1743-1794) als Abstimmungsparadoxon
entdeckt wurde ([4], S.29), und im Abschnitt 2.2.b bei der Methode der Mehrheitsentscheidung
beschrieben ist. Die Frage nach der Haiufigkeit des Auftretens eines solchen
Abstimmungsparadoxons ldsst sich mit stochastischen Methoden beantworten, und ist jedenfalls bei
modernen Wahlen und Abstimmungen nicht zu vernachlédssigen. (in [4], S 30-31 wird dieser
Umstand ausfiihrlich beschrieben). Im Rahmen dieser Arbeit soll darauf aber nicht ndher

eingegangen werden, alleine das Vorkommen von Abstimmungsparadoxa soll gentigen.

Concordet schon schlug zur Vermeidung des Abstimmungsparadoxons vor, dass sichergestellt
werden miisse, dass im Ergebnis jeweils ein bestes Element allen anderen gegeniiber préferiert
wird. ([4], S. 8) Obgleich wir das nicht fordern und nur verlangen, dass keine Paradoxa auftreten,
scheidet aber die Methode der Mehrheitsentscheidung als gerechtes Auswahlverfahren aus, weil

damit ,,zyklischen® Praferenzen entstehen konnen.

Der Okonom und Nobelpreistriger Kenneth Arrow (*1921) prizisierte in seiner Doktorarbeit von
1951, aufbauend auf Concordets Uberlegungen, Anforderungen an ein gerechtes Auswahlverfahren

(sieche [1]). Diese sollen nun hier, mit abweichenden Bezeichnungen, wiedergegeben werden.

* Arrows erste Forderung ist jene, dass jede beliebige Priaferenzstruktur zuldssig sein soll.
Das bedeutet, dass alle Individuen frei in der Angabe ihrer Préferenz sind, sofern es sich um
eine Préferenzordnung handelt. Weiters soll das Verfahren immer eine soziale
Wohlfahrtsfunktion sein.

* Die zweite Forderung besagt, dass es keinen Diktator geben soll, was hier bedeutet, dass
kein einzelnes Individuum mit dessen individueller Priferenzordnung die kollektive
Ordnung alleine festlegt, unabhéngig davon, wie die anderen Individuen abgestimmt haben.
Diese Forderung bezeichnen wir als Bedingung (D) — Ausschluss der Diktatur.

* Die dritte Forderung wird Pareto-Prinzip (P) genannt: Sollten simtliche Individuen x vor y
den Vorzug geben, so muss auch in der kollektiven Préiferenz x dem y vorgezogen sein.

* AuBerdem soll, wie schon in Kapitel zwei genannt, das Unabhdngigkeitsaxiom (U) gelten:
Im Hinblick auf eine beliebige Teilmenge T von Kandidatinnen bzw. Kandidaten darf das
kollektive Resultat nur von den individuellen Priaferenzen beziiglich der Elemente aus T

abhéngig sein und nicht von der Reihung von x, die aullerhalb dieser Menge T sind.
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Arrow versuchte, eine kollektive Auswahlregel zu finden, die stets eine soziale Wohlfahrtsfunktion
ist und auch die Bedingungen (D), (P) und (U) erfiillt. Die Methode der Mehrheitsentscheidung
erfiillt, wie schon gezeigt wurde, die Anforderungen einer derartigen Auswahlregel deshalb nicht,
weil sie zwar (D), (P) und (U) erfiillt, aber im Allgemeinen das Ergebnis keine soziale
Wohlfahrtsfunktion ist. Die Rangordnungsmethode verletzt das Unabhédngigkeitsaxiom, bei der

»Nationalratswahl“ sind die Wahlberechtigten nicht frei in der Angabe ihrer Préferenz.

Nun konnte man weiter nach kollektiven Auswahlregeln suchen, die sdmtliche Bedingungen von
Arrow immer erfiillen. Eine solche Auswahlregel wird man aber niemals finden, wie wir im

folgenden Abschnitt zeigen.

3.2 Satz von Arrow (Arrow's Impossibility Theorem)

Wir wihlen die Bezeichnungen aus Kapitel 2, also X fiir die ,,Kandidatenmenge*, M={1,2,3,...,m}

fiir die Menge der Wahlberechtigten usw.

Satz (von Arrow):
Fiir | X|>3 und |M|>2 gibt es keine soziale Wohlfahrtsfunktion, die alle drei Bedingungen (P), (D)
und (U) zugleich erfiillt.

Fiir den Beweis ist der Begriff der Entscheidungsmenge zentral. Eine Teilmenge My(a,b) von M,

heillt Entscheidungsmenge fir a€X gewinnt gegeniilber b€ X falls fiir jede Wahl (R,,...R,), wo
aP ;b fir alle j aus My(a,b) gilt, folgt, dass auch in der kollektiven Priferenz a ab ist.

Fiir die Beweisskizze von Arrow's Impossibility Theorem bendtigen wir drei Hilfssitze, die wir

teilweise ohne Beweis angeben, die aber fiir didaktische Zwecke plausibel gemacht werden konnen.

Lemma 3.1:

Fiir eine soziale Wohlfahrtsfunktion o soll das Unabhingigkeitsaxiom (U) gelten. Falls bei einer

bestimmten Wahl (Ry,...R,) fir a,b€X (a ungleich b) und fiir eine Menge JEM gilt, dass
aP ;b fiir alle j aus J, und bP,a fiir alle k aus der Komplementéirmenge M\J, und iiberdies im

Endergebnis aob , dann muss J eine Entscheidungsmenge My(a,b) fiir a,b€X sein.
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Lemma 3.2:
Sei o eine soziale Wohlfahrtsfunktion, welche das Unabhingigkeitsaxiom (U) und das Pareto-
Prinzip (P) erfiillt und a,b,c€X seien paarweise verschieden. Gilt dann fiir eine Teilmenge J aus

M, dass J=My(a,b) ist, so folgt daraus, dass auch J=M(a,c) und J=My(c,b) ist.

Beweis zu Lemma 3.2:

Sei J=M(a,b). Wir betrachten nun eine Wahl (R,...R,) folgendermaBen: aP ;bP ;¢ fiir j aus J und
bP,cP a fiir k aus der Komplementirmenge M\J. Dann muss, da J=M,(a,b), auch aab gelten.

Weil aber fiir alle Wahlberechtigten bPc gilt, folgt aufgrund des Pareto-Prinzips, auch bac .

Daraus folgt sofort aoc .

Aus Lemma 3.1, aoc , aP;c fiir alle j aus J und cP,a fir alle k der Komplementdrmenge

folgt J=My(a,c), was zu zeigen war.

Ganz analog beweist man, dass J=M(c,b) ist.

Aus Lemma 3.2. kann man folgern

Lemma 3.3:

Es soll |X[>3 sein, a,b,u,v aus X, auBBerdem a ungleich b und u ungleich v. Gelten wie oben das
Unabhingigkeitsaxiom (U) und das Pareto-Prinzip (P), und ist J=M(a,b), so muss auch J=M,(u,v)
gelten.

Mithilfe dieser drei Hilfssédtze gelingt uns nun der Beweis des Satzes von Arrow.

Beweis des Satzes:

Wie in Lemma 3.2 setzen wir fiir eine soziale Wohlfahrtsfunktion o das Pareto-Prinzip (P) und das
Unabhéngigkeitsaxiom (U) voraus.

Aus der Menge X wihlen wir drei paarweise verschiedene, mit a,b und ¢ bezeichnete Elemente. I,
sei eine Entscheidungsmenge My(a,b), mit der kleinstméglichen Anzahl an Elementen.

SchlieBlich wéhlen wir folgendermal3en ein Tupel von Préferenzrelationen (Ry,...,R,):
e Firalle J€, gelte aP;b .
e Firein €1, gelte aP,bP c
* Fiiralle iEIo\{io} gelte aber ¢ P,aP;b

« Alle K€M \I, haben folgende Priferenz: bP,cPa
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Weil I, eine Entscheidungsmenge ist, muss fiir das Kollektiv aoab gelten. Da a als soziale
Wohlfahrtsfunktion angenommen wurde, liegt im Endergebnis eine Priferenzrelation vor. Wie
schon in Kapitel 1.5 bewiesen wurde, kann, falls aPb ist, unméglich alc und blc gelten, da
dies die Transitivitit der Indifferenzrelation verletzen wiirde. Daher muss entweder aoc oder

cob sein.

Wir betrachten diese beiden Mdéglichkeiten nacheinander:

s Es gelte aoc . Weil auch @ P, ¢ fir ip, und ¢P,;a fiir alle alle iibrigen i aus der
Entscheidungsmenge gilt und auBerdem c P.a fiir alle K€M \I, gilt, folgt aus Lemma
3.1 sofort, dass die Entscheidungsmenge My(a,c) nur aus {ip} bestehen kann. Dann besteht
aber nach Lemma 3.3 auch fiir alle u und v aus der Menge X die Menge M(u,v)
ausschliefflich aus dem Element i,.

e Nun gelte cab . Laut Voraussetzung ist ¢ P;b fiir alle i€/ 0\{1'0 , und fiir alle k aus
M\l, gilt bP,c . Dann miisste aber nach Lemma 3.1 die Menge Io\{i;} eine
Entscheidungsmenge My(a,b) sein, die weniger Elemente hat als die Entscheidungsmenge I,
selbst, was einen Widerspruch ergibt, denn wir haben fiir die Menge [, vorausgesetzt, dass
sie bereits kleinstméglich ist. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass mit den fiir diesen Satz
getroffenen  Voraussetzungen nur der erste Fall eintreten kann. Wenn die
Entscheidungsmenge aber ausschliefflich aus einem Element besteht, ist das Prinzip vom
Ausschluss eines Diktators (D) verletzt. Vorausgesetzt wurden fiir eine soziale

Wohlfahrtsfunktion das Pareto-Prinzip (P) und das Unabhangigkeitsaxiom (U).

Wir sehen: Gelten fiir eine soziale Wohlfahrtsfunktion fiir | X|>3 und n>2 stets (P) und (U), ist das
Prinzip (D) verletzt, und es gibt einen Diktator. Deshalb ist ersichtlich, dass es hier keine soziale
Wohlfahrtsfunktion geben kann, die immer (D), (P) und (U) zugleich erfiillt, und damit ist auch der

Satz von Arrow bewiesen.

Literaturhinweis: Der vollstindige Beweis findet sich u.a. in [4], S. 35ff., als zentrale Aussage in Arrow's Doktorarbeit
1951, sowie in unzdhligen Varianten und mit den verschiedensten Bezeichnungen im Internet, zum Beispiel in dem

Skriptum [10].
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4 WEITERE AUSWAHLMOGLICHKEITEN UND -EIGENSCHAFTEN

Vorbemerkung

Der Satz von Arrow hat gezeigt: Es gibt kein allgemeines, als gerecht angesehenes
Auswahlverfahren, flir das gewisse, allgemein anerkannte und fiir notwendig befundene
Voraussetzungen gelten. Die abstrakte mathematische Formulierung des Satzes aus Kap. 3.2 hat
weitreichende politische und juristische Konsequenzen. In einem kurzen Exkurs am Beginn dieses
Abschnitts wird dargestellt, wie diese Konsequenzen sich in der Politik und in deren Verfahrens-

und Auswahlnormen, d.h. letztlich wieder mathematisch interpretierbar, auswirken.

Weiters wird in diesem Abschnitt erldutert, wie es trotz der Kenntnis des Satzes von Arrow mdglich
ist, aus dem gegebenenfalls nicht als gerecht empfundenen Ergebnis ,beste” FElemente
auszuwéhlen, und welche sich Moglichkeiten fiir eine ,,gerechte” Auswahl anbieten. Dies wird

direkt zu den didaktischen Uberlegungen im zweiten Teil iiberleiten.

4.1 Konsequenzen aus dem Satz von Arrow fiir Wahlen und Politik

Bei der Formulierung des Satzes von Arrow, dass es keine soziale Wohlfahrtsfunktion gibt, die alle
drei Bedingungen (P), (D) und (U) stets, d.h. zugleich und fiir alle Tupel von Prdferenzen (P,,..,P,)
erfiillt, ist die Gefahr grof3 (vor allem fiir die Mathematikdidaktik), dass nicht sémtliche Pramissen
beachtet werden. Es ist ndmlich durchaus so, dass man fiir einen ganz bestimmte Wahlmodus eine
soziale Wohlfahrtsfunktion finden kann, welche die Forderungen von Arrow's Impossibility
Theorem erfiillt.> Es ist nur ausgeschlossen, dass es eine soziale Wohlfahrtsfunktion gibt, die

immer, also fiir jede Art von Wahl, Arrows Bedingungen gentigt.

In Arrows Doktorarbeit findet man hauptsichlich volkswirtschaftliche Aspekte, bedeutend ist der
Satz aber auch fiir die Politik, und zwar mehr, als man vielleicht glauben mdchte, denn die
Bedingungen von Arrow erscheinen auf den ersten Blick an sich nicht sehr stark: Ausgeschlossen
wird nur ein Diktator, also ein einziges Element aus dem Kollektiv, das den iibrigen Elementen
seine Entscheidung ,,aufzwingt®. Die stirkere Voraussetzung, dass es mehrere Elemente gibt, die

dies tun, ist von Arrow's Impossibility Theorem nicht erfasst. Dariiber hinaus stellt sich die Frage,

2 Didaktische Anmerkung hierzu: Fiir den Schulunterricht empfiehlt es sich deshalb, einfache Beispiele (kleines [X],
kleines n) zu konstruieren, bei denen der Satz von Arrow sehr wohl erfiillt ist.
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ob es liberhaupt relevant sei, dass es nicht immer ein gerechtes Auswahlverfahren gibt, und man
nicht auch darauf hoffen konne, dass ein Auswahlverfahren ,,moglichst oft™ gerecht ist. In diesem
Falle miissten wir Abstimmungsparadoxa und VerstoB3e gegen den Satz von Arrow mithilfe der

Wabhrscheinlichkeitstheorie auf ihre Hiufigkeit hin untersuchen, wie schon in Kap. 3.1 erldutert.

Wabhrscheinlichkeitstheoretische Aussagen konnen in der Politik aber sehr problematisch sein, denn
ein Wahl- oder Abstimmungsverfahren wird wohl kaum jemand gutheilen, wenn dabei ein

,ungerechtes* Ergebnis blof3 selten auftritt.

Man konnte jederzeit argumentieren, dass Arrows Betrachtungen rein theoretischer Natur sind und
man die Verletzung von Arrows Prinzipien (gemeint ist hier fast immer das Unabhangigkeitsprinzip
oder der Wahlmodus) akzeptieren konnte. Dies trifft aber in der Praxis nicht zu: In der Regel wird
von der Gesetzgebung verlangt, dass Wahlen und Abstimmungen, also politische
Entscheidungsverfahren, gewisse Grundvoraussetzungen erfiillen, wie vor allem die ,,Freiheit der
Wahl“ und die moglichst weitreichende ,,Neutralitdt des Verfahrens . ([4], S. 39) Daraus ergibt sich

ein unmittelbarer Zusammenhang mit dem Satz von Arrow.

Als ,Neutralitit des Verfahrens versteht man im Allgemeinen genau die Aussage des
Unabhéngigkeitsaxioms (U). ,,Freiheit der Wahl* ist bei einem Diktator (D) selbstverstiandlich nicht
gegeben, und auch, wenn das Pareto-Prinzip (P) verletzt ist, greift gewissermallen eine dulere
Instanz in den Entscheidungsprozess ein. Genauso ist die Forderung nach einer sozialen
Wohlfahrtsfunktion der Freiheit der Wahl geschuldet, weil die Individuen keinen willkiirlichen
Auswahlmodus beim Endergebnis haben wollen. (Liegt das Ergebnis in Form einer

Préferenzrelation vor, so ist diese Willkiir eingeschrénkt.)

Die Existenz eines Diktators oder der Eingriff einer &uBleren Instanz sind ohne Zweifel als
prinzipiell undemokratisch zu klassifizieren. Dass also die Prinzipien (D) und (P) von Arrow bei

einer in Wahl einer Demokratie verletzt sind, muss ausgeschlossen sein.

Die Verletzung des Unabhingigkeitsaxioms (U) wird dagegen hiufig in gewissen Grenzen toleriert
([4], S. 41), und wie wir spater im didaktischen Teil sehen werden, ist es sogar in modernen
Abstimmungsverfahren (ndmlich bei jenen, die keine Mehrheitswahlen sind) hiufig nicht der Fall,
dass dieses Prinzip vorausgesetzt wird. Damit geht eine gewisse ,Fairness* verloren, weil

Verschiebungen in der Préferenzstruktur unter wohl irrelevanten Alternativen, wie im Beispiel in

29



Kapitel 2.2.c beschrieben, zu Verdnderungen bei (fiir einen bestimmten Aspekt des
Wabhlergebnisses) wesentlichen Alternativen fiihren kann. Es gibt zwar Auswahlregeln wie die in
Kapitel 2.2.a beschriebene ,,Nationalratswahl®, die ein solches Phdnomen ausschlieBen, was jedoch

nur fir Mehrheitswahlen und nicht fiir Verhéltniswahlen gilt.

Auf die oft in Kauf genommene Verletzung des Unabhingigkeitsaxioms und vergleichbarer
Voraussetzungen bei Wahlen und Abstimmungen kommen wir spéter in Kapitel fiinf noch
ausfiihrlich zu sprechen. Es ist in diesem Fall zu beobachten, dass, ganz im Gegensatz zur
Verletzung der Prinzipien (P) und (D), eine nicht unabhingige, also nicht ,,neutrale® Wahl, haufig
nicht grundsétzlich als undemokratisch empfunden wird, sondern eher Unzuldnglichkeiten der
Mathematik zugeschrieben wird. Formulierungen wie ,,Dieses bemerkenswerte Ergebnis der Wahl

liegt in der komplizierten Wahlarithmetik begriindet* deuten darauf hin.

4.2 Auswahleigenschaften

In Kapitel zwei sind bereits drei verschiedene kollektive Auswahlregeln beschrieben. Womit wir
uns bisher noch nicht genauer befasst haben ist, welche Eigenschaften Auswahlregeln im
Allgemeinen haben miissen, damit sie zu einer Praferenzordnung fithren. Hierbei ist noch nicht
vorausgesetzt, dass die Auswahlfunktion eine soziale Wohlfahrtsfunktion ist, oder, dass Arrows
Bedingungen gelten. Wenn man diese Voraussetzungen abschwicht, mdchte man zumindest

konsistente Auswahlen erhalten.

Unser Ziel ist es jetzt also, ,, beste “ Elemente zu finden. Das gelingt dann jedenfalls eher, wenn das
»Ergebnis® einer kollektiven Auswahlregel als Préiferenzordnung, im giinstigsten Fall als
Vollordnung vorliegt, dann kann man die maximalen Elemente, bzw. im Fall der Vollordnung das
grofite Element, auswéhlen. Liegt keine Priferenzordnung vor, hat man grofere Schwierigkeiten,

eine sinnvolle Auswahl zu treffen (siehe Kap. 1.5 — Probleme der Notenvergabe).

Was fordern wir von der Auswahlfunktion im Hinblick auf die Eigenschaften des Wahlergebnisses?
Wichtig ist jedenfalls, dass ein Element, welches das ,beste” in einer Gesamtmenge ist, auch in
jeder Teilmenge, welche das Element enthélt, das beste ist. Auf das Beispiel aus Kapitel eins der
Lauferinnen bezogen, sollte eine schwedische Lauferin, die weltweit die beste Lauferin ist, auch
die beste schwedische Lauferin sein. AuBerdem: Bei zwei Lauferinnen, die in Schweden jeweils die

besten sind und wovon eine zur Weltspitze gehort, sollen auch beide zu den weltweit besten
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gehoren. Also sollten bei zwei besten Elementen einer Teilmenge auch beide beste Elemente in der

Obermenge sein.

Ein derartige ,,Konsistenz“, so kann man auch beweisen, besteht ausschlielich dann, wenn die
zugehorige Préferenzrelation eine Praferenzordnung ist ([4], S.11). Arrow hat diese Bedingung in
seiner Doktorarbeit formuliert. Deshalb wird sie hdufig Arrow-Bedingung fiir Auswahlfunktionen

genannt.

Die Bedingung, dass iiberhaupt zumindest ein ,,bestes Element* existieren soll, stammt von Marquis
de Concordet (siche Kap. 3.1), schlieit fiir eine Auswahl von zuoberst gereihten Elementen das

Abstimmungsparadoxon aus, und wird als Concordet-Bedingung bezeichnet.

Auf einer Priferenzrelation im Sinn von Kap. 1 kann man also dann eine verniinftige
Auswahlfunktion definieren, wenn die Concordet-Bedingung erfiillt ist. Ist dariiber hinaus die
Arrow-Bedingung erfiillt, ist die aus einer Auswahlfunktion ableitbare Priferenzrelation eine
Priaferenzordnung. Wenn es eine wohldefinierte Auswahlfunktion gibt, die konsistent ist, kann man
auch immer beste Elemente bestimmen. Daraus folgt aber natiirlich im Allgemeinen nicht, dass

damit auch Arrows Anforderungen an ein gerechtes Auswahlverfahren (P), (D) und (U) erfiillt sind.

4.3 Beste, grofite und maximale Elemente

Auf eine Verwechslungsgefahr sei in diesem Zusammenhang hingewiesen: Wenn man, wie oben
beschrieben, von besten Elemente spricht, konnten Laien meinen, dass es jeweils nur ein bestes
Element geben kann. Das ist aber in Concordets Forderung nicht enthalten. Weil
Priaferenzordnungen Halbordnungen sind, kann man die von Halbordnungen bekannten
Definitionen ,,groBtes Element und ,maximales Element“ auch hier in Zusammenhang mit
Priaferenzordnungen verwenden. Es ist in der Literatur nicht einheitlich, ob man nur das grofite
Element einer Halbordnung als ,,bestes Element* bezeichnet, oder ob man auch maximale Elemente

als ,,beste* betrachtet. Abb. 9 veranschaulicht das Problem.
In der Priferenzrelation (Halbordnung) R, ist ,,a* das grofite Element und damit auch das einzige

maximale Element. Es ist daher in diesem Fall konsequent, dieses Element als das ,,beste” zu

bezeichnen.
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Abb. 9

Schwieriger gestaltet sich die Frage der Bezeichnung in der Relation R,. Hier gibt es aus
algebraischer Sicht kein gréfftes Element, wohl aber zwei maximale, in diesem Fall indifferente
Elemente. In einer Halbordnung ist es ein Unsinn, von zwei grofiten Elementen zu sprechen.
Nachdem bei Priferenzordnungen aber gefordert ist, dass die Indifferenzrelation eine
Aquivalenzrelation ist, rechtfertigt dies, sowohl ,,a* als auch ,,b* als beste Elemente zu bezeichnen.
Einfacher ist es bei Vollordnungen, dann existiert nur ein maximales Element, welches als groftes

Element unschwer als bestes angesehen werden kann.
4.4 Verhiltniswahlen

Bevor wir konkrete Anwendungen betrachten, soll noch auf eine weitere Mdglichkeit der Auswahl
eingegangen werden, die dann in Kapitel fiinf ausfiihrlich beschrieben wird. Bisher zielten alle
Auswahlregeln darauf ab, lediglich individuelle Préferenzen in eine kollektive Préferenz
abzubilden. Wie man beste Elemente auswéhlen kann, wurde bereits erldutert, jedenfalls fiihrten alle

sinnvollen kollektiven Auswahlregeln wieder auf eine Praferenzrelation des Kollektivs.

Gewissermallen ergibt die Priaferenzrelation, die das Wahlergebnis darstellt, eine ,,Reihung™ von
Kandidatinnen und Kandidaten nach ihrer Stellung in der Priferenzrelation des Kollektivs.
Manchmal geniigt eine solche Reihung aber nicht, man wiinscht mehr als eine einfache Reihung
von Indifferenzklassen, man mdchte auch eine gewisse Gewichtung in der ,,Kandidatenmenge*
erreichen. Es ist durchaus denkbar, dass beispielsweise bei drei Elementen ,,a%, ,,b* und ,,c*, fiir die
die Priferenzordnung a PbPc gilt, ,,a“ sehr viel besser ist als ,,b“, ,,b* hingegen nur eher wenig

besser als ,c“, fast indifferent, aber dennoch ein wenig besser. Hier kommt also eine

Quantifizierung von Elementen dazu.
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Bendtigt wird eine solche Quantifizierung, die wir bisher nicht beachtet haben, beispielsweise bei
Mandatszuteilungsverfahren, sofern Parteien in einem Entscheidungsgremium entsprechend ihrem
Stimmenanteil bei einer Wahl Mandate erhalten sollen. Es kommt dann nicht blof3 darauf an, wie
das Kollektiv die einzelnen Parteien qualitativ ,,reiht®, sondern auch quantitativ. Dieser quantitative
Unterschied driickt sich in Mandatszahlen aus. Man konnte daher Wahlen zur Bestimmung von
Mandaten als quantitative Auswahlverfahren bezeichnen. Das folgende Kapitel wird anhand
praktischer Beispiele zeigen, dass auch bei solchen Mandatszuteilungsverfahren recht dhnliche

Probleme auftreten, wie bei bloB3 qualitativen Auswahlregeln.
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B Anwendungen und didaktische Konzeptionen

5 SITZZUTEILUNGSVERFAHREN

Vorbemerkung

Als erste Anwendung von Préferenzstrukturen in der Praxis werden in diesem Abschnitt Verfahren
betrachtet, die der Ermittlung von Mandatszahlen dienen. Ausgehend von der Priferenz eines
Kollektivs — in diesem Fall besteht das Kollektiv aus wahlberechtigten Personen, die unter
mehreren Optionen, also Parteien auswéhlen — sollen diese Parteien je nach ,,Stirke* der Priaferenz
im Kollektiv mit einer bestimmten Anzahl von Sitzen in einem Gremium vertreten sein. (siche

Kapitel 4.4)

Mathematisch formuliert bedeutet dies, dass eine Préferenzrelation auf eine Menge von Parteien
vorliegt, wobei die einzelnen Elemente der Préferenzrelation nach erhaltenen Stimmenanzahlen
gewichtet sind. Bei groBen Kollektiven wird sich dadurch im Allgemeinen eine Vollordnung
ergeben. Die Frage ist dann, wie die erhaltenen Stimmenanteile der Parteien auf Mandatszahlen
abzubilden sind. Auch hier gilt die Vorgabe, dass dies nach moglichst ,,gerechten* Auswahlkriterien
geschehen soll. Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, welche Mdglichkeiten es fiir solche
Verfahren gibt, wobei eine allzu ,,formale* Beschreibung der Algorithmen vermieden wird und im
Hinblick auf eine didaktische Umsetzung eine eher allgemein verstindliche, verbale Beschreibung

versucht wird.

5.1 Das D'Hondt-Verfahren

Anmerkung: Alle in diesem Kapitel beschriebenen Sitzzuteilungsverfahren sind ausfiihrlich in der Literatur sowie im
Internet beschrieben, wo die Algorithmen zum Teil auch sehr anschaulich dargestellt sind. Eine gute Darstellung aus
mathematisch-didaktischer Sicht bietet beispielsweise der Artikel ,,Sind Wahlen undemokratisch® des Mathematikers

Bodo Pareigis (siche [5]). Die Beschreibung der Verfahren hier in Kapitel 5 bezieht sich teilweise auf diesen Artikel.

In Kapitel 2.2 sind Beispiele fiir Auswahlregeln beschrieben worden, sowie deren Vor- und
Nachteile. Haufig findet in einer Demokratie die Methode der ,,Nationalratswahl“ Anwendung.

Jedes Individuum kann entweder eine ungiiltige Stimme abgeben, oder aber aus einer Liste von
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Parteien genau eine auswihlen, welche dann allen anderen gegeniiber strikt préferiert wird. Wir
interessieren uns nun ausschlieBlich fiir giiltige Stimmen. Im Folgenden bezeichnen wir die zur
Auswahl stehenden Parteien mit Kleinbuchstaben. Wie oben erwihnt, liegt das Ergebnis einer Wahl
dann (zumeist) in Form einer nach Stimmenzahlen geordneten Vollordnung auf der Menge

{a,b,c,...} vor.

Die quantitative Praferenzstruktur des Kollektivs lédsst sich bei einer Verhdltniswahl oft auch besser
in Kreis- oder Balkendiagrammen darstellen. (Wie diese gestaltet sind, soll hier nicht néher erldutert
werden, derartige Diagramme sind aus Wahlberichterstattungen der Medien bekannt.) Im Folgenden
wird es stets geniigen, die absoluten beziehungsweise relativen Stimmenanteile von Parteien

anzugeben.

Beispiel:
In einem Parlament seien 12 Sitze zu vergeben. Einem Kollektiv von 200 Personen stehen vier

Parteien a, b, ¢ und d zur Auswahl. Alle 200 Wahlberechtigten geben giiltige Stimmen ab. Diese

verteilen sich auf die Parteien wie folgt:

Partei a b c d
Stimmenanteil absolut 85 51 42 22
(relativ) (42,5%) (25,5%) (21%) (11%)
Tab. 2

Nun ist ein Verfahren gesucht, dass dieses Ergebnis moglichst gut in der Sitzverteilung eines
Parlaments abbildet. Ein erster Versuch konnte beispielsweise darin bestehen, den Idealanspruch zu
bestimmen, also die Mandatszahl jeweils mit den relativen Stimmenanteilen zu multiplizieren. Im

Beispiel bringt dies folgendes Ergebnis:

Partei a b c d
Idealanspruch an Sitzen 5,1 3,06 2,52 1,32

Tab. 3
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Hier kommen wir aber nicht weiter, denn als Mandatszahlen von Parteien kommen nur ganze
Zahlen infrage, schlieBlich miissen die Sitze mit einer ganzzahligen Anzahl an Abgeordneten
besetzt werden. Eine Aussage wie ,,Partei b erhélt 3,06 Sitze von 12 Sitzen* ist daher Unsinn. Dass
die Methode der Berechnung mithilfe des Idealanspruchs auf ganzzahlige Mandatszahlen fiihrt, ist
hochst unwahrscheinlich, insbesondere wenn die Zahl der Wahlberechtigten sehr gro3 wird. Also

beschiftigen wir uns nun mit einem Verfahren, welches nur ganzzahlige Ergebnisse generiert.

Der belgische Jurist Victor D'Hondt (1841-1901) beschrieb im Jahre 1882 ein nach ihm benanntes
Sitzzuteilungsverfahren, das D'Hondt-Verfahren (siehe [5]), welches heute noch sehr hédufig zur

Anwendung kommt. Dieses wird im Folgenden als so genanntes Hochstzahlverfahren beschrieben.

Die absoluten Stimmenanteile sdmtlicher Parteien werden jeweils hintereinander durch Zahlen eine
aufsteigende Folge von natiirlichen Zahlen 1,2,...,n geteilt, wobei n hdochstens so grof} ist, wie die
Anzahl der insgesamt zu vergebenen Sitze. Dabei erhélt man als Quotienten Dezimalzahlen grofer
null, die als Hochstzahlen bezeichnet werden. Diese Hochstzahlen reiht man dann absteigend nach
threr GroéBe, und an dieser Reihenfolge liest man auch die Reihenfolge der Sitzvergabe ab. Dabei
finden so viele Hochstzahlen Beriicksichtigung, wie Sitze im Gremium zu vergeben sind, und jede

Partei bekommt so viele Sitze, wie viele Hochstzahlen auf sie entfallen.

Wir flihren diesen Algorithmus am Beispiel der Wahl oben in Tabelle 2, mit n<12 durch, Quotienten

auf 2 Dezimalstellen gerundet.

Partei \' m 1 2 3 4 5 6 7
a 85 42,5 28,33 21,25 17 14,17 12,14
b 51 25,5 17 12,75 10,2 8,5 7,29
c 42 21 14 10,5 8,4 7 6
d 22 11 7,33 5,5 4.4 3,67 3,14
Tab. 4

Wenden wir die Regel des D'Hondt-Verfahrens wie oben beschrieben an, erhalten wir folgende
Hochstzahlen: 85 (a), 51 (b). 42,5 (a), 42 (c¢), 28,33 (a), 25,5 (b), 22 (d), 21,25 (a), 21 (¢), 17 (a), 17

(b), 14,17 (a). Z&hlt man zusammen, erhdlt man folgendes ganzzahliges Ergebnis:
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Partei a b c d
Sitze nach D'Hondt 6 3 2 1

Tab. 5

Man erkennt leicht, dass schon bei diesem einfachen Beispiel die Zahl der nach D'Hondt
vergebenen Sitze vom Idealanspruch recht deutlich abweichen kann. Die stiarkste Partei ,,a* erhélt
etwa 118% ihres Idealanspruchs an Sitzen, die schwécheren Parteien deutlich weniger, bei Partei

,,d etwa blof3 72%.

Wir sehen schon an diesem Beispiel: Das D'Hondt-Verfahren benachteiligt systematisch schwichere
Parteien. Das lésst sich allgemein beweisen, der Beweis ist aber umfangreich und wird deshalb hier

vorerst nicht angegeben. Ein Extrembeispiel zur Verdeutlichung sei aber angefiihrt:

Beispiel:

Wir modifizieren das obige Beispiel folgendermaBen: Es gebe, so wie oben, 200 Wahlberechtigte in
einem Wahlkreis. Nunmehr seien aber 8 Sitze zu vergeben und neun Parteien treten an, von denen
Partei ,,a“ 55% der Stimmen erreicht und die anderen acht Parteien zusammen 45%, wobei keine
von diesen jeweils acht iibrigen Parteien mehr als 6,5% erreicht. Es ist leicht nachzupriifen
(Aufgabe fiir die Schule!), dass in diesem Fall die starke Partei ,,a* durch das D'Hondt-Verfahren

alle (1) 8 Sitze erhélt und das bei gerade einmal knapp tliber 50% Stimmenanteil.

Als  Quotenbedingung (siche [5], S.3) bezeichnet man die Forderung, dass ein
Sitzzuteilungsverfahren fiir jede Partei eine Mandatszahl ergibt, die nicht kleiner oder grofer ist als
die Mandatszahl, die man erhélt, wenn man die Quote, d.h. den Idealanspruch an Sitzen ab- bzw.
aufrundet. Im erstgenannten Beispiel ist das zwar gerade noch der Fall, es wiirde aber schon
geniigen, das Beispiel leicht zu modifizieren, dass das Quotenkriterium nicht mehr erfiillt ist Im

zweiten Beispiel ist dieses Kriterium sogar krass missachtet.

In Kapitel sieben wird gezeigt, dass das Hochstzahlverfahren von D'Hondt auch als so genanntes
wZweischrittverfahren* oder ,,Divisorverfahren mit Abrundung* zur Anwendung kommen kann, und
dass diese Verfahren zu denselben Ergebnissen fiihren miissen. Die beiden dquivalenten Verfahren
wird dann noch anschaulicher deutlich machen, warum kleine Parteien bei der Anwendung des

D'Hondt-Verfahrens benachteiligt sind.

37



Die Verletzung des Quotenkriteriums ist also eine Tatsache, die sich beim D'Hondt-Verfahren nicht
vermeiden ldsst. Betrachtet man dieses Kriterium als unerldsslich, muss man ein alternatives

Sitzzuteilungsverfahren anwenden.

5.2 Das Hare-Niemeyer-Verfahren

Beim Sitzzuteilungsverfahren nach D'Hondt haben wir gesehen, dass die Quotenbedingung hiufig
verletzt ist, und, dass grofle Parteien stark begiinstigt werden. Mochte man diese Probleme
bereinigen, muss man ein Verfahren suchen, dass sich bei der Sitzzuteilung neutral in Bezug auf die

GroBe der Stimmenzahlen fur die einzelnen Parteien verhilt.

Im ersten Beispiel aus Kapitel 5.1 sah die Stimmenverteilung auf die Parteien bei 200 abgegebenen

giiltigen Stimmen so aus:

Partei a b c d
Stimmenanteil absolut 85 51 42 22
(relativ) (42,5%) (25,5%) (21%) (11%)
Tab. 6

AulBlerdem haben wir den Idealanspruch bei 12 Sitzen berechnet: ,,a* erhilt 5,1 Sitze, ,,b* 3,06. ,,c*
bekommt 2,52 Sitze und ,,d*“ 1,32. Beim D'Hondt-Verfahren bekommt ,,a* 6 Sitze zugeteilt, was den
Idealanspruch um 0,9 Sitze iibersteigt, also damit fast einen ganzen Sitz ,,zu viel* erhilt. Im
Folgenden bleiben wir bei dem Beispiel in Tabelle 6, und ausgehend davon, dass die

Quotenbedingung immer erfiillt sein soll, konstruieren wir ein neues Sitzzuteilungsverfahren.

Der einfachste Weg hierfiir besteht darin, dass man die Einhaltung der Quotenbedingung derart
fordert, dass zundchst alle Parteien so viele Sitze erhalten, wie es ihrem abgerundeten
Idealanspruch entspricht (Tabelle 7). Nun wurde allerdings ein Sitz zu wenig vergeben. Die Summe
der vergebenen Sitze betrdgt nur 11. Eine Partei muss also den verbliebenen Sitz erhalten. Welcher
Partei soll man den {ibrigen Sitz zuteilen? Welche Regel wire ,,gerecht™? Ein gutes Argument wire,
den Sitz an jene Partei zu vergeben, die in ihrem Idealanspruch der néchsthéheren Sitzzahl
gewissermallen am ndchsten kommt. Im Beispiel wire das die Partei ,,c* mit ihrem Idealanspruch

von 2,52 Sitzen.
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Partei a b c d
Idealanspruch 5,1 3,06 2,52 1,32
Idealanspruch (abger.) 5 3 2 1

Tab. 7

Verallgemeinert man diese Regel, ergibt sich das im Jahre 1790 erstmals propagierte Hare-
Niemeyer-Verfahren: Alle Parteien erhalten zunichst jene Anzahl an Sitzen, die ihrem abgerundeten
Idealanspruch entspricht. Danach werden die restlichen zu vergebenen Mandate in der Reihenfolge
der hochsten Nachkommareste des Idealanspruchs vergeben, wobei wir annehmen, dass es keine
zwei Parteien mit denselben hdchsten Nachkommastellen gibt, was weitere Uberlegungen nach sich

zieht.

Im Beispiel oben erhilt Partei ,,c* den restlichen Sitz, damit ergibt sich folgende Sitzverteilung nach

Hare-Niemeyer:

Partei a b c d

Sitze nach Hare-Niemeyer 5 3 3

Tab. 8

Offensichtlich ist damit das Quotenkriterium immer erfiillt, wie aus der Definition des Hare-
Niemeyer-Verfahrens folgt. Interessanterweise haben wir mit diesem Verfahren auch, ohne es
explizit zu fordern, das zweite Problem der Bevorzugung starker Parteien bereinigt. Denn die
Restmandate werden nach der Grofle der Nachkommareste verteilt, und diese sind von der
Parteienstirke nicht abhingig, sondern verteilen sich anschaulich gewissermalen ,,zufdllig* auf die

Parteien.

Hat man damit das ,,deale*, widerspruchsfreie Sitzzuteilungsverfahren gefunden? Die Antwort
lautet auch hier: Nein. Bei der Anwendung des Hare-Niemeyer-Verfahrens konnen zahlreiche

Paradoxa auftreten, von denen im Folgenden einige beschrieben werden.

Beispiel: (aus [5])

An fiinf Parteien sollen 656 Sitze vergeben werden. Die Mandate der Parteien werden zweimal
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bestimmt: einmal als vorldufiges und dann als endgiiltiges Ergebnis (zum Beispiel inklusive in

fremden Wahlkreisen abgegebener Wahlkarten, Berichtigung von falsch ausgezéhlten Stimmen):

Partei a b c d e
Stimmen 17140354 16082960 3427196 3424315 3265407
Sitze 260 243 52 52 49
Tab. 9

Tabelle 9 zeigt das vorliufige Endergebnis. Das endgiiltige Ergebnis ist in Tabelle 10 gezeigt:

Partei a b c d e
Stimmen 17166354 16106960 3452196 3452196 3260407
Sitze 259 243 52 52 50
Tab. 10

(3

Aus den Tabellen ist ersichtlich, dass alle Parteien, bis auf Partei ,,e im endgiiltigen Ergebnis
zugelegt haben. Partei ,,e* hat deutlich an Stimmen verloren, aber dennoch erhilt ,,e* in der zweiten,
endgiiltigen Auszdhlung ein Mandat von ,,a*. Dies wird als Stimmenzuwachsparadoxon bezeichnet.
(In den meisten Demokratien bedeutet dies aber keine Probleme mehr, seitdem

Mandatsverschiebungen durch Hochrechnungen den Wahlberechtigten geldufig sind.)

Beispiel:
Nicht ausschlieB3lich bei der Variation von Stimmenanteilen treten Paradoxa auf. Ein dhnlicher Fall
kann auftreten, wenn sich die Anzahl der Mandate &ndert. Das bezeichnet man als

Mandatszuwachsparadoxon oder auch Alabama-Paradoxon (siehe [5]).

Dieses Paradoxon hat seinen Namen von einem Fall aus dem Jahr 1880 in den USA (siehe [5], S.4).
Durch eine Volkszdhlung wurde die GroBe des Reprisentantenhauses ermittelt. Jeder Bundesstaat
erhielt eine bestimmte Sitzanzahl, bestimmt nach dem Hare-Niemeyer-Verfahren. Hierbei sollte die
Mandatszahl zwischen 275 und 350 liegen. Bei 299 Sitzen hitte der Staat Alabama acht Sitze

erhalten, bei 300 Sitzen jedoch nur sieben.
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Aus politischer Sicht ist die Verletzung von Monotoniegesetzen problematisch. Weder ein Zuwachs
an Stimmen, noch eine VergroBerung der Mandatszahl sollte zu einer Verringerung an Mandaten fiir
eine bestimmte Partei filhren. Es gibt noch andere Paradoxa, die das Hare-Niemeyer-Verfahren
nicht ausschlieBen kann. Mit dem Mandatszuwachsparadoxon verletzt das Hare-Niemeyer-
Verfahren die sog. Hausmonotonie, im Falle des Stimmenzuwachsparadoxons ist die
Stimmenmonotonie nicht gegeben. Diese beiden Bedingungen gemeinsam kann man (ganz analog
zur Forderung de Erfiillung der Arrow-Bedingung) zur Bedingung der Konsistenz eines

Sitzzuteilungsverfahrens zusammenfassen.

Offensichtlich ist das Hare-Niemeyer-Verfahren nicht konsistent. Betrachtet man aber die
Konsistenz fiir ein Verfahren als unerldsslich, miisste man beispielsweise wieder auf das D'Hondt-
Verfahren zurlickgreifen. Es ist leicht plausibel zu machen, dass das D'Hondt-Verfahren die

Konsistenzbedingung erfiillt. (Aufgabe fiir die Schule!)

Das Problem der Bevorzugung grofler Parteien beim D'Hondt'schen Algorithmus ist damit aber
immer noch nicht geldst. Mdochte man ein in diesem Sinne ,,gerechtes* Verfahren finden, muss man
das D'Hondt-Verfahren also zwingend modifizieren.

5.3 Das Sainte-Lagué-Verfahren

Das Extrembeispiel in Kapitel 5.1 bei D'Hondt hat gezeigt, dass es sich nicht neutral zur

Stimmenstarke der Parteien verhdlt. Wir bleiben beim eingangs angefiihrten Beispiel:

Partei a b c d
Stimmenanteil absolut 85 51 42 22
(relativ) (42,5%) (25,5%) (21%) (11%)
Tab. 11

Das D'Hondt-Verfahren als Hochstzahlverfahren teilt die Stimmenanteile der Parteien nacheinander
durch die Folge der natiirlichen Zahlen. Dabei entsteht fiir jede Partei eine Folge von Hochstzahlen.
Dies Folgen sind streng monoton fallend, allerdings fallen sie bei schwécheren Parteien im
Vergleich zu ihrer Parteistiarke viel mehr als bei starken Parteien. Das ist auch die Begriindung fiir

die Bevorzugung stirkerer Parteien bei D'Hondt. Mathematisch 1dsst sich das auch direkt beweisen,
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der Beweis wird aber erst spiter angefiihrt, beim Nachweis der Aquivalenz von Divisor- und

Hochstzahlverfahren, in Kapitel 7.

Teilt man die Stimmen der Parteien nicht durch die Folge der natiirlichen Zahlen, sondern durch die
Folge der ungeraden natiirlichen Zahlen, erhdlt man das Sainte-Lagué-Verfahren. AnschlieBend

werden die Sitze wieder absteigend nach der Grof3e der erhaltenen Hochstzahlen verteilt.

Wie schon beim D'Hondt-Verfahren ist auch das Sainte-Lagué-Verfahren in mehreren dquivalenten
Varianten moglich. Neben der Anwendung als Hochstzahlverfahren kommt auch hier ein
Zweischrittverfahren beziehungsweise Divisorverfahren zur Anwendung (siehe Kapitel 7), im Falle

des Sainte-Lagué-Verfahrens allerdings mit Standardrundung anstatt Abrundung.

Wir berechnen nun beim Beispiel aus Tabelle 11 die Hochstzahlen geméd dem Sainte-Lagué-

Verfahren.

Partei \ m 1 3 5 7 9 11 13
a 85 28,33 17 12,14 9,44 7,73 6,54
b 51 17 10,2 7,29 5,67 4,64 3,92
c 42 14 8,4 6 4,67 3,82 3,23
d 22 7,33 4,4 3,14 2,44 2 1,69

Tab. 12

Man sieht, dass die Hochstzahlen tatsdchlich schneller klein werden als beim D'Hondt-Verfahren,
und auBlerdem wird anschaulich klar, dass sich die Hochstzahlen auch schrittweise schneller

zwischen starken und schwachen Parteien angleichen.
Wenden wir die Regel des Sainte-Lagué-Verfahrens bei unserem Beispiel an, ergibt sich bei 12
Sitzen folgende Sitzverteilung: 85 (a), 51 (b), 42 (c), 28,33 (a), 22 (d), 17 (a), 17 (b), 14 (¢), 12,14

(a), 10,2 (b), 9,44 (a), 8,4 (c).

Das ganzzahlige Ergebnis zeigt folgende Tabelle 13: Tatsédchlich ist die Bevorzugung der starken

Partei ,,a* nun ausgeglichen.
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Partei a b c d

Sitze nach Sainte-Lagué 5 3 3 1

Tab. 13

Es lohnt sich (Aufgabe fiir die Schule!), Extrembeispiele wie das zweite Beispiel in Kapitel 5.1
auch mit dem Sainte-Lagué-Verfahren durchzurechnen. Dabei zeigt sich im Allgemeinen, dass es
leichter ist fiir kleine Parteien, auch bei sehr ungleichen Parteistdrken, zumindest einen Sitz zu

erhalten, weil auch die Hochstzahlen der grof3ten Partei rasch kleiner werden.

Paradoxa wie beim Hare-Niemeyer-Verfahren kdnnen beim Sainte-Lagué-Verfahren nicht auftreten,
dieses Verfahren kann die Hausmonotonie sowie die Stimmenmonotonie nicht verletzen. Die
grundsitzliche Schwierigkeit, dass der Idealanspruch in der Regel keine ganze Zahl ist, bleibt aber
auch hier wirksam, die Bevorzugung einer oder mehrerer Parteien unvermeidbar. Der Vorteil des
Sainte-Lagué-Verfahrens gegeniiber dem D'Hondt-Verfahren ist aber, dass die Bevorzugung von
Parteien fiir jede erdenkliche Wahl vollig zufillig ist und nicht immer tendenziell die stirkeren

Parteien betrifft.

5.4 Der Satz von Balinksi und Young

Unter einer Mehrheitswahl versteht man ein Verfahren zur Auswahl eines Vorschlages aus einer
Reite vorgegebener Alternativen durch die Mehrheit einer Gruppe von Personen, d.h. es ist ein
Verfahren zur direkten Wahl von Vertreterinnen und Vertreter. Befasst man sich eingehend mit
Mehrheitswahlen und entsprechenden Auswahlverfahren (siehe Kapitel 2 und 3), stellt man rasch
fest, dass bei allen Methoden zur Auswahl gewisse Ungereimtheiten auftreten. Der Satz von Arrow

zeigt, dass sich diese auch nie in allen Féllen verhindern lassen.

Auch die bisher in diesem Kapitel beschriebenen Methoden zur Sitzzuteilung bei einer
Verhiltniswahl generieren dhnliche Paradoxa. Das D'Hondt-Verfahren und das Sainte-Lagué-
Verfahren verletzen gelegentlich das Quotenkriterium, das Hare-Niemeyer-Verfahren ist

inkonsistent.

Sitzzuteilungsverfahren, welche die Quotenbedingung erfiillen, nennt man sinnvollerweise

Quotenverfahren. Jene Verfahren, die sich als Hochstzahlverfahren durchfiihren lassen und damit
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konsistent sind, werden als Divisorverfahren bezeichnet. Es ist moglich, Hochstzahlverfahren noch
weiter zu modifizieren, denn als Divisoren kommen verschiedenste Folgen von natiirlichen Zahlen
in Betracht. Dennoch stellt man fest, dass anscheinend keines der Divisorverfahren immer die
Quotenbedingung erfiillt. Auch die Quotenverfahren lassen sich modifizieren, indem man die nach
dem Abrunden iibriggebliebenen Sitze nach den unterschiedlichsten Regeln auf die Parteien verteilt.
Ein stets konsistentes Verfahren findet man dadurch aber anscheinend auch nicht. Diese

Uberlegungen legen eine dem Satz von Arrow sehr dhnliche Vermutung nahe.

Im Jahre 1982 publizierten die Mathematiker Peyton Young und Michel Balinski den nach ihnen
benannten Unmoglichkeitssatz: Demnach ist es nicht moéglich, dass ein Sitzzuteilungsverfahren

immer konsistent ist und die Quotenbedingung erfiillt, sofern die Anzahl der Parteien gréfler als 3

und die Anzahl der Wahlberechtigten grofier als 6 ist. (siehe [2])

Ganz analog zum Satz von Arrow ldsst sich also sagen, dass es ein stets ,gerechtes®
Sitzzuteilungsverfahren nicht geben kann. Allerdings ist es moglich, wie bereits gezeigt wurde, dass
die Bevorzugung von Parteien zufdillig geschieht, wie es beim Sainte-Lagué-Verfahren der Fall ist.
In vielen europdischen Staaten findet derzeit dennoch das D'Hondt-Verfahren Anwendung. (siehe
[9]) Wie wir zuvor schon gesehen haben, bevorzugt dieses Verfahren stimmenstarke Parteien. Es ist
daher nicht weiter verwunderlich, dass die Anwendung des D'Hondt-Verfahrens immer noch recht
hiufig ist, denn eine Anderung des Wahlrechts muss in Demokratien von den stimmenstarken

Parteien mitgetragen werden, die dann Mandatsverluste zu befiirchten hétten.

In den europdischen Medien, von politischen Parteien etc. wird viel liber Wahlrecht debattiert.
Interessanterweise beschrinken sich diese Diskussionen hdufig auf die Frage, ob ein
Mehrheitswahlrecht oder ein Verhiltniswahlrecht zur Anwendung kommen soll. Debatten {iber die
Sinnhaftigkeit des D'Hondt-Verfahrens finden derzeit (Stand: Juli 2014) kaum statt, mit Ausnahme
der Bundesrepublik Deutschland, wo das D'Hondt-Verfahren und das Hare-Niemeyer-Verfahren bei
bundesweiten Wahlen mittlerweile vom Bundesverfassungsgericht fiir verfassungswidrig erklért
wurden. Im Jahr 2009 hat Deutschland das Sainte-Lagué-Verfahren eingefiihrt. (siehe [9]) Eine
interessante Frage ist hier immer, nachdem ein ,,gerechtes” System nach Balinski und Young nicht

existiert, welche Paradoxa die Rechtsprechung als gerade noch akzeptabel betrachtet.
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6 ANWENDUNGEN IN DER VOLKSWIRTSCHAFTSLEHRE

Vorbemerkung

,Priferenzen” und ,, Auswahlfunktionen sind Begriffe, die urspriinglich von der
Volkswirtschaftslehre eingefiihrt wurden. Die Begrifflichkeiten fiihrten zur ,,Entscheidungslogik®,
welche im Grenzbereich zwischen Volkswirtschaftslehre und angewandter Mathematik angesiedelt
ist. In dieser Diplomarbeit steht der mathematische beziehungsweise algebraische Aspekt klar im
Vordergrund. In diesem Kapitel soll aber nun auch eine typische Anwendung in der
Volkswirtschaftslehre aufgezeigt werden. Das Lehrbuch ,,Logik kollektiver Entscheidungen* von
Kern und Nida-Riimelin, auf das sich diese Arbeit teilweise im theoretischen Abschnitt bezieht, ist
beispielsweise ein Standardlehrbuch der Volkswirtschaftslehre, obwohl die thematische

Uberschneidung mit Algebra uniibersehbar ist.

Fiir die didaktische Konzeption von Input-Output-Analysen, die in diesem Kapitel im Vordergrund
stehen, wird in der Schule der Begriff der Vollordnung benétigt, aulerdem sollten Kenntnisse iiber
einen Algorithmus zur Bestimmung aller Permutationen einer Menge vermittelt werden. Deshalb

sind diese Aspekte ebenso in diesem Abschnitt angefiihrt.

6.1 Vollordnung

In Kapitel 4.3 wurde eine Vollordnung dadurch definiert, dass die Aquivalenzklassen der
Indifferenzrelationen jeweils nur aus einem Element bestehen. Eine andere Mdglichkeit wére, falls

Halbordnungen im Schulunterricht behandelt wurden, dass die Definition einer Vollordnung

folgendermal3en lautet:

Definition: FEine JVollordnung ist eine Halbordnung, in der je zwei Elemente miteinander

vergleichbar sind.

Wie bereits in Kapitel 1 beschrieben, kann man didaktisch auf die Einfiihrung des

Halbordnungsbegriffs auch verzichten, dann lautet eine mogliche Definition so:
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Definition: Eine Menge H, deren Elemente durch < (,kleiner oder gleich®) geordnet sind, so dass

firalle x,y€H x<y oder aber y<x ist, heillt Vollordnung oder Kette.

Typische, aus der Schule bekannte Beispiele sind IN,Z,Q und R . Die komplexen Zahlen

C allerdings kdnnen nicht mehr so wie IR angeordnet werden.

Jede Vollordnung ist eine Halbordnung, somit kann man auch jede Vollordnung durch ein Hasse-
Diagramm darstellen. Das Diagramm einer Vollordnung mit vier Elementen a, b, ¢ und d, fiir das

gilt, dass a das groBte und d das kleinste Element ist, sieht beispielsweise so aus:

o—0—go—D

Abb. 10

Hier wird auch plausibel, warum eine Vollordnung auch als Kette bezeichnet wird. Sehr hdufig wird
in der Literatur auch die Bezeichnung [lineare Ordnung verwendet. ([4], S.5) Beispiele von
Vollordnungen finden sich bereits in Kapitel 2, wo wir individuelle Priferenzen als Vollordnung

dreier Elemente modelliert haben.

Der Spezialfall, dass eine Préiferenzordnung eine Vollordnung ist, spielt bei rein algebraischen
Betrachtungen iiber Priferenzrelationen keine so groBe Rolle (eine Ausnahme hiervon ist das
Beispiel der Notenvergabe in Kapitel 1). In der Volkswirtschaftslehre hingegen ist es aber oftmals

wesentlich, dass fiir die Beurteilung von Situationen Vollordnungen vorliegen.

Das Wort ,,Praferenz* hat im alltdglichen Sprachgebrauch auch mehrere synonyme Bedeutungen.
Statt ,,ist besser als® kann man die strikte Priferenzrelation auch als ,,steht hoher als“ oder
Ahnliches lesen, im Sinne einer einfachen Rangordnung. Im Folgenden Kapitel iiber Input-Output-

Analysen wird dies verdeutlicht.
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6.2 Input-Output-Analyse

Anmerkung: Die Input-Output-Analyse ist eine klassische Disziplin in der Volkswirtschaftslehre. Es gibt etliche
Standardlehrbiicher zu diesem Thema. Der folgende Abschnitt bezieht sich teilweise auf das Buch ,,Input-Output-
Analyse” von H. Platt (siehe [6]), mit gednderten Bezeichnungen und fiir den Schulunterricht stark vereinfacht. Die
Darstellung ist hier in dieser Diplomarbeit kurz, weil das ndtige (volkswirtschaftliche) Hintergrundwissen in der

entsprechenden Literatur nachgeschlagen werden kann.

Das wichtigste Modell zu Input-Output-Analysen in der Volkswirtschaftslehre wurde bereits im
Jahre 1931 von dem russischen Wirtschaftswissenschaftler Wassily Leontief erstellt. ([6], S. 16)
Dabei unterteilt man eine Volkswirtschaft in n Sektoren, zwischen denen Transaktionen stattfinden.
Die Mengenfliisse aller Transaktionen misst man in Wihrungseinheiten fiir einen bestimmten

Zeitraum.

Bezeichnet man die einzelnen Sektoren mit Zahlen von 1 bis n, so kann man eine entsprechende
Input-Output-Tabelle aufstellen. Die einzelnen Eintridge x; der Tabelle sind jene Mengen, welcher

der Sektor i an den Sektor j liefert.

Beispiel:
Eine einfache Input-Output-Tabelle konnte fiir eine Volkswirtschaft mit drei Sektoren

folgendermallen aussehen (Eintrdge in Milliarden EUR, gerundet, angegeben):

i\j 1 2 3
bi 0 14 27
2 12
3 30

Tab. 14

Realistisch wiren diese Zahlen beispielsweise dann, wenn Sektor ,,1° private Unternehmungen
darstellen, ,,2° die 6ffentliche Hand und ,,3* das Ausland. Binnenmérkte wie die Euro-Zone sind

hier unberiicksichtigt.

Leontief interessierte sich nun fiir die Hierarchie der einzelnen Sektoren in Form einer Vollordnung.

Dabei sollte der Riickfluss von Giitern, die auf einer ,hoheren Stufe stehen, wie z.B.
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Fertigprodukte, zu Giitern auf einer ,,niedrigeren Stufe®, z.B. Rohstoffe, mdglichst gering sein, das
hei3t, in der Hierarchie weiter oben gereihte Sektoren sollten mdglichst wenige Giiter an weiter

unten befindliche liefern, wéhrend im umgekehrten Fall der Giiterfluss moglichst grof3 sein soll.

Eine mogliche mathematische Modellierung sieht so aus: Die Input-Output-Tabelle wird als Input-
Output-Matrix® interpretiert. Gewiinscht ist als Endergebnis eine Vollordnung der Sektoren von 1
bis n, wobei wir die Sektoren zunéchst willkiirlich so wihlen, dass der Sektor 1 zuunterst und der
Sektor n zuoberst steht. Im Falle einer Vollordnung ist dann die Gesamtmenge des Giiterflusses von
Sektor 1 zu j, wobei 1 kleiner als j sein soll, durch die Summe S aller Elemente oberhalb der
Hauptdiagonale der Input-Output-Matrix (bzw. -Tabelle) gegeben. Beim Ubergang zu einer anderen
Vollordnung der Sektoren muss man in der Tabelle gleichzeitig die jeweiligen Zeilen und Spalten
vertauschen. Gesucht ist als Ergebnis jene Vollordnung, bei der die Summe aller Elemente oberhalb

der Hauptdiagonale maximal ist.

Kehren wir zum Beispiel in Tab. 14 zuriick: Die Summe S aller Elemente oberhalb der
Hauptdiagonale ist 41. Vertauschen wir die einzelnen Sektoren, beispielsweise die Sektoren 1 und 2

nach der oberen Vorschrift, entsteht folgende, neue Input-Output-Tabelle:

ilj 2 i
2 12
i 14 0 27
3 2 30 0
Tab. 15

Berechnet man fiir diese Tabelle die Summe S, ergibt sich 39. Das ist kleiner als das Ergebnis in der
Tabelle 14. Folglich kann die Reihung der Sektoren {2,1,3} wie in Tabelle 15 nicht die optimale
Losung sein. Um eine Losung zu finden, muss man sechs Tabellen erstellen, denn mathematisch
besteht das Problem darin, alle Permutationen der Menge {1,2,3} zu finden. Mehr dazu in Kapitel
6.3.

3 Trotz der Bezeichnung ,,Matrix“ wird in dieser Diplomarbeit die Darstellung als Tabelle beibehalten, weil nicht in
allen Schulformen Matrizenrechnung auf dem Lehrplan steht. Abstrakt steht aber das Vertauschen von Zeilen und
Spalten in Matrizen dahinter, was zumindest fiir die Lehrperson giinstig zu wissen ist.
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Im Folgenden sind die iibrigen Input-Output-Tabellen fiir alle Permutationen dieser Menge

angegeben:
ilj 3 1
3 0 30
1 27 0 14
2 0 12 0
Tab. 16
i\j 1 3 2
1 0 27 14
3 30
2 12
Tab. 17
i\j 1
2 12
3 30
1 14 27 0
Tab. 18
ilj 1
3 30
2 12
1 27 14 0
Tab. 19

Vergleicht man die S-Werte der einzelnen Tabellen, stellt man fest, dass S in Tabelle 16 mit einem
Wert von 46 am grofiten ist. Damit ist die hierarchische Ordnung der Sektoren 2 < 1 < 3. Fiir den

optimalen Fall haben wir eine Vollordnung erhalten, die in Abb. 11 dargestellt ist.
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Da man fiir die Losung des Problems gewissermafen das rechte obere Teildreieck der Tabelle bzw.
Matrix betrachtet, ist dieses Problem in der Volkswirtschaftslehre auch als Triangulierungsproblem

von Input-Output-Matrizen bekannt.

N— a— W

Abb. 11

Die Losung des Triangulierungsproblems muss nicht eindeutig sein, es kann mehrere Permutationen
geben, die zur Losung flihren. Fiir groBes n (in der Praxis wird n zwischen 50 und 100
angenommen) ist das Triangulierungsproblem jedenfalls kaum exakt zu 16sen, denn die Anzahl aller
Permutationen einer Menge mit n Elementen ist n!. Fiir kleine n gibt es die Moglichkeit, durch
direkte Rechnung eine Tabelle zu triangulieren; allerdings trifft man schon bei n>4 auf das Problem,

alle Permutationen zu finden.

6.3 Algorithmus zur Bestimmung aller Permutationen einer Menge

Im Beispiel zum vorigen Kapitel waren drei Sektoren gegeben, die zu permutierende Menge beim
Triangulierungsproblem bestand also aus drei Elementen. Wir verallgemeinern die Art und Weise,
wie wir alle 6 Permutationen aufgestellt haben, auf n Elemente. Gegeben sei die Menge {1, ..., n}.

Wenden wir auf {1, ..., n} eine Permutation m® an, so sei das Ergebnis das geordnete n-Tupel

[7(1),7(2),..., m(n)].

Ausgehend von einer vorhergehenden Permutation [n(1),m(2),..., m(n)] ist der Nachfolger dieser
Permutation &t beziiglich der lexikographischen Ordnung gesucht. Fiir den Schulunterricht ist dieser
Begriff auch anschaulich zu erkldren: Die Elemente sind unter dieser Ordnung analog zur Ordnung

in einem Lexikon angeordnet.

Definition: Die lexikographische Ordnung <. ist eine partielle Ordnung, wobei x<y genau dann

gilt, wenn x=y (also x;=y; fiir alle 1) oder wenn x,<yj fiir den kleinsten Index k mit x,#yj ist.
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Der Nachfolger von [rn(1),n(2),..., m(n)] beziiglich der lexikographischen Ordnung kann wie folgt
erhalten werden:
1. Man bestimmt denjenigen Index 1, fiir den diese zwei Bedingungen gelten: (i) < n(i+1) und
auBlerdem n(i+1) > n(i+2) > ... > w(n).
2. Unter den Elementen n(i+1), ..., m(n) sucht man das zuletzt stehende Element, welches >
7(1) ist und vertauscht es mit 7(i). Dies ergibt eine neue Liste '.

3. Inder neuen Liste n' kehrt man die Ordnung der Elemente n'(i+1), ..., ©'(n) um.

Beispiel:
Gegeben ist die folgende Permutation: [6,3,2,5,4,1].

Wir fiihren Schritt 1. durch: n(i)=3.

Das letzte Element, das groBer als dieses ist, ist 4. Wir vertauschen diese Elemente: [6,4,2,5,3,1].
Die Umordnung der Elemente gemal 3. ergibt [6,4,1,3,5,2].

Der Nachfolger von [6,3,2,5,4,1] nach der lexikographischen Ordnung ist also [6,4,1,3,5,2].

Den Nachfolger von [6,4,1,3,5,2] wird nach dem gleichen Schema bestimmt:

Schritt 1. ergibt fiir w(i)=1.

Vertauschung mit dem letzten Element, das groBer als dieses ist, fithrt auf die neue Liste
[6,4,2,3,5,1].

Umordnung nach Schritt 3. liefert das Ergebnis: [6,4,2,1,5,3].

Analog sind die weiteren Nachfolger zu bestimmen, bis man wieder bei der urspriinglichen

Permutation angelangt ist.

Es ist moglich, mathematisch zu beweisen, dass dieser Algorithmus alle Permutationen einer Menge
n liefert. Fiir den Schulunterricht erscheint es nicht notwendig, diesen Beweis zu fiihren, wichtig ist,
den Algorithmus nachvollziehen zu kénnen. Eventuell ist es auch sinnvoll, bei entsprechenden
Vorkenntnissen, diesen Algorithmus zu programmieren, weil dadurch anschaulich gezeigt werden
kann, dass fiir wachsende n die Anzahl der Permutationen und damit die Anzahl der Rechenschritte

sehr schnell wichst.
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Zu Ubungszwecken lisst sich der Algorithmus mit einfachen Beispielen, bei einer geringen Anzahl
an Permutationen, sehr gut nachvollziehen, beispielsweise im Beispiel zu Kap. 6.2 mit drei

Elementen.
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7 DIVISORVERFAHREN

Vorbemerkung

Im Abschnitt iiber Sitzzuteilungsverfahren wurden die Grundziige zweier Divisorverfahren zur
Mandatsermittlung bei einer Verhiltniswahl bereits vorgestellt. Offen geblieben ist die Frage,

warum das D'Hondt-Verfahren starke Parteien systematisch bevorzugt.

In diesem Kapitel, das an Kapitel 5 anschlieft und die Inhalte iiber das D'Hondt-Verfahren
voraussetzt, wird dieser Beweis nachgeliefert. Die Kenntnis des Beweises ist aber zum
grundsitzlichen Verstindnis der einzelnen vorgestellten Verfahren nicht notwendig. Ebenso benotigt
man die Inhalte aus den Kapiteln 5.2 und 5.3 fiir den Beweis nicht unbedingt. Den Divisorverfahren
ist hier noch einmal ein eigenes Kapitel gewidmet, unter anderem deshalb, weil das

Zweischrittverfahren etwas anspruchsvollere Mathematik bendtigt.

7.1 Zweischrittverfahren

Beispiel:
Wir bleiben im Folgenden bei dem schon in Kapitel 5 eingefiihrten Beispiel einer Verhdltniswahl.
Es sind insgesamt 12 Sitze auf vier antretende Parteien zu vergeben, bei 200 abgegebenen giiltigen

Stimmen, die sich auf die Parteien wie folgt verteilen:

Partei a b c d
Stimmenanteil absolut 85 51 42 22
(relativ) (42,5%) (25,5%) (21%) (11%)
Tab. 20

Das D'Hondt-Verfahren lieferte, durchgefiihrt als Hochstzahlverfahren, als Ergebnis die
Sitzverteilung in Tab. 21. Es ist dabei aufgefallen, dass die Anzahl der Sitze der stimmenstérksten
Partei deutlich hoher ist, als der ihr zustehende Idealanspruch. Die Vermutung bestand, dass dies

systematisch geschieht (vgl. dazu das in Kapitel 5.1 angegebene Extrembeispiel).
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Partei a b c d
Sitze nach D'Hondt 6 3 2 1

Tab. 21

Man kann das D'Hondt-Verfahren, wie alle Divisorverfahren, auch als so genanntes
Zweischrittverfahren durchfithren. Dass dieses immer dasselbe Ergebnis liefert, wie das zugehorige

Hochstzahlverfahren, wird in Kapitel 7.2 bewiesen und néher erldutert.

Am eben genannten Beispiel wird an dieser Stelle die Funktionsweise des Zweischrittverfahrens bei
D'Hondt erkldrt. Man sucht einen geeigneten Divisor, teilt die absoluten Stimmenanteile jeweils
durch diesen Divisor, rundet die jeweiligen Ergebnisse ab und tiberpriift, ob die Summe der Sitze
insgesamt die Sitzanzahl der zu vergebenden Sitze ergibt. Andernfalls variiert man den Divisor, und

iiberpriift wieder auf die selbe Weise.

Wie kann man einen geeigneten Divisor finden? In Kapitel 5 wurde bereits beschrieben, was unter
dem Idealanspruch von Sitzen zu verstehen ist. Der Idealanspruch im konkreten Beispiel ist hier

noch einmal angegeben.

Partei a b c d
Idealanspruch an Sitzen 5,1 3,06 2,52 1,32

Tab. 21

Der Divisor, welcher fiir jede Partei genau zum Idealanspruch an Sitzen fiihrt, muss immer das
Verhiltnis der insgesamt abgegebenen Stimmen zur Gesamtsitzanzahl sein. (Beweis: Aufgabe fiir
die Schule!) Im konkreten Fall betrdgt er 16,67 (gerundet). Bei der Abrundung gemifl D'Hondt aller
Idealanspriiche an Sitzen ergidbe sich eine Gesamtsitzanzahl von elf (5+3+2+1). Das ist aber zu
wenig. Um die richtige Sitzanzahl zu erhalten, muss man die Stimmenanzahl also durch einen
anderen Divisor, in diesem konkreten Fall einen kleineren Divisor teilen (Aufgabe fiir die Schule:

warum?).

Es ist naheliegend, als ndchsten Divisor die ndchstkleineren, ganzen Zahlen zu probieren.
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Partei a b c d
Anspruch bei Divisor 16,67 5,1 3,06 2,52 1,32
Anspruch bei Divisor 16 5,31 3,19 2,63 1,38
Anspruch bei Divisor 15 5,67 3,4 2,8 1,47
Anspruch bei Divisor 14 6,07 3,64 3 1,57
Tab. 22

Bei Divisor 15 ist die Sitzanzahl zu klein, bei Divisor 14 dagegen zu grof3. Also muss ein Divisor

zwischen 14 und 15 gewihlt werden:

Partei a b c d
Anspruch bei Divisor 14,1 6,03 3,62 2,98 1,56

Tab. 23

Damit ist ein ,,richtiger” Divisor gewéhlt, denn bei Abrundung der jeweiligen Anspriiche auf ganze
Zahlen ergibt sich genau als Summe die Gesamtsitzanzahl 12. Die Bevorzugung grof3er Parteien
sieht man an diesem Ergebnis besonders gut. Schrittweise wird der Divisor verkleinert, bis nach
Abrundung eine der Parteien gewissermallen die ndchste ,,Mandatshiirde genommen hat. Das
gelingt aber am ehesten der stirksten Partei, weil deren Idealanspruch mit wachsendem Divisor am
schnellsten wéchst, wihrend der hohe Nachkommaanteil derjenigen Partei, der (bei groBerer
Sitzanzahl) der ndchste Sitz zustiinde, durch die Abrundung irrelevant wird. Die Mandatshiirden
sind durch die Abrundung fiir kleine Parteien besonders groB3. Dies erklért die Bevorzugung grof3er

Parteien bei D'Hondt.

7.2 Aquivalenz von Hochstzahl- und Zweischrittverfahren

Es ist kein Zufall, dass der passende Divisor 14,1 im Beispiel zu Kapitel 7.1 nur ein wenig kleiner
als die letzte Hochstzahl ist, die nach dem Hochstzahlverfahren zum letzten Mandat gefiihrt hat
(siche Kapitel 5.1). Diese ,,letzte* Hochstzahl ist auch der groBtmogliche Divisor, der zum richtigen
Ergebnis flihren kann, weil er gewissermallen die Kennzahl dafiir ist, wie viele Stimmen ein Mandat
»kostet“. Im Folgenden wird nun exemplarisch gezeigt, dass fiir das D'Hondt-Verfahren das

Hochstzahl- und das Zweischrittverfahren zwangslaufig auf das gleiche Ergebnis fithren miissen.
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In Kapitel 5.1 wurde das D'Hondt-Verfahren als Hochstzahlverfahren durchgefiihrt. Davon
ausgehend, kann man zeigen, dass die Folge der Hochstzahlen genau die selbe
Sitzzuteilungsvorschrift angibt, die beim Zweischrittverfahren durch schrittweises ,,Vergroflern® des

Gremiums (siehe Kapitel 7.1) entsteht, womit auch die Aquivalenz der Verfahren bewiesen ist.

Allgemein seien mittels Hochstzahlverfahren nach D'Hondt eine bestimmte Anzahl an Sitzen an
eine nicht ndher bestimmte Anzahl von Parteien, absteigend nach Grofle der Stimmenanteile
geordnet (a,b,c,...) mit den Stimmenanteilen (m,, my,, m,, ...) zugeteilt worden. Das geschieht, wie
bereits beschrieben, dadurch, dass die Hochstzahlen der Grof3e nach absteigend gereiht werden und

die Sitze entsprechend zugeteilt werden.

Partei\Divisor n 1 2 3 4 5 6
m, m,/2 m,/3 m,/4 m./5 m,/6
my mb/ 2 mb/ 3 mb/ 4 mb/ 5 mb/ 6
c me m/?2 m./3 m./4 m/5 m./6
Tab. 24

Ist zundchst nur ein einziger Sitz zu besetzen, erhélt ihn nach dem D'Hondt-Hochstzahlverfahren
die stérkste Partei a, denn offensichtlich muss m, in der Tabelle die grofite vorkommende Hochstzahl
sein. Der zweite Sitz geht an die Partei, in deren Zeile die néchstkleinere Hochstzahl steht, und so

weiter.

Man betrachte nun das Zweischrittverfahren wie in Kapitel 7.1 (siche dort) beschrieben und wéhle
zundchst einen Divisor, der grofier als m, ist. Dann erhélt keine einzige Partei einen Sitz, weil alle
Quotienten kleiner 1 sein miissen, und durch die Abrundungsregel kann demnach keine Partei einen
Sitz erhalten. Der erste Sitz nach dem Zweischrittverfahren wird erst zugeteilt, wenn durch
kontinuierliche Verkleinerung des Divisors fiir eine Partei ,,die Mandatshiirde {ibersprungen wird®,
also der Quotient genau I betrdgt. Das ist genau dann der Fall, wenn der Divisor m, ist. Dann ist ein
passender Divisor fiir das Zweischrittverfahren gefunden, wenn nur ein Sitz zuzuteilen ist, und
dieser geht ebenso an die stirkste Partei a, denn dieser wird dann genau der Quotient 1 zugeordnet,

alle anderen, kleineren Quotienten verfallen durch Abrundung.
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Nun argumentiert man induktiv: Angenommen, man habe r Sitze nach dem Hochstzahlverfahren
verteilt und auch das Zweischrittverfahren habe bis zu diesen r Sitzen (mit der letzten Hochstzahl,
die zu einem Sitz gefiihrt hat, als Divisor) die gleiche Verteilung ergeben. Der néchste Sitz geht
dann nach dem Hochstzahlverfahren an die Partei, in deren Zeile in Tab. 24 die nichstkleinere
Hochstzahl steht. Zur Ermittlung des néchsten Sitzes nach dem Zweischrittverfahren verkleinert
man den Divisor ausgehend von der letzten Hochstzahl, bis eine Partei die ndchste Mandatshiirde
iibersprungen hat. Die ndchste Mandatshiirde (ganze Zahl) wird bei Verkleinerung des Divisors
genau dann erreicht, wenn der Divisor gleich der nichstkleineren Hochstzahl ist. Denn nur bei
Division durch eine Hochstzahl konnen (und miissen!) die Quotienten ganzzahlig sein, wie in Tab.
24 ersichtlich. Alle moglichen ganzzahligen Quotienten des Zweischrittverfahrens sind in der

Tabelle bereits enthalten, sie entsprechen den Divisoren des Hochstzahlverfahrens.

Sollten auf zwei oder mehrere Parteien der jeweils gleiche Stimmenanteil entfallen, muss in beiden

Fillen gelegentlich das Los entscheiden, welche Partei einen bestimmten Sitz zuerst erhélt.
Damit ist gezeigt, dass die Sitze in beiden Féllen absteigend in der Reihenfolge der Hochstzahlen
verteilt werden. Héchstzahl- und Zweischrittverfahren bei D'Hondt generieren stets die gleiche

Sitzverteilung.

Aufgabe fiir die Schule: Man argumentiere analog, dass das Sainte-Lagué-Verfahren ebenso als

Zweischrittverfahren durchgefiihrt werden kann, wenn die Quotienten der Standardrundung
unterworfen werden. Hinweis hierzu: Als Divisorfolge beim Hochstzahlverfahren kann auch die

Folge [1/2, 3/2,5/2,7/2, ...] verwendet werden.
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8 DIDAKTISCHE UNTERRICHTSKONZEPTE UND BEISPIELE

Vorbemerkung

Im letzten Teil dieser Arbeit folgen nun drei konkrete Anwendungsaufgaben, die einerseits
(gemeinsam mit dem entsprechenden theoretischen Hintergrund aus den Kapiteln 1-7) als
didaktisch konzipierte Einfiihrung in das Stoffgebiet im Schulunterricht dienen kénnen, andererseits
auch der fachlichen Vertiefung. Der Schwerpunkt in diesem Abschnitt liegt noch mehr auf der
Praxis und den Anwendungen als in den Kapiteln zuvor, im Gegensatz zu den konstruierten
Aufgaben bisher sind alternativ nun praktische Beispiele aus der Politik und anderen alltiglichen

Anwendungen fiir den Unterricht angegeben.

Das erste Beispiel ist eine konkrete Anwendungsaufgabe aus der Praxis zu Verhéltniswahlen, die
zweite Aufgabe befasst sich mit Priaferenzermittlung in der wirtschaftlichen Praxis und das letzte

Beispiel zeigt eine Anwendung fiir kollektive Auswahlregeln und Arrow's Impossibility Theorem.

8.1 Wahlen zum Europiischen Parlament

Am 25. Mai 2014 fand in Osterreich die Wahl der &sterreichischen Abgeordneten zum
Europdischen Parlament statt. Es standen neun Parteien bundesweit in einem einzigen Wahlkreis zur
Wabhl. Insgesamt wurden 2823561 giiltige Stimmen abgegeben. Diese Stimmen verteilten sich auf

die Parteien wie in Tabelle 25 angegeben (Quelle: siehe [11]).

18 Mandate waren zu verteilen. Nachdem es nur einen einzigen Wahlkreis, nimlich das gesamte
Bundesgebiet gab, gab es auch nur ein einziges Ermittlungsverfahren. Die Mandate wurden auf die
Parteien nach dem D'Hondt-Verfahren verteilt, allerdings galt eine Sperrklausel von 4% der
Stimmen, also wurden jene Parteien, die weniger als 4% Stimmenanteil erreichten, bei der
Sitzzuteilung nicht beriicksichtigt. Im Ubrigen war die Vergabe einer Vorzugsstimme mdglich, was

fir die Anzahl der erreichten Mandate fir eine Partei aber irrelevant ist.

Die Sitzverteilung, die das Bundesministerium flir Inneres nach der Auszéhlung aller Stimmen

bekanntgab, ist in Tabelle 26 angegeben.
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Parteiname Bezeichnung | Stimmenanteil

Osterreichische Volkspartei — Liste Othmar Karas OVP 761896 (27,0%)
Sozialdemokratische Partei Osterreichs SPO 680180 (24,1%)
Freiheitliche Partei Osterreichs (FPO) — Die Freiheitlichen FPO 556835 (19,7%)
Die Griinen — Die Griine Alternative GRUNE 410089 (14,5%)
BZO — Liste Mag. Werthmann BzO 13208 (0,5%)
NEOS Das neue Osterreich und Liberales Forum NEOS 229781 (8,1%)
Die Reformkonservativen — Liste Ewald Stadler REKOS 33224 (1,2%)
Europa anders — KPO, Piratenpartei, Wandel und Unabhiingige ANDERS 60451 (2,1%)
EU-Austritt, Direkte Demokratie, Neutralitdt (EU-Stop) EUSTOP 77897 (2,8%)

Tab. 25

Partei ovp SPO FPO GRUNE NEOS
Mandate 5 5 4 3 1

Tab. 26

Aufgaben:

+  Uberpriife, ob das Innenministerium die Mandate nach D'Hondt korrekt vergeben hat (unter
Beachtung der Sperrklausel).

* Berechne die Sitzverteilung auBBerdem mittels Hare-Niemeyer-Verfahren beziehungsweise
Sainte-Lagué-Verfahren (jeweils ebenfalls mit 4%-Sperrklausel), vergleiche und diskutiere

die Ergebnisse.

Musterlésung:

Zur Losung der ersten Aufgabe bendtigen wir die Kenntnisse {iber das D'Hondt-Verfahren aus
Kapitel 5. Wir fithren das Verfahren hier als Hochstzahlverfahren durch. Zu beachten bei der
Verteilung der Mandate nach D'Hondt ist, dass jene Parteien unberiicksichtigt bleiben miissen,
welche einen Stimmenanteil von unter 4% aufweisen. Nach Tabelle 25 sind das EUSTOP,
ANDERS, REKOS und BZO. Die iibrigen Parteien sind beriicksichtigt. Wie schon in Kapitel 5
angegeben, werden die Stimmenanteile der Parteien nacheinander durch die natiirlichen Zahlen

dividiert (in diesem Fall auf ganze Zahlen gerundet):
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Partei\Divisor 1 2 3 4 5 6
ovp 761896 380948 253965 190474 152379 126983
SPO 680180 340090 226727 170045 136036 113363
FPO 556835 278418 185612 139209 111367 92806

GRUNE 410089 205045 136696 102522 82018 68348
NEOS 229781 114891 76594 57445 45956 38297
Tab. 27

Die Mandatsvergabe nach der absteigenden Reihenfolge der Hochstzahlen aus Tabelle 27 lautet so:
1. OVP, 2. SPO, 3. FPO, 4. GRUNE, 5. OVP, 6. SPO, 7. FPO, 8. OVP, 9. NEOS, 10. SPO, 11.
GRUNE, 12. OVP, 13. FPO, 14. SPO, 15. OVP, 16. FPO, 17. GRUNE, 18. SPO. Damit ergebt sich
tatsichlich die Sitzverteilung aus Tabelle 26, nimlich OVP 5, SPO 5, FPO 4, GRUNE 3, NEOS 1.

Das Innenministerium hat die Berechnung also korrekt durchgefiihrt.

Um die zweite Aufgabe zu l6sen, filhren wir zundchst das Hare-Niemeyer-Verfahren unter
Beachtung der Sperrklausel durch. Dazu wird wie in Kapitel 5 der Idealanspruch an Sitzen fiir die
Parteien berechnet (gerundet auf 3 Nachkommastellen), wobei die Gesamtstimmenzahl um die

Anzahl der Stimmen der Parteien vermindert ist, welche die 4%-Hiirde nicht erreicht haben:

Partei ovpP SPO FPO GRUNE NEOS

Anspruch 5,197 4,640 3,798 2,797 1,567

Tab. 28

Der Idealanspruch aller Parteien wird zunichst abgerundet: OVP 5, SPO 4, FPO 3, GRUNE 2,
NEOS 1. Insgesamt sind das 14 Sitze, also miissen noch 3 Sitze in der Reihenfolge der hochsten
Nachkommaanteile vergeben werden, in diesem Fall sind das Sitze an FPO, GRUNE und SPO.

Insgesamt ergibt sich nach Hare-Niemeyer folgende Sitzverteilung:

Partei OVP SPO FPO GRUNE NEOS
Mandate 5 5 4 3 1

Tab. 29
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Nun berechnen wir die Verteilung auch noch nach Sainte-Lagué. Dazu werden die Stimmenanteile

wie in Kapitel 5 schrittweise durch die ungeraden natiirlichen Zahlen dividiert und gerundet:

Partei\Divisor 1 3 5 7 9 11
OVP 761896 253965 152379 108842 84655 69263
SPO 680180 226727 136036 97169 75576 61835
FPO 556835 185612 111367 79548 61871 50621

GRUNE 410089 136696 82018 58584 45565 37281
NEOS 229781 76594 45956 32826 25531 20889
Tab. 30

Die Mandate werden absteigend nach GroBe der Hochstzahlen vergeben: 1. OVP, 2. SPO, 3. FPO,
4. GRUNE, 5. OVP, 6. NEOS, 7. SPO, 8. FPO, 9. OVP, 10. GRUNE, 11. SPO, 12. FPO, 13. OVP,
14. SPO, 15. OVP 16. GRUNE, 17. FPO, 18. NEOS. Damit ergibt sich nach Sainte-Lagué diese

Sitzverteilung:
Partei ovp SPO FPO GRUNE NEOS
Mandate 5 4 4 3 2
Tab. 31
In Tabelle 32 sind die Ergebnisse nochmals vergleichend zusammengefasst:
Verfahren\Partei ovp SPO FPO GRUNE NEOS
D'Hondt 5 5 4 3 1
Hare-Niemeyer 5 5 4 3 1
Sainte-Lagué 5 4 4 3 2
Tab. 32

Man sieht also, dass bei Anwendung des Sainte-Lagué-Verfahrens NEOS einen Sitz mehr und SPO
einen weniger als bei D'Hondt erhalten hitte. Bei Anwendung des Hare-Niemeyer-Verfahrens

ergébe sich bei diesem Wahlausgang hingegen kein Unterschied zum D'Hondt-Verfahren.
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8.2 Experimente zur Priferenzermittlung

Beispiel 1 (siehe [7])
An einer deutschen Universitdt werden 37 Studierende beauftragt, zehn Werbungen fiir Cognac-
Hersteller (bezeichnet mit a bis j) paarweise miteinander zu vergleichen und zu entscheiden, welche

Werbung sie als jeweils ansprechender empfinden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 33 dargestellt:

a b c d e f g h i j

a - 16 11 15 7 11 17 12 11

b 21 - 14 15 9 14 21 13 10 8
c 26 23 - 26 12 26 26 24 22 20
d 22 22 11 - 13 20 21 13 16 12
e 30 28 25 24 - 27 28 25 24 20
f 26 23 10 17 10 - 21 15 15 12
g 20 16 11 16 9 16 - 11 15 11
h 25 24 13 24 12 22 26 - 20 15
i 26 27 15 21 13 22 22 17 - 16
Jj 29 29 17 25 17 25 26 22 21 -

Tab. 33

Die Tabelle ist folgendermallen zu lesen: Eine Zahl steht fiir die Anzahl der Studierenden, welche

der Werbung des Herstellers in der Zeile derjenigen in der Spalte den Vorzug geben.

Aufgaben:

* Auf welche Weise konnte man feststellen, welche Werbung insgesamt allen anderen
gegeniiber am besten bewertet wird? Welcher Hersteller hat nach dieser Methode die beste
Werbung?

* Interpretiere die Ergebnisse.

Musterlosung:
Ein geeignetes Losungsverfahren besteht darin, eine Vollordnung aller Hersteller zu finden. In

dieser Vollordnung soll der beste Hersteller jener sein, den die Studierenden als Kollektiv allen

anderen gegeniiber bevorzugen. Eine solche Vollordnung liegt dann vor, wenn die Tabelle
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beziehungsweise die zugehodrige Matrix trianguliert ist. Durch die hohe Anzahl an Zeilen und
Spalten existieren insgesamt 10! verschiedene Permutationen und damit auch 10! mdgliche
Vollordnungen als Losung. Mit einem entsprechenden Programm kann man diese Permutationen
durchfiihren und sie nach der GroBle der Summe aller Elemente oberhalb der Hauptdiagonale

ordnen.

Bemerkung: Falls kein entsprechendes Programm zur Verfiigung steht, ist es auch zielfithrend, das Ergebnis in Form der
triangulierten Tabelle anzugeben und sich lediglich mit der Interpretation zu befassen beziehungsweise durch Probieren
einiger anderer Moglichkeiten die Losung plausibel zu machen. Vom Standpunkt der Mathematikdidaktik kommt es

ohnehin mehr auf die Interpretation des Ergebnisses als auf den Algorithmus selbst an.

Es ergibt sich als Losung die Reihenfolge [e,c,j,h,i,d,f,b,g,a]. Ordnet man die Zeilen und Spalten in
dieser Reihenfolge an, ist die Tabelle trianguliert und die Summe oberhalb der Hauptdiagonale

maximal. Daher kommt als beste Werbung diejenige des Herstellers ,,e* infrage.

Beispiel 2 (siehe [7])

Im folgenden Experiment wurden sechs Personen beauftragt, zehn Sorten von Bier, bezeichnet mit
griechischen Buchstaben (a bis k) paarweise zu vergleichen. Sie wussten zum Zeitpunkt des Tests
nicht, um welche Sorten es sich handelte. AnschlieBend gaben alle sechs Personen ihre

individuellen Priaferenzen bekannt:

a S Y 0 € ¢ n 0 1 K
a - 2 3 3 5 5 5 4 4
B 4 - 3 3 4 3 2 3 2 2
y 4 3 - 3 5 4 3 2 4 4
0 3 3 3 - 5 6 3 4 4 3
e 3 2 1 1 - 1 4 4 5 3
¢ 1 3 2 0 5 - 5 4 1 4
n 1 4 3 3 2 1 - 2 1 3
0 1 3 4 2 2 2 4 - 4 2
1 2 4 2 2 1 5 5 2 - 4
K 2 4 2 3 3 2 3 2 -

Tab. 34
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Auch in diesem Fall bedeutet eine Zahl in der Tabelle jene Anzahl von Personen, die der Biersorte

in der Zeile derjenigen Sorte in der Spalte den Vorzug gaben.

Aufgaben:
* Es ist eine triangulierte Tabelle anzugeben um herauszufinden, welche Biersorte von den

sechs Personen als die beste empfunden wird.

* Interpretation des Ergebnisses.

Musterlésung:

Unternimmt man hier mithilfe eines Programmes analog zu Beispiel 1 den Versuch der
Triangulierung, stellt man fest, dass die Losung des Problems nicht eindeutig ist. Es existieren
insgesamt 29 verschiedene triangulierte Tabellen, deren Summe der Elemente oberhalb der
Hauptdiagonale maximal ist. Diese hohe Anzahl an Losungen liegt unter anderem daran, dass die
Eintrdge in der Tabelle recht klein sind und haufig ein ,,Gleichstand* von 3:3 erzielt wurde, wie an

Tabelle 34 ersichtlich ist.

Zwei mogliche Losungen sind beispielsweise [v,0,0,1,(,k,€,0,n,p] sowie [d,y,€,0,1,(,k,0,m,8]. Nach

diesen Losungen wiren also die Biersorten ,,y* beziechungsweise ,,0° die besten.

Nachdem es in diesem Fall mehrere Vollordnungen gibt, die zur Losung fiihren, ist die Angabe einer
eindeutigen, ,,besten” Biersorte nicht mdglich. Falls man dennoch ein eindeutiges Ergebnis
wiinscht, wire ein moglicher Ansatz die Wiederholung dieses Versuchs mit einer groferen Anzahl

an Personen.

8.3 Abstimmung im Deutschen Bundestag

Am 5. April 1974 fand im Deutschen Bundestag eine Abstimmung iiber eine Reform des § 218 des
bundesdeutschen Strafgesetzbuches statt. Inhalt dieser Abstimmung war die strafrechtliche

Bewertung des Schwangerschaftsabbruchs (siehe [8]).

Insgesamt standen den 492 Abgeordneten fiinf Optionen zur Auswahl. Als giiltiger Wahlmodus
wurde vorab folgender vereinbart: Alle Abgeordneten mussten bekanntgeben, welche Option sie
allen anderen gegeniiber bevorzugen. Danach wurde iiber die meistgewdhlten zwei Varianten

abgestimmt.
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Als Optionen wurden festgelegt:
* Option ,,a“: Génzliche Entkriminalisierung des Schwangerschaftsabbruchs in den ersten drei
Monaten der Schwangerschatft.
* Option ,,b*: Ein so genanntes ,,weites* Indikationenmodell
* Option ,,c*“: Ein enges Indikationenmodell.
* Option ,,d*“: Kleine Modifikation der bisherigen rechtlichen Lage

¢ Option ,e*“: Keine gesetzliche Anderung.

Die individuellen Priaferenzen der Abgeordneten waren bereits vor der Abstimmung, fiir die der
Fraktionszwang aufgehoben wurde, bekannt. In der folgenden Abbildung sind die individuellen
Priaferenzen der Abgeordneten in Form der jeweiligen Priferenzrelationen angegeben, zusitzlich
noch die Information, wie viele Abgeordnete die jeweilige Priferenz hatten, in Klammern (Abb. 12,

nichste Seite).

Nach dem tatséchlich bei dieser Abstimmung gewihlten Wahlmodus wurde letztlich die Option ,,a*

zum Gesetz, nachdem eine Stichwahl unter den Varianten ,,a“ und ,,c* stattgefunden hatte.

Aufgaben:

*  Welche Option wire nach der Methode der ,Nationalratswahl“ (Kap. 2.2.a) gewdhlt
worden? Anleitung: Zahle, wie oft jede Variante auf den ersten Platz gewéhlt wurde.

* Bestimme das Ergebnis nach der Methode der Mehrheitsentscheidung (Kap. 2.2.b).

* Ermittle die Priaferenz des Kollektivs mittels Rangordnungsmethode (Kap. 2.2.c), wobei in
den individuellen Priferenzen an die erstgereihte Option 5 Punkte vergeben werden sollen
und an die iibrigen Optionen entsprechend 4, 3, 2, und 1 Punkt(e).

* Vergleiche, und interpretiere die Ergebnisse. Kann man feststellen, welche Auswahlmethode

die beste ist?

Musterlésung:

Bei Anwendung der ,,Nationalratswahl* wird die letzte Priaferenzrelation vernachléssigt, bei allen
anderen Préferenzrelationen wird das jeweils groffte Element als das ausgewdhlte festgelegt. Auf
diese Weise erhélt die Option ,,a“ 233, ,c* 161, ,,d* 56, ,,b* 35 und ,,e“ 0 erste Plidtze. Nach dieser
Methode wird also Option ,,a* ausgewéhlt. (Zu beachten ist insbesondere, dass die 7 Strukturen R,

nach dieser Auswahlmethode ungiiltige Stimmen sind.)
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Abb. 12

Anmerkung: Im Prinzip entspricht diese Auswahlregel ,Nationalratswahl* der tatsdchlich
angewandten, mit dem Unterschied, dass man sich nicht mit relativen Mehrheiten begniigte,
sondern eine Stichwahl zwischen den beiden meistgewéhlten Optionen durchgefiihrt wurde. Im

Ergebnis dnderte das in diesem Fall im Vergleich zur ,,Nationalratswahl* aber nichts.
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Nun bestimmen wir das Ergebnis nach der Methode der Mehrheitsentscheidung. Hierfiir ist es bei
einer recht grolen Anzahl an Abstimmenden giinstig, die einzelnen Optionen in eine Tabelle
einzutragen (analog den Tabellen in Kapitel 8.2): Am Schnittpunkt einer Zeile mit einer Spalte ist

eingetragen, wie oft die Option in der Zeile derjenigen in der Spalte vorgezogen wurde.

a b c d e
a - 233 249 249 249
b 259 - 268 268 268
c 241 224 - 410 460
d 241 224 63 - 466
e 241 224 15 8 -
Tab. 35

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass ,b* nach der Mehrheitsentscheidung vor allen anderen
Optionen gereiht ist, dahinter folgt ,,a*, dann ,c*, ,,d“ und ,,e*“. Nach der Mehrheitsentscheidung

wird die Option ,,b* gewéhlt.

Betrachten wir die Rangordnungsmethode: Vergibt man die Punkte wie in der Aufgabenstellung
beschrieben und gewichtet die Punktezahl jeweils mit der Anzahl der Abgeordneten, welche die
entsprechenden Priaferenzen haben, ergibt sich diese Punkteverteilung: ,,a* 1517 Punkte, ,,b* 1568,

»C“ 1872, ,,d“ 1525 und ,,e*“ 1017 Punkte. Mit dieser Auswahlregel miisste ,,c* zum Gesetz werden.

Es ist auffillig, dass das Ergebnis der Abstimmung bei den gleichen Priaferenzen der Abgeordneten
alleine vom Auswahlverfahren abhdngt. Bei jeder der drei Methoden wére ein jeweils anderes

Gesetz zustande gekommen.

Im Allgemeinen ist es nicht mdglich festzustellen, welche von diesen Auswahlregeln die ,,beste* ist.
Das hédngt davon ab, welche Voraussetzungen fiir ein Auswahlverfahren verlangt werden. Nicht
moglich ist es jedenfalls, das Arrow's Bedingungen fiir ein gerechtes Auswahlverfahren immer
gelten (siche Kapitel 3). Das Beispiel zeigt diesen Umstand besonders gut. In der tatsdchlich
durchgefiihrten Abstimmung besteht die Problematik beispielsweise darin, dass die

Praferenzstruktur nicht frei wahlbar war.

67



Weiters sieht man an diesem Beispiel gut, wie sehr die Anwendung verschiedener mathematischer
Modelle politische Entscheidungen beeinflussen. Aus politischer Sicht sind die Optionen ,,a“, also
die vollige Freigabe des Schwangerschaftsabbruchs in den ersten 3 Monaten, und ,.e*, also
iiberhaupt keine Anderung des Gesetzes, die weitreichendsten und radikalsten Forderungen,

wihrend die librigen Optionen gewissermal3en Kompromisslosungen darstellen.

Mit der tatsdchlich angewandten Methode wurde offensichtlich bei den vorhandenen
Priferenzstrukturen eine klare Richtungsentscheidung begiinstigt. In Anbetracht der grolen Anzahl

13

an Abgeordneten, welche die ,radikale Forderung ,a“ erstgereiht hatten, ist das nicht
iiberraschend. Hingegen ist es auch kein Zufall, dass bei der Rangordnungsmethode, die das
Unabhéngigkeitsaxiom verletzt (Kap. 3), eine Kompromisslosung ,,c*“ als optimale Losung gewéhlt
wiirde. Das liegt daran, dass Kompromissldsungen aus politischen Griinden selten letztgereiht sind,
denn in diesem Fall miisste man kontrdre Optionen moglicherweise nahe aneinander reihen, was
unwahrscheinlich ist. Dies konnte auch ein Grund dafiir sein, warum die Rangordnungsmethode
selten als Auswahlverfahren in der Legislative gewihlt wird, denn solche Verfahren, welche

Kompromisse stark begiinstigen, konnten politische Prozesse auf Dauer 1dhmen.
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AUSBLICK

Das Ziel dieser Diplomarbeit, eine didaktische Konzeption zum Thema ,Priferenzen und

Auswahlfunktionen zu erstellen, wurde grofteils erreicht. Allerdings musste aus Zeit- und

Platzgriinden vieles ausgespart werden, was fiir den Schulunterricht womdglich interessant gewesen

ware.

Im Folgenden sind exemplarisch einige Fragen zum Thema gestellt, die sich aus der vorliegenden

Arbeit ergeben und in deren Rahmen nicht behandelt werden konnten.
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Ist die mathematische Modellierung individueller Priferenzen auch auf anderem Wege
didaktisch sinnvoll und méglich, eventuell mit &hnlichen algebraischen Strukturen?

Welche anderen kollektiven Auswahlregeln als die in Kap. 2.2 genannten sind gelegentlich
iiblich und konnten in die Konzeption einbezogen werden?

Wie kann der Satz von Arrow (Kap. 3.2) aus einer mehr didaktischen Perspektive heraus
bewiesen werden?

Ist es auf sinnvolle Weise mdglich, stochastische Uberlegungen zu den genannten Paradoxa
in Kap. 3.1 und 4.2 didaktisch aufzubereiten?

Welche (moglicherweise weniger iiblichen) Sitzzuteilungsverfahren, die in Kap. 5 nicht
behandelt wurden, wiren fiir den Schulunterricht eventuell interessant?

Wie konnte der Satz von Balinski und Young (Kap. 5.4) didaktisch fiir den Unterricht
formuliert, bewiesen und aufbereitet werden?

Kann man — im Rahmen des Schulunterrichts — beweisen, dass jedes beliebige
Zweischrittverfahren mit einer bestimmten Rundungsregel zu einem bestimmten
Hochstzahlverfahren dquivalent ist? (Verallgemeinerung der Verfahren in Kap. 7)

Wie konnte generell ein eher an der Volkswirtschaftslehre orientierter Zugang fiir die Schule
zum Thema aussehen? (dhnlich wie in Kap. 6)

Welche anderen konkreten Beispiele (wie in Kap. 8) widren ebenso zum Einstieg in die

Thematik fiir den Schulunterricht geeignet?
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