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1 Einleitung

Zur Beschreibung quantenmechanischer Phénomene hat sich die Hilbertraumtheorie als idealer
mathematischer Rahmen erwiesen. Der Phasenraum eines Quantensystem, d.h. die Menge al-
ler moglichen Zustdnde des Systems wird durch einen seperablen Hilbertraum H représentiert.
Jedem Zustand wird ein normierter Vekter v € H zugeordnet. Zwei normierte Vektoren ), 1)
beschreiben genau dann denselben Zustand, wenn ¢ = vy fiir ein v € C mit |y| = 1. Jeder
messbaren Grofle (Observablen) a des Systems entspricht ein selbstadjungierter Operatoren A
auf H. Bezeichnet wy,(A) fiir jede Borelmenge A C R die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Messwert der Observablen a in A liegt, wobei sich das System im Zustand ¢ befindet, und ist
FE das Spektralmafl des selbstadjungierten Operators A, dann beschreibt die Gleichung

wip(A) = (E(A), ) (L.1)

den Zusammenhang zwischen a und A. Das Spektrum o(A) von A entspricht der Menge der
Moglichen Messwerte der Observablen a (da E auf o(A) lebt, wird diese Tatsache bei Betrachtung
von Gleichung (1.1) plausibel). Ausfiihrliche Herleitungen sowie zahlreiche Beispiele dazu findet
man in [Tes14, Kapitel 2] und [BEHO08, Kapitel 7].

Wir werden sehen, dass jeder selbstadjungierte Operator A eine Zerlegung des Hilbertraums
H - Hac@pr@Hsc (12)
induziert. Diese wird durch Lebesgue-Zerlegung der Mafie A +— (E(A), 1) realisiert.

Die zeitliche Entwicklung eines Quantensystems wird durch die Schréidinger-Gleichung

m%ww = Hi(t), (0) =1 € dom H'. (1.3)

beschrieben. Dabei représentiert der selbstadjungierte Operator H die Energieobservable des Sys-

tems. H wird auch Hamiltonoperator genannt. Formal ist die Losung des Anfangswertproblems
(1.3) durch

$(t) = ey

gegeben, wobei i = 1 gesetzt wurde. Von besonderem Interesse ist das Langzeitverhalten von
¥(.). Eine mogliche Fragestellung ist etwa die Suche nach Anfangbedingungen 1, sodass der
Orbit

oY) = {e_itHw it e R}

prakompakt in H ist. In [O1i09, Kapitel 13.1] wird gezeigt, dass O(1)) genau dann prikomapakt
ist, wenn ¢ € H,p,. Fir ¢ € H,, zeigen die Orbits O(1)) ein “fast periodisches” Verhalten (vgl.
dazu [Oli09, Kapitel 13.2]).

Zwei weitere Groflien, die die Dynamik des Systems charakterisieren, sind

tdom H bezeichnet den Definitionsbereich des Operators H.



—o die Riickkehrwahrscheinlichkeit zur Anfangsbedingung ¢ zum Zeitpunkt ¢

pu(t) == | (v, e y) 2

, (14)

—o die mittlere Riickkehrwahrscheinlichkeit zur Anfangsbedingung ¢ bis zum Zeitpunkt ¢ # 0

—_

P)t) = / po(s) ds. (1.5
0

Mit gy : A — (E(A), 1)) besteht ein enger Zusammenhang zwischen p,, und der Fouriertrans-

formation fiy, von fuy:
2

polt) =il = | [ € o)

Zwei allgemeine Resultate iiber endliche Mafie auf R helfen einen Zusammenhang zwischen den
Réaumen #H,, 7 € {ac, pp, sc} und py(t) bzw. (py)(t) herzustellen:

Lemma (Riemann-Lebesgue). Sei f € L'(R) und bezeichne f die Fouriertransformierte von f.

Dann ist f stetig und es gilt .
lim f(¢)=0.

[t|—+o0

Beweis. Siehe [01i09, Lemma 13.3.2]. O

Lemma (Wiener). Sei p ein endliches Borelmaf auf R, dann gilt

Jim 7 [l ds =3 uttap.

zeR

Beweis. Siehe [Oli09, Lemma 13.3.5]. O

Da iy (.) :== (E(.)9, 9) fiir ¢ € Hqe absolut stetig ist (Hqe ist so definiert), gilt mit dem Lemma
von Riemann-Lebesgue

£ 2
uw

lim py(t) = lim ‘/ TS dug(s)| = =0. (1.6)

[t]|—+o0 [t| =400

[t]|—=+o0

Damit enthilt H,. Anfangsbedingungen fiir die die Riickkehrwahrscheinlichkeit fiir ¢ — +oo
gegen 0 konvergiert.
Verwendung des Lemmas von Wiener ergibt fiir ¢ € ’H;‘p = Hae B Hse

Jim (p)(6) = lim / A(s)? ds =0, (1.7)

da in diesem Fall p,({z}) = 0 fiir jedes € R. Die mittlere Riickkehrwahrscheinlichkeit konver-
giert dann also gegen 0. Weitere Zusammenhénge von &hnlicher Natur findet man etwa in [Oli09,
Kapitel 13], [Tes14, Kapitel 5] und [Las96].

In vielen Féllen ist der Hamiltonoperator H nur nur durch einen formalen Ausdruck wie etwa

H=-A+V(x),



wobei A den Laplaceoperator und V' ein reellwertiges Potential bezeichnet, angedeutet. Eine
konkrete selbstadjungierte Realisierung entspricht dann der Wahl eines geeigneten Definitions-
bereichs, d.h. im Wesentlichen der Wahl von Randbedingungen. Man ist deshalb daran interes-
siert Aussagen dariiber zu treffen, ob/wie gewisse Eigenschaften des Systems von der Wahl einer
selbstadjungierten Realisierung abhéngen. In der vorliegenden Arbeit wird diese Fragestellung im
abstrakten Rahmen von linearen Relationen, also verallgemeinerten Operatoren behandelt. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Untersuchung verschiedener Komponenten des Spektrums.

Die verwendete Methodik geht im Prinzip auf ein Paper ([Aro57]) von N. Aronszajn aus dem
Jahr 1957 zuriick: Durch Betrachtung des Sturm-Liouville-Problems

{(Lf) (2) = — (p(2) f'(x)) + q(x)

Sln(a)f(()) — Cos(a)p(o)f/(o) 0 (18)

f(@) =Af(z), >0,

fir a € [0,27m) wird hier das Spektrum des zugehorigen selbstadjungierten Operators A in
L?(0,+00) in Abhingigkeit von o untersucht. Sind ¢} und ) Losungen der Anfangwertpro-
bleme

Lo} = 28). 6A(0) =sin(a). (6}) (0) p(0) = —cos(a).
LY =203, 93(0) = cos(a), (¥2) (0) pl0) = sin(a),
dann gibt es unter geeigneten Voraussetzungen eine eindeutige Funktion m,,, sodass
N+ map) € L*(0,400) fiir A € C\R.

Das Verhalten der Funktion m, in der Nidhe der reellen Achse ldsst Riickschliisse auf das
Spektrum des Operators A zu. Indem er einen Zusammenhang zwischen den Funktionen my,
a € [0,27) herstellte, gelang es Aronszajn zu zeigen, dass eine gewisse Komponente des Spek-
trums von A unabhéngig von der Wahl von « ist.

W. Donoghue([Don74]) griff die Ideen Aronszajns auf und formulierte die Resultate fiir die (all-
gemeinere) Situtation von verschiedenen selbstadjungierten Erweiterungen ein und desselben
symmetrischen Operators mit Defekt (1,1).

Ziel dieser Arbeit ist es, die Aronszajn-Donoghue-Theorie fiir lineare Relationen zu entwickeln.
In Kapitel 2 werden zunéchst einige elementare Eigenschaften linearer Relationen angefiihrt.
Kapitel 3 beschéftigt sich mit selbstadjungierten Erweiterungen von symmetrischen Relationen.
Besonderes Interesse wird hier einfachen, symmetrischen Relationen beigemessen; das Spektrum
von selbstadjungierten Erweiterungen solcher Relationen ldsst sich ndmlich durch Untersuchung
eines geeigneten Borelmafles auf R sehr gut verstehen. Kapitel 4 besteht vorwiegend aus maf3-
theoretischen Uberlegungen. Wir werden sehen, dass sich einzelne Komponenten des Spektrums
geeigneter, selbstadjungierter Relationen durch das Verhalten der sogennanten @Q-Funktion 2 aus-
findig machen lassen. Da der Zusammenhang zwischen den @Q-Funktionen verschiedener selbst-
adjungierter Erweiterungen einer einfachen, symmetrischen Relation bekannt ist, konnen wir
Vergleiche zwischen deren Spektren anstellen.

Ich mochte mich an dieser Stelle sehr herzlich bei Prof. Kaltenbéck fiir die sorgféltige Betreuung
bedanken. Besonderer Dank gebiihrt auch meinen Eltern Michaela und Albert, die mich wéhrend
meines gesamten Studiums moralisch und finanziell unterstiitzt haben.

?Die Q-Funktion tibernimmt die Rolle der Funktion m, aus dem oben skizzierten Sturm-Liouville-Problem.






2 Lineare Relationen

Im folgenden Kapitel befassen wir uns mit dem Konzept der linearen Relationen. Die Ergeb-
nisse werden meist ohne Beweis angefiihrt. Der interessierte Leser wird auf [Kall0, Kapitel 4]
verwiesen.

2.1 Grundlegende Eigenschaften und Resultate
Sind X, Y zwei Vektorrdume, so verwenden wir fiir Elemente aus dem kartesischen Produkt von

X und Y die Schreibweise (f;g) € X XY, wobei f € X und g €Y.

Definition 2.1.1. Sind X,Y Vektorrdume, dann heifit T lineare Relation zwischen X und Y,
falls T ein linearer Teilraum des kartesischen Produkts von X und Y ist (T'< X x Y).

Ist Y = X, so sprechen wir von einer linearen Relation auf X. Sind X,Y topologische Vek-
torrdume, so heifit 7" eine abgeschlossene lineare Relation, falls 7" beziiglich der Produkttopologie
auf X x Y abgeschlossen ist.

Insbesondere ist der Graph eines Operators eine lineare Relation.

Definition 2.1.2. Ist T eine lineare Relation zwischen X und Y, so definieren wir
—o den Domain dom T':={fe X : JgeY: (f;g9) €T},
—o den Rangeran T :={ge€Y : 3fe€ X : (f;9) € T},
—o den Kern ker T:={f € X : (f;0) €T},
—o den Teilraum T} := ker T x {0},
—o den Multi-Valued-Part mul T :={g €Y : (0;9) € T} und

—o den Teilraum T, := {0} x mul 7.

Fakta 2.1.3. Sei T eine lineare Relation zwischen X und Y.

(i) Ist (f;9) e T <X xY,danngilt {h €Y : (f;h) € T} = g+ mul T. In diesem Sinn kann
man Relationen als mehrwertige Funktionen auffassen.

(ii) Ist T abgeschlossen, dann sind auch ker T, Ty, mul T und T, abgeschlossen.
(iii) Ist S < X x Y mit S C T, dann gilt
dom S Cdom 7, ran S CranT, kerS CkerT,...
Eine lineare Relation ist also genau dann Graph eines Operators, wenn mul 7' = {0}.

Ist T ein Operator, so werden wir in weiterer Folge dasselbe Symbol fiir die zugehorige lineare
Relation verwenden.



Satz 2.1.4. Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, M < X und B : M — Y linear.

(i) Ist B beschrankt, dann stimmt der Abschluss cl(B) der Relation B mit dem Graphen der
eindeutigen, stetigen und linearen Fortsetzung von B auf cl (M) dberein.

(ii) Ist X ein Banachraum sowie M abgeschlossen, dann ist B stetig.

Es lassen sich die Begriffe Addition, (Skalar-)Multiplikation und Inversion auf naheliegende Weise
flir lineare Relationen festlegen:

Definition 2.1.5. Sind XY, Z Vektorrdume, S, 7T < X XY, R <Y x Z und «a € C, so definieren
wir

— S+T:={(f;9) e XxY: 3hkeY :g=h+k (f;h) €S (f;k) T},
— aT :={(f;9) € X xY: JheY:(f;h)eT,g=cah},
— T i={(g;f) €Y xX: (f;9) €T} und

— RS:={(f;k)e X xZ: 3g€Y:(f;9) €5,(g;k) € R}.

Um Verwirrung zu vermeiden, verwenden wir fiir die Vektorraumsumme zweier Teilrdume S, T <
X x Y die Schreibweise S+7.

Fakta 2.1.6. Es seien X, Y, Z, 5, T, R und « wie in Definition 2.1.5.

(i) Man rechnet nach, dass S+ T,aT,T~! und RS selbst wieder lineare Relationen festlegen.
Dariiber hinaus ist die Addition kommutativ und assoziativ. Auch die Multiplikation ist
assoziativ, sprich P(RS) = (PR)S, wenn P < Z X V mit einem weiteren Vektorraum V.
Es gilt die fiir Operatoren bekannte Formel (RS)~! = S~1R™1.

(ii) Sind R, S, T sogar Operatoren, dann stimmt
—o S 4+ T mit der punktweisen Addition von S und 7" auf dom S Ndom T,
—o T mit der iiblichen skalaren Multiplikation der linearen Abbildung 7" und

—o RS mit der ublichen Hintereinanderausfithrung der beiden Funktionen S und R auf
{fedom S: Sfedom R}

uberein.

Ist S ein tberall definierter Operator und T eine lineare Relation, dann gilt
S+T={(f;9+Sf) e XxY: fedomT,(f;g) €T}. (2.1)
Ist insbesondere X =Y und « € C ein Skalar, dann gilt
T+al={(fig+af)eX?: (fig)€T}. (2.2)

Wir werden in Zukunft auch T + « statt 7'+ o schreiben.
Fakta 2.1.7.

(i) Seien X,Y Vektorrdume, T < X x Y, « € C\ {0} und B : X — Y linear. Dann gilt

! (@l)=T, (T7H '=T1.

(%

(I'+B)+(-B) =T,



(ii) Sind zusétzlich X,Y topologische Vektorrdume, sodass B stetig ist, dann gilt
A(T+B)=c(T)+B, cd(l)=a cd(T), (T = (l(T)".
Insbesondere sind die folgenden Aussagen dquivalent:

—o T ist abgeschlossen,

—o T'+ B ist abgeschlossen,

—o T ist abgeschlossen,

—o T~ ist abgeschlossen.

Ab sofort bezeichnet X einen Banachraum. Fiir eine lineare Relation 7" auf X legen wir die

Konvention
(T —o00) ™ :=T und ran (T — 00) :=dom T (2.3)

fest.

Definition 2.1.8. Fiir eine lineare Relation T" auf X heifit die Abbildung R mit

R\ :=(T-X"' XeCq, (2.4)
die Resolvente von T'.
Man beachte, dass im Gegensatz zur klassischen Resolvente in der Operatortheorie R fiir alle

A € Cy definiert ist. Allerdings handelt es sich bei R(A) nicht zwingend um einen Operator.

Definition 2.1.9. Sei T eine lineare Relation auf X und R die Resolvente von T. Wir definieren
folgende Mengen:

—o die Resolventenmenge p(T) := {\ € Co : R(\) € B(X)},
—o das Spektrum o(T) := Coo \ p(T) und
—o die Menge der Punkte reguliren Typs r(T) :={\ € C : R(N\) € B(ran (T — \), X)}.
Bemerkung 2.1.10. Da fiir eine lineare Relation T
0 epT) < TeBX),

liegt 0o genau dann im Spektrum von 7', wenn T" ¢ B(X).

Bemerkung 2.1.11. Ist R < X? abgeschlossen, so folgt aus Satz 2.1.4, dass R : dom R — X
genau dann beschrankt ist, wenn mul R = {0} und dom R abgeschlossen ist. Mit R = R(\)
erhélt man

A€ r(T) < ker (T — A) = {0} und ran (T — \) ist abgeschlossen,
Aep(T) < ker (I'—X) ={0} und ran (T'— \) = X.

Satz 2.1.12. Sei T eine lineare Relation auf X mit Resolvente R. Dann gilt die Resolventen-
gleichung

R(A) — R(p) = (A — ) R(A)R(p) (255)
fir A, p € p(T) N C.

Wir beschéftigen uns ab sofort ausschlieBlich mit linearen Relationen zwischen zwei Hilber-



traumen H und $. Der Produktraum H x $) wird mit dem Summenskalarprodukt

((f59), (h; k))rxsy == (f, W) + (9, K)g fir (5 9), (i k) € H x 9 (2.6)

versehen. Wenn aus dem Kontext nachvollziehbar ist, welches Skalarprodukt gemeint ist, dann
werden wir im Weiteren darauf verzichten, den Raum explizit anzugeben.

Definition 2.1.13. Ist T eine lineare Relationen zwischen H und $), dann definieren wir die
Adjungierte T* geméaf

T :={(f;9) e H x$H: (f,k) = (9.h) V(h; k) € T}. (2.7)

Ist die Abbildung J auf H? durch

[ Hx$H — HXH,
J'{(f;g) = (g=f),

gegeben, so priift man leicht nach, dass T* = (JT)* und stellt fest, dass die Adjungierte eine
lineare Relation ist.

Fakta 2.1.14. Sei T' < H x $) eine lineare Relation.

(i) Ist T ein beschriankter Operator, dann stimmt 7™ mit der operatortheoretischen Adjun-
gierten iiberein.

(i) Es gilt mul 7* = (dom T)* und ker T* = (ran T)>.

(iii) Die Adjungierte T ist abgeschlossen.

(iv) Es gilt (T*)* = cl(T). Insbesondere ist T genau dann abgeschlossen, wenn (7T*)* = T.

(v) Ist S <H x$H mit S CT, dann gilt T* C S*.

(vi) Esist (T™H* = (T*)~!, und fiir B € B(H, $) gilt (T + B)* = T* + B*.
Definition 2.1.15. Ist T < H X § eine lineare Relation, dann heifit T

—o isometrisch, falls T~ C T*,

—o wnitdr, falls T~ = T*.
Ist T < H? eine lineare Relation, dann heifit T

—o symmetrisch, falls T'C T™* und

—o selbstadjungiert, falls T = T*.

Bemerkung 2.1.16. Der Graph eines beschriankten, selbstadjungierten Operators ist auch im
Sinn von Relationen selbstadjungiert. Es gibt allerdings selbstadjungierte Relationen die keine
Operatoren sind. Man sieht etwa leicht, dass A = {0} x H eine selbstadjungierte Relation ist.
Eine selbstadjungierte Relation A ist wegen

(dom A)* = mul A

genau dann ein Operator, wenn A dicht definiert ist.

Der Isometriebegriff im Sinne von Definition 2.1.15 stimmt mit jenem aus der klassischen Ope-
ratortheorie {iberein; Analoges gilt fiir unitére Relationen:
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Satz 2.1.17. Sei T < H x § eine lineare Relation.

(i) T ist genau dann isometrisch, wenn T : dom T — $ ein isometrischer Operator ist, d.h.:
mul T = {0} und (Tf,Tk) = (f, k) fir alle f,k € dom T.

(it) T ist genau dann unitir, wenn T ein unitdrer Operator ist, d.h. mul T = {0}, T ist bijektiv
und (Tf,Tk) = (f,k) fir alle f,k € dom T = H.

2.2 Cayley-Transformation

Um einen Zusammenhang zwischen symmetrischen und isometrischen bzw. selbstadjungierten
und unitiren Relationen herstellen zu konnen, definieren wir zunichst zwei Abbildungen auf H2:

Definition 2.2.1. Die Abbildung

HE = H?
C: . . 2.8
{ (fs9) = (f+g—if +9), (28)
heilt Cayley- Transformation. Die Abbildung
HE = H?
F ’ . . 2.9
{ (f;9) = (=f+g—if —ig), 29)

heilt Inverse Cayley-Transformation.
Ist T < H? eine lineare Relation, dann heifit C(T') Cayley- Transformierte von T und entsprechend
heifit F(T) Inverse Cayley-Transformierte von T.

Bemerkung 2.2.2. In [Kall0] wird die Cayley-Transformation als die Abbildung
(f19) > —=(if +gs—if +9)
: i i —1
g V2 g g

definiert. Fiir die Cayley-Transformierte C(T") einer linearen Relation T spielt der Vorfaktor keine
Rolle. Analoges gilt fiir F.

Fakta 2.2.3. Sei T eine lineare Relation auf H.

(i) Dannsind C(T") und F(T') — als Bild eines linearen Teilraums unter einer linearen Abbildung
— lineare Relationen.

(ii) Es gilt C(T) =1 —2i(T +4I)~' und F(T) = —i — 2i(T —I)~".
(iff) Es gilt F(C(T)) = C(F(T)) =T.

Satz 2.2.4. Sei T eine lineare Relation auf H. Dann ist T genau dann symmetrisch (selbstad-
jungiert), wenn C(T) isometrisch (unitir) ist. Umgekehrt ist T genau dann isometrisch (unitér),
wenn F(T) symmetrisch (selbstadjungiert) ist.

2.3 Defektraume und Defektindizes

Definition 2.3.1. Sei T eine lineare Relation auf H. Dann heiflen die Teilraume

Ny = (ran [T—XDJ_, AeCx (2.10)

11



Defektraume von T.

Fir A € C, ist NV, ein abgeschlossener, linearer Teilraum von A und damit fiir sich ein Hil-
bertraum. Mit dim N, ist im Weiteren die Hilbertraumdimension von A) gemeint, d.h. die
Maéchtigkeit einer Orthonormalbasis.

Es sei C, mit jener Topologie versehen, die durch Alexandroff-Kompaktifizierung von C entsteht.
Zur Erinnerung;:

Bemerkung 2.3.2. Ist (X,7T) ein lokalkompakter, topologischer Raum, der nicht kompakt ist,
dann bildet (Y, O) mit

Y := X U {0}, wobei o ¢ X,

O :=TU{{oo}U(X\K): K kompakt in X},
einen kompakten topologischen Raum. Man nennt (Y, O) Alexandroff-Kompaktifizierung von
(X, T) (siche etwa [Eng89, Satz 3.5.11]).

Es gilt
B(Y)=B(X)U{BU{x}:BeB(X)},

wobei B(Y') und B(X) die o—Algebra der Borelmengen auf den beiden topologischen Rdumen
X und Y bezeichnet. Um das nachzuvollziehen, iiberlegt man sich zunéchst, dass aus T C O
folgt, dass B(X) C B(Y'). Weil die einpunktige Menge {oo} in Y abgeschlossen ist, gilt fiir jedes
B € B(X), dass BU{oo} € B(Y'). Wir haben die Inklusion D gezeigt; es reicht also nachzuweisen,
dass die rechte Seite eine o-Algebra definiert. Dass die rechte Seite ) und Y enthéilt, sowie
beziiglich Komplementbildung und Vereinigung abzidhlbarer Mengen abgeschlossen ist, ist eine
elementare Rechnung.

Proposition 2.3.3. Sei T < H2, dann ist r(T) offen und die Abbildung
r(T) > X — dim N

lokal konstant.
Insbesondere gilt fiir jedes zusammenhdangende A C r(T), dass

A >\ dim N,
konstant ist.
Proposition 2.3.4. Sei T eine lineare Relation auf H.
(i) Ist T symmetrisch bzw. isometrisch, dann gilt r(T) 2 C\ R bzw. r(T) D Co \ T.

(ii) Ist T selbstadjungiert bzw. unitir, dann gilt o(T) C RU{oco} bzw. o(T) C T.

Kombiniert man die beiden Propositionen, so erhélt man folgendes Resultat:

Korollar 2.3.5. Ist T < H? symmetrisch bzw. isometrisch mit Defektriumen Ny, dann ist die
Abbildung
A — dim Ny

auf C4 und C_ bzw. Cx \ cl (D) und D konstant.

Fiir eine symmetrische Relation S < H? sind somit n, und n_ durch

ny :=dim Ny, AeCy,
n_:=dimN,, MeC_,

12



wohldefiniert.
Analog werden fiir isometrisches V < H? die Zahlen

ne :=dim Ny, e Cy,\D,
n; :=dim Ny, €D,
definiert.

Definition 2.3.6. Sei T < H? symmetrisch bzw. isometrisch. Dann heifit das Paar (ny,n_)
bzw. (ne,n;) Defektindizes ! von T.

Fakta 2.3.7. Es sei S symmetrisch mit Cayley-Transformierter V' = C(S) und es bezeichne
(ny,n_) bzw. (n,,n;) die Defektindizes von S bzw. V. Durch

{ C\R — Cu\T,

zZ—1
z — o)

ist ein Homdomorphismus gegeben. Fiir jedes z € C \ R gilt
ran [S — z] =ran [V — w],

wobel w = z—jrz Insbesondere liefert die Wahl z = ¢

N; = (dom V)* und N_; = (ran V)*.

Fiir die Defektindizes bedeutet das ny = n, und n_ = n;.

2.4 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Relationen

Definition 2.4.1. Sei 2 eine Menge, A eine o-Algebra auf A4 und H ein Hilbertraum. Eine
Abbildung E : A — B(H) mit den folgenden Eigenschaften heifit Spektralmaf fur (2, A, H).

(i) Fir jedes A € A ist E(A) eine orthogonale Projektion.

)
(i) Es gilt E(0) =0 und E(Q2) = 1.
(111) Es gllt E(Al N AQ) = E(Al)E(AQ) fir Al,AQ e A.
)

(iv) Ist {A,nen € A mit A, NA, =0 fir n # m, dann gilt

E <U An> =Y E(A,),

neN neN

wobei die rechte Seite im Sinne der starken Operatortopologie konvergiert.

Um Spektralmafle besser verstehen zu kénnen, beschéftigen wir uns ndher mit komplexen Maflen.

Bemerkung 2.4.2. Ist (2, A) ein Messraum, dann heifit eine Funktion y : A — C ein komplexes

Ma8, falls p1(0)) = 0 und p o-additiv ist, d.h. ist {A,}, oy € A eine Folge paarweiser disjunkter

“Wir werden die Defektindizes gelegentlich auch kurz Defekt nennen.
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Mengen aus A, dann konvergiert > u(A,) und
neN

z (U An> =D n(An).

neN neN
Fakta 2.4.3. Wir listen nun einige Resultate fiir komplexe Mafle auf; fiir Details siehe etwa

[Rud87, Kapitel 6].

(i) Fiir ein komplexes Maf} p ist durch

A = [0,00],
M A e sw{ T @A Anen Ua, = a},
neN neN

ein endliches, nichtnegatives Mafi auf (€2,.A) gegeben. Man nennt |u| die Variation von pu.
Ein endliches, nichtnegatives Maf} p erfiillt |u| = p.

Es bezeichnet ||p] := |p|(©2) die Totalvariation von p. Der Vektorraum M (2, .A) aller
komplexen Mafle auf einem Messraum (€2,.A) bildet, versehen mit der Totalvariation |||,
einen Banachraum.

(ii) Sind u, v zwei komplexe MaBe auf (€2, 4), dann sagen wir, p ist absolut stetig beziiglich v
(in Zeichen p < v), falls |u| absolut stetig 2 beziiglich |v| ist, d.h. falls jedes A € A mit
v(A) = 0 auch p(A) = 0 erfiillt. Der Satz von Radon-Nikodym lésst sich auch fiir komplexe

Mafle formulieren:
Ist v ein nichtnegatives, o-endliches Mafl auf (£2,.4) und p € M(Q, A), dann ist p < v
genau dann, wenn ein f € L*(, A, ) existiert, sodass

V(A) = / fdu firalle A€ A (2.11)
A

f ist dabei p-f.i. eindeutig bestimmt.

(iii) Fur p € M(Q,.A) sei v ein nichtnegatives, o-endliches Maf auf (€2, 4) mit ;4 < v und sei
f wie in Gleichung (2.11).

Eine Funktion g € M(£2,.A)  heifit integrierbar beziiglich y, falls g- f integrierbar beziiglich

v ist und man definiert
/gd,u::/gfdy.

Die Definition von [ g du ist unabhéngig von der Wahl von v. Das Integral ist sowohl im
MafB v als auch im Integranden g linear. Fiir g € B(£2, .A) gilt

oo

(iv) Ist p ein nichtnegatives Maf auf einem Messraum (2, A) und f € L'(du) dann wird durch

<lgllc lI-

v(A):= | fdu, AecA
/

2Siehe auch Definition 4.1.1.
3 M(Q, A) bezeichnet die Algebra aller komplexwertigen, messbaren Funktionen auf (£, A).
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ein komplexes Maf festgelegt. Fiir die Variation von v gilt

@)= [ 11 du
A

Zu einem Spektralmafl E auf (Q, A, H) wird durch

A C,
Eyn ::{ N : B(A)a.h), (2.12)

fir g, h € H eine Familie von Mengenfunktionen festgelegt.
Fakta 2.4.4. Es sei E ein Spektralma8 fir (2, 4, H).

(i) Fixiert man g, h € H, dann ist Ey j, ein komplexes Maf auf A. Fiir die Variation von |Eg |
gilt die Abschétzung

[Eg.nl (A) < |E(A)gIl [ E(A)R] fir alle A € A.

Auflerdem ist F, , ein nichtnegatives Mafl.

(ii) Fiir festes A € A ist die Abbildung

eine beschriankte Sesquilinearform.
Fiir festes ¢ € B(Q,A) * stellt

[.,.]:{ o= G (2.13)

(g:h) = [¢dEyn,

eine beschriankte Sesquilinearform dar. Als Konsequenz des Lemmas von Laz-Milgram (siehe
[WKB12, Proposition 3.2.7]) erhalten wir, dass fiir festes ¢ € B(£2,.A) ein eindeutiger Operator
A € B(H) existiert, sodass

(Ag,h) = /qﬁ dE,, furalle g,h € H. (2.14)

Fir ¢ € B(Q2, A) definiert man
/qﬁ dE = A. (2.15)

Die Menge B(f,.A) ist — versehen mit punktweiser Addition, Skalarmultiplikation, punktweiser
Multiplikation, punktweiser Konjugation, der Supremumsnorm ||.||  und ¢ =1 als Einselement
— eine C*-Algebra.

Fakta 2.4.5. Es sei E Spektralma$8 fir (Q2, 4, H) und @ definiert durch

[ B(Q,A) — B(H),
(I’E'{ & —  [¢ dE.

(i) ®g ist *-Homomorphismus.

4B(Q, A) bezeichnet den Vektorraum aller beschrankten, komplexwertigen, messbaren Funktionen auf (2, A).
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(ii) Fiir A € A und die charakteristische Funktion 1 ist ®g(1a) = E(A).
(iii) Die Operatornorm von ®g erfillt ||®g| = 1.

(iv) Ein Operator B € B(H) vertauscht dann und nur dann mit allen Operatoren im Bild von
®p, wenn B mit allen Projektionen E(A), A € A vertauscht.

(v) Fir ¢ € B(2, A) gilt 0(Pg(d)) Ccl(p(Q)). Fir A € C\ cl(¢(Q)) C p(Pr(sp)) ist

(@u(@) )" = 0p <¢i)\> |

(vi) Ist {&n},en € B(2,A) gleichmiBig beschrankt und punktweise konvergent gegen ¢, dann
ist ¢ € B(2,.A) und ®g(¢,) konvergiert gegen ® (o) beziiglich der starken Operatortopo-
logie.

(vii) Konvergiert {¢,}, oy € B(£, A) gleichméBig gegen ein ¢, dann ist ¢ € B(€2,A) und @5 ()
konvergiert gegen ® g (¢) beziiglich der Operatornorm.

(vili) Fir ¢ € B(2, A) gilt

ker ®5(6) = E({t: 6(t) = 0},
el (ran D (9)) = E({t : 6(t) # 0})H.

Bis hierher ist nur festgelegt, wie man beschrinkte, messbare Funktionen beziiglich eines Spek-
tralmafles E integriert. Ist ¢ € M(,.A) unbeschrénkt, so ist obige Konstruktion von [ ¢ dE
nicht anwendbar, da die Sesquilinearform i.A. nicht beschrankt ist.

Aber jedes ¢ € M(R,.A) ist zerlegbar in ¢ = ¢1 + @2, wobei ¢1 € B(Q, A) und |po| > 4 fiir ein
0 > 0. Die Wahl

P2 = Lypjpw)>130 + Liejow) <1}
1 = Linjp(n<1y (6 — 1)

erfiillt etwa diese Forderungen.
Wegen Fakta 2.4.5 (viii) erfiillt [ Jx dE] € B(H),

1 1
ker [ — dE] =0 und (ran [ — dE]) =H.
?2 P2
~1
Deshalb ist die Relation [ S/ é dE} ein abgeschlossener und dicht definierter Operator.

Ist E ein Spektralmaf fir (Q, 4, H) und ¢ € M(Q,.A) zerlegt in ¢ = ¢1 + ¢2 wie oben, dann

setzen wir .

/gde::/gbldEJr{/(;dE} . (2.16)

Fakta 2.4.6. Es sei E ein Spektralma8 fir (Q2, A4, H) und ¢,9 € M(Q, A).

(i) Es gilt dom [[ ¢ dB] = {g € H: [|6]* dE,, < +o0} und fiir g € dom [f ¢ dE] gilt

[ sl - i 5
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ii) Ist g € dom dFE] und h € ‘H, dann ist ¢ beziiglich F, ; integrierbar, wobei
g g g g

(f+et]sa) - e

(iii) Die Definition von [[ ¢ dE] (siche (2.16)) ist unabhingig von der Zerlegung ¢ = ¢, + ¢o.
(iv) Ist A # 0, dann gilt A[[ ¢ dE] = [ \¢ dE.
(v) Es gilt [[ ¢ dE]" = [ ¢ dE.
(vi) Es gilt cl([[ ¢ dE] + [[¢ dE]) = [ ¢+ ¢ dE.
(vii) Es gilt cl([f ¢ dE][[ ¢ dE]) = [ ¢v dE.

(viii) Ist ¢(t) # 0 fiir t € 2, dann gilt [[ ¢ dE]”' = [ L dE.

1
¢
(ix) Es gilt o ([[ ¢ dE]) C cl(¢(£2)) als Teilmengen von Ce.

(x) Ist {An}, ey € A, sodass |J A, = Qund @[, fiir alle n beschrénkt ist, dann konvergiert

{[J ¢1a, dE@®)]},cn € %?76-[1\; stark gegen [[ ¢ dE], d.h. fir jedes g € dom [[ ¢ dE] gilt

[/sﬁhn dE(t)}g—> [/qﬁdE}g fiir n — oo.

Satz 2.4.7 (Spektralsatz fiir unbeschriinkte selbstadjungierte Operatoren). Sei A < H? ein
selbstadjungierter Operator, d.h. A ist selbstadjungiert als Relation und mul A = {0}. Dann gibt
es ein eindeutiges Spektralmaf E fir (R, B(R),H), sodass

A= / t dE(1). (2.17)

Dabei lebt E nur auf o(A)NR, d.h.: E(R\ o(4)) =0.

Wir sagen, F ist das Spektralmafl des Operators A.

Ist E ein Spektralma$ fiir (R, B(R), M), so gilt nach Fakta 2.4.6 (v), dass [t dE(t) selbstadjun-
giert ist. Gemeinsam dem Spektralsatz erhélt man folgendes Resultat:

Korollar 2.4.8. Die Abbildung
foli / ¢ dE(t)

stellt einen bijektiven Zusammenhang zwischen der Menge aller Spektralmafe fir (R, B(R), H)
und der Menge aller selbstadjungierten Operatoren auf H her.

Man kann auch einer selbstadjungierten Relation auf sinnvolle Art und Weise ein Spektralmafl
zuordnen. Die Konstruktion dafiir beruht auf der Tatsache, dass jede selbstadjungierte Relation
in einen selbstadjungierten Operator und einen trivialen Anteil zerfallt.

Lemma 2.4.9. Sei H ein Hilbertraum und $ < H abgeschlossen °. Fiir eine lineare Relation
T < $H?% seien Tt bzw. T* die Adjungierte von T in $ bzw. H. Dann gilt

TT =T NH2. (2.18)

5Man beachte, dass dann § fiir sich einen Hilbertraum darstellt.
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Insbesondere ist T genau dann symmetrisch (bzw. isometrisch) in $), wenn T symmetrisch (bzw.
isometrisch) in H ist.

Beweis. Gleichung (2.18) folgt direkt aus der Definition der Adjungierten und der Tatsache, dass
H und $ (bis auf Einschrinkung) dasselbe Skalarprodukt tragen.

Die zweite Aussage folgt dann aus Gleichung (2.18) und der Vorrausetzung dass T < $? sowie
der Tatsache, dass mit 7" auch T~! eine Teilmenge von $? ist. O

Jede lineare Relation S induziert gemé&f

H = cl(mul S)® (mul S)* (2.19)
—_—— ——
=Hoo =Hop

eine Zerlegung von H. Ist S < H? symmetrisch, so definieren wir die lineare Relation S,, durch
Sop =856 8« (2.20)

und erhalten eine Zerlegung von S = S5, @ Sec.

Definition 2.4.10. Fiir eine symmetrisches S < H? heifit die in (2.20) definierte Relation S,
Operatoranteil von S.

Diese Namensgebung wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt.

Satz 2.4.11. Sei S eine symmetrische (selbstadjungierte) Relation auf dem Hilbertraum H. Sei
Sop der Operatoranteil von S und H,p definiert wie in (2.19). Dann ist S,p ein abgeschlossener
und symmetrischer (selbstadjungierter) Operator auf Hop. Es gilt

Sop = SNH,. (2.21)

Ist S abgeschlossen, dann ist auch S, abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (Sx )t = H x (mul S)L:

(f:9) € (Se)™ & ((£;9),(0;k)) =0 Wk € mul S
—_——
:(gvk)
&g e (mul S)*.
Aus
Sop =56 Soo € (Seo)™ = H x (mul $)* =H x Hop (2.22)

folgt mul S,, C (mul S)*; zusammen mit mul S,, C mul S bedeutet das mul S = {0}, womit S
ein Operator ist.

Man entnimmt (2.22), dass ran S,, C Hop.

Es bezeichne .* bzw. .T das Adjungiertebilden in Hop bzw. H. Aus § C St erhalten wir unter
Beriicksichtigung von Fakta 2.1.14

dom S,, C dom S C cl(dom S) = (mul ST)* C (mul )+ = H,,.
Zusammen mit (2.22) ist also S, eine lineare Relation auf #,,. Wegen
Sep CSCSTCSH

ist Sop in H symmetrisch. Nach Lemma 2.4.9 ist S, auch in H,;, symmetrisch, sprich S,, C S7,.
Wir zeigen nun Gleichung (2.21). Die Inklusion C folgt aus den bisherigen Uberlegungen. Die
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Inklusionskette

Sop = 56 Soo = SN (H X Hop) 2 S NHZ,

zeigt auch die umgekehrte Inklusion.
Mit S ist auch S,, = SN SL abgeschlossen.
Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir selbstadjungiertes S = St die Inklusion

S* C Sop

op —

erfiillt ist. Dazu sei (f;g) € S5, = Slp NHZ,. Fiir (z;y) € S bilden wir die Zerlegung

(z39) = (w;591) + (03 92) -
—— N~
€Sop 8w

Wegen (f;g) € Si, und (z;91) € Sop, folgt

(foy) = (fov) + (fry2) = (9, 2).
~——

=0

Da (z;y) € S beliebig war, schlieBen wir (f;g) € ST = S. Wir erhalten (f;9) € SNHZ, = Sop
und somit S5, C Spp.
O

Das Resultat ldsst sich in folgendem Sinn umkehren:

Lemma 2.4.12. Fir i = 1,2 sei S; eine symmetrische Relation auf dem Hilbertraum H; und
es bezeichne S;r die Adjungierte von S; in H;. Die Relation S := S1 ® Sy auf ¢ H := H1 ® Ho
ist symmetrisch und es gilt

S =S5 (2.23)

Insbesondere ist S genau dann selbstadjungiert, wenn S und So selbstadjungiert sind.
Beweis. Offenbar reicht es, Gleichung (2.23) zu zeigen. Fiir ¢ = 1,2 bezeichne P; die orthogonale
Projektion in H mit ran P; = H,.
Sei (f;g) € SZ. Fiir jedes (&;n) € S gilt, wegen (P;&; Pm) € S;

(9,:€) = (Pig,€) = (9, Pi&) = (f, Pim) = (Bif,m) = (f,m),
d.h. SJ C §* fiir t = 1,2. Da S* ein linearer Teilraum von H ist, folgt die Inklusion D in (2.23).
Ist umgekehrt (f;g) € S*, dann gilt fiir jedes (§,n) € S; C S, dass

(Pig,§) = (9, Pi&) = (9,§) = (f,m) = (f, Pim) = (Pif,m);
d.h. (P f; Pg) € Sj. Damit gilt auch die Inklusion C in (2.23). O
Eine orthogonale Projektion P € B(H) ist durch Festlegung von ran P eindeutig definiert. Also

ist die Abbildung
P+ ran P

eine Bijektion von der Menge aller Orthogonalprojektionen auf A in die Menge aller abgeschlos-
senen Teilrdume von H. Ist nun $ < H ein abgeschlossener Teilraum von H, so ist jeder Ortho-
gonalprojektion P € B(H) mit ran P C § auf natiirliche Weise eine Orthogonalprojektion im

674 ist dabei mit Summenskalarprodukt versehen.
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Hilbertraum $) zugeordnet; und zwar genau die orthogonale Projektion in %B($)) mit Bildbereich
ran P.

Umgekehrt assoziert man mit einer Orthogonalprojektion @ € B($) jene orthogonale Projektion
P € B(H) mit ran P = ran Q. )

Wir werden in weiterer Folge solch ein P € B(H) geméf} obiger Uberlegung als Element in B($))
auffassen (und umgekehrt) ohne explizit darauf hinzuweisen.

Wir versehen die Menge Ry, := R U {00} mit der in Bemerkung 2.3.2 konstruierten Topologie
(Alexandroff-Kompaktifizierung). Fiir die Borelmengen B(R,) auf Ry, gilt dann

B(Ry) ={B € B(Cx): BCRL},
d.h. B(Rs) stimmt mit der Spur-o-Algebra von B(C) in Ro, tiberein.
Proposition 2.4.13. Sei H ein Hilbertraum.

(i) Ist E ein Spektralmaf fir (Reo, B(Re), H), dann ist F' := Elgg, ein Spektralmafs fir
(R, B(R), $H) mit § := ran E(R) = (ran E({oo}))*.

(it) Ist umgekehrt § ein abgeschlossener Teilraum von H, Py die orthogonale Projektion auf
$+ und F ein Spektralmaf fiir (R, B(R),$), dann definiert

[ F(4A) falls A € B(R),
E(A) = { F(ANR)+ Py.  falls A € B(Ro.) \ B(R),

ein Spektralmaf fir (Reo, B(Rso), H).
Beweis. Wir zeigen nur Aussage (i); der Beweis fiir (ii) kann analog gefiihrt werden.

Fiir f € H ist
f=ER)f+[I - ER)f,
—_——

=E({oc})
was H =ran E(R) 4+ ran E({oco}) impliziert. Fiir f € ran E(R), g € ran E({o0}) gilt

(f.9) = (ER)f, E({oc})g) = (E({oc}) E(R) f,9) = (E({oc} NR)f, g) = (E()f,9) =0,

und wir schlieBen H = ran E(R) @ ran E({co}) und ran E(R) = (ran E({cc}))*.
Nach Definition ist F'(A) fiir jedes A € B(R) eine orthogonale Projektion auf $). Aus

ran F(0) =ran E(0) = {0}
ran F(R) =ran E(R) =9

schliefen wir F(f) = 0y und F(R) = I. Fiir Ay, Ag € B(R) und f € $ gilt
F(Al n Ag)f = E(Al n Ag)f = E(Al)E(Ag)f = ran E(Al) M ran E(AQ) = F(Al)F(A2>f

Ist {An},en € B(R) eine Folge paarweiser disjunkter Borelmengen und f € $), dann gilt

F(JA)r=8(UAa0f=Y B =) FA)f.

neN neN neN neN

Fiir eine selbstadjungierte Relation A auf H sei die Zerlegung

H:%OP@HOO
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definiert wie oben. Sei E konstruiert wie in Propositon 2.4.13 (ii), wobei ) = H,, und F das
Spektralmafl von A,, ist. Wir nennen die Abbildung E Spektralmafs der Relation A.

Bemerkung 2.4.14. Tst die Relation A < H? ein selbstadjungierter Operator, dann ist E({cc}) =
0. Im Hinblick auf die Frage, welche Definition des Spektralmafies man verwendet, ist es also
unerheblich ob man A als Operator oder als Relation auffasst.

Mithilfe von Satz 2.4.11, Lemma 2.4.12, Proposition 2.4.13 und der Tatsache, dass das Bild einer
orthogonalen Projektion stets abgeschlossen ist, erhdlt man das folgende Analogon zu Korollar
2.4.8:

Korollar 2.4.15. Die Abbildung

fop { /]R ¢ dE(t)] & [{0} x ran E({o0})] (2.24)

stellt einen bijektiven Zusammenhang zwischen der Menge aller Spektralmafe fir (Roo, B(Rs), H)
und der Menge aller selbstadjungierten Relationen auf H her.

Ist E ein Spektralma$ fiir (Ro, B(Ry ), H) und A eine selbstadjungierte Relation auf #H, dann
sagen wir, E ist Spektralmajf$ von A, falls A mit der rechten Seite in (2.24) ibereinstimmt.
Nach Korollar 2.4.15 besitzt jede selbstadjungierte Relation ein eindeutiges Spektralmaf.

Satz 2.4.16. Sei A eine selbstadjungierte Relation auf H mit zugehédrigem Spektralmafl E, dann
liegt genau einer der folgenden Fille vor:

(1) A€ B(H) und E lebt auf einer beschrankten Teilmenge von R, d.h.

dB € B(R) beschrankt, sodass E(R\ B) =0 wund E({co})=0. (2.25)

(2) A:dom A — H ist unbeschrinkt und E lebt auf einer unbeschrinkten Teilmenge von R,
d.h.
V beschrinkte B € B(R) gilt ER\ B) #0 und E({co}) = 0. (2.26)

(3) A ist kein Operator und E({oo}) # 0.

Beweis. Jedes Spektralmaf E fiir (Roo, B(Rs ), H) erfiillt entweder E({oo}) # 0 oder (2.25) oder
(2.26); offenbar schlielen die drei Fille einander jeweils aus. Eine selbstadjungierte Relation A ist
entweder ein beschrankter Operator oder ein unbeschrankter Operator oder kein Operator. Auch
diese drei Moglichkeiten schlieen einander aus. Es reicht also die folgenden beiden Aquivalenzen
zu zeigen:

(i) E({0}) #0 <« A ist kein Operator.
(ii) (2.25) < AeB(H).

Aussage (i) folgt aus der Definition des SpektralmaBes fiir selbstadjungierte Relationen; vgl.
Abbildung (2.24).

Ist A ein Operator, dann gilt E (R \ 0(A)) = 0 nach Satz 2.4.7. Im Falle A € B(H) ist das
Spektrum o(A) kompakt und damit gilt (2.25).
Setzt man umgekehrt (2.25) voraus, dann gilt fiir g € H

/t2 dEg.q(t) = /t2 dEgq(t) < SUPtQ/ dEg,4(t) = supt? ||g]|* < +oo.
J J teB ) teB
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Nach Fakta 2.4.6 (i) ist A = [t dE auf ganz H definiert. Als selbstadjungierte Relation ist A
abgeschlossen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist A damit beschriankt. O

Satz 2.4.17. Sei A eine selbstadjungierte Relation auf H mit Operatoranteil A, und Spektral-
maf E. Sei die orthogonale Projektion auf Hop := (mul A)Lt mit P bezeichnet, dann gilt fir
jedes z € C\ R

1
A2 =[A, 2 'P= / dE(1). (2.27)
R t—=z
Ist umgekehrt F ein Spektralmaf fir (R, B(Rwo), H), sodass fiir ein z € C\ R die Gleichung
1
A—2 = / dF(1). (2.28)
R t—=z

gilt, dann ist F' das Spektralmaf$ von A.

Beweis. Da A und A,, selbstadjungiert sind, stellen [A — z]~! und [A4,, — 2] 7' P auf ganz H
definierte Operatoren dar.
Ist (f;9) € [Aop — 2] P, dann folgt

(Pfig) € [App — 2] 1 C[A— 271

Insbesondere stimmen die Einschrénkungen der beiden Operatoren auf H,, iiberein.
Ist f € H(fp = mul A, dann zeigt

0:fled = (0f)eld-2 = (f;0)e[d-z""
dass [A — 2] 7! hu 4 = 0. Damit ist die erste Gleichheit in (2.27) gezeigt.

Bezeichne F' das Spektralmafl von A,,. Dann ist F'(A) € B(H,p) fiir alle A € B(R). Fiir
&,m € Hop und A € B(R) gilt F¢ ,(A) = Ee¢,(A). Sei nun f € H und g € H,p, dann erhalten
wir mithilfe von Fakta 2.4.6 (viii) mit ¢ = -

Pf, 9)

([A=2""1,9) = ([Aop — 2] ' Pf.q) = ([ / —— dF ()

R
:/i dFpyg(t) = /% dEpy.g(t)
R R
_ (l/t_lz dE E(R)f,g) - ( /i dE ﬂg)-
R R

Wegen ran [A — z]7! = dom A C H,, und wegen ran U]R = dE(t)} Cran E(R) = H,p gilt

Ist F' ein Spektralmaf}, welches (2.28) fiir ein z € C\ R leistet, dann bezeichne A’ jene selbstad-
jungierte Relation, die F' als Spektralmafl hat. Wegen der Voraussetzung und wegen der ersten
Aussage des Satzes gilt

A=z :/t L ar@y =4 — 2.

—Z
R
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Fiir festes z € C\ R ist
A [A—zt

als Abbildung von der Menge aller selbstadjungierten Relationen auf H nach B(#H) injektiv und
wir schliefflen A = A’. F ist also das Spektralmafl von A. O
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3 Erweiterungstheorie

Im folgenden Kapitel beschéftigen wir uns mit der Suche nach Erweiterungen von symmetrischen
Relationen. Dabei sind vor allem die selbstadjungierten Erweiterungen interessant. Insbesondere
werden die beiden zentralen Fragen, die sich auftun, ndmlich

1. Wann hat eine symmetrische Relation selbstadjungierte Erweiterungen?
2. Wie kann man alle selbstadjungierten Erweiterungen beschreiben?

beantworten. Vermoge der Cayley-Transformation ist die Problemstellung dquivalent zu der Su-
che nach unitdren Erweiterungen von isometrischen Relationen. Diese Tatsache wird an einigen
Stellen hilfreich sein.

Definition 3.0.18. Ist # ein Hilbertraum und sind S,7 < H? zwei lineare Relationen, dann
heilt T' eine Erweiterung von S, falls S C T'. Ist S eine symmetrische Relation, dann schreiben
wir €(5) fiir die Menge aller selbstadjungierten Erweiterungen von S.

Ist S eine symmetrische Relation auf H und A eine selbstadjungierte Erweiterung von S, dann
gilt
S Cecl(S)CA,

da A abgeschlossen ist. Damit sind die selbstadjungierten Erweiterungen von S genau die glei-
chen, wie die von cl(S). Also stellt die Voraussetzung, dass S stets abgeschlossen ist, keine
wesentliche Einschriankung dar.

3.1 Geometrische Uberlegungen

Es stellt sich heraus, dass die Kenntnis des Defektindizes ausreicht, um Frage 1 aus der Einleitung
des Kapitels zu beantworten.

Satz 3.1.1. Sei S eine abgeschlossene, symmetrische Relation auf dem Hilbertraum H mit De-
fektindizes (ny,n_). Dann gilt:

(i) S ist genau dann selbstadjungiert, wenn ny =n_ = 0.

(i) S hat genau dann eine selbstadjungierte Erweiterung, wenn ny = n_.
Beweis. Sei V- = C(S) die Cayley-Transformierte von S, und bezeichne (n,,n;) die Defektindizes
von V. Da C ein Homdomorphismus auf #? ist, ist mit S auch V abgeschlossen. Aus der Sym-
metrie von S folgt, dass V isometrisch ist.
Mit Satz 2.1.4 schliefit man, dass der Domain einer abgeschlossenen, isometrischen Relation im-

mer abgeschlossen ist. Weil mit V' auch V! abgeschlossen und isometrisch ist, kann dasselbe
Argument auf V~! angewandt werden und wir erhalten, dass

ran V = dom V!
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ebenfalls abgeschlossen ist.

ad (i)

ad (ii)

Ist nun ny = n_ = 0 so schlieft man mithilfe von Fakta 2.3.7, dass dom V ein dichter
Teilraum von H ist. Weil dom V' abgeschlossen ist, ist V' eine auf ganz H definierte Isome-
trie. Wegen ran V = H ist V' damit unitér; vgl. Satz 2.1.17.

Ist umgekehrt S selbstadjungiert, dann ist V unitdr und damit auf ganz H definiert, was
n, = 0 impliziert. Mit V ist auch V~! unitér und gleiche Argumentation, liefert

ran V=dom V! =X
und damit n_ = 0.

Sei A D S eine selbstadjungierte Erweiterung von S und bezeichne U := C(A) die Cayley-
Transformierte von S. Die Abbildung W := U[(gom v+ ist unitér von (dom V)L auf

(ran V). Damit stimmen die Hilbertraumdimensionen der beiden Teilriume iiberein, und
wir erhalten

ngy =n, = dim {(dom V)l} = dim {(ran V)l} =n; =n_
Geht man umgekehrt von ny = n_ aus, so existiert eine unitdre Abbildung
W : (dom V)* — (ran V)=,
da die Dimensionen der beiden Teilrdume tibereinstimmen. Wir definieren die Abbildung

U durch
U H — H,
‘\f — VPf+WI[I- P|f,

wobei P die orthogonale Projektion auf dom V bezeichnet. Offensichtlich ist U eine Erwei-
terung von V. Aus ran U D ran V,ran W und, da ran W = (ran V), schliefen wir, dass
U surjektiv ist. Da fir f,g € H

(Uf,Ug) = (VPf+W]|I — P|f,VPg+W][I — Plg)
= (VPf,VPg)+ (W[l - P|f,W[I — Plg)
= (Pf,Pg) + (I — PIf,[I — Plg) = (Pf,9) + ([I — Plf,g9) = (f,9)

gilt, ist U unitdr und infolge F(U) eine selbstadjungierte Erweiterung von S.

O

Lemma 3.1.2. Es seien H ein Hilbertraum und M, N < H zwei abgeschlossene Teilrdume von
H mit M C N. Dann gilt

dim N+ + dim(N & M) = dim M.

Beweis. Wir zeigen, dass die Zerlegung

M+ =Nt@(No M)

giiltig ist. Die Inklusion O erhéilt man aus

Ist f
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Ntc M+ (NeM)=NnM*cCM*.
€ M+ < H, so zerlegen wir

f=fn+ fye mit fy € N und fy. € Nt



Wegen fy € NN M+ = N o M, gilt auch die umgekehrte Inklusion. Die Aussage des Lemmas
folgt direkt aus der Zerlegung. O

Proposition 3.1.3. Sei S eine abgeschlossene, symmetrische Relation auf H mit Defektindizes
(ny,n_), wobeiny =n_ < 4oo. Ist 8" DO S eine abgeschlossene, symmetrische Erweiterung von
S mit Defektindizes (n,,n’), dann gilt

(i) n!y =n’ und
(i) S’ ist genau dann selbstadjungiert, wenn codimg:S =ny =n_.
Beweis. Wir definieren die Isometrien V' := C(S) und V' := C(S’). Dann sind mit n:=n_ =ny

die Defektindizes von V' durch (n,n) gegeben. Die Defektindizes von V' sind genau (n/_,n’).
Wir definieren die Abbildung W := V'[ 4. v/odom v und behaupten, dass

W :dom V' ©dom V — ran V' ©ran V
unitér ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass
ran W =ran V' Sran V. (3.1)

Klarerweise gilt ran W C ran V'. Ist g € ran W, dann gibt es ein f € (dom V' ©dom V), sodass
g =V'f. Fiir jedes h € dom W gilt

0= (f’h) = (V,f7 V/h) = (97Vh)7

und man schliefit, dass g € (ran V).
Ist umgekehrt g € (ran V/ ©ran V), dann gibt es ein f € dom V, sodass V'f = g. Es gilt fiir
jedes h € dom V

(fih) = (V/f7 V/h) =(9,Vh) =0,

da g € (ran V)*. Also ist f € (dom V' © dom V) und damit g € ran W. Aus (3.1) erhilt man
dim(dom V' & dom V) = dim(ran V' & ran V).

Zweimalige Verwendung des vorangehenden Lemmas (mit M = dom V und N = dom V' bzw.
mit M =ran V und N =ran V') liefert

n/, = dim {(dom V’)L} = dim {(dom V)L} — dim {dom V' & dom V'}
(3.2)
= dim {(ran V)J‘} — dim {ran V' &ran V} = dim {(ran V’)J‘} =n’.

Hier geht die Tatsache, dass sdmtliche Dimensionen in der obigen Gleichung endlich sind, ent-
scheidend ein.

Fiir den Beweis von Aussage (ii) betrachten wir die Abbildung

9‘{domV’GdomV - VeV,
LS = iV,

wobei noch zu priifen ist, ob © tatsdchlich nach V' © V abbildet: Ist f € (dom V' © dom V),
dann gilt fiir jedes g € dom V'

(fsV' ), (g:Vg) = (frg)+ (V'f,V'g) =2(f,9) =0,

da f € (dom V)*, dh. (V' f) eV NVE=V'EV.
Um die Surjektivitdt von © zu zeigen, argumentiert man analog: Ist (f;V’'f) € V' © V, dann
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gilt fiir jedes g € dom V/

(f;V'f),(g:Vg))) =0,

N~

1
(f,9) =5 (£,9) +(V'f,V'g)) =
d.h. f € dom V' ©dom V. Da © bijektiv ist, erhalten wir
codimy/V = dim {V' & V} = dim {dom V' & dom V}. (3.3)
Wir wissen bereits, dass V' genau dann unitér ist, wenn dom V'’ = H erfiillt ist. Nach (3.2) und

(3.3) ist dies dquivalent dazu, dass
codimy/V = n.

Anwendung der Inversen Cayley-Transformation liefert schliefllich die Aussage. O

Der letzte Satz besagt, dass die Defektindizes einer Relation S in gewissem Sinn als Abstandsbe-
griff aufgefasst werden kann. Salopp gesagt, je kleiner die Defektindizes, desto weniger Spielraum
ist gegeben, eine selbstadjungierte Erweiterung zu konstruieren.

Korollar 3.1.4. Sei S ein abgeschlossener, symmetrischer Operator auf H mit Defektindizes
(1,1). Dann ist genau eine der folgenden Aussagen zutreffend:

(1.) S ist dicht definiert und €(S) beinhaltet nur Operatoren.
(2.) (dom S)* ist eindimensional und die Relation S’ := S+ [{0} x (dom S)*] ist die einzige

selbstadjungierte Erweiterung von S, die kein Operator ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass S’ symmetrisch ist. Dazu sei (f;g) € S und h € (dom S)*
fest. Wegen der Symmetrie von S gilt fiir jedes (£,1) € S, x € (dom S)*

(g+h.&)=1(9,6)=(f,m) =(fin+x)

was genau der Symmetrie von S’ entspricht.
Wegen S’ D S hat S’ nach Proposition 3.1.3 entweder Defektindizes (0,0) oder (1,1). Sei nun
A € €(5") # 0. Da wegen €(S’) C &(S5)

dim(dom S)* = codimg/S < codimaS = 1
gilt, ist (dom S)+ entweder eindimensional oder gleich {0}.
Fiir A € €(S) zeigt die Inklusion

mul A = mul A* = (dom A)* C (dom S)*, (3.4)
dass A im Fall (dom S)* = {0} ein Operator sein muss.

Im Falle dim(dom S)+ = 1 ist S’ nach Proposition 3.1.3 selbstadjungiert. Falls A € &(S) kein
Operator ist, folgt aus (3.4) die Inklusion A D S’. Wegen

A=A"C(9) =5 CA.

folgt A = 5’. S’ ist also die einzige selbstadjungierte Fortsetzung, die keinen Operator darsellt.
O

Bemerkung 3.1.5. Ist T < H? symmetrisch (bzw. isometrisch) mit ny # n; (bzw. n, # n;),
so gibt es keine selbstadjungierten (bzw. unitdren) Erweiterungen. Jedoch hat T in geeignet
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gewihlten Hilbertraumen $) O H sehr wohl selbstadjungierte (bzw. unitire) Erweiterungen:

Es reicht wieder, sich den Fall einer isometrischen Relation T zu iiberlegen. Nach dem voran-
gehenden Satz, existieren genau dann unitire Erweiterungen, wenn (dom 7)* und (ran T)*
dieselbe Dimension haben. Definiert man den Hilbertraum $) durch

H=HOH,
wobei H’ irgendein Hilbertraum ist, dann erfiillt 7', interpretiert als Relation auf £,

(dom T)* = span {H' UN,} = H & N,
(ran T)* = span {H UNy} = H' @ No,

wobei V. die Defektraume von T in H bezeichnet. Die Voraussetzung bedeutet dim Ny # dim N.
Damit (dom 7)* und (ran T)* dieselbe Dimension haben, muss H’ grofl genug gewihlt werden,
d.h.:

—o Falls max {dim N, dim Ny} < Ry ist jede Wahl von H' mit dimH' = oo (d.h. abzéhlbar
unendlich oder iberabzéhlbar) zielfithrend.

—o Fiir den Fall, dass max {dim N, dim Ny} > Ry, muss H’ iiberabzdhlbare Dimension ha-
ben.

Korollar 3.1.6. Sei S < H? abgeschlossen und symmetrisch und seien \,u € C\ R. Dann gilt
fiir alle h € ran [S — N Nran [S — p] mit [S — p]~th € ran [S — )], dass

[S =N =[S —u] T h= (A= IS = A'S — p] " h (3.5)

Beweis. Die Relation S hat — gegebenfalls in einem vergroflerten Hilbertraum — eine selbstad-
jungierte Erweiterung A. Die Resolvente R von A erfiillt die Resolventengleichung; siehe Satz
2.1.12). Da die Operatoren in Gleichung (3.5) Einschrankungen von R(\) bzw. R(u) sind, folgt
die Behauptung. O

Wir beschéftigen uns im weiteren Verlauf ausschliefSlich mit der Erweiterung von symmetrischen
Relationen mit Defektindizes (1,1).

Ist also S eine abgeschlossene und symmetrische Relation auf einem Hilbertraum #H mit Defek-
tindizes (1, 1), dann bezeichnen wir mit V' = C(S) wiederum die Cayley-Transformierte von S.
Die Relation V ist eine Isometrie, mit

dom V=N und ranV = N2,

Wir fixieren nun uy € Ny, sodass ||ut| = 1. Wegen dim N1 = 1, sind uy und u_ bis auf eine
Konstante mit Betrag 1 eindeutig bestimmt, und es gilt span {uy} = N;.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie alle unitédren Erweiterungen von V' aussehen: Eine Relation
U ist genau dann eine unitdre Erweiterung von V', wenn

(1) Ulgom v =V und
(2) Ul(dom v+ eine Isometrie von (dom V)+ nach (ran V)= ist;

vergleiche Beweis von Satz 3.1.3.
Weil die beiden Defektrdume eindimensional sind, ist ein unitdre Erweiterung durch Wahl von
6 € [0, 2m) geméf

Uy > eu_
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vollstdndig festgelegt. Die unitdren Erweiterungen von V sind genau die Relationen der Bauart
Uy := {(f +euy; V+ee®u): fedomV,ce C} mit 6 € [0, 27). (3.6)

Damit sind aber auch alle selbstadjungierten Erweiterungen von S bekannt und ebenfalls durch
6 € [0,27) parametrisierbar:

Ag = F(Uy) = {(Vf —fHe(e®u_ —uy);—iVf—if —ic(e®u_ +u+)) :fedom V,ee C}
= {(Vf — =iV —if)+e(e®u_ —uy;—ie®®u_ —iuy) : f € dom V,c € (C}
= {(Vf = f;=iVf —if): f €dom V} F {e(eu —uyi—ie®u_ —iu):ceC}

=F(V)=8

Wir wollen diese Erkenntnis in Form eines Satzes festhalten.

Satz 3.1.7. Sei S eine abgeschlossene, symmetrische Relation auf einem Hilbertraum H mit
Defektindizes (1,1). Es seien uy wie oben festgehalten. Dann ist A < H? genau dann eine
selbstadjungierte Erweiterung von S, wenn

A= S+2Zy fiir ein 6 € [0,27),

wobei Zy := span {(uy — ePu_siug +ie®u_)}.

Bemerkung 3.1.8. Will man sdmtliche selbstadjungierte Erweiterungen einer symmetrischen Re-
lation S mit Defekt (n,n) beschreiben, wobein > 1, so kann dies durch eine analoge Konstruktion
geschehen. Da in diesem Fall die Menge aller unitiren Abbildungen von N; nach N_; durch ei-
ne n-dimensionale Grofle parametrisiert wird, ist dieses Unterfangen jedoch notationell deutlich
aufwendiger.

3.2 Einfache Relationen

Es bezeichne S wieder eine symmetrische Relation auf einem Hilbertraum #H und A eine selbst-
adjungierte Erweiterung von S. Wir wollen spéter relativ einfache und leicht zu verstehende
Modelle fiir solche Paare (S, A) bilden. Dabei spielt ein Minimalitéatsbegriff eine entscheidende
Rolle. Wir gehen dazu ahnlich vor wie in [BS07, Kapitel 1.6].

Definition 3.2.1. Eine abgeschlossene, symmetrische (bzw. isometrische) Relation T < H?
heifit einfach, wenn es keinen abgeschlossenen Teilraum {0} # M < H gibt, sodass T N M?
selbstadjungiert (bzw. unitir) in M ist.

Bemerkung 3.2.2. Da fiir symmetrisches S und fiir M = H,, := mul S der Ausdruck 7' N M?
selbstadjungiert ist, ist eine einfache Relation stets ein Operator.

Lemma 3.2.3. Sei M < H abgeschlossen und T eine lineare Relation auf H, dann gilt

C(TNnM?) =c(T)nM?
F(TnM?) =F(T)nM>.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Gleichung. Die Inklusion C ist klar. Sei (f;g) € C(S) N M2,
dann existiert (§,n) € T, sodass

f=i+nund g = —i& +n.
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Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt, dass &,n € M und damit (§,7n) €
TN M?2 O

Proposition 3.2.4. Sei S eine abgeschlossene, symmetrische Relation auf H und bezeichne
V = C(S) die Cayley-Transformierte von S. Fir einen abgeschlossenen Teilraum M < H ist
SN M? genau dann in M selbstadjungiert, wenn V N M? unitir in M ist. Insbesondere ist S
genau dann einfach, wenn V einfach ist.

Beweis. Sei M ein abgeschlossener Teilraum, sodass S N M? selbstadjungiert ist.
Wir erhalten mit Lemma 3.2.3, dass

VAM?=C(S)NM? =C(S N M?);
gemeinsam mit der Voraussetzung bedeutet das, dass die Relation V N M? unitér in M ist.
Der Beweis fiir die andere Implikation verlduft ganz analog. O
Proposition 3.2.5. Es sei T abgeschlossen und symmetrisch (bzw. isometrisch) und M ein

abgeschlossener Teilraum, sodass T N M? selbstadjungiert (bzw. unitir) ist. Dann gilt

T=[TnM o |70 M) (3.7)

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass 7" isometrisch ist. Nach Voraussetzung ist 1 4
ein unitdrer Operator auf M. Da T isometrisch ist, gilt

ran (T] ) C (ran T )" = M™.

Wir schlielen, dass der Operator T'[ ,,1 genau der Relation 7'M (M1)?2 entspricht.

Die Inklusion D in (3.7) ist trivial. Wird f € dom T gemifi der Zerlegung H = M & M+
in f = fi + fo zerlegt, wobei fi € M und f» € M+, dann gilt fi; € M C dom T und
fo=f — f1 € dom T. Die obigen Uberlegungen zeigen

(fi;Tf)eTNM? und (fo;Tf) € TN (ML)
Wegen T'f =T f1 + T fo gilt also auch die Inklusion C in (3.7).

Fiir den Fall, dass T symmetrisch ist, betrachten wir die Isometrie V' = C(T). Nach Proposition
3.2.4 ist V N M? unitiir auf M und nach dem ersten Teil des Beweises gilt die Zerlegung

V=[VAMa [Vm (ML)Q} .

Anwendung der inversen Cayley-Transformation F, gemeinsam mit Lemma 3.2.3, beschliefit den
Beweis. O

Im Folgenden stellt sich heraus, dass jede abgeschlossene und symmetrische Relation als Summe
einer selbstadjungierten Relation und einer einfachen, symmetrischen Relation darstellbar ist.

Fiir abgeschlossenes und symmetrisches S betrachten wir parallel dazu die Cayley-Transformierte
V =C(S). Es bezeichne N.(S) bzw. N (V) die Defektraume von S bzw. V. Laut Fakta 2.3.7 gilt

dannfﬁrzEC\Rundw:w(z)zj—i?

ran [S — z] =ran [V — w].

Wegen w(z) = £ = ... = w(2) - w(z)~ 1 gilt

N2(S) = Niyizy-1 (V).
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Nachdem die beiden Abbildungen w: C\R — C \ T und

{ Coo \T — Co\T,

w N

bijektiv sind, ist auch die Zusammensetzung z — w(z)~! von C \ R nach C, \ T bijektiv.
Wir nehmen die Zerlegung H = M @& N vor, wobei

M = ﬂ ran [S — z] = ﬂ ran [V —w], (3.8)
2EC\R WEC\T
N := M+ = clspan U N.(S) » = clspan U N, (V) ¢, (3.9)
2€C\R WEC\T

und definieren

S :=SﬂM2, Vi :ZVQMQ,
Sy :=SNN?, Vy:=VnN-.

Satz 3.2.6. Sei S < H? abgeschlossen und symmetrisch und seien M und N definiert wie in
(3.8) und (3.9) , dann gilt

—o S ist selbstadjungiert in M,
—o Sy ist einfach in N und
—o es gilt S = Sy D Sy
Die Zerlegung H = M @ N st die einzige, die diese Bedingungen erfiillt.

Bemerkung 3.2.7. Die Aussage von Satz 3.2.6 ldsst sich sinngeméfl auch fiir isometrische Rela-
tionen formulieren.

Wir zeigen zunéchst ein Lemma:

Lemma 3.2.8. Ist S < H? eine abgeschlossene, symmetrische Relation und p € C\ R, dann
gilt [|[S — p] 7| < ITlu\’ wobei hier die Operatornorm auf B(ran [S — u|, H) gemeint ist.

Beweis. Geméf Proposition 2.3.4 (i) ist [S — ]! : ran [S — p] — H ein beschréinkter Operator.
Fir f € ran [S — pu| gilt

g=1S—u'f & (shHelS—u & (gf+ng)eS;

Verwendung der Symmetrie von S liefert

(f +rg,9) = (9, f + 1g).

Umformen ergibt
2
(Sw) llgll” = Im(f, 9),

und damit gilt ,
[Sulllgll™ = Tm(g, /)] < If gl -

Division durch |Su| | g|| beschliefit den Beweis. O
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Beweis von Satz 3.2.6. Nach Lemma 3.2.8 ist die Relation
Sy = {([S — 7" h; (I + u[S = p] ")) : h e M}
wohldefiniert. Wir zeigen zunéchst, dass
(i) S, €S und
(i) ran [S — p] 7 C M.

ad (i) Wegen
f=l8=ph e (FneS—p & (fih+uf)eSs,

und da (I + p[S — p]~Y) h = h+ uf, gilt die Inklusion.

ad (ii) GeméaB Fakta 2.1.14 (ii) gilt fir z € C\ R
ran [S — z] = (ker [S* — 2]) T,

wobei k € ker [S* — Z] genau dann, wenn (k; zk) € S*.
Ist wieder f :=[S — u]=th mit h € M, d.h. (f;h+ uf) € S, dann gilt fiir k € ker [S* — Z]
2(f k) = (f, 2k) = (h + pf. k) = u(f, k),

da h € M Cran [S — 2], und wir schlieen auf f € (ker [S* — z])* = ran [S — 2] fiir 2 # p.
Infolge gilt f € () ran [S — z].

z€C\R
zF£p

Um f € ran [S — p] zu zeigen, sei {pin}, ey © C\ R eine gegen p konvergente Folge mit
pn, # p fiir alle n. Wir wissen, dass [S — u,] th € ran [S — pl; es folgt unter Verwendung
von Korollar 3.1.6 und Lemma 3.2.8, dass

S — 1" h =[S = )20 = |t — il [[S = 1 2[S = pu] 20| < A2 EnL gy
IS = (8 = a) Al = I = pnl |18 = ) 7(S = p] THl| < et A

Somit konvergiert die Folge {[S — un]_lh}n oy Cran [S — ] gegen f; aus der Abgeschlos-
senheit von ran [S — u| folgt f € ran [S — p).

Damit ist S, < M? und symmetrisch; siehe Lemma 2.4.9. Wegen
ran [S, —pu] =M fir alle p € C\R,
ist S, sogar selbstadjungiert, und wir schlieffen aus
(S)f =8, € Sm C (Sm)t € (ST,

wobei .T das Adjungiertebilden in M bezeichnet, dass S, = S und die Definition der Relation
S,, unabhéangig von p € C \ R ist. Nach Proposition 3.2.5 gilt die Zerlegung S = Sy & S

Ist 5 C H ein abgeschlossener Teilraum, sodass S N $H? selbstadjungiert in § ist, dann gilt fiir
jedes € C\ R, dass $ =ran [(S N H?) — pu]. Wir erhalten

H= ﬂ ran [(S N $H?) —p) C ﬂ ran [S — p] = M.

n€eC\R neC\R

Insbesondere ist Sy einfach. AuBerdem folgt, dass M D M’ fiir alle Teilriume M’, fiir die
S N M'? selbstadjungiert ist.
Gilt nun H = M’ ®N”, sodass Sy := SN M'? selbstadjungiert und Sy~ := SNN"? einfach ist,
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dann erhalten wir mit Proposition 3.2.5 angewandt auf M D M’, dass
Sm=5Sm © Smem,

wobei Spory = SN (M M) Nach Lemma 2.4.12 ist Spenr selbstadjungiert. Wegen
Mo M C (M)t = N und der Einfachheit von Sy~ folgt M & M’ = {0} und damit die
Eindeutigkeit der Zerlegung. O

Korollar 3.2.9. FEine abgeschlossene und symmetrische Relation S auf einem Hilbertraum H
mit Defektriumen N ist dann und nur dann einfach, wenn

clspan{ U NZ} =H.

z€C\R

Wir nennen Sy den selbstadjungierten Anteil und Sxr den einfachen Anteil von S. Mit E(Syr)
ist die Menge aller selbstadjungierten Erweiterungen von Sy in A/ gemeint.

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir, dass einander die selbstadjungierten Erweiterungen
von S und die des einfachen Anteils S in natiirlicher Weise entsprechen.

Satz 3.2.10. Sei S < H? abgeschlossen und symmetrisch, seien M und N wie oben, dann gilt
fiir jedes A € €(S), dass ANN? € &(Sy).
Ist umgekehrt Ay € €(Sy), dann gilt A :== Ax & Sp € E(9).

Beweis. Wir gehen wieder {iber zur Cayley-Transformierten V' = C(5). Ist A € &(S), dann ist
U :=C(A) eine unitére Erweiterung von V. Da U[, = C(Sp) unitar in M ist, muss

unitir sein. Wegen

Sy =FVNNHCFUNN?) =ANN?

ist ANN? € &(Sy).
Ist umgekehrt Ay € E(Syr), dann stellt C(An) @ C(Saq) eine unitidre Relation dar. Anwendung
der inversen Cayley-Transformation liefert die selbstadjungierte Relation

F(C(Ax) @C(Sm)) = AN @ Sm.

3.3 Q-Funktion

Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt orientieren sich an [LT77], [HLS95] und [GT00]. Dabei
bezeichnet S stets eine abgeschlossene, symmetrische Relation mit gleichen Defektindizes auf
einem Hilbertraum H. Fiir festes A € €(S) definieren wir eine Familie von Operatoren in B(H)
durch

DA =T+ (u—A[A—p]™" fir \,p€p(4)NC. (3.10)

Lemma 3.3.1. Es seien S, A und T wie oben und N. die Defektrdume von S, dann ist
].—‘éf rNA Ny — NH

fiir A\, p € p(A) N C bijektiv und bistetig.
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Beweis. Da A selbstadjungiert ist, folgt fir f,g € H
(Chfo9) = (T + (= N[A=@ N f.9) = (f,9) + (f7 (= M)A - ﬂ]*lg) = (f.T%g),

d.h. (I%)" =T~
Nach der Resolventengleichung gilt

DALY = (14 (A= m)[A = N7Y) (L + (= N4 — ™)
=1+ A= A- N = A=A —p] ™ = A= P [A=NTHA =7 =1

analog zeigt man TAT) = I. Also gilt (I"/{)f1 =T. Sei nun f € N\ = (ran S — A\)*. Fiir jedes
(&n) € S gilt (n—p&;€) €[S —p)~" und, da A DS, folgt

[A— @]~ (n — pg) =&
Wir erhalten
(T4 f.n = i€) = (£,T%(n - 7))
= (fn—BE+ (A= NA— A = i) = (f.n—A¢) =0,

fir alle (&) € S; d.h.: T{(NVy) C N,..
Andererseits gilt nach dem eben Gezeigten

Ny = [Dh o T (M) S TAMR).

O
Lemma 3.3.2. Seien S, A und T wie oben, dann gilt fiir A\, u,v € p(A)NC
[y oy =T¥.
Beweis. Es bezeichne R die Resolvente von A. Anwendung der Resolventengleichung liefert
v v—p)(p—A)
ot = I+ (v = R0) + (1= VARG + “=Y (70 — R
=I+W—p+ (=) RW)+(p—A= (=) R(p) =T+ (v-NR() =T%
O

Wir setzen ab nun voraus, dass S Defektindizes (1,1) hat. Zu jedem A € C\ R und u € N, \ {0}
definieren wir die Abbildung

_ .. . {C\R = #,
,777)\,11,' /J, — F/;\Lu’

Nach Lemma 3.3.1 ist y(p) € N, fiir jedes p € C\R C p(A) NC. Wir nennen + eine Defektabbil-
dung von (S, A). Da die Defektrdume eindimensional sind, ist — bei gegebenen Paar (S, A)— die
Defektabbildung ~ eindeutig bis auf eine multiplikative Konstante, d.h. sind A, \’ € C\ R und
u € Ny \ {0} sowie v € Ny \ {0}, dann existiert ein ¢ # 0, sodass yx u, = ¢/ -

Definition 3.3.3. Eine Funktion ¢ : C\ R — C heifit Q-Funktion von (S, A), falls es eine
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Defektabbildung v von (S, A) gibt, sodass

w = (y(\), () fiiralle A £ fi € C\R.

Definition 3.3.4. Eine Funktion ¢ : C\ R — C heifit Nevanlinna-Funktion, wenn
—o ¢ holomorph ist,

—o q(A\) = ¢q(A) fir alle A € C\ R und

—o Im ¢(X\) > 0 fiir alle A € Cy.

Wir zeigen nun einige Eigenschaften von Q-Funktionen, etwa dass eben diese stets der Klasse
der Nevanlinna-Funktionen angehoren.

Lemma 3.3.5. Ist A eine selbstadjungierte Relation auf H, dann ist die Abbildung

{C\R ~ B(H),
A = [A= N7

stetig.

Beweis. Wir verwenden die Schreibweise R()\) := [A — A]~!. Nach Korollar 3.1.6 gilt fiir A\, \g €
C\ R die Resolventengleichung

R(A) = R(Ao) = (A = Ao) R(A)R(Xo).
Damit gilt fiir jedes h € H unter Verwendung von Lemma 3.2.8 die Abschitzung
[A— Aol

A) = R(A)] A < A=A A A hl| < ——||h|l.
[[R(A) = R(Xo)] kIl < [A = Aol [RNI[ IR(A)I [IA]l < SAS N 172
Wir erhalten W
R(\) — R(\o)| < =221
Da die rechte Seite fiir A — Ag gegen 0 konvergiert, ist die Abbildung A — R(\) stetig. O

Satz 3.3.6. Sei S < H? abgeschlossen und symmetrisch, mit Defektindizes (1,1) und A € &(S).
Dann gilt:

(i) Firu € N;\ {0} mit ||u]| =1 ist die Abbildung

q:{C\R - G (3.11)

A = A+ (A2 +1) (A= N "tu,u),
eine Q-Funktion von (S, A).
(it) Sind q und § zwei Q-Funktionen von (S, A), dann existieren ¢ > 0 und d € R, sodass
G =cq+d.
Ist q eine Q-funktion und c,d wie zuvor, dann ist auch § := cq + d eine @Q-Funktion.

(iii) Jede Q-Funktion ist eine Nevanlinna-Funktion mit positivem Imagindrteil auf C .

Beweis.
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ad (ii) Seien nun ¢ und § zwei Q-Funktionen von (S, A) mit zugehorigen Defektabbildungen v und
4. Setzt man A = p = i in der definierenden Gleichung der Q-Funktion, so erhélt man

Sq(i) = ||lv(i)||?. Analoges gilt fiir . Damit erhalten wir aus %;f(i) = (v(A),7(7))

q(N) = q(i) + A +1) (T + (A = DA = A7 )(i),7(3))
= q(@) + A+ 1) V@I + (3 +1) ([ ] Hy(i),7(1)
= Rq(i) + Ay @)I* + (O +1) ([A = N7 19(0),7()) -

Sei nun «a jene Konstante, die 4(i) = ay(i) leistet, dann zeigt eine dhnliche Rechnung

G\ = Ra(0) + A A1 + (A% +1) ([A = N 7H90),7(5))
= Rq(i) + Mal* [[y()|” + (A + 1) [af” ([A = N 7" (), 7(3)) -
Damit erhalten wir
lal* g(\) = G(N) = |a]* Rq(i) — RG(i).

Fiir eine Q-Funktion ¢ mit zugehoriger Defektabbildung ~ sei umgekehrt § := cq+ d. Dann
ist 4 := /¢y klarerweise ebenfalls eine Defektabbildung fir (S, A). Wir erhalten fir A #

G030 = ¢ (A = ¢ 120 _ T =0,

tl *Qz

wobei in der letzten Gleichung entscheidend eingeht, dass d reell ist.

ad (i) Wir definieren die Defektabbildung v durch y(A) := ['?u. Es bezeichne R die Resolvente
von A, dann gilt fir A # p € C\ R

(N w) = (T, u)
= ([T + (B +D)R() + (A = )R\ + (7 + ) (A — i) R(I) RN ]u, u)

. i+ i) (A —1 _

= ( I+ (p+i)R(1) + (A —9)R(\) + W[H(u) — R(\)])u u)

B B pA+1 3 pA+]

—<I+ g4i—i+ M*A)R(u)+()\ i+ Mf}\)R(A))u,u

—2 1 2 1

= (U + 2R - S RO

= 1+=— (m £ DR(E) ~ (¥ + DRO)u)
und man erkennt, dass die rechte Seite mit %f_t(ﬂ) fiir das in (3.11) definierte ¢ tibereinstimmt.
Wegen o -

) = A+ (V7 + D, [A = N ) = g(N), (3.12)

gilt (y(A),v(w)) = Q(’\))\fm d.h. ¢ ist eine Q-Funktion.

ad (iii) Nach Aussage (ii) lasst sich jede @Q-Funktion ¢ als cq(z) + d mit ¢ > 0, d € R und
der in (3.11) definierten Funktion ¢ darstellen. Da die definierenden Eigenschaften von
Nevanlinna-Funktionen durch diese Transformation erhalten bleiben, reicht es zu zeigen,
dass ¢ eine Nevanlinna-Funktion ist.

Wegen
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hat g sogar strikt positiven Imaginérteil auf C,. Es sei die Funktion r durch

[ C\R — C,
T'{)\ — ([A—)\]flu,u),

definiert. Bezeichne R die Resolvente von A, dann gilt fiir X # pu

PN =) Ry = [(ROR() — ROYJuw)] < RO R — RO [l

und schliefen mithilfe von Lemma 3.3.5, dass der Ausdruck im Grenziibergang fiir u — A
verschwindet. Mit r ist offenbar auch ¢ holomorph.

Die Eigenschaft g(A) = ¢(\) wurde bereits in (3.12) gezeigt.

O

Aussage (ii) des letzten Satzes impliziert, dass die Q-Funktion von (S, A) eindeutig bis auf
Normierung ist. Seien pg, go € C4, dann ist ¢ durch die Forderung

(ko) = qo (3.13)
eindeutig festgelegt. Wir sagen die Q-Funktion ¢ ist normiert, wenn ¢(i) = i.
Fakta 3.3.7.
(i) Die normierte Q-Funktion ist genau durch die in (3.11) definierte Funktion gegeben.

(ii) Ist g eine normierte Q-Funktion und ~y eine zugehorige Defektabbildung, d.h.

W29 _ (3(3),9(1))

=l |2

Dann gilt ||v(4)| = 1.

3.3.1 Integraldarstellung fiir Nevanlinna-Funktionen

Jede Nevanlinna-Funktion g besitzt eine Integraldarstellung der Form

q(z):a+bz+/R(t_12—t2t+l) do(t),

wobei a € R, b > 0 und o ein Borelmaf} auf R ist.

Um das zu zeigen, leiten wir zunédchst eine Integraldarstellung fir nichtnegative, harmonische
Funktionen auf der offenen Einheitskugel Uy (0) her. Wir halten uns dafiir an die Ausfithrungen
in [Kal13, Kapitel 2].

Definition 3.3.8. Ist (X, T) ein Hausdorffraum und bezeichne B die o-Algebra der Borelmengen
auf X, dann heifit ein Mal p : B — [0, +o00] Borelmafs, falls u(K) < +oo fir alle kompakten
K CX.
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Eine Borelmenge A € B heifit von innen reguldr, falls
w(A) =sup{p(K): K C A, K kompakt}
und sie heifit von auflen reguldr, falls
p(A) =inf {u(0): O D A, O offen}.

Ein Borelmaf$l u, das auf allen Borelmengen B € B von auflen reguldr und auf allen offenen
Mengen O € 7 von innen regulér ist, nennen wir Riesz-requldr.

Ein Borelmaf}, das auf allen Borelmengen sowohl von innen als auch von auflen regulér ist, heif3t
regquldr.

Bemerkung 3.3.9. Auf einem lokalkompakten Hausdorffraum (X, 7)), dessen Topologie 7 eine
abzéhlbare Basis besitzt, ist jedes Borelmafl regulér (vgl. [Kall3, Korollar 1.2.8 (v)]). Insbeson-
dere sind alle Borelmafle auf R regulér.

Wir wollen zunéchst an den Darstellungssatz von Riesz und an die Poisson-Darstellung harmo-
nischer Funktionen erinnern:

Satz 3.3.10 (Darstellungssatz von Riesz). Sei (X, T) ein lokalkompakter Hausdorffraum. Ist
A : Coo(X)! — R ein positives *, lineares Funktional, dann gibt es ein eindeutiges Riesz-requldres
Borelmaf p, sodass

AP = [ Fdn £ e o). (3.14)
X

Umgekehrt legt die rechte Seite in Gleichung (3.14) ein positives, lineares Funktional auf Coo(X)
fest.
Beweis. Siehe [Kall3, Satz 2.1.4]. O

Satz 3.3.11 (Poisson-Darstellung). Sei h auf K1(0)? € R™ — R stetig und uly, o) harmonisch.
Dann gilt fiir jedes x € Uy1(0)

nw) = [ Eeht) doly), (3.15)

Sn—1

wobei ¢(z,y) = Il‘;ﬂgyc”i der Poissonkern ist.
Beweis. Siche [Kall3, Satz 2.3.7]. O

Satz 3.3.12. Sei h: U;(0) — [0, +00) harmonisch, dann gibt es ein eindeutiges Borelmafi v auf
S™=1 sodass fiir alle x € U1(0)

h(x) = /S () dvly) (3.16)

1—||z]]
lz—yll

wobei ¢(z,y) = i der Poissonkern ist.

LCoo(X) bezeichnet die Menge aller stetigen Funktionen auf (X,7) mit kompaktem Tréiger.
2\ ist positiv, wenn A(f) > 0 fiir alle f > 0.

3K1(0) bezeichnet die abgeschlossene Einheitskugel.

46~ bezeichnet die Oberfliche der Einheitskugel und o das OberflichenmaB auf ™~ 1.
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Beweis. Da S"~! ein kompakter topologischer Raum ist, stimmt Coo(S™~ 1) mit C(S™71), dem
Vektorraum aller reellwertigen, stetigen Funktionen auf S™~! {iberein. C(S™71) stellt, verse-
hen mit der Supremumsnorm ||.||,,, einen Banachraum dar. Wir definieren fiir r € (0,1) die
Abbildung

f = [ fy)h(ry) do(y).

oSl = R,
A,
Sn—1

Offenbar handelt es sich bei A, um ein positives, lineares Funktional. Da mit h auch h, : y —
h(ry) harmonisch ist, erfiillt h, die Voraussetzungen von Satz 3.3.11. Damit erhalten wir fiir

fec(s )

= |17l 7(0),

IAr(f)IL | 1whw) dotw) SllfllooL [ haly) doty)

d.h. [[Ay]| < |h(0)]. Demnach liegt {A;}, ¢ 1) in der Kugel mit Radius A(0) um 0 in c(snty.
Nach dem Satz von Banach-Alaoglu ist diese Kugel ws-kompakt. Da {A,},c ) €in nach 1 hin

gerichtetes Netz darstellt, gibt es ein Teilnetz {A;,},o; und ein A € C(S™™*) mit ||A| = h(0),
sodass
A, B Aiel

Teilnetz bedeutet
VTE(O,l) dipel: 1 =19 =r;>m,
womit lim;e; r; = 1. Somit gilt
h(e) =l h(ria) =g by, (2) = [ B g)he, (v) do(y) = lim A, (b(z,.) = A (b(z, ).
Snfl

Wegen A(lgn-1) = lim;es Ay, (1gn-1) = h(0) gilt fiir jedes f € C(S™™!) mit f > 0 und f # 0,
<1

o0

wegen HW — lIgn-1

A(f)=A< / —]15”1>+A(]15n1)207

1/l —

=h(0)
€[—h(0),h(0)]

damit ist A positiv. Nach Satz 3.3.10 gibt es ein Ma8 v auf S”~!, das

AP = [ rav fecsty
gn—1

leistet. Insbesondere gilt dann fiir = € U;(0)

h(x) = A (¥(z, ) = / e, y) dv(y).
S’n—l

Bemerkung 3.3.13. Vermoge

2
L: { R - G (3.17)

(x1,22) + 1 +ixe,

kénnen wir C mit R? identifizieren. Fiir eine Funktion f : G C C — C werden wir in diesem
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Sinne f als Funktion zweier reellwertiger Variablen auffassen, d.h.
f(z1,@2) := f(z1 +ixa), (z1,22) € {({,n) € R%: ¢+ine G}.

Da ¢ die Topologien von R? und C (bzw. von S! und T) ineinander iiberfiihrt, sind die Borelmafle
auf S' genau die BorelmaBe auf T, d.h.

v ist BorelmaB auf S' <  vo.7! ist BorelmaB auf T.

Satz 3.3.14 (Integraldarstellung fiir Nevanlinna-Funktionen). Sei g eine Nevanlinna-Funktion,

du(t)

dann existieren a € R, b > 0 und ein Borelmaf v auf R mit [ 1

< 400, sodass

q(z)—a+bz—|—/R<tiz—tzil) du(t), zeC\R. (3.18)

Umgekehrt ist jede Funktion dieser Bauart eine Nevanlinna-Funktion.

Beweis. Wir zeigen zundchst die zweite Aussage. Sei dazu ¢ wie Gleichung (3.18). Wegen
1=2L _ und weil R 3 ¢ — =2 fiir jedes feste 2 € C \ R durch eine Konstante C > 0

t _
211 = G—2)(21D)
1 ¢
Lt <cC
/‘t—z t2+1‘ /t2+1<+°°’
R

beschrankt ist, gilt
d.h. ¢ ist wohldefiniert. Wegen der Vertauschbarkeit von Konjugation und Integration sowie

wegen (tiz) = L stellen wir fest, dass ¢(z) = ¢(2). Fiir 3z > 0 gilt

Sq(z) = 5 (4(2) ~ 1)) = 5 (a(=) — a(2)

21

1 1 1
= | 203 - dp(t

2 Z\sz+/<t—z t—z) uet)

2 Cx
—b\92+/| e :b%z+/|t“|2du(t)20.
—Z
R

Fir die Holomorphie von ¢ reicht es nachzuweisen, dass

+1

zH/<t_12—t2t> du(t), »cC\R (3.19)
R

holomorph ist. Sei dazu zg € C\ R festgehalten. Fiir hinreichend kleines § > 0 gilt dann € :=
dist (Ks(z0),R) > 0. Fiir |z — 2zo| < 0 gilt

1 t 1 2 1+ 2
el < o (14 L) < e+ TEEL
| [t —z| ~ € €

T t—z |t — 2]

14 2t
t—z

1+| I

Da z — |z| + stetig ist, nimmt diese Abbildung auf der kompakten Menge K;(z) ein

t
z € Ks5(zp) durch C abschitzen. Ist K C C\ R kompakt, dann zeigt ein Kompaktheitsargument,
dass eine Konstante C’ > 0 existiert, sodass

Maximum C' > O an. Insbesondere lassen sich die Funktionen t — ‘H”’ gleichméBig bzgl.

<C', zeK, teR.

14 2t
t—=z
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Verwendung der bzgl. p integrierbaren Majorante ¢ —
definierten Funktion; vgl. [KW13, Lemma 2.3.3].

t2 7 liefert die Holomorphie der in (3.19)

Fiir den ersten Teil der Behauptung betrachten wir die zwei Abbildungen

(Coo — Cooa (Coo — Coov
Z: und w: )

- 14w zZ—1
w — Zil—w’ z — T’

Die beiden Abbildungen sind invers zueinander und die Restriktion z[p : D — C, ist biholo-
morph. Damit ist die Funktion

flw):=—ig(2(w)), web

holomorph und hat wegen

nichtnegativen Realteil.

Anwendung von Satz 3.3.12 auf Rf(w), w € D liefert die Existenz eines Borelmafles v auf T,
sodass fiir w € D

Rf(w) = / ¥z y) dv(y),
T

1—|w[?
lw—y|*"

wobei ° €(z,y) =
Die Abbildung wlg : R — T\ {1} ist bistetig. Damit ist

p(A)i=v (W 1(A), AcBR)
ein wohldefiniertes Maf§ auf (R, B(R)). Wegen p(R) < v(T) < +oo ist p endlich.

Man rechnet leicht nach, dass die folgenden Gleichungen fir z € C\ R, ¢ € R giiltig sind:

- () = =,
|z + 1]
9 4
1 -w(z)]” = m7 (3.20)
—w)? = |z — t‘2
Wegen ¢(z) = if (w(z)) fir z € C\ R folgt mit (3.20)
— |w(z)?
S9(2) = 0 (w(z) = [ X )
S w(z) =yl
1— |w(z)[* 1— |w(z)l’
=v({1}) —= —— dv
({ }) D aer +T\{/l} o) —of (¥) (3.21)
= b3z — |w =03z 3 2
s +/ i 0 = +f ol i)(fp( ).

5Vgl. Bemerkung 3.3.13.
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Da p endlich ist, folgt [ féﬁ(rtl) = p(R) < +o0.
R

Mithilfe von (3.21) stellen wir fest, dass der Imaginérteil die Nevanlinna-Funktion

(2) = bz + / (- 5iy) @0

mit dem Imaginérteil von ¢ iibereinstimmt. Damit ist die holomorphe Funktion g := ¢ — ¢ rein
reell. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen liefern

0 0
—Rg=0= —Ng,
oz oy g
und wir schlielen, dass g = a € R auf der zusammenhéngenden Menge C, gilt. Damit erhalten

wir
1 t

t—z 241

a(2) = a+d(z) = a+bz+/R( ) du(t), =€ Cs. (3.22)

Wegen ¢(z) = ¢q(2) gilt Gleichung (3.22) sogar auf C \ R. O

Der folgende Satz macht die Parameter a,b und p greifbarer:

Satz 3.3.15. Sei q eine Nevanlinna-Funktion mit Darstellung

4(2) = a+ b +/R (t_lz - t?t+1> du(t). (3.23)
Dann gilt
(1) a =Rq(i),
(i) b= ylin;o%gf) und

(’LZZ) f’l““ 1 < to
to

St ) + e (102) + g{tah) = lim [ Sa(a+iy) d.

Insbesondere sind a,b und p eindeutig durch q bestimmt.

Beweis.

ad (i) Einsetzen in (3.23) gibt

q(z’)za—i—bz’—k/(tii ! ) d,u(t):a—i—bi-i-i/du(t)a

241
R R

und damit Rq(i) = a.

ad (i) Wir setzen wieder in die Integraldarstellung ein und erhalten

aliy) _a 1 < L t >du(t).

iy iy iyR t—iy 241

43



Es reicht also zu zeigen, dass der dritte Summand im Grenziibergang verschwindet; dazu
betrachten wir

1 1 t 1|1+ eyt| dult
*/ Y — 5 7 d,u(t) S/ +Z.y M()
iy t—iy 241 ylt—iy |t2+1
R R
Weil fiir y > 1
1 14iyt]? 14y
y t—iy Y2yt T

weil ?5_(:1) endlich ist und weil fiir festes t € R

)

. 1‘1—|—iyt‘
lim — .
y—ooy | t — 1y

schliefen wir mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz auf das gewiinschte Ergebnis.
ad (iii) Fir z = z + 4y ist

%(2)=by+21iR/(t_lz—tiz> dp(t)

1 25y Y
=b — | ——————du(t) =b —— du(t).
vt g | o WO =t [ G du
R R

Wir nehmen zunichst an, dass p kompakten Tréger hat; insbesondere ist @ dann endlich.
Mit dem Satz von Fubini folgt

tQ t2
, Y
ty1 t1 R

=by(ta —t1) + //(t—:i")df—i—yz dp(t).

R t1

Die Substitution £ = 9574 zeigt, dass das innere Integral mit

/ £2d_§ 1= arctan <tz_t) — arctan <t1y_t> =: gy(t)

iibereinstimmt. Die Familie von Funktionen ist gleichméfig beschrankt, d.h.

lgy(t)] <, firt e R, y>0.

Der punktweise Grenzwert lautet

far ¢ ¢ [tl,tg],
fur t € [tl,tz],
fur t € {tl,tg}.

lim gy(t) =

vy 3 O
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Wir erhalten wieder mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

13
1 1
lim - [ S iy) de = lim — t) du(t) +by(ta —t
lim [ Sq(o -+ iy) do y{%?r[/gy() (t) + bytz — )

t1 R
[ {1im 20,0 du) = Sutd) +u((t12)) + Jul{t2})
= im — == - :
A 7Tgy 1% 2M 1 At, 2 2M 2
R
Fiir ein allgemeines Borelma$ y mit [ ‘tié‘fl) < 400 nehmen wir die Zerlegung

p()=p(Nt =L+ 1) +p( Nt =112+ 1)°)

=:pu1(.) =:p2(.)

vor. Wegen

Sq(z) = by+R/(tm)y2+y2d'u1(t> +R/(tx)y2+y2dm(t)

reicht es zu zeigen, dass die Funktion z — [ Tz dua(t) gleichméBig (beziiglich y) auf
a (

[t1,t2] gegen 0 konvergiert. Dazu betrachten wir die Funktion

[tl,tQ] XR\(tl—l,t2+1) R,
: t241

_>
IR ey R

(z,1)
Fir M := max {|t1], [t2|} sei R > 0 so gewéhlt, dass
t2 —4M|t| > 1 fir [t| > R.
Wir zeigen, dass h(z,t) < 2 fir |t| > R. Nach Definition von h ist dies dquivalent zu
2 +1 <262 — dta + 227
Die Wahl von R erlaubt es nun wegen || < M die rechte Seite geméif
22 — Atz 4+ 202 > 2 412 —AM || > 2+ 1

abzuschétzen. Auf der kompakten Menge [t1,t2] X [—R, R|\ (t1 — 1,12+ 1) ist h als stetige
Funktion beschrinkt. Wir schlieflen, dass h auf dem gesamten Definitionsbereich durch eine
Konstante C' beschréinkt ist. Insbesondere folgt daraus die Giltigkeit der Abschétzung

2
>t +1

(t—2)*>

Fiir x € [t1,t2] und y > 0 gilt mit (3.24)

far (%,t) S [tl,tz] X (tl —1,to + 1)C (324)

y y dp(t)
= < .
R (t1717t2+1)c R
———
<400
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Als Nevanlinna-Funktion besitzt jede Q-Funktion g nach Satz 3.3.14 eine eindeutige Integraldar-

stellung
t—z 1241

=a+bz ! ! ) .
q(z) =a+b +D!< > du(t) (3.25)

wobei a € R, b > 0 und [ ‘Zé‘fl) < +o0.

Proposition 3.3.16. Sei g eine Q-Funktion von (S, A) mit Integraldarstellung (3.25) und =
eine zugehorige Defektabbildung. Es bezechne P die orthogonale Projektion auf Hop, = (mul At
und E das Spektralmaf von A, dann gilt

(i) a = Rq(i),
(ii) b= |(1 = P)y(i)||* und

(iii) dp(t) = (1+ %) dEy )40 (1)

Beweis. Fiir Aussage (i) siehe Satz 3.3.15. Fiir A € C \ R gilt mit Satz 2.4.17

ey + A+ (v(A), (D)
(1) + (A +4) (T + (A= 9)[A = A7H)(2),7(0))
(@) + A+ D) V@ + (W + 1) ([A = N7 (0),7(0))
+

g@) + i @I+ A (IPYOIP + 10 = Pr@I) + (02 +1)

(4)

I
Q

I
[=)

o
~
-
S
2
)
=
—~
~
~—

Da P = E(R), erhalten wir

IPAG)IP = (BEY6). 1) = [ 1By 0)(0):

Wegen

0@ + il ()? = g+ 2D -1 )~ R(i) = a

folgt
, A 41
o) =a+ X0 =PRI+ [ (5 +2) 48,000
R

Aus der Eindeutigkeit der Integraldarstellung fiir Nevanlinna-Funktionen und aus

N +1 At +1 At +1 9 1 t )
A= = Pl =(——— ) (#*+1
o t—A (t—/\)(t2+1)( +1) (t—)\ t2+1>( +1)
folgen die Behauptungen (ii) und (iii). O

Bemerkung 3.3.17. Ist ¢ die normierte Q-Funktion von (S, A) mit Integraldarstellung (3.25),
dann folgt a = 0.

Korollar 3.3.18. Sei S < H? abgeschlossen, symmetrisch und einfach mit Defektindizes (1,1)
und sei A € €(A). Es sei q eine Q-Funktion von (S, A) mit Integraldarstellung (3.25), dann ist
A genau dann ein Operator, wenn b = 0.

Beweis. Nach Propositon 3.3.16 ist b = 0 genau dann, wenn (i) € H,p, mit H,p = (mul A)~+.
Ist A ein Operator, dann gilt H,, = H und damit b = 0.
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Ist umgekehrt (i) € H,p, dann gilt fiir A € C\ R mit Satz 2.4.17

YA = (I + A =9[A =N v(i) = 7(1) + (A = 4) [Aop = A7 P(0),

EHop

wobei P die orthogonale Projektion auf H,, bezeichnet. Mit Korollar 3.2.9 schliefen wir
H = clspan {y(\) : A€ C\ R} C H,, C H;

demnach ist A ein Operator. O

3.4 Ein universelles Beispiel

Die Q-Funktion beinhaltet einiges an Information iiber die Relationen S und A. Etwa kann
unter geeigneten Voraussetzungen bei Kenntnis der Q-Funktion entschieden werden, ob A ein
Operator ist. Dariiber hinaus besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem Spektralmafl von
A und dem in der Nevanlinna-Integraldarstellung auftauchenden Mafi. Diese Tatsache nutzen
wir dazu, um aus der Q-Funktion einen Prototypen zu basteln; d.h. wir konstruieren allein aus
der Q-Funktion von (S, A) einen Hilbertraum 7:[, sowie Relationen S , A< 7:[2, sodass

U'SU =S5 und U ‘AU = A,

fiir ein unitéres U : H — H.
In [HLS95, Kapitel 2] findet man weitere Eigenschaften, die aus der Q-Funktion abgeleitet werden
konnen.

Das folgende Lemma gibt an, wie man aus einer selbstadjungierten Relation A abgeschlossene,
symmetrische Relationen S C A mit Defekt (1,1) gewinnen kann. Es handelt sich dabei also
gewissermaflen um eine Umkehrung der bisherigen Vorgangsweise.

Lemma 3.4.1. Sei A < H? selbstadjungiert und v : C\ R — H, sodass
() = (I + (p=N[A— @) v(\)  fir alle A\, p € C\R.®
Fir A € C\ R sei die Relationen Sy durch
Svi={(fi9) € 4: (9= Af.9(N) =0}, (3.26)
definiert.
(i) Sx ist unabhingig von A € C\ R und es gilt

Sx=8={(fig) € A: (g —vf,y(v))=0 VvreC\R}

(ii) S ist symmetrisch und abgeschlossen und die Defektraume von S sind durch
Ny = span {y(\)} (3.27)
gegeben. Dabei ist S die einzige Relation mit diesen Eigenschaften.

(iii) Fir~ # 0 hat S Defektindizes (1,1).

5Die Abbildung ist durch Festlegung von ~(\o) fiir beliebiges Ao € C \ R vollsténdig definiert.
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Beweis. Da fiir A,y € C\Rund (f;g) € A4

(9= vf,7@) = (9 - 7f. (I + (v =N[A=v]" (V)

= (g-2f + (=N [A=7 g =7 7N) = (9= A7)
=f

gilt, schliefen wir auf Sy = S, und infolge

S= () S5 =5
veC\R

Wegen S C A ist S symmetrisch. Als Kern einer beschrinkten, linearen Abbildung ist S = S)
abgeschlossen. Aus der Definition von Sy erhalten wir fir A € C\ R

ran [S — A] =ran [A — A N {y(M)}" = {(v(\)}, (3.28)

wobei die letzte Gleichheit auf der Selbstadjungiertheit von A beruht. Orthogonalisieren von
Gleichung (3.28) liefert Ny = span {y(\)}.

Fiir die Eindeutigkeit halten wir A € C \ R fest. Verwendung von (3.28) gibt

[S =A™ = [A =N o smy = [A =N 0 = A=A e
Da S+ [S — A\]7! bijektiv ist, wird S durch Ny = span {v,} eindeutig bestimmt.

Gilt v # 0, dann gibt es ein A € C\ R, sodass () # 0. Es sei die Familie von Operatoren wie
in Gleichung (3.10) definiert. Dann gilt

[ = (P00, 130) = [ B30 | = RO # 0
=T

Damit sind die Defektrdume Ny und N5 eindimensional, d.h. S hat Defekt (1,1). O

Fiir ein Maf8 p auf R definieren wir den Multiplikationsoperator M; auf L?(du) durch

{ dom M; C L?(du) — L*(dp),
Mt :

é Mo, (3.29)

wobei dom M, := {¢ € L*(dp) : My¢ € L*(dp)} und (M) (t) := td(t).

du(t)
t2+1

Unter der Voraussetzung [
dom M;

J 1901 ano = [160+ o0 |t+| \//’5“ \//t2+1

In diesem Fall ist also jedes ¢ € dom M; beziiglich p integrierbar.

< 400 liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir ¢ €

Bemerkung 3.4.2. Ist p das Nullmaf, dann ist L?(dp) nulldimensional und die obige Konstruktion
liefert nur triviale Ergebnisse.

Bemerkung 3.4.3. Ist v ein komplexes Maf} auf einem Messraum (£2,.4), dann sind Ry und Sv
zwei signierte Mafle auf (€2,.A4). Nach dem Zerlegungssatz von Hahn (vgl. [Kus14, Kapitel 11.1])
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lasst sich jedes signierte Mafl o auf (€2,.A) Hahn-zerlegen, d.h. es gibt ein P € A, sodass
A>5A—oc(ANP)und A3 A~ —c(ANP°

nichtnegative Mafle sind. Damit erhalten wir, dass sich jedes komplexe Maf} als Linearkombina-
tion von vier nichtnegativen Maflen v1, v5, v3 und vy darstellen ldsst:

V=1V — Uyt i3 — iy
Sei P € A mit v1(P¢) = vo(P) = 0. Wegen
n(R) = vi(P) < [ (P) +iSv(P)| = [v(P)] < [v[(R) < +o0

ist 7 endlich. Ahnliche Argumentation zeigt, dass auch v, 3 und vy endlich sind.

Bemerkung 3.4.4. Aus der Mafitheorie ist bekannt, dass ein o-endliches Maf} 1 auf einem Semiring
% auf eindeutige Art und Weise zu einem Mafl auf der kleinsten, ¥ umfassenden o-Algebra A
fortgesetzt werden.

Im Beweis der Eindeutigkeitsaussage dieses Resultats (siehe [Kusl4, Satz 4.13 und Bemerkung
4.14]) wird fiir eine weitere Fortsetzung fi von u auf A gezeigt, dass

A(A) = u(A) YA € A

Dabei wirde lediglich verwendet, dass p und i o-additiv sind und, dass die beiden Mafle auf T
iibereinstimmen.

Damit kénnen wir das Resultat in folgendem Sinne auf komplexe Mafle ausdehnen: Sind v, ¥ zwei
komplexe MaBle auf einem Messraum (€2,.4) und ist ¥ ein Semiring auf €, sodass A die kleinste
o-Algebra ist, die T enthélt. Dann gilt:

V[:I' = ﬁrf = V= ﬁ
Lemma 3.4.5. Ist i ein Borelmaf auf R, dann ist die Menge
D:={zxeR:p{{z}) >0}

hochstens abzdhlbar.
Beweis. Mit D, := {z € [-n,n]: p({z}) > L1} fir n € N gilt D = |J D,. Da p auf be-
neN
schrankten Mengen endlich ist, sind die Mengen D,, endlich. Damit ist D hochstens abzihlbar.
O

Lemma 3.4.6. Ist v ein komplezes Maf auf (R, B(R)) dann gilt

v((a,b]) = liir(l)u((a+e,b+e})

fir alle a < b.

Beweis. Nach Bemerkung 3.4.3 ldsst sich v als Linearkombination von Borelmaflen darstellen.
Es reicht also die Aussage fiir Borelmafle zu zeigen.

Ist v ein Borelmaf auf R und € > 0, dann gilt
[ ((a,b]) —p((a+ebte)l < pla,a+e])+p((bb+d). (3.30)

Da p stetig von oben ist, konvergiert die rechte Seite in (3.30) fiir € \, 0 gegen 0. O
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Satz 3.4.7. Sei u ein Borelmaf mit p # 0 und [ ‘fétfl) < +oo und sei der Multiplikationsoperator

My auf L?(du) definiert wie in (3.29). Dann ist My selbstadjungiert und die Relation S, definiert
durch

S =Ml 4om s mit dom S = {gbe dom M, /gb d,u:()}, (3.31)
ist symmetrisch und einfach mit Defektindizes (1,1). Die Funktion
() = / ) g (3.32)
W= G=x"e2+1) ™" '
R
ist eine Q-Funktion von (S, My). Das Spektralmafs von My ist durch
BR) — B(L*(du))
E- ’ 3.33
12 2 s (3:33)

gegeben.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in mehrere Schritte:

1.) M, ist selbstadjungiert.

2.) S ist symmetrisch mit Defekt (1,1).

(1)
(2)
(3.) S ist einfach.
(4.)

4.) Die in (3.33) definierte Abbildung ist das Spektralmafi von M;.

ad (1.) Wir zeigen zunichst, dass M; dicht definiert ist. Sei dazu ¢ € L?(du) beliebig, dann defi-
nieren wir eine Folge {¢y,},, .y € L*(dp) durch

Wegen
[P 6a0F duy = [ €16 dutt) <2 0] < +oc
R

[_n7n]

gilt {¢n},cny € dom M;; mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz schliefen wir,
dass

/\sﬁn — P dp= / 62 du
R (—00,—n)U(n,+00)

im Grenziibergang n — oo verschwindet, d.h. ¢,, konvergiert gegen ¢. Insbesondere liegt
dom M, dicht in L?(dp).
Der Multiplikationsoperator ist symmetrisch, denn fiir ¢, € dom M, gilt

(Mi, ) = / tO() D) dut) = (6, My).

Sei nun ¢ € dom M;*, d.h. es gibt ein y € L?(du), sodass

(v, M) = (x,¢) fiir alle ¢ € dom M.
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ad (2.)

ad (3.)

Damit gilt fiir jedes ¢ € dom M,

[ () = x(0) 30 du(t) =0

R

wihlt man ¢(t) = (t(t) — x(t)) 1j—ppn) fiir n € N — um zu zeigen, dass ¢ € dom M;
argumentiert man dhnlich wie oben — so erhéilt man

|t (t) — x () du(t) = 0.
(]

Es folgt ty(t) = x(t) p-fast iiberall in [—n,n]. Bezeichne D,, die Menge aller ¢ € [—n,n]
mit #1)(t) # x(t), dann ist

fteR:w(t) £x®} = | Dn

neN

eine p-Nullmenge. Damit haben wir gezeigt, dass t¢(t) auf dem Komplement einer Null-
menge mit xy € L?(dy) iibereinstimmt. Es folgt ¢ € dom M,. Also gilt M; C M,. Aus der
Symmetrie von M; folgt auch die umgekehrte Inklusion.

Wir definieren die Abbildung

J C\R —  L*(dp),

TN = L

Die Voraussetzung [ ilﬁfl) < 400 garantiert, dass 7 tatsiichlich Werte in L?(du) hat. Da
fir \,y € C\R

10) = 2 = (14555 ) 125 = (U = MM =271 ()

gilt, wird fiir festes A € C\ R nach Lemma 3.4.1 durch
§:= {6 € dom My : (M, = N)g,7(V)) = 0}

eine symmetrische Relation mit Defektindizes (1,1) definiert. Da fir ¢ € dom M,
- - 1
(= 20.90) = [t = Nott)-— dutt) = [ 6(t) duct

stimmt S mit S iiberein.
Fir die Einfachheit von S reicht es nach Korollar 3.2.9
clspan {y(\) : A € C\ R} = L?(dp) (3.34)

zu zeigen. Sei dazu f im orthogonalen Komplement der linken Seite von (3.34).
Wir zerlegen f geméifl

F=RNH+ = RA)-+i(SH+ —i(Sf)- = fr— fatifs —ifs,

wobei flir eine reellwertige Funktion g mit g4 bzw. g_ der Positivteil bzw. der Negativteil
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von g gemeint ist. Damit sind die Funktion f; positiv und erfiillen |f;| < |f|. Durch

()= [ 1 du. A€ BR)
A

werden fiir j = 1,...,4 Mafle definiert. Wegen m < ﬁ folgt

1 dp(t)
< , < +oo0.
s Ly

/ dv;(t) _ [ ()
t2+1 t2+1
R

dp(t) < 1 f1l 22 (ap
R

Insbesondere sind die Mafe v; Borelmafe. Fir j = 1,...,4 seien durch
. 1 t
q;(2) ~:/ . 211 dvj(t), z€C\R
R
vier Nevanlinna-Funktionen definiert. Nach Satz 3.3.15 (iii) gilt nun fiir ¢; < ¢,
1 1 1 f
vt +v; (k. 82)) + 5vi({t2}) = lim o— /(qg‘(x +iy) — qj(x —iy)) dz.  (3.35)

y\0 271
t1

Da fir g := 1 — g2 + iq3 — igs und z € C\ R wegen der Voraussetzung an f

02 -0 = [ (- ) fan= [ L% aut - [ 2w —0
R R

t—z t—=z t—2
gilt, liefert geeignete Linearkombination von (3.35)

Seounh+ [ 7 du+ (i) =0 (3.36)

(t1,t2)

Nach Lemma 3.4.5 ist mit C := {N > 0: u({—N}) = pu({N}) =0} die Menge (0,+00) \C
héchstens abzdhlbar. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung zeigt, dass fiir
N € C die Funktion f1(_y n) beziiglich p integrierbar ist. Damit wird durch v(A) :=
Ja f1(~ N, njdp ein komplexes Maf festgelegt. Mit Gleichung (3.36) erhalten wir

%v({tl]ﬁ +v((tt2) + %u({tg}) =0 (3.37)

fir alle =N < t; < t < N. Wegen v({—-N}) = p({—N}) = 0 gilt Gleichung (3.37)
sogar fiir —N < t; < t3 < N. Da v als Linearkombination von endlichen Borelmafien (vgl.
Bemerkung 3.4.3) dargestellt werden kann, ist die Menge

D:={zeR: v({z}) #0}
hochstens abzédhlbar.

Mit (3.37) folgt, dass v(I) = 0 fiir jedes Intervall I = (a, b, dessen Randpunkte in (—N, N|\
D liegen.

Fiir allgemeines I = (a,b] C (=N, N] gibt es eine monoton fallende Folge {e,}nen C
(0, +00), sodass
a+en, b+e, ¢ D fiir alle n € N.



Mit Lemma 3.4.6 folgt dann

v((a,8]) = lim v ((a+en, b+ en]) = 0.

Fiir I = (a,b] C R gilt also

v(I)=v({IN(—oo,—N])+v(IN(=N,N])+v({IN(N,+0)) =0,
>0 e

weil die Randpunkte des Intervalls I N (—N, N] wegen N € C nicht in D liegen.

Da der Semiring aller halboffenen Intervalle (a,b] die Borelmengen auf R erzeugt, folgt mit
Bemerkung 3.4.4, dass v das Nullma8 ist. Mit Fakta 2.4.3 (iv) folgt

0=p®= [ Ifl du
(=N,N]

dh. f =0 p—fi4. in (=N, N]. Da man in C eine gegen +oo konvergierende Folge finden
kann, und N € C beliebig war, schliefen wir f = 0 u—f.ii.

ad (4.) Die in (3.32) definierte Funktion erfiillt fir A # v € C\ R

(/\; zq7()_ : /t—l/\t—lud“(t)

= [ == ) = 600

R

demnach ist ¢ eine Q-Funktion von (S, M;).

Dass die Abbildung E die definierenden Eigenschaften eines Spektralmafes erfiillt, ist eine
einfache Rechnung. Fiir A € B(R) und ¢ € L?(dp) gilt

Eos(8) = (E@)6.0) = [ Iof* d
A
und damit folgt

([eaps.6) = [t dBoat = [ 1o aut) = (40.0).

Anwendung der Polarformel liefert ([t dE(t)$,v) = (Mg, ) fiir alle ¢p € dom M,. Da M,
dicht definiert ist, ist F das Spektralmafl von M;.

O

Fiir ein BorelmaB p und ein b > 0 schreiben wir Elemente aus L?(du) x C als Spaltenvektoren
(¢) mit ¢ € L?(dp) und ¢ € C. Der Raum wird versehen mit dem inneren Produkt

(€)()=term o

zu einem Hilbertraum, den wir im Folgenden mit L?(du) & Cp, bezeichnen.
Ist b =0, dann gilt L?(du) & Cp ~ L?*(dp) und im Falle p = 0 gilt L?(du) & Cp =~ Cy,.
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Beispiel 3.4.8. Bezeichnet M; wieder den Multiplkationsoperator auf L?(du) (vgl. (3.29)), dann
wird durch
A= M, @ [{0} x Gy (3.38)

eine selbstadjungierte Relation auf ) := L?(du) @ Cp festgelegt; vgl. Lemma 2.4.12. Offenbar
entspricht M; genau dem Operatoranteil von A. Die Abbildung ~y sei durch

‘{C\]R - 9,

A= ()

definiert. Es bezeichne P € B(§)) die orthogonale Projektion auf (mul A)t = L%(du) < $. Da
fir A,v € C\ R nach Satz 2.4.17

(14 (v = NA =] 7N = (T + (v = N[M; — 1]~ P)2(\)

(). (1)

gilt, wird nach Lemma 2.4.9 fiir festes A € C \ R durch

$:={(fi9) € A: (9= Afa(N) =0}

eine symmetrische Relation mit Defektraumen Ny = span {v(\)} festgelegt.
Fir (g; ) = ((*); (**9)) € A gile

(g - Xfm(A)) = <(t —N)o(t), t_lA) + (e, 1) = /¢ dy + be

und wir schlielen

S = {((éé@); <t¢£t>>> ;/925 du+cb=0, ¢edom M, CEC}. (3.39)

Um nachzuweisen, dass S einfach ist, zeigen wir
clspan {y(z) : z € C\ R} = L*(du) @ Cy.

Sei dazu (Z) im orthogonalen Komplement der linken Seite, d.h.

/Z/)_(tl du(t) +bd =0, zeC\R;
R

dh z— [ % dp ist konstant. Fiir z = iy gilt

L2(dp)

|-

.

2 / dﬂ(t) Y,/ +o0

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Damit folgt wegen

‘ / t‘”_“’y dp(t) !
R

L=y

< ||¢||L2(d,u,)

L2(dp)
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dass z — [ % dp identisch Null ist. Im Beweis von Satz 3.4.7 wurde gezeigt, dass dies ¢ = 0

in L?(du) impliziert. Wegen
Y

t—z

O:
R

gilt entweder b = 0 oder d = 0. In beiden Féllen ist () der Nullvektor in L?(dyu) & Cs.

du(t) = —bd

Wir rechnen nun nach, dass

1 t
A) = b\ — — ——— duf(t A R
(N +/t—)\ o du(t), AEC\R
R

eine Q-Funktion von (S, A) ist: Fir X\ # v gilt

¢\ —qw) bA-p) | 1 L1
N—v a—p 2 ‘/t—/\if—ﬂdu(t)
=0+ [ == = 000

Da M; der Operatoranteil von A ist und das Spektralmafl von M; bekannt ist (siehe Satz 3.4.7),
ist das Spektralmafl von A charakterisiert durch

B(A) : (f) . (‘MSA) fiir A€ B(R) und E({oo}) : (‘f) . (2) (3.40)

Mithilfe von Satz 3.3.6 (ii) erhalten wir das folgende Resultat:

Korollar 3.4.9. Sei q eine Nevanlinna-Funktion mit Integraldarstellung

o) :a+b/\+HZ(t_1)\—tzj_1) du(t),

sodass entweder b > 0 oder p # 0, dann gibt es einen Hilbertraum H, eine einfache und symme-
trische Relation S mit Defektindizes (1,1) und A € €(S), sodass q eine Q-Funktion von (S, A)
15t.

Wir haben also Beispiele von symmetrischen, einfachen Relationen mit Defekt (1,1) gefunden.
Tatsédchlich liegt eine der beiden obigen Situation bis auf unitdre Transformation immer vor,
wenn S symmetrisch und einfach mit Defektindizes (1, 1) ist. Es kommt dabei in erster Linie auf
die richtige Wahl des Raumes, sprich die Wahl des Mafles p an.

Definition 3.4.10. Ist S < H?> symmetrisch, A € €(A) updA”;’:lAein weiterer Hilbertraum und
sind S, A zwei lineare Relationen auf H, dann sagen wir (H, S, A) ist ein Modell fiir (H, S, A),
falls es eine unitiare Abbildung U : H—H gibt, sodass

US=SU und UA= AU.

Man beachte, dass fiir T < H?, T < H? und bijektives U (d.h. insbesondere auch fiir unitéres
U)
UT=TU & T=U'TU & T=UIU"' & T=UxU)D).

Diese Tatsache folgt direkt aus der Definition des Relationenprodukts.
Lemma 3.4.11. Es sei U : H — H unitir. Dann gilt:

55



(i) Fir T < H? und T < H2 mit UT = TU ist T genau dann selbstadjungiert, wenn T
selbstadjungiert ist.

(ii) Sind A < H? und A< 12 selbstadjungierte Relationen mit Spektralmaflen E und E, dann
o UA=AU < UE()=E()U. (3.41)
Beweis.
ad (i) Falls T selbstadjungiert ist, dann gilt
(T) = (U'TU)* = U*T*(U~Y)* =U~'TU =T,
d.h. T ist selbstadjungiert. Fiir die andere Implikation argumentiert man genauso.

ad (ii) Es gelte AU = UA. Dann erfiillen die Resolventen R und R von A und A

RN =[A-N"'=[UAU " = AUU " = [UA-NU ] =URWU .

Man iiberlegt sich leicht, dass durch F(.) := UE(.)U~" ein Spektralmas fiir (Ro, B(Roo), H)
festgelegt wird. Fiir A € C\ R und &,n € H gilt damit

({/t_lA dF(t) g,n) . ( /ﬁ dE(t)

R R
= (ROU'6,U ) = (RO 7).

U, U_ln)

Mit Satz 2.4.17 folgt F = E, also UE(.) = E()U.

Geht man umgekehrt von UE(.) = E(.)U aus, dann gilt fir A € C\ R und &, 7 € H wieder

nach Satz 2.4.17
1
= —— dFE
R

N 1 .
(ROEn) = ([/H dE;
d.h. R(\) = UR(A\)U~!. Damit erhalten wir

Uk, Uln) = (URMNU'¢,1),
R

o

=R +A=[URU " AU =U [RN) P+ N U =UAU

O

Satz 3.4.12. Sei S < H? symmetrisch mit Defektindizes (1,1) und A € &(S). Fiir ein Modell
(H,S,A) von (H,S,A) gilt

(i) S ist symmetrisch mit Defektindizes (1,1),
(i) S st genau dann abgeschlossen, wenn S abgeschlossen ist,
(iti) A € ¢(8) und

(w) Eine Funktion q ist genau dann eine Q-Funktion von (S, A), wenn q eine Q-Funktion von

(S, A) ist.
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Beweis. Es bezeichne ¢ eine Q-Funktion von (S, 14) und v eine zu ¢ gehorige Defektabbildung.
Es bezeichne U die unitdre Abbildung zwischen H und #, die

US=SU und UA= AU

leistet. Es gilt § = U~'SU, sowie A=U"TAU. Nach Lemma 3.4.11 ist A selbstadjungiert. Die
Inklusion S C A impliziert S C A und damit ist S symmetrisch und A € &(S5).

Wegen S = (U x U)(T) und da U x U ein Homéomorphismus ist, folgt Aussage (ii).
Bezeichnet N bzw. J\7 die Defektriume von S bzw. S , dann gilt fiir A € C\ R
pENy & (1-260) =0 Y(En) €Sl
& (U g=Af).0) =0 ¥(fig) €S (3.42)
S (=AU =0 Y(f;ig) €S e UpeN,

und wir schlieBen Ny = U~! (Ny). Wir definieren die Abbildung 4(\) := U~ 'y(\) auf C \ R.
Weil fiir \,v € C\ R

(1+(qu)[A e )@ = (I + (v — N[U AU = AU7TUT 1) 4(\)
( U™U + (V - NUHA-NU]” 1) () (3.43)
=UT I+ = NA-NT)UAN) =U"y(v) =4(v)
——
=v(N)
gilt, ist 4 eine Defektabbildung fiir (5’, /Al)
Weil sich fir A # v
(BOA®) = (U750).075() = ((8),7(0) = L4
ergibt, ist ¢ eine Q-Funktion von (S, A). O

Proposition 3.4.13. Sei S < H? symmetrisch mit Defekt (1,1) und sei A € &(S). Es sei vy
eine Defektabbildung von (S, A). Ist H ein weiterer Hilbertraum und U : H — H unitir, dann
15t mit . .

A:=U"TAU wund S:=U"'SU
das Tripel ( 7, A,fl) ein Modell fiir (H,S, A). Die Abbildung 4(.) :== U~1~(.) ist eine Defektab-
bildung von (S, A).

Beweis. Da U unitér ist gilt fiir eine Relationen T' < H?, T < ’}:[2, dass UT = TU dquivalent zu
T = U~'TU ist. Daraus ergibt sich sofort, dass (7:[, S, fi) ein Modell fir (#, S, A) ist.

Die Identitéten (3.42) und (3.43) aus dem Beweis des vorangehenden Satzes zeigen, dass 4 eine
Defektabbildung von (S, A) ist. O

Satz 3.4.14. Sei S < H? abgeschlossen, symmetrisch und einfach mit Defektindizes (1,1). Es
sei A € €(S) und q eine Q-Funktion von (S, A) mit Integraldarstellung

1 t

= — R.

q(A) a+b)\+/<t_)\ t2+1> du(t), AeC\
R

Dann tritt genau einer der folgenden beiden Fdlle ein:
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(0) b =0 und das Tripel aus Satz 3.4.7 ist ein Modell fir (H,S, A).

(R) b+# 0 und das Tripel aus Beispiel 8.4.8 ist Modell fir (H,S,A).

Beweis. Angenommen es gilt b = 0 und p = 0, dann ist ¢ konstant und reell. Fiir die zugehorige
Defektabbildung ~ gilt dann

Jq(N)
32

[y(W)1? = =0 fiir jedes A € C\R,

d.h. v = 0. Nach Lemma 3.4.1 sind die Defektrdume von S nulldimensional. Dies ergibt einen
Widerspruch zur Annahme, dass S Defektindizes (1,1) hat.

b = 0: Es bezeichne E das Spektralmafl von A und « eine zu g gehorige Defektabbildung, d.h.

g(\) —q(v)
A=V
Wir definieren die Abbildung U durch
U { L2(dp) — H,
Lo = [t =)o) dE®)]v(9).

Wegen Proposition 3.3.16 (iii) gilt fiir ¢ € L?(dp)

= (vy(\),y(v)) fiir A # v.

J 1= 080 dB 0000 = [ 16 dutt) = oI < +oc, (3.44)

d.h. y(i) € dom [[(t —i)¢(t) dE(t)] und U ist damit wohldefiniert. Gemeinsam mit Fakta
2.4.6 erhalten wir somit fiir ¢, € L?(du) und \ # 0

Uto+) = | [t )ott) + v(e) dB@)] 1)

—a(| [t aew] + | [~ ou aew]) 20 = vo+ vw,

U(A) = AU,
U(06) = 0 = 0U(¢).

Nach Fakta 2.4.6 (i) und wegen Gleichung (3.44) ist U linear und beschrénkt.

Die Menge
D:={¢ € L*(dp): (.—1i)¢(.) ist beschréinkt} (3.45)

enthélt den dichten Teilraum 7 span{% Tz € C\R} und liegt damit selbst dicht in

"Vgl. dazu Beweis von Satz 3.4.7, Punkt (3.).
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L?(du). Fiir ¢, € D gilt

wo.vw) = (| [-d )| fe- w0 ae0) )

4200
_<:/(H )] | [6-000) ap0)]0.0))
= ([ [+ 0@ apo] | [ -0 az0] 20.00)
_(/qs t2+1>dE<>} 1(0), <>)

Ulp ist damit isometrisch. Da U beschrankt ist, ist auch U als stetige Fortsetzung von
U|p isometrisch.

Der Teilraum N := span {y(\) : A € C\ R} liegt wegen der Einfachheit von S dicht in .
Da fiir 4(A) := =5 € L*(dp)

i) = | [ 15 0|0 = | [14 255 aB0)] 26
= (1+ (A= )4~ X)) 7(0) =7V

gilt, folgt, dass ' C ran U; da ran U abgeschlossen ist, erkennen wir, dass ran U = L?(du),
d.h. U ist unitéar.

Nach Proposition 3.4.13 wird durch
A=U"AU wnd S:=U"'SU
eine selbstadjungierte und eine symmetrische Relation auf L?(du) festgelegt. Weiters ist

() = U y(. ) eine Defektabbildung von (S, A). Nach Lemma 3.4.11 ist das Spektralmaf
von A durch E(.) := U™ E(.)U gegeben. Fiir ¢, € D und A € B(R) gilt

Evawa(d) = (E) | / (¢ 00(0) dE®)] 200, | [ (¢ - ot dE<t>] v@)

(o 0] t00) - ot

Da sowohl die linke als auch die rechte Seite in obiger Gleichung stetig von (¢;v) €
(L2(du))? abghingen und da D dicht liegt, gilt

EU¢,U1[) / (Z) M ) fiir alle ¢,y € L? (du)

Sei mit F' das Spektralmafl von M; bezeichnet (vgl. Satz 3.4.7), dann gilt fiir ¢, € L?(du)
und A € B(R)

(B(2)6.0) = (U B(A)U.6) = Evgwuld) = [(Aa00(0)50) du(t) = (F(8)6,0).

Es stimmen also die SpektralmaBie von A und M, iiberein; damit gilt wegen der Eindeutig-
keit des Spektralmafles A = M;.
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Proposition 3.4.13 und Lemma 3.4.1 implizieren gemeinsam mit 4(.) = U~ 1(.)
S = {(g;n) cA: (n—Xg,@(A)) — 0 fiir alle \ € (C\R}
< 1
= {§ € dom M, : <(Mt —A)f,_)\) =0 fur alle A € C\R}
Wegen ((Mt — N, %\) = [& dp, stimmt S mit der in Satz 3.4.7 definierten Symmetrie

uberein.

b # 0: Sei wieder E das Spektralmafl von A (das auf Ry, lebt) und v eine zu g gehorige Defek-
tabbildung. Es bezeichne P := F(R) die orthogonale Projektion auf H,, = (mul A)+. Wir
definieren die Abbildung

Lz(du)be — H,
U

((ﬁ) = L{(t —1)o(t) dE(t)] v(i) 4 e(I — P)(5). (3.46)

Wir zeigen, dass U auch in diesem Fall unitar ist: Man argumentiert genau so wie oben,
dass U wohldefiniert und dass U L2(du) x {0} isometrisch ist. Fiir ¢ € D, wobei D wie in
(3.45) definiert ist, und m € mul A gilt

( v(i),m) = ( v(i)vE({oo})m>
= (E({OO}) l/(t—i)¢(t) dE(t) v(i)am) =0;
i
wegen der Stetigkeit von Ul 24,0}, gilt dies fir alle ¢ € L2(dp).
Damit ergibt sich fiir (f), (:’/j) € L*(dp) @ Cp mit Proposition 3.3.16 (ii)

(D) (G ) oo
- /@L dp + cd ||(I — Pyy(@)|* = <<¢>, (ﬁ)) ,
—_— ¢

=b

Jt=io ae

R

[e=io ae

R

d.h. U ist eine Isometrie. Fiir die Surjektivitdt von U argumentieren wir dhnlich wie zuvor:
Sei die Abbildung ¥ durch

L) = (“p), AEC\R,

definiert. Mit Satz 2.4.17 folgt wegen i‘:; = f:;\ —1
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Wie im ersten Beweisteil konnen wir nun auf die Surjektivitdt von U schlieflen.

Laut Propositon 3.4.13 stellt (L2(du) ® Cy, S, fl), mit

A=UTAU wund S:=U'SU

ein Modell fiir (#, S, A) dar. Dabei ist ¥(\) = U~ '4(\) eine Defektabbildung von (S, A)
und das Spektralma$ von A ist durch E(.) := U~ 'E(.)U gegeben. Um zu zeigen, dass A
mit der Relation aus Beispiel 3.4.8 iibereinstimmt, reicht es wegen der Eindeutigkeit des
Spektralmafles zu zeigen, dass die Spektralmaflie der beiden Relationen iibereinstimmen.

Bezeichne also G das in (3.40) definierte Spektralmaf. Dann gilt

UE({oo})(N) = E({oo})7(A) = (I = P)y(A) = U(?) = UG({oc})X(N). (3.47)

Fir A € B(R) erhalt man

UE(A)X(\) = E(A)Uy(A) = E(A) (

A—i
= L/lth—AdE(t)

Da U unitér ist und span {x(A) : A € C\ R} dicht in L?(du) @ Cy liegt (vgl. Beispiel 3.4.8),
schlieflen wir £ = G.

/1 + j__;\ dE(t) | v(i) + (I — P)v(i))
R

(3.48)

16 = U(-”ﬁf(')) = UG

Da 4 eine Defektabbildung von (S‘ , fl), aber auch von dem Paar aus Beispiel 3.4.8 ist, ist
S genau die Symmetrie aus Gleichung (3.39).

O

Unser nédchstes Ziel ist es, den Zusammenhang zwischen Q-Funktionen von verschiedenen selbst-
adjungierten Erweiterungen ein und derselben symmetrischen Relation zu verstehen. Dazu stellen
wir zunéchst die Differenz der Resolventen zweier verschiedener selbstadjungierter Erweiterungen
von S mithilfe der Defektabbildung v dar.

Proposition 3.4.15. Sei S eine symmetrische und abgeschlossene Relation auf H mit Defekt-
indizes (1,1) und A € €(S). Sei uy. € N; mit ||uy| = 1 und q die normierte Q-Funktion von
(S, A). Weiters seien die Defektabbilung v und u_ € N_; definiert durch

YA) == T+ AN =D)[A=N"up und u_ = y(—i).
Fiir 0 € [0,27) seien die Relationen Zg und Ay definiert durch

Zy := span {(u+ —ePu_siuy + iewu_)} ,
Ay = S+Z,.
Dann gilt
(i) Ag € E(A) fir jedes 0 € [0,2),

(ii) Ay = A,
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(iit) fir 0 € (0,2m) und fir jedes A € C\ R gilt
[Ag = N7 = A=A = (6 g (7)) 7 (3.49)

wobei ¢ = P(f) = i1ty € R.

1—e?

Beweis. Es bezeichne R die Resolvente von A und es sei fiir A, u € p(A) der Operator I'\ wie in
(3.10) definiert. Wir werden auBerdem die Tatsache verwenden, dass uy = ~y(%i).

ad (i) Nach Satz 3.1.7 reicht es zu zeigen, dass |Ju_|| = 1. Wegen ¢()\) = ¢()\) erhalten wir

lu—|* = (v(=i),7(=1)) = gy el —Sq(—i) = Sq(i) = 1.

ad (ii) Nach Definition von u_ haben wir (ui;u_) € T';; dies ist gleichbedeutend mit

(ugsu_) € [I —2iR(—1)] <= (uy;u_ —uy) € —2iR(—i) <
— (2iug;ug —u_) € R(—i) <=
= (uy —u_;2iuy) € [A+1i] <= (uy —u_jiugy +iu_) € A;

und damit ist Zy C A. Aus
Ag =542y C A= A" C A} = A
folgt schlieffilich Ay = A.

ad (iii) Ein jedes Element in Ay ist von der Bauart
(f + e(v(3) — €5(=i)); g + ie(1(0) + €¥1(=1))) ,
mit (f;g) € S und ¢ € C. Damit sind die Elemente von [Ag — A]~! von der Gestalt
(3 f +elri) = (=) ,
wobei 1 definiert ist durch
Y= g+ic(y(i) + e y(=i)) = Af — eX(y(i) — ey (=)
=g— M —c(A—i)y(i) + ce® (A + i)y(—i).
Wegen A D S folgt aus (f;g) € S, dass R(A\)(g — Af) = f. Wir wenden nun R(\) auf ¢ an:
RO = R(A)(g = Af) = (A = )R(A)Y(0) + ce” (A + ) RNy (—0)
=f-c [Ff‘ - I} v(i) + ce® [I’iz - I} ~v(—1)
= f—c(l=e)y(N) + (i) — ce™y(—i)
Damit erhalten wir
[Ag = N7y — [A= N9
= (F +elr(6) = €3(=))) = (f = el = €)y(N) + e1(0) - ce5 (=)
= c(1 — )y ().
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Wegen v(\) € N = (ran [S — \])* gilt
(2.9 = (9= A9 ) —eh =) (1)) + e+ 1) (1(=i).7(N) . (3.50)
=0

Da ¢ normiert ist, gilt fiir A # 43

. a(i) = aN) | ey a(=) — (N
(¥, 7(N) = —e(A =)= + e A+ i) =

= c(i— () + e’ (i + q(\) = e [i(e? + 1) + (¢ = 1)g(n)] .
Fiir A = 44 erhalten wir durch Einsetzen in Gleichung (3.50)
(¥, 7(1)) = 2ice™ ||y(=i)||* = 2ice”,
(. 7(=7)) = 2ic |y (0)|” = 2ic,
und schlielen, dass die Gleichung
(¥.9N) = e [i(e” +1) + (¢ = 1)a(V)]

fir alle A € C\ R erfiillt ist.
Wir zeigen noch, dass A +— i(e?? + 1) + (e? — 1)g()\) keine Nullstellen in C \ R hat: Ange-
nommen es gibe ein A, sodass

i(e + 1)+ (e? —1)q(\) = 0. (3.51)
Zunéchst gilt 6 # 7, da wegen Jq(A) £ 0
i(e™ +1) + (e —1)g(A) = —2¢(\) # 0.
Damit ist fiir 6 € [0,27) \ {w} Gleichung (3.51) dquivalent zu

1+e?

Da die rechte Seite reell ist und ¢ stets nicht verschwindenden Imaginérteil hat, ergibt sich
ein Widerspruch. Damit erhalten wir

—1

Ao =N =A== (1 =) (i(e” +1) + (¢ = 1)aV)  (¥.7(N) 7
= (0 —a0) " (#.2(N) 7).

O

Satz 3.4.16. Es seien die Voraussetzungen wie in Proposition 3.4.15. Dann ist die Funktion

¢ q\)+1

die normierte Q-Funktion fir (S, Ag).

Beweis. Wir wissen, dass die normierte Q-Funktion von (S, A) bzw. (S, Ap) durch

A= A+ (A2 4 1) ([A - A]fly(i),'y(i)) bzw. A= A+ (A2 +1) ([Ag — N1y (), v(3))
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gegeben ist. Mit Gleichung (3.49) erhalten wir
(140 = N7 (),7()) = ([4 = A7 5(,79() + (6 = aO) ™ (Y0, 7(N)) (v(N), ()

= (A= A1) + (6 — gy LD 2 = a0)

i— A A+

_an)32+1
T A24

Multiplikation mit A% + 1 und Addition von A auf beiden Seiten der Gleichung liefert

g\ +1 _ ¢g(\) +1

@) = 1N+ Y T )
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4 Spektralanalyse

Wir haben gesehen, dass eine symmetrische Relation S auf einem Hilbertraum H entweder gar
keine oder “sehr viele” selbstadjungierte Erweiterungen hat. Das Ziel dieses Kapitels ist es,
Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen o(A) und o(A’) fiir A, A’ € €(S) zu treffen.

4.1 Lebesgue-Zerlegung von MaBen und selbstadjungierten
Relationen

Wir werden in diesem Abschnitt an den Zerlegungssatz von Lebesgue fir Borelmafle auf R
erinnern und mithilfe des Spektralmafles einer selbstadjungierten Relation A eine entsprechende
Zerlegung von A herleiten. Fiir die Resultate aus der Mafitheorie sei auf [Kus14] verwiesen.

Definition 4.1.1. Sei (€2, .4) ein Messraum und seien u, v nichtnegative Maflie auf (€2, .A).
—o Eine Menge S C Q heifit Trdger von pu, falls

n(A) =0, firalle Ae A, mit ACQ\S.

—o u heifit absolut stetig bzgl. v (i.Z. p < v), falls fir A e A

v(A)=0 = pu(A)=0.

—o p und v heiflen singuldr zueinander (i.Z. p L v), falls A € A existiert, sodass
w(A)y=0 und v(Q\A)=0.
Wenn zusétzlich alle einpunktigen Mengen messbar sind, d.h. {w} € A fir alle w € Q, so sagen
wir
—o 1 ist reines Punktmaf oder diskret, falls {w € Q : p({w}) > 0} Triger von p ist und

—o u ist stetig, falls p({w}) = 0 fir alle w € Q.

Ein Mafl p auf (R,B(R)), das absolut stetig beziiglich dem Lebesgue-Mafl \ ist, werden wir
gelegentlich absolut stetig nennen, ohne explizit auf den Bezug auf A hinzuweisen. Ebenso sagen
wir g ist singulér, falls g L .

Satz 4.1.2 (Zerlegungssatz von Lebesgue). Seien u,v zwei o-endliche Mafe auf einem Mess-
raum (Q, A). Dann gibt es eindeutige Mafle pige, ps auf (2, A), sodass

Pae KV, s Lv und p= pge+ ps.

Beweis. Siche [Kusl4, Satz 11.17]. O
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Bemerkung 4.1.3. Im Beweis des vorangehenden Satzes wird eine Menge P € A konstruiert und
dann nachgewiesen, dass

tae = p(ANPY) und ps:=p(ANP)

Gewiinschtes leisten. Insbesondere sind g4, und pg singulér zueinander.

Ist p ein Borelmafl auf R, dann ist g insbesondere o-endlich. Anwendung von Satz 4.1.2 mit
v = A liefert, gemeinsam mit Bemerkung 4.1.3, dass es ein eindeutiges, absolut stetiges Maf piq
sowie ein eindeutiges, singuldres Mafl us gibt, sodass

= fae+ ps  und  pge L.
Wegen fige, pts < i sind pige und pg Borelmafle.

Die Menge
° D:={zeR: pu({z}) >0} (4.1)

ist nach Lemma 3.4.5 héchstens abzéhlbar und damit eine Borelmenge. Elementares Nachrechnen
zeigt, dass durch

Upp(A) = ps(ANDM) und  prse(A) == ps(A\ M), A e B(R) (4.2)
zwei Borelmafle auf R festgelegt werden. Fiir jedes A € B(R) gilt
#(A) = prac(B) + ps(A) = prac(D) + ps (AN M) U (AN M) = pac(A) + pipp(A) + prse(A).

Offenbar ist ji,, ein reines PunktmafB. Wegen pis.({z}) = 0 fiir z € R und wegen psc < ps L A
ist pse singuldr und stetig. Aus der Kunstruktion der MafBe ist klar, dass p,, L psc. Wegen
Hac L fts = pipp + e folgt, dass pige, tpp und pis jeweils paarweise singulér zueinander sind.

Wir erhalten somit eine weitere Version des Zerlegungssatzes von Lebesgue:

Korollar 4.1.4 (Lebesgue-Zerlegung fiir Borelmafie auf R). Sei u ein Borelmaf auf R, dann
existieren ein absolut stetiges Borelmaf piqc, ein singuldres und stetiges Borelmaf ps. sowie ein
Borelmaf$ iy, welches ein reines Punktmaf ist, sodass

1= Hac + Hpp + Hsc- (4.3)

Die Mafe fige, ppp und pise sind durch die geforderten Eigenschaften und Gleichung (4.3) ein-
deutig bestimmt und es gilt

Hac L ppp L pise L flac-
Beweis. Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Ist

M:Vac+ypp+ysc

eine weitere Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften, dann hat v, einen abzéhlbaren
Tréager. Als Summe zweier singuldrer MaBe ist vy := v, + v singulér. Die Eindeutigkeitsaussage
in Satz 4.1.2 liefert pge = v4e und ps = vs.

Da vy, ein reines Punktmaf ist, stellt die abzahlbare Menge M’ := {x € R: v,,({z}) > 0} einen
Tréger von v, dar. Insbesondere gilt v,,(A) = vp, (AN M’) fiir jede Borelmenge A. Wegen der
Stetigkeit von v4. und v, folgt fir z € R

vpp({z}) = vpp({2}) + vac({2}) + vsc({z}) = p({z}).
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Insbesondere gilt M’ = M, wobei M wie in (4.1) definiert ist.
Da die stetigen Mafie v4. und v, auf der abzidhlbaren Menge M’ = M verschwinden, erhalten
wir fiir A € B(R)

tpp(A) = p(ANM) = V(AN M) 4+ vpp(ANM) + vse (AN M) = vpp (AN M) = vpp(A).
Fiir beschrianktes A € B(R) gilt
Vse(A) = V5(A) = vpp(A) = ps(A) = ppp(A) = pse(A).

Da jede Borelmenge als abzéahlbare Vereinigung disjunkter, beschrinkter Borelmengen dargestellt
werden kann, schlieflen wir mit der o-Additivitdt von vy, und pse, dass vs und v auf B(R)
ibereinstimmen. O

Bemerkung 4.1.5.

(i) Fir Borelmafle pq, pe, s auf R, wobei ug absolut stetig, po reines Punktmafl und ps
singular und stetig ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Lebesgue-Zerlegung von u = p1 +
Ho + ps, dass die drei Mafle paarweise singuldr zueinander sind.

(ii) Fir ein Borelmafl u ist auch v := p + A ein Borelmafl. Demnach kénnen beide Mafle
Lebesgue-zerlegt werden und es gilt

Vac = fac + Ay Vpp = flpp  und  Vse = pse.

Nach Korollar 4.1.4 existieren paarweise disjunkte Triager S, von v, fir 7 € {ac, pp, sc}.
Da v, reines Punktma$ ist, kann S}, als abzéhlbar angenommen werden. Wegen A(S¢,) <
Vac(SS,) = 0 ist Ssc € S§, eine Lebesguenullmenge. Die Mengen S, sind offenbar auch
Tréger der Mafle p,.

Es gibt also stets paarweise disjunkte Trager S, der Komponenten .-, sodass

A(S5.) =0, [Sppl <NXg und  A(Ss) =0.
Lemma 4.1.6. Es seien y und v zwei Borelmafe auf R mit p < v. Ist v absolut stetig, singuldir,

reines Punktspektrum bzw. singuldr und stetig, dann hat auch p die entsprechende Eigenschaft.

Beweis. Falls v absolut stetig ist, dann gilt fiir jede A-Nullmenge A

d.h. p ist absolut stetig.

Ist v singuldr, dann gibt es eine A—Nullmenge N mit u(N¢) < v(N¢) = 0. Damit ist auch p
singular. Ist v zusétzlich stetig, dann gilt, weil fiir jedes z € R

p({z}) <v({z}) =0,
dass auch p stetig ist.

Ist v ein reines Punktmafl, dann gilt fir die Menge D := {z € R: v({z}) > 0}, dass u(D°) <
v(D°) = 0. Somit lebt p nur auf der héchstens abzédhlbaren Menge D. Infolge ist p ein reines
Punktmaf. O

Bemerkung 4.1.7. Ist A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum # mit Spektral-
maf} F, dann folgt mit Fakta 2.4.4, dass Fy 4 fiir jedes ¢ € H ein endliches Borelmaf ist. Man
kann Fy 4 demnach Lebesgue-zerlegen.
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Satz 4.1.8. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H mit Spektralmafi E, dann sind

Hoe :={p e H:Ey 4 <A},
Hs:={peH:Epp LA},

Hpp :={¢p € H : Ey 4 ist reines Punktmaf},
Hoe :={¢p € H : Ey o ist singuldr und stetig},

abgeschlossene Teilrdume von H und es gilt
H=Hac®Hs = Hac ® Hpp ® Hse-

Ist ¢ € H dementsprechend zerlegt in ¢ = ¢ac + Gpp + Gse, dann ist die Lebesgue-Zerlegung von
Ey 4 gegeben durch

E¢7¢ = E¢acv¢ac + E¢pp7¢pp + Ed)scvd)sc'

Beweis. Wir verwenden die Notation pg := Fy 4. Ist ¢ € H und ¢ € C, dann gilt fiir jedes
A € B(R)
pep(A) = (B(A)eo, cg) = || ps(A).

Es folgt, dass mit ¢ € H, auch c¢p € H, fir 7 € {ac, s, pp, sc}.
Fiir ¢1, ¢2 € H folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

fgi+6:(A) = (E(A)(d1 + d2), 01+ ¢2) < p1g, (A) + p1g, (D) + 2 [(E(A)d1, ¢2)
< gy (B) + 1y (D) + 24/ g, (D) g, (A) < 2 (g, (A) + prg, (B))
Mit Lemma 4.1.6 folgt, dass H, fir 7 € {ac, s, pp, sc} ein linearer Teilraum ist.
Wir zeigen die Gleichungen
H=Hae D Hs, (4.4)
Hs = Hpp © Hse- (4.5)

Sei dazu ¢ € Hqe und ¢ € H,. Dann gibt es eine A—Nullmenge N, sodass i, (N¢) = 0. Wegen

4] = g (R) = (E(N)y, ¥) = || E(N)?

schliefen wir ¢ € ran E(N) und damit ¢ = E(N ).
Da g absolut stetig ist, erhalten wir

(0, 9) = [(E(N)Y, 9)| = [(¢, E(N)@)| < [l / 1o(N) = 0,

d.h. Hee L Hs.
Die Inklusion O in (4.4) ist trivial. Fiir ¢ € H besitzt u = py eine Lebesgue-Zerlegung p =
tac + pis. Da g singulér ist, gibt es eine A—Nullmenge N mit ps(N¢) = 0. Wir zerlegen ¢ gemafl

¢ =ER)p=E(N)¢+ E(N)p =: Pac + ¢s.
Wegen pig, (A) = pg(ANN) gilt ¢5 € Hy. Flir A € B(R) mit A(A) = 0 gilt
fg,.(A) = (E(ANN),¢) = p(ANN) < prac(A) + ps(N°) =0,
d.h. ¢gc € Hae.

Im Falle ¢ € H,, und ¢ € H,. gibt es eine hochstens abzéhlbare Menge D, sodass pg(D€) = 0.
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Wegen der Stetigkeit von fuy gilt (D) = 0. Man argumentiert wie oben, um E(D)¢ = ¢ zu
erhalten. Wegen

(¢, 9) = [(E(D)Y, )| <[]l \/ (D) = 0

gilt Hypp L Hse.

Da H, ein linearer Teilraum ist, der #H,, und H,. enthélt, gilt die Inklusion 2O in (4.5). Fiir
¢ € H, sei die Lebesgue-Zerlegung von p = g4 durch Ly = Hpp + fhsc gegeben. Es existiert eine
hochstens abzéhlbare Teilmenge D mit fip,(D¢) = 0. Wir zerlegen ¢ gemafl

¢ = ER)¢ = E(D)¢ + E(D)p =: dpp + Psc-

Das BorelmaB pi¢,, lebt dann nur auf der Menge D, ist also ein reines Punktmaf. Das bedeutet
Opp € Hpp. Flir z € R gilt dann

po,.({x}) = p ({2} N D) < psc({x}) + ppp(D°) =0,
d.h. ¢sc € Hse.

Aus der Gleichung H = Hq. @ Hs folgt Hs = Hjc, was die Abgeschlossenheit von H, impliziert.
Fir Hee, Hpp und H,e argumentiert man analog. O

Lemma 4.1.9. Sei A < H? selbstadjungiert und H = H, ® Ho eine orthogonale Zerlegung von
H.

(i) Sind A; < H?, i = 1,2 selbstadjungiert, sodass A= Ay ® As, dann gilt
R(A\) = Ri(\) @ Ra(N\), Ae C\R und o(A) =0(A1)Uoc(Ag), (4.6)

wobei R die Resolvente von A und R; die Resolventen von A; bezeichnet. Ist E das Spek-
tralmaf von A, dann ist das Spektralmafi von A; durch Ei(.) = E(.)[4, gegeben.

(it) Gelten fir ein A € C\ R die Inklusion R(\)H; C H; firi= 1,2, dann folgt
A=A, ¢ A, (4.7)

wobei A; := ANHZ.

Beweis.

ad (i) Aus A; C A folgt R;(A) € R(\) und damit die Inklusion D in (4.6). Da die A; selbst-
adjungiert sind, stellen R;(\) auf ganz H; definierte Operatoren dar. Der Operator R(\)
umfasst also den auf ganz H definierten Operator R;(\)@® Rz (A). Damit stimmen die beiden
Operatoren iiberein.

Wegen R(A) = Ri(\) @ Ra(M) gilt R(A) € B(H) genau dann, wenn R;(\) € B(H) fiir
i=1,2, d.h. p(A) = p(A1) N p(Az). Komplementbildung gibt o(A) = 0(A;1) Uo(Asz).

Es bezeichne P; € B(H) die orthogonale Projektion auf #H;. Wir definieren die Abbildung
F(A) = (El X EQ)(A) = El(A)Pl + EQ(A)PQ fir A € B(]Roo) Offenbar gllt F(A) €
B(H) fir jedes solche A und F() = 0. Wegen E;(Ro) = I3, stimmt F(Ro) mit dem
Identitatsoperator iiberein.

'Da p singulir ist, ist der absolut stetige Anteil trivial.
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ad (ii)

Fir f,g € H gilt mit f; = P,f und g; = P, f wegen ran E;(A) C H;

(F(A) f.9) = (f, F(A)g) = (f, Ex(A)g1) + (f, E2(A)g2)
= (E1(A)f1,91) + (E2(A) f2,92) = (E1(A) f1,9) + (E2(A) f2,9) = (F(A) f, 9)
und wegen B (AYH; C Hi
F(A)?f = Ev(A)? fr + E2(A)* fo = E1(A) fr + E2(A) fa = F(A)f,
d.h. die Operatoren F(A) sind orthogonale Projektionen.
Fir A, T € B(Rso) gilt

F(A)F(Y)f = E1(A)EL(Y) f1 + Ex(A)Ex(T) fo
— E(ANT)f + E2(ANT)fo = F(ANT)S.

Ist {A,},cy eine Folge paarweiser disjunkter Mengen aus B(Ry), dann erhalten wir

F(U An>f—E1<U An>f1+E2<U An>f2

neN neN neN

=Y Ei(An)fi+ Y Ea(An)fa= ) F(An)f.

neN neN neN

F ist damit ein Spektralma$ fiir (R, B(Rs ), H) und leiset fiir A € C\ R wegen Fy 4(A) =
(E1(A)f1,91) + (E2(A) f2, 92) und wegen R;(A)f; € H;

(1

R

fﬂ) :/5 dFy 4(t) = (R1(N)f1,91) + (R2(X) f2, 92)

R
= (Ri(AN)f1,9) + (R2(N) f2,9) = (RN f, 9) -

Mit Satz 2.4.17 erhélt man F' = E. Aus E;(.) = F(.)[y, = E(.)[4, ergibt sich die letzte
Behauptung in (i).

Die Inklusion D in (4.7) ist trivial. Sei also (f;g9) € A. Dann ist (¢ — Af; f) € R(M).
Voraussetzungsgemaf gilt h; := R(\)(g; — \fi) € Hi. Wegen hy + ho = R(A\)(g— \f) = f
koénnen wir auf h; = f; schlieflen, d.h. (g; — Afy; fi) € R(\). Dies ist dquivalent zu (f;, g;) €
A. Damit erhalten wir (f;, g;) € A; = AN H? und infolge gilt A C A; @ As.

O

Ist A < H? eine selbstadjungierte Relation, so kann man zunichst A., abspalten (vgl. Satz
2.4.11):

A=Ay ® A

Dabei ist A, ein selbstadjungierter Operator auf H,, := (mul A)*. Die Konstruktion aus Satz
4.1.8 ist somit innerhalb von H,, anwendbar. Insgesamt erhélt man dann die Zerlegung

H=Hop ® Hoo = Hae ®Hs ® Hoo = Hae ® Hpp & Hae D Hoo,

Definition 4.1.10. Wir nennen H,., Hs, Hpp und H,. den absolut stetigen, singuldren, diskreten
und singuldr stetigen Teilraum von H beziiglich A.

Satz 4.1.11. Sei A < H? selbstadjungiert. Es bezeichne H, fiir T € {ac, s, pp,sc} die entspre-
chenden Teilrdume von H bzgl. A. Weiters seien vier Relationen durch A, := ANHZ2 definiert.
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Dann gilt:

(Z) A:Aac@As@Aw:AacegApp@Asc@Aoo.

(ii) A, ist selbstadjungierter Operator auf H. fir T € {ac, s, pp, sc}.

(iii) Fir T € {ac, s, pp, sc} erfillen die Spektralmafe F. von A,

F, = Ely..

Insbesondere ist A — (Fr(A)p, @) fir jedes ¢ € H, absolut stetig, wenn T = ac, singuldr,
wenn T = s, reines Punktmafs, wenn T = pp bzw. singuldr und stetig, wenn T = sc.

Beweis.

ad (i), (ii)

ad (iii)

Wegen A = A,, ® Ay kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A ein Operator ist. Fiir die
erste Gleichung reicht es nach Lemma 4.1.9 (ii) zu zeigen, dass fiir A € C\R und 7 € {ac, s}
die Inklusion
RMNH, CH,
gilt, wobei R die Resolvente von A bezeichnet. Fiir ¢ € H., definieren wir ¢ := R(X)¢. Weil
t+— 71 beschréinkt ist, erhalten wir fiir A € B(R)
6] = [ dBastt)

1 1

—— dE(t —— dE(t

[ 0| l/t_A (v
R R

Die Beschrénktheit des Integranden lasst uns auf Fy , < Ey 4 schliefen. Fir 7 = ac folgt

aus By g < Ey ¢ < X sofort ¢ € Hee.

Eyp(A) = (E(A)

Fir 7 = s gibt es eine Menge S € B(R), sodass A\(S) = Ey 4(S°) = 0. Wegen Ey, , < E¢ ¢
schlieBen wir £y ,, = 0. Damit ist Ey , singuldr und infolge ¢ € H.

Dass Ayc und A selbstadjungierte Operatoren sind folgt aus Lemma 2.4.12. Fiir die zweite
Gleichung argumentiert man ganz dhnlich innerhalb von .

Nach Lemma 4.1.9 ist das Spektralmaf8 E™ von A, durch E(.)[4  gegeben. Offenbar hat
fiir ¢ € H, das BorelmaB A — E7 ((A) = Ey »(A) die entsprechende Eigenschaft.

O

Definition 4.1.12. Ist A < H? selbstadjungiert, dann heifilen die in Satz 4.1.11 definierten
Operatoren A., T € {ac, s, pp, sc} der absolut stetige, der singuldre, der diskrete und der singuldr
stetige Anteil von A.

Definition 4.1.13. Sind Ag, As, App und A, der absolut stetige, singulére, diskrete und sin-
guldr stetige Anteil einer selbstadjungierten Relation A, dann definieren wir durch

UCLC(A) = U(Aac)7
os(A) = {U(As)7 falls A Operator ist,
’ . o(As) U{oo}, sonst,
opp(A) 1= {J(App)v falls A Operator ist,
i " | o(App) U{cc}, sonst,

osc(A) := o(Ase)

das absolut stetige, das singuldre, das diskrete und das singuldr stetige Spektrum von A.
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Korollar 4.1.14. Fir eine selbstadjungierte Relation A gilt

0(A) = 04c(A) Uds(A) = 04c(A) Uopp(A) Uog(A) (4.8)

Beweis. Mehrfache Anwendung von Lemma 4.1.9 (i) auf A = A,c ® App ® Ase ® Ao liefert
R()\) = Rac()\) @ RPP()‘) @ RSC()‘) D Roo()‘)v A€ (Cocn

wobei R die Resolvente von A und R, die Resolventen von A, in #H, fir 7 € {ac, pp, sc,o0}
bezeichnen.
Da R (M) fiir A € C mit der Nullabbildung in H, {ibereinstimmt, folgt

Aep(A) &  R(A) =Rac(N) @ Ryp(N) @ Ree @ Ro € B(H)
< R\ €B(H,), T€{ac,pp,sc} &  Xe€p(A;), T € {ac,pp, sc}.

Weiters gilt

0eEpA) & A=A,DA,PA DA € B(H)
& A eB(H,), T € {ac,pp, sc} und mul A = {0}
& oo € p(Ar), T €{ac,pp, sc} und mul A = {0}.

Wegen
0o & opp(4) & o0 € p(Apy) und mul A= {0}

liefert Komplementbildung Gleichung o(A) = 04c(A4) U opp(A) Uosc(A).
Wegen A; = Ap, ® A, gilt nach Lemma 4.1.9
0(As) = 0(App) Uo(Asc).

Damit folgt die Gleichung o4(A) = 0pp(A) U 0s.(A) sowohl falls A Operator ist, als auch falls
mul A nicht trivial ist. O

Die Mengen o sind invariant unter unitdrer Transformation:

SatzA 4.1.15. Seien T < H? und T § H? zwei lineare Relatignen, sodass eine unitare Abbildung
U:H — H existiert mit TU = U~'T. Dann gilt o(T) = o(T).

Beweis. Wegen

A

oepT) & TeBH) < T=U'TUecBH) < ocpl)

A

gilt oo € o(T") genau dann, wenn oo € (7).

Fir A € C gilt

(f;g)éﬁ’(k)=[fl—k}_l & (g;f)E{fl—/\} & (gf+r)eA=UTAU
s (Ugf4+X)eU A & UgUf+NUg) €A
s...e (UfiUg)e R\ =[A- )"

Das bedeutet R(\) = U~'R(A\)U. Da U unitér ist, gilt R(\) € B(H) genau dann, wenn R()\) €
B(H). O
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Proposition 4.1.16. ASeien A< H2 und A < 7:[? selbstadungierte Relationen, sodass eine
unitdre Abbildung U : H — H existiert mit AU = UA. Dann gilt

or(A) = 0, (A), fiir € {ac, s, pp, sc}.

Beweis. Es beAzeiChnAe E bzw. E das Spektralmafl von A bzw. A. Fir 7 € {ac, pp, sc} seien
Hr <H und H, < H die entsprechenden Teilrdume beziiglich A und A. Nach Lemma 3.4.11 gilt
dann EU = UE. Welil fiir ¢ € H und A € B(R)

Bos(D) = (E(A)6,0) = (U E(A)US,9) = (B(A)U6,Ue) = Eugus(D),

gilt ¢ € H, genau dann, wenn U¢p € H,. Demnach ist W := U 7. eine unitdre Abbildung

zwischen H, und ..
Nach Satz 4.1.15 reicht es nun zu zeigen, dass A, W = W A, . Diese Gleichheit folgt direkt aus
den Identitdten

UTTAU=A, A, =AnH? und A, =An#H?

sowie der Definition von W. O

Im vorangehenden Kapitel haben wir gezeigt, dass fiir symmetrisches, minimales S mit Defektin-
dizes (1,1) jedes A € €(S) unitér dhnlich zu dem Multiplikationsoperator M; auf L?(du) (bzw.
einer Relation mit eindimensionalem Multi-Valued-Part, die M; enthélt) ist, wobei p ein gewisses
Borelmafl auf R darstellt. Gemeinsam mit Proposition 4.1.16 legt diese Tatsache nahe, solche
Multiplikationsoperatoren im Hinblick auf die spektralen Komponenten ndher zu untersuchen.

Dazu definieren wir zunéchst einen Begriff, der in gewissem Sinn die Minimalitét eines Trégers
adressiert.

Definition 4.1.17. Fiir ein Borel-Maf3 ;¢ auf R heifit die Menge
SPP(y) ;= {x € R: pu(O) >0 fiir jede offene Umgebung O von x}

topologischer Trdger von .

Satz 4.1.18. Sei p ein Borelmaf§ auf R und S*P := S%P(u) der topologische Triger von p.
Dann ist St°P der kleinste abgeschlossene Triger von u.

Beweis. Wir zeigen
str = (1 8, (4.9)
Se6

wobei & die Menge aller abgeschlossenen Tréger von p ist. Bezeichne dazu X die rechte Seite
von (4.9). Fiir x ¢ S™P gibt es eine offene Umgebung O von z mit pu(0O) = 0. Damit ist die
abgeschlossene Menge O°¢ Triger von pu; also x ¢ O° D X.

Ist umgekehrt = ¢ X, dann existiert ein abgeschlossenen Triager S von p mit « ¢ S. Weil die
Menge S¢ eine offene Umgebung von z mit u(S¢) = 0 darstellt, gilt z € S'°P. Damit ist (4.9)
gezeigt.

Um zu zeigen, dass S*°P Triger von p ist, bleibt u ((S'°P)¢) = 0 nachzuweisen. Wir erinnern uns,
dass die euklidische Topologie auf R eine abzihlbare Basis B besitzt. Fiir jedes z € (S'°P)¢ kann
eine offene Umgebung O, mit O, NS = () und p(0,) = 0 gewihlt werden. Wir definieren nun
das Mengensystem M C B geméifl

M :={B€B: esgibt ein x € (§'°P)°, sodass z € BC O,}.
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Da jedes B € M in einer passenden p-Nullmenge enthalten ist, gilt u(B) = 0.
Weil (S*°P)¢ offen und B Basis ist, gilt

Stop U B

BeM

also ist (S%°P)¢ als abzihlbare Vereinigung von u-Nullmengen selbst eine pu-Nullmenge. O

Ist 11 ein Borelmafl auf R mit Lebesgue-Zerlegung u = fiae + tpp + e, dann gibt es
paarweise disjunkte S; € B(R), 7 € {ac, pp, sc}, sodass S, Tréger von p, (4.10)

ist.
Wir definieren drei Teilriume von L?(du) durch

L2(dp) = {6 € L*(dp) : [o1s:

L2(dp) 0}7 7 € {ac, pp, sc}. (4.11)

Lemma 4.1.19. Sei p ein Borelmafi auf R, dann hdngen die in (4.11) definierten Rdume
L2(dp), T € {ac, pp, sc} nicht von der Wahl der Mengen S, mit (4.10) ab. Es gilt

L*(dp) = L} (dp) © Ly, (dp) ® L2 (dp). (4.12)
Beweis. Seien X, 7 € {ac,pp, sc} drei weitere Mengen, die den Bedingungen (4.10) geniigen.
Fiir ¢ € L2(du) gilt

=0 < ¢ verschwindet p —fii., 7 #7 & ||¢ls —=0.

Fir 7 # 7' € {ac,pp,sc}, ¢ € L2(du) und ¢ € L2, (du) folgt aus der Definition der beiden
Teilrdume

[ovan=" [ siau=o.
R

STﬁST/

Somit sind die Teilriume L2 (du) paarweise orthogonal.
Die Inklusion D in (4.12) ist klar. Umgekehrt gilt fiir ¢ € L%(dp)
¢ = ¢ls,, + ¢ls,, +¢ls,, p—1Li.
Wegen ¢plg_ € L2(du) fiir 7 € {ac, pp, sc} folgt auch die Inklusion D in (4.12). O

Wir werden im weiteren Verlauf den AbschlieBungsoperator in R, bzgl. der in Bemerkung 2.3.2
beschriebenen Topologie mit clg_ bezeichnen. Man beachte, dass fiir M C R,

cl(M), falls M C R beschrankt,

g (M) =
clg, (M) {CI(M\ {o0}) U {0}, falls co € M oder M unbeschrankt,

gilt, wobei mit cl der AbschlieSungsoperator in R gemeint ist.

Satz 4.1.20. Sei p ein Borelmaf auf R mit Lebesque-Zerlegung (v = pac+ tpp+ hse- 15 bezeichne
A den Multiplikationsoperator auf L?(du), d.h.:

. dom AC L3 (dp) — L2(dp),
{ ¢ — A9,
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wobei dom A :={¢ € L*(dp) : Ap € L*(dp)} und (Ap)(t) = t¢(t). Dann gilt:
(i) 0(A) = clr,, (5"())
(i1) H, = L2(dp) und o, (A) = clg__ (S*P(u,)) fir v € {ac, pp, sc}, wobei H, den entsprechen-
den Teilraum von H beziiglich A bezeichnet.
Beweis.
ad (i) Wir zeigen zunéchst o(A) \ {oo} = S*P(u). Dies ist dquivalent zu
Coo \ 8"P(1) = Coo \ (0(A) \ {o0}). (4.13)

Wir weisen zuerst C in (4.13) nach:
Offenbar gilt Co, \ S™P (1) = {00} U(C\R)U(R\ S*P(u)). Klarerweise ist oo in der rechten
Seite von (4.13) enthalten. Da A ein selbstadjungierter Operator ist, gilt auch C\R C p(A).

Fir A € R\ S™P(u) gibt es ein € > 0, sodass p (A — €, A +¢€)) = 0. Wir stellen fest, dass
fiir 6, € L?(dp)

() e [A=N"" & (4;0)€[A—)

o o) =(—Ne() p—tfi o w()= % j— Eii
Fiir ¢ € L?(dp) definieren wir die messbare Funktion ¢(.) := % Dann gilt
t) |2 t) |2 1 1
ot = [|25) duo = [ |25 a0 < 5 [1or due = 5 1ol
R R\ (A—e,Ate)

d.h. X € p(A).

Wir zeigen nun, dass auch O in (4.13) erfillt ist:
Offenbar gilt Coo \ R C Cop \ S*P (). Wegen Coo \ (0(A4) \ {o0}) = (Coo \R) U (R\ 0(A))
reicht es also

R\ o(A) C Cy \ S

zu zeigen. Sei A € R\ 0(A4) = RN p(A). Angenommen \ € S'°P, dann gilt fiir jedes € > 0,
dass p (A — e, A +€)) > 0. Wegen \ € p(A) gibt es ein C > 0, sodass

1,2
l[A=N""g|" < Cliell* ¢ € L*(dn).
Insbesondere gilt dies also fiir die Funktion ¢, := 1(y_¢ x4). Wir schliefien

1 1 _ 2
:2/1(()\—63/\7%)) < / m du(t) = |[IA = A" 1o
(A—€,A+e€)

<Coel® =Cu((A—e, A +¢)).
Division durch u ((A — €, A + €)) > 0 liefert nun den Widerspruch

1
— < C fiiralle e > 0.
€
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Nach Satz 3.4.7 ist das Spektralmafl von A durch

f B(R) — B(L*(dp)),
E{ A = (g 1ad)],

gegeben. Also gilt Ey 4(A) = [ 16> dp fir ¢ € L2(dp) und A € B(R). Damit erhalten
wir fiir S € B(R)

S ist Triiger von < ||E(S9)¢|* = Ey4(8°) =0 VYoe L*(dy) <« E(S°)=0.

Damit ist S*P(u) als kleinster, abgeschlossener Tréiger von p genau dann beschrinkt, wenn
E auf S%P(u) lebt. Da ein selbstadjungierter Operator genau dann beschrinkt ist, wenn
sein Spektralmafl auf einer beschrinkten Menge lebt, erhalten wir

A ist beschrinkt < S™P(u) ist beschrinkt.
Da S%P(u) C R und da A Operator ist, beschliefit

0o € clr_ (S*P(n)) < S'P(u) ist unbeschréinkt
& Aist unbeschrinkt << oo € o(A)

den Beweis.

Es seien die Mengen S;, 7 € {ac, pp, sc} wie in (4.10) gewihlt. Nach Bemerkung 4.1.5 (ii)
kénnen wir zudem annehmen, dass

AMSS) =0, A(Ss)=0 und [S,,| < No.

Fir ¢ € Hae ist A = Eyo(A) = [, 16> dp absolut stetig. Wegen A(S¢.) = 0 gilt
Jse ¢|2 dp = 0. Also verschwindet ¢ aufierhalb von S,. p-f.i., d.h. ¢ € L2 (dp).

Fiir ¢ € L2 (du) verschwindet ¢ auBerhalb von S, p-f.ii. Damit gilt mit ps == fipp + fse
und Sy := Sy, U S, fiir jede Lebesgue-Nullmenge A € B(R)

E4(A) :/chIQ du:/|¢l2 dptac + / 61 dps < / 6 du=0;  (4.14)
A A

ANS, A\Sac
| —
=0

d.h. Fy 4 < A, und damit erhalten wir ¢ € Hqe.

Fiir ¢ € H,, gibt es eine abzihlbare Menge D, sodass Ey 4(D) = [p. 6> du = 0. Mit
fhe i= fae + pse folgt nun

[ au= [ 1o du< / 6 dpe + / (6% dpigy = 0,
S NSpp
Se, Sc,ND D rp
dh. ¢ € L2, (dp).
Umgekehrt gilt fiir ¢ € Lf,p(d,u)
Ey (D) = / 62 dp = / 6 du, A € B(R),
A ANS,,

und wir erkennen, dass die abzidhlbare Menge S, Trager von Ey 4 ist, d.h. Ey 4 ist reines
Punktmaf.



Fiir ¢ € Hse ist Ey ¢ singuldr und stetig. Insbesondere gibt es eine Lebesgue-Nullmenge
N € B(R), sodass Ey4 4(N¢) = 0. Wegen der Abzéhlbarkeit von Sy, und der Stetigkeit von
Ey 4 erhalten wir

J1ol du= [ 168 dp< [168 dpuct [167 dp [ 168 dpc =0
S.SC‘C N Spp

Se.NN 5¢.NSse
s :
=0 <E¢,4(Spp)=0 =0

Wir schlielen ¢ € L2 (du).
Jedes ¢ € L2,(dp) verschwindet aufierhalb der Lebesgue-Nullmenge S, p-f.ii. Da dann fiir
jedes x € R

2
Eoo{e) = [ 16F du=0
{=z}
gilt, ist Ey 4 stetig. Dass Ey , singulér ist, folgt aus A(SS.) = 0 gemeinsam mit

[ 1o dus [ 1o du=o.
SGC S;:c

Fiir 7 € {ac, pp, sc} ist die Abbildung U, definiert durch

U.{ Li(dp) — L*(dps),
e =9,

wohldefinert, da zwei Funktionen ¢1, ¢ die p-f.{. iibereinstimmen auch p..-f.ii. ibereinstimmen.
Man tuberlegt sich leicht, dass

{L?(dm S L2(dw),
(b = 9{)]]-5'77

invers zu U ist. Damit ist U bijektiv. Weil fiir ¢,v € L2(dpu)

(6020 = [ 60 du= [ 60 du= [ 65 du = (U6.00)12,,,
Sr

gilt, ist U unitér.
Es bezeichne A den Multiplikationsoperator auf L?(du,) (siehe (3.29)). Aus Satz 3.4.7 folgt,
dass das Spektralmafl £ von A

Bos(®) = [ 167 dur, 6 € dpr), A€ BR)
A

erfiillt. Nach Satz 4.1.11 ist das Spektralmafl von A, = A[;, durch F':= E[Lg(du) gegeben.
Damit gilt fiir jedes A € B(R) und fiir jedes ¢ € L2 (du)

(F(A)g, 6) = (E(A), ¢) = By y(A) = / 62 du
A

= [ 1o du= [ 1of” d
A

ANS,
= Busue(d) = (U EU,0).
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Anwendung der Polarformel gibt UE(.) = E(.)U, was nach Lemma 3.4.11 zu UA, = AU
aquivalent ist. Mit Satz 4.1.15 und Teil (i) erhdlt man

0. (A) = 0(A;) = o(A) = clg_, (S (1)) -

O

Bemerkung 4.1.21. Man kann die Konstruktion des letzten Satzes genauso auf die Lebesgue-
Zerlegung 11 = fiqc + pts anwenden und erhélt fiir den Multiplikationsoperator A auf L?(dpu)

as(A) = 8" (s).

4.2 Der Satz von De la Vallée Poussin

Das auf De la Vallée Poussin zuriickgehende Resultat, das in diesem Abschnitt bewiesen wird,
zeigt, dass man aus der Ableitung der Verteilungsfunktion eines Borelmafles p1 paarweise disjunkte
Trager der Komponenten ., 7 € {ac, pp, sc} gewinnen kann.
Wir erinnern zunéchst an einige Ergebnisse aus der Mafitheorie iiber Lebesgue-Stieltjes-Mafe.
Fiir Details dazu sei auf [Kus14, Kapitel 6 und 12] verwiesen.

Definition 4.2.1. Sei p ein Borelmafl auf R, dann heifit eine Funktion F': R — R Verteilungs-

funktion von p, falls
w((a,b]) = F(b) — F(a) fir allea <b

gilt.
Fakta 4.2.2. Sei p ein Borelmafl auf R und F' eine Verteilungsfunktion von .

(i) Die Funktion
L nla), 2=
Fule) {u«x,m), v <0,

ist eine Verteilungsfunktion von u. Ist G eine weitere Verteilungsfunktion von u, dann
unterscheiden sich F' und G nur um eine additive Konstante, d.h. F' — G = const.

(ii) F' ist monoton wachsend und rechtsstetig. Umgekehrt induziert jede monoton wachsende,
rechtsstetige Funktion G : R — R nach dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz fiir Mafle
ein eindeutiges Borelmafl ¢ auf R, welches

o ((a,b])) = G(b) — G(a) firallea<bd
leistet. Man nennt o das von G induzierte Lebesgue-Stieltjes-Maj.

(iii) Ist p reines Punktmaf, dann ist F' lokal konstant auBlerhalb einer abzéhlbaren Menge D.
Dabei kann D := {z € R: u({z}) > 0} gewahlt werden.
Das Maf§ i ist genau dann stetig, wenn die Verteilungsfunktion F' stetig ist.

(iv) F ist A-f.i. differenzierbar und es gilt

F = dc‘;;C A — fii,

wobei mit dg;\” die Radon-Nikodym-Dichte von p4. bzgl. A gemeint ist. Insbesondere ist p

genau dann singulédr, wenn F/ = 0 A—{.ii.
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Satz 4.2.3 (Partielle Integration fiir Lebesgue-Stieltjes-Integrale). Seien F und G Verteilungs-
funktionen von Borelmaflen u und o, dann gilt fir alle a < b

/ F(t) da(t):FGZ— / G(t™) dp(t).

(a’7b] (a,b]

Beweis. Siehe [Kalll, Lemma 16.5.9]. O

Definition 4.2.4. Sei f : [a,b] — R stetig und = € (a,b), dann heiBt = unsichtbar von links
(bzw. rechts) bzgl. f, wenn es ein y € [a,z) (bzw. (z,b]) gibt, sodass f(y) > f(z).

Satz 4.2.5 (Riesz’s Satz von der aufgehenden Sonne). Sei f : [a,b] — R stetig und es bezeichne
Uf_ bzw. U;r die Menge der von links bzw. von rechts unsichtbaren Punkte bzgl. f. Dann ist Uf_

bzw. U]T darstellbar als abzihlbare, disjunkte Vereinigung von offenen Intervallen (ay,b,) und es
gilt
flan) > f(bn) bzw. f(an) < f(bn) fir allen € N.

Beweis. Siehe [Kusl4, Satz 12.22]. O

Bemerkung 4.2.6. Eine monotone Funktion auf einem Intervall I hat hochstens abzéhlbar viele
Unstetigkeitsstellen. An den Unstetigkeitsstellen existieren stets sowohl der links- als auch der
rechtsseitige Grenzwert der Funktion (siehe [Kusl4, Lemma 12.5]).

Um den bereits angekiindigten Satz von De la Vallée Poussin beweisen kénnen, benétigen wir
noch einige Hilfsresultate. Wir gehen dazu dhnlich vor wie in [Fau03].

Lemma 4.2.7. Sei O C R offen und ¢ > 0. Dann gilt:

(i) O ldsst sich darstellen als abzdhlbare Vereinigung von paarweise disjunkten, offenen Inter-
vallen.

(i) O lasst sich darstellen als abzihlbare Vereinigung von paarweise disjunkten Intervallen,
deren Ldinge kleiner € ist.

Es sei an dieser Stelle an die Definition des dufleren Mafles erinnert: Ist p ein Borelmaf auf R,
dann heifit die Abbildung

PR) — [0,400],
H {A — inf{zu(An):Ag U A,, AneB(R)},

neN neN

das von p induzierte dufiere Mafl. Man nennt eine Menge A C R, die nicht notwendigerweise
messbar ist, eine p-Nullmenge, wenn p*(A4) = 0.

Fakta 4.2.8. Das duflere Mafl u* eines Borelmafles yu erfiillt

=
*
2
A
=
*
5
=
&
N
N
™
o
=}
o,

An> < > p*(A,) fiir jede Folge {A, }nen C P(R).

neN
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Fir F: R — R und z € R werden wir im Weiteren folgende Schreibweise verwenden:

O F () := liminf M, O'F(x) := lim sup My
O vz Ty

0, F(x) := lim inf M, 9" F(z) := limsup Fz) - Fly)
Y Ty YN r—y

Ist F' monoton, dann sind die Funktionen 0;F, 9'F, 0, F und 0" F messbar (vgl. [Kus14, Lemma
12.20)).

Proposition 4.2.9. Sei o ein Borelmafl auf R mit Verteilungsfunktion F und E C R eine
A—Nullmenge mit
F'(z) < +co fiir allex € E.

Dann ist E eine p— Nullmenge.

Beweis. Da die Menge E darstellbar ist als

E=|J{ze€EN[-N,N]: F'(z) <N},
NeN

konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass E beschrinkt ist und u'(x) < C fiir ein C > 0 erfiillt.

Sei € > 0. Wir definieren fir n € N die Mengen

1
E, = {x eE: ul)<(C+1)A) fir alle Intervalle I = (o, 8] mit x € I und A(I) < }
n

Fir x € E gibt es ein 6 > 0, sodass

F(x)-F
M<C+l fir alle y € (x — 6,z +9).
r—y

Damit gilt fir n > } und ein Intervall I = (o, 8] mit = € I und A(J) <

p(I) = pl(a, z]) + p((z, f]) = F(z) — Fa) + F(B) = F(z) < (C+ DA).

Also erhalten wir £ = |J E,.
neN
Wir halten n € N fest. Da E,, C F eine Nullmenge ist und da A regulér ist, gibt es eine offene

Menge G mit E,, C G und A(G) < €27". Nach Lemma 4.2.7 lésst sich G darstellen als disjunkte
Vereinigung abzahlbar vieler, offener Intervalle (o, 5;), j € N. Da das Intervall (o, §;] fiir jedes
j als disjunkte Vereinigung von héchstens abzihlbar vielen, halboffenen 2 Intervallen darstell-
bar ist, deren Lénge kleiner % ist, schlieflen wir, dass es eine Folge von paarweise disjunkten,
halboffenen Intervallen {Ij}, .y gibt, sodass

: 1
E,CGnC|JIr=GoUD und A1) < — Vk €N,
n
keN

wobei D := {fB;: j € N} abzahlbar ist. Mit J := {keN: I; N E, # 0} gilt dann E,, C

2Mit halboffen sind hier Intervalle der Form (a,b] gemeint.
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U Ix € G, UD. Wir erhalten
keJg

P E) <> () < (C+1) Y M)

keJ keJg

= (C+1)A (U 1"’) < (C+1) (MGp) + A(D)) < (C+1)2-

keJ

Aufsummieren iiber n gibt

<> (C+1)e.
neN
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
Lemma 4.2.10. Sei F : [a,b] — R streng monoton wachsend und rechtsstetig. Dann ist die
Funktion F(a). F(0)]
F(a), F(b)] — R,
“ { y — nf{z € [a,0]: F(2) > g}, (4.15)

monoton wachsend, stetig und es gilt G(F(x)) = z fir « € [a,b].
Beweis. Wegen der Rechtsstetigkeit von F' gilt G(y) = min{z € [a,b] : F(z) > y}. Es folgt un-
mittelbar G(F(z)) = « fir x € [a, b].
Fir y <y’ € [F(a), F(b)] und z € [a,b] impliziert F(z) > y' > y die Ungleichung G(y') > G(y).
Fiir y € [F(a), F(b)] und € > 0 gibt es zwei Moglichkeiten (vgl. Bemerkung 4.2.6):

1. 3z €a,b]: F(z) =y oder

2. F(z—) <y < F(z) = F(z+).

Im zweiten Fall ist das Intervall I := (F'(x—), F'(z)) eine Umgebung von y. Wegen der Monotonie
von F und G gilt

v = lim & = lim G(F(€)) < G(F(e-)) < G(F(2)) =,

d.h. G ist konstant auf I, damit insbesondere stetig bei y.
Im zweiten Fall ist (F(z — €), F(z + €)) ist eine Umgebung von y, denn wegen der strikten Mo-

notonie von F' gilt
Flx—e€) <y=F(z) < F(z+e).

Anwendung von G ergibt fur ' € (F(z —¢€), F(z +¢€))
Gly)—e=2—e=G(F(z—¢) <GY) <G(Flz+e) =Gy +e
O

Lemma 4.2.11. Sei G : [a,b] - R monoton wachsend und stetig. Fir eine Menge E C (a,b),
sodass fir ein C >0
0'G(z) > C firallex € E

gilt, ist die Ungleichung CA*(E) < X\*(G(FE)) erfillt.

Beweis. Zu € > 0 gibt es nach Definition des dufieren Mafes eine Uberdeckung |J A, D G(FE)
neN
mit {A,}, oy € BR) und > A(An) < A (G(E))+§. Wegen der Regularitét des Lebesguemafes
neN
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gibt es fiir jedes n € N eine offene Menge O,, D A,, mit A(O,,) < A(A4,) + 27"~ L. Damit erfiillt

die offene Menge O := |J O,, 2 G(E)
neN

MO) <3 MO0n) < D MA) + 5 S N(GE) +e

neN neN

Nach Lemma 4.2.7 kann die offene Menge U := G~ (0) N (a, b) als disjunkte Vereinigung offener
Intervalle dargestellt werden, d.h. U = {J (a;, ;).

JEN
Mit g(z) := Cx — G(x) definieren wir die Mengen

U, ={z € (an,by): Jy € (an,z): g(y) >g(x)}, neN.

Nach Satz 4.2.5 besitzt U, eine Darstellung U; = | (aé"), bg»”)) mit g(a§n)) > g(b§~n)) Vj e N.

jeN
Die Ungleichung bedeutet
(n) (n) (n) (n)
C (b —af) < (o) - 6 (o). (4.16)
Dafirze F o o
0'G(z) = limsup Glz) = Gly) < C,
gibt es fiir jedes 0 > 0 ein y € (z — §, z), sodass G(i%f(y) > C und damit

9(y) = Cy — G(y) > Cz — G(x) = g(z).

Damit gilt £ C |J a(n),b(n) .
j,nEN( J J )

Da G stetig und monoton ist, gilt (G(ag-n)), G(bgn)) CG ((agn), b;n))) Da die Intervalle (agn), b;n))
fur j,n € N paarweise disjunkt sind, impliziert die Monotonie von G, dass auch die Intervalle
(G(agn)), G(bgn))) paarweise disjunkt sind. Wegen (agn), bg-n)) C U C G7HO) folgt damit

U (G<a§”)>,G<b§”>>) co. (4.17)

7,nEN

Insgesamt ergibt sich mit (4.16) und (4.17)

ON(E)<C 3 A (agw,bgm) <3 (G(a§">),G(b<“>)) < A(0) < A (G(E)) +e.

J
J,meN j,neN
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Lemma 4.2.12. Sei p ein Borelmaf$ auf R mit streng monoton wachsender Verteilungsfunktion
F. Jede Menge E C R, die nur Stetigkeitspunkte von F enthdlt und \* (F(E)) = 0 erfullt, ist
eine p— Nullmenge.

Beweis. Sei € > 0. Man argumentiert genauso wie am Beginn des Beweises von Lemma 4.2.11,
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um zu zeigen, dass es eine Folge paarweiser disjunkter Intervalle (ay, b, ) gibt, sodass

F(E) C U (an,b,) und Z A((an,by)) < e

neN neN

Wegen der Monotonie von F' sind die Urbilder F~*((ay,b,)) Intervalle oder leer. Fiir

J={neN: F ' ((an b)) #0}

bezeichne o, den linken Endpunkt von F~!((an,by)) fir n € J. Fiir n € J definieren wir die
Intervalle

I F~((an,by)) \ {an}, F ist unstetig bei o,
" F ((an, by)) sonst.

Wegen £ C F~1 < U (an, bn)> = U F*'((an,b,)) und da E keine Unstetigkeiststellen von F'
neN neN

enthélt, erhalten wir, dass {I,, : n € J} eine Uberdeckung von E bildet.

Wir zeigen, dass I, fiir jedes n € J offen ist. Dazu bezeichne av < § den linken und rechten

Endpunkt von I,. Ist F in « unstetig, dann gilt « ¢ I,. Ist F stetig in «, dann gilt wegen

a=inf{{ €R: F(§) > a,} die Gleichung F(a) = a,, und damit folgt « ¢ I,,.

Wegen der Monotonie von F' gilt § = inf {¢ € R: F(§) > b,}. Aus der Rechtsstetigkeit von F'

folgt damit F(8) > b, d.h. 8 ¢ I,.

Fir ¢ <nel, gilt a, < F(§) < F(n) < b, und damit p ((§,n]) < by, — a,. Da I, offen ist gibt es
fiir jedes kompakte K C I,, ein halboffenes Intervall J = (¢, 7], sodass K C J C I,,. Gemeinsam
mit der Tatsache, dass p regulér von innen ist, folgt

w(Iy) <sup{p(K): K C I, kompakt} <sup{u(J): J=(£,1] CL,} <b, — an.

Insgesamt erhalten wir damit
PHE) S D (L) <Y (bn—an) < e
neJ neJ

O

Proposition 4.2.13. Sei p ein Borelmafl auf R mit Verteilungsfunktion F und sei E C R,
sodass
F ist stetig bei x  und F'(x) existiert nicht in [0,+00] fiir alle z € E.

Dann ist E eine u— Nullmenge.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass F' streng monoton wachsend ist. Nach Fakta 4.2.2 (iv)
ist £ eine A—Nullmenge. Fir C' > 0 definieren wir zwei Mengen durch

EL:={xcE:9F(x)<C} und El:={zxcE:d.F(zx)<C}.

Wegen 0 < 0;F(x) < 0'F(z) < +oo und 0 < 9,F(z) < 9"F(x) < +o0o nimmt fir z € E
zumindest eine der beiden Funktionen 9;F und 9, F bei x einen endlichen Wert an. Damit gilt

die Inklusion
E=J Eyu | Ex;
NeN NeN

es reicht somit zu zeigen, dass es sich bei EL und EY, fiir C > 0 um p—Nullmengen handelt. Wir
beweisen nur p*(EL) = 0.
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Sei G definiert wie in (4.15). Fiir x € EL gilt definitionsgemif lim /inf %5(7’) < C, d.h. fir
y  x

jedes € > 0 gibt es ein y € (x — €, ) mit

Fx) - F(y)  Flo)—F
> TSy T G - GEG)

Da F' strikt monoton ist, konnen wir auf

G(F(x))
F(z)

- <G
schlieBen. Mit anderen Worten 0'G(F(z)) > & > 5&. Nach Lemma 4.2.10 erfiillt die Funktion

G gemeinsam mit der Menge F(Elc) und der Konstante % die Voraussetzungen von Lemma
4.2.11 und wir erhalten

5%A*(FKE@Dj§A*<F“1(PKEéD)::A*(Eé)g/V(E):O.

Mit Lemma 4.2.12 kénnen wir nun auf g*(EL) = 0 schliefien.

Fiir allgemeines p und F betrachten wir F(z) := F(x) + = und das von F induzierte Lebesgue-
Stieltjes-MaB fi. Dann erfiillen /i und F die zu Beginn des Beweises getroffenen Voraussetzungen.
Wegen ~ R

F(z) - Fy) _ F(z) - F(y)

= +1, z#y
T—y -y

existiert F”(z) genau dann nicht in [0, +-00], wenn F’(x) nicht in [0, 4-00] existiert. Nach dem
ersten Beweisteil gilt demnach i*(F) = 0.
Fiir € > 0 gibt es 3 eine Folge von offenen Intervallen (ay,b,), sodass

EC J(an,by) wnd > ji((an,bn)) <e

neN neN

Da fiir jedes Intervall (o, 3)

p((a, B)) = F(B) = F(a) < F(B) = F(a) + 8 — a = F(8) - F(a) = i((a, 5)
gilt, folgt u* (F) < 3" p((an,bn)) < Y i((an,bs)) < e. Damit ist E auch in diesem Fall eine
neN

neN
p—Nullmenge. O

Satz 4.2.14 (Satz von De la Vallée Poussin). Sei u ein Borelmafl auf R mit Verteilungsfunktion
F und Lebesgue-Zerlegung [t = flac + Lpp + lse, dann sind die Mengen

SYP.—{xecR: 0< F'(z) < +o0},
SZ‘,;P ={x e R: F ist unstetig bei x}, (4.18)
SVP .—{x € R: F ist stetig bei x und F'(x) = 400},

Borelmengen und Trdger von piac, bpp b2W. fisc.

Beweis. Die Unstetigkeitsstellen monotoner Funktionen sind stets Sprungstellen und die rechts-
bzw. linksseitigen Grenzwerte F(x+) bzw. F(x—) existieren fiir jedes z € R; vgl. Bemerkung

3Man argumentiert wie im Beweis von Lemma 4.2.11 und verwendet Lemma 4.2.7.
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4.2.6. Wegen der Regularitat von p gilt

p({x}) = lim p <(x ey 1}) < lim F (a: + i) _F (x - i) _ Fla+) — F(a—).

n neN

Damit liegt 2 genau dann in Sy F, wenn p({z}) > 0. S} 7 ist demnach der kleinstmégliche Tréiger

von fip,. Als abzéhlbare Menge ist S;;P messbar. Wegen der Messbarkeit von 9, F, 0'F, 9, F und
0" F sind auch

SVP — {x ER: 0< §F(z) =0'F(z) =0, F(x) =9"F(z) < +oo},

SyP =) {z € R: min{9,F(x),0,F(z)} > N}
NeN

Borelmengen.

Nach Bemerkung 4.1.5 (i) gibt es eine Borelmenge N, mit A(N) = ps(N¢) = 0. Da SyF
abzahlbar und . stetig ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass SI‘);,P NN = (). Gemeinsam mit
Fakta 4.2.2 (iv) folgt

Mac(A) = /F/ d\ und MSC(A) = N(A N N)
A

fir jedes A € B(R).

Es bezeichne E, die Menge aller Punkte x € R, fiir die F' bei z stetig ist und F’(x) nicht existiert
in [0, +o0]. Mit Ey :={z € R: F'(x) =0} gilt nun

R=EyUS, " USLPUE USyE.

Da F A—f.ii. differenzierbar ist, sind SY.”", E, und S” Lebesgue-Nullmengen. Also gilt

sc

Hac ((SXCP)C) = pac (Eo) = /F’ dA =0,
Ey

d.h. SYP ist Triger von pia.. Da N Triiger von p,. ist, gilt
il ((SEP)) = e (Sp7) + 1 ((Bo U SEPY AN ) 4 u ()

Dabei verschwindet der erste Summand der rechten Seite, da ps. stetig und da S;;P abzéhlbar ist.
Nach Proposition 4.2.9 bzw. Proposition 4.2.13 ist (Ey U SY.F)N N bzw. Ey eine u—Nullmenge.
Demnach ist SV’ Triiger von fise. O

4.3 Charakterisierung von Tragern durch Randverhalten der
Nevanlinna-Funktion

Ist p ein Borelmaf}, das der Regularitétsbedingung [ Ctlgfl) < 400 geniigt, dann wird durch
(2) +0b +/( ! ! )d(t) € C\R (4.19)
z):=a+bz _—— z .
1 \i—2 ey1) MY
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fir a € R und b > 0 eine Nevanlinna-Funktion definiert; siehe Satz 3.3.14. Das Resultat von de
la Vallee Poussin, Satz 4.2.14, zeigt auf, wie man, ausgehend von Stetigkeits- bzw. Differenzier-
barkeitseigenschaften der Verteilungsfunktion von p, Tréger der einzelnen Komponenten figc, tipp
und g bestimmen kann.

Mit etwas Aufwand werden wir aus dieser Tatsache disjunkte Trager von fige, ftpp Und psc ge-
winnen, die durch das Verhalten von ¢ in der Néhe der reellen Achse charakterisiert sind.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind in der Literatur auch als Fatou-Theoreme bekannt. Wir
orientieren uns an den Ausfithrungen in [Don74, Kapitel 4].

Satz 4.3.1. Sei p ein Borelmafs mit [ féfl < 400 und sei F eine Verteilungsfunktion von .
Die Mengen SYF, 7 € {ac, pp, sc} seien definiert wie in (4.18). Fiir festes a € R und b > 0 ist q

die in (4.19) definierte Nevanlinna-Funktion. Fir die Mengen

SE .= {a: eR: 0< li\I(r(l)%q(a: +i€) < oo} , (4.20)

Sh, = {x eR: ll\r‘% €Sq(x + ie) > O} , (4.21)
L ._ L

Sy = {x eER: ll\I(I(l) Sq(z + i) = oo} \ Spp- (4.22)

gelten die folgenden Aussagen:
(i) Die Definition der Mengen SL ist unabhéingig von der Wahl von a und b.
(ii) Es gelten die Inklusionen

SVP SL

L Sy Csk und SUF CSL;

sc?
insbesondere sind die Mengen St Triger von .. Die Mengen SE sind paarweise disjunkt.

(iii) Die Menge SE \ SV ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis.

ad (i) Fiir festes z € R gilt
, €
R
Also hangen li\I‘I(l) q(z +ie) und li\r‘r(l) q(z + i€) nicht von @ und b ab.

ad (ii) Dass die Mengen S paarweise disjunkt sind, folgt direkt aus deren Definition. Nach Punkt
(i) konnen wir in weiterer Folge die Nevanlinna-Funktion

00 = [ (525 - iy ) du®

betrachten. Da p({z}) genau dann groer 0 ist, wenn F unstetig in x ist, zeigt die Rechnung

Sea(a +i6) = [ G ) =3 [ 100 (0) du(t) =l
R

R

wobei die Vertauschung von Integrations und Grenzwertbildung nach dem Satz von Lebes-
gue mit der bzgl. p integrierbaren Majorante ¢ +— (=nEEsT ) ) gerechtfertigt ist, dass Sﬁp mit
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SI‘,;P zusammenfillt. Demnach sind noch zwei Implikationen zu zeigen:
0< F'(z) <400 = 1i\rf(1) Sg(x + ie) < 400, (4.23)
€

F ist stetig in  und F'(z) = 400 = 1i\rf(1) Sq(z + i€) = +o0. (4.24)
€

Wir definieren fiir festes x € R das Maf$ i als Translation um z von g, d.h.
(D) == (A —z) AeBR),
wobei A —x = {y —xz: y € A}, und die Nevanlinna Funktion ¢ durch
1 t

i) = / o i) = g+ 2),

Da eine Verteilungsfunktion E von fi
F)=F(¢+a)+d, £€R

fiir geeignetes d € R erfiillt, erhalten wir, dass F' in x genau dann differenzierbar ist, wenn
F in 0 diffenzierbar ist. Dabei gilt F'(z) = F'(0). Wegen

li i) = lim g(¢ d 1l je) = lim eq(¢
lim q(z + ie) lim G(ie) un lim eq(z + ie) lim €q(ie)
koénnen wir also 0.B.d.A. = 0 annehmen.

Mit v(e) := [ @iz du(t), € > 0 gilt dann
(7171]

€
12 + €2

Sq(ie) = v(e) + /

R\(—1,1]

du(t).

Da die Familie von Funktionen -+ auf R\ (—1,1] fiir €\, 0 punktweise monoton fallend

ist und gegen 0 konvergiert, folgt mit dem Satz von der beschrinkten Konvergenz

€

lim du(t) = 0.

N0 12 4 €2
R\(—1,1]
Da F die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften in (4.23) und (4.24) an der Stelle
x = 0 genau dann erfiillt, wenn eine Verteilungsfunktion des MaBles A — p (AN (—1,1])
die entsprechende Eigenschaft hat, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass (—1, 1] Triager von
W ist.
Fiir jedes € > 0 gilt

v(e) = / ﬁ du(t) > / ﬁ du(t) > / % du(t) = w —: 0(c).

—€,€] (—e,€]
(4.25)
Die stetige Funktion ¢ — 5>+ ist monoton wachsend auf (—o0,0) und monoton fallend auf

[0, +00). Fiir € > 0 seien ¢! und 0" die Lebesgue-Stieltjes-Mafle mit Verteilungsfunktionen

€ . € 1
Git) == 551 o(t) und GI(t):= (57— — = ) Ljo,1o0)(8)-
t“+e€ t“+¢ €
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Wegen % (tziGQ) = _(t23-€:2)2 gilt fir A € B(R)
2et 2et
HAa)=- / ——— dA(t) und ol (A) = /
Us( ) (t2+62)2 () un 06( ) (

——— dA(t).
Z 1 ay A0
AN(—00,0) AN[0,400)

Partielle Integration (vgl. Satz 4.2.3) liefert

W)= [ i dult) = / ﬁdu(t)— |~

(—1,1] (—1,0] (0,1]

[ Fe

(—1,0] (0,1]

(4.26)

Da ¢! und o7 absolut stetig sind und da sich die Funktionen t + F(t) und t — F(t—)
hochstens auf einer abzédhlbaren Lebesgue-Nullmenge unterscheiden, folgt weiter

v(e) = [1F(0) - H%F(—n + %F(l) - 1F(0)}

€ € 1+
2et
+ / FO) s e / F(t t2+62 d(1) .
(—1,0] (0,1]
=M<<—1,11>1%62+ / F() Gperss N0,

(7171]

Die Substitution 7 = £ liefert

2¢t 2e2T
/ F(t)m dt = / F(ET)WG dr

- (-]
= _/ Fler)——— ( dT+ / F(er) ) dr
/ F(—eT) )dT+</]F€T (722:—1) dr

/967 T,

wobei in die letzte Gleichung die Stetigkeit des Lebesguemafles eingeht.
Mit (1) := 9(67‘)1(1 l)(T) folgt

1,1]) . 4.2

o) =L+ [ e i (428)
(0,00)

Falls 0 € SVF gilt wegen (4.25)

= >
lim Sq(ie) = lim v(e) > lim 6(e) = +oo,

dh. 0 € SE.



Falls F bei 0 differenzierbar ist, gilt

. . Fle) - F(=¢) _
1{1(1)9(6) = 1{1(1] — = F'(0).

Insbesondere ist dann 6 auf (0,¢q) fir ein hinreichend kleines ¢y > 0 beschrankt. Da fiir

€ > €9 die Abschétzung
/1,((—676]) “((_171])
g <
6(c) 2€ - 2¢€0

glltig ist, ist # durch eine Konstante C' beschrinkt. Damit wird auch die Familie {t.}
gleichméBig durch C' beschriankt.

Geschickte Substitution zeigt [

(0,+00)
konstante Funktion F’(0) konvergiert, erhélt man unter Verwendung von Gleichung (4.28)
und dem Satz von Lebesgue

e>0

2+1)2 dr = m. Da 1) fiir € \ 0 punktweise gegen die

liy Sq(ie) = lim o(e) = lim |l(~h,h) 15—+ [ vr ) dr
(050) (4.29)
. 472 ’
(0,00)

ad (iii) Fiir # € (SY.F)° gilt entweder F'(z) = 0 oder F ist bei  nicht differenzierbar. Gleichung
(4.29) angewandt auf ¢ und F' ergibt

. o . . [T _ —/ _ /

ll\g(l) Sq(z + i€) = l{% Sq(ie) = wF'(0) = nF'(z).
Damit besteht SZ \ SV ausschlieBlich aus Punkten, an denen F nicht differenzierbar ist.
Laut Fakta 4.2.2 (iv) stellt SZ \ SYP eine Lebesguenullmenge dar.

O

Als Nebenprodukt des Beweises des letzten Satzes erhalten wir zwei niitzliche Eigenschaften von
Nevanlinna-Funktionen. Das im Beweis von Teil (i) verwendete Argument stammt aus [Tesl4,
Kapitel 3.4].

Satz 4.3.2. Ist q eine Nevanlinna-Funktion, dann gilt:

(i) li\r(]% q(z + ie€) existiert und ist endlich fir fast alle x € R.

(ii) Wenn eine Menge M C R mit \*(M) > 0 und ein ¢ € R existiert, sodass

li\%q(aﬁ +ie)=¢ fir allex € M,
dann ist q trivial, d.h. ¢ = ¢.

Beweis. Im Beweis des letzten Satzes haben wir gesehen, dass li\I‘I(l] Sq(z + i) = nF'(x), falls F

bei z differnezierbar ist. Nach Fakta 4.2.2 (iv) exisiert li{% Sq(x + 1€) fast tiberall.
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Seien a,b und p die Parameter der Integraldarstellung von ¢g. Weil fiir € > 0
Sq(e + i€) = be + / ey ()

gilt, schliefen wir, da der Integrand strikt positiv ist, dass entweder ¢ = a oder Jg(z) > 0 fiir
alle z € C.
Aussage (i) ist fir konstantes ¢ trivial. Im zweiten Fall sind die Abbildungen

z—1/q(z) und z—iy/q(z)

Nevanlinna-Funktionen. Dann existieren die Grenzwerte

. : e N .
11{‘1(1) S/ q(x +ie) und 11\1?% Siy/q(x + i€) = ll\r(r(l)?fh/q(erze)
und damit auch li\I% Vq(z + ie) fiir fast alle € R. Quadrieren gibt Behauptung (i).

Fiir nicht triviales g und ¢ € R ist auch G : z — —m eine Nevanlinna-Funktion. Da fiir x € R
gilt, dass

I N o limé N

Eli%q(x—i—ze) o) Eli%q(x—i—ze) 00,

ist auch Behauptung (ii) bewiesen. O

4.4 Aronszajn-Donoghue Theorie

Fiir eine einfache, symmetrische Relation S mit Defektindizes(1, 1) und 7 € {ac, pp, sc} untersu-
chen wir nun die Abbildung
E(S)3> A o, (A);

sprich wir wollen die spektralen Komponenten (absolut stetiges, diskretes und singulir stetiges
Spektrum) verschiedener selbstadjungierter Erweiterungen von S vergleichen.

Die in diesem Abschnitt verwendeten Techniken gehen urspriinglich auf N. Aronszajn und W.F.
Donoghue (siehe [Aro57] und [Don74]). Ahnlich wird etwa auch in [GT00] argumentiert.

Lemma 4.4.1. Fiir zwei Borelmafle u und v seien die Mengen SL (1) und SE.(v) wie in (4.20)
definiert. Ist die symmetrische Differenz SE.(u) A SE (v) eine Lebesque-Nullmenge, dann gilt

Stop(:uac) = Stop(yac)'
Beweis. Durch SYF(u) := {x € R: 0 < F'(z) < oo} ist nach Satz 4.2.14 ein Triiger von f.

gegeben.
Sei & ¢ S*P(juqc). Dann gilt wegen e = F/ \—f.ii.

F'(t) dA(t) = pac ((x — €, 4 €)) = 0;
(x—e,z+¢€)

fiir hinreichend kleines € > 0. Insbesondere ist (x — €, +¢€) N SY.F (1) eine Lebesgue-Nullmenge.
Wir zerlegen SL (v) gemif

SL(v) = [SE.v) N SE(m]U[SEW)\ SE()] € SYF (U] SE(u)\ SEF (m)]U[SE @) \ SE(w)]
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Nach Satz 4.3.1 (iii) ist SL.(u) \ SY.F(u) eine Lebesguenullmenge. Wegen SZ (v) \ SL.(u) C
SL (1) A SE (v) ist auch SL (v) \ SL (1) eine Lebesguenullmenge.

Wir schlieBen, dass auch (z — e,z + €) N S (v) eine Lebesgue-Nullmenge ist, und weiter, da

SL (v) Triger von v, < A ist, dass ve. ((z — 6,2 +¢€)) = 0. Damit gilt x ¢ S°P(v,.). Da die
Behauptung symmetrisch formuliert ist, muss nicht mehr gezeigt werden. O

Proposition 4.4.2. Sei S < H? symmetrisch und einfach mit Defektindizes(1,1) und A € €(S9).
Sei q eine Q-Funktion von (S, A) mit Integraldarstellung

g(2) = a+ bz + / (tlz _ t2t+1> du(t),
dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) o(A)\ {oo} ist diskret.
(it) p ist reines Punktmafl und {x € R: p({z}) > 0} ist diskret.

(#ii) q ist meromorph.

Beweis.

(i)=(ii) Es bezeichne E das Spektralmafl des Operatoranteils von A. Proposition 3.3.16 (iii) garan-
tiert die Existenz eines h € H, sodass

(A = /(1 +42) d(E()h,h) fiir alle A € B(R),
A

Da FE auf der diskreten Menge o(A) \ {oo} lebt, ist p reines Punktmafl mit

{reR: p({z}) >0} Co(A)\ {oo}.

(ii)=-(iii) Ist u reines Punktmafl mit diskretem Tréger {x,, : n € N}, so erhalten wir

q(z) =a+bz+ Z pw{zn}) [mnl_ - Tn

- = :
neN T+ 1
damit ist ¢ meromorph.

(iii)=-(i) Wenn ¢ meromorph ist, dann ist die Polstellenmenge D von ¢ diskret. Aus der Integraldar-
stellung von ¢ schliefit man, dass ¢[g\ p reell ist. Fiir SL. Sgp und SZ | definiert wie in Satz
4.3.1, gilt dann also
skushk ush c D,

damit hat p die diskrete Menge D als Triger und ist somit ein reines Punktmaf. Da der
Operatoranteil A,, von A unitdr dhnlich zum Multiplikationsoperator auf L?(dy) ist (siehe
Satz 3.4.14), ergibt sich

a(A) \ {oo} = 0(Agp) = 5P (1) € D.
O

Im Bezug auf das absolut stetige und das reine Punktspektrum lassen sich folgende Aussagen
treffen.
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Satz 4.4.3. Sei S < H? symmetrisch und einfach mit Defektindizes(1,1). Fiir A # A’ € &(S)
gilt dann:

(1) 0ac(A) = 0ac(A).
(it) Wenn o(A) C R diskret ist, dann ist auch o(A") diskret und in diesem Fall gilt

a(A)no(A") C {oo}.

Beweis.

ad (i) Es bezeichne ¢ die normierte @Q-Funktion von (S, A). Fiir passendes ¢ € R ist nach Satz

3.4.16 ba(z) +1
r(z) == 7;:}(2) (4.30)
die normierte @Q-Funktion von (S, A’). Man erhélt also
Sr(z) = (62 + 1)@“‘1;(’2)?. (4.31)

Nach Satz 4.3.2 werden durch
Ny = {x eR: li\r/‘r(l) q(z + ie) existiert nicht in C} und Ny := {:c eR: liir(l)q(x + i€) = <;5}

zwei Lebesgue-Nullmengen definiert.

Es bezeichne p bzw. v das eindeutig definierte Mafl aus der Integraldarstellung der Nevanlinna-
Funktion ¢ bzw. r.

Wir zeigen SZ (v) A SE (1) € Ny U Ny mit
SE (u) = {1: eR: 0< li\r‘r(l)gq(x—l—ie) < +oo},
SE(v) = {x eR: 0< 11{13)%7“(334—2‘6) < —1—00}.

Fiir # € SE (p) \ SL.(v) folgt mit (4.31), dass z € Ny U No. Wegen

2 Sr(z)
¢*+1

Sq(2) = la(2) — ¢

gilt auch fiir z € SE (v)\ SL (1), dass z € Ny U Ny liegt. Mithilfe von Lemma 4.4.1 erhalten
wir S*P(114.) = S*°P(v4e). Da die Operatoren A, bzw. A, nach Satz 3.4.14 unitir dhnlich
zum Multiplikationsoperator auf L?(dy,.) bzw. L?(dv,.) sind, folgt mit Satz 4.1.20

Gao(A) = 0(Age) = clr. (S™P(100)) = clp, (S™P(vae)) = 0(AL,) = Tae(A').

ad (ii) Die erste Behauptung folgt aus Propostition 4.4.2 und (4.30):
o(A) ist diskret < g ist meromorph <& 7 ist meromorph & o(A’) ist diskret
P

Fiir z € 0(A) = S}, gilt, wegen li{‘% €Sq(z +ie) = p({z}) > 0, dass

li i€)| > lim & j€) = 00.
lim |(z +7€)] = lim Sg(@ + i€) = oo
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Verwendung von Gleichung (4.31) liefert
o .
lim €7 (z + ie) = lim (¢2 + 1)Lﬂe)2 =0,
eNO N0 |6 — q(x + ie)|
d.h. Sk ()N SE () = 0. Wegen SL (v) = 0(A") und S} (1) = o(A), folgt die Behauptung.

O

Auf die Voraussetzung der ersten Aussage des letzten Satzes, dass S einfach ist, kann verzichtet
werden.

Lemma 4.4.4. Fir i = 1,2 seien A; < (H;)? selbstadjungierte Relationen. Dann gilt mit
A=A ® Ay <H :=Hy ®Hy fiir T € {ac, pp, sc}

O'T(A) = O'T(Al) U O'.,-(AQ).

Beweis. Fiiri = 1,2 bezeichne E* das Spektralmaf von A;. Fiir A € B(R4,) und f € H definieren
wir eine Abbildung E durch

B(A)f=E'(A)Pf+E*(A)(I - P)f,

wobei P € B(H) die orthogonale Projektion mit ran P = H; ist. Als Summe bzw. Hinterein-
anderausfithrung von beschriankten Operatoren ist E(A) fiir festes A beschrankt. Fir f,g € H
gilt
(E(A)f,9) = (B'(A)Pf, Pg) + (E*(A)(I = P)f,(I - P)g)
= (Pf,E (A)Pg) + ((I - P)f,E*(A)(I — P)g) = (f, E(A)g),

d.h. E(A)* = E(A). Wegen
(E(A)E(A)f,9) = (E(A)f, E(A)g) = (E'(A)Pf,E'(A)Pg) + (E*(A)(I — P)f, E*(A)(I — P)g)
= (E'(A)Pf,9) + (E*(A)I - P)f,g) = (E(A)f,9)

ist F(A) idempotent. Die Operatoren E(A) sind somit orthogonale Projektionen. Klarerweise
gilt E(0) = 0. Fir Ay, Ay € B(Rw) erhalten wir
E(ANE(As)f = E(A)E (D) Pf + E(A)E*(A2)(I — P)f
= E'(A1)E' (A2)Pf + E*(A)E*(Ay)(I — P)f
=F' (A1 NA)PF+E(ANA)I —P)f =E(A;NA)f.

Fiir eine Folge {A,} C B(Ry) paarweiser disjunkter Mengen gilt

neN =
(oo (e (o
=Y BY Q)P+ ) EXA)I-P)f =) E(A)f.
neN neN neN

E ist demnach ein Spektralmaf fiir (R, B(Ro), H).
Sei z € C\ R dann ist nach Lemma 4.1.9 die Resolvente R von A durch

R(z)=[A1 — 2] '@ [Ay— 27! (4.32)
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gegeben. Damit gilt fiir f,g € H
1 1
—— dE\(t /— dE?(t
[ ae —— dB()

(1))

R
= ([A1 = 2]7'Pf,9) + ([A2 — 2]/ (I = P)f,9) = (R(2)f,9).

Nach Satz 2.4.17 ist E das Spektralmaf} von A.

Fir f e Hund f1 = Pf und fo = (I — P)f gilt also
Efvf(') = E}17f1<’) + E?‘Q:fQ('>'
Mithilfe von Lemma 4.1.6 schlieflen wir
f cH- <~ f1 S 7‘[177— und fg S HQT,

wobei H; » den entsprechenden von A; induzierten Teilraum von H; bezeichnet; vgl. Satz 4.1.8.
Also gilt H, = Hi,+ © Ho - und damit weiter

A= ANHZ=ANHi, @ Hor) = [ANHI )@ [ANHE, ] = A1, ® Ay,
Wieder mit Lemma 4.1.9 folgt fir 7 € {ac, sc} sofort
0(A;) =0(A1 ) Uc(Az,). (4.33)

Da aus A, = Ay, ® Ay, folgt, dass mul A, # {0} genau dann wenn mul 4; , # {0} oder
mul Ay . # {0} gilt auch o(A,,) = 0(A1 pp) Uo(As,p). Wir erhalten somit

0:(A) =0(A;) =0(A1,7)Uo(Az;) = 0-(A1) Uo,(A42).
O
Korollar 4.4.5. Sei S < H? abgeschlossen und symmetrisch mit Defekt (1,1) und seien A, A’ €
E(S). Dann gilt 04c(A) = 0ac(A').
Beweis. Nach Satz 3.2.6 lisst sich H eindeutig in H = M @ N zerlegen, sodass Sy := SNM? <
M? selbstadjungiert und Sy := S NN? < N? einfach ist.

Nach Satz 3.2.10 gibt es A, A’ € (Sy) mit A=AH Sy und A’ = A" @ Spy. Fiir z € C\ R gilt
wegen S = Sy B Sy

(ran [S — z])* = (dom [S — 2]71)L = (dom [Spq — 2] 7' @ dom [Sy — z]fl)L = (ran [Sy — 2])*
=M N

Wir schlielen, dass Sy Defekt (1,1) hat. Damit konnen wir Satz 4.4.3 (i) innerhalb von N
anwenden und erhalten mit Lemma 4.4.4

Oac(A) = 04c(A) UTae(Srm) = Tac(A) UTae(Spm) = gac(A).
OJ

Satz 4.4.6. Sei S < H? abgeschlossen und symmetrisch mit Defektindizes(n,n), wobei n < 400
und seien A, A" € €(S). Dann gilt
Oac(A) = 04c(A).
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Beweis. Wir werden selbstadjungierte Relationen A" = Ag, A1, ..., A, = A und abgeschlossene
und symmetrische Relationen Sy, ..., S, mit Defekt (1,1) konstruieren, sodass

Ap_1, A € €(Sg) firallek=1,...,n. (4.34)
Mithilfe von Korollar 4.4.5 folgt dann
o(A)=0(Ag) =0c(A1)=...=0(A,) = a(A").
Wir definieren zunéchst durch Cayley-Transformation die Isometrie V' := C(.S) und die unitiren
Abbildungen U :=C(A) und U’ := C(A’). Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir D :=
(dom V)+ und R := (ran V)*. Da D und R mit passenden Defektriumen von S iibereinstimmen

(vgl. Fakta 2.3.7), sind die Teilriume D und R n-dimensional.
Wegen V' C U, U’ gibt es unitidre Abbildungen W, W' : D — R, sodass

U=VaeW und U =VaoW.
Sei {d1,...,dy,} eine Orthonormalbasis von D, dann wird, da W unitér ist, durch
ri=Wd;, 1=1,...,n

eine Orthonormalbasis von R festgelegt. Es sei der i-te Einheitsvektor in C™ mit e; bezeichnet,
dann werden durch die Forderung

Tp:e;—d; bzw. Tr:e;—r; firi=1,....n

eindeutige, lineare Abbildungen von C nach D bzw. nach R definiert. Da {dy,...,d,} bzw.
{r1,...,rn} Orthonormalbasen sind, handelt es sich bei Tp bzw. Tgr um unitédre Abbildungen.

Wegen der Definition der Vektoren r; gilt
TR'WTp =1 € B(C") ~ C™*". (4.35)

Als Produkt von unitdren Abbildungen ist auch T Y"W'Tp unitér. Demnach gibt es ein unitéires
G : C" — C™ und eine Diagonalmatrix D = diag(v1,...,Vn) mit

G 'T;'"W'TpG = D. (4.36)
Da D als Produkt von unitdren Operatoren unitér ist, gilt |v;| =1 fir allei =1,...,n.
Fir £ = 0,...,n definieren wir die unitdren Matrizen J; := diag (%, ey %k, 1,..., 1). Damit
wird fiir jedes k durch
Wy := TRGDJ,G™'Tp' : D - R (4.37)

eine unitdre Abbildung festgelegt. Fiir £k = 0,...,n gilt

DJ, =diag(1,..., 1, Vk+1,- -+ Vn)- (4.38)

Insbesondere bedeutet dies DJy = D und D.J,, = I. Die Gleichungen (4.35) und (4.36) zeigen
W =Wyund W = W,.

Wegen (4.38) unterscheiden sich die beiden Matrizen DJy_; und DJ hochstens im Element
(k, k). Fasst man die beiden Matrizen als Abbildungen auf, so folgt

('Dkal) r{ek}L = (DJ]C) r{ek}L'
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Fiir f € D gilt
G'T'f e{ex}t & (G 'Tp'f,en) = (f,TpGer) =0 < fe{GTper}™.

Wir schlieflen damit
Wi-1l(arperyt = Wikl{arpery+ = Va-

Die Relation Vi, < D@ R ist isometrisch und hat Defekt (1, 1), da sowohl dom V}, als auch ran V4
Kodimension 1 haben. Damit hat auch die Isometrie V &V}, Defekt (1,1). Da Wy, : D — R unitir
ist, ist V @ W}, < H? unitdr. Wegen V), € Wy_1, W}, gilt auch

VoV CVeW,: und VeV, CVaeW,. (4.39)

Durch

Ap=FV oW, firk=0,...,n
Sy =FVaeV,) furk=1,...,n

werden also nach dem Kalkiil der Cayley-Transformation selbstadjungierte bzw. symmetrische
Relationen in H definiert. Aus (4.39) folgt Ax_1, Ax € E(Sk). Wegen Wy = W/ und W,, = W
gilt schlielich

Ay=F(VaW,) =FVaW)=FCA)) =4,
Ay =FVaW,) =FVaoW)=F(CA)=A.

O

Mit Ausnahme von Satz 4.4.3 (ii), welcher sehr strikte Voraussetzungen verlangt, haben wir
bislang nur Aussagen iiber das absolut stetige Spektrum getroffen.

Wir wenden uns zum Schluss dem singuldren Spektrum zu. Sei dazu S abgeschlossen, einfach
und symmetrisch mit Defekt (1,1). Fir A, A" € &(S) erfiillen die normierten Q-Funktionen ¢
und ¢’ nach Satz 3.4.16

Sq(2)
la(2) — ¢*

fiir passendes ¢ € R. Sind p und g’ die Borelmafie aus der Integraldarstellung von g und ¢’, dann
sind nach Satz 4.2.14 durch

3¢/ (2) = (¢ + 1) z€C\R

SE(p) = {z €R: lim Sq(r +ic) = +oo} ’
Ss{:(,u/) = {:E eR: li\r‘% S¢ (z + i€) = —i—oo}
Triger der singéleren Mafle us und p, gegeben. Da fiir z € S (u)

: . Sq(z + ie)
i S¢/ <@yt g
lim &g (x+ie) < (¢° + )(Sq(x i)

gilt, sind SL(u) und SL(y') disjunkt. Insbesondere sind die Mafie i, und p/, singulér.
Man koénnte nun vermuten, dass dies

os(A)Nog(A) =0 (4.40)
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zur Folge hat. Ein einfaches Beispiel zeigt, dass das im Allgemeinen nicht der Fall ist:

dp(t)
1241

Beispiel 4.4.7. Wir konstruieren zunéchst ein Borelmaf§ p mit [ = 1. Dann ist ¢(z) :=

S/ (i — ﬁ) du(t) wegen

0= [ () =1 29—

die normierte Q-Funktion von (S, A), wobei A den Multiplikationsoperator auf L?(du) und S
die Symmetrie aus Satz 3.4.7 bezeichnet.

Fiir z € R bezeichne 6, das Diracmaf mit Trager {x}. Sei {¢, }, cy eine Aufzahlung von Q. Das
MaB p:= Y 27"(g2 + 1)d,, erfiillt wegen

neN
[0 e

t2+1_neN @2 +1

die gewiinschte Normierungsbedingung. Da p reines Punktmaf ist und da Q dicht in R, liegt,
gilt
0(A) =0s(A) =Ry und o,.(4) = 0.

Nach Satz 4.4.3 (i) gilt fiir A’ € &€(9), dass 04.(A’) = 0. Sei ¢’ die normierte Q-Funktion von
(S, A"). Wir zeigen, dass das Ma8} i/ aus der Integraldarstellung von ¢’ nichttrivial ist, d.h. ' # 0.

Angenommen p’ = 0. Wegen der Normiertheit von ¢ gilt dann ¢’(z) = o/ +b'z = 2. Nach Beispiel

3.4.8 ist A’ dann unitér dhnlich zu {0} x C < C? und damit eindimensional. Wegen S C A’ folgt,
dass S hochstens eindimensional ist. Da S durch

S =Algom ¢ mit domS:{¢€domA:/q§d,u:O}

gegeben ist, enthilt dom S die Menge

M = {:I]'Qn +’Yn)mJ]'Qm n 7é m}’

2
wobei Yy m = — . Offenbar ist span M unendlichdimensional und wir erhalten einen

Widerspruch. Wegen o,.(A’) = 0 ist p’ singulér. Wir erhalten also

os(A) Nos(A) 2 S (i) #0.
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Notation

Rz, Sz
Cs4,C_

D

T

No

cl(M)
span(M)
clspan(M)

Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z

Halbebene der komplexen Zahlen mit positiven bzw. negativen Imaginérteil

offene Einheitskreisscheibe der komplexen Zahlenebene

Menge aller komplexen Zahlen von Betrag 1

Méchtigkeit einer abzdhlbar unendlichen Menge

Abschluss einer Teilmenge M eines topologischen Raumes

lineare Hiille einer Teilmenge M eines Vektorraums

abgeschlossene lineare Hiille einer Teilmenge M eines topologischen Vektorraums
orthogonale Komplement einer Teilmenge M eines Hilbertraums

o-Algebra der Borelmengen eines topologischen Raums X

Indikatorfunktion auf der Menge M

Algebra aller komplexwertigen Funktionen auf €2, die beziiglich der o-Algebra .4 messbar
sind

Algebra aller beschrinkten Funktionen in M (€, A)

Menge aller komplexwertigen, stetigen Funktionen auf dem topologischen Raum (X, 7T)
Menge aller komplexwertigen, stetigen Funktionen auf dem topologischen Raum (X, 7)
mit kompaktem Trager

Raum der linearen, beschrankten Abbildungen zwischen den normierten Rdumen X und
Y

Kurzschreibweise fir B(X, X)

Einschrankung einer Abbildung f auf die Menge M

Banachraum der bzgl. p integrierbaren Funktionen

Hilbertraum der bzgl. u quadratisch integrierbaren Funktionen
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