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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich priméar mit der Bestimmung des rotordynamischen Ver-
haltens von Rotoren, beziechungsweise hydraulischen Maschinensitzen. Das Ubertragungsma-
trizenverfahren dient dabei als grundlegendes Konzept. Hauptziel des Verfahrens ist die Er-
mittlung von Eigenkreisfrequenzen und Eigenformen bei Biege- und Torsionsschwingungen im
eingeschwungenen Zustand. Weitere Ergebnisse sind Absenkung, Neigung, Moment und Quer-
kraft am Anfang und Ende jeden Elementes. Die Methode der Ubertragungsmatrizen zerlegt
das System in Elemente, die anschliefend mit Matrizen beschrieben werden kénnen. Hergeleitet
wurden Matrizen fiir ein masseloses und massebehaftetes Balkenelement mit konstanter Steifig-
keit. Fiir Biegeschwingungen wurde eine Massenmatrix abgeleitet, die Massen mit Exzentrizitat
und Kreiseleffekten, sowie anisotroper Lagerung beriicksichtigt. Im Fall von Torsionsschwingun-
gen wurde eine Massenmatrix, die Masse beachtet, erstellt.

Das programmierte Simulationsprogramm HydroVib beinhaltet das Ubertragungsmatrizenver-
fahren. Daher konnen Eigenkreisfrequenzen und Eigenformen von beliebig langen rotierenden
Maschinensétzen ohne Dampfung berechnet werden. Weiter konnen Resonanzkurven, Schwin-
gungsformen und Orbits von Systemen mit Dampfung ermittelt werden. Ein System unter
Kreiseleinfluss bewirkt, dass die Eigenkreisformen nicht konstant sind. Im Campbell Diagramm
konnen die Eigenkreisfrequenzkurven berechnet werden.
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Abstract

The following thesis primary deals with determination of rotordynamic behaviour of rotors or
rather hydraulic machine sets. The whole concept is based on the transfer matrix method.
Principal purpose is to determine eigenfrequencies and eigenmodes of bending and torsional
vibrations at steady-state condition. Further solutions are deflection, deviation, moment and
shearing force at the beginning and ending of every element. The transfer matrix method disas-
semble the whole system by elements. Those elements can be described by matrices. A matrix
was derived from a beam element with and without mass. For bending vibration, a matrix
which considered excentric mass with gyro effect and anisotropic bearings, was derived. In case
of torsional vibration a matrix, which consideres the mass, was derived.

The programmed simulation program HydroVib includes the transfer matrix method. So eigen-
frequencies and eigenmodes of machine sets with any length without damping, can be calcula-
ted. Further resonance curves, modes of vibrations and orbits of systems with damping can be
detected. For gyro effect a Campbell digramm can be generated.

I1I



Inhaltsverzeichnis

Vorwort . . . . . e
Kurzfassung . . . . . . . ..
Abstract . . . . ..
Nomenklatur . . . . . . . e

1 Einleitung

1.1 Allgemeines . . . . . . . ..
1.2 Aufgabenstellung . . . . . . . ...
2 Hydraulische Maschinensatze und deren Einfluss auf das Simulationsmodell
2.1 Turbine . . . . . . .
2.2 Generator . . . .. ..
2.3 Wellensegment . . . . . . . ..
2.4 Lager . . . ...
2.5 Pumpen . . ...
2.6 Hydraulischer Wandler . . . . . . . .. . ...
2.7 Krafte . . . . .
2.8 Beriihrungslose Flissigkeitsdichtungen . . . . . . . ... ... .. ... .. ...
3 Auswahl des Berechnungsverfahren
3.1 Finite Elemente Verfahren . . . . . . . . . . . .. .. .. ...
3.2 Ubertragungsmatrizenverfahren . . . . . . . . . .. . ... ... ... ... ...
3.3 Gegeniiberstellung und Auswahl . . . . . . ... ... oL
4 Theorie des Ubertragungsmatrizenverfahrens
4.1 Koordinatensystem . . . . . . ... L
4.2 kinematische Beziehungen eines Rotors . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.3 Ubertragungsmatrizen fiir Biegeschwingungen . . . . . . . . .. ... ... ...
4.3.1 Massenpunkt . . . ...
4.3.2 Masseloser Balken konstanter Steifigkeit . . . . . . ... ... ... ...
4.3.3 Massebehafteter Balken konstanter Steifigkeit . . . . . . .. .. ... ..
4.4 Ubertragungsmatrizen fiir Torsionsschwingungen . . . . . . . . . ... ... ...
4.4.1 Massenpunkt . . . ...
4.4.2 Drehfeder mit kontinuierlicher Massenverteilung . . . . . . . . . ... ..
4.4.3 Masselose Drehfeder mit Dampfung . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.5 Das Ubertragungsmatrizenverfahren . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

IV



HydroVib das Simulationsprogramm 58

5.1 Allgemeines . . . . . . ... o8
5.2 Dateneingabe . . . . . ... 58
5.3 Programmbeschreibung . . . . . .. ..o 61
Validation 75
6.1 Biegeschwingungen . . . . . . . .. . oL 75
6.1.1 Lavallrotor in starren Lagern. . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 75
6.1.2 Lavallrotor in isotropen Lagern . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 76
6.1.3 Lavallrotor in anisotropen Lagern . . . . . . .. .. ... .. .. ..... 7
6.1.4 Lavallrotor in starren Lagern mit auflerer Dampfung . . . . . . . . . .. 80
6.1.5 Lavallrotor in isotropen Lagern mit Kreiselwirkung . . . . . .. ... .. 82
6.2 Torsionsschwingungen . . . . . . . . . . ..o 86
6.2.1 Eingespannter masseloser Torsionsstab mit Scheibe . . . . . . . .. . .. 86
6.2.2 Eingespannter massebehafteter Balken . . . . . . . ... ... ... .. 87
Bestimmung des rotordynamischen Verhaltens einer bestehenden Wasserkraftan-
lage 90
7.1 Randbedingungen . . . . . . . . ... 92
7.2 Berechnungen der Biegeschwingungen . . . . . . . . . . . ... ... ... .. .. 93
7.2.1 Turbinenbetrieb . . . . . . ... oo 95
7.2.2 Pumpbetrieb . . . ... 104
7.3 Berechnung der Torsionsschwingungen . . . . . . . .. .. .. ... ... .... 112
7.3.1 Turbinenbetrieb . . . . . . . ..o 112
7.3.2 Pumpbetrieb . . ... 115
Zusammenfassung 118
Anhang 121
9.1 Lavallrotor in isotropen Lagern . . . . . . .. ... ... ... ... ... 121
9.2 Lavallrotor in anisotropen Lagern . . . . . . . . .. .. ... ... . ... 122
9.3 Bestimmung aller relevanten Groflen fiir die Schwingungsberechnung von Kops 11 124
9.3.1 Berechnungen rund um den Turbinebetrieb . . . . . . . ... .. ... .. 125
9.3.2 Berechnung rund um den Generator . . . . . . . .. ... ... ... ... 134
9.3.3 Berechnung rund um den Pumpbetrieb . . . . .. .. ... .00 L. 135
9.3.4 Berechnung rund um das Axiallager . . . . . . . . ... ... ... ... 142



Nomenklatur

Variablen mit lateinischer Notation

<
<

<
Iy

[N
<

U oA A A Ao
N

S &S Q™ - °

3= 3= 3= 3=

z 5

sz 3

Nm

Nm

Nm

Federsteifigkeit in y-Richtung
Federsteifigkeit in z-Richtung
Federsteifigkeit in z-Richtung
Federsteifigkeit in y-Richtung
Federsteifigkeit fiir Torsion

Déampfungskonstante in y-Richtung
Déampfungskonstante in z-Richtung
Dampfungskonstante in z-Richtung

Déampfungskonstante in y-Richtung

Déampfungskonstnte fiir Torsion
Exzentrizitat des Massenpunktes
Elastizitatsmodul
Querschnittflache

Fliehkraft

Schubmodul
Flachentragheitmoment

polares Flachentragheitsmoment
Lange

Masse

mitrotierende Massen

Moment

erregendes Moment fiir Torsion

Biegemoment um die y-Achse

VI



Q-
th Qzl

Qy% QZQ
t

T
T
U1, W1

V2, W2

x? y?z

Nm

Nm

Nm

Z =2 =2 =2 =2 3=z3==2 =

V)

Biegemoment um die z-Achse

Sinusanteil

Kosinusanteil

Konstante des Seperationsansatzes
Lastenvektor

Amplitude der Erregerkraft in y-Richtung
Amplitude der Erregerkraft in z-Richtung
Linienlast in y-Richtung

Linienlast in z-Richtng

Querkraft

Querkraft in y-Richtung

Querkraft in z-Richtung

Sinuasanteil

Kosinusteil

Zeit

Matrix des Ubertragugnsmatrizenverfahren
Vektor des Ubertragungmatrizenverfharen
Sinusanteil

Kosinusanteil

Durchbiegung in y-Richtung

Durchbiegung des Rotors in y-Richtung bezogen auf den
Scheibenschwerpunkt

Durchbiegung in z-Richtung

Durchbiegung des Rotors in z-Richtung bezogen auf den
Scheibenschwerpunkt

Koordinatenrichtungen

VII



Variablen mit griechischer Notation

o Abklingfaktor

€ rad Winkellage der Unucht fiir Biegung
€ rad Winkellage des erregenden Moments fiir Torsion
O, kgm? aquatoriales Massentréagheitsmoment
O, kgm? polares Massentragheitsmoment

K Balkenkriimmung

A Eigenwert

i Massenebelegung

s Kreiszahl

p % Dichte

)Y % Normalspannung

p rad Neigung

©Oy1, P21 rad Sinusanteil

Py2, P22 rad Kosinusanteil

w % Eigenkreisfrequenz

QErregung % Frequenz der Krafterregung

Q % Winkelgeschwindigkeit des Laufers
Abkiirzungen

GG Gegenlauf

GL Gleichlauf

S Scheibenschwerpunkt

4% WellendurchstofSpunkt

VIII



1 Einleitung

1.1 Allgemeines

Eine gelungene Berechnung von hydraulischen Maschinensatzen umfasst die Be-
riicksichtigung einer Vielzahl von unterschiedlichen Themen. Unerlasslich oder
hoch riskant ware, wenn der Rotordynamik nicht die notwendige Beachtung
zugeteilt wird. Werden Wasserkraftmaschinen in deren kritischen Frequenzen
erregt, treten enorme Vibrationen auf, die einen Betrieb der gesamten Anlage
gefahrden. Nicht nur Eigenfrequenzen bedrohen einen sicheren Arbeitszustand,
sondern auch Instabilitdaten fithren zu Schwingungen jenseits jeder zuldssigen
Norm. Bei grofieren Maschinensétzen, wie sie iblich in Wasserkraftwerken vor-
kommen, waren katastrophale Schéaden die Folge, die nicht nur Anlagen sondern
auch Menschenleben bedrohen.

Abgesehen vom Fall, dass der Auslegungspunkt eines hydraulischen Maschinen-
satzes mit einer kritischen Frequenz tibereinstimmt, konnen auch noch weitere
Resonanzbetriebe auftreten. So fithrt ein Netzausfall einer Wasserkraftanlage
dazu, dass der Generator seine Bremswirkung verliert, der Maschinensatz er-
reicht dabei eine enorm hohe Drehzahl, die sogenannte Durchlaufdrehzahl. In
diesem Zustand treten immense Belastungen fiir die gesamte Anlage auf. Be-
findet sich nun eine anfachende Eigenfrequenz in diesem Zustand, steigen die
ohnehin enormen Belastungen weiter an.

Falls eine Wasserkraftanlage in Resonanzbetrieb gerat, werden Auslenkungen
des ganzen Systems betrachtlich anwachsen. Um grofliere Schaden zu vermei-
den, soll der Abstand zwischen Rotor und Stator abgeschétzt und so gewéhlt
werden, dass kein Kontakt besteht.

Alle negativen Auswirkungen aufzulisten, soll jedoch nicht Inhalt dieser Arbeit
sein. Es steht jedoch fest, dass hydraulische Maschinenséatze nicht in Resonanz
betrieben werden sollen.
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1.2 Aufgabenstellung

Wichtigster Bestandteil dieser Diplomarbeit ist die Ermittlung kritischer Fre-
quenzen von hydraulischen Maschinenséitzen. Verschiedenste Anordnungen, so-
wie haufige Variation der FEigenschaften des Systems, stellt dabei die Neben-
bedingung einer schnellen Evaluierung der Eigenkreisfrequenzen. Um dies zu
gewahrleisten, soll ein Simulationsprogramm in MATLAB erstellt werden.

Folgende Anforderungen des Berechnungsprogrammes werden dabei Bertick-
sichtigt:

e Unterscheidung zwischen Biege- und Torsionsschwingungen
e Berechnung der Eigenkreisfrequenzen
e Visualisierung der Eigenformen

e Abschétzen der Auslenkung



2 Hydraulische Maschinensatze und deren
Einfluss auf das Simulationsmodell

In den folgenden Unterpunkten werden die fiir die Berechnung erforderlichen
Elemente bzw. Baugruppen von hydraulischen Maschinenséatze angefiithrt. An-
schliefend wird aufgelistet, welche Anforderungen diese an das Simulationsmo-
dell stellen. Dies soll einen groben Uberblick iiber die auftretenden physikali-
schen Eigenschaften geben, die das Simulationsmodell beeinflussen.

Es sei zu erwahnen, dass Eigenfrequenzen eines Systems mafigeblich von des-
sen Masse, Federsteifigkeit und Dampfung abhangen. Hierbei ist zu erwahnen,
dass geringe Dampfungen, welche in hydraulischen Maschinen auftreten, wenig
Einfluss auf Eigenkreisfrequenzen verfiigen.

2.1 Turbine

Die Turbine beeinflusst mafigeblich die Eigenfrequenzen eines Systems aufgrund
ihrer rotierenden Masse. Je nach Fiillung der Turbine verandert sich die Gesamt-
masse des Systems und somit auch ihre kritischen Frequenzen, deren Ausmafl
aber ungewiss ist.

In der Rotordynamik kénnen Bauelemente wie Pelton, Francis oder Kaplan als
Scheibe betrachtet werden. Diese werden auf einen Massenpunkt reduziert und
besitzen folglich Massenmittelpunkt und dquatoriales, sowie polares Massen-
tragheitsmoment.

2.2 Generator

Der Generator weist dhnliche Eigenschaften wie eine rotierende Turbine auf,
abgesehen von deren mitfithrenden Wassermassen. Jedoch tragt der Genera-
tor einen wesentlich grofleren Anteil zur Gesamtmasse bei, welche wiederum
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entscheidenden Einfluss auf das rotordynamische Verhalten hat. Generatoren
kénnen von sehr schmaler Ausfithrung (Scheibenform) bis zu sehr breiter Aus-
fithrung (Walzenform) realisiert werden. Dass der Kreiseleffekt direkt im Zu-
sammenhang mit Scheiben- bzw. Walzenform und somit auch der Eigenkreis-
frequenz steht, wird in Literatur [1] erlautert.

2.3 Wellensegment

Bezogen auf das rotordynamische Verhalten unterscheidet sich ein Wellenstiicke
mafgeblich von Turbine und Generator. Die Nachgiebigkeit eines Wellensege-
mentes unter Belastung, die eine rein elastische Verformung bewirkt, kann als
Steifigkeit interpretiert werden. Dabei bestimmen Léange, Flachentragheitsmo-
ment und Elastizitatsmodul des Wellenstiicks den Wert der Steifigkeit.

Unter Annahme, dass die Wellenmasse zur Rotormasse vergleichbar klein ist,
kann die Wellenmasse mit gutem Gewissen vernachléssigt werden. Bei hydrau-
lischen Maschinen ist diese Vereinfachung jedoch meist nicht zuléssig, weshalb
das Simulationsmodell die Wellenmasse beriicksichtigen sollte.

2.4 Lager

Lager konnen in der Rotordynamik als Feder- und Démpferelemente beschrie-
ben werden. Dabei sei zu beachten, dass bei horizontaler Ausrichtung der Was-
serkraftanlage die Federsteifigkeit ungleiche Werte aufweist. Daher muss im
Simulationsmodell das rotordynamische Verhalten in zwei unterschiedliche Ebe-
nen prognostiziert werden.[1]

Weiter sollte zwischen der Walzlagertheorie und der anspruchsvollen Gleitla-
gertheorie unterschieden werden, um genauere Ergebnisse zu erhalten.

2.5 Pumpen

Es gibt eine Vielzahl von Pumpentypen, in diesem Unterkapitel wird jedoch
lediglich die Kreiselpumpe néaher erlautert. Sie besitzt ahnlich wie eine Wasser-
kraftturbine Wellensegmente und ein Element zur Umwandlung von kinetischer
in potentielle Energie. Bei Kreiselpumpen konnen jedoch mehrere Scheiben auf
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einer Welle angebracht sein, was man in der Rotordynamik als Mehrscheiben-
rotor bezeichnet. Diese Bauweise sollte im Simulationsmodell ebenfalls bertick-
sichtigt werden.

2.6 Hydraulischer Wandler

Ein hydraulischer Wandler arbeitet im hydraulischen Kurzschluss mit einer
Pumpe und einer Turbine. Die mit der Kraftmaschine verbundene Pumpe treibt
die mit der Arbeitsmaschine gekoppelte Turbine an. [2] Ist die Drehzahl von Ar-
beitsmaschine gleich der Kraftmaschine wird der hydraulischer Wandler wegge-
schaltet und stattdessen das System mechanisch gekuppelt. Dies ist notwendig,
da im Dauerbetrieb der hydraulische Wandler, aufgrund seiner Fliissigkeitsrei-
bung, unzuléassige Temperaturen erreicht. Fiir die Berechnung der Eigenfrequen-
zen stellt sich nun die Frage, wie mit einem hydraulischen Wandler umzugehen
ist. Es ist erfoderlich, dass die mitrotierenden Massen und deren Schwerpunkte
fiir den gekoppelten, sowie entkoppelten Betrieb, gefunden werden und in die
Berechnung mit einflieffen.

Abgesehen von den mitrotierenden Massen muss beachtet werden, welchen Ein-
fluss die Kupplung der Systeme auf das rotordynamische Verhalten hat. Sind
Kraftmaschine und Arbeitsmaschine mittels hydraulischen Wandler gekuppelt,
so werden keine Querkrafte und Biegemomente tibertragen, da die Maschinen-
sdtze nicht direkt verbunden sind. Jedoch kénnen Torsionsmomente, Absenkun-
gen und Winkel zum Teil ibertragen werden. Wesentlich interessanter ist jedoch
der Betrieb, bei denen die Arbeitsmaschine und Kraftmaschine mechanisch ge-
kuppelt sind, da hier wesentlich langere Betriebszeiten zu erwarten sind und
somit keinesfalls Resonanz auftreten sollte. Im mechanisch gekuppelten Sys-
tem wird angenommen, dass keine Querkrafte und Biegemomente iibertagen
werden. Jedoch werden Torsionsmomente, Absenkungen und Winkel vollstén-
dig tibertragen. Sind die Eigenkreisfrequenzen im Fall von Biegeschwingungen
zu ermitteln, so miissen vorerst die Eigenkreisfrequenzen von den getrennten
Systemen erforscht werden. Das heifit, dass die Eigenkreisfrequenzen der Kraft-
maschine, sowie die Eigenkreisfrequenzen der Arbeitsmaschine allein berechnet
werden. Im Fall von Torsion wird das Torsionsmoment und der Winkel zwischen
Arbeitsmaschine und Kraftmaschine tibertragen. Werden nun die torsionalen
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Eigenkreisfrequenzen ermittelt so wird das vollstandige System herangezogen,
also Arbeitsmaschine gekoppelt mit Kraftmaschine.

2.7 Krafte

Kréfte sind eine wesentliche Ursache fiir Auslenkungen und Schwingungen eines
vibrationsfahigen Systems. In hydraulischen Maschinensatzen sollten dabei alle
auftretenden Krafte sorgfaltig untersucht und, wenn von Bedeutung in der Si-
mulationsberechnung berticksichtigt werden. Stimmen namlich Erregerfrequenz
und Eigenkreisfrequenz eines Systems iiberein, wird das System also mit einer
seiner Eigenfrequenzen erregt, tritt Resonanz auf. Auch ein ganzzahliges Viel-
faches der Erregerfrequenz, die mit einer Eigenkreisfrequenz nahezu identisch
ist, kann Resonanz hervorrufen.

Eine enorme Belastung fiir rotierende Maschinensétze ist die drehfrequente Un-
wuchtkraft, vor allem, wenn die Rotation eine Eigenkreisfrequenz des Systems
anfacht. Besteht eine mafigebliche Exzentrizitat des Rotors, ist stark zu emp-
fehlen, diese in der Simulationsberechnung zu berticksichtigen.

Das Eigengewicht von Turbine, Generator, Welle und sonstigen massebehafte-
ten Elementen konnen fiir die Ermittlung von Amplituden in Resonanz ver-
nachlassigt werden, da sie nicht drehfrequent sind, und somit keine Eigenkreis-
frequenz des Systems anregen.

Hydraulische Erregungen, die von Turbinen oder Pumpen abstammen, kénnen
mit der kritischen Eigenfrequenz der Anlage in Resonanz geraten. Auch hier
sollte tiberpriift werden, ob die Grundfrequenz, also die Drehzahl mal Lauf-
schaufelzahl mit einer Eigenkreisfrequenz tibereinstimmen.

AuBere Erregungen, die auf das System einwirken, kénnen ebenso das rotordy-
namische Verhalten negativ beeinflussen. Wird zum Beispiel eine anregende
Frequenz tiber das Fundament in das System eingebracht, konnen diese Schwin-
gungen ebenfalls Resonanz hervorrufen.

Unter Belastung stehende Turbinen verursachen erregende Momente, die eben-
so Eigenkreisfrequenzen zur Schwingung anregen kénnen, allerdings handelt es
sich hierbei um Torsionsschwingungen.|3]
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2.8 Beriihrungslose Fliissigkeitsdichtungen

Bei bertihrungslosen Fliissigkeitsdichtungen, wie sie zum Beispiel bei Kreisel-
pumpen vorkommen, treten Wechselwirkungen zwischen mechanischer Struktur
und Fluid auf. Diese beeinflussen das rotordynamische Verhalten des Systems
mafBgeblich. Das System wird aufgrund von den beriithrungslosen Fliissigkeits-
dichtungen steifer und instabil.[1]

Diese Eigenschaft in das Modell einzubinden, ist schwierig, da mitrotierende
Massen, Federsteifigkeiten und Dampfungswerte zu bestimmen sind. Da diese
jedoch nicht mehr konstant sind, sondern von der Drehzahl des rotierenden
Systems abhangen, wird die Identifizierung aufwandig und schwierig.



3 Auswahl des Berechnungsverfahren

Im Kapitel 2 wurden weitgehendst alle Einfliisse die das rotordynamische Ver-
halten von hydraulischen Maschinensatzen pragen, angefiithrt. In diesem Kapi-
tel soll nun ein Verfahren ausgewahlt werden, das den Anforderung am Besten
erfiillt. Dabei wurden zwei qualifizierte Methoden ausgewahlt und gegentiber-
gestellt. Diese Methoden erfiillen die Bedingung einer Ermittlung von Eigenfre-
quenzen und Eigenformen eines Systems, sowie die Moglichkeit ein rechnerun-
terstiitztes Simulationsprogramm zu erstellen.

Tabelle 3.1 umfasst grob die wesentlichsten Eigenschaften beider Methoden.
Dabei sei zu erwahnen, dass in den folgenden drei Abschnitten inhaltlich auf
Literatur [4] zurtickgegriffen wurde.

3.1 Finite Elemente Verfahren

Die Methode der Finiten Elemente zur Berechnung von Eigenfrequenzen und Ei-
genformen beruht auf dem Prinzip der virtuellen Verriickung, oder einer gleich-
wertigen Energicaussage. Fiir weitere Verwendung muss das Prinzip der virtu-
ellen Verschiebung also die Differentialgleichungen, die das System beschreibt
in ein gewohnliches Differentialgleichungssystem der Form

Mxtu+Dxt+S*xi=p (3.1)

iiberfithrt werden. Ermoglicht wird dies durch Approximation von auftreten-
den, unabhéngigen Verschiebungszustanden mittels lokaler Ansatzfunktionen.
Bei Formel 3.1 sei angemerkt, dass M die Massenmatrix, D die Dampfungs-
matrix, S die Steifigkeitsmatrix, u der Verschiebungsvektor und p der Belas-
tungsvektor sei. Das Symbol ~welches in p enthalten ist, steht fiir eine zeitlich
veranderliche Funktion. Das Symbol der Form ', welches etwa in % enthalten ist,
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beschreibt die Zeitableitung dieser Funktion.

Ein Grund fiir die Beliebtheit des Finite Elemente Verfahrens ist, dass es na-
hezu ohne Beschrankung auf jedes beliebige System angewendet werden kann.
Dabei konnen komplexe Geometrien in allen Dimensionen ebenso dreidimen-
sionale Kontinua behandelt werden. Randbedingungen, sowie der Verlauf von
Steifigkeit und Massenbelegung unterliegen nahezu keiner Einengung.

Eine prazise Berechnung jedoch verlangt einen dementsprechend groflieren Re-
chenaufwand, speziell bei der Untersuchung mit dreidimensionalen Elementen.
Daher sollte zuerst hinterfragt werden mit welcher Genauigkeit das finite Ele-
mente Verfahren angewendet wird, um ein ausreichend korrektes Ergebnis zu
erhalten. Oft gentligen eindimensionale oder zweidimensionale Elemente, sowie
eine kleine Anzahl von Elementen, um eine Problemstellung hinreichend zu kla-
ren.

Losung einer Eigenschwingungsberechnung mittels der Finiten Elemente Me-
thode sind Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen des betrachteten Systems.
Falls weitere Aussagen iiber das System verlangt werden, wie etwa die Ermitt-
lung von Schnittkraften, konnen zusétzliche Berechnungen dies ermoglichen.
Dariiber hinaus verfiigt das Finite Elemente Verfahren zwei bedeutende positi-
ve Eigenschaften. Wenn Dampfung das System beeinflusst, findet die Methode
ohne grofleren Aufwand korrekte Ergebnisse. Auch Erregerkrafte im Zeitbereich
sowie Frequenzbereich mit beliebigen Zeitverlaufen koénnen berticksichtigt und
untersucht werden.

3.2 Ubertragungsmatrizenverfahren

Bei diesem Verfahren wird die Struktur in Teilabschnitte zerlegt und anschlie-
Bend werden Differentialgleichungen fiir jedes Element aufgestellt und gelost,
wobei die Zeitabhangigkeit eliminiert werden kann. Die Ergebnisse werden in
sogenannte Ubertragungsmatrizen und Zustandsvektoren umgeformt und in ein
lineares Gleichungssystem der Form

r1 = T(w) * xg (3.2)
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gebracht.

In Formel 3.2, ist anzumerken, dass der Vektor xy den Anfangszustand des Ele-
mentes beschreibt. x; beschreibt den Endzustand des Elementes und T'(w) ist
die Ubertagungsmatrix des Elementes mit Abhéngigkeit von w.

Werden alle Teilabschnitte bzw. Elemente der Struktur unter Verwendung der
Randbedingungen zusammengefiigt, erhalt man ein homogenes Gleichungssys-
tem, welches besonders numerisch 6konom ist. Dies tritt jedoch nur ein, wenn
unverzweigte Strukturen betrachtet werden. Bei verzweigten Strukturen verliert
das Verfahren seine Eleganz.

Der Rechenaufwand ist aufgrund des reduzierten Systems gering. Die Ordnung
des Gleichungssystems kann jedoch je nach Element variieren. Werden etwa
Kreiseleffekt, anisotrope Lagerung oder sogar Gleitlagertheorie beriicksichtigt,
wird die Ordnung des Gleichungssystem deutlich ansteigen und somit auch die
bendtigte Berechnungszeit.

Eine besonders niitzliche Eigenschaft des Ubertragungsmatrizenverfahren ist
dass neben der urspriinglichen Losung, also die Ermittlung von Eigenfrequen-
zen und Eigenformen des Systems, beilaufig noch Verschiebungen, Neigungen,
Momente und Querkrifte jedes Elementes, ermittelt werden konnen.
Schwierigkeiten treten auf, wenn in einem System démpfende Elemente ein-
wirken. Hier ist nicht ohne weiteres eine Losung zu erwarten, da komplexe
Ubertragungsmatrizen und Zustandsvektoren das Losen des Gleichungssystems
erschweren. Die Eigenwertberechnung mit dem Ansatz e wird aus numerisch
okonomischer Perspektive kostspielig. Da im Eigenwert

A= a+iw (3.3)

nun zwei unbekannte Parameter o und w vorkommen, sind in der Berechnung
folglich beide Parameter durchzuprobieren. « sei hier als Abklingfaktor, w als
Frequenz und 7 als imaginare Zahl bezeichnet werden.

Im Ubertragungsmatrizenverfahren kénnen erzwungene harmonische Schwin-
gungen gut implementiert und untersucht werden. Bei beliebigen Zeitverlaufen
der Erregerkraft im Zeitbereich sowie Frequenzbereich ist jedoch eine weitere
Grenze des Verfahrens erreicht.

10
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3.3 Gegeniiberstellung und Auswahl

In diesem Kapitel werden die wesentlichsten Aspekte des Finiten Elemente Ver-
fahrens und Ubertragungsmatrizenverfahrens gegeniibergestellt. Dabei soll be-
riicksichtigt werden, welche Eigenschaften der Verfahren am besten geeignet
sind, um ein computerbasiertes Simulationsmodell zur Bestimmung des rotordy-
namischen Verhaltens von hydraulischen Maschinensatzen zu entwickeln. Ab-
schliefend wird das vorteilhaftere Verfahren ausgewahlt, welches als Basis fiir
das Simulationsmodell dienen soll.

Aus Tabelle 3.1 wird ersichtlich, dass die Methode der Finiten Elemente klare
Vorteile gegeniiber dem Ubertragungsmatrizenverfahren aufweist. Es ist nahezu
auf jedes beliebige System anwendbar und es existieren Losungsmoglichkeiten,
auch wenn Dampfungselemente oder zeitlich beliebige Erregerkrafte vorhanden
sind.

Das Ubertragungsmatrizenverfahren verfiigt ebenfalls iiber entsprechende Ei-
genschaften, um das rotordynamische Verhalten von hydraulischen Maschinen-
sdtzen ausreichend zu bestimmen.

Um die Eigenschwingungen einer gesamten Wasserkraftmaschine zu ermitteln,
kann ein unverzweigtes Modell mittels Balken- und Massenelementen erstellt
werden. Diese Anforderung erfiillt das Ubertragungsmatrizenverfahren zur Gén-
ze. Weiter treten bei hydraulischen Maschinensatzen so geringe Dampfungen
auf, dass Eigenfrequenzen nahezu nicht verschoben werden. Folglich entfallt die
iiberaus rechenintensive Ermittlung der Eigenfrequenz mit zwei unbekannten
Parameter, da schlicht die Dampfung null gesetzt wird.

Im Ubertragungsmatrizenverfahren konnen lediglich erzwungene harmonische
Schwingungen behandelt werden. Das Verfahren konnte hier an seine Gren-
zen stolen, da hydraulische Maschinensatze eine Vielzahl von unterschiedlichen
Kraften hervorrufen. Allerdings ist eine der relevantesten Kréfte die Unwucht-
kraft, eine umlauffrequente Erregerkraft und folglich eine harmonische Schwin-

gung.

Das Ubertragungsmatrizenverfahren wurde als Basis fiir das Simulationsmodell
gewahlt, da weitgehendst alle Anforderungen erfiillt werden konnten. Weiters

11
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wird die Implementierung des Ubertragungsmatrizenverfahrens im MATLAB
weniger aufwendig und anspruchsvoll als mit dem Finite Elemente Verfahren.
Weiters spricht der geringe Berechnungsaufwand um Eingenfrequenzen zu er-
mitteln, ebenfalls fiir dieses Verfahren.

Finite Elemente Verfahren

Ubertragungsmatrizenverfahren

Prinzip der virtuellen
Verriickung oder einer gleich-
wertigen Energieaussage,

Differentialgleichungsverfahren,
welches Randwertproblem zu

Berechnungen ermoglichen
zusitzliche Ergebnisse)

Losungsansatz anschlieBende Uberfithrung in | Anfangswertproblem  konver-
ein System von gewohnlichen | tiert
Differentialgleichungen
Anwendungs- nahezu ohne Beschréinkung nur bei unverzweigten Struktu-
moglichkeiten ren effizient einsetzbar
Rechenaufwand | mittel bis hoch gering
Eigenfrequenzen und Eigen- Eigenfrequenzen,
: formen (weiterfithrende Eigenformen, Verschiebung,
Ergebnisse

Neigung, Moment und
Querkraft

Déampfung im

sowie Frequenzbereich sind
moglich

System gut losbar iberaus rechenintensiv
beliebige Zeit‘verléi_ufe de_r Berechnung von erzwungenen
Erregerkrifte Erregerkraft in Zeitbereich harmonischen Schwingungen

realisierbar

Tabelle 3.1: Gegeniiberstellung vom Finite Elemente Verfahren und
Ubertragungsmatritzenverfahren
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4 Theorie des
Ubertragungsmatrizenverfahrens

In diesem Kapitel soll wesentlich auf die Theorie des Ubertragungsmatrizen-
verfahrens eingegangen werden. Eine kurze Einfithrung in die Rotordynamik
wird im Abschnitt 4.2 gegeben, welche notwendig ist um die benétigten Uber-
tragungsmatrizen zu erstellen. Folgend werden die Matrizen fiir Biege- und
Torsionsschwingungen abgeleitet und anschlieffend das grundlegende Konzept
erlautert.

Inhaltlich wurde im Kapitel 4 auf die Literatur [4] und [5] zurtickgegriffen.

4.1 Koordinatensystem

In Abbildung 4.1 ist das verwendete Koordinatensystem bildhaft dargestellt.
Das System wird als rechtshindiges System festgelegt, wobei die x-Achse als
Rotationsachse angenommen wird. Werden z-Achse zu x-Achse, x-Achse zu y-
Achse und y-Achse zu z-Achse im Uhrzeigersinn bzw. im mathematisch negati-
ven Sinn gedreht, wird die Richtung der Winkel als positiv angesehen.

Die Durchbiegung wird in z-Richtung als w und y-Richtung als v bezeichnet.[5]
Schwerkraft wirkt in positiver z-Richtung.

13
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Drehrichtung

» Y
ﬂ posetive Winkel

l Richtung der Schwerkraft

Y

Abbildung 4.1: Bestimmung des Koordinatensystems (vgl. Abb. in [5])

4.2 kinematische Beziehungen eines Rotors

Inhalt dieses Abschnittes ist die kinematischen Zusammenhéange eines Rotors
zu finden. Dabei wird auf die Literatur [1] zurtickgegriffen. Falls Unklarheiten
hinsichtlich der Rotordynamik auftreten, ist dieses Fachbuch sehr zu empfehlen.

Zu Beginn wird eines der einfachsten Modelle der Lavallrotor betrachtet. Der
Lavallrotor besitzt eine massebehaftete Scheibe mit einer elastischen masselosen
Welle. Lager werden als starr angenommen und im System soll keine Dampfung
vorhanden sein. Abbildung 4.2 und 4.3 veranschaulichen dies.(vgl. Abbildung
4.2 und 4.3 in [1] und [5])

Angesichts der exzentrischen Scheibe treten bei einer Rotation Fliehkréfte in

14
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Form von

F = emQ? (4.1)

auf, die den Rotor auslenken. Abstand der Exzentrizitat wird mit e bezeichnet,
m steht fiir die Masse der Scheibe und €2 ist die Winkelgeschwindigkeit des rotie-
renden Systems. Die Bewegungsgleichungen verlangen nun den kinematischen
Zusammenhang von WellendurchstoSpunkt W und Scheibenschwerpunkt S zu
berticksichtigen. Mit v und w werden die Auslenkungen des Rotors, bezogen auf

Abbildung 4.2: Ausgelenkter Rotor

den Wellendurchstopunkt W, deklariert. In Abbildung 4.3 ist das Modell in
der yz Ebene abgebildet. vy und w;, legen die Koordinaten des Schwerpunktes
fest. Dabei ist e die Exzentrizitat und € die Winkellage der Unwucht.
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Y
Z

Abbildung 4.3: Rotorscheibe mit Unwucht

Zwischen WellendurchstoSpunkt und Scheibenschwerpunkt bestehen folgende
kinematische Beziehungen:

ws = w ~+ e sin(Qt + )
vs = v+ e cos(Qt + ¢)

mit deren ersten zeitlichen Ableitungen:

ws =W+ e 2 cos(Q + ¢)
Us =0 —e Q sin(Qt + ¢) (4.5)

und zweiten zeitlichen Ableitungen:

iy = 10 — e O sin(Qt +¢) (4.6)
v, = 1 — e Q% cos(Qt + ¢)
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4.3 Ubertragungsmatrizen fiir Biegeschwingungen

Um Biegeschwingungen mittels Ubertragungsmatrizenverfahren ausreichend zu
bestimmen, werden zwei bis drei unterschiedliche Matrizen benotigt. Um alle
Einfliisse, wie zum Beispiel Kreiseleffekt und anisotrope Lagerung zu bertick-
sichtigen, miissen Gleichungen in zwei Ebenen aufgestellt, gelost und in Matrix-
form gebracht werden.

Inhaltlich wurde in diesem Kapitel auf [5] und [4] zuriickgegriffen, ebenfalls
besteht eine Anlehnung an die dort verwendeten Abbildungen.

4.3.1 Massenpunkt
In der Massenmatrix werden folgende physikalische Effekte eingebunden:
e cinfache Punktmasse
e Masse in Scheibenform
o Kreiseleffekt
e Feder- und Dampferelemente

e erzwungene Erregung zufolge Unwucht

Diese Massenmatrix wird nun die Modellierung von Lager, Turbinen und Gene-
ratoren und andere mit-rotierende Massen ermoglichen. In den folgenden zwei
Unterkapiteln werden die Massenmatrizen in zx- sowie yx-Ebene aufgestellt.

Biegung um die y-Achse

In Abbildung 4.4 sind die einwirkenden Kréfte und Momente am Element ein-
getragen. m bezeichnet die Rotormasse, ©, das dquatoriale Massentragheits-
moment, O, das polare Massentragheitsmoment. Die Federkraft in z-Richtung
wird durch die Federsteifigkeit in z-Richtung c,, multipliziert mit deren Auslen-
kung Z bestimmt. Wird Dampfungskonstante d,, mit Z multipliziert, wirkt eine
démpfende Kraft in z-Richtung. Eine Koppelung der Ebenen tritt auf, wenn die
Federkraft c,, * Y oder Dampfungskraft d.,, * Y existieren. Q, ist die Querkraft
am Ende und Anfang des Massenelementes in z-Richtung. M, hingegen ist das
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Biegemoment am Ende und Anfang des Elementes um die y-Achse.
Interessant ist der Term ©,()p,, welcher den Kreiseleffekt beschreibt. Wird 2
die Drehfrequenz des Systems variiert, so verandert sich natiirlich auch der ge-
samte Term. Spater zeigt sich, dass zufolge dieser Eigenschaft die Eigenfrequen-
zen nicht mehr konstant sind, sondern von der Drehfrequenz €2 des rotierenden
Systems abhangen.

y > x

ﬂayk

Dy 0,0,

M, Qs

d..Z d.,Y

Y

Z

Abbildung 4.4: auftretende Krafte und Momente am Massenelement in der zx-Ebene

Bewegungsgleichung der Translation

Zuerst werden alle Krafte in die Bewegungsgleichung der Translation einge-
tragen.

m Ge=—Q. 4+ Q. — .. 7 — .y Y —d.. 7 — d., Y (4.8)

Dabei steht der Index s bei Z, fir Schwerpunkt. Nun wird die Schreibweise von
der Rotordynamik iibernommen.

Z—=w Z—w Y—=v Yo g (4.9)
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daraus folgt:
Wy = —Q,' + Q. —c.,w—cyv—d,, W —d,y 0 (4.10)

Da s noch auf den Schwerpunkt bezogen ist, wird die Beziehung (4.6) einge-
setzt, um diese zu eliminieren. Daraus folgt:

m (b —e QO sin(Qt+e)) = —-Q.' + Q. —c.,w—cyyv—d,, w—d,, v (4.11)
weiter umgeformt ergibt sich die Gleichung:
mi =—Q, +Q. ™ —c.,w—c, v—d,, w—d,, v+meQ? sin(Q+e) (4.12)

Die Drehfrequenz €2 des rotierenden Systemes wird durch w einer Drehfrequenz
ersetzt. Aufgrund der Aufspaltung mittels Summensatzes folgt:

sin(wt + €) = sin(wt) cos(e) + cos(wt) sin(e) (4.13)

und den Eigenschwingungsansatzen:

w = wy sin(wt) + wy cos(wt) (4.14)
v = w1 sin(wt) + vy cos(wt) (4.15)
Q. = Q.1 sin(wt) + Q.o cos(wt) (4.16)

und deren zeitlichen Ableitungen:

W= w w cos(wt) — wy w sin(wt)
W = —w; w? sin(wt) — wy w? cos(wt)
V=1 w COS( t) — vy w sm(wt)

b = —v; w? sin(wt) — vy w? cos(wt)

folgt unmittelbar aus Gleichung 4.12 und 4.13:

m (—wy w? sin(wt) — wy w? cos(wt)) =

—Qa" sin(wt) — Quo’ cos(wt) + Q' sin(wt) + Q2" cos(wt)

—Czz (w1 sin(wt) + wa cos(wt)) — ¢y (v1 sin(wt) + vo cos(wt))

—d., (w1 w cos(wt) —wy w sin(wt)) — dzy (v1 w cos(wt) — vg w sin(wt))
)

+m e w? * (sin(wt) cos(e) + cos(wt) sin(e
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Dieser Ausdruck wird nun in zwei Gleichungen aufgeteilt. Samtliche Glieder,
die mit sin(wt) vernetzt sind, werden zusammengefasst, ebenso wird mit den

cos(wt) Anteilen verfahren.

—mw wr=— il + le — Copy W1 — Coy V1 +doy Wo wHdyy v2w+me w? cos(¢) (4.21)

—mwy W= —Qly + QT — o wa — oy V2 + iy w1 wF duy v w M e WP sine) (4.22)

Bewegungsgleichung der Rotation

Samtliche auf das Massenelement einwirkende Momente werden in der Bewe-
gungsgleichung fiir Rotation eingetragen.

M =M, =0, 4,+6,Q ¢, (4.23)

Die Eigenschwingungsansatze:

Oy = ©y1 Sin(wt) + 2 cos(wt) (4.24)
0, = @.1 sin(wt) + p.o cos(wt) (4.25)
M, = M,y sin(wt) + My cos(wt) (4.26)

und deren zeitlichen Ableitungen von ¢, und ¢,:

Py = Py1 W cos(wt) ©yo w sin(wt) (4.27)
By = —py1 W sin(wt) — @0 w? cos(wt) (4.28)
$r = P21 W cos(wt) 0o w sin(wt) (4.29)
Gy = —0 W sin(wt) — @9 w? cos(wt) (4.30)

werden in Gleichung (4.23) eingesetzt

M“rl sin(wt) + J\WH cos(wt) — M;l sin(wt) — M;é cos(wt) =

2

Ou(—p,1 w? sin(wt) — p,2 w? cos(wt))

+0, Q (p.1 w cos(wt) — .o w sin(wt)

Dieser Ausdruck wird nun in zwei Gleichungen aufgeteilt. Samtliche Glieder
die mit sin(wt) vernetzt sind werden zusammengefasst, ebenso wird mit den
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cos(wt) Anteilen verfahren.

]\4Z+1 yl = -0, w’ P — 6, Qw ., (4.31)
]\4“rl 2 =0, w? 0,20, Qw ¢, (4.32)

Biegung um die z-Achse

Abgesehen von der Biegeachse, ist die Vorgehensweise fiir die Herleitung und
Losung der Bewegungsgleichungen, verglichen mit der Biegung um die y-Achse
identisch. Daher wird auf eine genaue Schilderung verzichtet.

Z

> X
Cyy Cyz
M A
N M1 Pz 0,0¢,

z @Q

\

y

Abbildung 4.5: auftretende Krafte und Momente am Massenelement in der yx-Ebene

Bewegungsgleichung der Translation

Es werden erneut alle Krafte in die Bewegungsgleichung der Translation einge-
tragen.

mY, = —Qyi + Qy”l —Cy Y — ¢y Z —dy, Y — dy» A (4.33)
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Anschliefend wird die Notation der Rotordynamik iibernommen. Gleichungen
4.9 werden in 4.33 eingefiigt:

m s = —Q," + Q" — ¢y v —cpp w—dyy D —dy, W (4.34)
vs wird durch Gleichung 4.7 ersetzt und anschlieBend umgeformt auf
mi=—-Q,+Q, " —c,, v—cp w—d,, 0—d, Ww+meQ? cos(Qt+e) (4.35)
mit ) = w und den Summensatz
cos(wt + ) = cos(wt) cos(e) — sin(wt) sin(e) (4.36)

und unter Berticksichtigung der Eigenschwingungsansatze (Gleichungen 4.14 bis
4.20) folgt unmittelbar aus Gleichung 4.35.

—Qu1’ sin(wt) — Qya’ cos(wt) + QT sin(wt) + Q2" cos(wt

—cyy (V1 sin(wt) + va cos(wt)) — ¢y, (w1 sin(wt) + wa cos(wt)

—dyy (11 w cos(wt) — vy w sin(wt)) — dy, (w1 w cos(wt) — wa w sin(wt)
)

+m e w? * (cos(wt) cos(e) — sin(wt) sin(e

Dieser Ausdruck wird nun in zwei Gleichungen aufgetrennt. Samtliche Glieder
die mit sin(wt) vernetzt sind werden zusammengetfasst, ebenso wird mit den

cos(wt) Anteilen verfahren.

—m vy w2 = —Q;l + Qﬁl — Cyy V1 — Cyz W1+ dyy V2 W+ dy; wo w—m e w? sin(e) (4.37)

—m vy w? = —Q;Z + Q;}Ll — Cyy V2 — Cyr Wa — dyy V1 W — dyy, w1 W+ m e w? cos(e) (4.38)

Bewegungsgleichung fiir Rotation

Samtliche auf das Massenelement einwirkende Momente werden in der Bewe-
gungsgleichung fiir Rotation eingetragen.

M - M =0, 4, -6, Q g, (4.39)
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Mit den Eigenschwingungsansatzen und deren zeitlichen Ableitungen also Glei-
chungen 4.24 bis 4.30 ergibt sich aus 4.39 zu

M;Tl sin(wt) + Mgl cos(wt) — Mjl sin(wt) — M§2 cos(wt) =
Ga(_@zl WQ
—0, Q (py1 w cos(wt) — o w sin(wt)

sin(wt) — .o w? cos(wt))

Dieser Ausdruck wird nun in zwei Gleichungen aufgeteilt. Samtliche Glieder
die mit sin(wt) vernetzt sind, werden zusammengefasst, ebenso wird mit den
cos(wt) Anteilen verfahren.
MY — My = -6, w .1+ 6, Quw @y (4.40)
MY — My = -0, w v -0, Qw v, (4.41)

Ubertragungsmatrix fiir das Massenelement

Die Bewegungsgleichungen fiir ein Massenelement konnten in zx- und yx-Ebene
erfolgreich aufgestellt und gelost werden. Folglich lasst sich das Biegeverhalten
fir ein Massenelement zu jedem Zeitpunkt bestimmen. Wobei sich der Index i
auf die Zustandswerte vor und i4+-1 nach dem Element beziehen.
Nun werden die Gleichungen 4.21, 4.22, 4.31, 4.32, 4.37, 4.38, 4.40 und 4.41 in
Matrixform der Gestalt

gt =T x o (4.42)
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gebracht. T ist dabei die Ubertragungsmatrix und = der Zustandsvektor.
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In der letzten Spalte der Ubertragungsmatrix befinden sich die Erregerkrafte in
Form von mew? mal einer Sinus- oder Kosinusfunktion wieder.

4.3.2 Masseloser Balken konstanter Steifigkeit

Ein masseloses Balkenelement kann dazu verwendet werden, ein Wellenstiick zu
beschreiben. Dabei wird die Masse der Welle entweder vollkommen vernachlas-
sigt, oder sie wird der Rotorscheibe aufgetragen. Bei groflerer Feldlange eines
Balkenelementes kann ein Massenelement eingefiigt werden, welche die Masse
der Welle beriicksichtigt.

Aufgrund des Kreiseleffektes und anisotroper Lagerung in der Massenmatrix
miissen fiir das Balkenelement ebenfalls die physikalischen Zusammenhange in
der zx- und yx- Ebene gefunden werden.

Biegung um die y-Achse

In Abbildung 4.6 wurden Krafte und Momente die auf ein Balkenelement ein-
wirken dargestellt. Dabei wird die Querkraft (), und Linienlast ¢. in z-Richtung
sowie Moment My um die y-Achse beachtet.

Aus dem Kraftegleichgewicht

—Q:+ ¢ di + Q. +dQ. =0 (4.44)
folgt
R e (1.45)
und dem Momentengleichgewicht
-M, - Q. d,+ M, +dM,=0 (4.46)
folgt
Q.= djl\fy = M, (4.47)

Fiir eine weitere Berechnung wird die Biegedifferentialgleichung des Balken-
elements benétigt. Dabei wurde auf die Literatur [6] zuriickgegriffen. Mit der
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Y I X
lqz
M, Q.
Q. +dQ. M, + dM,

Abbildung 4.6: Krifte und Momente eines masselosen Balkenelements in zx-Ebene

Dehnung
ou
= - 4.48
€= (4.48)
und dem Elastizitatsgesetz
c=Fc¢ (4.49)
folgt
ou
=F — 4.50
o e (4.50)
Aufgrund des kinematischen Zusammenhang
U=, 2 (4.51)
wird aus Gleichung 4.50 die Beziehung.
oc=F g,z (4.52)
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Das Biegemoment M wird bestimmt durch Bildung der Normalspannung o in
x-Richtung tiber den gesamten Querschnitt.

M, = /A oz dA (4.53)
Mit Verwendung der Gleichung 4.52 folgt.
My=[ E¢,2dA — M,=Ey|,[ 2*dA (4.54)
Niitzt man das Flichentragheitsmoment I = I, = [22dA und die Beziehung
¢, = —w' aus, ergibt sich die Differentialgleichung der Biegelinie zu
M,=-ETuw" (4.55)

Zwei mal nach x abgeleitet erhédlt man
M;’ =—FE I uw" (4.56)

Da aber
M;’ =Q = —q. (4.57)

z

ist, und ¢, null wird da keine Streckenlast vorhanden sein soll, kann Gleichung
(4.56) vereinfacht werden zu.

EITw" =0 (4.58)

Diese Gleichung wird nun integriert. Die anfallenden Konstanten kénnen mittels
Anfangsrandbedingungen bestimmt werden.

3

w(x) =ag+a; v +as 2° +az x (4.59)
w(r) =a;+2 ay v+ 3 az 2* (4.60)
w(x)"'=2as+6 a3 x (4.61)
w(z)" =6 ag (4.62)
Gleichungen konnen weiter umgeformt werden. Verwendet man
M, Q
I n_ _ "y nm_ _ %z 4.
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so ergibt sich.

0, =—a; —2ay  — 3 az x° (4.64)
M,=-2FElay—6FElagx (4.65)
Q.= 6 EI ay (4.66)

Fir x = 0 gelten die Anfangsbedingungen

w=wy; ©y =Py ; My=My; Q.= Q0

mit denen die Konstanten bestimmt werden kénnen zu.

apg = Wy (467)
ar = —y0 (4.68)
My
= — 4.
2= T9 Rl (4.69)
QZO
= — 4.

Werden diese in Gleichungen 4.59 und 4.64 bis 4.66 eingefiigt erhélt man.

MyO 2 QZO 3
0Bl T 6ELI"

W = Wy — Pyo L —

MyO QZO 2
2L Pt omr”

Yy = Pyo T

My = Myo—l-on X

Qz = QZO

Sie beschreiben den Zustand also w, ¢,, M,, (), an jeder beliebigen Stelle
des Biegebalkens. Das Ubertragungsmatrizenverfahren verlangt jedoch nur die
Zusammenhange vom Anfang und Ende eines Elementes. Daher wird fiir x die
Lange L des Balkenelementes ersetzt. Der Zustandswert an der Stelle x = 0 wird
mit dem Index ¢ und x = L mit Index i+ 1 bezeichnet. Werden die Gleichungen
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nun in Matrixform geschrieben, so erhilt man die Ubertragungsmatrix fiir ein
masseloses Biegeelement mit konstanter Steifigkeit in xz-Ebene.

+1 L2 3 7
w I =L —5%7 —6&1 w
Py 0 1 & Py
= * (4.71)
M, 0 0 1 L M,
Q- 0 0 0 1 Q-

Biegung um die z-Achse

Abgesehen von der Biegeachse ist die Vorgehensweise verglichen mit der Bie-
gung um die y-Achse identisch. Aus diesem Grunde wird nicht mehr auf jedes
Detail eingegangen, stattdessen werden die notwendigsten Beziehungen erganzt.
Aus Abbildung 4.7 kann die Kréftebilanz abgeleitet

—Qy+qy d; +Qy+dQ, =0 (4.72)

und umgeformt werden zu

fd _de

W=—g = -Q, (4.73)
Weiters wird die Momentenbilanz aufgestellt
M, +Qy dy + M, +dM, =0 (4.74)
und umgeformt zu
R (475

Die Herleitung der Biegedifferentialgleichung des Balkenelements ist nahezu
identisch wie zuvor. Die Gleichung (4.51) wird zu

u=—p, z (4.76)
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I X
—H,D;j
:

Qy +dQy M. + dM.

<

Abbildung 4.7: Kréfte und Momente eines masselosen Balkenelements in yx-Ebene

somit wird das Elastizitatsgesetz zu
o=FE ¢y (4.77)
Das Biegemoment wird angeschrieben als
M.=—[ oydA (4.78)
und Gleichung (4.77) eingefiigt.
_ /2 o ! 2
MZ_/AE%y dA - MZ—E%/Ay dA (4.79)

Niitzt man das Flichentragheitsmoment I = I, = [y?dA und die Beziehung
v, = v aus, so ergibt sich die Differentialgleichung der Biegelinie zu.

M.=E I (4.80)
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Zwei mal nach x abgeleitet erhédlt man.
M!=FETJ" (4.81)

Da aber

-M! =Q, = —q, (4.82)

ist, und ¢, zu null wird, da keine Streckenlast vorhanden sein soll, kann Glei-
chung (4.81) vereinfacht werden zu

EIv" =0 (4.83)

Die Gleichung wird nun integriert. Die anfallenden Konstanten kénnen mittels
Anfangsrandbedingungen bestimmt werden.

v(x) = ag+ar x + ay x* +az 2° (4.84)
v(z) =a; +2ay x+3 az 2° (4.85)
v(z)"'=2ay+6azx (4.86)
v(z)" =6 a3 (4.87)

Diese Gleichungen konnen weiter umgeformt werden. Verwendet man

M,
W@) = v@) = o v(a) =~ (189
so ergibt sich

0. =a1+2ay x+3 az x (4.89)
M,=2FEIlay,+6 El agx (4.90)
Qy,=—6 EI a3 (4.91)

Fir x = 0 gelten die Anfangsbedingungen

V= ; P =905 M= Mo ; Q= Gy
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mit denen die Konstanten bestimmt werden konnen zu

(4.92)
(4.93)

(4.94)

(4.95)

Werden diese in die Gleichungen 4.84 und 4.89 und 4.91 eingefiigt erhélt man

V=10 + @0 T+

Y = .0 T

ap = Vg
a1 = ¥z0

. MzO
=9l
(n = — QyO

’ 6 EI

2Bl "

MzO T — QyO 1'2
EI 2Bl

Mz :MZO_QZO x

Qy = QyO

2 QyO
6 B "

und die daraus resultierende Matrixformulierung

()

Pz

M,

Qy

i+1

1

L

L2
2 ET
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Ubertragungsmatrix fiir eine masseloses Biegeelement

Das Ergebnis fiir den Zeitverlauf lasst sich mit den Gleichungen ermitteln

w(z,t) =wy sin(wt) +wy cos(wt) 5  v(x,t)=1wv sin(wt)+ vy cos(w t)
oy(x,t) = 1 sin(w t) + @ cos(wt) 5 @i(x,t) =@ sin(w t) + p.2 cos(w t)
My(z,t) = yl sin(w t) + Mys cos(w t) 5 M, (z,t) = My sin(w t) + M.y cos(w t)
Q:(x,t) = Q. sin(w t) + Qe cos(wt) ; Qy(x,t) = Qy sin(w t) + Qya2 cos(w t)

Werden diese abermals in eine Matrix umgeschrieben, erhilt man die Ubertra-
gungsmatrix fiir ein masseloses Biegeelement mit konstanter Steifigkeit.
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(4.97)

4.3.3 Massebehafteter Balken konstanter Steifigkeit

Ein massebehaftetes Balkenelement kann verwendet werden, um ein Wellen-
stiick zu beschreiben. Anders als beim masselosen Balkenelement wird die Masse
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des Balkens berticksichtigt, folglich lassen sich Schwingungsformen des Balken
behandeln.

Zusatzliche Effekte konnten miteinbezogen werden, um das reale System de-
taillierter abzubilden. In Literatur [4] wurden Biegebalken mit axialer Normal-
kraft, elastische Bettung oder Drehtrigheit und Schubelastizitiat (Timoshenko-
Balken) hergeleitet. Keiner dieser ergdnzenden Effekte wurde in das Simulati-
onsprogramm mit einbezogen, da angenommen wurde, dass das rotordynami-
sche Verhalten von hydraulischen Maschinen nicht von diesen Effekten beein-
flusst wird.

Biegung um die y-Achse

In Abbildung 4.8 sind alle einwirkenden Krafte und Momente in z-Richtung
die auf das massebehaftete Balkenelement einwirken, dargestellt. Dabei wird pu
als Massenbelegung bezeichnet.

+90y)

y

I X

Is
s

Q. +dQ. M, + dM,

Abbildung 4.8: Kréfte und Momente eines massebehafteten Balkenelementes in zx-
Ebene
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Mit Forderung, dass die Summe aller Krafte gleich null sind folgt
—Q, —pw dr+q. dr+ Q, +dQ. =0 (4.98)
zusammengefasst ergibt
dQ, +q. dv —pode =0 — Q. +q,— =0 (4.99)
Weiter gilt Summe aller Momente gleich null
-M, —Q, dx+ M, +dM, =0 (4.100)

geklrzt resultiert

M,
dx

Wird Gleichung 4.101 nach x abgeleitet und in 4.99 eingesetzt, ergibt das

M, — Q. dz =0 — Q.= =M (4.101)

" .
M + q. — b = 0 (4.102)
Mit dem Elastizitatsgesetz
M=EI & (4.103)
und der kinematischen Beziehung x = —w” folgt
M=—EIu (4.104)

Hinsichtlich diesem Zusammenhang kann Gleichung 4.102 umgeformt werden
zu

ET w" + pio = q, (4.105)

Da keine Linienlast ¢, vorhanden ist, geniigt die Losung der homogenen, parti-
ellen Bewegungsdifferentialgleichung

ET w" + i =0 (4.106)

Mit dem Produktansatz von Bernoulli kann der Bewegungsverlauf w(z,t) als
Produkt einer ortsabhangigen Biegelinie w(x) und einer Zeitfunktion ¢(t) for-
muliert werden.

w(z,t) = w(x) q(t) (4.107)
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Mit deren Ableitungen
w(a, )" =w(@)" q(t) ; Wz, t)=w) qt) (4.108)
entwickelt sich Gleichung 4.106 zu

E] nm t
Elw@)™ _ o) _ . _ 2

pwl) ) (4.109)

Wobei die Konstante mit w? bezeichnet wird. Idee dieses Seperationsansatzes
ist, aus einer partiellen Differentialgleichung zwei gewohnliche Differentialglei-
chungen zu bilde.

(4.110)
(4.111)

a(t) +w? q(t) =
EI wx)" —w?* pw(x) =

Die Losung der Gleichung 4.110, also dem Zeitverlauf, kann direkt hingeschrie-
ben werden.
q = q1 sin(wt) + ¢2 cos(wt) (4.112)

Wobei ¢; und ¢ mit den Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Wird Gleichung 4.111 umgeschrieben mit der Abkiirzung

[ w
k= 4.113
so erhalt man
w(x)" — k* w(z) =0 (4.114)
Unter Verwendung des Exponentialansatzes
4
w(z) = a; N (4.115)
i=1
und mittels charakteristischer Gleichung
M= (4.116)
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und dessen Losungen
Aoy =k Agay=F ik (4.117)

ergibt sich
w(z) = d e 4 dy e 4 dz e 4 @y e (4.118)

Unter Verwendung von hyperbolischen und trigonometrischen Funktionen re-
sultiert

w(z) = a1 sin(kx) + ag cos(kx) + ag sinh(kx) + a4 cosh(kx) (4.119)

Mit den Randbedingungen bei x = 0 lassen sich die Konstanten aq, as, ag und
a4 bestimmen. Fiir besseren Uberblick werden

s = sin(kz) ; ¢ = cos(kx) ; S = sinh(kx) ; C = cosh(kx) (4.120)
abgekiirzt. Wird Gleichung 4.119 mehrmals nach x abgeleitet

w(r)=a; s+ayc+azS+ayC ( )
w(x) =arkc—asks+azkC+aysk S ( )
w(r)" = —ay k* s —as k> c+az k* S+ay k* C (4.123)
wx)" = —a1 K ctay k®s+az k> C+ays k> S ( )
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mit den Beziehungen

und bei z = 0 gilt

s=20

wW=wy ; Py = Pyo ; My:MyO ; Qz:QzO

) =5 =
wie) = wéa(jt’)t)/ = ¢y
ool = =
e = =
; c=1; 5=0 :

C=1

(4.132)
(4.133)

konnen die Konstanten aq, as, az und a4 ermittelt werden. Dazu muss nur dieses
lineare Gleichungssystem erster Ordnung gelost werden:

Wy = a9 + ay

—po = a1 k+ as k

M
—Ey[O = —ay K* + ay K
—%Z; = —a; +k* + a3 K
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Nach ldngerer Umformung sind die Konstanten

¥y0 Qz()
M=o TR
a9 = @ MyO
2 2ETK?
a3 = _Spy() . Qz()
2k 2ETK3
ag = @ - MyO
2 2ETK?

bestimmt. Werden diese nun in die Gleichungen 4.125 bis 4.131 eingesetzt, ist
die Losung der homogenen Differentialgleichung bestimmt. Nach Vereinfachung
lassen sich die Gleichungen darstellen als:

w(er) =2 (e C) = D0 (5 4.5) 4 10 (C—C)Jng;Ok?) (s— )

pla) = k[ (S ) = D0 (e 0) = TN (548 4 S0 (e O)
M,(z) = —E1k2[u;0 (C —c¢)+ gl;f (s —5) — 2%22 (c+C) — Qgﬁg (s +9)]
Qo) = ~BIR[™ (s +8) + 20 (e C) 1 20 (s - 8) — 20 (4.0

Sie gelten fiir den massebehafteten Balken mit konstanter Biegesteifigkeit. Da
im Ubertragungsmatrizenverfahren aber nur die Anfangs- und Endzusténde
benotigt werden, wird x durch die Lange L des Balkenelementes ersetzt und in
Martrixform gebracht. Dabei werden
5 cos(kL) + cosh(kL) P sin(kL) + sinh(kL)
B 2 N 2
o cos(kL) — cosh(kL) H sin(kL) — sinh(kL)

2 2
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ersetzt und die Ubertragungsmatrix ist

i+1 r G H
w E ~% EIRZ T EIRP w
F G
Py Hk E EIk  EIR2 Py
— * (4.134)
F
M, GEIK> —HEIk E z M,
Q: _FEIK¥® —-GEIK -Hk E Q.

Die Losung beinhaltet ausschliellich die Ortsabhangigkeit der partiellen Diffe-
rentialgleichung also w(z). Um die gesamte Antwort, ergo auch die Zeitfunktion
q(t) zu berticksichtigen, muss w(x) mit der Losung von ¢(t) multipliziert werden

(vergleiche Formel 4.107).
—  wy sin(wt) + wy cos(wt)

w(z,t) =w (q1 sin(wt) + g2 cos(wt))

py(x,t) = @y (@1 sin(wt) + qo cos(wt))  — Y1 sin(wt) + py e cos(wt)
My(x,t) = M, (q1 sin(wt) + g2 cos(wt)) — My sin(wt) + My cos(wt)
Q.(z,t) = Q. (q1 sin(wt) + g2 cos(wt)) — Q.1 sin(wt) + Q.o cos(wt)
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In Matrixform

w1

9091

yl
Qzl

(%

9092

M,

Qz2

1+1

HEk

GEIk?

—FEIE3

|

—HETk

—GEIk?

EIk3

ETk?

el

HE

GEIk?

—FEIkK?

—HEIk

—GEIKk?

—HEk

w1
gp@h

yl
Qzl

W9

902/2

My

QZQ

Es sei anzumerken, dass in der Ubertragungsmatrix blofl w unbekannt ist. Sind
Anfangsbedingungen gegeben, kann der Zustandsvektor x’ ermittelt werden.
Spater wird gezeigt das zur Ermittlung der Eigenfrequenz jedoch der Zustands-
vektor 2’ nicht notwendig ist, sondern ausschliefllich die Randbedingungen des
gesamten Systems.

Biegung um die y-Achse

Die Vorgehensweise ist abgesehen von der Biegeachse identisch, verglichen mit
der Biegung um die z-Achse. Es wird daher auf eine genauere Erklédrung ver-

zichtet.

Summe aller Krafte gleich null

dQy + qy dx — pv de =0 — Q) +q, — pi =0

42

(4.135)




KAPITEL 4. THEORIE DES UBERTRAGUNGSMATRIZENVERFAHRENS

I X
—H,D;j
:

Q, + dQ, M, + dM,

\

y

Abbildung 4.9: Kréfte und Momente eines massebehafteten Balkenelements in yx-
Ebene

Summe aller Momente gleich null.

dM,
dx
Wird Gleichung 4.136 nach x Abgeleitet und in 4.135 eingesetzt, ergibt das

AM.+Q,dx =0 — Q,= - M (4.136)

—M! +q,— pi =0 (4.137)
Mit dem Elastizitatsgesetz und der kinematischen Beziehung x = v” folgt:

M =EI v (4.138)

Zwei mal nach x abgeleitet in Gleichung 4.137 eingesetzt und umgeformt, er-
schlieit sich die homogene partielle Bewegungsdifferentialgleichung. Wobei die
Linienlast g, = 0 ist.

ET V" 4+ ut =0 (4.139)
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Mit dem Produktansatz von Bernoulli entstehen zwei gewohnliche Differential-
gleichungen der Form

q(t) +w? q(t) =0 (4.140)
EI v(z)" —w?* pov(z) =0 (4.141)

Losung der ersten homogenen Differentialgleichung ist
q = q sin(wt) + q cos(wt) (4.142)

Die Gleichung 4.141 lasst sich mittels Exponentialansatzes und weitere Umfor-
mungen wieder in Gestalt von hyperbolischen und trigonometrischen Funktio-
nen schreiben:

v(x) = a1 sin(kx) + ag cos(kx) + as sinh(kz) + a4 osh(kx) (4.143)

Mit den Randbedingungen bei x = 0 lassen sich die Konstanten aq, as, ag und
a4 bestimmen. Fiir besseren Uberblick werden

s = sin(kx) ; ¢ = cos(kx) ; S = sinh(kx) ; C = cosh(kz) (4.144)
abgekirzt.
v(x)=a1 s+arc+az S+a, C=v (4.145)
v(x) =arkc—ayks+a3zkC+askS=¢p, (4.146)
v(x)' = —a1 k*s—ay k* c+as k* S+ ay k* C = ]L\?% (4.147)
v(@)" = —a1 K ctag kP s+a3 kK C+ag k3 S = —%_ (4.148)
Bei z = 0 gilt.
s=0 ; c=1 . S=0 . C=1 (4.149)
V=0 3 .= 3 M.= DMy ; Q= Qy (4.150)

Eingesetzt in den Gleichungen 4.145 bis 4.148 kann das lineare Gleichungssys-
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tem gelost werden und die Koeffizienten werden zu

_ $20 Q@0

“=or T oENS
Vo M.

Ay = — —

27 9 opIk?

Qa = ¥20 . QyO

ST 9k 2EIK3
U M.

ay = —

YT 9 T oEpTR?

Werden diese nun in die Gleichungen 4.145 bis 4.148 eingesetzt, ist die Losung
der homogenen Differentialgleichung bestimmt. Nach Vereinfachung lassen sich
die Gleichungen darstellen als.

v(x) = Q;) (c+C) + ZZO (s+S)+2glzz2 (—c+C)+ 2%‘;{3 (s —8)
pola) = k[ (S=9)+ 2 (c+0) + 2%;22 (s+5)+ 2%3{3 (c—C)]
M,(z) = E]k:Q[U; (C—c¢)+ ‘;yk“ (—s+S) + 2]];4;22 (c+C) - 2%{3 (s +9)]
Q,(z) = —Elk?’[go (s+8)+ 9;20 (—c+C)+ 2];;22 (—s+8)— Qgﬁg (c+ O)]

Sie gelten fiir den massebehafteten Balken mit konstanter Biegesteifigkeit. Da
im Ubertragungsmatrizenverfahren aber nur die Anfangs- und Endzusténde
benotigt werden, wird x durch die Lange L des Balkenelements ersetzt und in
Matrixform gebracht. Dabei werden

o cos(kL) + cosh(kL) e sin(kL) + sinh(kL)
B 2 N 2

o cos(kL) — cosh(kL) H— sin(kL) — sinh(kL)
N 2 B 2
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ersetzt und die Ubertragungsmatrix mit der Zeitabhangigkeit ist.

o\ g B G Ho g 0 0 0\ (w
02 kB pm w0 0 0 0| |,
My _crie —gEnk B —% 0 0 0 0 My
Q1 _FEIK GEIK  Hk E 0 0 0 0 Qun
= k
s 0 0 0 0 E £ O A s
Pz 0 0 0 0 _—m B 2x ]| | e
M. 0 0 0 0 _ceme —memn B —% | | Mo
Q2 0 0 0 0  _rEm® GEm  Hk E Q2

Ubertragungsmatrix fiir eine masseloses Biegeelement

Um die gesamte Ubertragungsmatrix fiir ein massebehaftetes Biegeelement um
die y- sowie z-Achse zu erhalten, werden die zwei Matrizen einfach zusammen-
gesetzt.
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4.4 Ubertragungsmatrizen fiir Torsionsschwingungen

Um Torsionsschwingungen mittels Ubertragungsmatrizenverfahren ausreichend
zu bestimmen, werden zwei bis drei unterschiedliche Matrizen benotigt. Weiter
treten keine Terme auf, die eine Koppelung der Ebenen verursachen, wie zum
Beispiel der Kreiseleffekt oder anisotrope Lagerung bei den Biegeschwingungen.
Somit geniigt die Herleitung der Gleichungen in einer Ebene. Zuriickgegriffen
wurde in diesem Unterkapitel dabei wieder auf [5].

4.4.1 Massenpunkt

Abbildung 4.10 zeigt ein Massenelement auf dem Momente einwirken. Mg, ist
das erregende Moment, M das Moment, ¢ die Torsionssteifigkeit, d die Damp-
fungskonstante und ©,, das polare Massentragheitsmoment.

> X
i i+1
——>»3 Mg,
M <ae—] O, 3 M
dp ~E—] 3 Cp
Y
V4
Abbildung 4.10: Momente am Massenpunkt bei Torsion
Die Bewegungsgleichung der Translation ist
0, p =Mt — M' —dp — co + Mg,, (4.151)
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Mit den Ansitzen

@ = 1 sin(wt) + ¢ cos(wt) (4.152)
M = M, sin(wt) + My cos(wt) (4.153)
Mp,r = Mgy, (sin(wt) cos(e) + cos(wt) sin(e)) (4.154)

und deren zeitlichen Ableitungen ¢ und ¢ erhalt man aus Gleichung 4.151,
wenn die Kosinus- und Sinusterme getrennt werden.

MlZ:Jrl - _@p w2 Y1+ Mlz o d(,U(pQ +cpr— Mgy, 005(5) (4155)
j\jlZJrl — —@p w2 P9 + MQZ + dLUQOl +c ©2 + METT SZH(E) (4156)

In Matrixform werden die zwei Gleichungen zu

o\ 1 0 0 0 0 o1\’
M, c—0,w 1 —dw 0 —Mpg,, cos(e) M,
oy | = o o0 1 0 0 « | o
M, dw 0 c—0,w? 1 Mg, sin(e) M,

1 0 0 0 0 1 1

4.4.2 Drehfeder mit kontinuierlicher Massenverteilung

Abbildung 4.11 zeigt Momente, die auf ein Drehfederelement mit kontinuier-
licher Massenverteilung wirken. Wird nun wieder die Bewegungsgleichung der
Translation

¢ dO, = M +dM — M (4.157)
mit

dO, =p I, do (4.158)
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aufgestellt, kann die Gleichung umgeschrieben werden zu

o p 1, de =dM (4.159)

> X

M A~ —] d®p  ——3»3 M +dM

dx

N

Abbildung 4.11: Momente an der Drehfeder mit kontinuierlicher Massenverteilung bei
Torsion

Mit der Beziehung und dessen Ableitung nach x
dM

M=GI, ¢ — =G I, " (4.160)
dx
kann weiter umgeformt werden zu
. 17 . G 1
pply=GIL ¢ — b= (4.161)

Mit dem Seperationsansatz und der Abkiirzung a? = % folgt

Xay _ F0) _
X(z) @ T() (4.162)
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und die zwei resultierenden Gleichungen sind:

T{t)+a*n*T()=0 (4.163)
X(z)"+a*n* X(z)=0 (4.164)
Weiter folgt
T(t) = Ay sin(an t) + As cos(an t) (4.165)
X(x) = By sin(n x) + By cos(n x) (4.166)

dabei sei an = w. Mit der Anfangsbedingung x = 0 gilt ¢ = ¢y und M = M,
und langerer Umformung sind die Konstanten B; und By
CGLY

Mit den Gleichungen fiir ¢(x) und 4.160 und der Bedingung das x = L sowie
der Abkiirzung

A=21 (4.168)
a

ist die Ubertragungsmatrix fiir eine Drehfeder mit kontinuierlicher Massenver-
teilung. Die Losung der Zeitfunktion ist ebenfalls schon enthalten.

i L sin(A ;
o1 +1 cos() a I,,(/\) 0 0 0 o1
M, —%‘Sm(/\) cos(A) 0 0 0 M,
_ L sin(A
P2 = 0 0 cos(\) = p(/\) Of*] ®2
M, 0 0 _AG IpLsin()\) COS()\) 0 My
1 0 0 0 o 1) \1

o1



KAPITEL 4. THEORIE DES UBERTRAGUNGSMATRIZENVERFAHRENS

4.4.3 Masselose Drehfeder mit Dampfung

In Abbildung 4.12 ist eine masselose Drehfeder dargestellt. Feder und Dampfer
werden parallel angenommen.

Abbildung 4.12: Momente an der masselosen Drehfeder mit Dampfung bei Torsion

Aus dem Momentengleichgewicht

M'=d (" = @) +e (™ =) (4.169)

und den Ansétzen
© = 1 sin(wt) + p cos(wt) (4.170)
M = M, sin(wt) + My cos(wt) (4.171)

erhalt man ein Gleichungssystem. Trennt man Sinus- und Kosinusterme in zwei
Gleichungen auf, erhalt man

—dweb™ + ettt + dwph — el = M (4.172)
dwe™ + cbtt — dwl — cply = M. (4.173)

Lost man die Gleichung so ergibt sich

, M ¢ M dw :
+1 1 2 7

LT 2102 2+ Bl e (4.174)
- M ¢ M dw :

il = A - A —— + ¢ (4.175)

2+ d2w? 2+ d2w?

92



KAPITEL 4. THEORIE DES UBERTRAGUNGSMATRIZENVERFAHRENS

Umgeschrieben in Matrixform erhalt man

e\ (1 mem 0wt 0\ (e
M, 0 1 0 0 0 M,
pr| =0zt 1 arEe Of*| @
M, 0 0 0 1 0 M,
1 0 0 0 0 1 1

wobei die Belastungsspalte bereits angehangt wurde.

4.5 Das Ubertragungsmatrizenverfahren

In den letzten Unterkapiteln wurden einige Ubertragungsmatrizen hergeleitet
ohne dabei einen genaueren Grund dafiir zu kennen. Folgender Abschnitt soll
Abhilfe schaffen und das Ubertragungsschema zur Ermittlung von Eigenfre-
quenzen und Eigenformen ausfiihrlichst erldutern. Zuriickgegriffen wurde dabei
auf die Literatur [4].

Abbildung 4.13 zeigt eine gelagerte Welle mit massebehafteter Scheibe. Das
System wurde in sieben Abschnitte zerlegt und jeden Element wurde eine Uber-
tragungsmatrix zugewiesen. Die Wellenstiicke T7,75,75 und 77 konnen mit der
Ubertragungsmatrix fiir ein masseloses Biegeelement beschrieben werden. Die
massebehaftete Scheibe T wird mit der Ubertragungsmatrix eines Massenpunk-
tes modelliert. Lagerungen 75, und 7y konnen als Federelement interpretiert
werden, welche wiederum mit der Ubertragungsmatrix fiir einen Massenpunkt
beschrieben werden.
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Ty

Ze

T4 xs3

Abbildung 4.13: gelagerte Welle mit massebehafteter Scheibe

Wird nun fiir jedes Element die Gleichung von der Ubertragungsmatrix hinge-
schrieben so erhalt man.

xr ="Trxg ; v =Texs ; v5 =Tsxy 5 x4 = Tyxs ; 13 =T329 ; w2 =Tow) ; 1 = T170

Werden nun die Zwischenvektoren substituiert, bleiben lediglich Anfangsvektor,
Endvektor und eine Matrix 7. tiber. Wobei T, eine Multiplikation von allen
Ubertragungsmatrizen ist und von w abhangt.

7 = Trw) Tow) Tsw) Taw) T3w) Tow) Tiw) o

Tges(w)

Betrachtet man diese Gleichung nun in Matrixform und fiigt dazu die Randbe-
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dingungen M = 0 und ) = 0 ein so erhalt man.

wy \ 7 * * ok ok % x ok ok % ¥ % % % * %k % % wy \ 0
(pyl k * k% * * k% * * k ok * * k% * @Ul
0 T51 Tz *x T35 T36 *x x T39 T310 * x T513 T314 * *x 1317 0
0 Tyq Tup *x Tus Tae * * Tag Tyio * *x Tyiz Taga * *x Tya7 0
wWa * * k% * * k% * k k% * * k% * wa
()0,,/2 * * k% * * k% * * k% * * k% * %0’[]2
0 Try Tro % Tns Tre % Trg Trio * % Tr1z Traa * x Trar 0
0 Tgn Tg2 * * Tgs Tge * * Tgg Tgio * * Tgi1z Tg1a * * Tyar 0
(% = * * k% * * k% * * k ok * % k% * >k V1
@Zl k k k% * * k% * * k% * k k% * gﬁzl
0 T Tiie * x Tiis T * * Thi,o Thi,10 * * Tz Tii0a % x Thaar 0
0 Ti21 Tio * * Thios Tioe * * Tho9 Tho10 * * Thi2,13 Ti2,14 * * Tho17 0
V2 * * ok ok %k * ok ok %k * * %k * * * ok * V2
Pzq * * ok ok X * ok ok X * ok ok % * ok ok X Pzo

Tis,1 Tis2 * * Tis5 Tis,6 * * Tis,9 Tis,10 * * Ths5,13 T15,14 * * Ti5,17

Ti6,1 Ti6,2 * * T16,5 Ti6,6 * * T16,9 Th6,10 * * T16,13 T16,14 * * T16,17

* * * ok * * * 3k * * * ok * * * 3k *

Das Symbol * beschreibt Matrixeintrage die keine weitere Bedeutung auf die
Eigenfrequenzberechnung haben. Da erzwungene Erregungen keinen Einfluss
auf die Eigenfrequenz haben, wird die Belastungsspalte und Zeile weggelassen.
Falls andere Randbedingungen vorhanden sind, miissen Startvektor, Endvektor
und die Matrix Ty., angepasst werden. Einen Uberblick verschafft Abbildung
4.15 (vgl. Abb. 4.15 mit [4] ). Fithrt man nur die relevanten Terme in der Matrix
an, so erhalt man ein homogenes Gleichungssystem der Form.

o\ 7 T31 T30 T35 T36 T39 1310 1313 15314 wy \ 0
0 Tyr Tup Tas Tue Tag Taro Tanz Tyia Oy
0 Tr1 Tro Trs Tre Tro Tri0 T713 T714 wa
0 Tg1 g2 T35 Tse 139 Tsi0 113 Tk14 Py
0 | Tiia Tuie Tuas Tie Tino Tingio Tins T 1 o
0 Tig1 Th22 Tios Ti2e Ti29 Ti200 Ti213 Th214 L
0 Ti51 This2 Tis5 Tis6 Tis,9 1500 Tis13 Ths14 v2
0 Ti6,1 The,2 The,5 The,6 T16,9 The,10 Ti6,13 116,14 Pz
L7 Tred(w) Lo

Die Matrix T,.q hidngt ausschlieSlich von der Variable w ab. Setzt man nun
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irgendeine Frequenz w ein, dann wird das homogene Gleichungssystem iibli-
cherweise nicht erfiillt sein. Wenn aber eine Eigenkreisfrequenz w; des Systems
eingesetzt wird, ist das homogene Gleichungssystem erfillt. In diesen Fall wird
die Determinante von 7;.; zu null.

Zusammengefasst lasst sich sagen, wenn det(T}..q.)) = 0 dann liegt eine Eigen-
kreisfrequenz des Systems vor.

In Abbildung 4.14 wurde die Determinante von T,.4 fiir einige Frequenzen w
berechnet und anschlieffend in ein Diagramm eingetragen. Zwei Eigenfrequen-
zen wy und wy bzw. Nullstellen der Determinante T..; liegen vor.

Bei der numerischen Berechnung der Nullstellen gibt es folgende Vorgehens-
weise. Man setzt in die Ubertragungsmatrizen T bis 7% eine Frequenz w ein.
Dabei soll w so gewahlt werden, dass w vor der zu ermittelnden Eigenfrequenz
liegt, in unserem Fall w < wy. AnschlieBend wird mittels Matrizenmultiplikati-
on T,.q gebildet und davon die Determinante det(T}.s). Diese Vorgehensweise
wird durch schrittweises erhohen der Frequenz w fortgesetzt. Wird dabei ein
Vorzeichenwechsel der Determinante festgestellt, befindet sich zwischen dieser
Frequenz und der Frequenz davor eine Eigenkreisfrequenz des Systems.

det
A

w1 W2 /
> W

Abbildung 4.14: Determinantenverlauf und Eigenfrequenzen (Nullstellen) w; und ws

Sind die Eigenkreisfrequenzen w; gefunden, konnen die zugehorigen Eigenfor-
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men ermittelt werden. In ihrer Form sind sie genau definiert jedoch in einer
Grofle noch frei. Setzt man beim Startvektor z eine beliebige Grofie ungleich
null, so kann der gesamte Startvektor xy bestimmt werden. Ist dies geschehen,
kann mit dem bestimmten Startvektor zy und der ersten Ubertragungsmatrize
T, der Zwischenvektor z1 bestimmt werden.

1 = Tl(w) X (4176)

Dies kann sukzessive fortgesetzt werden, bis der Endvektor z7 erreicht wird.
Wurden alle Vektoren berechnet, ist die Eigenform des System bei der Eigenfre-
quenz w; definiert. Abgesehen von den Durchbiegungen und Neigungen werden
zusatzlich die zugehorigen Momente und Querkrafte berechnet.

Abbildung 4.15: Randbedingungen

57

I T eingespannt w(0,t) = ¢(0,t) = 0
Nw
’57 I L gelenkig gelagert | w(0,t) = M(0,t) = 0
Yw
I x frei M(0,t) = Q(0,t) = 0
w
§ I x querkraftfrei w'(0,t) = Q(0,t) = 0
Nyw




5 HydroVib das Simulationsprogramm

5.1 Allgemeines

Der Name des Simulationsprogrammes HydroVib entstand aus Kombination
von den Begriffen Hydropower plant und Vibration. Hydropower plant steht fiir
Wasserkraftanlagen und Vibration fiir Schwingungen in diesen Maschinen.
Geschrieben wurde das Programm, wie bereits erwéhnt, in Matlab (Version
R2011b). Startet man das Programm mit der Ausfithrung des MATLAB Codes
HydroVib so erscheint Abbildung 5.1. Zu erwahnen sei, dass auf der verwende-
ten Rechenmaschine Matlab installiert sein muss, um HydroVib zu booten. Spé-
ter soll eine EXE Datei, also ein selbstandiges ausfithrbares Programm erstellt
werden. Dies soll ermoglichen das HydroVib ohne Unterstiitzung von Matlab
betrieben werden kann.

Eine weitere Forderung, um das Simulationsprogramm erfolgreich anzuwenden
ist, dass auf der Rechenmaschine Microsoft Excel installiert ist. Denn die Da-
teneinlese erfolgt iiber eine Microsoft Excel Datei.

5.2 Dateneingabe

Der erste Schritt, um das rotordynamische Verhalten von Systemen mittels Hy-
droVib zu bestimmen ist, dass alle relevanten Daten in die Excel-Datei ,, Daten-
blatt fiir HydroVib” eingetragen werden. Diese Datei besteht aus drei Blattern,
die im folgenden Absatz erklart werden. Es sei erwdahnt das eine Umbenennung
der Blatter Programmfehler verursachen. Vor allem das Blatt Matritze soll nicht
verandert werden, da dieser Begriff von einem Befehl in Matlab benotigt wird.
Erstellt wurde die Excel-Datei in Excel 2007 und sie enthalt auflerdem einen
VBA-Code. Daher sollte die Verwendung von Makros bzw. VBA-Code im be-
nutzten Excel-Programm erlaubt sein.

o8



KAPITEL 5. HYDROVIB DAS SIMULATIONSPROGRAMM

S & S O @
HydroVib - Simulation
- oder Z-Achse [m]
Daten einlesen 251~
|
Daten laschen
15~
Daten auslesen

Randbedingungen L
festiegen bg T

T9 8 T6
gl Moment=0 p———rmrr ey L o
Eigenfrequenz Querkraft=0 I TR
Berechnung

Resonanzkurve

Schwingungsform 15+

Campbell -2
Diagramm

| | | | | | |
-6 5 -4 -3 2 -1 0

Abbildung 5.1: HydroVib das Simulationsprogramm
Eingabeblatt

Wird unter der Zelle Auswahl ein Element bzw. eine Ubertragungsmatrize aus-
gewdhlt, so erscheinen die zugehorigen Elementeigenschaften. Nach und nach
werden so alle Elemente ausgewahlt und die zugehorigen Dateien eingetragen
bis das zu berechnende System vollstandig definiert ist. Zu beachten sei dabei,
dass die Reihenfolge eine entscheidende Rolle spielt, da spéater aus diesen Daten
Matrizen in der gleichen Reihenfolge gebildet und anschlieBend auch so multi-
pliziert werden. Die Zellen Dichte, E-Modul und G-Modul werden auf das ganze
Blatt angewandt, konnen aber wenn notig fiir jedes Element separat eingetra-
gen werden. In Tabelle 5.1 sind alle Ubertragungsmatrizen aufgelistet.

Matritze
Die im Eingabeblatt eingetragen Elemente und Elementeigenschaften werden

im Blatt Matritze tibertragen. Auflerdem wird das Blatt in Matlab eingelesen
mit dem anschliefend die Matrizen gebildet werden.
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Typ| Element Ubertragungsmatrize | Eingabeparameter Daten andern

1 Massenpunkt— Massenpupkt— m, mr, O,, ©,, .., ¢y, d.., Spalten 7-24
Biegung Biegeschwingung dyy, €, €, P., Py, Werregungs
Massenpunkt-

1 | reduziert- Massenpunkt- m, mr, O,, 0,, e, GL Spalten 7-10,
Bi Biegeschwingung P 19 und 24

iegung

7 Feder-Dampfer- | Massenpunkt- do. d Spalten 11,
Element Biegeschwingung Cazs Cyyy Cazs Qyy 12, 15 und 16
Welle- massebehafteter

3 | massebehaftet- | Balken konstanter D, D;, L, E-Modul, p Spalten 2-6
Biegung Steifigkeit
Welle-masselos- | masseloser Balken

2 Biegung konstanter Steifigkeit @, @i, L, E-Modul Spalten 2-5

4 Massepunkt— Massenpunkt-Torsion | ©,, ¢, d, M,, Spalten 25-29
Torsion p
Drehfeder- Drehfeder mit Spalten 6. 30-

5 | massebehaftet- | kontinuierlicher Da, Tiy L, G-Modul, p 35 ’
Torsion Massenverteilung
Drehfeder-

6 | masselos- mgssglﬂose Prehfeder Ba, Di, L, G-Modul, d Spglgegl 30-33
Torsion mit Dampiung un

Tabelle 5.1: Auswahlméglichkeiten von Ubertragungsmatrizen
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Sonstiges

Im Blatt Sonstiges befinden sich nur die benétigten Werte fiir den Sverweis.

5.3 Programmbeschreibung

In den néachsten Unterkapitel soll das Simulationsprogramm HydroVib genau
erklart werden. Dazu gehoren unter anderem die Bedienung, sowie die verwen-
deten Algorithmen des Simulationsprogrammes. In Abbildung 5.1 ist das Start-
ment dargestellt. Im oberen linken Bereich befinden sich die Schaltflichen, um
Daten einzulesen, zu dndern, zu loschen oder auszulesen. Direkt darunter kon-
nen die Randbedingungen fiir die Berechnungen festgelegt werden. Auch die
Berechnungen von Eigenfrequenzen, Resonanzkurven, Schwingungsformen und
dem Campbell Diagramm konnen vorgenommen werden. Mittig befindet sich
die Visualisierung der eingegebenen Daten.

Daten einlesen

Die zuvor eingetragenen Daten im Datenblatt konnen nun mittels ,Daten ein-
lesen” in das Simulationsprogramm eingelesen werden. Geschieht dies, werden
aus den Daten die Ubertragungsmatrizen in der zuvor eingegebenen Reihenfolge
gebildet. Weiter findet eine Visualisierung statt, wie in Abbildung 5.1 ersicht-
lich ist. Anzumerken sei, dass die erstellte Grafik in HydroVib mafistabsgetreu
ist. Langen und Durchmesser der Biegeelemente werden korrekt dargestellt. Die
Pfeile mit der Kennzeichnung "T"weisen auf Ubertragungsmatrizen und deren
Position hin.

Daten dndern
Besteht die Notwendigkeit ein Element in HydroVib zu veradndern, einzufii-
gen oder zu loschen so verschafft dieses Menii Abhilfe. Es sei dabei zu beachten

die passenden Werte zu den jeweiligen Elementen einzutragen. Erwahnt sei hier
erneut Tabelle 5.1. Wird ein Element eingefiigt oder verandert, so muss im
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,Daten andern” Menii der Typ in der ersten Spalte angegeben oder aktualisiert
werden. Es diirfen ausschliellich Daten in Spalten eingetragen werden, welche
die Tabelle vorschlagt. Fiigt man zum Beispiel ein Feder-Dampfer-Element ein,
so wird im Daten andern Menti in der ersten Spalte der Wert 7 eingetragen. Die
Spalten 11,12,15 und 16 diirfen ebenfalls besetzt werden, alle anderen Spalten
sind irrelevant und werden mit null besetzt. Mit ,,SchlieBen!” werden die Ande-
rungen aktualisiert.

Daten 16schen
Alle Daten im Simulationsprogramm HydroVib werden geloscht.
Daten auslesen

Wird diese Funktion angewendet, so wird eine Excel Datei erstellt. Diese bein-
haltet die berechneten Eigenfrequenzen und deren verwendeten Optionen. Ein
Bild der Visualisierung wird ebenfalls eingefiigt. Interessant ist ebenfalls, dass
alle aktuellen Daten in HydroVib der Datei hinzugefiigt werden. So besteht nun
die Moglichkeit verdnderte Daten in HydroVib auszulesen und bei Bedart neu
einzulesen.

Randbedingungen festlegen

Im Kapitel 4.5 wurde bereits erwihnt, dass im Ubertragungsmatrizenverfah-
ren die Randbedingungen am Anfang (rechte RB) und Ende (linke RB) des
unverzweigten Systems benotigt werden. In diesem Menii konnen die Randbe-
dingungen fiir Biegeschwingungen oder Torsionsschwingungen an das System
angepasst werden. Erwahnt sei hier nochmals Abbildung 4.15. Als Grundein-
stellung wurde gewéahlt, dass kein Moment und /oder keine Querkraft am Anfang
oder Ende des Systemes wirkt, da diese Randbedingungen fiir hydraulische Ma-
schinenséatze haufig zutreffen.

Der Startvektor xy beschreibt den Zustand am Anfang, also am rechten Rand
des Systems. Alle Eintrdge im Startvektor sind Null bis auf einen Wert und
dieser ist in seiner Grofle frei wahlbar.
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Eigenfrequenz Berechnung

In diesem Menii werden die Eigenfrequenzen des System sowie deren zugeho-
rige Eigenformen bzw. Zwischenvektoren berechnet. Mit welchen Konzept dies
geschieht, wurde bereits im Kapitel 4.5 dargestellt. Es wird durch Matrizen-
multipliktaion die Matrix Ty, gebildet, mittels Randbedingungen ergibt sich
die Matrix T}.q. Wenn die Determinanten von T,.; zu null wird, liegt eine Ei-
genfrequenz des Systemes vor. In Abbildung 5.2 ist der schematische Aufbau
der Eigenfrequenzberechnung dargestellt.

Zuerst wird omega mit dem Startwert omega und der Schrittweite gebildet.
Beide Werte konnen im Menii Berechnung der Eigenfrequenzen unter Optio-
nen variiert werden. Auch Endwert omega und Genauigkeit konnen angepasst
werden.

Im néachsten Schritt berechnet das Simulationsprogramm mit dem zuvor be-
stimmten omega die Matrix T},. Dies geschieht mittels Matrizenmultiplikati-
on. Zu erwahnen sei, dass die Matrix T, eine 16x16 Matrix ist. Grund dafiir
ist, dass bei der Eigenfrequenzberechnung der Lastenvektor weggelassen wird
und somit die 17x17 Matrizen auf 16x16 Matrizen reduziert werden. Im Fall
der Ubertragungsmatrix fiir ein Massenelement gilt = w. Weiter sei dar-
auf hingewiesen, dass fiir die Ermittlung der Eigenfrequenzen die Dampfungen
ignoriert werden sollen. Dementsprechend werden die Dampfungen null gesetzt.
Dies kann mit gutem Gewissen gemacht werden, denn bei hydraulischen Ma-
schinenséatzen treten so geringe Dampfungen auf, dass die Eigenfrequenzen nicht
gravierend beeinflusst werden.

Wurde die Matrix T}, berechnet, werden mithilfe den zuvor gewahlten Randbe-
dingung die jeweiligen iiberfliissigen Spalten und Zeilen entfernt. Als Ergebnis
erhalt man die 8x8 Matrix T}..4, aus dieser nun die Determinante gebildet wer-
den soll.

Matlab bietet mit dem Befehl det() eine Moglichkeit die Determinante von T4
zu bilden. Jedoch sind alle berechneten Determinanten det(7,..4) positiv, es kon-
nen keine Nullstelle gefunden werden. Eine andere Moglichkeit zur Berechnung
der Determinante ist, dass eine obere Dreiecksmatrix von T,.; gebildet wird.
Dies wurde mit einer QR-Zerlegung erreicht.
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omega = Startwert omega — Schrittweite

y
omega = omega + Schrittweite |«

/

Berechnung von Tyes(.)
Tges(w) = Tn Tn—l ..... Tg T2 Tl

A

Berechnung von T.eq.)

Randbedingungen werden integriert

/

Berechnung der Determinante

det(Tred(w))

__ Schrittweite
2

/

Schrittweite

Vorzeichenwechsel?

. Nei
Vorzeichen = det(Tred(wfschMttweite)) * det(Tred(w)) cun

omega = omega — Schrittweite

>

Genauigkeit erreicht?

FEigenfrequenz ge funden

‘/Nein

Abbildung 5.2: Algorithmus zur Berechnung von Eigenfrequenzen
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Multipliziert man nun die Diagonalelemente der oberen Dreiecksmatrix, erhélt
man als Ergebnis die Determinante von 7T,..4. Das letzte Element aller Diagonal-
elemente wird verwendet, um das Vorzeichen der Determinanten zu bestimmen.
Die Nullstellensuche des Determinantenverlaufes wurde mit einem Bisektions-
verfahren realisiert. Es tiberpriift standig die letzten zwei Vorzeichen des Deter-
minantenverlaufes. Liegt ein Vorzeichenwechsel vor, so ist eine mogliche Null-
stelle gefunden. Ist die Genauigkeit noch nicht erreicht, wird der letzte Berech-
nungsschritt zuriickgesetzt und mit einer kleineren Schrittweite durchgerechnet.
Dies geschieht solange bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht wurde, als Er-
gebnis erhélt man die Eigenfrequenz. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt bis
der Endwert omega erreicht wird.

Bisher nicht erwdhnt wurde eine Problematik bei der QR-Zerlegung fiir die
Berechnung der Determinante von 7T,..;. Denn es besteht die Moglichkeit, dass
der Determinantenverlauf ein unerwarteten Vorzeichenwechsel durchfiihrt. Tritt
dieser Fall ein, andert sich nach dem Vorzeichenwechsel das Vorzeichen des De-
terminantenverlaufes. Die mittige und rechte Grafik von Abbildung 5.3 zeigt
charakteristisch die zwei moglichen Vorzeichenwechsel. Als Schlussfolgerung des
Vorzeichenwechsel tritt nun das programmierte Bisektionsverfahren ein und be-
rechnet die Nullstellen. Problematisch ist nun, dass im Simulationsprogramm
die unerwarteten Vorzeichenwechsel des Determinantenverlaufes ermittelt und
als Eigenfrequenzen ausgegeben werden. Somit besteht die Moglichkeit, dass

unter den berechneten Eigenfrequenzen sich auch falsche Eigenfrequenzen be-
finden.

Um dem entgegenzuwirken wurde ein Algorithmus entwickelt, der diese uner-
warteten Vorzeichenwechsel identifiziert und den Determinantenverlauf korrekt
fortsetzt. Mit diesem Algorithmus sollen in HydroVib nun ausschlieflich rich-
tige Eigenfrequenzen ermittelt werden. Zur manuellen Uberpriifung wird der
Determinantenverlauf in einem Diagramm dargestellt. Mit der Zoomfunktion
lasst sich einfach untersuchen ob Eigenfrequenzen des Systems vorliegen, oder
ob es sich lediglich um einen unerwarteten Vorzeichenwechsel handelt.
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det(Tred) d@t(Tred) det(Tred)

/ \ “-... Unstetigkeit

Eigenfrequenz Unstetigkeit
w W Y

N\ S

\

Abbildung 5.3: links-Nullstele, mittig-Vorzeichenwechsel - keine Nullstelle, rechts -
Vorzeichenwechsel - keine Nullstelle

Sind alle Eigenfrequenzen des Systemes im gewiinschten Frequenzbereich ge-
funden, werden die zugehorigen Eigenformen berechnet. Dabei wird folgender-
maflen Vorgegangen: Zuerst wird der Startvektor xy bestimmt. Mithilfe der
zuvor gewahlten Groflie des Startvektors xp im Menii Randbedingungen kon-
nen alle anderen Groflen des Startvektors xy berechnet werden. Ist letztendlich
der Startvektor xy bekannt, werden alle weiteren Vektoren mit Gleichung 4.176
berechnet. Um die gesamte Losung zu erhalten, werden alle Vektoren wi,vq,
Oy1,021, My1, Mo, Q.1, Qi mit sin(wt) multipliziert und wa, va, @2, ©.2,My2,
Mys, @2, Qy2 mit cos(wt). Dies wird mit allen Vektoren durchgefiihrt.

Resonanzkurve

In der Resonanzkurve werden die Amplituden von Absenkung, Steigung, Mo-
ment und Querkraft aller Vektoren fiir einen definierten Frequenzbereich be-
rechnet und in einem Diagramm dargestellt. Abbildung 5.4 zeigt eine berech-
nete Resonanzkurve, die anschliefend in ein Diagramm tibertragen worden ist.
Aus dieser Darstellung gut ersichtlich ist, dass knapp unter w=400 rad/s eine
Eigenfrequenz des Systems angeregt wird.

Anders als bei der Berechnung von Eigenfrequenzen wird hier die Dampfung

nicht vernachlassigt. Erhoht man die Dampfung im System, so werden die Am-
plituden kleiner und die Resonanzkurve wird abflachen.
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Abbildung 5.4: Resonanzkurve - Amplituden werden tiber w aufgetragen

Ein wesentlicher Grund fir die Grofle der Amplituden ist, dass der Lastenvek-
tor in die Berechnung mit eingebunden wird. Wiirde man den Lastenvektor
null setzen, so wiren alle Amplituden null und die Resonanzkurve wére nicht
vorhanden. Zusammenfassend lasst sich sagen, dass fiir eine Berechnung der
Resonanzkurve die Erregerkrafte unbedingt angegeben werden miissen.

Weiter sind die berechneten Amplituden ein Ergebnis der Ubertragungsmatri-
zen. Werden alle notwendigen Eigenschaften, die ein System beschreiben be-
riicksichtigt, so sind die Amplituden korrekte Ergebnisse des Systems.

In Abbildung 5.5 ist der schematische Aufbau fiir die Berechnung der Reso-
nanzkurve dargestellt. Es wird hier kurz erklart, wie der Algorithmus fiir Bie-
geschwingungen funktioniert. Zuerst wird mit omega die 17x17 Matrix Tjcq ()
gebildet. Dies erfolgt durch Matrixmultiplikation. Der Lastenvektor P wird nun

67



KAPITEL 5. HYDROVIB DAS SIMULATIONSPROGRAMM

aus der Matrix Ty, extrahiert.

Lende = Tges(w) Tstart —7  Tende = Tges(w) Tstart + P (51)
17x1 17+17  17x1 16x1 lev1 16«1 16%1

Mit den Randbedingungen werden die nicht benotigten Spalten und Zeilen des
Gleichungssystems entfernt. Bei der Berechnung von Eigenfrequenzen wurde an
dieser Stelle ein homogenes Gleichungssystem gebildet, da der Lastenvektor P
null gesetzt wurde. Fiir die Berechnung der Resonanzkurve wird der Lastenvek-
tor berticksichtigt und somit entsteht ein inhomogenes Gleichungssystem der
Form.

0= Tges(w) L start +\Pi, (52)
348 8x1 8x1
nach weiterer Umformung
Lstart = Z.TLU(TIges(w)) * (_P) (53)

kann der Startvektor .+ bzw. xy berechnet werden. Mit den Randbedingun-
gen wird der Startvektor wieder auf seine urspriingliche Grofle 17x1 gebracht.
Um die gesamte Losung zu erhalten wird die Zeitabhangigkeit eingefiigt.

Tstart(t) = Tstart(1 04, 91 12) % sin(wt) + Tpare (5 : 11, 13 : 1) * cos(wt) (5.4)

t ist dabei so festgelegt, dass genau eine volle Periode berechnet wird. Im Menii
Optionen kann der Zeitschritt t bestimmt werden, dieser mit der Unterteilung
der Periode zusammenhangt. Wird fiir t=1 gewéhlt so wird die Periode nicht
unterteilt. Wahlt man hingegen t=0,1 so wird die Periode in 10 Teile zerlegt.
Der Startvektor .-+ hat 8 Reihen und Zeilen abhangig von dem gewahlten
Zeitschritt t.
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Zeitberechnung

Zeitberechnung

omega = Startwert omega — Schrittweite

Y

A

omega = omega + Schrittweite

Y

Berechnung von Tyey )

Tyesw) = T Tt T Ty Ty

Y

Berechnung von Teq(w)

Randbedingungen werden integriert

A
>

Y

Berechnung des Startvektors x

zo = inV(Treaw)) * (—P)

-
>

Y

Berechnung der Zwischenvektoren

x; =T w4

 J

omega > Endwert omega Nein

Abbildung 5.5: Algorithmus der Berechnung von Resonanzkurve
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woow W ... w
woow W . w’

M, M, M, . M,

. 1R Q. Q. ... Q.
start(t) = Voo v
S S A T v

M, M, M, ... M,

Vereint man die zwei Ebenen mittels Pythagoras, so erhalt man den Absolut-
betrag der Amplituden.

_ 2 2
|xstart(t)‘ - \/mstart(t)y + xstart(t)z

Ist letztendlich der Startvektor zy berechnet so werden mit den Ubertragungs-
matrizen alle weiteren Zwischenvektoren x, berechnet. Anschliefend wird die
Zeitabhangigkeit wieder eingefiigt.

Dieser Vorgang wird so oft wiederholt bis der Endwert omega erreicht wurde.

Im Menii Resonanzkurve kann nun die Resonanzkurve von den Vektorgrofien
Absenkung, Steigung, Moment und Querkraft fiir den jeweiligen Zustandsvek-
tor ausgewahlt werden. Mit den Einstellungen zeitlich unabhangig, abhangig
und Absolutbetrag kann die Zeitabhingigkeit bestimmt werden. Der Schiebe-
balken erméglicht die Visualisierung der ausgewahlten Einstellungen.

Schwingungsform
Die Berechnung von Schwingungsformen ist nahezu identische wie die Berech-

nung von Resonanzkurven. Dampfung und Lastenvektor werden nicht vernach-
lassigt. Auch der programmierte Algorithmus weist keine grofleren Verdnde-
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rungen auf, daher wurde auf eine detaillierte Beschreibung des Algorithmus
verzichtet.

Es werden die Amplituden von Absenkung, Steigung, Moment und Querkraft
fir jeden Vektor bei einer zuvor bestimmten Frequenz berechnet. Nach der
Berechnung koénnen die zwei Diagramme Schwingungsform und Orbit erzeugt

werden.
1.51
11
0.5} . .
0 gﬂu % z-Achse
-1L
-1.5

-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5
y-Achse
Abbildung 5.6: Orbit einer Grofle und Vektors bei einer Frequenz w

Abbildung 5.6 zeigt ein Diagramm mit einem Orbit. Um diesen Verlauf zu
erstellen, muss eine Frequenz, Vektor und Vektorgrofle ausgewahlt werden. An-
schlielend wird der Schiebebalken von 0° auf 360° bewegt.

Erwahnt sei, dass in diesem Diagramm ein Vektor mit Zeitabhéngigkeit abge-
bildet wird. Hingewiesen sei auf Formel 5.4.

In Abbildung 5.7 ist die Schwingungsform eines System abgebildet. Um diesen
Verlauf zu erstellen, muss eine Frequenz, Vektorgrofie und Ebene ausgewahlt
werden. Anschliefend kann der Schiebebalken zwischen 0° und 360° bewegt
werden um eine Animation des Diagrammes hervorzurufen. Wurde die Berech-
nung der Schwingungsform mit einer Eigenfrequenz des Systems durchgefiihrt,
so zeigt das Diagramm deren Eigenform.
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Absenkung [m]
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Abbildung 5.7: Schwingungsform - Fiir die sechs Vektoren wurde die Vektorgréfie Ab-
senkung gewahlt

Campbell Diagramm

In diesem Diagramm kann der Einfluss der Kreiselwirkung beobachtet wer-
den. Wie bereits in Kapitel 4.3.1 erwéhnt, sind manche Eigenfrequenzen nicht
mehr konstant wenn im System ein Kreiseleffekt vorhanden ist. In Abbildung
5.8 wurde mittels HydroVib ein Campbell Diagramm erstellt. Dabei ist gut
ersichtlich, dass die niedrigste Eigenfrequenz nahezu konstant ist, die zwei ho-
heren Eigenfrequenzen hingegen von der Drehzahl €2 des rotierenden Systems
abhangig sind. Schneidet der Fahrstrahl eine Eigenfrequenzkurve so tritt bei
dieser Drehzahl €2 Resonanz ein. Dabei gibt die Frequenz der Erregerkraft die
Steigung des Fahrstrahles an. So ist bei der Unwuchterregung die Steigung des
Fahrstrahles 1, da bei jeder Umdrehung die Unwuchtkraft einmal auftritt. Bei
hydraulischen Wasserkraftanlagen treten jedoch weitere Erregungen auf. Wird
zum Beispiel eine Pelton-Turbine mit neun Laufschaufeln im gleichem Abstand
betrachtet, so tritt pro Umdrehung die Erregung neun mal auf. Die Steigung
des Fahrstrahles ist daher neun.
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Eigenfrequenz [rad/s]

T T T T T T T T T

2500 |

2000 — Fahrstrahl

Eigenfrequenzen
1500 F & d -

1000+ §

200 | .

200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Drehzah Omega [rad/s]

Abbildung 5.8: Campbell Diagramm - Resonanzfall beim Schnittpunkt von Fahrstrahl
und Resonanzkurve bei Drehzahl ) des rotierenden Systems

Erwéahnt sei hier nochmals, dass Drehzahl €2 die Drehzahl des rotierenden Sys-
temes ist. Fir jede Drehzahl €2 wurden nun dessen Eigenfrequenzen bestimmt,
da diese eventuell nicht mehr konstant sind. Hingewiesen sei abermals auf den
Term ©, ! ¢ in Formel 4.40, der den Kreiseleffekt beschreibt.

Kreiselwirkung tritt dann ein, wenn die Masse nicht als Punktmasse sondern
als Scheibe mit dquatorialen- und vor allem mit polaren Massentragheitsmo-
ment modelliert wird und eine Schrégstellung der Scheibe vorhanden ist [1].
Weiter kommt dieser Effekt nur bei Biegeschwingungen zur Geltung, Torsions-
schwingungen sind frei von Kreiswirkung. Fiir ein tiefergreifendes Verstédndnis
zu diesem Thema sei auf die Literatur [1] hingewiesen.

Fir die numerische Berechnung des Campbell Diagrammes wurde nahezu der
selbe Algorithmus verwendet, wie bei der Berechnung von Eigenfrequenzen. Le-
diglich die Bedienung 2 = w fiir den Term ©, Q w in der Ubertragungsmatrix
fiir ein Massenelement gilt nicht mehr. Die Drehzahl €2 wird durch eine Start-
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wert bestimmt und anschlielend werden dessen Eigenfrequenzen ermittelt. Dies
wird so oft mit der gewédhlten Schrittweite wiederholt bis der Endwert von (2
erreicht wurde.

Besteht das System aus sehr vielen Elementen bzw. Ubertragungsmatrizen, ist
eine Berechnung der Figenfrequenzen schon recht langwierig. Um ein Campbell
Diagramm zu erstellen muss dieser Vorgang mehrmals wiederholt werden. Er-
wahnt sei hier, dass ein Campbell Diagramm unter gewissen Umstédnden sehr
viel Rechenzeit in Anspruch nehmen kann.

4



6 Validation

In diesem Kapitel werden einige Systeme mit HydroVib berechnet und anschlie-
end mit einer analytischen Losung verglichen. Dies soll Gewissheit schaffen,
ob beziehungsweise wie genau die Ergebnisse von HydroVib zutreffen. Die ana-
lytischen Losungen wurden grofiteils aus der Literatur [1] entnommen.

Zum Teil wird auch genauer auf die Bedienung des Simulationsprogrammes ein-
gegangen, um vielleicht noch offene Liicken zur Handhabung von HydroVib zu
schlieflen.

6.1 Biegeschwingungen

6.1.1 Lavallrotor in starren Lagern

In diesem System sei die Welle masselos und starr gelagert. Zwischen der La-
gerung befindet sich mittig die Masse m. Abstand der Lager ist L. Der Laufer
rotiert mit der Drehzahl 2.

Abbildung 6.1: Lavalllaufer - masselose Welle mit starrer Lagerung. Mittig befindet
sich eine Scheibe mit deren Masse m
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Folgende Daten wurden in HydroVib eingelesen. Angaben in SI-Einheiten.

Da (o8 L E — Modul
Welle-masselos-Biegung

0,15 |0 0,5 2,1E +11

m my ®a Gp € GL
Massenpunkt-Biegung-reduziert

500 0 0 0 0 1

Da %y L E — Modul
Welle-masselos-Biegung

0,15 |0 0,5 2,1F + 11

Tabelle 6.1: Daten fiir Lavalllaufer mit starrer Lagerung

Die linke und rechte RB sind Absenkung=0 und Moment=0. Das Simulations-
programm HydroVib berechnet die Eigenfrequenz zu wy,; = 707,804 %. Die
analytische Losung kann berechnet werden mit

“TN\m DE 1

k A8 B T ,\*
k= z < ) (6.1)

2

Werden die Werte eingesetzt erhalt man wy,.;; = 707, 796 %. Die mit HydroVib

berechnete Eigenfrequenz stimmt fast mit der analytischen Loésung iiberein.

6.1.2 Lavallrotor in isotropen Lagern

Gentigt starre Lagerung nicht so kann eine elastische Lagerung verwendet wer-
den. Es werden Feder-Dampfer Elemente an den Lagerstellen eingefiigt. Die La-
gersteifigkeiten in z- sowie y-Richtung sind gleich, somit liegt isotrope Lagerung
vor. Es wird eine Exzentrizitdat von e =0,001 m fiir die Berechnung von Orbits,
Schwingungsformen und Resonanzkurven angenommen. Dies kann mit gutem
Gewissen gemacht werden, da die Exzentrizitat die Eigenkreisfrequenz nicht
beeinflusst. Werden die Daten von Tabelle 6.2 in HydroVib eingelesen und be-
rechnet, kann die Eigenkreisfrequenz wy,;; = 192,471 % bestimmt werden. Die
linke und rechte RB wurden so gewahlt, dass Moment= 0 und Querkraft= 0 ist.
Die analytische Berechnung im Anhang 9.1 hat die Losung wy,.;; = 192, 464 %i.
Zusammengefasst ergibt sich, dass weiche Lagerung bei gleichbleibenden Syste-
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meigenschaften die Eigenfrequenz des Systemes sinken.

CZZ ny dzz dyy
Feder-Dampfer-Element

1,OOE+7 | 1,00E+7 |0 0

S, T L E — Modul
Welle-masselos

0,15 0 0,5 2,1E + 11

m mT @a @p e GL
Massenpunkt-reduziert

500 0 0 0 0,001 |1

o J; L E — Modul
Welle-masselos

0,15 0 0,5 2,1+ 11

Czz ny dzz dyy
Feder-Dampfer-Element

1,OOE+7 | 1,OOE+T7 |0 0

Tabelle 6.2: Daten fiir Lavalllaufer mit isotroper Lagerung

6.1.3 Lavallrotor in anisotropen Lagern

Ist die Lagersteifigkeit in z- und y-Richtung ungleich, so spricht man von ani-
sotroper Lagerung. Werden alle Daten von Tabelle 6.2 beibehalten bis auf die
Lagersteifigkeiten c,, = 4,00F + 7 % in beiden Feder-Dampfer-Elementen, so
werden mit HydroVib zwei Eigenfrequenzen wy,in = 192,471 4 und wyie =
348,243 % gefunden. Im Anhang 9.2 befindet sich die analytische Losung, die
erneut sehr gut mit den Ergebnissen aus HydroVib iibereinstimmt.
Nach Literatur [1] tritt bei ansisotroper Lagerung neben Gleichlauf auch Gegen-
lauf ein. Bei Gleichlauf ist der Wellendrehsinn und der Bahnumlaufsinn ident.
Hingegen ist bei Gegenlauf der Bahnumlaufsinn zum Wellendrehsinn unter-
schiedlich. Bis zur ersten Eigenfrequenz wy,i1 herrscht Gleichlauf. Zwischen
Wiritn Und wppeo existiert Gegenlauf. Wird die Drehzahl ) iiber wy,;2 erhoht,
setzt sich Gleichlauf wieder durch.

HydroVib bietet die Moglichkeit Orbits vom System bei unterschiedlichen
Drehzahlen €2 zu generieren. In Abbildung 6.2 wurden Umlaufbahnen vom Mas-
senmittelpunkt der Rotorscheibe bei unterschiedlichen Drehzahlen ) mittels
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Abbildung 6.2: Lavalllaufer mit isentroper Lagerung - Bild 1 Gleichlauf - Drehzahl
Q) < wirirn; Bild 2 Gegenlauf - Drehzahl wy,i1 < € < wWppiro; Bild 3
Gegenlauf - Umlaufbahn ist kreisformig - Q = \/ (Wi + Winie)/2; Bild
4 Gegenlauf - Drehzahl < wy,.41; Bild 5 Gleichlauf - Drehzahl) >
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HydroVib berechnet und visualisiert. Bild Nr.1 wurde mit einer Drehzahl von
Q = 100 % berechnet. Der Bahnumlaufsinn BF ist mit dem Wellendrehsinn
WS ident, es herrscht Gleichlauf. Aufgrund anisotroper Lagerung ist die Um-
laufbahn ellipsenformig. Erhoht man die Drehzahl iiber € > wy,.;+1, dann wendet
der Bahnumlaufsinn und es herrscht Gegenlauf, was in Bild Nr.2 veranschau-
licht ist. Je naher die Drehzahl zu der Eigenkreisfrequenz wy,;;1 wandert, desto
grofer werden die Ausschlége in z-Achse und die Ellipse wirkt schmaler. In Bild
Nr.3 wurde der Orbit von der Drehzahl Q = \/ (w2, + wi.;;) /2 berechnet. Der
Rotor befindet sich nach wie vor in Gegenlauf, jedoch ist bei dieser Drehzahl
die Umlaufbahn kreisformig. Wird die Drehzahl weiter erhoht bis diese kurz
VOI Wiyiro ist, herrscht immer noch Gegenlauf. Nun sind die Ausschldge aber
in y-Richtung ausgepragter, was aus Bild Nr.4 entnommen werden kann. Ist
Q > Wgprit2, dominiert Gleichlauf das Laufverhalten des Rotors. Je weiter die
Drehzahl erhoht wird, desto kreisformiger wird die Umlaufbahn vom Massen-
mittelpunkt des Rotors was in Bild Nr.5 gut ersichtlich ist. Die Auslenkung der
Eigenfrequenzschwingung wy,.is2 klingen also ab. In Bild Nr.6 ist die Drehzahl
Q >> wiir. Die Umlaufbahn wird kreisformig und nahert sich der Exzentrizitéat
e an, wie es fiir einen Lavalllaufer iiblich ist. Vergleicht man die berechneten
Orbits von HydroVib mit der analytischen Losung von der Literatur [1] stim-
men diese iiberein.

104 numerische Berechnung 104 analytische Berechnung
9 0|
81 8|
7L 7
= g» Z 6
= SEE 1
41 41 —
31 3|
21 2 |
11 11 ]
0 ] oL—
0 100 200 300 400 500 € [rad/s] 0 100 200 300 400 500 €2 [rad/s]

Abbildung 6.3: Bild links - numerische Berechnung der Kréfte; Bild rechts - analyti-
sche Berechnung der Kréfte
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HydroVib ermoglicht die Berechnung von Querschnittkraften und Momenten.
Im linken Diagramm in Abbildung 6.3 wurden die Querkrafte numerisch mit-
tels Resonanzkurve in HydroVib berechnet. Das rechte Diagramm beschreibt die
analytische Losung der Krafteberechnung. Die rote Kurve ist die Querkraft in z-
Richtung, die blau Kurve hingegen ist die Querkraft in y-Richtung. Die Kurven
der Krafte in y- und z-Richtung wurden bei ihrer maximalen Amplitude abge-
bildet. Gut zu erkennen ist, dass die numerische Berechnung ausgezeichnet mit
der analytischen Losung iibereinstimmt. Aus der Literatur [1] wurde die analyti-
sche Losung entnommen. Erwahnt sei, dass die Berechnung der Querkrafte und
Momente in HydroVib ausschliefilich die Belastung durch die Exzentrizitat der
Massen berticksichtigen. Eigengewicht bei horizontaler Ausrichtung oder auch
zum Beispiel die Belastung von Wassermassen bei hydraulischen Maschinen
werden nicht behandelt.

6.1.4 Lavallrotor in starren Lagern mit auBerer Dampfung

L.I.'I auBere Dampfung

Abbildung 6.4: Lavallliufer - masselose Welle mit starrer Lagerung und duflere Damp-
fung

Es soll gezeigt werden, wie Dampfung die Berechnungen in HydroVib beein-
flussen. Dazu wird am Lavallrotor eine duflere Dampfung an der Scheibe an-
genommen, vergleiche Abbildung 6.4. Die Werte von Tabelle 6.1 konnen fast
identisch ibernommen werden. Das Element Massenpunkt-Biegung-reduziert
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wird durch das Element Massenpunkt-Biegung ersetzt. Folgende Daten werden
in das Element eingetragen.

N N
m = 500 kg; ds. = 1,00E +5 —; dy, = 1,00E +5 —; e = 0,001 m
m m

Wird nun die Eigenfrequenz mittels HydroVib berechnet so erhalten wir wy,.;; =
707,804 7%[. Diese ist identisch mit der Eigenfrequenz des Lavallrotors in star-
ren Lagern ohne auflere Dampfung. Grund dafiir ist, dass bei der Berechnung
der Figenfrequenz sowie der Erstellung eines Campbell Diagrammes in Hydro-
Vib die Dampfungen vernachlassigt werden.

Soll die wahre Eigenfrequenz des Lavallrotors mit auflerer Dampfung gefunden
werden so kann die Resonanzkurve Abhilfe verschaffen. Denn in dieser Berech-
nung werden, die Dampfungen berticksichtigt. Im rechten Bild von Abbildung
6.5 wurde eine Resonanzkurve mittels HydroVib erstellt. Die Rotorausschlage
erreichen bei ca. 722 % ihr Maximum. Die Eigenfrequenz hat sich Aufgrund
von duflerer Dampfung leicht erhoht. Das linke Bild zeigt die analytische Losung

Auslenkung [m]

107*  analytische Berechnung 10 numerische Berechnung

3.0¢ 3.5

3t 3|

2.5¢ % 2.5} —_Absolut Betrag -
2 | = 2

4

1.5} £ 15

Ly Z 1 E—
0.5¢ 1 0.5/

Writ = 722 [rad/ s Wit = 722 [rad/ s
0 0

0 200 600 1000 1400 €2 [rad/s] 0 200 600 1000 1400 € [rad/s]

Abbildung 6.5: Bild links - Resonanzkurve analytische berechnet; Bild rechts - Reso-
nanzkurve numerische berechnet

des Lavalllaufers in starren Lagern mit duflerer Dampfung. Die Eigenfrequenz
liegt wie bei der numerischen Berechnung bei ca. 722 %. Ein weiterer Vor-
teil der Berechnung von Resonanzkurven, Schwingungsformen oder Orbits ist,
dass die Absenkungen, Steigungen, Momente und Querkréfte mit dem wahren
Modell tbereinstimmen. Die analytische Losung wurde aus der Literatur [1]
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entnommen.

In Abbildung 6.6 wurden Resonanzkurven fiir den Rotor mit unterschiedlicher
auBerer Dampfung berechnet. Wie erwartet werden die Auslenkungen mit zu-
nehmender dufleren Dampfung kleiner. Die Eigenkreisfrequenz hingegen steigt
bei kontinuierlicher Erhohung der d&ufleren Dampfung an.

x 1073
—— Absolut Betrag
12 | .
d=25000 &=

10 + -
El
2 8 d=50 ks 1
=
-~
g
Z 0 d=75 e |
= d=100 £Ns

4t d=125 ks -

d=150 ks
2 | 1
0 200 400 600 800 1000 1200 © [rad/s]

Abbildung 6.6: Resonanzkurve eines Lavallrotors in starren Lagern mit unterschiedli-
cher auflerer Dampfung

Die innere Dampfung, die eine Instabilitdt des Rotors hervorruft wird nicht be-
achtet, da die Instabilitdt im tiberkritischen Bereich auftritt und hydraulische
Maschinen im unterkritischen Bereich betrieben werden.

6.1.5 Lavallrotor in isotropen Lagern mit Kreiselwirkung

Es soll gezeigt werden, welchen Einfluss ein aquatoriales Flachentragheitsmo-
ment O, und/oder ein polares Flichentragheitsmoment O, auf eine stillstehende
bzw. rotierende Masse ausiiben. Um dessen Auswirkungen zu zeigen, muss ei-
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ne Schragstellung der Rotorscheibe vorhanden sein. Ein aulermittiger Sitz der

Rotorscheibe zwischen den Lagern soll eine Kippung der Scheibe gewahrleisten,
vergleiche Abbildung 6.7.

m; O4; O,

Abbildung 6.7: Lavallrotor in isotropen Lagern mit Kreiselwirkung

Es werden die Daten aus Tabelle 6.2 iibernommen. Lediglich die Langen und
Federsteifigkeiten werden verdndert. Im ersten Element fiir Welle-masselos wird
eine Lange von 0,3 m und im zweiten Element 0,7 m eingetragen. Weiter werden
die Federsteifigkeiten c¢,, = c., = 1% 10!° Nm gewdhlt. Sind die Trégheitsmo-
mente ©, und ©, noch null so berechnet HydroVib die Eigenfrequenz zu 834,08

@-

Bei stillstehender Welle, also 2 = 0 und einer Schréigstellung der Rotorscheibe
besitzt das System bereits eine weitere Eigenfrequenz. Wird fiir ©, = 100 kgm?
eingetragen so berechnet HydroVib zwei Eigenfrequenzen wy,;;; = 559, 746 %
und w0 = 1260, 790 92,

Rotiert der Laufer, so muss das polare Flachentragheitsmoment ©, beachtet
werden. Die Eigenkreisfrequenzen sind nun nicht mehr konstant, sondern sind
von der Drehzahl  abhéingig. Wird ©, = 200 kgm? gesetzt und ©, = 100 kgm?
natirlich beibehalten so werden drei Eigenkreisfrequenzen berechnet wy,.i;1 =
357,671 ™4 ¢ wypie = 989,721 " und wyyis = 1139,170 ™. Um ein bes-
seres Verstandnis von der Losung zu bekommen, wurde in Abbildung 6.8 ein
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Campbell Diagramm mit HydroVib erstellt. An dem Punkt wo der Fahrstrahl
eine Eigenfrequenzkurve schneidet, tritt bei dieser Drehzahl Resonanz auf. Die
Steigung des Fahrstrahles hingt von der Erregung pro Umdrehung ab. Zum
Beispiel besitzt der Fahrstrahl der Unwuchterregung die Steigung 1, da diese
einmal pro Umdrehung auftritt.

Die berechneten Ergebnisse von der Eigenfrequenzberechnung also wy i1, Werit
und wg,+3 sind die Schnittpunkte mit dem Fahrstrahl bei einer Steigung von
1, gut ersichtlich im Diagramm. Wird die Steigung des Fahrstrahles erhoht
so treten weitere Eigenfrequenzen auf. Es sei angenommen, dass die Scheibe
eine Pelton-Turbine mit 4 Schaufeln sei, also die Steigung des Fahrstrahles
ist 4. Die Schnittpunkte im Campbell Diagramm sind weitere Eigenfrequen-
zen wipipa = 481,445 " 1wy s = 679,557 " Wy e = 1196,966 ¢ und
Wrpitr = 1468,852 "4,

FEigenfrequenz [rad/s]

2500
Steigung =4 GL
2000 —  Fahrstrahl
——  Eigenfrequenzen
WErit? 1500 .. ... *
Weritg | e GG
Wity 1000 -
GL ]
Wgrits | Steigung = 1
Wkritd 500 FT—/—— |
wk’,”ttl .............. GG
0 200 400 600 800 1000  Q [rad/s]

Abbildung 6.8: Campbell Diagramm - Fahrstrahl mit Steigung 1 und 4

Ist ein Kreiseleffekt im System vorhanden so tritt ein weiterer Effekt auf. Da die
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Eigenkreisfrequenzen nicht mehr konstant sind, treten bei Gleichlauferregung
und Gegenlauferregung andere Eigenfrequenzen auf. Die in HydroVib im Menii
Eigenfrequenz Berechnung oder Campbell Diagramm ermittelten Eigenfrequen-
zen sind also Losungen von Gleichlauferregung und Gegenlauferregung. Welche
Eigenkreisfrequenz nun bei Gleichlauf- oder Gegenlauferregung auftritt, kann
ohne weitere Berechnungen nicht bestimmt werden.

Eine Moglichkeit der Identifizierung von Eigenfrequenz der Gleichlauferregung
oder Gegenlauferregung bietet die Resonanzkurve. In Tabelle 6.2 beim Element
Massenpunkt-reduziert befindet sich eine Eingabeoption GL welche fiir Gleich-
lauf steht. Wird die Resonanzkurve mit GL= 1 berechnet so sind ausschlie3lich
die Eigenfrequenzen des Gleichlaufs mit einer Steigung von 1 sichtbar. Wahlt
man hingegen GL= -1 so wird das System mit Gegenlauferregung mit einer
Steigung von 1 durchgerechnet. Das linke Bild in Abbildung 6.9 ist das Ergeb-
nis der Resonanzkurve des Systems mit GL= 1. Eine Eigenkreisfrequenz der
Gleichlauferregung beim Ausschlag w = 989 % ist ersichtlich. Das rechte Bild
zeigt die Resonanzkurve bei Gegenlauferregung also GL= -1. Hier konnen zwei
Ausschlage bei w = 357 % und w = 1139 % der Gegenlauferregung beobachtet
werden.

Auslenkung [m] Auslenkung [m]
1 - : : : : : — 0.035 ‘ ‘ ‘ ‘ “
0.9 Absolut Betrag 1003 — Absolut Betrag \‘
0.8} . )
0.7 10025 |
0.6} 10.02 | } \
0.5] 1 o0ls |
0.4} I
0.3} 10.01 |
8? L 10,005

0 200 400 600 800 989 [rad/s] 200 357 600 800 1000 1139 [rad/s|

Whrit2 Wrritl Wkrit3
Abbildung 6.9: linkes Bild - Gleichlauferregung GL=1 ; rechtes Bild - Gegenlauferre-
gung GL=-1
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Zusammengefasst ergibt, dass w10 eine Eigenkreisfrequenz der Gleichlauferre-
gung ist und wg,it1, wirirs Bigenkreisfrequenzen der Gegenlauferregung sind.

Es wurden eventuell nicht alle Aspekte dieses Themas besprochen. Fiir eine
grindliche Erkléarung sei unbedingt auf Literatur [1] hingewiesen.

6.2 Torsionsschwingungen

6.2.1 Eingespannter masseloser Torsionsstab mit Scheibe

In diesem Beispiel soll iiberpriift werden, ob die Matrizen fiir einen masselosen
Balken und einem Massenpunkt im Fall von Torsion korrekte Ergebnisse liefern.

In Abbildung 6.10 ist ein masseloser Balken mit Linge L = 1 m, G = 8,796 10'° %
und einem Durchmesser von D = 0,1 m fest eingespannt. Auf der gegentiber-
liegenden Seite befindet sich eine Scheibe mit ©, = 2 %. Die Berechnung der
Eigenkreisfrequenz wurde aus Literatur 7] entnommen.

G,

O

YA/ /I

Abbildung 6.10: eingespannter masseloser Torsionsstab mit Scheibe

Mit dem Durchmesser wird zuerst das Torsionstragheitsmoment I berechnet.
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Fir kreisformige Querschnitte gilt I = I,

7 d*
I, =-— 2
Mit der Formel fiir ¢p lasst sich die Eigenfrequenz w bestimmen.
G Ir cr
= = |— 0.3
cr l w o, (6.3)

Werden die Gleichungen mit den angegebenen Werten berechnet so erhalt man
eine Eigenfrequenz von w = 657,102 %.

Tabelle 6.3 zeigt Werte die in das Datenblatt von HydroVib eingetragen wurden.
Die Randbedingung sind fiir die linke Seite Winkel=0 und fiir die rechte Seite
Moment=0. Wird das Datenblatt in HydroVib eingelesen und die Eigenkreis-

O, c d Me €
Massenpunkt-Torsion

2 0 0 0 0

Da I; L G — Modul
Drehfeder-masselos-Torsion

0,1 0 1 8§,8E+10 |0

Tabelle 6.3: Daten fur masselosen Balken und Scheibe

frequenz berechnet so erhalt man w = 657, 102 %. Vergleicht man analytische
Losung mit der HydroVib ermittelten Eigenfrequenz so sind diese komplett
ident.

6.2.2 Eingespannter massebehafteter Balken

In diesem Beispiel soll tiberpriift werden ob die Matrize fiir einen massebehaf-
teten Balken im Fall von Torsion korrekte Ergebnisse liefert.

In Abbildung 6.11 ist ein einseitig eingespannter massebehafteter Balken dar-
gestellt mit einer Linge L = 3 m, G = 8,8 10! %, p = 7850 % und einem
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Durchmesser von D = 0,1 m. Die analytische Losung lautet

<@

w=5 (1+2n)w n=0,1,23... (6.4)
Werden nun die Werte in die analytische Losung eingesetzt und die ersten vier
Eigenfrequenzen ermittelt so erhalt man wy = 1752, 715 %l, w1 = H258, 145 %1,
wy = 8763,578 " 1y = 12268, 006 "

La G> Ip> P

i

Abbildung 6.11: eingespannter massebehafteter Balken

Werden nun die Daten von Tabelle 6.4 in HydroVib eingelesen und die Rand-
bedingungen bestimmt zu, linke Seite Moment=0 und rechte Seite Winkel=0,
konnen die Eigenkreisfrequenzen berechnet werden.

Dq I L G—Modul | P
0,1 0 3 8, 8K + 10 | 7850

Drehfeder-massebehaftet-Torsion

Tabelle 6.4: Daten fiir massebhafteter Balken

Die ersten vier Eigenkreisfrequenzen sind wy = 1752, 715 %, wp = 5258, 145 %1,
wy = 8763,578 " 1y = 12268, 006 "

Wird am rechten Ende ein erregendes Moment beaufschlagt so steigen die Am-
plituden erheblich an. In Abbildung 6.12 ist eine Resonanzkurve dargestellt, die
mit HydroVib berechnet wurde. Gut ersichtlich sind die Ausschlage der Winkel,
die bei den Eigenkreisfrequenzen gegen unendlich gehen.
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103 Winkel [rad/s]

4.5 1
4 L
3.5 1
3 L
2.5t
2 |
1.5 ¢

O}JL e JL N

2000 4000 6000 8000 10000 w [rad/s]

Abbildung 6.12: Resonanzkurve eines massebehafteten Balken mit erregendem Mo-
ment
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/ Bestimmung des rotordynamischen
Verhaltens einer bestehenden
Wasserkraftanlage

In diesem Kapitel wird eine bestehende Wasserkraftanlage abstrahiert und an-
schliefend das rotordynamische Verhalten des Systems mittels HydroVib er-
mittelt. Um moglichst viele rotordynamische Eigenschaften einzubinden, soll
ein Dreimaschinensatz also Generator, Turbine und Pumpe gewahlt werden.
Weitere Besonderheit dieser Maschinenkonstellation ist die Implementierung
eines hydraulischen Wandlers, welcher entscheidenden Einfluss auf das rotordy-
namische Verhalten hat.

6g8,26 Maschinenhalle

Freistrahlturbine

Haupt-
umspanner

601,50

B Motorgenerator
Verteilleitung

598,00m Stauziel

(Hydraulische Kupplung)
/
Speicherpumpe

Hoéhe in m Uber Adria 0 5 10 15 20m

L

Abbildung 7.1: Querschnitt der Maschinenkaverne von Malta [§]

In Abbildung 7.1 ist ein Maschinensatz des Pumpspeicherkraftwerkes Malta
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schematisch dargestellt. Der Motorgenerator mit einer Leistung von 220 MVA
ist an der oberen Position des Maschinensatzes angebracht. Darunter befindet
sich eine sechsdiisige Pelton-Turbine mit einer Leistung von 182,5 MW. Die
Speicherpumpe kann mit dem hydraulischen Wandler an den Maschinensatz
angeschlossen werden. Die Lénge des gesamten Maschinensatzes wurde abge-
schitzt zu ca. 30 m [9]. Dieser Maschinensatz von der Wasserkraftanlage Malta
ware durchaus geeignet fiir die folgende Berechnung.

Turbinenzulaufleitung

Turbine
Turbinenauslaufschitzen
Disenringleitung

Druckluftkammer

Generatorableitung
Generator

Wandler
Pumpe

Pumpenzulaufklappe

Pumpensteigleitung
Pumpenkugelschieber Pumpenzulaufleitung
Ausbaurohr

Abbildung 7.2: Querschnitt von Kops II [10]

Ausgewahlt wurde jedoch das Pumpspeicherkraftwerke Kops II. Der Aufbau des
Dreimaschinensatzes ist untypisch fiir Speicherkraftwerke, denn die Freistrahl-
turbine befindet sich iiber dem Generator, vergleiche Abbildung 7.2. Grund
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dafir ist, dass der Luftverlust in der Druckluftwasserschlosskammer mit dieser
Maschinenkonstellation sehr gering gehalten werden kann, was hohen Eigenbe-
darf und Betriebskosten senkt [11]. Es soll nun das rotordynamische Verhal-
ten dieser auflergewohnlichen Bauweise iiberpriift werden. Eigenkreisfrequen-
zen und Eigenformen von Turbinenbetrieb und Pumpbetrieb sind zu ermitteln.
Anschlieflend soll iiberpriift werden, ob bei einem Betriebsmodus die Erreger-
frequenzen eine Resonanz hervorrufen.

7.1 Randbedingungen

Es wurden einige Vereinfachungen getroffen, da ohnehin keine genauen Daten
von einem Maschinensatz der Kops II Anlage vorliegen und somit keine exakten
Ergebnisse zu erwarten sind. Es sei jedoch erwéahnt, dass fiir eine brauchba-
re Schwingungsberechnung alle Elemente bzw. Komponenten genauestens be-
schrieben werden miissen.

Bei den radialen Fiihrungslagern wurden die mitrotierenden Massen und Mas-
sentragheitsmomente nicht berticksichtigt. Auch Federsteifigkeiten der radialen
Fihrungslager konnten nicht berechnet werden. In Literatur [5] wurde fiir ein
reales rotierendes Modell eine Federsteifigkeit bei den radialen Lagern in der
GroBenordnung von ca. 5-10% angenommen. Fiir Kops II wird vermutet das die
Federsteifigkeit bei der radialen Lagerung grofler ist, als die aus der Literatur.

Beim Generator (Joch und Pole) und Turbine (Laufrad) wird die Masse auf
einen Punkt reduziert. Massenschwerpunkte wurden mittig der beiden Kompo-
nenten angenommen. Um die Steifigkeit von Lange der Turbine und Generator
nicht zu vernachléassigen, werden masselose Balkenelement eingefiigt. Ergédnzend
sei darauf hingewiesen, dass massebehaftete Balkenelemente nicht verwendet
werden diirfen, da die Masse der Balkenelemente bereits in der Masse fiir Ge-
nerator und Turbine enthalten sind.

Der Angriffspunkt des Massenschwerpunktes von Spurlager, Wandler oben,
Wandler unten und Pumpenlaufrader wurde mittig gewahlt. Um die Steifigkeit
von Lange dieser Komponenten zu beriicksichtigten, werden massebehaftete
Balkenelemente eingefiigt. Es diirfen keine masselosen Balkenelemente benutzt
werden, da die Masse der Balken nicht in der Masse der jeweiligen Komponente
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entahlten ist.

Die mitrotierenden Wassermassen bei der mehrstufigen Radialpumpe konnten
nicht integriert werden da keine verniinftige Literatur gefunden wurde. Alle wei-
teren Berechnungen und Annahmen befinden sich im Anhang 9.3.

Hinweis: Fir Komponenten wie Spurlager oder Pumpenlaufrad, die nicht di-
rekt mit der Welle verbunden sind, also keine Momente und Krafte iibertragen
und nur mitrotieren, ist zu empfehlen, dass vor und nach diesen Komponenten
massebehafete Balkenelemente verwendet werden. Natiirlich sind die Massen
dieser Bauteile dann ohne der dementsprechenden Wellenmasse zu beriticksich-
tigen.

Anders ist dies jedoch beim Laufrad oder Generator. Diese Elemente sind di-
rekt mit der Welle verbunden. Sie iibertragen Krafte und Momente von einer
Seite bis zur anderen. Hier sind masselose Balkenelemente fiir die Lange dieser
Komponenten zu empfehlen.

Skizze eines Maschinensatzes von Kops 11

Mit allen gegebenen bzw. berechneten Daten, die im Anhang 9.3 vorzufinden
sind, wurde eine Skizze eines Maschinensatzes von Kops II angefertigt. In den
Berechnungen wurden nahezu keine Langen des Maschinensatzes bestimmt. Al-
le verwendeten Langen wurden aus Abbildung 7.2 abgeschétzt.

Die Skizze in Abbildung 7.3 umfasst alle notwendigen Daten um eine Schwin-
gungsberechnung des stark reduzierten und vereinfachten Modelles durchzufiih-
ren.

Es sei erwahnt, dass die mit HydroVib ermittelten Ergebnisse nicht mit der be-
stehenden Wasserkraftanlage Kops II ibereinstimmen. Um korrekte Ergebnisse
zu erhalten, missten alle Eigenschaften der Anlage genauestens bekannt sein
und dies trifft nicht zu.

7.2 Berechnungen der Biegeschwingungen

Zuerst wird das rotordynamische Verhalten des Maschinensatzes fiir Biege-
schwingungen ermittelt, dabei wird folgendermaflen vorgegangen: Es werden in
einem definierten Frequenzbereich alle Eigenfrequenzen und deren zugehorige
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Eigenformen berechnet. AnschlieBend wird bestimmt, welche Eigenfrequenzen
des Gleichlaufs bzw. des Gegenlaufs sind. Im Campbell Diagramm wird unter-
sucht, ob eine Erregerfrequenz einen Resonanzbetrieb hervorruft.

Diese Vorgehensweise muss fiir den Turbinenbetrieb und Pumpbetrieb durch-
gefithrt werden. Im Anhang befinden sich die verwendeten bzw. eingelesenen
Daten.

7.2.1 Turbinenbetrieb

Zum Turbinenbetrieb gehoren alle Komponenten von der Turbine bis zum
”"Wandler oben”. Die daraus resultierenden Daten (sieche Anhang ,Datenblatt:
Turbinenbetrieb Biegung”) werden in HydroVib eingelesen. Folgende Randbe-
dingungen wurden gewahlt.

Linke Randbedingung Moment=0 | Querkraft=0
Rechte Randbedingung Moment=0 | Querkraft=0
Startvektor xq w1=0.01

Tabelle 7.1: Randbedingungen

In HydroVib werden nun im Menii ,,Eigenfrequenz Berechnung” mit folgenden
Optionen die Eigenfrequenzen berechnet.

Startwert Omega 0
Endwert Omega 1000
Schrittweite 1
Genauigkeit 0,001

Tabelle 7.2: Eigenfrequenzen - Optionen

Um im Cambell Diagramm die Eigenkreisfrequenzen der GL- und GG-Erregungen
zu bestimmen, wurde ein Endwert Omega von 1000 rad/s gewéhlt.

Um sicherzustellen, dass der Algorithmus zur Identifizierung von Nullstellen alle
Losungen gefunden hat, wurde der Determinantenverlauf mit der Zoomfunkti-
on auf ungewohnliche Stellen tiberpriift. Gegebenenfalls muss bei Verdacht auf
weitere Nullstellen die Schrittweite verkleinert und der Suchbereich angepasst
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werden. In Tabelle 7.3 wurden anschlielend alle gefundenen Eigenkreisfrequen-
zen eingetragen.

Ordnung Eigenkreisfrequenz Ordnung Eigenkreisfrequenz
[rad/s| | [U/min]| [Hz] [rad/s| | [U/min]| [Hz]
1. 90,34 863 14,4 10. 275,93 | 2635 43,9
2. 92,88 887 14,8 11. 276.,9 2644 441
3. 94,742 | 905 15,1 12. 478,83 | 4572 76,2
4. 102,96 | 983 16,4 13. 531,75 | 5078 84,6
5. 106,73 | 1019 17,0 14. 561,72 | 5364 89,4
6. 122,33 | 1168 19,5 15. 747,89 | 7142 119,0
7. 125,97 | 1203 20,0 16. 803,19 | 7670 1278
8. 255,59 | 2441 40,7 17. 873,524 | 8342 139,0
9. 256,27 | 2447 40,8 18. 989,67 | 9451 157,5

Tabelle 7.3: Eigenkreisfrequenzen im Turbinenbetrieb fiir Biegeschwingungen

Die zugehorigen Eigenformen wurden in Abbildungen 7.4 und 7.5 dargestellt.
Gut ersichtlich sind die Auslenkungen bei den verschieden Eigenformen.

96



KAPITEL 7. BESTIMMUNG DES ROTORDYNAMISCHEN VERHALTENS EINER
BESTEHENDEN WASSERKRAFTANLAGE

g
117

]

==

-

-25 -20 -15 -10 -5 0
-~ 92,88 rad/s
94,74 rad/ - -~ '
o2~ -4 __--~_ ,9034rad/s
-, S - ~
e S 7 S o
P - N~ ~ o _-
-’ - - ~ - .
s . e EE s s e e= -1::————_‘_———
’
’
, v
;7
106,73 rad/s » ¢
122,33 rad/s /
N .’
__________________ -7 _ -
————————————————— ~ . el ==
D T e R ‘x\\ ’__’x:r”—
\\ —~__--“:,<~/’/
. Pt -
T Tteell L -e-mTTTTTT T o777 102,96 rad/s
,\
255,59 rad/s P ANy
N, 7 N, 127,97 rad/s
’ \\ N
7’ ~ 4
. N ,
256,27 rad/s , 7 ~ ’
PN N W
. ~
/’ ’/ \\
B e N R I WA - )
____________________ -‘~__~~ ’¢’
~~~/
/‘~
- N 276,90 rad/s
- \
, - -
s AN 476,83 rad/s
e LN /
\§\ __________
w~ ’,’ _________________
\\\ -2
N PR
(SRS PRars
N S - ’
275,93 rad/s "N T~ 27,7
S S // ’
N ~ ,
A ’
S ’
N
A Y /,
\/
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Abbildung 7.5: weitere Eigenformen im Turbinenbetrieb fir Biegeschwin-
gungen

Es sollen die Eigenkreisfrequenzen der Gleichlauf- und Gegenlauferregung extra-
hiert werden. In der Resonanzkurve sind nur die Eigenkreisfrequenzen der Gleich-
lauferregung sichtbar, wenn in den eingelesenen Daten jedes Massenelement mit
einer Exzentrizitat und einer Gleichlauferregung von 1 versehen ist. In Tabelle 7.4
sind die verwendeten Optionen von der Berechnung der Resonanzkurven eingetra-
gen. Es wird eine sehr kleine Schrittweite empfohlen, da dies die Identifizierung
von den Eigenkreisfrequenzen gewéhrleistet.

Startwert Omega 0
Endwert Omega 1000
Schrittweite 0,1
Genauigkeit 0,001

Tabelle 7.4: Resonanzkurve - Optionen

In Abbildung 7.6 sind Ausschlédge bei den Eigenkreisfrequenzen der Gleichlaufer-
regung sichtbar.
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Abbildung 7.6: Resonanzkurve von Kops Il im Turbinenbetrieb - Gleich-
lauferregung und Exzentrizitat

Werden nun nur die Eigenkreisfrequenzen aus der vorherigen Abbildung herange-
zogen, so erhdlt man in Tabelle 7.5 nur die Eigenkreisfrequenzen der Gleichlau-
ferregung.
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Ordnung | Eigenkreisfrequenz des GL | Ordnung | Eigenkreisfrequenz des GL
rad/s] | [U/min]| [Hz] [rad/s] | [U/min]| [Hz]

1. 94,74 905 15,1 5 276,90 | 2644 441

2. 102,96 | 983 16,4 6 561,72 | 5364 89,4

3. 122,33 | 1203 20,0 7. 803,19 | 7670 127.8

4. 256,27 | 2447 40,8 8 873,52 | 8342 139,0

Tabelle 7.5: Eigenkreisfrequenzen der GL-Erregung im Turbinenbetrieb
fiir Biegeschwingungen

Sollen die Eigenkreisfrequenzen der Gegenlauferregung berechnet werden, so miis-
sen alle Massenelemente mit einer Exzentrizitdt und Gleichlauferregung von -1
(also Gegenlauferregung) versehen werden. In Abbildung 7.7 wurde mit der zu-
vor verwendeten Option die Resonanzkurve bestimmt. Die Ergebnisse wurden in
Tabelle 7.6 eingetragen.

Ordnung | Eigenkreisfrequenz des GG | Ordnung | Eigenkreisfrequenz des GG
[rad/s] | [U/min]| [Hz] [rad/s] | [U/min]| [Hz]

L. 90,34 863 14,4 6. 275,93 | 2635 43,9

2. 92,88 887 14,8 7. 478,83 | 4572 76,2

3. 106,73 | 1019 17,0 8. 531,75 | 5078 84,6

4. 125,97 | 1168 19,5 9. 747,89 | 7142 118,0

5. 255,59 | 2441 40,7 10. 989,67 | 9451 157,5

Tabelle 7.6: Eigenkreisfrequenzen der GG-Erregung im Turbinenbetrieb
fiir Biegeschwingungen
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Abbildung 7.7: Resonanzkurve von Kops Il im Turbinenbetrieb - Gegen-
lauferregung und Exzentrizitét

Da nun alle Eigenkreisfrequenzen fiir Biegeschwingungen im Turbinenbetrieb bis
w = 1000 rad/s bekannt sind, muss nun kontrolliert werden, ob Resonanz auftritt.
Mit den Ergebnissen von der Berechnung des Campbell Diagrammes aus Hydro-
Vib, wurde die Abbildung 7.8 erstellt. Die verwendeten Optionen der Berechnung
fir das Campbell Diagramm wurden in Tabelle 7.7 eingetragen.
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Startwert Eigenfrequenz | 0 Startwert Omega 30
Endwert Eigenfrequenz 1450 Endwert Omega 1000
Schrittweite 1 Schrittweite 30
Genauigkeit 0,001

Tabelle 7.7: Campbell Diagramm - Optionen

Im schraffierten Bereich traten so viele Eigenkreisfrequenzkurven auf, dass eine
iibersichtliche Darstellung nicht mehr gewahrleistet werden konnte. Dieser Bereich
wurde daher aus dem Diagramm entfernt. Bei manchen Eigenkreisfrequenzkurven
konnte die Kurve nicht fortgefithrt werden, da der Algorithmus der Nullstellensu-
che keine Losungen fand.

Die Schnittpunkte des Anfahrstrahles mit einer Steigung von eins und den FKi-
genkreisfrequenzkurven sind bereits die bekannten Losungen aus Tabelle 7.3. Die
durchgehend linierten Kurven sind Eigenkreisfrequenzen der Gleichlauferregung,
hingegen sind die strichlierten Linien die Eigenkreisfrequenzen der Gegenlaufer-
regung.

Im Turbinenbetrieb verursacht der Wasserstrahl von der Diise Biegeschwingun-
gen. Der Wasserstrahl trifft pro Umdrehung auf 20 Becher des Peltonlaufrades.
Die Steigung des Anfahrstrahles ist somit 20. Die Schnittpunkte des Anfahrstrah-
les mit einer Steigung von 20 und den Eigenkreisfrequenzkurven sind also weitere
Resonanzbetriebe. Interessant ist, dass ein Schnittpunkt sehr nahe der Nenndreh-
zahl liegt. Es wird demnach im Auslegungspunkt des Turbinenbetriebs Resonanz
auftreten.

Es konnte nicht festgestellt werden, ob bei Durchgangsdrehzahl mit einer Gleich-
lauferregung von 20, eine Resonanz hervortritt, da dass Diagramm endet. Hydro-
Vib stoft in diesem Modell ab einer Eigenkreisfrequenzsuche von 1200 rad/s an
seine Grenzen. Bestétigt kann dies durch den Determinantenverlauf werden, der
ungewohnliche Werte aufweist.

Der Anfahrstrahl des zweiten und dritten Drehklanges der Bechererregung wur-
den im Cambell Diagramm nicht mehr eingefiigt, da ohnehin keine Ergebnisse fiir
so hohe Eigenkreisfrequenzen bei Nenndrehzahl bzw. Durchgangsdrehzahl vorlie-
gen.
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7.2.2 Pumpbetrieb

Zum Pumpbetrieb gehort der gesamte Maschinensatz. Die Daten im ,,Datenblatt:
Pumpbetrieb Biegung” aus dem Anhang, wurden in HydroVib eingelesen. In-
teressant wird sein, wie sich der Maschinensatz beim Ubergang zwischen den
Pumpenstrang und Turbinenstrang verhalt, da hier ein hydraulischer Wandler
implementiert wurde. An dieser Stelle wurde angenommen das die Absenkung
vor und nach dem hydraulischen Wandler gleich ist, aber es werden unterschied-
liche Winkel erwartet. Aulerdem wurde angenommen, dass keine Querkraft und
kein Biegemoment iibertragen werden kann. Die Randbedingungen wurden iden-
tisch wie bei der Ermittlung von Biegeschwingungen im Turbinenbetrieb gewahlt.
Folgende Optionen wurden bei der Berechnung von den Eigenkreisfrequenzen ver-
wendet.

Startwert Omega 0
Endwert Omega 1000
Schrittweite 1
Genauigkeit 0,01

Tabelle 7.8: Eigenfrequenzen - Optionen

Die gefunden Eigenkreisfrequenzen sind in Tabelle 7.9 ersichtlich. Es wurden be-
reits die Figenkreisfrequenzen fiir Gleichlauf- und Gegenlauferregung, die in der
kommenden Berechnung evaluiert werden, eingetragen. Die Eigenkreisfrequenzen
aus Tabelle 7.3 vom Turbinenbetrieb, sind nattrlich in Tabelle 7.9 enthalten.
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Ordnung Eigenkreisfrequenz Ordnung Eigenkreisfrequenz
GL o. GG | [rad/s] | [U/min]| [Hz] GL o. GG | [rad/s] | [U/min]| [Hz]
1.0. GG | 42,89 410 6,8 16.0. GL | 276,9 2644 441
2.0. GL | 45,09 431 7,2 17.0. GG | 287,49 | 2745 45,8
3.0. GG |90,34 863 14,4 18.0. GL | 299,04 | 2856 47,6
4.0. GG | 92,88 887 14,8 19.0. GL | 340,5 3252 54,2
5.0. GL | 94,74 905 15,1 20.0. GG | 389,36 | 3718 62,0
6.0. GG | 94,80 905 15,1 21.0. GG | 458,68 | 4380 73,0
7.0. GL |99,57 951 15,8 22.0. GG | 478,83 | 4572 76,2
8.0. GL | 1029 983 16,4 23.0. GG | H31,75 | 5078 84,6

9.0. GG | 106,73 | 1019 17,0 24.0. GG | 557,69 | 5326 88,8

10.0. GL | 122,32 | 1168 19,5 25.0. GL | 561,72 | 5364 89,4

11.0. GG | 125,97 | 1203 20,0 26.0. GG | 747,89 | 7142 119,0
12.0. GG | 2358 2252 37,5 27.0. GL | 803,19 | 7670 127.8
13.0. GG | 255,59 | 2441 40,7 28.0. GL | 838,97 | 8012 133,5
14.0. GL | 256,27 | 2447 40,8 29.0. GL | 873,52 | 8342 139,0
15.0. GG | 275,93 | 2635 43,9 30.0. GG | 989,67 | 9451 157,5

Tabelle 7.9: Eigenkreisfrequenzen im Pumpbetrieb fiir Biegeschwingungen

Es werden die Eigenkreisfrequenzen der Gleichlauf- und Gegenlauferregung extra-
hiert. Leider ist es mit HydroVib nicht ohne weiteres moglich eine Resonanzkurve
zu erstellen, wenn ein hydraulischer Wandler im System implementiert ist. Da
aber angenommen wurde, dass beim Ubergangspunkt keine Querkraft und Biege-
moment existiert, kann an dieser Stelle das System getrennt werden. Es wird eine
Resonanzkurve von Pumpe bis "Wandler unten” und eine von "Wandler oben” bis
Turbine erstellt. Anschliefend konnen die Eigenkreisfrequenzen der GG- und GL -
Erregung identifiziert werden. In Abbildung 7.9 und 7.10 sind die Resonanzkurven
fiir das getrennte System von Pumpe bis ,Wandler unten” ersichtlich. Die Reso-
nanzkurven von ,Wandler oben” bis Turbine sind dieselben wie in Abbildung 7.6
und 7.7. Man beachte, dass in den eingelesenen Daten bei jedem Massenelement
eine Exzentrizitdt und eine GL-Erregung von 1 (Resonanzkurve fiir Gleichlaufer-
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regung) bzw. -1 (Resonanzkurve fiir Gegenlauferregung) eingetragen sein muss.
Verwendete Optionen wie zuvor bei Turbinenbetrieb. Die Daten im ,,Datenblatt:
Turbine Biegung” und , Datenblatt: Pumpe Biegung” aus dem Anhang wurden
fiir die Berechnung verwendet.
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Abbildung 7.9: Resonanzkurve der Pumpe von Kops II im Pumpbetrieb -
Gleichlauferregung

Die Eigenkreisfrequenzen der Gleichlauferregung und der Gegenlauferregung, die
in den Abbildungen gut zu erkennen sind, wurden in Tabelle 7.9 eingetragen. Es
konnten somit alle Eigenkreisfrequenzen der Gleichlauf- bzw. Gegenlauferregung
bestimmt werden.
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Abbildung 7.10: Resonanzkurve der Pumpe von Kops II im Pumpbetrieb
- Gegenlauferregung

Um zu Uberpriifen ob Resonanz im Pumpbetrieb auftritt wurde ein Campbell
Diagramm erstellt. Das Diagramm wurde in den Abbildungen 7.11, 7.12 und 7.13
eingefiigt. Der Anfahrstrahl mit einer Steigung von 1 rithrt von der Unwuchter-
regung her. Die Anzahl der Schaufeln der Pumpe erzeugt einen Anfahrstrahl mit
einer Steigung von 7. Wird der zweite Drehklang berticksichtigt, so erhilt man
einen weiteren Anfahrstrahl mit einer Steigung von 14.

In Abbildung 7.13 ist ersichtlich, dass der Anfahrstrahl mit einer Steigung von
eins, zwei Eigenkreisfrequenzkurven unter der Nenndrehzahl schneidet. Das Sys-
tem oder dessen Eigenschaften sollten so verandert werden, dass die erste Eigen-
kreisfrequenz mit ausreichendem Abstand, iber dem Betriebsmodus liegt.

In der Abbildung 7.12 ist ersichtlich, dass der Anfahrstrahl mit einer Steigung von
sieben, eine Resonanz hervorrufen kénnte. Denn w; ist nahe der Nenndrehzahl.
Der Anfahrstrahl mit einer Steigung von 14 ruft im Auslegungspunkt mehrere
Resonanzen hervor, wie in Abbildung 7.11 erkenntlich ist.
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Abbildung 7.14: Eigenforemen im Pumpbetrieb

In Abbildung 7.14 sind einige Eigenformen im Pumpbetrieb dargestellt. Beim
Ubergang zwischen Antrieb- und Abtriebstrang, also beim hydraulischen Wanlder,
sind Absenkung identisch. Die Steigung vor und nach dem hydraulischen Wandler
sind jedoch unterschiedlich und beeinflussen sich nicht. Der Verlauf ist unterbro-
chen.
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7.3 Berechnung der Torsionsschwingungen

Es wird das rotordynamische Verhalten des Maschinensatzes fiir Torsionsschwin-
gungen ermittelt. Anders als bei den Biegeschwingungen muss hier nicht auf GL-
und GG-Erregung geachtet werden. Es werden schlicht die Eigenfrequenzen und
Eigenformen fiir den Turbinen- und Pumpbetrieb berechnet.

7.3.1 Turbinenbetrieb

Zum Turbinenbetrieb gehoren alle Komponenten von der Turbine bis zum ,,Wand-
ler oben”. Die daraus resultierenden Daten (siehe Anhang , Datenblatt: Turbinen-
betrieb Torsion”) werden in HydroVib eingelesen. Folgenden Randbedingungen
wurden gewahlt.

Linke Randbedingung Moment=0
Rechte Randbedingung Moment=0
Startvektor xg phi;=0.01

Tabelle 7.10: Randbedingungen

In HydroVib werden nun im Menii "Eigenfrequenz Berechnung” mit folgenden
Optionen

Startwert Omega 0
Endwert Omega 6500
Schrittweite 1
Genauigkeit 0,01

Tabelle 7.11: Eigenfrequenzen - Optionen

die Eigenfrequenzen berechnet. Der Endwert Omega wird von der maximalen Fr-
regerfrequenz im Turbinenbetrieb beschrankt. Diese ergibt sich aus der maximalen
Durchgangsdrehzahl, Becheranzahl der Turbine und harmonischen Drehklang. Es
wurde bis zum dritten harmonischen Drehklang kp,.n3 die Berechnungen durch-

112



KAPITEL 7. BESTIMMUNG DES ROTORDYNAMISCHEN VERHALTENS EINER
BESTEHENDEN WASSERKRAFTANLAGE

gefiihrt.

fernmaw = ZTurbine * mazx kDreh = (71)
Forrmas = 20 - 942, 4 - 3 = 56544U /min — 5921rad/s (7.2)

Die Ergebnisse aus der Berechnung wurden in Tabelle 7.12 eingetragen.

Ordnung Eigenkreisfrequenz Ordnung Eigenkreisfrequenz

[rad/s| | [U/min]| [Hz] [rad/s| | [U/min]| [Hz]
1. 116,65 | 1114 18,6 9. 3059,46 | 29216 486,9
2. 159,1 1519 25,3 10. 3830,32 | 36577 | 609,6
3. 833,92 | 7963 132,7 11. 4397,19 | 41990 699,8
4. 983,38 | 9391 156,5 12. 4784,28 | 45687 761,4
5. 1922,54 | 18359 306,0 13. 5738,74 | 54801 913,3
6. 2162,38 | 20649 3442 14. 5772,33 | 55122 918,7
7. 2290,17 | 21870 364.,5 15. 6320,93 | 60360 1006,0
8. 2877,76 | 27481 458,0 16.

Tabelle 7.12: Eigenkreisfrequenzen im Turbinenbetrieb fiir Torsions-
schwingungen

Deren dazugehorige Eigenformen sind in Abbildung 7.15 dargestellt. Gut ersicht-
lich ist, dass bei den Wellenelemente zwischen Turbine und Generator oder Wand-
ler und Generator die grofleren Winkeldnderungen stattfinden. An diesen Positio-
nen werden bei Resonanzbetrieb die grofiten Spannungen auftreten. Es wurde
darauf verzichtet alle Eigenformen abzubilden.

Es wird nun tiberpriift ob eine Erregerfrequenz mit einer Eigenkreisfrequenz iiber-
einstimmt. Torsionale Erregerkrafte im Turbinebetrieb werden primar von der
Turbine und den Generator verursacht. Die Erregerfrequenzen setzten sich aus
Drehzahl, deren Erregung pro Umdrehung und des Drehklanges zusammen. Im
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i
g

Abbildung 7.15: Eigenformen von Torsionsschwingungen im Turbinenbe-
trieb

Fall des Normalbetriebes ergeben sich folgende Erregerfreqeunzen.

fi=n-1=28,33Hz

f2 = 1 ZPurbine, Becher * Kpren1 = 8,33 -20 -1 = 166,6H 2
I3 = 1 2Turbine,Becher * KDrena = 8,33 - 20 -2 = 333,33Hz2
fa =1+ 2Purbine, Becher * kprens = 8,33 -20 -3 = 500H 2

fs = Netzfrequenz = 50H z

f5 = doppelte Netz frequenz = 100H z

Keiner der anregenden Frequenzen stimmt mit einer der Eigenkreisfrequenzen
direkt tberein. Somit wird in Turbinenbetrieb bei Nenndrehzahl fiir Torsions-
schwingunen keine Resonanz hervorgerufen.

Soll bei Durchgangsdrehzahl ebenfalls keine Resonanz hervortreten so diirfen fol-
genden anregende Frequenzen nicht im Einklang mit den Eigenkreisfrequenzen
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geraten.

fi=Npmaer-1=15,72Hz

J2 = Nnax * ZTurbine,Becher * kDren1 = 15,7220 -1 = 314,4H 2
J3 = Nuazx * ZTurbine,Becher * KDrenz = 15,72 -20 - 2 = 628,8H 2
f14 = Nnaz * ZTurbine Becher * Kprens = 15,72 -20 -3 = 943,2H 2

Nach Kontrolle mit den Eigenkreisfrequenzen tritt auch bei Durchgangsdrehzahl
keine Resonanz auf.

7.3.2 Pumpbetrieb

Zum Pumpbetrieb gehort der gesamte Maschinensatz. Die Daten im ,,Datenblatt:
Pumpbetrieb Torsion” aus dem Anhang, wurden in HydroVib eingelesen und fiir
die Berechnung verwendet. Anders als bei den Biegeschwingungen verursacht der
hydraulische Wandler fiir Torsionsschwingungen keine Spaltung des Systems. Da
Winkel und Torsionsmomente tibertragen werden, trennt sich das gesamte Sys-
tem hier nicht auf. Es wurden die gleichen Randbedingungen sowie Optionen
wie bei der Berechnung der Eigenfrequenzen von Torsionsschwingungen im Tur-
binenbetrieb verwendet. Die gefundene Eigenkreisfrequenzen sind in Tabelle 7.13
ersichtlich.
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Ordnung Eigenkreisfrequenz Ordnung Eigenkreisfrequenz
[rad/s| | [U/min]| [Hz] [rad/s] | [U/min]| [Hz]
1. 56,59 540 9 13. 2694,51 | 25731 4288
2. 141,08 | 1355 22,6 14. 2877,76 | 27481 458,0
3. 159,08 | 1519 25,3 15. 2903,64 | 27728 | 462,1
4. 307,45 | 2936 48,9 16. 3454,27 | 32986 | 549,8
5. 430,46 | 4112 68,5 17. 3830,32 | 36577 | 609,6
6. 569,25 | 5436 90,6 18. 4331,53 | 41363 | 6894
7. 581,60 | 5554 92,6 19. 4784,28 | 45687 | 7614
8. 983,37 | 9390 156,5 20. 5262,65 | 50255 | 837,6
9. 192253 | 18359 | 306,0 21. 5291,38 | 50529 | 8421
10. 2162,38 | 20549 | 344,2 22. 5715,67 | 54581 909,7
11. 221444 |1 20649 | 344,2 23. 6320,38 | 60355 1005,9
12. 2634,5 | 25158 | 419,3 24. 6464,23 | 61729 1028,8

Tabelle 7.13: Eigenkreisfrequenzen im Pumpbetrieb fir Torsionsschwin-
gungen

Die Erregerkrafte werden maflgeblich von Generator, Wandler und Pumpe be-
stimmt. Bei Betrieb im Auslegungspunkt treten folgenden Erregerfrequenzen auf.

fi=n=8,33Hz

fg :n-Zp°]€DTeh1 :8,33-7' 1 258,31H2
fs=mn-2y kprena =8,33-7-2=116,62H~%
fi=n-2p 2preit =8,33-7-12 =699, 72H 2
f5 = Netzfreqeunz = 50H z

fe = doppelte Netzfreqeunz = 100H z

Die Erregerfrequenz von den Schaufeln des hydraulischen Wandlers wurde wie bei
der Pumpe identisch angenommen.

Werden Eigenkreisfrequenzen und anregenden Frequenzen verglichen, so stellt
man fest, dass die 1. und 4. Eigenkreisfrequenz sich sehr nahe an Erregerfre-
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quenzen befinden. Es kénnte also im Pumpbetrieb Resonanz auftreten.

In Abbildung 7.16 wurden die ersten sechs Eigenformen fiir den Pumpbetrieb
dargestellt.
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Abbildung 7.16: Eigenformen von Torsionsschwingungen im Pumpbe-
trieb
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8 Zusammenfassung

Um zu gewdahrleisten, dass keine Eigenkreisfrequenzen bzw. erhohte unzulassige
Vibrationen in einem Betriebszustand bei hydraulischen Maschinensatzen vor-
liegen, muss das rotordynamische Verhalten bestimmt werden. Wird dieses Ver-
halten bei der Auslegung von Wasserkraftanlagen ignoriert, so ist ein einwand-
freier Betrieb der gesamten Anlage gefahrdet. Erhohter Verschleif}, storende Ge-
rduschentwicklung oder sogar totale Zerstorung der gesamten Wasserkraftanlage,
wodurch nicht nur Umwelt sondern auch Menschenleben gefahrdet werden, sind
mogliche Auswirkungen.

Somit wurde das Hauptziel dieser Arbeit bestimmt: Alle Eigenfrequenzen fiir
Biege- und Torsionsschwingungen in hydraulischen Maschinensatzen sollten iden-
tifiziert werden. Fiir Biegeschwingungen in Wasserkraftanlagen gilt ein unter-
kritischer Betrieb, also all die zu erreichenden Betriebspunkte sollen sich wesent-
lich unterhalb der ersten Eigenkreisfrequenz befinden. Fiir Torsionsschwingungen
gilt, in den Betriebspunkten soll keine Eigenkreisfrequenz angeregt werden.
Weiteres Ziel der vorliegenden Arbeit war die Bestimmung der maximalen Auslen-
kung des hydraulischen Maschinensatzes bei der jeweiligen Eigenfrequenz. Diese
Problemstellung sollte dadurch bewéltigt werden, dass die Ermittlung von Eigen-
formen alle notwendigen Informationen liefert.

Die gegenseitige Beeinflussung der unterschiedlichen Berechnungsverfahren bei
der Auslegung von hydraulischen Maschinensédtzen bzw. Wasserkraftanlagen for-
dert eine Flexibilitat des Berechnungsverfahrens. Mithilfe eines computergestiitz-
ten Berechnungsprogrammes bzw. Simulationsprogrammes sollen diese Voraus-
setzungen erfiillt werden.

Das Simulationsprogramm soll all jene Eigenschaften des realen Systems einbin-
den, um die berechneten Eigenkreisfrequenzen so genau wie notig zu bestimmen.
Turbine, Generator, Pumpe und andere mitrotierende Massen werden als Scheiben
mit Masse sowie dquatorialem und polarem Massentriagheitsmoment modelliert,
sodass auch der Kreiseleffekt beriicksichtigt werden kann. Der Wellenstrang wird
in Wellensegmente mit oder ohne Masse unterteilt. Isotrope und sogar anisotrope
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Lagerung werden als Feder- Dampferelemente beschrieben. Ist ein hydraulischer
Wandler im System vorhanden, so kann bzw. muss dieser ebenfalls miteinbezogen
werden. Krafte veranlassen das System zu Schwingung und sind somit Haupt-
ursache fiir Vibrationen, verandern aber Eigenkreisfrequenzen nicht mafigeblich.
Daher wurde ausschliefSlich die drehfrequente Unwuchtkraft in das Simulations-
programm implementiert.

Da das Ubertragungsmatrizenverfahren alle notwendigen Anforderungen erfiillt
und die Einbindung in ein computerunterstiitzendes Simulationsprogramm ein-
fach ist, wurde es gegeniiber den Finite-Elemente Verfahren bevorzugt ausgewahlt.
Das Ubertragungsmatrizenverfahren wurde in MATALB implementiert und be-
nannt nach HydroVib.

Mit den hergeleiteten Ubertragungsmatrizen fiir Biegeschwingungen und Torsi-
onschwingungen kénnen hydraulische Maschinensétze vollstandig modelliert und
mit HydroVib simuliert werden. Das urspriingliche Ergebnis vom Ubertragungs-
matrizenverfahrens ist die Losung des homogenen Gleichungssystems (in Hydro-
Vib umgesetzt in "Figenfrequenz Berechnung” und ”"Campbell Diagramm”)und
diese sind Eigenkreisfrequenzen, Figenformen sowie Schnittgrofien bei jedem Ele-
mentiibergang. Wird aber das inhomogene Gleichungssystem gelost (in HydroVib
umgesetzt in "Resonanzkurve” und ”Orbits und Schwingungsformen”) so werden
Unwuchtkrafte und Dampfungen berticksichtigt. Dadurch lassen sich Amplituden
der Schnittgrofien vom gedampften System mit erzwungener Erregung (Unwucht-
kraft) berechnen.

Um die Korrektheit der Ergebnisse von HydroVib zu iiberpriifen, wurden analy-
tische Losungen von einfachen Systemen berechnet und mit den Ergebnissen vom
Simulationsprogramm verglichen. Die Validierung konnte positiv abgeschlossen
werden. Lediglich vom hydraulischen Wandler, konnte keine analytische Losung
gefunden werden, wodurch keine Validierung stattfinden konnte.

Ein hydraulischer Maschinensatz von der Wasserkraftanlage Kops II wurde heran-
gezogen, um ein reales System zu modellieren und simulieren. Da das Pumpspei-
cherkraftwerk Kops II in Pump- sowie Turbinenbetrieb betrieben werden kann,
musste auch in beiden Betriebsarten das rotordynamische Verhalten bestimmt
werden. Zuerst wurden einige hydraulische Berechnungen durchgefiihrt, um das
Pumpspeicherkraftwerk Kops I zu abstrahieren. Anschliefend wurden alle Daten
in HydroVib eingelesen und Simulationen durchgefiihrt. Die Ergebnisse waren
nicht zur Génze plausibel, weshalb ein Fehler in der Berechnung anzunehmen
war. Mit extrem hoher Wahrscheinlichkeit kann angenommen werden, dass der
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Fehler in der Abstrahierung von Kops II entstand. Einige wichtige Parameter
konnten nicht zur Géanze identifiziert werden, die aber wesentlichen Einfluss auf
das rotordynamische Verhalten haben und somit auch die Simulationsberechnung
in HydroVIb negativ beeinflussen.

Sind alle fiir die Berechnung erforderlichen Daten und Parameter genauestens be-
kannt, kann HydroVib realistische Ergebnisse berechnen.

Obwohl HydroVib bereits sehr genau Simulationen von hydraulischen Maschinen-
sitzen sowie vielen anderen rotierenden Systemen erméglicht, und die Codierung
robust gegen Anwenderfehler ist, sind Optimierungen moglich.

Die Dauer der Simulationsberechnung koénnte eventuell verkiirzt werden, wenn
die Zeitabhingigkeit in den Ubertragungsmatrizen eliminiert wird. Dadurch wird
eine Visualisierung jedoch nicht mehr moglich.

Bei hydraulischen Maschinen befinden sich im Betrieb mitrotierende Wassermas-
sen, welche die Eigenkreisfrequenzen beeinflussen. Es konnten leider keine realis-
tischen Werte gefunden werden. Hierzu wére eine Literaturrecherche oder sogar
eine Forschungsarbeit notwendig.

Das Simulationsmodell berticksichtigt keine bertihrungslosen Fliissigkeitsdichtun-
gen, welche z.B. bei Radialpumpen eingesetzt werden. Wiirde die Eigenschaft der
bertiihrungslosen Fliissigkeitsdichtungen in HydroVib implementiert werden, so
konnten genauere Simulationen erstellt werden.

Eines der grofiten Probleme bei der Erstellung eines Simulationsprogrammes ist
die Validierung. Ab einer gewissen Modellkomplexitét ist eine analytische Vali-
dierung nicht mehr moéglich. Ab diesem Punkt ist ein rotordynamischer Priifstand
notig. Hydraulische Wandler, mitrotierende Wassermassen, beriithrungslose Fliis-
sigkeitsdichtungen und viele weitere Aspekte konnten einfach tberpriift werden.
Leider sind diese Priifstande kostspielig und die dafiir benotigten Ressourcen ste-
hen nur selten zur Verfiigung.
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9 Anhang

9.1 Lavalirotor in isotropen Lagern

Abbildung 9.1: Lavalllaufer in isotropen Lagern

In Abbildung 9.1 ist ein Lavallrotor in isotropen Lagern abgebildet. Daten des
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Rotors sind

N
Cor = Cyy =1,00E + 7 o

@, =0,15 m
L=1m

N
E — Modul =2,1FE + 11 —;

m2
e =0,001 m

Die Eigenkreisfrequenz nach Literatur [1] ist

Sz
wz — -
Vm
dabei ist

2 ¢,, C A8 F I (%)4 <@i>4 T
S, = —— c= I'=1{|—] — —
2 ¢, +c L3 2 2 4

werden nun die bekannten Werte eingesetzt, so erhalt man

[ =2,485 E —5m* (9.1)
N
c=2,500 E+8 — (9.2)
m
N
5. = 1,852 E+7 — (9.3)
m
d
w, = 192,464 ~°C (9.4)
S

9.2 Lavallrotor in anisotropen Lagern

Der Rotor in anisotropen Lagern hat die gleichen Eigenschaften wie der Rotor in
isotropen Lagern. Lediglich die Federsteifigkeit in y-Richtung besitzt nun folgen-
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den Wert.

N
¢y = 4,00E +7

Da die Federsteifigkeiten in den Ebenen nun unterschiedlich ist, gilt nun ¢, = c,.
nicht mehr. Formeln wurden aus der Literatur [1] entnommen.

W, =4 — Wy =/ —
m m

Werden nun die Werte wieder in die Formeln eingesetzt so erhélt man

I=2,485E—5m!
N
c=2,500 E+8 —

m
N N
5. =1,82 E+7—~  s,=6,667 E+7 —
m m
d d
w, = 192,464 ~2¢ wy = 348,237 -
S S
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9.3 Bestimmung aller relevanten GroBen fiir die
Schwingungsberechnung von Kops |1

Da keine genaueren Daten vom Maschinensatz der Kops II Anlage vorliegen, miis-
sen die notwendigen Werte abgeschétzt bzw. berechnet werden. Aus der Literatur
[11] konnten fiir Kops II folgende Werte entnommen werden.

Allgemeine Daten zu Kops 11
Maschinenanzahl zp;qschine: 3

Lange des Maschinensatzes L: 38 m
max. Hohe der Staumauer Hy: 122 m
Kopssee Stauziel: 1809 m
Unterbecken Rifa (Kote): 1005 m

Turbine

gesamte Leistung im Turbinenbetrieb P: 525 MW
Leistung pro Turbine Pp: 175 MW

Diisenanzahl zgs.: 6

Nenndrehzahl n: 500 min~!

max. Bruttofallnohe H,qp prutto: 818 m

gesamter Durchfluss im Turbinenbetrieb: 75,9 m/s
Durchfluss pro Turbine Q7: 25,3 m3/s

max. Geschwindigkeit Diisenaustritt co: 127,7 m/s

Generator

Leistung pro Generator Pg: 200 MVA
Durchgangsdrehzahl npy,cngang: 943 min™
Polpaare z,0: 6

1

Pumpe

Leistung pro Pumpe Pp: 150 MW

max. Durchfluss pro Pumpe Qp,a.: 19,3 m3/s
Stufen pro Pumpe zp gt fe: 3
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Druckstollen Versallstollen
Lange Lg: 5552 m
innerer Durchmesser Dg: 4,9 m

Druckschacht
Lange Ly, 1135 m
innerer Durchmesser Dg.,: 3,8 m

9.3.1 Berechnungen rund um den Turbinebetrieb

Eine Peltonturbine ist charakterisiert durch Durchfluss ), Nenndrehzahl n und
Fallhohe Hp. Die ersten beiden Parameter sind vom Hersteller bereits ausgelegt
worden und somit vorgegeben. Fiir weitere Berechnungen muss nun die Nettofall-
hohe H,c1o bestimmt werden. In Abbildung 9.2 gut ersichtlich, wurden die be-
kannten Daten des Pumpspeicherkraftwerkes Kops II eingetragen. Angenommen
wurde, dass sich die Fallhohe im Auslegungspunkt H,.,, bei einem halbvollen
Stausee befindet.

Honn = Hoar — @ =818 — g = 75Tm (9.5)

2 2

Diese Fallhohe steht jedoch den Peltonturbinen nicht zur Verfiigung, da Verlust
im Druckstollen und Druckschacht, sowie andere Verluste die Fallhohe reduzie-
ren. Dementsprechend wird eine Verlusthohe berechnet, um die Nettofallhohe im
Auslegungspunkt zu bestimmen. Die meisten verwendeten Formeln wurden aus
der Literatur [2] entnommen.
Zuerst wird die Verlusthohe im Druckstollen ermittelt. Mit Durchfluss und Quer-
schnitt lasst sich die Geschwindigkeit im Druckstollen ermitteln.

O Or-3 25,33
CT stollen = Z - D2, — 4,927
4

— 4, 025T (9.6)

Weiter folgt die Berechnung der dimensionslosen Reynolds-Zahl Re

CT stollen * Dst 47 025 - 17 9 7
c 1% 1- 10_6 ’ ( )
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Abbildung 9.2: Pumpspeicherkraftwerk Kops II
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Anschlielend wird das Verhaltnis

Dy 4900
k0,1

= 49000 (9.8)

gebildet, wobei k=0,1 fiir Stahlbeton aus Literatur [2] entnommen wurde. Unter
Verwendung des Colebrooke Diagrammes, ebenfalls aus Literatur [2] entnommen,
wurde A = 0,0095 mithilfe von Re und % bestimmt. Nun kann die Verlusthohe
Hry stolien berechnet werden:

Lst ) C%’,stollen — 0.0095 - 55952 47 0252

: — 8,89 9.9
Dy 2g 19 2981 O%m (99

HT,ustollen =A-

Die Verlusthohe Hr , schacnt im Druckschacht lasst sich aquivalent bestimmen. Zu-
erst wird die mittlere Geschwindigkeit cr schacnt berechnet.

Q Qr-3 2533 m
CT,schacht = Z = D2 x = 3,842~7r = 6, 692§ (910)

Die Reynolds-Zahl Re ist

CT schacht * Dsch 67 692 - 37 8 7
= = = =25-1 11
Re : e 510 (9.11)

Das Verhéltnis d/k ist
Den 3800

k0,01
wobei der Wert k=0,01 fir ein Stahlrohr aus Literatur [2] entnommen wurde.

Aus dem Colebrooke Diagramm wurde A = 0,007 bestimmt. Die Verlusthohe des
Druckschachts ist

= 38000 (9.12)

L G hae 1135 6,692
£ seh Chschacht _ ) 7. —4,7Tm  (9.13)

H v,schacht — :
Tw,schacht Den 29 38 2.981

Somit ergibt sich eine gesamte Verlusthohe von
HT,U — HT,v,stollen + HT,v,schacht = 87 89 + 47 7= 137 66m (914)

Die Nettofallnohe Hp im Auslegungspunkt ist nun die Bruttofallhdhe H,.,, im
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Auslegungspunkt minus der Verlusthohe Hr,.
Hr = Hyenp — Hr, = 757 — 13,66 = 743, 34m (9.15)

Erwahnt sei, dass samtliche andere Verluste, wie zum Beispiel die Einbauten nicht
beriicksichtigt wurden.

Durchflusses Q
Mit Turbinenleistung Pr und der Fallhohe lasst sich der Durchfluss Q iiberpriifen.

P 175 - 106 3
L = — 26,00 (9.16)
g-p-Hr-n  9,81-1000- 743,34 - 0,94 s

wobei n = 0,94 gewédhlt wurde. Der berechnete Durchfluss Q7 stimmt mit guter
Néherung iiberein. Wird der Durchfluss pro Diise Q7 pise berechnet

Qr =

2 3
Qr _ 253 _ ) o™ (9.17)
S

QT,Dﬁse -
ZDiise 6

so kann die spezifische Drehzahl n, pise berechnet werden

use 4, 21 U
V@rbie oy VA2 oo U (9.18)

MaDise =100 G = O a3 ) min

Nach Literatur [2] auf Seite 211 nach Abbildung 9.9 ist eine spezifische Dreh-
zahl von n, pise = 6,5 anzustreben. Die Differenz zwischen der berechneten und
der anzustrebenden spezifischen Drehzahl ist gering. Anzumerken sei, dass die
Moglichkeit besteht eine geringe spezifische Drehzahl zu erreichen, indem die Pol-
paarzahl erhoht wird. Diese ist jedoch vorgegeben und kann nicht variiert werden.

Wellenberechnung im Turbinenbetrieb
Bei maximaler Fallhohe

Hmax,netta = Hmax,brutto - HT,U = 818 — 13,66 = 804, 34m (919)

und bei Nenndrehzahl tritt im Turbinenbetrieb das maximale Torsionsmoment
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auf. Die maximale Leistung und Torsionsmoment ist daher

Promaz = P 9 Hmaznetto @7 = 9,81 - 1000 - 804, 34 - 25,3 = 200MW (9.20)
P 200 - 10°
M, = _ 00 - 10
2mn  2-mm-8,33

= 3819kNm (9.21)

wobei die Verluste vernachlassigten wurden. Bei einer dynamischen Beanspru-
chung liegen nach Literatur [12] die zuldssigen Spannungen 7, fiir einen iiblichen
Wellenstahl etwa bei 40-60 mjrvn 5. Somit kann das erforderliche Widerstandsmo-
ment ¥, berechnet werden zu

M; 3819000000
Toul - 60

W, = = 6,37 - 10"mm? (9.22)

Wobei wiederum fiir einen Querschnitt ein Kreisringes das polare Wiederstand-

moment Dot — Dl
a*— D

W, =m+ ——— 9.23

=" T 6Da (9.23)

ist. Setzt man D; = 0 so erhalt man den kleinstmdéglichen Aulendurchmesser

= 687Tmm (9.24)

™ s

Da:j16wp:j16-6,37.107

Gewahlt wurde jedoch ein Aulendurchmesser von D, = 750mm, sodass ein In-
nendurchmesser von

1 D, 16 - .107 -
6 W, :i‘lmh 6-6,37-107 - 750

m

D; = ng - = 520mm  (9.25)

™

entsteht. Man versucht den Auflendurchmesser und somit den Innendurchmesser
zu erhohen, sodass Gewicht eingespart werden kann. Jedoch wird dies zum Teil
durch andere Eigenschaften beschrankt, zum Beispiel vom Strahlkreisdurchmesser
der Pelton-Turbine. Detailliertere Auslegungen werden hier nicht weiter angefiihrt.

Abmessung des Peltonlaufrades

Ziel der gesamten Berechnung ist, dass die rotierende Masse sowie das polare und
aquatoriale Massentriagheitsmoment des Laufrades ermittelt wird. Folglich wer-
den einige wichtige Abmessungen des Laufrades bestimmt um anschliefend die
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benotigten Massen und Massentragheitsmomente abzuschétzen.

Abbildung 9.3: Abmessung eines Peltonlaufrades [13]

Zuerst wird die Absolutgeschwindigkeit ¢; berechnet, dabei wird k. = 0,98 aus
Literatur [2] gewé&hlt.

¢1 = ke 2gHr = 0,98 - /29,81 - 743,34 = 118,35 (9.26)
S

Die Umfangsgeschwindigkeit wird mit dem Beiwert aus Literatur [2] zu k, = 0,47
bestimmt

wy = ky - /2gHr = 0,47 - /29,81 - 743,34 = 56, 76~ (9.27)
S

Folglich kann bereits der Strahlkreisdurchmesser D, festgelegt

w60 56,76 - 60

D —
' 7 - 500

—2,168m (9.28)

und auch der Strahldurchmesser d; bestimmt werden

di — 4- QT,Dﬁse _ 4- 4; 34
! T 118,35

—0,216m (9.29)

Wird das Verhaltnis g—ll gebildet so lasst sich nach Tabelle 9.2 auf S. 212 in Lite-
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ratur [2] die Becheranzahl abschétzen.

dy 0,216
D; 2,168

=0,0996 — 19 — 24 Becher (9.30)

Die Becherlédnge [ lésst sich mit folgender Formel berechnen
[=(2,1..2,7)-dy =2,5-0,216 = 0,54m (9.31)

somit ist der duerste Durchmesser D7, und innere Durchmesser Dr;

Dro=D;+1=2168+ 0,54 = 2,708m (9.32)
Dri=D;—1=2168—0,54 = 1,628m (9.33)
(9.34)

Die innere Becherbreite b; wird berechnet zu
b; =(2,5..3,6)-d; =3,1-0,216 = 0,67m (9.35)

Anschliefend wird die duflere Becherbreite b, abgeschéitzt mit einer Becherwand-
starke von 20 mm, so dass

by = 0,67 +0,04 = 0,7lm (9.36)

ist.
Wird das Peltonlaufrad als Scheibe mit Dr, als aufleren Durchmesser und b, als
Scheibendicke betrachtet, so lasst sich dessen Masse berechnen zu

D%’a-w.b 2,708 -7
g P 1

£0,71 - 7850 = 32236kg (9.37)

MScheibe =

Ublicherweise besitzen Peltonlaufriader in der Mitte ein Loch, sodass die Scheiben-
form zu einer Kreisscheibenform iibergeht. Wird die Masse diese Loches berechnet,
muss diese von der Masse der Scheibe mgpeine abgezogen werden.

D?. 0, 5207
s T by p= ’47T .0,71-7850 = 1188kg  (9.38)

MLoch =

AuBlerdem ist die Becherbreite nicht die Breite des gesamten Peltonlaufrades. Vom
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Zentrum des Laufrades bis anndhernd zum Becher ist die Breite wesentlich gerin-

ger. Hier wird eine Differenz von %‘1 angenommen. Die Masse lasst sich berechnen
zu
9 o, T by
MPBreite = (DTﬂ' - Da) : Z : 5 s p (939)
™ 0,713

. 7850 = 4589kg (9.40)

MBreite = (1,628% — 0, 750?) - 0

Die Massen der Becher am Peltonlaufrad miissen ebenfalls noch einer Korrektur
unterzogen werden. Wird das Volumen der Kreisscheibenform mit Innendurchmes-
ser Dp; und Aulendurchmesser D7, und breite b,, welches das Bechervolumen
darstellen soll, mit dem tatsachlichen Bechervolumen verglichen, so stellt man
schnell fest, dass hier ein grofie Differenz existiert. Um dies auszugleichen wird
das Kreisscheibenvolumen mit einem Faktor von 3/4 multipliziert.

7 3
MPBecher = (D%a - D%’Z) : Z ’ ba P Z (941)
3
M Becher = ((2, 7087 — 1,628?) - Z 10,713 7850 - | = 15430kg (9.42)

Die Gesamtmasse der Turbine kann nun berechnet bzw. abgeschéatzt werden zu

mr = M¢Scheibe — M Loch — M Breite — M Becher (943)
mp = 32236 — 1188 — 4589 — 15439 = 11020kg (9.44)

Das Turbinengewicht wiirde mit einem Diagramm aus Literatur [14] tberprift.
Mit dem maximalen Auflendurchmesser wurde die Gesamtmasse der Turbine zu
ca. 11 t abgeschatzt, welche mit der Berechnung gut iibereinstimmt.

Da nun die Masse des Peltonlaufrades abgeschatzt wurde, kann das polare und
aquatoriale Massentriagheitsmoment bestimmt werden. Das Laufrad wird als Hohl-
zylinder angenommen. Mit den bekannten Formeln lassen sich ©, und ©,, berech-
nen. Fir den aufleren Durchmesser des Hohlzylinder wird D; anstatt Dr, an-
genommen, da die Becher ohnehin relativ wenig Masse besitzen und der auflerer
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Durchmesser somit etwas kleiner zu wahlen ist.

(3 + (%)

O, = mr - 5
6, = 11020 L2 ~ C2 _ Gsazigm?
Fir diinne Scheiben gilt die Beziehung
0, = O _ 3423kgm? (9.45)

2

Maximale Durchgangsdrehzahl

Die maximale Durchgangsdrehzahl n,,,, ist bereits vorgegeben. Aufgrund Ihrer
enormen Relevanz beziiglich der Schwingungsberechnung wird diese nachberech-
net und verglichen. Die max. Nettofallhohe H,,4z netto ist die max. Bruttofallhohe
weniger der Verlusthohe

Hipaz netto = Hmaz pratto — Hr oy = 818 — 13,66 = 804, 34m (9.46)

Dadurch ergibt sich die max. Absolutgeschwindigkeit

¢1 = ke - /20 Homar bratto = 0,98 - /29,81 - 804, 34 = 123, 11 (9.47)
S
sowie ein maximales 1y piisemax

use 4, 22 U
VO@rpise _ g 55 v — 0,113~ (9.48)
S

Ng,Diise,max = T 3 =G, 804, 34%
mazx,netto
Folgenden Formeln fiir die Berechnung der max. Durchgangsdrehzahl wurde aus

Literatur [15] entnommen.

1 arCCOS( 1+2nq i)iise max )
kro= - —
2 \/nq,Dﬁse,max ) (1 + nq,Dﬁse,mam)
1
1 arccos(sn1=
kRO (1+2 0,113) _ O, 8697

T2 /0113 (1+0,113)
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Somit kann die maximale Durchgangsdrehzahl berechnet werden zu

e 123,11 U U
=0,809——— = 15,70— = 942, 4—
- Dy 2,168 T s s

Nmazr = kRO

9.3.2 Berechnung rund um den Generator

Aus Literatur [13] wurden Formeln entnommen um Auflendurchmesser, Lange so-
wie Masse des Generators zu berechnen. Nach Abbildung 16.18 in Literatur [13]
auf Seite 658 wurde die Essonsche Ausnutzungsziffer zu C' = 9, 5kV Amin/m3 bei
einer Scheinleistung von 200 MVA abgelesen. Daraus lasst sich der Auflendurch-
messer des Generators berechnen zu

Pi 200000
D,=J3d— = = 4,38 9.49
\Ensyn)\(] i500.0,5-9,5 " (9.49)

wobei A = 0,5 gewahlt wurde. Die Lange des Generators kann bestimmt werden
zu

L=XAD=0,54,38=219m (9.50)

Um die Gesamtmasse des Generators zu minimieren, sind diese als Hohlzylinder
ausgefiithrt. Der Innendurchmesser wurde zu 2,38 m gewahlt, sodass sich das polare
Widerstandsmoment kaum verandert. Die Masse des Generators (nur Laufer) wird
berechnet zu

MQGenerator = (Dg - DZQ) Z L P = (4, 382 - 2, 382) Z : 2, 19 - 7850 = 182549]€g

Eine weitere Abschitzung der Masse von Generator konnte nach Literatur [16]
durchgefiihrt werden.

MV A 0.74 200 0,74
7 ) — 50 () — 253000kg (9.51)
n

/500

Da diese Berechnung bzw. Literatur aus dem Jahre 1978 stammt, sind diese Werte
nach heutiger Stand der Technik nicht mehr aktuell. Fiir die Berechnung der
Eigenfrequenzen wird daher die Masse magenerator verwendet, die realistischer ist.

Myt = 50 (
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Nun kann polares und aquatoriales Massentragheitsmoment berechnet werden.

_ MGenerator (Daya  Diyg
6, = T (20 4 (1))
182549 4,38 2,38
0, = ((— )2+(’2 )%) = 5,67 - 10°kgm?

2 2

ra®>+ri> L2
V. E)
2,192 +1,192 2,19
HST

@a = MQGenerator (

0, = 182549 ( ) = 3,56 - 10°kgm?

9.3.3 Berechnung rund um den Pumpbetrieb

Hauptziel der folgenden Berechnung ist, dass Massen sowie polare und aquato-
riale Massentriagheiten der Pumpenlaufrader von der mehrstufigen Radialpumpe
abgeschitzt werden. Ebenfalls soll der Innen- und Auflendurchmesser der Welle
ausgelegt werden. Begonnen wird wieder mit der Bestimmung der Verlusthohe
Hp, die, sich aus der Verlusthohe vom Druckstollen Hp, so1en und Druckschacht
Hpy schacht Zusammensetzt.

Um die maximale Verlusthohe vom Druckstollen zu ermitteln, wird zunéachst die
mittlere Geschwindigkeit berechnet.

Q Qp-3 19,3-3 m
CP,stollen — Z = D];yﬂ' = 1977 = 3, 07; (952)
4 4
Daraus léasst sich die Reynold-Zahl ermitteln.
soen'Ds 3,074,9
Re = (hstollen " Bt _ ~1,5-107 (9.53)

v 1-10-6

Unter Verwendung des Verhéltnisses d/k=49000 und der Reynolds-Zahl wurde
folgendes Lambda A\ aus dem Colebrooke Diagramm bestimmt.

A = 0,0095 (9.54)
Nun kann die Verlusthohe Hp,, so11en bestimmt werden.

Lst C%D stollen 5952 37 072
. 2 — . . = 1 .
Do a 0,0095 - 7= % 5,17Tm (9.55)

HP,v,stollen = A-
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Die Verlusthohe im Druckschacht Hp,, schacnt Wird identisch berechnet. Mittlere
Geschwindigkeit im Schacht bei Pumpbetrieb.

Q Qp-3 19,3-3 m
CP,schacht — Z = D%, x - 3827 = 5, 11§ (956)
4 4
Daraus resultiert die Reynolds-Zahl
schach 'DSCL 5;11398
Re = (hschacht " Zsch _ ~ 1,910 (9.57)

v 1-10°6

Aus dem Colebrooke Diagramm lasst sich ein Lambda A mit dem Verhéltnis
d/k=380000 und der Reynolds-Zahl bestimmen zu

A= 0,008 (9.58)
Die Verlusthohe Hp scpqcnt berechnet sich zu

Lseh Chaen 1135 5,112
N = 0,008 - . =3.18 9.59
Dun 29 ) 3.8 2 ) 20T (9.59)

HP,v,schacht =\

Werden nun Verlusthohe des Druckstollen und Druckschachts addiert, so ergibt
sich die gesamte Verlusthohe im Pumpbetrieb.

HP,U = HP,v,stollen + HP,U,schacht = 57 17 + 37 18 = 8a 35m (960)

Erwéahnt sei, dass samtliche andere Verluste, wie zum Beispiel die Einbauten nicht
berticksichtigten wurden. Berechnung der Pumpenleistung
Zuerst wird die Pumpenleistung fiir den Auslegungspunkt nachgerechnet. Dabei
wird die Forderhohe H,,.,, als Ausgangspunkt verwendet. Jedoch muss noch die
Verlusthohe Hp, addiert werden, um die endgiiltige Forderhohe Hp zu bestim-
men.

Hp = Hypepy + Hpyy = 757 4 8,35 = 765, 35m (9.61)

Die Nennleistung der Pumpe betragt somit

Hp-p-g-Qp _ 765,35 -1000-9,81-19,3
n 0,92

PP,nenn -

=15TMW  (9.62)

Verglichen mit dem vorgegebenen Daten ist diese annahernd gleich.

136



KAPITEL 9. ANHANG

Wesentlich interessanter ist jedoch die max. Pumpenleistung, da diese spater den
Innen- bzw. Auflendurchmesser der Welle bestimmt. Die Differenz zwischen den
Kopssee Stauziel (1809 m) und dem Rifa-Becken (1005 m) betrégt 804 m. Wird
nun die Verlusthohe Hp, dazu addiert, so erhalt man die max. Pumpenférderhohe
Hp pmar = 812,35m. Die maximale Pumpenleistung ist somit

Hpmar - p-g-Qp  812,35-1000-9,81-19,3

= 16TMW 9.63
n 0,92 ( )

PP,ma:z: -

Wellenberechnung bei Pumpbetrieb

Die erzeugte Leistung im Motorgenerator wird der mehrstufigen Radialpumpe
iibertragen. Die dabei entstehenden Torsionsmomente werden ermittelt und an-
schliefend werden Auflen- und Innendurchmesser bestimmt, sodass die zulassige
Spannung nicht tberschritten wird. Das maximale Drehmoment wird bei maxi-
maler Pumpleistung Pp 4, erreicht.

_ Prijar 167 - 10°
- 2-7wm-n 2-71-8,33

M, — 3190kNm (9.64)

Bei einer dynamischen Beanspruchung liegen nach Literatur [12] die zuldssigen

Spannungen 7,,; fiir einen iiblichen Wellenstahl etwa bei 40-60 msz 5. Somit kann
das erforderliche Widerstandsmoment W, berechnet werden zu
M, 3192000000
W, =— = = 5,32-10"mm?® (9.65)

Toul 60

Wobei wiederum fiir einen Querschnitt ein Kreisringes das polare Wiederstand-

moment ),

Da* — Di*
Wo=m — 5. (9.66)

ist. Setzt man D; = 0 so erhélt man den kleinstmédglichen Auflendurchmesser

Da:j16wp:j16-5,32-107

™ s

= 647mm (9.67)

Gewéhlt wurde jedoch ein Auflendurchmesser von D, = 650mm, sodass ein In-
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nendurchmesser von

= 221mm (9.68)

s s

16 W, D, 16 - 5,32 107 -
Dizi‘ng_Gwpzi%m_ 6-5,32-107 - 650

entsteht. Die Kreisringflache verschaff eine Reduzierung der Querschnittfliche von
ca. 10% verglichen mit der Kreisfliche von D, = 647mm, was wiederum die Masse
der Pumpenwelle positiv beeinflusst.

Abmessung der Pumpenlaufrader

Nun werden essenzielle Abmessungen der Pumpenlaufriader bestimmt, sodass an-
schlieBend die Massen sowie polare und dquatoriale Massentragheiten bestimmt
werden konnen.

ba

= Dy,

D2a

Abbildung 9.4: Abmessung eines radialen Kreiselpumpe [17]

Die spezifische Drehzahl pro Stufe fiir eine Radialpumpe ist

JOr V19,3
€r g VIS gy g U (9.69)

Ng stufe = T - 3 = . 3 -
ng,stufe 255’ 114 man
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wobei Hp gute = —22— ist. Somit kann die Druckziffer und darauffolgende For-
’ f ZP,stufe

meln nach Literatur [18] berechnet werden zu

2 2

Y = né/5 = 34,4115 = 0,987 (9.70)
und der Laufradauflendurchmesser ist
1 Hpstufe - g 1 255,11-9,81
Dy, =045 — | ———= =10,45"- . = 2,72 9.71
2 " " 8,33 0, 987 m (9.71)
sowie
D; =0,35D9, =0,35-2,72=0,952m (9.72)
D;=0,5D5,=0,5-2,72=1,36m (9.73)
Dy +Dg 0,952+ 1,36
Dy = = ;L - ; = 1,16m (9.74)

Die Geschwindigkeit c,,; kann ebenfalls berechnet werden. Wobei k,,; = 0,17
ebenfalls aus Literatur [18] entnommen wurde.

et = kopv/29Hpstuge = 0,17/2- 0,81 - 255, 11 = 12, 03— (9.75)
s
Die Laufradbreite b; wird abgeschatzt mit

Qp 19,3
by — ki - —1.09- —0.4 ,
v=he e e = L0 T g s T AT (9.76)

wobei k1 zuerst angenommen wurde zu 1,09. Dieser Beiwert muss und wird spater
iterativ bestimmt.

Aus Literatur [18] wurden folgende Werte entnommen k,,,» = 0, 135, f = 14°—21°
und der Beiwert ky = 1,05 wurde zuerst frei abgeschatzt, muss aber spater neu

139



KAPITEL 9. ANHANG

bestimmt werden. Somit sind

wi=Dimmn=116-7-8,33=230,35_ (9.77)
S
Cm2 = ku2y/29 Hpstare = 0,135y/2 9,81 - 255, 11 = 9,55 (9.78)
S
Op 19,3
by = ke = 1,05 = 0,25 9.79
27 Do -moCog 2 2,72-7-9,55 o (5-79)
op = 5; —20/3 = 6,66 ~ T (9.80)

Nach Literatur [17] ist bei einer Schaufelzahl von zp = 7 eine Leitschaufelzahl
von zpreit = 12 zu empfehlen.

Der Beiwert k; wurde zuerst zu 1,09 angenommen. Dieser wird jedoch iterativ
bestimmt. Fiihrt man eine Iteration durch, so erhalten wir eine neue Laufradbrei-
te.

B = arctan(zmll) = arctan(;?): gg) = 21,62 (9.81)
Dy -7 1160 -

ki = D 71_ e = 0= - = 1,055 (9.82)

Cm1 = k1 7TD?mb1 = 1,0557T 1 1169f?),4798 =11,64m/s (9.83)

b= ki Q; =105 o _12’.311764 = 0,48m (9.84)

Die Schaufelstarke s wurde zu 10mm gewahlt. Der Beiwert ks muss ebenfalls neue
bestimmt werden.

Dy, 2720

- s 10
DQQ mw— ZPW 2720 ™ — 7m

ks = 1,025 (9.85)
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Aus Literatur [18] folgen diese Beziehungen.

1 |
Ty 110,28
Y 255,11-9,81

Vi = = D0 B 34130 kg

w-n;  0,78-0,94
Ug = Doy -m-n=272-7-833="71,18m/s
Vi 3413
Cu2o0 = s —71’18—47,94771/5

Cmo = (Us — Cuzso) - tan(fBe) = (71,18 — 47,94) - tan(20) = 8,45m/s

Da keine genaueren Daten zum inneren Wirkungsgrad n; vorliegen, wurde dieser
zu 0,94 gewdhlt. Der Beiwert p wurde nach Literatur [18] bestimmt, und somit
ergibt sich eine neue Austrittsbreite

Q 19,3

— . :]_ 2 . — 2 .
by = ko Dy e 025 X W 0,27m (9.86)

Da nun die entscheidenden Abmessungen des Pumpenlaufrades bestimmt wur-
den, kann die Masse und das polare sowie aquatoriale Massentragheitsmoment
abgeschéatzt werden.

Zur Bestimmung der Pumpenlaufradmasse wurde angenommen, dass das Pum-
penlaufrad ein Hohlzylinder mit Auflendurchmesser D,,, Innendurchmesser D,
und Breite b; ist. Um diese Naherung zu optimieren, wird ein Faktor von % der
Gleichung zugefiigt. Der Faktor lasst sich vom Querschnitt eines Pumpenlaufrades
fur Mitteldruck (n, = 40) ableiten. Vergleicht man den Querschnitt des Hohlzy-
linders und Pumpenlaufrades, so stellt man eine Differenz von ca. 50% fest. Somit
ergibt sich eine Gesamtmasse eines Pumpenlaufrades zu

2
My, = (D2, — DZ)Z bpg = (2 722 0, 65°)

™

1
7 0:48- 57850 = 10317ky (9.87)

und polares und dquatoriales Massentragheitsmoment

2,72 0,22

m 10317

O =7 ((D2a)? + (2:)°) = 2 (( 9 )2+ ( 9 )?) = 9603kgm*  (9.88)
4

0, = G;p _ T80 280 = 4801kgm? (9.89)
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Da eine Kreiselpumpe ahnlich aufgebaut ist wie eine Francis Turbine wird zur
Uberpriifung der Gesamtmasse das Diagramm aus Literatur [14] verwendet. Mit
dem maximalen Auflendurchmesser ist die Pumpenmasse ca. 11 t, was gut iiber-
einstimmt mit der Berechnung.

9.3.4 Berechnung rund um das Axiallager

Ziel dieser Berechnung ist, dass die Massen sowie polare und aquatoriale Mas-
sentragheiten der Axiallager abgeschatzt werden. Da sich der Maschinensatz in
vertikaler Position befindet, miissen alle Kréfte in vertikaler Richtung z.b Ge-
wichtskréfte oder Axialschub im Pumpbetrieb vom Axiallager aufgenommen wer-
den. Ein "Ring” wurde am Generatorstrang fixiert, dieser leitete alle vertikalen
Krafte iiber das Axiallager in das Fundament ein. Beim Pumpenstrang nimmt
ebenfalls ein "Ring” alle vertikalen Krafte auf. Nun ist zu bestimmen, welchen
Innen- und Auflendurchmesser, sowie Breite dieser "Ring” hat, um anschlieffend
Masse und Massentragheitsmoment zu berechnen.

Nach Literatur [2] werden Spurlager (Axiallager) als Kippsegementlager bei Was-
serkraftmaschinen eingesetzt. Dabei ist eine spezifische Pressung von maximal
4N /mm? erreichbar. Die folgende Formeln fiir die Berechnung der Axiallager wur-
de aus Literatur [19] entnommen.

Axiallager bei Generatorstrang

In Abbildung 7.2 ist ersichtlich, dass sich unterhalb des Generators das Axialla-
ger befindet. Die Axialkraft, welche auf das Axiallager wirkt, setzt sich aus der
Gewichtskraft von Turbine, Generator, dem Axilallager selbst und dem gesam-
ten Wellengewichts bis zum Wandler zusammen. Alle anderen Massen wurden
vernachlassigt, da diese nicht weiter identifizierbar sind.

Frurpine = mrp g = 11020 - 9,81 = 1,08 - 10°N
Flenerator = ma g = 166666 - 9,81 = 1,79 - 105N
Fivene = (Da® — Dz’Z)Z L g p = (0,750% — 0,520°) Z 2 -9,81 - 7850 = 4,68 - 10°N
Fivandier = mp ¢ = 10317-9,81 = 1,02 - 10°N

L ist die Léange von der Turbine bis zum Wandler und wurde aus Skizze 7.2 abge-
schétzt. Da keine ndhren Information bzw. Berechnungen moglich waren, wurde
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eine Halfte des hydraulischen Wandlers mit den gleichen Massen und Massentrag-
heiten versehen wie ein Pumpenlaufrad. Die daraus resultierende Axialkraft ist

Fa,Turbine - FTurbine + FGenerator + FWelle + FWcmdleT - 27 47 - ]-OGN (990)

Der innere Durchmesser wurde mit D; 144 = 0,8m und der auflere Durchmesser
Dy rager = 1, 5m angenommen. Anzahl der Kippsegmente soll nach Literatur [19]
zwischen 4-12 liegen, gewéhlt wurde z; = 10. Somit lassen sich folgende Werte
des Lagers berechnen.

Da,Lager - Di,Lager . 17 5— Oa 8
2 2

b D, 0,35 1,5
Li [ = — a,Lager 1) = 2 )
ange 1=, )= 055

gedrickteFlache AL =z, b1 =10-0,35-0,2875 = 1,00m?>

Breite b= =0,35m

— 1) =0,2875m

Somit liegt die spezifische Flachenpressung

Fa,Turbine _ 27 47 - 106
AL 1,00

= 2,45 10°N/m2 = 2,47N/mm? (9.91)

unterhalb der zuldssigen spezifischen Flichenpressung von 4 N/mm?. Fiir genaue-
re Werte der Axiallager miissten weitere Berechnungen durchgefiithrt werden. Dies
wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Es sei jedoch auf die sehr um-
fangreiche Literatur [20] hingewiesen.

Da Innen- und Auflendurchmesser ausgelegt wurden, muss die Dicke des "Rin-
ges” bestimmt werden. Die spezifische Flachenpressung wird den Ring abhangig
von seiner Dicke elastisch verformen bzw. Absenken. Die Literatur [21] beschreibt
dieses Problem relativ passend. Absenkung, Biegemoment und Querkraft wurden
mithilfe folgendem Matlabskriptes berechnet.[21]

% Kreisringplatte ,
%konstante Flaechenlast ,
%m Innenrand eingespannt
clear all

ri = 400;
ra =750;
t = 300;
E = 2.1e5;
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ny = 0.3;
p0 = 2,47,
K = Ext73/(12%(1—ny~2));
A=1]1 log(ri/ra) ri”"2 ri 2xlog(ri/ra);
0 1/ri 2% ri ri*(2xlog(ri/ra)+1);
0 —(1-ny)/ra”2 2x(l+ny) 3+ny;
0 0 0 4/ral;
b=— [ ri"4 ; 4xri~3 ; 4%(3+ny)*ra 2 ; 32xra | x p0/(64xK) ;
x = A \ b; % Loesung des Gleichungssystems
Cl =x(1);
C2 = x(2);
C3 = x(3);
C4 = x (4),
r = ri:(ra—ri)/100:ra;
W= p()*r T4/(64xK) + Cl + C2xlog(r/ra) +

C3xr.”2 + Cdxr."2.xlog(r/ra);
mr = —Kx((3+ny)*p0xr.”2/(16xK) — C2%(1—ny)./r.”2
C3*2x(1+ny) + Cdx(3+ny+2x(l+ny)xlog(r/ra)));
qr = Kx(pOxr /(2xK) + Cdx4./r);

subplot (3,1,1);plot(r,w),axis ij,grid on,title ('w(r)’),

xlim ([0 ra])
subplot (3,1,2);plot(r,mr),grid on, title (’'m r(r)’),xlim ([0 ra])
subplot (3,1,3);plot(r,qr),grid on,title(’q r(r)’),xlim ([0 ra])
disp ([ "Maximale Durchbiegung:w_max=",num2str (max(w))]);
disp ([’ Maximales Biegemoment :mr max=",num2str (max(abs(mr)))]);
disp ([ ’Maximale Querkraft:qr_max=’ num2str(max(abs(qr)))]);

Es wurde ein Diagramm erstellt (vgl. Abbildung 9.5) in dem sich zeigt welche ma-
ximale Absenkung sich bei einer bestimmten Ringdicke einstellt. Gut ersichtlich
ist, dass bei hpiny = 150mm die Absenkung mit steigender Ringdicke stagniert.
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max. Absenkung [mm]
B

0 1 1 | L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Rinngdicke hpjp, [mm]

Abbildung 9.5: Absenkung des Ringes bei bestimmter Ringdicke.
Ri=400mm, Ra=750mm, p0=2.47N/mm?

Gewahlt wurde jedoch eine Ringdicke von hgi,y, = 250mm, um ausreichende Si-
cherheit zu gewahrleisten. Somit kann die Masse und Massentragheiten des Axi-
allagers bzw. des Ringes sofort berechnet werden zu

MrG, Aziatiager = (D — D7) Z hRing p = (1,5% — 0,8%) ™.0,25 - 7850 = 2481kg

4
MTqG, Aziallager Da 2 Dz 2 2431 175 2 078 2 2
pu— —_— = — pu— k
0, 896 )
o= = 2 gk
© 5 5 8kgm

Axiallager bei Pumpenstrang
Hier liegt eine nahezu identische Vorgehensweise wie beim Axiallager fiir den
Generatorstrang vor. Jedoch ist die Axialkraft nun nicht mehr die Summe aller
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Gewichtskréfte. Die mehrstufige Radialpumpe besitzt einen Axialschub der nicht
vernachlassigt werden sollte. Hierzu wird eine Faustformel aus Literatur [17] ver-
wendet, die die Axialkraft der Pumpe abschétzt.

For. =(0,7—0,9) p g Hppaz A (9.92)
F,. =0,9-1000-9,81-812.35 - (1,36% — 0,957 Z =5,34-10°N (9.93)

Die Gewichtskraft des Pumpenstranges bis zum Wandler ist

T
FGewichtskraft - [(DZ - D?) Z L P + 3 M pumpe + mWandler] g

Fewichtstrart = (0,652 — 0,221%) Z 12 - 7850 + 3 - 10317 4 10317] 9,81 = 6,76 - 10°N

Die Masse des Wandlers wurde dem eines Pumpenlaufrades angenommen, da
keine weiteren Daten vorliegen. Die Lange des Pumpenstranges bis zum Wandler
wurde aus Abbildung 7.2 entnommen. Fir die gesamte Axialkraft werden beide
Krafte addiert.

Fam’al,Pumpe = Fax + FGewichtskraft = 57 34 - 106 + 67 76 - 105 = 67 02 - 106N (994)

Parameter des Axiallagers werden festgelegt. D; r44er = 0,650m, Dy roger = 1,8m
und z; = 10. Lénge, Breite und gedriickte Flachen kénnen festgelegt werden zu

Da,LageT - DLLager . 17 8 — 07 65
2 - 2
b Dy Lager 1) = 0,575, 1,8

T
ange A A (0,575

gedrickteFlache AL = z; b1 =10-0,575-0,306 = 1, 76m>

Breite b= =0,575m

— 1) =0, 306m

Somit kann die spezifische Flachenpressung ermittelt werden zu

Faxial,Pumpe o 6, 02 - 106
AL 1,76

p= — 3,48N/mm? (9.95)

die unterhalb der zuladssigen spezifischen Flachenpressung liegt. Werden die be-
stimmten Lagerdaten wieder in das Matlabskript eingefiigt, so kann die Ringdicke
mit Aging = 350mm abgeschatzt werden. Masse und Massentragheitsmoment sind
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daher
M1G, Aviatager = (D2 — D7) Z hring p = (1,8% = 0,65%) Z -0,35 - 7850 = 6079, 8kg
MTqG, Aziallager Da 2 Dz 2 6079 1,8 9 0,65 9 9
= - J— _ — 2
O, = @2?’ = 8926 = 1391kgm*
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