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Abstract
Let (Xt)t≥0 be a continuous time martingale with stationary increments. We

consider a group of stochastic volatility models for which the moments of the

increments give rise to an uncommon scaling, i.e. in the limit as h→ 0 we have that
E(| Xt+h−Xt |q) ∼ hA(q), where A(q) is not linear. This is what we call multiscaling

of moments, which we can �nd in time series of �nancial assets. We are interested

in the class of stochastic volatility models in the following form: dXt = σtdWt,

dVt = −f(Vt)dt + dLt, Vt = σ2
t , where (Wt)t≥0 is the standard Brownian motion,

Lt a Levy subordinator and (σt)t≥0 the stationary volatility process, independent

of (Wt)t≥0. If f(·) has linear growth, then multiscaling doesn't occurr. But if f(·)
behaves as Cxγ as x → +∞, with C > 0 and γ > 1, then multiscaling occurs.

Thus the concrete results are given by A(q) = limh→0
logE(|Xt+h−Xt|q)

log h .
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Zusammenfassung
Sei (Xt)t≥0 ein zeitstetiges Martingal mit stationären Inkrementen. Wir

betrachten eine Gruppe von stochastischen Volatilitätsmodellen, für welche die

Momente der Inkremente eine ungewöhnliche Skalierung hervorrufen, i.e. im

Limes h gegen 0 haben wir E(| Xt+h −Xt |q) ∼ hA(q), wobei A(q) nicht linear ist.
In diesem Fall tritt Multi-Scaling der Momente auf, welches man in Zeitreihen

von Finanzanlagen vor�ndet. Wir interessieren uns für die Gruppe der

stochastischen Volatilitätsmodelle in folgender Form: dXt = σtdWt,

dVt = −f(Vt)dt+ dLt, Vt = σ2
t mit (Wt)t≥0 die standard Brown'sche Bewegung,

Lt ein Lévy Subordinator und (σt)t≥0 der stationäre Volatilitätsprozess,

unabhängig von (Wt)t≥0. Falls f(·) die lineare Wachstumsbedingung erfüllt, so

tritt zunächst kein Multi-Scaling auf. Falls f(·) sich jedoch verhält wie Cxγ im

Limes zu x→ +∞, mit C > 0 und γ > 1, dann tritt Multi-Scaling auf. Somit

ergeben sich dann unter Betrachtung von Fallunterscheidungen die konkreten

Resultate von A(q) = limh→0
logE(|Xt+h−Xt|q)

log h .
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1 Einleitung

Sei (Xt)t≥0 ein zeitstetiges Martingal mit stationären Inkrementen, welches im Finanz-
bereich identi�ziert wird als der trendbereinigte log-Preis eines Assets. Trend in einer
Zeitreihe ist eine langsame, allmähliche Veränderung in einer bestimmten Eigenschaft
der Reihe über das ganze Intervall. Trendbereinigung ist die statistische oder mathema-
tische Operation des Entfernens vom Trend aus der Reihe.
Insbesondere haben uns Anwendungen in der Finanzmathematik der stochastischen Die-
rentialgleichungen, welche von Lévy-Prozessen angetrieben werden, motiviert. Diese Ar-
beit befasst sich mit einem Verhalten, welches in Zeitreihen von Assets beobachtet wird
und als Skalierungsverhalten oder auch Multiscaling von Momenten de�niert ist. Eine
Übersicht über Scaling und Multi-Scaling von Finanzzeitreihen �ndet sich in [3]. Multi-
Scaling der Momente besteht genau dann, wenn

lim sup
h→0

logE(| Xt+h −Xt |q)
log h

=: A(q) (1)

von der Menge {q ≥ 1 :| A(q) |< +∞} nicht linear ist. Im Fall wo Xt ein Brown'sches
Martingal ist (i.e. ein stochastisches Integral bezüglich einer Brown'schen Bewegung),
würde man erwarten, dass A(q) = q

2
zumindest für q ausreichend klein. In diesem Fall

kann Multi-Scaling als Abweichung von dieser di�usiven Skalierung identi�ziert werden,
auftretend bei q über einer gegebenen Schwelle. Diese Art von Multi-Scaling wird in der
Tat in den Werten vieler Finanzindizes und Wechselkursen beobachtet.
Eine Klasse von stochastischen Prozessen, die das Multi-Scaling für eine eher willkürliche
Skalierungsfunktion A(q) ausstellt, sind die sogenannten Multifraktalmodelle. In diesen
Modellen ist der Prozess Xt als zufälliger Zeitwechsel einer Brown'schen Bewegung ge-
geben, i.e.

Xt := WI(t), (2)

wobei (Wt)t≥0 die standard Brown'sche Bewegung ist und I(t) ein stochastischer Pro-
zess, oft auch unabhängig von W , mit stetigen und wachsenden Pfaden, manchmal auch
als Handelszeiten bezeichnet. In Multifraktalmodellen ist jedoch die Handelszeit I(t) ein
Prozess mit nicht absolut stetigen Pfaden. Dies hat zur Folge, dassXt nicht als ein stocha-
stisches Volatilitätsmodell geschrieben werden kann, i.e nicht in der Form dXt = σtdBt,
mit Bt eine Brown'sche Bewegung. Dies erschwert die Analyse von Multifraktalmodellen,
da die herkömmlichen Rechnungsverfahren der stochastischen Integration nicht verwen-
det werden können.
Das Ziel dieser Arbeit ist das Skalierungsverhaten in allgemeineren Klassen von sto-
chastischen Volatilitätsmodellen zu analysieren, nähmlich die der Form dXt = σtdBt,
wobei der Volatilitätsprozess σt unabhängig ist von der Brown'schen Bewegung Bt. Die-
se Prozesse sind genau diejenigen, die sich in der Form von (2) schreiben lassen, mit
Handelszeit I(t) unabhängig von Wt und mit absolut stetigen Pfaden. Wir widmen be-
sonderes Augenmerk auf die Modelle in denen Vt := σ2

t eine stationäre Lösung von der
stochastischen Di�erentialgleichung der Form

dVt = −f(Vt)dt+ dLt (3)

8



ist, mit Lt ein Lévy Subordinator, dessen charakteristisches Maÿ power law tails in ∞
hat und mit f(·) eine Funktion, so dass eine stationäre Lösung existiert und sie eindeutig
in Verteilung ist.
Zuerst zeigen wir, dass Multi-Scaling nicht möglich ist falls f(·) keine Funktion mit li-
nearem Wachstum ist. Somit sind die heavy tails, welche von dem Lévy Prozess erzeugt
werden, nicht aussreichend um Multi-Scaling hervor zu bringen. Andererseits, falls die
Funktion f(·) sich verhält wie Cxγ zu x → +∞, mit C > 0 und γ > 1, dann stellt der
Volatilitätsprozess, dessen Volatilität eine stationäre Lösung von (3) ist, Multi-Scaling
aus. In dieser Gruppe von Modellen wird Multi-Scaling durch die Kombination von den
heavy tails von Lt und der superlinearen mean reversion (Mittelwertrückkehr) hervor-
gerufen; technisch gesehen ist der entscheindende Punkt der, dass die Verteilung von Vt
leichtere tails hat als die von Lt. Die Gruppe von Prozessen die hier in Betracht gezogen
werden, sind von der selben Form wie (2), wo der Zeitwechsel I(t) =

∫ t
0
σ2
sds absolut ste-

tige Pfade hat. Dieser Aufbau liefert Vorteile beim Anwenden in der Finanzmathematik,
wie z.B. bei Option Pricing.
Um Multi-Scaling ausführlicher zu erfassen, betrachte man [5] wo einige der Model-

le veranschaulicht werden, die eingeführt wurden, um die Skalierungseigenschaften von
Finanzdaten zu übernehmen. Das Buch [6] macht die Theorie auch für praktische An-
wender zugänglich. Desweiteren wird in [7] Portfolioallokation unter dem Aspekt des
Multi-Scalings behandelt und die quantative Erfassung von Multi-Scaling-E�ekten be-
handelt [4].

Diese Arbeit ist nun folgendermaÿen aufgegliedert. In Abschnitt 2 folgen ein paar
Wiederholungen und einige Resultate. Abschnitt 3 liefert grundliegende Tatsachen über
stochastische Volatilitätsmodelle, sowie notwendige Bedingungen für Multi-Scaling, in
den Ausführungen folgen wir weitgehend der Arbeit [1] . Abschnitt 4 beinhaltet spezi�-
schere Resultate für Modelle dessen Volatilität gegeben ist durch (3).
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2 De�nitionen und Wiederholungen

2.1 Das stochastische Integral

Zeitwechsel für Brown'sche Bewegung

Sei ξ : R+ → R+ eine messbare Funktion und B die Brown'sche Bewegung auf dem
�ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , {Ft}t≥0,P).
ξ ist ein deterministischer Prozess, unabhängig von Ω. Falls θ(t) =

∫ t
0
ξ2ds endlich ist

∀t > 0, dann existiert das stochastische Integral X =
∫
ξdB.

Um einen stochastischen Zeitwechsel zu de�nieren benötigen wir eine Menge von Stopp-
zeiten {τt : t ≥ 0}, so dass τs ≤ τt für s ≤ t. Dann de�niert F̃t = Fτt eine neue 'Zeit
veränderte' Filtration.
Wendet man den gleichen Zeitwechsel auf den Prozess X an, so bekommt man den neuen
Zeit veränderten Prozess X̃t = Xτt. Durch die Eigenschaften der quadratischen Variation
beschreibt das folgende einen stetigen Zeitwechsel.

Theorem 2.1. Jedes stetige lokale Martingal X mit X0 = 0 ist ein stetiger Zeitwechsel
der Brown'schen Bewegung. Genauer gesagt, es gibt eine Brown'sche Bewegung B be-
züglich einer Filtration {Gt}t≥0, so dass für jedes t ≥ 0, ω 7→ [X]t(ω) eine Stoppzeit ist
bezüglich G und Xt = B[X]t.
Insbesondere dann, wenn W eine Brown'sche Bewegung und ξ W -integrierbar ist, dann
kann man das Ergebnis auf X =

∫
ξdW anwenden.

Falls [X]t =
∫ t

0
ξ2
sds, dann ergibt dies

∫ t
0
ξdW = B∫ t

0 ξ
2
sds

für eine Brown'sche Bewegung

B.

Lemma 2.2. Sei X ein Semimartingal und ξ ein vorhersehbarer, X-integrierbarer Pro-
zess. Angenommen {τt}t≥0 sind endliche Stoppzeiten, so dass t→ τt stetig und wachsend
ist.
Man de�niere die Zeitwechsel F̃t = Fτt, X̃t = Xτt und ξ̃t = ξτt.
Bezüglich der Filtration F̃t ist X̃ ein Semimartingal, ξ̃ ist vorhersehbar und X̃-integrierbar
und ∫ t

0

ξ̃dX̃ =

∫ τt

τ0

ξdX.

2.2 Lévy-Prozess

Wir de�nieren eine allgemeine Gruppe von stochastischen Prozessen, die Lévy-Prozesse
heiÿen.

De�nition 2.3. Ein stochastischer Prozess {Xt : t ≥ 0} auf (Ω,F ,P) mit Werten in
Rd, heiÿt Lévy-Prozess wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. X0 = 0 f.s.

2. Unabhängige Inkremente, d.h.: ∀n ≥ 1, und 0 ≤ t0 < t1 · · · < tn sind
Xt0 , Xt1 −Xt0 , ..., Xtn −Xtn−1 unabhängig.
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3. Stationäre Inkremente, d.h.: die Verteilung von Xt+h −Xt ist nicht abhängig von
t.

4. Stochastische Stetigkeit: ∀ε > 0, limh→0 P(| Xt+h −Xt |≥ ε) = 0.

5. ∀ω ∈ Ω ist Xt(ω) rechtsstetig in t ≥ 0 mit Grenzwerten von links in t > 0

Nun de�nieren und konstruieren wir Poisson-Prozesse.

2.2.1 Poisson-Prozess

De�nition 2.4. Ein stochastischer Prozess {Xt : t ≥ 0}, de�niert auf dem Wahreschein-
lichkeitsraum (Ω,F ,P) mit Werten in R, ist ein Poisson-Prozess mit Parameter λ > 0
und Xt ist Poisson-verteilt mit Parameter λt.

Theorem 2.5 (Konstruktion). Sei {Wn : n = 0, 1, . . . } ein Random Walk in R auf dem
Wahrescheinlichkeitsraum (Ω,F ,P), so dass Tn = Wn−Wn−1 eine Exponentialverteilung
hat mit Parameter λ > 0. Sei Xt(ω) = n dann und genau dann wenn Wn(ω) ≤ t <
Wn+1(ω) ∀ω ∈ Ω. Dann ist {Xt} ein Poisson-Prozess mit Parameter λ.

Dieses Theorem wird angenommen, der Beweis ist unter [14] zu �nden.

Bemerkung 2.6. Eine charakteristische Eigenschaft vom Random Walk T , mit Expo-
nentialverteilung, ist die sogenannte Gedächtnislosigkeit:

P[T > s+ t | T > s] = P[T > t], s ≥ 0, t ≥ 0.

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung von W1, . . . ,Wn in [0, t] bedingt
auf Xt = n. Für jedes Interval J ist die Anzahl der Sprünge von Xt(ω), mit t ∈ J ,
gegeben durch I(J) = I(J)(ω).

Proposition 2.7. Für 0 < s < t und n ≥ 1 ist die Verteilung von Xs bedingt auf Xt = n
binomial mit Parametern n und s/t. Für 0 = t0 < t1 < · · · < tk = t und Jm = (tm−1, tm]
ist die Verteilung von (I(J1), . . . , I(Jk)) bedingt auf Xt = n multinomial mit Parametern
n und (t1 − t0)/t, . . . , (tk − tk−1)/t, i.e.

P [I(J1) = n1, . . . , I(Jk) = nk | Xt = n] =
n!

(n1!) . . . (nk!)

(
t1 − t0
t

)n1

. . .

(
tk − tk−1

t

)nk
für jede nicht negative ganze Zahl n1 . . . nk mit n1 + · · ·+ nk = n.

Der Beweis dieser Proposition ist unter [14] zu �nden. Weiteres führen wir den Begri�
von charakteristischer Funktion und von zusammengesetzten Poisson-Prozessen ein.

De�nition 2.8. Die charakteristische Funktion µ̂(z) eines Wahrscheinlichkeitsmaÿes µ
aus Rd ist

µ̂(z) =

∫
Rd

ei〈z,x〉µ(dx), z ∈ Rd
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De�nition 2.9. Eine Verteilung µ in Rd ist zusammengesetzt Poisson-verteilt, falls für
λ > 0 und für eine Verteilung σ in Rd, mit σ({0}) = 0, gilt, dass

µ̂(z) = exp(λ(σ̂(z)− 1)), z ∈ Rd,

wobei µ̂ und σ̂ die charakteristischen Funktionen von µ respektiv σ sind. Die Poisson-
verteilung ist ein Spezialfall mit d = 1 und σ = δ1 ( �=Verteilung konzentriert auf 1).

De�nition 2.10. Sei λ > 0 und sei σ eine Verteilung in Rd mit σ({0}) = 0. Ein
stochastischer Prozess {Xt : t ≥ 0} in Rd ist zusammengesetzt Poisson-verteilt mit
λ und σ falls er ein Lévy-Prozess ist und, für t > 0 hat Xt eine zusammengesetzte
Poissonverteilung

E[ei〈z,X(t)〉] = exp(tλ(σ̂(z)− 1)), z ∈ Rd.

λ und σ sind eindeutig bestimmt durch {Xt}.

Jetzt schauen wir uns die Bedeutung von unendlicher Teilbarkeit für Lévy-Prozesse
an und darauf folgend die Lévy-Khintchine Formel.

De�nition 2.11. Eine Verteilung µ in Rd ist unendlich teilbar falls ∀ positive ganze Zahl
n, ∃ ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ µn auf Rd, so dass µ = µnn, mit µ

n = µn∗ = µ ∗ · · · ∗ µ︸ ︷︷ ︸
n

die n-fache Faltung von dem Wahrscheinlichkeitsmaÿ µ mit sich selbst.

Theorem 2.12 (Lévy-Khintchine Formel). Sei D = {x :| x |≤ 1} eine geschlossene
Einheitskugel. Falls eine Wahrscheinlichkeitsverteilung µ undendlich teilbar ist auf Rd,
dann

ˆµ(z) = exp

[
−1

2
〈z, Az〉+ i〈γ, z〉+

∫
Rd

(ei〈z,x〉 − 1− i〈z, x〉1D(x))ν(dx)

]
, z ∈ Rd

wobei A ist eine symmetrische nicht negativ de�nite d×d Matrix, ν ein Maÿ auf Rd mit

ν({0}) = 0 und

∫
R

(1 ∧ x2)ν(dx) <∞,

und γ ∈ Rd.

De�nition 2.13. Wir nennen (A, ν, γ) aus Theorem 2.12 das Lévy-Tripel von µ. A
bezeichnet man als Gauss'sche Kovarianz Matrix und ν heiÿt das Lévy-Maÿ von µ.

De�nition 2.14 (Pfad-Eigenschaften von Lévy-Prozessen). Sei {Xt} ein Lévy-Prozess
auf Rd mit Tripel (A, ν, γ). Man sagt {Xt} ist vom:

Typ A falls A = 0 und ν(Rd) <∞,

Typ B falls A = 0, ν(Rd) =∞ und
∫
|x|≤1

| x | ν(dx) <∞,
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Typ C falls A 6= 0 oder
∫
|x|≤1

| x | ν(dx) =∞.

De�nition 2.15. Einen Lévy-Prozess {Xt} auf Rd bezeichnet man als wachsend, falls
Xt(ω) wachsend ist als Funktion von t, f.s. Einen wachsenden Lévy-Prozess bezeichnet
man als einen Subordinator.

De�nition 2.16 (Variation). 1. Angenommen {Xt} ist vom Typ A oder B. Dann
hat Xt(ω) f.s. eine endliche Variation auf (0, t] ∀t ∈ (0,∞); die Variationsfunktion
Vt von X(ω) ist ein Subordinator mit

E[e−uVt ] = exp

[
t

(∫
Rd

(e−u|x| − 1)ν(dx)− u | γ0 |
)]

, u ≥ 0;

der stetige Teil von Xt(ω) ist tγ0, f.s., wobei γ0 ∈ Rd der Drift von µ.

2. Falls {Xt} vom Typ C ist, dann hat Xt(ω) f.s. eine unendliche Variation auf (0, t]
∀t ∈ (0,∞).

Zusätzlich betrachten wir noch das Konzept der gleichgeradigen Integrierbarkeit.

De�nition 2.17. Eine Familie {Xλ : λ ∈ Λ} von reellen Zufallsvariablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,F ,P), wobei Λ die Menge der Parameter ist, heiÿt gleichgeradig
integrierbar, wenn supλ∈ΛE[| Xλ |; | Xλ |> a]→ 0 wenn a→∞.

2.3 Ungleichungen

2.3.1 Die Hölder-Ungleichung

De�nition 2.18. Sei (Ω,F , µ) ein Messraum und sei f ∈ Lp, g ∈ Lq mit 0 < p, q ≤ ∞
so dass 1

p
+ 1

q
= 1. Dann gilt fg ∈ L1 und

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

2.3.2 Die Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung

Die Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der
Gröÿenordnung eines Martingals und seiner quadratischen Variation.

Theorem 2.19. Für p > 1 existieren die Konstanten cp > 0 und Cp > 0, so dass für
jedes Martingal M gilt

cpE[< M,M >
p
2
t ] ≤ E[sup

s≤t
|Ms |p] ≤ CpE[< M,M >

p
2
t ]

,
dabei ist < M,M >t die quadratische Variation von M.

Mehr dazu ist in [16] zu �nden.
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2.3.3 Die Young-Ungleichung

De�nition 2.20. Sei gegeben α, β ≥ 0 und 1 < r′, r <∞ mit 1
r

+ 1
r′

= 1.
Dann ist die Young'sche Ungleichung folgendermaÿen de�niert:

αβ ≤ αr

r
+
βr
′

r′
.

Wir erhalten eine Gleichung wenn αr = βr
′
.

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch die strikte Konvexität von der Exponentialfunkti-
on, d.h.

αβ = elogαβ = e(1/r) logαr+(1/r′) log βr
′

<
1

r
elogαr +

1

r′
elog βr

′

=
αr

r
+
βr
′

r′

∀α, β > 0 und αr 6= βr
′
.

Nebenbei noch eine weitere De�nition, die der lokalen Lipschitz-stetigen Funktion, die
wir später verwenden.

De�nition 2.21. Ist C ⊂ Rn nichtleer und f : Rn → R̄, dann heiÿt f lokal Lipschitz-
stetig auf C, wenn es zu jedem z ∈ C ein δ = δ(z) > 0 und ein L = L(z) ≥ 0 gibt, so
dass

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ B(z, δ),

d.h. f ist Lipschitz-stetig auf B(z, δ).
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3 Multi-Scaling in stochastischen

Volatilitätsmodellen

In den Ausführungen folgen wir weitgehend der Arbeit [1].
Wir nehmen an, dass der Logarithmus Xt vom Preis des Underlyings Index, nach der
Trendbereinigung, gegeben ist durch

dXt = σdWt,

wobei σ (Volatilität) ist eine Konstante und (Wt)t≥0 die standard Brown'sche Bewegung.
Dieses Model ist jedoch nicht konsistent mit einer Reihe von Fakten, welche empirisch
in vielen Echtzeitreihen nachgewiesen werden können. Einige dieser Fakten sind die
folgenden:

• die Volatilität ist nicht konstant

• auf der empirische Verteilung (Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einer unendlichen
Varianz) der Inkremente Xt+h−Xt vom Logarithmus des Preises liegt mehr Masse
auf den Tails als bei der Normalverteilung

• log - Returns entsprechend disjunkter Zeitintervalle sind unkorreliert, aber nicht un-
abhängig: in der Tat, die Korrelation zwischen den Beträgen | Xt+h − Xt | und
| Xs+h −Xs | hat einen langsamen Abfall in | t− s |.

Um reele Daten besser anzupassen, werden viele verschiedene Modelle vorgeschlagen um
die Volatilität und den Preis Prozess zu beschreiben. In stetiger Zeit, wird das Grund-
modell modi�ziert indem σ = σt ein stochastischer Prozess ist, oft auch ist sie die Lö-
sung einer stochastischen Di�erentialgleichung durch Lévy-Prozesse angetrieben. Wird
die de�nierende Di�erentialgleichung nicht von einer Brown'schen Bewegung, sondern
von einem Lévy-Prozess angetrieben, so erhält man einen (nicht-gauss'schen) Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess. Mehr zu den Ornstein-Uhlenbeck-Prozessen sehen wir unter Ab-
schnitt 4.

Betrachten wir also den stochastischen Prozess (Xt)t≥0 in folgender Form:

dXt = σtdWt, (4)

wobei (σt)t≥0 stationär, [0,+∞)-wertiger Prozess, unabhängig von (Xt)t≥0, genannt Vo-
latilitätsprozess.
Folgende Annahmen werden zur der Volatilität (σt)t≥0 gestellt:

3.1 Annahmen zur Volatilität

Annahme 3.1.
1

h

∫ h

0

(σs − σ0)2ds

konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0 für h→ 0.
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Wir beginnen mit einem grundlegenden Ergebnis zur Skalierungsfunktion A(q), welche
in (1) de�niert ist. Es besagt, dass unter der gleichgradigen Integrierbarkeit auf der
integrierten quadrierten Volatilität, die di�usive Skalierung weiterhin besteht. Somit
ist die notwendige Bedingung für die Ausstellung für Multiscaling die Aufhebung der
gleichmäÿigen Integrierbarkeit.

Proposition 3.2. Angenommen p > 1, dann gilt

lim sup
h→0

E[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds)

p/2] < +∞ (5)

Unter Annahme 3.1 gilt A(q) = q
2
für alle q < p.

Beweis. Man beachte, dass

Xh −X0√
h

=
1√
h

∫ h

0

σsdWs =

∫ 1

0

σuhdB
h
u ,

wobei Bh
u := 1√

h
Whu ist auch eine standard Brown'sche Bewegung. Somit hat Xh−X0√

h

die gleiche Verteilung wie
∫ 1

0
σuhdBu, wobei B ist irgendeine Brown'sche Bewegung die

unabhängig vom Volatilitätsprozess (σt)t≥0 ist. Aus Annahme 3.1 und aus der Isometrie
Eigenschaft des stochastischen Integrals, folgt dass∫ 1

0

σuhdBu → σ0B1 (6)

in L2 und deshalb auch in Wahrscheinlichkeit, wenn h → 0. Mit (5) und mit der
Burkholder-Davis-Gundy Ungleichung (siehe 2.3.2),

E

[∣∣∣∣∫ 1

0

σuhdBu

∣∣∣∣p] ≤ CpE

[(∫ 1

0

σ2
uhdu

)p/2]
= E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)p/2]
,

ist die Familie der Zufalllsvariablen {
∫ 1

0
σuhdBu : h > 0} beschränkt in Lp. Somit folgt,

dass die Konvergenz in (6) auch eine Konvergenz in Lq ist, für jedes q < p.
Man erhält

E

[∣∣∣∣Xh −X0√
h

∣∣∣∣q] = E

[∣∣∣∣∫ 1

0

σuhdBu

∣∣∣∣q]→ E [| σ0 |q]E[| B1 |q]

wenn h → 0, insbesondere für E(σq0) < ∞. Der Betrag in E[| σ0 |q] verschwindet da σt
[0,+∞)-wertiger Prozess ist, daher kriegen wir:

E

[∣∣∣∣Xh −X0√
h

∣∣∣∣q] = E

[∣∣∣∣∫ 1

0

σuhdBu

∣∣∣∣q]→ E [σq0]E[| B1 |q]

Nehme man nun den Logarithmus im oberen Limes, so erhält man A(q) = q
2
.
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Bemerkung 3.3. Sei 1 ≤ q < p, h > 0 und E[(x)q]1/q = ‖x‖q mit

logE(| Xt+h −Xt |q)1/q =
logE(| Xt+h −Xt |q)

q
= log‖Xt+h −Xt‖q

steigend in q, so dass logE(|Xt+h−Xt|q)
q log h

fallend in q für alle 0 < h < 1, dann folgt dass

A(p)

p
≤ A(q)

q
.

Für das Folgende werden für die Modelle der Form (4) folgende weitere Bedingungen
angenommen.

Annahme 3.4.

E[σ2
0] < +∞.

Unter dieser Annahme ist die Gleichung in (5) gültig für p = 2. Unter Proposition 3.2
und unter Bemerkung 3.3 erhalten wir A(q) = q

2
für 1 ≤ q < 2 und q

2
≥ A(q) ≥ −∞ für

q ≥ 2. Dies führt uns zur folgenden De�nition von Multi-Scaling und den erforderlichen
Bedingungen.

3.2 Bedingungen zum Erhalt von Multi-Scaling

De�nition 3.5. Unter Annahme 3.1 und 3.4 können wir behaupten, dass dann Multis-
caling auftritt, falls die Menge {q : −∞ < A(q) < q

2
} ein nicht leeres Inneres hat.

Für jedes h > 0 erhält man nun mit Hilfe der Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung
und den Konstanten cp, Cp gilt

cpE

[(∫ h

0

σ2
t dt

)p/2]
≤ E [|Xh −X0|p] = E

[∣∣∣∣∫ h

0

σsdWs

∣∣∣∣p
]
≤ CpE

[(∫ h

0

σ2
t dt

)p/2]
.

(7)
Somit ist die Bedingung, dass

E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)q/2]
< +∞

für jedes h > 0, notwendig für A(q) > −∞.
Auch mit Jensens Ungleichung bekommt man

E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)q/2]
≤ 1

h

∫ h

0

E [σqs ] ds = E [σq0] , (8)

für q ≥ 2.
Also ist die Aussage von Proposition 3.2 bestätigt für E[σq0] < +∞.
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Korollar 3.6. Eine notwendige Vorraussetzung für Multi-Scaling in (4) ist, dass es ein
p > 2 gibt, so dass

E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)p/2]
< +∞

∀h > 0, jedoch
E[σp0] = +∞.

Dieser Korollar erlaubt uns eine alternative notwendige Vorraussetzung zum Herleiten
von Multi-Scaling, welches manchmal den Vorteil hat, dass es sich leichter in bestimmten
Modellen prüfen lässt.

Korollar 3.7. Eine notwendige Vorraussetzung von Multi-Scaling in (4) ist, dass es für
ein h > 0 ein p ≥ 2 gibt, so dass

E[σp0] < +∞
E[ sup

0≤t≤h
σpt ] = +∞.

Beweis. Sei q∗ := inf{q : E[σq0] = +∞} und man nehme an Multi-Scaling ist möglich.
Nach Korollar 3.6 haben wir q∗ < +∞, und nach Annahme 3.4 ist q∗ ≥ 2. Darüberhinaus
erhalten wir durch Proposition 3.2 A(q) = q

2
für q < q∗. Somit liefert De�nition 3.5, dass

A(q) endlich ist für irgendwelches q > q∗; insbesondere erhalten wir wie auch schon oben
beobachtet

E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)q/2]
< +∞

für h > 0.
Sei nun l, r, so dass q∗ < l < r < q und setzte Mh := sup0≤t≤h σt. Nun bekommen wir

1

h

∫ h

0

σlsds ≤M l−2
h

1

h

∫ h

0

σ2
sds.

Mit Anwendung der Hölder Ungleichung (siehe De�nition 2.18), wobei hier p = r
2
und

q = r/2
r/2−1

und mit Anwendung der Stationarität von σt erhält man

E
[
σl0
]
≤
[
E

(
M

r
l/2−1
r/2−1

h

)]1− 2
r

[
E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)r/2]]2/r

.

Es folgt E[σl0] = +∞, da l > q∗. Für r < q, gilt

E

[(
1

h

∫ h

0

σ2
sds

)r/2]
< +∞.

Daher ist notwendigerweise

E

(
M

r
l/2−1
r/2−1

h

)
= +∞.
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Falls l und q∗ nahe genug beianander ausgewählt werden, so lässt sich leicht überprüfen,
dass folgendes gilt

r̃ := r
l/2− 1

r/2− 1
< q∗,

dies führt zu
E(σr̃0) < +∞.

Sei nun p := max(r̃, 2). Dies vervollständigt den Beweis.

Zum Abschluÿ dieses Abschnittes betrachten wir noch eine weitere Eigenschaft der
Skalierungsfunktion A(q). Dabei benutzen wir die sogenannte Young'sche Ungleichung
(siehe 2.20).

3.3 Eine weitere Annahme von Multi-Scaling

Bemerkung 3.8. ∀h > 0 nehmen wir an, dass die integrierte Volatilität Momente von
jedem Grad besitzt.
In anderen Worten

E

[(∫ h

0

σ2
t dt

)q]
< +∞ ∀q ≥ 1. (9)

Wir werden nun sehen, dass unter dieser Annahme, A(q) steigend in q ist. Später wer-
den wir ein Beispiel betrachten, in dem die integrierte Volatilität heavy tails hat, somit
widerstellt es sich (9) und A(·) ist dann fallend in jedem Intervall.
Erinnern wir uns wieder an die Gleichung (7)

cpE

[(∫ h

0

σ2
t dt

)p/2]
≤ E[| Xh −X0 |p] = E

[∣∣∣∣∫ h

0

σsdWs

∣∣∣∣p
]
≤ CpE

[(∫ h

0

σ2
t dt

)p/2]

mit der wir beobachten, dass

A(q) = lim sup
h→0

logE

[(∫ h
0
σ2
t dt
)p/2]

log h
. (10)

Daraus folgt

lim inf
h→0

E

[(∫ h
0
σ2
t dt
)p/2]

hλ
= 0⇒ λ ≤ A(q), (11)

und

λ < A(q)⇒ lim inf
h→0

E

[(∫ h
0
σ2
t dt
)p/2]

hλ
= 0. (12)
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Sei ε > 0 ,p > q ≥ 1 und wähle l < q, so dass [A(q)− ε] q
l
< A(q).

Setze

ah :=

(∫ h

0

σ2
t dt

)1/2

.

Mit Hilfe der Young'schen Ungleichung, indem wir α =
alh

hA(q)−ε , β = ap−lh und r = q
l

setzen, bekommen wir

aph
hA(q)−ε ≤

l

q

aqh
h(A(q)−ε) q

l

+
q − l
q

a
q p−l
q−l
h .

Man ersetze ah wieder und ziehe noch den Erwartungswert darüber:

E

[(∫ h
0
σ2
t dt
)p/2]

hA(q)−ε ≤ l

q

E

[(∫ h
0
σ2
t dt
)q/2]

h(A(q)−ε) q
l

+
q − l
q

E

(∫ h

0

σ2
t dt

)q p−l
2(q−l)

 . (13)

Benutze nun [A(q)− ε] q
l
< A(q) und (12), dann ist

lim inf
h→0

E

[(∫ h
0
σ2
t dt
)q/2]

h(A(q)−ε) q
l

= 0. (14)

Auÿerdem ist durch (9) und durch den Satz der majorisierten Konvergenz

lim
h→0

E

(∫ h

0

σ2
t dt

)q p−l
2(q−l)

 = 0. (15)

Mit (13), (14) und (15) erhalten wir

lim inf
h→0

E

[(∫ h
0
σ2
t dt
)p/2]

hA(q)−ε = 0,

welches in Verbindung mit (11), A(p) ≥ A(q)−ε folgert. Da ε willkürlich gewählt werden
kann, schluÿfolgern wir, dass A(p) ≥ A(q).
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4 Superlineare Ornstein-Uhlenbeck Volatilität

In diesem Abschnitt behandeln wir eine spezielle Klasse von stochastischen Volatilitäts-
modellen, und zwar die der Form

dXt = σtdBt

dVt = −f(Vt)dt+ dLt (16)

Vt = σ2
t ,

wobei (Bt)t≥0 ist die standard Brown'sche Bewegung,
f(·) ist eine lokal Lipschitz-stetige und nicht negative Funktion mit f(0) = 0 (somit ist
Vt ≥ 0 falls V0 ≥ 0).
Es werden einige Eigenschaften von f(·) benötigt damit (16) eine stationäre Lösung hat.
Diese Tatsache wird allerdings später genauer angesprochen.

Wir gehen davon aus, dass V0 unabhängig ist von (Lt)t≥0. Dabei ist (Lt)t≥0 ein Lévy-
Prozess (siehe De�nition 2.3). Dieser Lévy-Prozess hat wachsende Pfade, also ein Sub-
ordinator, unabhängig von (Bt)t≥0.
Desweiteren ist L0 = 0 und

E[exp(−λLt)] = exp[−tΨ(λ)]

mit

Ψ(λ) = mλ+

∫
(0,+∞)

(1− e−λx)ν(dx),

wobei m ≥ 0 der Drift des Prozesses ist, und ν ist ein positives Maÿ auf (0,+∞) ist,
welches als das charakteristische Maÿ bezeichnet wird.
Es erfüllt die Bedingung ∫

(0,+∞)

(1 ∧ x)ν(dx) < +∞.

Einige Bedingungen von f(·) müssen erfüllt sein, so dass (16) eine stationäre Lösung
haben kann. Dazu später mehr. Zudem nehmen wir immer an, dass V0 unabhängig von
(Lt)t≥0 ist. Wir bemerken nun, dass für die 'natürlichen' Auswahlen von f Multi-Scaling
nicht erstellt wird. Vor allem ist Multi-Scaling in den Ornstein-Uhlenbeck Modellen nicht
vorhanden.

4.1 Funktionen mit linearem Wachstum

Proposition 4.1. Angenommen die Funktion f(·) erfüllt die lineare Wachstumsbedin-
gung

| f(v) |≤ Av +B

für A,B > 0 und ∀v > 0. Zudem nehme man an (16) hat eine Lösung, für die (Vt)t≥0

stationnär, nicht negativ und integrierbar ist, so dass Annahme 3.1 und 3.4 gelten. Dann
kommt Multi-Scaling nicht vor.
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Beweis. Die Bemerkung 3.3 liefert A(q) ≤ q/2.
Somit müssen wir die umgekehrte Ungleichung zeigen.
Sei (V ′t )t≥0 eine Lösung von

dV ′t = −(AV ′t + 2B)dt+ dLt (17)

V ′0 = V0.

Auÿerdem
d(Vt − V ′t ) = −[f(Vt)− AV ′t − 2B]dt.

Dazu ist Vt − V ′t stetig di�erenzierbar und V0 − V ′0 = 0. Es folgt, dass Vt − V ′t ≥ 0 ∀
t ≥ 0, tatsächlich kann der Pfad von Vt − V ′t nach unten nicht den Wert 0 überqueren,
da falls Vt̄ = V ′t̄ = v für ein t̄, dann

d

dt
(Vt̄ − V ′t̄ ) = −f(v) + Av + 2B ≥ B > 0.

Somit ist ∀ t ≥ 0

Vt ≥ V ′t = V0e
−At +

2B

A
(e−At − 1) +

∫ t

0

e−A(t−s)dLs ≥ V0e
−At + e−t

A
2 L t

2
− 2B

A
.

Andererseits haben wir

Vt = V0 −
∫ t

0

f(Vs)ds+ Lt ≤ V0 + Lt,

worauf folgt, dass
sup
t∈[0,h]

Vt ≤ V0 + Lh.

Alles zusammen ergibt

V0e
−Ah + e−A

h
2Lh

2
− 2B

A
≤ Vh ≤ sup

t∈[0,h]

Vt ≤ V0 + Lh. (18)

Da

V0e
−Ah + e−A

h
2Lh

2
− 2B

A
∈ Lp ⇐⇒ V0 + Lh ∈ Lp,

folgt das Resultat nun aus (18) un aus Korollar 3.7.

Um bei den Modellen der Form (16) Multi-scaling auszustellen, zeigt Proposition 4.1
die Notwendigkeit eines Drifts f(. ) mit superlinearem Wachstum.
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4.2 Funktionen mit superlinearem Wachstum

De�nition 4.2. Eine Funktion f : (0,+∞) → (0,+∞) mit Exponent α ∈ R ist von
regulär variirend in ∞, falls ∀x > 0

lim
t→+∞

f(tx)

f(t)
= xα.

Sei α = 0, dann ist f langsam variierend in ∞. Man bemerke, f ist genau dann regulär
variierend in ∞ mit Exponenet α falls f(u) = uαl(u), wobei l langsam variierend in ∞
ist.
Im Folgenden betrachten wir Modelle der Form (16), für die folgende Annahmen gelten:

(i) (Bt)t≥0 ist eine standard Brown'sche Bewegung.

(ii) (Lt)t≥0 ist ein Lévy Subordinator mit charakteristischem Maÿ ν. Zudem sind
(Bt)t≥0 und (Lt)t≥0 unabhängig voneinander. Der Subordinator wird die zufälli-
ge Anzahl der 'Zeitschritte' festlegen, die innerhalb des Subordinator Prozesses
auftreten, für eine gegebene Einheit der chronologischen Zeit.

(iii) Die Funktion u 7→ ν((u,+∞)) ist regulär variieren in ∞ mit Exponent −α < 0.

(iv) f : [0,+∞)→ [0,+∞) ist wachsend, lokal Lipschitz, f(0) = 0 und regulär variieren
in ∞ mit Exponent γ > 1.

Theorem 4.3. Unter den Annahmen (ii)− (iv), nimmt die Gleichung
dVt = −f(Vt)dt + dLt eine eindeutige stationäre Verteilung µ an. Darüber hinaus ist
µ((u,+∞)) regulär variierend in ∞ mit Exponent −α− γ + 1.

Dieses Resultat wird angenommen. Der vollständige Beweis wird in [10] aufgeführt. Im
Folgenden nehmen wir an, dass V0 unabhängig ist von (Bt)t≥0 und (Lt)t≥0, mit Verteilung
µ. Theorem 4.3 zeigt, dass falls γ > 1, dann hat Vt eine Verteilung mit leichteren Tails
als die vom Lévy-Prozess Lt.
Nun widmen wir uns dem wichtigsten Resultat dieser Arbeit.

Theorem 4.4. Angenommen (i)− (iv) sind erfüllt, und sei α + γ > 2 (Dies impliziert
die Annahme 3.4).
Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Falls γ ≥ 2, dann

A(q) =

{
q
2

für 1 ≤ q < 2(α + γ − 1)
γ−2

2(γ−1)
q + α+γ−1

γ−1
für q > 2(α + γ − 1).

(2) Falls 1 < γ < 2, dann

A(q) =


q
2

für 1 ≤ q < 2(α + γ − 1)
γ−2

2(γ−1)
q + α+γ−1

γ−1
für 2(α + γ − 1) < q < 2α

2−γ

−∞ für q > 2α
2−γ .
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Für q 6= 2(α + γ − 1), 2α
2−γ , kann das A(q) in (1) mit einem Limes anstelle von limsup

de�niert werden.

Beachte, dass im Fall 1 < γ < 2, A(·) fallend ist für 2(α+γ−1) < q < 2α
2−γ . Dies steht

auf keinen Fall in Widerspruch mit Bemerkung 3.8 steht, da Annahme (9) nicht erfüllt
ist.

Bemerkung 4.5. Durch ein Vergleichsargument ergibt sich eine Konsequenz aus Theo-
rem 4.4, und zwar dass sich die Proposition 4.1 erweitern lässt auf jedes f , welches
regulär variierend in ∞ ist mit Exponent 1.

Der Beweis von Theorem 4.4 wird in mehreren Schritten aufgeteilt. Wir beginnen mit
dem Fall f(v) = Cvγ, wobei C > 0, und Lt ist ein zusammengesetzter Poisson Prozess.

Proposition 4.6. Die Folgerung von Theorem 4.4 gilt falls f(v) = Cvγ, mit C > 0 und
Lt ist ein Lévy Subordinator mit Null Drift und endlichem charakteristischen Maÿ ν.

Beweis. Man beachte, E[V
q/2

0 ] < +∞ nach Theorem 4.3 für
q < (α+ γ − 1), so dass nach Proposition 3.2 und nach (8), A(q) = q

2
. Somit reicht dies

aus um den Fall q > 2(α + γ − 1) zu betrachten. Im Folgenden schreiben wir ah ∼ hu

anstelle von

limh→0
log ah
log h

= u. (19)

Wir werden wiederholt das Resultat (19) anwenden, welches folgt, falls
∀ε > 0, ∃Cε > 1, so dass

1
Cε
hu+ε < ah < Cεh

u−ε.

In dem was folgt, basieren alle Annahmen auf A(q) auf die Tatsache (siehe (10)), dass

limh→0

logE

[
(
∫ h
0 σ2

t dt)
p
2

]
log h

dann, und nur dann existiert, falls

limh→0
logE(|Xt+h−Xt|q)

log h

existiert und sie in diesem Fall überein stimmen.
1. Teil: γ > 2
Durch die Annahme, dass ν endlich ist, springt (Lt) endlich viele Male in jedem kom-
pakten Intervall.
Sei (Tk)k≥1 die (geordnete) Menge von positiven Sprungzeiten, mit T0 = 0.
Sei h > 0, dann bezeichnet i(h) die zufällige Anzahl von Sprungzeiten im Intervall (0, h].
Man betrachte den Fall i(h)=0. Falls i(h) = 0, dann löst Vt, für t ∈ [0, h], die Di�eren-
tialgleichung d

dt
Vt = −CV γ

t , deren Lösung

Vt =
(
V 1−γ

0 + (γ − 1)Ct
) 1

1−γ
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ist. Nach dem Integrieren, bekommt man∫ h

0

Vtdt =
γ − 2

γ − 1

[(
V 1−γ

0 + (γ − 1)Ch
) γ−2
γ−1 − (V

γ−2
γ−1

0 )

]
. (20)

Man beachte, dass für λ =: ν([0,+∞)),

E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
= E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
| i(h) = 0

]
e−λh.

Der Faktor e−λh steuert keinen Beitrag bei zum Verhalten von E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
zu h → 0, somit kann es vernachlässigt werden. Darüber hinaus, nach (20) und unter
Ausnutzung der Tatsache, dass V0 und {i(h) = 0} unabhängig sind, ist

E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
| i(h) = 0

]
=

=

(
γ − 2

γ − 1

)q/2
((γ − 1)Ch)

γ−2
2(γ−1)

qE


( V 1−γ

0

(γ − 1)Ch
+ 1

) γ−2
γ−1

−
(

V 1−γ
0

(γ − 1)Ch

) γ−2
γ−1

q/2
 .
(21)

Für 0 < a < 1 und z > 0 betrachte man folgende Ungleichung

a(z + 1)a−1 ≤ (z + 1)a − za ≤ (z + 1)a−1 (22)

Beweis.

a(z + 1)a−1 ≤ (z + 1)a − za ≤ (z + 1)a−1 |: (z + 1)a

⇐⇒ a

z + 1
≤ 1−

(
z

z + 1

)a
≤ 1

z + 1
| z

1 + z
= 1− 1

z + 1

⇐⇒ a
1

z + 1
≤ 1− (1− 1

z + 1
)a ≤ 1

z + 1
| u =

1

z + 1
,mitu ∈ (0, 1)

⇐⇒ au ≤ 1− (1− u)a ≤ u | ·(−1),+1

⇐⇒ 1− u ≤ (1− u)a ≤ 1− au

=⇒ f(u) = (1− u)a − 1 + u ≥ 0 u ∈ [0, 1] , und
g(u) = 1− au− (1− u)a ≥ 0 u ∈ [0, 1]
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Um den Limes limh

logE
[
(
∫ h

0
Vtdt)

q/2
]

log h
zu berechnen, nimmt man die rechte Seite von

(21) und ersetzt sie durch (in dem man a = γ−2
γ−1

in der Ungleichung (22) einsetzt; zur
Erinnerung γ > 2)

h
γ−2

2(γ−1)
qE


( V 1−γ

0

(γ − 1)Ch
+ 1

) γ−2
γ−1
−1
q/2

 = h
γ−2

2(γ−1)
qE

[(
V 1−γ

0

(γ − 1)Ch
+ 1

)− q
2(γ−1)

]
.

(23)
In anderen Worten:

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
∼ h

γ−2
2(γ−1)

qE

[(
V 1−γ

0

(γ − 1)Ch
+ 1

)− q
2(γ−1)

]
(24)

Um die rechte Seite von (24) zu schätzen, bemerke man zunächst einmal:
Für y > 0 und 0 < u < r hat man folgende Ungleichung

1

2r
1{y<1} ≤ (1 + y)−r ≤ (1 + y)−u ≤ y−u. (25)

Diese Ungleichung lässt sich rasch überprüfen.

Setze nun r :=
q

2(γ − 1)
, Y :=

V 1−γ
0

(γ − 1)Ch
und mit (25) erhält man

1

2r
P(Y < 1) ≤ E

[(
V 1−γ

0

(γ − 1)Ch
+ 1

)− q
2(γ−1)

]
≤ E(Y −u) (26)

∀u < q
2(γ−1)

.

Sei ξ := α+γ−1
γ−1

. Man bemerke, ξ < r für q > 2(α + γ − 1).
Nach Theorem 4.3:

P(Y < 1) =

= P

(
V0 >

(
1

(γ − 1)Ch

) 1
γ−1

)
∼

[(
1

(γ − 1)Ch

) 1
γ−1

]α+γ−1

∼ hξ, (27)

Sei nun u < ξ. Man bekommt

E(Y −u) = [(γ − 1)Ch]uE[V
u(γ−1)

0 ] ≤ Ahu, (28)

für irgendein A > 0 welches von u abhängen könnte, aber nicht von h, wobei die Tatsache,
dass E[V

u(γ−1)
0 ] < +∞ verwenden wird, da u(γ − 1) < α+ γ − 1. Da u beliebig nahe an

ξ gewählt werden kann, und nach (26), (27) und (28) erhält man

E

[(
V 1−γ

0

(γ − 1)Ch
+ 1

)− q
2(γ−1)

]
∼ hξ, (29)
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was wiederum

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
∼ h

γ−2
2(γ−1)

q+α+γ−1
γ−1 (30)

ergibt.
Um den Beweis für γ > 2 zu vervollständigen, reicht es aus für jedes
u < α+γ−1

γ−1
zu zeigen, dass

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)≥1}

]
≤ Ah

γ−2
2(γ−1)

q+u (31)

für irgendein A > 0, welches von u abhängen könnte, aber nicht von h.

Fall i(h)=0.
Sei

Vt =


(
V 1−γ

0 + (γ − 1)Ct
) 1
γ−1 für 0 ≤ t ≤ T1(

V 1−γ
T1

+ (γ − 1)C(t− T1)
) 1

1−γ für T1 ≤ t ≤ h,

dies ergibt ∫ h

0

Vtdt =
γ − 2

γ − 1

[
(V 1−γ

0 + (γ − 1)CT1)
γ−2
γ−1 − (V 1−γ

0 )
γ−2
γ−1

]
+
γ − 2

γ − 1

[
(V 1−γ

T1
+ (γ − 1)C(h− T1))

γ−2
γ−1 − (V 1−γ

T1
)
γ−2
γ−1

]
=:P (h) +Q(h), (32)

und deshalb

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=1}

]
≤ 2q−1

[
E
(
P q/2(h)1{i(h)=1}

)
+ E

(
Qq/2(h)1{i(h)=1}

)]
(33)

Woher kommt der Faktor 2q−1 in (33) her?
Sei f(x) = xq/2 eine konvexe Funktion mit q ≥ 2,
sei x = P (h)1{i(h)=1} und y = Q(h)1{i(h)=1}, somit ergibt sich:

f(
1

2
x+

1

2
y) ≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(y)

⇐⇒
(
x+ y

2

)q/2
≤ 1

2
xq/2 +

1

2
yq/2

⇐⇒(x+ y)q/2 ≤ 2
q
2
−1(xq/2 + yq/2) ≤ 2q−1(xq/2 + yq/2)

=⇒(x+ y)q/2 ≤ 2q−1(xq/2 + yq/2),
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wobei 1q/2{i(h)=1} = 1{i(h)=1}. Zeigen wir nun, dass E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
1{i(h)=1}

]
sowie in (31)

nach oben beschränkt werden kann:

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=1}

]
≤ Ah

γ−2
2(γ−1)

q+u, (34)

für jedes u < α+γ−1
γ−1

. Nach (33) reicht es aus zu zeigen, dass beide E
(
P q/2(h)1{i(h)=1}

)
und E

(
Qq/2(h)1{i(h)=1}

)
eine obere Schranke der selben Form haben. Man bemerke

zuerst, dass

P (h) ≤ γ − 2

γ − 1

[
(V 1−γ

0 + (γ − 1)Ch)
γ−2
γ−1 − (V 1−γ

0 )
γ−2
γ−1

]
, (35)

welches überienstimmt mit (20), dessen Skalierung bereits ermittelt wurde.
Da P(i(h) = 1) ∼ h, habe wir dass E

(
P q/2(h)1{i(h)=1}

)
skaliert wie der Term im Fall

i(h) = 0, aber mit einem zusätzlichen Faktor h,
i.e.

E
(
P q/2(h)1{i(h)=1}

)
≤ Ah1+ γ−2

2(γ−1)
q+u ≤ Ah

γ−2
2(γ−1)

q+u. (36)

Für den Term E
(
Qq/2(h)1{i(h)=1}

)
wiederholen wir die Schritte von Fall i(h) = 0 (man

bemerke, dass alle dort benutzten Ungleichungen punktweise gelten) mit VT1 anstelle
von V0 und h− T1 anstelle von h (siehe (24)), man erhält

E
(
Qq/2(h)1{i(h)=1}

)
≤ E

(h− T1)
γ−2

2(γ−1)
q

(
V 1−γ
T1

(γ − 1)C(h− T1)
+ 1

)− q
2(γ−1)

1{i(h)=1}


≤ h

γ−2
2(γ−1)

qE

( V 1−γ
T1

(γ − 1)C(h− T1)
+ 1

)− q
2(γ−1)

1{i(h)=1}

 (37)

Für u < q
2(γ−1)

und mit VT1 ≤ V0 +Lh, kann man den letzten Term von oben beschränken

E

( V 1−γ
T1

(γ − 1)C(h− T1)
+ 1

)− q
2(γ−1)

1{i(h)=1}


≤ E

[(
V 1−γ
T1

(γ − 1)C(h− T1)
+ 1

)−u
1{i(h)=1}

]

≤ E

[(
V 1−γ
T1

(γ − 1)C(h− T1)

)−u
1{i(h)=1}

]

≤ E

[(
V 1−γ
T1

(γ − 1)Ch

)−u
1{i(h)=1}

]
≤ AhuE

[
(V0 + Lh)

u(γ−1)1{i(h)=1}
]

(38)
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mit Konstante A > 0. Man bemerke V0 ist unabhängig von 1{i(h)=1}, Lh hat Verteilung
ν bedingt auf {i(h) = 1} und P(i(h) = 1) ≤ λh. Für eine bestimmte Konstante C > 0,
folgt

E
[
(V0 + Lh)

u(γ−1)1{i(h)=1}
]

≤ CP (i(h) = 1)
[
E
(
V
u(γ−1)

0

)
+ E

(
L
u(γ−1)
h | i(h) = 1

)]
= CP (i(h) = 1)

[∫
vu(γ−1)µ(dv) +

∫
lu(γ−1)ν(dl)

]
. (39)

Da nach Theorem 4.3 die Tails von µ leichter sind als die von ν, sind beide Integrale
endlich dann und genau dann wenn

∫
vu(γ−1)ν(dv) < +∞. Dies gilt für u < α/(γ − 1)

(Annahme (iii)). Also ist für jedes u < α/(γ − 1),

E
[
(V0 + Lh)

u(γ−1)1{i(h)=1}
]
≤ Ah (40)

für irgendein A > 0.
Nach (37), (38), (39), und (40) ist E

(
P q/2(h)1{i(h)=1}

)
nach oben beschränkt durch

Bh
γ−2

2(γ−1)
q+u+1

für jedes u < α/(γ − 1) und irgendwelches B > 0, möglicherweise abhängend von u. In
äquivalenter Weise ist

E
(
Qq/2(h)1{i(h)=1}

)
≤ Bh

γ−2
2(γ−1)

q+u (41)

∀ u < α+γ−1
γ−1

. Deswegen ist (34) durch (36) und (41) gegeben.
Fall i(h) ≥ 2.
Um (31) zu beweisen, und somit den ganzen Beweis vervollständigen, bleibt noch zu
zeigen, dass

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)≥2}

]
≤ Ah

γ−2
2(γ−1)

q+u (42)

∀ u < α+γ−1
γ−1

und A > 0.
Sei n ≥ 2 und auf das Ereignis {i(h) = n} beschränkt. Man bekommt

Vt =



(
V 1−γ

0 + (γ − 1)Ct
) 1

1−γ für 0 ≤ t ≤ T1(
V 1−γ
T1

+ (γ − 1)C(t− T1)
) 1

1−γ für T1 ≤ t ≤ T2

...(
V 1−γ
Tn−1 + (γ − 1)C(t− Tn−1)

) 1
1−γ für Tn−1 ≤ t ≤ Tn(

V 1−γ
Tn

+ (γ − 1)C(t− Tn)
) 1

1−γ für Tn ≤ t ≤ h,
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so dass (32) folgendes ergibt∫ h

0

Vtdt =
γ − 2

γ − 1

n∑
k=1

[
(V 1−γ

k−1 + (γ − 1)C(Tk − Tk−1))
γ−2
γ−1 − (V 1−γ

k−1 )
γ−2
γ−1

]
+
γ − 2

γ − 1

[
(V 1−γ

Tn
+ (γ − 1)C(h− Tn))

γ−2
γ−1 − (V 1−γ

Tn
)
γ−2
γ−1

]
=:

n∑
k=1

Pk(h) + Pn+1(h), (43)

Jeder einzelne Term E
[
P
q/2
k (h)1{i(h)=n}

]
kann geschätzt werden wie in (37) und (38),

man bekommt

E
[
P
q/2
k (h)1{i(h)=n}

]
≤ Ch

γ−2
2(γ−1)

q+uE
[
(V0 + Lh)

u(γ−1)1{i(h)=n}
]

≤ C ′h
γ−2

2(γ−1)
q+uP(i(h) = n)

[
E
(
V
u(γ−1)

0

)
+ E

(
L
u(γ−1)
h | i(h) = n

)]
(44)

für u < q
2(γ−1)

und den Konstanten C,C ′, die möglicherweise von u abhängen aber nicht
von n und h.
Die Verteilung von Lh bedingt auf {i(h) = 0} ist gegeben durch die n-fache Faltung
ν∗n. In an deren Worten, wenn X1, X2, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen sind mit
Verteilung ν,

E
(
L
u(γ−1)
h | i(h) = n

)
= E

[
(X1 +X2 + . . .+Xn)u(γ−1)

]
≤ nu(γ−1)−1E

[
X
u(γ−1)
1

]
.

Für u < α/(γ − 1),

E
[
X
u(γ−1)
1

]
< +∞ und E

(
V
u(γ−1)

0

)
< +∞.

Somit
E
[
P
q/2
k (h)1{i(h)=n}

]
≤ Ch

γ−2
2(γ−1)

q+unu(γ−1)−1P(i(h) = n), (45)

mit Konstante C unabhängig von n, h und k.
Sei u < q

2(γ−1)
, so erält man nach (43), (44) und (45)

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=n}

]
≤nq/2

n+1∑
k=1

E
[
P
q/2
k (h)1{i(h)=n}

]
≤Ch

γ−2
2(γ−1)

q+unu(γ−1)+q/2P(i(h) = n). (46)

Unter Bebobachtung der Tatsache, dass P(i(h) = n) ≤ λnhn

n!
, können wir über n ≥ 2

summieren:∑
n≥2

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=n}

]
≤Ch

γ−2
2(γ−1)

q+u+2
∑
n≥2

nu(γ−1)+q/2λ
nhn−2

n!

≤C ′h
γ−2

2(γ−1)
q+u+2. (47)
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Da q
2(γ−1)

+ 2 > α+γ−1
γ−1

(zur Erinnerung q > 2(α + γ − 1)), ergibt sich, dass

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)≥2}

]
vernachlässigbar ist in Bezug auf (30).
Dies vervollständigt den Beweis für den Fall γ > 2.

Teil 2: 1 < γ < 2
Fall i(h) = 0.
Formel (20) gilt immer noch, doch jetzt hat man γ − 2 < 0. So wird aus (21) folgendes:

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]

=

(
2− γ
γ − 1

)q/2
((γ − 1)Ch)

γ−2
2(γ−1)

q

·E


( V 1−γ

0

(γ − 1)Ch

) γ−2
γ−1

−
(

V 1−γ
0

(γ − 1)Ch
+ 1

) γ−2
γ−1

q/2
 e−λh.

(48)

Um diesen letzten Ausdruck zu schätzen, unternehme man folgende Veränderung auf
(22), geltend für z > 0 und zudem setze man a := 2−γ

γ−1
:

a(z + 1)−1z−a ≤ z−a − (z + 1)−a ≤ (z + 1)−1z−a für 0 < a ≤ 1

(z + 1)−1z−a ≤ z−a − (z + 1)−a ≤ a(z + 1)−1z−a für a > 1. (49)

Bei Verwendung dieser Ungleichungen, wie in (21), bekommt man für C > 1:

1

C
E

[(
V γ−1

0 h

1 + V γ−1
0 h

V 2−γ
0

)q]
≤ E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]

≤ CE

[(
V γ−1

0 h

1 + V γ−1
0 h

V 2−γ
0

)q]
. (50)

Wir stellen nun fest, dass

E

[(
V γ−1

0 h

1 + V γ−1
0 h

V 2−γ
0

)q/2]

= E

[(
V γ−1

0 h

1 + V γ−1
0 h

V 2−γ
0

)q/2
1{V γ−1

0 h≤1}

]
+ E

[(
V γ−1

0 h

1 + V γ−1
0 h

V 2−γ
0

)q/2
1{V γ−1

0 h>1}

]
∼ hq/2E

[
V
q/2

0 1{V γ−1
0 h≤1}

]
+ E

[
V

q
2

(2−γ)

0 1{V γ−1
0 h>1}

]
. (51)
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Um die zwei Summanden der rechten Seite von (51) zu schätzen, benutzen wir folgende
Tatsache: Sei µ eine Wahrscheinlichkeit auf [0,+∞), so dass µ((u,+∞)) regulär variie-
rend ist mit Exponent −ξ < 0.
Dann gilt ∫ x

0

upµ(du) ∼ xp−ξ für p > ξ (52)∫ +∞

x

upµ(du) ∼ xp−ξ für p < ξ. (53)

Sei µ nun die Verteiling von V0, so dass, nach Theorem 4.3, ξ = α + γ − 1. Da q >
2(α + γ − 1), haben wir nach (52)

E
[
V
q/2

0 1{V γ−1
0 h≤1}

]
∼ h−

1
γ−1

( q
2
−α−γ+1),

und somit
hq/2E

[
V
q/2

0 1{V γ−1
0 h≤1}

]
∼ h

γ−2
2(γ−1)

q+α+γ−1
γ−1 (54)

Darüber hinaus, nach (53), gilt

E
[
V

q
2

(2−γ)

0 1{V γ−1
0 h>1}

]
∼ h

γ−2
2(γ−1)

q+α+γ−1
γ−1 . (55)

für q
2
(2− γ) < α + γ − 1, währenddessen

E
[
V

q
2

(2−γ)

0 1{V γ−1
0 h>1}

]
= +∞ (56)

für q
2
(2− γ) > α + γ − 1. Zusammengefasst haben wir gezeigt, dass

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
∼ h

γ−2
2(γ−1)

q+α+γ−1
γ−1

für 2(α + γ − 1) < q <
2(α + γ − 1)

2− γ

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
= +∞ für q >

2(α + γ − 1)

2− γ
. (57)

Fall i(h) = 1.
Dieser Fall wird behandelt wie der für γ > 2 und unter Verwendung des gleichen Argu-
ments führt es zu (50), somit ist der zu schätzende Term

E

( V γ−1
T1

(h− T1)

1 + V γ−1
T1

(h− T1)
V 2−γ
T1

)q/2

1{i(h)=1}

 . (58)

Da VT1 ≥ LT1 , kann somit (58) nach unten beschränkt werden mit

E

( Lγ−1
T1

(h− T1)

1 + Lγ−1
T1

(h− T1)
L2−γ
T1

)q/2

1{i(h)=1}
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welches unendlich ist sobald E
[(
L2−γ
T1

)q/2
1{i(h)=1}

]
= +∞.

Zur Erinnerung, LT1 ist unabhängig von {i(h) = 1} und hat Verteilung ν, unter q > 2α
2−γ .

Dies impliziert

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=1}

]
= +∞ für q >

2α

2− γ
. (59)

Man vergleiche mit (57) und bemerke dass, 2α
2−γ <

2(α+γ−1)
2−γ . Somit wird angenommen

2(α + γ − 1) < q < 2α
2−γ (man beachte, dass durch Annahme, α + γ > 2, in der Tat

2(α + γ − 1) < 2α
2−γ ). Eine obere Schranke für (58) ist gegeben durch

E

( V γ−1
T1

(h− T1)

1 + V γ−1
T1

(h− T1)
V 2−γ
T1

)q/2

1{i(h)=1}


≤ E

[(
(V0 + LT1)

γ−1h

1 + (V0 + LT1)
γ−1h

(V0 + LT1)
2−γ
)q/2

1{i(h)=1}

]

= E

[(
(V0 + LT1)

γ−1h

1 + (V0 + LT1)
γ−1h

(V0 + LT1)
2−γ
)q/2]

P(i(h) = 1), (60)

wobei die Tatsache benutzt wurde, dass V0 und LT1 unabhängig von
{i(h) = 1} sind. Nun wird (60) genau wie (51) geschätzt, doch mit V0 +LT1 anstelle von
V0. Da die Tails von V0 + LT1 gleich sind wie die von LT1 , d.h. regulär variierend mit
Exponent α, währenddessen P(i(h) = 1) ∼ h, so ergibt sich

E

[(
(V0 + LT1)

γ−1h

1 + (V0 + LT1)
γ−1h

(V0 + LT1)
2−γ
)q/2]

∼ h
γ−2

2(γ−1)
q+ α

γ−1P(i(h) = 1)

∼ h
γ−2

2(γ−1)
q+α+γ−1

γ−1 . (61)

Zusammengefasst haben wir

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=1}

]
∼ h

γ−2
2(γ−1)

q+α+γ−1
γ−1 für 2(α + γ − 1) < q <

2α

2− γ

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=1}

]
= +∞ für q >

2α

2− γ
. (62)

Fall i(h) ≥ 2.
Dieser Fall verläuft genau so wie der Fall für γ > 2, unter Verwendung der oberen
Schranke, die im Fall i(h) = 1 erhalten wurde.
Somit ist der Beweis für 1 < γ < 2 vervollständigt.
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Teil 3: γ = 2
In diesem Fall bekommen wir im Fall wo es keine Sprünge gibt, d.h. wenn i(h)=0,

Vt = (V −1
0 + Ct)−1

und somit ∫ h

0

Vt =
1

C

[
log(V −1

0 + Ch)− log(V −1
0 )
]

=
1

C
[log(1 + ChV0)] . (63)

Eine obere Schranke für E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
bekommt man mit (63) und mit der

Ungleichung

log(1 + y) ≤ 1

r
yr,

für y, r > 0.
Diese Ungleichung lässt sich einfach nachvollziehen.

Beweis.

log(1 + y) ≤ 1

r
yr | ·r > 0

⇐⇒r log(1 + y) ≤ yr

⇐⇒ logr(1 + y) ≤ yr | r
√

⇐⇒ log(1 + y) ≤ y

Es ergibt sich dann

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
≤ 1

Cq/2
Cr q

2hr
q
2E
(
V
r q
2

0

)
.

Da E
(
V
r q
2

0

)
< +∞ für rq

2
< α + 1 und mit rq

2
↑ α + 1 ergibt sich

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
≤ Chr

q
2 , (64)

mit C > 0 und für jedes r, so dass rq
2
< α + 1 . Eine untere Schranke erhält man mit

folgender Ungeichung

log (1 + y) ≥ 1
2
1(1,+∞)(y),

dies ergibt

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
≥ 1

(2C)q/2
P(ChV0 > 1) ∼ hα+1, (65)

wobei wir für die letzte Ungleichung das Theorem 4.3 angewedet haben.
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Nach (64) und (65) ergibt sich

E

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2
1{i(h)=0}

]
∼ hα+1.

Die Fälle mit i(h) ≥ 1 sind ähnlich wie die in Teil 1 und 2, und werden somit weggelassen.

Beweis. von Theorem 4.4
Um Theorem 4.4 zu beweisen, müssen wir die Proposition 4.6 in 2 Richtungen erweitern:

(a) Verallgemeinerung von f(v) = Cvγ auf jedes f , welches die Annahme (iv) erfüllt,
und

(b) Erweiterung auf Lévy Subordinatoren, die die Annahme (ii) und (iv) erfüllen,
somit ergibt sich ein unendlich charakteristisches Maÿ ν.

Schritt 1
Alle Annahmen von Proposition 4.6 werden beibehalten, zusätzlich wird verlangt, dass
f(v) = Cvγ gilt nur für v > ε, ε > 0, und dass f die Annahme (iv) erfüllen muss. In
anderen Worten, sei V die Lösung der Gleichung

dVt = −f(Vt)dt+ dLt

und V ′ die von
dV ′t = −CV ′γt + dLt.

Man nimmt an V0 = V ′0 = v > 0.
Wir behaupten, dass

| Vt − V ′t |≤ 2ε (66)

f.s. für jedes t ≥ 0. Dies ergibt sich wegen folgender Tatsache: ∃ Konstante δ > 0, derart,
dass, sobald | Vt − V ′t |≥ 2ε,

d

dt
| Vt − V ′t |≤ −δ. (67)

Um (67) zu sehen, nimmt man zunächst an, dass Vt − V ′t ≥ 2ε. Insbesondere ist Vt ≥ ε,
somit ist

d

dt
[Vt − V ′t ] = −C

(
V γ
t − V

′γ
t

)
< −C(2ε)γ,

wobei die Tatsache benutzt wurde, dass für c > 0, die Funktion (x+ c)γ − xγ wachsend
ist für x > 0. Nun nehmen wir an, dass V ′t − Vt ≥ 2ε. Falls Vt ≥ ε, dann

d

dt
[V ′t − Vt] = −C

(
V ′γt − V

γ
t

)
< −C(2ε)γ;

Falls Vt < ε, und da f wachsend, ergibt sich

d

dt
[V ′t − Vt] = −CV ′γt + f(Vt) ≤ −C(2ε)γ + Cεγ < 0.
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Somit ist (67) bewiesen, und anschlieÿend auch (66). Insbesondere ist die Verteilung
von Vt im Mittel kleiner als die von V ′t + 2ε, was bedeuted, dass für jedes g wachsend
und beschränkt, haben wir E [g(Vt)] ≤ E [g(V ′t + 2ε)]. Wendet man einen Limes mit
t → +∞ auf diese Ungleichung an, so bekommt man eine stochastische Ungleichung
zwischen den stationären Verteilungen von V und V ′. Dies bedeutet, dass wir, in einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum, zwei Zufallsvariablen V0 und V ′0 erkennen können,
die unabhängig vom Lévy-Prozess L sind und gemäÿ der stationären Verteilungen der
entsprechenden Prozessen verteilt sind, so dass V0 ≤ V ′0 + 2ε. Durch Wiederholen des
oberen Arguments, erkennt man, dass die Ungleichung Vt ≤ V ′t + 2ε fast sicher ∀ t > 0
beibehalten wird, auch für die stationären Prozessen. Es folt

E

[(∫ h

0

Vtdt

)q/2]

≤ E

[(∫ h

0

[V ′t + 2ε]dt

)q/2]
≤ 2

q
2
−1

[
E

[(∫ h

0

V ′t dt

)q/2]
+ (2εh)q/2

]
. (68)

Da

A(q) = lim sup
h→0

logE

[(∫ h
0
Vtdt

)q/2]
log h

, (69)

und

A′(q) = lim
h→0

logE

[(∫ h
0
V ′t dt

)q/2]
log h

≤ q

2
, (70)

nach (68) erhalten wir
A(q) ≥ A′(q).

In dem die Rollen von V und V ′ ausgetauscht werden, erhalten wir A(q) = A′(q). Die
Existenz des Limes (70), welches sich aus der Proposition 4.6 ergibt, impliziert darüber
hinaus, dass auch (69) ein Limes besitzt.
Die erste Verlängerung des Theorems 4.4 ist somit erlangt ,da A′(q) gegeben ist durch
4.6.
Die zweite Erweiterung wird in dieser Arbeit nicht bewiesen. Einige Argumente von

diesem Teil des Beweises �ndet man in [10], [11] und [13].
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