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4.2 Residuum der äußeren Entwicklung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.3 Residuum der ε1-Sakla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.4 Residuum der ε2-Sakla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.5 Randresiduum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5 Stabilität 29
5.1 Berechnung des Fundamentalsystems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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6.3.1 Validierung auf äquidistantem Gitter . . . . . . . . . . . . . . 74

i



ii Inhaltsverzeichnis

6.3.2 Lösungsplots auf Shishkingittern . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Literaturverzeichnis 79



1 Einleitung

Wir betrachten lineare, stationäre Reaktions-Konvektions-Diffusionsprobleme der
Bauart

−EεU′′ + BU′ + AU = F in Ω, (1.1a)

mit konstanten Koeffizienten auf dem offenen Intervall Ω = (0, 1). A,B und Eε

seien reguläre, reellwertige 2 × 2-Matrizen und die Funktionen der reellwertigen,
rechten Seite F := (F1,F2)T seien hinreichend glatt. Eε := diag(ε1, ε2) sei dabei
eine Diagonalmatrix mit sehr kleinen Einträgen 0 < ε1 � ε2 � 1. Gesucht wird
eine reelle, vektorwertige Funktion U als Lösung von (1.1a), die folgende Dirichlet-
Randbedingungen erfüllt:

U(0) = U(1) = 0. (1.1b)

Wir werden im Folgenden Systeme der Form (1.1a) in Hinblick auf ihre Stabilität
untersuchen. Solche Stabilitätsanalysen wurden u. a. ohne Konvektionsterm, d. h.
für B = 0, in [6] mit Hilfe asymptotischer Entwicklungen und der Möglichkeit, ε1

wesentlich kleiner als ε2 zu wählen, sowie in [4, Abschnitt 3.3] unter Verwendung
der Greenschen Funktion und ε1 = ε2 durchgeführt. Schwach gekoppelte Systeme, in
welchen B eine Diagonalmatrix ist, wurden bereits in [4, Abschnitt 3.4.2] untersucht.
Stark gekoppelte Systeme mit Parameterwahl ε1 = ε2 wurden in [4, Abschnitt 3.4.3]
und in [9] behandelt. Das Verhalten der Lösung stark gekoppelter Systeme im Fall
0 < ε1 � ε2 � 1 wurde zwar in [9, Bemerkung 2.6] angedacht, aber noch nicht
vollständig analysiert. Die vorliegende Arbeit widmet sich nun der Stabilitätsanaly-
se dieser offenen Frage auf Basis einer asymptotischen Entwicklung.

Der Vollständigkeit halber werden an dieser Stelle noch ein paar Grundlagen und
Begriffe erklärt, die in weiterer Folge immer wieder verwendet werden. Die Para-
meter ε1 und ε2 werden als Störparameter bezeichnet. Eine Differentialgleichung
(DGL) mit solchen Störparametern heißt gestörte DGL oder gestörtes Problem. Der
Störparameter kann prinzipiell jeder beliebige Paramter einer DGL oder auch die
rechte Seite f sein. Welcher Parameter als Störung bezeichnet wird, hängt davon ab,
welcher Grenzfall betrachtet wird. Wir interessieren uns für den Fall ε1 = ε2 = 0.
Zur Identifikation des Grenzproblems wird formal Eε = 0 gesetzt. Dieses lautet
folglich:

BU′ + AU = F in Ω. (1.2)

Weil ε1 und ε2 sehr klein sind, repräsentieren sie den Einfluss von fast vernachlässig-
baren physikalischen Größen auf das Grenzproblem. Dabei wird zwischen regulären
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2 1 Einleitung

und singulären Störungen des Grenzproblems unterschieden. Ein wesentliches Merk-
mal von singulären Störungen ist, dass sich das Verhalten der Lösung der DGL im
Grenzfall komplett verändert. Eine Möglichkeit den Unterschied zu charakterisieren,
gibt [4, Definition 1.1]:

Definition 1.1. Sei B ein Funktionenraum mit Norm ‖ · ‖B. Sei D ⊂ Rd ein
Parameterbereich für d ∈ N. Die stetige Funktion u : D → B, ε 7→ uε heißt regulär
für ε→ ε∗ ∈ ∂D wenn es eine Funktion u∗ ∈ B gibt, sodass:

lim
ε→ε∗

‖uε − u∗‖B = 0.

Andernfalls heißt u singulär für ε→ ε∗.
Sei (Pε) ein Problem mit Lösung u(ε) ∈ B für alle ε ∈ D. Wir nennen (Pε) singulär
gestört für ε→ ε∗ ∈ ∂D in der Norm ‖ · ‖B, falls u singulär für ε→ ε∗ ist.

Bemerkung. Definition 1.1 ist abhängig von der verwendeten Norm. Die skalare DGL

− εu′′ + u′ + u = 1 in Ω, u(0) = u(1) = 0, (1.3)

besitzt z. B. folgende Lösung für ε > 0:

u(x, ε) =
e−1/ε − e−x/ε

1− e−1/ε
+ 1− x. (1.4)

Die Lösung erfüllt u ∈ C2(0, 1) ∩ C[0, 1]. Wegen

lim
x→0

lim
ε→0

u(x, ε) = 1 6= 0 = lim
ε→0

lim
x→0

u(x, ε),

ist diese DGL singulär gestört in der C0-Norm und der L∞-Norm. Das gilt jedoch
nicht für die L2-Norm. Die Funktion u∗ : x 7→ 1− x erfüllt nämlich

‖uε − u∗‖L2 = O(ε
1/2).

Bezüglich der L2-Norm ist die DGL also regulär gestört.

Bemerkung. Störungen in den höchsten Ableitungen sind oft ein Indiz dafür, dass ein
Problem singulär gestört ist. Denn im Grenzfall wird in solchen Fällen die Ordnung
der Differentialgleichung reduziert. Im Allgemeinen existiert für das Grenzproblem
deswegen keine Lösung mehr, die allen Randwerten genügt, ohne dass sich die Ge-
stalt der Lösung wesentlich ändert.

Die Lösung (1.4) von (1.3) enthält exponentielle Terme. Diese ändern sich selbst
sowie auch ihre Ableitungen in der Nähe der Intervallgrenze x = 0 für kleine Pa-
rameter ε sehr schnell. Die Länge des Intervalls, auf dem das passiert, geht für
ε→ 0 gegen Null. Die Bereiche, in denen dieses Phänomen auftritt, werden Grenz-
schichten genannt und diese Eigenschaft der Lösung wird als Grenzschichtverhalten
bezeichnet. Diese Thematik wird z. B. in [8, Abschnitt 8.2] genauer studiert. Für die
Längenangabe der Grenzschichten wird oft das folgende Landausche Ordnungssym-
bol verwendet:
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Definition 1.2 (groß-Oh). Es seien I ⊂ R und zwei reellwertige Funktionen f(x)
und g(x) für x ∈ I gegeben. Dann schreibt man:

f(x) = O(g(x)), x ∈ I,

falls eine Konstante K > 0 existiert, sodass:

|f(x)| ≤ K|g(x)|, für alle x ∈ I.





2 Modellproblem

2.1 Definition und Voraussetzungen

Seien

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
,

reguläre, reellwertige 2× 2 Matrizen. Seien

Eε =

(
ε1 0
0 ε2

)
und F =

(
F1

F2

)
,

wobei ε1 und ε2 > 0 sehr kleine Parameter mit 0 < ε1 � ε2 � 1 sind und F1, F2

stetige, M1-mal differenzierbare, reellwertige Funktionen im abgeschlossenen Inter-
vall Ω = [0, 1] bezeichnen, also F1, F2 ∈ CM1(Ω). Außerdem existieren Konstanten
CFi > 0 für i ∈ {1, 2}, sodass für M1 ∈ N := {0, 1, 2, . . . } gilt:

||F(n)
i ||L2(Ω) ≤ CFi , n ≤M1 + 1.

Wir betrachten das folgende Modellproblem: Finde eine vektorwertige Funktion Z
als Lösung der Gleichung

−EεZ′′(x) + BZ′(x) + AZ(x) = F(x), x ∈ Ω, (2.1)

wobei Z die folgenden Randbedingungen erfüllt:

Z(0) = Z(1) = 0. (2.2)

Wir fordern die Existenz einer LDU-Zerlegung für B. Das heißt, es existieren eine
Diagonalmatrix D, eine untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix V,
sodass

B = LDV =

(
1 0
l21 1

)(
d1 0
0 d2

)(
1 v12

0 1

)
.

Dabei sollen alle Diagonaleinträge von L und V gleich eins sein, l21, v12 ∈ R und
d1, d2 ∈ R \ {0}. Mit der Wahl U := VZ, ergibt sich aus (2.1)

−EεV−1U′′(x) + LDU′(x) + AV−1U(x) = F(x),

und damit

−L−1EεV−1U′′(x) + DU′(x) + L−1AV−1U(x) = L−1F(x).

5



6 2 Modellproblem

Die Definitionen Ẽε := L−1EεV−1, Ã := L−1AV−1 und F̃ := L−1F vereinfachen
die Notation der obigen Gleichung:

Lε(U)(x) := −ẼεU′′(x) + DU′(x) + ÃU(x) = F̃(x), x ∈ Ω, (2.3)

mit den homogenen Randbedingungen:

U(0) = U(1) = 0. (2.4)

Die Störung Ẽε wird nicht mehr durch eine Diagonalmatrix beschrieben, sondern ist
von der folgenden Form:

Ẽε =

(
1 0
−l21 1

)(
ε1 0
0 ε2

)(
1 −v12

0 1

)
= ε2

(
ε1

ε2

)(
1 −v12

−l21 v12l21

)
+ ε2

(
0 0
0 1

)
.

Wegen der Annahme 0 < ε1 � ε2 � 1 werden Grenzschichten der Länge O(ε1) und
O(ε2) an den Intervallgrenzen von Ω erwartet. Im weiteren Verlauf wird gezeigt,
dass die zu (2.1) äquivalente Formulierung in (2.3) den Vorteil bietet, dass bereits
von den Vorzeichen von d1 und d2 abgelesen werden kann, wo die Grenzschichten
auftreten. Die Grenzschicht in der ε1-Skala wird demnach durch d1 und jene in der
ε2-Skala durch d2 festgelegt. In beiden Fällen bewirkt ein negatives Vorzeichen eine
Grenzschicht am linken und ein positives Vorzeichen eine Grenzschicht am rechten
Intervallrand von Ω.

Im Prinzip können also zwei verschieden Fälle auftreten. Entweder haben d1 und
d2 gleiche Vorzeichen und damit treten beide Grenzschichten an derselben Intervall-
grenze auf. Oder sie haben verschiedene Vorzeichen und damit existiert sowohl an
der linken als auch an der rechten Intervallgrenze eine Grenzschicht. Um das Grenz-
problem zu identifizieren, werden in (2.3) die Störparameter ε1 und ε2 formal gleich
Null gesetzt:

Definition 2.1 (Grenzproblem). Seien D, Ã und F̃ wie in (2.3) angenommen. Das
Grenzproblem von (2.3) ist folgendermaßen gegeben:

L0(U)(x) := DU′(x) + ÃU(x) = F̃(x), x ∈ Ω, (2.5)

mit den von d1 und d2 abhängigen Randbedingungen (U := (u1, u2)T ):

u1(1) = u2(1) = 0, falls d1, d2 < 0, (2.6a)

u1(0) = u2(0) = 0, falls d1, d2 > 0, (2.6b)

u1(1) = u2(0) = 0, falls d1 < 0, d2 > 0, (2.6c)

u1(0) = u2(1) = 0, falls d1 > 0, d2 < 0. (2.6d)
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Bemerkung. Die Grenzgleichung (2.5) ist nur noch von erster Ordnung. Deshalb
können die Randbedingungen aus (2.2) i.A. nicht mehr alle erfüllt werden. In welcher
Form diese in Definition 2.1 gefordert werden, hängt von den Grenzschichten ab. An
jener Intervallgrenze, an der keine Grenzschicht zur Fehlerkorrektur zur Verfügung
steht, wird die Randbedingung gefordert.

Voraussetzung 2.2. Das Grenzproblem zusammen mit der jeweiligen Randbedin-
gung gemäß Definition 2.1 sei eindeutig lösbar. Die beiden Eigenwerte ν1 und ν2

von D−1Ã seien reell und es gelte ν1 6= ν2. Mit den dazugehörigen Eigenvektoren V1

und V2 von D−1Ã, lautet die homogene Lösung mit einem eindeutig bestimmbaren
c = (c1, c2)T ∈ R2:

U(x) = (V1, V2)diag(eν1x, eν2x)c, x ∈ Ω,

wobei V1 = (V1,1, V1,2)T und V2 = (V2,1, V2,2)T .





3 Asymptotische Entwicklung

3.1 Formaler Ansatz

Im Folgenden wird nur der Fall (2.6c) exemplarisch betrachtet, d. h. die Grenzschicht
in der ε1-Skala befindet sich an der linken, die der ε2-Skala an der rechten Intervall-
grenze. Die anderen Fälle führen nach analogen Überlegungen auch auf eine formal
asymptotische Entwicklung der selben Bauart.

Für die erwartete Grenzschicht am linken Intervallrand wird die skalierte Variable
x̂ = x/ε1 und für jene am rechten Intervallrand x̃ = (1 − x)/ε2 eingeführt. Damit
lautet der formale Ansatz für die Lösung U:

U(x) ∼
∞∑
i=0

∞∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j [
Ui,j(x) + Ũi,j(x̃) + Ûi,j(x̂)

]
. (3.1)

Der Ansatz (3.1) wird in die Differentialgleichung (2.3) eingesetzt. Unter der for-
malen Annahme, dass die Skalen separiert werden können, d. h. dass x, x̃ und x̂
unabhängig voneinander betrachtet werden können, folgt:

∞∑
i=0

∞∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j [
−ẼεU′′i,j + DU′i,j + ÃUi,j

]
= F̃, (3.2a)

∞∑
i=0

∞∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j [
− 1

ε2
2

Ẽε(Ũi,j)
′′ − 1

ε2
D(Ũi,j)

′ + ÃŨi,j

]
= 0, (3.2b)

∞∑
i=0

∞∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j [
− 1

ε2
1

Ẽε(Ûi,j)
′′ +

1

ε1
D(Ûi,j)

′ + ÃÛi,j

]
= 0. (3.2c)

Das Vorzeichen des Termes der ersten Ableitung in den Gleichungen (3.2b) und
(3.2c) stammt aus der Verwendung der Kettenregel. Die Komponenten von Ui,j

werden mit u1
i,j und u2

i,j usw. bezeichnet, d. h.:

Ui,j =

(
u1
i,j

u2
i,j

)
, Ũi,j =

(
ũ1
i,j

ũ2
i,j

)
, Ûi,j =

(
û1
i,j

û2
i,j

)
.

Des Weiteren seien F̃0,0 := F̃ und F̃i,j := 0 , falls (i, j) 6= (0, 0). Damit lässt sich F̃
wie folgt als Summe interpretieren:

F̃ =
∞∑

i,j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
F̃i,j .

9



10 3 Asymptotische Entwicklung

Ein Koeffizientenvergleich der Gleichungen (3.2) nach den Potenzen von ε2 und ε1/ε2

liefert:

−
(

u1
i−1,j−1 − v12u

2
i−1,j−1

v12l21u
2
i−1,j−1 − l21u

1
i−1,j−1 + u2

i−1,j

)′′
+ DU′i,j + ÃUi,j = F̃i,j , (3.3a)

−
(

ũ1
i,j−1 − v12ũ

2
i,j−1

l21v12ũ
2
i,j−1 − l21ũ

1
i,j−1 + ũ2

i,j

)′′
−D(Ũi,j)

′ + ÃŨi−1,j = 0, (3.3b)

−
(

û1
i,j − v12û

2
i,j

l21v12û
2
i,j − l21û

1
i,j + û2

i,j+1

)′′
+ D(Ûi,j)

′ + ÃÛi−1,j−1 = 0, (3.3c)

wobei eine Funktion Ui,j , Ûi,j oder Ũi,j Null gesetzt wird, wenn i < 0 oder j < 0.
Bis jetzt wurde nur eine formale Lösung U betrachtet, ohne die Randbedingungen
(2.2) zu berücksichtigen. Deshalb fordern wir für den formalen Ansatz die Randbe-
dingungen:

Ui,j(0) + Ûi,j(0) = 0, (3.4a)

Ui,j(1) + Ũi,j(0) = 0, (3.4b)

zusammen mit den Abklingbedingungen:

Ũi,j → 0, für x̃→ +∞, (3.5a)

Ûi,j → 0, für x̂→ +∞. (3.5b)

Bemerkung. Dieser formale Ansatz ist bis jetzt nur eine Vermutung. Es ist noch
nicht klar, ob er eine gute Approximation der Lösung liefert. Satz 5.13 am Ende von
Kapitel 5 zeigt, dass er tatsächlich eine gute Wahl ist.

3.2 Rekursion

Die formale Lösung U kann durch rekursives Lösen der Gleichungen (3.3), (3.4) und
(3.5) berechnet werden. Dafür wird zuerst der Summand mit Index (0, 0) bestimmt.
Dann wird gezeigt, dass jener mit Index (i∗, j∗) berechnet werden kann, wenn bereits
alle Ui,j , Ũi,j und Ûi,j für (i, j) ∈ ([0, i∗]× [0, j∗]) \ (i∗, j∗) bekannt sind.

3.2.1 Berechnung des ersten Summanden

Im Fall i = j = 0 lautet (3.3a):

U′0,0 + D−1ÃU0,0 = D−1F̃0,0.

Diese Gleichung entspricht exakt dem Grenzproblem aus Definition 2.1 und ist we-
gen Voraussetzung 2.2 mit den Randbedingungen (2.6c) eindeutig lösbar. Mit der
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Notation aus Voraussetzung 2.2 kann die Lösung dieser Differentialgleichung für
x ∈ Ω folgendermaßen angegeben werden:

U0,0(x) = (V1, V2) diag(eν1x, eν2x)c + Upart
0,0 (x), (3.6)

wobei Upart
0,0 = (u1,part

0,0 , u2,part
0,0 )T die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung

bezeichnet. Als nächstes wird die ε2-Skala betrachtet. Aus Gleichung (3.3b) folgt:

−d1(ũ1
0,0(x̃))′ = 0,

−(ũ2
0,0(x̃))′′ − d2(ũ2

0,0(x̃))′ = 0.

Wegen der ersten Gleichung müsste für ein ζ ∈ R gelten, dass ũ1
0,0(x̃) = ζ. Damit

die Abklingbedingung (3.5a) erfüllt wird, muss also ũ1
0,0(x̃) = 0 sein. Die Lösung der

zweiten Gleichung ist für eine Konstante c3:

ũ2
0,0(x̃) = c3e

−d2x̃.

Für die ε1-Skala gilt mit dem Index (i, j) = (0,−1) wegen der zweiten Gleichung in
(3.3c):

−(ũ2
0,0(x̂))′′ = 0.

Zweimaliges Integrieren führt auf û2
0,0(x̂) = ζ1x̂ + ζ2, mit Konstanten ζ1, ζ2 ∈ R.

Eine solche Funktion erfüllt die Abklingbedingung (3.5b) nicht, die für eine Grenz-
schicht notwendig wäre. Deswegen ist û2

0,0(x̂) = 0. Aus (3.3c) ergibt sich aus der

verbleibenden Gleichung mit (i, j) = (0, 0) für die erste Komponente von Û:

−(û1
0,0)′′ + d1(û1

0,0)′ = 0.

Mit einer Konstanten c4 folgt:
û1

0,0 = c4e
d1x̂.

Um den ersten Induktionsschritt abzuschließen, müssen noch die Konstanten c3 and
c4 bestimmt werden. Das geschieht, indem u1

0,0, u
2
0,0, ũ1

0,0, ũ2
0,0, û1

0,0 und û2
0,0 in die

Randbedingungen (3.4) eingesetzt werden:

0 = u1
0,0(0) + û1

0,0(0) = c1V1,1 + c2V2,1 + u1,part
0,0 (0) + c4,

0 = u2
0,0(0) + û2

0,0(0) = c1V1,2 + c2V2,2 + u2,part
0,0 (0),

0 = u1
0,0(1) + ũ1

0,0(0) = c1V1,1e
ν1 + c2V2,1e

ν2 + u1,part
0,0 (1),

0 = u2
0,0(1) + ũ2

0,0(0) = c1V1,2e
ν1 + c2V2,2e

ν2 + u2,part
0,0 (1) + c3.

Die mittleren beiden Gleichungen entsprechen genau den Randbedingungen aus
(2.6c). Diese wurden bereits behandelt und damit ist c = (c1, c2)T ja bereits be-
kannt. Die verbleibenden Konstanten c3 und c4 können nun einfach ausgerechnet
werden. Damit ist der erste Summand mit Index (0, 0) der asymptotischen Entwick-
lung aus (3.1) bestimmt.
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3.2.2 Berechnung der Summanden mit Indizes (i, j) 6= (0,0)

Alle weiteren Summanden können ziemlich ähnlich zum Summanden mit Index (0, 0)
erhalten werden. Es ändern sich nur die Partikulärteile der Lösungen. Hier geht die
Annahme, dass Summanden mit negativen Indizes gleich Null sein müssen, wesent-
lich ein. Sie stellt nämlich sicher, dass in Gleichung (3.7) keine unbekannten Terme
auftreten. Für diesen Schritt wird also (i∗, j∗) 6= (0, 0) gewählt und angenommen,
dass bereits alle u1

i,j , u
2
i,j , ũ

1
i,j , ũ

2
i,j , û

1
i,j und û2

i,j für alle (i, j) ∈ ([0, i∗]×[0, j∗])\(i∗, j∗)
berechnet worden sind. Aus der Rekursionsbedingung (3.3a) folgt:

DU′i∗,j∗ + ÃUi∗,j∗ =

(
u1
i∗−1,j∗−1 − v12u

2
i∗−1,j∗−1

v12l21u
2
i∗−1,j∗−1 − l21u

1
i∗−1,j∗−1 + u2

i∗−1,j∗

)′′
. (3.7)

Die homogene Gleichung ist dieselbe, wie jene mit Index (i, j) = (0, 0), aber sie muss
wegen (3.4) anderen Randbedingungen genügen:

u1
i∗,j∗(1) = −ũ1

i∗,j∗(0), u2
i∗,j∗(0) = −û2

i∗,j∗(0). (3.8)

Die Paare aus Eigenwerten und normierten Eigenvektoren von D−1Ã werden wie in
Voraussetzung 2.2 mit (ν1, V1) und (ν2, V2) bezeichnet. Damit lautet die Lösung der
Gleichung folgendermaßen:

Ui∗,j∗ = (V1, V2) diag(eν1x, eν2x)c + Upart
i∗,j∗ , (3.9)

wobei c = (c1, c2)T ∈ R2 und Upart
i∗,j∗ = (u1,part

i∗,j∗ , u
2,part
i∗,j∗ )T eine Lösung der inhomo-

genen Differentialgleichung darstellt. Der Vektor c kann bestimmt werden, weil die
Randbedingungen an den selben Intervallgrenzen wie in Voraussetzung 2.2 gefordert
werden. Deshalb ist die Invertierbarkeit der folgenden Matrix gewährleistet:(

V1,1e
ν1 V2,1e

ν2

V1,2 V2,2

)
.

Also können c1 und c2 eindeutig aus dem homogenen Anteil der Lösung bestimmt
werden: (

c1

c2

)
= −

(
V1,1e

ν1 V2,1e
ν2

V1,2 V2,2

)−1(
ũ1
i∗,j∗(0)

û2
i∗,j∗(0)

)
. (3.10)

Für die ε2-Skala folgt mit Hilfe von (3.3b):

d1(ũ1
i∗,j∗)

′ = −(ũ1
i∗,j∗−1)′′ + v12(ũ2

i∗,j∗−1)′′ + ã11ũ
1
i∗−1,j∗ + ã12ũ

2
i∗−1,j∗ .

Integration führt auf:

ũ1
i∗,j∗(x̃) =

1

d1

∫ ∞
x̃

[
−(ũ1

i∗,j∗−1)′′ + v12(ũ2
i∗,j∗−1)′′

+ ã11ũ
1
i∗−1,j∗ + ã12ũ

2
i∗−1,j∗

]
dξ, (3.11)
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wobei alle Funktionen, die im Integral auftreten, bereits aus vorhergehenden Schrit-
ten bekannt sind. Die erste Komponente von Ũi∗,j∗ kann also berechnet werden. Für
die zweite Komponente folgt ebenfalls aus Gleichung (3.3b):

(ũ2
i∗,j∗)

′′ + d2(ũ2
i∗,j∗)

′ = l21(ũ1
i∗,j∗−1)′′ − l21v12(ũ2

i∗,j∗−1)′′

+ ã21(ũ1
i∗−1,j∗) + ã22(ũ2

i∗−1,j∗),

wobei die Funktionen der rechten Seite bereits aus vorherigen Berechnungen bekannt
sind. Mit einer reellen Konstanten c3 lautet die Lösung:

ũ2
i∗,j∗ = c3e

−d2x̃ + ũ2,part
i∗,j∗ ,

wobei ũ2,part
i∗,j∗ die partikuläre Lösung bezeichnet. Wegen (3.3c) gilt für die zweite

Komponente der ε1-Skala mit (i, j) = (i∗, j∗ − 1):

û2
i∗,j∗(x̂) =

∫ ∞
x̂

∫ ∞
ξ

d2(û2
i∗,j∗−1)′ − l21v12(û2

i∗,j∗−1)′′ + l21(û1
i∗,j∗−1)′′

+ ã21(û1
i∗−1,j∗−2) + ã22(û2

i∗−1,j∗−2)dτdξ. (3.12)

Alle Funktionen im Integranden sind bereits aus vorangegangenen Schritten bekannt.
Also gibt es keine Probleme bei der Berechnung von û2

i∗,j∗ . Mit (i, j) = (i∗, j∗) liefert
(3.3c) für die erste Komponente:

−(û1
i∗,j∗)

′′ + d1(û1
i∗,j∗)

′ = −v12(û2
i∗,j∗)

′′ − ã11(û1
i∗−1,j∗−1)− ã12(û2

i∗−1,j∗−1).

Die Lösung davon sieht mit einer reellen Konstanten c4 folgendermaßen aus:

û1
i∗,j∗ = c4e

d1x̂ + û1,part
i∗,j∗ ,

wobei û1,part
i∗,j∗ wieder eine partikuläre Lösung benennt. Die Konstanten c1, c2, c3 und

c4 werden analog wie im ersten Schritt wieder aus den Randbedingungen (3.4) be-
rechnet:

0 = c1V1,1 + c2V2,1 + u1,part
i∗,j∗ (0) + c4 + û1,part

i∗,j∗ (0),

0 = c1V1,2 + c2V2,2 + u2,part
i∗,j∗ (0) + û2

i∗,j∗(0),

0 = c1V1,1e
ν1 + c2V2,1e

ν2 + u1,part
i∗,j∗ (1) + ũ1

i∗,j∗(0),

0 = c1V1,2e
ν1 + c2V2,2e

ν2 + u2,part
i∗,j∗ (1) + c3 + ũ2,part

i∗,j∗ (0).

Dass aus den mittleren beiden Gleichungen eindeutig c1 und c2 bestimmt werden
können, wurde bereits in (3.10) behandelt. Die Konstanten c3 und c4 können nun
wieder, wie im Fall (i, j) = (0, 0), einfach ausgerechnet werden. Auf diese Weise
können nacheinander alle gewünschten Summanden der formalen Potenzreihe be-
stimmt werden.





4 Residuum

Sei U die exakte Lösung der Differentialgleichung (2.3). Seien M1, M2 ∈ N \ {0},
M := (M1,M2) und

UM :=

M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
Ui,j , (4.1)

ÛM :=

M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
Ûi,j , (4.2)

ŨM :=

M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
Ũi,j , (4.3)

wobei Ui,j . Ûi,j und Ũi,j die in Kapitel 3 bestimmten Rekursionsterme bezeichnen.
Die Differenz zwischen der exakten Lösung und der asymptotischen Entwicklung bis
zum Index M wird mit RM (x) = (r1(x), r2(x))T bezeichnet, folglich gilt:

U(x) = UM (x) + ŨM (x̃) + ÛM (x̂) + RM (x).

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, das Residuum Lε(RM ) abzuschätzen:

Lε(RM ) = Lε(U−UM )− Lε(ŨM )− Lε(ÛM ). (4.4)

Wegen der Linearität von Lε können die Terme auf der rechten Seite getrennt be-
trachtet werden. Zur Abschätzung des Residuums werden als erstes Regularitäts-
aussagen über die Terme der Rekursion gemacht.

4.1 Regularität von UM , ÛM und ŨM

Für die gewünschten Regularitätsaussagen werden einige Überlegungen zur Lösung
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer speziellen rechten Seite benö-
tigt:

Lemma 4.1. Seien j ≥ 0, d ∈ R\{0} und κl ∈ R für l = 1, . . . , j−1 gegeben. Dann
ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung:

−u′′(x) + du′(x) =

j−1∑
l=0

κlx
ledx,

15
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gegeben durch:

u(x) =

j∑
l=0

κ̃lx
ledx + k,

wobei κ̃l ∈ R, l = 1, . . . , j und k ∈ R geeignete Konstanten sind, die von den gefor-
derten Randbedingungen abhängen.

Beweis. Diese Behauptung wird mittels Variation der Konstanten nachgerechnet.
Eine homogene Lösung dieser Differentialgleichung lautet uhom(x) = cedx, für ein
geeignetes c ∈ R. Damit wird eine partikuläre Lösung upart(x) folgendermaßen an-
gesetzt:

u(x) = c(x)edx,

u′(x) = c′(x)edx + c(x)dedx,

u′′(x) = c′′(x)edx + 2c′(x)dedx + d2c(x)edx.

Der Ansatz wird in die Differentialgleichung eingesetzt:

−c′′(x)edx − c′(x)dedx =

j−1∑
l=0

κlx
ledx.

Nun wird c′ = p substituiert:

−p′(x)edx − p(x)dedx =

j−1∑
l=0

κlx
ledx.

Diese Differentialgleichung hat als homogene Lösung phom(x) = c̃e−dx für ein geeig-
netes c̃ ∈ R. Eine partikuläre Lösung wird wieder mittels Variation der Konstanten
bestimmt. Der Ansatz für die partikuläre Lösung ppart(x) lautet:

ppart(x) = c̃(x)e−dx,

p′part(x) = c̃′(x)e−dx − dc̃(x)e−dx.

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich:

−c̃′(x) =

j−1∑
l=0

κlx
ledx.

Durch partielle Integration erhält man c̃(x):

c̃(x) = −
x∫

0

j−1∑
l=0

κlτ
ledτdτ =

j−1∑
l=0

κ̂lx
ledx.
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Damit lautet p:

p(x) = phom(x) + ppart(x) = c̃e−dx +

j−1∑
l=0

κ̂lx
l.

Durch Rücksubstitution erhält man c:

c(x) =

x∫
0

p(τ)dτ =

x∫
0

c̃e−dx +

j−1∑
l=0

κ̂lx
ldτ = ˜̃ce−dx +

j−1∑
l=0

ˆ̂κlx
l+1.

Somit ist eine Lösung gegeben durch:

u(x) = uhom + upart(x) = cedx + ˜̃c+

j∑
l=1

ˆ̂κl−1x
ledx =

j∑
l=0

κ̃lx
ledx + ˜̃c,

wobei sich die Konstanten aus den Randbedingungen ergeben.

Lemma 4.2. Seien [0,M1], [0,M2] ⊂ N und i ∈ [0,M1], j ∈ [0,M2]. Dann gilt für
Ûi,j aus (4.2):

û1
i,j(x̂) =

j∑
l=0

κ1
l x̂
led1x̂,

û2
i,j(x̂) =

j−1∑
l=0

κ2
l x̂
led1x̂,

wobei die Konstanten κ1
l und κ2

l sowohl von i und j, als auch von F̃ und seinen
Ableitungen abhängen.

Bemerkung. Die Abhängigkeiten der Konstanten aus Lemma 4.2 von F̃ und seinen
Ableitungen, kommen von den Randbedingungen. Der Einfluss von F̃ und seinen
Ableitungen auf U wird durch die Rekursionsbedingung (3.3a) bestimmt. Wegen
der Forderung (3.4) überträgt sich diese Abhängigkeit von U auch auf Û.

Beweis. Als erstes wird durch Induktion in j gezeigt, dass für alle i, j ∈ N gilt:

−(û1
i,j(x̂))′′ + d1(û1

i,j(x̂))′ =

j−1∑
l=0

κ̃1
l x̂
led1x̂, (4.5)

û2
i,j(x̂) =

j−1∑
l=0

κ̃2
l x̂
led1x̂, (4.6)

wobei κ̃1
l ∈ R und κ̃2

l ∈ R für alle l von i, j und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängen.
Die angegebene Behauptung folgt daraus unmittelbar mit Hilfe von Lemma 4.1. Sei
also j = 0, dann gilt laut Bedingung (3.3c):

û2
i,0(x̂) = 0, ∀i ≥ 0.



18 4 Residuum

Damit folgt für die erste Komponente ebenfalls aus (3.3c):

−(û1
i,0(x̂))′′ + d1(û1

i,0(x̂))′ = v12(û2
i,0(x̂))′′ = 0, ∀i ≥ 0.

Für û1
i,0(x̂) wird keine partikuläre Lösung benötigt. Die homogene Lösung lautet:

û1
i,0(x̂) = κed1x̂, ∀i ≥ 0.

Der Induktionsanfang ist also gezeigt und daraus folgt unmittelbar die gewünschte
Abschätzung. Für den Induktionsschritt wird ein j > 0 gewählt und angenommen,
dass (4.5) und (4.6) für j − 1 und j − 2 als Induktionsvoraussetzung stimmen. Das
funktioniert auch für j = 1, weil in Abschnitt 3.1 die Funktionen Ûi,j gleich null
angenommen wurden, falls i oder j negativ sind. Für die zweite Komponente gilt
für alle i ≥ 0 wegen der zweiten Zeile von (3.3c) für (4.6) mit geeigneten Konstanten
κ̃2
l , l = 0, . . . , j − 1:

û2
i,j(x̂) = −l21v12(û2

i,j−1) + l21(û1
i,j−1) +

∫ ∞
x̂

d2(û2
i,j−1)dξ

+

∫ ∞
x̂

∫ ∞
ξ

ã21(û1
i−1,j−2) + ã22(û2

i−1,j−2)dτdξ =

j−1∑
l=0

κ̃2
l x̂
led1x̂.

Die erste Zeile von (3.3c) gibt für die erste Komponente û1
i,j für alle i ≥ 0:

−(û1
i,j)
′′ + d1(û1

i,j)
′ = −v12(û2

i,j)
′′ − ã11(û1

i−1,j−1)− ã12(û2
i−1,j−1)

=

j−1∑
l=0

κ1
l x̂
led1x̂,

wobei κ1
l , l = 0, . . . , j− 1 geeignete Konstanten sind. Damit ist (4.5) gezeigt. Wegen

Lemma 4.1 gilt mit geeigneten κ̃1
l , l = 1, . . . , j:

û1
i,j(x̂) =

j∑
l=0

κ̃1
l x̂
led1x̂, ∀i ≥ 0.

Lemma 4.3. Seien [0,M1], [0,M2] ⊂ N und i ∈ [0,M1], j ∈ [0,M2]. Dann gilt für
Ũi,j aus (4.3):

ũ1
i,j(x̃) =

j−1∑
l=0

c1
l x̃
le−d2x̃,

ũ2
i,j(x̃) =

j∑
l=0

c2
l x̃
le−d2x̃,

wobei die Konstanten c1
l und c2

l sowohl von i und j, als auch F̃ und seinen Ablei-
tungen abhängen.
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Beweis. Die Aussagen über Ũ können analog zu jenen über Û in Lemma 4.2 herge-
leitet werden.

Lemma 4.4. Seien [0,M1], [0,M2] ⊂ N und i ∈ [0,M1], j ∈ [0,M2]. Dann gilt für
Ui,j aus (4.1):

|Ui,j(x)| ≤ Ci,j ,
|U′i,j(x)| ≤ Ci,j ,
|U′′i,j(x)| ≤ Ci,j ,

wobei die Konstanten Ci,j von i, j und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängen.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Für (i, j) = (0, 0) betrachte (3.6). Der
homogene Anteil der Lösung ist null, weil die gegebenen Randbedingungen gleich
null sind und von den Randschichten kein Beitrag dazukommt. Wie später noch in
Lemma 5.10 mittels Variation der Konstanten gezeigt wird, kann der partikuläre
Anteil folgendermaßen angegeben und dann mit der Hölderschen Ungleichung ab-
geschätzt werden:

Upart
0,0 (x) = (V1, V2)

x∫
0

diag(eν1(x−x0), eν2(x−x0))(V1, V2)−1D−1F̃0,0dx0

≤ C‖F̃‖L1 .

Für den Schritt von i∗− 1 auf i∗ wird ein beliebiger Index (i∗, j∗) ∈ [0,M1]× [0,M2]
mit (i∗, j∗) 6= (0, 0) betrachtet und angenommen, dass die Terme Ui∗−1,j∗−1 und
Ui∗−1,j∗ der geforderten Abschätzung genügen. Die homogene Lösung Uhom

i∗,j∗ ist aus
(3.9) bekannt. Mit dem Wissen über die Wahl der Konstante C der homogenen
Lösung laut (3.10) gilt für x ∈ Ω:

∣∣∣Uhom
i∗,j∗

∣∣∣ ≤ C
∣∣∣∣∣∣(V1, V2) diag(eν1x, eν2x)

 V1,1e
ν1 V2,1e

ν2

V1,2 V2,2

−1 ũ1
i∗,j∗(0)

û2
i∗,j∗(0)

∣∣∣∣∣∣
≤ C

( ∣∣∣ũ1
i∗,j∗(0)

∣∣∣+
∣∣∣û2
i∗,j∗(0)

∣∣∣ ) ,
wobei C unabhängig von ε1 und ε2 ist. Aufgrund der rekursiven Berechnung von
ũ1
i∗,j∗ laut (3.11) folgt weiters:

∣∣ũ1
i∗,j∗(0)

∣∣ ≤ C
∣∣∣∣∣∣−(ũ1

i∗,j∗−1(0) + ũ2
i∗,j∗−1(0))′ +

∞∫
0

∣∣ũ1
i∗−1,j∗(ξ)

∣∣+
∣∣ũ2
i∗−1,j∗(ξ)

∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ .
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Und wegen (3.12) gilt Folgendes für û2
i∗,j∗ :

∣∣û2
i∗,j∗(0)

∣∣ ≤ C∣∣∣∣∣û1
i∗,j∗−1(0)− û2

i∗,j∗−1(0)

+

∞∫
0

∣∣û2
i∗,j∗−1(ξ)

∣∣ dξ +

∞∫
0

∞∫
ξ

∣∣û1
i∗−1,j∗−2(τ)

∣∣+
∣∣û2
i∗−1,j∗−2(τ)

∣∣ dτdξ∣∣∣∣∣.
Für û1

i,j , i, j ≥ 0 gilt mittels partieller Integration aufgrund von Lemma 4.2:

∞∫
x̂

|û1
i,j(ξ)|dξ ≤

j∑
l=0

κ1
l

∞∫
x̂

ξled1ξdξ =

j∑
l=0

κ1
l

l∑
n=0

(
−1

d1

)n+1 l!

(l − n)!
x̂l−ned1x̂

≤
j∑
l=0

Clx̂
led1x̂,

wobei Cl > 0 unabhängig von ε1, ε2. Ähnliche Abschätzungen gelten auch für û2
i,j

sowie die Komponenten von Ũi,j wegen Lemma 4.3. Auch für das doppelte Integral
und die einfache Differentiation kann man sich analoge Aussagen überlegen. Damit
gilt für die homogene Lösung mit einem von i, j und F̃ abhängigem C > 0:

|Uhom
i∗,j∗ | ≤ C

j∗∑
l=0

(x̂led1x̂ + x̃le−d2x̃)

∣∣∣∣∣∣
x̃=x̂=0

≤ C.

Als nächstes wird durch Induktion gezeigt, dass mit Ci,j > 0 folgende Abschätzung
für die partikuläre Lösung gilt:

|Upart
i,j (x)| ≤ Ci,j

∣∣∣∣∣(V1, V2)

x∫
0

 eν1(x−x0) 0

0 eν2(x−x0)


 d2

dx2
0

x0∫
0

 eν1(x0−x1) 0

0 eν2(x0−x1)


 d2

dx2
1

x1∫
0

 eν1(x1−x2) 0

0 eν2(x1−x2)


. . . d2

dx2
i−1

xi−1∫
0

 eν1(xi−1−xi) 0

0 eν2(xi−1−xi)


(V1, V2)−1D−1F̃dxi

]
· · ·

]
dx1

]
dx0

∣∣∣∣∣.
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Im Fall (i, j) = (0, 0) ist diese Darstellung korrekt, wie im Induktionsanfang zu sehen
ist. Für (i, j) = (i∗, j∗) lautet die Inhomogenität laut (3.3a):

U′(i∗, j∗) + D−1Ã = D−1

 u1
i∗−1,j∗−1 − v12u

2
i∗−1,j∗−1

v12l21u
2
i∗−1,j∗−1 − l21u

1
i∗−1,j∗−1 + u2

i∗−1,j∗

′′
︸ ︷︷ ︸

=:θ

.

Lemma 5.10 erlaubt folgende Darstellung der partikulären Lösung:

Upart
i∗,j∗(x) =(V1, V2)

x∫
0

 eν1(x−τ) 0

0 eν2(x−τ)

 (V1, V2)−1D−1θ′′dτ.

Die Funktionen ui,j in θ haben alle den selben Index i∗ − 1 und mit Hilfe der
Induktionsvoraussetzung gilt für C > 0:

|Upart
i∗,j∗(x)| ≤ C

∣∣∣∣∣(V1, V2)

x∫
0

 eν1(x−τ) 0

0 eν2(x−τ)

 (V1, V2)−1(V1, V2)

 d2

dτ2

τ∫
0

 eν1(τ−x0) 0

0 eν2(τ−x0)


 d2

dx2
0

x0∫
0

 eν1(x0−x1) 0

0 eν2(x0−x1)


 d2

dx2
1

x1∫
0

 eν1(x1−x2) 0

0 eν2(x1−x2)


. . . d2

dx2
i∗−2

xi∗−2∫
0

 eν1(xi∗−2−xi∗−1) 0

0 eν2(xi∗−2−xi∗−1)


(V1, V2)−1D−1F̃dxi−1

]
· · ·

]
dx0

]
dτ

∣∣∣∣∣.
Damit ist die Behauptung gezeigt. Weil eν1x und eν2x für x ∈ (0, 1) beschränkt
bleiben, gilt mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung:

|Upart
i∗,j∗(x)| ≤ C max

i=1,...,i∗
||F̃(i∗)||L1 .

Zusammenfassend bedeutet das:

|Ui∗,j∗(x)| = |Uhom
i∗,j∗(x) + Upart

i∗,j∗(x)| ≤ C,
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wobei C von i, j und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt. Die Aussagen über die
erste und zweite Ableitung von Ui,j können ähnlich überprüft werden.

4.2 Residuum der äußeren Entwicklung

Satz 4.5. Sei 0 < ε1 � ε2 � 1. Sei U die exakte Lösung von (2.3) und UM die
Entwicklung aus (4.1). Dann gilt:

‖Lε(U−UM )‖L1 ≤ CM,F̃

((
ε1

ε2

)M2+1

+ εM1+1
2

)
,

wobei C
M,F̃

von M = (M1,M2) und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt.

Beweis. Wird die Differenz U−UM in die Differentialgleichung (2.3) eingesetzt und
dann die Rekursion (3.3a) verwendet, erhält man:

Lε(U−UM ) = F̃−
M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
Lε(Ui,j)

= F̃−
M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
[
−

(
ε1 −v12ε1

−l21ε1 ε2

(
1 + v12l21

ε1
ε2

) )U′′i,j + DU′i,j + ÃUi,j

]

=

M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j [( ε1(u1
i,j − v12u

2
i,j)

ε1(−l21u
1
i,j + v12l21u

2
i,j) + ε2u

2
i,j

)′′

−
(

u1
i−1,j−1 − v12u

2
i−1,j−1

−l21u
1
i−1,j−1 + v12l21u

2
i−1,j−1 + u2

i−1,j

)′′]
.

Mit der Definition der Menge

I := {(i, j) ∈ [0,M1]× [0,M2], i = M1 ∨ j = M2},

wobei [0,M1], [0,M2] ⊂ N, kann obige Gleichung in folgender Form geschrieben
werden:

Lε(U−UM ) =
∑

(i,j)∈I

εi+1
2

(
ε1

ε2

)j+1( (u1
i,j − v12u

2
i,j)
′′

(−l21u
1
i,j + v12l21u

2
i,j)
′′

)

+

M2∑
j=0

εM1+1
2

(
ε1

ε2

)j (
0

(u2
M1,j

)′′

)
.
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Mit der Abschätzung aus Lemma 4.4 folgt daraus:

‖Lε(U−UM )‖L1 ≤ C
1∫

0

∑
(i,j)∈I

εi+1
2

(
ε1

ε2

)j+1

+

M2∑
j=0

εM1+1
2

(
ε1

ε2

)j
ds,

wobei C von M und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt. Da der Integrand nicht von
der Integrationsvariable abhängig ist, folgt schließlich mit Hilfe der geometrischen
Summenformel:

‖Lε(U−UM )‖L1 ≤ C

(ε1

ε2

)M2+1 M1∑
i=0

εi+1
2 + εM1+1

2

M2+1∑
j=0

(
ε1

ε2

)j
≤ C

M,F̃

((
ε1

ε2

)M2+1

+ εM1+1
2

)
,

wobei C
M,F̃

eine geeignete von M1, M2 und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängigen
Konstante ist.

4.3 Residuum der inneren Entwicklung in der ε1-Sakla

Als nächstes werden die inneren Entwicklungen beginnend mit jener der ε1-Skala
behandelt. An dieser Stelle sei noch einmal erwähnt, dass wegen der Bedingungen
an die Einträge von D, also d1 < 0 und d2 > 0, die Grenzschichten in der ε1-Skala
an der linken und jene in der ε2-Skala an der rechten Intervallgrenze von Ω sind.
Wenn ihr Vorzeichen entgegengesetzt wären, wären die Grenzschichten zwar an der
anderen Intervallgrenze, aber das Residuum würde analog berechnet werden.

Satz 4.6. Sei 0 < ε1 � ε2 � 1 und ÛM wie in (4.2) definiert. Weiters sei Lε der
Differentialoperator aus (2.3). Dann gilt:

‖Lε(ÛM )‖L1 ≤ CM,F̃

[
ε1ε

M1
2 +

(
ε1

ε2

)M2
]
,

wobei CM von M = (M1,M2) und F̃ sowie seien Ableitungen abhängt.

Beweis. Sei Î := {(i, j) ∈ [−1,M1 − 1] × [−1,M2 − 1]}, wobei [−1,M1 − 1] und
[−1,M2 − 1] Intervalle in Z beschreiben. Dann folgt mit x̂ = x/ε1 und der Hilfe der
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Kettenregel aus (2.3):

Lε(ÛM ) =− Ẽε d
2

dx2
ÛM (x̂) + D

d

dx
ÛM (x̂) + ÃÛM (x̂)

=− 1

ε2
1

Ẽε d
2

dx̂2
ÛM (x̂) +

1

ε1
D
d

dx̂
ÛM (x̂) + ÃÛM (x̂)

=
∑

(i,j)∈Î

εi2

(
ε1

ε2

)j − d2

dx̂2

(
û1
i+1,j+1 − v12û

2
i+1,j+1

)
+ d1

d
dx̂ û

1
i+1,j+1

l21
d2

dx̂2

(
û1
i+1,j+1 − v12û

2
i+1,j+1

)
+ d2

d
dx̂ û

2
i+1,j+1


+

M1−1∑
i=−1

M2−2∑
j=−2

εi2

(
ε1

ε2

)j ( 0
d2

dx̂2
û2
i+1,j+2

)

+

M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j ( ã11û
1
i,j + ã12û

2
i,j

ã21û
1
i,j + ã22û

2
i,j

)
.

Mit einem Blick auf (3.3c) heißt das für das Residuum:

Lε(ÛM ) =

 ∑
(i,j)∈Î1 ε

i
2

(
ε1
ε2

)j [
ã11û

1
i,j + ã12û

2
i,j

]
∑

(i,j)∈Î2 ε
i
2

(
ε1
ε2

)j [
ã21û

1
i,j + ã22û

2
i,j

]


+

M1−1∑
i=−1

εi2

(
ε1

ε2

)M2−1
(

0

l21
d2

dx̂2

(
û1
i+1,M2

− v12û
2
i+1,M2

)
+ d2

d
dx̂ û

2
i+1,M2

)
,

wobei:

Î1 := {(i, j) ∈ [0,M1]× [0,M2] : i = M1 ∨ j = M2},
Î2 := {(i, j) ∈ [0,M1]× [0,M2] : i = M1 ∨ j = M2 ∨ j = M2 − 1}.

Das Residuum wird in der L1-Norm betrachtet:

‖Lε(ÛM )‖L1

≤
1∫

0

∣∣∣∣∣∣
∑
Î1

εi2

(
ε1

ε2

)j
ā(û1

i,j + û2
i,j)

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∑
Î2

εi2

(
ε1

ε2

)j
ā(û1

i,j + û2
i,j)

∣∣∣∣∣∣
2

1
2

+

M1−1∑
i=−1

εi2

(
ε1

ε2

)M2−1 ∣∣∣∣l21
d2

dx̂2

(
û1
i+1,M2

− v12û
2
i+1,M2

)
+ d2

d

dx
û2
i+1,M2

∣∣∣∣ dx,
wobei ā := max{|aij | : i, j ∈ {1, 2}}. Für die Ableitung einer Funktion û1

i,j aus
Lemma 4.2 gilt:∣∣∣∣ ddx̂ û1

i,j

∣∣∣∣ ≤ j∑
l=0

∣∣∣κ1
l (lx̂

l−1 + dx̂l)ed1x̂
∣∣∣ ≤ j∑

l=0

|κ̂1
l |
∣∣∣x̂l∣∣∣ ed1x̂,
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wobei die κ̂1
l nach dem Zusammenfassen der x̂mit der selben Potenz geeignet gewählt

sind. Ein analoges Resultat gilt natürlich auch für die zweite Ableitung d2

dx̂2
û1
i,j und

für die ersten und zweiten Ableitungen von û2
i,j . Aus Lemma 4.2 folgt deshalb für

geeignete positive Konstanten C1 und C2, die von i, j, F̃ sowie seinen Ableitungen
abhängen:

‖Lε(ÛM )‖L1 ≤ C1

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
∑
Î1

εi2

(
ε1

ε2

)j j∑
l=0

x̂led1x̂

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∑
Î2

εi2

(
ε1

ε2

)j j∑
l=0

x̂led1x̂

∣∣∣∣∣∣
2

1
2

+ C2

M1−1∑
i=−1

εi2

(
ε1

ε2

)M2−1 M2∑
l=0

|x̂|led1x̂dx.

Nun gilt für reelle, positive x, l ∈ N, d ∈ R+, dass xle−dx → 0 für x → ∞. Da-
mit existiert für hinreichend große x eine von l abhängige Konstante Cl > 0, so-
dass xle−dx ≤ Cle−dx. Mit Hilfe der geometrischen Summation lautet schließlich die
Abschätzung:

‖Lε(ÛM )‖L1 ≤ C
1∫

0

ed1x̂

[
εM1

2

1−
(
ε1
ε2

)M2+1

1− ε1
ε2

+

(
ε1

ε2

)M2 1− εM1+1
2

1− ε2

+

(
ε1

ε2

)M2−1 1− εM1+1
2

1− ε2

+

(
ε1

ε2

)M2−1 1− εM1
2

1− ε2
+

1

ε2

(
ε1

ε2

)M2−1
]
dx

≤ C

[
εM1

2 +

(
ε1

ε2

)M2−1

+
1

ε2

(
ε1

ε2

)M2−1
]{

ed1x̂
(
d1

ε1

)−1
} 1

ε1

0

≤ C

[
ε1ε

M1
2 +

(
ε1

ε2

)M2
]
,

wobei C von M1, M2 und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt.

4.4 Residuum der inneren Entwicklung in der ε2-Skala

Satz 4.7. Sei 0 < ε1 � ε2 � 1 und ŨM wie in (4.3) definiert. Sei Lε der Differen-
tialoperator aus (2.3), dann gilt:

‖Lε(ŨM )‖L1 ≤ CM,F̃

[(
ε1

ε2

)M2+1

+ εM1+1
2

]
,

wobei C
M,F̃

von M = (M1,M2) und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt.
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Beweis. Wird der Ansatz für ŨM in die Modellgleichung (2.3) eingesetzt, erhält
man unter Verwendung der Kettenregel (x̃ = 1−x/ε2):

Lε(ŨM ) =− Ẽε d
2

dx2
ŨM (x̃) + D

d

dx
ŨM (x̃) + ÃŨM (x̃)

=− 1

ε2
2

Ẽε d
2

dx̃2
ŨM (x̃)− 1

ε2
D
d

dx̃
ŨM (x̃) + ÃŨM (x̃)

=

M1−1∑
i=−1

M2+1∑
j=1

εi2

(
ε1

ε2

)j − d2

dx̃2

[
ũ1
i+1,j−1 − v12ũ

2
i+1,j−1

]
−l21

d2

dx̃2

[
−ũ1

i+1,j−1 + v12ũ
2
i+1,j−1

] 
−
M1−1∑
i=−1

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j ( d1
d
dx̃ ũ

1
i+1,j

d2

dx̃2
ũ2
i+1,j + d2

d
dx̃ ũi+1,j

)

+

M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j ( ã11ũ
1
i,j + ã12ũ

2
i,j

ã21ũ
1
i,j + ã22ũ

2
i,j

)
.

Mit Berücksichtigung der Rekursionsbedinung (3.3b) vereinfacht sich diese Gleich-
ung zu:

Lε(ŨM ) =

M1−1∑
i=−1

εi2

(
ε1

ε2

)M2+1
 −

d2

dx̃2

(
ũ1
i+1,M2

− v12ũ
2
i+1,M2

)
−l21

d2

dx̃2

(
−ũ1

i,M2
+ v12ũ

2
i,M2

) 
+

M2∑
j=0

εM1
2

(
ε1

ε2

)j { ã11ũ
1
M1,j

+ ã12ũ
2
M1,j

ã21ũ
1
M1,j

+ ã22ũ
2
M1,j

}
.

Für ein ũ2
i,j aus Lemma 4.3 gilt mit den selben Argumenten wie im Beweis von

Lemma 4.2: ∣∣∣∣ d2

dx̃2
ũ2
i,j

∣∣∣∣ ≤ j∑
l=0

|̃cl|
∣∣∣x̃l∣∣∣ e−d2x̃.

Eine analoge Aussage erhält man auch für
∣∣∣ d2dx̃2 ũ1

i,j

∣∣∣. Damit folgt:

‖Lε(ŨM )‖L1 ≤
1∫

0

C1

M1−1∑
i=−1

εi2

(
ε1

ε2

)M2+1 d2

dx̃2

M2∑
l=0

∣∣∣clx̃le−d2x̃∣∣∣
+ C2

M2∑
j=0

εM1
2

(
ε1

ε2

)j j∑
l=0

∣∣∣clx̃le−d2x̃∣∣∣ dx̃,
wobei C1 und C2 von M1, M2 und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt. Für l ∈ N,
d ∈ R+ und hinreichend große, positive, reelle x existiert eine von l abhängige
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Konstante Cl > 0, sodass xle−d2x ≤ Cle
−d2x. Deshalb erlaubt die geometrische

Summation folgende Abschätzung:

‖Lε(ŨM )‖L1 ≤
1∫

0

C̃e−d2x̃

(ε1

ε2

)M2+1
(

1− εM1
2

1− ε2
+

1

ε2

)
+ εM1

2

1−
(
ε1
ε2

)M2+1

1−
(
ε1
ε2

)
dx̃

≤ C

[(
ε1

ε2

)M2+1

+

(
1

ε2

)(
ε1

ε2

)M2+1

+ εM1
2

]{
e−d2x̃

ε2

−d2

}1

0

≤ C

[(
ε1

ε2

)M2+1

+ εM1+1
2

]
,

wobei C von M1, M2 und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängt.

4.5 Randresiduum

Zum Schluss bleibt noch zu zeigen, dass das Residuum an den Intervallgrenzen klein
bleibt. Das folgt für 0 < ε1 � ε2 � 1 aber schon aus den Bedingungen in (3.4) und
(3.5):

Satz 4.8. Sei U die exakte Lösung von (2.3). Seien UM , ÛM und ŨM wie in (4.1),
(4.2) und (4.3) gegeben. Dann gilt an den Intervallgrenzen von Ω = (0, 1):

‖RM (0)‖L∞ ≤ Ce
− d2

ε2 ,

‖RM (1)‖L∞ ≤ Ce
d1
ε1 ,

wobei RM (x) = U(x) − (UM (x) + ÛM (x) + ŨM (x)) und C > 0 eine von M1, M2

und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängige Konstante ist.

Beweis. Betrachte die linke Intervallgrenze Null. Wegen x̃ = (1−x)/ε2, (3.4a) und
U(0) = 0 gilt:

RM (0) : = U(0)−UM (0)− ÛM (0)− ŨM ( 1
ε2

)

= −
M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j
Ui,j(0) + Ûi,j(0)︸ ︷︷ ︸

=0

+Ũi,j( 1
ε2

).

Lemma 4.3 führt auf die folgende Abschätzung:

|RM (0)| ≤
M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j ∣∣∣Ũi,j( 1
ε2

)
∣∣∣

≤ C
M1∑
i=0

M2∑
j=0

εi2

(
ε1

ε2

)j j∑
l=0

∣∣∣∣x̃le− d2
ε2

∣∣∣∣
≤ Ce−

d2
ε2 ,
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wobei C > 0 eine von M1, M2 und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängige Konstante
ist. Im Übergang zur letzten Zeile wird ausgenützt, dass für l ∈ N, d ∈ R+ und
reelle, positive x gilt, xle−dx → 0 für x → ∞. Die zweite Behauptung des Satzes
folgt analog.
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Wir möchten den Fehler RM aus (3.1) zwischen der exakten Lösung und der asymp-
totischen Entwicklung abschätzen. Dazu werden wir uns in diesem Kapitel über-
legen, dass RM durch das Residuum Lε(RM ) aus (4.4) kontrolliert werden kann.
Die bereits in Kapitel 4 durchgeführten Betrachtungen erlauben dann eine einfache
Abschätzung von RM .

5.1 Berechnung des Fundamentalsystems

5.1.1 Äquivalentes System 1. Ordnung

Betrachte das Modellproblem (2.3):

−ẼεU′′(x) + DU′(x) + ÃU(x) = F̃(x), x ∈ Ω.

Mittels der Definition
W = (w1, w2)T := ẼεU′(x), (5.1)

wird das Modellproblem in folgendes Differentialgleichungssystem 1. Ordnung um-
geschrieben: (

−I D

0 −Ẽε

)
︸ ︷︷ ︸

=:P

(
W
U

)′
+

(
0 Ã
I 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:Q

(
W
U

)
=

(
F̃
0

)
. (5.2)

Zur Berechnung der Inversen von P, wird zuerst die Inverse von Ẽε genauer betrach-
tet:

(Ẽε)−1 =

(
1
ε1

(
1 + v12l21

ε1
ε2

)
v12
ε2

l21
ε2

1
ε2

)
.

Sei Ẽ−ε := (Ẽε)−1, dann lautet die Inverse von P:

P−1 =

(
−I −DẼ−ε

0 −Ẽ−ε

)
.

Damit ist (5.2) äquivalent zu:(
W
U

)′
+

(
−DẼ−ε −Ã

−Ẽ−ε 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:S

(
W
U

)
=

(
−F̃
0

)
, (5.3)

29
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wobei:

DẼ−ε =

(
d1
ε1

(
1 + v12l21

ε1
ε2

)
d1

v12
ε2

d2
l21
ε2

d2
ε2

)
.

5.1.2 Approximation der Eigenwerte

Für die Lösung von (5.3) werden die Eigenwerte und Eigenvektoren von S benötigt.
Diese werden nicht exakt ausgerechnet. Es reicht, diese zu approximieren. Dazu wird
folgendes Lemma verwendet:

Lemma 5.1. Seien n ∈ N \ {0} und M eine komplexe n× n-Matrix mit Einträgen
mij, i, j ∈ {1, . . . , n}. Für i ∈ {1, . . . , n} sei ri =

∑
j 6=i |mij | die Summe der Absolut-

beträge der Nichtdiagonaleinträge in der i-ten Spalte. Sei Kri(mii) die abgeschlossene
Kreisscheibe mit Mittelpunkt mii und Radius ri, ein sogenannter Gerschgorin-Kreis.
Dann gilt:

i) Jeder Eigenwert der Matrix M liegt in der Vereinigung ihrer Gerschgorin-
Kreise.

ii) Falls die Vereinigung U von k Kreisen disjunkt ist mit der Vereinigung V der
anderen n− k Kreise, dann enthält U unter Berücksichtigung von Vielfachhei-
ten exakt k und V die restlichen n− k Eigenwerte von M.

Für den Beweis wird auf [1, Abschnitt 3.1.3, Seite 141ff] verwiesen. Lemma 5.1 stellt
gute Abschätzungen für die Eigenwerte einer Matrix bereit, wenn ihre Nichtdia-
gonaleinträge sehr klein sind. Das stimmt im Allgemeinen für S zwar nicht, aber
trotzdem sind die Diagonaleinträge von S gute Approximationen, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 5.2. Seien λ1, λ2, λ3 und λ4 die Eigenwerte der Matrix S aus (5.3). Dann
existiert für jedes C1 ∈ (0, |d1|) ⊂ R und jedes C2 ∈ (0, |d2|) ⊂ R ein C3 > 0 sowie
ein δ > 0, sodass für ε2 < δ und ε1/ε2 < δ gilt:

λ1 ∈ KC1|1+v12l21
ε1
ε2
|

ε1

(
−d1

ε1

(
1 + v12l21

ε1

ε2

))
, (5.4)

λ2 ∈ KC2
ε2

(
−d2

ε2

)
, (5.5)

λ3, λ4 ∈ KC3(0), (5.6)

wobei Kr(x) eine abgeschlossene Kreisscheibe mit Radius r und Mittelpunkt x be-
zeichnet.

Beweis. Sei Γ = diag(γ1, γ2, γ3, γ4) eine Diagonalmatrix mit noch zu bestimmenden
postitiven reellen Diagonaleinträgen γi, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Weil ähnliche Matrizen die
selben Eigenwerte haben, kann für die Approximation der Eigenwerte von S die
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skalierte Matrix ΓSΓ−1 herangezogen werden. In Hinblick darauf, dass das Lemma
5.1 anwgendet werden soll, muss diese Skalierung erstens so gewählt werden können,
dass die Nichtdiagonaleinträge klein im Vergleich zu den Diagonaleinträgen sind.
Zweitens müssen die Gerschgorin-Kreise der skalierten Matrix disjunkt sein. Werden
die Einträge von S mit Sij bezeichnet, dann lauten die Einträge (ΓSΓ−1)ij = γi

γj
Sij ,

i, j ∈ {1, 2, 3, 4} und folglich gilt:

ΓSΓ−1 =



−d1
ε1

(
1 + v12l21

ε1
ε2

)
−d1

γ1
γ2
v12
ε2
−γ1
γ3
ã11 −γ1

γ4
ã12

−d2
ε1
γ2
γ1
l21

ε1
ε2

−d2
ε2

−γ2
γ3
ã21 −γ2

γ4
ã22

− 1
ε1
γ3
γ1

(
1 + v12l21

ε1
ε2

)
−γ3
γ2
v12
ε2

0 0

− l21
ε1

γ4
γ1
ε1
ε2

−γ4
γ2

1
ε2

0 0


.

Bei einer genaueren Betrachtung der verschiedenen Spalten der skalierten Matrix
fällt auf, dass die Einträge der ersten Spalte alle von Größenordnung O(1/ε1), die
der zweiten Spalte O(1/ε2) und jene der letzten beiden Spalten O(1) sind, falls die
Skalierungsparameter O(1) gewählt werden. Diese Beobachtung legt die Anwendung
von Lemma 5.1 Spalte für Spalte nahe. Die Radien der Gerschgorin-Kreise der ersten
zwei Spalten von ΓSΓ−1 sind definiert durch:

r1 :=
1

ε1

(
γ2

γ1

∣∣∣∣d2l21
ε1

ε2

∣∣∣∣+
γ3

γ1

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣+
γ4

γ1

∣∣∣∣l21
ε1

ε2

∣∣∣∣) ,
r2 :=

1

ε2

(
γ1

γ2
|d1v12|+

γ3

γ2
|v12|+

γ4

γ2

)
.

Seien C1 ∈ (0, |d1|) und C2 ∈ (0, |d2|) gegeben. Die Parameter γ1, γ2, γ3 und γ4

werden nun so gewählt, dass die folgenden Gleichungen erfüllt sind:

r1 =
C1

∣∣∣1 + v12l21
ε1
ε2

∣∣∣
ε1

,

r2 =
C2

ε2
.

Mit dieser Forderung sind die Radien der Gershgorinkreise automatisch kleiner als
die Beträge der Diagonaleinträge von S, denn es gilt:

r1 =
C1

ε1

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣ < |d1|
ε1

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣ = |S11|,

r2 =
C2

ε2
<
|d2|
ε2

= |S22|.



32 5 Stabilität

Werden γ1 = γ4 = 1 gewählt, müssen γ2 und γ3 also folgenden Gleichungen genügen:

C1

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣ = γ2

∣∣∣∣d2l21
ε1

ε2

∣∣∣∣+ γ3

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣l21
ε1

ε2

∣∣∣∣ ,
C2 =

1

γ2
(|d1v12|+ γ3|v12|+ 1).

Aus der zweiten Gleichung wird γ2 ausgedrückt, in die erste Gleichung eingesetzt
und diese nach γ3 aufgelöst:

γ3

(∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣+
|d2|
C2

∣∣∣∣v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣)︸ ︷︷ ︸
=:θ

= C1

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣− |l21|
ε1

ε2

(
|d2|
C2

(|d1v12|+ 1) + 1

)
.

Der Faktor θ ist immer größer Null, denn es gilt |d2|, C2, ε1, ε2 > 0. Falls also
v12l21 = 0, verschwindet zwar der zweite Summand von θ, der erste wird aber
gleich 1. Falls v12l21 6= 0, ist der zweite Summand immer ungleich Null. Da bei-
de Summanden positiv sein müssen, ist damit auch deren Summe ungleich Null.
In jedem Fall kann durch das Dividieren durch θ der Skalierungsfaktor γ3 berech-
net werden und ist O(1). Folglich kann auch γ2 berechnet werden und ist O(1).
Mit Γ = diag(γ1, γ2, γ3, γ4) existiert also eine Matrix, die bewirkt, dass die Dia-
gonaleinträge der ersten beiden Spalten der skalierten Matrix ΓSΓ−1 die Nicht-
diagonaleinträge dominieren. Für die Anwendung von Lemma 5.1 ist noch zu zei-
gen, dass die daraus resultierenden Gerschgorin-Kreise disjunkt sind. Dazu seien
K3 := Kr3(0) bzw. K4 := Kr4(0) die Gerschgorin-Kreise die zur dritten bzw. vierten
Spalte gehören. Beide sind abgeschlossene Kreisscheiben mit Mittelpunkt Null. Das
bedeutet, dass einer der beiden Kreise im anderen enthalten sein muss. Die Radien
r3 von K3 und r4 von K4 sind

r3 =
1

γ3
(|ã11|+ γ2|ã21|), r4 = |ã12|+ γ2|ã22|.

Weil γ3, γ2 = O(1), hängt es auch von den Koeffizienten von Ã ab, ob r3 < r4

oder r4 < r3. Im Folgenden wird nur der Fall r4 < r3 und damit K4 ⊂ K3 behan-
delt, der Fall r3 < r4 folgt analog. Seien r1 und r2 wie vorhin definiert. Bezeichne
die Gerschgorinkreise K1 := Kr1(S11) und K2 := Kr2(S22), dann müssen folgende
Disjunktheitsbedingungen gefordert werden:

K1 ∩K2 = ∅, K1 ∩K3 = ∅, K2 ∩K3 = ∅. (5.7)

Die Diagonaleinträge von ΓSΓ−1 können entweder positv oder negativ sein. Da-
her werden die Beträge der Diagonaleinträge als Mittelpunkte der Kreisscheiben
gewählt. Dieses Vorgehen funktioniert sowohl wenn beide Einträge positiv oder
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negativ sind, als auch wenn sie verschiedene Vorzeichen haben. Die Bedingung
K1 ∩ K3 = ∅ muss dann nicht mehr explizit gefordert werden, weil zwischen K1

und K3 auf jeden Fall die Distanz 2r2 > 0 liegt. Aus den verbleibenden zwei Bedin-
gungen folgt die Forderung:

|S11| − r1 − (|S22|+ r2) > 0,

|S22| − r2 − (|S33|+ r3) > 0.

Mit C3 := r3 bedeutet das:

∣∣∣∣d1

ε1

(
1 + v12l21

ε1

ε2

)∣∣∣∣− C1

∣∣∣1 + v12l21
ε1
ε2

∣∣∣
ε1

−
(∣∣∣∣d2

ε2

∣∣∣∣+
C2

ε2

)
> 0,∣∣∣∣d2

ε2

∣∣∣∣− C2

ε2
− (0 + C3) > 0.

Wird die erste Ungleichung mit ε1 und die zweite mit ε2 multipliziert, dann gilt:

(|d1| − C1)

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣− ε1

ε2
(|d2|+ C2) > 0, (5.8)

|d2| − C2 − ε2C3 > 0. (5.9)

Aus der Ungleichung (5.9) folgt unmittelbar die Schranke für ε2:

|d2| − C2

C3
> ε2.

Für die Bestimmung der Schranke für ε1/ε2 wird die Annahme 1 > ε1/ε2|v12l21| ge-
troffen. Diese Annahme bedeutet keine Einschränkung, wie wir später noch sehen
werden. Somit gilt:∣∣∣∣1 + v12l21

ε1

ε2

∣∣∣∣ = 1− |v12l21|
ε1

ε2
> 0, falls v12l21 < 0,∣∣∣∣1 + v12l21

ε1

ε2

∣∣∣∣ = 1 + |v12l21|
ε1

ε2
> 0, falls v12l21 ≥ 0.

Aus (5.8) ergibt sich damit nach einfachem Umformen:

(|d1| − C1)

|d2|+ C2 + |v12l21|(|d1| − C1)
>
ε1

ε2
, falls v12l21 < 0, (5.10)

(|d1| − C1)

|d2|+ C2 − |v12l21|(|d1| − C1)
>
ε1

ε2
, falls v12l21 ≥ 0.

Bedingung (5.10) ist die schärfere der beiden Bedingungen. Die daraus resultierende
Schranke garantiert sowohl für v12l21 < 0, als auch für v12l21 ≥ 0 die Disjunktheit der
Gerschgorin-Kreise, unter der Zusatzbedingung 1 > ε1/ε2|v12l21|. Diese Bedingung an
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ε1/ε2 ist aber wiederum schwächer als (5.10). Denn falls v12 = 0 oder l21 = 0 entsteht
daraus keine zusätzliche Einschränkung. Und im Falle, dass v12l21 6= 0, ist trotzdem
Bedingung (5.10) ausschlaggebend, weil die Ungleichung

1

|v12l21|
>

|d1| − C1

|d2|+ C2 + |v12l21| (|d1| − C1)

genau dann gilt, wenn

1 >
(|d1| − C1)|v12l21|

|d2|+ C2 + |v12l21| (|d1| − C1)

=
(|d1| − C1)|v12l21|+ |d2|+ C2 − (|d2|+ C2)

|d2|+ C2 + |v12l21| (|d1| − C1)

= 1− |d2|+ C2

|d2|+ C2 + |v12l21| (|d1| − C1)
.

Diese Aussage ist wahr, da der Quotient sicher größer als Null ist. Damit ist sowohl
mit |v12l21| = 0, als auch mit |v12l21| > 0 die Forderung 1 > |v12l21|ε1/ε2 schwächer
als die Bedingung (5.10). Nun wird δ wie folgt gewählt:

δ := min

{
|d1| − C1

|d2|+ C2 + |v12l21| (|d1| − C1)
,
|d2| − C2

C3

}
.

Mit dieser Wahl ist δ > 0 sind für ε2 < δ und ε1/ε2 < δ die Gerschgorin-Kreise gemäß
(5.7) disjunkt und es gilt:

λ1 ∈ K
C1
|1+v12l21

ε1
ε2
|

ε1

(
−d1

ε1

(
1 + v12l21

ε1

ε2

))
,

λ2 ∈ KC2
1
ε2

(
−d2

ε2

)
,

λ3, λ4 ∈ KC3(0).

Bemerkung. Damit der Beweis von Satz 5.2 funktioniert, muss sichergestellt sein,
dass die Skalen gut getrennt sind, d. h. ε1/ε2 � 1 und ε2 � 1. Sonst wären die
Gerschgorin-Kreise unter Umständen nicht diskjunkt und die Eigenwerte von S
müssten auf einem anderen Weg bestimmt werden.

Für den Beweis des nächsten Satzes wird der Hauptsatz über implizite Funktionen
verwendet, wie er z. B. in [2, Satz 169.1, Satz 170.2] bewiesen wird:

Satz 5.3. Die Mengen G ⊂ Rp und H ⊂ Rq seien nichtleer und offen, und die
Funktion F : G×H → Rq, (x, y) 7→ F (x, y), sei stetig differenzierbar. Ferner seien
ξ ∈ G und η ∈ H Punkte, für die

F (ξ, η) = 0 und
∂F

∂y
(ξ, η) invertierbar
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ist. Dann gibt es eine δ-Umgebung U ⊂ G von ξ, eine ρ-Umgebung V ⊂ H von η
und genau eine stetige Funktion

f : U → V mit f(ξ) = η und F (x, f(x)) = 0 für alle x ∈ U.

Für jedes feste x ∈ U ist f(x) sogar die einzige in V liegende Lösung der Gleichung
F (x, y) = 0. Außerdem ist die Funktion f in einer gewissen δ1-Umgebung U1 ⊂ U
von ξ sogar stetig differenzierbar.

Satz 5.4. Die beiden Eigenwerte λ3 und λ4 von S aus (5.3) können für hinreichend
kleine ε1 und ε2 durch ν1 und ν2 aus Voraussetzung 2.2 approximiert werden.

Beweis. Als Eigenwerte von D−1Ã sind ν1 und ν2 aus Voraussetzung 2.2 für λ = ν1

und λ = ν2 die beiden Lösungen der folgenden Gleichung:

det(D−1Ã− λI2) = λ2 − λ
(
ã11

d1
+
ã22

d2

)
+
ã11ã22 − ã12ã21

d1d2
= 0,

wobei I2 ∈ R2×2 die Einheitsmatrix bezeichnet. Die Eigenwerte können also folgen-
dermaßen bestimmt werden:

ν1,2 =
1

2

 ã11

d1
+
ã22

d2
±

√(
ã11

d1
+
ã22

d2

)2

− 4
ã11ã22 − ã12ã21

d1d2︸ ︷︷ ︸
=:θ


Weil ν1 6= ν2 vorausgesetzt wurde, ist der Wurzelausdruck θ ungleich null. Nun wird
die Determinante von S− λI4 als Funktion von ε1, ε2 und λ aufgefasst:

G(ε1, ε2, λ) : = ε1ε2 det(S− λI4)

= ε1ε2λ
4 + λ3(ε2d1 + ε1v12l21 + ε1d2)

+ λ2(d1d2 − ε2ã11 − ε1(ã22 + v12ã21 + l21v12ã11 + l21ã12))

− λ(d1ã22 + d2ã11) + ã11ã22 − ã12ã21,

wobei I4 ∈ R4×4 die Einheitsmatrix bezeichnet. Für ε1 = ε2 = 0 gilt:

G(0, 0, λ) = d1d2det(D
−1Ã− λI2).

Wegen d1, d2 6= 0, erfüllen ν1 und ν2 folgende Gleichungen:

G(0, 0, ν1) = 0 = G(0, 0, ν2).

Die Funktion G ist für (ε1, ε2, λ) ∈ R3 stetig differenzierbar. Die Differenziation nach
λ lautet:

dλG(ε1, ε2, λ) = 4λ3ε1ε2 + 3λ2(ε2d1 + ε1v12l21 + ε1d2)

+ 2λ(d1d2 − ε2ã11 − ε1(ã22 + v12ã21 + l21v12ã11 + l21ã12))

− (d2ã11 + d1ã22).
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Diese Ableitung wird in den Punkten (0, 0, ν1) bzw. (0, 0, ν2) betrachtet:

dλG(0, 0, ν1,2) = d1d2

(
ã11

d1
+
ã22

d2

)
± d1d2θ − (d2ã11 + d1ã22) = ±d1d2θ.

Da d1, d2, θ 6= 0, ist dλG(0, 0, ν1,2) 6= 0, also invertierbar. Nach dem Hauptsatz über
implizite Funktionen (Satz 5.3) ist die Funktion G damit in den Punkten (0, 0, ν1)
und (0, 0, ν2) lokal nach λ auflösbar. Zuerst wird der Punkt (0, 0, ν1) genauer betrach-
tet. Für ihn existiert also eine δ-Umgebung U := Uδ(0, 0) ⊂ R2, eine ρ-Umgebung
V := Uρ(ν1) ⊂ R und eine eindeutige stetige Funktion g : U → V mit g(0, 0) = ν1

und g(ε1, ε2) = λ für alle (ε1, ε2) ∈ U . Weil g stetig ist, gilt:

λ = g(ε1, ε2)→ g(0, 0) = ν1, falls (ε1, ε2)→ (0, 0).

Damit liegt λ beliebig nahe bei ν1, falls nur ε1 und ε2 klein genug gewählt werden.
Die Determinante det(S−λI4) wird durch Division von G durch ε1ε2 erhalten. Weil
nach Voraussetzung für das Modellproblem (2.3) ε1ε2 6= 0, löst ein λ die Funktion
G(ε1, ε2, λ) = 0 genau dann, wenn es det(S − λI4) = 0 löst. Ein analoges Resultat
gilt auch für ν2. Damit liegen λ3 bzw. λ4 beliebig nahe bei ν1 bzw. ν2, falls nur ε1

und ε2 hinreichend klein gewählt werden.

5.1.3 Approximation der Eigenvektoren

Für das Fundamentalsystem von (5.3) werden noch die Eigenvektoren von S benö-
tigt. Im Laufe dieses Abschnittes wird sich herausstellen, dass diese wie im folgenden
Satz angegeben werden können.

Satz 5.5. Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten (λ1, λ2, λ3, λ4) von S aus (5.3)
können für ε1 � ε2 � 1 so skaliert werden, dass sie sich verhalten wie (spaltenweise
von links nach rechts):

Ỹ =


−λ1ε1 +O( ε1

ε2
) O( ε1ε2 ) O(ε1) O(ε1)

O( ε1ε2 ) λ2ε2 +O( ε1
ε2

)) O(ε2) O(ε2)

1 O(ε2) +O( ε1ε2 ) V1,1 +O(ε2) V2,1 +O(ε2)

O( ε1ε2 ) 1 V1,2 +O(ε2) V2,2 +O(ε2)

 , (5.11)

wobei V1 und V2 die Eigenvektoren des Grenzproblems aus Voraussetzung 2.2 sind
und O das Landausche Ordnungssymbol aus Definition 1.2 bezeichnet.

Die Eigenvektoren werden in weiterer Folge mit (Ψ,Φ)T bezeichnet. Dabei seien
Ψ = (ψ1, ψ2)T und Φ = (φ1, φ2)T . Zu deren Bestimmung wird verwendet, dass für
einen Eigenvektor (Ψ,Φ)T zum Eigenwert λ folgende Gleichheit gelten muss:

S

(
Ψ
Φ

)
= λ

(
Ψ
Φ

)
.
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Gemäß der Definition von S bedeutet das:

−DẼ−εΨ− ÃΦ = λΨ, (5.12a)

−Ẽ−εΨ = λΦ. (5.12b)

Wird (5.12b) in (5.12a) eingesetzt, dann folgt:

λDΦ− ÃΦ = −λ2ẼεΦ. (5.13)

Division durch λ führt auf die Gleichung:

DΦ− 1

λ
ÃΦ = −λẼεΦ. (5.14)

Eigenvektor zu λ1

Zuerst wird der Eigenvektor (Ψ1,Φ1) von λ1 betrachtet. Der Vektor soll so skaliert
werden, dass φ1

1 = 1. Dazu muss zuerst sicher gestellt werden, dass der Eintrag φ1
1

nicht Null sein kann. Dafür wird (5.14) betrachtet:

D

(
φ1

1

φ1
2

)
− 1

λ1
Ã

(
φ1

1

φ1
2

)
= −λ1

(
ε1 −v12ε1

−l21ε1 ε2

(
1 + v12l21

ε1
ε2

) )( φ1
1

φ1
2

)
.

Aufgrund der zweiten Zeile gilt für φ1
2:(

d2 −
1

λ1
ã22 + λ1ε2

(
1 + v12l21

ε1

ε2

))
︸ ︷︷ ︸

=:θ1

φ1
2 =

(
1

λ1
ã21 + λ1ε1l21

)
φ1

1.

Für hinreichend kleine ε2 und ε2/ε1 gilt θ1 6= 0. Im Falle φ1
1 = 0 müsste dann auch

φ1
2 = 0 sein. Wegen (5.12b) würde daraus ψ1

1 = 0 und ψ1
2 = 0 folgen. Damit käme

als Eigenvektor nur der Nullvektor in Frage. Weil aber ein Eigenvektor ungleich dem
Nullvektor existiert, muss φ1

1 ungleich Null sein. Das bedeutet, dass der Vektor so
skaliert werden kann, dass φ1

1 = 1 ist. Nach ein paar einfachen Umformungen lautet
obige Gleichung:

φ1
2 =

ε1

ε2

(
ε1

ε2
d2 −

ε1

λ1ε2
ã22 + λ1ε1

(
1 + v12l21

ε1

ε2

)
︸ ︷︷ ︸

=λ1ε1+O(
ε1
ε2

)

)−1( 1

λ1
ã21 + λ1ε1l21︸ ︷︷ ︸

=O(1)

)
φ1

1.

Für λ1ε1 gilt wegen Satz 5.2 mit einem C1 ∈ (0, |d1|) ⊂ R für ε2 � 1 und ε1/ε2 � 1:

(|d1| − C1)

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣ ≤ |ε1λ1| ≤ (|d1|+ C1)

∣∣∣∣1 + v12l21
ε1

ε2

∣∣∣∣ . (5.15)
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Das heißt erstens, dass λ1ε1 = O(1) bzw. λ1 = O( 1
ε1

). Zweitens ist λ1ε1 > 0 und es

gilt (λ1ε1)−1 = O(1). Also sind beide Klammerausdrücke für ε2 � 1 und ε1/ε2 � 1
von der Größenordnung O(1) und da φ1

1 = 1 vorausgesetzt wurde, gilt:

φ1
2 = O( ε1

ε2
).

Als nächstes wird mit Hilfe von (5.12b) ψ1 untersucht:

−
(
ψ1

1

ψ1
2

)
= λ1

(
ε1 −v12ε1

−l21ε1 ε2

(
1 + v12l21

ε1
ε2

) )( φ1
1

φ1
2

)
.

Da φ1
1 = 1 angenommen wurde, φ1

2 = O( ε1
ε2

) und λ1 = O( 1
ε1

), gilt für die erste Zeile:

ψ1
1 = −λ1ε1 +O( ε1

ε2
).

Aus der zweiten Zeile von (5.12b) folgt lediglich ψ1
2 = O(1). Deshalb wird untersucht,

ob die Gleichung (5.12a) mehr Informationen liefert:(
ψ1

1

ψ1
2

)
+ ẼεD−1Ã

(
φ1

1

φ1
2

)
= −λ1Ẽ

εD−1

(
ψ1

1

ψ1
2

)
.

Eine genauere Betrachtung der zweiten Zeile ergibt:

ψ1
2 + C1ε2φ

1
1 + C2ε2φ

1
2 = −λ1

(
−l21

ε1

d1
ψ1

1 +
ε2

d2

(
1 + v12l21

ε1

ε2

)
ψ1

2

)
,

wobei

C1 :=

(
− l21

d1
ã11

ε1

ε2
+
ã21

d2

(
1 + v12l21

ε1

ε2

))
= O(1),

C2 :=

(
− l21

d1
ã12

ε1

ε2
+
ã22

d2

(
1 + v12l21

ε1

ε2

))
= O(1).

Aus obiger Gleichung wird ψ1
2 ausgedrückt:

ε2

ε1

(
ε1

ε2
+
λ1

d2
ε1

(
1 + v12l21

ε1

ε2

))
︸ ︷︷ ︸

=O(1)

ψ1
2 = λ1l21

ε1

d1
ψ1

1 − C1ε2φ
1
1 − C2ε2φ

1
2︸ ︷︷ ︸

O(1)

.

Nun gilt wegen (5.15) wieder für ε2 � 1 und ε1/ε2 � 1 hinreichend klein, dass
der Term rechts vom Gleichheitszeichen O(1) ist. Außerdem sind der Term in der
Klammer vor ψ1

2 sowie dessen Inverse ebenfalls O(1) und folglich gilt:

ψ1
2 = O( ε1

ε2
).

Der Eigenvektor zum Eigenwert λ1 verhält sich also folgendermaßen:

(Ψ1,Φ1)T = (−λ1ε1 +O( ε1
ε2

),O( ε1
ε2

), 1,O( ε1
ε2

))T .
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Eigenvektor zu λ2

Als nächstes wird der Eigenvektor (Ψ2,Φ2)T zum Eigenwert λ2 betrachtet. Dazu
werden analoge Überlegungen wie beim Eigenvektor zum Eigenwert λ1 angestellt.
Genauso wie für den Eigenvektor λ1, wird auch hier überprüft, dass φ2

2 6= 0. Denn
aufgrund der Gleichungen (5.14) und (5.12b) wäre der Eigenvektor bereits der Null-
vektor, falls φ2

2 = 0. Der Eintrag φ2
2 ist also ungleich null und wird so skaliert, dass

φ2
2 = 1. Laut der ersten Zeile von (5.14) gilt:

d1φ
2
1 −

1

λ2
(ã11φ

2
1 + ã12φ

2
2) = −λ2(ε1φ

2
1 − v12ε1φ

2
2).

Nach φ2
1 und φ2

2 aufgelöst, ergibt sich:(
d1 −

ã11

λ2
+ λ2ε1

)
︸ ︷︷ ︸

:=θ

φ2
1 =

(
ã12

λ2
+ λ2ε1v12

)
φ2

2.

Aus Satz 5.2 ist für hinreichend kleine ε2 � 1 und ε1/ε2 � 1 bekannt, dass für jedes
beliebige C2 ∈ (0, |d2|) ⊂ R gilt:

|d2| − C2 ≤ |λ2ε2| ≤ |d2|+ C2. (5.16)

Das bedeutet, dass ε2λ2 = O(1) bzw. λ2 = O( 1
ε2

). Für hinreichend kleine Werte
ε2 und ε1/ε2 wird θ von d1 dominert. In diesem Fall ist θ invertierbar und auch
θ−1 = O(1). Weil φ2

2 = 1 gewählt wurde, folgt also:

φ2
1 = O(ε2) +O( ε1

ε2
).

Für die Komponenten ψ2
1 und ψ2

2 wird Bedingung (5.12b) betrachtet:

−
(
ψ2

1

ψ2
2

)
= λ2ε2

( ε1
ε2

−v12
ε1
ε2

−l21
ε1
ε2

1 + v12l21
ε1
ε2

)(
φ2

1

φ2
2

)
.

Wegen φ2
2 = 1, folgt aus der ersten Zeile mit der Überlegung (5.16):

ψ2
1 = O( ε1

ε2
).

Aus den bereits gesammelten Erkenntnissen, folgt für ψ2
2 aus der zweiten Zeile von

(5.12b):

ψ2
2 = −λ2ε2 +O( ε1

ε2
)).

Für den Eigenvektor zum Eigenwert λ2 gilt schließlich:

(Ψ2,Φ2)T = (O( ε1
ε2

), λ2ε2 +O( ε1
ε2

)),O(ε2) +O( ε1
ε2

), 1)T .
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Eigenvektoren zu λ3 und λ4

Es fehlen noch die Eigenvektoren (Ψ3,Φ3) und (Ψ4,Φ4) zu den Eigenwerten λ3

und λ4. Folgendes Lemma gibt eine Näherung für die letzten beiden Einträge dieser
Eigenvektoren, d. h. für Φ3 und Φ4:

Lemma 5.6. Das quadratische Eigenwertproblem (5.13)

(λD− Ã)Φ = −λ2ẼεΦ,

besitzt mit den Eigenpaaren (λ,Φ) = (µ1,Φ
3) und (λ,Φ) = (µ2,Φ

4) zwei Lösungen,
die für hinreichend kleine Werte ε1, ε2 � 1 in der Nähe von (λ3, V1) und (λ4, V2)
aus Voraussetzung 2.2 liegen.

Beweis. Für Ẽε = 0 wurde bereits gefordert, dass das Eigenwertproblem (5.13) eine
Lösung besitzt, weil die homogene Differentialgleichung:

U′ + D−1ÃU =0,

wegen Voraussetzung 2.2 mit Eigenpaaren (ν1, V1) und (ν2, V2) lösbar sein muss.
Bezeichne mit T := (V1, V2) die Matrix der Eigenvektoren von D−1Ã. Das quadrati-
sche Eigenwertproblem kann damit in Koordinaten bzgl. der Basis aus Eigenvektoren
geschrieben werden, d. h. Φ = TΥ = T(Υ1,Υ2)T :

(λD− Ã)TΥ = −DTT−1(D−1Ã− λI)TΥ

= −DT(T−1D−1ÃT− λI)Υ = −λ2ẼεTΥ,

wobei I ∈ R2×R2 die Einheitsmatrix bezeichnet. Nun gilt allgemein für eine Matrix
M ∈ R2, deren Eigenpaare mit (t1, V1) und (t2, V2), t1 6= t2, gegeben sind:

diag(t1, t2) = (V1, V2)−1M(V1, V2).

In diesem Fall bedeutet das, dass T−1D−1ÃT = diag(ν1, ν2). Damit ist das Ei-
genwertproblem (5.13) lösbar, falls das folgende dazu äquivalente Problem lösbar
ist:

−DT diag(ν1 − λ, ν2 − λ)Υ = −λ2ẼεTΥ. (5.17)

Die Eigenvektoren des reduzierten Eigenwertproblems, d. h. setzte Ẽε = 0, sind
genau die Einheitsvektoren E1 = (1, 0)T = T−1V1 zu ν1 und E2 = (0, 1)T = T−1V2

zu ν2. Die Lösbarkeit von (5.17) wird mit dem Hauptsatz über implizite Funktion
(Satz 5.3) gezeigt. Mit Γ(λ) := diag(ν1 − λ, ν2 − λ) sei dazu folgende Funktion
definiert:

G(ε1, ε2,Υ, λ) :=

(
(λ2T−1D−1ẼεT− Γ(λ))Υ
ΥTΥ− 1

)
.
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Diese Funktion ist stetig differenzierbar für (ε1, ε2,Υ1,Υ2, λ)T ∈ R5. Für ε1 = 0,
ε2 = 0 und die Eigenpaare (νi, Ei), i = 1, 2, ist G nach Voraussetzung lösbar, also
gilt:

G(0, 0, Ei, νi) = 0, i = 1, 2.

Sei dΥ,λG(ε1, ε2,Υ, λ) die Matrix der partiellen Ableitung von G nach Υ und λ:

dΥ,λG(ε1, ε2,Υ, λ) =

(
λ2T−1D−1ẼεT− Γ(λ) (2λT−1D−1ẼεT + I)Υ
2Υ1 2Υ2 0

)
.

Für i = 1, 2 soll G(ε1, ε2,Υ, λ) = 0 lokal bei (0, 0, Ei, νi) nach Υ und λ auflöst wer-
den. Dazu muss dΥ,λG(ε1, ε2,Υ, λ) in den Punkten (0, 0, Ei, νi), i = 1, 2, invertierbar
sein. Die Invertierbarkeit wird nur für i = 1 gezeigt, für i = 2 führt ein analoges
Vorgehen zum selben Resultat. Die Matrix dΥ,λG lautet im Punkt (0, 0, E1, ν1) wie
folgt:

dΥ,λG(0, 0, E1, ν1) =

(
−Γ(ν1) E1

2ET1 0

)
=

 (ν1 − ν1) 0 1
0 (ν2 − ν1) 0
2 0 0

 .

Weil die beiden Eigenwerte verschieden sind, gilt (ν2− ν1) 6= 0. Somit ist die Deter-
minante von dΥ,λG(0, 0, E1, ν1) nicht Null und dΥ,λG(0, 0, E1, ν1) ist invertierbar.
Laut Satz 5.3 ist damit die Funktion G lokal im Punkt (0, 0, E1, ν1) auflösbar. Das
heißt, es existieren offene Umgebungen U um (0, 0) und V um (E1, ν1), sowie eine
eindeutige stetig differenzierbare Funktion g : U → V , sodass

G(ε1, ε2, g(ε1, ε2)) = 0, (ε1, ε2) ∈ U.

Außerdem gilt für (ε1, ε2,Υ, λ) ∈ U × V mit G(ε1, ε2,Υ, λ) = 0 bereits, dass
g(ε1, ε2) = (Υ, λ). Insbesondere ist g(0, 0) = (E1, ν1). Nach dem Satz von Taylor,
kann die Funktion g für alle (ε1, ε2)T ∈ U folgendermaßen angegeben werden:

g(ε1, ε2) = g(0, 0) + ρ,

wobei sich das Restglied ρ mit einer von den partiellen Ableitungen gε1 und gε2
abhängigen Konstanten C > 0 abschätzen lässt durch (‖·‖2 bezeichne die euklidische
Norm)

||ρ||2 ≤ C||(0, 0)T − (ε1, ε2)T ||2 ≤ C
√
ε2

1 + ε2
2.

Damit gilt für die Komponenten der Funktion g = (g1, g2, g3)T :

g1(ε1, ε2) = E1,1 +O(ε2),

g2(ε1, ε2) = E1,2 +O(ε2),

g3(ε1, ε2) = ν1 +O(ε2).
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Also ist (Υ, µ1) beliebig nahe bei (E1, ν1), falls nur ε2 und damit auch ε1 klein
genug gewählt werden. Die Rücktransformation Φ = TΥ liefert den zum Eigenwert
ν1 gehörigen Eigenvektor des ursprünglichen Problems (5.13). Für ε1, ε2 � 1 liegt
dieser in der Nähe von V1, weil T eine konstante Matrix ist und damit eine stetige
Abbildung beschreibt. Analog erhält man das zweite Eigenpaar (Φ4, µ2), das sich für
ε1 und ε2 hinreichend klein beliebig nahe bei (V2, ν2) befindet. Wegen Satz 5.4 können
λ3 und λ4 für kleine ε1 und ε2 durch ν1 und ν2 approximiert werden. Deshalb sind
die beiden Eigenpaare (Φ3, µ1) bzw. (Φ4, µ2) bereits Approximationen von (V1, λ3)
und (V2, λ4).

Wir haben also die letzen beiden Einträge Φ3 und Φ4 der Eigenvektoren zu den
Eigenwerten λ3 und λ4 gefunden. Nun werden noch mit Hilfe der Bedingung (5.12b)
die ersten beiden Einträge der gesuchten Eigenvektoren (Ψ3,Φ3)T und (Ψ4,Φ4)T

berechnet:

Ψ3 = −λ3Ẽ
εV1, Ψ4 = −λ4Ẽ

εV2.

Die letzten beiden Eigenvektoren haben also folgende Gestalt:

(Ψ3,Φ3)T = (O(ε1),O(ε2), V1,1 +O(ε2), V1,2 +O(ε2))T ,

(Ψ4,Φ4)T = (O(ε1),O(ε2), V2,1 +O(ε2), V2,2 +O(ε2))T .

5.1.4 Das Fundamentalsystem

Die Ergebnisse aus Abschnitt 5.1.2 und Abschitt 5.1.3 liefern ein Fundamentalsystem
für (5.3):

Korollar 5.7. Seien λ1, λ2, λ3, λ4 die Eigenwerte aus Satz 5.2. Bezeichne die Spal-
tenvektoren der Matrix der Eigenvektoren Ỹ aus (5.11) mit Ỹi, i = 1, . . . , 4, d. h.
Ỹ = (Ỹ1Ỹ2Ỹ3Ỹ4). Dann bilden Ỹ1eλ1x, Ỹ2eλ2x, Ỹ3eλ3x und Ỹ4eλ4x ein Funda-
mentalsystem Y von (5.3):

Y(x) := Ỹdiag(eλ1x, eλ2x, eλ3x, eλ4x).

5.2 Die homogene Lösung

Für die Lösungsabschätzung wird die Äuqivalenz der Matrizen Eε ∼ Ẽε verwendet:

Satz 5.8. Seien Eε und Ẽε die Matrizen der Störparameter aus (2.1) und (2.3).
Dann existieren für hinreichende kleine ε2 und ε1/ε2 Konstanten α > 0, β > 0, sodass
für alle ξ = (ξ1, ξ2)T ∈ R2 gilt:

α
∣∣ξTEεξ

∣∣ ≤ ∣∣∣ξT Ẽεξ
∣∣∣ ≤ β ∣∣ξTEεξ

∣∣ .
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Beweis. Wir benötigen die Youngsche Ungleichung in der Form 2ab ≤ a2 + b2 für
nichtnegative a, b ∈ R. Zuerst wird |ξT Ẽεξ| ≤ β|ξTEεξ| betrachtet. Mit Hilfe der
Dreiecksungleichung und der Youngschen Ungleichung mit a := ξ1, b := ξ2 gilt:∣∣∣ξT Ẽεξ

∣∣∣ ≤ ε1ξ
2
1 + ε1(|v12|+ |l21|)|ξ1||ξ2|+ ε2ξ

2
2 + |v12l21|ε1ξ

2
2

≤ ε1ξ
2
1 + ε1

(|v12|+ |l21|)
2

(|ξ1|2 + |ξ2|2) + ε2ξ
2
2 + |v12l21|ε1ξ

2
2

= ε1ξ
2
1

[
1 +

(|v12|+ |l21|)
2

]
︸ ︷︷ ︸

=:θ1

+ε2ξ
2
2

[
1 +

(|v12|+ |l21|)
2

ε1

ε2
+ |v12l21|

ε1

ε2

]
︸ ︷︷ ︸

=:θ2

.

Die Wahl β := max{θ1, θ2} liefert die erste Ungleichung. Für |ξTEεξ| ≤ α|ξT Ẽεξ|
wird zuerst mit der Dreiecksungleichung nach unten abgeschätzt. Für ε1/ε2 hinrei-
chend klein ist 1− |v12l21ε1/ε2| > 0. Damit gilt:∣∣∣ξT Ẽεξ

∣∣∣ =
∣∣ε1ξ

2
1 − ε1(v12 + l21)ξ1ξ2 + ε2ξ

2
2 + v12l21ε1ξ

2
2

∣∣
≥
∣∣∣∣ε1ξ

2
1 + ε2ξ

2
2

(
1 + v12l21

ε1

ε2

)
− |ε1(v12 + l21)ξ1ξ2|

∣∣∣∣ .
Werden in der Youngschen Ungleichung a := ξ1, b := (v12 + l21)ξ2 gesetzt, folgt:∣∣∣ξT Ẽεξ

∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ε1ξ
2
1 + ε2ξ

2
2

(
1 + v12l21

ε1

ε2

)
− ε1

2

[
ξ2

1 + (v12 + l21)2ξ2
2

]∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣ε1

2
ξ2

1 + ε2ξ
2
2

(
1− |v12l21|

ε1

ε2
− (v12 + l21)2

2

ε1

ε2

)
︸ ︷︷ ︸

=:η

∣∣∣∣.
Für ε1/ε2 hinreichend klein ist η positiv. Mit α := min{1/2, η} folgt schließlich die
Behauptung.

Die homogene Lösung der Differentialgleichung (5.2) kann mit Hilfe des folgenden
Satzes abgeschätzt werden:

Satz 5.9. Seien gl,gr ∈ R2 gegebene Randwerte von (2.3). Falls ε1/ε2 und ε2 hinrei-
chend klein sind, existiert die homogene Lösung Yh = (Yh1,Yh2,Yh3,Yh4)T von
(5.2), d. h. (Yh3,Yh4)T (0) = gl und (Yh3,Yh4)T (1) = gr. Mit Konstanten C > 0
gelten folgende Abschätzungen für Yh:

‖Yh1‖L2 ≤ C
√
ε1(|gl|+ |gr|),

‖Yh2‖L2 ≤ C
√
ε2(|gl|+ |gr|),

‖Yhi‖L∞ ≤ C(|gl|+ |gr|), i ∈ {3, 4}.

Für die Ableitungen gilt:

1∫
0

|(Yh
′
3,Yh

′
4)Eε(Yh

′
3,Yh

′
4)T |dx ≤ C(|gl|+ |gr|)2.
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Beweis. Sei Ỹdiag(eλ1x, eλ2x, eλ3x, eλ4x) das Fundamentalsystem von (5.2) aus Ko-
rollar 5.7. Laut Satz 5.2 gilt λ1 6= 0 und λ2 6= 0. Insgesamt können deshalb abhängig
von den Eigenwerten λ1 und λ2 vier verschiedene Fälle auftreten:

i) λ1, λ2 > 0

ii) λ1, λ2 < 0

iii) λ1 < 0, λ2 > 0

iv) λ1 > 0, λ2 < 0

Der Fall iii) wird stellvertretend für alle vier Fälle durchgerechnet. Die anderen Fälle
folgen analog. Falls einer der beiden Eigenwerte größer als Null ist, wird so verfahren
wie im Fall iii) mit λ2, und falls einer kleiner als Null ist, so wie mit λ1. Seien also
λ2 > 0, λ1 < 0. Für den Lösungsansatz wird folgende Diagonalmatrix definiert:

Λ(x) := diag(eλ1(x−1), eλ2x, eλ3x, eλ4x), x ∈ Ω.

Mit dieser Festlegung wird trotz λ1 = O(1/ε1) und λ2 = O(1/ε2) auch für sehr
kleine ε1 und ε2 eine gute Abschätzbarkeit der Lösung garantiert. Mit einem Vektor
α = (α1, α2, α3, α4)T ∈ R4 wird die allgemeine Lösung des in ein System erster
Ordnung umgeschriebene Modellproblems (5.2) folgendermaßen angesetzt:

Yh(x) = ỸΛ(x)α = Ỹ


eλ1(x−1) 0 0 0

0 eλ2x 0 0
0 0 eλ3x 0
0 0 0 eλ4x

α,

wobei Ỹ die Matrix der Eigenvektoren aus (5.11) ist. Für die Lösung des Rand-
wertproblems ist der Vektor α so zu bestimmen, dass für die gegebenen Randwerte
gl = (gl,1,gl,2)T und gr = (gr,1,gr,2)T ∈ R2 gilt:(

(ỸΛ(0))3

(ỸΛ(0))4

)
α = gl,

(
(ỸΛ(1))3

(ỸΛ(1))4

)
α = gr, (5.18)

wobei nur die dritte bzw. die vierte Zeile von ỸΛ(0) und ỸΛ(1) mit α multipliziert
wird. Die linke Randgleichung aus (5.18) lautet ausgeschrieben:(

1 O(ε2 + ε1
ε2

)

O( ε1ε2 ) 1

)(
α1e
−λ1

α2

)
+

(
V1,1 +O(ε2) V2,1 +O(ε2)
V1,2 +O(ε2) V2,2 +O(ε2)

)(
α3

α4

)
= gl.

Für die Gleichung zur rechten Randbedingung aus (5.18) gilt:(
1 O(ε2 + ε1

ε2
)

O( ε1ε2 ) 1

)(
α1

α2e
λ2

)
+

(
V1,1 +O(ε2) V2,1 +O(ε2)
V1,2 +O(ε2) V2,2 +O(ε2)

)(
α3e

λ3

α4e
λ4

)
= gr.
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Diese Gleichungen werden so umgeordnet, dass zuerst die erste Zeile der linken und
dann die zweite Zeile der rechten Randgleichung steht:(

e−λ1 O(ε2 + ε1
ε2

)

O( ε1ε2 ) eλ2

)
︸ ︷︷ ︸

=:T11

(
α1

α2

)

+

(
V1,1 +O(ε2) V2,1 +O(ε2)

(V1,2 +O(ε2))eλ3 (V2,2 +O(ε2))eλ4

)
︸ ︷︷ ︸

=:T12

(
α3

α4

)
=

(
gl,1
gr,2

)
. (5.19)

Danach werden die erste Zeile der rechten und als letztes die zweite Zeile der linken
Randgleichung aufgeschrieben:(

1 O(ε2 + ε1
ε2

)eλ2

O( ε1ε2 )e−λ1 1

)
︸ ︷︷ ︸

=:T21

(
α1

α2

)

+

(
(V1,1 +O(ε2))eλ3 (V2,1 +O(ε2))eλ4

V1,2 +O(ε2) V2,2 +O(ε2)

)
︸ ︷︷ ︸

=:T22

(
α3

α4

)
=

(
gr,1
gl,2

)
. (5.20)

Wegen der Annahme der eindeutigen Lösbarkeit des Grenzproblems laut Vorausset-
zung 2.2 und Lemma 5.6, ist die Matrix T22 für hinreichend kleine ε2 invertierbar.
Die Gleichung (5.20) wird von links mit −T12T

−1
22 multipliziert und zu (5.19) ad-

diert:

(T11 −T12T
−1
22 T21)

(
α1

α2

)
=

(
gl,1
gr,2

)
−T12T

−1
22

(
gr,1
gl,2

)
. (5.21)

Es gilt T12T
−1
22 = O(1) und damit folgt für das sogenannte Schur-Komplement

∆ := T11 −T12T
−1
22 T21:

∆ =

(
e−λ1 O(ε2 + ε1

ε2
)

O( ε1ε2 ) eλ2

)
−

(
O(1) O(ε2 + ε1

ε2
)eλ2

O( ε1ε2 )e−λ1 O(1)

)

=

(
e−λ1(1−O(1)eλ1) eλ2O(ε2 + ε1

ε2
)(e−λ2 − 1)

e−λ1O( ε1ε2 )(eλ1 − 1) eλ2(1−O(1)e−λ2)

)
.

Die Determinante von ∆ lautet:

det(∆) = e−λ1eλ2
(

1−O(1)eλ1
)(

1−O(1)e−λ2
)(

1−O(ε2
ε1
ε2

+
ε21
ε22

)
)

= e−λ1eλ2
(

1−O(e−λ2 − eλ1 + eλ1−λ2
)(

1−O(ε2
ε1
ε2

+
ε21
ε22

)
)
.
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Aus Satz 5.2 ist bekannt, dass für kleine ε1/ε2 und ε2 die Eigenwerte λ1 = O(d1/ε1)
und λ2 = O(d2/ε2) sind. Deswegen ist für hinreichend kleine ε1/ε2 und ε2 der Klam-
merausdruck in det(∆) ungleich null und damit ∆ regulär. Die Inverse von ∆ kann
folgendermaßen bestimmt werden:

∆−1 =
1

det(∆)

(
eλ2(1−O(1)e−λ2) −eλ2O(ε2 + ε1

ε2
)(e−λ2 − 1)

−eλ1O( ε1ε2 )(eλ1 − 1) e−λ1(1−O(1)eλ1)

)
=

(
O(1)eλ1 −O(ε2 + ε1

ε2
)eλ1

−O( ε1ε2 )e−λ2 O(1)e−λ2

)
.

Also kann (5.21) nach (α1, α2)T aufgelöst werden und mit Hilfe von (5.20) kann
schließlich (α3, α4)T berechnet werden. Aus den Gleichungen lassen sich folgende
Abschätzungen für α ablesen:

|α1| ≤ eλ1O((|gl|+ |gr|)),
|α2| ≤ e−λ2O((|gl|+ |gr|)),
|α3|+ |α4| = O((|gl|+ |gr|)).

Für die homogene Lösung Yh(x) = ỸΛ(x)α ergibt sich damit für x ∈ Ω:

|Yh1(x)| ≤ C
∣∣∣∣eλ1(x−1)α1 +

ε1

ε2
eλ2xα2 + ε1(eλ3xα3 + eλ4xα4)

∣∣∣∣
≤ C

(
eλ1x +

ε1

ε2
eλ2(x−1) + ε1(eλ3x + eλ4x)

)
︸ ︷︷ ︸

=:θ(x)

(|gl|+ |gr|),

|Yh2(x)| ≤ C
∣∣∣∣ε1

ε2
eλ1(x−1)α1 + eλ2xα2 + ε2(eλ3xα3 + eλ4xα4)

∣∣∣∣
≤ C

(
ε1

ε2
eλ1x + eλ2(x−1) + ε2(eλ3x + eλ4x)

)
(|gl|+ |gr|),

|Yh3(x)| ≤ C
(
eλ1x +

(
ε1

ε2
+ ε2

)
eλ2(x−1) + eλ3x + eλ4x

)
(|gl|+ |gr|),

|Yh4(x)| ≤ C
(
ε1

ε2
eλ1x + eλ2(x−1) + eλ3x + eλ4x

)
(|gl|+ |gr|).

Die ersten beiden Komponenten werden zusätzlich in der L2-Norm betrachtet. Für
die erste Komponente wird dazu zuerst das Quadrat von θ berechnet:

θ(x)2 = e2λ1x +
ε2

1

ε2
2

e2λ2(x−1) + ε2
1(e2λ3x + e2λ4x) + 2

ε1

ε2
eλ2(x−1)+λ1x + 2ε2

1e
(λ3+λ4)x

+ 2ε1(e(λ1+λ3)x + e(λ1+λ4)x) + 2ε1
ε1

ε2
eλ2(x−1)+λ3x + 2ε1

ε1

ε2
eλ2(x−1)+λ4x.
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Das Integral von θ2 lautet:

1∫
0

θ(x)2dx = ε1

[
e2λ1 − 1

2ε1λ1
+
ε1

ε2

1− e2λ2

2ε2λ2
+ ε1

(
e2λ3 − 1

2λ3
+
e2λ4 − 1

2λ4

)

+ 2
eλ1 − eλ2
ε2λ2 + ε2λ1

+ 2

(
eλ1+λ3 − 1

λ1 + λ3
+
eλ1+λ4 − 1

λ1 + λ4

)
+ 2

ε1

ε2

(
eλ3 − eλ2
λ3 + λ2

+
eλ4 − eλ2
λ4 + λ2

)
+ 2ε1

eλ3+λ4 − 1

λ3 + λ4

]
.

Weil gl und gr unabhängig von x sind und λ1ε1 = O(1) sowie λ2ε2 = O(1), lässt
sich die erste Komponente der homogenen Lösung folgendermaßen abschätzen:

‖Yh1(x)‖2L2
≤ C

1∫
0

θ(x)2(|gl|+ |gr|)2dx ≤ Cε1(|gl|+ |gr|)2.

Das Resultat für die zweite Komponente erhält man analog mit ε2 statt ε1:

‖Yh2(x)‖2L2
≤ Cε2(|gl|+ |gr|)2.

Des Weiteren gilt wegen (5.1) für die Ableitungen (Yh
′
3,Yh

′
4)T = Ẽ−ε(Yh1,Yh2)T

und damit:
1∫

0

∣∣∣(Yh
′
3Yh

′
4)Ẽε(Yh

′
3,Yh

′
4)T
∣∣∣ dx

=

1∫
0

∣∣∣∣(Ẽ−ε(Yh1,Yh2)T
)T

(Yh1,Yh2)T
∣∣∣∣ dx

=

1∫
0

∣∣∣∣∣(Yh1,Yh2)

(
1
ε1

(
1 + v12l21

ε1
ε2

)
l21
ε2

v12
ε2

1
ε2

)(
Yh1

Yh2

)∣∣∣∣∣ dx
≤ C

1∫
0

|Yh1|2

ε1
+
|Yh1Yh2|

ε2
+
|Yh2|2

ε2
dx.

Mit Hilfe Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, der Youngschen Ungleichung und den
bereits erhaltenen Abschätzungen für Yh1 und Yh2 in der L2-Norm folgt:

1∫
0

∣∣∣(Yh
′
3,Yh

′
4)Ẽε(Yh

′
3,Yh

′
4)T
∣∣∣ dx ≤ C ‖Yh1‖2L2

ε1
+
‖Yh1‖L2‖Yh2‖L2√

ε1
√
ε2

+
‖Yh2‖2L2

ε2

≤ C
‖Yh1‖2L2

ε1
+
‖Yh2‖2L2

ε2

≤ C(|gl|+ |gr|)2.
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Wegen Satz 5.8 gilt Eε ∼ Ẽε, woraus die Abschätzung für Eε folgt.

5.3 Die partikuläre Lösung

Mittels Variation der Konstanten wird eine spezielle partikuläre Lösung konstruiert,
für die eine gute Abschätzung erreicht werden kann:

Lemma 5.10. Sei Ω = (0, 1) ⊂ R und AU′ + BU = F ein Differentialgleich-
ungssystem erster Ordnung, wobei F = (F1, . . . ,Fn) ein Vektor mit Fi ∈ C(Ω),
i = 1, . . . , n. Die Matrizen A, B ∈ Rn × Rn seien invertierbar. A−1B sei diago-
nalisierbar und besitze die Eigenwerte λ1, λ2, · · · , λn. Die Matrix der dazugehörigen
normierten Eigenvektoren wird mit T bezeichnet. Somit kann die Lösung des ho-
mogenen Problems angegeben werden mit ϕhom(x) = TΛ(x)c, wobei c ∈ Rn und
Λ(x) = diag(eλ1x, . . . , eλnx). Die Eigenwerte seien aufsteigend nach ihren Realteilen
geordnet, d. h. Re(λ1) ≤ Re(λ2) ≤ · · · ≤ Re(λn). Sei j der letzte Index bei dem
das Vorzeichen von Re(λi) noch negativ ist, also Re(λi) < 0 für 1 ≤ i ≤ j und
Re(λi) ≥ 0 für j + 1 ≤ i ≤ n. Dann ist eine partikuläre Lösung der Differentialglei-
chung gegeben durch:

ϕp(x) = T

x∫
0

diag(eλ1(x−s), . . . , eλj(x−s), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(n−j)−mal

)T−1A−1F(s)ds

−T

1∫
x

diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−mal

, eλj+1(x−s), . . . , eλn(x−s))T−1A−1F(s)ds.

Beweis. Diese Aussage wird mittels Variation der Konstanten nachgerechnet. Dafür
wird die partikuläre Lösung mit einer von x abhängigen vektorwertigen Funktion
c ∈ Rn folgendermaßen angesetzt:

ϕp(x) = TΛ(x)c(x) = Tdiag(eλ1x, . . . , eλnx)c(x).

Dieser Ansatz wird in die Differentialgleichung eingesetzt. Unter Anwendung der
Produktregel folgt:

ATΛ(x)c′(x) + ATΛ′(x)c(x) + BTΛ(x)c(x)︸ ︷︷ ︸
=0

= F(x).

Nach c′ aufgelöst ergibt diese Gleichung:

c′(x) = Λ−1(x)T−1A−1F(x).

Für die Wahl der Konstante kommt es darauf an, ob die Realteile der Eigenwerte
positiv oder negativ sind. Denn eine geschickte Wahl von c(x) in Abhängigkeit der
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Eigenwerte erlaubt eine gute Abschätzung von ϕp. Die einzelnen Komponenten von
c = (c1(x), . . . , cn(x))T werden wie folgt gewählt:

ci(x) :=

x∫
0

c′i(s)ds, für 1 ≤ i ≤ j,

−ci(x) :=

1∫
x

c′i(s)ds, für j < i ≤ n.

Dann lautet die partikuläre Lösung:

ϕp(x) = TΛ(x)

x∫
0

diag(eλ1(−s), . . . , eλj(−s), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(n−j)−mal

)T−1A−1F(s)ds

−TΛ(x)

1∫
x

diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−mal

, eλj+1(−s), . . . , eλn(−s))T−1A−1F(s)ds

= T

x∫
0

diag(eλ1(x−s), . . . , eλj(x−s), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(n−j)−mal

)T−1A−1F(s)ds

−T

1∫
x

diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−mal

, eλj+1(x−s), . . . , eλn(x−s))T−1A−1F(s)ds.

Bemerkung. Durch die spezielle Wahl der Funktionen ci, i = 1 . . . n, in Lemma 5.10
ist der Realteil der Hochzahl der Exponentialfunktionen der partikulären Lösung
immer kleiner oder gleich Null. Damit bleiben die Exponentialfunktionen durch Eins
beschränkt, egal wie groß die Beträge der Realteile sein mögen.

Für die partikuläre Lösung gemäß Lemma 5.10 wird die Inverse der Matrix der
Eigenvektoren benötigt:

Lemma 5.11. Für hinreichend kleine ε2 und ε1/ε2 existiert die Inverse von Ỹ aus
Korollar 5.7 und hat folgende Gestalt:

Ỹ−1 =


O(1) O( ε1

ε2
+ ε2) O( ε1

ε2
+ ε2) O( ε1

ε2
+ ε2)

O( ε1
ε2

+ ε2) O(1) O( ε1
ε2

+ ε2) O( ε1
ε2

+ ε2)

O(1) O(1) O(1) O(1)

O(1) O(1) O(1) O(1)

 .
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Beweis. Zum Beweis der Existenz wird Ỹ = ỸI+Ỹε als Summe der beiden Matrizen
ỸI und Ỹε geschrieben, wobei:

ỸI :=


−λ1ε1 0 0 0

0 λ2ε2 0 0
1 0 V1,1 V2,1

0 1 V1,2 V2,2

 ,

Ỹε :=


O( ε1

ε2
) O( ε1

ε2
) O(ε1) O(ε1)

O( ε1
ε2

) O( ε1
ε2

) O(ε2) O(ε2)

0 O(ε2 + ε1
ε2

) O(ε2) O(ε2)

O( ε1
ε2

) 0 O(ε2) O(ε2)

 .

Damit gilt Ỹ = ỸI(I + Ỹ−1
I Ỹε) und die Inverse lautet:

Ỹ−1 = (I + Ỹ−1
I Ỹε)

−1Ỹ−1
I .

Aufgrund von Voraussetzung 2.2 ist (V1, V2) invertierbar und folglich auch ỸI . Laut
Satz 5.2 ist λ1 = O(1/ε1) und λ2 = O(1/ε2) und damit ‖ỸI‖ = O(1) unabhängig von
ε1, ε2. Weiters gilt ‖Ỹε‖ = O(ε1/ε2 + ε2). Für hinreichend kleine ε2 und ε1/ε2 ist also
‖Ỹ−1

I Ỹε‖ < 1. Daraus folgt die Invertierbarkeit von I + Ỹ−1
I Ỹε und schließlich jene

von Ỹ. Die Gestalt der Inversen erhält man aus der Neumannschen Reihe:

Ỹ−1 = −
∞∑
n=0

(
Ỹ−1
I Ỹε

)n
Ỹ−1
I .

Der erste Summand lautet Ỹ−1
I und alle weiteren sind O(ε1/ε2 + ε2).

Satz 5.12. Seien F1,F2 ∈ C(Ω). Für die partikuläre Lösung Yp von (5.3) aus Lem-
ma 5.10 gelten für hinreichend kleine ε1/ε2, ε2 mit einer rechten Seite (F1,F2, 0, 0)T

folgende Abschätzungen:

‖Yp1‖L∞ ≤ C
(
‖F1‖L1 +

(
ε1
ε2

+ ε2

)
‖F2‖L1

)
,

‖Yp2‖L∞ ≤ C
((

ε1
ε2

+ ε2

)
‖F1‖L1 + ‖F2‖L1

)
,

‖Ypi‖L∞ ≤ C‖F1 + F2‖L1 , für i = 3, 4,

sowie:

‖Yp1‖L2 ≤ C
√
ε1

(
‖F1‖L2 +

(√
ε1
ε2

+ ε2 +
√
ε1

)
‖F2‖L2

)
,

‖Yp2‖L2 ≤ C
√
ε2

((
ε1
ε2

+
√
ε2

)
‖F1‖L2 + ‖F2‖L2

)
.

Für die Ableitung der Komponenten Yp3 und Yp4 gilt zusätzlich:

1∫
0

(
Yp
′
3Yp

′
4

)
Eε
(
Yp
′
3Yp

′
4

)T
dx ≤ C (‖F1‖L2 + ‖F2‖L2)2 .
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Beweis. Das Fundamentalsystem Y = ỸΛ der DGL (5.3) wird wie in Korollar 5.7
angegeben, wobei Λ(x) = diag(eλ1x, eλ2x, eλ3x, eλ4x) eine Diagonalmatrix ist. Ỹ hat
laut (5.11) folgende Gestalt:

Ỹ =


−λ1ε1 +O( ε1

ε2
) O( ε1

ε2
) O(ε1) O(ε1)

O( ε1
ε2

) λ2ε2 +O( ε1
ε2

) O(ε2) O(ε2)

1 O(ε2) +O( ε1
ε2

) V1,1 +O(ε2) V2,1 +O(ε2)

O( ε1
ε2

) 1 V1,2 +O(ε2) V2,2 +O(ε2)

 .

Zur Bestimmung der partikulären Lösung von (5.3) werden, abhängig von den Ein-
trägen d1 und d2 von D, vier verschiedene Fälle unterschieden:

i) d1, d2 > 0, d. h. λ1, λ2 > 0

ii) d1, d2 < 0, d. h. λ1, λ2 < 0

iii) d1 > 0, d2 < 0, d. h. λ1 > 0, λ2 < 0

iv) d1 < 0, d2 > 0, d. h. λ1 < 0, λ2 > 0

Für jeden dieser Fälle wird die Konstante gemäß Lemma 5.10 geringfügig anders
gewählt. Damit wird eine partikuläre Lösung bestimmt, die gut abgeschätzt wer-
den kann. Im Folgenden wird nur der Fall iii) betrachtet. Die anderen Fälle werden
vollkommen analog berechnet. Auch für λ3 und λ4 könnte eine Unterscheidung vor-
genommen werden. Weil diese beiden Eigenwerte in unserem Fall jedoch von Größen-
ordnung O(1) sind, wird das vernachlässigt. Sie werden deshalb im Folgenden wie
der positive Eigenwert λ1 behandelt. Laut Lemma 5.10 kann die partikuläre Lösung
folgendermaßen geschrieben werden:

Yp(x) = Ỹ

x∫
0

diag(0, eλ2(x−s), 0, 0)Ỹ−1

(
−F(s)

0

)
ds

− Ỹ

1∫
x

diag(eλ1(x−s), 0, eλ3(x−s), eλ4(x−s))Ỹ−1

(
−F(s)

0

)
ds.

Mit dem Wissen über Ỹ−1 aus Lemma 5.11 kann Yp für hinreichend kleine ε1 und
ε2 folgendermaßen angegeben werden:

Yp(x) = Ỹ



−
1∫
x
eλ1(x−s)(O(1)F1(s) +O( ε1ε2 + ε2)F2(s))ds

x∫
0

eλ2(x−s)O( ε1ε2 + ε2)F1(ds) +O(1)F2(s)ds

−
1∫
x
eλ3(x−s)O(1)(F1 + F2)(s)ds

−
1∫
x
eλ4(x−s)O(1)(F1 + F2)(s)ds


. (5.22)
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Wegen der Wahl des Integrationsgebietes und λ3 = O(1) sowie λ4 = O(1), gilt
eλi(x−s) ≤ C, i ∈ {1, 2, 3, 4}, für ein C > 0 unabhängig von ε1 und ε2. Mit Hilfe der
Hölderschen Ungleichung folgt aus (5.22) für x ∈ Ω:

|Yp1(x)| ≤ C
[
(1 + ε1

ε2

ε1+ε22
ε2

+ ε1)‖F1‖L1 + ( ε1
ε2

+ ε2 + ε1
ε2

+ ε1)‖F2‖L1

]
≤ C

[
‖F1‖L1 +

(
ε1
ε2

+ ε2

)
‖F2‖L1

]
,

|Yp2(x)| ≤
[
( ε1
ε2

+ ε1
ε2

+ ε2 + ε2)‖F1‖L1 +
(

ε1
ε2

ε1+ε22
ε2

+ 1 + ε2

)
‖F2‖L1

]
≤ C

[
( ε1
ε2

+ ε2)(‖F1‖L1 + ‖F2‖L1

]
,

|Ypi(x)| ≤ C‖F1 + F2‖L1 , für i = 3, 4.

Weil diese Ungleichungen für alle x ∈ Ω gelten, sind die Behauptungen des Satzes
für ‖Ypi‖L∞ , i = 1, . . . , 4, bewiesen. Als nächstes werden die Abschätzungen in der
L2-Norm überprüft. Aus (5.22) folgt:

‖Yp1‖L2 ≤ C

∥∥∥∥∥∥
1∫
x

eλ1(x−s)
(

F1 +
ε1 + ε2

2

ε2
F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
L2

+ C

∥∥∥∥∥∥ε1

ε2

x∫
0

eλ2(x−s)
(
ε1 + ε2

2

ε2
F1 + F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
L2

+ C

∥∥∥∥∥∥ε1

1∫
x

(
eλ3(x−s) + eλ4(x−s)

)
(F1 + F2) ds

∥∥∥∥∥∥
L2

. (5.23)

Zuerst wird der erste Summand von (5.23) betrachtet. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung gilt:∥∥∥∥∥∥

1∫
x

eλ1(x−s)
(

F1 +
ε1 + ε2

2

ε2
F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

≤
∫
Ω

(∥∥∥eλ1(x−s)
∥∥∥
L2(x,1)

∥∥∥∥F1 +
ε1 + ε2

2

ε2
F2

∥∥∥∥
L2(x,1)

)2

dx

≤ C
∫
Ω

1∫
x

∣∣∣eλ1(x−s)
∣∣∣2 ds dx(‖F1‖L2(Ω) +

ε1 + ε2
2

ε2
‖F2‖L2(Ω)

)2

= C

∫
Ω

e2λ1(x−1) − 1

−2λ1
dx

(
‖F1‖L2(Ω) +

ε1 + ε2
2

ε2
‖F2‖L2(Ω)

)2

= C
1

2λ1

(
1− 1

2λ1
+
e−2λ1

2λ1

)(
‖F1‖L2(Ω) +

ε1 + ε2
2

ε2
‖F2‖L2(Ω)

)2

.
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Nach Satz 5.2 gilt λ1 = O( 1
ε1

) und damit folgt:

∥∥∥∥∥∥
1∫
x

eλ1(x−s)
(

F1 +
ε1 + ε2

2

ε2
F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
L2

≤ C
√
ε1

(
‖F1‖L2 +

ε1 + ε2
2

ε2
‖F2‖L2

)
.

Weil λ2 = O( 1
ε2

) und λ3, λ4 = O(1), überlegt man sich für die verbleibenden beiden
Summanden von (5.23) analog:∥∥∥∥∥∥ε1

ε2

x∫
0

eλ2(x−s)
(
ε1 + ε2

2

ε2
F1 + F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
L2

≤ C ε1

ε2

√
ε2

(
ε1 + ε2

2

ε2
‖F1‖L2 + ‖F2‖L2

)
,

∥∥∥∥∥∥ε1

1∫
x

(
eλ3(x−s) + eλ4(x−s)

)
(F1 + F2) ds

∥∥∥∥∥∥
L2

≤ Cε1 (‖F1‖L2 + ‖F2‖L2) .

Insgesamt gilt damit für ||Yp1||L2 die Abschätzung:

‖Yp1‖L2 ≤ C
√
ε1

(
‖F1‖L2 +

(√
ε1
ε2

+ ε2 +
√
ε1

)
‖F2‖L2

)
.

Wegen (5.22) folgt für die zweite Komponente:

‖Yp2‖L2 ≤ C

∥∥∥∥∥∥ε1

ε2

1∫
x

eλ1(x−s)
(

F1 +
ε1 + ε2

2

ε2
F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
L2

+ C

∥∥∥∥∥∥
x∫

0

eλ2(x−s)
(
ε1 + ε2

2

ε2
F1 + F2

)
ds

∥∥∥∥∥∥
L2

+ C

∥∥∥∥∥∥ε2

1∫
x

(
eλ3(x−s) + eλ4(x−s)

)
(F1 + F2) ds

∥∥∥∥∥∥
L2

.

Im Vergleich zur ersten Komponente (5.23) ändern sich in den Summanden nur
Skalare. Die Abschätzung kann also für die zweite Komponente vollkommen analog
nachgerechnet werden und es gilt:

‖Yp2‖L2 ≤ C
√
ε2

((
ε1
ε2

+
√
ε2

)
‖F1‖L2 + ‖F2‖L2

)
.

Die Identifikation (Yp
′
3,Yp

′
4)T = Ẽ−ε(Yp1,Yp2)T aus (5.1) wird wie im Beweis der

homogenen Lösung (Satz 5.9) für die Untersuchung der verbleibenden Behauptung
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verwendet:

1∫
0

|(Yp
′
3,Yp

′
4)Ẽε(Yp

′
3,Yp

′
4)T |dx =

1∫
0

|(Yp1,Yp2)(Ẽ−ε)T (Yp1,Yp2)T |dx

≤ C
1∫

0

∣∣Yp1

∣∣2
ε1

+

∣∣Yp1Yp2

∣∣
ε2

+

∣∣Yp2

∣∣2
ε2

dx.

Mit Hilfe der bereits erhaltenen Abschätzungen für Yp1 und Yp2, der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und der Youngschen Ungleichung ergibt sich in weiterer
Folge:

1∫
0

|(Yp
′
3,Yp

′
4)Ẽε(Yp

′
3,Yp

′
4)T |dx ≤ C

‖Yp1‖
2
L2

ε1
+
‖Yp1‖L2‖Yp2‖L2√

ε1
√
ε2

+
‖Yp2‖

2
L2

ε2

≤ C(‖F1‖L2 + ‖F2‖L2)2.

Die Abschätzung für Eε folgt aus der Äquivalenz Eε ∼ Ẽε laut Satz 5.8.

5.4 Fehler der asymptotischen Entwicklung

Satz 5.13. Seien ε2 und ε1/ε2 hinreichend klein. Sei U die exakte Lösung von (2.3)
und UM , ÛM und ŨM wie in (4.1), (4.2) und (4.3) definiert. Dann gilt für die
asymptotische Entwicklung Uas := UM + ÛM + ŨM :

‖U−Uas‖L∞ ≤ CM,F̃

[(
ε1

ε2

)M1

+ εM2+1
2

]
,

wobei C
M,F̃

von M = (M1,M2) und F̃ sowie seine Ableitungen abhängt.

Beweis. Sei RM := U − Uas. Bezeichne % = (%1, %2)T := Lε(RM ), R0 := RM (0)
und R1 := RM (1). Dann löst RM die Differentialgleichung Lε(RM ) = % mit den
Randbedingungen R0 und R1. Wähle nun den partikulären Anteil Rpart von RM

wie in Lemma 5.10 angegeben. Wegen der Linearität von Lε ist Rhom := RM−Rpart

eine homogene Lösung, d. h.: Lε(Rhom) = 0. Die Randwerte von Rhom lauten somit
Rhom(0) = R0 − Rpart(0) und Rhom(1) = R1 − Rpart(1). Die Sätze 5.9 und 4.8
liefern:

‖Rhom‖L∞ ≤ C(|Rhom(0)|+ |Rhom(1)|)
= C(|R0 −Rpart(0)|+ |R1 −Rpart(1)|)

≤ C
(
e
− d2

ε2 + ‖Rpart‖L∞ + e
d1
ε1 + ‖Rpart‖L∞

)
.
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Aufgrund von Satz 5.12 und Lε(RM ) = % folgt daraus:

‖U−Uas‖L∞ ≤ ‖Rhom‖L∞ + ‖Rpart‖L∞

≤ C
(
e
− d2

ε2 + e
d1
ε1 + ‖%1‖+ ‖%2‖L1

)
≤ C

(
e
− d2

ε2 + e
d1
ε1 + ‖Lε(RM )‖L1

)
.

Wegen Lε(RM ) = Lε(U−UM )−Lε(Û)−Lε(Ũ) und den Sätzen 4.5, 4.6 sowie 4.7
gilt weiters:

‖U−Uas‖L∞ ≤ C

[
e

d1
ε1 + e

− d2
ε2 +

(
ε1

ε2

)M2

+ εM1+1
2

]

≤ C

[(
ε1

ε2

)M2

+ εM1+1
2

]
,

mit jeweils geeigneten von M1 und M2 und F̃ sowie seinen Ableitungen abhängigen
Konstanten C > 0 und hinreichend kleinen Parametern ε1 und ε2.





6 DG-Verfahren

6.1 Herleitung der Bilinearform

Zur numerischen Überprüfung der bisherigen Ergebnisse wird ein DG-Verfahren ver-
wendet. Die Lösung U des Modellproblems (2.3) mit den homogenen Randbedin-
gungen (2.4):

Lε(U)(x) := −ẼεU′′(x) + DU′(x) + ÃU(x) = F̃(x), x ∈ Ω,

U(0) = U(1) = 0,

wird im Raum S1,0(T ) der unstetigen Funktionen, die stückweise linearen Polyno-
men entsprechen, gesucht:

S1,0(T ) :=
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣u|K ∈ P1 für alle K ∈ T
}
.

Dabei bezeichne T = {Ki := (xi−1, xi) | i = 1, . . . , N} ein Gitter mit den Knoten
0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1, N ∈ N, und den Elementen Ki, i = 1, . . . , N ,
auf Ω = (0, 1) . P1 sei die Menge der linearen Polynome auf Ω. Im Gegensatz zur
klassischen FEM kann die Lösungsfunktion an den Knoten unstetig sein. Um diese
Unstetigkeit zu realisieren, werden die Funktionen ϕj , j = 1, . . . , 2N , betrachtet,
vgl. Abbildung 6.1:

ϕj :=

{ xi−x
xi−xi−1

, x ∈ (xi−1, xi),

0, sonst,
falls j = 2i− 1, i = 1, . . . , N, (6.1a)

ϕj :=

{
x−xi−1

xi−xi−1
, x ∈ (xi−1, xi),

0, sonst,
falls j = 2i, i = 1, . . . , N. (6.1b)

Die Menge {ϕj |j = 1, . . . , 2N} bildet eine Basis von S1,0(T ). Offensichtlich ist
dim(S1,0(T )) = 2N . Mit der Notation v := (v1, . . . ,v2N )T ∈ R2N besitzt ein Ele-
ment v ∈ S1,0(T ) somit die folgende Darstellung:

v =

2N∑
j=1

vjϕj .

Bemerkung. Die klassische FEM verwendet als Basis von S1,1(T ) stetige Ansatzfunk-
tionen, die sogenannten Hutfunktionen. Zur Erfüllung der Randbedingungen u = 0
auf ∂Ω müssen deshalb an den Randelementen jene Ansatzfunktionen weggelassen
werden, welche am Rand von Ω nicht null sind. Bei unstetigen Ansatzfunktionen,
wie hier, ist das nicht erforderlich, weil die Randbedingungen nur schwach erfüllt
sein müssen.

57
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x0

1

xi−1 xi xi+1

ϕ2i

ϕ2i+1

ϕ2(i+1)

ϕ2i−1

Abbildung 6.1: Die Basisfunktionen auf Ki und Ki+1 für ein i ∈ {1, . . . , N − 1}

Für eine detailierte Herleitung der Bilinearform wird auf [5, Kapitel 8, S. 107–115]
verwiesen. Hier sollen nur ein paar wichtige Eckpfeiler und Begriffsbildungen daraus
angeführt werden. Für ein Gitter T von Ω bezeichne demnach im Folgenden EI die
Menge der inneren Knoten, EB jene der äußeren Knoten und E die Vereinigung der
beiden Mengen, also:

EI := {x1, . . . , xN−1},
EB := {x0, xN},
E := EI ∪ EB.

Bei unstetigem Ansatz für uN ∈ S1,0(T ) und unstetigen Testfunktionen v ∈ S1,0(T )
sind die Approximationen der Lösung an den inneren Knoten nicht eindeutig, weil
an einen Knoten xi ∈ EI jeweils zwei Elemente grenzen. Damit stehen die beiden
Näherungen uN (xi−) := limx↗xi uN |Ki(x) und uN (xi+) := limx↘xi uN |Ki+1(x) zur
Verfügung. Für die Kopplung zweier benachbarter Elemente werden der Mittelwert,
der Sprung und der numerische Fluss verwendet.

Definition 6.1. Sei T eine Triangulierung von Ω. Der Mittelwert von uN ∈ S1,0(T )
an einer Kante xi ∈ E sei definiert durch:

{{uN}}(xi) := 1
2 (uN (xi+) + uN (xi−)) , für xi ∈ EI ,

{{uN}}(xi) := uN (xi), für xi ∈ EB.

Definition 6.2. Sei T eine Triangulierung von Ω. Der Sprung von uN ∈ S1,0(T )
an einer Kante xi ∈ E sei gegeben durch:

[[uN ]](xi) := uN (xi−)− uN (xi+), für xi ∈ EI ,
[[uN ]](x0) := −uN (x0+),

[[uN ]](xN ) := uN (xN−).

Entscheidend bei der Wahl des numerischen Flusses ist, dass er in Abhängigkeit vom
Vorzeichen von dkn gewählt wird, wobei dk, k = 1, 2, die Einträge der Diagonalma-
trix D aus dem Modellproblem (2.3) sind und n den äußeren Normaleneinheitsvektor
am Rand des jeweiligen Elementes bezeichnet.
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Definition 6.3. Sei D die Diagonalmatrix aus dem Modellproblem (2.3) mit den
Einträgen dk, k = 1, 2, und sei T eine Triangulierung von Ω mit den Elementen
Ki, i = 1, . . . , N . Bezeichne n den Normaleneinheitsvektor an der jeweiligen Ele-
mentkante. Der upwind flux (dkn)ūN ist für uN ∈ S1,0(T ) durch die folgende Wahl
von ūN an jedem Knoten definiert:

� Sei xi ∈ EI ein innerer Knoten von T , welchen sich Ki und Ki+1 teilen. Dann
gilt für k = 1, 2:

ūN (xi) = egal, falls dknKi = dknKi+1 = 0,
ūN (xi) = u|Ki(xi), falls dknKi > 0,
ūN (xi) = u|Ki+1(xi), falls dknKi+1 > 0.

� Für einen Randknoten xi von T gilt für k = 1, 2:

ūN (x0) = 0, falls dk > 0,
ūN (xN ) = lim

x↗xN
uN |KN

(x), falls dk > 0,

ūN (x0) = lim
x↘x0

uN |K1(x), falls dk < 0,

ūN (xN ) = 0, falls dk < 0.

Bemerkung. Die Kopplung benachbarter Elemente durch die gewählten Definitionen
von Mittelwert, Sprung und numerischem Fluss ist willkürlich und könnte auch
anders festgelegt werden. Ein Beispiel dafür, wie z. B. die Wahl des numerischen
Flusses die Qualität der Lösung beeinflussen kann, ist in [5, S. 109, Bsp. 2] zu sehen.

Mit den Notationen aus den Definitionen 6.1, 6.2 und 6.3 ergibt sich folgende Iden-
tität:

Lemma 6.4 (
”
DG magic formula“). Seien v : Ω → R und σ : Ω → R2 stückweise

glatt auf der Triangulierung T . Dann gilt:∑
K∈T

∫
∂K

vσ · n =

∫
EI

[[v]]{{σ}}+

∫
EI

{{v}}[[σ]] +

∫
EB

[[v]]{{σ}},

wobei
∫
EI und

∫
EB Kurzschreibweisen für die Summen über Intergrale über die Kan-

ten EI und EB sind.

Weiters sei der symmetrische Teil von Ẽε folgendermaßen definiert:

S :=
1

2

(
Ẽε + (Ẽε)T

)
. (6.2)

Zur Herleitung eines Verfahrens wird das Modellproblem Lε aus (2.3) in einen ellip-
tischen Teil Lellε und einen Transportterm Ltransε aufgeteilt:

Lellε (U)(x) := −ẼεU′′(x) + ÃU(x) = F̃(x), x ∈ Ω, (6.3)

Ltransε (U)(x) := DU′(x) = 0, x ∈ Ω. (6.4)
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Sei σ ∈ R beliebig und beschreibe nK den äußeren Normaleneinheitsvektor an den
jeweiligen Elementkanten. Die beiden Gleichungen (6.3) und (6.4) werden zunächst
mit einem beliebigen Vektor von Testfunktionen v ∈ S1,0(T )×S1,0(T ) in eine schwa-
che Formulierung umgeschrieben. Nach partieller Integration mit Hilfe des Satzes
von Gauß kann mit Lemma 6.4 folgende Bilinearform hergeleitet werden:

BDG(U, v) = Bell
DG(U, v) +Btrans

DG (U, v), (6.5)

wobei:

Bell
DG(U, v) :=

∑
K∈T

∫
K

(v′)T ẼεU′ + vT ÃUdx

+
∑
xi∈E

∫
xi

−[[vT ]]{{ẼεU′}} − [[UT ]]{{Ẽεv′}}+
σ

hi
[[vT ]]S[[U]], (6.6)

und:

Btrans
DG (U, v) :=

∑
K∈T

∫
K

vTDU′ +

∫
∂K

vTD(Ū−U)nK . (6.7)

Der Lastvektor lautet:

l(v) :=
∑
K∈T

∫
K

F̃v =

∫
Ω

F̃v. (6.8)

Damit bietet sich folgendes FEM-Verfahren zur Lösung von (2.3) mit den Randbe-
dingungen (2.4) an:

Finde UN ∈ S1,0(T )× S1,0(T ), sodass:

BDG(UN , v) = l(v), ∀v ∈ S1,0(T )× S1,0(T ). (6.9)

6.2 Aufstellen des Algorithmus

6.2.1 Grundlegendes

Für die Herleitung des Algorithmus wird die Gleichung (6.9) in ein lineares Glei-
chungssystem übergeführt. Die Berechnungen finden wie üblich auf dem Referenz-
element K̂ := (−1, 1) statt. Auf diesem sind die Elementformfunktionen N1 und N2

definiert, vgl. auch Abbbildung 6.2:

N1(x) =
1− x

2
, x ∈ K̂,

N2(x) =
1 + x

2
, x ∈ K̂.

Man sieht sofort, dass die Ansatzfunktionen ϕj , j = 1, . . . , 2N , aus (6.1) die Bilder
der Elementformfunktionen eingeschränkt auf ihrem Träger sind. Und zwar wird N1
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x

N2(x)

N1(x)

0

1

−1 1

Abbildung 6.2: Die Elementformfunktionen auf K̂

jeweils auf die Ansatzfunktionen mit ungeradem Index und N2 auf jene mit geradem
Index abgebildet. Wenn nicht explizit anders angegben sei Ω := (0, 1) und für N ∈ N
sei T = {Ki = (xi−1, xi)|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung des Intervalls Ω.

Definition 6.5. Sei N ∈ N und T = {Ki = (xi−1, xi)|i = 1, . . . , N} eine Triangu-
lierung eines Intervalls Ω ⊂ R und K̂ = (−1, 1). Dann werden die affinen, bijektiven
Elementabbildungen FKi , i = 1, . . . , N , beschrieben durch:

FKi :

{
K̂ → Ki,

x 7→ xi+xi−1

2 + xi−xi−1

2 x.

Korollar 6.6. Sei T eine Triangulierung von Ω. Sei hKi := xi−xi−1, i = 1, . . . , N .
Dann gilt für eine Ansatzfunktion ϕj aus (6.1) und Ki ∈ T mit supp ϕj ∩Ki 6= ∅,
j = 1, . . . , 2N :

i) |F ′Ki
| = hKi

2 ,

ii) ϕj |Ki ◦ FKi ∈ {N1, N2},

iii) (ϕj |Ki ◦ FKi)
′ = (ϕj |′Ki

◦ FKi) · F ′Ki
.

Zur einfacheren Notation werden die folgenden zwei Funktionen TK und TE definiert:

Definition 6.7. Sei N ∈ N und T = {Ki|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung eines
Intervalls Ω ⊂ R. Dann bezeichne TK folgende Indexzuweisung:

TK :

{
{1, . . . , N} × {1, 2} → {1, . . . 2N},

(i,m) 7→ 2(i− 1) +m,
(6.10)

wobei sich m = 1 auf N1 sowie m = 2 auf N2 bezieht.

Die Funktion TK weist somit jedem Element jene zwei Indizes zu, zu denen der
Schnitt des Trägers der Basisfunktionen ϕj aus (6.1) mit dem Element nichtleer
ist. Eine weitere Funktion soll jedem Knoten die vier Indizes der Basisfunktionen
zuweisen, die an den angrenzenden Elementen nichtleeren Träger haben:
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Definition 6.8. Sei N ∈ N und T = {Ki|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung ei-
nes Intervalls Ω ⊂ R. Dann wird für jeden inneren Knoten xi ∈ EI die folgende
Indexzuweisung definiert:

TE :

{
{1, . . . , N − 1} × {0, 1} × {1, 2} → {1, . . . 2N},

(i, s,m) 7→ 2(i− 1 + s) +m,
(6.11)

wobei s = 0 für das links vom Knoten und s = 1 für das rechts vom Knoten liegende
Element steht und sich m = 1 auf N1 sowie m = 2 auf N2 bezieht.

Bemerkung. Definition 6.8 funktioniert auch für die Randknoten, wenn man be-
achtet, dass jeweils nur entweder das rechts oder das links angrenzende Elemente
existiert, d. h. am linken Rand gilt s = 1 und am rechten Rand gilt s = 0.

6.2.2 Elliptischer Teil der Bilinearform und Lastvektor

Wie bereits erwähnt, befassen wir uns mit dem elliptischen Teil und dem Transport-
term unabhängig voneinander. Als erstes wird der elliptische Teil betrachtet. Dazu
wird jeder Summand von (6.6) und der Lastvektor (6.8) gesondert behandelt und
zum Schluss in einem gemeinsamen Gleichungssystem zusammengefasst.

Erster Summand

Satz 6.9. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1).
Die Matrix Ψ ∈ R2N×2N sei definiert durch die Einträge:

Ψi,j :=
∑
K∈T

∫
K

ϕ′jϕ
′
i, i, j = 1, . . . , 2N.

Seien u1
N , u

2
N 6= 0 ∈ S1,0(T ) mit ukN =

∑2N
j=1 ukjϕj , k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N .

Dann gilt für alle vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2 mit v1, v2 ∈ R2N :

∑
K∈T

∫
K

(
v1 v2

)′
Ẽε

(
u1
N

u2
N

)′
=

(
v1

v2

)T (
Ẽε

1,1Ψ Ẽε
1,2Ψ

Ẽε
2,1Ψ Ẽε

2,2Ψ

)(
u1

u2

)
.

Beweis. Seien u1
N , u

2
N 6= 0 ∈ S1,0(T ), dann gilt für alle v := (v1, v2)T ∈ S1,0(T )2:

∑
K∈T

∫
K

(v′)T Ẽε

(
u1
N

u2
N

)′
=
∑
K∈T

∫
K

2N∑
i=1

(
v1
i

v2
i

)T
ϕ′i Ẽε

2N∑
j=1

(
u1
j

u2
j

)
ϕ′j

=
2N∑
i,j=1

(
v1
i v2

i

)
Ẽε

(
u1
j

u2
j

) ∑
K∈T

∫
K

ϕ′iϕ
′
j .

Mit der Definition Ψi,j :=
∑

K∈T
∫
K ϕ

′
jϕ
′
i, i, j = 1, . . . , N , folgt schließlich das

gewünschte Resultat.
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Die Berechnung der Matrix Ψ wird auf dem Referenzelement durchgeführt:

Lemma 6.10. Für N ∈ N seien T = {Ki|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung von Ω
und {ϕj |j = 1, . . . , 2N} die Basis aus (6.1) von S1,0(T ). Die Elementabbildungen
FKi, i = 1, . . . , N , seien wie in Definition 6.5 angegeben. Dann gilt für ϕj und ϕl
mit supp ϕj |Ki ∩ supp ϕl|Ki 6= ∅, i = 1, . . . , N , und j, l = 1, . . . , 2N :∫

Ki

ϕ′jϕ
′
l =

2

hKi

∫
K̂

(ϕj ◦ FKi)
′(ϕl ◦ FKi)

′,

wobei ϕj ◦ FKi , ϕl ◦ FKi ∈ {N1, N2}.

Beweis. Die Voraussetzungen des Lemmas und die Substitutions- sowie die Ketten-
regel liefern: ∫

Ki

ϕ′jϕ
′
l =

∫
K̂

(ϕ′j |Ki ◦ FKi) · (ϕ′l|Ki ◦ FKi)|F ′Ki
|

=

∫
K̂

(ϕj |Ki ◦ FKi)
′ 1

F ′Ki

· (ϕl|Ki ◦ FKi)
′ 1

F ′Ki

|F ′Ki
|

=
2

hKi

∫
K̂

(ϕj |Ki ◦ FKi)
′ · (ϕl|Ki ◦ FKi)

′.

Der Integrand am Referenzelement im Lemma 6.10 beinhaltet das Produkt der Ab-
leitungen zweier Elementformfunktionen. Es gibt vier Möglichkeiten diese zu kom-
binieren. Wir definieren deshalb folgende Matrix:

Definition 6.11. Seien ϕj, ϕl zwei Basisfunktionen laut (6.1) von S1,0(T ) mit
supp ϕj |Ki ∩ supp ϕl|Ki 6= ∅, i = 1, . . . , N , sowie j, l = 1, . . . , 2N . Dann sei Ψ̌ auf
jedem Element Ki folgendermaßen definiert:

Ψ̌ :=


∫̂
K

N ′1N
′
1

∫̂
K

N ′1N
′
2∫̂

K

N2′N ′1
∫̂
K

N ′2N
′
2

 =

(
1
2 −1

2
−1

2
1
2

)
.

In die Matrix Ψ wird dann jeweils das 2/hKi
-fache eines der vier möglichen Einträge

von Ψ̌ geschrieben:

Korollar 6.12. Mit den Voraussetzungen von Satz 6.9 und Ψ̌ wie in Definition 6.11
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hat Ψ folgende Gestalt:

Ψ :=



2
hK1

Ψ̌
2

hK2
Ψ̌

. . .
2

hKN−1
Ψ̌

2
hKN

Ψ̌


.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 6.10 und Definition 6.11 folgt die Aussage unmittelbar
aus Satz 6.9.

Zweiter Summand

Satz 6.13. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1).
Die Matrix Υ ∈ R2N×2N sei definiert durch:

Υi,j :=
∑
K∈T

∫
K

ϕjϕi, i, j = 1, . . . , 2N.

Seien u1
N , u

2
N 6= 0 ∈ S1,0(T ) mit ukN =

∑2N
j=1 ukjϕj , k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N .

Dann gilt für alle vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, mit v1, v2 ∈ R2N :

∑
K∈T

∫
K

(
v1

v2

)T
Ã

(
u1
N

u2
N

)
=

(
v1

v2

)T (
Ã1,1Υ Ã1,2Υ

Ã2,1Υ Ã2,2Υ

)(
u1

u2

)
.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zu jenem von Satz 6.9.

Die Berechnung der Integrale von Υ wird wieder auf dem Referenzelement durch-
geführt:

Lemma 6.14. Für N ∈ N seien T = {Ki|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung von Ω
und {ϕj |j = 1, . . . , 2N} die Basis aus (6.1) von S1,0(T ). Die Elementabbildungen
FKi , i = 1, . . . , N, seien wie in Definition 6.5 festgelegt. Dann gilt für ϕj und ϕl mit
supp ϕj |Ki ∩ supp ϕl|Ki 6= ∅, i = 1, . . . , N , sowie j, l = 1, . . . , 2N :∫

Ki

ϕjϕl =
hKi

2

∫
K̂

(ϕj ◦ FKi)(ϕl ◦ FKi),

wobei ϕj ◦ FKi , ϕl ◦ FKi ∈ {N1, N2}.

Beweis. Für den Beweis wird die Tatsache, dass
∣∣F ′Ki

∣∣ = hKi/2 ist, sowie die Substi-
tutionsregel verwendet.
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Die vier Möglichkeiten N1 und N2 zu kombinieren, werden in einer Matrix zusam-
mengefasst:

Definition 6.15. Seien ϕj und ϕl zwei Basisfunktionen laut (6.1) von S1,0(T ) mit
supp ϕj |Ki ∩ supp ϕl|Ki 6= ∅ für i = 1, . . . , N , und j, l = 1, . . . , 2N . Dann sei Υ̌ auf
jedem Element Ki, i = 1, . . . , N , folgendermaßen definiert:

Υ̌ :=


∫̂
K

N1N1

∫̂
K

N1N2∫̂
K

N2N1

∫̂
K

N2N2

 =

(
2
3

1
3

1
3

2
3

)
.

Die Matrix Υ beinhaltet jeweils das hKi/2-fache eines der vier möglichen Einträge
von Υ̌. Diese sieht also folgendermaßen aus:

Korollar 6.16. Mit den Voraussetzungen von Satz 6.13 und Υ̌ gemäß Definition
6.15 hat Υ folgende Gestalt:

Υ :=



hK1
2 Υ̌

hK2
2 Υ̌

. . .
hKN−1

2 Υ̌
hKN

2 Υ̌


.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 6.13

Dritter und vierter Summand

Als nächstes wird
∑N

i=0 [[vT ]]{{(Ẽε)Tu′N}} betrachtet. Diese Summe wird über die
Knoten gebildet. Für jeden inneren Knoten xi, i = 1, . . . , N − 1, sind vier und für
die beiden Knoten x0 und xN jeweils zwei Ansatzfunktionen relevant. Zunächst wird
der Mittelwert und der Sprung an den Knoten berechnet:

Lemma 6.17. Sei uN ∈ S1,0(T ) mit der Darstellung uN =
∑2N

i=1 uiϕi, u ∈ R2N .
Dann gilt für den Mittelwert aus Definition 6.1 für alle i = 1, . . . , N − 1:

{{uN (xi)
′}} =

1

2

(
1

hKi

(−uTE(i,0,1) + uTE(i,0,2))

+
1

hKi+1

(−uTE(i,1,1) + uTE(i,1,2))

)
.

Für die Knoten x0 bzw. xN gilt:

{{uN (x0)′}} =
1

hK1

(−uTE(0,1,1) + uTE(0,1,2)),

{{uN (xN )′}} =
1

hKN

(−uTE(N,0,1) + uTE(N,0,2)).
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Beweis. Der Mittelwert wird zuerst an den inneren Knoten i ∈ {1, . . . , N − 1} be-
trachtet. An den Knoten mit Index i ∈ {0, N} spielen nur zwei Ansatzfunktionen
mit, deshalb müssen diese gesondert behandelt werden. Sei also i ∈ {1, . . . , N − 1}.
Dann gilt für den Mittelwert von einem beliebigen uN ∈ S1,0(T ) mit der Darstellung
uN =

∑2N
i=1 uiϕi nach Definition 6.1 Folgendes:

{{uN (xi)
′}} =

1

2
(uN (xi−)′ + uN (xi+)′)

=
1

2

(
uTE(i,0,1)ϕ

′
TE(i,0,1)(xi) + uTE(i,0,2)ϕ

′
TE(i,0,2)(xi)

+uTE(i,1,1)ϕ
′
TE(i,1,1)(xi) + uTE(i,1,2)ϕ

′
TE(i,1,2)(xi)

)
.

Mit den Elementabbildungen FKi : K̂ → Ki aus Definition 6.5 folgt mit Hilfe der
Kettenregel für i = 1, . . . , N − 1 und s = 0, 1:

ϕ′TE(i,s,1) = (N1 ◦ F−1
Ki+s

)′ = N ′1 ◦ F−1
Ki+s

· (F−1
Ki+s

)′,

ϕ′TE(i,s,2) = (N2 ◦ F−1
Ki+s

)′ = N ′2 ◦ F−1
Ki+s

· (F−1
Ki+s

)′.

Des Weiteren sind die Ableitungen der Elementformfunktionen N1 und N2 gegeben
durch:

N1(x)′ = −1

2
, x ∈ (−1, 1),

N2(x)′ =
1

2
, x ∈ (−1, 1).

Damit und mit (F−1
Ki

)′ = 2/hKi
folgt für den Mittelwert :

{{uN (xi)
′}} =

1

2

(
1

hKi

(−uTE(i,0,1) + uTE(i,0,2))

+
1

hKi+1

(−uTE(i,1,1) + uTE(i,1,2))

)
.

Für x0 sind nur die Funktionen ϕ1 und ϕ2 relevant, weil es links vom Knoten x0

kein Element mehr gibt. Nach vollkommen analogen Überlegungen erhält man also:

{{uN (x0)′}} = uN (x0) =
1

hK1

(−uTE(0,1,1) + uTE(0,1,2)).

Für den Knoten xN fehlen die Einträge mit Indizes j = TE(N, 1,m), m = 1, 2, und
somit gilt:

{{uN (xN )′}} = uN (xN ) =
1

hKN

(−uTE(N,0,1) + uTE(N,0,2)).
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Lemma 6.18. Sei uN ∈ S1,0(T ) mit der Darstellung uN =
∑2N

i=1 uiϕi, u ∈ R2N ,
und der Sprung laut Definition 6.2 festgelegt. Dann gilt:

[[uN ]](xi) = uTE(i,0,2) − uTE(i,1,1), ∀i = 1, . . . , N − 1,

[[uN ]](x0) = −uTE(0,1,1),

[[uN ]](xN ) = uTE(N,0,2).

Beweis. Begonnen wird mit einem Knoten xi, i ∈ {1, . . . , N−1}. Unter Berücksichti-
gung der Punktauswertungen ϕTE(i,0,1)(xi) = 0, ϕTE(i,1,2)(xi) = 0, ϕTE(i,0,2)(xi) = 1
sowie ϕTE(i,1,1)(xi) = 1, und laut Definition 6.2 gilt für ein uN ∈ S1,0(T ) mit der

Darstellung uN =
∑2N

i=1 uiϕi:

[[uN ]](xi) = uN (xi−)− uN (xi+)

= uTE(i,0,1)ϕTE(i,0,1)(xi) + uTE(i,0,2)ϕTE(i,0,2)(xi)

− uTE(i,1,1)ϕTE(i,1,1)(xi)− uTE(i,1,2)ϕTE(i,1,2)(xi)

= uTE(i,0,2) − uTE(i,1,1).

Für den Knoten x0 sind nur die Ansatzfunktionen ϕ1 und ϕ2 relevant, d. h.:

[[uN ]](x0) = −uN (x0+)

= −uTE(0,1,1)ϕTE(0,1,1)(x0)− uTE(0,1,2)ϕTE(0,1,2)(x0)

= −uTE(0,1,1).

Mit zu x0 analogen Überlegungen folgt die Aussage für den Knoten xN .

Definition 6.19. Für ein N ∈ N seien T = {Ki := (xi−1, xi)|i = 1, . . . , N} eine
Trianglierung von Ω und hKi := xi − xi−1 die Elementgröße. Die Nichtnulleinträge
der Matrix Θ ∈ R2N×2N seien definiert durch:

Θ1,1 := 1
hK1

, Θ2N,2N−1 := − 1
hKN

,

Θ1,2 := − 1
hK1

, Θ2N,2N := 1
hKN

,

sowie für k = 2i, 2i+ 1 falls i = 1, . . . , N − 1:

Θk,l := (−1)k+l 1
2hKi

, l = 2i− 1, 2i,

Θk,l := (−1)k+l 1
2hKi+1

, l = 2i+ 1, 2i+ 2.

Diese Definition zusammen mit den Erkenntnissen über die Mittelwerte und Sprünge
bedeutet schließlich für den dritten Summanden:

Satz 6.20. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1)
sowie Θ die Matrix aus Definition 6.19. Seien uN := (u1

N , u
2
N )T ∈ S1,0(T )2 mit
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ukN =
∑2N

j=1 ukjϕj 6= 0, k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N . Dann gilt für alle v := (v1, v2)T

mit vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, wobei v1, v2 ∈ R2N :

N−1∑
i=1

[[vT (xi)]]{{ẼεuN (xi)
′}} =

(
v1

v2

)T (
Ẽε

1,1Θ Ẽε
1,2Θ

Ẽε
2,1Θ Ẽε

2,2Θ

)(
u1

u2

)
.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 6.17 und Lemma 6.18 kann die Aussage einfach nach-
gerechnet werden.

Nach denselben Überlegungen wie in Satz 6.20 gilt mit vertauschten Rollen von uN
und v für den vierten Summanden:

Satz 6.21. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1)
sowie Θ ∈ R2N×2N die Matrix aus Definition 6.19. Seien u1

N , u
2
N 6= 0 ∈ S1,0(T )

mit Darstellung ukN =
∑2N

j=1 ukjϕj , k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N . Dann gilt für alle

vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, mit v1, v2 ∈ R2N :

N−1∑
i=1

[[uTN (xi)]]{{Ẽεv(xi)
′}} =

(
v1

v2

)T (
Ẽε

1,1Θ
T Ẽε

2,1Θ
T

Ẽε
1,2Θ

T Ẽε
2,2Θ

T

)(
u1

u2

)
.

Fünfter Summand

Satz 6.22. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1).
Seien u1

N , u
2
N ∈ S1,0(T ) mit ukN =

∑2N
j=1 ukjϕj 6= 0, k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N .

Seien hi := min{hKi , hKi+1}, i = 1, . . . , N − 1, und

Φ̌ :=

(
1 −1
−1 1

)
.

Mit der Definition der Matrix Φ:

Φ :=



σ
h0

σ
h1

Φ̌
σ
h2

Φ̌
. . .

σ
hN−2

Φ̌
σ

hN−1
Φ̌

σ
hN


,

gilt für alle vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, mit v1, v2 ∈ R2N :

N−1∑
i=1

σ

hi
[[vT ]]S[[uN ]] =

(
v1

v2

)T (
S1,1Φ S1,2Φ
S2,1Φ S2,2Φ

)(
u1

u2

)
.
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Beweis. Mit Hilfe von Lemma 6.18 folgt:

N∑
i=0

[[vT ]]S[[uN ]] =

(
v1
TE(0,1,1)

v2
TE(0,1,1)

)T
S

(
u1
TE(0,1,1)

u2
TE(0,1,1)

)

+
N−1∑
i=1

(
v1
TE(i,0,2) − v1

TE(i,1,1)

v2
TE(i,0,2) − v2

TE(i,1,1)

)T
S

(
u1
TE(i,0,2) − u1

TE(i,1,1)

u2
TE(i,0,2) − u2

TE(i,1,1)

)

+

(
v1
TE(N,0,2)

v2
TE(N,0,2)

)T
S

(
u1
TE(N,0,2)

u2
TE(N,0,2)

)
.

Lastvektor

Satz 6.23. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1).
Sei F̃ = (F̃1, F̃2) die rechte Seite aus (2.3). Bezeichne vj =

∑2N
i=1 vjiϕi ∈ S1,0(T ),

j = 1, 2, für ein vj ∈ R2N eine beliebige Testfunktion. Der Vektor l sei gegeben
durch:

li :=
∑
K∈T

∫
K

F̃1ϕi, i = 1, . . . , 2N,

li+2N :=
∑
K∈T

∫
K

F̃2ϕi, i = 1, . . . , 2N.

Dann gilt für den Lastvektor aus (6.8):

l(v) = vT l, ∀v ∈ S1,0(T )2.

Beweis. Mit der Definition li := l(ϕi) ergibt sich die Aussage unmittelbar aus (6.8).

Bemerkung. Soll der Algorithmus für beliebige rechte Seiten F̃ funktionieren, muss
der Lastvektor mittels numerischer Quadratur berechnet werden. Denn mit der Ele-
mentabbildung FK aus Definition 6.5 gilt aufgrund der Substitutionsregel:∫

K

F̃ϕi =

∫
K̂

(F̃|K ◦ FK) · (ϕi ◦ FK)|F ′K |, ∀K ∈ T ,

wobei ϕi ◦ FK ∈ {N1, N2} und |F ′K | = hK/2.

Zusammensetzung der einzelnen Komponenten

Für den elliptischen Teil des Problems sind nun alle Terme untersucht worden.
Die daraus gewonnenen Erkenntnisse führen auf ein Gleichungssystem, aus dem die
Lösung bestimmt werden kann:
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Satz 6.24. Seien Ψ, Υ, Θ und Φ die Matrizen aus den Sätzen 6.9,6.13, 6.20 und
6.22. und sei l der Lastvektor aus Satz 6.23. Definiere die Matrix P durch die vier
Blöcke Pi,j, i, j = 1, 2:

Pi,j := Ẽε
i,jΨ + Ãi,jΥ + Ẽε

i,jΘ + Ẽε
j,iΘ

T + Si,jΦ,

wobei Ẽε und Ã die Koeffizientenmatrizen aus dem Modellproblem (2.3) beschreiben
und S laut (6.2) gegeben ist. Seien u1

N , u
2
N ∈ S1,0(T ) mit ukN =

∑2N
j=1 ukjϕj 6= 0,

k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N und ϕi, i = 1, . . . , 2N, die Basisfunktionen aus (6.1)
sind. Dann löst uN := (u1

N , u
2
N )T das elliptische Problem Bell

DG(uN , v) = l(v) für alle
v := (v1, v2)T ∈ S1,0(T )× S1,0(T ) genau dann, wenn:

P

(
u1

u2

)
=

(
P1,1 P1,2

P2,1 P2,2

)(
u1

u2

)
= l.

Beweis. Sei vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, mit v1, v2 ∈ R2N eine beliebige Testfunktion.
Mit Hilfe der Sätze 6.9,6.13, 6.20 und 6.22 lässt sich Bell

DG(uN , v) = l(v) für alle
v ∈ S1,0(T )× S1,0(T ) in folgendes Gleichungssystem überführen:(

v1

v2

)T (
P1,1 P1,2

P2,1 P2,2

)(
u1

u2

)
=

(
v1

v2

)T
l, ∀v1,v2 ∈ R2N .

6.2.3 Transportterm

Für den Transportterm werden, wie beim elliptischen Teil, die einzelnen Summanden
aus (6.7) getrennt betrachtet und dann in einem Gleichungsystem zusammengeführt.

Erster Summand

Satz 6.25. Für ein N ∈ N sei {ϕi|i = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1).
Die Matrix T ∈ R2N×2N sei definiert durch ihre Einträge:

Ti,j :=
∑
K∈T

∫
K

ϕiϕ
′
j .

Sei uN := (u1
N , u

2
N )T ∈ S1,0(T )×S1,0(T ) mit ukN =

∑2N
j=1 ukjϕj 6= 0, k = 1, 2, wobei

u1, u2 ∈ R2N . Dann gilt für alle v := (v1, v2)T mit vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, wobei
v1, v2 ∈ R2N :

∑
K∈T

∫
K

vD(uN )′ =
(

v1 v2
)( d1T 0

0 d2T

)(
u1

u2

)
.
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Beweis. Mit uN := (u1
N , u

2
N )T und v = (v1, v2), wie vorausgesetzt, gilt:

∑
K∈T

∫
K

vD(uN )′ =
2N∑
i,j=1

∑
K∈T

∫
K

(
v1
i v2

i

)
ϕiD

(
u1
j

u2
j

)
ϕ′j

Aus Definition Ti,j :=
∑

K∈T
∫
K ϕiϕ

′
j folgt die Aussage demnach unmittelbar.

Die Integrale werden wieder auf dem Referenzelement berechnet:

Lemma 6.26. Für N ∈ N seien T = {Ki|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung von Ω
und {ϕj |j = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1). Die Elemantabbildungen
FKi , i = 1, . . . , N , seien wie in Definition 6.5 festgelegt. Dann gilt für ϕj und ϕl mit
suppϕj |Ki ∩ ϕl|Ki 6= ∅, i = 1, . . . , N , und j, l = 1, . . . , 2N :∫

K

ϕiϕ
′
j =

∫
K̂

(ϕi|K ◦ FK)(ϕj |K ◦ FK)′
|F ′K |
|F ′K |

,

wobei (ϕi|K ◦ FK) ∈ {N1, N2} und (ϕj |K ◦ FK)′ ∈ {N ′1, N ′2}. Daraus ergeben sich
folgende vier Möglichkeiten für die Berechnung des Integrals:

∫̂
K

N1N
′
1

∫̂
K

N1N
′
2∫̂

K

N2N
′
1

∫̂
K

N2N
′
2

 =

(
−1

2
1
2

−1
2

1
2

)
.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zu jenem von Lemma 6.10.

Zweiter Summand

Satz 6.27. Für N ∈ N seien T = {Ki|i = 1, . . . , N} eine Triangulierung von Ω und
{ϕj |j = 1, . . . , 2N} die Basis von S1,0(T ) aus (6.1). Mit dem äußeren Normalen-
einheitsvektor nK auf dem Element K, sei der numerische Fluss wie in Definition
6.3 angegeben. D sei die Diagonalmatrix aus (2.3). Sei uN := (u1

N , u
2
N )T 6= 0,

uN ∈ S1,0(T )× S1,0(T ) mit ukN =
∑2N

j=1 ukjϕj , k = 1, 2, wobei u1, u2 ∈ R2N . Dann

gilt für alle v := (v1, v2)T mit vk =
∑2N

i=1 vki ϕi, k = 1, 2, wobei v1, v2 ∈ R2N :

i) Falls dk > 0:

∑
K∈T

vTdknK(ū− u)|∂K = vTK(1,1)dk[−uTK(1,1)]

+

N−1∑
i=1

vTK(i+1,1)dk[uTK(i,2) − uTK(i+1,1)].
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ii) Falls dk < 0

∑
K∈T

vTdknK(ū− u)|∂K =
N−1∑
i=1

vTK(i,2)dk[uTK(i+1,1) − uTK(i,2)]

+ vTK(N,2)dk[−uTK(N,2)].

Beweis. Da D eine Diagonalmatrix ist, können die beiden Komponenten gleich be-
handelt werden. Zur einfacheren Notation werden deshalb im Beweis jene Indizies
weggelassen, welche die Komponenten anzeigen. Seien v =

∑2N
i=1 viϕi ∈ S1,0(T )

und uN =
∑2N

j=1 ujϕj 6= 0 ∈ S1,0(T ), wobei u,v ∈ R2N und ϕi, i = 1, . . . , 2N, die
Basisfunktionen aus (6.1) sind. Komponentenweise auf jedem Element betrachtet
entsprechen die Summanden von

∑
K∈T v

TdnK(ū− u)|∂K folgenden Termen:

K1 : − vTK(1,1)d[ū(x0)− uTK(1,1)] + vTK(1,2)d[ū(x1)− uTK(1,2)],

K2 : − vTK(2,1)d[ū(x1)− uTK(2,1)] + vTK(2,2)d[ū(x2)− uTK(2,2)],

K3 : − vTK(3,1)d[ū(x2)− uTK(3,1)] + vTK(3,2)d[ū(x3)− uTK(3,2)],

...

KN : − vTK(N,1)d[ū(xN − 1)− uTK(N,1)] + vTK(N,2)d[ū(xN )− uTK(N,2)].

Die Summe über die Elemente ergibt damit folgende Summe über die Knoten:∑
K∈T

vTd(ū− u)|∂K = −vTK(1,1)d[ū(x0)− uTK(1,1)]

+
N−1∑
i=1

vTK(i,2)d[ū(xi)− uTK(i,2)]− vTK(i+1,1)d[ū(xi)− uTK(i+1,1)]

+ vTK(N,2)d[ū(xN )− uTK(N,2)]. (6.12)

An einem inneren Knoten xi, i = 1, . . . , N − 1, gilt für ū im Fall d > 0:

ū(xi) = u|Ki(xi) =
N−1∑
j=1

[
uTK(j+1,1)ϕTK(j,1)(xi−) + uTK(j,2)ϕTK(j,2)(xi−)

]
+ uTK(N,2)ϕTK(N,2)(xi−).

Auf jedem Element sind nur zwei Basisfunktionen aus (6.1) ungleich null und diese
nehmen am Rand entweder den Wert null oder eins an. Deshalb bleibt nur ein
einziger Summand übrig:

ū(xi) = uTK(i,2)ϕTK(i,2)(xi) = uTK(i,2).

Analog gilt für d < 0:

ū(xi) = u|Ki+1(xi) = uTK(i+1,1)ϕTK(i+1,1)(xi) = uTK(i+1,1).
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Für die Randknoten gilt:

ūN (x0) = 0,
ūN (xN ) = uTK(N,2),

}
falls d > 0,

ūN (x0) = uTK(1,1),

ūN (xN ) = 0,

}
falls d < 0,

Werden diese Erkenntnisse bzgl. des numerischen Flusses in Gleichung (6.12) einge-
setzt, folgt die Behauptung.

Zusammensetzung der einzelnen Komponenten

Mit Hilfe der Sätze 6.25 und 6.27 kann wie beim elliptischen Teil ein Gleichungssys-
tem erstellt werden, aus dem die Lösung für den Transportterm gewonnen werden
kann:

Satz 6.28. Seien D die Matrix aus dem Modellproblem (2.3) mit den Diagonal-
einträgen d1 und d2 und T die Matrix aus Satz 6.25. Bezeichne T̃ die Matrix, die
entsteht, wenn entsprechend Satz 6.27 die Einträge di oder −di, i = 1, 2, mit Zei-
lenindex von v und Spaltenindex von u eingetragen werden. Definiere die Matrix Q,
durch die beiden Diagonalblöcke Q := diag(Q1,Q2), wobei:

Qi := diT + T̃.

Dann löst uN := (u1
N , u

2
N )T ∈ S1,0(T ) × S1,0(T ), wobei ujN =

∑2N
i=1 ujiϕi, j = 1, 2,

das Transportproblem Btrans
DG (uN , v) = 0 für alle v := (v1, v2) ∈ S1,0(T ) × S1,0(T )

genau dann, wenn: (
Q1,1 0

0 Q2,2

)(
u1

u2

)
= 0.

Beweis. Wird die Darstellung von uN und v bzgl. der Basis {ϕi|i = 1, . . . , 2N} aus
(6.1) von S1,0(T ) in Btrans

DG (uN , v) = 0 eingesetzt, folgt die Aussage mit Hilfe der
Sätze 6.25 und 6.27.

6.2.4 Lösungsalgorithmus

Für das FEM-Verfahren werden der elliptische Teil und der Transportterm gemein-
sam betrachtet:

Satz 6.29. Seien P, Q und l die Matrizen und der Lastvektor aus den Sätzen 6.24
und 6.28. Dann löst ein (u1

N , u
2
N )T 6= 0 ∈ S1,0(T ) × S1,0(T ) das Problem (6.9) für

alle (v1, v2) ∈ S1,0(T )× S1,0(T ) genau dann, wenn:

(P + Q)u = l,

wobei u = (u1,u2)T die Koeffizientenvektoren von (u1
N , u

2
N )T bezüglich der Basis

(6.1) von S1,0(T ) sind.
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Beweis. Der Beweis erfolgt wie in den Sätzen 6.24 und 6.28.

Nach Satz 6.29 kann ein Lösungsalgorithmus zum Modellproblem (2.3) nach dem
Schema von Algorithmus 1 geschrieben werden.

Algorithmus 1 DG-Verfahren

1: function DG(Ẽε,D, Ã, x) . x bezeichne den Vektor der Stützstellen
2: N = length(x)− 1;
3: σ = 10; . Wahl des Parameters aus (6.6)
4: P,Q = 0 ∈ R4N×4N ;
5: l = 0 ∈ R4N ;
6:

7: berechne P gemäß Satz 6.24;
8: berechne l gemäß Satz 6.23;
9: berechne Q gemäß Satz 6.28;

10:

11: löse die Gleichung (P + Q)u = l nach u auf;
12: end function

Bemerkung. Die Wahl des Parameters σ aus (6.6) kann laut Herleitung beliebig in
R erfolgen. Um eindeutige Lösbarkeit zu garantieren, muss σ > 0 jedoch hinreichend
groß gewählt werden.

6.3 Numerische Experimente

6.3.1 Validierung auf äquidistantem Gitter

Zum Testen des Algorithmus wird die folgende glatte Lösung mit Nullrandbedin-
gungen in Ω = (0, 1) verwendet:

u =

(
sin(πx)

1
2x(1− x)

)
.

Eingesetzt in das Modellproblem (2.3) ergibt sich die benötigte rechte Seite:

F̃ := −Ẽε

(
−π2 sin(πx)
−1

)
+ D

(
π cos(πx)

1
2 − x

)
+ Ã

(
sin(πx)

1
2x(1− x)

)
.

Dieses F̃ wird verwendet, um mitels des Algorithmus aus Satz 6.29 und äqudistantem
Gitter mit Schrittweite h die Lösung zu berechnen. Mit den folgenden Koeffizien-
tenmatrizen sind die geforderten Voraussetzungen des Modellproblems (2.3) erfüllt:

Ẽε =

(
10−9 10−9

10−9 10−9 + 10−6

)
, D =

(
1 0
0 −1

)
, Ã =

(
−1 2
−0, 25 1

)
.
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Abbildung 6.3: L2-Fehler einer glatten Lösung bei äquidistantem Gitter

Die numerische wird mit der exakten Lösung in der L2-Norm verglichen. Die Ap-
proximation mit stückweisen linearen Funktionen in L2 liefert optimalerweise eine
Konvergenzrate von O(h2), vgl. [3, Theorem 1.2]. Wie in Abbildung 6.3 zu sehen
ist, entspricht der Fehler des in Satz 6.29 angegebenen Algorithmus dieser Rate.

6.3.2 Lösungsplots auf Shishkingittern

Aufgrund von Satz 5.13 kann für die vorliegende Art von singulär gestörten Pro-
blemen die Lösung als Summe der Lösung des Grenzproblems und der beiden vor-
liegenden Randschichten approximiert werden. Die Lösung des Grenzproblems ist
glatt und die Grenzschichten spielen nur in der Nähe der Intervallgrenzen eine ent-
scheidende Rolle. Damit der Fehler der numerischen Lösung klein bleibt, muss die
Trianglierung so skaliert werden, dass die Grenzschichten erfasst werden. Außerhalb
der Grenzschichten braucht das Gitter für gute Ergebnisse aber nicht so fein zu sein.
Die stückweise äquidistanten Shishkingitter eigenen sich sehr gut zum Erfassen der
unterschiedlichen Skalen, vgl. [7]. Entscheidend für ihre Konstruktion sind dabei die
Störparameter ε1 und ε2, die die Größe der Grenzschichten bestimmen. Die Grenz-
schichten können entweder beide an der selben Intervallgrenze liegen oder sich je an
einer Grenze befinden. Um beide Fälle abzudecken, wird das Intervall Ω = (0, 1) in
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folgende fünf Teile zerlegt:

I1 := (0, ε1/2],

I2 := (ε1/2, ε2/2],

I3 := (ε2/2, 1− ε2/2],

I4 := (1− ε2/2, 1− ε1/2],

I5 := (1− ε1/2, 1).

Bemerkung. Weil ε1 � ε2 � 1 kann es nicht sein, dass 1 − ε2/2 < ε2/2. Wäre das
nicht der Fall müsste man die Länge der einzelnen Intervalle begrenzen, damit sich
die Intevalle I2 und I4 nicht überschneiden können.

Die Stützstellen seien auf jedem der Intervalle Ii, i = 1, . . . , 5, äquidistant verteilt.
Von insgesamt N ∈ N Elementen sei die Anzahl der Elemente auf den Intervallen
Ii, i = 1, 2, 4, 5, gleich N/6 und auf I3 gleich N/3. Mit diesem Gitter betrachten wir
folgendes Beispiel in der Bauart von Modelproblem (2.3):

−
(

ε1 3ε1

−ε1 −3ε1 + ε2

)
U′′ +

(
−2 0

0 5

)
U′ +

(
5 28
−4 29

)
U =

(
3x2 + 3ex

−3x2 − 2ex

)
,

wobei ε1 = 10−9 und ε2 = 10−6. Aus Definition 2.1 ist bekannt, dass die Grenz-
schicht der ersten Komponente an der linken und jene der zweiten Komponente an
der rechten Intervallgrenze auftritt. Die Randbedingungen des Grenzprolbmes sind
also U1(1) = U2(0) = 0. Die exakte Lösung des Grenzproblems Ulim ist in Abbil-
dung 6.4 zu sehen. Wie bereits erwähnt, sieht die exakte Lösung U unseres Beispiels
bis auf die Grenzschichten erwartungsgemäß genauso aus wie Ulim. Die Grenzschich-
ten wirken sich nur in der Nähe der Intervallgrenzen entscheidend auf die Lösung
aus und sichern die Nullrandbedingungen. Die numerische Lösung auf den angeg-
benen Shishkingittern mit N Elementen ist in Abbildung 6.5 dargestellt und zeigt
genau dieses Verhalten. Durch die relativ kleinen Werte ε1 und ε2 ist darin nicht
erkennbar, wie das Shishkingitter an den Intervallrändern aufgebaut ist. In den De-
tailabbildungen 6.6 und 6.7 wird deshalb die Skalierung in der Größenordnung 10−7

gewählt und nur ein kleiner Ausschnitt an der jeweiligen Intervallgrenze betrachtet.
Dieser Fokus verdeutlicht die Effekte des Shishkingitters für die Randschichten der
Größenordnung O(ε2).
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Abbildung 6.4: Exakte Lösung des Grenzproblems
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Abbildung 6.5: Lösung auf Shishkingitter mit N Elementen



78 6 DG-Verfahren

0 1 2 3 4 5 6

x 10
−7

0

0.5

1

1.5
U1

 

 

0 1 2 3 4 5 6

x 10
−7

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

U2

N=6 N=12 N=24

Abbildung 6.6: Zoom auf die linke Intervallgrenze
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Abbildung 6.7: Zoom auf die rechte Intervallgrenze
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