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Zusammenfassung

Diese Arbeit basiert zum Großteil auf ausgewählten Ergebnissen der Dissertation von Frau

Dr. Karin Hirhager
”
Adapted Dependence with Applications to Financial and Actuarial

Risk Management“. Es werden notwendige Begriffe aus der Finanzmathematik erläutert,

wie die Doob–Zerlegung, das Binomialmodel von Cox–Ross–Rubinstein und die Black–

Scholes–Formel. In der Lebensversicherung wird in der Regel davon ausgegangen, dass

die finanziellen und biometrischen Risiken unabhängig sind, die adaptierte Abhängigkeit

bietet in diesem Sinne eine Lösung, bei der diese Risiken abhängig sein können. Der Fond-

sentwicklung wird die logarithmische Normalverteilung zugrunde gelegt. Es wird gezeigt,

wie die adaptierte Abhängigkeit bei der Untersuchung der Fondsentwicklung eines Lebens-

versicherungsvertrages angewendet werden kann. Die Stoppzeitproblematik spielt dabei

eine wichtige Rolle.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Versicherung ist eine wichtige Branche der Wirtschaft. Insbesondere in der Lebens-

versicherung stellt sich heutzutage die Frage wie man die Entwicklung eines Lebensversi-

cherungsvertrages richtig prognostizieren kann. Durch Senkung der Garantieverzinsung in

der klassischen Lebensversicherung, spielt die fondsgebundene Lebensversicherung keine

untergeordnete Rolle mehr. Die langfristige Bewertung der Lebensversicherungsverträge

stellt in der Praxis eine Herausforderung dar. Die Fondsentwicklung wird durch einen

stochastischen Prozess dargestellt. Das Stoppzeitproblem wird als wichtiger Teil der Ar-

beit in Betracht kommen. Es wird im Gegenteil zum standardisierten Stoppzeitproblem

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Stoppzeit angegeben. Da die Wahrscheinlich-

keitsverteilung dabei eine wichtige Rolle spielt, wird ein besonderer Akzent auf die aus-

gewählte Verteilung, die dem Prozess zugrunde gelegt wurde, gemacht. Aufgrund spezi-

fischer Eigenschaften wird die logarithmische Normalverteilung für die Entwicklung des

Fonds ausgesucht.





Kapitel 2

Einführung in die Finanzmathematik

2.1 Doob’sche Zerlegung

Wie sich auf der Wikipedia - Seite [1] und [13, Seite 207] nachlesen lässt, gibt in der

Theorie der stochastischen Prozesse in diskreter Zeit, die ein Teil der mathematischen

Wahrscheinlichkeitstheorie ist, der Doob’sche Zerlegungssatz, der eine eindeutige Zerle-

gung jedes adaptierten und integrierbaren stochastischen Prozesses als Summe von einem

Martingal und einem vorhersehbaren stochastischen Prozess, beginnend zum Zeitpunkt

t = 0, vorweist. Der Satz wurde vom Joseph L. Doob bewiesen und nach ihm benannt.

Satz 1. Sei (Ω, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I = {0, 1, 2, ..., N} mit I ⊂ N oder

I ⊂ N0 eine endliche oder unendliche Indexmenge, (Fn)n∈I eine Filtrierung von F und

X = (Xn)n∈I ein adaptierter stochastischer Prozess mit E[|Xn|] ≤ ∞ für alle n ∈ I.

Dann existiert ein Martingal M = (Mn)n∈I und ein integrierbarer vorhersehbarer Prozess

A = (An)n∈I beginnend mit A0 = 0, sodass Xn = Mn + An für jedes n ∈ I. Vorhersehbar
bedeutet, dass An Fn−1-messbar für alle I ⊂ N oder I ⊂ N0 ist und diese Zerlegung ist

fast sicher eindeutig. Sh. [1].

Beweis. Mithilfe der bedingten Erwartungen werden für jedes n ∈ I die Prozesse A und

M definiert,

An =
n∑
k=1

(E[Xk|Fk−1]−Xk−1) (2.1)

und

Mn = X0 +
n∑
k=1

(Xk − E[Xk|Fk−1]), (2.2)

wobei die Summen für n = 0 leer und als 0 definiert sind. Aufgrund dieser Definitionen,

An+1 (wenn n ∈ I) und Mn sind Fn-messbar, da Prozess X adaptiert ist; E[|An|] < ∞
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und E[|Mn|] <∞, da der Prozess X integrierbar ist und diese Zerlegung Xn = Mn + An

für alle n ∈ I gilt. Die Martingal-Eigenschaft

E[Mn −Mn−1|Fn−1] = 0 (2.3)

ergibt sich auch aus der obigen Definition, für jedes n ∈ I\{0}. Vgl. [1].

Es folgt ein Korollar.

Korollar 1. Ein reelwertiger stochastischer Prozess X ist ein Submartingal genau dann,

wenn bei Doob’scher Zerlegung in ein Martingal M und einen integrierbaren vorherseh-

baren Prozess A, Prozess A monoton wachsend ist; und ist ein Supermartingal, wenn

Prozess A monoton fallend ist, vgl. [1]
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2.2 Cox - Ross - Rubinstein - Modell

Wie in [15] schon erwähnt wurde, ist das Cox–Ross–Rubinstein–Modell eine Version von

Black-Scholes-Modell in diskreter Zeit. Das Cox–Ross–Rubinstein–Modell berücksichtigt

nur ein riskantes Asset, dessen Preis zum Zeitpunkt n (0 ≤ n ≤ N) Sn ist, und ein

risikoloses Asset, deren Rendite über eine Zeitdauer r ist. Es wird angenommen, dass

S0
n = (1 + r)n ist.

Das riskante Asset wird wie in [15, S.12] modelliert: zwischen zwei aufeinanderfolgen-

den Perioden ist der relative Preis entweder a oder b mit −1 < a < b:

Sn+1 =

{
Sn(1 + a)

Sn(1 + b)
(2.4)

Der anfängliche Aktienkurs S0 ist gegeben. Die Menge der möglichen Zustände wird

Ω = {1 + a, 1 + b}N . Jedes N -Tupel repräsentiert die aufeinanderfolgenden Werte des

Verhältnisses Sn+1/Sn, n = 0, 1, ..., N − 1. Es wird davon ausgegangen, dass F0 = {∅,Ω}
und F = P(Ω). Für n = 0, 1, ..., N − 1 die σ-Algebra Fn ist gleich σ(S1, ..., Sn), generiert

von den Zufallsvariablen S1, ..., Sn. Die Annahme, dass jedes Element eine streng positive

Wahrscheinlichkeit in Ω hat bedeutet, dass P eindeutig definiert ist. Es werden folgende

Variablen eingeführt Tn = Sn/Sn−1, für n = 0, 1, ..., N . Wenn (x1, ..., xN) ein Element aus

Ω ist, dann P {(x1, ..., xN)} = P(T1 = x1, ..., TN = xN). Das resultiert, dass P äquivalent

zur Verteilung von N -Tupel (T1, T2, ..., TN) und Fn = σ(T1, ..., Tn) für n ≥ 1 ist.

1. [15, S.12] Der diskontierte Preis (S̃n) ist ein Martingal unter P nur wenn

E[Tn+1|Fn] = 1 + r, ∀n ∈ {0, 1, . . . , N − 1} .

Die Gleichung E[S̃n+1|Fn] = S̃n ist äquivalent zu E[S̃n+1/S̃n|Fn] = 1, wenn S̃n Fn-messbar ist

und die letzte Gleichung tatsächlich äquivalent zu E[Tn+1|Fn] = 1 + r ist.

2. [15, S.12] Annahme, dass r immer zu (a, b) gehören muss, damit der Markt Arbitrage-

frei bleibt.

Wenn der Markt lebensfähig ist, gibt es eine Wahrscheinlichkeit P∗, die äquivalent zu P ist, unter
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welcher (S̃n) ein Martingal ist. Somit wird gemäß 1.

E[Tn+1|Fn] = 1 + r

und deshalb E∗[Tn+1] = 1 + r. Da Tn+1 mit positiver Wahrscheinlichkeit entweder gleich 1 + a

oder 1 + b ist, ist notwendig, dass (1 + r) ein Wert aus dem Intervall (1 + a, 1 + b) annimmt.

3. [15, S.13] Ein Beispiel für Strategien, wenn die Bedingung der Arbitragefreiheit in

Punkt 2. nicht erfüllt ist.

Es wird angenommen, dass r ≤ a. Durch Kreditaufnahme in Höhe von S0 zum Zeitpunkt 0,

kann eine Aktie erworben sein. Zum Zeitpunkt N wird das Darlehen zurückgezahlt und das

risikobehaftete Asset verkauft. Der Gewinn wird durch SN − S0(1 + r)N realisiert und wird

immer positiv, wenn SN ≥ S0(1 + a)N . Der Gewinn ist strikt positiv und das ist die Arbitrage.

Wenn r ≥ b ist, kann es durch Leerverkauf des Risiko-Assets ein risikoloser Gewinn erreicht

werden.

4. [15, S.13] Und jetzt wird angenommen, dass r ∈ (a, b) und p = (b − r)/(b − a). Zu

zeigen ist, dass (S̃n) ein P-Martingal ist, wenn die Zufallsvariablen T1, ..., Tn unabhängig

und identisch verteilt sind und ihre Verteilung durch: P(T1 = 1+a) = p = 1−P(T1 = 1+b)

gegeben ist. Schließlich ist der Markt arbitragefrei und vollständig.

Wenn Ti, i ∈ {1, . . . , n} unabhängig sind und die Bedingung P(Ti = 1+a) = p = 1−P(Ti = 1+b)

erfüllt ist, dann gilt

E[Tn+1|Fn] = E[Tn+1] = p(1 + a) + (1− p)(1 + b) = 1 + r

und somit ist (S̃n) ein P-Martingal, nach dem Punkt 1.

Umgekehrt, wenn für n = 0, 1, ..., N − 1 und E[Tn+1|Fn] = 1 + r ist, so ergibt sich

(1 + a)E[1{Tn+1=1+a}|Fn] + (1 + b)E[1{Tn+1=1+b}|Fn] = 1 + r.

Dann wird die folgende Gleichung

E[1{Tn+1=1+a}|Fn] + E[1{Tn+1=1+b}|Fn] = 1

bedeuten, dass E[1{Tn+1=1+a}|Fn] = p und E[1{Tn+1=1+b}|Fn] = 1− p. Durch Induktion, wurde

bewiesen, dass für jede xi ∈ {1 + a, 1 + b} gilt
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P(T1 = x1, . . . , Tn = xn) =

n∏
n−1

pi,

wobei

pi =

{
p, falls xi = 1 + a

1− p, falls xi = 1 + b.

Das zeigt, dass die Variablen Ti unabhängig und identisch verteilt unter dem Maß P (P(Ti =

1 + a) = p) sind. Es wurde auch gezeigt, dass (S̃n) ein P-Martingal ist und bestimmt eindeutig

die Verteilung von N -Tupel (T1, T2, . . . , TN ) unter P und daher das Maß P selbst ist. Daher ist

der Markt arbitragefrei und vollständig.

5. [15, S.13] Sei Cn bezeichnet den Wert einer europäischen Calloption eines Anteils der

Aktien zum Zeitpunkt n, mit Ausübungspreis K und Fälligkeit N .

(a) Die Call/Put-Parität-Gleichung

Cn − Pn = Sn −K(1 + r)−(N−n).

Jetzt bezeichnet E∗ die Erwartung des Wahrscheinlichkeitsmaßes P∗ und (S̃n) ein Martingal ist,

sodass

Cn − Pn = (1 + r)−(N−n)E∗ [(SN −K)+ − (K − SN )+|Fn]

= (1 + r)−(N−n)E∗[SN −K|Fn]

= Sn −K(1 + r)−(N−n)

die letzte Gleichung folgt aus dem Fakt, dass (S̃n) ein P∗-Martingal ist.

(b) Es kann auch angenommen werden, dass Cn = c (n, Sn), wobei c eine Funktion von

K, a, b, r und p ist.

Wenn SN = Sn
∏N
i=n+1 Ti ist, dann ergibt sich, dass

Cn = (1 + r)−(N−n)E∗[(Sn
N∏

i=n+1

Ti −K)+ |Fn].

Da unter der Wahrscheinlichkeit P∗, die Zufallsvariable
∏N
i=n+1 Ti unabhängig von Fn ist und

Sn Fn-messbar ist, ist c folgendermaßen definiert
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c(n, x)

(1 + r)−(N−n)
= E∗

[
xn

N∏
i=n+1

Ti −K

]
+

=
N−n∑
j=0

(N − n)!

(N − n− j)!j!
(1− p)N−n−j(x(1 + a)j(1 + b)N−n−j −K)+

6. [15, S.14] Hier wird gezeigt, dass die Call-Replikationsstrategie zur Zeit n von einer

Menge Hn = ∆(n, Sn) gekennzeichnet wird, wobei ∆ wird in Funktion c ausgedrückt.

H0
n bezeichnet die Zahl der risikolosen Assets in replizierendem Portfolio. Dann ergibt sich

H0
n(1 + r)n +HnSn = c(n, Sn).

Da H0
n und Hn Fn−1-messbar sind und auch die Funktionen von S1, . . . , Sn−1 sind und da Sn

gleich Sn−1(1 + a) oder Sn−1(1 + b) ist, so impliziert die vorherige Gleichung

H0
n(1 + r)n +HnSn−1(1 + a) = c(n, Sn−1(1 + a))

und

H0
n(1 + r)n +HnSn−1(1 + b) = c(n, Sn−1(1 + b)).

Nach dem Subtrahieren stellt sich heraus, dass

∆(n, x) =
c(n, x(1 + b))− c(n, x(1 + a))

x(b− a)
.

7. [15, S.14-16] Nun wird das Model für Call- oder Putpreis mit Laufzeit T auf einen

einzigen Aktienkurs angewendet. Um das zu tun, wird der asymptotische Fall betrachtet,

wobei N bis unendlich konvergiert und r = RT/N , log((1 + a)/(1 + r)) = −σ/
√
N und

log((1 + b)/(1 + r)) = −σ/
√
N . Die reelle Zahl R wird als momentane Rate zur Zeit

zwischen 0 und T interpretiert, da eRT = limN→∞(1 + r)N · σ2 erscheint als Grenzwert-

Varianz unter dem Maß P∗ von Variable logSN , wobei N bis unendlich konvergiert.

(a) Sei (YN)N≥1 eine Folge von Zufallsvariablen

YN = XN
1 +XN

2 + · · ·+XN
N
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wobei für alle N , die Zufallsvariablen XN
i unabhängig und identisch verteilt sind und

Werte aus der Menge

{
−σ/
√
N, σ/

√
N
}

annehmen. Ihr Mittelwert ist gleich µN und limN→∞(NµN) = µ. Die Folge YN konvergiert

zu einer Variable mit dem Mittelwert µ und Varianz σ2.

Die Konvergenz der charakteristischen Funktion φYN von YN ist definiert durch

φYN (u) = E[exp(iuYN )] =
N∏
j=1

E[exp(iuY N
j )]

= (E[exp(iuY N
1 )])N

= (1 + iuµN − σ2u2/2N + o(1/N))N .

Daher limN→∞ φYN (u) = exp(iuµ− σ2u2/2), was die Konvergenz in Verteilung beweist.

(b) Die expliziten asymptotischen Preise der Put- und Call-Option zum Zeitpunkt 0.

Für einen bestimmten N , ist der Preis für Put-Option zum Zeitpunkt 0 als

P
(N)
0 = (1 +RT/N)−NE∗

[
K − S0

N∏
n=1

Tn

]
+

= E∗
[
(1 +RT/N)−NK − S0 exp(Yn)

]
+

mit YN =
∑N

n=1 log(Tn/(1 + r)) gegeben. Unter den Annahmen, dass die Variablen XN
j =

log(Tj/(1 + r)) die Werte aus dem Intervall
{
−σ/
√
N, σ/

√
N
}

annehmen und unabhängig und

identisch verteilt unter Wahrscheinlichkeit P∗ sind, ergibt sich

E∗[XN
j ] = (1− 2p)

σ√
N

=
2− e

σ√
N − e

−σ√
N

e
σ√
N − e

−σ√
N

· σ√
N
.

Daher erfüllt die Folge (YN ) die Bedingungen im Punkt 7.(a) mit µ = −σ2/2. Wenn es

angenommen wird, dass ψ(y) = (Ke−RT − S0e
y)+, dann

∣∣∣P (N)
0 − E∗[ψ(YN )]

∣∣∣ =
∣∣E∗[((1 +RT/N)−NK − S0 exp(YN )]+

− (Ke−RT − S0 exp(YN ))+)

≤ K
∣∣(1 +RT/N)−N − e−RT

∣∣ .
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Da ψ eine beschränkte und stetige Funktion ist, und da die Folge (YN ) in Verteilung kon-

vergiert, kommt es heraus, dass

lim
N→∞

P
(N)
0 = lim

N→∞
E∗[ψ(YN )] =

1√
2π

∫
R

(Ke−RT − S0e
−σ2/2+σy)+e

−y2/2 dy.

Das Integral kann hinsichtlich der kumulativen Normalverteilung Φ ausgedrückt werden, so

dass

lim
N→∞

P
(N)
0 = Ke−RTF (−d2)− S0F (−d1),

wobei d1 = (log(x/K) +RT + σ2/2)/σ und d2 = d1 − σ sowie

F (d) =
1√
2π

∫ d

−∞
e−x

2/2 dx, d ∈ R.

Der Preis für Call-Option folgt aus dem Put-Call-Parität

lim
N→∞

C
(N)
0 = S0F (d1)−Ke−RTF (d2).
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2.3 Stoppzeit-Problem

Der Zweck dieses Kapitels ist es, wie in [15, S.17] die Preisgestaltung und Absicherung von

amerikanischen Optionen anzugehen um den Zusammenhang zwischen diesen Fragen und dem

optimalen Stoppzeit-Problem festzustellen. Um die Ausübungsstrategien für das amerikanische

Optionsmodell zu definieren, brauchen wir den Begriff der optimalen Stoppzeit. Wir werden

auch die Snell-Einhüllenden definieren, die als grundlegendes Konzept beim Lösen des optimalen

Stoppzeitproblem verwendet werden.

2.3.1 Stoppzeit

Der Käufer von amerikanischen Option hat das Recht, diese Option jederzeit bis zur Fälligkeit

auszuüben. Die Entscheidung, die Option zur Zeit n ausüben oder nicht, wird entsprechend

der verfügbaren Informationen bis zur Zeit n fallen. In einem Modell in diskreter Zeit auf ei-

nem endlichen gefilterten Raum (Ω,F , (Fn)0≤n≤N ,P) wird die Ausübung der Option von einer

Zufallsvariable beschrieben und als Stoppzeit genannt, sh. [15, S.17].

Definition 1. [15, S.17] Die Zufallsvariable ν, die Werte aus dem Intervall {0, 1, . . . , N} an-

nimmt, nennt man Stoppzeit, wenn für jedes n ∈ {0, 1, . . . , N}

{ν = n} ∈ Fn

gilt.

Bemerkung 1. [15, S.17] ν ist nur dann eine Stoppzeit, wenn für jedes n ∈ {0, 1, . . . , N}, gilt

{ν ≤ n} ∈ Fn.

Wir werden die äquivalente Definition verwenden, um das Konzept der Stoppzeit auf das

zeitstetige Modell zu verallgemeinern.

Sei (Xn)0≤n≤N eine an die Filtrierung (Fn)0≤n≤N adaptierte Folge und ν ist die Stoppzeit.

Die Folge, die zum Zeitpunkt ν gestoppt ist, wird als

Xν
n(ω) = Xν(ω)∧n(ω),

definiert, das heißt, bei der Menge {ν = j} haben wir

Xν
n =

{
Xj falls j ≤ n
Xn falls j > n.

Es ist zu beachten, dass Xν
N (ω) = Xν(ω)(ω) und (= Xj bei der {ν = j}).



2.3 Stoppzeit-Problem 13

Satz 2. [15, S.18] Es wird angenommen, dass (Xn)0≤n≤N eine adaptierte Folge und ν die

Stoppzeit ist. Die gestoppte Folge (Xν
n)0≤n≤N ist adaptiert. Außerdem, wenn (Xn) ein Martingal

ist, dann ist (Xν
n) auch ein Martingal.

Beweis. [15, S.18] Für n ≥ 1, haben wir

Xν∧n = X0 +

n∑
j=1

φj(Xj −Xj−1),

wobei φj = 1{j≤ν}. Da die Menge {j ≤ ν} eine komplemente Menge zu Menge {ν < j} =

{ν ≤ j − 1} ist, Prozess (φn)0≤n≤N ein vorhersehbarer Prozess ist.

Es ist klar, dass die Folge (Xν∧n)0≤n≤N an die Filtrierung (Fn)0≤n≤N adaptiert ist. Darüber

hinaus, wenn (Xn) ein Martingal ist, dann (Xν∧n) auch ein Martingal ist.

2.3.2 Snell’sche Einhüllende

In diesem Kapitel betrachten wir eine adaptierte und integrierbare Folge (Zn)0≤n≤N und defi-

nieren die Folge (Un)0≤n≤N wie folgt:

Un =

{
ZN für n = N,

max {Zn,E[Un+1|Fn]} für n ∈ {0, . . . , N − 1} .

Und wie es schon im Buch [15, S.18] beschrieben wurde, nennen wir sie Snell’sche Einhüllende

der Folge (Zn)0≤n≤N .

Satz 3. [11, S.43] (Un)0≤n≤N ist das kleinste Supermartingal, das die Folge (Zn)0≤n≤N domi-

niert.

Beweis. [11, S.43] Wir nehmen an, dass der Prozess adaptiert und integrierbar ist. Laut Definiti-

on ist Un ≥ Zn für alle n = 0, . . . , N und Un ≥ E[Un+1|Fn] fast sicher für alle n ∈ {0, . . . , N − 1}.

Daher (Un)0≤n≤N ein Supermartingal ist.

Es wird angenommen, dass (Vn)0≤n≤N ein Supermartingal ist, das die Folge (Zn)0≤n≤N do-

miniert. Dann kommt heraus, dass Vn ≥ Zn = Un. Wenn Vn+1 ≥ Un+1 fast sicher, dann

Vn ≥ E[Vn+1|Fn] ≥ E[Un+1|Fn] fast sicher und auch Vn ≥ Zn. Daraus folgt

Vn ≥ max {Zn,E[Un+1|Fn]} = Un fast sicher.

Nach Rückwärtsinduktion, (Vn)0≤n≤N dominiert (Un)0≤n≤N und Un ist das kleinste Supermar-

tingal, das Zn dominiert.
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Laut Definition, Un ist größer als Zn (wenn n = N) und im Falle strenger Ungleichheit gilt

Un = E[Un+1|Fn]. Durch das Stoppen der Folge (Un), wie der nächste Satz zeigt, ist es möglich

ein Martingal zu erhalten.

Satz 4. [15, S.19] Die Zufallsvariable

ν0 = inf {n ≥ 0 |Un = Zn}

ist eine Stoppzeit und die gestoppte Folge (Un∧ν0)0≤n≤N ist ein Martingal.

Beweis. Da UN = ZN , ν0 ein Element aus der Menge {0, 1, . . . , N} ist und

{ν0 = 0} = {U0 = Z0} ∈ F0,

dann gilt für alle k ∈ {1, . . . , N}

{ν0 = k} = {U0 > Z0} ∩ · · · ∩ {Uk−1 > Zk−1} ∩ {Uk = Zk} ∈ Fk.

Um zu zeigen, dass (Uν0n ) ein Martingal ist, betrachten wir wie im Beweis des vorigen Satzes:

Uν0n = Un∧ν0 = U0 +
n∑
j=1

φj∆Uj ,

wobei φj = 1{ν0≥j}. Für n ∈ {0, 1, . . . , N − 1} gilt

Uν0n+1 − U
ν0
n = φn+1(Un+1 − Un)

= 1{n+1≤ν0}(Un+1 − Un).

Laut Definition Un = max {Zn,E[Un+1|Fn]} und auf der Menge {n+ 1 ≤ ν0} ist Un größer als

Zn. Daraus folgt, dass Un = E[Un+1|Fn] und wir können ableiten, dass

Uν0n+1 − U
ν0
n = 1{n+1≤ν0}(Un+1 − E[Un+1|Fn]),

so ergibt sich die bedingte Erwartung auf beiden Seiten der Gleichheit

E[(Uν0n+1 − U
ν0
n )|Fn] = 1{n+1≤ν0}E[(Un+1 − E[Un+1|Fn])|Fn]

weil {n+ 1 ≤ ν0} ∈ Fn (und die Menge {ν0 ≤ n} die Komplement-Menge zu Menge {n+ 1 ≤ ν0}
ist).

Daher

E[(Uν0n+1 − U
ν0
n )|Fn] = 0,

was beweist, dass Uν0 ein Martingal ist. Vgl. [15, S.19].

Im Folgenden legen wir fest, dass Tn,N die Menge aller Stoppzeiten mit Werten aus dem In-

tervall {n, n+ 1, . . . , N} ist. Die Martingal-Eigenschaft der Folge Uν0 liefert folgendes Ergebnis,

das sich auf das Konzept der Snell-Einhüllenden zur Lösung des optimalen Stoppzeitproblem

bezieht und auch in [7, Appendix A.5] nachlesbar ist.
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Korollar 2. [15, S.19] Die Stoppzeit ν0 erfüllt die Gleichung

U0 = E[Zν0 |F0] = ess sup
ν∈T0,N

E[Zν |F0] f.s.

Wenn wir das Zn als den Gesamtgewinn eines Spielers nach n Spielen betrachten, sehen wir,

dass das Anhalten zum Zeitpunkt ν0 den erwarteten Gewinn maximiert.

Beweis. Dadurch, dass Uν0 ein Martingal ist, haben wir

U0 = Uν00 = E[Uν0N |F0] = E[Uν0 |F0] = E[Zν0 |F0].

Andererseits, wenn ν ∈ T0,N , dann ist die gestoppte Folge Uν ein Supermartingal. Sodass

U0 ≥ E[UνN |F0] = E[Uν |F0]

≥ E[Zν |F0],

was zu dem Ergebnis führt.

Bemerkung 2. [15, S.19] Daraus ergibt sich eine unmittelbare Verallgemeinerung von Korollar

2.

Un = ess supν∈Tn,N E[Zν |Fn] = E[Zνn |Fn], f.s. (2.5)

wobei νn = inf {j ≥ n | Uj = Zj}.

Definition 2. [15, S.19] Die Stoppzeit ν heißt optimale Stoppzeit für die Folge (Zn)0≤n≤N wenn

E[Zν |F0] = sup
ν∈T0,N

E[Zν |F0].

Folgendes Ergebnis liefert eine Charakterisierung der optimalen Stoppzeiten, die zeigt, dass ν0

die kleinste optimale Stoppzeit ist.

Satz 5. [15, S.19] Die Stoppzeit ν ist die optimale Stoppzeit dann und nur dann, wenn{
Zν = Uν

und (Uν∧n)0≤n≤N ein Martingal ist.

Beweis. Wenn die gestoppte Folge Uν ein Martingal ist und U0 = E[Uν |F0] und Satz 4. gilt ,

dann ist U0 = E[Zν |F0]. Optimalität von ν wird bei Korollar 2. sichergestellt.

Umgekehrt, wenn ν optimal ist, haben wir

U0 = E[Zν |F0] ≤ E[Uν |F0].

Aber, da Uν ein Supermartingal ist

E[Uν |F0] ≤ U0.
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Deshalb

E[Uν |F0] = E[Zν |F0].

Da E[Uν |F0] = U0, erhalten wir aus der folgenden Ungleichung

U0 ≥ E[Uν∧n|F0] ≥ E[Uν |F0] = U0

(bezogen auf die Supermartingaleigenschaft der (Uνn)), da

E[Uν∧n|F0] = E[Uν |F0] = E (E[Uν |Fn|F0].

Wir haben Uν∧n ≥ E[Uν |Fn] deshalb Uν∧n = E[Uν |Fn] und dies beweist, dass (Uνn) ein Martingal

ist.

2.3.3 Anwendung auf amerikanische Optionen

Folgender Satz wird eingeführt, damit die Zerlegung von Supermartingals verständlicher wird.

Satz 6. [15, S.21] Jedes Supermartingal (Un)0≤n≤N hat eine eindeutige Zerlegung:

Un = Mn −An,

wobei (Mn) ein Martingal und (An) ein nicht-fallender, vorhersehbarer Prozess mit A0 = 0 ist.

Beweis zu diesem Satz sh. [15, S.21].

Wir nehmen an, wie in [15, S.23] dass der Markt vollständig ist. Die Modellierung wird sich auf

dem gefilterten Raum (Ω,F , (Fn)0≤n≤N ,P) basieren und die Wahrscheinlichkeiten, unter denen

die diskontierten Anlagenpreise Martingale sind, werden durch P∗ ausgedrückt.

Wir definieren den Wertprozess (Un), wie auch in [15, S. 23] steht, einer amerikanischen

Option, die durch die Folge (Zn) wie folgt

{
UN = ZN

Un = max (Zn, S
0
n E∗[Un+1/S

0
n+1|Fn]) ∀n ≤ N − 1.

(2.6)

beschrieben ist.

Somit die Folge (Ũn), definiert durch Ũn = Un/S
0
n (diskontierter Preis der Option) ist Snell-

Einhüllende der Folge (Z̃n) unter P∗, wobei S0
n = (1 + r)n ist.

Wir können aus der Bemerkung 2 vom oberen Abschnitt ebenfalls erhalten, dass

Ũn = sup
ν∈Tn,N

E∗[Z̃ν |Fn], n ∈ {0, . . . , N}
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und damit

Un = S0
n sup
ν∈Tn,N

E∗
[
Zν
S0
ν

|Fn
]

n ∈ {0, . . . , N}.

Laut dem Satz 6,können wir schreiben

Ũn = M̃n − Ãn, n ∈ {0, . . . , N}

wobei (M̃n) ein P∗-Martingal und (Ãn) ein vorhersehbarer wachsender Prozess ist, mit Ã0 = 0.

Da der Markt vollständig ist, gibt es eine selbstfinanzierende Strategie φ, so dass

VN (φ) = S0
NM̃N ,

das heißt, ṼN (φ) = M̃N . Für die Folge (Ṽn(φ)) haben wir

Ṽn(φ) = E∗
[
ṼN (φ)|Fn

]
= E∗

[
M̃N |Fn

]
= M̃n, für n ∈ {0, . . . , N},

und damit

Ũn = Ṽn(φ)− Ãn für alle n ∈ {0, . . . , N}.

Deshalb

Un = Vn(φ)−An, n ∈ {0, . . . , N}

wobei An = S0
nÃn. Aus der vorherigen Gleichung ist es offensichtlich, dass sich der Verkäufer

einer Option perfekt absichern kann, wenn er die Prämie U0 = V0(φ) wünscht, so kann er ein

Kapital gleich Vn(φ) zum Zeitpunkt n erzeugen, welches größer als Un ist und heißt fortiori zu

Zn.

Wann ist der optimale Zeitpunkt, um die Option auszuüben? Der Ausübungszeitpunkt muss

unter den Stoppzeiten gewählt werden. Für den Käufer der Option hat die Ausübung der Option

zum Zeitpunkt n keinen Sinn, wenn Un > Zn ist. Damit ist τ ein optimaler Zeitpunkt zur

Ausübung, wenn Uτ = Zτ . Andererseits, macht es keinen Sinn die Ausübung der Option nach

der Zeit

νmax = inf {j, Aj+1 6= 0}

(welche gleich inf
{
j, Ãj+1 6= 0

}
) durchzuführen. Zu dieser Zeit der Verkauf der Option bietet

dem Inhaber die Möglichkeit, dass er ein Portfolio schaffen kann, dessen Wert streng größer

als der Optionswert zum Zeitpunkt νmax + 1, νmax + 2, . . . , N ist. Deshalb setzen wir als zweite

Bedingung, τ ≤ νmax, die uns ermöglicht zu sagen, dass Ũ τ ein Martingal ist. Daraus folgt, dass

die optimale Zeiten - optimale Anhaltezeiten für die Folge (Z̃n) unter der Wahrscheinlichkeit P∗

sind. Um diesen Punkt deutlicher zu machen, betrachten wir die Sicht des Stillhalters. Wenn er

sich mit Hilfe der Strategie φ sichert, wie oben definiert ist, und wenn der Käufer die Option

zur Zeit τ ausübt, die nicht optimal ist, dann ist Uτ > Zτ oder Aτ > 0. In beiden Fällen erzielt

der Stillhalter einen positiven Gewinn Vτ (φ)− Zτ = Uτ +Aτ − Zτ .
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2.4 Black - Scholes - Formel

Jetzt wird gezeigt, dass die klassische Black - Scholes Optionsbewertungsformel vom Cox - Ross -

Rubinstein-Optionsbewertungsergebnis mit einem asymptotischen Verfahren, sh. [16, Seite 51-

55], mittels geeignet gewählter Reihenfolge von Binomialmodellen erhalten werden kann. Zu

diesem Zweck werden die asymptotischen Eigenschaften des Cox - Ross - Rubinstein - Modells

untersucht, wenn die Anzahl der Schritte gegen unendlich strebt, und die Größe von Zeit - und

Raumschritten gleichzeitig in geeigneter Weise gegen Null streben.

Im Gegensatz zu dem vorherigen Abschnitt, sei T > 0 eine feste, aber beliebige reelle Zahl.

Für alle n der Form n = 2k wird das Intervall [0, T ] in n gleichgroße Zeitintervalle Ij der Länge

∆n = T/n aufgeteilt, nämlich Ij = [j∆n, (j + 1)∆n] für j = 0, 1, . . . , n − 1. Es ist aber zu

beachten, dass n eine natürliche Zahl ist.

Es wird zunächst der geänderte Akkumulationsfaktor eingeführt. rn bezeichnet die risikofreien

Rendite über jedes Intervall Ij = [j∆n, (j + 1)∆n], j ∈ {0, . . . , n− 1}. Daher ist auch der Preis

der risikofreien Anlage Bn gleich

Bn
j∆n

= (1 + rn)j , ∀j = 0, . . . , n

Für jedes n, wird angenommen, dass der Anstieg des Aktienkurses Sn über den Zeitraum Ij

durch un geschätzt werden kann und der Rückgang durch dn. Insbesondere wird gesetzt, dass

Sn(j+1)∆n
= ξnj+1S

n
j∆n

für j = 0, 1, . . . , n − 1, wobei für jedes n und j die Zufallsvariable ξnj die

Werte aus der Menge {un, dn} annimmt.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit, kann angenommen werden, dass für alle n, die Zu-

fallsvariablen ξnj j = 0, 1, . . . , n auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Ωn, Fn,P)

definiert und voneinander unabhängig sind, und dass

Pn
{
ξnj = un

}
= pn = 1− Pn

{
ξnj = dn

}
, ∀j = 0, . . . , n

für eine Zahl pn ∈ (0, 1). Es ist zu erwähnen, dass die Wahl des Parameters pn ∈ (0, 1) unter

dem Gesichtspunkt des Arbitragepreises nicht relevant ist.

Um die Konvergenz der Cox - Ross - Rubinstein Optionsbewertungsformel auf die Black -

Scholes - Formel zu gewährleisten, wird es zusätzlich erforderlich bestimmte Beschränkungen

für das asymptotische Verhalten der Mengen rn, un und dn einzuführen. Es wird angenommen

(1 + rn) = er∆n , un = eσ
√

∆n , dn = u−1
n ,

wobei r ≥ 0 und σ > 0 gegebene reelle Zahlen sind. Es ist erwähnenswert, dass für jedes

n > r2σ−2T gilt, dass dn = u−1 < 1 + rn < un und damit haben wir die Arbitragefreiheit des

Cox - Ross - Rubinstein - Modell für n hinreichend groß. Durch einfache Argumente, erhalten wir
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lim
n→+∞

p∗,n = lim
n→+∞

1 + rn − dn
un − dn

= lim
n→+∞

er∆n − e−σ
√

∆n

eσ
√

∆n − e−σ
√

∆n

und

lim
n→+∞

pn = lim
n→+∞

p∗,nun
1 + rn

= 1/2.

Wie bereits erwähnt wurde, wird der asymptotische Wert des Call - Option - Preises gesucht,

wenn die Anzahl von Zeitperioden nach Endlichkeit strebt. Angenommen, dass t = jT/2k für

j, k ∈ N ; das heißt, t ist eine beliebige dyadische Zahl aus dem Intervall [0, T ]. Für jede solche

Zahl wird die Folge mn(t) durch

mn(t) = n(T − t)/T, ∀n ∈ N

definiert.

Dann hat die Folge mn(t) für n = 2l hinreichend große natürliche Werte.

Ferner, ist T − t = mn(t)∆n, so dass mn(t) die Anzahl der Handelszeiten im Intervall [t, T ]

repräsentiert, zumindest für n = 2l, l ∈ N. Zu beachten ist auch, dass

lim
n→+∞

(1 + rn)−mn(t) = lim
n→+∞

e−r∆nmn(t) = e−r(T−t).

Für einen generischen Wert des Aktienkurses St = ST−mn(t)∆n
= s zum Zeitpunkt t, wird

definiert

bn = inf
{
j ∈ N∗|sujndmn(t)−j

n > K
}
.

Der nächste Satz stellt die Herleitung der klassischen Black - Scholes Optionsbewertungsformel

durch asymptotisches Verfahren dar.

Satz 7. [16, Seite 53] Für jedes dyadische t, gilt die folgende Konvergenz

lim
n→+∞

mn(t)∑
j=bn(t)

(
mn(t)

j

)
St p

j
n q

mn(t)−j
n −Kr̂−mn(t)

n pj∗,n q
mn(t)−j
∗,n = Ct,

wobei q∗,n = 1− p∗,n, qn = 1− pn und Cn durch die Black - Scholes - Formel

Ct = StN(d1(St, T − t))−Ke−r(T−t)N(d2(St, T − t)), (2.7)

gegeben ist, wobei
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d1(s, t) =
ln(s/k) + (r + 1/2σ2)t

σ
√
t

d2(s, t) = d1(s, t)− σ
√
t =

ln(s/k) + (r − 1/2σ2)t

σ
√
t

und N ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du, ∀ x ∈ R.

Es sollen noch einige Bemerkungen gemacht werden. Wir möchten klarstellen, dass die Grenze

des Cox - Ross - Rubinstein Optionspreis wesentlich von der Wahl der Folgen un und dn abhängt.

Die asymptotische Dynamik des Aktienkurses ist gleich mit der geometrischen Brown’schen

Bewegung (bekannt auch als geometrischer Wiener - Prozess). Dies bedeutet insbesondere, dass

die asymptotische Entwicklung des Aktienkurses unter dem Martingalmaß durch einen stocha-

stischen Prozess, dessen Pfade fast sicher stetige Funktionen sind, beschrieben werden kann;

darüber hinaus ist die risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsverteilung des zeitstetigen Aktienkur-

ses zu jedem Zeitpunkt t lognormal.

Beweis. [16, Seite 53-55] Sei St = s ein generierter Wert des Stockpreises zum Zeitpunkt t. Das

erste Ziel ist es zu überprüfen, dass

lim
n→+∞

mn(t)∑
j=bn(t)

(
mn(t)

j

)
pjn(1− pn)mn(t)−j = N(d1(s, T − t)). (2.8)

Es ist wichtig zu bemerken, dass

mn(t)∑
j=bn(t)

(
mn(t)

j

)
pjn(1− pn)mn(t)−j = Q {bn(t) ≤ γn ≤ mn(t)} ,

wobei für jedes n die Zufallsvariable γn, unter Q, die Binomialverteilung mit Parametern mn(t)

und pn hat.

Wir schreiben σn =
√
pn(1− pn) und führen eine normierte Folge γn ein

γn =
γn − EQ(γn)√

VarQ(γn)
=

γn −mn(t)pn√
mn(t) pn(1− pn)

=

∑mn(t)
j=1 (ςnj − pn)

σn
√
mn(t)

,

wobei ςnj , j = 1, . . . , n unabhängig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Bernoulli-Verteilung

und Parameter pn sind
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Q
{
ςnj = 1

}
= pn = 1−Q

{
ςnj = 0

}
.

Zuerst wird überprüft, ob die Folge von Zufallsvariablen γn in Verteilung gegen die Standard-

normalverteilung konvergiert. Zu diesem Zweck wird mit f̃n die charakteristische Funktion der

Zufallsvariable ς̃nj = ςnj − pn beschrieben.

Es ist nicht schwer zu überprüfen, dass

f̃n(z) = 1− σ2
nz

2

2
+ o(z2),

wobei das Symbol o(z2) die Menge limz→0 o(z
2)/z2 = 0 bezeichnet.

Folglich kann die charakteristische Funktion gn(z) = EQ(eizγ̃n) der Zufallsvariable γ̃n aufgrund

der Unabhängigkeit der Zufallsvariablen ς̂nj , j = 1, . . . , n wie folgt dargestellt werden:

gn(z) =

{
f̃n

(
z

σn
√
mn(t)

)}mn(t)

=

{
1− z2

2mn(t)
+ o

(
z2

mn(t)

)}mn(t)

.

Aus dem letzten Ausdruck ist es offensichtlich, dass die folgende Konvergenz gilt:

lim
n→∞

gn(z) = e−z
2/2, ∀z ∈ R

Eine bekannte Tatsache ist, dass die Funktion e−z
2/2 die charakteristische Funktion der Stan-

dardnormalverteilung N (0, 1) ist.

Die Verteilungskonvergenz der normierten Folge γ̃n der Standardnormalverteilung folgt nun aus

der punktweisen Annäherung an die entsprechende Folge (gn) der charakteristischen Funktion

an die charakteristische Funktion der Standardnormalverteilung.

Darüber hinaus ist es klar, dass

lim
n→∞

mn(t)−mn(t)pn√
mn(t)pn(1− pn)

= lim
n→∞

√
mn(t)p−1

n (1− pn) = +∞.

Damit erhält man

lim
n→∞

bn(t)−mn(t)pn√
mn(t)pn(1− pn)

= lim
n→∞

ln(K/s)+mn(t)σ
√

∆n

2σ
√

∆n
−mn(t)pn√

mn(t)pn(1− pn)

= lim
n→∞

ln(K/s) + σn(t)
√

∆n(1− 2pn)

2σ
√
mn(t)∆npn(1− pn)

=
ln(K/s)− (r + 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − t

= −d1(s, T − t),
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da

lim
n→∞

mn(t)
√

∆n(1− 2pn) = −(T − t)( r
σ

+
σ

2
).

Die Verteilungskonvergenz der Folge (γn) zur Standardnormalverteilung N (0, 1) liefert folgende

Gleichung

lim
n→∞

Q {bn(t) ≤ γn ≤ mn(t)} = 1−N(−d1(s, T − t)) = N(d1(s, T − t)).

Damit ist der Beweis der Gleichheit 2.8 komplett.

Ähnlicherweise wird auch bei der nächsten Gleichung argumentiert

lim
n→∞

mn(t)∑
j=bn(t)

(
mn(t)

j

)
pj∗,n(1− p∗,n)mn(t)−j = N(d2(s, T − t))

Die Summe auf der rechten Seite dieser Formel ist gleich der Wahrscheinlichkeit

Q {bn(t) ≤ γ∗n ≤ mn(t)}, wobei für jedes n die Zufallsvariable γ∗n unter Q binomialverteilt mit

Parameter mn(t) und p∗,n ist. Außerdem gilt

lim
n→∞

bn(t)−mn(t)p∗,n√
mn(t)p∗,n(1− p∗,n)

= lim
n→∞

ln(K/s)+mn(t)σ
√

∆n

2σ
√

∆n
−mn(t)p∗,n√

mn(t)p∗,n(1− p∗,n)

= lim
n→∞

ln(K/s) + σn(t)
√

∆n(1− 2p∗,n)

2σ
√
mn(t)∆np∗,n(1− p∗,n)

=
ln(K/s)− (r − 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − t

= −d2(s, T − t)

da

lim
n→∞

mn(t)
√

∆n(1− 2p∗,n) = (T − t)
(σ

2
− r

σ

)
.

Deshalb

lim
n→∞

Q {bn(t) ≤ γ∗n ≤ mn(t)} = 1−N(−d2(s, T − t)) = N(d2(s, T − t)).
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2.5 Bewertung von amerikanischen Optionen

In diesem Abschnitt, wie es auch im [16, Seite 56] beschrieben wurde, beschäftigen wir uns

mit der Arbitrage-Bewertung der amerikanischen Optionen an einem Stock S im Rahmen des

Cox-Ross-Rubinstein–Binomialmodelles eines Aktienpreises. Durch die Möglichkeit der vorzei-

tigen Ausübung einer amerikanischen Option kann das Problem der Preisbildung und Absi-

cherung dieser Forderungen nicht auf eine einfache Replikation des Zahlungsanspruches zum

Fälligkeitstermin der Option (terminal payoff) reduziert werden. Dennoch wird sich die Bewer-

tung der amerikanischen Option auf die arbitragefreie Argumente stützen.

2.5.1 Amerikanische Call-Option

Es wird zunächst der Fall, [16, Seite 56] der amerikanischen Kaufoption betrachtet - das heißt, die

Möglichkeit, eine bestimmte Anzahl von Aktien zu kaufen, die zu jeder Zeit vor dem Verfallsda-

tum T oder an diesem Tag ausgeübt werden können. Die Ausübungspolitik des Optionsinhabers

basiert sich notwendigerweise auf den bisher angesammelten Informationen und nicht auf die

künftigen Preise der Aktien. Wie im vorigen Kapitel bezeichnet Cat den Arbitrage - Preis einer

amerikanischen Kaufoption zum Zeitpunkt t. Das erste Ziel ist es zu zeigen, dass der Preis ei-

ner amerikanischen Call-Option in dem Cox - Ross - Rubinstein arbitragefreien Marktmodell mit

dem Arbitrage-Preis einer europäischen Kaufoption mit dem gleichen Verfallsdatum und Basis-

preis (strike price) übereinstimmt. Zu diesem Zweck ist es ausreichend zu zeigen, wie in [16,

Seite 56-58] dass die amerikanische Call-Option niemals vor Fälligkeit ausgeübt werden sollte,

sonst könnte der Stillhalter einen risikolosen Gewinn erwirtschaften. Das Argument hängt von

der folgenden einfachen Ungleichung ab

Ct ≥ (St −K)+, ∀t ≤ T, (2.9)

die auf verschiedene Weise gerechtfertigt werden kann. Zum Beispiel, kann die explizite Cox-

Ross-Rubinstein-Bewertungsformel oder die risikoneutrale Bewertungsformel verwenden werden.

Beim letzten Verfahren wird die Jensen’sche bedingte Ungleichung der konvexen Funktion f(x) =

(x−K)+ verwendet. In der Tat haben wir (zur Erinnerung, t = T −m)

E∗p[r̂−m(ST −K)+|FSt ] ≥ (E∗p[r̂−mST |FSt ]− r̂−mK) ≥ (St −K)+,

wobei die erste Ungleichung die Jensen’sche bedingte Ungleichung K/r̂m ≤ K ist (die Annahme,

dass r ≥ 0 ist hier wichtig). Eine intuitive Art der Herleitung basiert sich auf arbitragefreien

Argumenten. Zu beachten ist, dass seitdem der Optionspreis Ct nicht negativ ist, genügt es den

Fall zu prüfen, wenn der aktuelle Aktienkurs größer als der Ausübungspreis ist - das heißt, wenn

St−K > 0. Im Gegenteil wird angenommen, dass Ct < St−K für einige t, St−Ct > K. Es wäre

mit Null-Netto-Investition möglich, zum Zeitpunkt t eine Call-Option zu kaufen, (short a stock)
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und die Summe St − Ct in ein Sparkonto zu investieren. Wenn dieses Portfolio unverändert bis

zum Ende der Laufzeit T (maturity date) bleibt, würde das einen risikolosen Gewinn bedeuten.

In der Tat, würde der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt T: (r ≥ 0)

r̂T−t(St − Ct) + CT − ST > r̂T−tK + (ST −K)+ − ST ≥ 0.

Die Ungleichung (2.19) ist für den Ausschluß von Arbitrage-Möglichkeiten notwendig.

Da die Gleichung (2.19) selbstverständlich ist, kann die Eigenschaft Cat = Ct durch einfache

No-Arbitrage-Argumente abgeleitet werden. Wird im Gegensatz angenommen, dass der Stillhal-

ter (Verkäufer einer amerikanischen Call-Option) in der Lage ist, die Option zum Zeitpunkt 0 zu

dem Preis Ca0 > C0 zu verkaufen (es ist offensichtlich, dass eine amerikanische Option zu jeder

Zeit mindestens von so viel Wert wie eine europäische Option mit der gleichen Vertragsmerkmale

ist, insbesondere Ca0 > C0). Um von dieser Transaktion zu profitieren, baut der Stillhalter ein

dynamisches Portfolio, repliziert den Wertprozess der europäischen Call und investiert die rest-

lichen Mittel in die risikolose Anleihen. Angenommen zum Beispiel, dass der Inhaber der Option

beschließt, diese zum Zeitpunkt t vor dem Ablauf T auszuüben, dann bleibt der Stillhalter bei

einem risikofreien Gewinn und der Wert des Portfolios ist

Ct − (St −K)+ + r̂T−t(Ca0 − C0) > 0, ∀t ≤ T. (2.10)

Die obige Argumentation impliziert, dass die europäischen und amerikanischen Call-Optionen

aus der Sicht der Arbitragepreistheorie äquivalent sind; das heißt, beide Optionen haben den

gleichen Preis, und eine amerikanische Call-Option sollte nie von seinem Inhaber vor dem Ablauf

ausgeübt werden. Das bedeutet auch, dass für einen risikoneutralen Investor, der Long mit einer

amerikanischen Call-Option geht, sollte es gleichgültig sein - der Verkauf vor dem Ablaufdatum

und das Aufhalten bis zum Optionenablaufdatum (vorausgesetzt, dass der Markt effizient ist -

das heißt, Optionen sind weder unterbewertet noch überteuert).

Es wird durch eine intuitive Argumentation gezeigt, dass ein Inhaber einer amerikanischen

Call-Option diese Option nie vor ihrer Ablaufsdatum ausüben sollte. Betrachten wir einen Inve-

stor, der die Ausübung einer amerikanischen Kaufoption zu einem bestimmten Zeitpunkt t < T

vor hat. Eine bessere Lösung ist es, eine Aktie zu verkaufen und die Option bis zu ihrem Ablauf-

datum zu halten. Tatsächlich, die Ausübung der Option ergibt St−K zum Zeitpunkt t - somit,

r̂T−t(St −K) - ist das Bargeld zum Ablauf der Option. Die zweite Handelsstrategie ergibt die

Auszahlung r̂T−tSt − ST + (ST −K)+ zu einem Zeitpunkt T , d.h. entweder r̂T−tSt −K (wenn

ST ≥ K) oder r̂T−tSt − ST (wenn ST < K).

In allen Fällen also entwickelt sich das zweite Portfolio besser als das erste, wenn r ≥ 0. Es ist

interessant zu beobachten, dass dieses Argument leicht auf den Fall der ungewissen zukünftigen

Zinsen erweitert werden kann.

Nicht zuletzt muss die folgende Lemma erwähnt werden.
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Lemma 1. [15, S.24] Wir betrachten den Markt mit einer einzigen riskanten Anlage, die zum

Zeitpunkt n einen Preis Sn hat, mit einem konstanten risikolosen Zinssatz r ≥ 0 in jeder Periode,

so dass S0
n = (1 + r)n. Wir nehmen an, dass Zn = (Sn−K)+, wobei (Zn)0≤n≤N eine adaptierte

Folge ist und cn der Preis einer europäischen Kaufoption zum Zeitpunkt n mit Fälligkeit N und

Ausübungspreis K ist, Cn ist der Preis der entsprechenden amerikanischen Kaufoption. Unter

Verwendung der Martingaleigenschaften von (S̃n) haben wir

c̃n = (1 + r)−NE∗[(SN −K)+|Fn]

≥ E∗[(S̃N −K(1 + r)−N )+|Fn]

= S̃n −K(1 + r)−N .

(2.11)

Daher cn ≥ Sn −K(1 + r)−(N−n) ≥ Sn −K für r ≥ 0. Da cn ≥ 0, haben wir cn ≥ (Sn −K)+

und laut dem [15, Satz 2.5.1] haben wir Cn = cn. Das ist die Gleichhung zwischen dem Preis der

europäischen Kaufoption und dem Preis der entsprechenden amerikanischen Kaufoption.

2.5.2 Amerikanische Put-Option

In diesem Abschnitt werden wir uns auf die Rechtfertigung der Bewertungsformel konzentrieren,

wie in [16, Seite 58]. Bezeichne T die Menge der Stoppzeiten, die auf dem filtrierten Wahrschein-

lichkeitsraum definiert sind, wobei Ft = FSt für alle t = 0, ..., T ∗.

Die Abbildung τ : Ω → {0, ..., T ∗} heißt F-Stoppzeit, falls für alle t ∈ {0, ..., T ∗} gilt

{ω ∈ Ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft. Intuitiv bedeutet diese Eigenschaft, dass die Entscheidung, ob ein

Prozess zur Zeit t gestoppt wird (das heißt, ob man eine Option zum Zeitpunkt t ausüben soll

oder nicht) ist abhängig von den Kursschwankungen bis zur Zeit t. Es wird auch angenommen,

dass T[t,T ] eine Unterklasse von diesen Stoppzeiten τ ist, wenn die Ungleichung t ≤ τ ≤ T erfüllt

ist.

Satz 8. [16, Seite 58] Der arbitragefreie Preis P at der amerikanischen Verkaufsoption ist gleich

P at = ess supτ∈T[t,T ]
EP∗ [r̂

−(τ−t)(K − St)+|Ft], ∀t ≤ T. (2.12)

Darüber hinaus ist für jedes t ≤ T die Stoppzeit τ∗t , die das essentielle Supremum in 2.12

realisiert, durch den folgenden Ausdruck (mit Konvention min ∅ = T ) gegeben

τ∗t = min
{
u ∈ {t, . . . , T} |(K − Su)+ ≥ P au

}
.

Als Beweis dazu werden wir folgende Bemerkung und den Satz betrachten:

Bemerkung 3. Sei V ein nichtnegativer adaptierter Prozess, der durch

Vt = ess supτ∈T[t,T ] EP∗
[
e−r(τ−t)g (Sτ , τ) |Ft

]
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für eine Preisfunktion g definiert ist. Dann gibt es eine zulässige Handelsstrategie (φ,A), so dass

Vt = Vt(φ,A) für alle t ∈ [0, T ].

Definition 3. Eine zulässige Handelsstrategie (φ,A) heißt eine perfekte Absicherung gegen die

amerikanischen Eventualforderung Xa mit Preisfunktion g, wenn

Vt(φ,A) ≥ g(St, t), ∀t ∈ [0, T ]

mit Wahrscheinlichkeit 1.

Satz 9. [16, Seite 179] Die Arbitragefreiheit im Marktmodell mit Handel von amerikanischen

Forderungen wird dann und nur dann gegeben sein, wenn der Preis π0(Xa) durch die Formel

π0(Xa) = sup
τ∈T[t,T ]

EP∗
[
e−rτg (Sτ , τ)

]
gegeben ist.

Allgemein ist der arbitragefreie Preis einer amerikanischen Forderung mit Preisfunktion g zum

Zeitpunkt t gleich

π0(Xa) = ess supτ∈T[t,T ] EP∗
[
e−r(τ−t)g (Sτ , τ) |Ft

]
.

Beweis. [16, Seite 179-180] Wir nehmen an, dass der
”
Marktpreis“ U0 der Option die Un-

gleichung Un > V0 erfüllt. Es wird gezeigt, dass in diesem Fall die amerikanische Forderung

überteuert ist, das heißt, eine Arbitrage ist möglich. Sei (φ,A) eine Handelsstrategie. Wir neh-

men an, dass der Optionskäufer eine beliebige Stoppzeit τ ∈ T[0,T ] als seine Ausübungspolitik

wählt. Wir betrachten die folgende Strategie (φ̂, Â,−1, τ) (zu beachten ist, dass bei der Umset-

zung dieser Strategie, die Ausüngszeit T nicht im Voraus berechnet sein muss). Es gilt

φ̂1
t = φ1

t1[0,τ ](t),

φ̂2
t = φ2

t1[0,τ ](t) + (φ2
t + φ1

tSτB
−1
τ − g(Sτ , τ)B−1

τ )1[τ,T ](t),

und Ât = At∧τ . Durch Annahme, dass (φ,A) eine perfekte Absicherung ist, haben wir

φ̂1
τSτ + φ̂2

τBτ ≥ g(Sτ , τ), so dass φ̂2
TBT ≥ 0, P∗ -fast sicher. Darüber hinaus erfüllt das Anfangs-

vermögen von (φ̂, Â,−1, τ) durch Konstruktion φ̂1
0S0 + φ̂2

0 − U0 = V0 − U0 < 0. Wir schließen

daraus, dass die Strategie (φ̂, Â,−1, τ) eine (kurze) Arbitragemöglichkeit bietet, das heißt, ei-

ne risikolose profitable Strategie für den Verkäufer der amerikanischen Forderung Xa darstellt.

Jetzt wird angenommen, dass U0 < V0, sodass die amerikanische Forderung unterbewertet ist.

Eine Arbitragemöglichkeit für den Käufer dieser Forderung kann wie folgt konstruiert werden.

In diesem Fall können wir davon ausgehen, dass er sich für die Stoppzeit τ0 als Ausübungszeit

entscheidet. Zusätzlich nehmen wir an, dass er über ein dynamisches Portfolio (−φ̂,−Â) verfügt.

Zu beachten ist, dass der Prozess Â monoton fallend ist, wenn τ = τ0. Ferner erfüllt das An-

fangsvermögen seines Portfolios die Gleichung

−φ̂1
0S0 − φ̂2

0 + U0 = U0 − V0 < 0
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und das Endvermögen ist Null, da der Wert des Portfolios zum Ausübungszeit τ0 verschwindet.

Dies zeigt, dass nach geschickter Wahl der Ausübungspolitik, ist der Käufer der amerikanischen

Forderungen in der Lage einen risikofreien Gewinn zu erzielen. Schließlich wird der arbitragefreie

Preis π0(Xa) mit V0 zusammenfallen, sonst würde eine Arbitragemöglichkeit im Marktmodell

existieren.

Die Stoppzeit τ∗t bezeichnet die rationale Ausübungszeit einer amerikanischen Put-Option,

die noch zum Zeitpunkt t existiert. Und es wird betont, dass die Stoppzeit τ∗t das optimale

Stopp-Problem nicht für jede Person lösen kann, sondern nur für jene Anleger, die risikoneutral

sind.

Zur Erinnerung: der Aktienkurs S ist Markov unter P∗. Eine Anwendung des Bellman - Prin-

zips reduziert das optimale Stopp-Problem 2.12 auf eine explizite rekursive Prozedur, die die

Ableitung der Wertfunktion V p ermöglicht. Diese Beobachtung führt zum folgenden Korollar.

Korollar 3. [16, Seite 59] Wir nehmen an, dass ein nichtnegativer adaptierter Prozess V p
t , t ≤ T

rekursiv definiert wird, indem V p
T = (K − ST )+ und

V p
t = max

{
K − St,EP∗ [r̂

−1V p
t+1|Ft]

}
, ∀t ≤ T − 1.

Dann entspricht der Arbitragepreis P at einer amerikanischen Put-Option zum Zeitpunkt t gerade

dem V p
t . Darüber hinaus ist die rationale Ausübungszeit nach der Zeit t gleich

τ∗t = min {u ∈ {t, . . . , T} |K − Su ≥ V p
u } .

Umgekehrt ist es auch möglich, zuerst direkt zu zeigen, dass der Preis P at rekursiven Bedingung

genügen muss

P at = max
{
K − St,EP∗ [r̂

−1P at+1|Ft]
}
, ∀t ≤ T − 1, (2.13)

und die Bedingung P aT = (K − ST )+ anschließend die äquivalente Darstellung wie in der For-

mel 2.12 erfüllt. Im Falle des Cox-Ross-Rubinstein-Modells (ein Preismodell in diskreter Zeit),

wird die letzte Vorgehensweise einfacher für die Schätzung der amerikanischen Optionen er-

schienen. Der Hauptgrund dafür ist, dass ein scheinbar schwieriger Bewertungsproblem auf den

einfachen Ein-Perioden-Fall reduziert werden kann. Dazu werden wir, wie üblich, durch Wider-

spruch argumentieren. Zu Beginn nehmen wir an, dass 2.13 nicht für t = T − 1 gilt. Wenn dies

der Fall ist, kann man leicht zu dem Zeitpunkt T − 1 ein Portfolio mit risikolosem Gewinn zum

Zeitpunkt T konstruieren. Daraus folgt, dass die folgende Bedingung unbedingt erforderlich ist

P aT−1 = max
{
K − ST−1,EP∗ [r̂

−1(K − ST )+|Ft]
}
.
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Der nächste Schritt besteht darin, die Zeitperiode [T − 2, T − 1] zu betrachten, wobei T − 1

nun die Rolle des Termintages und P aT−1 die Terminauszahlung darstellt. Dieses Verfahren kann

wiederholt werden. Zusammenfassend, lässt sich im Falle des Cox-Ross-Rubinstein-Modells die

Arbitrage-Pricing einer amerikanischen Put-Option auf die folgende einfache rekursive Formel

reduzieren

P at = max
{
K − St, r̂−1(p∗P

au
t+1 + (1− p∗)P adt+1)

}
, ∀t ≤ T − 1,

mit P aT = (K − ST )+. Es wird hingewiesen, dass P aut+1 und P adt+1 den Wert der amerikanischen

Put-Option im nächsten Schritt, entsprechend der Auf- und Abwärtsbewegung des Aktienkurses

ab einem bestimmten Gitterpunkt darstellen.





Kapitel 3

Normalverteilung

Wie es auch in [9] erwähnt wurde, spielt die Normalverteilung eine zentrale Rolle in der Me-

thoden der angewandten Statistik. In 1774, Pierre Laplace hat die Normalverteilung als eine

Annäherung an die hypergeometrische Verteilung erhalten. Carl Gauss hat die Normalvertei-

lung als Fehlergesetz der Methode der kleinsten Quadrate in 1809 verwendet. Obwohl Gauss

selbst nicht das normale Gesetz als sehr wichtig bewertet hat, half seine Arbeit bei der Nutzung

der Normalverteilung und wurde später popularisiert. Oft wird die Normalverteilung auch als

Gauß-Verteilung bezeichnet.

3.1 Definition der Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X ist normalverteilt, wenn sie eine Wahrscheinlichkeitsdichte

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−1

2
(x− µ)2/σ2

)
, x ∈ R(3.1)

besitzt, wobei µ ∈ R und σ > 0 die Parameter sind. Üblicherweise wird σ2 statt σ als zweiter

Parameter definiert und die Normalverteilung mit

N (µ, σ2) (3.2)

bezeichnet. Im Zusammenhang mit dieser Bezeichnung wird der zweite Parameter immer σ2

sein.

Die normale Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) ist symmetrisch über x = µ und hat oft zitierte

Glockenform. Sie ist auch als Glockenkurve bekannt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist unimodal

und weist Wendepunkte bei µ− σ und µ+ σ auf.

Wie es in [4] beschrieben wurde, nennt man eine Verteilungsfunktion der Form

F (x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
exp

(
−1

2
(t− µ)2/σ2

)
dt, x ∈ R
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die Verteilungsfunktion einer Gauß-Verteilung oder Normalverteilung.

Im Falle einer standardisierten Normalverteilung mit µ = 0 und σ = 1 schaut die Verteilungs-

funktion folgend aus:

F (x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
exp

(
− t

2

2

)
dt, x ∈ R. (3.3)

Setzten wir formal σ = 0, erhalten wir sogenannte ausgeartete Normalverteilung N(µ, 0), die

durch die Fourier-Transformierte des Dirac-Maßes dargestellt werden kann, vgl. [5, S.192-193].

Das Problem, dass Gaus’che Glockenkurven 3.1 keine elementare Stammfunktionen haben

und die Werte F (x) von Verteilungsfunktionen 3.3 von Normalverteilung nicht durch bequeme

Integration numerisch berechnet werden können, wird durch den folgenden Transformationssatz

auf die numerische Berechnung der Verteilungsfunktion einer einzigen Normalverteilung, nämlich

der sogenannten normierten Normalverteilung N (0; 1) oder Standardnormalverteilung reduziert.

Satz 10. (Transformationssatz) [4, S.118] Es sei F die Verteilungsfunktion einer nach der

Normalverteilung N (µ, σ2) verteilten Zufallsvariablen. Dann gilt für jedes x ∈ R

F (x) = Φ

(
x− µ
σ

)
, (3.4)

wobei Φ die Verteilungsfunktion der sogenannten normierten Normalverteilung N (0; 1) bezeich-

net.

Beweis. [4, S.118] Ersetzt man in der Formel 3.4 t−µ
σ durch eine neue Variable z, so erhält man

nach der einfachen Regeln einer sochen Variablentransformation

F (x) =
1

σ
√

2π

∫ x−µ
σ

−∞
exp

(
−z

2

2
σ

)
dz =

1√
2π

∫ x−µ
σ

−∞
exp

(
−z

2

2

)
dz = Φ

(
x− µ
σ

)
.

Für die numerische Berechnung der Werte F (x) für die Verteilungsfunktionen von Normalver-

teilungen mit beliebigen Parameterwerten µ und σ2 reicht es wegen 3.4 aus, die Verteilungs-

funktion Φ von N (0; 1) einmal durch numerische Integration zu berechnen und zu tabellieren.

Dabei braucht man Φ nur für positive x-Werte zu tabellieren; denn: wegen der Symmetrie der

normierten Gaußschen Glockenkurve gilt für jedes x ∈ R

Φ(−x) = 1− Φ(x),

da nämlich der Flächeninhalt Φ(−x) von −∞ bis zur Stelle −x unter der normierten Glocken-

kurve genauso groß ist wie der Flächeninhalt von der Stelle +x bis +∞ und letzter beträgt

1− Φ(+x), vgl. [4, S.118].

Die Funktion Φ kann nicht in Bezug auf elementare Funktionen ausgedrückt werden [9, S.51],

aber der folgende Satz beschreibt die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalver-

teilung.
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Satz 11. [9, S.51] (Laplace, 1895) Die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalver-

teilung Φ(x) kann für x ≥ 0 wie folgt dargestellt werden

Φ(x) =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

n!(2n+ 1)2n
.

Mithilfe der Funktion Φ kann die kumulative Verteilungsfunktion für jede Normalverteilung

berechnet werden.

Satz 12. [9] Es sei X normalverteilt mit N (µ, σ2). Die kumulative Verteilungsfunktion F (x)

von X für x ∈ R ist dann durch

F (x) = Φ [(x− µ)/σ]

gegeben.

Wie bereits erwähnt wurde, kann der obige Satz 12 zur Berechnung der Verteilungsfunktion

einer normalverteilten Zufallsvariable von Φ(x) verwendet werden.

Die folgende Abschätzung ist für viele Zwecke nützlich.

Satz 13. [5, S.30-31] Ist X eine N(0, σ2)-verteilte reelle Zufallsvariable, so gilt für alle η > 0:

(2π)−1/2 ση

σ2 + η2
exp(−η2/2σ2) < P {X ≥ η} < (2π)−1/2σ

η
exp(−η2/2σ2)

Beweis ebenso dort [5, S.31].

3.2 Mehrdimensionale Normalverteilung

In der Finanzmathematik spielt die mehrdimensionale Normalverteilung eine wichtige Rolle.

Definition 4. [17, Seite 7] Ein Zufallsvektor X = (X1, . . . , Xd)
T : Ω → Rd ist d-dimensional

standardnormalverteilt und wir schreiben X ∼ N (0, Id) als auch L(X) = N (0, Id) wenn

ϕ0,Id(x) =
1√

(2π)d
exp

(
−1

2
‖x‖22

)
, x ∈ Rd,

eine Dichte von diesen Verteilungen hinsichtlich des Lebesgue-Maßes auf Rd ist. Hier bedeutet

0 den Ursprung in Rd und Id die d-dimensionale Einheitsmatrix. Zu beachten ist, dass

(2π)d = det(2πId).

Bemerkung 4. [17, Seite 7] Die kontinuierliche Dichte ϕ0,Id ist hochsymmetrisch in dem Sinne,

dass ϕ0,Id(Ox) = ϕ0,Id(x) für alle x ∈ Rd und alle Matrix O ∈ Rd×d und OTO = Id, gemeint

für alle d-dimensionale orthogonale Matrix O.
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Bemerkung 5. (Unabhängige Komponenten) [17, Seite 7] Die stetige Dichte ϕ0,Id ist ein Pro-

dukt der Dichten

ϕ0,Id(x) =
d∏
i=1

1√
2π

exp

(
−1

2
x2
i

)
, x = (x1, . . . , xd)

T ∈ Rd,

was bedeutet, dass die Komponenten des Vektors unabhängig sind.

Bemerkung 6. [17, Seite 7] Durch Verwendung des Fubini-Satzes und zwei-dimensionale

änderung von Variablen zu polaren Koordinaten mit x(r, ϕ) = r cosϕ und y(r, ϕ) = r sinϕ

und dem Determinant von Jacobi-Matrix

det

(
∂x
∂r (r, ϕ) ∂x

∂ϕ(r, ϕ)
∂y
∂r (r, ϕ) ∂y

∂ϕ(r, ϕ)

)
= det

(
cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

)
= r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r,

folgt, dass

(∫
R

1√
2π

exp(−1

2
x2)dx

)2

=
1√
2π

∫
R2

exp

(
−x

2 + y2

2

)
d(x, y)

=
1√
2π

∫ 2π

0

∫ ∞
0

exp(−1

2
r2)r dr dϕ︸ ︷︷ ︸

=− exp(−r2/2)|∞0 =1

= 1.

Daher ϕ0,Id tatsächlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

Definition 5. [17, Seite 8] Es sei µ ∈ Rn, A ∈ Rn×d und X ∼ N (0, Id). Dann die Verteilung von

Y = AX+µ heißt n-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert µ und Kovarianzmatrix

C := AAT . Wir verwenden die Notation, dass Y ∼ N (µ,C) und L(Y ) = N (µ,C). Wenn µ = 0,

dann heißt die Normalverteilung zentriert.

3.3 Die logarithmische Normalverteilung

Eine positive Zufallsvariable X mit zwei Parametern µ und σ2 heißt lognormalverteilt, wenn Y =

lnX normalverteilt mit Mittelwert µ und Varianz σ2 ist. Die zweiparametrige logarithmische

Normalverteilung bezeichnen wir durch Λ(µ, σ2); die entsprechende Normalverteilung bezeichnen

wir durch N (µ, σ2). Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von X unter Λ(µ, σ2) ist

f(x) =

 1√
2πσx

exp
{
− (lnx−µ)2

2σ2

}
x > 0

0 x ≤ 0.

Die Verteilung ist unimodal und positiv schräg. Die Verteilungsfunktion schaut für x ≥ 0 fol-

gendermaßen aus
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F (x) =
1√
2πσ

∫ x

0

1

t
e−

(ln t− µ)2

2σ2
dt. (3.5)

Weiters, ein Vektor (X1, . . . , Xn)
′

von positiven Zufallsvariablen, sodass (Y1, . . . , Yn)
′

=

(lnX1, . . . , lnXn)
′

ist n-dimensional normalverteilt mit dem Mittelwertvektor µ = (µ1, . . . , µn)
′

und der Varainz-Kovarianzmatrix
∑

= (σij), i, j = 1, . . . , n, mit σij = σji und σii = σ2
i . Die Ver-

teilung von (X1, . . . , Xn)
′
heißt n-dimensionale logarithmische Normalverteilung mit Parametern

µ und
∑

und wird duch Λn(µ,
∑

) bezeichnet. Die entsprechende n-dimensionale Normalvertei-

lung bezeichnen wir durch Nn(µ,
∑

). Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von (X1, . . . , Xn)
′

unter Λn(µ,
∑

) ist durch

f(x1, . . . , xn) =


1

(2π)n/2
√
|
∑
|x1,...,xn

exp
{
−1

2(lnx− µ)
′∑−1(lnx− µ)

}
, x ∈ Rn+

0, x ∈ (Rn+)c

gegeben, wobei x = (x1, . . . , xn)
′
, lnx = (lnx1, . . . , lnxn)

′
und Rn+ = {x | xi > 0} f̈r alle i =

1, . . . , n. Vgl. [6].

Definition 6. [17, Seite 18] Es sei µ ∈ Rn, C ∈ Rn×n positiv semidefinit und sei Y =

(Y1, . . . , Yn)T ∼ N (µ,C). Die Verteilung von Z := (exp(Y1), . . . , exp(Yn))T heißt n-dimensionale

logarithmische Normalverteilung mit Parametern µ und C und wir werden die Bezeichnung

Z ∼ MLogN(µ,C) verwenden. In dem eindimensionalen Fall der logarithmischen Normalver-

teilung, schreiben wir Z ∼ LogN(µ,C).

In der Definition der Zufallsvektor mit n-dimensionaler logarithmischen Normalverteilung nimmt

Werte aus dem (0,∞)n.

Bemerkung 7. [17, Seite 87] (Multivariate Brownsche Bewegung) Wir werden eine Anwen-

dung der Ito - Formel in Finanzmathematik betrachten. Sei B = (B1, . . . , Bd) die d-dimensionale

Brownsche Bewegung. Wir modellieren den Preisprozess Sk einer Aktie, k ∈ {1, . . . , n} (oh-

ne Dividendenzahlungen), mit einer Aufwertungsrate µk ∈ R, einem Volatilitätsvektor σk =

(σk,1, . . . , σk,d) ∈ Rd, einem F0-messbaren Anfangspreis Sk0 (der für die meisten Wirtschaftsin-

terpretationen R+-wertig sein sollte) und definieren

Skt = Sk0 exp((µk −
1

2
‖σk‖22)t+ 〈σk, Bt〉), t ∈ R+.

Jetzt werden wir die Ito - Formel an einem R-wertigen Preisprozess S = (S1, . . . , Sn) anwenden.

Wir definieren f = (f1, . . . , fn) komponentenweise

fk(t, x) = exp((µk −
1

2
‖σk‖22)t+ 〈σk, x〉) t ∈ R+, x ∈ Rd,

für alle k ∈ {1, . . . , n}. Zu bemerken ist, dass f ∈ C2(R× Rd,Rn) und f beinhaltet nicht den

Anfangsvektor S0 = (S1
0 , . . . , S

n
0 ), da es angenommen wurde, dass f deterministisch ist.
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Bemerkung 8. [17, Seite 89] Sei B die d-dimensionale Brownsche Bewegung. Es sei

µ1, . . . , µn ∈ Rd und σ1, . . . , σn ∈ Rd, sowie reelle Zahlen S1
0 , . . . , S

n
0 > 0. f =

(S1
0f1, . . . , S

n
0 fn)T : R × R mit f1, . . . , fn sind wie in 7 gegeben. Der Preisvektor St := f(t, Bt)

ist gemäß 6 n-dimensional logarithmisch normalverteilt MLogN(µ̄t, AAT t) mit

µ̄ =


logS1

0 + µ1 − 1
2 ‖σ1‖22

...

logSn0 + µn − 1
2 ‖σn‖

2
2


und

A =


σ1

...

σn

 ,

wobei σ1, . . . , σn Zeilenvektoren sind.

Wie es sich auf der Wikipedia - Seite [3] nachlesen lässt, die kumulative Verteilugsfunktion ist

durch

FX(x;µ, σ) =

∫ x

0
fX(ξ;µ, σ)dξ =

1

2

[
1 + erf

(
lnx− µ
σ
√

2

)]
= Φ

(
lnx− µ

σ

)
(3.6)

gegeben, wobei Φ die kumulative Verteilungsfunktion von Standardnormalverteilung ist.

Die Teilerwartung oder gestutzte Erwartung einer Zufallsvariable X mit einem Schwellenwert k

ist durch

g(k) =

∫ ∞
k

xf(x)dx

definiert, wobei f(x) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von X ist.

Der Erwartungswert der logarithmischen Normalverteilung schaut folgendermaßen aus

E[X] =
1√
2πσ

∫ +∞

0
x
e− (lnx−µ)2

2σ2

x
dx = eµ+σ2

2 . (3.7)

Für eine lognormalverteilte Zufallsvariable die Teilerwartung oder gestutzter Erwartungswert

ist durch

g(k) =

∫ ∞
k

xf(x)dx = eµ+σ2

2 Φ

(
µ+ σ2 − ln k

σ

)
(3.8)

gegeben. Wobei Φ die kumulative Normalverteilungsfunktion ist.



Kapitel 4

Adaptierte Abhängigkeit

Bei der fondsgebundenen Lebensversicherung wird in der Regel davon ausgegangen, dass die

finanziellen und biometrischen Risiken unabhängig sind, siehe [14, Seite 11]. In manchen Situa-

tionen ist es vorteilhafter, ohne Annahme der Unabhängigkeit zu handeln. Aus mathematischer

Sicht ist dieser Fall ein spezieller Typ des optimalen Stopp-Problems. Hierbei wird, wie in [10,

Seite 11], im Gegensatz zum standardisierten Stopp-Problem noch eine Wahrscheinlichkeitsver-

teilung für die Stoppzeit angegeben. Wir betrachten ein optimales Stopp-Problem, dessen Wert

V durch

V := sup
τ∈TI

E[Zτ ]. (4.1)

definiert ist.

Für einen nicht-negativen Prozess Z wird dieser Wert mit dem Wert einer amerikanischen

Option ohne Absicherungsmöglichkeiten übereinstimmen.

Wenn die Stoppzeit in dem optimalen Stopp-Problem eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsver-

teilung ν hat, kann dieser Wert V geändert werden. Wir bezeichnen diesen neuen Wert als V (ν).

Dann gilt für T νI 6= ∅, dass

V (ν) := sup
τ∈T νI

E[Zτ ]. (4.2)

Falls T νI = ∅, setzen wir V (ν) = −∞. Wenn die Stoppzeit τ ∈ T νI 6= ∅ unabhängig vom adap-

tierten Prozess Z ist, wird die Bestimmung des Erwartungswertes E(Zτ ) wie folgt vereinfacht

V ind(ν) := E[Zτ ] =
∑
t∈I

E[Zt1{τ=t}] =
∑
t∈I

E[Zt]νt, (4.3)

mit νt := P(τ = t) für alle t ∈ I. Wenn eine solche unabhängige Stoppzeit τ nicht existiert, setzen

wir V ind(ν) := −∞. Wenn wir diese drei Werte anschauen, sehen wir, dass V ind(ν) ≤ V (ν) ≤ V .

Wenn I ⊂ N0 ein diskretes Intervall mit 0 ∈ I ist und wenn der Prozess Z ein gleichmäßig in-

tegrierbares Martingal ist, und wenn T νI 6= ∅, dann ist V (ν) = V , da nach dem Doob’schen

Optional Sampling Theorem (siehe Satz 14) E[Zτ ] = E[Z0] für alle Stoppzeiten τ . Wenn wei-

terhin eine Stoppzeit τ ∈ T νI 6= ∅ existiert, die unabhängig vom gleichmäßig integrierbaren
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Martingal Z ist, dann beweist diese Stoppzeit, dass V ind(ν) = V (ν) = V . Diese Gleichung gilt

nur für diejenige Martingale Z und Stoppzeiten τ , welche die notwendigen Voraussetzungen der

Doob’schen Optional Sampling Theorem erfüllen.

Satz 14. [Doob’s optional sampling theorem] [10, Seite 11-12]

(a) Sei I ⊂ N0 mit 0 ∈ I. Sei τ eine Stoppzeit und Z ein Supermartingal. Dann ist Zτ inte-

grierbar und E[Zτ ] ≤ E[Z0] in jeder der folgenden Situationen:

1. τ ist f.s. beschränkt, das heißt, für einige N ∈ N gilt P(τ ≤ N) = 1,

2. τ ist f.s. endlich und Z ist f.s. beschränkt, das heißt, für einige K > 0 gilt P(|Zt| ≤ K) = 1

für alle t ∈ I,

3. E[τ ] <∞ und für einige K > 0 gilt P(|Zt − Zt−1| ≤ K) = 1 für alle t ∈ I \ {0},

4. Der Prozess Z ist gleichmäßig integrierbar. In diesem Fall ist Z abschließbar, das heißt, Z∞

existiert und ist wohldefiniert. Somit auch Zτ wohldefiniert ist, wenn τ =∞.

(b) Wenn I ⊂ N0 mit 0 ∈ I und irgendeine der Bedingungen 1.-4. erfüllt ist und Z ein Martingal

ist, dann E[Zτ ] = E[Z0].

(c) Wenn I ⊂ Z eine abzählbare unendliche Indexmenge, Z ein Martingal und τ eine beschränkte

Stoppzeit ist, dann ist Zτ integrierbar und E[Zτ ] = E[Zt] für alle t ∈ I.

Beweis. Für den Beweis von (a1), (a2) und (a3) verweisen wir auf [19] unter Beachtung, dass

der Beweis auf die obigen Ausführungen angepasst werden kann. Die Bedingung (a4) wurde im

[18, Korollar VII.2.2 und S.486] bewiesen. Die Tatsache, dass Z∞ existiert und wohldefiniert ist,

ist in [19, Theorem 11.5] beschrieben. (b) ist in [19] und [18] bewiesen. (c) folgt aus dem [12,

Theorem 6.12]
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4.1 Expected Shortfall

Analog zu [10] werden wir Folgendes definieren.

Definition 7. [10, Seite 34] Es sei eine Zufallsvariable X : Ω→ R und δ ∈ [0, 1] gegeben.

(a) Wir definieren das δ-Quantil von X wie folgt

qδ(X) := inf {x ∈ R|P(X ≤ x) ≥ δ} . (4.4)

Zu beachten ist, dass q0(X) = −∞ und wenn P(X ≤ x) < 1 für alle x ∈ R, dann q1(X) =∞.

(b) Wir definieren fδ,X : Ω→ [0, 1] wie folgt

fδ,X :=

{
0 falls δ = 1,

1{X>qδ(X)} + βδ,X1{X=qδ(X)} falls δ ∈ [0, 1),

wobei

βδ,X :=

{ P(X≤qδ(X))−δ
P(X=qδ(X)) falls P(X = qδ(X)) > 0,

0 sonst.

(c) Expected Shortfall von X zum Niveau δ ist als (1−δ)ESδ(X) = E[fδ,XX] gegeben. Zu beachten

ist, dass ES0(X) = E[X] und ES1(X) = 0, wenn β1,X = f1,X = 0.

Bemerkung 9. [10, Seite 34] (a) Zu beachten ist, dass βδ,X ∈ [0, 1], weil

P(X < qδ(X)) ≤ δ ≤ P(X ≤ qδ(X)). (4.5)

Deshalb wird fδ,X nur die Werte aus dem [0, 1] annehmen.

(b) Für δ ∈ [0, 1] haben wir E [fδ,X ] = 1− δ. Und für δ ∈ [0, 1)

E [fδ,X ] = P(X > qδ(X)) + βδ,XP(X = qδ(X)).
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4.2 Gierige - Strategie

Eine gierige Strategie bedeutet das Folgende: man möchte die Option nur dann ausüben, wenn

unter den gegebenen Umständen der Wert des zugrunde liegenden Prozesses so groß wie möglich

ist. Diese Strategie ist optimal, wenn das zugrunde liegende Verfahren unabhängig ist, was in

dem nachstehenden Lemma, wie in [10], gezeigt wird.

Lemma 2. [10, Seite 69] Es sei ein diskretes Zeitintervall I ⊂ N0 und die Wahrscheinlichkeits-

verteilung ν auf I gegeben. Es wird angenommen, dass ein adaptierter Prozess Z = {Zt}t∈I ein

Prozess mit unabhängigen Zufallsvariablen ist, sodass E[supt∈I |Zt|] < ∞. Es wird auch ange-

nommen, dass U = {Ut}t∈I ein adaptierter Prozess mit unabhängigen Zufallsvariablen ist, der

auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilt ist, sodass Z und U unabhängig sind. Wir setzen

δt = 1− νt
1− ν<t

(4.6)

für t ∈ I und

Et := {Zt > qδt(Zt)} ∪ {Zt = qδt(Zt), 1− βδt,Zt < Ut ≤ 1}

mit βδt,Zt wie in Definition 7(b). Dann ist die optimale Stoppzeit τ∗ zur Lösung folgender Glei-

chung

sup
τ∈T νI

E[Zτ ] = E[Zτ∗ ]

durch

{τ∗ = t} =

{
(
⋂
I<tE

c
s) ∩ Et wenn ν≤t < 1,⋂

I<tE
c
s wenn ν≤t = 1.

gegeben.

E[Zτ∗ ] kann wie folgt berechnet werden

E[Zτ∗ ] =
∑
t∈I

E[Zt1{τ∗=t}] =
∑
t∈I

νtES

(
Zt; 1− νt

1− ν<t

)
.(4.7)

Beweis. [10, Seite 70] Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion. Der Parameter wird sich

von einem Induktionsschritt zum nächsten bis zum Endpunkt T des Zeitintervalls I = {0, . . . , T}
ändern, damit können wir zeigen, dass diese Strategie optimal für jedes endliche Zeitintervall ist.

Wir werden mit T = 0 starten. Wenn T = 0, müssen wir den Prozess zum Zeitpunkt 0 stoppen,

da dies der einzige mögliche Moment ist. Dadurch haben wir ν0 = 1 und τ∗ = 0. Wir gehen nun

davon aus, dass die Formel aus dem Lemma für T = t − 1 gilt und werden zeigen, dass diese

auch für T = t gilt.

Wir haben

V (ν) = sup
τ∈T ν{0,...,t}

E[Zτ ] = sup
τ∈T ν{0,...,t}

E
[
Z01{τ=0} + Zτ1{τ≥1}

]
≤ sup

τ∈T ν{0,...,t}
E
[
Z01{τ=0}

]
︸ ︷︷ ︸

∗

+ sup
τ∈T νI

E
[(
Z11{τ=1} + · · ·+ Zt1{τ=t}

)
1{τ≥1}

]
︸ ︷︷ ︸

∗∗
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Wenn wir (*) anschauen, sehen wir, dass Z0 so groß wie möglich sein sollte. Das bedeutet,

dass die optimale Stoppzeit zum Zeitpunkt 0 muss {τ∗ = 0} = E0 erfüllen.

Für die Berechnung von (**) brauchen wir eine Maßänderung. Das Problem reduziert sich auf

ein Problem mit Zeithorizont, für welches wir bereits das Ergebnis aufgrund unserer Annahme

wissen. Das heißt

(∗∗) = sup
τ∈T µ,Q{1,...,t}

EQ[Zτ ],

wobei Q ein äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß zu P und µ die Verteilung der neuen Stoppzeit

unter Q mit µi = νi
1−ν0 für i = 1, . . . , t ist. T µ,Q{1,...,t} ist die Menge aller Stoppzeiten mit Werten

aus dem {1, . . . , t}, die die Verteilung µ unter Q hat. Jetzt nutzen wir die in dem Lemma

angegebene Formel, um die optimale Stoppzeit τ∗ zu berechnen, aber müssen wir mit der Menge

Ec0 = {τ∗ ≥ 1} abschneiden, da sich die Berechnung auf diese Menge beschränkt. Dann haben

wir für jedes s ∈ {1, . . . , t}

{τ∗ = s} = (
s−1⋂
i=1

Eci ) ∩ Ec0 ∩ Es = (
s−1⋂
i=1

Eci ) ∩ Es.

Tatsächlich ist die Stoppzeit τ∗ nur eine Obergrenze, aber es kann leicht überprüft werden,

dass P(τ = t) = νt für alle t ∈ I und dass τ∗ eine wirkliche Stoppzeit ist.

Damit die Grenzproblematik klarer wird, führen wir einige nützliche Behauptungen ein.

Behauptung 1. [10, Seite 44] Es sei ein diskretes Zeitintervall I und die Wahrscheinlichkeits-

verteilung ν auf diesem Intervall gegeben. Wir nehmen an, dass es ein Prozess Z = {Zt}t∈I gibt,

der die folgende Bedingungen

E
[
sup
t∈I

Z−t

]
<∞

oder

E
[
sup
t∈I

Z+
t

]
<∞

erfüllt. Dann gilt

V +(ν) ≤
∑
t∈I

νES1−νt(Zt). (4.8)

Der Beweis in [10, Seite 44].

Behauptung 2. [10, Seite 45] Es sei ein diskretes Zeitintervall I ⊂ N0 und die Wahrschein-

lichkeitsverteilung ν auf diesem Intervall gegeben. Wir verwenden die Doob - Zerlegung bei einem

adaptierten Prozess Z in L1(P). Wir nehmen an (sh. [19, Theorem 12.11]), dass der Martingal
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M zusammen mit Verteilung ν eine der Bedingungen [10, Satz 2.49] erfüllt. Es gilt für einen

vorhersehbaren Prozess A, dass

E
[
sup
t∈I

A−t

]
<∞

oder

E
[
sup
t∈I

A+
t

]
<∞.

Dann gilt

V +(ν) ≤ E [M0] +
∑
t∈I

νES1−νt(At). (4.9)

Der Beweis in [10, Seite 45].

Behauptung 3. [10, Seite 45] Es sei ein diskretes Zeitintervall I ⊂ N0 und die Wahrschein-

lichkeitsverteilung ν auf diesem Intervall gegeben. Bei einem adaptierten Prozess Z in L1(P)

verwenden wir die Doob - Zerlegung Z = M +A. Wir nehmen an, dass E
[
supt∈I A

−
t

]
<∞ oder

E
[
supt∈I A

+
t

]
< ∞ für den vorhersehbaren Prozess A gilt. Wenn wir ∆At := At − At−1 für

t ∈ I\ {0} und ∆A0 := 0 definieren, dann haben wir für alle γ ∈Mν
I

E [Zγ ] ≤ E [M0] +
∑
t∈I

ν≥tESν<t(∆At). (4.10)

Den Beweis sh. [10, Seite 46].

Lemma 3. [10, Seite 46] Es wird angenommen, dass I ⊂ N0 und Z ein Martingal ist.

(a) Wenn E [supt∈I |Zt|] <∞, dann für jedes γ ∈MI gilt

E [Z0] ≤ E [Zγ ] ≤ E [Z∞]. (4.11)

(b) Wir verwenden die Doob - Zerlegung M + A vom Submartingal Z und nehmen an, dass M

eine der Bedingungen [10, Satz 2.49] erfüllt. Dann

E [M0] ≤ E [Zγ ] ≤ E [M0] + E [A∞]. (4.12)

Der Beweis in [10, Seite 46].
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4.3 Adaptierte Abhängigkeit bei der fondsgebunde-

nen Lebensversicherung

In der Versicherung stellt sich immer die Frage - wann tritt der Leistungsfall ein, wann muss

der Versicherer auszahlen? Ein Versicherungsvertrag wird normalerweise nur auf einem endlichen

Zeitintervall betrachtet. Deshalb werden wir, wie auch in [10, Seite 111] ein diskretes Zeitintervall

nehmen. Auf diesem Intervall werden wir die Zeitpunkte, zu welchen die Auszahlungen auftreten

könnten, modellieren. Wir gehen davon aus, dass I = {0, . . . , T} für einen T ∈ N und Z =

{Zt}t∈I ∈ L1(P) ein adaptierter prozess. Z beschreibt die Auszahlung im Leistungsfall.

Bei der fondsgebundenen Lebensversicherung wird die Auszahlung durch den Preis eines

zugrunde liegenden finanziellen Vermögenswertes, Index oder eines Investmentfonds zu einem

zufälligen Zeitpunkt bestimmt. Dieser zufällige Zeitpunkt kann abhängig von dem Moment des

Todes des Versicherten sein. Bei der Betrachtung dieser Versicherungsverträge, wie in [10, Seite

112] gehen wir davon aus, dass der adaptierte Prozess Z = {Zt}t∈I ∈ L1(P) die Auszahlung

und dass die Stoppzeit τ den Zeitpunkt einer Auszahlung modelliert, zum Beispiel das Able-

ben des Versicherten mittels einer Verteilung aus der Sterbetafel. Für jedes t ∈ I entspricht

der Wert γt dem Anteil der Verträge, die eine Auszahlung zum Zeitpunkt t haben. Für die-

se Versicherungsverträge gilt die übliche Annahme, dass die biometrischen Risiken unabhängig

von den bestehenden Finanzmärkten sind. Mit dieser Annahme, einer adaptierten Abhängigkeit

zwischen den zugrunde liegenden Fonds und der Stoppzeit erhalten wir einen Wert für einen

Versicherungsvertrag, der größer ist, als der von aktuariellen Standardverfahren unter der Un-

abhängigkeitsannahme berechnet wird. Auf diese Weise könnten unsere Werte bei der Modellie-

rung des Worst–Case–Szenarios verwendet werden, die für die Versicherer von Interesse bei der

Bewertung der Risiken des Versicherungsvertrages sind.

Wie kann man die Verteilung ν für die Stoppteit τ ∈ T νI für ein gegebenes diskretes Zeitin-

tervall bestimmen?

Um die Verteilung ν der Stoppzeit τ zu bestimmen, müssen wir die Sterbetafel verwenden.

Wir bezeichnen mit npx die Wahrscheinlichkeit, daß eine x-jährige Person die nächsten n Jahre

überlebt. Weiter, bezeichnen wir mit nqx = 1 −n px die Wahrscheinlichkeit, daß eine x-jährige

Person in den nächsten n Jahren stirbt. Für n = 1 schreiben wir px und qx. Wir setzen ν0 = 0.

Das ist eine vernünftige Annahme, da es keine Auszahlung zu Beginn des Vertrages gibt, bzw.

der Versicherungsnehmer zu Beginn des Vertrages lebendig ist. Zur Modellierung eines einzigen

fondsgebundenen Lebensversicherungsvertrages mit Auszahlung am Ende des Todesjahres des

Versicherten oder am Ende des Vertrages, setzen wir νt gleich der Wahrscheinlichkeit, daß eine

x-jährige Person die t − 1 Jahre überlebt und im Jahr t stirbt. Für t ∈ {1, . . . , T} haben wir

νt =t−1 px · qx+t−1. Wir wählen νT =T−1 px, damit gilt
∑T

t=0 νt = 1.

Wir werden die Berechnung des Wertes V (ν) für eine fondsgebundene Lebensversicherung

in den folgenden Beispielen veranschaulichen. Um die Verteilung zu bestimmen, werden wir
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die Werte qx aus der österreichischen Rententafel, [2] AVÖ 2005R (2.Ordnung, Endresultat,

Spalte (q(2001)Einzel(x)) für Männer, verwenden. Die Überlebenswahrscheinlichkeit für einen

20-jährigen Mann war früher höher als heutzutage. Es wird auch angenommen, dass die Ver-

zinsung r = 0. Damit wir Lemma (2) verwenden können, werden wir annehmen, dass Z ein

Prozess mit unabhängigen Zufallsvariablen ist. Es wird weiters, für die Berechnung von V ind(ν)

angenommen, dass der Prozess Z und die Stoppzeit τ unabhängig sind. Zt ∼ LN (µ, σ2) für alle

t ∈ I, mit Parametern µ = −0, 02205 und σ = 0, 21 und diese Parameter bleiben bei allen drei

Beispiele gleich und E[exp(σtZ + µt)] = exp(µt +
σ2
t
2 ) = 1, es folgt, dass −2µt = σ2

t . Es wurde

der Preis eines fondsgebundenen Lebensversicherungsvertrages für einen 20-jährigen Mann für

Laufzeit T = 10 berechnet. Die Verteilung ν ist gegeben wie oben.

Beispiel 1. Zuerst wurden die erforderliche Quantile und Expected Shortfall für die einfache

Implementierung berechnet. Es wurde angenommen, dass X ∼ LN (µ, σ2), also logarithmisch

normalverteilt ist . Dann, ist u(δ) das δ-Quantil einer Standardnormalverteilung (d.h. Φ(u(δ)) =

δ, wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist), so ist, laut Formel (4.4)

das δ-Quantil der logarithmischen Normalverteilung von X durch

q(δ)(X) = exp(µ+ u(δ) · σ)

gegeben. Der Expected Shortfall bei gegebenem δ ∈ (0, 1) ist lt. der Definition (7) und unter

Verwendung der Formel (3.8)

ESδ(X) =
1

P(X > q(δ)(X))
E
[
X1{X>q(δ)(X)}

]
=

1

1− δ

∫ ∞
q(δ)(X)

x · f(x)dx

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ

(
µ+ σ2 − ln q(δ)(X)

σ

)

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ

(
µ+ σ2 − ln(exp(µ+ u(δ) · σ))

σ

)

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ
(
σ − u(δ)

)
,

wobei δt wurde anhand der Formel (4.6) berechnet, genauer δt = 1− νt
1−ν0−···−νt−1

für jeden t ∈ I.

Es ist zu beachten, dass bei δ = 1 Expected Shortfall wird folgendermaßen ausschauen

ESδ(X) =
1

1− 1
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ
(
σ − u(1)

)
= 0

und bei δ = 0

ESδ(X) =
1

1− 0
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ
(
σ − u(0)

)
= exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ (σ − 0.5) ,

wobei u(δ) das δ-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Dann wurde V (ν) mithilfe der Formel (4.2) zum Zeitpunkt T = 10 unter Verwendung der

österreichischen Rententafel, [2] AVÖ 2005R (2.Ordnung, Endresultat, Spalte (q(2001)Einzel(x))

für Männer berechnet
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V (ν) =
T∑
t=0

ES1− νt
1−ν0−···−νt−1

(Zt) · νt ≈ 1, 0060.

Unter der Annahme der Unabhängigkeit zwischen dem Prozess Z und Stoppzeit τ wurde V ind(ν)

nach der Formel (4.3) ausgerechnet, sodass V ind(ν) = 1 für alle Laufzeiten T ∈ N.

V wurde laut Formel (4.1) mittels des Prinzips der Snell - Einhüllenden für amerikanische Option

berechnet. Folgende Tabelle bietet einen kurzen Überblick über die Werte zu verschiedenen

Zeitpunkten.

Laufzeit T=10 T=30 T=60 T=80

Vind 1 1 1 1

V(ν) 1,0060 1,0319 1,2276 1,4858

V 1,2938 1,4383 1,5273 1,5636

Das Bild4.1 zeigt die Entwicklung des Fonds bei einem fondsgebundenen Lebensversicherungs-

vertrag für einen 20-jährigen Mann bei verschiedenen Laufzeiten. Es ist merkbar, dass die Fond-

sentwicklung im Laufe der Zeit deutlich unter dem Wert einer amerikanischen Option bleibt.

Andererseits, im Vergleich zu [10, Seite 113], entwickelt sich der Fond mit der Zeit steigend,

aber nicht so rasant wie bei [10, Seite 113], was bei Rückstellungen eines Versicherungsunter-

nehmens von Bedeutung sein kann.
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Bild 4.1: Werte V , V (ν) und V ind(ν) bei einem fondsgebundenem Vertrag für einen 20-

jährigen Mann bei verschiedenen Laufzeiten, mit Parametern µ = −0, 02205 und σ =

0, 21, beim Beispiel 1.

Beispiel 2. Viel realistischer sind die Fälle, bei denen eine Garantie dabei ist. Es wurde ange-

nommen, dass S = {St}t∈I ein Prozess mit unabhängigen und identisch verteilten Zufallsvaria-

blen mit St ∼ LN (µt, σ
2
t ) für alle t ∈ I ist. Der Prozess modelliert die Fondsentwicklung. G ist

die Garantie. Der Prozess Z = {Zt}t∈I ist durch Zt = max {St, G} = G + max {St −G, 0} für

alle t ∈ I gegeben. Die Verteilung von Zt ist durch

P(Zt ≤ x) =

{
0 x < G;

P(St ≤ x) x ≥ G;

gegeben.

Die δ-Quantile von Zt für alle t ∈ I wurden mithilfe der Formel (4.4) berechnet

qδ(Zt) =


−∞ δ = 0;

G 0 < δ ≤ P(St ≤ G);

exp(µ+ u(δ) · σ) P(St ≤ G) < δ ≤ 1;

gegeben, wobei u(δ) das δ-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Der Expected Shortfall bei gegebenem δ ∈ (0, 1) wurde laut Definition 7 und unter Verwendung

der Formel (3.8) berechnet, es wird
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ESδ(S) =
1

1− δ

∫ ∞
q(δ)(S)

x · f(x)dx

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ

(
µ+ σ2 − ln q(δ)(S)

σ

)

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ

(
µ+ σ2 − ln(exp(µ+ u(δ) · σ))

σ

)

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ
(
σ − u(δ)

)
,

falls qδ(Zt) = exp(µ+ u(δ) · σ)

und

ESδ(S) =
1

1− δ

∫ ∞
G

x · f(x)dx

=
1

1− δ
exp

(
µ+

σ2

2

)
Φ

(
µ+ σ2 − lnG

σ

)
falls qδ(Zt) = G ist, wobei δt wurde ebenso anhand der Formel (4.6) berechnet, δt = 1 −

νt
1−ν0−···−νt−1

für jeden t ∈ I.

Es wurden zwei Fälle mit verschiedenen Garantiewerten betrachtet. Im ersten Fall: G = 0, 5.

Dann wurde der Wert von V (ν) zum Zeitpunkt T = 10 unter Verwendung der österreichischen

Rententafel, [2] AVÖ 2005R (2.Ordnung, Endresultat, Spalte (q(2001)Einzel(x)) für Männer

ausgerechnet

V (ν) =

T∑
t=0

ES1− νt
1−ν0−···−νt−1

(Zt) · νt ≈ 1, 0068

und V ind(ν) = 1, 0003 für alle Laufzeiten T ∈ N. In der nachstehenden Tabelle werden die Werte

zu verschiedenen Zeitpunkten kurz zusammengefasst.

Laufzeit T=10 T=30 T=60 T=80

Vind 1,0003 1,0003 1,0003 1,0003

V(ν) 1,0068 1,0327 1,2283 1,4859

V 1,2938 1,4383 1,5273 1,5636

Im zweiten Fall: G = 1. Der Wert von V (ν) zum Zeitpunkt T = 10

V (ν) =

T∑
t=0

ES1− νt
1−ν0−···−νt−1

(Zt) · νt ≈ 1, 0895

und V ind(ν) = 1, 0836 für alle Laufzeiten T ∈ N.

V wurde laut Formel (4.1) mittels des Prinzips der Snell - Einhüllenden für amerikanische Option

berechnet. Folgende Tabelle zeigt die Entwicklung dieser Werte.
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Bild 4.2: Werte V, V (ν) und V ind(ν) bei einem fondsgebundenem Vertrag mit Garantie

(G = 0.5) für einen 20-jährigen Mann bei verschiedenen Laufzeiten, mit Parametern

µ = −0, 02205 und σ = 0, 21, beim Beispiel 2.

Laufzeit T=10 T=30 T=60 T=80

Vind 1,0836 1,0836 1,0836 1,0836

V(ν) 1,0895 1,1131 1,2842 1,4874

V 1,2938 1,4383 1,5273 1,5636

Bilder 4.2 und 4.3 zeigen die Entwicklung eines fondsgebundenen Lebensversicherungsvertrages

mit verschieden Garantiewerten. Je höher ist die Garantie, desto höher sind die Werte des

fondsgebundenen Lebensversicherungsvertrages und im Laufe der Zeit wachsen, aber am Ende

der Laufzeit unterscheiden sich kaum.
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Bild 4.3: Werte V, V (ν) und V ind(ν) bei einem fondsgebundenem Vertrag mit Garantie

(G = 1) für einen 20-jährigen Mann bei verschiedenen Laufzeiten, mit Parametern µ =

−0, 02205 und σ = 0, 21, beim Beispiel 2.

Beispiel 3. Es kann auch die Black-Scholes-Formel für die amerikanische Optionen bei der Be-

rechnung des Wertes einer fondsgebundenen Lebensversicherung mit Garantie verwenden wer-

den.

Es wurde X0 als Startwert betrachtet, wobei die Zufallsvariablen (Xt)t∈N unabhängig und

logarithmisch normalverteilt mit Parametern µt ∈ R und σ2
t > 0 sind und E[Xt] = 1, also

E[Xt] = E[exp(σtZ + µt)] = exp(µt +
σ2
t
2 ) = 1, es folgt, dass −2µt = σ2

t . Es wurde bei diesem

Beispiel mit selben Parametern µ = −0, 02205 und σ = 0, 21 gearbeitet. Die Filtrierung ist

durch Ft = σ(X1, X2, . . . , Xt) für alle t ∈ N0 bestimmt. Beispiele wurden mittels Programm

Matlab R2014b gerechnet. Um die Glattheit der Ergebniskurven zu gewährleisten, wurden die

Berechnungen mit 1.000.000 Simulationen durchgeführt. Die Fondsentwicklung St betrachten

wir als Produkt St = X1 ·X2 · · · · ·Xt für t ∈ N0.

a) Laut Black-Scholes-Formel (2.4), haben wir Zt = (St − G)+, für alle t ∈ N0. Dabei ver-

wenden wir die Doob-Zerlegung 1, Zt = Mt + At für t ∈ N0, wobei M ein Martingal und

A ein vorhersehbarer wachsender Prozess ist, der mit A0 = 0 beginnt. Uns interessiert, wann

wir stoppen sollten, um die besten Ergebnisse erzielen zu können. Generell, stoppen wir, wenn

der Erwartungswert von nächster möglichen Auszahlung kleiner als jetzige ist. In unserem Fall

wird die Stoppzeit durch die Verteilung ν bestimmt, die eine Sterblichkeitsverteilung ist. Diese

Verteilung wurde mithilfe der österreichischen Rententafel, [2] AVÖ 2005R (2.Ordnung, Endre-

sultat, Spalte (q(2001)Einzel(x)) für Männer, zu jedem Zeitpunkt T ausgerechnet. Wir suchen
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E[ZT ] = E[MT ] + E[AT ], wobei E[MT ] = E[M0] = 1. Es bleibt nun den E[AT ] auszurechnen.

Dazu werden wir die Zuwächse ∆At wie folgt definieren

∆At = E[Zt|Ft−1]− Zt−1

= E[(St −G)+|Ft−1]− (St−1 −G)+

= E[(St−1 ·Xt −G)+|Ft−1]− (St−1 −G)+

= St−1E[(Xt −G/St−1)+|Ft−1]− (St−1 −G)+

(4.13)

und die Strategie in diesem Fall wird - stoppen, wenn ∆At am kleinsten ist.

Da die Xt und Ft−1 unabhängig sind, können wir die Überlegungen über die Black-Scholes-

Formel wie in Kapitel 2.4 anwenden und den bedingten Erwartungswert E[(Xt − G
St−1

)+|Ft−1]

unter Verwendung von bekannten Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes (sh. [19, Sec-

tion 9.10] ) folgendermaßen ausrechnen:

E

[(
Xt −

G

St−1

)+ ∣∣∣∣ Ft−1

]
= H

(
G

St−1
, t

)
, t ∈ N

wobei die Funktion H(K, t) durch

H(K, t) = E[(Xt −K)+] = E
[
(exp (σtZ + µt)−K)+] (4.14)

für jeden K ∈ R+, t ∈ N definiert ist. Wir haben

E
[
(Xt −K)+] = E [Xt1Dt ]−KE [1Dt ] ,

wobei Dt := {exp(σtZ + µt) > K}.

Dann wird

E [1Dt ] = P (Xt > K)

= P (exp(σtZ + µt) > K)

= P (σtZ + µt > lnK)

= P
(
Z >

lnK − µt
σt

)
= 1− P

(
Z ≤ lnK − µt

σt

)
= 1− Φ

(
lnK − µt

σt

)
= Φ

(
µt − lnK

σt

)
und
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E [Xt1Dt ] = E
[
exp(σtZ + µt)1{exp(σtZ+µt)≥K}

]
= E

[
exp(σtZ + µt)1{

Z>
lnK−µt

σt

}]
=

∫ ∞
lnK−µt

σt

exp(σty + µt) ·
1√
2π

exp(−y2/2) dy

=
1√
2π

exp(µt)

∫ ∞
lnK−µt

σt

exp(σty − y2/2) dy

(quadratische Ergänzung) =
1√
2π

exp(µt)

∫ ∞
lnK−µt

σt

exp

(
−(y − σt)2

2
+

(σt
2)

2

)
dy

=
1√
2π

exp(µt) exp(σt
2/2)︸ ︷︷ ︸

=1

∫ ∞
lnK−µt

σt

exp

(
−(y − σt)2

2

)
dy

(Substitution: u = y − σt) =
1√
2π

∫ ∞
lnK−µt

σt
−σt

exp(−u2/2) du

= 1− Φ

(
lnK − µt

σt
− σt

)
= Φ

(
µt − lnK

σt
+ σt

)
.

Daher wird die Formel (4.14) folgendermaßen ausschauen

H(K, t) = Φ

(
µt − lnK

σt
+ σt

)
−K · Φ

(
µt − lnK

σt

)
. (4.15)

Nach dem Einsetzen in die Formel (4.13) wird es

∆At = St−1H

(
G

St−1
, t

)
− (St−1 −G)+

= St−1Φ

(
µt − ln (G/St−1)

σt
+ σt

)
−G Φ

(
µt − ln (G/St−1)

σt

)
− (St−1 −G)+.

(4.16)

Weiters nehmen wir an, dass ∆A ∼ LN (µ, σ).

Dann definierern wir V ∆A(ν) := E[ZT ] = E[MT ] + E[AT ].

Damit wir V ∆A(ν) ermitteln können, werden ∆At nach Formel (4.16) ausgerechnet und dann

10.000 Simulationen durchgeführt.

Nachher werden die Simulationen für jedes Jahr aufsteigend sortiert und beginnend von mini-

malen Wert werden so viele Werte von ∆At in Betracht genommen, sodass diese Menge der

Größe der zugeordneten Wahrscheinlichkeit νt entspricht.

Eine graphische Darstellung des Endresultats wurde mit verschiedenen Garantiewerten auf den

Bildern 4.4 und 4.5 präsentiert.
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Bild 4.4: Werte V ∆A(ν) und V im Beispiel 3.a) mit G = 0, 5 und Parametern µ =

−0, 02205 und σ = 0, 21.

Diese Bilder zeigen die Entwicklung von V ∆A(ν) und V bei Garantiewerten von 0, 5 und 1.

In der Lebensversicherung, sowie in den anderen Versicherungssparten, sind außer jährlicher,

noch andere Zahlungsweisen üblich. Dazu werden wir entsprechende unterjährige Sterblichkeits-

wahrscheinlichkeiten brauchen. Diese werden wie in [8, Seite 22] ausgerechnet, sodass uqx = u qx

und upx = 1 − u qx, wobei 0 ≤ u ≤ 1. Parameter σ wird entsprechend mit σ/
√

2, σ/
√

4 und

σ/
√

12 ersetzt.

Bild 4.6, zeigt den Verlauf des Wertes von V ∆A(ν) bei monatlichen, vierteljährlichen und

halbjährlichen Zahlungsweisen, sowie von V .

Dadurch, dass µ = −σ2/2, wird gezeigt, dass die Formel (4.16) sehr ähnlich zu Black-Scholes-

Formel 2.7 ist. Es wird

∆At = St−1Φ

(
σ2
t − 2 ln (G/St−1)

2σt

)
−G+G Φ

(
σ2
t + 2 ln (G/St−1)

2σt

)
− (St−1 −G)+.

b) Unter den selben Annahmen wie im Punkt a) wurde die zweite Strategie ausrechnet, wobei

der Prozess Z erst dann gestoppt wird, wenn ∆Bt am kleinsten ist. Wir definieren
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Bild 4.5: Beispiel 3 a). Werte V ∆A(ν) und V , mit G = 1 und Parametern µ = −0, 02205

und σ = 0, 21.

Bild 4.6: Werte V ∆A(ν) mit G = 1 bei verscheidenen Zahlungsweisen, mit Parametern

µ = −0, 02205 und σ = 0, 21, Beispiel 3 a).
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∆Bt = E[ZT |Ft]− Zt
= E[(ST −G)+|Ft]− (St −G)+

= E[(StXt+1 . . . XT −G)+|Ft]− (St −G)+

= St · E

( T∏
n=t+1

Xn −G/St

)+ ∣∣∣∣Ft
− (St −G)+.

Dann können wir den Erwartungswert folgendermaßen ausrechnen

E

( T∏
n=t+1

Xn −G/St

)+
 = E

[
T∏

n=t+1

Xn1Dt

]
︸ ︷︷ ︸

∗

−G/St · E [1Dt ]︸ ︷︷ ︸
∗∗

, (4.17)

wobei Dt :=
{∏T

n=t+1 exp(σnZ + µn) > G/St

}
.

Mithilfe dieser Bemerkung und nach ähnlichen Überlegungen wie im Punkt a), wurden die

nächsten Formeln für die Formel (4.17) ausgerechnet

∗) = E

[
T∏

n=t+1

Xn1Dt

]
= E

[
T∏

n=t+1

exp(σnZ + µn)1{∏T
n=t+1 exp(σnZ+µn)≥G/St}

]

= Φ

(∑T
n=t+1 µn − lnG/St∑T

n=t+1 σn
+

T∑
n=t+1

σt

)

und

∗∗) = E [1Dt ] = P (Xt > G/St)

= P

(
T∏

n=t+1

exp(σnZ + µn) > G/St

)

= Φ

(∑T
n=t+1 µn − lnG/St∑T

n=t+1 σn

)
.

Daraus resultiert sich

∆Bt = St · Φ

(∑T
n=t+1 µn − ln (G/St)∑T

n=t+1 σn
+

T∑
n=t+1

σt

)

−G · Φ

(∑T
n=t+1 µn − ln (G/St)∑T

n=t+1 σn

)
− (St −G)+.

(4.18)
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Es wurde angenommen, dass die Parameter µ und σ während des Experiments konstant bleiben,

daher
∑T

n=t+1 µn = (T − n) · µ und
∑T

n=t+1 σn = (T − n) · σ wird. Die Formel (4.18) wird dann

folgendermaßen ausschauen

∆Bt := St · Φ
(

(T − n)µn − ln (G/St)

(T − n)σn
+ (T − n)σn

)
−G · Φ

(
(T − n)µn − ln (G/St)

(T − n)σn

)
− (St −G)+.

(4.19)

V ∆B(ν) wird ähnilich wie V ∆A(ν) definiert. In diesem Fall werden die Werte V ∆B(ν) gleich mit

Werten aus dem Punkt a).

c) Bei der dritten Strategie werden wir die Summe der bedingten Erwartungswerte betrachten,

es wird

∆Ct =
T∑

u=t+1

νu
1− (ν0 + · · ·+ νt)

(E[Zu|Ft]− Zt)

=

T∑
u=t+1

νu
1− (ν0 + · · ·+ νt)

(E[(Su −G)+|Ft]− (St −G)+)

=
T∑

u=t+1

νu
1− (ν0 + · · ·+ νt)

(E[(St ·Xt+1 · · · · ·Xu −G)+|Ft]− (St −G)+)

=
T∑

u=t+1

νu
1− (ν0 + · · ·+ νt)

(
St · E

[(
u∏

n=t+1

Xn −G/St

)+ ∣∣Ft]− (St −G)+

)

=

T∑
u=t+1

νu
1− ν≤t

(
St · E

[(
u∏

n=t+1

Xn −G/St

)+]
− (St −G)+

)
.

(4.20)

Der Erwartungswert wurde schon vorher, bei ∆B, Formel (4.19), ausgerechnet, daher

∆Ct =

T∑
u=t+1

νu
1− (ν0 + · · ·+ νt)

·

·

(
St · Φ

(∑T
u=t+1 µu − ln (G/St)∑T

u=t+1 σu
+

T∑
u=t+1

σu

)
−G · Φ

(∑T
u=t+1 µu − ln (G/St)∑T

u=t+1 σu

)
− (St −G)+

)
(4.21)

oder nach der Umsetzung der Summe
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Bild 4.7: Werte V ,V ∆A(ν), V ind(ν) und V ∆C(ν) beim Beispiel 3.c) mit G = 1 und Para-

metern µ = −0, 02205 und σ = 0, 21, Formel 4.22.

∆Ct =

T∑
u=t+1

νu
1− (ν0 + · · ·+ νt)

·

·
(
St · Φ

(
(T − u)µu − ln (G/St)

(T − u)σu
+ (T − u)σu

)
−G · Φ

(
(T − u)µu − ln (G/St)

(T − u)σu

)
− (St −G)+

)
.

(4.22)

Das Bild (4.7) zeigt die Entwicklung des Lebensversicherungsvertrages unter Anwendung der

letzten Formel (4.22). Da wir minimalen von maximalen Werten suchen, kann diese Strategie

doch als bessere Strategie bezeichnet werden.

In diesem Fall wird der Wert der amerikanischen Option mit dem Wert der europäischen Option

übereinstimmen, wie es auch im [15, S.24] und Lemma 1 schon gezeigt wurde.

Jetzt wird ausführlicher beschrieben wie eine amerikanische Option mit Snell-Einhüllenden zu

berechnen ist.

Algorithmus zur Berechnung des Wertes einer amerikanischen Option mit Snell-

Einhüllenden.

Laut Formel (2.6) ist UN = ZN . Mit ct bezeichnen wir die Erwartungswerte von Ut, die zu

berechnen sind. Zt ist logarithmisch normalverteilt, also Zt ∼ LN (µ, σ2). Es ist schon aus (4.15)

bekannt, dass

E[(Zt −K)+] = Φ

(
µ− lnK

σ
+ σ

)
−K · Φ

(
µ− lnK

σ

)
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und

E
[
Zt · 1{Zt>K}

]
= Φ

(
µ− lnK

σ
+ σ

)
.

Wir wollen mit einer Rekursion die ct berechnen. Zunächst brauchen wir einen Startwert:

cN = E[UN ] = E[ZN ] = 1.

Nun brauchen wir eine Rekursionsformel, mit der wir aus ct das ct−1 berechnen können:

Ut−1 = max {Zt−1,E[Ut]} = max {Zt−1, ct} = ct + (Zt−1 − ct)+,

und

ct−1 = E[Ut−1] = E[ct] + E[(Zt−1 − ct)+] = ct + Φ

(
µ− ln ct

σ
+ σ

)
− ct · Φ

(
µ− ln ct

σ

)
.

Damit können wir von cN = 1 ausgehend, alle anderen ct eines nach anderen berechnen.

Dann werden wir noch die Wahrscheinlichkeiten brauchen:

pt := P(Zt < ct+1) = P(exp (σZ + µ) < ct+1) = P(σZ + µ < ln ct+1) = P
(
Z <

ln ct+1 − µ
σ

)
,

schließlich wird

pt := Φ

(
ln ct+1 − µ

σ

)
,

sowie die kumulierten Wahrscheinlichkeiten:

qN := P(τ = N) = P(Z0 < c1) · P(Z1 < c2)} · · · · · P(ZN−1 < cN ) = p0 · p1 · · · · · pN−1,

wobei

q0 := P(τ = 0) = P(Z0 < c1) = 1− p0,

ansonsten

qt := P(τ = t) = P(Z0 < c1)·P(Z1 < c2)·· · ··P(Zt−1 < ct)·P(Zt ≥ ct+1) = p0·p1·· · ··pt−1 · (1− pt).

Wir bezeichnen jetzt mit et die Erwartungswerte von Zt.

Zum letzten Zeitpunkt τ = N wissen wir, dass

eN := E[Zt|τ = N ] = E[Zt] = 1,
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ansonsten

et := E[Zt|τ = t] =
E
[
Zt · 1Zt≥ct+1

]
P(Zt ≥ ct+1)

=
Φ
(
µ−ln ct+1

σ + σ
)

1− pt
.

Der Wert der Option ist dann:

E[Zτ ] =

N∑
t=0

E[Zt|τ = t] · P(τ = t) =

N∑
t=0

et · qt.
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4.4 Schlussbemerkungen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde die adaptierte Abhängigkeit bei der fondsgebunde-

nen Lebensversicherung untersucht. Die Fondsentwicklung kann als stochastischer Prozess dar-

gestellt werden. Da die logarithmische Normalverteilung nur positive Werte aufweist, wurde sie

der Verteilung des Fonds zugrunde gelegt. Im ersten Beispiel wurden die Werte eines fondsgebun-

denen Lebensversicherungsvertrages berechnet und gezeigt, welche Auswirkung die adaptierte

Abhängigkeit bei der Bewertung eines Lebensversicherungsvertrages hat. Sowie wurde dieses

Modell mit anderen Berechnungsmöglichkeiten verglichen. Das zweite Beispiel wurde ausgehend

vom Beispiel 1., nun mit Garantie betrachtet. Beim dritten Beispiel wurde die Stoppzeitpro-

blematik mit verschiedenen Strategien untersucht und gezeigt, dass die letzte Strategie durch

einen kleinen Unterschied die bessere wird. In diesem Fall wird der Wert einer europäischen

Kaufoption mit dem Wert einer entsprechenden amerikanischen Kaufoption gleich sein.

Dadurch, dass die fondsgebundenen Lebensversicherungsverträge ein Teil des Bestandes eines

Versicherungsunternehmens bilden, können diese Berechnungen bei der Bewertung der fonds-

gebundenen Lebensversicherungsverträge und Modellierung des Worst–Case–Szenarios für das

Versicherungsunternehmen von Bedeutung sein.





Anhang A

MATLAB-Code

A.1 Beispiel 1

Listing A.1: Berechnungen beim Beispiel 1.

c l e a r v a r s ;

sigma =0.21;

mju=−(sigma ˆ2)/2 ;

T=80;

x=20;

gewichte = ze ro s (1 , T+1);

f o r T = 2:80

%Ein l e s en v . q ( Rententa f e l AVÖ2005R, 1 Spa l t e )

s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsMann . txt ’ ) ;

% s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsFrau . txt ’ ) ;

%Berechnung der Übe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

f o r i =1:121

leben ( i ) = 1− s t e r b e ( i ) ;

end

%Vektor der m u l t i p l i z i e r t e n Übe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

lebenmult (1)= leben ( 1 ) ;

f o r i =2:121

lebenmult ( i )=lebenmult ( i −1)∗ l eben ( i ) ;

end
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%Berechnung von nu

nu (1)=0;

f o r i =2:T−1

nu( i )=( lebenmult ( x+i −1)/ lebenmult ( x ) )∗ s t e r b e ( x+i ) ;

end

nu(T)=lebenmult ( x+T−1)/ lebenmult ( x ) ;

%Berechnung e i n e s kumul ierten Vektors der nu

nu kum (1) = nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

nu kum( i )=nu kum( i−1)+nu( i ) ;

end

%Berechnung der Gewichte f ü r den Expected S h o r t f a l l

gewichte (1)=nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

gewichte ( i )=1−(nu( i )/(1−nu kum( i −1) ) ) ;

end

%Berechnung v . Quanti l

f o r i =1:T

q u a n t i l ( i )=exp (mju+norminv ( gewichte ( i ) )∗ sigma ) ;

end

%Berechnung P

f o r i =1:T

P( i )=sigma−norminv ( gewichte ( i ) ) ;

end

%Berechnung des Expected S h o r t f a l l s mit quant i l en

f o r i =1:T

es ( i )=normcdf (P( i ))/(1− gewichte ( i ) ) ;

end

%Berechnung des Wertes V(nu)

B 0 (T) = es ∗nu ’ ;

%Berechnungen f u e r Vˆ( ind )

f o r i =1:T
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erwartungswerte ( i )=exp (mju+(sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

end

%Berechnung von V ind

f o r i =1:T

V ind ( i )=1∗ erwartungswerte ( i ) ;

end

f o r i =1:T

sumV ind ( i )=V ind ( i ) ;

end

end

% Berechnung v . amerik . Option mit Sne l l−Einhue l lenden

f o r T = 80 : −1 : 2

c (T)=1;

e (T)=1;

f o r i=T−1:−1:1

c ( i )=c ( i +1)+normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma )

−c ( i +1)∗normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma ) ;

p( i )=normcdf ( ( l og ( c ( i +1))−mju)/ sigma ) ;

e ( i )= normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma )/(1−p( i ) ) ;

end

p a (1 ) = p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

p a ( i ) = p a ( i −1)∗p( i ) ;

end

q (T) = p a (T−1);

q (1 ) = 1−p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

q ( i ) = p a ( i −1)∗(1−p( i ) ) ;

end

f o r i = 1 :T

sumt = 0 ;

f o r j = 1 : i

sumt = sumt + e ( j )∗q ( j ) ;

end

asum(T) = sum( sumt ) ;
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end

asum ;

end

p lo t ( 1 0 : 8 0 , asum ( 1 0 : 8 0 ) , 1 0 : 8 0 , B 0 ( 1 0 : 8 0 ) , 1 0 : 8 0 , sumV ind ( 1 0 : 8 0 ) )

x l a b e l ( ’ Dauer des Vertrages ’ ) ;

y l a b e l ( ’ Wert ’ )

l egend ( ’V’ , ’V(\nu ) ’ , ’Vˆ{ ind }(\nu ) ’ , ’ Location ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

A.2 Beispiel 2

Listing A.2: Berechnungen beim Beispiel 2.

c l e a r v a r s ;

sigma =0.21;

mju=−(sigma ˆ2)/2 ;

T=80;

x=20;

g=1; %0.5

rng ( 2 ) ;

gewichte = ze ro s (1 , T+1);

f o r T = 2:80

%Ein l e s en v . q ( Rententa f e l AVÖ2005R, 1 Spa l t e )

s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsMann . txt ’ ) ;

% s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsFrau . txt ’ ) ;

%Berechnung der Übe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

f o r i =1:121

leben ( i ) = 1− s t e r b e ( i ) ;

end

%Vektor der m u l t i p l i z i e r t e n Übe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

lebenmult (1)= leben ( 1 ) ;

f o r i =2:121

lebenmult ( i )=lebenmult ( i −1)∗ l eben ( i ) ;

end

%Berechnung von nu

nu (1)=0.0008 ;
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f o r i =2:T−1

nu( i )=( lebenmult ( x+i −1)/ lebenmult ( x ) )∗ s t e r b e ( x+i ) ;

end

nu(T)=lebenmult ( x+T−1)/ lebenmult ( x ) ;

%Berechnung e i n e s kumul ierten Vektors der nu

%nu kum (1) = 0 ;

nu kum (1) = nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

nu kum( i )=nu kum( i−1)+nu( i ) ;

end

%Berechnung der Gewichte f ü r den Expected S h o r t f a l l

gewichte (1)=nu ( 1 ) ;

%gewichte (1)=1;

f o r i =2:T

gewichte ( i )=1−(nu( i )/(1−nu kum( i −1) ) ) ;

end

%Berechnung v . Quanti l

f o r i =1:T

i f normcdf ( ( l og ( g)−mju)/ sigma)<gewichte ( i )

q u a n t i l ( i )=exp (mju+norminv ( gewichte ( i ) )∗ sigma ) ;

e l s e q u a n t i l ( i )=g ;

end

end

%Berechnung P

f o r i =1:T

P( i )=sigma−norminv ( gewichte ( i ) ) ;

end

%Berechnung R

f o r i =1:T

R( i )=(mju+sigmaˆ2− l og ( g ) )/ sigma ;

end

%Berechnung des Expected S h o r t f a l l s mit quant i l en

f o r i =1:T

i f q u a n t i l ( i )>g
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es ( i )=normcdf (P( i ))/(1− gewichte ( i ) ) ;

e l s e

es ( i )=(1∗normcdf ( ( l og ( g)−mju)/ sigma)+

normcdf (R( i )))/(1− gewichte ( i ) ) ;

end

end

f o r i =1:T

B 1 ( i )=es ( i )∗nu( i ) ;

end

sumB 1(1)=B 1 ( 1 ) ;

f o r i =2:T

sumB 1 ( i )=sumB 1 ( i−1)+B 1 ( i ) ;

end

B 0 (T) = sumB 1 (T) ;

% Berechnungen f u e r V( ind )

f o r i =1:T

erwartungswerte ( i )=exp (mju+sigma ˆ2/2)∗
normcdf ( ( l og ( g)−mju)/ sigma)+

normcdf ( ( mju+sigmaˆ2− l og ( g ) )/ sigma ) ;

end

V ind (T)=nu∗ erwartungswerte ’ ;

end

%Berechnung v . V ( mit Sne l l−Einhue l lenden )

f o r T = 80 : −1 : 2

c (T)=1;

e (T)=1;

f o r i=T−1:−1:1

c ( i )=c ( i +1)+normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma)−
c ( i +1)∗normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma ) ;

p( i )=normcdf ( ( l og ( c ( i +1))−mju)/ sigma ) ;

e ( i )= normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma )/(1−p( i ) ) ;

end

p a (1 ) = p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

p a ( i ) = p a ( i −1)∗p( i ) ;
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end

q (T) = p a (T−1);

q (1 ) = 1−p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

q ( i ) = p a ( i −1)∗(1−p( i ) ) ;

end

f o r i = 1 :T

sumt = 0 ;

f o r j = 1 : i

sumt = sumt + e ( j )∗q ( j ) ;

end

asum(T) = sum( sumt ) ;

end

asum ;

end

p lo t ( 1 0 : 8 0 , asum ( 1 0 : 8 0 ) , 1 0 : 8 0 , B 0 ( 1 0 : 8 0 ) , 1 0 : 8 0 , V ind ( 1 0 : 8 0 ) )

x l a b e l ( ’ Dauer des Vertrages in Jahren ’ ) ;

y l a b e l ( ’ Wert ’ )

l egend ( ’V’ , ’V(\nu ) ’ , ’Vˆ{ ind }(\nu ) ’ , ’ Location ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

A.3 Beispiel 3

Listing A.3: Berechnungen beim Beispiel 3.

%Berechnungen beim B e i s p i e l 3 . a )

c l e a r v a r s ;

sigma =0.21;

mju=−((sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

x=20;

u=1;

g=1%0.5

rng ( 2 ) ;

sim =10000;

T=80;

S=ze ro s (T, sim ) ;

%p r o f i l e on ;

% %Ein l e s en der S t e r b e w a h r s c h e i n l i c h k e i t e n ( aus Rententa f e l 2005)
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s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsMann . txt ’ ) ;

% %Berechnung der Uebe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

f o r i =1:121

leben ( i ) = 1−u∗ s t e r b e ( i ) ;

end

%Vektor der m u l t i p l i z i e r t e n Uebe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

lebenmult (1)= leben ( 1 ) ;

f o r i =2:121

lebenmult ( i )=lebenmult ( i −1)∗ l eben ( i ) ;

end

%Berechnung von nu

nu=0.0008;

f o r i =2:T−1

nu( i )=( lebenmult ( x+i −1)/ lebenmult ( x ) )∗ ( u∗ s t e r b e ( x+i ) ) ;

end

nu(T)=lebenmult ( x+T−1)/ lebenmult ( x ) ;

%Test ob Summe=1

% sum(nu)

%Berechnung e i n e s kumul ierten Vektors der nus

nu kum (1) = nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

nu kum( i )=nu kum( i−1)+nu( i ) ;

end

%Erzeugung v . Z u f a l l s z a h l e n u . Produktbi ldung

f o r j =1: sim

X=lognrnd (mju , sigma ,T, 1 ) ;

S (1 , j )=X( 1 ) ;

f o r i =2:T

S( i , j )=S( i −1, j )∗X( i ) ;

end

end

S (1 ,1)=1;

%Fkt . f . g ros sPhi

Phi1 (1 ,1)=(( mju−l og ( g ) ) / ( sigma ))+( sigma ) ;

Phi2 (1 ,1)=(mju−l og ( g ) ) / ( sigma ) ;

f o r j =1: sim

f o r i =2:T

Phi1 ( i , j )=((mju−l og ( g /(S( i −1, j ) ) ) ) / ( sigma ))+( sigma ) ;
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Phi2 ( i , j )=(mju−l og ( g /(S( i −1, j ) ) ) ) / ( sigma ) ;

end

end

%Berechnung v . Delta A

dA(1 ,1)=0;

A(1 ,1)=1;

nju (1 ) = 1 ;

f o r i =2:T+1

nju ( i )=round (nu( i −1)∗ sim ) ;

end

normPhi1 = normcdf ( Phi1 ) ;

normPhi2 = normcdf ( Phi2 ) ;

f o r j =1: sim

f o r i =2:T

dA( i , j )=S( i −1, j )∗normPhi1 ( i , j )−g∗normPhi2 ( i , j )−max(S( i −1, j )−g , 0 ) ;

end

end

f o r i = 2 : 80 % beginnen ab dem 1 . Jahr ( das 0 Jahr i s t 0)

n u l i n k s = sum( nju ( 1 : i −1));% nu−Aufte i lung l i n k e Grenze

nu recht s = sum( nju ( 1 : i ))−1;% nu−Aufte i lung rechte Grenze

tempdA = dA( i , n u l i n k s : s i z e (dA, 2 ) ) ;% Zwischenspe ichern der i−ten

%Reihe von n u l i n k s b i s Ende ; s i z e (dA, 2 ) = Anzahl der Spalten in dA

[ tempdA , I ] = s o r t (tempdA , ’ ascend ’ ) ;% Sor t i e rung a u f s t e i g e n d ;

% tempdA − s o r t i r t e Folge , I − Ind i zen der Elemente in tempdA vor

%Sor t i e rung

f o r s o r t i ndex = 1 : numel (tempdA) % von 1 b i s Anzahl der Elemente in

%tempdA

dA( n u l i n k s+sort index −1) = dA( n u l i n k s + I ( so r t i ndex ) ) ; %

%(n u l i n k s+i )− te Spa l t e vertauschen mit der ( n u l i n k s+sor t Index )−en

end

mindA( i ) = mean(tempdA);% Mitte lwert von i−tem nu−I n t e r v a l l

A( i ) = A( i −1) + mindA( i );%Aufbau der Summe a l l e r \DeltaA

end

A;

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
%Berechnung Vˆ{ ind }(\nu)

sumInd (1)=1;
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f o r i =1:T

Vimw( i )=mean(dA( i , : ) ) ;

sumInd ( i +1)= sumInd ( i )+Vimw( i ) ;

end

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
%Berechnung v . V ( mit Sne l l−Einhue l lenden )

sigma =0.21;

mju=−((sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

f o r T = 80 : −1 : 2

c (T)=1;

e (T)=1;

f o r i=T−1:−1:1

c ( i )=c ( i +1)+normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma)−
c ( i +1)∗normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma ) ;

p( i )=normcdf ( ( l og ( c ( i +1))−mju)/ sigma ) ;

e ( i )= normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma )/(1−p( i ) ) ;

end

p a (1 ) = p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

p a ( i ) = p a ( i −1)∗p( i ) ;

end

q (T) = p a (T−1);

q (1 ) = 1−p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

q ( i ) = p a ( i −1)∗(1−p( i ) ) ;

end

f o r i = 1 :T

sumt = 0 ;

f o r j = 1 : i

sumt = sumt + e ( j )∗q ( j ) ;

end

asum(T) = sum( sumt ) ;

end

asum ;

end

p lo t ( 2 : 8 0 , asum ( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 ,A( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 , sumInd ( 2 : 8 0 ) )

x l a b e l ( ’ Dauer des Vertrages in Jahren ’ ) ;
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y l a b e l ( ’ Wert ’ )

l egend ( ’V’ , ’Vˆ{\Delta {A}}(\nu ) ’ , ’Vˆ{ ind }(\nu ) ’ , ’ Location ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

%p r o f i l e v iewer ;

%p r o f i l e o f f ;

Listing A.4: Berechnungen beim Beispiel 3.(unterjährige Zahlungen)

%Berechnungen beim B e i s p i e l 3 . a ) u n t e r j ä h r i g e Zahlungen

%c l e a r v a r s ;

s igmas = [ 0 . 2 1 , 0 . 21/ ( s q r t ( 2 ) ) , 0 . 21/ ( s q r t ( 4 ) ) , 0 . 21/ ( s q r t ( 1 2 ) ) ] ;

x=20;

%u=1;%1/2; 1/4 ; 1/12 ;

us = [ 1 , 0 . 5 , 0 . 25 , 1 / 1 2 ] ;

f o r alpha = 1 : s i z e ( sigmas , 2 ) ;

sigma = sigmas ( alpha ) ;

mju=−((sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

u = us ( alpha ) ;

g=1;

rng ( 2 ) ;

sim =10000;

T=80;

S=ze ro s (T, sim ) ;

p r o f i l e on ;

% %Ein l e s en der S t e r b e w a h r s c h e i n l i c h k e i t e n ( aus Rententa f e l 2005)

s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsMann . txt ’ ) ;

% %Berechnung der Uebe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

f o r i =1:121

leben ( i ) = 1−u∗ s t e r b e ( i ) ;

end

%Vektor der m u l t i p l i z i e r t e n Uebe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

lebenmult (1)= leben ( 1 ) ;

f o r i =2:121

lebenmult ( i )=lebenmult ( i −1)∗ l eben ( i ) ;

end

%Berechnung von nu

nu=0.0008;

f o r i =2:T−1

nu( i )=( lebenmult ( x+i −1)/ lebenmult ( x ) )∗ ( u∗ s t e r b e ( x+i ) ) ;
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end

nu(T)=lebenmult ( x+T−1)/ lebenmult ( x ) ;

%Test ob Summe=1

% sum(nu)

%Berechnung e i n e s kumul ierten Vektors der nus

nu kum (1) = nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

nu kum( i )=nu kum( i−1)+nu( i ) ;

end

%Erzeugung v . Z u f a l l s z a h l e n u . Produktbi ldung

f o r j =1: sim

X=lognrnd (mju , sigma ,T, 1 ) ;

S (1 , j )=X( 1 ) ;

f o r i =2:T

S( i , j )=S( i −1, j )∗X( i ) ;

end

end

%Fkt . f . g ros sPhi

Phi1 (1 ,1)=(( mju−l og ( g /(S ( 1 , 1 ) ) ) ) / ( sigma ))+( sigma ) ;

Phi2 (1 ,1)=(mju−l og ( g /(S ( 1 , 1 ) ) ) ) / ( sigma ) ;

f o r j =1: sim

f o r i =2:T

Phi1 ( i , j )=((mju−l og ( g /(S( i −1, j ) ) ) ) / ( sigma ))+( sigma ) ;

Phi2 ( i , j )=(mju−l og ( g /(S( i −1, j ) ) ) ) / ( sigma ) ;

end

end

%Berechnung v . Delta A

S (1 ,1)=1;

dA(1 ,1)=0;

A(1 , alpha )=1;

nju (1 ) = 1 ;

f o r i =2:T+1

nju ( i )=round (nu( i −1)∗ sim ) ;

end

normPhi1 = normcdf ( Phi1 ) ;
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normPhi2 = normcdf ( Phi2 ) ;

f o r j =1: sim

f o r i =2:T

dA( i , j )=S( i −1, j )∗normPhi1 ( i , j )−g∗normPhi2 ( i , j )

−max( ( S( i −1, j )−g ) , 0 ) ;

end

end

f o r i = 2 : 80

n u l i n k s = sum( nju ( 1 : i −1));% nu−Aufte i lung l i n k e Grenze

nu recht s = sum( nju ( 1 : i ))−1;% nu−Aufte i lung rechte Grenze

tempdA = dA( i , n u l i n k s : s i z e (dA, 2 ) ) ;% Zwischenspe ichern der

%i−ten Reihe von n u l i n k s b i s Ende ; s i z e (dA, 2 ) = Anzahl der

%Spalten in dA

[ tempdA , I ] = s o r t (tempdA , ’ ascend ’ ) ;% Sor t i e rung a u f s t e i g e n d ;

% tempdA − s o r t i r t e Folge , I − Ind i zen der Elemente in tempdA

%vor Sor t i e rung

f o r s o r t i ndex = 1 : numel (tempdA) % von 1 b i s Anzahl der Elemente

%in tempdA

dA( n u l i n k s+sort index −1) = dA( n u l i n k s + I ( so r t i ndex ) ) ;

%

%(n u l i n k s+i )− te Spa l t e vertauschen mit der

%(n u l i n k s+sor t Index )−en

end

mindA( i ) = mean(tempdA);% Mitte lwert von i−tem nu−I n t e r v a l l

A( i , alpha ) = A( i −1, alpha ) + mindA( i );%Aufbau der Summe a l l e r

%\DeltaA

end

end

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
%Berechnung v . V ( mit Sne l l−Einhue l lenden )

sigma =0.21;

mju=−((sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

f o r T = 80 : −1 : 2

c (T)=1;

e (T)=1;

f o r i=T−1:−1:1

c ( i )=c ( i +1)+normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma)−
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c ( i +1)∗normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma ) ;

p( i )=normcdf ( ( l og ( c ( i +1))−mju)/ sigma ) ;

e ( i )= normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma )/(1−p( i ) ) ;

end

p a (1 ) = p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

p a ( i ) = p a ( i −1)∗p( i ) ;

end

q (T) = p a (T−1);

q (1 ) = 1−p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

q ( i ) = p a ( i −1)∗(1−p( i ) ) ;

end

f o r i = 1 :T

sumt = 0 ;

f o r j = 1 : i

sumt = sumt + e ( j )∗q ( j ) ;

end

asum(T) = sum( sumt ) ;

end

asum ;

end

p lo t ( 2 : 8 0 , asum ( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 ,A( 2 : 8 0 , 1 ) , 2 : 80 ,A( 2 : 8 0 , 2 ) , 2 : 80 ,A( 2 : 8 0 , 3 ) ,

2 : 80 ,A( 2 : 8 0 , 4 ) )

x l a b e l ( ’ Dauer des Vertrages in Jahren ’ ) ;

y l a b e l ( ’ Wert ’ )

l egend ( ’V’ , ’Vˆ{\Delta {A}}(\nu)− j . ’ , ’Vˆ{\Delta {A}}(\nu)−ha lb j . ’ ,

’Vˆ{\Delta {A}}(\nu)− v i e r t e l j . ’ , ’Vˆ{\Delta {A}}(\nu)−monatl . ’ , ’ Location ’ ,

’ NorthWest ’ ) ;

p r o f i l e v iewer ;

p r o f i l e o f f ;

Listing A.5: Berechnungen beim Beispiel 3.(c)

%Berechnungen beim B e i s p i e l 3 . c )

c l e a r v a r s ;

sigma =0.21;

mju=−((sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

x=20;
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u=1;

g=1;

rng ( 2 ) ;

sim =10000;

T=80;

S=ze ro s (T, sim ) ;

%Erzeugung v . Z u f a l l s z a h l e n u . Produktbi ldung

f o r j =1: sim

X=lognrnd (mju , sigma ,T, 1 ) ;

S (1 , j )=X( 1 ) ;

f o r i =2:T

S( i , j )=S( i −1, j )∗X( i ) ;

end

end

S (1 ,1)=1;

%Fkt . f . g ros sPhi

Phi1 (1 ,1)=(( mju−l og ( g ) ) / ( sigma ))+( sigma ) ;

Phi2 (1 ,1)=(mju−l og ( g ) ) / ( sigma ) ;

f o r j =1: sim

f o r i =2:T

Phi1 ( i , j )=((mju−l og ( g /(S( i −1, j ) ) ) ) / ( sigma ))+( sigma ) ;

Phi2 ( i , j )=(mju−l og ( g /(S( i −1, j ) ) ) ) / ( sigma ) ;

end

end

%Berechnung v . Delta A

dA(1 ,1)=0;

A(1 ,1)=1;

C(1 ,1)=1;

normPhi1 = normcdf ( Phi1 ) ;

normPhi2 = normcdf ( Phi2 ) ;

f o r j =1: sim

f o r i =2:T

dA( i , j )=S( i −1, j )∗normPhi1 ( i , j )−g∗normPhi2 ( i , j )−max(S( i −1, j )−g , 0 ) ;

end

end

sumInd (1)=1;
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f o r T = 2 : 80 % beginnen ab dem 1 . Jahr ( das 0 Jahr i s t 0)

%Ein l e s en v . q ( Rententa f e l AVÖ2005R, 1 Spa l t e )

s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsMann . txt ’ ) ;

% s t e r b e = dlmread ( ’ SterbewsFrau . txt ’ ) ;

%Berechnung der Übe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

f o r i =1:121

leben ( i ) = 1−u∗ s t e r b e ( i ) ;

end

%Vektor der m u l t i p l i z i e r t e n Übe r l ebenswahr s che in l i chke i t en

lebenmult (1)= leben ( 1 ) ;

f o r i =2:121

lebenmult ( i )=lebenmult ( i −1)∗ l eben ( i ) ;

end

%Berechnung von nu

nu (1)=0.0008 ;

f o r i =2:T−1

nu( i )=( lebenmult ( x+i −1)/ lebenmult ( x ) )∗ ( u∗ s t e r b e ( x+i ) ) ;

end

nu(T)=lebenmult ( x+T−1)/ lebenmult ( x ) ;

%Berechnung e i n e s kumul ierten Vektors der nu

%nu kum (1) = 0 ;

nu kum (1) = nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

nu kum( i )=nu kum( i−1)+nu( i ) ;

end

%Berechnung der Gewichte f ü r Te i l c )

gewichteC (1)=nu ( 1 ) ;

f o r i =2:T

gewichteC ( i )=(nu( i )/(1−nu kum( i −1) ) ) ;

end

nju (1 ) = 1 ;

f o r i =2:T

nju ( i )=round (nu( i −1)∗ sim ) ; %runden

end
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n u l i n k s = sum( nju ( 1 :T−1));% nu−Aufte i lung l i n k e Grenze

nu recht s = sum( nju ( 1 :T))−1;% nu−Aufte i lung rechte Grenze

tempdA = dA(T, n u l i n k s : s i z e (dA, 2 ) ) ;% Zwischenspe ichern der i−ten Reihe von n u l i n k s b i s Ende ; s i z e (dA, 2 ) = Anzahl der Spalten in dA

[ tempdA , I ] = s o r t (tempdA , ’ ascend ’ ) ;% Sor t i e rung a u f s t e i g e n d ;

% tempdA − s o r t i r t e Folge , I − Ind i zen der Elemente in tempdA vor Sor t i e rung

f o r s o r t i ndex = 1 : numel (tempdA) % von 1 b i s Anzahl der Elemente in tempdA

dA( n u l i n k s+sort index −1) = dA( n u l i n k s + I ( so r t i ndex ) ) ;

% ( n u l i n k s+i )− te Spa l t e vertauschen mit der ( n u l i n k s+sor t Index )−en

end

%tempdA = dA(T, n u l i n k s : nu recht s ) ;

tempdA = dA(T, nu recht s : s i z e (dA , 2 ) ) ;

mindA(T) = mean(tempdA);% Mitte lwert von i−tem nu−I n t e r v a l l

A(T) = A(T−1) + mindA(T);%Aufbau der Summe a l l e r \DeltaA

%gewichteC ( i )=nu( i )/(1−nu kum( i −1)) ;

mindC(T)= mindA(T)∗ gewichteC (T−1);

C(T)=C(T−1)+mindC(T) ;

%Berechnung v . Vˆ{ ind }(\nu)

Vimw(T−1)=nu(T)∗mean(dA(T−1 , : ) ) ;

sumInd (T)= sumInd (T−1)+Vimw(T−1);

end

A;

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
%Berechnung v . V ( mit Sne l l−Einhue l lenden )

sigma =0.21;

mju=−((sigma ˆ 2 ) / 2 ) ;

f o r T = 80 : −1 : 2

c (T)=1;

e (T)=1;

f o r i=T−1:−1:1

c ( i )=c ( i +1)+normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma)−c ( i +1)∗normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma ) ;

p( i )=normcdf ( ( l og ( c ( i +1))−mju)/ sigma ) ;

e ( i )= normcdf ( ( mju−l og ( c ( i +1)))/ sigma+sigma )/(1−p( i ) ) ;

end

p a (1 ) = p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1
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p a ( i ) = p a ( i −1)∗p( i ) ;

end

q (T) = p a (T−1);

q (1 ) = 1−p ( 1 ) ;

f o r i = 2 : T−1

q ( i ) = p a ( i −1)∗(1−p( i ) ) ;

end

f o r i = 1 :T

sumt = 0 ;

f o r j = 1 : i

sumt = sumt + e ( j )∗q ( j ) ;

end

asum(T) = sum( sumt ) ;

end

asum ;

end

p lo t ( 2 : 8 0 , asum ( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 ,A( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 , sumInd ( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 ,C( 2 : 8 0 ) )

%p lo t ( 2 : 8 0 , asum ( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 , sumInd ( 2 : 8 0 ) , 2 : 8 0 ,C( 2 : 8 0 ) )

x l a b e l ( ’ Dauer des Vertrages in Jahren ’ ) ;

y l a b e l ( ’ Wert ’ )

l egend ( ’V’ , ’Vˆ{\Delta {A}}(\nu ) ’ , ’Vˆ{ ind }(\nu ) ’ , ’Vˆ{\Delta {C}}(\nu ) ’ , ’ Location ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

%legend ( ’V’ , ’Vˆ{\Delta {A}}(\nu ) ’ , ’Vˆ{ ind }(\nu ) ’ , ’Vˆ{\Delta {C}}(\nu ) ’ , ’ Location ’ , ’ NorthWest ’ ) ;



Anhang B

Rententafel

B.1 Rententafel AVÖ 2005R
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Bild B.1: Österreichische Rententafel

.
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Bild B.2: Österreichische Rententafel

.
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