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Vorwort

Das Konzept des sektoriellen Operators wurde etwa zeitgleich um das Jahr 1960 von Kato, Balakris-
hnan und Komatsu eingefiithrt. Von letzterem wurden sie damals allerdings noch als nicht-negative
Operatoren bezeichnet. Die ersten Versuche, Funktionalkalkiile fiir solche unbeschrinkten Operato-
ren zu bauen, fuflten auf der Riickfithrung auf den Fall beschrankter Operatoren, fiir den der Riesz-
Dunford-Funktionalkalkiil zur Verfiigung stand. Bei den weiteren Entwicklungen in den néchsten Jahr-
zehnten wurden oft auch zusétzlich Bedingungen wie dichte Definitionsbereiche oder Injektivitat der
Operatoren gefordert. M. Haase wihlte Anfang des jetzigen Jahrhunderts - beginnend mit seiner
Dissertation [Ha2] - einen anderen Zugang iiber abstrakte Funktionalkalkiile, bei dem er auf solche
zusétzlichen Forderungen verzichten konnte.

Ebenfalls um das Jahr 1960 begannen Balakrishnan und Komatsu, fiir sektorielle Operatoren A den
Ausdruck A“ fiir o € C mittels Integraldarstellungen zu definieren, wobei zahlreiche Fallunterschei-
dungen je nach Realteil der Exponenten notwendig waren, vgl. (1.2) in [M]. Um fiir diese ,,Fractional
Powers“ Resultate zeigen zu kénnen, mussten all diese Fille abgehandelt werden, wobei man auch hier
wieder meist dichten Definitionsbereich des Operators A forderte. M. Haase betrachtet den Ausdruck
A% ausgehend vom Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren, wobei er ohne diese Fallunterschei-
dungen und Annahmen an Dichtheit auskommt.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit dem Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren und
dessen Anwendung auf Potenzen von Operatoren mit komplexen Exponenten beschéftigen, wobei wir
den oben erwdhnten Zugang von M. Haase wéhlen. Wir werden uns dabei vorwiegend an das Buch
[Hal] halten.

Kapitel 1 nimmt in dieser Arbeit eine Sonderstellung ein, da wir uns hier noch nicht mit dem zu
entwickelnden Funktionalkalkiil beschéftigen werden. Stattdessen werden wir die verwendete Notation
erkldren und wichtige Resultate aus Funktionalanalysis und Funktionentheorie in Erinnerung rufen.
Weiters werden wir Holomorphie fiir banachraumwertige Funktionen erkléren und in die Theorie der
linearen Relationen einfithren. Letztere werden wir zwar nur selten brauchen, allerdings ist es manch-
mal hilfreich, das Konzept im Hinterkopf zu haben. Die meisten Resultate dieses Kapitels wurden
wihrend meines Masterstudiums in diversen Vorlesungen behandelt und finden sich alle in [K1], [K2],
[K3] und [W]. Die Ausnahmen dazu bilden der Abschnitt {iber Holomorphie in Banachrdumen, der
aus [N] stammt, und der Abschnitt iiber Potenzen von Operatoren aus [Hal, Abschnitt A.6].

In Kapitel 2 beginnen wir mit der Einfithrung von abstrakten Funktionalkalkiilen. Dieses Konzept funk-
tioniert auf beliebigen kommutativen Algebren M mit Eins, die nur gewissen Eigenschaften geniigen
miissen. So fordert man nur die Existenz eines Homomorphismus von einer Unteralgebra von M in die
beschrankten, linearen Operatoren auf einem Banachraum. Nachdem wir einige Eigenschaften gezeigt
haben, werden wir konkreter und betrachten meromorphe Funktionalkalkiile, bei denen die Algebra
M aus meromorphen Funktionen besteht. Dieser Abschnitt wird die Grundlage bilden, auf dem der
Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren aufbaut.

Den Anfang von Kapitel 3 bildet die Definition von (meist unbeschrinkten) sektoriellen Operato-
ren. Es folgen Betrachtungen von Funktionen mit polynomiellen Grenzwerten, die die gesamte Arbeit



iiber immer wieder auftauchen werden. Damit haben wir alle Werkzeuge beisammen, um das erste
angestrebte Ziel - die Entwicklung des Funktionalkalkiils fiir sektorielle Operatoren - erreichen zu
konnen. Mittels Cauchy-Integralen kénnen wir fiir geeignete Wege und Funktionen den Ausdruck

1) = [ 5= Ay

definieren, wenn A den sektoriellen Operator bezeichnet. Wir beenden dieses Kapitel danach mit dem
Beweis der Kompositionsregel, die fiir geeignete Funktionen (f o g)(A) = f(g(A)) leistet.

In Kapitel 4 zeigen wir schliefilich exemplarisch, wie man den entwickelten Funktionalkalkiil anwenden
kann. Fiir einen sektoriellen Operator A definieren wir die Potenzen A® fiir & € C durch A := (2%)(A)
mittels des Funktionalkalkiils. Nach einer Sammlung von interessanten Eigenschaften, bei deren Be-
weisen oft Eigenschaften des Funktionalkalkiils sowie die Kompositionsregel auftreten, kommen wir
als Abschluss der Arbeit zu den Darstellungsséitzen von Balakrishnan und Komatsu, die auch den
historischen Bezug zur frither gebriduchlichen Definition von A® herstellen.

Ich méchte mich an dieser Stelle noch bei Michael Kaltenbéck fiir die sorgfiltige Betreuung mei-
ner Diplomarbeit bedanken.

Claudio Rojik Wien, Dezember 2013



1 Grundlegende Resultate

Dieses Kapitel dient dazu, grundlegende Notationen zu erklédren bzw. bekannte Resultate aus Operator-
und Funktionentheorie in Erinnerung zu rufen. Viele Resultate werden hier daher auch ohne Beweis
angegeben.

1.1 Bemerkungen zur Notation

Seien X und Y Banachriume iiber C. Alle Operatoren T : X — Y, die wir in dieser Arbeit betrachten,
werden lineare Operatoren sein. Der Einfachheit halber werden wir meist das Wort ,linear* weglassen
und nur von Operatoren sprechen. Mit B(X,Y') bezeichnen wir den Raum der beschrénkten Operatoren
von X nach Y. Falls X =Y, so schreiben wir kiirzer 5(X) fiir den Raum der beschrénkten Operatoren
von X nach X. Es ist ein bekanntes Resultat, dass der Raum B(X,Y") selber wieder ein Banachraum ist,
wenn man ihn mit der Operatornorm versieht. Beachte, dass fiir lineare Operatoren die Beschrianktheit
dquivalent zur Stetigkeit ist. Im Ubrigen werden wir fiir die Operatornorm und die Banachraumnorm
auf X dieselbe Notation ||.|| verwenden, was aber zu keinen Verwirrungen fiihren sollte.

Mit X’ bezeichnen wir den topologischen Dualraum von X, der alle stetigen, linearen Funktionale
2’ : X — C enthilt. Als Resultat der Sdtze von Hahn-Banach erhalten wir, dass der Raum X’
punktetrennend auf X agiert.

Mit B,(x) bezeichnen wir die offene Kugel mit Radius » um den Punkt z. Die abgeschlossene Kugel
wird dann als B, (x) geschrieben.

Wir werden auch ofters die Funktion z® := ¢®!°8(%) fiir o € C betrachten. Damit diese wohldefiniert
ist, beschrénken wir uns immer auf z € C\(—o00,0] und wihlen fiir den komplexen Logarithmus den
Zweig mit log(1) = 0.

1.2 Resultate aus Analysis und Funktionentheorie

Wir wollen in dieser Arbeit voraussetzen, dass Begriffe wie Holomorphie, aber auch Sitze wie die
Cauchy’sche Integralformel und der Cauchy’sche Integralsatz, hinreichend bekannt sind, und wollen fiir
eine detailliertere Einfithrung auf Literatur iiber Funktionentheorie verweisen. Dieser Abschnitt soll vor
allem dazu dienen, den Holomorphiebegriff auf banachraumwertige Funktionen zu verallgemeinern und
zu bemerken, wie man Sétze aus der klassischen Funktionentheorie auf C auf den banachraumwertigen
Fall ibertragen kann. Die folgenden Resultate dazu sind [N, Abschnitt 3.1] entnommen.

Abgerundet wird dieser Abschnitt noch mit einigen zusétzlichen Resultaten aus der (klassischen)
Funktionentheorie, die wir spéter ofters brauchen werden.

1.2.1 Definition. Sei D C C offen, und seien X, Y Banachriume iiber C.

(i) Eine Funktion f: D — X heifit holomorph auf D, wenn der Grenzwert

(f(2) = f(w)) =: f'(w)

. 1
lim
)

in X fiir alle w € D beziiglich der Banachraumnorm auf X existiert. Sie heifit schwach holomorph
auf D, wenn z o f: D — C fiir alle £ € X’ holomorph (im klassischen Sinn) ist.
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(ii) Eine operatorwertige Funktion 7': D — B(X,Y) heifit holomorph auf D, wenn der Grenzwert

(T(2) = T(w)) =: T'(w)

lim
Z—w Z — W

in B(X,Y) fiir alle w € D beziiglich der Operatornorm existiert. Sie heifit schwach holomorph,
wenn z — §(T'(z)x) fir alle z € X und alle § € Y’ holomorph (im klassischen Sinn) ist.

In der Tat sind die Begriffe holomorph und schwach holomorph &quivalent. Diese Betrachtungen
werden der Inhalt der néichsten Resultate sein.

1.2.2 Lemma. Sei f: D — X und T : D — B(X,Y). Dann gilt:
(i) Wenn die Funktion f holomorph ist, so ist sie auch schwach holomorph.

(ii) Wenn die Funktion 7" holomorph ist, so ist sie auch schwach holomorph.

Beweis. (i) Sei f holomorph. Wegen
@oﬂmw:nm‘“”X”‘@°”@”:@(mnﬂ@—fwn

2w Z—w

fiir alle £ € X’ ist f auch schwach holomorph.

T(z)=T(w)

(ii) Beachte, dass die Existenz des Grenzwertes lim, ., ———

des Grenzwertes lim,_,,, w in Y fiir alle x € X impliziert. Wende nun (i) auf die Funktion

z+— T(z)x an. O

in der Operatortopologie die Existenz

1.2.3 Bemerkung. Die Cauchy’sche Integralformel und der Cauchy’sche Integralsatz lassen sich sofort
fiir banachraumwertige Funktionen verallgemeinern. Fiir eine holomorphe (und somit auch schwach
holomorphe) Funktion f: D — X ist ja die Funktion £ o f : D — C fiir & € X’ holomorph im klassi-
schen Sinn. Daher gelten fiir diese die Cauchy’sche Integralformel und der Cauchy’sche Integralsatz.
Da es sich bei banachraumwertigen Riemann-Integralen tatséchlich um Riemann-Summen handelt,
kann man dann das Funktional & wegen seiner Stetigkeit aus dem Integral hinausziehen. Da X’ punk-
tetrennend ist, folgen die entsprechenden Sitze daher fiir die banachraumwertige Funktion f.

Mit analogen Argumenten kann man auch weitere Sétze auf den banachraumwertigen Fall verallge-
meinern.

1.2.4 Proposition. Sei f: D — X und T : D — B(X,Y). Dann gilt:
(i) Wenn die Funktion f schwach holomorph ist, so ist sie auch holomorph.
(ii) Wenn die Funktion 7" schwach holomorph ist, so ist sie auch holomorph.

Beweis. Wir nehmen vorerst an, dass die Funktion z +— T'(z)x fiir alle z € X holomorph ist. Wir

wollen dann zeigen, dass der Grenzwert lim,_,,, w

dquivalent ist zur Cauchy-Bedingung

beziiglich der Operatornorm existiert, was

p TG0 = Tw)  T() - T(w)
21,22 W Z1 —Ww zZ9 — W

= 0. (1.1)
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Definiere dazu fiir z1 # 29, 21 # w und 29 # w den Operator

(21, 22) = 1 <T(21) —T(w) T(z2)— T(w)) € B(X).

Z1 — k9 21 — W zZ9 — W

Sei nun 7 so grof gewiihlt, dass B,(w) C D. Fiir 21, 23 € Br :(w) und z € X erhalten wir

{1 11 11
—_— T(C)JI (C_Zl —w o C—22 C_'lU) dC
9By (w)

21 — 29 271 Z1 —w z9 —

15 (21, 22) 2|

g

a1 oy " (= mie e ©

2 2\* 1
o (70l (2)

2T ¢€dB(w T
1 (el =

= — max x|l =: .
2 ¢€OB, (w v

Die erste Gleichheit gilt dabei, wenn man die Cauchy’sche Integralformel vier Mal anwendet. Fiir
solche z; und zy gilt also die Abschéitzung |S(z1,22)z| < Cp fir alle x € X, und mit dem Prin-
zip der gleichméfligen Beschrénktheit (Satz 1.3.14) folgt die Existenz einer Konstante C' > 0 mit
|S(#1,22)|| < C. Somit folgt (1.1), und in Folge ist 7" holomorph.

Wir wollen mit Hilfe der bisher geleisteten Vorarbeiten nun (i) zeigen. Dafiir fassen wir X als ab-
geschlossenen Teilraum des Bidualraumes X” = B(X’,C) auf und betrachten die Funktion f als
Funktion von D nach X C B(X’,C). Nach unserer Voraussetzung an f ist £ o f : D — C holomorph
fiir alle £ € X'. Durch die Identifizierung von X mit einem Teilraum von X" kénnen wir f also als
operatorwertige Funktion auffassen, fiir die z — z(f(z)) = (f(2))(£) gilt. Nach dem ersten Schritt des
Beweises ist f also holomorph.

Es bleibt noch (ii) zu zeigen. Sei also T' schwach holomorph, d.h. z — §(7T'(2)z) ist fiir alle z € X
und § € Y’ eine holomorphe Funktion von D nach C. Somit ist nach (i) die Funktion z — T'(z)x
holomorph und weiters auch T" holomorph. O

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass Holomorphie und schwache Holomorphie dquivalent sind.

Wir beenden nun die Betrachtungen von Holomorpie in Banachrdumen und kehren zu Resultaten aus
der klassischen Funktionentheorie zuriick. Folgende Proposition ist oft niitzlich, um die Holomorphie
gewisser Funktionen nachzupriifen.

1.2.5 Proposition. Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, G C C offen und f : G x Q@ — C eine Funktion, fiir
die folgende Eigenschaften gelten:

e x— f(z,x) ist fur alle z € G integrierbar,
e 2z — f(z,x) ist holomorph fiir alle z € Q\N mit einer festen Nullmenge N € 2,

e zu jeder kompakten Menge K C G gibt es eine auf € integrierbare Funktion gx : Q — R, sodass
fiir alle z € K und = € Q\N gilt: |f(z,2)| < gr(x).

Dann ist die Funktion F(z) := [, f(z,.) du holomorph auf G, und a f & (z,.) ist integrierbar fiir alle
z € G und n € N, sodass
FOG) = [ S ) du.
o 02" =
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Beweis. Fiir einen Beweis siehe [K2, Lemma 13.1.11]. O

1.2.6 Satz (Identitétssatz). Sei D C C ein Gebiet und seien f,g : D — C holomorph. Falls die
Menge N C D aller Nullstellen von f — g einen Haufungspunkt in D hat, so stimmen f und g iiberein.

Beweis. Fiir einen Beweis siehe [K3, Satz 2.2.2]. O

1.2.7 Bemerkung. Sei X ein Banachraum und seien f,g : D — X holomorph. Wendet man auf die
Funktionen f und g ein lineares Funktional ' € X’ an, so erhalten wir Funktionen x’o f, 2'0g : D — C,
die wegen der Linearitéit von 2’ die Bedingung aus Satz 1.2.6 erfiillen. Daher sieht man sofort, dass
der Identitétssatz auch fiir banachraumwertige Funktionen gilt.

1.2.8 Bemerkung. Fiir t € [0,+00) und a € C gilt offenbar [t = |t|R*(®). Fiir 2 € C mit arg(z) €
(—m,7) und « € C gilt nur die Gleichheit

’2a| _ ‘Z|Re(a)671m(a)arg(z).

Re(alog(z)

Diese folgt sofort aus |24 = e ) durch Ausmultiplizieren, wenn man log(z) = In |z| + iarg(z)

einsetzt.

1.3 Operatoren und lineare Relationen

In diesem Abschnitt wollen wir eine kurze Einfithrung in die Theorie der linearen Relationen geben
und diskutieren, in welchem Zusammenhang sie mit Operatoren stehen.

1.3.1 Definition. Seien X und Y Banachrdume und sei X x Y mit der Produkttopologie versehen. T
heifit lineare Relation zwischen X und Y, falls T" ein linearer Unterraum von X xY ist, d.h. T' < X xY.
T heifit abgeschlossene lineare Relation, wenn T < X x Y abgeschlossen ist. Weiters bezeichne T den
Abschluss von T'< X x Y.

1.3.2 Definition. Wir definieren
(i) den Definitionsbereich dom(T') :={x € X : Jy €Y : (x,y) € T},
(ii) den Bildbereich ran(T) :={yeY :3x € X : (z,y) € T},
(iii) den Kern ker(T) :={x € X : (x,0) € T}, und
)

(iv) den Multi-Valued-Part mul(T) :={y € Y : (0,y) € T'}.

1.3.3 Bemerkung. Indem man einen linearen Operator T von M < X nach Y mit seinem Graph
identifiziert, kann man T als lineare Relation betrachten. Umgekehrt ist eine lineare Relation mit
mul(7") = {0} offensichtlich der Graph eines Operators.

1.3.4 Definition. Sind X, Y, Z Banachrdume, 5,7 < X x Y, R <Y x Z lineare Relationen, und
«a € C, so definiert man
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(i) S+T :={(z,y+2) € X xY :(x,y) € S,(x,2) € T},

T-':={(y,x) €Y x X : (z,y) € T}, und

)
(ii) o7 :={(z,ay) € X xY : (z,y) € T},
(iii)

)

(iv) RS :={(z,2) e X x Z:Fy €Y :(z,y) € SA(y,2) € R}.

1.3.5 Bemerkung. Man sieht leicht, dass folgende Eigenschaften gelten:

e dom(S + T) = dom(S) N dom(T), dom(T~!) = ran(T), dom(aT) = dom(T) und dom(RS) =
{z € dom(S) : Jy € dom(R) : (z,y) € S}.

e Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. es gilt P(RS) = (PR)S, wenn R und S lineare Relationen
wie in Definition 1.3.4 sind und P < Z x V fiir einen weiteren Banachraum V.

e Fiir die Inversen gilt die Beziehung (RS)™! = S~!R™!,

e Sind R, S, T lineare Operatoren, so entsprechen die Definitionen in Definition 1.3.4 den iiblichen
Operationen zwischen Operatoren, wobei T injektiv sein muss, um mit 7! wiederum einen
Operator zu erhalten.

e Fiir lineare Relationen A, B<Y x Z, C < X xY, D < Z x W gelten die Distributivgesetze

(A+ B)C C AC + BC
DA+ DBC D(A+ B),

wobei in beiden Féllen Gleichheit gilt, falls C' € B(X,Y) bzw. D € B(Z,W).

1.3.6 Bemerkung. Wir werden uns in dieser Arbeit (fast) nur mit Operatoren beschéftigen. Dennoch ist
es oft niitzlich, das Konzept der linearen Relationen zur Verfiigung zu haben, da einige Schreibweisen
dann selbsterklirend sind.

e Auf Grund der Identifizierung in Bemerkung 1.3.3 werden wir fiir einen Operator 1" von X nach
Y und Elemente z € X und y € Y statt Tx = y auch (z,y) € T schreiben (und umgekehrt).

e Die Inklusion S C T ist fiir Operatoren S und 7', die beide von X nach Y abbilden, ebenfalls im
Sinne der linearen Relationen erklirt. Dies ist natiirlich dazu dquivalent, dass dom(.S) C dom(T)
und die Operatoren auf dom(S) iibereinstimmen.

e Ein Operator T ist abgeschlossen, wenn T als lineare Relation abgeschlossen ist. Im selben Sinn
ist auch der Abschluss eines Operators T' zu verstehen.

1.3.7 Lemma. Sei A < X x X abgeschlossen, und sei T' € B(X). Dann ist AT abgeschlossen.

Beweis. Seien (x;);e; und (y;)ic; Netze in X, sodass ((x;,y;))icr in AT gegen (x,y) konvergiert, was
x; — x und y; — y bedeutet. Also gibt es fiir alle ¢ € I ein z;, sodass (z;,2;) € T und (z;,y;) € A.
Da T beschrinkt ist, folgt z; = Tx; — Tx. Da A abgeschlossen ist, folgt aus (Tx;,y;) — (Tz,y), dass
(T'z,y) € A. Dies impliziert aber unmittelbar (x,y) € AT, womit AT abgeschlossen ist. O
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Wir kommen nun zu weiteren Begriffsbildungen, die in den folgenden Kapiteln oft auftauchen wer-
den.

1.3.8 Definition. Ein Operator B € B(X) kommutiert mit einer linearen Relation A, wenn BA C AB
gilt.

1.3.9 Bemerkung.
(i) Die Bedingung BA C AB ist dquivalent zur Bedingung

(x,y) € A= (Bz, By) € A. (1.2)
Man beachte, dass ndmlich die Bedingung (1.2) dquivalent ist zu (B x B)(A) C A. Da weiters
(B x B)(A) = BAB™! und BB~! C I gilt, folgt aus BA C AB

(B x B)(A)=BAB™' C ABB™!' C A.
Die andere Implikation gilt, da aus BAB™! = (B x B)(A) C A wegen B~!B D I die Beziehung
AB 2 BAB™'B D BA

folgt.

(ii) Man erkennt aus (i) sofort, dass der Operator B genau dann mit A kommutiert, wenn er mit
A~! kommutiert. Dasselbe gilt fiir A — o und a4, falls a # 0.

1.3.10 Lemma. Sei B € B(X) ein Operator, der mit A < X x X kommutiert. Dann gilt
B(dom(A)) C dom(A).

Beweis. Da x € dom(A), existiert ein y € X, sodass (z,y) € A. Daraus folgt dann (Bz, By) € A und
daher Bz € dom(A). O

Folgendes Lemma zeigt eine Identitdt, die fiir alle linearen Relationen gilt. Sie erweist sich als
besonders niitzlich, wenn wir Resolventen betrachten.

1.3.11 Lemma. Sei A eine lineare Relation auf einem Banachraum X. Dann gilt fiir alle A € C\{0}
die Identitdt
I—(I+ XA H = xA+4)7!

Beweis. Fiir x,y € X definieren wir z := %y und erhalten damit
(2,5) € A(A+ 4)~! (2,2) € A+ A)7!
(2,7) € (A + 4)
(z,x—Az) € A
(x—Az,2) € A}
(x — Az, Az) € MAT!
(x—Az,z) € (I +XA7Y)
(z,2 —Xz) € (I + A7)~
(z,y) € (I — (I +XA"H)™h.

IIIIMMM
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1.3.12 Definition. Sei A ein Operator auf dem Banachraum X. Wir definieren die Resolventenmenge
p(A):={\eC: (A=A eBX)}
und das Spektrum o(A) := C\p(A) von A. Wir nennen die Abbildung

{p(A) - B(X)
A = (A=A)"1=R\ A

die Resolvente des Operators A.

Wir werden jetzt einige niitzliche Eigenschaften von Resolventen eines abgeschlossenen Operators
A auflisten. Die Beweise der folgenden Aussagen sind - wenn nicht sowieso bekannt - beispielsweise in
[Hal, Abschnitt A.2] zu finden.

1.3.18 Bemerkung.
e Die Resolventenmenge p(A) ist eine offene Teilmenge von C.

e Die Resolventenabbildung A — R(\, A) ist holomorph.

Fiir alle A, € p(A) gilt die Resolventengleichung

R(A, A) = R(p, A) = (= A)R(p, A)R(A, A).

Die Resolventen R(A, A) und R(u, A) kommutieren fiir A\, u € p(A) mit A # p.

Falls p(A) # 0, so kommutieren die Resolventen R(\, A) mit dem Operator A fiir alle A € p(A).

Die niéichsten Resultate beschiiftigen sich mit Konvergenzaussagen.

1.3.14 Satz (Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit). Sei X ein Banachraum, Y ein nor-
mierter Raum, und sei A;, ¢ € I, eine Familie beschriankter linearer Operatoren von X nach Y. Ist die
Familie {A; : i € I} punktweise beschrénkt, d.h. gilt fiir jedes feste x € X

sup ||A;z|| = M, < oo,
iel

so ist die Familie gleichméflig beschrénkt, d.h.

sup [|[4;|| = M < oc.
el

Beweis. Einen Beweis findet man in [W, Korollar 4.2.2]. O

1.3.15 Lemma. Sei I eine gerichtete Menge, sei (A;);c; ein Netz beschrinkter, iiberall definierter
Operatoren auf dem Banachraum X, und sei D C X. Weiters existiere eine Konstante C' > 1, sodass
|Ai]| < C fiir alle ¢ € I. Dann impliziert die Konvergenz lim;c; A;z = x fiir alle € D bereits die
Konvergenz lim;c; A;x = z fiir alle € D.
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Beweis. Seien z € D und € > 0 beliebig. Da die Menge D dicht ist in D, existiert ein v € D mit
lz —ull < 55 < §. Wegen unserer Voraussetzung gibt es dann ein 4o € I, sodass fiir alle i > ig die
Ungleichung ||A;u — ul|| < § gilt. Daher folgt
[Aiz =zl < [[Asw = Ajul| + [[Asu — uf| + [Ju — z]]
< Aillllz = ull + [[Aiu = ul] + flu — 2]

€ € €
C@+§+§_€

A

fiir alle 4 > ig. Da € beliebig war, folgt lim;c; A;x = z fiir alle z € D. ]

1.3.16 Lemma. Seien A und B beschrinkte Operatoren auf dem Banachraum X, und seien (A;)nen
und (Bp)nen Folgen beschriankter Operatoren auf X, die lim, . Apx = Az fir alle x € X und
lim,, .o Bpx = Bz fiir alle x € X erfiillen. Dann folgt auch

lim A,B,x = ABzx.

n—od

fir alle x € X.

Beweis. Es gilt insbesondere sup,,cy || Anz| < oo fiir jedes z € X. Nach dem Prinzip der gleichméBigen
Beschrénktheit haben wir M := sup,,¢y ||An|| < 4+00. Daher folgt

|AnBpx — ABz| < ||A,Bpx — A,Bz| + ||A,Bx — ABx||
< ||An||l|Bnx — Bz|| + ||ApBx — ABz||
< M| Bnx — Bzx|| + ||A,Bx — ABz| "= 0
fiir alle z € X. O

1.4 Potenzen und Polynome eines Operators

1.4.1 Definition. Sei A ein Operator auf einem Banachraum X. Wir definieren die Folge von Potenzen

von A dann rekursiv durch
AV =1, A"Tl.= A"A

fir n € N.

1.4.2 Lemma. Fiir einen Operator A gilt die Rechenregel A™T™ = A" A™ fiir alle n, m € N. Weiters
gilt fiir die Definitionsbereiche dom(A"™*1) C dom(A™) fiir alle n € N.

Beweis. Die erste Rechenregel folgt sofort mittels vollstandiger Induktion. Fiir die Aussage iiber die
Definitionsbereiche betrachte die Beziehung A"t = AA™. Die gewiinschte Inklusion der Definitions-
bereiche folgt unmittelbar daraus. (I

1.4.3 Definition. Sei p(2) := >} _, axz* € C[2] ein Polynom vom Grad < n mit Koeffizienten aj, € C.
Wir definieren dann den Operator p(A) durch

p(A4) = Z apAF.
k=0
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1.4.4 Bemerkung. Offenbar ist der Operator p(A) wegen der Assoziativitit der Summe von Opera-
toren wohldefiniert. Fiir den Definitionsbereich gilt wegen Lemma 1.4.2 die Gleichheit dom(p(A4)) =
dom(A™).

1.4.5 Lemma. Seien p,q € C[z]. Wenn p nicht das Nullpolynom ist, so gilt p(A)q(A) = (pq)(A).
Insbesondere folgt fiir p,q # 0 die Aussage p(A)q(A) = q(A)p(A).

Beweis. Falls p oder ¢ nur Skalare sind, so stimmt die Aussage offensichtlich. Seien also p und ¢
Polynome vom Grad > 1. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion nach dem Grad von p.

Sei fiir den Induktionsanfang grad(p) = 1. Das Polynom p lésst sich also in der Form p(z) = z — A
schreiben. Mit einem Polynom ¢ vom Grad n, wobei n € N beliebig ist, gilt

p(A)g(A)z = (A = Ng(A)z = ((- = N)gq) (A)z = (pg)(A)x,

wenn = € dom((- — A)g)(A) N dom(p(A)g(A)). Wir wollen zeigen, dass die beiden Definitionsberei-
che tibereinstimmen. Sei dafiir z € dom(p(A)q(A)). Daraus folgt = € dom(¢(A4)) = dom(A™) und
q(A)z € dom(A), was z € dom(A™"!) impliziert. Nach Bemerkung 1.4.4 gilt aber dom(A"™!) =
dom((- — A\)q)(A), was z € dom(pq)(A) zeigt.

Fiir die andere Richtung sei z € dom(pq)(A). Nach Lemma 1.4.2 folgt dann x € dom(47) fiir alle
j =1,...,n+ 1, also insbesondere x € dom(A") = dom(q(A)) und ¢(A)xr € dom(A). Die letzten
beiden Aussagen implizieren sofort x € dom(p(A)q(A)).

Somit haben wir die Gleichheit p(A)q(A) = (pq)(A) auf dom(pq)(A) = dom(p(A)q(A)) gezeigt.

Wir fithren den Induktionsschritt m — 1 — m. Es gelte also als Induktionsvoraussetzung p(A)g(A) =

(pq)(A) fiir p vom Grad m — 1. Wenn grad(p) = m, dann kénnen wir p nach dem Fundamentalsatz

der Algebra zerlegen in p(z) = (z — A\)p1(z), wobei p; ein Polynom vom Grad m — 1 ist. Somit gilt
p(A)g(A) = ((- = Mp1) (A)g(A) = (A = N)p1(A)q(4)

— (A= NE)A) = (- - Vpia) (4) = (pa)(A),

wobei beim zweiten und vierten Gleichheitszeichen der Induktionsanfang und bei der dritten Gleich-
heit die Induktionsvoraussetzung eingehen.

Die verbleibende Aussage folgt unmittelbar aus p(A)q(A) = (pq)(A) = (gp)(A) = q(A)p(A). O

1.4.6 Bemerkung. In Definition 1.4.1 haben wir Ausdriicke der Form A" nur fiir natiirliche Zahlen
n definiert. In einem spéteren Kapitel werden wir fiir einen gewissen Typ von Operatoren - den
sektoriellen Operatoren - auch dem Ausdruck A® fiir & € C Sinn geben.
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2 Theorie von Funktionalkalkilen

Das Ziel des Riesz-Dunford-Funktionalkalkiils ist es, fiir beschrinkte Operatoren A und holomorphe
Funktionen f den Ausdruck f(A) sinnvoll zu definieren. Die Idee ist, f(A) durch ein Cauchy-Integral

1
2

£(4) /F f(2)R(z, A) dz

zu beschreiben, wobei I" einen geeigneten Weg beschreibt, der das Spektrum von A umrundet. Durch
geeignete Modifikation der Definition wollen wir diese auch auf gewisse Typen von unbeschriankten
Operatoren - den sogenannten sektoriellen Operatoren - anwenden. Zuvor werden wir uns damit
beschiftigen, wie man Funktionalkalkiile auf abstraktem Wege beschreiben kann.

2.1 Abstrakte Funktionalkalkiile

2.1.1 Definition. Sei X ein Banachraum, M eine kommutative Algebra mit Eins (das Einselement
bezeichnen wir mit 1), £ eine Unteralgebra von M und ® : £ — B(X) ein Homomorphismus. Das
Tripel (£, M, ®) nennen wir abstrakten Funktionalkalkil (iiber dem Banachraum X).

2.1.2 Bemerkung. Falls das Einselement von M auch in £ enthalten ist, wird £ selber zu einer kom-
mutativen Algebra mit Eins. Im Allgemeinen gilt aber 1 ¢ £.

2.1.3 Definition. Definiere die Menge
Reg(€) :={e € &: D(e) € B(X)ist injektiv}.

Wenn Reg(€) nicht die leere Menge ist, dann nennen wir den abstrakten Funktionalkalkiil nicht-
degeneriert. Jedes Element aus dieser Menge heifit dann Regularisierer. Falls es fiir ein f € M einen
Regularisierer e € Reg(€) gibt, sodass ef € £, dann nennen wir f regularisierbar (durch £) und das
Element e einen Regularisierer fiir f. Die Menge der regularisierbaren Elemente bezeichnen wir mit

M, :={f € M : fist regularisierbar}.

2.1.4 Bemerkung. Die Menge Reg(E) ist unter Multiplikation abgeschlossen.

2.1.5 Lemma. Seien f,g € M, sei e ein Regularisierer fiir f und € ein Regularisierer fiir g. Dann
ist eé ein Regularisierer fiir f und g, fiir f + g und fiir fg. Aulerdem gilt f + g, fg, \f € M, fiir alle
reC.

Beweis. Es gilt ef € £ und ég € £. Daher folgt éef = eéf € £ und eég € &, weiters auch eé(f+g) € €
und eéfg = (ef)(ég) € £. O

12
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2.1.6 Bemerkung. Klarerweise ist das Einselement 1 regularisierbar genau dann, wenn der abstrakte
Funktionalkalkiil nicht-degeneriert ist, wobei dann die Menge M, eine £ enthaltende Unteralgebra
von M darstellt, vgl. Lemma 2.1.5.

Wenn wir ab jetzt von einem abstrakten Funktionalkalkiil sprechen, meinen wir damit immer, dass
er nicht-degeneriert ist.

Als néchstes wollen wir den Homomorphismus ®, der bisher nur auf £ erklirt ist, auf eine grofiere
Teilmenge von M fortsetzen. Es wird sich zeigen, dass dafiir die Menge M, eine geeignete Wahl ist.

2.1.7 Proposition. Sei (£, M, ®) ein abstrakter Funktionalkalkiil, sei f € M, und bezeichne mit
A die Menge der abgeschlossenen Operatoren auf X, vgl. Bemerkung 1.3.6. Dann ist die Abbildung
d : f — ®(e)"'®(ef), wobei e ein Regularisierer fiir f ist, eine wohldefinierte Abbildung von M,
nach A, die den Homomorphismus ® fortsetzt.

Beweis. Als erstes zeigen wir die Wohldefiniertheit der Abbildung. Dass die Abbildung nach A hinein
abbildet, ist klar nach Lemma 1.3.7. Seien nun e und € Regularisierer fiir f. Es gilt

Ole)'0(ef) = ()T D(e)T'R(e)R(ef) = B(e) T R(e) T R(e)D(ef) =
= @(e)"'0(e) I 0(eef) = B(6)T ()T D(e) R(ef) = B(e) R (Ef),

wobei bei der dritten und vierten Gleichheit die Homomorphismuseigenschaft von ® eingeht, und das
zweite Gleichheitszeichen wegen

B(e)D(¢) = B(ed) = B(e) = B(E)D(e),

was ®(e) 1P (&)~ = &(¢)'®(e) ! impliziert, gilt. Also ist & wohldefiniert.
Es bleibt noch zu zeigen, dass ® die Abbildung ® fortsetzt. Dies ist aber klar, da nach Bemerkung

2.1.6 £ C M, und fiir e, f € £ mit ®(e) injektiv wegen der Homomorphismuseigenschaft die Beziehung
P(e)10(ef) = ®le) "L d(e)®(f) = O(f) gilt. 0

2.1.8 Bemerkung. Da nach vorangehender Proposition die Abbildung ® eine Fortsetzung der Abbildung
® darstellt, werden wir aus Griinden der notationellen Vereinfachung in Zukunft nicht zwischen ® und
seiner Fortsetzung unterscheiden und die Fortsetzung ebenfalls mit ¢ bezeichnen.

2.1.9 Definition. Mit M, definieren wir folgende Teilmenge von M,

My :={feM,:®(f) € B(X)}.

Wir kénnen nun einige Eigenschaften der Abbildung ® beweisen.

2.1.10 Proposition. Sei (£, M, ®) ein abstrakter Funktionalkalkiil {iber dem Banachraum X. Dann
gilt:

(i) Wenn ein Operator T € B(X) mit jedem ®(e), e € £, kommutiert, so auch mit jedem ®(f), f €
M,.

(ii) Fiir das Einselement gilt 1 € M, und ®(1) = I, wobei I die Identitét bezeichnet.

13
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(iii) Fiir f,g € M, gelten die Beziehungen

o(f) +P(g) CO(f +9)

und
(f)(g) < 2(f9),
wobei fiir die Definitionsbereiche dom(®(f)®(g)) = dom(®(fg)) N dom(P(g)) gilt.

(iv) Falls f € M, und g € M,, dann gilt in Punkt (iii) zwei Mal Gleichheit.
(v) Fiir f,g € M, mit fg =1 folgt, dass ®(f) injektiv ist und ®(f)~! = ®(g).
(vi) Die Menge M, ist eine Unteralgebra von M mit Eins. Dabei ist die Abbildung

f My — B(X)
‘P{ foe e

ein Algebrenhomomorphismus.

(vil) Wenn f € My mit ®(f) injektiv, dann folgt

o(f) "' D(9)2(f) = 2(9)
fiir alle g € M,.
(viii) Fir f € M, und g € M mit fg = 1 und ®(f) injektiv folgt g € M,. Zusitzlich gilt ®(g) =
o).

Beweis. (i) Fiir f € M, und einen Regularisierer e € & fiir f gilt (vgl. Bemerkung 1.3.9)
To(f) = Td(e) ' 0(cf) C le) 1 TD(cf) C De) LD(ef)T = B(f)T.

Also kommutiert 7" auch mit f € M,.

(ii) Nach Bemerkung 2.1.6 ist 1 regularisierbar und daher 1 € M,.. Fiir einen Regularisierer e fiir 1
gilt dann (1) = ®(e) " 1®(el) = ®(e) 1 ®(e) = I.

(iii) Sei e; ein Regularisierer fiir f und es einer fiir g. Dann ist e := ejes ein Regularisierer fiir f und
g, daher auch fiir f + g und fg. Nun folgt die erste behauptete Inklusion wegen

O(f) + @(g) = D(e) ' @(ef) + ®(e) ' B(eg) C Dle) ' @(e(f +g)) = ©(f +9)
und die zweite Inklusion wegen
O(f)2(9) = er)  @lerf)P(e2) " P(ezg) C
C D(er) ' D(e2) ' B(er f)P(e2g) = Ble) T D (efg) = D(fyg).

Das Inklusionszeichen gilt dabei, da ®(e1f) mit ®(e2) und somit auch mit ®(ez)~! kommutiert.

Zu zeigen bleibt jetzt noch die zusétzliche Aussage beziiglich der Definitionsbereiche. Sei dazu = €
dom(®(fg))Ndom(®(g)) gegeben. Es folgt y := ®(e2g)z € dom(®(ez)~!) und daraus ®(e1 f)®(eag)r €
dom(®(ez)™ 1), da ®(eq f) mit ®(e2)”! kommutiert, vgl. Lemma 1.3.10. Weiters gilt

®(e1 f)P(g)x = Berf)®(e2) 'y = Blea) ' D(erf)y = Blea) ' D(efg)a,

wobei die rechte Seite dieser Gleichungskette wegen ®(e)~! = ®(e;) " 1®(e2) ™! und der Annahme z €
dom(®(fg)) in dom(®(e1)~!) liegt. Somit folgt dies auch fiir die linke Seite, was ®(g)x € dom(®(f))
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und z € dom(®(f)P(g)) impliziert.

Die Inklusion dom(®(f)®(g)) € dom(®(fg)) N dom(P(g)) ist wegen P(f)P(g9) C ®(fg) klar, da
dom(®(f)®(g)) C dom(P(g)) allgemein gilt.

(iv) Aus Punkt (iii) wissen wir bereits ®(f)+ ®(g) C ®(f + g), somit auch dom(®(f)) = dom(P(f))N
dom(®(g)) € dom(®(f +g)), und ®(f +g) — (g) € ®(f + 9 —g) = ®(f). Die Tatsache ®(g) € B(X)
impliziert dom(®(g)) = X und daher dom(®(f + ¢)) = dom(®(f + g)) Ndom(P(g)) C dom(P(f)) =
dom(®(f)) Ndom(®(g)), woraus die behauptete Gleichheit folgt.

Die Gleichheit ®(f)®(g) = ®(fg) folgt sofort aus dom(®(f)P®(g)) = dom(®(fg)) N dom(P(g)), da
®(g) iiberall definiert ist.

(v) Seien f,g € M, mit fg =1 gegeben. Die Punkte (ii) und (iii) implizieren dann

D(g)2(f) S O(fg) =2(1) =1

und dom(®(g)®(f)) = dom(I) Ndom(P(f)) = dom(P(f)), woraus die Injektivitit von ®(f) folgt. Die
zweite Aussage folgt sofort, wenn man f und g in obigen Argumenten vertauscht.

(vi) Die Behauptung, dass die Abbildung ¥ in den Raum B(X) hinein abbildet, gilt nach Definition
der Menge M. Der Rest folgt unmittelbar aus (iv).

(vii) Seien e; ein Regularisierer fiir f und es ein Regularisierer fiir g. Dann ist e := ejey Regularisierer
fiir f und g und es gilt

o(f)e(9)2(f) = @(f)"'D(e) ' D(eg)@(f) = B(f) T R(e) T R(f)D(eg) =
= O(e)'O(f) T R(f)P(eg) = B(e) " P(eg) = ¥(

wobei hier die Kommutativitiit wegen (vi) und der Eigenschaft ®(f)1®(e)~! = ®(e)"1®(f) ! gegeben
ist.

(viii) Sei e € & ein Regularisierer fiir f. Dann gilt fe € £ und (fe)g = e € £. Multiplikation von
®(f) = ®(e) "1 ®(fe) (vgl. Proposition 2.1.7) mit ®(e) von rechts ergibt ®(fe) = ®(f)®(e). Daher ist
®(fe) injektiv, und fe ist ein Regularisierer fiir g. Die Behauptung ®(g) = ®(f)~! folgt dann aus
Punkt (v). O

-
-

Wir wollen nun betrachten, wie man aus einem gegebenen abstrakten Funktionalkalkiil einen wei-
teren konstruieren kann.

2.1.11 Definition. Sei (£, M, ®) ein abstrakter Funktionalkalkiil iiber dem Banachraum X. Eine
Unteralgebra & C M, heifit zulissig, wenn die Menge {f € &£ : ®(f)ist injektiv} nicht leer ist.
Definiere weiters

(&) ={feM:3e €& mitef € & und (¢’) injektiv}.

2.1.12 Proposition. Sei (£, M, ®) ein abstrakter Funktionalkalkiil iiber dem Banachraum X. Das
Tripel (£, M, ®), wobei £ zuliissig ist, ist dann ein weiterer (nicht-degenerierter) abstrakter Funktio-
nalkalkiil iiber dem Banachraum X, dessen regularisierbaren Elemente genau durch die Menge (£’)
beschrieben werden. Es gilt (£') C M, und die Fortsetzung des Homomorphismus ® auf (£’) mittels
regularisierbarer Elemente aus £’ ist mit der in Proposition 2.1.7 betrachteten vertriglich, d.h. fiir ein
f e (&) gilt d(f) = ®(e) 1®(ef) = ®(e/)LP(e'f) fiir e Regularisierer in £ und ¢’ Regularisierer in
g

Beweis. Um zu zeigen, dass (£, M, ®) ein abstrakter Funktionalkalkiil ist, geniigt es nachzupriifen,
dass ®|¢ : &' — B(X) ein Homomorphismus ist. (Man beachte, dass mit ®|¢/ die Einschrinkung der
bereits auf M, fortgesetzten Abbildung auf £ gemeint ist!) Dies ist aber klar nach Proposition 2.1.10
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(iv).

Sei f € (£'), und sei ¢’ Regularisierer fiir f in £'. Dann gilt €/ f € £’. Da wegen £ C M, alle Elemente
aus &£ in & regularisierbar sind, existieren Regularisierer ej,es € £, sodass eje’ € £ und eqe'f € £.
Nach Lemma 2.1.5 ist dann e := ejes € £ ein Regularisierer fiir ¢/ und €’ f. Somit ist ee’ € & ein
Regularisierer fiir f in £, was f € M, impliziert, d.h. (£/) C M,.

Wegen ¢’ € £’ C M, folgt mit Proposition 2.1.10, (iv) und (vii),

®(e) (' f) = @) (f)(e)) = D(f).

Also ist die Fortsetzung mittels £ die aus Proposition 2.1.7. O

2.1.13 Korollar. Es gilt M, = () = (M,).

Beweis. Die Behauptung M, = (£) ist klar nach Definition. Nach Proposition 2.1.12 gilt (M) C M.,
und aus & C M,, folgt (£) C (My,). O

Folgendes Resultat, das sich ebenfalls mit mehreren Funktionalkalkiilen befasst, wird spéter noch
niitzlich sein.

2.1.14 Proposition. Seien (£, M, ®) und (&', M’, ®’) abstrakte Funktionalkalkiile iiber einem Ba-
nachraum X, fiir die ein Algebrenhomomorphismus 6 : M — M’ mit den Eigenschaften 6(&) C &’
und ®’'(f(e)) = ®(e) fiir alle e € £ existiert. Dann folgt 6(M,) C (M), und &' (6(f)) = ®(f) fiir alle
feM,.

Beweis. Sei f € M, und e € Reg(€) ein Regularisierer von f. Dann ist 6(e) ein Regularisierer von
0(f), da ®'(0(e)) = ®(e) injektiv ist und wegen der Homomorphismuseigenschaft von 6 die Beziehung
0(e)0(f) =0(ef) € 0(E) C & gilt. Somit f € (M), und schlieBlich

B'(0(f)) = (¥'(6(e))) " ¥ (B(e)0(f)) = (@(e) ™ ®'(8(ef)) = (D(e)) " D(ef) = B(f).

2.1.15 Bemerkung.

(i) Man kann abstrakte Funktionalkalkiile als Objekte einer geeigneten Kategorie betrachten. Die
Morphismen dieser Kategorie sind dann genau die in Proposition 2.1.14 beschriebenen Abbil-
dungen 6. Wie wollen den kategorientheoretischen Zugang nicht genauer behandeln.

(ii) Proposition 2.1.14 findet meist dann Anwendung, wenn die Menge M eine Unteralgebra von M’
darstellt und die Abbildung 6 : M — M’ die Einbettungsabbildung beschreibt. Hat man also
einen Funktionalkalkiil auf M und einen weiteren auf einer Obermenge M’ so sind die beiden
Kalkiile bereits dann konsistent, wenn sie es auf den Mengen £ und &’ sind. Dabei bezeichnen £
bzw. £ die Mengen, aus denen die Funktionalkalkiile auf M bzw. auf M’ mittels Erweiterung
hervorgegangen sind.
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2.2 Meromorphe Funktionalkalkiile

Wir wollen in diesem Abschnitt etwas konkreter werden und die Resultate des vorigen Abschnitts
auf die Algebra M(Q) aller meromorphen Funktionen auf einer offenen Teilmenge 2 C C anwenden,
wobei wir M(€2) mit den punktweisen Operationen versehen.

2.2.1 Definition. Sei X ein Banachraum, ) eine offene Teilmenge von C und M () die Algebra der
meromorphen Funktionen auf 2. Weiters sei £(€2) eine Unteralgebra von M(€2) und @ : £(Q2) — B(X)
ein Homomorphismus. Angenommen es gelten die folgenden beiden Bedingungen:

(i) Die Abbildung z := (w — w) € M(Q) ist regularisierbar durch £(Q), d.h. z € M(Q),..

(ii) Ein beschriankter Operator T' € B(X), der mit ®(z) kommutiert, kommutiert auch mit allen
O(e) fiir e € £(Q).

Definiere A := ®(z). Dann heifit das Tripel (£(2), M(Q2), ®) meromorpher Funktionalkalkil fir A.

2.2.2 Bemerkung. Der Operator A = ®(z) ist geméfl Proposition 2.1.7 wohldefiniert. Man beach-
te allerdings, dass der Operator A nur ein abgeschlossener Operator ist, der im Allgemeinen nicht
beschrénkt ist.

Wir wollen nun die Notation, die wir im vorigen Abschnitt eingefithrt haben, etwas abédndern, damit
sie unserer gewohnten Notation nidher kommt. Wir schreiben M(2)4 = M(Q),, f(A) := ®(f) fir
feM(Q)aund H(A) := M(Q).

2.2.8 Bemerkung. Da meromorphe Funktionalkalkiile nur einen Spezialfall der anfangs eingefiihrten
abstrakten Funktionalkalkiile darstellen, gelten natiirlich alle Eigenschaften von Proposition 2.1.10
auch in meromorphen Funktionalkalkiilen, wobei nur die Notation entsprechend geédndert werden sollte.
Beispielsweise wiirde Punkt (iii) dieses Satzes dann folgendermaflen lauten: Fiir f, g € M(Q)4 gilt

F(A) +9(A) € (F+9)(A),  f(A)g(4) € (f9)(4)
mit Gleichheit, falls g € H(A).

Die Idee hinter der Entwicklung eines jeden Funktionalkalkiils ist es nicht nur, Operatoren zu de-
finieren, sondern Operatoren auch hintereinanderschalten zu kénnen. Dazu beschéftigt man sich mit
Kompositionsregeln, die f(g(A)) = (fog)(A) gewihrleisten sollen. In allgemeinen meromorphen Funk-
tionalkalkiilen wissen wir jedoch zu wenig, um so ein Resultat ohne weitere Voraussetzungen beweisen
zu konnen. Wenn wir aber im néchsten Kapitel sektorielle Operatoren betrachten und auch fiir solche
einen Funktionalkalkiil entwickeln, werden wir auf die Theorie der meromorphen Funktionalkalkiile
zuriickgreifen. Folgendes Resultat wird uns dort behilflich sein, fiir diesen Typ von Operatoren die
Kompositionsregel beweisen zu kénnen.

2.2.4 Satz. Seien Q,Q offene Teilmengen von C und X ein Banachraum. Sei weiters A ein abge-
schlossener Operator auf X und (£(2), M(€2), ®) ein meromorpher Funktionalkalkiil fiir A, und mit
g : Q —  holomorph, g € M(Q)4, sei (E(), M(Q'),®) ein meromorpher Funktionalkalkiil fiir
g(A), d.h. ' (w — w) = g(A). Dann gelten die Aussagen

foge M(Q)a (2.1)

und

(fog)(A) = f(9(A)) (2.2)
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2 Theorie von Funktionalkalkiilen

fiir alle f € M(Q)4a), falls sie nur fiir alle f € £(') gelten.

Beweis. Wir setzen B := g(A). Sei f € M(Y)p, und sei e € E(Y) ein Regularisierer fiir f, was
ef € M(Q) und die Injektivitit von e(B) impliziert. Man beachte hierbei, dass sich diese Situation
im Funktionalkalkiil fiir B = g(A) abspielt. Nach der Annahme (2.1) folgt e o g € M(Q)4 sowie
(ef)og e M(Q)a. Gleichung (2.2) zeigt

(ecg)(4) = e(B)

und
((eog)(fog))(A) = ((ef)og)(A) = (ef)(B). (2.3)

Da dieser Operator in B(X) liegt, ist eog € H(A) ein Regularisierer fiir f o g, wobei diese Eigenschaft
hier im Sinne von Definition 2.1.11 zu verstehen ist. Somit gilt fog € (H(A)), worauf Anwendung
von Korollar 2.1.13 fog € M(Q)4 ergibt. AuBerdem gilt mit Proposition 2.1.12

(fog)(A) = (eog)(A)" ((eog)(fog)) (A) = e(B) " (ef)(B) = f(B) = f(g(A)).

Wir wollen in diesem Abschnitt noch ein abschlieBendes Beispiel bringen.

2.2.5 Beispiel. Sei A € B(X) mit 0 € 0(A), und sei  C C offen mit der Eigenschaft Q D o(A).
Wir bezeichnen mit £(2) := O(Q2) die Algebra der holomorphen Funktionen auf €2 und definieren die
Abbildung

[ E@) — BX)
q"{ ;e fA)

wobei f(A) := 5= [ f(2)(z — A)~! dz mit einer geeigneten Familie von Wegen I' in , deren Gesam-
tumlaufzahl um o(A) eins ist, nach dem Riesz-Dunford-Funktionalkalkiil definiert ist. Dann ist ® ein
Homomorphismus, und das Tripel (£(€2), M(€2), ®) ist ein meromorpher Funktionalkalkiil fiir A im
Sinne von Definition 2.2.1.

In der Tat sind die beiden Bedingungen von Definition 2.2.1 erfiillt:

(i) Die Abbildung z := (w — w) ist holomorph und liegt selber in £(£). Somit lédsst sie sich
beispielsweise durch die konstante Einsfunktion 1 regularisieren. Beachte, dass nach dem Riesz-
Dunford-Kalkiil ®(1) = I gilt, was offenbar injektiv und somit 1 tatséichlich ein Regularisierer
ist. Weiters gilt auch ®(z) = z(A) = A.

(ii) Sei T' € B(X) ein beschrénkter Operator, der mit A kommutiert. Aus TA = AT folgt T'(z— A) =
(z — A)T, also auch (z — A)™'T = T(z — A)~!. Da die Multiplikation stetig und das Integral
eigentlich ein Grenzwert von Riemann-Summen ist, folgt fiir e € £(Q)

1

Te(A) = ,T/F e(2)(z— Atz = i )i e(2)(z — A" tdzT = e(A)T.

Wir wollen nun Beispiele regularisierbarer Funktionen in diesem Funktionalkalkiil bringen.

e Sei der Operator A zusétzlich injektiv und gelte 0 € €. Sei f holomorph auf 2, und betrachte
die Funktion g(z) := % fiir ein n € N. Falls f(0) # 0, so ist g auf 2 nur mehr meromorph.
Allerdings gilt g € M(£2) 4. Wir kénnen némlich fiir g die Funktion A(z) := 2" als Regularisierer
verwenden. Es gilt h € O(Q), und h(A) = A™ ist injektiv. Daher ist g(A) nach der Theorie der

meromorphen Funktionalkalkiile durch g(A) = (h(A))~!(gh)(A) = (A™)~1f(A) definiert.

18
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e Seien Aq,..., A\, k € N, Punkte in 0(A), sodass die Operatoren A—\; fiir alle j = 1, ..., k injektiv

sind. Dann gilt fiir eine auf Q holomorphe Funktion f, dass g(z) := gg; € M(f2) 4, wenn p ein
Polynom ist, das héchstens die k verschiedenen Nullstellen Aq, ..., Ax hat. In diesem Fall konnen
wir ndmlich das Polynom p als Regularisierer verwenden, das nach dem Fundamentalsatz der
Algebra in ein Produkt von Linearfaktoren (z — \;) zerféllt. Da alle Operatoren A — A; nach

Voraussetzung injektiv sind, folgt auch die Injektivitidt von p(A), und es gilt

9(A) = (p(A) " (pg)(A4) = (p(A) "' f(A).
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle
Operatoren

Wir wollen uns jetzt von den (abstrakten) Ausfiihrungen des vorigen Kapitels entfernen und beginnen,
sektorielle Operatoren zu betrachten. Die Theorie von Kapitel 2 werden wir erst wieder in Abschnitt
3.3 bendtigen.

3.1 Sektorielle Operatoren und Funktionen mit polynomiellem Grenzwert

3.1.1 Definition. Sei X ein nicht-trivialer Banachraum und A ein (unbeschrénkter) Operator auf X.
Fiir w € [0, 7] definiere den Sektor

g {zeC:2+#0,|argz| <w} falls we (0,7],
“7 ] (0,00) falls w =0.

Der Operator A heifit sektoriell mit Winkel w € [0, 7), wenn folgende beiden Bedingungen gelten:
(i) o(4) € S,
(i) M(A,0'") :=sup{||AR(X\, A)|| : A € C\S,+} < oo fiir alle o’ € (w, 7),

vgl. Definition 1.3.12 fiir die Schreibweise R(\, A). Wir bezeichnen die Menge der sektoriellen Opera-
toren mit Winkel w mit Sect(w).

Wir definieren auflerdem

M(A) .= M(A, ) := igg et + A)_IH .

8.1.2 Bemerkung. Im Fall w € (0,7] ist S, der offene Sektor mit Scheitel bei 0 und Offnungswinkel
2w, der symmetrisch beziiglich der positiven reellen Achse liegt.

3.1.8 Bemerkung. Die Abbildung z — % bildet den Sektor S, bijektiv auf sich ab.
3.1.4 Bemerkung. Wenn A € Sect(w) fiir einen Winkel w € [0, 7) gilt, dann folgt aus Bedingung (ii)

von Definition 3.1.1, dass M (A) < co. Auflerdem gilt aus Stetigkeitsgriinden

M(A,o') = sup {|AR(\, A)]| : A € C\(S.r U{0})}.

Wir kénnen tiber die Konstante M (A) sogar noch mehr aussagen.

3.1.5 Lemma. Sei A € Sect(w) fiir einen Winkel w € [0, 7). Dann gilt M(A) > 1.
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S,

Abbildung 3.1: (Mogliche) Lage des Spektrums eines sektoriellen Operators. Der Punkt 0 kann ein
Spektralpunkt sein.

Beweis. Sei x € dom(A) und sei A > 0 beliebig. Da die Resolventen von A mit A kommutieren, gilt
wegen der Definition von M (A)

]

A+ A) (0 + A = Hmﬂnl (1 + ;A) v

IN

M) (14 54) of < el + Sp1a) 0]

Da A > 0 beliebig gewéhlt war, folgt ||z|| < M(A)||z| fir alle z € dom(A) (# {0}), was nur fir
M(A) > 1 gelten kann. O

3.1.6 Definition (polynomieller Grenzwert). Sei ¢ € (0, 7] und f € M(Sy), d.h. f ist meromorph
auf dem Sektor Sg.

e Die Funktion f hat polynomiellen Grenzwert ¢ € C bei 0, wenn es ein a € R, a > 0, gibt, sodass
f(z) —c=0(]z]%) fiir z — 0. Fiir ¢ schreiben wir auch f(0).

e Die Funktion f hat polynomiellen Grenzwert oo bei 0, wenn % polynomiellen Grenzwert 0 bei 0
hat.

e Die Funktion f hat polynomiellen Grenzwert d € C U {oo} bei oo, wenn f(z~!) polynomiellen
Grenzwert d bei 0 hat. Fiir d schreiben wir auch f(c0).
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e Die Funktion f hat einen endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 (oder co), wenn ein ¢ € C
existiert, sodass f polynomiellen Grenzwert ¢ bei 0 (oder co) hat.

3.1.7 Beispiel. Die Funktion f(y) := ﬁ (betrachtet als Funktion auf dem Sektor Sy4) hat poly-
nomiellen Grenzwert 1 bei 0 und polynomiellen Grenzwert 0 bei co. Um die Tatsache beim Punkt 0
einzusehen, betrachten wir die fiir betragsméfig kleine Werte y € Sy giiltige Aussage 1 < 2|y + 1] und

formen sie zu ‘T}rl‘ < 2 um. Dies impliziert

1
- = | < 2
1+y y+1

fir y hinreichend nahe bei 0. Somit haben wir gezeigt, dass f polynomiellen Grenzwert 1 bei 0 hat
(wéhle in der Definition o = 1).
Um zu zeigen, dass die Funktion f polynomiellen Grenzwert 0 bei co besitzt, gehen wir von der bereits

gezeigten Ungleichung ‘ﬁ) < 2|y| aus und formen sie zu

1
1
1+

fy™h)| =

:'y

<9
y+1’ |y

um. Obige Zeile gilt dabei wieder fiir y hinreichend nahe bei 0. Also haben wir gezeigt, dass die Funktion
f(y~1) polynomiellen Grenzwert 0 bei 0 hat, was per definitionem bedeutet, dass f polynomiellen
Grenzwert 0 bei oo hat.

3.1.8 Lemma. Sei ¢ € (0,7, f,g € M(Sg). Wenn f und g einen endlichen polynomiellen Grenzwert
bei 0 (oder co) haben, so gilt dies ebenfalls fiir f + g und fg.

Beweis. Bezeichne mit ¢ den polynomiellen Grenzwert von f und mit d den polynomiellen Grenzwert
von g. Nach Definition des polynomiellen Grenzwertes existieren somit A, B, a, 3 > 0 und 6, ¢ € (0, 1),
sodass fiir alle z € Sy mit |z| < ¢ die Ungleichung |f(z) — ¢| < A|z|* und fiir alle z € Sy mit |2| < e
die Ungleichung |g(z) — d| < B|z|” gelten. Fiir z € S mit |z| < min{J, €} gilt somit die Beziehung

< A|Z|min{o¢,[3} + B|z|min{a”6} — (A+B)|z|min{o‘7ﬁ}’

womit die Behauptung fiir f + g gezeigt ist.
Fiir fg betrachte man

|f(2)g(2) —cd| = [f(2)g(z) —cg(z) + cg(z) — df (2) + df (2) — 2¢d + cd|
< [(f(2) = o) (g(2) — d)| + cllg(2) — d| + |d]| f(2) — |
< AB|z|*P 4 |¢|B|z|P + |d|A] 2|
< (AB+|c|B+|d|A)|z[mm {0,

woraus folgt, dass fg einen endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 besitzt.
Die Aussage fiir den Punkt oo zeigt man analog. O
3.1.9 Definition. Definiere mit

O(Sy) :={f : S4 — C|fist holomorph}
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die Algebra der holomorphen Funktionen auf dem Sektor Sg.
Wir bezeichnen mit
H>(S4) :={f € O(Sy) : fist beschrinkt}

die Algebra der beschridnkten, holomorphen Funktionen auf dem Sektor S.

3.1.10 Bemerkung. Versehen mit der Norm

[flloo := sup{|f(2)] : z € S4}

wird H*°(Sp) zu einem Banachraum.

3.1.11 Definition. Die Algebra
Hgo(Sg) == {f € H*(Sy) : f hat polynomiellen Grenzwert 0 bei0und oo}

heiit Dunford-Riesz-Klasse auf S,.

3.1.12 Lemma. Die Menge H(5(Sy) ist ein Ideal in H*°(Sy).

Beweis. Seien f € HGo(Sy) und g € H*(Sy) gegeben. Fiir die Funktion f gilt dann hinreichend
nahe bei 0 die Abschétzung |f(2)] < Clz|* fir C,a > 0. Es folgt [(fg)(2)| < C||g|leo|2]|®, womit
die Funktion fg polynomiellen Grenzwert 0 bei 0 hat. Genauso sieht man, dass die Funktion fg
polynomiellen Grenzwert 0 bei co hat, was fg € H&%(S(b) impliziert. O

3.1.13 Beispiel. Die konstante Einsfunktion 1 und die Funktion ﬁ liegen nicht in Hg(S,). Beide
Funktionen haben némlich fiir z — 0 Grenzwert 1. Somit kénnen sie nicht polynomiellen Grenzwert 0
bei 0 haben und daher nicht in H§5(S,) liegen.

3.1.14 Definition. Die Menge
E(Sy) :=={f € H*(Sy) : fhat endlichen polynomiellen Grenzwert bei0und oo}

heiflt erweiterte Dunford-Riesz-Klasse.

3.1.15 Proposition. Die erweiterte Dunford-Riesz-Klasse £(Sy) ist eine Unteralgebra von H(Sy).

Beweis. Da Summe und Produkt zweier Funktionen aus H*°(Sy) wieder in H*(Sy) liegen, folgt die
Behauptung sofort aus Lemma 3.1.8. O

1

3.1.16 Lemma. Es gibt keine nichttriviale Linearkombination der Funktionen 1 und i, die in

HEo(Sy) liegt.

Beweis. Sei c1 + dﬁ mit ¢,d € C eine Linearkombination von 1 und ﬁlz, die in H§G(Sy) liegt. Da

eine solche Funktion bei 0 und co Grenzwert 0 haben muss, folgt wegen

1
lim cl4+d—— =¢
z—00 1+ 2
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¢ =0 und wegen

1
limel+d—=c+d=d
z—0 1+z

auch d = 0. O

3.1.17 Proposition. Fiir ¢ € (0, 7] gilt

5(5¢) = HS%(S(;,) ) < ! > &) <1> .

Beweis. Wegen Lemma 3.1.16 handelt es sich bei den Summen auf der rechten Seite der Aussage
tatsdchlich um direkte Summen.

Um Gleichheit der Mengen zu bekommen, wollen wir beide Inklusionen zeigen.

Wir beginnen mit der Inklusion D. Sei eine Funktion f aus der rechten Seite gegeben. Die Funktion
f ist dann sicher beschréinkt. Da sowohl die Funktionen aus Hg(Sg), als auch die Funktionen 1 und
1iz endlichen polynomiellen Grenzwert besitzen, folgt die Behauptung.

Wir zeigen nun die Inklusion C. Sei f € H*(S4) mit endlichen polynomiellen Grenzwerten bei 0 und

oo gegeben. Betrachte die Funktion

£(0) = £(00)

9(2) = () = f(o) - HEE

Die Funktion g hat offenbar endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 und co, der nach Definition der
Funktion 0 betrégt. Somit liegt g in HgP(Ss). Die Umformung

ﬂdzg@y+ﬂmy+ﬂQQ£@@

seigt f € H3H(Ss) @ (1 ) @ (1). O

3.1.18 Lemma. Sei ¢ € (0,7]. Gilt f(2) € Hf5(Ss) (oder £(Sy)), so folgt auch f) e HE5(Ss)
(oder £(Sy)).

Beweis. Fiir f(z) € Hg(Sy) ist die Behauptung klar. Fiir f(z) € £(Sy) folgt die Behauptung unmit-

telbar aus ) )
z
1+1 7 142 T3z €605

3.1.19 Lemma. Sei f € H*(S,), wobei f polynomiellen Grenzwert 0 bei oo besitzt und sich in einer
offenen Umgebung um den Punkt 0 holomorph fortsetzen ldsst. Dann folgt f € £(Sy).

Beweis. Sei eine solche Funktion f gegeben. Wegen der Holomorphie bei 0 existiert der Grenzwert

i J2) = £0)

z—0 z
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Also gibt es eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir z hinreichend nahe bei 0 die Ungleichung ‘M‘ <c
gilt, was

£ (2) = F(O)] < ¢f]

impliziert. Daher hat die Funktion f einen endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 und liegt wegen
Lemma 3.1.17 in £(Sy). O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir zur Verdeutlichung noch einige Beispiele bringen.

3.1.20 Beispiel. Es gelte 0 < Re(a) < Re(b). Dann gelten fiir alle ¢ € (0, 7) die Aussagen

() iy € E(S0),

(ii) ﬁ € Hip(Sy) und

(iii) ﬁ € E(Sy).

Der Punkt (i) ist dabei klar nach Lemma 3.1.19. Daraus folgt sofort, dass ﬁ polynomiellen Grenz-

wert 0 bei 0 hat. Um diese Tatsache fiir den Punkt co zu zeigen, beachte man, dass die fiir hinreichend
kleine z € Sy und eine geeignete Konstante C' > 0 giiltige Aussage

b—a
z 2
<C
(z4 1)
die Abschétzung
1\a b
ol e(b) —Re(a)
(z) - == z v SCD|Z‘R b2R ,
(1+1) z%(z+1)

bedingt, wobei die Konstante D gemifi Bemerkung 1.2.8 auftritt. Somit ist Punkt (ii) gezeigt. Die

Giiltigkeit von (i) impliziert nach Lemma 3.1.18 W € £(S4), wodurch mittels

ey () —m

Punkt (iii) bewiesen ist.

3.2 Funktionalkalkiil mittels Cauchy-Integralen

Fiir einen sektoriellen Operator A wollen wir den Ausdruck f(A) fiir eine moglichst grofle Menge
von holomorphen Funktionen sinnvoll definieren, indem wir f(A) fiir alle Funktionen f € £(Sy) de-
finieren und mit Hilfe eines geeigneten Homomorphismus ® einen meromorphen Funktionalkalkiil
(E(Sg), M(Sy), @) aufbauen. Auf diesen kénnen wir dann die Ergebnisse aus Kapitel 2 anwenden und
insbesondere dem Ausdruck f(A) fiir geeignete meromorphe Funktionen auf dem Sektor S, Sinn ge-
ben. Das Ziel dieses Abschnittes soll es jetzt sein, alle noch fehlenden notwendigen Vorarbeiten zu
leisten.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt bezeichne A immer einen sektoriellen Operator mit
Winkel w € [0, 7).
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3.2.1 Proposition. Sei ¢ € (w, 7). Fiir f € H5H(Sy) und o' € (w, ¢) existiert dann der Ausdruck
1 > L : o > o - -
L[ R A)ds = — / F(te VR(te™ | A)e™ dt + / F(te=“ R(te= ", A)e=" d
2mi Jr, 0 0

im Sinne von an beiden Grenzen uneigentlichen Riemann-Integralen. Dabei ist I' s der in positiver
Richtung orientierte Rand von S,,.

Beweis. Den Beweis fiir die Existenz des Integrals fithren wir in mehreren Schritten.

1. Schritt: Da f polynomiellen Grenzwert 0 bei oo hat, gibt es ein € > 0, C' > 0 und « > 0, sodass fiir
alle z € Sy mit |2| < e die Ungleichung |f(z71)| < C|z|* gilt. Da f auch polynomiellen Grenzwert 0
bei 0 hat, existiert ein § > 0, D > 0 und 3 > 0, sodass fiir alle z € Sy mit |2| < § die Ungleichung
f(2)] < Dlz|? gilt.

2. Schritt: Das uneigentliche Integral

/ Fte™ ) R(te™' | A)e™ dt
0

existiert, falls
/ | f(te™ R(te™ , A)e™' || dt < oo.
0

Wir zerlegen diesen Ausdruck in die folgenden drei Teile

) 9
/ | f(te™ YR(te™ , A)e™ || dt = / | f(te™ YR(te™ , A)e* || dt +
0 0l
* / I f(te ) R(te™, A)e™ || dt +
1)

+ / £ (te™ YR(te™', A)e™ || dt.

3. Schritt: Um die Existenz des ersten Integrals zu zeigen, rechnen wir

) )
/0 If (e ) R(te™, A)e || dt - < / PRt A) ||| dt

é
< /D|t|ﬁ_1M(A,w’)dt < 00,
0

wobei bei der 2. Ungleichung die Abschéitzung aus dem 1. Schritt und Bedingung (ii) aus Definition
3.1.1 eingehen.
4. Schritt: Ahnlich behandeln wir das dritte Integral. Es gilt

e’} .y .y .y o] , ., 1
. v mae e < [ e e e
< 1
[e'e] 1 -1 iy » 1
- / f<<t> )HR“@ A e \t'd’f
o0 10é+1
< / C‘t M(A,W)dt < oo,
1

wobei bei der 3. Ungleichung wiederum Bedingung (ii) aus Definition 3.1.1 und eine Abschétzung aus

dem 1. Schritt eingehen, denn fiir ¢t > % folgt ) L | < € und weiter

(())
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Das Integral zum Winkel —w’ behandelt man analog. ]

3.2.2 Proposition. Sei ¢ € (w, 7). Fiir zwei Winkel o', 0" € (w, ¢), w’ # ", folgt

! f(2)R(2,A)dz = L f(2)R(z, A) dz.

21 Fw’ 271 FW//

Beweis. Gelte o0BdA. v’ < w”, und betrachte fiir feste 0 < r’ < r < +o0o den geschlossenen Weg I, ,,
der den Rand von (S,7\S,/) N B(0)N B, (0)°N{z € C: Im(z) > 0} in negativer Richtung durchliuft.
Wir wollen I'; ,» durch folgende Parametrisierung darstellen: I'; v := {I'1 ;7,9 0, T'3 5 v, Ty oy } it
Dy,(t) == —te  t € [—r,—r'], Topu(t) := te®" [t € [r',r], T3,m(t) = re”t € [~ —u],
Ly (t) =1 t € [, w"]. Es folgt

2m/f A)dz=0

nach dem Cauchy’schen Integralsatz, und weiters

1 1 —i —i i
27”,/FBMI f(2)R(z,A)dz o » ‘ re t)‘ HR(T@ t Aire tH dt
< i(w" —w') sup |f(re")| M(A,W') =0
271' tE(w’,w”)

fiir 7 — oo, da f polynomiellen Grenzwert 0 bei oo hat. Ahnlich gilt

1 1 (A}H .
2m./FMW f(2)R(z,A)dz|| < o | |F(r'e™) )| || eit, Ayir'el|| dt
< LW W) swp |f(re)| M(A, ') — 0
2 te(w ,w')

fiir ' — 0, da f polynomiellen Grenzwert 0 bei 0 hat. Es gilt also

0 = hmhm/ f(z A)dz

r—oo r!'—0 271

1
= lim U —_— A)d —_— A)d
o0 10 lzm'/r ,f( 2)R(z A) Z+2m T, J(2)R(z A)dz+
1
—_— A)d —_— A)d
g ) JOREAET s [ fERG A
1 1
= — f(2)R(z,A)dz — — f(2)R(z,A)dz.
2mi T, n{zeC:Im(z)>0} 2mi T nN{z€C:Im(z)>0}
Analog zeigt man dies fiir die untere Halbebene, womit die Gleichheit der Integrale folgt. O

Folgende Definition macht auf Grund der beiden vorangehenden Lemmata nun Sinn.

3.2.3 Definition. Sei ¢ € (w, ). Fiir f € Hg(Sy) sei f(A) definiert durch

1
271 Fw’

F(A) = F(2)R(z, A)dz € B(X), (3.1)
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

To

o(A)

5o’ ) |
4 S

Abbildung 3.2: Der Integrationsweg I',.

wobei w’ € (w, ¢) einen beliebigen Winkel darstellt, vgl. Abbildung 3.2.
Um Proposition 3.2.7 leichter beweisen zu kénnen, formulieren wir Teile des Beweises als Lemmata.

3.2.4 Lemma. Sei ¢ € (w, ), sei h € H§H(Ss) und sei o’ € (w, @). Definiere fiir r,7’ > 0 mit r > '
den Weg I,y ., als positiv durchlaufenen Rand von S,y N B,(0) N B, (0)°. Dann gilt

L Q-0 d = lim lm = /F W)z — OV d,

21 r—oo r'—0 271
L. = V]

wobei z fest ist, aber nicht auf dem Weg [,/ liegt.
Beweis. Fiir den Weg I/ ., bezeichnen wir den Teil auf den Strahlen als I',y .,/ s, den Teil auf dem

Kreisbogen mit Radius r als Iy, und den Teil auf dem Kreisbogen mit Radius r’ als I',y ;v . Dann
gilt

/ B(C)(z - ¢ dC
r

w!,rk

= H/ h(re®)(z — re®) Lire' dt

) (3.2)
e -0

<2w' sup |h(re')] sup

it
te(—w'w') te(—w' W)

z _
r

fiir r — oo, wobei wir bei der Abschiitzung verwenden, dass h Grenzwert 0 bei co besitzt. Ahnlich
folgt

/ BC)(z - O) dC
le r/,k

UJ/
= / h(r'e®)(z — r'e®) " Lir e dt
—w!
A it
2w sup  |h(r'e™)|  sup re

_ gl pit
te(—w' W) te(—w' W) | 7 ret
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

fiir ¥’ — 0, wobei hier eingeht, dass h Grenzwert 0 bei 0 besitzt. Somit folgt

1 -1 T 1 .
= h(Q)(z—=¢)7d¢ = lim lim [2m /F o h(C)(z —¢)~hde +
1 B 1 -
g, MOGE-0T T /F IRCIEDAL

= lim lim 1/ h(¢)(z—¢)~tdc.
I

r—o0 1/ —0 271
w! !

0

Wir werden das folgende Lemma im weiteren Verlauf noch &fters anwenden. Wenn es darum geht,
die gleichméBige Beschranktheit eines Ausdrucks zu zeigen, werden wir meist dieses Lemma bemiihen.

3.2.5 Lemma.

(i) Seien w,w’ € [0,7] Winkel mit w # . Dann ist der Ausdruck ’yyfz
z € ran(I,/)\{0} gleichméBig beschriankt durch die Konstante

fir y € ran(I'y,)\{0} und

o 7sin(|wl’fw|) falls jw — '] <
W’ = 1 falls |w — w'| >

S ERNE]

(ii) Seien w,w’ € [0,7] Winkel mit w < w’. Dann sind die Ausdriicke ‘ﬁ‘ und ‘ﬁ‘ fir y €
ran(I',)\{0} und z ¢ S, U {0} durch die Konstante C,, . gleichmiBig beschrénkt.

z
Yy—=z

und

(iii) Seien w,w’ € [0, 7] Winkel mit w < ’. Dann sind die Ausdriicke ‘ i fiir y € 5,\{0}

y—z
und z € ran(I',/)\{0} durch die Konstante C,, . gleichmiBig beschrénkt.

Beweis. (i) Wir unterscheiden zwei Félle.
L. Fall: Sei |" —w| > 5. Offenbar gilt dann [y < [y — 2| und daher |;#-| < 1.

™

2. Fall: Sei |w’ — w| < §. Angenommen es existieren ¢ € ran(I',,)\{0} und 2’ € ran(T,,)\{0}, sodass

> C, - Geht man nun zu dem (eindeutig bestimmten) z” € ran(T,)\{0} iiber, sodass der

v —z

Abstand von 3’ zu 2” minimal wird, so folgt

/

Y
-z

/

Y

/I

1

< =
- sin(Jw’ — w)

Cw,w’ <

/ = Cwawl

/ 7

z

Y )

nach einer elementar-geometrischen Uberlegung. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme
der Existenz von 3’ und 2’

(ii) Wir unterscheiden auch hier zwei Fille.
1. Fall: Sei ' —w > 7. Offenbar gilt dann |y| < |y — z| und daher ’yyfz’ < 1. Analog gilt |z| < |y — z|,

was | 2=
z

< 1 impliziert.

™

2. Fall: Sei ' —w < 7. Angenommen es existieren 3 € ran(I',)\{0} und 2’ ¢ S, U {0}, sodass
yo|> Cl - Dann gibt es einen Winkel w” € [, 7], sodass 2’ € ran(I',»)\{0}. Mit (i) folgt

y —z

/

Yy
y/_zl

Cw#/ < < Cw,w” < Cw,w’a
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

was aber ein Widerspruch zu unserer Annahme der Existenz von 3’ und 2’ ist. Die gleichmiflige Be-

schrianktheit von yf =

zeigt man genauso.

(iii) zeigt man mit analogen Argumenten wie (ii). O

3.2.6 Lemma. Sei ¢ € (w,7), seien g, h € H{G(Sy) und seien w’,w” € (w, ¢), w' < w” gegeben. Dann
gilt

/ / 9(2)R(, AYh(C) (2 — ()L dC dz = / / 9(2)R(z, AYh(C) (2 — ()L dz dC.
Ly JT T nJT,

Beweis. Sei ' € X' ein stetiges, lineares Funktional. Da es sich bei den Integralen tatséichlich um
Grenzwerte von Riemann-Summen handelt, konnen wir 2 in die Integrale hineinziehen und erhalten

" (/ / g(z)R(z,Am(o(z—o1d<dz>= / / 2 (g(2)R(z, AR(C) (2 — O)1) dC dz.

Mit der Definition F(, z) := 2/(g(2)R(z, A)h(¢)(z — ¢)~1) folgt

/w, /w,,F(Cz) dc dz =

o0 o0 s W s ! ; ! 1 o0 o0 s W - ; / 1
= / / F(se™" te™ )@ ") ds dt —l—/ / F(se™™" tem™)e W) gsdt  (3.3)
0o Jo o Jo
o0 o0 i - : / 1" o0 o0 i s, ; ! 1
- / / F(se ™" ™)'@ ") ds dt — / / F(se™"  te™™) !+ gg
0o Jo 0o Jo

wobei alle Integrale natiirlich wieder als uneigentliche Integrale zu verstehen sind. Wir wollen auf
jedes der vier Integrale den Satz von Fubini anwenden, um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen.
Wir zeigen nun beim ersten Integral, dass die Voraussetzungen dafiir erfiillt sind, bei den anderen
Integralen folgt es analog.

Wir miissen also zeigen, dass

o0 o0 s - N / 1’
/ / |F(se™” te’")e' @ )| ds dt < co. (3.4)
o Jo

Dafiir verwenden wir die Abschéitzung

o0 o0 s 3 -
/ / |F'(se'™  te' )| dsdt
o Jo

<) [ ot R A [ s e

/

— syt ‘ dsdt

und betrachten hier vorerst das innere Integral gesondert. Mit denselben Bezeichnungen fiir § und €
wie im ersten Schritt des Beweises von Proposition 3.2.1 schreiben wir

o 5
/ ‘h(sew )(te™ — se™’ )_1‘ ds = / ‘h(sewﬂ)(tew — se’w”)_ll ds+
0 0

/
1

/

h(se™")(te™

o0
— se“"")_l‘ ds +/ ’h(se“"”)(te’”/ — se“"//)_l) ds.
1
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Nun erhalten wir mit Lemma 3.2.5 unmittelbar

s A y : v Bl
/ ‘h(sewﬁ)(tew — sV ds < lim s’ ’(te“"/ se" ) ds
0 u—0 Jy
é
S Cw’,w”/ |S|ﬂ_1 ds < 0
0
und
> w’’ w’ w''\—1 : “ I w’ w''\—1
‘h(se )(te se' )t ds < lim —| |(te se™ )7 ds
1 u—oo [1 |seW
o0 1 Oé+1
< ngwuﬁ ‘3 ds < 00.
Fiir das fehlende Integral beachte, dass wegen |se™”| € (4, 1), |se’” — te™'| > C fiir ein von ¢

unabhéngiges C' > 0. Mit h € H&%(S@, also insbesondere h beschrinkt, folgt

1 1
/6 h(se™”)(te’ —sei“’”)_l‘ ds < / C||h]o ds < .
1 1)

Wir erhalten -
/ ‘h(seiw”)(tei“’/ - seiw”)_l‘ ds < C'
0

fiir eine von ¢ unabhingige Konstante C’. Somit folgt laut Gleichung (3.5)
o0 o0 - R o0 - s !
| e e dsae < € [ teet miee ) an,
o Jo 0

dessen Endlichkeit wir bereits in Proposition 3.2.1 nachgewiesen haben. Somit gilt (3.4).
Anwendung des Satzes von Fubini auf die vier Integrale aus (3.3) liefert nun

x </ / g(2)R(z, Ah($)(z — ¢)~tdc dz> =z (/ / g(2)R(z, Ah(¢)(z — ¢) " tdz dg) ,

wenn wir das Funktional wieder aus dem Integral herausziehen. Da der Raum X’ punktetrennend ist,
folgt die Behauptung. O

3.2.7 Proposition. Fiir ¢ € (w,7) gilt:

(i) Die Abbildung

ist ein Algebrenhomomorphismus.

(ii) Jeder abgeschlossene Operator T', der mit den Resolventen von A kommutiert, kommutiert auch

mit f(A).
(iii) Fiir alle A ¢ Sy gilt R(X, A) f(A) = (A —2)71f)(A).
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Beweis. (i) Seien g, h € Hip(Sy). Die Tatsache ®(g) + ®(h) = ®(g + h), sowie die Vertriiglichkeit mit
der skalaren Multiplikation folgt unmittelbar aus der Definition in (3.1). Wir zeigen ®(g)®(h) = ®(gh).
Seien dafiir o', w” € (w, ¢), W' < w” gegeben. Es gilt

D(g)B(h) = —— /

4n?

o
__47r2/r
o

__47r2/p

Mittels Resolventengleichung und Lemma 3.2.6 ist dies weiter gleich

9(2)R(z, A) dz / W(OR(C, A) dC

r

L/J/ L/J”

h(C) /F 9(2)R(z, A) dz R(C, A) d(

w!! w!

h(¢) /F 9(2)R(z, AYR(C, A) dz d.

w!! w!

B(g)o(h) = —— [ h(Q) / 9(2)(R(C, 4) — R(z A))(z — )V dzd

— =3 [ BMOREGA) [ g - ¢ dzdcr
- oan? ), R (3.6)
=g RGA) / MOt dcs

Wir definieren fir r,r" > 0 mit » > r’ den Weg Iy, ,» als positiv durchlaufenen Rand von S, N
B,(0) N B,(0)". Mit Lemma 3.2.4 folgt

1 1
— h ~¢)7td¢ = lim lim — h —¢)7td¢ = —h(2).
i . OG-0 ac = i b o [ hQ -0 o= )
Die letzte Gleichheit gilt dabei nach der Cauchy’schen Integralformel, da wegen w’ < w” fiir hinreichend
grofies 7 und hinreichend kleines r* der Punkt z innerhalb des geschlossenen Weges T ., liegt. Da

eine dhnliche Argumentation

1 1 o
i r, 9(z)(z = () dz=0
liefert, folgt mit (3.6)
1
(9)®(h) = 5~ | 9(2)h(z)R(z, A) dz = B(gh)
e Jr,,

(ii) Diese Tatsache folgt sofort aus (3.1).

(iii) Definiere g(z) := (A — 2) 71 f(2) und sei ' € (w, ¢). Es gilt
1

0= 9a) = o [ g0 - AR ) d:
= QL gz)A—z+2z—A)R(z,A)dz
™ T,
= o [ SQRE A A+ o [ R0 -2 e = ()
T Fw/ T Fw’
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da das letzte Integral wegen A ¢ S, nach Lemma 3.2.4 und dem Cauchy’schen Integralsatz 0 ergibt.
O

3.2.8 Definition. Sei g(z) = f(2) + c(1+ 2)"! +d mit f € HEH(Sy) und ¢,d € C. Fiir so ein g ist
der Ausdruck g(A) definiert durch

g(A) := f(A) +c(1+ A~ +d. (3.7)

3.2.9 Bemerkung. Geméfl Lemma 3.1.16 ist g(A) wohldefiniert.

Wir wollen zeigen, dass die Abbildung

L E(Sg) — B(X)
%{g — g(A)

dhnlich wie in Proposition 3.2.7, (i), ein Algebrenhomomorphismus wird. Um dies durchfiithren zu
konnen, benttigen wir folgendes Lemma.

3.2.10 Lemma. Definiere

Hie(Sp U{0}) :=={f € H*(Sy) : f hat polynomiellen Grenzwert 0 bei oo
und hat holomorphe Fortsetzung auf Umgebung von 0}.

Sei f € H3°(S4U{0}), w € (w, ) und sei 6 > 0 so klein, dass die Funktion f in einer Umgebung von
B;(0) holomorph ist. Dann gilt

1) = 5= [ FERG A (35

wenn I' = I,y 5 der positiv orientierte Rand von S, U Bs(0) ist.

3.2.11 Bemerkung. Wegen Lemma 3.1.19 gilt H§°(S, U {0}) C £(Sy).
Auflerdem folgt die Existenz von (3.8) aus

/ If(te™ VR(te', A)e™ | di < +o0
)

ghnlich wie im Beweis von Proposition 3.2.1.

Beweis (von Lemma 3.2.10). Eine Funktion f € H§°(S,U{0}) lisst sich schreiben als f = g+c(1+2z) 7!
mit g € H§°(SgU{0})NHGH(Ss) und ¢ € C. Bezeichne als Weg I, den positiv orientierten Rand von

SN Bs(0) und fiir 7 € (0,0) als [ecr v den positiv orientierten Rand von S N Bs(0)N BT//(O)C.
Wegen

2m—w’
/ |g(r" e R(r" e, A)ir"e® || dt < (2 —2w')  sup  [g(r"e")|M(A,w') — 0
w’ te(w 2r—w’)
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fiir v — 0 folgt

1 1
— A)dz = lim — A)dz = 0.
s [ 9@RE A=t o [ geRE A =0

eck eck,r!!

Die letzte Gleichheit gilt dabei nach dem Cauchy’schen Integralsatz, da ¢ in einer Umgebung von 0
holomorph ist. Somit folgt

1 1 1
g(4) = i 5 9(z)R(z,A)dz = i 5 9(z)R(z,A) dz + i - 9(2)R(z, A) dz
1

= — R(z,A)dz.
i [L9(IRG ) ds
Wir kénnen also oBdA. f(z) = (1 + 2)~! annehmen.
Wir setzen IV := —T'yy, mit r > 1 und I'" :=T'\y ,» mit ' > r (I'yy ., [y v wie im aktuellen Lemma
definiert). Nach dem Cauchy’schen Integralsatz gilt

/,(1 +2) " R(z, A) dz + / (1+2)"'R(z,A)dz = 0, (3.9)

1

da die Summe der Integrale gleich ist einem Integral iiber einen geschlossenen Weg, der im Inneren
/it

keine Singularitit enthiilt. Folglich gilt dies auch fiir den Grenzwert ' — oo. Mit v(t) = r'e’,
te (W, 2r —uw) gilt

/

2m—w’ ] ) ]
/ (1+ r’e”)*lR(r’e’t, A)ir’elt dt
w

/(1 +2) 'R(2, A) dz
.

< (27 —2w') sup H(l + r’eit)_l}l M(A,W") )
te(w’ ,2r—w’)

und
o0

1

teiw (1 + teie)

was zusammen mit (3.9)

/ (14t )1 R(te™’, A)e™ dtH < M(A,w) /

/ 7./

/ (1+2)'R(2,A)dz =0
impliziert. Somit folgt

R L [ 1 .
57 F(1 +2) "R(z,A)dz = 57 1“(1 +2) "R(z,A)dz + 57 1“/(1 +2) "R(z,A)dz
= —R(-1L,A)=(01+A)""1=(1+2"14)

nach der Cauchy’schen Integralformel, da bei der Summe der Integrale ein Integral iiber einen ge-
schlossenen Weg, der im Inneren die Singularitdt —1 enthélt, {ibrig bleibt. [l

3.2.12 Bemerkung. Wie im zweiten Teil des Beweises von Lemma 3.2.10 zeigt man, dass
/ (1+2)2R(z,A)dz = 0.
Daraus folgt

(1+2)"2(A) = QLM /F(1 +2)2R(2, A)dz = —(2 = R(z, A)) (~1) = (1 + A)~2.
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Wir haben nun alle n6tigen Vorarbeiten fiir folgenden Satz geleistet, der Teile von Proposition 3.2.7
verallgemeinern wird.

3.2.13 Satz. Sei ¢ € (w, 7). Dann gilt:
(i) Die Abbildung
£(Sy) — B(X)
Dy ,
4 { g = g4
wobei g(A) wie in (3.7) definiert ist, ist ein Algebrenhomomorphismus.
(i) (z2(142)71) (A) =41+ AL

(iii) Jeder abgeschlossene Operator T', der mit den Resolventen von A kommutiert, kommutiert auch
mit g(A).

(iv) Fiir z € ker(A) gilt g(A)x = g(0)x.

Beweis. (i) Seien zwei Funktionen g1, g2 € £(Ss) mit den Darstellungen g; = f; + c;i(1 + 2)' + d;,
i=1,2mit f; € H5p(Sy) und ¢;,d; € C gegeben. Die Linearitit der Abbildung ® 4 ist klar.

Es bleibt also nur zu zeigen, dass die Abbildung ® 4 auch multiplikativ ist. Wegen der Linearitit der
Abbildung ® 4 reicht es, die gemischten Produkte getrennt zu betrachten, wobei bei den Produkten,
bei denen als mindestens ein Faktor eine Konstante ¢; vorkommt, die Behauptung offensichtlich klar
ist. Das Produkt fifo wurde bereits in Proposition 3.2.7 (i) behandelt, die Aussage fiir fi(1 + 2)~*
folgt sofort aus Proposition 3.2.7 (iii).

Aus Bemerkung 3.2.12 folgt ®4 ((1+2)7%) = (1+ A) 2 =04 ((1+ z)’l)Q.

(ii) Hierfiir betrachtet man

(zl+2)™)A) = (M+z2-D1+2)")(A)=1A) —(1+2) (A =I-(1+4)""
= IT+R(-1,A)=(-1—-A)R(-1,A) + R(—1,A) = A1+ A)~",

(iii) Diese Tatsache folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage in Proposition 3.2.7.

(iv) Unter den Voraussetzungen z € ker(A) und z € p(A) gilt

R(z,A)z = (z—A)~! <:B - iAx) =(z—A)"(z— A);$ = éaj (3.10)

Fir f € Hiy(Sy) und ' € (w, ¢) folgt

f(A)z = L f(2)R(z,A)dz x = b (2)

©2mi Jp, 2mi Jr, =z
w w

dzx = 0x = f(0)z.

Das dritte Gleichheitszeichen gilt dabei nach dem Cauchy’schen Integralsatz, wenn man beachtet, dass
(A)/

[ - |
T —w’

z
35

/ (7”6“) .t

7 —00
—ire dt — 0
re
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Abbildung 3.3: Der Integrationsweg I',/ 5, in Korollar 3.2.15. Die Funktion f ist dabei auflerhalb der
strichlierten Linie holomorph.

und

f(rleit) .1t

r'—0
e dt — 0.
r'et

(A}l
dz = /
—w!
Hier bezeichnet ~, den Kreisbogen um 0 mit Radius r zwischen den Winkeln —w’ und w’ und ~, den
Kreisbogen um 0 mit Radius 7’ zwischen den Winkeln —w’ und w'.
Fiir f(z) = (1 + 2)~! folgt die Behauptung sofort aus
F(A)e = (1+ A)'w = —R(—1, A)z =z = £(0)a,

da —1 € p(A) (vgl. (3.10)).
Fiir f(z) = ¢, ¢ € C, ist nichts zu zeigen.
Somit gilt f(A)x = f(0)z fiir x € ker(A) und f € £(S5y). O

3.2.14 Definition. Wir nennen den Algebrenhomomorphismus

@A:{ g(§¢) : l;gj)) )

aus Satz 3.2.13 den primdren Funktionalkalkiil fiir A als sektoriellen Operator auf Sy.

Ahnlich zu Lemma 3.2.10 wollen wir noch kurz betrachten, was passiert, wenn die Funktion f bei
den Punkten 0 und oo holomorph ist, allerdings an keiner der beiden Stellen polynomiellen Grenzwert
0 besitzt.

3.2.15 Korollar. Sei ¢ € (w,7), und sei f € H*(S4) holomorph bei 0 und co. Dann folgt f € £(S54)

und
FA) = o)+ [ FR(zA)dz,

21
Lot s
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wenn I,y 5 . den Weg wie in Abbildung 3.3 beschreibt. Dabei muss 7 hinreichend gro8 gewihlt werden,
sodass die Funktion f auBerhalb von U,(0) holomorph ist.

Beweis. Die Funktion g(z) := f(z)— f(oc0) liegt offenbar in H§®(S,U{0}) C £(S,), weswegen Definition
3.2.8 die Beziehung g(A) = f(A) — f(co)I und somit f(A) = f(co)I 4+ g(A) impliziert. Lemma 3.2.10

zeigt dann
1

/ 4(=)R(z, A)dz = -
Lours

g(4) = 57 . UG) ~ Fe0)R( A)de (3.11)

21

Wir wollen nun
/ 9(z)R(z,A)dz = / g(2)R(z, A) dz (3.12)
Lors Lot s,
zeigen, wobei r so grof} gewihlt wird, dass die Funktion g auflerhalb von U, (0) holomorph ist. Dafiir
betrachten wir fiir / > r die Wege vy, (t) 1= —te™™" t € [=1, —7], Yo () := re "t € [-214+w, —],
Y30 (t) == te' ¢ € [r,r'] und vy, (t) = r'e,t € [, 27 — W']. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz
folgt

/

Dies gilt auch fiir den Grenzwert ' — oo. Weil g beim Punkt oo polynomiellen Grenzwert 0 besitzt,
folgt

g(z)R(z,A)dz + /

/72,7"

9(2)R(z,A)dz +/

73,7‘/

9(2)R(z,A)dz + / 9(2)R(z,A)dz=10. (3.13)

1,7/ 74,7”’

2m—w’
/ (' eYR(r'e™ A)ir e’tH dt < (2m —2w')  sup Hg it )| M(A )T;%OO
w’ te(w’ 2mr—w’
Aus Zeile (3.13) konnen wir also
0= lim </ 9(2) zAdz—i—/ R(z, A) dz+
e Y1,/ V2,0’
+/ g(z)R(z, A) dz+/ dz)
73,7“/ 74 r!
:/ 9(2)R(z,A)dz + lim 9(z2)R(z,A)dz + lim / g(z)R(z,A)dz
Y2,r =00 V1,0’ =00 Y3,

:/, () R(z, A) dz

w',r

herleiten. Daher gilt

/F SRy /F

womit wir (3.12) gezeigt haben.
Wir konnen also in Zeile (3.11) den Integrationsweg I, 5 durch den geschlossenen Weg I,/ 5 ersetzen.
Anwendung des Cauchy’schen Integralsatzes zeigt jetzt auf Grund der Holomorphie der Resolvente
auBlerhalb des Spektrums von A

g()R(z, A) dz — /

9(2)R(z,A)dz = / 9(2)R(z,A) dz,
Fw’m

w’,8 Fw/,&r

1

- A _

i ), SCIRG A= =0,
was schlussendlich

1
FA) = Floal 4 9(4) = fe) + 5 | F)R( A)d
'8

impliziert. U

37



3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

3.3 Fortsetzung des primaren Funktionalkalkiils fiir sektorielle Operatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt den bisher entwickelten Kalkiil fiir sektorielle Operatoren auf die
Resultate aus Kapitel 2 anwenden.

3.3.1 Proposition. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7) und sei ¢ € (w, 7). Dann
ist das Tripel
(€(S¢)v M(S¢)a D4)

ein meromorpher Funktionalkalkiil fiir A.

Beweis. Da nach Satz 3.2.13 die Abbildung ®4 : £(S4) — B(X) einen Algebrenhomomorphismus
darstellt und (14 z)~! € £(S,) gilt, wobei ®4((1+2)"1) = (1+2)"1(A) = (1 + A)~! injektiv ist, ist
(E(Sg), M(Ss),®4) ein nicht-degenerierter abstrakter Funktionalkalkiil.

Um zu zeigen, dass es sich um einen meromorphen Funktionalkalkiil fiir A gem#f3 Abschnitt 2.2 handelt,
miissen wir noch die Punkte (i) und (ii) in Definition 2.2.1 nachpriifen. Punkt (i) gilt, da nach Beispiel
3.1.20 die Funktion e(z) := (1+2)~1 € £(S,) ein Regularisierer fiir die Funktion z ist und wegen Satz
3.2.13, (ii), die Beziehung

2(A) = (P ale(2)) T Pale(2)2) = (1+A) Tzl +2)HA) =1+ ADA1+A)T=A

gilt. Fiir Punkt (ii) beachte, dass ein Operator 7' € B(X), der mit A kommutiert, auch mit den
Resolventen von A kommutiert, und beniitze Satz 3.2.13, (iii). O

Da wir nun einen meromorphen Funktionalkalkiil zur Verfiigung haben, wollen wir in Folge die
Notation an Abschnitt 2.2 anpassen.

3.3.2 Definition. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0,7) und sei ¢ € (w, 7). Wir
bezeichnen mit

M(Sp)a :={f € M(Sy) : es gibte € £(Sy), sodasse(A) injektiv undef € £(Sy)}

die regularisierbaren Funktionen.
Fiir eine Funktion f € M(S4)a definieren wir den Operator f(A) durch

F(A) = e(A) " (ef)(A),
wenn e € £(54) ein Regularisierer der Funktion f ist.

Unter gewissen Voraussetzungen kénnen wir Regularisierer finden, die noch zusétzlichen Bedingun-
gen gentigen.

3.3.3 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0,7), sei ¢ € (w,7) und sei f €
M(Sg)a. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Man kann immer einen Regularisierer e € £(Sy) fiir die Funktion f mit der Eigenschaft e(co) =0
finden.

(ii) Sei A zusitzlich injektiv. Dann existiert ein Regularisierer e € H§5(Sy) fiir f.

Beweis. Sei d ein Regularisierer fiir f. Betrachtet man ej(2) := (14 2)~1d(2) € £(Sy), so ist e1(A4) =
(14 2)71d(2))(A) = (14 A)~d(A) injektiv und wegen e1 f = (1 + z)"1df € £(Sy) ein Regularisierer
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

fiir f mit e;(0o) = 0. Somit gilt (i). Fiir (ii) betrachte man die Funktion es(2) := z(1 + 2)~2d(z), die
wegen Beispiel 3.1.20 in H((Ss) liegt. Wegen der Injektivitdt von A und der Gleichung

e2(A) = (2(1+2)72d(2)) (A) = (2(1+2) ") (A)(1 + 2) " (A)d(4) = A(L+ A) (1 + A)~1d(A)

folgt, dass der Operator es(A) injektiv ist. Mit der Tatsache eaf € £(Sy4) erweist sich ey also als
Regularisierer fiir f, der (ii) erfiillt. O

3.8.4 Bemerkung. Fiir zwei Winkel ¢1 > ¢ > w betrachten wir M(Sy, ) auf natiirliche Art und Weise
als Unteralgebra von M (Sy,), genauso wie dabei die Inklusion £(Sg,) € M(Sy,) gilt. Die zugehorigen
meromorphen Funktionalkalkiile sind dann nach Proposition 2.1.14 konsistent, d.h. der Operator f(A)
fir f € M(Sg,)a € M(S4,)a arbeitet in beiden Funktionalkalkiilen gleich.

3.3.5 Definition. Wir definieren die Menge
E[Su] == {f € O(S,) : fhat Fortsetzung zu Funktion aus £(Sy) fiir ein¢ > w}. (3.14)

Unter H*°[S,,] bzw. H§G[S.] verstehen wir die analogen Ausdriicke, wenn man in Zeile (3.14) £ durch
H*® bzw. HgY, ersetzt.

3.3.6 Bemerkung. Wir werden die Fortsetzung einer Funktion f € £[S,] auf £(Sy) fiir einen Winkel
¢ > w ebenfalls mit f bezeichnen, was aber zu keinen Missversténdnissen fithren sollte.

3.3.7 Bemerkung. Da die Inklusion &£[S,] C
M(S,,) auffassen. Das Tripel (£]S,], M(S,), @
von Abschnitt 2.2.

M(S,) gilt, kénnen wir £[S,] als Unteralgebra von
A) ist also ein meromorpher Funktionalkalkiil im Sinne

3.3.8 Definition. Wir nennen den meromorphen Funktionalkalkiil
(€[Su], M(S0), @)

den natirlichen Funktionalkalkil fir A als sektoriellen Operator auf .S,,.

3.3.9 Bemerkung.

e Es gilt
M(S)a= | M(Sy)a.
p€(w,m)
Hat man n#mlich eine Funktion f € M(S,)a gegeben, so gibt es einen Regularisierer e €
E[S.]. Also gilt ef € £[S,] und daher auch e,ef € £(Sy) fiir einen geeigneten Winkel ¢ >
w. Insbesondere folgt daraus f = % € M(Sy), und f ist regularisierbar, weshalb f auch in

U¢E(w,7l') M(S¢)A hegt

Hat man umgekehrt ein f € (Jye(, ) M(Sp)a gegeben, so existiert ein Winkel ¢ € (w, 7), sodass
f € M(Sy)a. Daher gibt es einen Regularisierer e € £(Sy) fiir f. Offenbar gilt dann aber auch
e,ef € E[Sy], was f € M(S,)a impliziert.
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

o Es gilt
H(A) ={f € M(Su)a: f(4) € B(X)},
vgl. Abschnitt 2.2.

Wir wollen jetzt einige weitere niitzliche Eigenschaften bringen, die in unserem meromorphen Funk-
tionalkalkiil gelten. In Wahrheit handelt es sich dabei hauptsidchlich um die Eigenschaften, die wir
schon in Proposition 2.1.10 fiir abstrakte Funktionalkalkiile betrachtet haben. Es erweist sich aber als
niitzlich, sie mit unserer jetzigen Notation noch einmal zu formulieren.

3.3.10 Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7). Fiir den meromorphen Funktio-
nalkalkiil (£[Sy], M(Sy), ®4) fiir A gelten dann folgende Aussagen:

(i) Sei f € M(S,)a. Wenn ein Operator T' € B(X) mit A kommutiert, so auch mit f(A).
Wenn f(A) € B(X) gilt, dann kommutiert f(A) mit A.

(ii) Es gilt 1(A) = I, wobei 1 die Einsfunktion bezeichnet, und z(A) = A.
(iii) Fiir f,g € M(S,)4 gelten die Beziehungen
f(A) +g(A) € (f+9)(A)

und
f(A)g(A) € (f9)(A),
wobei fiir die Definitionsbereiche dom(f(A)g(A)) = dom((fg)(A)) Ndom(g(A)) gilt.

(iv) Falls f € M(S,)a und g € H(A), dann gilt in Punkt (iii) Gleichheit.
(v) Fiir f,g € M(S,)a mit fg =1 folgt, dass f(A) injektiv ist und f(A)~! = g(A).
(vi) Die Abbildung

ist ein Algebrenhomomorphismus.

(viil) Wenn f € H(A) mit f(A) injektiv, dann folgt

fiir g € M(SW)A
(viii) Fir p e Cgilt (p—2)(A) = p— A.
(ix) Sei A € C und f € M(S,)a. Dann gilt

1

o) eEM(S,)a <= A— f(A)ist injektiv.

In diesem Fall gilt
A= f())7HA) = (A= f(A)
Insbesondere gilt A € p(f(A)) genau dann, wenn (A — f(2))~! € H(A).
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Beweis. Dieser Satz ist nur eine Umformulierung von Proposition 2.1.10, wenn man beachtet, dass in
Punkt (i) Definition 2.2.1, (ii), eingeht und wir fiir Punkt (ii) die Tatsache z(A) = A bereits bewiesen
haben. 0

3.3.11 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0,7), sei f € M(S,)a und sei
A € S,,. Dann gilt zumindest eine der folgenden Aussagen:

(i) Es gibt ein ¢ € C und « > 0, sodass f(z) —c = O(|z|%) fiir z — .

(ii) Der Operator A — A ist injektiv.
Beweis. Sei e € £[S,] ein Regularisierer fiir f. Daher gilt ef € £[S,]. Angenommen die Funktion f
erfiillt die Bedingung (i) nicht und es gelte A # 0. Dann hat f eine Singularitéit bei A, die ein Pol ist,

da es sich bei f um eine meromorphe Funktion handelt. Da die Funktion ef € £[S,] beschrinkt ist,
folgt sofort e(\) = 0. Dies impliziert

h(z) := € &[S,

Die Funktion A hat n&mlich immer noch endliche polynomielle Grenzwerte bei 0 und oo und ist
beschrénkt auf einem geeigneten Sektor Sy mit ¢ > w. Somit gilt auch h(z)(z — A) = e(2) € E[S.].
Daraus folgt mit Satz 3.3.10, (iii),

e(4) = (h(2)(z = A)) (4) 2 h(A)(A = A).

Da e(A) injektiv ist und h(A) € B(X), muss A — A schon injektiv sein. Somit gilt in diesem Fall
Bedingung (ii).

Angenommen, es gelte nun A = 0, und sei Bedingung (ii) nicht erfiillt, d.h. A ist nicht injektiv,
hat also nichttrivialen Kern. Fiir x € ker(A) gilt nach Satz 3.2.13 die Beziehung e(A)x = e(0)z.
Wegen der Injektivitét von e(A) folgt daraus e(0) # 0. Wir betrachten nun

(e(2)f(2) = €(0)£(0)) = f(0)(e(2) — (0))
e(2) '

Da sowohl e € £[S,], als auch ef € £[S,] gilt, haben beide Funktionen bei 0 endlichen polyno-
miellen Grenzwert. Daher gelten fiir betragsméflig hinreichend kleine z die beiden Ungleichungen
le(2) f(2) — e(0)£(0)] < C|z|® und |e(z) — e(0)] < C|z)? fiir C,C,a, > 0, woraus wir (mit neuer
Konstanten C’ > 0)

f(z) = £(0) =

»|min{e,8}
() - FO)] < cW

folgern kénnen. Die letzte Ungleichung gilt hier, da |e(z)| > \@\ fiir z nahe bei 0. Somit haben wir
Bedingung (i) bewiesen. O

!

2 )
e min{a,5}
¢(0) ‘ g

3.3.12 Korollar. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7) und sei f € M(S,,)4. Wenn
A nicht injektiv ist, so gilt f(A)z = f(0)z fir alle x € ker(A).

Beweis. Da der Operator A nicht injektiv ist, folgt aus Lemma 3.3.11 die Existenz des Grenzwertes
f(0). Sei e € £[S,] ein Regularisierer fir f. Es folgt fiir z € ker(A)

f(A)z = e(A) " (ef)(A)z = e(A) " (ef)(0)z = F(0)e(A)'e(0)z = f(0)e(A)'e(A)z = f(0)z,
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3 Der meromorphe Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

wobei hier beim zweiten und vierten Gleichheitszeichen Satz 3.2.13, (iv), eingeht. O

3.3.13 Lemma. Fiir f € O(S,,) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f hat eine Fortsetzung zu einer Funktion aus £(Sy) fiir ein ¢ > w.

(ii) f hat eine Fortsetzung zu einer Funktion aus O(Sy) fiir ein ¢ > w mit endlichen polynomiellen
Grenzwerten bei 0 und oo.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist klar. Wir zeigen nun die umgekehrte Implikation (i) = (i).
Sei dafiir g € O(S4) eine Fortsetzung von f auf den Sektor Sy fiir ein geeignetes ¢ > w mit den
Eigenschaften aus (ii). Da ¢ endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 hat, existiert ein r > 0, sodass
g auf B.(0) NSy beschrénkt ist. Wegen des endlichen polynomiellen Grenzwertes bei oo gibt es auch

ein ' > r, sodass g auf Br/(())c NSy beschriankt ist. Wegen der Holomorphie der Funktion g auf dem
Sektor Sy ist g auch auf der kompakten Menge Sy N B, (0) N B,(0) fiir ein ¢ € (w, $) beschrinkt.
Daher gilt g € H*(Sy ), und (ii) impliziert die Existenz einer Fortsetzung von f zu einer Funktion
aus H>(S4 ). Wegen der endlichen polynomiellen Grenzwerte bei 0 und oo liegt die Fortsetzung somit
in £(Sy ), wobei ¢' > w. O

3.4 Funktionen von polynomiellem Wachstum und injektive Operatoren
In diesem Abschnitt wollen wir Teilmengen von M(S,,) 4 mit gewissen Eigenschaften genauer betrach-

ten. Diese hier gewonnenen Erkenntnisse werden wir dann u.a. beim Beweis der Kompositionsregel in
unserem meromorphen Funktionalkalkiil benotigen.

3.4.1 Definition. Wir definieren
A(Sg) = {f € O(Sy) : f(2)(1 4 2)™" € E(Sy) fiir einn € N}

und
A[S,] :=={f € O(S,) : fhat Fortsetzung zu Funktion aus A(Sy) fiir ein¢ > w}.

3.4.2 Lemma. Fiir f € O(S,,), sodass f eine Fortsetzung zu einer Funktion aus O(Sy) fiir ein gewisses
¢ > w hat, sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt f € A[S,].

(ii) Die Funktion f hat fiir ein gewisses ¢ € (w, ¢] die folgenden Eigenschaften:
1) Es gibt ein a € R, sodass fls,(2) = O(|2|*) fiir z — oo.

2) Die Funktion f|g, hat endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0.

(iii) Es existieren c € C, n € N und F € Hgy[Su] mit f(z) = ¢+ (1 + 2)"F(2).
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Beweis. (i) = (ii): Auf Grund der Voraussetzung f € A[S,] existiert ein n € N, sodass g(z) :=
f(z2)(1+2)~™ € £[S,]. Da g beschrinkt ist, hat die Funktion f(z) = g(2)(1+42)™ maximal polynomielles
Wachstum bei co. Somit gilt Bedingung 1) in (ii). Bedingung 2) folgt sofort, wenn man beachtet, dass
g € £[S,] einen endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 hat und sich diese Tatsache offenbar auf f
iibertragt.

(ii) = (iii): Sei @ wie in Punkt (ii) und wéhle n > «a. Definiere damit die Funktion

_ f(z) = f(0)

Fiir z nahe bei 0 gilt dann

— f(0 B
(14 2)" |1+ z|"
fiir geeignete B, C > 0. Die erste Ungleichung gilt hier, da f endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0
hat. Somit hat F' polynomiellen Grenzwert 0 bei 0. Um zu zeigen, dass F' polynomiellen Grenzwert 0
bei oo hat, betrachten wir fiir z in einer hinreichend kleinen Umgebung von 0

N _ S -ro] iG] 15o)
()] - [P phar
Hal

= et

wobei C,C' > 0. Der erste Term liisst sich dabei wegen Voraussetzung 1) von Punkt (ii) so abschétzen.
Anwendung von Beispiel 3.1.20, (ii), liefert wegen n > « nun unmittelbar, dass die Funktion F
polynomiellen Grenzwert 0 bei oo hat. Mit Lemma 3.3.13 folgt F' € H§G[S,]. Umformen ergibt (iii).
(iii) = (i): Aus der Voraussetzung f(z) = ¢+ (1 + 2)"F(z) folgt sofort

fEA+2)7" =c(l4+2)"" + F(z2) € €[S.],

da F(z) € H55[Sw] und c(1+ 2)™" € E[S,]. O

3.4.3 Korollar. Fiir A € Sect(w) gilt A[S,] C M(S,)a.

Beweis. Zu f € A[S,] gibt es ein n € N mit f(2)(1 4+ 2)™" € £(Sy) fiir passendes ¢ € (w, 7). Die
Funktion (1 + z)~" ist offensichtlich ein Regularisierer fiir f. O

3.4.4 Proposition. Sei A € Sect(w). Fiir f € A[S,] gelten folgende Aussagen.
(i) Wenn A € B(X) gilt, so auch f(A) € B(X).

(ii) Fiir alle p € C gilt
[(z = W) f()I(A) = (A = p) f(A).

Beweis. (i) Fur f € A[S,)] existiert ein n € N, sodass F(z) := f(2)(1 +2)™" € £(Sy) fiir ein ¢ > w,
wobei (1 + 2z)™" ein Regularisierer fiir f ist. Somit folgt f(A) = (1 + A)"F(A). Wenn also A ein
beschrénkter Operator ist, dann gilt auch f(A) € B(X).
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(ii) Wenn (1 + 2)~™ ein Regularisierer fiir f ist, so ist (1 + z)™"~! ein Regularisierer fiir die Funktion
(z — p)f(2). Fir F(z) := f(2)(1 + 2)~™ berechnen wir

o (WW) (4)

= mfENA) = (A (i
(1+ A (A = p) (1 + A) ' F(A)
= (A= @1+ A1+ AT
( Y

A= w)(1+ AF(4) = (A ) f(A).

Bei der zweiten Gleichheit geht dabei ein, dass sowohl 1%, als auch £~ in £[S,] liegen, vgl. dazu
auch Satz 3.2.13, (ii). Die dritte Gleichheit gilt wegen Lemma 1.4.5. O

Sei nun A ein injektiver, sektorieller Operator. Wir wollen in diesem Fall eine weitere Menge von
Funktionen definieren, die unsere eben definierte Menge A erweitern wird.

3.4.5 Definition. Wir definieren die Funktion

7(2) == 2(1+2)72

3.4.6 Bemerkung. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0, ).
(i) Offensichtlich gilt 7 € H§G[S,]-

(ii) Da der Operator A injektiv ist, iibertrigt sich die Injektivitéit auch auf den Operator 7(A4) =
A(1 + A)=2 € B(X). Fiir seine Inverse gilt dann

T(A) T =(14+A4)2A " =24+ 44471
wobei dom(7(A)™1) = dom(A) Nran(A).

(iii) Insbesondere folgt, dass es sich unter den gegebenen Voraussetzungen an den Operator A bei
der Funktion 7 um einen Regularisierer handelt.

3.4.7 Definition. Wir definieren fiir einen Winkel ¢ € (0, 7] die Mengen von Funktionen
T(Sy) :={f € O(Sy) : 7(2)" f(2) € H3H(Sy) fiir einn € N} .

und
T[S.] :=={f € O(S,) : fhat Fortsetzung zu Funktion aus 7 (Sy) fiir ein ¢ > w}.

Es gelten nun folgende niitzliche Eigenschaften.
3.4.8 Proposition. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7). Dann gilt:
(i) Die Mengen 7 (Sg) und 7S, sind Algebren, die 7(Sy) 2 A(Sg) und 7[S,] D A[S,] erfiillen.

(ii) Fiir eine Funktion f € O(S,,), die eine Fortsetzung zu einer Funktion aus O(Sy) fiir ein gewisses
¢ > w hat, gilt f € T[S,] genau dann, wenn folgende zwei Eigenschaften mit einem ¢ € (w, ¢]
erfiillt sind:
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1) Es existiert ein 81 € R mit flg, (2) = O(|z|) fiir z — 0.

2) Es existiert ein fy € R mit f|g, (2) = O(|z|?) fiir z — oo.

(iii) Die Algebra H>°(Sy) ist eine Unteralgebra von 7 (S,). Entsprechend ist auch die Algebra H*°[S, ]
eine Unteralgebra von 7[S,].

(iv) Es gilt T[S,] € M(Sy,)a.

Beweis. (i) Dass 7(Sy) eine Algebra ist, ist klar nach Definition und der Tatsache, dass H§5(Sy) eine
Algebra ist. Fiir die zweite Aussage sei eine Funktion f € A(Sy) gegeben. Es gibt also ein n € N,
sodass f(2)(1+ 2)™" € £(S,). Da die Funktion 2 auch in £(S,) liegt (vgl. Beispiel 3.1.20), folgt

(14+2)"
7(2)"f(2) = mf(z) = mf(z)(l +2)7" € E(Sp).

Da die (polynomiellen) Grenzwerte bei 0 und oo aber offensichtlich beide 0 sind, folgt 7(2)"f(z) €
HE(Sg), also f € T(Sy).

Analoges gilt fiir die Mengen 7[S,] und A[S,].

(ii) Sei f € T[Sy]. Dann gilt fiir passendes n € N und passendes ¢ > w, dass 7(2)" f(2) € HgH(Ss),
was filir 2z hinreichend nahe bei 0 die Tatsache |7(2)" f(2)| < C|z|* mit o > 0 impliziert. Daraus folgt

114 2|?"
|2|™

[f(2)] < Ol <2027,

also erfiillt f Bedingung 2). Beim Punkt co argumentiert man analog.
Fiir die andere Richtung sei f eine holomorphe Funktion, die 1) und 2) erfiillt. Wahle n € N mit
n > (31 und n > f2. Somit folgt £ +n > 0 und n — B2 > 0. Wegen Bedingung 1) gilt dann mit C' > 0

2]
I7(2)" ()] < CIZI‘%W < 2Cz|M"

fiir z hinreichend nahe bei 0. Bedingung 2) impliziert

() Ozl FC)
z z z
wenn 2z hinreichend nahe bei 0 liegt. Mit Lemma 3.3.13 haben wir also 7(2)"f(2) € Hgp(Sy) und
somit f € T[S,].

(iii) Diese Tatsache folgt sofort aus Punkt (ii), da Funktionen aus H*°(Sy) beschrénkt sind. Man kann
daher 81 = B2 = 0 wéhlen.

(iv) Da der Operator A injektiv ist, ist 7(A) und somit offenbar auch 7(A)" injektiv, vgl. auch Be-
merkung 3.4.6. Nach Definition von 7[S,] ist 7(2)" offenbar ein Regularisierer fiir Funktionen aus

T1S.].

B2

n

=C 2" P2 |z + 1|72 < 202",
z
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3.5 Die Kompositionsregel fiir den Funktionalkalkiil fiir sektorielle
Operatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt die Kompositionsregel der Form f(g(A)) = (f o g)(A) fiir sektorielle
Operatoren A und geeignete Funktionen f und g beweisen. Es liegt dabei auf der Hand, dass diese
Beziehung nicht fiir beliebige Funktionen gelten kann. Zum einen miissen die Funktionalkalkiile fiir A
und g(A) geeignet zusammenpassen, zum anderen muss die Funktion g in einen Sektor hinein abbilden,
damit man im Definitionsbereich von f landet. Trotz dieser Einschrankungen wird die Kompositions-
regel ein wichtiges Werkzeug sein, das wir im darauffolgenden Kapitel 6fters anwenden werden.

Da der Beweis der Kompositionsregel recht lang ist, werden wir ihn der Ubersichtlichkeit halber in
mehrere Teile aufspalten.

3.5.1 Satz (Kompositionsregel). Seien der Operator A und die Funktion g so gew#hlt, dass sie die
folgenden Bedingungen erfiillen:

(a) A € Sect(w) fiir w € [0,7),
(b) g € M(S,)a und g(A) € Sect(w') fiir ' € [0, 7),

(c) fiir jeden Winkel ¢’ € (u',7) gibt es einen Winkel ¢ € (w, ), sodass g € M(Sy) und g(Sy) C
Sy(C C).

Dann gilt fog € MJ[S,]a und

fiir alle f € M(Sw’)g(A)-

3.5.2 Bemerkung. Wenn die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Satz 3.5.1 erfiillt sind, dann gilt fiir die
Funktion g offenbar auch g(S,) C S..

3.5.3 Lemma. Wenn die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Satz 3.5.1 gelten, und g = ¢ konstant ist,
dann gilt die Kompositionsregel (f o g)(A) = f(g(4)) fiir f € M(S.)ga)-

Beweis. Wenn g = ¢ konstant ist, dann folgt g(A) = cI. Wegen (c) gilt ¢ € S,,. Wir unterscheiden die
Falle ¢ # 0 und ¢ = 0.

1. Fall: Sei ¢ # 0. Es gilt (fog)(z) = f(c), was (fog)(A) = f(c)I impliziert. Sei nun ein Regularisierer
e € £[S,/] fiir die Funktion f gegeben. Es gilt dann

Flg(A)) = e(g(A)) " (ef)(g(A)).

Man beachte, dass wir uns hier im Funktionalkalkiil fiir g(A) befinden! Wegen ef € £[S,/] kénnen wir
sie in der Form ef = h 4 di(1 4+ 2)~ + dp mit h € HEo[S.r] und dy, ds konstant zerlegen, siehe auch
Definition 3.2.8. Fiir den Ausdruck h(g(A)) gilt dann

hg(A) = / B(OR(C. g(A)) d¢ = / B(O)(C — g(A)) " d¢
= ([oc-arac) r=ner,
T

wobei I' einen geeigneten Weg geméf Definition 3.2.3 bezeichnet. Die letzte Gleichheit gilt dabei nach
der Cauchy’schen Integralformel und Lemma 3.2.4, da ¢ wegen Bemerkung 3.5.2 nicht auf dem Weg
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I" liegen kann.
Die Gleichheit (1 + g(A))™! = (1 + ¢)7'1 ist klar.
Setzt man diese Resultate nun zusammen, so erhilt man

(ef)(g(4)) = h(g(A)) +di(1+g(A)~" +dal
= h()+di(14¢)7 '+ dod = (ef)(c)T = e(c) f(c)I.

Auf analoge Art und Weise bekommt man auch e(g(A)) = e(c)I, und daher folgt f(g(A)) = f(c)I =
(f 0 g)(A).

2. Fall: Sei ¢ = 0. Somit gilt g(A) = 0, womit der Operator g(A) nicht injektiv ist und ker(g(A)) = X
gilt. Nach Lemma 3.3.11 existiert also ein ¢ € C und a > 0, sodass f(z) — ¢ = O(|z|%) fiir z — 0.
Daher existiert der Grenzwert f(0) := lim, o f(2), fiir den zusétzlich (f o g)(z) = f(0) und daher
(fog)(A) = f(0)I gilt. Um f(g(A)) zu betrachten, bemiihen wir Korollar 3.3.12 und erhalten

f(g(A))z = f(0)z = (fog)(A)z

fir alle « € ker(g(A)) = X. Da obige Bezichung fiir alle z € X gilt, folgt Gleichheit der Operatoren
und somit f(g(A)) = (f o g)(A) auch in diesem Fall. O

Wir kénnen somit ab jetzt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Funktion g
nicht konstant ist. Mit Hilfe des Satzes der Gebietstreue erhalten wir also statt Bedingung (c) von
Satz 3.5.1 die stérkere Eigenschaft

(c’) Fiir jeden Winkel ¢’ € (&', m) gibt es einen Winkel ¢ € (w, ), sodass g € M(Sy) und g(S4) C
Sy(C C).

Wir wollen nun Satz 2.2.4 anwenden. Um die Voraussetzungen davon zu erfiillen, verwenden wir das
Tripel
(g[sw]v M(Sw)a (I)A)

als meromorphen Funktionalkalkiil fiir A und das Tripel
(S[Sw’]v M(Sw’)a q)g(A))

als meromorphen Funktionalkalkiil fiir g(A). Weiters ist die Funktion ¢ : S, — S, holomorph. Satz
2.2.4 zeigt nun, dass es bereits ausreicht, die Kompositionsregel fiir f € £[S,,] zu beweisen.
Zusammenfassend gilt also folgendes Resultat.

3.5.4 Korollar. Fiir ein nichtkonstantes g gelten die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Satz 3.5.1.
Dann folgen die Aussagen fog € M(S,)a und (fog)(A) = f(g(A)) fiir alle f € M(S.)ga) bereits

dann, wenn sie fir alle f € £[S,,] gelten.

3.5.5 Lemma. Fiir ein nichtkonstantes g gelten die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Satz 3.5.1, und
es sei f € £[S,y]. Dann gilt:

(i) foge H®[S,]NM(S,)a4.

(ii) Sei zuséitzlich A nicht injektiv. Dann hat die Funktion f o g endlichen polynomiellen Grenzwert
bei 0.
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Beweis. Wegen der Voraussetzung f € E[S/|(C H*>[S./]) gilt offenbar fog € H*®[S,]. Zu zeigen
bleibt daher noch fog € M(S,)a. Wir unterscheiden dafiir zwei Félle.
1. Fall: Sei der Operator A injektiv. Dann folgt mit Hilfe von Proposition 3.4.8, (iii) und (iv), unmit-
telbar die Behauptung f o g € M(S,)a4, also gilt (i) in diesem Fall.
2. Fall: Sei nun der Operator A nicht injektiv. Wir wollen zuerst zeigen, dass f og endlichen polynomi-
ellen Grenzwert bei 0 hat. Nach Lemma 3.3.11 hat die Funktion g endlichen polynomiellen Grenzwert
¢ bei 0. Im Fall ¢ = 0 gilt daher |g(z)| < C|z|* mit C' > 0, > 0 fiir z hinreichend nahe bei 0. Wegen
f € &[Sy] gilt

£(2) = d < D2/ (3.15)

mit d € C,D > 0,0 > 0. Insgesamt ergibt sich
£(9(2)) = d| < D|g(2)|” < DC?|2|*".

Dabei muss z betragsméBig so klein sein, dass g(z) hinreichend nahe bei 0 liegt, um Ungleichung (3.15)
zu erfiillen. Dies ist aber moglich, da g(z) — 0 fiir z — 0.

Im Fall ¢ # 0 gilt die Ungleichung |g(z) — ¢| < C|z|* mit C' > 0, > 0 fiir z hinreichend nahe bei 0.
Wegen (c) gilt ¢ € S,/\{0} C Sy fiir geeignetes ¢’ > w’. Da die Funktion f bei ¢ holomorph ist, gibt
es eine Konstante E > 0, sodass fiir z nahe bei 0 die Ungleichung

[f(e+2) = fo)] < Elz]

gilt, vgl. dazu auch den Beweis von Lemma 3.1.19. Fiir passende kleine z gilt dann die Ungleichungs-
kette

1£(9(2)) = f() = [f(9(2) —c+¢) = fle)| < Elg(z) — o] < CE|2|%,

womit auch in diesem Fall die Funktion f o g endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 hat. Somit gilt
(ii). Punkt (i) folgt jetzt sofort mit Lemma 3.4.2 und Korollar 3.4.3. O

Beweis (von Satz 3.5.1). Nach Korollar 3.5.4 reicht es aus, die Behauptungen fiir Funktionen f €
E[S.] zu zeigen. Die Tatsache fog € M(S,)4 haben wir bereits in Lemma 3.5.5 gezeigt. Wir miissen
daher nur noch

f(g(A)) = (fog)(4)
fiir f € £[S.] zeigen, wobei wir wegen Lemma 3.5.3 g als nicht konstant annehmen kénnen.
f ldsst sich schreiben als
d
f(z) = fi(2) + T4, ¢
wobei fi € H{3[Sw] und ¢,d € C. Falls f(2) = ¢, so gilt die Kompositionsregel offenbar. Wenn

f(z) = #‘lz, dann folgt die Aussage aus Satz 3.3.10, (ix), da

1

o) =d+ () = (1

)@= on),

Wir kénnen also ohne Beschrénkung der Allgemeinheit weiters annehmen, dass f € Hg[S.]-

Sei wy € (W', ) so gewiihlt, dass f auf dem Sektor S, holomorph ist. Bezeichne mit I' den in positiver
Richtung orientierten Rand des Sektors S, fiir geeignetes w} € (w', wy). Wir withlen nun einen Winkel
¢ € (W,w]). Wegen Bedingung (¢’) finden wir dann einen Winkel ¢ € (w, ), sodass die Inklusion
g(Ss) C Sy gilt. Fiir festes A ¢ Sy ist die Funktion (A — g(2))~! nun beschrénkt und holomorph auf
dem Sektor Sy, wobei (A — g(2))~! € H(A). Wegen Voraussetzung (b) gilt A € p(g(A4)) und daher
erhalten wir

o) = o [ sorogan i =5 [ oo (

21 Ind

1

)\—g(z)) (A)d.
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Wir miissen nun wieder zwei Fille unterscheiden.

1. Fall: Der Operator A ist injektiv. Dies ist der leichtere Fall, da wir die Funktion 7(z) = 2(1+42) 2
H§% [Sw] als Regularisierer fiir f og verwenden kénnen. Da ndamlich nach Lemma 3.5.5, fog € H*®[S,)]
gilt, folgt wegen Lemma 3.1.12, 7(2)(fog)(2) € H§p[Su]- Bezeichne I' nun einen Weg geméf Definition
3.2.3, der innerhalb des Sektors Sy verlduft, aber links vom Sektor S, liegt. Wir berechnen jetzt

f(g(4)) = T(A)_lT(A)f(g(A))
f( )T(A)R(A, g(A)) dA

27rz
z

- “A>5;a/f“><1+@<x maQ‘MdA

- 271'2)2///Ff 1+ 2)2 )\ (o) Bl A) dzdX
1

—_

- - —1L z f( ) 5 .
= T(A) 5 /F( T 2 2mi o 3= g(a )dAR( LAY d
B L[ fg(2)z

= 71(A) 1ﬂ 02 ——"—R(z,A)dz

= (A7 7 (2)(f o 9)(2)) (4)

= (fog)(A).

Das erste Gleichheitszeichen ist dabei klar wegen 7(A) € B(X). Bei der vierten Gleichheit geht ein,
dass 7(2)(A —g(z))7! € HEo[S0], da (A — g(2))~! beschrinkt ist. Das sechste Gleichheitszeichen gilt
dabei nach Lemma 3.2.4 und der Cauchy’schen Integralformel, da g(z) € Sy mit ¢’ < w]. Beim fiinften
Gleichheitszeichen vertauschen wir die beiden Integrale mit Hilfe des Satzes von Fubini. Um diesen
anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dass nach Abschétzung der Resolvente der Integrand

auf I' x IV produktintegrierbar ist. Es gilt

1 )1 A
TNET 0 9@ ~ X G+ 222 —g() (8.16)

Aus f € Hy[S,] leitet man die Integrierbarkeit des ersten Faktors nach A her. Der zweite Faktor
ist offenbar nach z integrierbar. Der dritte Faktor ist nach Lemma 3.2.5 durch C¢”wi gleichméfig be-
schrankt. Daher folgt die Produktintegrierbarkeit, was die Anwendung des Satzes von Fubini ermdglicht.
Somit ist im 1. Fall die Kompositionsregel gezeigt.

2. Fall: Der Operator A ist nicht injektiv. Nach Lemma 3.3.11 hat dann die Funktion ¢ endlichen
polynomiellen Grenzwert ¢ := lim, .9 g(z) bei 0. Wir wéhlen nun fiir die Funktion ¢1(z) := g(z) —

einen Regularisierer & € £[S,,], der &(co) = 0 erfiillt, vgl. Lemma 3.3.3. Mit e := &2 folgt eg; € HE3[S0],
da eg; endlichen polynomiellen Grenzwert bei 0 und oo besitzt und dieser offenbar an beiden Stellen
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0 betrdgt. Wir berechnen jetzt

Fo(4) = e(A) " e(A)f(g(4))
= () /F/f( Je(A)R(\, g(A))
= ety [0 <A j(z)
T )
- e
= 6(141)—1271m,/r/f(x)<(A g;((z);gi ) YA+ e 121m/r )J\c(_)\)cdke(A)
= o [0 () W sr

Das fiinfte Gleichheitszeichen gilt dabei, da fiir A ¢ Sy beide Summanden innerhalb der Klammer in
E[S.,] liegen - in der Tat gilt sogar % € H{[Sw]. Die letzte Gleichheit folgt wiederum aus
Lemma 3.2.4 und der Cauchy’schen Integralformel. Bezeichne I' nun einen Weg wie im ersten Fall.
Dann gilt

. g1(2)e(2)
fla(d) = e / ,f“)(@—;(zw—c)

— e(A) ! 1 1 (91€)(2) 5 . c
= e(4) 2m/fmzm S g e A dzdy+ o)1

) (A)dA+ f(e)I

<A —1g<z> ) : ) dA) e(2)R(z, A)dz + f(c)]

1
27m <27T —c
_ IO 00 oty i

Il
)

(A /F (F(9(2)) — F(Q)e(z) Rz, A)d= + f(e)]

(A)7H((fo9)(2) = fle)e(2)) (A) + fle)]
fog)(A) = f(O) + f(e)l
fog)(A)

Beim fiinften Gleichheitszeichen gehen hier wieder Lemma 3.2.4 und die Cauchy’sche Integralformel
ein. Die sechste Gleichheit gilt, da ((f o g)(2) — f(c))e(z) € H§H[Sw] wegen e(00) = 0 und fog €
H®°[S,,] mit endlichem polynomiellem Grenzwert bei 0, vgl. Lemma 3.5.5. Um die dritte Gleichheit
zu rechtfertigen, miissen wir noch die Voraussetzungen des Satzes von Fubini nachpriifen. Wir wollen
also - nach der Abschitzung der Resolvente - die Produktintegrierbarkeit von

(g1€)(2)
(A =9(2)(A =)z

|
)

(
=

O

F(\2) = f(\) (3.17)

auf I' x IV nachpriifen. Es gilt dabei

f(N) A 1 (gle)(z).

Fv2) = A A=g2)A—c =2
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Wir miissen nun unterscheiden, ob ¢ = 0 oder ¢ # 0. Wir beginnen mit dem Fall ¢ # 0. Der erste
Faktor macht bei der Integrierbarkeit keine Probleme, da er nur von einer Integrationsvariable abhéngt
und f € Hig[S,] gilt. Analoges gilt fiir den vierten Faktor wegen e1g € HGg[S,]. Der dritte Faktor ist
wegen A € IV und ¢ # 0 sowieso beschriinkt, der zweite Faktor ist hier nach Lemma 3.2.5 gleichméBig
beschrénkt. Somit ist F'(\, z) produktintegrierbar.

Im Fall ¢ = 0 gilt g1(2) = ¢g(z) und wir schreiben (3.17) um in

_ (016)(2)
P2 = TR0 a2

fO) 1 (ge)(z)

A (A=g(2) =2
) A%(2)' 7 g(2)%e(2)
At (N —g(2)) =z 7

wobei v € (0,1) so gewihlt wird, dass der erste Faktor (im Betrag) nach A integrierbar bleibt. Dies
ist wegen f € HgH[S,] moglich. Der zweite Faktor ist wegen der Abschitzung

‘Aag(Z)l_o‘ < max{[Al, lg(2)[}
A—g(2) |~ A —g(2)]

und Lemma 3.2.5 gleichméfig in A und z beschrinkt. Der dritte Faktor ist integrierbar und von A
unabhiingig, da aus g(z)e(z) € HgH[Sw] auch g(2)%e(2)* € HgH[Su] folgt, was dann g(z)%e(z) =
e(2)'7*(g(2)%e(2)*) € HY[S,] impliziert.

Daher ist F' in beiden Fallen ¢ = 0 und ¢ # 0 produktintegrierbar, was die Anwendung des Satzes von
Fubini ermoglicht.

Wir haben also die Kompositionsregel auch im Fall eines Operators A, der nicht injektiv ist, gezeigt.

0

Wir werden die Kompositionsregel im néchsten Kapitel 6fters anwenden. Wir wollen allerdings jetzt
schon ein Beispiel bringen, wie die Kompositionsregel arbeitet. Zuvor brauchen wir noch ein kurzes
Lemma.

3.5.6 Lemma. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0,7). Dann folgt auch
A~ € Sect(w) und es gilt die Identitit

1/1 -
Mr+AH Tt =1-2(<-+4 (3.18)
A\
fiir alle A € C\S,. Insbesondere gilt M(A~!,w") <1+ M(A,") fiir alle ' € (w, 7).

Beweis. Mit Lemma 1.3.11 folgt sofort die Gleichheit

1/1 -
M+ A Y =TT+ XA =T- 1 (A +A> :
Sei nun ein Punkt u ¢ S, gegeben. Dann folgt auch i ¢ S, vgl. Bemerkung 3.1.3. Es gilt weiters
% € p(A), da o(A) C S,,. Setzt man nun in der Gleichung (3.18) X := —pu, so folgt aus der Tatsache
(i —A)~1 € B(X), dass auch (u—A~1)"! € B(X). Somit gilt u € p(A~1), woraus sofort (A=) C S,
folgt.
Die Abschiitzung M (A~ W) < 1+ M (A, ") fiir alle ’ € (w, ) folgt unmittelbar aus Gleichung (3.18)
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mittels Dreiecksungleichung. Da A ein sektorieller Operator ist, ist M (A, w’) endlich und somit auch
M(A™,w'). Zusammen mit o(A~!) C S, haben wir also gezeigt, dass A~! ein sektorieller Operator
mit Winkel w ist. 0

Wir wollen nun als erste Anwendung der Kompositionsregel betrachten, wie sich die Funktionen f
und f(z7!) zueinander verhalten.

3.5.7 Korollar. Sei A € Sect(w) injektiv, und sei f € M(S) fiir einen Winkel ¢ € (w, 7). Dann gilt
fe M(S¢)A—1 <~ f(z_l) € M(S¢)A.

In diesem Fall gilt zudem

FATY = F(=7)(A).

Beweis. Sei f € M(Sg)s-1 gegeben. Um die Kompositionsregel auf f und die Funktion g(z) := 271

anwenden zu kénnen, miissen wir die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Satz 3.5.1 nachpriifen.
(a) A € Sect(w) ist klar nach Voraussetzung.

(b) g € M(S,)a ist ebenfalls erfiillt, da sich die Funktion g beispielsweise durch 37 € £(Sy)
regularisieren ldsst. Bedingung g(A) € Sect(w’) gilt nach Lemma 3.5.6 mit v’ = w.

(c) Diese Bedingung ist erfiillt, da g(Sy) C Sy fiir alle Winkel ¢' > w.
Satz 3.5.1 liefert uns nun f(z~!) € M(S,) und
FH(A) = f(z71(A) = F(ATD),

wobei die letzte Gleichheit nach Satz 3.3.10, (ix), gilt.
Die andere Implikation f(z71) € M(Sg)a = f € M(Sy) 41 zeigt man analog, indem man die Rollen
von A und A~! vertauscht. O
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Wir wollen nun zeigen, wie wir die Resultate des vorigen Kapitels auf spezielle Funktionen anwenden
konnen. Unser Ziel soll dabei sein, an Bemerkung 1.4.6 anzukniipfen und fiir einen sektoriellen Operator
A dem Ausdruck A™ nicht nur fiir natiirliche Zahlen n, sondern auch fiir komplexe Zahlen einen Sinn zu
geben. Wo es passend erscheint, werden wir auch Querverbindungen zum Fall natiirlicher Exponenten
herstellen.

4.1 Exponenten mit positivem Realteil

Wir beginnen unsere Ausfithrungen mit der Einschrinkung, dass wir fiir die Exponenten o von A%
nicht alle komplexen Zahlen, sondern vorerst nur Zahlen mit positivem Realteil zulassen wollen. Das
Ziel dieses Abschnitts soll es jetzt sein, den Ausdruck A% genauer zu behandeln und gewisse ,,Rechenre-
geln® zu beweisen. Unter anderem wollen wir Gesetze der Form A8 = A% A8 und (A%)? = A*S unter
geeigneten Voraussetzungen zeigen und uns anschauen, wie sich der Operator (A+¢)® fiir € > 0 verhélt.

Wir beginnen vorerst mit der Einfiihrung von A® und einigen grundlegenden Eigenschaften.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt bezeichne X immer einen Banachraum und A einen
sektoriellen Operator auf X mit Winkel w € [0, 7).

4.1.1 Proposition. Sei o € C mit Re(a) > 0, und sei f(z) := 2% Dann folgt f € A(Sy) fiir alle
Winkel ¢ € (0, 7] und es gilt

) = A () ()

wenn n > Re(a).

Beweis. Wéhle n € N, sodass n > Re(a). Nach Beispiel 3.1.20 gilt dann

(67

FE+2) " = g € Hin(So)

woraus f € A(Sy) folgt. Da die Funktion (1 + 2)™" die Funktion f regularisiert, gilt

) = A ()

4.1.2 Definition. Wir definieren

z

A= () = (AP () ()

wobei n > Re(a) beliebig gewéhlt ist.
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4.1.8 Bemerkung. Mit Hilfe von Satz 3.2.13, (ii), sieht man leicht, dass fiir n € N die Definition von
A" geméf Definition 4.1.2 mit Definition 1.4.1 konsistent ist.

4.1.4 Definition. Sei I eine nichtleere Indexmenge. Eine Familie von Operatoren (A;);e; heifit
gleichmipig sektoriell mit Winkel w € [0, ), wenn A; € Sect(w) fiir alle ¢ € I und sup;c; M(A;,w') <
oo fiir alle ' € (w, ) gilt.

Wir wollen jetzt einige wichtige Eigenschaften des Operators A% zusammenfassen. Zuvor benttigen
wir noch ein Lemma.

4.1.5 Lemma.

(i) Sei e >0, n,m € Nund x € X. Dann gilt die Aquivalenz

(A(A+e)™")"z € dom(A™) <= z € dom(A™).

(ii) Die Familien von Operatoren (A+0)s>0, (€4)eso und {(A+9)(A+e+d)"L:e> 0,6 > 0} C B(X)
sind alle gleichméfig sektoriell mit Winkel w.

Beweis. (i) Wir beginnen mit der Richtung <. Sei dafiir z € dom(A™) gegeben. Dann gilt
AA+ o) e =A+e—e)(A+e) 'z =2 —e(A+e 'z cdom(A™),

vgl. Lemma 1.3.10. Iteration dieses Arguments liefert sofort (A(A + €)~1)"x € dom(A4A™).
Fiir die andere Implikation sei vorerst n = 1. Wir schreiben zx als

r=AA+e) 'z +e(A+e) x

und zeigen die Behauptung mittels Induktion nach m. Fiir m = 1 gilt A(A + €)'z € dom(A) nach
Voraussetzung, und weiters gilt €(A + €)7'z € ran((A + €)~!) = dom(A). Daher folgt x € dom(A),
womit der Induktionsanfang erfiillt ist.
Wir fithren nun den Induktionsschritt (m — 1) — m. Sei also A(A+¢)~ 'z € dom(A™) C dom(A™1).
Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann x € dom(A™™1). Also gilt auch €(A + ¢)~!z € dom(A™™ 1)
und es folgt

A" (At o) o =e(A+ ) TA™ x € ran((A + €) ) = dom(A).
Dies impliziert €(A + €)'z € dom(A™) und somit = € dom(A™).

Fiir allgemeines n € N folgt die Behauptung wieder iterativ.

(i) Definiere A5 := A + 6, und sei W’ € (w,7). Sei A ¢ S,/. Damit gilt auch A — & ¢ S,/. Daher
folgt mit

AR(A, Ag) = A(A — Ag)~! = ﬁ(x C (A6 — A)!
die Beziehung
M(As,w') < M(A,w") sup )\‘ .

Anwendung von Lemma 3.2.5 zeigt, dass der Ausdruck ’ﬁ’ in A und 4 gleichméBig durch Cy . be-

schrinkt ist. Somit folgt sups>q M (A+0,w") < oo, und die Familie (A+-6)s>¢ ist gleichmiBig sektoriell
mit Winkel w.
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

Um zu zeigen, dass (€A)cso gleichmiflig sektoriell ist, sei wieder ' € (w,n). Fiir A ¢ S, folgt

% ¢ S,. Also impliziert
-1
)\()\—GA):é </\—A>
€ \ €

die Beziehung M (eA,w') = M(A,w’). Die Familie (€A)es ist also gleichméBig sektoriell.
Wihle nun € > 0 und § > 0. Fiir A ¢ S,/ gilt

A—As(As+6)7" = (MAs+e) —As)(As+ )"
AA—1)

_ <()\ 1)+ _16) (A5 +¢)!

A
= (A-1) (A—i—é—i-)\ile) (As+¢) 1.

Da dieser Operator wegen —A\(A — 1)"le — § ¢ S/ invertierbar ist, folgt

- A A\t
AA—A5(A5+ 071 = )\_I(A5+€)<A5+)\_16>

A A € A\t
- A—I(A5+A—1€_)\—1)<A5+)\—16>
A 1 Ae Xe \ 7!
- A—1I_A—1(A—1<A5+A—1> )

Da die Ausdriicke ﬁ und ﬁ beschrénkt sind und die Familie (As)s>o gleichméfig sektoriell ist,

folgt somit die gewiinschte Aussage. O

4.1.6 Proposition. Fiir A € Sect(w) gilt:

(i) Wenn der Operator A beschrinkt ist, so ist es auch A“. In diesem Fall ist die Abbildung

{{aG(C:Re(a)>O} — B(X)
o —  A“

holomorph.
(ii) Sei n € N und Re(a) € (0,n). Dann gilt dom(A"™) C dom(A“), und die Abbildung

{a €eC:0<Re(a) <n} — X
o — A%

ist holomorph fiir alle x € dom(A™).
(iii) Fir alle o, 8 € C mit Re(a), Re(8) > 0 gilt
AXHP = A AP,
Insbesondere gilt dom(A”) C dom(A®) fir o,y € C mit 0 < Re(a) < Re(y).

(iv) Wenn der Operator A injektiv ist, dann gilt (A71)® = (A%)~!. Insbesondere folgt aus der
Tatsache 0 € p(A), dass auch 0 € p(A%).
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

(v) Wenn ein Operator T' € B(X) mit A kommutiert, so auch mit A%.

(vi) Sei Re(a),Re(B3) >0, sei € X und e > 0. Dann gilt 2 € dom(A”) genau dann, wenn (A(A +
€)1 € dom(49).

Beweis. (i) Wenn A beschrénkt ist, dann folgt die Beschrinktheit von A% sofort aus der Definition
von A®. Wir miissen also nur zeigen, dass die Abbildung ¥ := (o — A®) holomorph ist. Da ¥(a) =
A% € B(X) gilt, ist dies aber genau dann der Fall, wenn die Abbildung

a2/ (A%) € C

fiir alle z € X und 2’ € X’ holomorph ist. Dafiir betrachten wir

(0%
/ a / z n
' (A%) =x ———R(z,A)dz(1+ A)"z |,
(4%2) (Awu+an( )dz 1+ 4) )
wobei I', ein geeigneter Weg ist. Nach Parametrisierung des Weges kénnen wir das stetige Funktional
2’ ins Integral hineinziehen. Man beachte, dass es sich bei dem Integral in der Tat um Grenzwerte von
Riemann-Summen handelt, die mit stetigen Funktionalen vertauschen. Es bleibt somit die Holomorphie
von

* (teiWI)a w' w’ n
a - ; me ' (R(te" , A)(1 4+ A)"x) dt

> (te—uu’) —iw’ 1 R(t —iw’ A1 + A)"z) dt
v | e (e A1+ A)a)
auf {&« € C: 0 < Re(a) < n} zu zeigen. Wir wollen hier nur das erste Integral behandeln, die
Holomorphie des zweiten folgt analog.

Um die Holomorphie zu zeigen, wollen wir Proposition 1.2.5 anwenden. Wir setzen dazu G := {a € C :
0 < Re(a) < n}. Die ersten beiden Bedingungen dieser Proposition sind offensichtlich erfiillt. Es bleibt
also zu zeigen, dass wir zu jeder kompakten Menge K C G eine integrierbare Funktion gx : R — R
finden kénnen mit

(teiw’ )a

W (R(te™, A) (1 + A
o gy o (R A1+ 4)")

< gk (t)

fiir alle « € K und t € (0,00). Fiir t < 1 gelten die Abschétzungen

(teiw’)a ,

‘ w’ ! iw’ 1 n < / / n Re(a)—1
o (R A1+ A < MAWI+ Al

< MA@+ A" lzlcr

wobei o := inf,cx Re(a) und C' > 0 konstant - vgl. dazu auch Bemerkung 1.2.8 und beachte, dass
Im(a)| wegen o € K beschriankt ist. Das erste Ungleichheitszeichen gilt dabei, da der Ausdruck
(1 + te™")?| in ¢ nach unten beschréinkt ist. Fiir ¢ > 1 gelten die Abschitzungen

(l(iet.),)eiw/x’(R(teiw/, A)(1+ A)z)
ezw n

< M(A,W) 2 |[[(1+ A)"|l[|lzl|CC Rt mn

< MAW)|2 |11+ A [llzoCy e,

wobeil o’ := sup,ex Re(e) und C' > 0 konstant. Die erste Ungleichheit gilt hierbei, da wegen

‘15:@/ < Cx (vgl. Lemma 3.2.5) die Abschitzung |(1 + te™)"| > C" |t|™ folgt. In beiden Féllen
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

ist die rechte Seite der Ungleichungen nach t integrierbar und von « unabhéngig. Die gewiinschte
Holomorphie folgt nun mit Proposition 1.2.5.

(ii) folgt mit analogen Argumenten wie (i).
(iii) Aus Satz 3.3.10, (iii), folgt sofort die Inklusion A*A®% C A*+# wobei fiir die Definitionsberei-

che dom(A®AP) = dom(A**+#) N dom(A47) gilt.
Sei nun n > max(Re(a), Re(f)) fest, und sei z € dom(A**5). Wir definieren dann die Operatoren

By = (”) (A) € B(X)

1+2)"
und 5
Qg = (W) (A) € B(X).
Es folgt

20t
O, Ppx = (W) (A)z € dom(A*™).

Da %(A) mit A kommutiert, folgt

zn—l—ﬂ LN
_c (Ax =
i1 = a5

AM(14 A) gz = (A)®, Pz € dom(A*™),

vgl. Lemma 1.3.10. Mit Lemma 4.1.5, (i), erhalten wir sofort (1 + A)"®gx € dom(A?"), was ®gx €
dom(A™) impliziert. Also gilt z € dom(A?). Insgesamt folgt daher

z € dom(A°P) N dom(AP) = dom(A*AP)
und somit die Gleichheit AP = A> AP,

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus dem eben Gezeigten.

(iv) Fir injektives A gilt f(z) := 27% € T C My, vgl. Proposition 3.4.8, und somit
(A= fE A =f(A) = HA) = A",
wobei die zweite Gleichheit wegen Korollar 3.5.7 und die dritte Gleichheit wegen Satz 3.3.10, (v), gilt.

(v) ist ein Spezialfall von Satz 3.3.10, (i).

(vi) Sei x € dom(A”). Der Operator A(A+¢)™! =1 — (A +e€)~! € B(X) ist nach Lemma 4.1.5, (ii),
sektoriell. Da A(A+ €)~! klarerweise mit sich selbst kommutiert, kommutiert A(A+ ¢)~! nach Propo-
sition 4.1.6, (v), auch mit (A(A+¢)~1* € B(X). Somit kommutiert (A(A+¢€)~1)* mit I —e(A+e)~L.
Wiederholte Anwendung von Bemerkung 1.3.9, (ii), zeigt, dass (A(A + ¢)~!1)® mit A kommutiert.
Nach Proposition 4.1.6, (v), kommutiert nun (A(A + €)~1)® mit A”. Mit Lemma 1.3.10 erhalten wir
(A(A+e)™h2x € dom(AP).

Fiir die andere Implikation sei (A(A +¢)~!)®z € dom(A®). Wihle n € N mit n > max(Re(a), Re(5)).
Mit der eben gezeigten Implikation erhalten wir

(A(A+ €)™z = (A(A+ ) H"¥(A(A + )~ 1)%z € dom(47).

Mit der Definition

%= (g i)n) )
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

folgt ®5(A(A + €)~)"z € dom(A™). Dies impliziert wegen Lemma 4.1.5, (i), die Tatsache gz €
dom(A™), woraus z € dom(A¥) folgt. O

Man kann vermuten, dass fiir einen sektoriellen Operator A mit Winkel w auch der Operator A®
sektoriell ist. Allerdings ist das nur der Fall, wenn man den Winkel entsprechend anpasst. Diese
Betrachtungen werden Inhalt der néchsten Proposition sein.

4.1.7 Proposition. Sei [¢,6] C (0, T) ein kompaktes Intervall. Dann ist die Familie von Operatoren
(A%)e<a<s gleichmiBig sektoriell mit Winkel dw.
Insbesondere ist fiir jedes o € (0, T) der Operator A sektoriell mit Winkel aw.

Beweis. 1. Schritt: Sei [¢,0] € (0,Z) ein kompaktes Intervall. Wir wihlen einen Winkel ¢ € (w, ),
sodass d¢ < m gilt, beliebig, aber fest. Dies ist tatséchlich moglich, da nach der Wahl des kompakten
Intervalls der Winkel dw strikt kleiner ist als 7. Sei nun « € [¢,6] und A € C mit |arg(\)| € [d¢, 7]
beliebig, und wihle zwei weitere Winkel v’ € (w, ¢) und w” € (&', ¢).

2. Schritt: Wir definieren die Funktion

1
A Al
ralz) = -
: A=2% 4 |Aa
und wollen zeigen, dass ¥ o € Hgo(Swr ).
Fir z € S, gilt
1
Az + | Ao z®
WJ)\,Q(ZN = | | 1
(A= z9)(z+[A])
1
Ml N
A—zo||z+ o] A—zo| |z + A=
Wir unterscheiden hier die Félle, ob e < 1, € > 1 oder ¢ = 1.
1. Fall: Fiir € < 1 zerlegen wir obigen Ausdruck weiter in
€ ’2‘176 1 L€ ’Z‘E
[¥xa(2)] <A A :
A= s A== e e

Fiir z hinreichend nahe bei 0 sind die Ausdriicke ’%’ und ’fi—;;) fiir festes A in der Variablen z

durch eine Konstante C' > 0 beschréankt. Dies folgt aus der Beschrianktheit der Nenner nach unten,
die wegen
Jarg(2)] < " = Jarg(:%)] < aw’” < 56 < |arg(\)

gilt. Somit folgt fiir hinreichend kleine z die Abschéitzung
[¥ra(2)] < 2T CLE T+ 2N Ol (4.1)

1
nach unten durch % abschétzen konnen. Aus

Dabei geht zusétzlich noch ein, dass wir ‘z + |/\|é

Ungleichung (4.1) folgt, dass die Funktion ) o polynomiellen Grenzwert 0 bei 0 hat.
Um dies auch beim Punkt co zu zeigen, schitzen wir weiter ab mittels

1 A
« - < )\

2NC|2|¢ + 2A|a Oz|1

Z—a+e

A— 7@

Hl Hi

1
+ A=

1 1
1+z|\| @ 1+z|\| @
z z

IN
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

mit einer Konstanten C’ > 0 Diese Abschitzung gilt wieder fiir hinreichend kleine z und ist hier

moglich, da ‘A — a‘
1) polynomiellen Grenzwert 0 bei co und liegt in H070(Sw//).
2. Fall: Sei € > 1. In diesem Fall verwenden wir die Abschétzung

Sltle]—e |Z|e—|_ej 1 La—et|e] ‘Z|e—|_ej
Pra(2)] < M| 5= I | S :
z ‘wwa z ‘z+])\|5
Die weitere Argumentation verlduft analog zum ersten Fall.
3. Fall: Sei € = 1. Nun schétzen wir mittels
1 1 1 1
Sl WEE | mh | g
Va2l = A 7= HAlE 3 ;
F ‘z+|)\|E o ‘z+|>\|5

ab und argumentieren dann analog zum ersten Fall.
Also haben wir gezeigt, dass in jedem Fall ¢, , € H&%(Swu) gilt.

3. Schritt: Wir zeigen nun, dass A mit |arg(\)| € [0¢, 7] in der Resolventenmenge des Operators

A® liegt. Dafiir betrachten wir
1 1( I\
LA e ).
A— 2o A<Z+|)\|i ¢

1
Wegen ‘/\IL\TL € &£(S,n) folgt, dass die Funktion z — 1= in H(A) liegt. Satz 3.3.10, (ix), liefert
z+ @

A € p(A%). Aus der Beliebigkeit von ¢ > w folgt o(A%) C Ss,,.

4. Schritt: Es bleibt noch die Normabschéitzung der Resolvente zu zeigen.
Ebenfalls aus Satz 3.3.10, (ix), erhalten wir

AR(\, A%) = |A[= (|A|é + A>_1 + UralA).

Da die Funktion vy , fiir t > 0 die Eigenschaft 1o o(t2) = 95 o(2) erfiillt, folgt

ARG, A < b+ oy (W2 )
< M<A>+% Y (IR AT A) e

1
Parametrisieren des Weges und Abschétzen der Resolvente des Operators |A|”« A liefert

1 o0
A“ < M(A M(A,w —
IARO, A%)] < <>+2W 4.) [ oy ot e
b M)+ MAW) [T o )
27 0 A |t]
Wir miissen also zeigen, dass
sup{ [ [onalte)| e I3 = 1, are(0)] € 06,7, € 6] < o (4.2
0
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

und ebenso die entsprechende Endlichkeitsaussage fiir das zweite Integral. Wir verwenden dafiir diesel-
be Fallunterscheidung fiir € und dieselben Abschitzungen wie im 2. Schritt. Fiir ¢ € (0,00), « € [€, d],
A mit [A| =1 und |arg(\)| € [0¢, 7] und € < 1 gilt

‘u})\ (teiw') i (teiw’)e ‘teiw”fe (teiw’)afe ‘teiw’|671

“ It = A= (te )| te + 1] | X — (e )| |te 4 1|
Wegen |A| = 1 bleibt A strikt vom Punkt 0 weg, was zusammen mit € < o und o — € < « die
gleichméfBige Beschrinktheit von % und % in den Parametern a, A und ¢ impliziert.

Die iibrigen Terme hingen nicht mehr von A und « ab und sind integrierbar, woraus die Giiltigkeit
von (4.2) folgt.

Die anderen beiden Félle € > 1 und € = 1, genauso wie das zweite Integral, behandelt man analog.
Somit gilt auch Bedingung (ii) von Definition 3.1.1 fiir alle Operatoren A%, a € [¢, §]. Zusammen mit
Zeile (4.2) folgt, dass die Familie von Operatoren (A%).<qo<s gleichméBig sektoriell ist.

Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten, wenn man § = ¢ wahlt. 0

Wir kénnen nun einige niitzliche Folgerungen angeben, die sich unmittelbar aus der vorigen Propo-
sition und Proposition 4.1.6 ergeben.

4.1.8 Korollar. Sei o € (0, ). Wenn f € M(Sqay)ae, dann folgt f(2%) € M(S,)4, und es gilt
fA%) = (f(z%)) (A)
fiir solche f.

Beweis. Aus Proposition 4.1.7 folgt, dass der Operator A% sektoriell ist mit Winkel aw. Mit der Defi-
nition g(z) := 2 gilt somit Bedingung (b) von Satz 3.5.1. Sei nun ein beliebiger Winkel ¢’ € (aw, )

gegeben. Mit der Wahl des Winkels ¢ := EI gilt g(Sg) C Sy, also Bedingung (c) der Kompositionsregel.
Da Bedingung (a) klar ist, folgt f(z%) € M(S,)4 und

f(A%) = f(g(A)) = (fog)(4) = (f(2%)) (4)
fiir alle f € M(Saw)Ae- O

Als n#chstes wollen wir ein Resultat bringen, das sich mit Rechenregeln fiir Exponenten - &hnlich
der Beziehung A8 = A% AP aus Proposition 4.1.6 - beschiftigt.

4.1.9 Korollar. Sei o € (0, Z). Dann gilt
(Aa)ﬁ — A8
fiir alle 5 € C mit Re(3) > 0.
Beweis. Da, A® sektoriell ist und die Funktion f(z) := 2° in M(Saw)ae liegt, folgt die Behauptung

sofort aus Korollar 4.1.8. O

4.1.10 Bemerkung. Anhand von Korollar 4.1.9 merkt man, dass es bei Potenzen von Operatoren mit
komplexen Exponenten 6fters zu Einschrénkungen kommt, denen man bei natiirlichen Exponenten
nicht begegnet. So gilt beispielsweise die Tatsache (A%)® = AP fiir beliebige o, 3 € N. Wie wir
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eben gesehen haben, miissen wir bei komplexen Exponenten mit positivem Realteil die zusétzliche
Einschrankung treffen, dass « sogar nur einem gewissen reellen Intervall enthalten sein darf.

Im nichsten Abschnitt werden wir zeigen, dass die Giiltigkeit der Beziehung (A%)% = A% auf beliebige
komplexe Zahlen § ausgeweitet werden kann. Die Bedingung jedoch, dass es sich bei o um eine reelle
Zahl handeln muss, werden wir auch dort nicht fallenlassen kénnen.

Folgendes Korollar ist eine Verallgemeinerung von Proposition 4.1.6, (ii).

4.1.11 Korollar. Sei v € C mit Re(vy) > 0, und sei z € dom(A”). Dann ist die Abbildung

{{aGC:O<Re(a)<Re(’y)} - X
Q@ — A%

holomorph.

Beweis. Da Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist und nach Proposition 4.1.6, (iii), die Beziehung
dom(AY) C dom(AR*M) =€) fiir beliebig kleine ¢ > 0 gilt, kénnen wir hier ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass v € R mit v > 0. Wihle nun eine Zahl n € Nmitn >v. Da 1l <1< T

gilt, konnen wir Korollar 4.1.9 anwenden und erhalten mit der Definition B := A

an
o4 an

A = AnS g = (AE>T:U:B793, (4.3)
wobei x € dom(B™) gilt. Wegen Proposition 3.3.10, (ii), ist nun die Abbildung

{BeC:0<Re(f)<n} — X
1] — BPy

holomorph. Die Bedingung Re(a) < « ist dquivalent zur Bedingung Re(";—”) < n. Die Behauptung
folgt daher mit Gleichung (4.3). O

In den niichsten Resultaten wollen wir uns damit beschéftigen, in welcher Beziehung die Potenzen
der Operatoren A und A + € fiir positives € zueinander stehen.

4.1.12 Proposition. Sei a € C mit Re(a) € (0,1), und sei € > 0. Dann gilt
Te = ((z + €)% = 2%)(4) € B(X)

und
A+ T, = (A+¢)™

Beweis. Wir definieren die Funktion
i(2) = (24 1) = 2% = (24 1)

und wollen ¥ € HGy[S,] zeigen.

Die Funktion z + (z + 1)~! liegt nach Proposition 3.1.17 in £[S,] und hat polynomiellen Grenzwert
1 bei 0 und polynomiellen Grenzwert 0 bei co. Offenbar hat die Funktion z — z® polynomiellen
Grenzwert 0 bei 0. Da die Funktion z — 2z in einer Umgebung um den Punkt 1 holomorph ist, folgt
die Ungleichung

<C (4.4)

(z+1)0‘—1'
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mit C' > 0 fiir z hinreichend nahe bei 0. Somit hat z — (z+ 1)® polynomiellen Grenzwert 1 bei 0, was
zusammen die Tatsache impliziert, dass i1 polynomiellen Grenzwert 0 bei 0 besitzt.

Um 91 € H§y[Ss] zu zeigen, miissen wir noch zeigen, dass die Funktion f(z2) = (2 + 1)% — 22
polynomiellen Grenzwert 0 bei oo hat. Fiir z hinreichend nahe bei 0 gilt

) - ()
z z z z
(z+1)*-1 1 o (z+1)*—1
- z* |z|1-Re(a) = 7 z

mit einer nur von a abhingigen Konstanten C, > 0, vgl. Bemerkung 1.2.8. Wie in Ungleichung (4.4)

folgt C,, %‘ < CoC, womit f polynomiellen Grenzwert 0 bei co hat. Aus ¥ € HfG[S,] erhalten
wir auch

vz = (D) = a2 - (241) 7 e BRI
was (z + €)* — 2% € H(A) impliziert. Also folgt T, € B(X) und
AT, = 2%(A) £ (2 + 0% — 27)(A) = (= + () = (A +)°

wegen Satz 3.3.10, (iv), und der Kompositionsregel. O

4.1.13 Proposition. Sei Re(«) > 0 und € > 0. Dann gelten die folgenden Gleichheiten:
(i) A%((A+e) Ho = (A(A+e) 1> e B(X) und

(ii) dom(A%) = dom((A + €)?).

Beweis. (1) Wir definieren die Funktionen f(z) := 2z® und g(z) := (z + €)~!. Man beachte, dass der
Operator g(A) = (A+¢)~! selber sektoriell ist und die Funktion g einen Sektor auf sich selbst abbildet,
sieche Bemerkung 3.1.3. Mit Proposition 4.1.6, (i), und der Kompositionsregel - angewendet auf f und
g - folgt daher

(z+ 67 (A) = ((z+7H)*A) = (A+ ™) € BX),
was (z +€)”* € H(A) impliziert. Daher gilt weiters

Za

s oy = (s

> (A) = 2%(A)(z + €)"%(A) = A%((A + ) H)“.

Das erste Gleichheitszeichen gilt dabei wegen der Kompositionsregel angewendet auf die Funktionen
f(z) = 2% und g(2) = &, vel. auch Lemma 4.1.5, (ii). Die zweite Gleichheit ist klar nach Satz 3.3.10,
(iv). Also haben wir Punkt (i) bewiesen.

(ii) Da A + € ein injektiver, sektorieller Operator ist, folgt aus Proposition 4.1.6, (iv), die Gleich-
heit der Operatoren

(A+0™)" =((A+9n) "

Wegen (i) folgt daher
dom((A+€)*) = ran(((A 4 ¢)™1)*) C dom(A%).
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Fiir die andere Inklusion sei € dom(A%) und n > Re(a). Anwenden von (i) und Proposition 4.1.6,
(iii) und (v), zeigt

—Q

(AA+e )" (A+e™M)" 2 = A" (A+e ™) (A+e™H)" 2
= A% ((A+¢)~ 1) x
(A+e™)" A%z € dom(A™).

Mit Proposition 4.1.6, (vi), folgt ((A+¢€)~)" “z € dom(A"), was schlieflich
z=(A+e"“((A+e)")" "2 € dom((A+e€)*)

impliziert. U

4.2 Der Darstellungssatz von Balakrishnan

Wir wollen in diesem Abschnitt den Darstellungssatz von Balakrishnan zeigen, mit dem man A%z fiir =
aus einem geeigneten Definitionsbereich berechnen kann, wobei man aber nur Potenzen von A und der
Resolvente von A mit Exponenten aus N braucht. Dieser Satz stellt auch die Verbindung zu anderer
Literatur her, in der der Operator A% oft nicht iiber unseren Funktionalkalkiil entwickelt, sondern
eben iiber diesen Darstellungssatz definiert wird, vgl. die Einfithrung zu [M]. Aus der Giiltigkeit des
Darstellungssatzes folgt auch, dass unsere Definition von A% konsistent ist mit der Definition von A“
iiber die Integraldarstellung (4.5), die beispielsweise von Balakrishnan verwendet wurde.

4.2.1 Satz (Darstellungssatz von Balakrishnan). Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel
w € [0,7), und sei Re(«) € (0,1). Dann gilt

Aoy — Sin(am) / 1t + A~ A dt (4.5)

™ 0

fir alle z € dom(A).
Wenn n € N und Re(a) € (0,n), dann gilt

a, I'(n) > ac1 -1\,
A%r = )/0 A+ A) ) e dt (4.6)

Ma)l'(n—«

F(x)—/ tTe tdt
0

fiir alle z € dom(A"™), wobei

die Gammafunktion bezeichnet.
Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.

1. Schritt: Sei Re(a) € (0,1). Wir wollen fiir x € dom(A) und ¢ € (w,7)

A% = % N 2°1R(2, A) Az dz (4.7)

zeigen.
Offenbar ist (2 +¢)~! mit € > 0 ein Regularisierer fiir die Funktion 2%. Fiir z € dom(A) und ¢ € (w, )
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gilt daher

Ay — (;’:J (A)(A+ )z

«

_ <sz6> (A)Az + € <(2,+5(Z+1)> (A)(1+ Az

:1,/ zo1 <Z> R(z, A)Azxdz + — 1 <Z >R(z,A)(1+A)xdz. (4.8)
271 r, z+e€ 27 r, 2 te z+1

Wir wollen nun den Grenzwert ¢ — 0 bilden.
Wir beginnen mit der Betrachtung des zweiten Integrals von (4.8). Es gilt

lime,/ ! (Z )R(z,A)(l+A)xd2
r,2+te\z+1

1 [t e (te'®) \ ,
= lim —o— 4 - WR(te', A)(1 + A)a dt
iy 27”'/0 feid 1 ¢ <te’¢+1>e R(te'?, A)(1 + A)z

o) id\ o ) )
— ki 1/ ‘ <(te ) )el‘z’R(tew,A)(l—i—A)xdt
1

20 2mri tet® + e \ te'® + 1
1 e € (te_i¢)a . .
lim —— : : “PR(te™, A)(1 + A)z dt.
+ GLI% 27TZ /(] teflqﬁ + € (te“ﬁ + 1 € ( & 9 )( + )QZ

Wir wollen den Satz von der beschrinkten Konvergenz anwenden. Die Integranden konvergieren dabei
punktweise gegen 0 fiir ¢ — 0. Fiir den Integranden des ersten Integrals auf der rechten Seite von (4.9)
gilt auBerdem die Abschétzung

wobei D > 0 konstant und w’ € (w, ¢) beliebig. Der letzte Ausdruck ist bei 0 nach ¢ integrierbar und
von ¢ unabhingig. Unter Beriicksichtigung der Abschiitzung |te’® + 1| > D|t| fiir t > 1, wobei D > 0
konstant, berechnen wir fiir den Integranden des zweiten Integrals in (4.9)

fiir einen beliebigen Winkel w’ € (w, ¢). Das dritte Integral in (4.9) behandelt man analog. Nach dem
Satz von der beschrinkten Konvergenz folgt also

gy ,
6 <(t6 ) )ewR(tewvA)(HA)x < Con DIt T M (A,W)|(1+ A,

te'® + ¢ \ tei® 41

< CoaDTHH 2 M(A,W)[[(1 + A)z|

€ (tei®) b 4
A : WR(te'?, A)(1+ A
te1¢+e<tew>+1)e (e, A)(1 + A)a

lime/ L < = )R(Z,A)(1+A)xdz:0.

e—0 271 F¢Z+€ z+1

Um den Grenzwert des ersten Integrals von (4.8) zu bilden, betrachten wir

1 . 4
/ zo1 ( S 1) R(z,A)Axdz = / (te")>t <6> '’ R(te'®, A) Az dt
T, 0

z+e€ tel + €
> ipya—1 € i¢ i
+ /1 (te'?) (teid’ n 6) e'’R(te'?, A) Az dt (4.10)
B > —igna—1 € —ig —i¢
/0 (te™*?) (te—i¢ n e> e "PR(te™"?, A)Ax dt.
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

Wir wollen auch hier den Satz von der beschréinkten Konvergenz anwenden. Die Integranden konver-

gieren fiir ¢ — 0 punktweise gegen die Nullfunktion. Da die Ausdriicke ’ ’ durch Cy » gleichméBig

€
teid+e
in ¢t und € beschriankt sind, folgt fiir den Integranden des ersten Integrals

|

Der letzte Ausdruck liasst sich wegen der Ungleichung

ipya—1 i¢
e < ‘(te ) ‘CWFHR(te ,A)Az]|. (4.11)

(tei®)ot <€> e’ R(te'?, A)Ax

IR(z, A)Az|| = || R(z, A)(z+ A=2)z]| < |R(z, A)(z— A)z|+]|2R(z, A)z| < [lo]+M(A,o)||z]| (4.12)

fiir einen beliebigen Winkel w’ € (w,¢) und z ¢ S, weiter nach oben durch |(te)*~| Cy (||| +
M(A,w")||z|) abschitzen. Dieser Ausdruck ist bei 0 nach der Variablen ¢ integrierbar und daher
eine von € unabhingige, integrierbare Majorante fiir das erste Integral bei (4.10). Die integrierbare
Majorante fiir das zweite Integral von (4.10) bekommt man mit der Abschitzung

(1)1 Co mll (1, 4) Ax] < | (1) 2| €y | Aal),
was bel oo integrierbar ist, vgl. dazu auch (ii) in Definition 3.1.1. Das dritte Integral von (4.10)

behandelt man analog.
Mit dem Satz von der beschrinkten Konvergenz folgt somit

lim [ 27! <Z = 1> R(z,A)Axdz =0,
r

e—0 z+e€
was
a 1 a—1 Z
A% = lim — z R(z,A)Ax dz
e—0 27t Jp z+€
1
= — “IR(z, A)Az dz

211 Ty

impliziert.

2. Schritt: Wir zeigen nun (4.5).
Nach dem Cauchy’schen Integralsatz ist das Integral in (4.7) unabhingig vom Winkel ¢ € (w,m).
Daher gilt

A% = lim 1/ 2*71R(z, A) Az dz

1 oo , A o0 A , ,
= — lim (—/ (te') 2L R(te'? | A) Az dt—l—/ (te_z¢)a_le_’¢R(te_Z¢,A)Axdt)
271 d—T 0 0
1 00 , , 00 . .
= — lim (/ ta_lewaR(tew,A)Aa:dtwL/ ta_le_wo‘R(te_w,A)Axdt)
21 ¢p—T 0 0
1 [ 4 .
= — —toteme(t — A) T Az 4t e (—t — A) M Az dt
2w Jg
1 [ » .
— - ta o 1T t A A dt
ot | (e e ) (t+ A) Az
_ sin(am) / =Lt 4+ A) "t Az dt.
™ 0
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

Bei der vierten Gleichheit haben wir dabei den Satz von Lebesgue verwendet, dessen Anwendung
man mit Hilfe dhnlicher Argumente wie im ersten Schritt rechtfertigen kann. Beachte dazu, dass
M(A, ) < M(A,v") fiir Winkel ¢ und v’ mit ¢ > 9.

3. Schritt: Wir zeigen nun (4.6) fiir Re(a) € (n — 1,n).
Sei dafiir € dom(A™). Dann gilt nach (4.5) mit partieller Integration (beachte dabei %(t + A=
—(t+4)7?)

sin((« —n+ )7

)m) /OO t(t+ AT A dt
0

A%y — Aaf(nfl)Anflw —
Y
_ Sln((a —n+ 1)77) ta—n+l(t+ A)_lAn.%'

(o —n+1)m

- / t“—"“(t+A)—2A"xdt>.
0 0

Der Randterm verschwindet, indem man fiir ¢ — oo die Standard-Resolventenabschétzung fiir sekto-
rielle Operatoren verwendet und fiir ¢ — 0 die Abschéitzung (4.12) nimmt. Iterative Anwendung von
partieller Integration liefert daher

sin(( —n+ 1)m)(n — 1)!

Aa — : Oota—lt A" A" dt.
v (Oé—n+1)(a—n+2)---(a_1)77/0 (t+A) T

Man beachte, dass in jedem Schritt die Randterme verschwinden, da sich die Ausdriicke t*~"+F(¢ +
A)k Az fiir k € (2,n — 1) wegen der Abschitzung

TR+ A) TR AR

’ < [temt] M(A)E-1 |(t+ A)"LArz||

auf den Fall des ersten Integrationsschrittes zuriickfithren lassen, den wir bereits behandelt haben.
Somit erhalten wir

a _ Sin((a_n—i_l)ﬂ-)(n_l)! > a—1 N A"y
Alw = (a—n+1)(a—n+2)---(a—1)7r/0 et A) A dt
['(n)

— > a—1 A dt.
- F(a)F(n—a)/o Lt A) A dt

Bei der letzten Gleichheit gehen dabei die Eigenschaften der Gamma-Funktion 2I'(z) = I'(z + 1),
I'(n) =(n—1)! und Smsrm) = yy fir z € C mit Re(z) € (0,1) und n € N ein.

1
T(z)Ir1-=

4. Schritt: Wir zeigen nun (4.6) fiir Re(a) € (0,n).

Man beachte, dass die rechte Seite von (4.6) sogar fiir Re(«) € (0,n) Sinn macht, was man sofort nach
geeigneter Abschiatzung der Resolvente wie in den vorigen Beweisschritten sieht. Daher wollen wir hier
den Identitéitssatz (Satz 1.2.6) auf die Funktionen f(«) := A% und g(«) := mfo ot +
A)~" A"z dt anwenden, um die Voraussetzung Re(a) € (n — 1,n) durch Re(a) € (0,n) ersetzen zu
konnen, vgl. dazu auch Bemerkung 1.2.7.

Die Funktion o — A%z ist fiir @ mit Re(a) € (0,n) holomorph nach Proposition 4.1.6, (ii). Der Aus-
druck W ist ebenfalls holomorph. Um die Holomorphie des Integrals auf der rechten Seite zu
zeigen, wenden wir ein stetiges lineares Funktional 2’ € X’ auf das Integral an und wollen nun Propo-
sition 1.2.5 bemiihen. Wir miissen also nachpriifen, dass die drei Bedingungen der Proposition mit den
Definitionen G := {a € C : Re(«) € (0,n)} und 2 := (0,00) erfiillt sind. Die erste Bedingung folgt
sofort, nachdem man die Resolvente auf iibliche Art geeignet abgeschétzt hat. Die zweite Bedingung
ist klar. Fiir die dritte Bedingung schreiben wir das Integral um in

o) 1 00
/ 1L/ (t + A)" A"g) di = / 1L/ ( + A)"A"g) di + / 1oL/ (t + A)~"A"z) di.
0 0 1

66



4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

Sei nun K C ( eine beliebige kompakte Menge. Den Integranden des ersten Integrals konnen wir dann
fiir o € K mittels

|t ! (¢ + A) T A )| < (0|2 [(M(A) + 1) ||
abschétzen, wobei o/ := inf,cx Re(a). Die verwendete Resolventenabschiitzung sieht man sofort ein,

wenn man die Abschétzung (4.12) iterativ anwendet. Definiere o := sup,cx Re(a). Fiir den Inte-
granden des zweiten Integrals gilt dann

[t e (¢ + A) T AM) | < [ | M (A) | A"z

nach n-maliger Anwendung der Standard-Resolventenabschétzung fiir sektorielle Operatoren.
Somit ist auch die dritte Bedingung von Proposition 1.2.5 erfiillt. Der Identitéitssatz liefert uns somit
(4.6). g

Wir haben in Definition 3.1.1 M(A) = sup, || (t(t + A)™")|| gesetzt. Als erstes Korollar des Dar-
stellungssatzes betrachten wir, was mit diesem Ausdruck passiert, wenn wir im Inneren der Norm noch
einen Exponenten « hinzufiigen.

4.2.2 Korollar. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7). Sei weiters n € N und sei
a € (0,n). Dann gilt

sup || (¢(t + A)_l)aH < M(A)"™.

>0

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach n. Fiir den Induktionsanfang sei vorerst a € (0, 1).
Dann folgt fiir t > 0 aus dem Darstellungssatz von Balakrishnan (Satz 4.2.1) und Formel (3.18)

(t+4™ " = Singrm) /Ooo S (s (t+ AT+ A) 7 ds
_ sin(7a) Oosa_l (s AW
- = /0 (1=s(s+@+a™)")da

. o0 -1
_ Sm(m)/ sa—11(1+t+A) ds.
T 0 s \'s
-1
(RIS
S S
-1
<1+t+A>
S

Also folgt mit der Substitution u = st

Die Abschétzung
< M(4)

impliziert

-1
L <! (1 +t> M(A) = (st+1)"'M(A).
s s\ s

(=) < a2 [y as
0
0
1

_ M(A)Sm:m)ta /0 W@ w4+ 1) du
— M(4) Smwm) tiaB(a, 1~ a) = M(A) Sinsrm) tlar(a)m —a)
_ M(A)sm(ﬂa)i T _ M(A) 1
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

wobei B(z,y) die Betafunktion und I'(z) die Gammafunktion bezeichnen. Durch eine einfache Um-
formung folgt nun

sup | (¢(¢ -+ 4))% < M1(4).

t>0

Also haben wir den Induktionsanfang n = 1 gezeigt.
Es bleibt noch der Induktionsschritt n — 1 — n zu zeigen. Gelte also nun als Induktionsvoraussetzung

sup || (¢(t + A)~ H<MA) -1
t>0

fir « € (0,n —1). Wir miissen zeigen, dass diese Aussage dann auch fiir o € (0,n) gilt, wobei auf der
rechten Seite der Exponent n betrégt.

Falls unser a € (0,n) tatséchlich kleiner als n — 1 ist, dann folgt wegen der Induktionsvoraussetzung
und M(A) > 1 (vgl. Lemma 3.1.5)

sup (¢t + A7) < M) < M(A)"™

Sei nun « € [n — 1,n). Der Fall @« =n — 1 ist dabei klar, da

—1
supH(t(HA)*l)"_lHS (jglgH( bt +A)” )H> = M(A)" ! < M(A)"

t>0

nach Definition von M (A). Fiir o € (n — 1,n) gilt @ — (n — 1) € (0, 1). Daher folgt fir ¢t > 0

(et + 479"

IN

H (t(t + A" H H (t(t + A)~)* "D H
M(A)" M(A) = M(A)",

IN

und infolge

sup (10 + 4)71)")| < My,
t>0

womit die Induktion abgeschlossen ist. O

Wir wollen noch eine Darstellung von A%z angeben, bei der man zur Berechnung von A%z nur die
Resolventen des Operators A~! benétigt, allerdings ohne Kenntnis des Operators A auskommt.

4.2.3 Korollar. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7), und sei o € C mit
Re(a) € (0,1). Dann gilt

™

A% = sin(re) / T (t+ A_l)_l zdt
0
fir alle z € dom(A).

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen folgt mit Gleichung (4.5) aus dem Darstellungssatz
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

von Balakrishnan und der Substitution ¢ = %

sin(ma)

A% = / s+ At Az ds

_ ) | -a+1< D) (2 a) aea

_ sin(ma) (% o 1(1 A> Az dt

T
o
_ sin(ma) / (4 AT
T 0
Beachte, dass die sechste Gleichheit dabei wegen (3.18) aus Lemma 3.5.6 gilt. O

4.2.4 Bemerkung. Korollar 4.2.3 bleibt auch giiltig, wenn man fiir den Operator A keine Injektivitéit
fordert. In diesem Fall ist die Inverse A~! als lineare Relation mit mul(A~!) # {0} zu betrachten. Die
Ausdriicke, die in der Aussage des Korollars sowie in dessen Beweis vorkommen, bleiben aber nach
wie vor Operatoren. Denn man beachte, dass es sich bei den Resolventen von A~! auch im Fall von
linearen Relationen um beschrénkte, iiberall definierte Operatoren handelt.

4.3 Potenzen von Operatoren mit beliebigen komplexen Exponenten

Wir wollen die Betrachtungen von Potenzen von Operatoren, wobei die Exponenten positiven Realteil
haben, abschlieBen und nun beliebige Exponenten aus C zulassen. Wir haben gesehen, dass bei Ex-
ponenten mit positivem Realteil die Funktion z — 2% in A(Sy) liegt. Somit ist A% = (2%)(A) geméB
dem Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren definiert. Bei allgemeinen Exponenten o« € C hat
die Funktion z¢ diese Eigenschaft nicht mehr. Stellen wir allerdings die zusétzliche Forderung an den
Operator A, dass er injektiv sein soll, zeigt uns das folgende Lemma, dass sich A“ dann wieder sinnvoll
definieren lésst.

4.3.1 Lemma. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7), und sei @ € C. Dann

gilt 2% € T(Sy) fiir alle Winkel ¢ € (0, 7). Somit ist der Operator (2*)(A) durch den Funktionalkalkiil
fiir sektorielle Operatoren definiert.

4.3.2 Bemerkung. Wir mochten daran erinnern, dass die Menge 7 (Sy) definiert war als
T(Sy) :={f € O(Sy) : 7(2)" f(2) € H3(S) fiir einn € N},

wobei 7(2) = z(1 + 2) 72, vgl. Definition 3.4.7.
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

Beweis (von Lemma 4.53.1). Sei ¢ € (0,7) und wihle n € N, sodass n > |Re(«)|. Dann gilt

Za+n

&) =

€ Hyo(Ss)

nach Beispiel 3.1.20. Daher folgt z* € 7(Sy) und nach Proposition 3.4.8, (iv), auch z* € M(S,)a,
womit (2%)(A) definiert ist. O

Wegen Lemma 4.3.1 macht folgende Definition Sinn.

4.3.3 Definition. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0,7). Wir definieren
dann die Potenz des Operators A mit beliebigem Exponenten als

A% = (2%) (4),
wobel o € C.

Wir wollen die Definition von A% in diesem Abschnitt mit einigen niitzlichen Eigenschaften des
Operators A® erginzen. Im Vergleich zu unseren Resultaten aus den vorigen beiden Abschnitten
werden wir uns dabei allerdings teilweise mit schwicheren Aussagen begniigen miissen. Zur Motivation,
warum sich nicht alle Resultate ohne Einschrinkungen iibertragen lassen, soll folgendes Beispiel dienen.

4.3.4 Beispiel. Wenn wir fiir die Exponenten von A beliebige komplexe Zahlen zulassen, wird die
,Rechenregel® A%T# = A2 AP fiir o, 8 € C im Allgemeinen nicht mehr gelten. In der Tat verliert sie ihre
Giiltigkeit bereits dann, wenn wir uns bei den Exponenten auf ganze Zahlen «, 3 € Z einschrianken.
Wihlen wir a = —1 und 8 = 1, dann folgt mit Proposition 3.3.10, (iii),

A—IA C A—1+1 — AO _ I,

siehe dazu auch Proposition 4.1.6, (ii). Falls der Operator A aber die Eigenschaft dom(A) # X besitzt,
ist diese Inklusion offensichtlich strikt.

4.3.5 Proposition. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7). Dann gilt:
(i) Der Operator A% ist injektiv und es gilt (A%)~! = A= = (A~1) fiir alle a € C.

(ii) Fir alle a, 8 € C gilt
AYAP C AP,

wobei die Definitionsbereiche die Beziehung dom(A”) N dom(A**#) = dom(A~AP) erfiillen.
(iii) Falls @ € C mit Re(«) € (0,1), dann gilt

_sin(w

Ao a)/ £t + A) L dt
0

T
fir x € ran(A).
(iv) Falls a € R\{0} mit |a| < T, dann folgt A* € Sect(|a|w) und
(a)7 = 470

fiir alle 8 € C.
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(v) Seien ag,a; € C mit Re(ap), Re(aq) > 0. Dann gilt
dom(A*!) Nran(A*) C dom(A?)
fiir alle @ € C mit —Re(ap) < Re(a) < Re(a1). Weiters ist die Abbildung
{ {a € C: —Re(ap) < Re(a) < Re(a)} — X
o — A%
holomorph fiir alle z € dom(A*) N ran(A®°).
(vi) Sei 0 € p(A). Dann ist die Abbildung

{ {a € C:Re(a) >0} — B(X)

@ — A
holomorph.

(vii) Wenn ein Operator T' € B(X) mit A kommutiert, so auch mit A® fir « € C.

Beweis. (i) zeigt man genauso wie Proposition 4.1.6, (iv).
(ii) folgt unmittelbar aus Satz 3.3.10, (iii).

(iii) Fiir # € ran(A) = dom(A™1) folgt mit (i) und Korollar 4.2.3

Aoy — (A_l)ax _ sin(ma)
s

/ Ot + A dt.
0

(iv) Wir unterscheiden hier die beiden Fille, ob « positiv oder negativ ist.

1. Fall: Falls o € (0,7), so haben wir die erste Aussage bereits in Proposition 4.1.7 gezeigt. Die
Funktion z +— 2% liegt fiir alle § € C in 7[S,] und somit wegen der Injektivitit des Operators A®
auch in M (S, )Aae. Daher folgt die zweite Behauptung unmittelbar aus Korollar 4.1.8.

2. Fall: Sei jetzt a € (=Z,0). Da der Operator A injektiv und sektoriell ist, gilt dies auch fiir AL
Anwendung von (i) und Proposition 4.1.7 impliziert dann A% = (A™1)™® € Sect(|a|w), wenn man
beachtet, dass —a € (0, T) gilt. Mit (i) und dem bereits im ersten Fall Bewiesenen folgt also

() = ((a7) ™) = (a7) 7 =

fir alle g € C.

(v) Seien ap, a1 € C mit Re(ap), Re(a1) > 0 gegeben, und wihle z € dom(A*') N ran(A*). Wir
wollen zeigen, dass x € dom(A®) fir alle @ € C, die —Re(ap) < Re(a) < Re(ay) erfiillen. Dazu
unterscheiden wir drei Fille.

1. Fall: Es gilt Re(a)) > 0. Dann folgt die Behauptung wegen

z € dom(A“) Nran(A*) C dom(A*') C dom(A®),

wobei sich die letzte Inklusion aus Proposition 4.1.6, (iii), ergibt.
2. Fall: Es gilt Re(a) < 0. In diesem Fall folgt 0 < —Re(a) < Re(ap) und daher

r € dom(A*) Nran(A*) C ran(A*) = dom((A%)™1)
= dom((A71)*) C dom((A™!)™*) = dom(A%)
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mit Hilfe von (i) und wiederum Proposition 4.1.6, (iii).

3. Fall: Es gilt Re(a) = 0. Wir schreiben o = is mit s € R. Wiahle nun n € N so, dass n >

max{m, m} und definiere den Operator B := Aw. Dann folgt wegen % < Re(ap) und % <

Re(aq) die Inklusionenkette
z € dom(A*) Nran(A™) = dom(A*)Ndom((A~1)*)
dom(Aw) N dom((A1)7) = dom(B) Nran(B),

N

vgl. wieder Proposition 4.1.6, (iii). Der Operator B ist injektiv und sektoriell. Daher folgt wegen
Bemerkung 3.4.6, (ii), dass € dom(7(B)~!). Da die Funktion z — 2™ € T[S,] durch 7 regularisiert
wird, folgt mit der Definition

g(z) == 7(2)2" € HGo[S0]

offenbar g(B) = (7(2)z"*) (B) € B(X). Nach Satz 3.3.10, (i), kommutiert dann g(B) mit B, somit
auch mit B! und daher mit 7(B)~!. Wir kénnen also aus z € dom(7(B)~!) folgern, dass = €
dom(B™*). Dies sieht man leicht ein, da wegen der eben gezeigten Kommutativititseigenschaft

B = r(B)~! (T(z)zms) (B) 2 (T(z)zms) (B)r(B)™!
nach dem natiirlichen Funktionalkalkiil gilt. Nun gilt weiters
z € dom(B™*) = dom(A%*) = dom(A%).

Somit haben wir die erste Behauptung von (v) gezeigt.
Die Holomorphieeigenschaft folgt unmittelbar aus Korollar 4.1.11, da aus (ii)

A%p = A*T0 A0y
folgt und Re(ar + ap) € (0, Re(ag + aq)) gilt.
(vi) Wegen 0 € p(A) ist der Operator A injektiv, wobei seine Inverse A~! sektoriell und beschriinkt ist,

vgl. Lemma 3.5.6. Nach Proposition 4.1.6, (i), ist dann auch der Operator (A~1)% = A~ beschrinkt,
und die Abbildung

{ {a € C:Re(a) >0} — B(X)
@ — (A_l)a

ist holomorph.

(vii) ist ein Spezialfall von Satz 3.3.10, (i). O

Wie wir bereits in Beispiel 4.3.4 festgestellt haben, gilt fiir beliebige a, 3 € C im Allgemeinen
die Aussage A% = A% AP nicht mehr. Trotzdem konnen wir Punkt (ii) von Proposition 4.3.5 noch
verschérfen.

4.3.6 Proposition. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0,7), der dichten

Definitions- und Bildbereich hat, d.h. fiir den dom(A) = X und ran(A) = X gilt. Dann gilt

AYTB — Ao AR
fiir alle a, 8 € C.
Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir einen Teil des Beweises als Lemma formulieren.

4.3.7 Lemma. Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit Winkel w € [0, 7), und seien n € N und
x € X. Dann gilt:
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(1) lim¢oo t™(t + A) "z = z fur alle x € dom(A), und

(ii) limy—ot™(t + A) "2 = 0 fiir alle x € ran(A).

Beweis. (i) Sei vorerst x € dom(A). Dann gelten fiir ¢ > 0 die Gleichheiten

z = tt+ A e+ —tit+ A
= tt+A) e+ (t+A) T+ ADr—tt+ A
= tt+A) e+ ({t+A) T (t+A-t)
= tt+ A 1(t(t+A)’1)Ax.

Setzt man nun den gerade erhaltenen Ausdruck in die erste Variable x in der letzten Zeile ein, erhélt
man

=T

r = tit+ A" (t(t + Az % (tt+A)™1) Ax) +

= (tt+ A 2+

SN

(tt+A)") Az

(t(t+ A1) Az + % (t(t + A)7") Az

2
3 (et + A7) Az,
k=1

S B S S

= (tt+A) N r+

Iterativ ergibt sich

= (tt+A) ) 'z + % (t(t + A)~1)* A
k=1
Wegen
suIO) [t +A)7H| < M(A) < 0 (4.13)
t>
folgt daraus lim;_.o (t(t + A)™!)" 2 = 2. Wegen (4.13) und Lemma 1.3.15 folgt die Aussage auch fiir
alle z € dom(A).

(ii) Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach n.
Sei n = 1. Die Bedingung x € ran(A) impliziert = € dom(A~1). Mit (i) und (3.18) folgt daher

_ 1/1 !
:U:limt(t—i—A_l) lx—x—hm<+A> x,
t—o0 t

t—oo t

was unmittelbar 0 = lim; o ¢ (¢ 4+ A)_l x ergibt. Somit ist der Induktionsanfang gezeigt.
Es bleibt der Induktionsschritt n — 1 — n zu zeigen. Gelte also als Induktionsvoraussetzung

xeM:}%tWt%—A)_kw:O
fir k=1,...,n — 1. Da wieder € dom(A~1) gilt, folgt mit (i) und (3.18)
v o= (1A )
= lim (1-t(t+4)7") s

— %%<x+2(—1)’“< ) (t+A)~ )k:c+( Dttt + A" )

= z+(-1)" hmt"(tJrA) "x
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4 Potenzen von sektoriellen Operatoren

was lim;_,ot"(t + A)""x = 0 impliziert. Man beachte, dass die vierte Gleichheit dabei wegen der
Induktionsvoraussetzung gilt. O

Beweis (von Proposition 4.3.6). Wegen Proposition 4.3.5, (ii), gilt die Inklusion A*AP C A+ fiir
a, f € C. Schlielen wir beide Seiten ab, bleibt die Inklusion erhalten. Daher gilt

AaAB C AatB = AaJrﬁ’

da die Operatoren, die wir durch den Funktionalkalkiil fiir meromorphe Funktionen erhalten, immer
abgeschlossen sind, vgl. Proposition 2.1.7.

Um die andere Inklusion zu zeigen, sei z € dom(A®*3). Wihle weiters ein k € N, sodass dom(A*) N
ran(A*) C dom(AP®), vgl. dazu Proposition 4.3.5, (v). Definiere dann den Operator

n

To(A) == n(n+ A)~! - 1 <i - A)l

fiir n € N\{1}, und sei z,, := 7,(A)*z. Wir wollen z,, € dom(A*AP) zeigen.

Offenbar ist 7,,(A) ein beschriankter Operator, der mit A kommutiert, da die Resolventen von A mit
dem Operator A kommutieren. Also kommutiert 7,,(A)* mit A und nach Proposition 4.3.5, (vii), auch
mit A°*P. Lemma 1.3.10 zeigt x,, € dom(A%*H).

Fiir den Operator 7,(A) gilt

T(A) = n(n—i—A)_l—% 1 A>_l

Da die Resolventen von A mit dem Operator A kommutieren, erkennt man aus dieser Darstellung,
dass ran(7,,(A)*) € dom(A¥) Nran(A¥). Somit folgt @, € ran(7,(A)*) C dom(A”) nach unserer Wahl
von k. Zusammen mit dem vorigen Absatz gilt also

z, € dom(A*"P) N dom(A”) = dom(A®47),

wobei die Gleichheit der Definitionsbereiche aus Proposition 4.3.5, (ii), folgt.
Fiir z € X = dom(A) Nran(A) gilt weiters

= (3 (%) vy (:L (2 A>_1) AP

=0

Die behauptete Konvergenz folgt dabei wegen Lemma 4.3.7 und Lemma 1.3.16. Insbesondere folgt
daraus lim,, o £, = £ und

AAPx, = ABr (A)x = 1, (AP AP " AotBy,
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da natiirlich auch A**#z € X = dom(A) Nran(A). Zusammensetzen der bisher gezeigten Teile liefert
somit

AP C AaAB,

da wir zu (z,y) € A**P eine Folge von Paaren (z,,,y,) € A*A® gefunden haben mit (z,,y,) — (2,%).

O

Den Abschluss unserer Ausfithrungen soll der Darstellungssatz von Komatsu bilden. Ahnlich wie
der Darstellungssatz von Balakrishnan beschéftigt er sich mit Integraldarstellungen des Operators
A%, wobei wir uns jetzt nicht mehr auf o € C mit positivem Realteil beschranken. In den Integralen
kommen wiederum nur die Operatoren A, A~' und entsprechende Resolventen vor. Daher lassen sie
sich oft leichter handhaben als der Operator A®, der iiber den Funktionalkalkiil fiir meromorphe
Funktionen definiert ist.

4.3.8 Satz (Darstellungssatz von Komatsu). Sei A ein injektiver, sektorieller Operator mit
Winkel w € [0, 7), und sei @ € C\{0} mit Re(a) € (—1,1). Dann gelten die Identitéten

A% — sin(ma) (133 _ L/rlx + /1 ot + AT A e dt
o\ Dda 0 (4.14)
+/ to‘_l(t—i—A)_lA:Udt)
1
und
o sin(ra) (1 1 o _1 ! a —1y—1 4—1
A%y = - <ax+/0 (1 +tA) Awdt—/o t*"(1+tA ) A xdt) (4.15)

fir x € dom(A) Nran(A).

Beweis. Wir nehmen vorerst Re(a) € (0,1) an. Der allgemeine Fall wird dann #hnlich wie beim
Darstellungssatz von Balakrishnan mittels Identitétssatz folgen. Fiir solche o und = € dom(A)Nran(A)
koénnen wir Formel (4.5) aus dem Darstellungssatz von Balakrishnan anwenden und erhalten

™

A = [l A Ardt
sin(ma) v / (t+A4)" Az

1 o'}
= / t7 Nt + A) 1Aa:dt—i—/ tHt+ A Az at
0 1

1 00
= / M+ A)” (t+A—t)xdt+/ t 7t 4+ At Az dt
0 1

1 00
= /t“ Yo —t(t+A)™! )dt+/ t Nt 4+ At Az dt
0 1

1 -1 oo
1
= /t“l < + A ) xdt—i—/ 7t + A Az dt
0 1

1 o)
= / (1 +tA™H 1xdt+/ Lt + A" Az dt,
0 1
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wobei in der vorletzten Zeile die Identitét (3.18) eingeht. Wir formen weiter um zu

™

1 o]
A%:/ ta1(1+tA1)1xdt+/ t (it + A Az dt
0

sin(ma) 1

1 [e)
:/ 1 +tAH a4 tAt tA—l)a;dt+/ t it + A Az dt
0 1

1 00
:/ et (1—(1+tA_1)_1tA_1):cdt+/ t Nt 4+ A"t Az dt

0 1
1 o
= lx - / t*(1+tA DT A e dt + / s s+ At Axds (4.16)
(0} 0 1
1 ! ! 1 !
=z —/ t*(1 +tA1)1A1xdt+/ t—ol < +A> Az dt
(6 0 0 t

(0%

1 1
= 1x—/ ta(1+tA1)1A1:cdt+/ 7 (1 +tA)"! Az dt,
0 0

wenn wir in der vorletzten Zeile t = % substituieren. Die Integrale in der letzte Zeile machen sogar fiir
a € C\{0} mit Re(a) € (—1,1) Sinn, da

1/1 -

-|1-+A4

(1)

gilt, und das erste Integral somit existiert. Analoges gilt natiirlich fiir das zweite Integral. Um die
Gleichheit (4.15) fiir Re(a) € (—1, 1) zu erhalten, wollen wir nun Holomorphie (als Funktionen von «)
auf beiden Seiten zeigen und den Identitdtssatz (Satz 1.2.6) anwenden.

Der Ausdruck auf der linken Seite von (4.15) ist holomorph, da a — ﬁ holomorph ist und wir die
Holomorphie von A%z bereits in Proposition 4.3.5, (v), nachgewiesen haben.

Wir wollen jetzt zeigen, dass das erste Integral auf der rechten Seite schwach holomorph ist. Dafiir
wollen wir wieder Proposition 1.2.5 beniitzen, nachdem wir ein beliebiges stetiges, lineares Funktional
' € X' auf das Integral angewendet und ins Integral hineingezogen haben. Mit Q = (0,1) und
G = {a € C\{0} : Re(a) € (—1,1)} sind dann die ersten beiden Bedingungen von Proposition 1.2.5
offenbar erfiillt. Sei nun eine beliebige kompakte Menge K C G gegeben. Die dritte Bedingung gilt
dann mit der Funktion gg (t) = ¢t M(A)||2'||||A~ z||, wobei o := infocx Re(cv). Somit ist die Funktion

(1 +tA) 7| = < M(A)

1
o H/ t*(1+tA YT A g at
0

schwach holomorph und daher auch holomorph. Das andere Integral behandelt man analog.

Der Identititssatz liefert jetzt (4.15) fiir o € C\{0} mit Re(a) € (—1, 1), vgl. auch wieder Bemerkung
1.2.7.

Es bleibt nur noch die Identitdt (4.14) zu zeigen. Dafiir beniitzen wir die fiir x € dom(A) Nran(A)
gliltige Gleichheit

Tt +A) e

i t+ AT (t+ AT —tA e
= t't+ AT+ A e -+ A)TTAT
ttA - (t+ A)TAT
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und berechnen aus Zeile (4.16)

1 1 00
T A% = x—/ ta(1+tA_1)_1A_1xdt+/ t Nt 4+ At Az dt
sin(ma) a 0 1
1 1 0o
= a;—/ ta(Alm—t(t—i-A)lAlx)dt—i—/ t* 4+ A) "t Az dt
(0% 0 1
1 1 o)
= a;—/ ta“tl(t—i—A)lxdt—l—/ t* Nt 4+ At Az at
o 0 1
1 1 1 fe'e)
= x—/ taAlxdt—i—/ ta+1(t+A)1A1xdt+/ t* Mt 4+ At Az at
o 0 0 1
1 1 o)
= —r-— Ala:—i—/ ta+1(t+A)1A1xdt+/ t* 1t + AT Az dt,
« Oé+]. 0 1

wobei bei der zweiten Gleichheit die Identitit (3.18) eingeht. Multiplizieren mit 2 ergibt (4.14).

0
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