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Kurzfassung

Fiir nichtlineare Laplace- und Lamé-Transmissionsprobleme betrachten wir die symmetri-
sche als auch verschiedene Varianten der nicht-symmetrischen Kopplung von FEM und
BEM.

Zuerst fithren wir die implizite Stabilisierung ein, welche es uns erlaubt, Losbarkeit und
Stabilitét aller erwéhnten Kopplungsmethoden, auch fiir stark monotone Nichtlinearitédten
im inneren Gebiet, zu zeigen. Unsere Theorie enthilt und verallgemeinert alle bereits be-
kannten Resultate zur Stabilitdt der symmetrischen Kopplung und erweitert die bestehen-
de Theorie zu den nicht-symmetrischen Kopplungen. Im Gegensatz zu fritheren Arbeiten,
bendtigen wir keine Annahmen an das gegebene Netz T, so wie z.B., dass das Netz 7 am
Rand hinreichend fein ist. Ferner gibt diese Arbeit ein erstes mathematisches Fundament
der nicht-symmetrischen Kopplung fiir nichtlineare Probleme.

Danach behandeln wir adaptive Methoden. Unser Hauptaugenmerk liegt dabei in der
Konvergenz des mit dem gewichteten Residualschéitzer gesteuerten adaptiven Algorithmus,
und wir geben den ersten (und bisher einzigen) Beweis fiir die Konvergenz der adapti-
ven Kopplung. Zusétzlich untersuchen wir einen ZZ-Fehlerschitzer auf Zuverlissigkeit und
Effizienz.

Des weiteren behandeln wir die Vorkonditionierung von Galerkin-Matrizen, welche von
BEM Operatoren auf lokal verfeinerten Triangulierungen stammen. Es ist bekannt, dass
die Konditionszahlen der nicht-vorkonditionierten Galerkin-Matrizen steigen, sobald das
Netz verfeinert wird und dariiber hinaus von dem Verhéltnis der maximalen und minima-
len Netzweite abhdngen. Im Framework von Additiv-Schwarz Zerlegungen definieren wir
einen lokalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer fiir den hypersinguldren Operator in 2D
und 3D und fiir den schwach-singuléiren Operator in 2D. Wir beweisen Optimalitét dieser
Vorkonditionierer, d.h. die Konditionszahlen der vorkonditionierten Systeme héngen nicht
mehr von der Netzweite ab.

Zum Schluss analysieren wir einen (2 x 2)-Blockdiagonal-Vorkonditionierer fiir die Gal-
erkin-Matrix der erwihnten FEM-BEM Kopplungen. Diese zwei Blocke entsprechen dabei
Vorkonditionierern fiir den FEM Teil und den BEM Teil. Sind diese Vorkonditionierer
optimal, so zeigen wir, dass der Blockdiagonal-Vorkonditionierer fiir die symmetrische und
nicht-symmetrische FEM-BEM Kopplung optimal ist. Insbesondere gilt so ein Resultat fiir
die lokalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer und liefert daher, zumindest fiir Probleme
in 2D, optimale Vorkonditionierer fiir die betrachteten FEM-BEM Kopplungen.

In der vorliegenden Arbeit finden sich zahlreiche numerische Beispiele, welche die ge-
nannten theoretischen Resultate bestétigen.






Abstract

In the frame of nonlinear Laplace- and Lamé-type transmission problems, we consider the
symmetric coupling as well as certain variants of the non-symmetric coupling of FEM and
BEM.

First, we introduce a unified framework, called implicit stabilization, that allows us to
prove solvability and stability of the mentioned coupling methods, even in the presence
of certain monotone non-linearities in the interior domain. This theory includes and even
extends the well-known stability results for the symmetric coupling and extends the existing
theory for non-symmetric couplings. Unlike prior work, we remove any assumption on the
given mesh T like, e.g., T being sufficiently fine along the boundary. Moreover, our work
provides the first mathematical stability results for non-symmetric FEM-BEM couplings
and nonlinear problems.

Second, we consider adaptive mesh-refining methods. Mainly, we are interested in the
convergence of the corresponding adaptive algorithm steered with the weighted-residual
error estimator, where we give the first mathematically reliable convergence results. Ad-
ditionally, we analyze a gradient recovery estimator (ZZ-estimator) in terms of reliability
and efficiency.

Third, we consider preconditioning of Galerkin matrices arising from BEM operators on
locally refined triangulations. It is well-known that the condition number of the unprecon-
ditioned Galerkin matrices grows if the mesh is refined, and additionally hinges on the ratio
between the maximal and minimal mesh-size. Within the framework of additive Schwarz
methods, we introduce a local multilevel diagonal preconditioner for the hypersingular ope-
rator in 2D and 3D, and for the weakly-singular integral operator in 2D and prove that
the condition numbers of the preconditioned systems are optimal, i.e., independent of the
mesh-size.

Fourth, we analyze a (2 x 2)-block-diagonal preconditioner for the Galerkin matrix of the
coupling systems. The two blocks correspond to preconditioners for the FEM part and the
BEM part, respectively. Provided that we have optimal preconditioners for the FEM part
and the BEM part, we prove optimality of the block-diagonal preconditioner for symmetric
as well as non-symmetric coupling methods. In particular, such a result applies for the
local multilevel diagonal preconditioners and provides, at least for 2D problems, optimal
preconditioners for the FEM-BEM couplings under consideration.

Throughout, we give various numerical examples that underline our theoretical findings.
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Diese Arbeit handelt von der Kopplung zweier wichtiger numerischer Verfahren, der Finiten
Elemente Methode (FEM) und der Randelementmethode (BEM, von engl. boundary element
method).

Die FEM gilt als eine der bedeutendsten numerischen Methoden der heutigen Zeit. Das
liegt zum einen an der relativ simplen Implementierung, wodurch sie fiir den Anwender ein
wichtiges Werkzeug darstellt, und zum anderen an deren Flexibilitdt als auch der weit fort-
geschrittenen mathematischen Theorie. Die Einsatzgebiete der FEM sind weit verbreitet,
z.B. Probleme aus der Elektrostatik und Magnetostatik, Probleme aus der Mechanik, aber
auch zeitabhéngige Probleme.

Fiir gewisse Fragestellungen ist die FEM aber weniger geeignet, z.B. falls Berechnungen
auf unbeschriinkten Gebieten erforderlich sind. In vielen solchen Situationen ist dies aber
mit BEM moglich. Der Vorteil der BEM liegt darin, dass man die Berechnung auf einem
(unbeschrénkten) Gebiet auf dessen (beschrénkten) Rand zuriickfithrt. Man kann also die
Problemdimension reduzieren. Damit einher geht eine etwas anspruchsvollere zugrunde
liegende mathematische Theorie.

Als Modellproblem verwenden wir in dieser Arbeit (moglicherweise nichtlineare) Trans-
missionsprobleme. Dabei werden (nichtlineare) Gleichungen auf einem beschriankten Gebiet
(Innenraum) mittels FEM modelliert und aulerhalb dieses Gebietes (Aufenraum) werden
die linearen Gleichungen mit BEM modelliert. Ein Beispiel fiir solch ein Problem ist die
Streufeldberechnung aus der Magnetostatik. Die Losungen im Innenraum und Auflenraum
sind mit Transmissionsbedingungen verbunden. Aus diesen ergibt sich in natiirlicher Art
und Weise die Kopplung der zwei Methoden.

Vom mathematischen Standpunkt gesehen, sind wesentliche Punkte die (eindeutige)
Losbarkeit und numerische Stabilitdt der diskretisierten gekoppelten Gleichungen, welche
auch in der vorliegenden Arbeit untersucht werden.

Dariiber hinaus sind in den letzten Jahrzehnten adaptive Verfahren populir geworden.
Fiir die FEM ist die Theorie zur Adaptivitit bereits stark ausgebaut, wihrend fiir die
BEM erst in den letzten Jahren grofle Fortschritte erzielt worden sind. Dadurch ergeben
sich auch interessante und offene Fragen fiir die FEM-BEM Kopplung, von denen wir einige
behandeln werden.

Fiir den Anwender sind effiziente Losungsmethoden, das sind Verfahren die moglichst
wenig von der Problemgrofie abhéingen, von entscheidender Bedeutung. Speziell fiir adaptive
Verfahren bedarf es dabei einer tiefer gehenden Analyse. Wir werden solche Loser fiir die
BEM und die FEM-BEM Kopplung konstruieren und deren Optimalitdt sowohl in der
Theorie als auch anhand von ausgewéhlten Beispielen zeigen.
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1.2 Resultate und Aufbau der Arbeit

Kapitel 2

Zunichst sammeln wir in Kapitel 2 grundlegende Notationen und Ergebnisse zu Sobolev-
rdumen. Wir wiederholen die Definition regulidrer Triangulierungen und definieren darauf
diskrete Funktionenrdume, welche wir in den weiteren Kapiteln benétigen.

Kapitel 3

In Kapitel 3 untersuchen wir das Laplace-Transmissionsproblem

—div(AVu) = f in Q, (1.1a)
—Au™t =0 in Q™ .= RNQ, (1.1b)
u—u™" = g auf T, (1.1c)

(AVu — Vu™") - n = ¢ auf I, (1.1d)
u™(x) = O(|e|™Y) fiir || — oo, (1.1e)

wobei der Operator 2 das Material im Gebiet €2 beschreibt und auch nichtlinear sein kein.
Es bietet sich daher an, Gleichung (1.1a) mit Hilfe von FEM zu l6sen und, aufgrund der
Unbeschrinktheit von Q¢ Gleichung (1.1b) mit Hilfe von BEM zu 16sen. Die Kopplung
der beiden Methoden entsteht durch die Transmissionsbedingungen (1.1¢)—(1.1d) am Rand
I' = 99). Wir behandeln drei verschiedene Varianten von Kopplungen: Die symmetrische
Kopplung [Cos88, Han90], die (nicht-symmetrische) Johnson-Nédélec Kopplung [JN80],
und die Bielak-MacCamy Eingleichungskopplung [BM84].

Losbarkeit ist fiir die symmetrische Kopplung bereits langer bekannt. Fiir das hier be-
trachtete Modellproblem mit Nichtlinearitdten wurde das in [CS95], unter der Annahme
einer hinreichend kleinen Netzweite des Randnetzes, zum ersten Mal gezeigt. Alle darauf
aufbauenden Arbeiten und Resultate hingen daher auch von dieser Bedingung ab. Die An-
nahme an die Netzweite wurde fiir die symmetrische Kopplung in [AFP12] mit Hilfe der
Analysis aus [CS95] entfernt. Die Beweise beruhen aber allesamt auf den Eigenschaften des
symmetrischen Steklov-Poincaré Operators. Dadurch lassen sich die entsprechenden Ideen
nicht auf die nicht-symmetrischen Kopplungen iibertragen. Andere Arbeiten, z.B. [GH95]
und darin enthaltenen Referenzen, beruhen auf der Verwendung eines inneren Dirichlet-
Randes I'g, d.h. es wird eine zusétzliche Randbedingung

u =gy aufly

vorgeschrieben.
Das Modellproblem (1.1) kann auch mit der Johnson-Nédélec Kopplung [JN8O]

(AVu, Vu)g — (¢, v)r = (f, v)a + (d0, v)r, (1.2a)
(W, (3 — R)u+V)r = (¥, (5 — K)uo)r (1.2b)
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reformuliert werden. In der variationellen Formulierung (1.2) entspricht ¢ der &ufleren
Normalenableitung Vu®™' - n, & dem Doppelschichtintegraloperator und 20 dem Einfach-
schichtintegraloperator. Dieses Problem kann kurz in Operatorform als

(Bu, v)=(F,v) (1.3)

mit w = (u, ¢),v = (v,1) geschrieben werden. Durch Einsetzen von u = (1,0) = v in (1.3)
sieht man, dass die linke Seite verschwindet und somit der Operator 5 nicht stark monoton
sein kann. Daher lassen sich keine Standardmethoden (Hauptsatz der stark monotonen
Operatoren) anwenden.

Fiir die Johnson-Nédélec Kopplung war die mathematische Theorie bis vor Kurzem nur
fiir lineare Probleme auf Gebieten mit glattem Rand I" vorhanden. In diesem Fall ist & kom-
pakt und Lésbarkeit der Gleichungen folgt aus Stérungsargumenten (sofern das Randgitter
hinreichend fein ist). Erst seit der Arbeit [Say09] ist Losbarkeit auf allgemeinen Lipschitz-
Gebieten bekannt. Aufbauend auf dieser und den Folgearbeiten [GHS12, Stell, OS13b],
welche durchgehend lineare Modellprobleme behandeln, fithren wir das komplett neue Kon-
zept der impliziten Stabilisierung ein, das es uns erlaubt, Losbarkeit und Stabilitdt der
Johnson-Nédélec Kopplung auch fiir nichtlineare Probleme zu zeigen. Wir stellen dazu eine
zur FEM-BEM Kopplung (1.3) dquivalente Operatorgleichung (Satz 3.26)

Bu=F (1.4)

auf, welche auf einen stark monotonen Operator B fiihrt. Aquivalenz bedeutet in unserem
Falle, dass u genau dann eine Losung von (1.4) ist, wenn u auch eine Losung von (1.3)
ist und diese Aquivalenz iibertrigt sich auch auf die Galerkin-Diskretisierungen von (1.3)
und (1.4). Das dquivalente System (1.4) ist aufgrund der (starken) Monotonie von B ein-
deutig losbar (Satz 3.27) und impliziert somit auch die Losbarkeit der nicht-stabilisierten
Gleichungen (1.3) (Satz 3.25).

Des weiteren erlaubt es diese neue Methodik auch, die symmetrische Kopplung zu ana-
lysieren (Satz 3.17, Satz 3.19, und Satz 3.22). Insgesamt stellen wir ein neues theoretisches
Werkzeug bereit, welches fiir die drei genannten Kopplungsarten benutzt werden kann,
und welches die gleichen Resultate wie [AFP12, CS95, GHS12, Stell, OS13b, Say09] lie-
fert und dariiber hinaus Nichtlinearititen zulésst, ohne Einschrankungen an die Netzweite
zu machen oder zusétzliche Randbedingungen zu fordern. Diese Arbeit ist somit die ers-
te, welche eine Analysis fiir die nichtlineare Johnson-Nédélec Kopplung und nichtlineare
Bielak-MacCamy Kopplung zur Verfiigung stellt. Im Gegensatz zu der in [Stell] verwende-
ten expliziten Stabilisierung bedarf es bei der hier neu eingefiihrten impliziten Stabilisierung
keiner Pre- oder Postprocessing Schritte.

Kapitel 4

In Kapitel 4 werden wir die in Kapitel 3 herausgearbeiteten Ideen auf Probleme in der Elas-
tostatik ausweiten. Als Modellproblem betrachten wir ein Lamé-Transmissionsproblem,
wobei wir wieder Nichtlinearitdten im Innenraum zulassen. Das Problem besteht nun
darin, dass man auf den mehrdimensionalen Kern des Verzerrungstensors, das sind die
Starrkorperbewegungen, Riicksicht nehmen muss. Wir zeigen unter einer Annahme an den
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diskreten Raum, welche fiir die iiblichen Diskretisierungen immer erfiillt ist, dass sich das
neue Konzept der impliziten Stabilisierung auch auf diese Problemarten iibertragen lésst.
Wiederum erhalten wir die gleichen Resultate wie in [CS90, CFS97, GH95] fiir die symme-
trische Kopplung bzw. wie in [GHS12, Stel3] fiir die Johnson-Nédélec Kopplung. Unsere
Analysis benétigt dabei weder Annahmen an die Netzweite noch zusétzliche Randbedingun-
gen und ldsst stark monotone Nichtlinearititen (als erste auch fiir die nicht-symmetrischen
Kopplungen) im Innenraum zu.

Kapitel 5

In Kapitel 5 untersuchen wir einen adaptiven Algorithmus der Form

LOSEN | — | FEHLERSCHATZEN | — | MARKIEREN | — | VERFEINERN |

fiir die FEM-BEM Kopplungsformulierungen des Laplace-Transmissionsproblems aus Ka-
pitel 3. Dabei behandeln wir die bisher offene, aber {iberaus wichtige Fragestellung der Kon-

-3

F =© = Fehler (adaptiv)
= B = Fehlerschitzer (adaptiv)
= ® = Fehler (uniform)

- e = Fehlerschétzer (uniform)
M M| M

Ll ] ] S

10° 10° 10* 10
Anzahl Elemente M

Abbildung 1.1: Fehler und gewichteter Residualfehlerschétzer bei der Johnson-Nédélec
Kopplung im adaptiven und uniformen Fall. Durch die Anwesenheit
von Singularitdten fithrt das uniforme Verfahren zu suboptimalen Raten,
wihrend das adaptive Verfahren die bestmdogliche Konvergenzgeschwindig-
keit liefert.

vergenz der vom adaptiven Algorithmus generierten Losungen gegen die exakte Losung des
Problems. In numerischen Beispielen, siche Abbildung 1.1, ist das bereits bekannt. A priori
gilt das auch im Fall von uniformen Verfahren, da dort die Netzweite (gleichméBig) gegen
Null geht. Bei adaptiven Verfahren ist das unklar und deshalb ist die Konvergenz des adap-
tiven Algorithmus im Allgemeinen unklar und eine mathematische Herausforderung. Wir
zeigen in dieser Arbeit Konvergenz, falls der adaptive Algorithmus mit dem gewichteten



1.2 Resultate und Aufbau der Arbeit

Residualfehlerschitzer gesteuert wird (Satz 5.9), und das ist das erste (und bisher einzi-
ge) Konvergenzresultat fiir die adaptive Kopplung. Der verwendete Fehlerschétzer stammt
aus [CS95] fiir die symmetrische Kopplung und kann fiir die anderen Kopplungen mit
den gleichen Techniken hergeleitet werden [AFFT13a, AFKP12]. Der Beweis der Konver-
genz des adaptiven Algorithmus héngt an inversen Abschitzungen der zugrunde liegenden
Randintegraloperatoren ab, siche [AFFT12, Kar12]. Wir betrachten hier nur die FEM-BEM
Kopplungen fiir das Laplace-Transmissionsproblem, da nur fiir diesen Fall die nétigen Un-
gleichungen in [AFFT12] hergeleitet wurden. Wir erwarten, dass diese Ideen auch fiir die
Kopplungen in der Elastostatik {ibertragen werden koénnen.

Zusétzlich definieren wir einen einfach zu implementierenden ZZ-Schétzer (nach [ZZ87]
fiir FEM-Probleme) fiir die Kopplungsgleichungen. Der Vorteil besteht darin, dass weder die
Daten, noch die vorhandene Nichtlinearitét im Schétzer bendtigt werden. Zuverlissigkeit
kann dabei nur unter einer Saturationsannahme gezeigt werden (Satz 5.14), wihrend Effi-
zienz immer bis auf Terme hoherer Ordnung gilt (Satz 5.15). Wir adaptieren dazu die fiir
FEM bekannten Resultate [CB02, BC02, Car04] und die neuere Arbeit zu BEM [FFKP14].

Kapitel 6

Kapitel 6 beschéftigt sich mit der Vorkonditionierung von BEM Operatoren auf adaptiv
generierten Netzen. Abbildung 1.2 zeigt ein Beispiel fiir lokal verfeinerte Triangulierungen.

Abbildung 1.2: Adaptive Verfahren fiihren auf lokal stark verfeinerte Triangulierun-
gen. Ausgehend von einer Starttriangulierung (links) wird dort, wo der
geschiitzte Fehler am grofiten ist, die Triangulierung verfeinert. Dadurch
kann das Verhéltnis vom groffiten zum kleinsten Elementdurchmesser
sehr grofl werden, was unmittelbaren Einfluss auf die Konditionszahl der
Galerkin-Matrix hat.



1 Einleitung

Es ist bekannt, dass die Konditionszahl, welche grofien Einfluss auf direkte und iterative
Loser hat, mit der Anzahl der Elemente wéchst und zusétzlich vom Verhéltnis zwischen
grofftem und kleinstem Elementdurchmesser der Triangulierung abhéngt, und somit auf
adaptiven Gittern explodieren kann. Das Ziel ist es daher, optimale Vorkonditionierer zu
entwickeln, so dass die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems unabhéngig von der
Anzahl der Elemente und deren Durchmesser (Netzweite) ist. In dieser Arbeit untersuchen
wir vorwiegend Multilevel Verfahren, da bei adaptiven Methoden in natiirlicher Weise ei-
ne Netzhierarchie entsteht, und es sinnvoll ist diese auszunutzen. Speziell behandeln wir
Additiv-Schwarz Vorkonditionierer. Aufbauend auf den Arbeiten [WC06, XCH10] zu ad-
aptiver FEM in 2D, und [TS96] zu uniformer BEM in 2D, konstruieren wir einen lokalen
Multilevel Additiv-Schwarz Vorkonditionierer fiir den hypersinguldren Integraloperator in
2D und 3D, welcher optimal auf adaptiven Gittern ist (Satz 6.7). Des weiteren liefert die
vorgestellte Analysis auch einen optimalen Vorkonditionierer fiir den Einfachschichtinte-
graloperator in 2D (Satz 6.21). In Abbildung 1.3 ist die Optimalitét dieses Vorkonditio-
nierers zu sehen. Zum Vergleich sind die Konditionszahl der Galerkin-Matrix und jene bei
Verwendung des simplen Diagonalvorkonditionierers eingezeichnet.

V2N
10" = ¥ = Lokaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer fd,

= B - Diagonalvorkonditionierer

10°F = 6- Galerkin-Matrix QM =

Konditionszahlen

Anzahl Elemente M

Abbildung 1.3: Konditionszahlen der Galerkin-Matrix des Einfachschichtintegraloperators
in 2D, und jene bei Verwendung des simplen Diagonalvorkonditionierers
bzw. des lokalen Multilevel Diagonalvorkonditionierers auf adaptiv gene-
rierten Triangulierungen.

Zusétzlich definieren wir einen globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer, der quasi-
optimal ist (Satz 6.9 fiir den hypersingulidren Fall und Satz 6.23 fiir den schwach-singuldren
Fall). Die Konditionszahl héngt in diesem Fall linear von der Anzahl der Level ab, d.h.
logarithmisch vom minimalen Elementdurchmesser. Dieses Ergebnis stellt auch eine Ver-
besserung der Arbeit [Mai09] dar, welche den globalen Multilevel Vorkonditionierer fiir den
hypersinguléren Fall auf graduierten Netzen in 2D behandelt. Numerische Experimente
belegen, dass die Resultate scharf sind und daher nicht weiter verbessert werden kénnen.



1.2 Resultate und Aufbau der Arbeit

Kapitel 7

In Kapitel 7 beschéftigen wir uns mit der Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplun-
gen. Fiir die symmetrische Kopplung gibt es bereits eine grofie Anzahl von Literatur,
z.B. [CKL98, FS09, HPPS03, HMS99, MS98| und die darin enthaltenen Referenzen, wéh-
rend fiir die nicht-symmetrischen Kopplungen nur wenig bekannt ist, z.B. [Med98]. Dies
liegt mit Sicherheit auch daran, dass die mathematische Theorie fiir die nicht-symme-
trischen FEM-BEM Kopplungen noch recht jung ist. In dieser Arbeit untersuchen wir
einen (2 x 2)-Blockdiagonal-Vorkonditionierer der Form

Prem 0 >
P=
( 0 Pgem

fiir die drei vorgestellten FEM-BEM Kopplungen. Der erste Block Ppry dieses Vorkondi-
tionierers entspricht einem Vorkonditionierer fiir ein FEM Problem, und der zweite Block
Pprum entspricht einem Vorkonditionierer fiir den Einfachschichtintegraloperator (BEM).
Aufbauend auf [MS98] abstrahieren wir deren Argumente, untersuchen ein vorkonditio-
niertes GMRES Verfahren und zeigen, dass die Anzahl der Iterationen, um das relative
Residuum um einen vorgegebenen Faktor zu verringern und die Konditionszahl des vor-
konditionierten Systems, nur von der Wahl von Ppgy und Ppgy abhéingen (Satz 7.5).
Hat man also optimale Vorkonditionierer aus der FEM und BEM bei der Hand, so erhéalt

N
T T T T
= % = Optimaler Blockdiagonal-Vorkonditionierer
= B - Diagonalvorkonditionierer 9—0
- e = Galerkin-Matrix
’
4
’
K a7
6%
£ 10°h y 1
= 00
3
3 (2
3 e &
£ o a
b / zB8
3 @ a T
g 000 oo
9 o
10° | g z22 |
0,00' o
14 o)
4 ﬁaﬂm
@ B
ﬂ:in-_&xbwm-w-n-x**-x-x-x— X M KX WK K== % K
10? 10° 10* 10°

Anzahl Elemente M

Abbildung 1.4: Konditionszahlen der Galerkin-Matrix der Johnson-Nédélec Kopplung und
Konditionszahlen bei Verwendung des simplen Diagonalvorkonditionierers
bzw. des optimalen Blockdiagonal-Vorkonditionierers auf adaptiv generier-
ten Triangulierungen.

man direkt einen optimalen Vorkonditionierer fiir die FEM-BEM Kopplung. Daher impli-
zieren die Optimalitéit des lokalen Multilevel Diagonalvorkonditionierers aus Kapitel 6 fiir
den Einfachschichtintegraloperator und die Ergebnisse [WC06, XCH10] zu lokalen Mul-



1 Einleitung

tilevel Diagonalvorkonditionierern fiir FEM, einen optimalen Vorkonditionierer fiir FEM-
BEM Kopplungen auf adaptiven Gittern in 2D. Abbildung 1.4 zeigt einen Vergleich dieses
optimalen Vorkonditionierers mit einem simplen Diagonalvorkonditionierer und der nicht-
vorkonditionierten Galerkin-Matrix der Johnson-Nédélec Kopplung.

Numerische Experimente

Am Ende der Kapitel 3-7 finden sich jeweils zahlreiche numerische Beispiele, die unsere
theoretischen Uberlegungen bestitigen.

Publikationen und Preprints

Die vorliegende Arbeit fasst Teile der in der Promotionszeit entstandenen Resultate aus
den Publikationen [AFFT13a, AFF*14, FFKP14] und den Preprints [AFF*12, FFKP12,
FFPS13a, FFPS13b] zusammen:

e [AFF*13a): Einfiihrung der impliziten Stabilisierung fiir die drei genannten FEM-
BEM Kopplungen; Herleitung des gewichteten Residualfehlerschiitzers fiir die Bielak-
MacCamy Kopplung und Beweis der Konvergenz des adaptiven Algorithmus;

e [AFFT14]: Verschiedene Fehlerschiitzer fiir die hypersingulire Gleichung in 3D, dar-
unter auch ZZ-Schitzer fiir Diskretisierungen niedrigster Ordnung;

o [FFKP14]: ZZ-Fehlerschitzer fiir BEM in 2D;

e [AFFT12]: Inverse Ungleichungen fiir die Randintegraloperatoren; Konvergenz des
adaptiven Algorithmus im Falle des gewichteten Residualschitzers der symmetrischen
Kopplung;

e [FFKP12]: Erweiterung der Idee der impliziten Stabilisierung auf (nichtlineare) Pro-
bleme in der Elastostatik;

e [FFPS13al: Lokale und globale Multilevel Diagonalvorkonditionierer fiir die hypersin-
gulére Gleichung in 2D und 3D;

e [FFPS13b]: Lokaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer fiir die schwach-singulire
Gleichung in 2D; Blockdiagonal-Vorkonditionierer fiir FEM-BEM Kopplungen; Op-
timaler Vorkonditionierer fiir FEM-BEM Kopplungen in 2D;

Neben den genannten Arbeiten sind in der Promotionszeit noch weitere 8 Arbeiten ent-
standen [AEF*13, BFFT14, BVBT13, FFH' 14, FFK*13a, FFK"13b, FFME* 14, FFP14],
die allerdings nicht in die vorliegende Schrift eingegangen sind.

1.3 Ausblick

Starke Monotonie des Operators B der nicht-symmetrischen Johnson-Nédélec Kopplung
bzw. Bielak-MacCamy Kopplung gilt nur unter der Annahme

Cmon > C.ﬁ/4a



1.4 Hinweise zu den numerischen Experimenten

wobel ¢pon die Monotoniekonstante von 2l und cg € [%, 1) die Kontraktionskonstante des
Doppelschichtintegraloperators K ist [SWO01]. Fiir die symmetrische Kopplung wird diese
Annahme nicht benétigt. Bei den nicht-symmetrischen Kopplungen ist diese Annahme aber
sogar notwendig fiir (starke) Monotonie, wie in [OS13b] fiir spezielle lineare Probleme und
in Lemma 3.33 fiir den hier vorliegenden Fall gezeigt wird. Numerische Experimente bele-
gen jedoch, dass die Kopplungsgleichungen immer noch lésbar sind, falls diese Bedingung
verletzt ist, sieche Abschnitt 3.6. Von der theoretischen Seite her ist dazu noch nichts be-
kannt und es ist interessant, ob Losbarkeit gezeigt werden kann, falls obige Annahme nicht
erfiillt ist. Es ist aber anzumerken, dass beispielsweise fiir Anwendungen in der Magne-
tostatik [BFFT14] stets cmon > 1 gilt, so dass die theoretische Restriktion gar nicht zum
Tragen kommt.

Der Beweis der Konvergenz der adaptiven FEM-BEM Kopplungen hingt an inversen
Abschéitzungen fiir die Randintegraloperatoren. Diese sind bisher nur fiir Laplace-Probleme
bekannt, fiir Lamé-Probleme ist das noch offen.

In dieser Arbeit entwickeln wir optimale Vorkonditionierer fiir BEM Operatoren auf ad-
aptiven Netzen mit Diskretisierungen niedrigster Ordnung. Fiir Diskretisierungen héherer
Ordnung ist die Theorie noch offen. Des weiteren wird in der vorliegenden Arbeit ein opti-
maler Vorkonditionierer fiir den Einfachschichtintegraloperator in 2D bereitgestellt. Im 3D
Fall ist die Konstruktion eines dhnlichen Vorkonditionierers eine offene Fragestellung und
bedarf vermutlich neuer Ideen. Bei Vorhandensein eines solchen Vorkonditionierers kann
aber mit der hier présentierten Theorie ein optimaler Vorkonditionierer fiir die FEM-BEM
Kopplungen in 3D definiert werden.

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir Multilevel Additiv-Schwarz Verfahren. Ein
weiterer wichtiger Punkt ist die Untersuchung von BPX-Vorkonditionierern [BPX90, FS97],
und Multiplikativ-Schwarz Verfahren auf adaptiv generierten Triangulierungen. Die hier
vorgestellten Resultate konnen unter anderem auch zu deren Analyse benutzt werden.

1.4 Hinweise zu den numerischen Experimenten

Alle in dieser Arbeit vorkommenden Experimente wurden auf einem gewohnlichen Ar-
beitsrechner mit Intel (R) Core(TM) i7-3930K Prozessor und dem Linux Betriebssystem
Ubuntu 12.04.4 LTS durchgefiihrt. Als Softwarepakete kamen dabei MATLAB in Version
R2012a, die Bibliothek HILBERT [AEF*13] bzw. BEMPP [SBA113] in Version 2.0 fiir die
Assemblierung der BEM Operatoren in 2D bzw. 3D, zum Einsatz. Die BEMPP-Bibliothek
nutzt dabei zusétzlich das Softwarepaket AHMED [Beb12] zur Kompression der voll besetzten
BEM-Matrizen.






2 Notationen und Funktionenraume

Dieses Kapitel dient zur Festlegung von Notationen und zur Definition wichtiger mathema-
tischer Objekte. In den Abschnitten 2.1-2.3 definieren wir Sobolevrdume fiir das Laplace-
Problem und das Lamé-Problem. Fiir Details zu Sobolevrdumen verweisen wir auf das
Standardwerk [Ada75] als auch auf [HWO08, McL00, SS11]. Die Abschnitte 2.4-2.6 befassen
sich mit Triangulierungen, Netzverfeinerung, und auf Triangulierungen definierte diskre-
te Raume. Abschnitt 2.7 stellt die Definition und Eigenschaften der Konditionszahl fiir
unterschiedliche Normen bereit.

2.1 Sobolevraume und grundlegende Notationen

Sei Q@ C R? (d = 2,3) ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet
mit Rand 9. Punkte in © oder 0f2 notieren wir mit kursiven, fetten Buchstaben x =
(x1,...,24). Fir vektorwertige Funktionen Q — R? bzw. I' — R? verwenden wir ebenso
kursive, fette Buchstaben, z.B. r. Die euklidische Lénge eines Punktes in R? schreiben wir
als |x|. Allgemeine Vektoren in R™ und (m x n)-Matrizen werden mit fetten Buchstaben
gekennzeichnet, z.B. x € R™, A € R™*". Fiir nicht-leere, messbare Mengen X C Q bzw.
X C 99Q bezeichnet | X| das entsprechende Mafi.

Mit a < b bzw. a 2 b kiirzen wir die Abschiatzung a < Cb bzw. a > Cb mit einer
Konstanten C' > 0 ab. Gelten die Abschétzungen in beiden Richtungen, so schreiben wir
a~b.

Es bezeichne mit L?(Q) den Hilbertraum aller quadratintegrierbarer Funktionen mit
Skalarprodukt (-, -)o und Norm || - [|z2(q). Wir definieren den Sobolevraum

HY Q) = {ve L*(Q) : Vve L*(Q)}, (2.1)

wobei L*(Q) := L?(Q)? und Vv = (9v/dz1, ...,0v/0x,) als schwache Ableitung von v zu
verstehen ist, d.h. es gilt fir j =1,...,d

ov(x) ow(x) ,
- = — fiir all 5°(92).
S w(x) dz /Qv(a:) o dz fiir alle w € C5°(92)

Hier bezeichnet C§5°(§2) die Menge aller unendlich oft differenzierbarer Funktionen mit
kompakten Triger supp(u) in Q. Der Raum H'(€) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(u, V)1 (Q) = /QVu(a:) -Vo(x) de +/Qu(a3)v(a:) dx

und Norm || - H%I(Q) = (-, ) g1 (q)- Definiere den Raum

d
H(div; Q) :={v e L*(Q) : dive € LQ(Q)} mit divo(x) := Z M

11



2 Notationen und Funktionenrdume

Wir benétigen auch Sobolevraume H*(0Q2) auf dem Rand 0. Die Definition ist auf
verschiedenste Arten moglich, sieche [HW08, McL00, SS11]. Sei L2(9€2) der Raum aller
quadratintegrierbarer Funktionen auf 9Q mit Skalarprodukt (-, -)sq und Norm || - || 1250

Definiere L?(09) := L*(0Q)¢ als auch (u, v)sn = Z?:1<uj,vj>ag und ||uHiQ(BQ) =
(u, u)so. Fiir die Definition von H!(d) verweisen wir auf [SS11, Abschnitt 2.4]. Eine

dquivalente Norm auf H'(0Q) ist gegeben als
[ullz2 @) + [IVrull 290,

wobei Vr : HY(0Q) — L*T) den Oberfliichengradienten bezeichnet. Mit dem von
nach Q% := RNQ gerichteten Normalenvektor gilt fiir hinreichend glatte Funktionen
Vru = Vu — (Vu - n)n. Nicht-ganzzahlige Sobolevrdume H*(90€) mit s € (0,1) lassen
sich, z.B., durch reelle Interpolation definieren, siehe [SS11, Proposition 2.4.3]. Alternative
Definitionen finden sich in [HWO08, McL00].

Zusétzlich brauchen wir auch noch Sobolevraume auf Teilmengen des Randes 0€). Sei
() #£ T C 09 eine zusammenhiingende, messbare Teilmenge des Randes. Fiir s € (0,1) sind
die Réume H*(I') und H3(I) definiert als

H*(T) := {v[r : ve H*(09Q)},
H*(T) = {v[r : ve H*(8Q), supp(v) CT'}

mit Norm HUHﬁs(p) = [|w|| s (902), wobei w die Fortsetzung von v auf 9Q mit 0 ist. Wir
bemerken, dass H*(I') = H*(T') falls T' = 9.
Um mit dem unbeschriinkten Gebiet Q% := RAN\Q arbeiten zu konnen, benétigen wir

spezielle Riume. Sei C2°(Q%) die Restriktion von C$°(R?) auf Q. Wir definieren den
Raum H|. (Q%) als die Menge aller linearen Funktionale auf C2°(Q%") mit der Eigenschaft
ou € HY(Q%Y) fiir alle ¢ € C2°(Q%). Folgendes Resultat findet sich in [SS11, Satz 2.6.7]
und charakterisiert die Stetigkeit von Operatoren.

Satz 2.1. Sei X ein normierter Raum.
(i) Ein linearer Operator 2 : HL_(Q%) — X ist genau dann stetig, falls ein ¢ € C2°(Q)
und eine Konstante C > 0 existieren, so dass

]| x < Cllov| g qexty  fiir alle v € HL (Q%).

(ii) Ein linearer Operator A : X — HL (Q%) ist genau dann stetig, wenn fiir alle ¢ €
C°(Q%Y) eine Konstante C' > 0 existiert mit

[p(RAv) || g1 (@exty < Cllvllx fiir alle v € X.
O

Wir bemerken, dass fiir unbeschrinkte Mengen X C R? keine Normen auf H .
definiert werden konnen. Falls X jedoch beschrinkt ist, gilt H!(X) = H\ (X).

loc
Fiir die Riume H'(Q) und HL_(Q%) lassen sich Spuroperatoren definieren.

(X)

12



2.2 Dualrdume und Normalenableitung

Satz 2.2. (i) Es existiert ein linearer, stetiger Operator v : HY(2) — HY2(9Q) mit
Yov = v|gq  fiir alle v € CO(Q).
(ii) Es existiert ein linearer, stetiger Operator v§< : HL_(Q™) — HY2(9Q) mit

1% = wlpq  fir alle v € CO(QeY).

2.2 Dualraume und Normalenableitung

Fiir einen normierten Raum X" mit Norm ||-||x bezeichne X* den Dualraum mit der dualen
Klammer

(u*, V)xyxx :=u"(v) firalleue X" veX
und Norm

B [(u*, v) xex x|
Ar = SUp
0£veEX [[v]|x

[

Falls keine Verwechselungsgefahr besteht, benutzen wir die Kurznotation (-, -) fiir die duale
Klammer.

Sei nun X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -)x. Es bezeichne Jy : X — X* den
Riesz-Isomorphismus. Sei H ein Hilbertraum der stetig in X eingebettet ist. Wir fassen
Jyx mit der formalen Definition

(Jxx, h)yyexn = (Jxx, W) xxx = (z, h)x

fiir alle h € H als lineares Funktional in H* auf. Folgendes Resultat erlaubt es uns die duale
Klammer (-, -)y x5 als stetige Erweiterung des Skalarprodukts (-, -)xy aufzufassen.

Lemma 2.3. Seien H und X zwei Hilbertrdume mit stetiger Einbettung H — X. Dann ist
Jy : X = H* ein wohldefinierter, stetiger, linearer Operator mit dichtem Bild. ]

Wir wenden das letzte Resultat mit X = L2(I') und H = H*(I) bzw. H = H*(T) fiir
s € (0,1) an und definieren die Dualriume H~5(T) := (H*('))* baw. H5(') := (H*(T"))*
mittels dem L?(T')-Skalarprodukt (-, -)p. Die Schreibweise (-, -)p fiir die duale Klammer
ist daher berechtigt.

Wir kénnen nun auch verallgemeinerte (Ko-)Normalenableitungen definieren. Sei Q C R?
ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet mit Rand T' = 9Q und sei Q% := RN\Q. Fiir Details
verweisen wir auf [McL00, SS11]. Mit £ = —A bezeichnen wir den Laplace-Operator, d.h.
formal Au = 2?21 0?u/ 33:?.

Satz 2.4. Erfiilleu € H*(Q) die Gleichung —Au = f € L?() im schwachen Sinne. Dann
existiert ein yyu € H™Y/2(T') mit

(yiu, yov)r = (Vu, Vug — (f, v)q. fir alle v € HY(Q).

13



2 Notationen und Funktionenrdume

Die Schreibweise v;u ist gerechtfertigt, denn fiir u € C?(Q) gilt y1u := dpu := Vu-n. In
dhnlicher Weise lisst sich auch die &uflere Normalenableitung §**u* fiir Funktionen u®** €
H (Q%%) definieren, siehe [SS11]. Allgemeiner kann man durch diese Vorgehensweise dem

Ausdruck 2Vu - n {iber die Gleichung — divIVu = f Sinn geben.

2.3 Elastostatik

Fiir vektorwertige Sobolevriume benutzen wir fette Symbole H*(X) := H*(X)%. Die Norm
| -l (x) fassen wir komponentenweise auf, d.h. ||u||%JS(X) = Z;l:l HujH%{S(X) fir u €
H*(X). Fiir je zwei Tensoren €, o definieren wir (e(u), o(u))q = [, €(u) : o(u)dx =
Z? i1 Jo €jk(w)o ji(w) dx. Die Divergenz div o (u) eines Tensors definieren wir zeilenweise,
d.h. (dive(u)); = N0, dojk(u) /Oy,

Wie iiblich definieren wir den linearen und symmetrischen Verzerrungstensor € kompo-
nentenweise als

€ji(u) = %(

%’uz g—gj) fﬁralleuEHl(Q)undj,k;:l’__‘,d‘ (2.2)

Zusammen mit dem Young Modul £ > 0 und dem Poisson Verhiltnis v € (0, %), ist der
lineare Spannungstensor o definiert als

Ev E
; =0, di ; 2.3
O-Jk(’u’) ']k(1+y)(1—2y) 1VU+ 1_|_V€]k(u) ( )
fiir alle w € H'(Q) und 5,k = 1,...,d. Um die Notation zu vereinfachen, verwendet man
iiblicherweise die Lamé-Konstanten
Ev E
A= d = 2.4
A+ —20) ¢ P T oa 1) (24a)

Bezeichne I € R4 die Einheitsmatrix. Der Spannungstensor o erfiillt

o(u) = Adiv(u)I 4+ 2ue(u) als auch

div o (u) = pAu + (A + )V div(w). (2.4b)

Der Kern des Verzerrungstensors € ist gegeben durch den Raum der Starrkérperbewegungen
Rq=ker(e) ={v e H'(Q) : e(v) =0}. Fiir d = 2 gilt

w00 (2)

und fiir d = 3 gilt

1 0 0 —T2 0 T3
R4 := span o), 1t11,(0}),| 1 |, —-=3],] O . (2.5b)
0 0 1 0 T2 —x
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2.4 Triangulierung

Aus der Definition (2.3) sicht man auch sofort o(v) = 0 fiir alle v € R4. Die Vektoren
in (2.5) sind dabei als Funktionen in Abhéngigkeit von x €  aufzufassen.

Weiters bemerken wir noch, dass (2.4) ein Spannungsproblem in der Ebene fiir d = 2
definiert. Andererseits kann man fiir d = 2 auch ein ebenes Verzerrungsproblem betrachten.
Dazu ersetzt man die Lamé-Konstanten aus (2.4a) durch A = Ev/((1 +v)(1 —v)),u =
E/(2(1 +v)). Die Analysis aus dieser Arbeit gilt aber in beiden Féllen.

Zuletzt definieren wir die Spuroperatoren v, : H'(Q) — H'/?(dQ) komponentenweise
iiber you := (you1,...,%uq). Eine entsprechende Definition gilt fiir den &ufieren Spu-
roperator 4§ : HL (Q%) — HY2(9Q). Die verallgemeinerten Normalenableitungen
yiu € H™/? (092) definiert man, &hnlich wie im Fall des Laplace-Problems, iiber die Glei-
chung —dive(u) = f, d.h. fiir hinreichend glatte w gilt v,u = o (u)n. Eine entsprechende
Definition gilt auch fiir die &uBere Normalenableitung v$u.

2.4 Triangulierung

Sei Q C R? (d = 2,3) ein (einfach zusammenhingendes) Gebiet mit polygonalem Rand
I' = 99. Es bezeichne conv(-) die konvexe Hiille. Wir nennen 7% = {Ty,..., Ty} eine
requldre Triangulierung von 2, falls folgende Punkte erfiillt sind:

e Jedes Element T' € T ist ein (d + 1)-Simplex, d.h. es existieren d + 1 verschiedene
Punkte 2!, ..., 29! € Q, die nicht in einer (d — 1)-dimensionalen Hyperebene liegen,
mit

T = conv{z!,... 291}

Die Punkte in der Menge NV (T) := {2, ..., 297!} werden auch Knoten des Elements
T genannt.

e Fiir je zwei verschiedene Elemente T, 7" € T gilt
TNT = conv{N(T)NN(T")}.

Falls sich zwei verschiedene Elemente beriihren, bedeutet das also nichts anderes, als
dass der Schnitt entweder ein gemeinsamer Knoten, eine gemeinsame Kante (konvexe
Hiille zweier gemeinsamer Knoten), oder eine gemeinsame Fliche (konvexe Hiille
dreier gemeinsamer Knoten) ist.

e Die Vereinigung aller Elemente umschlie3t das Gebiet €2, d.h.

Die Menge aller Knoten A*? der Triangulierung 7 definieren wir als
N :=N(T) = | N(D).
TeT?

Analog zur Volumstriangulierung 7, definieren wir eine regulire Triangulierung T' =
{T1,...,Tyr} des Randes iiber:
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2 Notationen und Funktionenrdume

e Jedes Element T € TT ist ein d-Simplex, d.h. es existieren d verschiedene Punkte
z',...,z% €T, die nicht in einer (d — 2)-dimensionalen Hyperebene liegen, mit

T = conv{z!,..., 2%}

Die Punkte in der Menge N (T) := {2!,..., 2%} werden auch Knoten des Elements T
genannt.

e Fiir je zwei verschiedene Elemente 7,7’ € TT gilt
TNT = conv{N(T)NN(T")}.

Falls sich zwei verschiedene Elemente beriihren, bedeutet das also nichts anderes, als
dass der Schnitt entweder ein gemeinsamer Knoten oder eine gemeinsame Kante ist.

e Die Vereinigung aller Elemente umschliefit den Rand T", d.h.

r=Jr

TeTr

Die Menge aller Knoten A" der Triangulierung 7' definieren wir als

N =N(TF) = [ N(@).

TeTt
Dariiber hinaus bezeichne h7 € L(T) mit 7 € {T%, 7T} die lokale Netzweitenfunktion,
hlr = hy == diam(T) fir T € T, (2.6)
und fiir eine nicht-leere Menge E C €, bzw. E C I' bezeichne
wr(E):={TeT:ENT#0} (2.7)

den Patch von E. Des weiteren nennen wir wy(7) mit 7 € T den Elementpatch und
wr(2) := wr({2z}) den Knotenpatch von z € N*® bzw. z € NT.

Eine wichtige Kenngrofle ist die Formregularitit o7, welche ein Maf fiir die Entartung
der Elemente einer Triangulierung darstellt. Fiir ein Volumselement 7 € T definieren wir

diam(7')4
o(T) = ————,
7]
wobei | - | das Volums- bzw. Oberflichenmaf bezeichne. Fiir ein Randelement 7 € TV
definieren wir
diam(T)?2 s _
am fiir d = 3,

o(T) :=

7| |T'] o
max max 4 7, fiir d = 2.
T'eTr, T'NT#0 1T
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2.5 Netzverfeinerung

Die Formregularitit o7 fiir 7 € {79, 7T} eines Netzes ist dann gegeben durch

or =0(T) = max o(T). (2.8)

Wir bezeichnen ein Netz T als «y-formreguldr, falls
or < 7. (2.9)
Man beachte, dass die Aquivalenzen

|T|1/d fiir 7 =T,
hr|r ~ hr|r, h o~ 2.10
Tl = el Arle {|T|1/(d—1) fiir 7 =77 (210
fiir alle T, 7" € T mit TNT" # () gelten. Die involvierten Konstanten héingen dabei nur von
der Formregularitéit ab.

Bemerkung 2.5. Die Restriktion einer Volumstriangulierung T, d.h.
T = {T'CT : T =TT, TeT, (2.11)

impliziert eine requlire Triangulierung von T'. Aus der ~-Formregularitit von T folgt
y-Formregularitit von T|p, wobei ¥ nur von v abhingt. Die Analysis im Rest der Arbeit
setzt meist voneinander unabhingige Triangulierungen T, TY voraus. In den numerischen
Ezxperimenten werden wir aufgrund der einfacheren Implementierung T+ = T|r benutzen.

Weiters definieren wir noch £ als die Menge aller Kanten (d = 2) bzw. Flichen (d = 3)
einer Volumstriangulierung 7%, Eine Kante bzw. Fliche E € € ist dabei gegeben als

E = conv{z',... 2%} mit unterschiedlichen Knoten 2!, ..., 2% € N(T) (2.12)

fiir ein T € T%. Zu guter Letzt unterscheiden wir noch zwischen Kanten bzw. Flichen
die am Rand und solchen die nur im Inneren liegen mit den Mengen £ := £ N T und
2= £\E'. Nach Definition gilt 7%|r = £T.

Meistens arbeiten wir mit einer Folge von Triangulierungen 7y, ...,7r. Die zu einem
Netz Ty gehorigen Objekte bekommen dann den gleichen Index, z.B. Ny fiir die Menge der
Knoten oder wy(-) fiir den Patch.

2.5 Netzverfeinerung

Ein wichtiger Punkt bei adaptiven Verfahren ist die zugrunde liegende Netzverfeinerung.
Wir bezeichnen mit Ty die Starttriangulierung. Aus dem Netz 7,_1 wird 7, durch Verfei-
nerung von markierten Elementen My_; C Ty_; generiert. Um zu garantieren, dass das
Netz Ty regulér ist, d.h. es existieren keine hingenden Knoten, werden iiblicherweise auch
Elemente in der Umgebung von My_; verfeinert. Eine weitere wichtige Eigenschaft ist,
dass die y-Formregularitéit beschréankt bleibt, d.h.

o(Te) < Co(To)
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2 Notationen und Funktionenrdume

>~ A~ S
A A A Ay

Abbildung 2.1: Fiir jedes Dreieck T € 7Ty, gibt es genau eine Referenzkante, welche durch
die doppelte Linie gekennzeichnet ist (linkes oberes Bild). Die Verfeine-
rung von 1" passiert durch Bisektion der Referenzkante, wodurch auch ein
neuer Knoten entsteht. Die Referenzkanten der neu entstandenen Dreiecke
(Sohne) liegen gegeniiber dieses neuen Knotens (newest vertex), siehe linkes
unteres Bild. Um héngende Knoten zu vermeiden geht man wie folgt vor:
Wir nehmen an, dass bestimmte Kanten von 7', zumindest aber die Refe-
renzkante, zur Verfeinerung markiert worden sind (obere Bildreihe). Durch
iterative Anwendung der newest vertez bisection (NVB), wird das Element
entweder in zwei, drei, oder vier Sohne zerlegt (untere Bildreihe).

M. . Lo

Abbildung 2.2: Die Verfeinerung mittels newest vertex bisection (NVB) fithrt auf héchstens
endlich viele verschiedene Ahnlichkeitsklassen von Dreiecken. Um das zu se-
hen, starten wir mit einem Makroelement (links), wobei die untere Kante die
Referenzkante ist. Durch iterative Verwendung von NVB beobachtet man,
dass hochstens vier Ahnlichkeitsklassen auftreten, die durch die verschie-
denen Farben gekennzeichnet sind. Nach drei Bisektionsschritten (rechtes
Bild) treten keine zusitzlichen Ahnlichkeitsklassen mehr auf.

fiir eine /-unabhéngige Konstante C' > 0.

In dieser Arbeit verwenden wir durchgehend die newest vertex bisection (NVB), welche
die genannten Eigenschaften erfiillt. Fiir Volumstriangulierungen 7';2 im Fall d = 2 und
fiir Randtriangulierungen ’7? im Fall d = 3 ist die NVB Verfeinerungsstrategie in Abbil-
dung 2.1 und Abbildung 2.2 visualisiert. Im Fall d = 3 wird die NVB fiir 7 in [Ste08b]
beschrieben, wobei gewisse Bedingungen an das Startnetz 769 gestellt werden, die aber
durch einen Initialisierungsschritt gewihrleistet werden kénnen, siche [Ste08b, Appendix].
Fiir d = 2 und fiir Randtriangulierungen 7? benutzen wir den Verfeinerungsalgorithmus
aus [AFF*13b, Algorithmus 2.2]. Wir bemerken noch, dass nur im Fall d = 3 Annahmen
an das Startnetz 7'0Q der Volumstriangulierung gefordert werden. In allen anderen Féllen
werden keine Annahmen gebraucht. Insbesondere ist also eine beliebige Verteilung der Re-
ferenzkanten im Startnetz moglich, siehe auch [KPP13].

Fiir die 2D NVB definieren wir die uniforme Verfeinerung folgendermafien: Das Netz 7?9
(d = 2) bzw. 7? (d = 3) entsteht durch Verfeinerung aller Elemente aus dem Netz 7}9

bzw. 7\?_1 Jedes Element T wird dabei durch drei Bisektionen in vier Séhne Ti,...,Ty
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2.6 Diskrete Raume

zerlegt mit |T;| = |T'|/4, siehe Abbildung 2.1. Das Netz ﬁr (d = 2) entsteht aus 73{1
durch einmalige Bisektion aller Elemente, d.h. jedes Element T wird in zwei S6hne 17,75
zerlegt mit |Tj| = |T'|/2. In allen Féllen setzen wir 7A6Q = T¢? bzw. ’7ABF = T . Fiir die 3D
NVB ist die Definition der uniformen Verfeinerung etwas involvierter, wir verweisen daher
auf [Ste08b] fiir Details.

In den numerischen Experimenten in dieser Arbeit benutzen wir die Implementierungen
aus HILBERT [AEF*13] fiir 7, und 7! im Fall d = 2 und fiir 72 mit d = 3 verwenden wir
den Code aus [Kem12|. Die Verfeinerungsroutine aus HILBERT fiir 7'5Q mit d = 2 kann auf
7? mit d = 3 erweitert werden.

Alternative Verfeinerungsstrategien findet man in, z.B., [Ver13]. Man beachte aber, dass
NVB ein wesentlicher Bestandteil im Beweis der Optimalitit von adaptiver FEM [CKNSO08],
und adaptiver BEM [FFK*13a, FFK*13b, Gan13] ist.

2.6 Diskrete Raume

Zur Approximation der exakten Losungen verwenden wir die folgenden endlich-dimensio-
nalen Réume. Sei 7 € {7, T1}. Dann bezeichne

PP(T) = {f € L>® ( U T) : f|r ist ein Polynom vom Grad < p} (2.13)

TeT

die Menge aller T-elementweisen Polynome vom Maximalgrad p > 0, wéhrend

SUT):=PUT)nC ( U T) mit ¢ > 1 (2.14)

TeT

die Menge aller T-elementweisen Polynome vom Maximalgrad ¢, welche global stetig sind,
bezeichnet.

Sei I' = 92 der Rand eines Lipschitz-Gebietes und 7? eine reguldre Triangulierung von
I. Fiir p € Ng, ¢ € N bezeichnen wir mit 7} : L?(T') — PP(T}') und I : L*(T') — SI(T})
die L?(I")-Orthogonalprojektionen, d.h.

(w0, Yo)r = (¢, Yo fiir alle vy € PP(T)),
(ITfw, ve)yr = (u, ve)p  fiir alle vy € Sq(ﬂr).

Entsprechende Definitionen gelten auch auf Volumstriangulierungen.

Sei X € {Q,T}. Mit 3 : LX) — ST,*) bezeichnen wir den Scott-Zhang Opera-
tor [SZ90], welcher auch eine Projektion ist. Fiir den Fall ¢ = 1 kann man den Operator
wie folgt definieren: Fiir jeden Knoten z € ./\/'ZX ordnet man ein Element T, € 'UX Zu mit
z € T,. Es bezeichne 1, die nodale Basis von S*(7;X), d.h. n,(z) = 1 und n,(2") = 0 fiir alle
Knoten z’ # z. Es bezeichne weiters 1/, die L?-duale Basisfunktion mit fX Yy dX = 0y,
wobei d,, das Kronecker-Delta ist. Der Scott-Zhang Operator J;* : L?(T') — SY(7,%) ist
dann gegeben als

Jve= > ma | vevdX.
zeNHX =
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2 Notationen und Funktionenrdume

Die L?(T')-Projektionen und der Scott-Zhang Operator besitzen bestimmte Stabilitéits-
und Approximationseigenschaften. Wir verweisen auf [Ste08a] fiir Resultate zur L?(T)-
Projektion, und auf [SS11, SZ90] fiir Resultate zum Scott-Zhang Operator.

Falls T € 99, konnen die L?(I')-Orthogonalprojektion und der Scott-Zhang Operator als
Operatoren L*(I') — SY(T}) N HY2(T) = {veSUTL) : v(x) =0 fiir & € OT'} definiert

werden.

2.7 Vektoren, Matrizen, und Konditionszahl

Fiir zwei Vektoren x = (x1,...,Xn),y = (¥1,.--,¥n) € R bezeichne (x, y)2 := 37, X;¥;
das euklidische Skalarprodukt und ||x||3 := (x, x)o die euklidische Norm. Fiir eine Matrix
A € R™™ bezeichnet ||A||2 die von der euklidischen Norm induzierte Matrixnorm.

Sei B € R™™ eine positiv definite und symmetrische Matrix. Wir definieren ein Skalar-
produkt auf R™ iiber

(x,y)B = (Bx, y)e firallex,yecR"

mit induzierter Norm || - | := (-, -)B. Die zugehérige Matrixnorm definieren wir als

A
|A|B := sup |Ax]B fiir alle A € R™*™,

0#£xcR” (B3]

Fiir eine regulire Matrix A € R™*" ist die /2-Konditionszahl definiert als
conds(A) = [|All2[|ATH |2,
und die Konditionszahl condg(-) ist definiert als
condp(A) == |Alls|A™ 5.
Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit, dann gilt conds(A) = Amax(A)/Amin(A),
wobel Amax(+), Amin(-) den maximalen und minimalen Eigenwert bezeichnen. Das ldsst
sich auch auf allgemeine Skalarprodukte iibertragen. Ist die Matrix A symmetrisch und

positiv definit beziiglich dem Skalarprodukt (-, -)g, d.h. es gilt (Ax, y)B = (x, Ay)p und
(Ax, x)g > 0 fiir alle x,y € R", dann folgt

condp(A) = 7)
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM
Kopplungen fiir Potentialprobleme

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Wohldefiniertheit und Stabilitéit von FEM-
BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme. Die Grundlage bildet dabei die Arbeit [AFF*13a,
welche innerhalb der Promotionszeit entstanden ist. Ein wesentlicher Bestandteil der ge-
nannten Arbeit ist die Einfithrung der sogenannten impliziten Stabilisierung, die es auf
einfache Weise erlaubt, die Losbarkeit der Kopplungsgleichungen zu zeigen. Dabei wird fiir
jede Kopplungsmethode nach dem gleichen Schema vorgegangen:

e Zuerst werden die Kopplungsgleichungen als Operatorgleichung
Bu =F (3.1)
formuliert.

e Da es nicht moglich ist Standardmethoden (Hauptsatz iiber stark monotone Opera-
toren) auf B anzuwenden, fithren wir einen dquivalenten Operator B := B + s ein.
Dabei ist Aquivalenz so zu verstehen, dass jede Losung w von

Bu = F (3.2)
auch (3.1) 16st und vice versa. F steht fiir eine entsprechend modifizierte rechte Seite.

e Zuletzt zeigen wir eindeutige Losbarkeit von (3.2), welche aufgrund der Aquivalenz
die eindeutige Losbarkeit von (3.1) liefert.

Der Stabilisierungsterm s und F kommen in natiirlicher Weise von den Kopplungsgleichun-
gen (genauer: aus der Darstellung der Losung im Auflenraum). Daher nennen wir die oben
skizzierte Methode der Stabilisierung auch implizite Stabilisierung. Man beachte auflerdem,
dass jedwede Aussage tiber Wohldefiniertheit der stabilisierten Gleichung (3.2) die gleiche
Aussage zum nicht-stabilisierten System (3.2) liefert. Die Stabilisierung kann deshalb auch
als theoretisches Werkzeug verstanden werden.

Der Rest dieses Kapitels ist wie folgt aufgebaut: Als Erstes stellen wir in Abschnitt 3.1 ein
(nichtlineares) Transmissionsproblem auf, das uns als Modellproblem dient, wihrend wir
in Abschnitt 3.2 die fiir die FEM-BEM Kopplungen wichtige Darstellungsformel angeben
und auch elementare Eigenschaften der Randintegraloperatoren und von stark monotonen
Operatoren zusammenfassen. Anhand der symmetrischen Kopplung (Abschnitt 3.3) werden
wir exemplarisch das Prinzip der impliziten Stabilisierung erarbeiten. Danach wenden wir
diese Methode auf die (nicht-symmetrische) Johnson-Nédélec Kopplung (Abschnitt 3.4) und
die Bielak-MacCamy Kopplung (Abschnitt 3.5) an. Diese Kopplungsmethoden benétigen
dabei etwas stidrkere Voraussetzungen an das Modellproblem. In Abschnitt 3.6 prisentieren
wir einige numerische Experimente, welche die vorgestellten Resultate unterlegen.
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

3.1 Modellproblem

Sei Q C R? ein (einfach zusammenhingendes) Gebiet mit polygonalem Rand I' := 99
und Normalenvektor n. Bezeichne mit 2 : L?(Q) — L*(2) einen (mdglicherweise) nichtli-
nearen, Lipschitz-stetigen, und stark monotonen Operator, siche Abschnitt 3.2.2. Gegeben
seien weiters die Daten f € L?(Q), ug € HY?(I') und ¢y € H~/?(T"). In diesem Kapitel
betrachten wir durchgehend das (nichtlineare) Transmissionsproblem

—div(AVu) = f in Q, (3.3a)
—Au™t =0 in Q.= RN\Q, (3.3b)

u — u™* = g auf T', (3.3c)

(AVu — Vu™") - n = ¢ auf T, (3.3d)
u™(x) = O(|=|™Y)  fiir |z| — oo, (3.3¢)

wobei die Gleichungen im schwachen Sinn zu verstehen sind. Das Modellproblem besitzt
eine eindeutige (schwache) Losung (u,u™") € HY(Q) x HL (Q%), wobei wir fiir d = 2 die
zuséatzliche Kompatibilitdtsbedingung

(fs Da+{¢o, hr =0 (3.4)
an die Daten, als auch die Skalierung diam(Q2) < 1 fordern.

Bemerkung 3.1. (i) Die eindeutige Lisbarkeit von (3.3) folgt, z.B., aus der eindeutigen
Lésbarkeit der symmetrischen Kopplung, siehe Abschnitt 3.3.
(ii) Die Abklingbedingung (3.3e) lisst sich durch die Bedingung

u™ () = O(|| ™) +b  fir ein beliebiges b € R (3.5)

ersetzen. Das Gleichungssystem bestehend aus den Gleichungen (3.3a)—(3.3d) mit Abkling-
bedingung (3.5) besitzt wiederum eine eindeutige Losung wie folgende Uberlequng zeigt. Sei
(u,u™*) € HY(Q) x HL (Q%) die eindeutige Losung von (3.3), dann ist (u + b,u™* + b)
eine Losung von (3.3a)—(3.3d) und (3.5), wie man durch Einsetzen verifizieren kann. An-
dererseits sei (u,u™") € H(Q) x HL (Q%) eine Lisung von (3.3a)~(3.3d) mit Abklingbe-
dingung (3.5), dann ist (i — b, u®™* — b) eine Lisung von (3.3). Aus der Eindeutigkeit von
(W — b,u®™* —b) folgt dann jene von (u,u®*).

(iii) Im Fall d = 2 kann die Abklingbedingung (3.3e) durch

w(z) = alog || + b+ O(z|™Y)  fir x| — oo (3.6)

mit beliebigen b € R und fiir ein a € R (welches von u®* abhiingt) ersetzt werden. In diesem
Fall kann auch auf die Kompatibilititsbedingung (3.4) verzichtet werden.

(iv) Die Bedingung diam(Y) < 1 fir d = 2 wird gefordert, um Elliptizitit des Einfach-
schichtintegraloperators zu gewdhrleisten, vgl. Abschnitt 3.2.1. Wir merken an, dass auch
ohne diese Einschrinkung das Problem (3.3) eine eindeutige Losung besitzt. U

Wegen der (moglichen) Nichtlinearitét im Inneren als auch im Fall von Inhomogenitéten
f # 0ist die Verwendung von FEM zur numerischen Loésung von (3.3a) zielfithrend. Auf der
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3.2 Vorbereitungen

anderen Seite bietet es sich — aufgrund der Unbeschrinktheit von Q% — an, die Lésung
im Auflenraum mittels Integraloperatoren darzustellen, d.h. BEM zu beniitzen. Bevor wir
jedoch mittels den Transmissionsbedingungen (3.3¢)—(3.3d) verschiedene Kopplungen zwi-
schen der FEM und BEM herleiten kénnen, brauchen wir noch einige vorbereitende Defi-
nitionen und Ergebnisse, welche im folgenden Abschnitt abgehandelt werden.

3.2 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt fithren wir die Integraloperatoren fiir Potentialgleichungen mittels Dar-
stellungsformel ein und geben die spéter bendtigten Eigenschaften an. Fiir eine ausfiihrliche
Abhandlung sei auf die Monographien [HWO08, McL00, SS11, Ste08a] verwiesen. Zuletzt fas-
sen wir noch die wichtigsten Resultate zu stark monotonen Operatoren zusammen.

3.2.1 Darstellungsformel und Integraloperatoren

Sei Q C RY ein beschriinktes (einfach zusammenhingendes) Gebiet mit polygonalem Lip-
schitz-Rand I' = 992 und &ufleren Normalenvektor n. Gegeben sei die homogene Differen-

tialgleichung
—Au=0 in Q. (3.7)
Mit der Fundamentallosung der Laplace-Gleichung,
1
—5=log|z| d=2,
G(z) :== {fl i3 (3.8)
4m |z o

gilt fiir Funktionen u € C?(2) welche (3.7) erfiillen die Darstellungsformel
= / G(z — y)Onu(y /8n yG(x —y)u(y)dl'y furalle z € Q. (3.9)
r

Eine analoge Darstellung ist auch fiir Auflenraumprobleme giiltig. Im Unendlichen muss
noch ein gewisses Verhalten der Losungen gefordert werden. Sei Q% := R\Q und vt €

C? (ﬁeXt ) erfiille

—~Au®t' =0 in Q= (3.10a)
1 O(z|™1) d=2

ut(z) = {4 %8 ’ﬂ* (=17 " fiir |z] — oo, (3.10D)
O(|l|~") d=3,

fiir ein @ € R. Dann gilt
u™t( /6 yG(x —y)u(y)dly — /F G(z — y)Opu(y)dly, firze Q™.  (3.11)

Die Darstellungsformeln (3.9) und (3.11) motivieren die Definition folgender Potentialope-
ratoren. Das Finfachschichtpotential

) = / G(x — y)y(y)dly, fir ¢ € LY(T) und & € RN\T, (3.12)
r
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

als auch das Doppelschichtpotential
Ru(x) = / OnyG(x —y)o(y)dly fir ve LYT) und = € RAT (3.13)
r

kénnen zu stetigen Operatoren zwischen Sobolevraumen erweitert werden. Das entspre-
chende Ergebnis findet sich fiir d = 3, z.B. in [SS11, Satz 3.1.16].

Lemma 3.2. Sei s € [—1/2,1/2]. Dann kénnen die formal in (3.12)—(3.13) definierten
Operatoren zu stetigen, linearen Operatoren

U: H'?T5(0) = HE (RY  und & : H/>P(T) = HL (RU\D) (3.14)
erweitert werden. O

Wir reformulieren die Darstellungsformeln fiir schwache Losungen mit Hilfe der soeben
definierten Potentialoperatoren. Das néchste Resultat folgt dabei aus [SS11, Abschnitt 3.1]
bzw. [McL00, Satz 7.12] und [McL00, Satz 8.9].

Satz 3.3. Erfiillt u € HY () die homogene Laplace-Gleichung (3.7) im schwachen Sinne,
dann gilt die Darstellungsformel

u = Vyu — Kyu. (3.15)

Erfillt u™* € HL_(Q°) das homogene Aufenraumproblem (3.10) im schwachen Sinne,
dann gilt die Darstellungsformel

uet — jé,.y(e]xtuext N %,ﬁxtu@(t. (316)
O

Man kann Abklingbedingung (3.10b) fiir d = 2 noch weiter verallgemeinern. Der Beweis
dazu benutzt die Eigenschaft

~ -1 x €,
Rl(x) = {0 » € Qo (3.17)

des Doppelschichtpotentials.

Korollar 3.4. Erfillt u™* € H. (Q%) das homogene Laplaceproblem (3.10a) mit der

loc
Abklingbedingung
ex aloglz| + O(lx|™") d=2,
u™(xz) = b+ {(9(|a:|_1) i—3 fir x| — oo (3.18)
ir beliebige a,b € R. Dann gqilt die Darstellungsforme
fiir belieb beR. D It die D Il i l
ut — :é,yextuext _ %,ylextuext +b. 3.19
0
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3.2 Vorbereitungen

Beweis. Definiere v := u®** — b. Dann erfiillt v das homogene Aulenraumproblem (3.10)
im schwachen Sinne und Satz 3.3 ist anwendbar, d.h.

v = ;SVSXtv — i]yle’(tv.

Einsetzen von v = u®™* — b und Ausniitzen von ;Sb(a:) = 0 fiir z € Q% bzw. 1§ = 0 liefert
das gewiinschte Resultat. U

Das Einfachschicht- und Doppelschichtpotential sind harmonisch. Deren Verhalten im
AuBlenraum wird in folgendem Satz charakterisiert und folgt im Wesentlichen aus der Rei-
hendarstellung durch Kugelflichenfunktionen, siche [McL00, Theorem 8.8].

Satz 3.5. Die Potentiale u := D) bzw. u := Rv fir ¢ € H Y2(T) baw. v € HY2(T)
erfillen die Probleme (3.7) und (3.10) im schwachen Sinne. Speziell gilt

|Ro(x)| = O(J=|~@V)  fiir || — oc.
Falls d =2 und (¢, 1)1 =0, dann erfillt das Einfachschichtpotential
Boa)] = O(Je| @) fir |a] - oc.
O

Die Anwendung des Spuroperators vg und ; auf U bzw. K erlaubt die Definition folgen-
der Randintegraloperatoren:

e Einfachschichtintegraloperator

U = 4. (3.20)

e Doppelschichtintegraloperator
A=k + 1. (3.21)

e Adjungierter Doppelschichtintegraloperator
R =501 (3.22)

e Hypersingularer Integraloperator
W= —y K. (3.23)

Wir fassen die wichtigsten Kigenschaften dieser Operatoren zusammen. Fiir detaillierte
Beschreibungen sei etwa auf [Ste08a, Kapitel 6] bzw. [SS11, Kapitel 3] verwiesen.
Lemma 3.6. Die Operatoren U, &, &, sind stetig und linear. Fir alle s € [—1/2,1/2]
gilt

0 H V2T - HY?H(), & H VP — H-Y2H3(D),

R: HYPS(T) —» HY/?H(D), 0 HY/*F5(T) — H-Y2Hs(D).
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Die Operatoren U, 20 sind symmetrisch, d.h. fiir alle ¢,y € H*1/2(F) bzw. alle u,v €
HY2(T) gilt

(W, Bo)yr = (¢, BY)r bzw. (Wu, v)r = (Wo, u)r. (3.24)
Falls d = 3, dann gilt Elliptizitéat
(¢, Vo)r > el oy 1oy fiir alle ¢ € H-VA(T), (3.25)

wobei die Konstante ¢y nur von I' abhéngt. Um im Fall d = 2 Elliptizitdt von ‘U zu
gewihrleisten, kann z.B. die Skalierung diam(Q2) < 1 gefordert werden, vgl. [Ste08a, Ab-
schnitt 6.6].

Annahme 3.7. Im Fall d = 2 nehmen wir an, dass diam () < 1 ist. Dies kann immer
durch Skalierung des Gebietes sichergestellt werden.

Bemerkung 3.8. Im Fall d = 2 kann Elliptizitit (3.25) des Einfachschichtintegralope-
rators auch erreicht werden, wenn man die Fundamentallosung entsprechend skaliert. Die
vorgestellte Analysis behdlt in beiden Fdllen ihre Giltigkeit. O

Der hypersingulire Integraloperator 20 ist positiv auf H'/2 (),
(W, uyp >0 fiir alle w € HY?(T), (3.26)
und elliptisch auf H)/*(T") := {v € HY2(T) : (1, v)p = 0},
(Wu, u)p > cwHqul/Q(F) fiir alle u € Hi/z(l“). (3.27)

Der Kern von 2 als auch von % + K besteht nur aus den konstanten Funktionen,

ker(2) = span{1} = ker(3 + R). (3.28)

Weiters bezeichne € den Calderéon Operator

l_g g
o 2
¢ = ( - §+ﬁ’>‘ (3.29)

Bildet man die Spur und die Konormalenableitung der Darstellungsformel (3.15) im Inne-

ren, so ergibt sich
<7°“> —¢ <7°“> . (3.30)
nu Tu

Ahnliches gilt auch fiir den Calderén Operator €' im AuBenraum,

1
xt _ (3+8 T
¢t ( 1o ﬁ,> : (3.31)

Bildet man die #uflere Spur und dufere Normalenableitung der Darstellungsformel (3.16),

dann erhalt man
xt, ext ext , ext
78 U — ext 70 U 9
<,.Y§xtuext> Q (’nytueXt) ’ (33 )

unter Zuhilfenahme der nachfolgenden Sprungeigenschaften der Integraloperatoren.
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3.2 Vorbereitungen

Satz 3.9 ([SS11, Satz 3.3.1)). Fiir alle v € H-'/2('),v € HY2(I) gilt

(70 - WSXt)%QS = Oa (70 - WSXt)ﬁv = -0,
(M =)V =90, (11— R =0.
Die Gleichheiten sind dabei im Sinne von H*Y2(T') zu verstehen. O

Aus elementaren Eigenschaften folgt, dass die Calderén Operatoren Projektionen sind,
vgl. [Ste08a, Abschnitt 6.6].

Lemma 3.10. Die Calderén Operatoren € und € sind Projektionen, d.h. €% = & und
(Qext)2 — Qext_ |

3.2.2 Stark monotone Operatoren
Sei H ein Hilbertraum mit Dualraum H*. Wir nennen einen Operator 8 : H — H*

o Lipschitz-stetig, falls eine Konstante Cy;, > 0 existiert mit

B — By||n- < Cipllz —ylln  fir alle z,y € H, (3.33a)

e stark monoton, falls eine Konstante Cp,on > 0 existiert mit

Cmonllz — yl13, < (Bax — By, 2 —y) fiir alle x,y € H. (3.33b)

Hier bezeichnet (-, -) = (-, -)y+xy die duale Klammer auf H* x H.
Das folgende Standardresultat findet sich in [Zei90, Abschnitt 25.4].

Satz 3.11 (Hauptsatz iiber stark monotone Operatoren). Sei B : H — H* ein stark
monotoner und Lipschitz-stetiger Operator, d.h. es gelte (3.33). Dann folgt

(i) B ist bijektiv, und
(ii) B~ ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1/Con -

Fiir jedes lineare Funktional F' € H* existiert daher eine eindeutige Losung x € H der
variationellen Formulierung

Bz, y) = F(y) fir alley e H. (3.34)

Dariiber hinaus existiert fiir jeden abgeschlossenen Unterraum Hy, C H, eine eindeutige
Losung xp € Hp, so dass

By, yn) = Fyn) fir alle y, € Hp, (3.35)

und es gilt Quasi-Optimalitdt im Sinne des Céa-Lemmas
|2 — zplly < Coea inf |z — yalln (3.36)
Yn€EHn

mit der Konstante Ccga = Clip/Cmon- ]
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Aus dem letzten Satz folgt direkt das Lemma von Lax-Milgram.

Korollar 3.12 (Lemma von Lax-Milgram). Sei b : H x H — R eine stetige und koerzive
Bilinearform, d.h. es gelte

b(z,y)| < Cupllzllallylse und  CuonllxlF, < b(w,x)  fir alle x,y € H.
Dann besitzt die Formulierung

b(x,y) =F(y) firaleyeH bzw. blxp,yn) = F(yy) fir alleyy € Hy,

fiir jedes F' € H* eine eindeutige Losung x € H bzw. xp, € Hyp. Hier bezeichnet Hp C H

einen abgeschlossenen Unterraum. Speziell gilt auch Quasi-Optimalitit im Sinne von (3.36).
O

Zum Abschluss dieses Abschnittes geben wir noch die Annahmen an den Operator 2 :
L?(Q) — L*(Q) aus dem Modellproblem (3.3) an. Der Operator 2 sei Lipschitz-stetig, d.h.
es existiere eine Konstante cj;, so dass

1AV Y — QleHig(Q) < clip|| Vu — VvHig(Q) (3.37a)

fiir alle u,v € H'() gelte. Des weiteren sei 2l stark monoton im Sinne, dass eine Konstante
Cmon > 0 existiert mit

Cmon || VU — VvHig(Q) < (AVu —AVv, Vu — Vo)q (3.37b)

fiir alle u,v € H'(Q2). Fiir die Definition des Residualschiitzers bendtigen wir noch weitere
Annahmen an 2, welche wir in Kapitel 5 aufstellen.

3.3 Symmetrische Kopplung

Die symmetrische FEM-BEM Kopplung wurde unabhéngig von COSTABEL [Cos88] und
HAN [Han90] entwickelt und beruht auf der Verwendung aller vier im #uleren Calderén
Operator €X' vorkommenden Integraloperatoren.

Da konstante Funktionen im Kern des Operators V(-) liegen, ist es, wie sich zeigen
wird, nicht moglich Losbarkeit auf direktem Wege zu zeigen. In fritheren Arbeiten [CS88,
GH95] und Referenzen darin wurde, z.B., ein innerer Dirichlet-Rand T'y € Q beniitzt,
der die Konstanten im Inneren fixiert, d.h. zu den Gleichungen (3.3) wird die zusétzliche
Randbedingung

w=g aufly mitge HY*T) (3.38)

gestellt. Es sei angemerkt, dass solch eine Randbedingung in natiirlicher Weise von exter-
nen Dirichlet-Randwertproblemen kommen. Fiir eine detaillierte Analysis zu Existenz und
Eindeutigkeit im Fall der zusétzlichen Randbedingung (3.38) verweisen wir auf die Mono-
graphie [GH95], in dem auch nicht-symmetrische Kopplungsmethoden behandelt werden.
Die erste Arbeit, in welcher eindeutige Losbarkeit der symmetrischen Kopplung ohne
Dirichlet-Rand T'y gezeigt wird, ist [CS95]. Die Autoren zeigen, dass die diskrete Variante
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3.3 Symmetrische Kopplung

des (dufleren) symmetrischen Steklov-Poincaré Operators elliptisch ist, falls die Netzweite
h hinreichend klein ist. In [AFP12] wurde schlieBlich noch bewiesen, dass die Annahme
an die Netzweite h nicht bendttigt wird, d.h. der diskrete Steklov-Poincaré Operator ist
elliptisch, unabhéngig vom Diskretisierungsparameter h.

Zuerst werden wir in Abschnitt 3.3.1 die variationelle Formulierung der symmetrischen
Kopplung herleiten. Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwéhnt, fithren wir dann
anhand der symmetrischen Kopplung das Prinzip der impliziten Stabilisierung vor. Zuletzt
zeigen wir noch die eindeutige Losbarkeit des stabilisierten Problems. Die vorgestellte Ana-
lysis beniitzt weder den Steklov-Poincaré Operator noch eine Annahme an die Netzweite h
und kann daher als Vereinfachung von [CS95] bzw. [AFP12] gesehen werden.

3.3.1 Herleitung
Die erste Green’sche Formel fiir die Potentialgleichung (3.3a) im Inneren lautet
(AVu, Vo)g — AVu-n, yv)r = (f, v)q fir alle v € HY(Q).
Einsetzen der Transmissionsbedingung (3.3d) fiir die Konormalenableitung liefert
AV, Voo — (5 u™ | yov)r = (f, v)a + (¢, Yov)r fiir alle v € HY(Q).  (3.39)

Aufgrund von Gleichung (3.3b) und der Abklingbedingung (3.3e) erfiillt u®** die Voraus-
setzungen von Satz 3.3 und daher gilt die Darstellungsformel (3.16),

ﬁ,yext ext Q]'yeXt ext (340)
Aus dem Calderén-System (3.31) folgt

,yext uext ( ﬁ 41 ) ext ext m,yext ext

ext, ext N . ext ext ext ext
W™ = (5 = ) — W

Wir definieren ¢ := $'u®™*" und setzen die Transmissionsbedingung (3.3¢c) fiir v&*u®" ein,
was auf

You —ug = (R+ 5)(vou — uo) — Ve, (3.41a)
¢ =3 —&)p— Wyou + W (3.41Db)

fithrt. Im Folgenden werden wir — aufgrund der Ubersichtlichkeit — u anstelle von ~yyu
schreiben, falls die Bedeutung klar ist. Durch Einsetzen von (3.41b) in (3.39) und Testen
von (3.41a) in H -1/ 2(T') bekommt man die variationelle Formulierung der symmetrischen
Kopplung: Gesucht ist das Paar von Funktionen u = (u,¢) € H := H'(Q) x H~'/3(T"), so
dass

<f7 U>Q + <¢0 + Wuyg , U>F, (3.42&)

(AVu, Vo)g + (Wu, v)r + (& — )¢, v)r
r= (v, (5 - Kuo)r (3.42b)

(¥, (3 — R)u+ Vo)
fiir alle v = (v, ) € H = H'(Q) x HV/2(T) gilt.

Ein Beweis fiir die Aquivalenz zwischen der variationellen Formulierung (3.42) und
dem Modellproblem (3.3) findet sich in [CS95] und darin enthaltenen Referenzen. Der
Vollstandigkeit halber geben wir den Beweis des folgenden Resultats mit an.
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Satz 3.13. [CS95, Satz 1] Das Modellproblem (3.3) ist mit der variationellen Formulie-
rung (3.42) im folgendem Sinne dquivalent: Falls (u,u®) € H(Q) x H} (Q%Y) Lisung

loc

von (3.3) ist, dann lost (u,¢) € H (Q) x H-Y2(T') mit ¢ := 4§ u™* die variationelle For-
mulierung (3.42). Andererseits, falls (u,¢) € H'(Q) x H-Y*(I') eine Lisung von (3.42)
ist, dann 16st (u, u®™') € HY(Q) x HL _(Q°) mit

ut = R(u — ug) — Vo
das Problem (3.3).

Beweis. Der erste Teil folgt bereits aus der Herleitung. Sei also (u, ¢) € H'(Q) x H~'/2(I)
eine Losung des variationellen Problems (3.42). Nach Satz 3.5 erfiillt

u™t = R(u — up) — Vo

Gleichung (3.3b) mit Abklingbedingung (3.3e). Man beachte, dass fiir d = 2 die Abkling-
bedingung (3.3e) aus (3.42a) mit v = 1 und der Kompatibilitdtsbedingung (3.4) folgt. Aus
den Definitionen der Randintegraloperatoren und den Sprungrelationen (Satz 3.9) folgt

@‘;252) =t (u _(bu(]) : (3.43)
Ein Vergleich von (3.42a) und der ersten Zeile von (3.43) liefert
(3 = ®)(u —ug) + BV = 15w — (5 + R)(u — uo) + Vo
und damit die Transmissionsbedingung (3.3c)
u—u™t =ug aufT.
Durch Einsetzen der zweiten Zeile von (3.43) in (3.42a) kommen wir auf
(AVu, Vo)g — (35U + ¢g, v)r = (f, v)q fiir alle v € HY(Q).

Fiir v € H}() ist das dquivalent mit (3.42a) und damit folgt auch AVu - n = 4§yt +
bo- O

Im weiteren Verlauf bezeichne &}, einen abgeschlossenen Unterraum von X := H'(£2) und
Y, einen abgeschlossenen Unterraum von ) := H Y/ 2(T). Damit ist also auch Hy, := Xj, x V),
ein abgeschlossener Unterraum von H = H' () x H~Y/2(I"). Speziell kann natiirlich H;, = H
in der folgenden Analysis gewihlt werden.

Bemerkung 3.14. (i) Angenommen 2 ist linear und symmetrisch. Durch Multiplikation
der Gleichung (3.42b) mit (—1) ergeben die linken Seiten der Gleichungen (3.42) ein sym-
metrisches System. Daher stammt auch der Name dieser Kopplungsmethode.
(i) Damit (3.40) fiir d = 2 die richtige Abklingbedingung (3.3e) erfiillt, muss

(¢, H)r =0 (3.44)
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3.3 Symmetrische Kopplung

gelten. Wihit man v =1 in (3.42a), so erhdlt man
(Wu, Dr + (& = )6, Vr = (f, Da + (¢, Lr.
Aus der Symmetrie von 20 und (3.28) folgt
(¢, Hr =(f, Da+ (¢o, Lr.

Die Kompatibilititsbedingung (3.4) impliziert daher (3.44). Falls dasselbe Abklingverhalten
auch im Diskreten gelten sollte, dann erlaubt es die Annahme

1e A,

wie oben vorzugehen. Wir merken an, dass die nachfolgende Analysis unabhdngig von dieser
Annahme ist. O

Wir definieren den Operator 5 : H — H* und das lineare Funktional F' € H* {iber
(Bu, v) = (AVu, Vo) + (Wu, v)r + (& — 3)é, v)r + (¢, (3 — K)u+ Vo)r, (3.45a)
F(v) = (f, v)a + (¢o +Wuo, v)r + (¢, (3 — Kuo)r (3.45D)

fir alle w = (u, ¢),v = (v,7¢) € H. Dann sind die Gleichungen (3.42) dquivalent zu: Finde
u € H mit

(Bu,v)=F(v) firallewv e H, (3.46)

wie sich leicht verifizieren ldsst, vgl. [CS95, Korollar 1].

Um zum Hauptresultat dieses Abschnittes zu gelangen, brauchen wir noch folgende An-
nahme, welche besagt, dass der zugrunde liegende Raum ) genug Funktionen enthélt.
Diese Aussage ist in dhnlicher Form bereits in [Say09] zu finden.

Annahme 3.15. Es existiert £ € YV, mit
(€, Hr #0.

Bemerkung 3.16. Sei 7;? eine Triangulierung von T, dann ist Annahme 3.15 erfiillt,
falls 770(7?) C Yy gilt. In dem Fall kann z.B. £ = 1 gewdhlt werden. Wenn Yy, = Y st
Annahme 3.15 trivialerweise erfiillt. ]

Satz 3.17. Unter der Annahme 3.15 besitzt die (diskrete) Formulierung
(Buy,, vy) = F(vy)  fir alle vy, € Hy, (3.47)

eine eindeutige Losung up, € Hy, mit Hp C H abgeschlossen. Speziell hat also (3.46) eine
eindeutige Losung w € H und es gilt Quasi-Optimalitdt

lu —uplly < Coea inf [lu —vplla, (3.48)
v EH
wobei Coga > 0 nur von A, Q und dem gewdhiten & € V), aus Annahme 3.15 abhdngt.
Des weiteren ist der Operator B bi-Lipschitz-stetig
Crtpllun — vl < [|Bun — Boylla: < Coipllun —vnlly  fir alle wp, vy € Hy. (3.49)

Die Konstante Chyiip > 0 hingt nur von 2, Q), und dem gewdhliten § € Yy, aus Annahme 3.15
ab.
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Bemerkung 3.18. (i) Existiert fiir eine Folge von Unterriumen (Vp)n>o ein (fizes) Ele-
ment & € (w0 Y, welches Annahme 8.15 erfiillt, dann folgt dass Cce, in Satz 3.17 un-
abhingig von Yy ist. Dies ist wichtig, um Konvergenzaussagen tber den Galerkin-Fehler
llw — wp||y treffen zu konnen.

(ii) Aus (3.49) folgt bi-Lipschitz-Stetigkeit auf ganz H

Crplle — vl < [Bu — Bo|

H* < CbﬂipHu - ’UHH f’U/f’ alle u,v < 7_[’

wobei die Konstante Chiip nur von §2, und 2 abhdngt. O

3.3.2 Implizite Stabilisierung
Zunichst beachte man, dass der Operator 9B nicht stark monoton sein kann, da

(9B(1,0) — B(0,0), (1,0)) = (AV1 — AV, V1) + (W1, 1)r =0

gilt. Man sieht also, dass konstante Funktionen im Innenraum 2 Probleme bereiten. Um
dies zu umgehen, definieren wir einen zu B #dquivalenten Operator 28, indem wir passende
Terme, welche die Kopplungsgleichung (3.42b) erfiillen, zu 98 addieren.

Satz 3.19. Mit § aus Annahme 3.15 sind der Operator B . H — H* und das lineare
Funktional F' € H*, definiert als

(Bu, v) = (Bu, v) + (€, (A — R)u+Vo)r (€, (3 — K)v + V), (3.50a)
F(v) = F(v) + (¢, (3 = Ruo)r(§, (3 — K)o+ V)r (3.50D)

fiir alle w = (u, ¢),v = (v,v) € H, mit B und F im folgendem Sinne dquivalent: Das Paar
up, = (up, ¢n) € Hy, ist eine Lisung von Problem (3.47), dann und nur dann falls es eine
Losung von

(Buy,, v,) = F(vy,)  fiir alle vy, € Hy, (3.51)
15t.

Beweis. Schritt 1: Sei up = (up,¢n) € Hjp, eine Losung von (3.47). Wir wéhlen v, =
(0,£) € Hp als Testfunktion in (3.47) und bekommen mit der Definition von 8 und

F(O,é) = <£’ (% - ﬁ)UO>F
0= <%uh, (Oa£)> - F(O,é) = <£’ (% - ﬁ)(uh - uO) + sngbh>[’-

Daher gilt (¢, (3 — R)v, + Vp)r(€, (3 — &) (un — up) + Vep)r = 0 fiir alle vy, € Hy, was
dquivalent zu

(€, (3= R)vn +BYn)r(€, (3 — K)un + Bon)r = (€, (3 — K)o + Tn)r(€, (3 — K)uo)r

fiir alle vy, € H, ist. Die Definitionen von % und F implizieren nun, dass uj; € Hj auch
die stabilisierte Gleichung (3.51) 16st.
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3.3 Symmetrische Kopplung

Schritt 2: Zum Beweis der anderen Richtung sei w;, = (up,¢n) € Hjp eine Losung
von (3.51). Wir wihlen vy, = (0,£) € Hy, als Testfunktion in (3.51) und bekommen

F(0,€) + F(0,£)(¢, BE)r = (Buy,, (0,€))
= (&, (5 — Bun +Ddn)r + (€, (5 — Kun + Von)r (¢, VE)r,
was mit F(0,£) = (£, (3 — R)uo)r dquivalent zu
(€, (5 — R)(up —uo) + Vepp)r (1 + (€, VE)r) =0

ist. Aus der H~/2(T")-Elliptizitit von % folgt 1+ (¢, VE)r > 0 und daher (€, (3 — R)up +
Vop)r = (€, (2 — R)ug)r. Zusammen mit den Definitionen von B, B und F, F gilt somit

2
(Bup, vp) — (Buy,, va) = (€, (5 — K)up + Vop)r (€, (5 — K)op +BVYp)r
= (&, (3 = Ruo)r (€, (5 — K)vn + Bu)r = F(vy) — F(vp).
Aus (3.51) folgt schlussendlich, dass u;, € Hj, auch eine Losung von (3.47) ist. O

Bemerkung 3.20. In Satz 3.19 kann £ aus Annahme 3.15 durch ein beliebiges 5 e W
ersetzt werden. Der Beweis bleibt dabei gleich. U

3.3.3 Beweis der Losbarkeit

Fiir den Beweis von Satz 3.17 zeigen wir zuerst eindeutige Losbarkeit des stabilisierten
Problems (3.51). Dazu benétigen wir folgendes Lemma, welches mit Hilfe eines Kompakt-
heitsarguments bewiesen wird.

Lemma 3.21. Sei g € H* ein lineares Funktional mit g(1,0) # 0. Fir u = (u,¢) € H
definiere ||u|| als

all® := 1Vul2q + (@, 0) + g(1,0)

Dann ist || - || eine zu || - || dquivalente Norm, wobei die Normdquivalenzkonstanten in
-1l =1 - |l nur von 2 und g abhingen.

Beweis. Klarerweise gilt [|u|| < ||u|/. Um die andere Abschiitzung zu zeigen, argumentie-
ren wir mit einem Widerspruch und nehmen an, dass [|u,||y > n||u,|| fiir gewisse u,, € H
und alle n € N gilt. Wir definieren v,, := w,,/||w,||3. Offensichtlich gilt

1
lonllze =1 und Jloafl <~

Aus der Definition von || - || und der Elliptizitét von U folgt sofort
Vo, = 0in L*(Q) und 4, — 0in HY2(T).

Beschrénktheit von (v,,)nen in H erlaubt es uns eine (schwach) konvergente Teilfolge
(Ungs¥n,) — (v,9) zu extrahieren. Aus starker Konvergenz der v, folgt sofort ) = 0.
Die kompakte Inklusion H!(Q) C L?(Q2) impliziert v, — v in L*(Q). Weiters folgt aus
schwacher Unterhalb-Stetigkeit ||(v,%)|| = 0 und daraus Vv = 0 bzw. g(v,0) = 0. Daher
ist v konstant und nach der Definition von g folgt v = 0. Also gilt v,,, — 0 in H(2) und
insgesamt (vy,,, ¢¥n,) — (0,0) in H, was aber ||(vp, ¢¥n)||n = 1 widerspricht. O
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Satz 3.22. Unter der Annahme 8.15 ist der Operator B :H — H* stark monoton
Crnonllu —v|3; < (Bu—Bv, u—v) fir ale u,v € H,
und Lipschitz-stetig
|Bu — B

w+ < Clipllu — ||y fir alle u,v € H,

wobei die Konstanten Cron, Clip > 0 nur von A, Q und & aus Annahme 3.15 abhdngen.

Die Gleichung (3.51) besitzt fir jeden abgeschlossenen Unterraum Hy C H eine eindeu-
tige Losung up, € Hp. Speziell hat (3.51) fir Hp = H eine eindeutige Losung uw € H und
es gilt Quasi-Optimalitdt

lu —up|ly < Cosa Inf  |Ju — vp|n (3.52)
vRLEH

mit C’Céa = Clip/Cmon-

Beweis. Wir brauchen nur Lipschitz-Stetigkeit und starke Monotonie von B zeigen. Die
restlichen Behauptungen folgen aus dem Hauptsatz {iber stark monotone Operatoren, siehe
Satz 3.11. Lipschitz-Stetigkeit von 9B folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit (3.37a) von 2 und
der Stetigkeit der Randintegraloperatoren. Die Lipschitz-Konstante Cj;, héngt dabei nur
von cjip, 2 und £ aus Annahme 3.15 ab.

Seien u = (u, ¢),v = (v,9) € H gegeben. Nach Definition ist

(Bu —Bv, u—v) = AVu — AV, Vu — Vo)g + (W(u —v), u— v)p
H(® =)@ —), u—v)r+(¢ =9, (3 — &) (u—v) +V(d—))r
+(€, (5 = R)(w—v) + V(¢ — )l
Aus starker Monotonie (3.37b) von 2 und Positivét (3.26) von 20 folgt mit w = (w, x) =
(u—v,¢—1)
(B~ Bo, w) > cnonl [Vl a(0) + (6 T+ (€, (5 — Ko+ Tl

Definiere das lineare Funktional g € H* als g(w,x) = (£, (3 — R)w + Vy)r fiir alle

(w,x) € H. BEs gilt (3 — &)1 = 1 aufgrund von (3.28). Somit ist nach Annahme 3.15

9(1,0) # 0 und wir kénnen Lemma 3.21 anwenden. Insgesamt erhalten wir also
(Bu — B, u —v) > Cuenllu — v|2,
wobei Cion > 0 nur von cpen, §2 und £ aus Annahme 3.15 abhéingt. O

Beweis von Satz 3.17. Der erste Teil folgt aus Satz 3.22 und der Aquivalenz 3.19. Es bleibt
noch die bi-Lipschitz-Stetigkeit von 98 zu zeigen. Die obere Abschétzung in (3.49) folgt
aus der Lipschitz-Stetigkeit von 20 und der Stetigkeit der Randintegraloperatoren. Fiir die
untere Abschéitzung verwenden wir die Definition der Dualnorm

sup (Buy, — Boy,, wp)
7_[* p—
" =(wh,xn) EHR\(0,0) llwn %

H‘Buh — %’Uh‘

(3.53)
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3.4 Johnson-Nédélec Kopplung

mit wn = (wn, én), v = (on, ) € Hp. Wir wiihlen
wy = up — vy + (0,(E, (5~ R)(un —on) +B(dn — ¥n))r- (3.54)

in (3.53). Aus wy, = (0,0) folgt up — vj, = 0 und
On — n + &, V(dn — ¥n))r = 0. (3.55)

Weiters ist dann (£, B(op — ¥n))r + (£, BE T, V(pn, — ¥p))r = 0 und aus Elliptizitét
von U schliefen wir (£, U(dp, — ¢¥p))r = 0. Mit (3.55) gilt ¢y — ¥, = 0. Somit ist also
wy, = (0,0) dquivalent zu uwj, — vy, = (0,0). Aus der Definition (3.54) und Satz 3.22 ergibt
sich

<SBuh — Up , wh> = <%uh — %’Uh, up — ’Uh> Z Huh — 'UhHg-[-

Zusammen mit (3.53) und ||wp ||y < ||lup —vn||y folgt die untere Abschétzung in (3.49). O

3.4 Johnson-Nédélec Kopplung

In diesem Abschnitt behandeln wir die Johnson-Nédélec Kopplung [ZKB79, JN80], welche
in der Literatur auch ofters (direkte) Eingleichungskopplung genannt wird, da nur eine
Gleichung des Calderén-Systems benutzt wird. Die ersten Stabilitdtsaussagen, siche [JN80],
beruhen auf der Kompaktheit des Operators K. Dies bringt zwei Nachteile mit sich: Zum
einen wird gefordert, dass I" glatt (und somit & kompakt) ist, was fiir Standard-FEM bzw.
-BEM nicht optimal ist. Zum anderen gelten die Aussagen nur fiir eine hinreichend kleine
Netzweite h < hg. Experimentell beobachtet man aber, dass diese Annahme in der Praxis
nicht notwendig ist, vgl. [CES91].

Als bahnbrechend in diesem Zusammenhang ist die Arbeit [Say09] zu nennen, in welcher
als Erstes fiir das Laplace-Transmissionsproblem bewiesen wurde, dass die Johnson-Nédélec
Kopplung auf polygonalen Gebieten wohldefiniert ist. Der Beweis nutzt stark Linearitéit aus
und zeigt Stabilitit des adjungierten Problems. In [GHS12] wurde der Beweis fiir Yukawa
Potentiale vereinfacht und auch auf spezielle Probleme in der linearen Elastostatik ange-
wendet.

Ein etwas anderer Ansatz wurde in [Stell] entwickelt. Dort wird eine (explizite) Sta-
bilisierung eingefiihrt, die auf ein (im Kontinuierlichen) dquivalentes Problem fiihrt. Es
wird gezeigt, dass dieses dquivalente Problem (mit linearem Operator 20 im Innenraum
Q) unter der Voraussetzung cpon > 1/4 elliptisch ist. Dabei ist ¢pon der kleinste Eigen-
wert von 2. Diese Bedingung wurde dann in [OS13b] weiter verbessert auf cpon > cg/4,
wobei cg € [1/2,1) die Kontraktionskonstante von £ bezeichnet, siche [SWO01]. Ein wei-
teres wichtiges Ergebnis aus [OS13b] ist, dass diese Bedingung auch scharf ist, d.h. fiir
Cmon < cg/4 wird das Gleichungssystem indefinit. Nachteile oben genannter Stabilisierung
sind zum einen, dass Aquivalenz zum originalen Problem nur am kontinuierlichen Level gilt
und zum anderen, dass auf jedem diskreten Level eine zusétzliche Randintegralgleichung
gelost werden muss. Fiir eine Analysis von weiteren Anwendungen der Johnson-Nédélec
Kopplung sei noch auf [0S13a] verwiesen.
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Im Folgenden prisentieren wir, wie man die im Abschnitt 3.3.2 eingefiihrte implizite
Stabilisierung auf die Johnson-Nédélec Kopplung anwenden kann. Ein Vorteil besteht zum
einen darin, dass die Aquivalenz zum originalen Problem auch am diskreten Level gilt und
zum anderen, dass keine zusétzlichen Gleichungen gelost werden miissen. Weiters behandeln
wir auch Nichtlinearitdten und erhalten dabei die gleichen Stabilitdtsresultate wie [Say09,
GHS12, Stell, OS13b]. Wir merken an, dass die Idee der impliziten Stabilisierung und die
zugehorigen Beweise von [Say09, GHS12, Stell, OS13b] inspiriert wurden.

3.4.1 Herleitung
Aus Gleichung (3.3b) mit Abklingbedingung (3.3e) folgt nach Satz 3.3

ﬁ ,Yext ext % ,Yext ext

Im Gegensatz zur symmetrischen Kopplung verwendet man nur die erste Gleichung im
Calderén System (3.31). Mit der Definition ¢ := 4$**u®** und der Sprungbedingung (3.3c)
fiir die Spuren folgt

Vo + (2 — K)u= (L — K)uo. (3.56)

Wie bei der symmetrischen Kopplung liefert die erste Green’sche Formel und die Trans-
missionsbedingung (3.3d) Gleichung (3.39). Durch Testen von (3.56) in H~Y?(TI") kommt
man auf die variationelle Formulierung der Johnson-Nédélec Kopplung: Finde u = (u, ¢) €
H = H'(Q) x HY/2(T"), so dass

(AVu, Vo) — (¢, v)r = (f, v)a + (¢o, V)1, (3.57a)
W, (3 — R)u+V)r = (¢, ( — K)uo)r (3.57b)

fiir alle v = (v,¢) € H = H'(Q) x H-Y*(T) gilt.
Der Beweis fiir die Aquivalenz zwischen variationeller Formulierung (3.57) der Johnson-
Nédélec Kopplung und Modellproblem (3.3) ist analog zu dem Beweis von Satz 3.13.

Satz 3.23. Das Modellproblem (3.3) und die variationelle Formulierung (3.57) sind im fol-
gendem Sinne dquivalent: Falls (u,u™) € HY(Q) x HL _(Q%%) Losung von (3.3) ist, dann
lost (u, ) € HY(Q) x H=Y2(T) mit ¢ = A die variationelle Formulierung (3.57). An-
dererseits, falls (u,¢) € H(Q) x H-Y/?(T) eine Lésung von (3.57) ist, dann lost (u, u®?) €
HY(Q) x H1 (QY) mit

loc
u™t = R(u — up) — Vo
das Problem (3.3). O

Man beachte dass der zweite Punkt in Bemerkung 3.14 entsprechend fiir die Johnson-
Nédélec Kopplung gilt.
Wir definieren den Operator 5 : H — H* und das lineare Funktional F' € H* {iber

(Bu, v) = (AVu, Vo)g — (¢, v)r + (¢, (3 — K)u+ Vé)r (3.58a)
F(v):=(f,v)a+ {¢o, v)r + (¥, (3 — K)uo)r (3.58b)
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fiir alle u = (u, ¢),v = (v,%) € H. Dann sind die Gleichungen (3.57) dquivalent zu: Finde
u € H mit

(Bu, v)=F(v) firallewv e H, (3.59)

wie sich leicht verifizieren lésst, vgl. [CS95, Korollar 1] fiir die symmetrische Kopplung.

Um Losbarkeit von (3.59) zeigen zu kénnen, brauchen wir noch eine zusétzliche Annahme
an die Monotoniekonstante cyon des Operators 2, welche die Kontraktionskonstante cg €
[1/2,1) des Doppelschichtintegraloperators, siche [SWO01], beinhaltet. Man beachte, dass
das kontinuierliche Problem (3.59) aber immer eine (eindeutige) Losung besitzt. In [OS13b]
wird gezeigt, dass das dort betrachtete System indefinit wird. Dies wird in Lemma 3.33 noch
genauer untersucht. Die folgende Annahme stammt aus [OS13b] fiir einen symmetrischen,
linearen Operator 2 und kann, wie im Folgenden gezeigt wird, auch fiir stark monotone
Operatoren verwendet werden.

Annahme 3.24. Bezeichne mit cg € [1/2,1) die Kontraktionskonstante des Doppelschicht-
integraloperators K. Es gelte

Cmon > Cﬁ/4,

wobei cmon die Monotoniekonstante des stark monotonen und Lipschitz-stetigen Operators
A ist.

Satz 3.25. Unter der Annahme 3.15 und Annahme 3.24 besitzt die (diskrete) Formulierung
(Buy,, vy) = F(vy)  fir alle vy, € Hy (3.60)

eine eindeutige Lisung up € Hy, mit Hy C H abgeschlossen. Speziell hat also (3.59) eine
eindeutige Losung u € H und es gilt Quasi-Optimalitit

| —uplly < Coga inf |lu—vplly, (3.61)
v EH

wobei Coga > 0 nur von A, Q und dem gewdhiten & € V), aus Annahme 3.15 abhdngt.
Des weiteren ist der Operator B bi-Lipschitz-stetig

Coatpllun — vl < |Bun — Boplla: < Coipllun —vnlly  fir alle wp, vy € Hy. (3.62)

Die Konstante Cyjip > 0 hdngt nur von 21,2, und dem gewdhlten & € V), aus Annahme 3.15
ab.

3.4.2 Implizite Stabilisierung
Wir gehen wie in Abschnitt 3.3.2 vor und bemerken, dass aufgrund von
(%B(1,0) —B(0,0), (1,0)) = (AV1 —2AV0, V1) =0

der Operator B nicht stark monoton sein kann. Wir beniitzen wiederum die zweite Kopp-
lungsgleichung zum Stabilisieren von 8. Der Beweis des folgenden Resultats folgt analog
zum Satz 3.19.
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Satz 3.26. Mit § aus Annahme 3.15 sind der Operator B . H — H* und das lineare
Funktional F' € H*, definiert als

(Bu, v) = (Bu, v) + (€, (& — R)u+Vo)r (€, (3 — K)v + V), (3.63a)
F(v) = F(v) + (¢, (3 = Ruo)r(§, (3 — K)o+ V)r (3.63b)

fir alle w = (u, ¢),v = (v,v) € H, mit B und F im folgendem Sinne dquivalent: Das Paar
up, = (up, ) € Hy, ist eine Lisung von Problem (3.60), dann und nur dann falls es eine
Losung von

(Buy,, v,) = F(vy,)  fiir alle vy, € Hy, (3.64)

1st. [l

3.4.3 Beweis der Losbarkeit

Satz 3.27. Unter der Annahme 3.15 und Annahme 3.2 ist der Operator B H - H
stark monoton

Crnonllu — v[3; < (Bu—Bv, u—v) fir alleu,veH,
und Lipschitz-stetig

|Bu — Bl

2w+ < Chpllu — ||y fir alle u,v € H,

wobei die Konstanten Cron, Clip > 0 nur von A, Q und & aus Annahme 3.15 abhdngen.

Die Gleichung (3.64) besitzt fir jeden abgeschlossenen Unterraum Hy C H eine eindeu-
tige Losung up, € Hp. Speziell hat (3.64) fir Hyp = H eine eindeutige Losung uw € H und
es gilt Quasi-Optimalitdt

lu —up|ly < Cosa Inf  |Ju — vp|n (3.65)
vRLEH

mit CCéa = Clip/cmon-

Beweis. Wir brauchen nur Lipschitz-Stetigkeit und starke Monotonie von B zeigen. Die
restlichen Behauptungen folgen aus dem Hauptsatz iiber stark monotone Operatoren, siehe
Satz 3.11. Lipschitz-Stetigkeit von B folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit (3.37a) von 2 und
der Stetigkeit der Randintegraloperatoren. Die Lipschitz-Konstante Cj;, héngt dabei nur
von cjip, 2 und £ aus Annahme 3.15 ab.

Fiir den Beweis der starken Monotonie des Operators B beniitzen wir die Analysis
aus [OS13b). Sei & : H/2(T') — H~'/*(T) der innere Steklov-Poincaré Operator, definiert
als

G =T '(1+8).
Aus der Abschitzung

H(% + ﬁ)wH%_l < cp(Gw, w)r fiir alle w € Hl/Q(I‘)
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von [0S13b], folgt

X (3 +Rw)r <[5 + Bwllg-1xllo < Vesg(©w, wrlxlly  fir alle w = (w,x) € H.
(3.66)

Fiir beliebige w € H'(€), definieren wir die Zerlegung
w’ = w —wP, (3.67)
mit der eindeutigen schwachen Losung w® € H'(Q) von

—AuwP =0 inQ,

wP =w aufT.

Klarerweise gilt vo(w®) = 0 als auch die Orthogonalitit (Vw® , Vu')q = 0. Daraus folgt
dann

||Vw||i2(g) = ||VwD||iQ(Q) + vaOHiQ(Q)‘ (3.68)

Weiters ist y3wP = GwP und die erste Green’sche Formel zusammen mit yow® = yow
liefert

HVwDHiz(Q) = (nw®, wP)r = (GwP | wP)r = (Gw, w)r. (3.69)

Wir miissen zeigen, dass fiir alle u = (u, ¢),v = (v,9) € H
<%u — Bv, u— v) > Chon||u — v||3

gilt. Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir w := (w, x) := (u — v,¢ — ). Aus der
starken Monotonie (3.37b) von 2 folgt

(Bu — Bv, w) = (AVu — AV, wha — (x, w)r + (X, (2 —Rw+Vy)r
+1(€, (3 = R)w+ Vel
> oIVl 22y — (6, (34 8w+ (0, D+, (& — BByl
=11 —Ix + I3+ 4.
Wir beniitzen die Zerlegung (3.67) fiir w := w® + wP. Es folgt mit (3.68)

I = Cmon(HVWOHZLQ(Q) + HVMDH%Q(Q))'

Mit der Young-Ungleichung 2ab < 6a® + 6162 fiir alle a,b € R und § > 0 schliefen wir
aus (3.66) und (3.69)

-1 -1
Ir < Vea(Gw, wirllxlly < §ealGw, wir+25-(x, Dx)r = Seallw®|[72 o)+ 25 (X, Tx)r-

Damit erhalten wir
-1
L =L+ 13> cmonvaOHi%Q) + (Cmon — g)vaDHiP(Q) +(1- 5T)<X7 BVx)r

—1
> (Cmon — g)vaHQLQ(Q) +(1- 6T)<X7 Vx)r-
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Nach Annahme 3.24 ist cpon > cg/4, und deshalb existiert § € (1/2,2¢mon/ca), so dass

C := min{cpmon — 5,1 — %} > (. Insgesamt erhalten wir also

[
2
Iy = Iy + I3 + Iy > min{C, 1} (||Vw|[72 () + {x. Bx)r + (€, (5 — K)w +Vx)r[?).

Definiere das lineare Funktional g € H* als g(w,x) = (£, (3 — )w + Vx)r fiir alle

(w,x) € H. Es gilt (1 — &)1 = 1 aufgrund von (3.28). Somit ist nach Annahme 3.15

9(1,0) # 0 und wir kénnen Lemma 3.21 anwenden. Dies impliziert
I — I + Iy + Iy > Cronllwlf3

und zeigt starke Monotonie von %, wobei Cpon nur von 2, Q und £ aus Annahme 3.15
abhéngt. O

Beweis von Satz 3.25. Der erste Teil folgt aus Satz 3.27 und der Aquivalenz 3.26. Bi-
Lipschitz-Stetigkeit (3.62) folgt wie im Beweis von Satz 3.22. O

3.5 Bielak-MacCamy Kopplung

Das Modellproblem (3.3) kann auch mittels der (Eingleichungs-) Bielak-MacCamy Kopp-
lung, welche in [BM84] erschienen ist, reformuliert werden. Diese Methode wird auch indi-
rekte Eingleichungskopplung genannt, da ein indirekter Ansatz fiir die Losung im Auflen-
raum, welcher nicht das Calderén System beniitzt, verwendet wird. Aufgrund der Ahnlich-
keit zu der Johnson-Nédélec Kopplung — fiir linearen Operator 2{ ist die Bielak-MacCamy
Kopplung das “adjungierte” Problem zur Johnson-Nédélec Kopplung — folgen die meisten
Resultate wie in Abschnitt 3.4. Wir verweisen noch auf die Publikation [GHS12], in wel-
cher diese Kopplung zusammen mit der quasi-symmetrischen Bielak-MacCamy Kopplung
fiir (lineare) Probleme mit Yukawa Potential untersucht wird.

3.5.1 Herleitung

Fiir die Losung u™* € HL (Q%%) von (3.3) im AuBlenraum machen wir den indirekten
Potential-Ansatz

u™t = ¢ (3.70)

mit unbekannter Dichte ¢ € H~1/2(I"). Nach Satz 3.5 erfiillt (3.70) Gleichung (3.3b) mit Ab-
klingbedingung (3.3e). Erstens folgt aus der Sprungbedingung von U auf I', siche Satz 3.9,
Vo = 75" Y¢p und daher

,Ygxt uext -y ¢
Nach Einsetzen der Transmissionsbedingung (3.3c) erhalten wir weiters

u—uy=L¢ aufl. (3.71)
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Zweitens gilt nach Satz 3.9 und der Definition (3.22) des adjungierten Doppelschichtinte-
graloperators

,ﬁxtuext _ ,ﬁxt%(b _ _¢+71i]¢ _ _¢+ (ﬁ/ + %)¢ _ _(% o ﬁ/)(b (372)

Durch Einsetzen der Identitit (3.72) in (3.39) und Testen von (3.71) in H~Y/2(I") erhalten
wir die variationelle Formulierung der Bielak-MacCamy Kopplung: Finde v = (u,¢) €
H = H'(Q) x H /2T, so dass

AVu, Voyg + (3 — &)¢, v)
(Y, BV —u)

fiir alle v = (v,%) € H = H'(Q) x H™'/?(T") gilt. Der Beweis fiir die Aquivalenz zwischen
variationeller Formulierung (3.73) der Bielak-MacCamy Kopplung und Modellproblem (3.3)

ist analog zu dem Beweis von Satz 3.13 bzw. Satz 3.23. Das folgende Resultat findet sich
auch in [CES91, Satz 2.1].

(f,v)a+{(do, v)r, (3.73a)

r =
T = —<’l/}, u0>p (3.73b)

Satz 3.28. Das Modellproblem (3.3) und die variationelle Formulierung (3.73) sind im
folgendem Sinne dquivalent: Falls (u,u®™%) € HY(Q) x HL_(Q%) Lésung von (3.3) ist,
dann 16st (u,¢) € H'(Q) x H-Y2(T) mit ¢ = B~ 45t die variationelle Formulie-
rung (3.73). Andererseits, falls (u,¢) € H'(Q) x H-Y%(T") eine Lisung von (3.73) ist,
dann lost (u,u™") € H'(Q) x HL_(Q%) mit

Ut = Vg
das Problem (3.3).

Beweis. Sei zunéchst (u,u®™") € H'(Q) x HL_(Q%") eine Losung von (3.3). Aus Definition
¢ := V14> und Transmissionsbedingung (3.3¢) folgt

Vp=u—ug in H VD)

und somit (3.73b). Da u®* Gleichung (3.3b) mit Abklingbedingung (3.3e) erfiillt, gilt nach
Satz 3.3 die Darstellungsformel
ut — E,Y(e]xt ut — i],ﬁxt ut.

Nach Bildung der Spur erhalten wir die erste Zeile im Calderén System (3.31). Auflésen
nach '™t ergibt

ext, ext __ q7—1 1\, ext, ext
youT =0 (ﬁ—i)% u-.

Ausniitzen der Relation 018 = &0~ siehe [Ste08a, Abschnitt 6.6], als auch der Defini-
tion von ¢ und Transmissionsbedingung (3.3d) liefert

AVu-n — ¢y = —(1 — &)g.

Zusammen mit (3.3a) und der ersten Green’schen Formel folgt (3.73a).
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Sei nun (u,$) € H'(Q) x HY3(T) eine Losung von (3.73). Aus Satz 3.5 folgt dass
u™t .= Y¢ Gleichung (3.3b) mit Abklingbedingung (3.3e) erfiillt, wobei fiir d = 2 noch
zu beachten ist, dass aus (3.73a) mit v = 1 und der Kompatibilitdtsbedingung (3.4) die
richtige Abklingbedingung folgt. Aus (3.73b) folgt ¢ = U~ '(u — up) und nach Bildung
der Spur von u®t = %(b folgt die Transmissionsbedingung (3.3c). Weiters ist 7§<tu®t =
71 Bp — ¢ = —(3 — R&)¢. Einsetzen in (3.73a) liefert

(AVu, Vo)g — (35 + ¢o, v)r = (f, v)a fiir alle v € H'(Q).

Die gleiche Argumentation wie im Beweis von Satz 3.13 ergibt dann (3.3a) als auch (3.3d).
U

Man beachte dass der zweite Punkt in Bemerkung 3.14 entsprechend fiir die Bielak-
MacCamy Kopplung gilt.
Wir definieren den Operator 5 : H — H* und das lineare Funktional F' € H* {iber

(Bu, v) = (AVu, Vo)o + (3 — )¢, v)r + ¥, Vé — uwr, (3.74a)
F(v):=(f, v)a+ (¢, v)r — (¢, uo)r (3.74b)

fiir alle u = (u, ¢),v = (v,¢) € H. Dann sind die Gleichungen (3.73) dquivalent zu: Finde
u € H mit

(Bu, v) = F(v) fiir alle v € H, (3.75)

wie sich leicht verifizieren ldsst, vgl. [CS95, Korollar 1] fiir die symmetrische Kopplung.
Satz 3.25 gilt entsprechend fiir die Bielak-MacCamy Kopplung.

Satz 3.29. Unter der Annahme 3.15 und Annahme 3.2/ besitzt die (diskrete) Formulierung
(Buy, , vy) = F(vy)  fir alle v, € Hy, (3.76)

eine eindeutige Losung wp € Hy, mit Hp C H abgeschlossen. Speziell hat also (3.75) eine
eindeutige Losung w € H und es gilt Quasi-Optimalitit

lu —uplln < Coea inf [lu — vy 2, (3.77)
vREH

wobei Caga > 0 nur von A, Q und dem gewdhlten & € Yy, aus Annahme 3.15 abhdngt.
Des weiteren ist der Operator B bi-Lipschitz-stetig

Ct;llipHuh —vplla < [[Bup — Boplla: < Cviipllun —vnlln  fiir alle wp, vy € Hp. (3.78)

Die Konstante Cyip > 0 hdngt nur von 2, Q, und dem gewdhlten & € Yy, aus Annahme 3.15
ab.

Fiir den Spezialfall eines linearen Operators 2 folgt Satz 3.29 aus Satz 3.25.

Bemerkung 3.30. Sei 2 linear und symmetrisch und bezeichne mit Byx den in (3.58a)
definierten Operator. Dann gilt

(Bu, v) = (Binv, uw) fir ale u,v € H.

Der Operator B ist also der adjungierte Operator zu Bin und Satz 3.29 folgt daher aus
Satz 3.25. Dies gilt auch falls 2 linear und nicht-symmetrisch ist: Ersetzt man 2L durch 2/
in (3.58a), dann bleibt Satz 3.25 giiltig und auch obige Identitt. O
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3.5.2 Implizite Stabilisierung
Wir gehen wie in Abschnitt 3.3.2 bzw. 3.4.2 vor und bemerken, dass aufgrund von
(%B(1,0) —B(0,0), (1,0)) = (AV1 —2AV0, V1) =0

der Operator B nicht stark monoton sein kann. Wir beniitzen wiederum die zweite Kopp-
lungsgleichung zum Stabilisieren von 93, die sich nun jedoch von der zweiten Kopplungs-
gleichung der symmetrischen und Johnson-Nédélec Kopplung unterscheidet. Der Beweis
des folgenden Resultats folgt aber analog.

Satz 3.31. Mit { aus Annahme 3.15 sind der Operator B . H — H* und das lineare
Funktional F' € H*, definiert als

(Bu, v) = (Bu, v) + (£, Vo — upr(¢, V¢ —v)r, (3.79)
F(v) := F(v) = (£, uo)r(&, V¢ — v)r (3.79b)

fiir alle w = (u, @), v = (v,v¥) € H, mit B und F im folgendem Sinne dquivalent: Das Paar
up, = (up, ) € Hy, ist eine Lisung von Problem (3.76), dann und nur dann falls es eine
Losung von

(Buy, , vp,) = F(vy,)  fiir alle vy, € Hy, (3.80)

1st. Ol

3.5.3 Beweis der Losbarkeit

Satz 3.32. Unter der Annahme 3.15 und Annahme 8.2/ ist der Operator B H - H
stark monoton

Crnonllu —v[j3; < (Bu — B, u—v) fir aleu,veH,
und Lipschitz-stetig
|Bu — Bl < Cipllu— vy fir alle u,v € H,

wobei die Konstanten Cron, Clip > 0 nur von 2, Q und § aus Annahme 3.15 abhdngen.

Die Gleichung (3.80) besitzt fiir jeden abgeschlossenen Unterraum Hy C H eine eindeu-
tige Losung wy, € Hy,. Speziell hat (3.80) fir Hyp = H eine eindeutige Losung uw € H und
es gilt Quasi-Optimalitdt

Hu — uhHH < CCéa inf Hu — 'UhH’H (3.81)
vREH

mit C’Céa - C’lip/c’mon-

Beweis. Der Beweis folgt genau den Zeilen fiir den Beweis von Satz 3.27 und ist daher dem
Leser iiberlassen. O

Beweis von Satz 3.29. Der erste Teil folgt aus Satz 3.32 und der Aquivalenz 3.31. Bi-
Lipschitz-Stetigkeit (3.78) folgt wie im Beweis von Satz 3.22. O
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3.6 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt priasentieren wir verschiedene numerische Experimente. Das Hauptau-
genmerk legen wir dabei auf folgende Punkte:

e Losen der Kopplungsgleichungen mit bzw. ohne Stabilisierungsterm.

e Losbarkeit der Johnson-Nédélec Kopplung bzw. Bielak-MacCamy Kopplung falls An-
nahme 3.24 verletzt ist.

Fiir den letzten Punkt verwenden wir das iiberaus interessante Resultat [OS13b, Lem-
ma 3.2], welches zeigt, dass in bestimmten Fillen der zur Johnson-Nédélec Kopplung asso-
ziierte Operator indefinit wird. Wir geben ein entsprechendes, leicht abgewandeltes Resultat
im Falle eines stark monotonen und Lipschitz-stetigen Operators 2l an. Der Beweis folgt
genau den Zeilen des Beweises von [OS13b, Lemma 3.2].

Lemma 3.33. Bezeichne mit B den in (3.58a) definierten Operator. Annahme 3.24 ist
nicht nur hinreichend fiir Monotonie von B, d.h.

(Bu—DBv,u—v)>0 firaleu,veH,

sondern auch notwendig in gewissem Sinne. Bezeichne mit cyon, ciip die Monotonie- bzw.
Lipschitz- Konstante von 2. Falls

Cq

0 < Cmon < Cip < Za

dann ezistieren Funktionen w,v € H mit uw — v # 0 und

(Bu —Bv, u—v)<0.
Beweis. Die Analysis aus dem Beweis von Satz 3.27 zeigt Monotonie von B unter der
Annahme 3.24. Diese Annahme ist auch notwendig wie folgende Uberlegungen zeigen.

Nach [OS13b, Bemerkung 2.1] existiert 0 # u, € Hi/z(l‘) mit

1
— (G + Busllg- = (Sur, uar,
Ca

wobei & := U~ !(1 + &) wiederum den inneren (nicht-symmetrischen) Steklov-Poincaré

Operator bezeichnet. Wir definieren u € H'(£2) als harmonische Fortsetzung von u, auf
iiber

—Au=0 in €,

u=1uy aufl,

und ¢, := Gu, € H-/(T"). Es gilt daher, vgl. (3.69),
2 1 1 2
IVullz2q) = (St ; us)r = a”(ﬁ + Ruillg-1 = — (o, V)1

1
Cq
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(u, @) := (u, ) mit & > 0 und v := (v,%) := (0,0). Mit w := (w, x) :=
u erhalten wir

Wir setzen u :

(u -, ¢ - ¢)
<%’u’ - %’U7 u— ’U> < clipvaH%ﬁ(Q) - <X7 (% + ﬁ)w>F + <X7 mX>F
= cip(Gu, u)r — al|(3 + R)ullF-1 + a*(ds , Vopu)r

= <cclﬁ +a? - a> (P, V)1

R

Die Nullstellen a4 = % + \/% — % > () zeigen also

(Bu —Bv,u—v) <0

falls a € (a—, ay). O

Obiges Resultat kann auch fiir den in (3.63a) definierten Operator B gezeigt werden,
falls £ = 1 in der Stabilisierung gewihlt wird. Dann gilt ndmlich (¢, (% —R)u*+LVGu*)r =
(1, u*)pr = 0 fiir die im Beweis definierte Funktion «* und der Beweis kann genau wie oben
gefiihrt werden.

Bemerkung 3.34. (i) Lemma 3.33 gilt fir das kontinuierliche System, aber nicht fir das
diskrete. Auf dem kontinuierlichen Level ist der Operator B zwar indefinit, aber die Kopp-
lungsgleichungen sind aufgrund von Satz 8.23 und der Lisbarkeit des Modellproblems (3.3)
eindeutig losbar.

(i) Lemma 3.33 gilt entsprechend fiir die Bielak-MacCamy Kopplung. O

Numerische Experimente in [OS13b] belegen, dass auch das diskrete System indefinit ist,
falls Annahme 3.24 verletzt wird.

3.6.1 Galerkin-System
Basen

Fiir die numerischen Experimente betrachten wir speziell die Unterrdume Hp, := X}, X Yy,
wobei

Xy = SUTY), W =PP(TH)

mit ¢ € N,p € Ny und 7% bzw. 7' sind wiederum regulire Triangulierungen von € bzw.
I'. Wir nehmen durchgehend an, dass 71 = 79| gilt.

Definiere S := dim(S%(7%)), ST := dim(SY(T")), und P! := dim(PP(T"). Bezeichne
mit {z; };V:gzl die Knoten in AN? mit N := #N2. Als Basis fiir S*(7*) verwenden wir die
nodale Basis (Hutfunktionen) {nj}?fl mit

ni(z) = 6, fir alle j,k =1,..., N

Fiir d = 2 beniitzen wir noch den Raum S?(7%). Eine Basis ist dabei gegeben durch die
SQ

Funktionen {Uj}j:p wobei n; fir j = 1,... , N wieder die Hutfunktionen bezeichne. Die
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Funktionen 7; fiir j = N ©41,..., 5 definieren wir als Produkt zweier Hutfunktionen. Da
der Triger vom Produkt zweier Hutfunktionen nur dann ungleich der leeren Menge ist wenn
die zugehorigen Knoten auf einer Kante E € £ liegen, kann zu jeder Kante E;_no € £
genau eine Funktion 7; zugeordnet werden. Durch Nachrechnen ldsst sich zeigen, dass durch
{n; }}921 eine Basis von S?(T) gegeben ist. Fiir die Anzahl der Freiheitsgrade gilt demnach
S = #N 4 #EL.

Eine Basis von S9(7T) kann analog zu S?(T*) definiert werden. Da wir annehmen dass
TT die Restriktion von 7% auf T' ist, kann als Basis fiir SI(7T) einfach die Spur der
Basisfunktionen von S(7!) genommen werden.

Sei {Xj}fzrl mit PY = MY = #T7, eine Basis von P(TT), so dass x; die charak-
teristische Funktion auf 7T € TV ist. Fiir d = 2 betrachten wir wiederum Ansatz- und
Testfunktionen hoherer Ordnung. Es bezeichne {Xj}f:l eine Basis von PH(T1) mit x; ist
charakteristische Funktion auf T} € TE fiirj=1,...,M", und X;j ist affin auf T;_ 5w € T
fir j = MT +1,...,2M". Speziell definieren wir X, so dass

(xjo FQI—;_MF)(I') =z furze[-1,1]
und j = MT +1,...,2M7" gilt. Hier bezeichnet FII: die affine Abbildung, welche das Refe-
renzintervall Tyt = [—1,1] auf 7 € TT abbildet.

Eine Basis des Produktraums S?(7%*) x PP(TT) ergibt sich dann in natiirlicher Weise
aus den Basen von S(7%) und PP(TT). Wir definieren

;= (n;,0) firj= 1,...,5%
r

pjrge = (0,x;) firj=1,...,P".
Fiir eine Folge von Triangulierungen {7,2}%_, bzaw. {T}}L_, bezeichnen
Xy =SUTE) baw. Yo =P/(T})

die zugehorigen diskreten Ridume. Die Rdume X}, Yy, Hp, werden dann durch Xy, ), und
Hy = X x Yy ersetzt.

Galerkin-Matrizen der Integraloperatoren

Es bezeichne {n; jS; eine Basis von SY(TT) und {x; f:Fl eine Basis von PP(TT). Wir
definieren die zu den Randintegraloperatoren U, R, 2] gehorigen Matrizen V, K, W als

auch die Massenmatrix M iiber

Vi = (xj, Oxp)r firj,k=1,...,P", (3.82a)
K= (xj, &m)r firj=1,...,P  k=1,...,5, (3.82b)
W = (Wny, n)r fiir j,k=1,... .St (3.82¢)
Mj; = (xj, m)r  firj=1,...,P  k=1,...,8". (3.82d)

Fiir d = 2 und niedrigste Ordnung (p = 0, = 1) verwenden wir zum Assemblieren der
Matrizen die MATLAB-Programmbibliothek HILBERT, siche [AEFT13]. Fiir d = 2 und héhere
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Ordnung (p = 1,¢ = 2) haben wir diese Bibliothek erweitert. Dabei wurden die Rekur-
sionsformeln aus [Mai99] beniitzt. Aufgrund der dicht besetzten Matrizen ist es sinnvoll
Matrixkompressionsalgorithmen zu verwenden. In dieser Arbeit beschrinken wir uns dar-
auf solche Techniken nur fiir d = 3 anzuwenden. Das Assemblieren der BEM-Matrizen
erfolgt dabei mit Hilfe des C++-Programmpakets BEMPP [SBA13], welches AHMED [Beb12]
zur Kompression niitzt.

Nichtlineares Gleichungssystem

Sei B : H — H* einer der Operatoren aus (3.45a), (3.58a), (3.74a) mit zugehoriger rechter
Seite F' € H*. Dann ist das diskrete Gleichungssystem (3.47), (3.60), bzw. (3.76) mit Hj, :=
SUT)xPP(TT) und H := dim(Hy) = S+ P' fiquivalent zu: Finde u = Y"1 | x5 € Hp,

mit
(Bu, ;) = Fp;) firj=1,... H. (3.83)

Im Allgemeinen ist dieses Gleichungssystem nichtlinear. Besitzt der Operator 2 aber eine
spezielle Gestalt, so konnen Fixpunkt-Iterationen, wie z.B. das Newton-Verfahren, verwen-
det werden, um obiges Gleichungssystem zu l6sen. Beim Newton-Verfahren wird dann in
jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem gelost. Dazu definieren wir uns den
Operator B : RY — R als

H

(B(x)); .= (Bu, ¢;) firj=1,...,H und u = ZXkSDk
k=1

und teilen diesen in einen nichtlinearen und einen linearen Teil auf:
B(x) = N(x) + Lx fiir alle x € R
mit L € RF*H und
(N(x)); = (AVu, nj)o j=1,...,5%
(N(x)); =0 j=8%+1,....H,

wobei u = zgzl xink. Mit f; .= F(yp;) fiir j = 1,..., H suchen wir also eine Losung des
(moglicherweise nichtlinearen) Problems

B(x) =f. (3.84)
Es bezeichne mit JB(x) = JN(x) + L € R”*H die Jacobimatrix der Funktion x > B(x).

Algorithmus 3.35 (Newton-Verfahren). Imput: Funktion B : RY — RY  rechte Seite
f € RY und Startlosung x° € R,
Firk=1,...,K — 1 wiederhole (i)-(ii)

(i) Berechne y* aus

JB(x")y* = f — B(x").
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(ii) Setze

L SN

Output: Approzimationslosung xX € RH. O

Nehmen wir an, dass 2 die Gestalt AVu = p(|Vu|)Vu mit p € C*(Rg) besitzt, dann
ldsst sich die Jacobimatrix auf direktem Wege ausrechnen.

Analog kénnen wir fiir die stabilisierten Operatoren (3.50a), (3.63a), (3.79a) vorgehen.
Dazu miissen wir ein Element ¢ € PP(T') wihlen, so dass Annahme 3.15 erfiillt ist. In
allen hier vorgestellten Resultaten beniitzen wir £ = 1. Wir definieren zunéchst den Stabi-
lisierungsvektor s € R fiir die Johnson-Nédélec Kopplung bzw. symmetrische Kopplung
iiber

sj = (1, (3 — K)n;)r fiir j =1,...,5%,

sj = (1, Vx;_go)r fir j = S%+1,...,H,
und fiir die Bielak-MacCamy Kopplung als

S; ::—<1,77j>p fﬁI‘jZl,...,SQ,

sj = (1, Vx;_go)r fiir j = S?+1,..., H.

Mit B(x) := B(x) + ss”x = N(x) + Lx 4 ss”x und E = ﬁ(apj) fir j =1,...,H ist das
diskrete Gleichungssystem (3.51), (3.64), bzw. (3.80) dquivalent zu: Finde x € R¥ mit

B(x) =f.

Es sei angemerkt, dass die Stabilisierungsmatrix ss’ Rang 1 besitzt. Wir versehen B, B
und f, f mit Subskripten, um die verschiedenen Kopplungen unterscheiden zu kénnen:

Bgym(x) = foym symmetrische Kopplung (3.46), (3.85a)
]§Sym (x) = Eym stabilisierte symmetrische Kopplung (3.51), (3.85b)
B, (x) =f;,  Johnson-Nédélec Kopplung (3.59), (3.85¢)
ﬁjn(x) = E’n stabilisierte Johnson-Nédélec Kopplung (3.64), (3.85d)
Bpme(x) = fyme  Bielak-MacCamy Kopplung (3.75), (3.85¢)
Bime(x) = fime stabilisierte Bielak-MacCamy Kopplung (3.80). (3.85f)

Lineares Gleichungssystem

Falls der Operator 2l linear ist, so vereinfacht sich das zu lésende Gleichungssystem zu
Bx=f bzw. Bx=f (3.86)

mit B, := (Byy, p;) fiir alle j,k =1,..., H und B = B + ss. Man kann die Matrizen

B, B als Blockform anschreiben, wenn wir voraussetzen, dass die Freiheitsgrade in S9(7?)
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so geordnet sind, dass n;|r = 0 fiir j = 1,...,5% — ST gilt. Mit Aj; := (AVn, Vn;)q fiir
Gk=1,...,58% und

AQQ AQF
A= AlQ AT |

wobei A% ¢ R(S7=5")x(5"=5") qen Block bezeichnet der zu den inneren Freiheitsgraden
(j=1,...,8% — ST) gehort, lassen sich die Systemmatrizen in folgender Form schreiben:
AQQ AQF OT
Boym = [ A™ AT+ wW KT - iMT |,
0 iM-K A%
AQQ AQF OT
Bjn — AFQ AFF _MT ’
0 iM-K V
AQQ AQF OT
Bbmc — AFQ AFF %MT _ KT
0 M AY

Hier bezeichnet 0 einen passenden Matrixblock mit Nulleintragen. Fiir die stabilisierten
Systemmatrizen gilt dhnliches.

3.6.2 Lineares Transmissionsproblem mit unbekannter Lésung

Sei ) das in Abbildung 3.1 skizzierte L-formige Gebiet mit Rand I' = 92 und Starttrian-
gulierung 7}?.
Wir definieren 2 als

Y = ,LLId mit n e [10_37 %]7

wobei Id : L?(Q) — L*(Q) die Identitit ist. Daher gilt cpon = p = clip- Man beachte, dass
auf jeden Fall der kritische Wert p = cg/4 in diesem Intervall enthalten ist.

Wir wollen verifizieren, dass Annahme 3.24 nicht notwendig fiir eindeutige Losbarkeit
der Johnson-Nédélec Kopplung bzw. Bielak-MacCamy Kopplung ist. Dazu berechnen wir
sowohl die Konditionszahlen der nicht-stabilisierten Matrizen Bj,, By als auch jene der
T000
mit den entsprechenden Konditionszahlen der Matrizen Bgyy,, Beym. Zur Abschitzung der

Konditionszahl cond; (-) beniitzen wir die Routine condest (-) aus MATLAB.

In Abbildung 3.2 haben wir Abschiatzungen fiir die Konditionszahlen der erwihnten
Matrizen fiir H7 = SYT) x PY(TF) (¢ = 1,p = 0) und in Abbildung 3.3 jene fiir Hg =
S? (7%9) x P! (7?) (g =2,p = 1) in Abhéngigkeit von p € [1073, 1] geplottet. Zur Erinnerung
sei erwdahnt, dass ﬁﬂ bzw. ﬁr die uniforme Verfeinerung von 77}}1 bzw. 7\?:1 mit ’769 = 7'0Q
und 71 = Ty = 769| r ist. Vergleiche dazu auch Abschnitt 2.5. Wie aus beiden Abbildungen
hervorgeht, sind die nicht-stabilisierten als auch die stabilisierten Matrizen fiir Werte von
w < cg/4 regulir. Weiters ist ersichtlich, dass das qualitative und quantitative Verhalten der

stabilisierten Matrizen ]~3jn, ]§me fir p = mit ¢ = 1,...,500 und vergleichen diese
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Abbildung 3.1: L-féormiges Gebiet und Starttriangulierung 769 mit M = #’76Q = 12
und MT = #75 = #78r = 8. Die roten Punkte markieren die Kno-
ten der Starttriangulierung, wéhrend die roten Linien die Referenzkanten

Abbildung 3.2: Konditionszahlen der nicht-stabilisierten Systemmatrizen (links) und
der stabilisierten Systemmatrizen (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.2 in Abhingigkeit von p € [1073,3] mit H; = 31(7\'79) X
730(7?). Die Konditionszahlen cond;(-) werden dabei mit der MATLAB-
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Abbildung 3.3: Konditionszahlen der nicht-stabilisierten Systemmatrizen (links) und

Losungszeit [s]

der stabilisierten Systemmatrizen (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.2 in Abhingigkeit von p € [1073,3] mit Hs = 82(7\69) X
731(7?). Die Konditionszahlen cond;(-) werden dabei mit der MATLAB-
Routine condest abgeschétzt.
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Abbildung 3.4: Losungszeiten fiir die nicht-stabilisierten Gleichungssysteme (links) und fiir

die stabilisierten Gleichungssysteme (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.2 in Abhingigkeit von u € [1073, %] mit den Daten (f,uq, ¢o) =

(1,0,0) und Hy = SYTL) x PO(TL).
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Abbildung 3.5: Losungszeiten fiir die nicht-stabilisierten Gleichungssysteme (links) und fiir
die stabilisierten Gleichungssysteme (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.2 in Abhingigkeit von p € [1073, 1] mit den Daten (f, ug, ¢g) =

154 ! 2
(1,0,0) und He = S*(7¢%) x PL(T).

Konditionszahlen der stabilisierten Matrizen dhnlich dem der nicht-stabilisierten Matrizen
sind.

Als néchsten Punkt messen wir die Zeit zum Losen der verschiedenen Gleichungssyste-
me (3.85). Fiir die Daten wihlen wir (f,ug,¢o) = (1,0,0). Man beachte, dass die Kom-
patibilitétsbedingung (3.4) zwar nicht erfiillt ist, aber nach Bemerkung 3.1 dennoch eine
eindeutige Losung mit modifizierter Abklingbedingung (3.6) existiert. In Abbildung 3.4—
3.5 sind die Zeiten, welche zum Losen der Probleme (3.85) aufgewendet wurden fiir Hy =
51(?\'79) X 730(%71“) bzw. fiir He¢ = 32(?\69) X 731(7?) geplottet. Wiederum lédsst sich kein
Einfluss von kritischen Werten fiir p feststellen. Interessanterweise sind die Losungszeiten
bei der stabilisierten Bielak-MacCamy Kopplung bedeutend geringer als jene der nicht-
stabilisierten Variante. Dies gilt auch fiir die Johnson-Nédélec Kopplung fiir das Setting
von Abbildung 3.5.

3.6.3 Lineares Transmissionsproblem auf L-férmigen Gebiet

Sei ) das in Abbildung 3.1 skizzierte Gebiet mit der ebenfalls eingezeichneten Starttrian-
gulierung 7[)9 = 769, T =T4 = 76QIF. In diesem Experiment setzen wir

[ pou/ox . _
AVy = <3u/3y> mit p € [1073,1].

Es gilt ¢mon = g und cjip, = 1. Man beachte, dass fiir Werte u < cg/4 durch unsere Analysis
die Losbarkeit nicht garantiert wird.

Wie in Abschnitt 3.6.2 berechnen wir die Konditionszahlen der Systemmatrizen in Ab-
héngigkeit von p. Dabei wihlen wir p = 1555 fiir 2 = 1,...,500. Diese sind in Abbildung 3.6

fir Hs = 51(7\39) X 730(7?) geplottet. Im Gegensatz zu vorhin kénnen wir aufgrund der
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3.6 Numerische Experimente
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Abbildung 3.6: Konditionszahlen der nicht-stabilisierten Systemmatrizen (links) und
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der stabilisierten Systemmatrizen (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.3 in Abhéngigkeit von p € [1073, 1] mit Hs = Sl(ﬁﬂ) X Po(ﬁr).
Die Konditionszahlen conds(-) werden dabei mit der MATLAB-Routine cond
berechnet.
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Abbildung 3.7: Losungszeiten fiir die nicht-stabilisierten Gleichungssysteme (links) und fiir

die stabilisierten Gleichungssysteme (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
1

schnitt 3.6.3 in Abhéngigkeit von p € [1073, ] mit der vorgeschriebenen

exakten Losung (3.87) und H7 = 81(7\'79) X 770(7A'7F).
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Abbildung 3.8: Fichera Wiirfel Q = (—1,1)3\[0,1)® und gegebene Triangulierung mit
#T? = 16128 und #7T = 1152.
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3.6 Numerische Experimente
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Abbildung 3.9: Konditionszahlen der nicht-stabilisierten Systemmatrizen (links) und
der stabilisierten Systemmatrizen (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.4 in Abhéngigkeit von p € [1073, 3] mit H, = SY(T%) x
PO(TY). Die Konditionszahlen cond;(-) werden dabei mit der MATLAB-
Routine condest abgeschétzt.

kleineren Matrizengréfien die Konditionszahl conds(-) mittels der MATLAB-Routine cond be-
stimmen. Wiederum schlieflen wir, dass die stabilisierten als auch die nicht-stabilisierten
Systemmatrizen reguldr sind. Auch das qualitative und quantitative Verhalten der Konditi-
onszahlen ist fiir die stabilisierten und nicht-stabilisierten Systeme im Wesentlichen gleich.
Wir bemerken noch, dass die Konditionszahlen fiir die Bielak-MacCamy Kopplung und
Johnson-Nédélec Kopplung fiir dieses Experiment iibereinstimmen.

Zuletzt schreiben wir noch die exakte Losung

u(x,y) = r?/3 cos(2/36)

1 z+y—+
ext _ 8

fir (z,y) € Q, (3.87a)

fiir (z,y) € Q™ (3.87b)

vor und berechnen daraus die Daten f, ug, ¢o. Hier bezeichnen (r,#) die Polarkoordinaten
von (z,y) € . In Abbildung 3.7 sind die Zeiten zum Losen der Systeme (3.85) geplottet.
Wir sehen, dass die nicht-stabilisierte Bielak-MacCamy Kopplung wesentlich mehr Zeit in
Anspruch nimmt als die stabilisierte Variante. Bei den restlichen Kopplungen ist kein grofier
Unterschied zwischen den stabilisierten und nicht-stabilisierten Matrizen auszumachen. Auf
jeden Fall ist leicht erkennbar, dass unterschiedliche Werte von p keinen grofien Einfluss
auf die Losungszeiten nehmen.

3.6.4 Lineares Transmissionsproblem auf Fichera Wiirfel

Wir betrachten den Fichera Wiirfel Q = (—1,1)3\[0,1)® mit einer Triangulierung (7, 7T)
fiir die #7% = 16128 und #7 " = 1152 gilt. Das Randnetz 77 ist in Abbildung 3.8 skizziert.
Wie in Abschnitt 3.6.2 withlen wir 2 := pId mit p € [1073, %]
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3 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen fiir Potentialprobleme

Fiir das Experiment schétzen wir fir pu = ﬁ, 1 = 1,...,500 die Konditionszahlen
der Systemmatrizen ab. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.9 geplottet. Wie auch fiir
den Fall d = 2 ist erkennbar, dass die Systemmatrizen fiir kritische Werte von u, d.h.
< cg/4, regulér sind. Weiters stellen wir fest, dass die Konditionszahlen der stabilisierten
Systemmatrizen im Allgemeinen etwas grofler als jene der nicht-stabilisierten sind.
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM
Kopplungen in Elastostatik

In diesem Kapitel werden wir die Idee der impliziten Stabilisierung auf spezielle, (nicht-
lineare) Transmissionsprobleme in der Elastostatik ausweiten. Im Gegensatz zu vorhin
bereitet uns nicht nur die Menge der konstanten Funktionen im Inneren Probleme, son-
dern der ganze Raum der Starrkdrperbewegungen, das ist der Kern des Verzerrungsten-
sors €(u). Wir werden zeigen, dass die FEM-BEM Kopplungen am kontinuierlichen Level,
d.h. fiir H = X x ), eine eindeutige Losung besitzen. Dies ist auch am diskreten Level
giiltig, d.h. fiir Hy = A x Vi C H, falls eine zusétzliche Annahme, welche die Erweite-
rung von Annahme 3.15 darstellt, erfiillt ist. Speziell gilt das fiir J, = PY(7TT)?, da die
Starrkérperbewegungen, eingeschrinkt auf T', einen Teilraum von P(71)¢ bilden. Mittels
einer elementargeometrischen Annahme, welche fiir regulire Triangulierungen 7' von I’
immer erfiillt ist, erlaubt auch die Wahl )}, = P°(T1)¢ eine eindeutige Losung.

Zuerst stellen wir in Abschnitt 4.1 das zugrunde liegende Modellproblem auf und fiihren
in Abschnitt 4.2 Darstellungsformeln und Integraloperatoren fiir Elastizitdtsprobleme ein.
In Abschnitt 4.3 zeigen wir, dass die Annahme an die diskreten Réume fiir die iiblichen
Triangulierungen )}, = PP(TT)? erfiillt ist. Danach behandeln wir nacheinander die symme-
trische Kopplung (Abschnitt 4.4), die Johnson-Nédélec Kopplung (Abschnitt 4.5), und die
Bielak-MacCamy Kopplung (Abschnitt 4.6). Abschliefend priisentieren wir in Abschnitt 4.7
numerische Beispiele.

4.1 Modellproblem

Sei Q C R? ein (einfach zusammenhingendes) Gebiet mit polygonalem Rand I' := 09
und Normalenvektor m. Bezeichne mit 2 : L2(Q)?? — L2(Q)?*? einen (moglicherweise)
nichtlinearen, stark monotonen und Lipschitz-stetigen Operator. Gegeben seien weiters die
Daten f € L*(Q), ug € H'/?(I') und ¢, € H~/*(T). In diesem Kapitel betrachten wir
durchgehend das (nichtlineare) Transmissionsproblem

—divle(u) = f in Q, (4.1a)
—divo®™(u™") = 0 in Q.= RN\Q, (4.1b)

u — u™" = g auf T, (4.1c)

(Ae(u) — o™ (u™")) - n = ¢, auf T, (4.1d)
u™(x) = O(|=|™Y) fiir |z| — oo, (4.1e)

wobei die Gleichungen im schwachen Sinn zu verstehen sind. Hier bezeichnet o den Span-
nungstensor im Auflenraum Q% mit den Lamé-Konstanten A\, 4t Das Modellproblem
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik

besitzt eine eindeutige (schwache) Losung (u, u®™t) € HY(Q) x HL (Q°), wobei wir fiir
d = 2 die zusétzliche Kompatibilitdtsbedingung

(f,eNa+ (¢y, el =0 fiirj=1,2 (4.2)

an die Daten fordern. Hier bezeichnet e/ den kanonischen Einheitsvektor in R? mit ei = 0j,
fur j, k =1,2.

Bemerkung 4.1. Man kann die Abklingbedingung (4.1e) zu
u™(z) = —~G(x)a + r(x) + (’)(!az\l_d> fiir |x] — oo (4.3)

ext

mit a € RY (welches von u®™t abhingt), r € Ry beliebig verallgemeinern. G(-) ist der in
Abschnitt 4.2.1 definierte Kelvin-Tensor. Es gilt a; = (e®Y(u™")n , e/)r fir j=1,...,d.
Aus (4.1a) und (4.1d) folgt weiters a = — [, f de— [ ¢ dT'. Die Wahl von a = 0 impliziert
also die Kompatibilititsbedingung (4.2). Es sei noch angemerkt, dass die Analysis in diesem
Kapitel giiltig bleibt, wenn man die Abklingbedingung (4.1e) durch (4.3) ersetzt. O

4.2 Vorbereitungen

Im Wesentlichen folgen die Darstellungsformel und die Eigenschaften der Randintegral-
operatoren fiir den Differentialoperator £ = — dive wie fiir die den Operator £ = —A.
Wir fassen daher die wichtigsten Resultate im folgenden Unterabschnitt kurz zusammen
und geben danach noch Annahmen und Beispiele fiir den (moglicherweise nichtlinearen)
Operator 2 an. Wir verweisen auf die Monographien [HW08, McL00, Ste08a).

4.2.1 Integraloperatoren
Wir betrachten die Lamé-Gleichung
—dive(u) =0 in Q.

Die Fundamentallssung G(z) € R¥*9, der sogenannte Kelvin-Tensor, ist gegeben als

A At A+ 3u A 1 zZjzp
Gji(z) = SN+ 20 ( N G(z)d;1, + Ad—1)r |27 (4.4)

fiir z € RA\{0}, 5,k = 1,...,d und G(-) bezeichnet die Fundamentallésung von —A, siehe
auch Abschnitt 3.2.1. Mit dem Kelvin-Tensor definieren wir das Einfachschichtpotential

Vop(x) := /FG(CE —y)p(y)dly

und das Doppelschichtpotential

fo(z) = /F’h,yG(w —y)v(y)dly,

welche zu Operatoren

erweitert werden konnen. Es gilt folgende Darstellungsformel fiir Auflenraumprobleme.
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4.2 Vorbereitungen

Satz 4.2. Erfiille u®™' die homogene Gleichung

—dive™(u™) = 0 in Q= =RNQ, (4.5a)
u(z) = O(lz|™Y)  fir x — co. (4.5b)
Dann gilt die Darstellungsformel
UK = Ry @byt Gy itgyext, (4.6)
Die Operatoren 8,0 sind beziiglich der Lamé-Konstanten von o®™t(-) zu verstehen. U

Man kann die Abklingbedingung (4.5b) im Allgemeinen durch (4.3) ersetzen. Anwendung
der Spuroperatoren v, bzw. v, auf U und £ liefert lineare, stetige Randintegraloperatoren:

e FEinfachschichtintegraloperator:
U=y, : H /() — HY(I). (4.7)
e Doppelschichtintegraloperator:
Ri=~R+ 3 HYX(T) - HY(D). (4.8)
e Adjungierter Doppelschichtintegraloperator:
R =T — L HY2D) - HY(I). (4.9)
e Hypersinguliarer Integraloperator:

W= —y,8: HVA(T) - HY2(D). (4.10)

Die Operatoren U, 20 sind symmetrisch, d.h. fiir u,v € HY?(T') und ¢, € H~Y/*(I) gilt
(Wu, v)r = (Wv, u)r und (Y, LVo)r = (¢, VY)r. (4.11)
Der hypersingulidre Operator ist positiv
(W, w)p >0 fiir alle w € HY?(I),
und die Starrkérperbewegungen bilden seinen Kern
ker(2) = Ry = ker(3 + R). (4.12)
Weiters ist 20 elliptisch auf Hi/z(l“) ={ve H'Y2(I) : (v, r)p =0 fiir alle r € Ra}, d.h.
(W, w)r > el firalle w e HYA ). (4.13)
Fiir d = 3 ist der Einfachschichtintegraloperator U elliptisch
(@, V)1 > cal| B3y, fi alle ¢ € H2(T). (414)

Fiir d = 2 kann Elliptizitéit (4.14) durch geeignete Skalierung des Gebietes oder durch
Ersetzen des logarithmischen Terms log |- | durch log |a(-)] fiir ein geeignetes av > 0 in (4.4)
erreicht werden. Wir verweisen auf [Ste08a, Abschnitt 6.7] fiir eine detaillierte Abhandlung.
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik

Annahme 4.3. Fiir d =2 nehmen wir an ) sei so skaliert, dass (4.14) gilt.

Satz 4.4. Fiir alle ¢p € H-'/*(I'),v € HY*(T") gilt

(Yo =8B =0, (vo— 75" )Rv = —v,
(Y1 =) Vp =9, (v —7")Rv =0.
Die Gleichheiten sind dabei im Sinne von Hil/Z(F) zu verstehen. O

Analog wie in Abschnitt 3.2.1 kann man die Calderén Operatoren definieren. Alle Eigen-
schaften bleiben dabei gleich.

4.2.2 Stark monotone Operatoren

Wir betrachten den Operator 2 : L?(Q)?*? — L?(Q)?*? welcher iiblicherweise eine Bezie-
hung zwischen Verzerrung e : H'(Q) — L?(2)?? und Spannung darstellt. Wir nehmen
an, dass 2 stark monoton im Sinne von

Cmon || €(uw) — G(U)HQLQ(Q) < (Ae(u) — Ae(v), e(u) — €(v))q fiir alle w,v € H'(Q)

(4.15a)
und Lipschitz-stetig im Sinne von
[Ae(u) — Ae(v)| 210y < aiplle(u) — €(v)|[ 2y fiir alle u,v € H'(Q) (4.15b)
ist. Fiir den (linearen) Fall Ae(-) = o (+) zeigen simple Rechnungen
oo €[22 < o), e(w) (4.16a)
(o(u), e(w))a < Ceont|€(u)l|L2(q)ll€(v)]l L2 (4.16b)

fiir alle u,v € Hl(Q) mit cmon = 21 > 0 und Ceopy = 6A + 4 > 0.

Als Beispiel fiir ein nichtlineares Materialgesetz betrachten wir das nichtlineare elasti-
sche Hencky Material, welches der sogenannten Hencky-Von Mises Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung

Ae(u) == (K — 2[(5(e(u))) div(u)I + 27 (5(e(u)))e(u) (4.17)

folgt. Die Konstante K > 0 bezeichnet dabei das Kompressionsmodul und ¢ die Lamé-
Funktion d(e(u)) = (e(u) — 2 div(w)I) : (e(u) — 5 div(u)I). Weiters ist i : R>o — R eine
nichtlineare Funktion, so dass 2 die Beziehungen (4.15a)—(4.15b) erfiillt. N&here Informa-
tion zu diesem Materialgesetz findet sich beispielsweise in [CFS97, CS90, Ste92, Zei88)|.

4.3 Annahme an diskreten Raum

Im Folgenden und fiir den Rest dieses Kapitels sei Hp = Ap X Vp ein abgeschlossener
Unterraum von H = H(Q) x H~Y(I).

Folgende Annahme ist eine Erweiterung von Annahme 3.15 fiir Elastizitatsprobleme und
besagt im Wesentlichen, dass der diskrete Unterraum ) genug Funktionen enthélt, um
mit den Starrkérperbewegungen hantieren zu kénnen.
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4.3 Annahme an diskreten Raum

Annahme 4.5. Der beziiglich L*(I") abgeschlossene Unterraum Yo C Yy, N L*(T) erfiillt
Vr € Rg\{0}3§ €y (&, 7)r #0. (4.18)

Wir bemerken noch, dass Annahme 4.5 offensichtlich erfiillt ist falls Yy := P1(T1)%, da
Rg € PYTT)? und man daher in (4.18) z.B. & = r wihlen kann. Gliicklicherweise sind —
wie wir im Folgenden zeigen werden — auch in Yy := P°(71)? genug Funktionen enthalten,
um (4.18) zu garantieren.

Satz 4.6. Der Raum Yy := P°(TT)? erfillt Annahme 4.5 fir d = 2,3.

Wir starten mit einer elementaren Uberlegung, welche wir dann auch im Beweis aus-
niitzen. Bezeichne 70 : L*(T') — )} die L?(T)-Orthogonalprojektion. Zunichst folgt aus
(€&, r)yp = (&, m0r)r fiir &€ € Yy, 7 € Ry die Aquivalenz von Bedingung (4.18) zur Injekti-
vitit von 70|R .- Das ist wiederum dquivalent dazu, dass die Funktionen &= 70(r7) linear
unabhingig sind, wobei 7, j = 1,...,D := dim(R,) eine Basis von R4 bilden. Damit
konnen wir die Bedingung (4.18) umformulieren als

VreRy3je{l,...,D} (&, r)p #0. (4.19)

Beweis von Satz 4.6 fir d = 2. Sei

P (o) () e ()

die kanonische Basis von R4, wobei 7/ als Funktionen in Abhiingigkeit von & zu verstehen
sind. Wir nehmen an, dass aq, a9, a3 € R

omro(rl) + 042770(7‘2) + 0437'('0(7‘3) =0 (4.20)

erfiillen. Es gilt 7°(r!) = ! und 7%(r2) = 2. Fiir beliebiges T € T folgt durch Nachrech-

nen
1 (= [px2dD —sT
0/..3 _ T L2 T _ 2

Pl = gy (i) = (GF) &21)

wobei s den Mittelpunkt (also Schwerpunkt) eines Elements T € T bezeichnet. Daher
kann (4.20) geschrieben werden als

a1 —Sg . T
+as|( 7 ]=0 firalleT €T .

Es ist also ags? = ass? fiir alle T,7" € TT, was aber nur fiir az = 0 gelten kann. Weiters
schlieflen wir daraus a; = 0 = ap und somit sind 7°(r7) fiir j = 1,..., 3 linear unabhingig,
was aber dquivalent zu (4.18) ist. O

Fiir den Beweis im Fall d = 3 brauchen wir noch folgende (elementare) geometrische
Beobachtung.
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik

Ts

Abbildung 4.1: Fiir jeden Knoten & € A" einer reguliren Triangulierung 71 des geschlos-

senen Randes I' existieren & > 3 Knoten «',...,z"F € NT und k£ > 3
Elemente T; = conv{z,x’, x/*t'} mit j = 1,...,k. Dariiber hinaus gilt
T; NTj41 = conv{zx,z/*1} fiir j = 1,...,k und «**! := z!. Diese Abbil-

dung zeigt ein Beispiel fiir k = 6.

Lemma 4.7. Seid = 3 und T' eine requlire Triangulierung des geschlossenen Randes T in
(flache) Dreiecke. Dann existieren mindestens drei unterschiedliche Elemente A, B,C € TV
mit der Eigenschaft, dass die zugehdrigen Schwerpunkte a,b,c nicht auf einer Geraden

liegen, d.h. c —a # {t(b—a) : t € R}.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen alle Schwerpunkte liegen auf
der Geraden g. Sei z € N'' ein beliebiger Knoten in der Triangulierung. Da T eine regulire
Triangulierung von I ist, existieren zu = mindestens k > 3 Elemente T7,..., T} € 7' mit
x ist Eckpunkt von 7T} fiir j = 1,..., k. Sei weiters {z,z!,...,xz*} die Menge aller Knoten
der Elemente 17,...,T;. Man kann die Indizes der Knoten als auch jener der Elemente so
permutieren, dass Tj = conv{x, z’, 71} gilt, wobei man F*1 := z! und "2 := x? setzt.
So eine Sortierung nehmen wir fiir den Rest des Beweises an. Fiir k = 6 ist in Abbildung 4.1
ein Beispiel gegeben.

Es bezeichne mit s, . .., s* die Schwerpunkte der Elemente T7, . .., T;. Aus der Annahme,
dass alle Schwerpunkte auf der Geraden g liegen, folgern wir, dass

S’ = —_ =
3 3 3

gl

proportional zum Richtungsvektor d # 0 der Geraden g ist. Auflerdem sehen wir td =
§It3 — git2 4 oIl gJ = (xI+* — x7)/3 fiir ein t € R. Durch Iteration bekommen wir also
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4.3 Annahme an diskreten Raum

fiir passende t,,,t, € R

2m
tymd = Z(—l)jsj = (acszrl - acl)/?) fiir alle m mit 2m < k,
j=1

2n—1
tp,d = Z (—1)j+lsj = (a:2" — scz)/?) fiir alle n mit 2n — 1 < k.
=2

Daraus folgt aber, dass alle Knoten mit geraden Indizes auf einer Linie h und alle Knoten
mit ungeraden Indizes auf einer dazu parallelen Geraden f liegen, d.h.

acQjG{ac2+td : tGR} =:h und
¥t e{a +td: te R} =:§

fiir alle j € Nmit 25 < k bzw. 2j — 1 < k. Fiir den restlichen Beweis unterscheiden wir die
Falle ob k£ ungerade oder gerade ist.

Fall 1 (k ungerade). Wir haben bereits gezeigt, dass ', 23, ..., 2" € f und daher 2% —x* =
xF*2? — ¥ = td fiir ein t € R. Somit gilt 22 € f und da f und b parallel sind folgt h = f. Es
liegen also alle Knoten @', ..., z* auf einer Linie, was aber einer reguliren Triangulierung
widerspricht.

Fall 2 (k gerade). Gilt h = § argumentieren wir wie im Fall 1. Ansonsten ist h # § und wir
merken an, dass alle Kanten x/z/*! := conv{z/x/T'} der Dreiecke verbunden sind, d.h.

{7} falls j=n+1
it ngngnt!t = < {x/t1} falls j+1=n

0 sonst.

Weiters verbindet jede Kante xixzi*t! die Geraden b und f. Daher schlieflen wir, dass es
zwei Kanten xmaxmt1, zraent!l welche

xmemtl N grgntl = {y} mit y # 2" und y # ",

erfiillen, vgl. Abbildung 4.2 fiir eine Illustration. Das widerspricht aber wiederum einer
reguldren Triangulierung. O

Beweis von Satz 4.6 fir d = 3. Sei

1 0 0 — &I 0 3
rt:=10 ,r2 =1 ,r3 =10 ,r4 = | @ ,r5 = | —x3 ,r6 = 0
0 0 1 0 1) sl

die kanonische Basis von R,4. Klarerweise gilt 7°(r7) =/ fiir j = 1,2, 3, und Nachrechnen
zeigt fir T € TT

—sb 0 s?
WO(T4)’T - S{ ) 7'[-0(7‘5)‘71 - _Sij’: ) WO(TG)’T - 0 )
0 s —sT
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g2m+1 p2n+1

Abbildung 4.2: Bezeichne mit & € N einen beliebigen Knoten in der Triangulierung 7
1 ..., z* die benachbarten Knoten. Unter der Annahme, dass
alle Schwerpunkte der Dreiecke auf einer Geraden liegen, zeigt der Beweis
von Lemma 4.7, dass alle Knoten £?~! mit ungeraden Indizes auf einer
Geraden f liegen und alle Knoten mit % auf einer zu f parallelen Gera-
den b liegen. Da alle Knoten @/ durch die Kanten /2*! verbunden sind,
schliefien wir, dass es Indizes n,m gibt mit 2"zt N x2mg2m+l = {y}
und y ¢ NT.

und seien x

wobei sT wiederum den Schwerpunkt eines Elements T € T bezeichnet. Der Kern des

Beweises bildet die geometrische Beobachtung aus Lemma 4.7: Es gibt mindestens drei
Elemente A, B,C € 7' mit der Eigenschaft, dass die zugehorigen Schwerpunkte a,b,c
nicht auf einer Geraden liegen. Erfiille oy, a9, a3, ay, a5, ag € R

omro(rl) + 042770(7'2) + 043770(7'3) + 044770(7'4) + a57r0(r5) + 0467'('0(7‘6) =0,

was dquivalent zu

oq —sg 0 sg{ oy 0
ar |+ | sT —st 0 as | =10 (4.22)
a3 0 st —sT Q6 0

fiir beliebige Elemente T' € T ist.

Der Raum der Starrkorperbewegungen ist invariant unter Translationen und Rotationen.
Wir verschieben das Gebiet Q und damit auch den Rand I" so, dass A in das Dreieck A’
mit Schwerpunkt @’ = 0, B in das Dreieck B’ mit Schwerpunkt &' = (b/,0,0) und C in das
Dreieck ¢’ mit Schwerpunkt ¢’ = (¢, ch, c4) iibergeht. Man beachte, dass sowohl b} # 0
als auch (¢, ch) # 0 gilt. Betrachten wir A" in (4.22), so folgt (a1, g, a3) = 0. Mit B’
in (4.22) erhalten wir

und daraus ay = 0 = a5. Zum Schluss, setzen wir C’ in (4.22) ein und bekommen

-, 0 0
¢ —-c 0 as | =0.
/ /
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4.4 Symmetrische Kopplung

Wir schlieBen as = 0, da (¢}, ¢5) # 0. Insgesamt gilt also a1 = g = a3 = u = a5 =
ag = 0 in (4.22) und deshalb sind die Orthogonalprojektionen 7°(r7), j = 1,...,6, linear
unabhéngig. Das ist aber dquivalent zu Bedingung (4.18) aus Annahme 4.5. O

Wir bemerken, dass die Umkehrung aus dem Beweis vom Satz 4.6 fiir d = 3 gilt: Sei 7,
j=1,...,6 = dim(R,) eine Basis von R4. Dann folgt aus der linearen Unabhéngigkeit der
Funktionen 7%(77), das nicht alle Schwerpunkte auf einer Geraden liegen kénnen.

4.4 Symmetrische Kopplung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die symmetrische Kopplung fiir Elastizitétsprobleme.
Wie eingangs erwéhnt, bereiten die Starrkdrperbewegungen Probleme. Um dies zu umge-
hen, wurde in fritheren Arbeiten [CS88, GH95, GHS12, Han90, Ste92] ein (kiinstlicher)
Dirichlet-Rand T’y beniitzt, der die Starrkdrperbewegungen fixiert. Die erste Arbeit wel-
che ohne solch einen Rand auskommt, ist [CFS97] und damit eine Erweiterung von [CS95]
auf Elastizitdtsprobleme. In [CFS97] wird positive Definitheit des (dufleren) symmetri-
schen Steklov-Poincaré Operators gezeigt, unter der Annahme, dass die Netzweite h hin-
reichend klein ist. Mit Hilfe der im Folgenden eingefiihrten impliziten Stabilisierung zeigen
wir eindeutige Losbarkeit der symmetrischen Kopplung und benétigen dabei weder einen
(kiinstlichen) Rand I'g, noch eine Annahme an die Netzweite h.

Wir gehen nun wie folgt vor: Zuerst stellen wir die variationelle Formulierung der sym-
metrischen Kopplung auf und behaupten Losbarkeit unter Annahme 4.5. Danach fiihren
wir die implizite Stabilisierung ein. Im restlichen Teil dieses Abschnitts zeigen wir dann
das Hauptresultat (Satz 4.8).

4.4.1 Variationelle Formulierung

Die Herleitung der symmetrischen Kopplung erfolgt wie in Abschnitt 3.3.1. Wir geben
daher direkt die variationelle Formulierung an: Finde (u, ¢) € H := H*(Q) x H~/*(T") so
dass

QAo (u) , €(v))a + (Wu, vir + (8 — D, v)r = (f, v)a + (¢ + Wao, v}, (4.230)
(Y, (5 - Ku+Vd)r = (¥, (53~ Kuo)r (4.23b)

fiir alle (v,1) € H gilt. Aquivalenz von (4.23) zum Modellproblem (4.1) erfolgt wie in
Abschnitt 3.3.1. D.h. Satz 3.13 ist mit den offensichtlichen Anderungen giiltig. Der Beweis

folgt dabei genau den gleichen Zeilen.
Definiere den Operator B : H — H* und das lineare Funktional F' € H* iiber

(B(u,9), (v,9)) = (Ao (u), €(v))a + (Wu, v)r + (&'~ 3)¢, v)r

1 (4.24a)
+ <¢, (§ _ﬁ)u+m¢>F’
F(v,) = (f, v)a + (¢ + Wuo, v)r + (¥, (3 — Kuo)r (4.24b)
fiir alle (u, ¢), (v,1) € H. Dann ist (4.23) dquivalent zu: Finde (u, @) € H so dass
(B(u, §), (v,9)) = F(o,9) fir alle (v,9) € H. (4.25)
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Satz 4.8. Unter der Annahme 4.5 besitzt die (diskrete) Formulierung

<$B(’u’h7¢h)7 (/vhall:bh» = F(/vhall:bh) fﬁT’ alle (/vhall:bh) € Hh (426)

eine eindeutige Losung (up, ¢p,) € Hp mit Hy, C H abgeschlossen. Speziell hat also (4.25)
eine eindeutige Losung (u, @) € H und es gilt Quasi-Optimalitit

[(w, @) = (un, dp)ll < Cosa inf |[(w, @) = (v, Pp)|l2, (4.27)
(VnYp)EH,

wobei Caga > 0 nur von A, Q, den Lamé-Konstanten A, ™t und dem Unterraum Yy aus
Annahme 4.5 abhingt.
Des weiteren ist B bi-Lipschitz-stetig

Cb_ﬂlip||(uh,¢h)—(’vh,¢h)”% < ||%(Uh,¢h)—%(vha¢h)||ﬂ;; < Chitip | (wn, @) — (vn: Y1) |11

fir alle (up, @), (vh,¥y) € Hy. Die Konstante Chiip, > 0 hingt nur von 2, Q, den Lamé-
Konstanten A%, u®™* und dem Unterraum Yy aus Annahme 4.5 ab.

Die Konstante Ccg, ist unabhéngig von h > 0, falls )y C Y, fiir alle h gilt. Satz 4.8 wird
in Abschnitt 4.4.3 bewiesen.
4.4.2 Implizite Stabilisierung

Zunéchst beachte man, dass aufgrund von
(B(r,0) —B(0,0), (r,0)) =0 fiir alle r € Ry

der Operator B nicht stark monoton sein kann. Um Satz 4.8 zeigen zu koénnen, gehen
wir wie in Kapitel 3 vor und addieren passende Terme, welche die zweite Kopplungsglei-
chung (4.23b) erfiillen, zum Operator B.

Satz 4.9. Sei Hp = X X Yy, ein abgeschlossener Unterraum von H. Sei weiters {ﬁj :
ji=1,... ,D} C YV, D € N eine beliebige Menge von Funktionen. Dann sind der Operator

B H — H* und das lineare Funktional F € H*, definiert als

3 a
+Z(£j, (% — R)u + Vo) (&7, (% — R)v + VP)r, (4.28a)
j=1
D
Flo,$) i= Fo,9) + (6, (5 — uo)rlél, (1 — Do+ Vi) (4.28b)
j=1

fir alle (u, @), (v,v) € H dquivalent zu B und F in folgendem Sinne: Das Paar (up,vp) €
Hy, ist eine Losung von (4.26) dann und nur dann falls es eine Lisung von

(B(un, dp) » (Vn, 1)) = Flon,by)  fiir alle (vp,%y,) € Hp, (4.29)

18t.
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4.4 Symmetrische Kopplung

Beweis. Schritt 1: Sei (up,¢;) € Hj, eine Losung von (4.26), dann gilt offensichtlich
(B(up, @), (0,&7)) = F(0,£7) und es folgt Gleichung (4.29).

Schritt 2: Sei nun (uy, ¢y,) € Hj, eine Losung von (4.29). Die Wahl von (vy, 1) = (0, £°)
als Testfunktion in (4.29) liefert

(€, (3 — R)up +Vop)r + Z(ﬁj, (3 — R)up +Bep,)r (&7, VE ) = (B(un, dy), (0,€))

D
= F(0,£") = (&', (5 = Ruo)r + Y (¢, (3 — Ruo)r(¢’, VE)r

oder aquivalent dazu

D

D (€, (5=R)(up—uo)+BVey)r (€7, VE)r = —(€°, (5-8)(un—uo)+Ty)r.  (4.30)
j=1

fiir alle £ = 1,..., D. Wir definieren die (symmetrische) Matrix A € RP*P mit den Ein-
trigen Ajy, == (£, B¢/)r und den Vektor x € RP mit x; := (&7, (1 — &) (u, —uo) + Ve, )r
fir alle 5,k = 1,...,D. Zusammen mit der D x D-Einheitsmatrix I € RP*P ist (4.30)
dquivalent zu

I+A)x=0.

Da U elliptisch ist, folgt dass A positiv semidefinit ist. Deshalb ist (I + A) positiv definit
und daher x = 0 oder dquivalent

(€7, (3 — R)up, +BVy)r = (€7, (3 — K)ug)r

fiir alle j = 1,...,D. Daraus und aus den Definitionen von 8, ' bzw. %, F schlieBen wir

D

(B (un, dp)—B(un, dp,) , (V. y)) = Z@ja (3 —R)up+B,)r (€, (3 —R)v,+Va,)r

<.
Il
—

I
.MU

(&, (3—R)uo)r(€’, (3—R)vp+Vep,)r

<
Il
—

= ﬁ(’vh,’l,bh) - F(’vh’d}h)'

Aus (4.29) folgt (4.26) und der Beweis ist fertig. O

4.4.3 Beweis der Losbarkeit

Um zu beweisen, dass B ein stark monotoner und Lipschitz-stetiger Operator ist, zeigen
: < S X : 2 _ 2 2

wir, dass der verwendete Stabilisierungsterm eine zu ||(u, @)||3, = HuHHl(Q) + ||¢||H—1/2(F)

dquivalente Norm auf H liefert. Das nédchste Lemma folgt dabei so wie bei Lemma 3.21 aus

einem Kompaktheitsargument und aus der zweiten Korn’schen Ungleichung. Der Beweis

ist daher dem Leser iiberlassen.
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Lemma 4.10. Seien g; € H*, j =1,..., D lineare Funktionale mit

D
2 .= Z lgj(r,0)|> #0 fiir alle 7 € R4\{0}. (4.31)

Dann liefert die Definition
lw, D)2 = )22 + (& V)1 + lg(u, &) (4.32)

fiir alle (u, @) € H eine dquivalente Norm auf H

Crrormll (s &)l < [I(, @) < Cuorm |l (w, d)ll3. (4.33)
Die Normdquivalenzkonstante Cyorm hdngt dabei nur von €, g und den Lamé-Konstanten
)\ext7uext ab. I

Mit der im folgenden Resultat definierten dquivalenten Norm kénnen wir Losbarkeit der
symmetrischen als auch Losbarkeit der Johnson-Nédélec Kopplung untersuchen.

Proposition 4.11. Sei Yy C YV, NL*(T) ein in L*(T) abgeschlossener Unterraum, welcher

Annahme 4.5 erfillt. Bezeichne mit v',...,vP, D = dim(Ry) eine Basis des Raumes

der Starrkdrperbewegungen und bezeichne mit 70 . L*(T) — Yo die L*(T')-Orthogonal-
projektion. Dann sind & := 7%(r7) linear unabhdingig und die Funktionale g; € H* definiert
als

gi(u, @) = (€. (5~ Ru+Vp)r fir (u,¢) € H (4.34)

erfilllen die Annahme (4.31) aus Lemma 4.10. Speziell ist also
D .
I, @17 := lle(w)|[ 720 + (@, Tb)r + Y 1€, (5 = R)u + Vep)r |’
j=1

eine zu ||+ ||y dquivalente Norm und die Normdquivalenzkonstante héingt nur von £, Yo, A
und pet ab.

Beweis. Lineare Unabhiingigkeit von & = « 9(rJ) folgt aus der Beobachtung von Ab-
schnitt 4.3. Die Funktionale g; sind wohldefiniert, linear und beschrinkt. Um Annah-
me (4.31) zu sehen, merken wir an, dass aufgrund von ker(3 + &) = Ry,

g;(r,0) = (&, (3 —R)r)r=(,r)r firj=1,...,Dundr e Ry

gilt. Aus (4.19) schlieBen wir, dass fiir jedes r € Ry einIndex j € {1,..., D} mit g;(r,0) # 0
existiert. Deshalb ist (4.31) giiltig fiir

D D
=2 9w @) =) &, (3 ~ Hu+ Ve’
j=1

J=1

und der Beweis ist damit abgeschlossen. O
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4.5 Johnson-Nédélec Kopplung

Satz 4.12. Seien die {£j} definiert wie in Proposition 4.11. Unter der Annahme 4.5 ist
der Operator B : H — H* stark monoton

Crnon | (w, @) — (v, )%,

fiir alle (u, @), (v,v) € H, und Lipschitz-stetig

19 (w, ¢) = B (v, $)lls= < Cpll(w, #) = (v,9) | fiir alle (u, ), (v,9) € H,

A
=
s
=
|
B
<
&
B
=
B
&

wobei die Konstanten Cryon, Crip > 0 nur von A, QX" 1™ und dem Unterraum Yy aus
Annahme 4.5 abhdngen.

Die Gleichung (4.29) besitzt fiir jeden abgeschlossenen Unterraum H, C H eine ein-
deutige Liosung (up, ¢p,) € Hp. Speziell hat (4.29) fir Hp = H eine eindeutige Lisung
(u, @) € H und es gilt Quasi-Optimalitit

[(w, @) — (un, dp)ll < Ccsa  inf [[(u, @) — (v, 2p) Il (4.35)
(vnYp)EH,

mit Coga = Clip/cmon'

Beweis. Der Beweis folgt genau den Zeilen des Beweises von Satz 3.22. Dazu wird die in
Proposition 4.11 definierte dquivalente Norm verwendet. U

Beweis von Satz 4.8. Der erste Teil folgt aus Satz 4.12 und der Aquivalenz aus Satz 4.9.
Bi-Lipschitz-Stetigkeit von B kann mit den gleichen Ideen wie im Beweis von Satz 3.17
gezeigt werden. O

4.5 Johnson-Nédélec Kopplung

In diesem Abschnitt wird die Johnson-Nédélec Kopplung fiir das Modellproblem (4.1) ana-
lysiert, siche [GHS12, Stel3] fiir lineare Elastizitdtsprobleme. Im Gegensatz zu [GHS12]
vermeiden wir einen Dirichlet-Rand zur Fixierung der Starrkérperbewegungen. Auflierdem
vermeiden wir eine explizite Stabilisierung, welche die Losung von drei (d = 2) bzw. sechs
(d = 3) zusitzlichen Randintegralgleichungen benétigt, wie sie in [Stel3] eingefithrt wird.
Die implizite Stabilisierung hat gegeniiber der expliziten Stabilisierung aus [Stel3] noch
den Vorteil, dass Aquivalenz des stabilisierten Problems zum nicht-stabilisierten Problem
auch auf dem diskreten Level giiltig bleibt.

4.5.1 Variationelle Formulierung

Die Herleitung funktioniert wie fiir das Laplaceproblem, d.h. Satz 3.23 gilt entsprechend.
Wir verweisen daher auf Satz 3.23 und den dort genannten Referenzen, bzw. auf [GH95].
Das variationelle Problem lautet: Finde (u, ¢) € H = H'(Q) x H~Y?(T) so dass

(Ae(u), e(v))o — (¢, v)
(¥, (5 - Hu+ V)

=(f,v)a+ (P, v)r (4.36a)

r )
r= (¢, (5 — Kuo)r (4.36b)
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik

fiir alle (v,%) € H gilt. Man beachte, dass die zweite Kopplungsgleichung mit jener der
symmetrischen Kopplung iibereinstimmt. Die Stabilisierungsterme sehen deswegen gleich
aus. Wir definieren noch den Operator B : H — H* und das lineare Funktional ' € H*
iiber

<$B(’U/, ¢) ) (’Uall:b)> = <Ql€(’u’)7 E(U»Q - <¢7 U>F + </l:b7 (% - ﬁ)’u’ + m¢>r (4373‘)
F(U7 d)) = <.f7 U>Q + <¢07 U>F + <¢7 (% - ﬁ)u0>f‘ (437b)

fiir alle (u, ¢), (v,1) € H. Dann ist (4.36) dquivalent zu: Finde (u, ¢) € H so dass
(B(u, @), (v,7)) = F(v,¢) fiir alle (v,v) € H gilt. (4.38)

Es bezeichne cg < 1 die Kontraktionskonstante des Doppelschichtintegraloperators R,
vgl. [Stel3, SWO01], welche

(3 + R)v|g-1 < cgllv]lg-— fiir alle v € H'Y2(T) erfiillt.

Ahnlich wie in Kapitel 3 bendtigen wir noch eine Annahme an die Monotoniekonstante
Cmon von 2, um Losbarkeit und Stabilitdt der Johnson-Nédélec Kopplung sicherzustellen.

Annahme 4.13. Bezeichne mit cg € [1/2,1) die Kontraktionskonstante des Doppelschicht-
integraloperators K. Dann gelte

2Cmon > Ca(3A™ + 2u%")

wobei cmon die Monotoniekonstante des stark monotonen und Lipschitz-stetigen Operators
2A ist und XY, u™t die Lamé-Konstanten von o®*(-) bezeichnen.

Satz 4.14. Unter der Annahme 4.5 und Annahme 4.13 besitzt die (diskrete) Formulierung

(B(un, dp), (vn,¥p)) = F(op,apy)  fiir alle (vp,1p),) € Hy, (4.39)

eine eindeutige Losung (up, ¢p,) € Hp mit Hy, C H abgeschlossen. Speziell hat also (4.38)
eine eindeutige Losung (u, @) € H und es gilt Quasi-Optimalitit

|(w, @) = (un, dp)|ln < Cosa inf  |[(u, @) — (vn, ¥y) |2, (4.40)
(vn,YR)EH,

ex

wobei Caga > 0 nur von A, ), den Lamé-Konstanten A, ™ und dem Unterraum Yy aus

Annahme 4.5 abhingt.
Des weiteren ist B bi-Lipschitz-stetig

Chtip | (s @1) = (v, ¥n) 3¢ < 1B (wn, d1) —B(0n, ¥3) I35, < Coiipll (wn ) — (vn, 1)l

fir alle (up, @y,), (vn, ¥y) € Hy. Die Konstante Chiip, > 0 hingt nur von 2,Q, den Lamé-
Konstanten A%, ™t und dem Unterraum Yy aus Annahme 4.5 ab.

Besitzt 2 eine spezielle Struktur, so kann man die Ungleichung aus Annahme 4.13 ver-
bessern.
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Bemerkung 4.15. (i) Im linearen Fall Ae(-) = o (-) mit den Lamé-Konstanten X\, u kann
die Bedingung 2cmen > cg(3A™ + 2u%Y) aus Annahme 4.18 durch

: ex ex C
1= min{ /A, p/pty > zﬁ

ersetzt werden. Das wird in [Stel3] explizit durchgefiihrt. Wir verweisen daher auf [Stel3]
fiir Details.

(ii) Nimmt man ein Hencky-Von Mises Spannungs-Verzerrungs-Gesetz an, d.h. 2 bezeichne
den Operator aus (4.17) mit ju(-) > a > 0 und pp < Kd/2 — 8 fir gewisse o, f > 0. Dann
kénnen wir die Bedingung 2cmon > cg(3AY + 2u®*Y) aus Annahme 4.18 durch

Ca
>_
K

mit n := min{(K — 2/dinf,cr, p(x))/A>", infyer, f(z)/p™*} ersetzen. O

4.5.2 Implizite Stabilisierung

Da die zweite Kopplungsgleichung (4.36b) mit jener der symmetrischen Kopplung iiberein-
stimmt, folgt der Beweis des folgenden Resultats aus dem Beweis von Satz 4.9.

Satz 4.16. Sei Hy = X X Y ein abgeschlossener Unterraum von H. Sei weiters {Ej :
j=1,... ,D} C Vi, D € N eine beliebige Menge von Funktionen. Dann sind der Operator

B H — H* und das lineare Funktional F € H*, definiert als

3 a
30, (A= Ru+ V(e (5 - K)o+ V), (4.41a)
j=1
D
Fv,%) :=F(v,9)+ > (&, (53— Huo)r(¢’, (3 - K)v+Vy)r  (4.41b)
j=1

fiir alle (u, @), (v,9) € H dquivalent zu B und F in folgendem Sinne: Das Paar (up,vy) €
Hy, ist eine Losung von (4.39) dann und nur dann falls es eine Lisung von

(B (un, &), (Vn ) = Flop,9py,)  fiir alle (v, ) € Hp, (4.42)
1st. Ol

4.5.3 Beweis der Losbarkeit

Satz 4.17. Seien die {EJ} definiert wie in Proposition 4.11. Unter der Annahme 4.5 und
Annahme 4.13 ist der Operator 6 : H — H* stark monoton

CmODH(ua ¢) - (’U,’l,b)”g_[ S <%(ua ¢) - %(Uﬂp) ) (’LL, ¢) - ('Ua'lnb»
fiir alle (u, @), (v,v) € H, und Lipschitz-stetig

19 (w, ¢) = B (v, $)lls= < Cupll(w, #) = (v,9) | fiir alle (u, ), (v,4) € H,
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wobei die Konstanten Cryon, Cip > 0 nur von A, Q, X, u™* und dem Unterraum Yy aus
Annahme 4.5 abhdngen.

Die Gleichung (4.42) besitzt fir jeden abgeschlossenen Unterraum Hp C H eine ein-
deutige Liosung (up, @p,) € Hp. Speziell hat (4.42) fir Hy = H eine eindeutige Lisung
(u, p) € H und es gilt Quasi-Optimalitit

[(w, @) — (un, dp)ll < Coca  inf [[(u, ) — (v, 2p) Il (4.43)
(vh¥p)EH,

mit CCéa = Clip/cmon-

Beweis. Der Beweis folgt genau den Zeilen des Beweises von Satz 3.27. Dazu wird die in
Proposition 4.11 definierte dquivalente Norm verwendet. Weiters benétigen wir noch ein
Analogon zu (3.66)—(3.69) fiir das Elastizitétsproblem, um starke Monotonie zu zeigen.
Wir halten uns dabei an [Stel3] bzw. [OS13b] und skizzieren kurz die Idee: Bezeichne
S := U~ 1(3 + R) den inneren Steklov-Poincaré Operator, vgl. [HWO08], wobei die Integral-

operatoren beziiglich den Lamé-Konstanten A, 4% im Auflenraum zu verstehen sind. Es

gilt

(X (3 + Rw)r < [|(5 + Hwlly-lIxlly < Vex(Gw, wr|x|ly  fir alle (w, x) € A,

wobei || x||% == (x, Vx)r. Fiir w € H'(Q) definieren wir die Zerlegung w° := w — w?,

wobei w? die harmonische Fortsetzung von y,w auf € ist, d.h. dive®™*(w?”) = 0 in Q und

w? = w auf I'. Es gilt die Orthogonalititsrelation

(0™ (w) , e(w))q = (™" (w?), e(w”))o + (™ (W), e(w’))q, (4.44)
und mit der ersten Betti’schen Formel erhilt man

(o™ (w?), e(wP))q = (Gw? |, wP)r. (4.45)

Wir zeigen nur starke Monotonie von B. Der Rest des Beweises verliuft dann analog zu
dem Beweis von Satz 3.27. Wir miissen also beweisen, dass fiir alle (u, ¢), (v,%) € H

<$B(’U/, ¢) - %(Ua Ilp) ) (u -, ¢ - /l:b)> > CmonH(u -, ¢ - /l;b)H%-l (446)

gilt. Sei (w, x) := (u — v, ¢ — ). Mit starker Monotonie (4.15a) von 2 kommen wir auf

(B(u,¢) —B(v,v), (w,x))r = (Bu—Bv, w)a — (x, w)r + (x, (3 — KHw + Vx)r
+ZD: (€7, (3 = H)w + Vx)r|”
> cmonueu;)ulia(m ~ (. (3 + Bw)r + (x, Bxdr
+ ED; €7, (3 = H)w + Vx)r|”

=11 —Ix + I3+ 4.
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4.6 Bielak-MacCamy Kopplung

Mit der Zerlegung w = w® +w” und der Stetigkeit (0°*(w), e(w))q < ngﬁtHe(w)Hig(Q)
aus (4.16b), wobei C&t, = 6Nt + 44X gilt, schiitzen wir weiter ab

cont

Cmon X Cmon X Cmon X
Lz =55 (0™ (w), e(w))o = Fo5-(o° f(w’), e(w’)o + Fod (O “w?), e(w?))q
cont cont cont

=: I11 + Io.

Weiters liefert die Zerlegung mit der Young’schen Ungleichung fiir alle 6 > 0

0 61
b= (x, (5 + RwPr < \Jea(®w?, wPirlixlly < Seal®w?, wPhr + “xl.

Aus der letzten Ungleichung und der Identitdt (4.45) erhalten wir

5 . 6!
I < §Cﬁ<06 YwP), e(w”))a + THXH%-

Wir kénnen nun die Terme I; — I 4+ I3 zusammen abschétzen als

c ) o1
L=+ I3 > In+ (Fea — 568 ) (0™ (w”), e(w”))a + (1 - —)IIxI3
<Ccor§t 2 ) ( 2 ) v
> <m — éc )<0'6Xt(’w) e(w))o + (1 — —51><X Vx)r
“\Cah 2t | 2 )

wobei wir die Orthogonalitidtsbezichung (4.44) ausgenutzt haben. Annahme 4.13, d.h.
2Cmon > Ca(3ATY + 2151 ist dquivalent zu cpon/CEL > cq/4 mit CL = A + 4%,

cont

Daher kénnen wir § > 0 so wihlen, dass C' := min{cmon/Ciny — ¢26/2,1—071/2} > 0 gilt.
Die Wahl von &7 und die dquivalente Norm aus Proposition 4.11 liefern uns weiters

D

=L+ I+ 1> O (0™ (w), e(w))a + (x, T + Y_1E, (3 = Rw+Tx)rf?)
j=1

D
> C(Jle(w) 22y + (, Tx)r +2NE - R +0x)rf?)

= COll(w. )1 = CChpmnll (w, ) I3,

wobei c=cC min{1, 24%"}. Die Monotoniekonstante Cpop := CN'Cn_ém > (0 des Operators

B hingt also nur Q,2, )y, und den Lamé-Konstanten A%, u®** ab. O

Beweis von Satz 4.14. Der erste Teil folgt aus Satz 4.17 und der Aquivalenz aus Satz 4.16.
Bi-Lipschitz-Stetigkeit von B kann mit den gleichen Ideen wie im Beweis von Satz 3.17
gezeigt werden. O

4.6 Bielak-MacCamy Kopplung
In diesem Abschnitt behandeln wir noch die Bielak-MacCamy Eingleichungskopplung, sie-

he [BM84, CES91] fiir das lineare Laplaceproblem und [GHS12] fiir das lineare Elasti-
zitdtsproblem. Wir geben nur die wichtigsten Resultate und Skizzen der Beweise an.
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik

4.6.1 Variationelle Formulierung

Die Herleitung und der Beweis der Aquivalenz der Bielak-MacCamy Kopplung zum Mo-
dellproblem (4.1) folgen wie in Abschnitt 3.5.1. Die variationelle Formulierung lautet: Finde
(w,¢) € H=H' Q) x H™Y*(I) so dass
(Ae(u), €(v))a + (5 — K, v)r = (f, v)a + ($g, v)r (4.47a)
(Y, Vo —u)r = —(¢, uo)r (4.47b)
fir alle (v,%) € H gilt. Wir definieren den Operator B : H — H* und das Funktional
F e H* iber
(Blu, ), (v,9)) = (Ae(w), e(w)a + (5 — R)p, v+ (%, Vop—wr,  (448a)
F('U, ¢) = <f’ U>Q + <¢Oa >F - (tlnba UO>F (448b)
fiir alle (u, ¢), (v,1) € H. Dann ist (4.47) dquivalent zu: Finde (u, @) € H so dass

(B(u, ), (v,¢)) = F(v,¢) fiir alle (v,7) € H gilt. (4.49)
Satz 4.18. Unter der Annahme 4.5 und Annahme 4.13 besitzt die (diskrete) Formulierung

(B(un, @), (v, ) = F(op,vy,)  fir alle (vp,vy,) € Hp, (4.50)

eine eindeutige Losung (up, ¢,) € Hp mit Hyp € H abgeschlossen. Speziell hat also (4.49)
eine eindeutige Losung (u, @) € H und es gilt Quasi-Optimalitit

H(u7¢)_(uh7¢h)HH§CCéa( inf H( @) — (vn, ¥p)lln; (4.51)

Vh, h)

ext ex

wobei Ccoga > 0 nur von A, Q, den Lamé-Konstanten A und dem Unterraum Yy aus

Annahme 4.5 abhdngt.
Des weiteren ist B bi-Lipschitz-stetig

Cl;ﬂlip||(uh,¢h)—(’vh,¢h)”% < ||%(Uh,¢h)—%(vha¢h)||ﬂ;; < Chitip | (wn, @) — (vn: Y1) |11

fir alle (up, @), (vh,¥y) € Hpy. Die Konstante Chiip, > 0 hingt nur von 2, Q, den Lamé-
Konstanten A%, ™t und dem Unterraum Yy aus Annahme 4.5 ab.

Bemerkung 4.15 bleibt auch fiir die Bielak-MacCamy Kopplung giiltig.

4.6.2 Implizite Stabilisierung
Der Beweis des folgenden Resultats verlduft analog zu dem Beweis von Satz 4.9.

Satz 4.19. Sei Hp = &), X YV ein abgeschlossener Unterraum von H. Sei weiters {EJ :
ji=1,... ,D} C YV, D € N eine beliebige Menge von Funktionen. Dann sind der Operator

B : H — H* und das lineare Funktional F € H*, definiert als

(B(u,¢), (v,9)) := (B(u, +Z L Vep—uyr (&7, Vop — v, (4.52a)

D
F(v,9) = F(v,9) = > (&7, uo)r(&’, Vop —v)r (4.52b)
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4.7 Numerische Experimente

fir alle (u, @), (v,9) € H dquivalent zu B und F in folgendem Sinne: Das Paar (up,vp) €
Hy, ist eine Losung von (4.50) dann und nur dann falls es eine Lisung von

(B (un, &), (Vo y)) = Flop,4py)  fiir alle (vi, ) € Hp, (4.53)

1st. Ol

4.6.3 Beweis der Losbarkeit

Satz 4.20. Seien die {EJ} definiert wie in Proposition 4.11. Unter der Annahme 4.5 und
Annahme 4.13 ist der Operator 6 : H — H* stark monoton

CmonH('u’a ¢) - (/vvll»b)H%-l < <%(u7 ¢) - %(U7¢)7 (u7 ¢) - (’U,’l,b)>

fiir alle (u, @), (v,v) € H, und Lipschitz-stetig

1B (u, @) — B(v,9)|ln- < Cripll(w,d) — (v,9) |3 fiir alle (u, @), (v, 1) € H,

*t und dem Unterraum Yo aus

wobei die Konstanten Cryon, Crip > 0 nur von A, Q, \™*, u°
Annahme 4.5 abhdngen.

Die Gleichung (4.53) besitzt fiir jeden abgeschlossenen Unterraum H, C H eine ein-
deutige Liosung (up, ¢p,) € Hp. Speziell hat (4.53) fir Hp = H eine eindeutige Lisung

(u, @) € H und es gilt Quasi-Optimalitit

|(w, @) — (un, dp)|ln < Cosa inf  |[(u, @) — (i, ¥y)||n (4.54)
(vn,YR)EH,

mit CCéa = Clip/cmon'

Beweis. Der Beweis lauft wie der Beweis von Satz 4.17. Dazu verwendet man, dass Propo-
sition 4.11 giiltig ist, wenn man die Funktionale g; aus (4.34) durch

gj(u, ) = (&, Vp —u)r fiir (u,d) € H

ersetzt. H

Beweis von Satz 4.18. Der erste Teil folgt aus Satz 4.20 und der Aquivalenz aus Satz 4.19.
Bi-Lipschitz-Stetigkeit von B kann mit den gleichen Ideen wie im Beweis von Satz 3.17
gezeigt werden. O

4.7 Numerische Experimente
In diesem Abschnitt wollen wir zum einen die nicht-stabilisierte Johnson-Nédélec Kopp-

lung mit der stabilisierten Variante vergleichen und zum anderen Losbarkeit der Johnson-
Nédélec Kopplung in dem Fall, dass Annahme 4.13 nicht erfiillt ist, untersuchen.
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik

4.7.1 Galerkin-System

Die Definition der diskreten Operatoren als auch die Implementierung verlauft #hnlich wie
in Abschnitt 3.6.1. Ein Unterschied besteht darin, dass wir nun eine Basis des Raumes
Hjp, = &), X Yy, mit

Xy =8UTN,  Yp=PI(TH)

definieren miissen. In kanonischer Weise wird die Basis komponentenweise definiert. Sei
{e’ }?:1 die kanonische Basis von R?. Mit den Notationen aus Abschnitt 3.6.1 definiere

n;=mne’ firj=1+ k-1 kS k=1,....4d,
x; = xje" firj=1+(k-1)P", .. kP" k=1,....d
Weiters definiere die Basis {gpj}]Hzl von Hj, mit H := dim(H;,) = d(S? + PT) iiber
@j = (n;,0) fiir j = 1,...,ds?,
Pjrase = (0,x;) firj=1,... ,dPL.

Hier betrachten wir nur den linearen Fall, dass 2e(-) = o(-) mit Lamé-Konstanten A,y
und definieren die Matrix B € R7>*H {iber

Bji = (B, p;) firalle jk=1,... H.

Dann ist das diskrete Gleichungssystem (4.26), (4.39), bzw. (4.50) fir H;, = SI(T?)? x
PP(TH)4 dquivalent zu: Finde x € R mit

Bx = f, (4.55)

wobei f; := F(p;) fir j=1,..., H.

Es bezeichne mit {r’ }?:1 die kanonische Basis von R4. Fiir die Stabilisierungsterme
withlen wir & := 7%r7 mit der L?(T)-Orthogonalprojektion 7° : L?(T') — P°(T1)4. Die
Stabilisierungsvektoren s* € R seien fiir die symmetrische Kopplung und Johnson-Nédélec
Kopplung gegeben als

(s%); := (€", (3 — ®)m,)r firj=1,...,dS%,
(5");4as2 == (&%, Vx;)r fir j=1,...,dP",

und fiir die Bielak-MacCamy Kopplung als

(s5); = —(€", m)r fiirj=1,...,dS%,
(Sk)j—f—dsﬂ = (¢F, YVx;)r firj=1,... ,dP".

Mit der Definition B := B+ SP s¥(s")7 sind die stabilisierten Gleichungssysteme (4.29),
(4.42), bzw. (4.53) #dquivalent zu: Finde x € R¥ mit

Bx =f, (4.56)
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4.7 Numerische Experimente

wobei f € R iiber (?)] = ﬁ((pj), j=1,..., H definiert ist. Man beachte, dass aufgrund der
Aquivalenz des nicht-stabilisierten Systems zum stabilisierten System, der Losungsvektor
x € R von (4.56) mit dem Losungsvektor x € R aus (4.55) iibereinstimmt.

Fiir das Aufstellen der FEM-BEM Galerkin-Matrix verwenden wir den Code, welcher im
Zuge der Diplomarbeit [ME14] entwickelt wurde. Wir verweisen daher auf die genannte Ar-
beit zu Details der Implementierung, vor allem zur Implementierung der Galerkin-Matrizen
der Randintegraloperatoren, die auf dem Programmpaket HILBERT beruht.

4.7.2 Lineares Transmissionsproblem

Sei ) das in Abbildung 3.1 skizzierte L-formige Gebiet mit Rand I' = 92 und Starttrian-
gulierung 73?. Sei 2e(-) := o(-) mit den Lamé-Konstanten A, u. Nach Abschnitt 4.2.2 gilt
Cmon = 24 fiir die Monotoniekonstante von 2I.

Wir wollen verifizieren, dass Annahme 4.13 nicht notwendig fiir eindeutige Losbarkeit
der Johnson-Nédélec Kopplung ist. Dazu berechnen wir sowohl die Konditionszahlen der
nicht-stabilisierten Matrizen B, als auch jene der stabilisierten Matrizen B fiir & = 1000
mit ¢ = 1,...,500 und A\ € {O, 1071,1}. Fiir die #uBeren Lamé-Parameter wihlen wir
A& = 1/5, u®™* = 1/5. Man beachte, dass auf jeden Fall die kritischen Werte mit 4y =
20mon < ca(3AY + 2u%%Y) = cg abgedeckt sind. Zur Abschiitzung der Konditionszahl
cond; () beniitzen wir die Routine condest (-) aus MATLAB.

In Abbildung 4.3 haben wir Abschitzungen fiir die Konditionszahlen der erwéhnten Ma-
trizen fir Hs = 51(7\39) x PO (7?) in Abhéngigkeit von p € [1073, 3] fiir verschieden Werte
von A\ geplottet. Zur Erinnerung sei erwahnt, dass wir nur die Johnson-Nédélec Kopplung
betrachten. Wie aus beiden Abbildungen hervorgeht, sind die nicht-stabilisierten als auch
die stabilisierten Matrizen fiir Werte von u, welche Annahme 4.13 verletzen, regulér. Wei-
ters ist ersichtlich, dass das qualitative und quantitative Verhalten der Konditionszahlen
der stabilisierten Matrizen dhnlich dem der nicht-stabilisierten Matrizen sind.

Zuletzt messen wir die Zeit zum Losen der Gleichungssysteme (4.55) und (4.56) in
Abhéngigkeit von p = ﬁ,i = 1,...,500 und X\ = 1. Alle Gleichungssysteme wer-
den mit dem Backslash-Operator aus MATLAB gelost. Fiir die Daten wihlen wir f(x) =
(1,1),up(x) = 0,¢y(x) = O fiir & € Q. Dariiber hinaus beachte man, dass die Kom-
patibilitéitsbedingung (4.2) zwar nicht erfiillt ist, aber nach Bemerkung 4.1 dennoch eine
eindeutige Losung mit modifizierter Abklingbedingung (4.3) existiert. In Abbildung 4.4
sind die Zeiten, welche zum Losen der Probleme (4.55), (4.56) aufgewendet wurden fiir
Hr =S8 1(?\'79) x PO (’ﬁr) geplottet. Wiederum lésst sich kein Einfluss von kritischen Werten
fiir p feststellen. Interessanterweise sind die Losungszeiten bei den stabilisierten Systemen
deutlich geringer als jene der nicht-stabilisierten Systeme.
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4 Wohldefiniertheit von FEM-BEM Kopplungen in Elastostatik
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Abbildung 4.3: Konditionszahlen cond;(-) der nicht-stabilisierten Systemmatrizen (links)
und der stabilisierten Systemmatrizen (rechts) fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 3.6.2 in Abhingigkeit von p € [1073,3] mit Hy = SUT? x
730('7\?)2. Die Konditionszahlen cond;(-) werden dabei mit der MATLAB-
Routine condest abgeschétzt.
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Abbildung 4.4: Losungszeiten fiir die nicht-stabilisierten und stabilisierten Gleichungssyste-
me fiir das Experiment aus Abschnitt 4.7.2 mit den Daten f = (1,1),uo
0,y = 0 und Hy = SY(T£)? x P°(TF)? in Abhiingigkeit von p € [1073,
und A = 1.
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit adaptiven FEM-BEM Kopplungen fiir das Mo-
dellproblem (3.3) aus Kapitel 3. Grundsétzlich gehen wir davon aus, dass die hinreichenden
Bedingungen fiir Losbarkeit der Kopplungsgleichungen, welche in Kapitel 3 herausgear-
beitet wurden, erfiillt sind. Im Folgenden verwenden wir immer wieder den Operator B,
welcher — je nach Kopplungsmethode — der in (3.45a), (3.58a), oder (3.74a) definierte
Operator ist. Mit B bezeichnen wir den entsprechenden, in (3.50a), (3.63a), bzw. (3.79a)
definierten Operator, welcher zum stabilisierten System gehort. Die Galerkin-Lésungen su-
chen wir im Unterraum H, := S4(7*) x PP(T}) mit ¢ € N, p € N.

Der Aufbau des Kapitels ist wie folgt: In Abschnitt 5.1 stellen wir den adaptiven Al-
gorithmus vor. In Abschnitt 5.2 definieren wir die zuverldssigen Residualschétzer, wobei
die Definitionen auf [CS95] aufbauen. Dariiber hinaus beweisen wir auch Konvergenz des
mit dem Residualschitzer gesteuerten adaptiven Algorithmus. Grundlage dafiir bilden in-
verse Ungleichungen fiir die Randintegraloperatoren. Der Beweis folgt dabei den Arbei-
ten [AFF*13a] fiir die Bielak-MacCamy Kopplung und [AFFT12] fiir die symmetrische
Kopplung. In Abschnitt 5.3 fithren wir noch den ZZ-Schétzer fiir die FEM-BEM Kopplun-
gen ein und zeigen Effizienz bis auf Terme hoherer Ordnung. Unter einer Saturationsan-
nahme kann man auch Zuverléssigkeit des ZZ-Schétzers zeigen. Numerische Experimente
aus Abschnitt 5.4 belegen unsere theoretischen Uberlegungen.

Wir verweisen noch auf Publikationen zur Analyse alternativer Fehlerschétzer: Der 2-
level Fehlerschitzer wird etwa in [MS99] fiir die (nichtlineare) symmetrische Kopplung und
in [AFKP12] fiir die Johnson-Nédélec Kopplung untersucht. Des weiteren wird in [AFKP12]
auch der (h — h/2)-Fehlerschitzer fiir die Johnson-Nédélec Kopplung definiert und fir die
symmetrische Kopplung wird in [AFP12] Konvergenz des mit dem (h — h/2)-Fehlerschétzer
gesteuerten adaptiven Algorithmus gezeigt.

Der Residualschétzer fiir die adaptive Johnson-Nédélec Kopplung in der Elastostatik
wird in [ME14] bearbeitet, wobei die Definition des Schétzers auf jener aus [CFS97] fiir die
symmetrische Kopplung beruht. In [CFS97] und [ME14] finden sich auch diverse numerische
Beispiele.

5.1 Adaptiver Algorithmus

Mit (y bezeichnen wir einen a posteriori Schitzer, z.B. den Residualschiitzer p, aus Ab-
schnitt 5.2. Des weiteren besitze (; die Bauart

= G(Te)* = ) (1), (5.1)
TeT,

wobei Zy die Menge der Indikatorelemente darstellt. Fiir den Residualschétzer py gilt etwa
Iy = 729 U 552 U 7?. Wir bezeichnen (y(7") als lokalen Verfeinerungsindikator fiir 7' € Z,.
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

Heuristisch betrachtet gibt (;(7") an, ob das Element T verfeinert werden soll.

Algorithmus 5.1 (Adaptiver Algorithmus). Imput: Starttriangulierung To, Zdhler ¢ := 0,
Adaptivititsparameter 0 < 0 < 1.

(i) Berechne diskrete Losung wy € Hy.
(ii) Berechne Verfeinerungsindikatoren (o(T') fiir alle T € Z,.

(iii) Bestimme My C Iy, so dass die Dorfler-Markierungsbedingung

07 < Y G(T)? (5.2)

TeM,
erfillt ist.

(iv) Erstelle neue Triangulierung Typy1, wobei zumindest alle markierten Elemente T € My
verfeinert werden.

(v) Erhéhe Zihler £ und gehe zu (i).

Output: Folge von Galerkin-Ldsungen {Ug}é;:(], Folge von Fehlerschitzern {Q}fzo, und
Folge von Triangulierungen {Ty}L . O

Fiir die FEM-BEM Kopplungen ist u, = (ug, ¢¢) € Hy = SUT?) x PP(T}) die (ein-
deutige) diskrete Losung von (3.47), (3.60), oder (3.76) und T, = (T3, T}) im adaptiven
Algorithmus 5.1.

Bemerkung 5.2. Die Menge My bei der Dérfler-Markierung (5.2) wird meist von mini-
maler Kardinalitit gewdhlt. Dies wird, z.B., in [CKNS08] bendtigt, um Quasi-Optimalitdt
fir FEM zu zeigen. O

Als Abbruchkriterium des Algorithmus kann Folgendes verwendet werden:

e (y < 7 fiir vorgegebene Schranke 7 > 0. Fiir zuverlissige Schétzer impliziert das
lu — uy|| < Crar fiir den Galerkin-Fehler.

e Anzahl der Schritte, d.h. L € N, wird vorgegeben.

e Schranke Clhem des zu verwendenden Arbeitsspeichers.

5.2 Residualschatzer

In diesem Abschnitt behandeln wir die Zuverldssigkeit des Residualschéiitzers und Konver-
genz des mit dem Residualschitzer gesteuerten adaptiven Algorithmus 5.1. Wir nehmen
an, dass die Randtriangulierung ’7? mit der Restriktion der Volumstriangulierung am Rand
iibereinstimmt, d.h. 7, = T5r.
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5.2 Residualschétzer

5.2.1 Zuverlassigkeit

Zuverldssigkeit des gewichteten Residualschétzers fiir die symmetrische Kopplung und d =
2 wurde zuerst in [CS95] bewiesen. Darauf aufbauend wird in [AFKP12] ein analoges Resul-
tat fiir die (lineare) Johnson-Nédélec Kopplung und in [AFF*13a] fiir die Bielak-MacCamy
Kopplung gezeigt.

Wir fordern die zusétzliche Regularitét

up € HY(I), ¢ € L*(I) (5.3)

an die Daten als auch
(divng AVvy)|r = div(AVy|r) € LX(T) (5.4a)
(AVv) |7 - np € L*(T) (5.4b)

fiir alle T € T, v, € SU(TS). Hier bezeichnen wir mit ny den nach auBen gerichteten
Normalenvektor auf 07 fiir T € 7. Die Annahmen (5.3)—(5.4) stellen sicher, dass die
Terme im Residualschétzer wohldefiniert sind. Beispielsweise ist fiir 20 = Id Annahme (5.4)
automatisch erfiillt.

Wir definieren noch Kantenspriinge. Seien T ,7T_ € 7?) die zwei eindeutigen Elemente
mit Ty NT_ =FE € 5? und Normalenvektoren ni. Dann gilt

[Q[VU@ : ’I’L] = (Q[VU()|T+ ‘ng + (Q[VU@NT_ ‘n_ € LQ(E).

Die Beweise der folgenden Resultate folgen analog zu [CS95] und [AFF*13a]. Man
benétigt einen Approximationsoperator B, : H'(Q) — Sq(’UQ), welcher die lokale Ap-
proximationseigenschaft

(1 =Bo)vllz2(r) < CapX‘T’UdHVUHLQ(we(T))
und lokale Stabilitét
V(1 =Bo)vllL2(ry < Cstanll VUl L2 0, (1))

fir v € H'(Q) erfiillt. Die Konstanten Capx, Cstab > 0 héingen dabei nur von ¢ und der
~v-Formregularitiat von 7?) ab. Diese Eigenschaften werden, z.B., vom Scott-Zhang Opera-
tor [SZ90] erfiillt. Des weiteren benttigt man Zuverlédssigkeit des Residualschétzers fiir die
schwach-singulédre Integralgleichung, welche in [CMSO01] (d = 3) bzw. [CS95] (d = 2) zu
finden ist.

Satz 5.3 (Residualschiitzer fiir symmetrische Kopplung). Seiu = (u, ¢) € ‘H die eindeutige
Lésung von (3.46) und wp = (ug, ¢¢) € Hy die diskrete Losung von (3.47). Dann gilt

Cotllu =l < pf = D pe(T)P+ D pe(E) + Y po(T)’ (5.5)
TeTS Ee&d TeT)
mit den Volumsbeitrdigen
pe(T)? = TP divee AV + flfF2iy  fir T € T, (5.6a)
pr(E) = |EM @D Vg -l fir B € 5, (5.6b)
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und den Randbeitrigen
pe(T)? = [T [ go — AV - 10+ Wuo — we) — (R = $)ell72 )
+ [TV (3 = R) (o — ue) — Vo) 72 fir T € T,
(5.6¢)

Die Konstante Cie > 0 hingt dabei nur von ), q, dem Operator A, und der v-Formregu-
laritit von 729 ab. ]

Satz 5.4 (Residualschétzer fiir Johnson-Nédélec Kopplung). Sei u = (u,¢) € H die ein-
deutige Lisung von (3.59) und wp = (ug, ¢¢) € Hy die diskrete Losung von (3.60). Dann
gilt

Crtllu —welldy < pf = D pe(T)P+ D pelBE)?+ D pu(T)? (5.7)

TeTS Eegd TeT)

mit den in (5.6a)—(5.6b) definierten Volumsbeitrigen po(T), po(E) fir T € T, E € EF
und den Randbeitrigen

pe(T)? = TV g + g — AVug - m[72 )
+ [TV ((3 = R) (o — ue) = Vo) 32y fir T€TS. (58)

Die Konstante Cie > 0 hingt dabei nur von ), q, dem Operator A, und der v-Formregu-
laritit von 729 ab. ]

Satz 5.5 (Residualschétzer fiir Bielak-MacCamy Kopplung). Sei u = (u,¢) € H die
eindeutige Losung von (3.75) und we = (ug, ¢¢) € Hy die diskrete Losung von (3.76). Dann
gilt

Crtllu —welldy < pf = D pe(T)P+ D pelBE)?+ D pu(T)? (5.9)

TeTS Eegd TeT)

mit den in (5.6a)—(5.6b) definierten Volumsbeitrigen po(T), po(E) fir T € T, E € EF
und den Randbeitrigen

pe(T)? = TV D g + (R = 3)de — AVug - mf[72 )
+ TNV (ug = wo — Vebe) 721 fir T e TS, (5.10)

Die Konstante Cie > 0 hingt dabei nur von ), q, dem Operator A, und der v-Formregu-
laritit von 729 ab. ]

Zusitzlich wollen wir wie in [AFKP12] im Fehlerschitzer die Datenapproximation mit
steuern. Sei P : L2(T) — SU(T}) eine H'/?(T)-stabile Projektion. Wir ersetzen das Datum
ug € HY 2(T") bei der symmetrischen und Johnson-Nédélec Kopplung durch Ugg 1= SBEUO
und betrachten anstelle von F' aus (3.45b) bzw. (3.58b) die gestorten rechten Seiten

Ey(v) == {f, v)g + (Wuge + ¢o, v)r + (¥, (3 — Kuge)r, v=(v,¢) €H (5.11)
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5.2 Residualschétzer

fiir die symmetrische Kopplung bzw.

Fy(v) = (f, v)a + (b0, v)r + (¥, (5 = Ruos)r, v=(v,9) €H (5.12)

fiir die Johnson-Nédélec Kopplung. Im Diskreten miissen die Galerkin-Matrizen von 20
und R fiir die linke Seite aufgebaut werden. Daher ist es sinnvoll diese Matrizen auch
fiir das Assemblieren der rechten Seite zu verwenden. Bei der Bielak-MacCamy Kopplung
vernachlédssigen wir die Datenapproximation, da kein Randintegraloperator fiir die rechte
Seite bendtigt wird.

Im Folgenden bezeichne u € H die Lésung von

(Bu, v) = F(v) firalle v e H, (5.13)
und uy € Hy die diskrete Losung des gestorten Problems
(Buy, vy) = Fy(vy) fiir alle vy € Hy, (5.14)
wobei B der Operator aus (3.45a) bzw. (3.58a) ist.

Satz 5.6 (Zuverlissigkeit mit Datenapproximation). Der Schitzer py sei definiert wie in
Satz (5.3) (symmetrische Kopplung) bzw. wie in Satz (5.4) (Johnson-Nédélec Kopplung),
wobei wy; € Hy die Lisung des gestorten Problems (5.14) bezeichnet und ug € HY?(T)
durch ug = Phug € SUT}) ersetzt wird. Definiere die Oszillationen

osc; = Y osey(T)?:= Y [TV DV (ug — uoe)ll72 () (5.15)
TeT) TeT)f

Dann existiert eine Konstante Cle mit
-2 2 2 2 ~2
Crat Il — w3y < pi + oscy =: py. (5.16)

Die Konstante Cie > 0 hingt dabei nur von €2, q, dem Operator 2, dem Operator ‘BE, und
der ~v-Formregularitit von 7}9 ab.

Beweis. Sei uy € H die eindeutige Losung des gestérten Problems
(Buy, v) = Fy(v) fiir alle v € H.

Man beachte, dass u, die Galerkin-Approximation von u, ist. Aus der Dreiecksungleichung,
der bi-Lipschitz-Stetigkeit des Operators B, und der Zuverlissigkeit von p, folgt

lw —welly < llw— wellp + e — wellpe S F — Fellas + pe

S llwo = woell v (ry + pe-

Nach [Karl2, Satz 3.26] gilt ||(1 _q:;g)UOHHI/Q(F) < Cypx0scy, wobei die Konstante Cypy > 0

nur von der vy-Formregularitit von 7, der Operatornorm von ‘BE, und von I abhéngt. [
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

5.2.2 Konvergenz des adaptiven Algorithmus

Dieser Abschnitt behandelt die Konvergenz des adaptiven Algorithmus 5.1, welcher mit dem
Residualschétzer p; gesteuert wird. Wir halten uns dabei an [AFFT12, AFF*13a]. Fiir den
Beweis sind die folgenden inversen Ungleichungen fiir Randintegraloperatoren nétig. Die
inverse Ungleichung fiir den Einfachschichtintegraloperator 20 wurde zuerst in [FKMP13]
publiziert. Die restlichen Integraloperatoren werden beispielsweise in [AFFT12] und der
Promotionsschrift [Karl2] ausfiihrlich behandelt.

Lemma 5.7 (Inverse Ungleichungen fiir Randintegraloperatoren). Sei T} eine regulire
Triangulierung von T'. Ferner sei hy € PO(T}) die Netzweitenfunktion mit he|lp = |T|V/ (41,
Es existieren CX_,C¥ >0 mit

mv? mv

1hy* Ve el L2y < Cllvell ey, (5.17)

1> 20 20y < CEllvell vz ey, (5.18)

Iy el 2y < O el 172y (5.19)

1" R bell 2y < OB el -2y (5.20)

fiir alle diskreten Funktionen v, € SP(T}), 1e € PP(T}). Die Konstanten C , C:3  hingen
nur von der v-Formreqularitit von ’7? und von p ab. O

Das Hauptresultat dieses Abschnitts nutzt die in Abschnitt 2.5 besprochene newest ver-
tex bisection (NVB) Verfeinerungsstrategie aus. Es werden dabei folgende Eigenschaften,
welche auch fiir andere Netzverfeinerungsroutinen giiltig sind, siehe z.B. [Ver13], verwendet:

e Diec aus 7; = (T, T") entstandenen Netze T4 = (7221, T/11) sind regulér (im Sinne
von Ciarlet) und vy-formregulér.

e Jedes verfeinerte Element T' € 7?7 bzw. T € ’7? ist die Vereinigung seiner Sthne
T e T2 baw. T' € T},

e Es existiert eine f-unabhéingige Konstante 0 < x < 1 mit
IT'| < k[T (5.21a)
fiir alle Séhne 7" € 7}21 bzw. T € T}, von T € T bzw. T € TS und
|E'| < k|E| (5.21Db)
fiir alle Séhne E’ € 521—1 von E € &L

Die ersten zwei Punkte implizieren vor allem, dass die Raume H, C H,;1 geschachtelt sind.
Um die Konvergenz des Residualschétzers zeigen zu kénnen, nehmen wir an, dass 2 die
lineare Bauart

2AV)(z) = ((Qljk(a:))?’kzl)Vv(m) fir v € HY(Q),x € (5.22)
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5.2 Residualschétzer

mit Koeffizienten 2;; € WH>°(Q) besitzt. Es ist daher sinnvoll die Kurzschreibweise 2 =
(Q[jk)?,k:1 € WHe(Q)?*? zu verwenden. Fiir nichtlineares 2 kann folgendes Resultat nur
in speziellen Féllen gezeigt werden. Wir gehen darauf in Abschnitt 5.2.3 néher ein.

Im Folgenden setzen wir py := py und ug ¢ := o, falls p; den Fehlerschétzer der Bielak-
MacCamy Kopplung bezeichnet.

Lemma 5.8. Sei u € H die Losung von (5.13) und {us}een, die vom adaptiven Algorith-
mus 5.1 mit s = py generierte Folge der zugehdrigen diskreten Galerkin-Ldisungen. Fir die
symmetrische Kopplung bzw. Johnson-Nédélec Kopplung werden die gestorten (diskreten)
Probleme (5.14) betrachtet. Dann erfillt p; die Schatzerreduktion

Pis1 < KredPy + Cred(HWH — wellF + [Juo 1 — uofogl/a(p)) (5.23)
mit L-unabhdngigen Konstanten 0 < Kpoq < 1, Cieq > 0.

Beweis. Die wesentlichen Bestandteile des Beweises sind die inversen Abschéitzungen aus
Lemma 5.7, die Annahmen (5.21) und die Dorfler-Markierung (5.2). Weiters beniitzen wir
die Young’sche Ungleichung (a+b)? < (1+8)a?+(1+5"1)b? fiir a,b € R und § > 0 beliebig.
Wir zeigen die Schétzerreduktion nur fiir den Residualschéitzer der symmetrischen Kopp-
lung, da die Schétzerreduktion fiir die Johnson-Nédélec Kopplung bzw. Bielak-MacCamy
Kopplung analog folgt. Im Folgenden werden wir die einzelnen Terme von

i1 = pe1(TE1)? + pea1 (ER1) + pesa (Tin)? + osce (T ) (5.24)

separat abschétzen.
Schritt 1. Wir gehen so vor wie in [CKNS08] und kommen mit der Dreiecksungleichung
und der Young’schen Ungleichung auf

pe (T = ’T\Q/dHf+diV(QlVW+1)H%2(T)

TET
< (1 + 5) Z ’T‘2/dHf + diV(mVW)H%Q(T) (5_25)
TETE
@467 ST TP divAV (ue — upgn) |32
TeTH,y

Wir zerlegen die erste Summe auf der rechten Seite in eine Summe von nicht-verfeinerten
Elementen 7 € T2 N 7?11 und in eine Summe aller Sshne 7" € 7?11\729 von verfeinerten
Elementen:

Do TS A+ div@Vug) [

Q
TeTpia

= Y TP+ dv@Yu)fay + YL TS + div@Vug) |72 -
TeTNTE, T'ETH T
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

Nach (5.21a) folgt, dass |T"| < k|T fiir alle S6hne 7" € 72‘_1 von T € Tf. Damit konnen
wir die zweite Summe in der letzten Gleichung abschétzen durch

Y. TP + div(@AVug) [fa gy < w70 D TPF + div(@AVun) |7z,

TETENTE TETAVTE,

und zusammen kommen wir auf

TP + div(AVu) |72 1

TeTHy
< 0 TP +div@ATu) [Fa 67T D TP +div(AVu) 172
TeTINT, TeTAN\TS,
= pe(TE T + 62 po(TENTE)? = pe(TE)? = (1= k¥ Dpo(TENT)2.

Fiir die zweite Summe auf der rechten Seite in (5.25) benutzen wir (5.22) und berechnen
clementweise divAV (up — ugy1) = (divi A)V(up — upy1) + A : DO (uy — upyq) mit der
spaltenweise Divergenz div! und der Hessematrix D(2)(-). Es folgt mit einem Skalierungs-
argument

| div AV (ug — ugg)|72 )
< div" Ao |V (e = e 1) 72y + (R0 () 1D (e = 1) 72

—2/d
ST U o0 oy e = e | .

Insgesamt erhalten wir fiir (5.25) die Abschétzung

et (TiE)? < (1+48) (pe(TE)? = (1 = ¥ Yoo TNTEL)?) (5.26)
+ (1407 Cllue = uera ||

wobei C' nur von ¢, der y-Formregularitéit von 7?}_1 und der WH*-Norm von 2l abhingt.
Schritt 2. Fiir den zweiten Term von (5.24) liefert die Young’sche Ungleichung

Pe+1(52y1)2 < (1+9) Z | B[ D [ AV g - "]H%?(E)

Eegl |

(146 Z | B @AV (up — upyq) - n]”%?(E)

Ee&l |

(5.27)

Um die erste Summe auf der rechten Seite von (5.27) abzuschétzen, bemerken wir, dass
[AVue-nl|p = 0fiir E € £\ mit E ¢ E' fir alle E' € £, daAVuy € H(div; T UT;)
mit T3 € 7}21 und T/ NT, = B, THUT, € 7. Die erste Summe aus (5.27) teilen wir in
nicht-verfeinerte Elemente 552 N 52—1 und Elemente Eﬁl\é’? auf und bekommen zusammen
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5.2 Residualschétzer

mit (5.21b)
> BV RV |G = D> BV @&V nllfF g
EeEl Ee&PNER
+ Y BNV ]| 7e g
Eegﬁl\gzﬂ

< po(EF ML) + KT py(ENERL)?
= pe(€)? — (1= M) py(ER\ERL)”.
Die zweite Summe auf der rechten Seite von (5.27) wird mit Hilfe von

B (= 1) 3y S 12noe i IV (e = s ) Bages. iy

wobei w§, | (E) :=Ty UT_ und E =T NT_ mit T* € TS}, gilt, abgeschitzt.
Zusammen ergibt sich fiir den zweiten Term von (5.24)

Pt (ER1)? < po(EM)? — (1 — kY@ D)y (EN\ER )2 + OV (ug — ue) |32y (5:28)

Die Konstante C' > 0 hangt nur von 2, der «-Formregularitdt von 7221, q, und der Whee-
Norm von 2 ab.
Schritt 3. Den dritten Term in (5.24) zerlegen wir in

1 2
Pt (T = i (T8 + P2 (T ) (5.29)
Mit der Young’schen Ungleichung folgern wir fiir 7" € 7}1;1
e ()2 = [TV g — AV g4y -1+ Waug ea1 — uegr) — (K = $)desll2omy
< L+ )TV g — AVug - 1+ W(uo e — ue) — (& — $)ull72 )+
3(1 46717V <H91V(W —ugt1) - nl|72 )

+ 120 (o, — o1 — we + 1) | Za oy + (R = 3)(de — ¢z+1)H%z(T)>

(5.30)
Durch Summation iiber alle T € 7?;1 und gleiches Vorgehen wir vorhin erhalten wir aus

dem ersten Term auf der rechten Seite von (5.30)

> ATV g — AV - 1+ Wuo e — ue) — (8 = $)bel 72y

T
TeTh,

1 — 1
< pg )(TKF)2 (] I{l/(d 1))pé )(72[‘\7?‘1)2.
Weiters folgt aus einem Skalierungsargument

> AT EVIAY (wp — werr) - mllFa () S e — uesa | )
TeT)y
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

Fiir die restlichen Terme in (5.30) beniitzen wir die inversen Ungleichungen aus Lem-
ma 5.7, als auch die inverse Ungleichung aus [GHS05, Satz 3.6] fiir diskrete Funktionen aus
PP(T} ). Wir schlieBen

> |y <Hw(uo,z —uge41 = g+ uer) [ Taepy + (R = 3)(de — ¢z+1)Hi2(T))
TeT),
S llwoe — uo,z+1\|§{1/z(p) + [Jue — W+1||§{1/2(F) + [lpe — WHHE*/Q(F)'

Der Schiétzer pgl) erfiillt also

1 1 — 1
P (TR < (14 6) (o () = (1= /D)o (TNTE)?)
+ (1 6790 (llue = w3y + o = wo.eet sz )

wobei C' > 0 nur von €2, der v-Formregularitit von 7?}_1 und ’725_1, ¢, p, und der W1 >*_-Norm
von 2 abhéngt. Die gleiche Argumentation mit einer zusétzlichen inversen Ungleichung fiir
diskrete Funktionen aus S(7,'), welche fiir d = 2 in [CP07, Proposition 4.1] und fiir d = 3

in [AFF*14, Proposition 5| zu finden ist, liefert fiir pf) die Abschitzung
2 2 - 2
PR < (1+6) (o7 (TF) = (1= /D)o (TINTE)?)
+(1+ 571)C(HW — wgpr |3+ lluoe — UO,£+1H§{1/2(1‘)>'

Die Konstante C' > 0 héngt dabei nur von {2, der y-Formregularitéit von 721;1, q, und p ab.
Schritt 4. Fiir den Oszillationsterm oscy gehen wir analog vor und erhalten

osces1(TH)? < (14 9) (o0see(TF)? = (1= £M70) Joscn(TIVTE, )2
(146 HCluge — uo,z+1\|§{1/g(m-

Die Konstante C' > 0 hangt nur von I, der v-Formregularitdt von ’725_1 und ¢ ab.
Schritt 5. Es bezeichne Z, := T U &P U TS, Mit k%4 < /(@1 kinnen wir die letzten

Beweisschritte zusammenfassen als
P < 14+ 0) (5 — (1 = YD) 5T\ T )?) s
+ (U7 (e = wera By + o = w01y )-

Die Dérfler-Markierung (5.2) und My C Z\Zp4q zeigen 057 < pe(Z¢\Z¢41)?. Daher folgt
aus (5.31)

ﬁ%ﬂ <(1+9) (1 — 001 - ﬂl/(d_l)))ﬁ% (5.32)
+(1+ 6*1)C<||W —ueralf + Jluoe — “07”1”%1/2(”)'

Wir bemerken, dass £ < 1, § < 1 und somit 1 — (1 — x/(4=1) < 1 gilt. Wir wihlen nun
§ > 0 hinreichend klein, so dass fiyeq := (1 +6)(1 — (1 — £'/(¢=1)) < 1. Mit der Definition
Creq := (1 +071)C folgt also die Schiitzerreduktion (5.23) aus (5.32). O

88
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Satz 5.9 (Konvergenz). Die H'/?-stabile Projektion B mit ugp = PLug € SUT}L) erfiille
U000 1= limy_y00 ug ¢ € H'Y2(T). Dann gilt

lim p; = 0. (5.33)
{—00

Insbesondere konvergieren die Losungen wg der gestorten diskreten Probleme (5.14) gegen
die exakte Losung u.

Beweis. Wir benutzen das Resultat [AFLP12, Lemma 2.3], welches besagt, dass aus der
Reduktion

~2 ~2
Pr41 < Rred Py + Credaﬁ

mit Kredq < 1, Crea > 0 und {ay}ren, ist nicht-negative Nullfolge Konvergenz (5.33) folgt.

Nach Voraussetzung an den Operator ‘Bg und da die Rédume H, C Hy41 geschachtelt
sind, gilt nach [AFP12, Beweis von Proposition 10], dass die Folge {uy}sen, der diskreten
gestorten Losungen eine Cauchy-Folge ist. Es ist also

o 1= e = wesa | + llwo.e = o011y

eine Nullfolge.
Konvergenz der diskreten Losungen uy gegen die exakte Losung w ist eine direkte Kon-
sequenz aus der Zuverlissigkeit des Schétzers py. O

Die a prior: Konvergenz von ug ¢ = ‘Bguo ist, z.B., fiir den Scott-Zhang Operator ‘BE =
JL erfiillt. Das folgende Resultat wird in [FPP14, Lemma 15] fiir ¢ = 1 und H'(£2) bewiesen.
Der Beweis gilt aber allgemein fiir ¢ > 1 und H*(T).

Lemma 5.10. Es bezeichne 35 : L*(T) — SU(T}) den Scott-Zhang Operator. Aus der
Schachtelung der Rdume Sq(ﬁr) C Sq(ﬁil) und der y-Formregularitit von ’7? folgt, dass
Up,p 1= SEUO stark gegen ein Element aus H'(T') konvergiert. ]

5.2.3 Anmerkungen
Approximationsoperatoren und Oszillationen

Falls ¢ = 1 und d = 2, kann man zur Datenapproximation den nodalen Interpolanten jg
wihlen. Wegen der stetigen Einbettung H'(I') — C(T') und aufgrund der Voraussetzung
up € HYT) ist ugy := ’Jguo € 81(7?) wohldefiniert. In [AFLGT12, Beweis von Proposi-
tion 5.2] wird gezeigt, dass ug, stark gegen ug o in H'(I') konvergiert. Insbesondere sind
also die Voraussetzungen aus Satz 5.9 erfiillt.

Falls ¢ = 1, d = 2 und als Netzverfeinerungsstrategie NVB verwendet wird, kann man zur
Datenapproximation auch die L?-Orthogonalprojektion IT} : L2(T') — S'(7') verwenden.
In [KPP13, Satz 3] wird H!-Stabilitdt von II} gezeigt und in [KOP13, Lemma 12] wird
bewiesen, dass ug ¢ := II}ug schwach in H!(I') konvergiert. Durch Interpolation folgt starke
Konvergenz in H'/?(I") und somit sind die Voraussetzungen aus Satz 5.9 erfiillt.
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

Waihlt man zur Approximation des Datums ug den Scott-Zhang Operator Jg , dann kann
man den Oszillationsterm oscy durch

oy ==y [TV = 7 Vruol 3y (5.34)
TeT)

im Residualschétzer py ersetzen, wobei W?il die L*(I")-Orthogonalprojektion auf P¢=1(71)
bezeichnet.

Korollar 5.11. Definiere p; := p; + oscs. Dann bleibt Satz 5.6 (Zuverlissigkeit), Lem-
ma 5.8 (Schitzerreduktion), und Satz 5.9 (Konvergenz) giiltig, falls fir die Datenapproxi-
mation der Scott-Zhang Operator Jg gewdhlt wird und p; durch p, ersetzt wird.

Beweis. Aufgrund von [AFK'13, Proposition 8] gilt
oscy < 0scy,

wobei die Konstante hinter < nur von I', ¢ und der y-Formregularitét von 72F abhingt.
Daraus folgt Zuverléssigkeit von pj.

Um die Schétzerreduktion zu zeigen, reicht es den Oszillationsterm zu analysieren. Wir
betrachten Schritt 4 im Beweis von Lemma 5.8. Die restlichen Schritte im Beweis bleiben
gleich. Da 7'('?;11 die Bestapproximation in L?(T) ist, gilt

osce1(T)* = [TV V(1 = nfi ) Vruolfaery < 1TV DA =7~ Veuol Far

fiir alle T € 7?;1. Durch Aufteilen von ’7221 in nicht-verfeinerte Elemente ’7221 N7} und
Sohne von verfeinerten Elementen folgt mit (5.21a)

oscjyq < oscy — (1 — Iil/(d_l))OSCg('UF\'Uil)Q. (5.35)

Konvergenz folgt wie in Satz 5.9. U

Aquivalenter Residualfehlerschitzer

Alternativ zu py definieren wir fiir die Johnson-Nédélec Kopplung den Schétzer vy = Vg(’ng)
iiber

vi(T)* := +|T["3|[[ &V - n] |2 om ) + 1T 100 + b0 — AV - 132 ormpy
+ |12 Ve (5 = 8)(uo — ue) = V0) | 2orry  fir T € T¢ und d = 3.
Falls d = 2 definieren wir 2 = v(T%)% + v(7}1)? iiber
(T = pe(T) + [TV - oy B T € T,
I/g(T) = pg(T) fiir T € EF.

Diese Schétzer spiegeln den Umstand wider, dass wir in den numerischen Beispielen entwe-
der nur Volumselemente (d = 3) oder nur Volums- und Randelemente (d = 2), aber keine
Fldchen- oder Kantenelemente 5? markieren.
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Aufgrund der Formregularitit gilt

TV ~ |E|Y@D fiir B e £ mit E C T und
TV ~ BV fir B e TR mit B C T,

wobei die Konstanten hinter ~ nur von der y-Formregularitéit von 729 abhéngen. Daraus
sieht man sofort die Aquivalenz zu py.

Klarerweise lassen sich die Schétzer vy analog fiir die symmetrische bzw. Bielak-MacCamy
Kopplung definieren.

Weiters kann auch die Datenapproximation mittels der Oszillationen beriicksichtigt wer-
den. Dazu definieren wir die Schétzer v, und 7, analog zu p;, und p,. Alle erarbeiteten
Resultate fiir py, p, bleiben dabei giiltig fiir vy, 7. Details sind dem Leser {iberlassen.

Korollar 5.12. Definiere ﬁg = V? + OSC%, wobei in vy die exakten Daten ug durch ugg =
Phug, mit Py : HY2(T) — SUTL) ist H'/?-stabile Projektion, ersetzt werden. Weiters
definiere ﬁg = 1/52 + W%, wobei in vy die exakten Daten ug durch ugg := Jguo, mit dem
Secott-Zhang Operator Iy : L*(I') — SUT}), ersetzt werden. Dann bleibt Satz 5.6 (Zu-
verldssigkeit), Lemma 5.8 (Schitzerreduktion), und Satz 5.9 (Konvergenz) giiltig, falls py

durch vy oder Uy ersetzt wird. [l

Unterschiedliche Triangulierungen am Rand

Es sei 7ZQ|F # ’7?. Wir bemerken, dass die Zuverldssigkeit des Residualschétzers mit oder
ohne Datenapproximation giiltig bleibt. Zu beachten ist nur, dass ‘335 nach Sq(Tgﬂ\p) ab-
bildet, also ug e = ‘Bguo € Sq(7?2|p) gilt. Probleme bereiten inverse Abschitzungen im
Beweis von Lemma 5.8. In Schritt 3 vom Beweis von Lemma 5.8 wird zur Abschétzung von

(2)

Py, eine inverse Ungleichung der Form

Z ’T‘l/(dil)HVFWHH%Q(T) < CianUZJrIH?rp/Q(F)

r
TeT)

fiir vpyy € Sq(ns_?_l‘r) beniitzt. Fiir 7,1, | # 7?}-1’1“ kann so eine Ungleichung im Allgemeinen
nicht mit einer f-unabhéngigen Konstante Cjy,, gelten.

Nichtlinearer Fall

Zum Schluss dieses Abschnitts behandeln wir den Fall, dass 2 nichtlinear ist. Im Allgemei-
nen kann der Beweis von Satz 5.9 nicht durchgehen, da die Skalierungsargumente, z.B. in
Schritt 1 des Beweises von Satz 5.9, fiir nichtlineares 2l nicht giiltig sind. Besitzt 2 die spe-
zielle Gestalt (AVu)(x) = A(Vu(x)), so gilt zumindest, dass AVuy|r konstant auf jedem
Element T € 7 ist, falls u, € S'(7,?). Daher ist also divye AVu, =0 fiir alle u, € SY(TS)
und der Beweis von Satz 5.9 bleibt fiir diesen Spezialfall giiltig.
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

5.3 ZZ-Schatzer

In diesem Abschnitt analysieren wir den ZZ-Schétzer, der aufgrund der simplen Imple-
mentierung in der Praxis sehr beliebt ist. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall nied-
rigster Ordnung, d.h. wir betrachten die diskreten Riume H, := SU(7f*) x PP(T}]) mit
q = 1,p = 0. Grundsitzlich folgen alle vorgestellten Resultate aus den bekannten Arbeiten
zur FEM [Rod94, ZZ87] bzw. auch [CB02, BC02, Car04] und BEM [FFKP14, FFH'14].

Im Gegensatz zu Abschnitt 5.2 setzen wir nun nicht voraus, dass 7? = 7ZQ|F gilt. Ein
weiterer Vorteil ist, dass in der Definition des Schétzers weder die Daten f,ug, ¢g noch 2
explizit vorkommen. Man beachte auch, dass der ZZ-Schétzer keine zusétzlichen Annahmen
an die Glattheit der Daten oder an 2 benotigt. Zur Definition des ZZ-Schétzers bendtigen
wir noch verschiedene Glittungsoperatoren. Es bezeichne mit € : L*(Q) — SY(7,2)¢ den
Clément Operator, welcher iiber

1
Clu(z) = / ( )vdm fiir alle z € N}
we(z

 we(2)]

definiert ist. Mit €} : L2(T)? — SYT/r)? bezeichnen wir analog dazu den Clément
Operator fiir L?(I")?-Funktionen, d.h.

1

) = AT

/ vdl, fiir alle z € NJ'NT.
we(z)Nl

Die Integrale sind jeweils komponentenweise zu verstehen. Wir benétigen noch einen dritten
Operator D, : L*(T') — PY(T}) welcher mégliche Spriinge des Normalenvektors beriick-
sichtigt. Wir halten uns hierbei an [FFH'14, Abschnitt 4.4]. Sei z € N} ein Knoten der
Triangulierung ’7? mit zugehdrigem Patch w£ (z) =T1U---UT,,. Falls der Normalenvektor
n am Knoten z € ./\/'gF nicht springt, definiere

1
De(z) = Fi/ Y dlg.
jwp (2) Jur (2)
Falls n an z € J\/ZF springt, finde nicht-leere Mengen C1, -+, Cy,, mit m, < n, und n|c;
ist konstant fiir alle j = 1,...,m,. Fir j =1,...,m, definieren wir dann

1
@lle, () = 7 /C s

Fiir eine simple Implementierung kann man fiir die Mengen C einfach die Elemente des
Knotenpatches w} (z) verwenden.
Wir betrachten wiederum das Problem

(Bu,v)=F(v) firalleveH, (5.36)
mit zugehoriger diskreter Formulierung

(Buy, vy) = F(vy) fiir alle vy € Hy. (5.37)
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Fiir gegebene Losung uy = (ug, ¢y) € Hy von (5.37) definieren wir den ZZ-Schitzer

7= m(TE +n(TE) +n(TE)? = Y n(@P+ ) m(E? + Y n(T)’

TeTS EeT|r TeTr
mit den lokalen Fehlerindikatoren
7o(T)” = |[(1 = &) Vael[72 fiir T € TS, (5.38a)
7o(B)? = |E|YI) (1 - €))Vrug|fa  fiir E € T, (5.38h)
7o(T)* = T)7 D)1 = Do)l fiir T € T7T. (5.38¢)

Im Fall d = 2 entspricht V(-) der Bogenlingenableitung (-)" und Q:E ist dann der Standard
Clément Operator.

Bemerkung 5.13. Fiir Probleme aus der Elastostatik, vgl. Kapitel 4, ldsst sich der ZZ-
Schitzer analog definieren, indem fir jede Komponente der Lésung den ZZ-Schitzer defi-
niert. Die vorgestellten Resultate, d.h. Effizienz und Zuverldssigkeit, behalten ihre Giiltig-
keit.

Mit einer zusétzlichen Annahme, der sogenannten Saturationsannahme, kann man Zu-
verldssigkeit des Schétzers zeigen.

Satz 5.14 (Zuverlissigkeit des ZZ-Schitzers). Sei 729 die uniforme Verfeinerung der Tri-
angulierung 7'5Q und sei ’EF die uniforme Verfeinerung der Triangulierung ’7?. Bezeichne
mit we = (ug, dg) € Hy bzw. mit w = (g, dp) € SHT?) x PU(TE) die entsprechenden
Galerkin-Ldosungen von (5.37). Es gilt

lwe — gl < érze%n. (5.39)
Unter der Saturationsannahme

lw = well < Fsatllw — el 2 (5.40)

fir eine L-unabhdingige Kontraktionskonstante 0 < kgat < 1 folgt Zuverldssigkeit

w — |l < CZ2r. (5.41)
Die Konstante 5’?6% > 0 hdngt dabei nur von 2, dem Operator %, der v-Formregularitit von
7}9 und 7?, und allen maoglichen Patchformen in 7}9 und ’7? ab. Die Konstante Crze% >0
hingt zusdtzlich von ke ab.

Beweis. Die Losung u, ist die Quasi-Bestapproximation von wu, mit

llwe — |l < Cega min g — Dell3,
D SH T XPOUTE)
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

wobei Ccgy > 0 die Quasi-Bestapproximationskonstante ist, welche nur von 2 und dem
Operator B abhingt, vgl. Kapitel 3. Es sei J, : L*(Q) — 81(7;9) der Scott-Zhang Ope-
rator und 7, : L?(T') — PO(T}) die L?-Orthogonalprojektion. Wir wihlen in der Quasi-
Bestapproximationsabschitzung v, = (Jeug, 7r¢¢) und folgern mit der Norméquivalenz
I Dy = IV Oll gy + - sy

e = el < Coea (101 = JeDuell oy + 11 = 7o)l 2y )
S IV = Fouellpzy + 10 = Touell o) + 10 = 7)ell 2y (5.42)

Wir schétzen nun die Terme auf der rechten Seite ab.
Schritt 1. Wir zeigen

IV = Jo)uell g2y S N = 7)) Vel 2y S 11 = €F) Vel g2y (5.43)

mit der (komponentenweise) L?(Q)-Orthogonalprojektion 7§ : L*(Q)¢ — PO(T )4, indem
wir diese Abschitzungen lokal beweisen. Dazu sei T € 729 mit zugehorigem Elementpatch

we(T).
Wir zeigen zuerst, dass

Ar(ug) == V(1= Jo)uell 2y S Aa(ue) =11 = 7)Vauell 2, () (5.44)

giiltig ist. Da beide Terme in (5.44) Seminormen definieren, brauchen wir nur zu zeigen, dass
ker(Asz) C ker(A;) gilt. Aus einem Skalierungsargument folgt, dass die Konstante in (5.44)
nur von der Form des Patches abhiingt. Sei also v, € SY(T) und (1 — #)Voy|p = 0 fiir
alle T € TS mit T C (7). Daraus schliefen wir Vgl () ist konstant und daher ist v
affin auf &y(T). Aus der Definition und Projektionseigenschaft von J, folgt jgvg]T = vyl
und somit (5.44).

Als Nichstes zeigen wir

As(ug) = [|(1 = 7)Y Vgl 2y S Aa(ug) = ||(1 = €F) Vgl 120, (1)) (5.45)

fiir alle Elemente T € T mit Patch wy(T) Mit der gleichen Argumentation wie zuvor
brauchen wir also nur ker(A4) C ker(Asz) zu beweisen. Da fiir v, € SY(7,?) der Gradient
Vu, konstant auf allen Elementen in w(7') ist, folgt aus V|, ) = Q?VUAW(T) und
der Stetigkeit von Q?va, dass Vuy konstant auf wy(7') ist. Bezeichne mit T e 7;9 mit
T C T’ das Vaterelement von T € 7. Da T C wy(T) folgt #*Vuy|ls = Vug|; und somit
auch (5.45).
Aus (5.44)—(5.45) folgt (5.43) durch Bilden der £2-Summe iiber alle Elemente.

Schritt 2. Es gilt

(1 — 33)“5”%1/2@) S Z B D)1 - ﬁf)vFUZH%Q(E)
EE'TZQ\F

S D BN - &) ViuglFa (5.46)
EeT|r
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Die erste Abschitzung folgt dabei aus [Karl2, Satz 3.26] und [AFK'13, Proposition §].
Die zweite Abschitzung wird wie in [FFKP14, Satz 1] (d = 2) bzw. [FFH'14, Satz 63]
(d = 2,3) bewiesen.

Schritt 3. Es gilt

(1 — ﬁe)¢z||§{71/z(p) < Z AR IC = T0)bel| 22 (ry
TeTf

S DTV = D) el 72 - (5.47)
TeT)

Die erste Abschitzung folgt direkt aus der Approximationseigenschaft des Operators 7,
vgl. [FFH*14, Lemma 22] mit r = 1/2, s = 0, und p = 0, als auch (1 —7,)¢y = (1 — 7)%¢y.
Die zweite Abschéitzung wird wie in [FFKP14, Satz 5| (d = 2) und [FFHT 14, Satz 63]
(d = 2,3) bewiesen.

Setzen wir alle bisherigen Abschétzungen zusammen, so erhalten wir (5.39).

Es bleibt noch Zuverléssigkeit (5.41) unter der Saturationsannahme (5.40) zu zeigen. Mit
der Dreiecksungleichung und (5.39)—(5.40) folgt

[ — w3 < Fsat | — Bl < Fsa(l|w — Bellae+[|e — wellze) < ksar (w0 — wellp+C%ry),

und daraus weiters

Rsat

HU’_U’ZH'H < Cre17-€7

sa

womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Fiir den ZZ-Schétzer 1, liasst sich Effizienz bis auf Terme hoherer Ordnung zeigen. Im
Gegensatz zur Zuverléssigkeit hingt die Effizienz von keiner Saturationsannahme ab.

Satz 5.15 (Effizienz des ZZ-Schitzers). Sei uy € Hy die Galerkin-Lisung von (5.37) und
u € ‘H die Lésung von (5.36). Dann gilt

ngCZZ(u—Ug 3+ min u— vl gy + min || — / ) 5.48
(I —lot i vt i o= telsg)- (549

Die Konstante CeZﬂ? > 0 dabei nur von ), der v-Formregularitit von 729 und ’UF, und allen
mdoglichen Patchformen in 729 und ’7?1 ab.

Beweis. Wir schétzen die drei Terme von 7y separat ab.
Schritt 1. Es gilt

(TS <Slu—u + min uU—v . 5.49
(T S =l + | min vl (5.9

Dazu zeigen wir zuerst

(1 =€) Vuell 2y S (1= J0) Vel 2y fiir alle T € T (5.50)
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5 Adaptive FEM-BEM Kopplungen

mit J, : L*(Q) — SHTM)? ist der (komponentenweise) Scott-Zhang Operator. Da bei-
de Terme in (5.50) Seminormen bilden, gehen wir wie im Beweis von Satz 5.14 vor. Sei
v € 81(729). Aus Vog|pr = JVue|pr fiir T" C wy(T) und der Stetigkeit von J, folgern wir
Vgl (7) ist konstant. Daher gilt Q:?VUAT = Vuy|r. Aus einem Skalierungsargument schlie-
Ben wir, dass die Konstante in (5.50) unabhingig von 7T ist. Durch Bilden der ¢?-Summe
von (5.50) erhalten wir weiter

11 = €R)Vuell 20y S (1= 3e) Vel 2
und mit der Projektionseigenschaft und der L?()-Stetigkeit von J, sogar

11 =30 Vel g2y = (1 =30)(Vue = o)l o) S 1Vee = Yoll 2oy

fiir alle ¥, € SY(T*)?. Zusammen mit der Dreiecksungleichung folgt dann (5.49).
Schritt 2. Es gilt

(T 1) S llu = well ooy + . U, [l = vell gz ry- (5.51)
4 ¢ IT

Der Beweis funktioniert mit den gleichen Argumenten wie in Schritt 1. Fiir Details sei
auf [FFKP14, Satz 3] (d = 2) bzw. [FFH" 14, Satz 64] (d = 2,3) verwiesen.
Schritt 3. Es gilt

7(T8) S Mo — bell g2y + . Effgllil(ﬂTF) 16 — Vel g-172(r)- (5.52)
L i

Die Aussage findet sich in [FFKP14, Satz 7| (d = 2) bzw. [FFH'14, Satz 62] (d = 2, 3).
Zusammensetzen aller Schritte und Ausniitzen von

min U — Vgl gi/2py = min  ||vo(w — ve)|| g1z
weS?(Tﬁ\p)ncl(r)H 172y ngSQ(TlQ)ﬂCl(Q)H ( N2y
S min _flu — vl g0,
v ES2(T2)NCI Q)

schlieit den Beweis ab. O

Bemerkung 5.16. Bei der NVB Verfeinerungsstrategie entstehen nur endlich viele ver-
schiedene Patchformen. U

Fiir die Beriicksichtigung der Datenapproximationen definieren wir wieder uw, € H, als
die diskrete Losung des gestorten Problems

(Buy, vy) = Fy(vy) fiir alle vy € Hy (5.53)

mit Fy definiert wie in (5.11)-(5.12), d.h. bei Fy wird das Datum ug durch ugy := ‘Bguo
ersetzt, wobei P : HY/2(T') — SY(T 1) ein H'/?-stabiler Projektionsoperator ist.

Satz 5.17. Sei 1y definiert wie in (5.38), wobei wy nun die Losung von (5.53) ist. Definiere

77 =1} + osc. (5.54)
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Dann existiert eine Konstante CeZﬂ? > 0 mit

T < C(?i{z(Hu—ugHH—i-oscri- min flu — vl g1
0 ES2(TL)NC (1) (5.55)

4+ min — - )
Wesl(ﬁp)w bell gr-1/2(ry

Sei 729 die uniforme Verfeinerung von 7?) und 7? die uniforme Verfeinerung von 7;1“.
Ferner seien iy € H und @y € Hy := SH T xPO(T)) die Galerkin-Lésungen des gestorten
Problems (5.53) in den Unterrdumen H und Hy. Es gelte

[ty — wel|3 < Ksatl|te — |3
mit einer Konstanten 0 < kgat < 1. Dann ist 7, zuverldssig,
[ — s < CHi7 (5.56)

Die Konstanten CgiTZ,CI?e% hingen dabei nur von 2, der ~y-Formregularitit von 7}9 und
7?, und allen mdoglichen Patchformen in 729 und ’7? ab. Die Konstante Crze% hingt noch

zusdtzlich vom Operator B und von der Konstante ken aus der Saturationsannahme ab. [
Man kann die Oszillationen osc, durch 0s¢, ersetzen.

Korollar 5.18. Definiere ?% = 7'52 —{—W%. Dann bleiben die Aussagen von Satz 5.17 giiltig,
falls 7y durch Ty und oscy durch 0sC; ersetzt wird. O

Fiir die numerischen Experimente verwenden wir 7! := 7,|r und definieren den zu 7¢
dquivalenten Schiitzer p? := ZTEEQ $2(T) mit

p7(T) = ||(1 = €)VuelFoipy + \T!“d(uu — &) Vrull72¢ary + (1 - ©z>¢zui2(m)-

Aquivalenz 7, ~ pu, folgt dabei aus der ~-Formregularitéit von 7'59.

Korollar 5.19. Definiere i2 := u2 + osc; und [y := us + 0scs. Satz 5.17 bleibt giiltig falls
entweder T; durch [y oder Ty durch T, und oscy durch G5Cy ersetzt wird. ]

5.4 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt stellen wir numerische Experimente fiir d = 2 als auch fiir d = 3 vor.
Diese Experimente dienen auf der einen Seite zum Vergleich zwischen den drei verschiedenen
FEM-BEM Kopplungen, auf der anderen Seite zum Vergleich zwischen uniformen und
adaptiven Strategien. Speziell werden wir die Vorteile von adaptiven Verfahren gegeniiber
uniformen herausarbeiten.

Der adaptive Algorithmus 5.1 mit § < 1 wird entweder mit dem Residualschétzer aus
Abschnitt 5.2 oder mit dem ZZ-Schétzer aus Abschnitt 5.3 gesteuert. Die Strategie mit
uniformer Netzverfeinerung entspricht dabei § = 1. In allen Beispielen gilt ’7? = EQ]F.
Die Menge der markierten Elemente wird von minimaler Kardinalitit gewahlt. Fiir d = 2
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verwenden wir die im Programmpaket HILBERT [AEFT13] bereitgestellten Netzverfeine-
rungsroutinen. Im Falle d = 3 beniitzen wir jene aus der Arbeit [Kem12]. Zum Losen der
auftretenden linearen Gleichungssystem kommt der MATLAB Backslash-Operator (d = 2)
bzw. der vorkonditionierte GMRES Algorithmus 7.2 mit 7 = 107° (d = 3) zum Einsatz.
Als Vorkonditionierer wihlen wir einen Additiv-Schwarz Vorkonditionierer. An dieser Stelle
sei auf Kapitel 7 verwiesen, wo das Thema Vorkonditionierung von adaptiven FEM-BEM
Kopplungen ausfiihrlich behandelt wird. Bei etwaigen vorkommenden Stabilisierungster-
men setzen wir immer £ := 1 € PP (’UF). Grundlegende Details zur Implementierung von
FEM-BEM Kopplungen finden sich in Abschnitt 3.6.1 und zur Netzverfeinerung in Ab-
schnitt 2.5. Um in den Experimenten zwischen den verschiedenen Kopplungen unterschei-
den zu kénnen, wihlen wir die Kurzschreibweise SYM fiir die symmetrische Kopplung, JN
fiir die Johnson-Nédélec Kopplung, und BMC' fiir die Bielak-MacCamy Kopplung.

Ist die exakte Losung u = (u,¢) € H bekannt, so schitzen wir den Galerkin-Fehler
lw — welly = |lw—well 1) + 16 = dell gr-1/2(r) @b, da [|¢ — el y-1/2(ry nicht-lokal ist und
daher im Allgemeinen nur schwer zu berechnen ist. Die Quasi-Optimalitit der symmetri-
schen Kopplung (3.48), der Johnson-Nédélec Kopplung (3.61) als auch der Bielak-MacCamy
Kopplung (3.77) und die Bestapproximationseigenschaften der L2-Projektion implizieren

u—ug|ly Sllu—wlgig) + min - _
| ellae S ol wgem(nf)qu Vel g-172(r)

1/2
N WHH1(Q) -+ Hh/ (¢ — (bg)HLz(p) =: err? -+ errg =: erry.

Fiir die Bielak-MacCamy Kopplung gilt u®* = i]qb, wéihrend bei der symmetrischen und
Johnson-Nédélec Kopplung ¢ die d&uflere Normalenableitung ist. Da bei bekannter Losung
(u, u®*) die Dichte ¢ = Q]_lwg"tue’(t im Allgemeinen nicht explizit bekannt ist, ersetzen
wir bei der Bielak-MacCamy Kopplung den Term err} durch err} := ||h;/ Q(Wf“ue"t — (R -
%)WH r2(r)- Dies ist motiviert durch den Zusammenhang ’yf"tiw =8 - %)(b, welcher aus
den Eigenschaften der Randintegraloperatoren folgt. Man beachte, dass der Term errg nicht
mehr unbedingt eine obere Abschitzung des BEM-Fehlers sein muss. Der Vorteil ist aber,
dass sich die Terme err? fiir die verschiedenen Kopplungen vergleichen lassen.

Wir betrachten die Unterrdume H, := Sq(ﬁﬂ) xPP(TH)mitg=1,p=0bzw.q=2,p=
1 fir d =2 und ¢ = 1,p = 0 fiir d = 3. Fiir die Fehler im FEM-Teil und BEM-Teil erwartet
man sich

lu = el g1y = O((M?) ™), ¢ = dell gr-1r20y = O((M")7P)

mit M? = #T79% MY = #TT. Fiir den FEM-Teil ist die optimale Rate a = ¢/d, fiir den
BEM-Teil 8 = (p+3/2)/(d —1). Ublicherweise fiihren Methoden mit uniformer Netzverfei-
nerung bei vorhandenen Singularititen in der Losung (u, ¢) bzw. in den Daten (f, g, ¢o)
auf suboptimale Raten, wihrend adaptive Methoden die optimalen Raten wiederherstellen.
In manchen der folgenden Konvergenzabbildungen sind Hilfslinien (strichlierte schwarze Li-
nien) mit zugehorigen Rate o, f zur Orientierung eingezeichnet. An dieser Stelle sei noch
auf die Arbeit [MPW14] verwiesen, in der quasi-optimale Konvergenzraten fiir den BEM-
Fehler [|¢ — ¢¢l| -1 /2(ry bei der symmetrischen Kopplung gezeigt werden.

Neben den Fehlerschéitzern und Fehlergrofien err?,err? plotten wir auch die benétigte
Rechenzeit ty. Dabei verwenden wir fiir das uniforme und adaptive Verfahren verschiedene
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Zeitmessungsmethoden: Beim adaptiven Verfahren entspricht ¢, der Zeit, die seit dem Start
des Algorithmus bis (einschliefllich) des ¢-ten Schrittes im Algorithmus vergangen ist, d.h.
ty ist die Summe aller t;_1 mit ¢y := —1 plus der Zeit die im f-ten Schritt bendtigt
wurde. Beim uniformen Verfahren ist ¢, die Zeit, die fiir ~-maliges uniformes Verfeinern der
Starttriangulierung benotigt wurde plus der Zeit die zum Aufbau und Losen des Galerkin-
Systems in Anspruch genommen wurde.

5.4.1 Lineares Problem auf L-formigen Gebiet in 2D

Sei 2 ein L-formiges Gebiet mit der in Abbildung 3.1 skizzierten Starttriangulierung 7'09.
Sei 2l = Id. Wir schreiben die exakte Losung

u(w,y) =r*Pcos(2/3p)  (z,y) €Q,

ext _1 x—i_y_% ext _ w2\
u(z,y) = Em (z,y) € Q% =R*\Q
vor, wobei (r,¢) die Polarkoordinaten von (z,y) € € sind. Wir bemerken, dass u an der
einspringenden Ecke (z,y) = (0,0) singulér ist.

Zur Datenapproximation verwenden wir den Scott-Zhang Operator, d.h. ugy := SEUO €
SU(T}). Den adaptiven Algorithmus 5.1 steuern wir mit = % und entweder dem gewich-
teten Residualschétzer vy oder dem ZZ-Schétzer 7.

In Abbildung 5.1 sind die Ergebnisse fiir die nicht-stabilisierte symmetrische Kopplung
mit ¢ = 1,p = 0 geplottet. Dabei vergleichen wir die Fehlergrofien err? mit Vg(nﬂ) und
errg mit Vg(’EF ) und osc; auf adaptiv und uniform erzeugten Gittern. Analog dazu sind
die Ergebnisse fiir die nicht-stabilisierte Johnson-Nédélec Kopplung bzw. Bielak-MacCamy
Kopplung in Abbildung 5.2 bzw. Abbildung 5.3 geplottet. In allen drei Féllen ist zu er-
kennen, dass die uniformen Methoden suboptimale Konvergenzraten liefern, wihrend die
adaptiven Methoden die optimalen Raten wiederherstellen. Wie erwartet verhalten sich
der Gesamtfehler erry als auch der Fehlerschitzer 7 mit O((M?)~1/2), da der Fehler im
FEM-Teil dominiert und annihernd M ~ (M")? gilt. Ein weiterer Vorteil von adaptiven
Methoden ist ersichtlich, wenn man, wie in Abbildung 5.4, den Fehler err; gegen die Re-
chenzeit ¢ auftrigt. Nach einer praasymptotischen Phase, bedingt durch den Mehraufwand
des adaptiven Algorithmus, wird der Fehler bei den adaptiven Verfahren deutlich kleiner.
Aus Abbildung 5.4 sieht man auch, dass die nicht-stabilisierte Bielak-MacCamy Kopplung
auf uniformen als auch auch auf adaptiv generierten Gittern viel mehr Zeit benotigt als
die anderen beiden Kopplungen. Durch Stabilisierung kann man dies aber verhindern. In
Abbildung 5.5 sind die Rechenzeiten fiir die gleiche Konfiguration wie in Abbildung 5.4,
nun aber mit stabilisierten Systemmatrizen, geplottet. Fiir die adaptive Bielak-MacCamy
Kopplung erhélt man dann Rechenzeiten, die sich qualitativ als auch quantitativ wie die
der Johnson-Nédélec Kopplung verhalten.

Als néchsten Punkt untersuchen wir adaptive Kopplungen fiir ¢ = 2,p = 1. In Abbil-
dung 5.6 werden die FehlergroBen err$? mit vy(7,?) und err} mit vy(7}) und osc, fiir die
nicht-stabilisierte Johnson-Nédélec Kopplung verglichen. Bei der adaptiven Methode stellt
sich fiir die GroBen, welche iiber die Anzahl der Volumselemente M*? geplottet werden, eine
Rate von o = 1 ein und fiir die GréBen, welche iiber die Anzahl der Randelemente M"
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geplottet werden, eine Rate von § = 5/2. Im Gegensatz dazu, sind die Raten bei der uni-
formen Methode, o = 1/3, f = 2/3, ident mit den entsprechenden im Fall ¢ = 1,p = 0. Fiir
Methoden mit Ansatz-/Testfunktionen mit htheren Polynomgraden ¢ > 1,p > 0 ist also der
Unterschied zwischen uniformen und adaptiven Verfahren noch gréfler als fiir ¢ = 1,p = 0.
Wir bemerken, dass sich der Gesamtfehler err, und der Fehlerschitzer v, wie O((M?)®)
mit o = 1 verhalten. Der Fehler aus dem FEM-Teil ist daher wieder dominant. Inter-
essant ist auch der Vergleich der Rechenzeiten zwischen den adaptiven, nicht-stabilisierten
Kopplungen fiir ¢ = 1,p = 0 und ¢ = 2,p = 1 in Abbildung 5.7. Durch die héhere Konver-
genzordnung sind die Fehler fiir die Kopplungen bei gleicher Rechenzeit im Fall g = 2,p =1
deutlich geringer als im Fall g =1,p = 0.

Zuletzt betrachten wir noch den ZZ-Schétzer fiir den Fall ¢ = 1,p = 0. In Abbildung 5.8
vergleichen wir die Fehlergrofien err, fiir die drei adaptiven Kopplungen, wobei der adaptive
Algorithmus 5.1 entweder mit 7, oder 7, gesteuert wurde. Wie man sieht, ist kein grofier
Unterschied zwischen den Fehlern auszumachen. Insbesondere fallen alle Groflen mit der
gleichen Rate. Abbildung 5.9 zeigt dazugehdrige adaptiv erzeugte Gitter.

5.4.2 Nichtlineares Problem auf Z-férmigen Gebiet in 2D

Sei € das in Abbildung 5.10 skizzierte Z-formige Gebiet mit Starttriangulierung 7'09. Wir
wéhlen AVu = x(|Vu|)Vu mit

X(t) == 1+ tanil(t) >0,
2 t=0.

Nach [BFF*14, Bemerkung 4.5 (i)] ist 2 stark monoton (3.37b) mit Monotoniekonstante
Cmon = 1 und Lipschitz-stetig (3.37a) mit Lipschitz-Konstante ¢, = 2.
Wir schreiben die exakte Losung

u(z,y) = r'/Tsin(4/7p) (z,y) € Q,
x+y+%
(@+5)2+y+5)

u™(z,y) = (z,y) € R*\Q

vor und berechnen daraus die Daten f,ug, ¢o. Hier bezeichnen (r, ) die Polarkoordinaten
von (z,y) € Q. Man beachte, dass die Funktion w singuldr im Ursprung (z,y) = (0,0) ist.

In Abbildung 5.11 werden die Fehlergréfien mit dem Residualschétzer fiir die nicht-
stabilisierte Johnson-Nédélec Kopplung mit ¢ = 1,p = 0 auf adaptiven und uniformen
Gittern verglichen. Der adaptive Algorithmus wird mit 7, und 0 = % gesteuert. Zur Da-
tenapproximation verwenden wir den nodalen Interpolanten J} : H'(I') — S!(7,1). Das
uniforme Verfahren fiihrt fiir den Gesamtfehler auf err, = O((M?)™) mit o = 2/7 und ist
daher nicht optimal, wihrend das adaptive Verfahren die optimale Rate a = 1/2 wieder-
herstellt. Die Fehlerschétzer zeigen die gleichen Konvergenzraten.

Zuletzt bemerken wir noch, dass die Ergebnisse fiir die symmetrische Kopplung und die
Bielak-MacCamy Kopplung dazu vergleichbar sind und daher nicht niher darauf eingegan-
gen wird.
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Abbildung 5.1: Vergleich von Fehler und Residualschétzer v, fiir die nicht-stabilisierte
symmetrische Kopplung aus dem Experiment aus Abschnitt 5.4.1 mit
q = 1,p = 0 auf adaptiv und uniform generierten Gittern. Im oberen Bild
sind die FehlergroBe erry und v, (7 ?) iiber der Anzahl der Volumselemente
M* aufgetragen, im unteren Bild sind errg, I/g(nr), als auch oscy iiber die
Anzahl der Randelemente MT aufgetragen.
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und Residualschitzer 7, fiir die nicht-stabilisierte

Johnson-Nédélec Kopplung aus dem Experiment aus Abschnitt 5.4.1 mit

g = 1,p = 0 auf adap

tiv und uniform generierten Gittern. Im oberen Bild

sind die FehlergroBe erry und v, (7 ?) iiber der Anzahl der Volumselemente
M* aufgetragen, im unteren Bild sind err?, I/g(nr), als auch oscy iiber die

Anzahl der Randelem
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Abbildung 5.3: Vergleich von Fehler und Residualschétzer v, fiir die nicht-stabilisierte
Bielak-MacCamy Kopplung aus dem Experiment aus Abschnitt 5.4.1 mit
q = 1,p = 0 auf adaptiv und uniform generierten Gittern. Im oberen Bild
sind die FehlergroBe erry und v, (7 ?) iiber der Anzahl der Volumselemente
M* aufgetragen, im unteren Bild sind err? und l/g(nr) iiber die Anzahl der
Randelemente M aufgetragen.
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Abbildung 5.4: Fehlergrofle erry gegen Rechenzeit t, fiir die nicht-stabilisierten FEM-BEM
Kopplungen zu dem Experiment aus Abschnitt 5.4.1 mit ¢ = 1,p = 0 auf
uniform und adaptiv generierten Gittern; der adaptive Algorithmus wird
mit vy gesteuert.
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Abbildung 5.5: Fehlergrofie erry gegen Rechenzeit ty fiir die stabilisierten FEM-BEM Kopp-
lungen zu dem Experiment aus Abschnitt 5.4.1 mit ¢ = 1,p = 0 auf uni-
form und adaptiv generierten Gittern; der adaptive Algorithmus wird mit
vy gesteuert.
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Abbildung 5.6: Vergleich von Fehler und Residualschétzer v, fiir die nicht-stabilisierte
Johnson-Nédélec Kopplung aus dem Experiment aus Abschnitt 5.4.1 mit
q = 2,p = 1 auf adaptiv und uniform generierten Gittern. Im oberen Bild
sind die FehlergroBe erry und v, (7 ?) iiber der Anzahl der Volumselemente
M* aufgetragen, im unteren Bild sind errg, I/g(nr), als auch oscy iiber die

Anzahl der Randelemente MT aufgetragen.
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Abbildung 5.7: Vergleich der Fehlergrofien errp, der nicht-stabilisierten, adaptiven Kopp-
lungen fiir ¢ = 1,p = 0 und ¢ = 2,p = 1 iiber den Rechenzeiten ¢ fiir
das Experiment aus Abschnitt 5.4.1; der adaptive Algorithmus 5.1 wurde
jeweils mit vy gesteuert.
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Abbildung 5.8: Vergleich zwischen den Fehlergroflen err, fiir die adaptiven Kopplungen
mit ¢ = 1,p = 0 fiir das Experiment aus Abschnitt 5.4.1; der adaptive
Algorithmus 5.1 wurde mit dem Residualschétzer v, oder dem ZZ-Schétzer
Ty gesteuert.
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Abbildung 5.9: Adaptiv erzeugte Netze T2, 7o, Ta2 fiir das Experiment aus Ab-
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schnitt 5.4.1; hier wurde die nicht-stabilisierte symmetrische Kopplung be-
nutzt. Die obere Zeile zeigt die Netze, welche vom adaptiven Algorithmus
mit dem Residualschétzer vy erzeugt wurden, die untere Zeile zeigt die Net-
ze, welche vom adaptiven Algorithmus mit dem ZZ-Schétzer 7, erzeugt
wurden.
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Abbildung 5.10: Z-férmiges Gebiet und Starttriangulierung 769 mit M? = #7}? = 14
und M' = #%F = #76Q|p = 10. Die roten Punkte markieren die Kno-

ten der Starttriangulierung, wihrend die roten Linien die Referenzkanten
kennzeichnen.
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Abbildung 5.11: Vergleich von Fehler und Residualschéitzer vy fiir die nicht-stabilisierte
Johnson-Nédélec Kopplung aus dem Experiment aus Abschnitt 5.4.2 mit
q = 1,p = 0 auf adaptiv und uniform generierten Gittern. Im oberen Bild
sind die FehlergroBe errf? und v,(7?) iiber der Anzahl der Volumselemente
M* aufgetragen, im unteren Bild sind errg, l/g(nr), als auch oscy iiber die
Anzahl der Randelemente MT aufgetragen.

110



5.4 Numerische Experimente

Abbildung 5.12: Starttriangulierung 74 des L-Blocks Q = (—1,1)%\[0,1)2x(0, 1) mit Mg’ =
288 Volumselementen und ZV[OF = 84 Randelementen.
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Abbildung 5.13: Vergleich von Fehler und Residualschéitzer 7, fiir die Johnson-Nédélec
Kopplung aus dem Experiment aus Abschnitt 5.4.3 mit ¢ = 1,p = 0 auf
adaptiv und uniform generierten Gittern. Im oberen Bild sind die Fehler-
grofle err%2 und die Volumsterme V? aufgetragen, im unteren Bild sind

errg, V;, und o5¢, iiber die Anzahl der Randelemente MT aufgetragen.
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Abbildung 5.14: ZZ-Fehlerschitzer fiir die drei adaptiven Kopplungen fiir das Experiment
aus Abschnitt 5.4.3 iiber der Anzahl der Randelemente M*; es werden
die Volumsterme u? mit den Randtermen plus Oszillationen ,ug + 0sCy
verglichen.
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Abbildung 5.15: Adaptiv erzeugte Netze 7‘19,7%9,7'1%7'1% fir das Experiment aus Ab-
schnitt 5.4.1 mit der Johnson-Nédélec Kopplung; der adaptive Algorith-
mus 5.1 wurde mit dem Residualschétzer 7, gesteuert.
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Abbildung 5.16: Adaptiv erzeugte Netze T3’ T,%, T, Top fiir das Experiment aus Ab-
schnitt 5.4.1 mit der Johnson-Nédélec Kopplung; der adaptive Algorith-
mus 5.1 wurde mit dem ZZ-Schitzer i, gesteuert.
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5.4.3 Lineares Problem auf L-Block in 3D

Sei Q = (—1,1)2\[0,1)? x (0,1) ein L-Block mit in Abbildung 5.12 skizzierter Starttrian-
gulierung 7 des Randes I' = 9. Als Losung betrachten wir

u(z,y, 2) = r*/% cos(2/3p) (z,y,2) € Q,

1 1 (z,y,2) € R3\Q,
TS+ VI + (y+ V22 + (2~ 1)

ueXt(x,y, z) =

wobei (r, ¢, z) die Zylinderkoordinaten von (x,vy, z) € Q sind. Aus u, u®™* werden die Daten
f,u0, ¢o bestimmt. Man beachte, dass die Funktion u singulér an den Punkten (0,0, z) mit
z € (0,1) ist.

Zur Datenapproximation verwenden wir durchgehend den Scott-Zhang Operator. Der
adaptive Algorithmus wird mit § = % gesteuert. Des weiteren betrachten wir immer die
stabilisierten Kopplungen, da wir einen iterativen Loser zum Losen verwenden, und die
Stabilisierung simpel zu realisieren ist, vgl. Kapitel 7.

Wir zerlegen die Schitzer in 72 = (v§})? + (v})? + 65¢2 und fi7 = (u$)? + (u})? + o8¢z,
wobei V?, ,u? den Volumsteilen in den Schétzern und V{, ,ug den Randteilen in den Schétzern
entsprechen.

Als Erstes vergleichen wir in Abbildung 5.13 die Ergebnisse zur Johnson-Nédélec Kopp-
lung auf adaptiv und uniform erzeugten Gittern. Der adaptive Algorithmus 5.1 wird mit
dem Residualschitzer 7, gesteuert. Wie auch im Fall d = 2, siehe Abschnitt 5.4.1, fiihrt
die uniforme Strategie zu suboptimalen Raten, wihrend die adaptive Strategie die op-
timalen Raten o = 1/3 wiederherstellt. Wir bemerken, dass man auf isotropen Gittern
grundsétzlich keine bessere Rate als = 1/2 erwarten kann. Insgesamt dominiert wieder
der FEM Fehler, und es ergibt sich err, = O((M?)~) mit o = 1/3.

In Abbildung sind die ZZ-Fehlerschétzer 1, fiir die drei verschiedenen adaptiven Kopp-
lungen iiber der Anzahl der Volumselemente M* geplottet. Man beobachtet, dass zuerst die
Randterme der Fehlerschitzer {iberwiegen und danach die Volumsterme. Insgesamt stellt
sich jedoch eine Rate a = 1/3 fiir den Fehlerschiitzer i, = O((M®)~%) ein. Wir bemerken,
dass sich die Fehler err, analog verhalten.

Abbildung 5.15 und Abbildung 5.16 zeigen adaptiv generierte Netze, wobei die Johnson-
Nédélec Kopplung benutzt wurde und der adaptive Algorithmus mit 7, bzw. 11, gesteuert
wurde.
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Dieses Kapitel behandelt die Vorkonditionierung von BEM Operatoren auf lokal verfeiner-
ten Triangulierungen. Da die Konditionszahlen der Galerkin-Matrizen des hypersinguléren
Operators und des Einfachschichtintegraloperators von der Anzahl der Elemente in der
Triangulierung, als auch vom minimalen Elementdurchmesser h,;, abhéngen, ist es auf lo-
kal verfeinerten Triangulierungen erforderlich optimale Vorkonditionierer zu konstruieren.
Wir verstehen dabei unter Optimalitit, dass die Konditionszahlen der vorkonditionierten
Systeme unabhéingig von der Anzahl der Elemente und der Netzweite sind.

Friithere Arbeiten beinhalten die Diagonalvorkonditionierung [AMT99, GMO06], bei der
sich die Konditionszahlen der vorkonditionierten Matrizen im Wesentlichen wie auf uniform
verfeinerten Gittern verhalten. Andere Vorkonditionierer finden sich in [TSM97, SW98,
TSZ98, Cao02] und Referenzen darin, wobei hauptséichlich quasi-uniforme Triangulierun-
gen betrachtet werden. Die Operatorvorkonditionierung aus [SW98] liefert auch auf ad-
aptiven Gittern optimale Vorkonditionierer. Man braucht aber eine zusétzliche Galerkin-
Matrix eines Randintegraloperators. Dies ist mit Mehraufwand bei der Implementierung
und groflerem Rechen- und Speicherbedarf verbunden.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit Multilevel Additiv-Schwarz Vorkonditionierern,
welche die vom adaptiven Algorithmus generierte Folge von Triangulierungen 7i,..., 7
ausnutzen. Fiir den hypersinguléren Operator wurde solch ein Vorkonditionierer in [AMO03]
fiir partiell verfeinerte Triangulierungen untersucht, wo angenommen wird, dass 7,N7y11 C
Tosi fiir alle £, k € Ny gilt. Das bedeutet, sobald ein Element 7" € 7y nicht verfeinert wird,
bleibt es unverfeinert. In der Praxis ist so eine Annahme nicht erfiillbar. Unsere Analysis
eines lokalen Multilevel Diagonalvorkonditionierers benotigt diese Annahme an die Folge
der Triangulierungen nicht. Die Idee ist prinzipiell, dass man fiir die Vorkonditionierung
nur die neu entstandenen Knoten und deren Nachbarn miteinbezieht. Fiir die FEM in
2D wurden solche lokale Methoden in [WC06, XCH10| untersucht. Die darin enthaltene
Analysis beruht auf einer stabilen Unterraumzerlegung in H!, welche in [WC06] mit Hilfe
einer speziellen Variante des Scott-Zhang Operators [SZ90] gezeigt wurde. Wir benutzen
und erweitern diese Ideen fiir den Sobolevraum H'/2.

Des weiteren behandeln wir in dieser Arbeit nur Randintegraloperatoren fiir Laplace-
Probleme und beschréinken uns auf Galerkin-Diskretisierungen niedrigster Ordnung. Unsere
Ergebnisse sind prinzipiell fiir die Randintegraloperatoren aus der Elastostatik {ibertragbar.

Dariiber hinaus bemerken wir noch, dass in [XCNO09] lokale Multilevel Methoden fiir
durch Bisektion entstandene Triangulierungen untersucht werden. Deren Analysis beruht
auf kompatiblen Bisektionen, welche in unserer Analysis nicht benotigt wird. Insbesondere
erlauben wir eine beliebige Referenzkantenverteilung in der Starttriangulierung, vgl. Ab-
schnitt 2.5.

Der Rest des Kapitels ist wie folgt aufgebaut: Zuerst werden wir in Abschnitt 6.1 kurz
auf die Theorie zu Additiv-Schwarz Operatoren eingehen. In Abschnitt 6.2 betrachten wir
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den hypersingulédren Operator fiir d = 2,3 und definieren den lokalen Multilevel Diago-
nalvorkonditionierer als auch den globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer. Danach
zeigen wir die Optimalitdt des lokalen Vorkonditionierers, wiahrend wir fiir den globalen
Vorkonditionierer zeigen, dass die Konditionszahlen linear von der Anzahl der Triangu-
lierungen abhingen. Dies ist eine Verbesserung des in [Mai09] bewiesenen Resultats zum
globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer fiir den hypersinguldren Operator mit d = 2.
In Abschnitt 6.3 iibertragen wir die Resultate zum hypersinguldren Operator auf den Ein-
fachschichtintegraloperator fiir d = 2. Numerische Experimente in Abschnitt 6.4 belegen
unsere theoretischen Vorhersagen.

6.1 Alligemeine Additiv-Schwarz Theorie

In diesem Abschnitt fassen wir wichtige Resultate aus der Theorie der Additiv-Schwarz
Operatoren zusammen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung verweisen wir auf [TWO05] und
darin enthaltenen Referenzen. Sei X' ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) + und Norm
| - |lx. Weiters sei 9 : X — X* ein symmetrischer, elliptischer, und stetiger Operator.
Dieser definiert daher eine symmetrische und elliptische Bilinearform, und eine dquivalente
Norm auf X mittels

(w, v) == (Mu, v)x, |lulf®:=(u,u) firalleu,v € X.

Seien A, Xy, £ =0,..., L endlich-dimensionale Unterrdume. Es gelte die, nicht notwendi-
gerweise direkte, Zerlegung

L
X=X (6.1)
=0
Fiir jeden Unterraum X definieren wir den Operator P, : X — A} als Projektion auf den
Unterraum Xy beziiglich (-, -), d.h.
(PBov, we) = (v, we) fiir alle wy € Xp.

Der Additiv-Schwarz Operator Pag : X — X, ist definiert als

L
Pas = > _Be. (6.2)
=0

Das folgende Lemma enthélt elementare Eigenschaften des Operators B ag und findet sich
in [GO94, Lemma 2], siche auch [TWO05, Kapitel 2].
Lemma 6.1. Der Operator Pas ist linear, stetig als auch symmetrisch
(Basu, v) = (u, Pagv)  fir alle u,v € X,
und positiv definit
(Basu, u) >0 fir alle u € X\{0}
beziiglich (-, -). O
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6.1 Allgemeine Additiv-Schwarz Theorie

In unserer Analysis bendtigen wir das folgende Resultat. Der erste Teil davon ist auch
bekannt als Lemma von L1ON [Lio88, Wid89, Zha92].

Lemma 6.2. (i) Sei ¢ > 0. Angenommen fir alle v € Zz%zo X, existiert eine Zerleqgung
v = ZLO vy mit vy € Xy fiir die gilt

L
> lwell® < e ol (63)
=0

dann folgt c||v]|* < (Pasv, v) und der kleinste Eigenwert von Pas : Xy — Xj ist nach
unten beschrankt, d.h. Amin(Pas) > c.

(ii) Sei C > 0. Angenommen fir alle v € ZeL:o Xy und alle Zerlegungen v = Zz%zo vy mit
vp € Xy gilt

L
loll* < € llell?, (6.4)
(=0

dann folgt (Basv, v) < C||v||*> und der gréfite Eigenwert von Pas : X, — X, ist nach
oben beschrinkt, d.h. Amax(Pas) < C. ]

Um zu zeigen, dass der maximale Eigenwert von Pag beschrinkt ist, kann auch das
nichste Resultat verwendet werden. Es beruht auf einer Variante der verschdrften Cauchy-
Schwarz Ungleichung. Der Beweis folgt im Wesentlichen den Zeilen von [T'S96, Lemma 2.8]
bzw. den darin angegebenen Referenzen. Da wir eine etwas modifizierte Variante betrach-
ten, geben wir den Beweis der Vollstandigkeit halber mit an.

Lemma 6.3. Seien ./'i,’\o c ... C /i;M geschachtelte und e/r\zdlz’ch—dimensionale Unterrdume
von X. Der Additiv-Schwarz Operator PBas : X — X, C Xy besitze die Darstellung

M
Pag = Z Q. mit QX — X, und (Qmon, War) = (O, Qunr)
m=0

fiir alle Upp, Wy € )/(\M. Angenommen es existieren Konstanten Ccs > 0 und 0 < k < 1, so
dass fir alle 0 < m < M und k <m gilt

0 < (Qm0k, Uk) < Cose™ *||Oel|®  fiir alle B, € X (6.5)
Dann folgt

(Basv, v) < CCcs|v||*  fir alle v € Xy,
Die Konstante C > 0 hdngt nur von 0 < kK < 1 ab.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass (-, -) eine positiv semidefinite und symmetrische
Bilinearform definiert. Daher gilt auch eine Cauchy-Schwarz Ungleichung.
Sei &, : X — A&, die Galerkin-Projektion beziiglich dem Skalarprodukt (-, -), d.h.

~

(v, B) = (v, By)  fiir alle Ty € Xy
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Wir setzen QA§_1 =0. Firve &), C /?M gilt
—~ m o~ o~ —~
&0 = Z(Qﬁk — ®_1)v alsauch &y =w.
k=0

Die Symmetrie der Projektion é\im zeigt

(Quv, (& — B_1)v)

NE

(Qumv, V) = (Quv, Bpo) =
k

Il
=)

(Quv, V)2 (Qu (B, — Bp_1)v, (B, — Gj_q)v)/2,

NE

b
Il
o

wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir (Qpv, w) mit w = (&), — &,_1)v € X},
benutzt haben. Fiir das zweite Skalarprodukt verwenden wir die Voraussetzung (6.5) und
erhalten

(2 (B) — B 1)v, (B — B 1)) < Cosk™ *[|(B — G4_1)0]|?
= Ccslﬁm_k«(@k — @k‘—l)vy v>>.

Mit der Darstellung von g und der Young’schen Ungleichung bekommen wir

M
«‘BASU, U>> = Z«va’ v>>

m=0
o Mo 571 M m
— m—k)/2 o k2R &
< QmZOkZ_OH( Qv v) + = CCSH;)kZ—OE( 2((&), — Bp_1)v, v)

fiir alle § > 0. Es gilt Y pr, k™M ~*)/2 <37 kF/2 = K < co. Durch Andern der Summa-
tionsreihenfolge in der zweiten Summe schlielen wir

-1 M

M
(Qmv, v) + %ccs SN RmRR((&), — Gy, v)
k=0 m=k

«‘BASU, U>> <K

N >

-1 M

(Quv, v) + K%CCS D (B — 1), v)
k=0

IN

K

M= 1M

3
Il
o

-1

(Fasv, o) + KCos’ (o, v},

| NS

=K

wobei die letzte Gleichheit aus der Teleskopreihe und ® mv = v folgt. Wihlt man § > 0
hinreichend klein, so kann man durch Subtraktion den ersten Term auf der rechten Seite
absorbieren und wir erhalten das gewiinschte Resultat. U
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6.2 Hypersingulédrer Operator

6.2 Hypersinguldarer Operator
6.2.1 Modellproblem

Sei 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet mit polygonalem Rand 9. Fiir einfach zusammenhin-
gendes AT CoQund fe H /2 (T") betrachten wir die hypersingulidre Gleichung: Finde
u € HY?(T') mit

(W, v)p = (f, v)p fiir alle v € HY/2(). (6.6)
Fiir T' = 09 und f € H~'/(T") betrachten wir die Gleichung: Finde u € H'/?(T") mit
(W, v)r 4 (u, Vv, D = (f, v)p fiir alle v € HY2(D). (6.7)
Die Bilinearform

(5, v)ap = (W, v)r fir ' C 09,
VT @, o)+ (u, De(u, Dp fiie T = 09

ist symmetrisch, stetig, und elliptisch. Dies folgt aus den Eigenschaften des hypersinguléren
Operators, siehe auch Abschnitt 3.2.1 fiir den Fall I' = 99 und, z.B., [HWO08] fiir den Fall
' € 99Q. Insbesondere sind die Probleme (6.6)—(6.7) nach dem Lemma von Lax-Milgram,
siehe Korollar 3.12, eindeutig l6sbar. Weiters definiert || - ||2; := (-, -)ay eine auf H'2(I)
fquivalente Norm. Wir bemerken, dass HY/2(I') = HY2(T") falls T’ = 9.

Es bezeichne mit 7, mit M, := #7; eine reguldre Triangulierung von I' und X, :=
SY(T;) N HY2(T') ist ein endlich-dimensionaler Unterraum von H'/2(T'). Die Knoten der
Triangulierung 7y, welche nicht auf OT' liegen, bezeichnen wir mit N,. Als Basis wiihlen
wir die Hut-Funktionen {n; }é\le Wir definieren die Galerkin-Matrix W := W* von (-, -)oy
beziiglich X, als

Wi = (g, nj)ow  fiir alle j,k=1,..., Ny := #N,. (6.8)
Die diskrete Formulierung
(ug, voyow = (f , ve)p fiir alle vy € Ay (6.9)
von (6.6) bzw. (6.7) ist #quivalent zur Gleichung: Finde x € RV2 | so dass
Wx =f (6.10)
mit £ := (f, n;)r furalle j=1,..., Ny und uy = Zj\f:‘fl s SUTE
Fiir eine Folge von adaptiv generierten Netzen To,...,7T seilen Xy C --- C Xy die
zugehorigen geschachtelten Rdume. Wir bezeichnen mit 17 die Hutfunktion auf dem /-ten

Gitter zum Knoten z € Ny, d.h. n7(z) = 1 und 7 (z’) = 0 fiir 2’ € N;\{z}. Nach [AMT99,
Satz 4.8] und den Eigenschaften von || - ||oy folgt

17 o = W70 20y = 18 Wy = 120D (6.11)
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

fiir alle T € Ty mit z € T. Die involvierten Konstanten héngen nur von I' und der ~-
Formregularitit von T ab. Hier bezeichnet wy(z) den Patch von z € N/.

Folgendes Lemma gibt Abschétzungen fiir den minimalen und maximalen Eigenwert
der Matrix W = WP an und liefert somit Abschiitzungen fiir die ¢2-Konditionszahl
conda2 (W) = Apax(W)/Amin(W). Der darauf folgende Satz liefert eine Abschitzung der
Konditionszahl der diagonalvorkonditionierten Matrix. Die Ergebnisse sind in [AMT99] zu
finden. Aufgrund von (6.11) sind die Diagonalelemente von W im Falle d = 2 konstant,
und somit bringt eine simple Skalierung mit der Diagonale keinen Vorteil. Sei hpyin e =
minye7, diam(7") die minimale und hpax ¢ = maxpe7, diam(7") die maximale Netzweite
von 7.

Lemma 6.4. Es bezeichne W = WE die Galerkin-Matriz von (-, )y beziiglich Xy,. Fiir
den minimalen und mazimalen Eigenwert gilt die Abschdtzung

Coin M, (1 + [Tog (M hnin, £)]) ™" < Amin(W) (W) < Cii falls d = 2,

< )\max
CQH Mgl/zhmin,L S Amln(w) S Amax(w) S Cr%?athax,L falls d = 3,

min

wobei die Konstanten C=,C2 > 0 nur von T' und der v-Formregularitit von Ty, abhdin-

gen. [

Satz 6.5. Seid = 3. Es bezeichne W = W die Galerkin-Matriz von (-, -)oy beziiglich X,
und sei D die Diagonalmatriz von W, dann gilt

condw (D~'W) < C3, M/,

wobei die Konstante O

diag > 0 nur von I' und der ~v-Formregularitit von Ty, abhingt. [

6.2.2 Multilevel Additiv-Schwarz Vorkonditionierer
Lokaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer

Um einen optimalen Vorkonditionierer zu konstruieren, muss auf die (lokalen) Bereiche, wo
verfeinert worden ist, Riicksicht genommen werden. Dazu definieren wir die Mengen

Ny:=Ny und Nj:= No\N—1 U {z eNpy:nf # 77571} fiir £ > 1, (6.12)

d.h. ./\~/g besteht aus allen neu erzeugten Knoten plus benachbarte Knoten, siehe Abbil-
dung 6.1 fiir eine Illustration. Dariiber hinaus definieren wir fiir / > 0 und z € N, die
Unterrdume

X, := span {nf : z€ J\N/'g} und A7 := span{n} }. (6.13)
Fiir die Folge &, ..., Xs, betrachten wir die Unterraumzerlegung
L L
Xp=> Xe=> > A7 (6.14)
=0 (=0 1N,
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6.2 Hypersingulédrer Operator

Abbildung 6.1: Das linke Bild zeigt einen Ausschnitt eines Netzes 7p_1, wo zwei Elemente
(griin) verfeinert werden. Bisektion dieser zwei Elemente liefert das Netz
Te (rechts), wobei zwei neue Knoten erzeugt werden. Die Menge Ny (rot)
enthélt nun diese neuen Knoten plus benachbarte Knoten, wo sich die zu-
gehorigen Basisfunktionen geéindert haben. Der Tréger aller Basisfunktio-
nen, welche zu den Knoten in j\N/g gehoren, sind durch die griinen Bereiche
im rechten Bild gegeben.

Fir £ > 0 und z € N definieren wir den Projektionsoperator B7 : X := HY2(T) — X7
iiber

(PBiv, wi)agg = (v, wi)yy fiir alle wf € Ny.

Zur Zerlegung (6.14) ist der Additiv-Schwarz Operator gegeben als

L
Puo = > > B (6.15)

£=0 zE./Vz

Folgende Proposition zeigt, dass die Eigenwerte des Operators P1,p|x, unabhingig von der
Netzweite und der Anzahl der Level L beschriankt ist.

Proposition 6.6. Der Operator Prp erfiillt

cLDHvH;m (Prpv, v)gy < CLDHUH;m fiir alle v € X7,. (6.16)
Die Konstanten cyp > 0,Crp > 0 hdngen nur von I' und Ty ab.

Bevor wir einen Beweis angegeben und das Hauptresultat postulieren, definieren wir noch
die Matrixform des Operators Prp. Da die Unterrdume ein-dimensional sind, kénnen wir
die explizite Darstellung von B7 direkt angeben:

‘va—< 1) i - (6.17)

77 113

Bezeichne mit W die Galerkin-Matrix von (-, )y beziiglich der Basis von fg. Die Diago-
— ~ ~ —~ ~0  ~
nalmatrix von W* bezeichnen wir mit D, d.h. (D)5 := 0;5(W¥);;. Sei Id : &y — X, die
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

kanonische Einbettung, d.h. die formale Identitit, und bezeichne mit T¢ die zugehorige Ma-
trixdarstellung beziiglich den Basen von X, und X. Wir definieren den lokalen Multilevel
Diagonalvorkonditionierer Pyp als

L
P =) T(DH T (6.18)
=0
Anstelle von (6.10) betrachten wir das vorkonditionierte Gleichungssystem

P Wx =P \f, (6.19)

wobei W = W, Aus der Standardtheorie zu Additiv-Schwarz Vorkonditionierern, siche
z.B. [TWO05, Kapitel 2], folgt, dass Syp := PEI%W die Matrixdarstellung von Bip ist, d.h.

(PBLpu, v)r = (SLpx, y)w (6.20)

gilt fiir alle w,v € Xy, mit u = ;le XjW]L und v = z;V:LI YjW]L-

Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Abschnitts und zeigt Optimalitdt des
Vorkonditionierers Prp.

Satz 6.7. Die Matriz PE]% ist symmetrisch und positiv definit beziiglich (-, -)o. Die Matrix
St = P AW st symmetrisch und positiv definit beziiglich (-, -Yp, , und beziiglich (-, -)w.
Des weiteren erfiillen der minimale und mazimale Eigenwert der Matrixz Stp

& S )\min(SLD) S )\maX(SLD) S C, (621)

wobei die Konstanten c,C > 0 nur von I' und der Starttriangulierung To abhdngen. Insbe-
sondere ist die Konditionszahl der Matrixz Syp unabhdingig von L beschrinkt durch

condw (St.p) = condp, ,(Stp) < C/ec. (6.22)

Globaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer

Anstatt der Zerlegung (6.14) betrachten wir nun die Unterraumzerlegung

Xp=> Xe=> > A7, (6.23)

und den dazugehorigen Additiv-Schwarz Operator
L
Pap =D > P7. (6.24)
(=0 zeNy

Im Gegensatz zum Operator B1,p hingt die obere Abschétzung des maximalen Eigenwertes
von PBep von der Anzahl der Level L ab. Numerische Experimente aus Abschnitt 6.4
belegen, dass diese Schranke auch scharf ist.
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6.2 Hypersingulédrer Operator

Proposition 6.8. Der Operator Bap erfillt
cep vl < Bapv, view < Cap(L + 1)||v|j3g  fiir alle v € X, (6.25)

Die Konstanten cgp > 0,Cgp > 0 hdngen nur von I' und Ty ab.

Wir geben noch die Matrixform von Bep an. Sei D¢ die Diagonalmatrix von W¥, d.h.
(D! )ik = 05 W, ;. Mit Id* : X, — A7 bezeichnen wir die Einbettung mit zugehoriger
Matrixdarstellung I¢ beziiglich den Basen von X, und X7. Wir definieren den globalen
Multilevel Diagonalvorkonditionierer Pgp als

Pl = Zlf (DY)~ (6.26)

Anstelle von (6.10) betrachten wir das vorkonditionierte Gleichungssystem
PopWx = PLf, (6.27)

wobei W = WL, Wir bemerken, dass Sgp := P(_}}DW die Matrixdarstellung von Bap ist,
d.h. es gilt

(Paepu, vy = (Sepx, y)w (6.28)
fiir alle u,v € Xy, mit u = ;V 1XJ77L und v = z;V:LI yJWJL-

Satz 6.9. Die Matrix Pallj ist symmetrisch und positiv definit beziiglich (-, -)o. Die Matriz
Scp = Po, W ist symmetrisch und positiv definit beziiglich (-, -)pyy, und beziiglich (-, -)w.
Des weiteren erfiillen der minimale und mazximale Figenwert der Matriz Sap

c< )\min(SGD) < )\max(SGD) < C(L + 1)5 (629)

wobei die Konstanten c¢,C > 0 nur von I' und der Starttriangulierung To abhdngen. Insbe-
sondere ist die Konditionszahl der Matriz Scp beschrinkt durch

condw (Sgp) = condp,, (Sep) < (L +1)C/ec. (6.30)

Bemerkung 6.10. Nach der Theorie von [Osw99] implizieren Multilevel Additiv-Schwarz
Vorkonditionierer im Gebiet ) entsprechende Vorkonditionierer auf dessen Rand T' = 0f),
falls man stetige Erweiterungen von X, auf den entsprechenden diskreten Teilraum von
HY(Q) konstruieren kann. Fiir das hier vorliegende Setting ist das, z.B., mit Hilfe des
Scott-Zhang Operators mdaglich, siehe [HM12]. Die Ergebnisse hingen dann klarerweise
von der Triangulierung von € ab.

Man beachte, dass die hier vorgestellte Analysis nur von I' und den darauf definierten
Triangulierungen abhdngt. ]

6.2.3 Hilfsresultate

In diesem Abschnitt fassen wir wichtige Resultate, die wir im Beweis von Proposition 6.6
bzw. Proposition 6.8 benotigen, zusammen.
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Level-Funktion und uniforme Verfeinerung

Fiir ein Element T' € 7, bezeichne Ty € Ty das eindeutige Element mit 7" C Tj. Definiere
die Generation des Elements als

log(|T'|/|Tol)

log(1/2)
Diese Zahl gibt also an, wie oft das Element Tj geteilt wurde, um 7' zu erhalten. Zusétzlich
ordnen wir mittels

gen(T) := € Np.

levely(z) := [max { gen(T")/(d — 1) : T € T mit T C wy(2)}]

jedem Knoten z € Ny einen Level zu. Fiir z > 0 bezeichnet [z] = min {n eENg:z< n} die
Gauss’sche Aufrundungsfunktion. Eine alternative Definition der Level-Funktion levely(z)
findet sich in [WCO06].

Neben der Folge Ty, ..., T von lokal verfeinerten Triangulierungen, betrachten wir eine
zweite, dazu unabhanglge Folge ’72 von uniformen Verfeinerungen. Sei 76 := 7o und be-
zeichne Tm+1 das aus T durch uniforme Verfeinerung entstandene Netz. Fiir d = 2 wird
jedes Element einmal bisektiert, wéihrend drei Bisektionen im Fall d = 3 auftreten, vgl.
Abschnitt 2.5. Wir bemerken noch, dass fiir d = 3 jedes Element T e 7A'm in vier Shne 7!
j=1,...,4mit ]7/:]\ = |T|/4 zerlegt wird. Definiere die Konstanten hg := maxper, diam(7T)
und

/f\bm = E027m

Die Konstante T ist dquivalent zur Netzweitenfunktion, d.h. hm ~ diam(7’) fiir alle T" €
T Mit ./\/ werden im Folgenden die Knoten der Triangulierung T bezeichnet und X
Sl(T )N H Y/ 2(T") ist der zugehorige diskrete Raum. Das niichste Resultat findet smh im
Wesentlichen in [WC06, Beweis von Lemma 3.3]. Wir geben den Beweis mit an, da die
hier verwendete Level-Funktion im Gegensatz zu [WCO06] iiber die Generation gen(7') der
Elemente im Patch wy(z) definiert wurde.

Lemma 6.11. Fliir alle z € Ny gilt z € J\Aflevelz(z) und 17 € ‘/?levelg(z)' Des weiteren ist

ot Pevel,(z) < diam(T) < Coquivhievel, (2) (6.31)

e

fir alle T € Ty mit z € T'. Die Konstante Cequiv > 0 hédngt nur von der y-Formregularitit
von Tp und von Ty ab.

Beweis. Sei m := levely(z). Nach Definition von level,(z) folgt
m(d—1) > gen(T) fiiralle T € Ty mit z € T,
und nach Definition von gen(-) folgt
gen(T) =m(d—1) fiir alle T € Ty

Fiir jedes T' € Ty mit z € T sei Ty € 76 = ’7'0 das eindeutige Element mit 7" C Tp. Weiters
sei T € Ty, ein beliebiges Element mit 7' C Ty. Da gen(T) > gen(T) folgt 2’ € N, fiir alle
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Knoten 2’ des Elements T'. Insgesamt kénnen wir schliefien, dass alle Knoten des Patches
wy(z) in N, liegen und n; € X, gilt.

Fiir den letzten Teil bemerken wir, dass ein Element 7" € 7y mit gen(7")+1 > m(d—1) >
gen(T”) und z € T' existiert. Daraus folgt diam(T') ~ diam(T”) ~ diam(T) fiir alle T € Ty,
und 7' € T, mit z € T. O

Zur Erinnerung sei angemerkt, dass wir mit wf(z) = wg(wéf 1(2)) den k-ten Patch von
z € N bezeichnen. Analog dazu, sei &F, (z) der k-te Patch von z beziiglich der uniformen
Verfeinerung 7,,. Fiir jeden Knoten z € N, definieren wir

re(z) :=min{ gen(T) : T € Tg—y mit T' C w%_l(z)},
als auch

Ry(z) = [re(2)/(d = 1)],

wobei |z] := max {n €Ny :n< x} die Gauss’sche Abrundungsfunktion ist.
Der Beweis der Punkte (i)—(ii) des folgenden Lemmas findet sich auch in [WCO06, Beweis
von Lemma 3.3] mit der dort definierten Level-Funktion.

Lemma 6.12. (i) Fir alle Knoten z € Ny gilt levely(z) < Ry(z) + Cr und die Konstante
CRr € N hdngt nur von der v-Formregularitit von Ty ab.

(ii) Fiir alle z € Ny und alle T € T—y mit T C w? |(2) existiert ein Element T e %Rz(z)
mit T CT.

(111) Es ezistiert n € Ny, welches nur von Ty abhingt, so dass we(z) Cwy—1(2) Q@{ével[(z)(z)
fiir alle Knoten z € Ny gilt.

Beweis. Schritt 1. Fiir beliebiges z € Ny sei T € T, mit z € T und sei TV € T,_; das
Vaterelement von T'. Wir bemerken, dass | gen(T") — gen(7”)| < 2. Dariiber hinaus existiert
eine Konstante k € N mit |gen(7”) — gen(T")| < k fiir alle 7" € T;—; mit 7" C w? (z),
d.h. die Differenz zwischen den Generationen zweier Elemente eines Patches ist uniform
beschrénkt. Insgesamt schliefen wir daher

gen(T) < ry(z) + K
mit k" € N unabhiingig von z und ¢. Die Definition von level;(z) und Ry(z) liefert (i).
Schritt 2. Sei z € Ay und T € Ty mit T’ C w? ,(z). Dann gilt
gen(T) = 1¢(2) = (d = DRi(z) = gen(T)

fiir alle T' € ?Re(Z)' Daraus folgt (ii).

Schritt 3. Nach Definition der Patches gilt wy(z) C wy—1(2) € w? (). Wir brauchen also
nur mehr die Inklusion w? 1( z) C wlevelg( ») Zu zeigen: Punkt (ii) besagt, dass fiir 7' € Ty_1,
T C w? () ein Element T e TRZ existiert mit 7 C 7' C wR( )( z). Jedes Element

T e ?Rz(Z) mit 7' C wRe(z)( z) wird in 2(d — 1)Cr Elemente T] € TRZ(Z)+CR bisektiert, so
dass

S

2(d—1)Cr
T = U /
j=1
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gilt. Insbesondere, existiert eine Konstante n € N mit n < 4(d—1)Cr und TC W, (2)+Cr (2).
Nach Punkt (i) gilt levely(z) < Ry(z) + Cr. Aus der Definition der Patches schlieflen wir
daher a?%z(ZHCR(z) - @ﬁvelz(z)(z). O

Fiir gegebenen Knoten z € J\N/g kann der Fall auftreten, dass z € J\N/'Hm mit levely(z) =
levelpm(2). Im Folgenden zéhlen wir wie oft ein Knoten z € N, mit dem gleichen Level
k € Ny in den Mengen Ny vorkommt. Dazu definieren wir die Menge

Ki(z) := {tefo,....L} : z € Ny und levely(z) = k}. (6.32)
Des weiteren definieren wir
Ki(z):={€{0,...,L} : z € Ny und level,(z) = k}. (6.33)

Eine wichtige Erkenntnis aus [WC06, Lemma 3.1] und ein wichtiger Baustein im Beweis
von Proposition 6.6 ist, dass die Kardinalitéit der Mengen K (z) uniform beschriankt ist.

Lemma 6.13. Fiir alle z € N7, und k € Nq gilt

(i) #Kp(2) < L +1, und

(i1) #Kk(2) < Chode-

Die Konstante Cpoge > 0 hdngt nur von Ty ab, ist aber unabhdngig von L, k, und z.

Beweis. Die Aussage (i) folgt direkt aus der Definition von KCp(2).

Sei z € Ny und z € ./\~/g+m mit m > 0 und levely(z) = levely,,,(z). Damit z € ./\~/g+m
mit m > 0 gilt, muss mindestens ein Element aus wy(z) verfeinert worden sein. Da sich die
Generation bei jeder Verfeinerung erhoht und da die Anzahl der Elemente in einem Patch
nur von der v-Formregularitdt von 7o abhingt, schliefen wir, dass die Anzahl der Indizes
m mit z € Nysm und levely,,, (2) = levely(z) durch eine Konstante beschréinkt ist, die nur
von der vy-Formregularitit von 7y abhéngt. U

Lemma 6.14. Sei II,,, : L3(T) — X,, die L*-Orthogonalprojektion. Fiir alle v € HY2(I)
gilt

oo
S o = oy < Coomllol e oy (6.:34)
m=0

Die Konstante Chorm > 0 hdngt nur von I' und Ty ab.

Beweis. Wir bemerken, dass /l?k C /l?kﬂ und limy_, o ||v — ﬁk’UHLQ(F) = 0 fiir alle v € L*(T)
gilt. Daraus folgt

o0

lv = ollFay = D 1Tk = x1)olf72(ry- (6.35)
k=m+1

Einsetzen von (6.35) in die linke Seite von (6.34) und Vertauschen der Summationsreihen-
folge liefert

ot Y (T, = Theo)v] 2y

o0
-1 O 2
> bt = v 32y
m=0 k=m+1
1

. (6.36)

< ﬁﬁf)”(ﬁk - ﬁkﬂ)””%%r)-
1 m=0

(e 11

e
Il
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6.2 Hypersingulédrer Operator

Mit der Definition von ﬁm und der geometrischen Reihe folgern wir weiters

k—1 k—1
S byt =hgt Y om < byt =Tt (6.37)
m=0 m=0

[AMO3, Theorem 5] besagt, dass fiir s € [0,1] und v € H*(T)

HUH2~5(F) = ||H0U||2’\s(p) + Z h];28||(Hk - Hk—l)vH%Q(F) (638)
k=1

gilt. Die involvierten Konstanten in (6.38) héngen nur von I', 75 und s ab. Mit den
Abschitzungen (6.36)—(6.37) und der Norméquivalenz (6.38) mit s = 1/2 schlieflen wir
die Abschétzung (6.34). O

Scott-Zhang Operator

Wir benétigen eine spezielle Variante des Scott-Zhang Operators [SZ90]. Zu jedem Knoten
z € Ny wihle ein Element T7 € T; mit z € T7. Sei ¢7 die L?-duale Basisfunktion mit

E(x)nf (2)dTy = 6, fiir alle 2’ € N
7

Der Scott-Zhang Operator J, : L?(T') — S*(7;) ist dann definiert als

Jov = Z 77?/ V7 (x)v(z)dl,  fiir alle v € L*(T),
zEM sz

siche auch Abschnitt 2.6. Falls v linear auf dem Element 77 ist, dann gilt
Jov(z) = v(z).

Man beachte, dass die Wahl von T7 beliebig ist. Fiir z € ./\/g\./\~/g fordern wir aber, dass
T7 , =TF € TN Tp—q gilt. Fiir Knoten z € ./\/'g\J\N/'g gilt n7 = n7 , und wegen T7 = T7 |
folgt 7 = 97 ;. Dies liefert die folgende wichtige Eigenschaft, die es uns erlaubt eine
stabile Unterraumzerlegung zu konstruieren:

(3¢ —Jo-1)v(z) =0 fiir alle z € N\, (6.39)
Insbesondere gilt also
(J¢ — Je—1)v € span {nf 1z € /\73} = /l?g. (6.40)
Lemma 6.15. Seiv € L2(I) und z € Ny. Fiir alle T € T; mit z € T gilt
|(Fe — Je-1)v(2)] < CSZ|T|_1/2HUHLQ(wl{l(z))' (6.41)

Die Konstante Csz > 0 hdngt nur von der ~y-Formregularitit von Ty ab.
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

Beweis. Nach [SZ90, Lemma 3.1] gilt [[¢F || zoo(72) < |T7|~!. Fiir einen beliebigen Knoten
z € Ny erfiillt TF Cwi(z) Cw? |(z) und daher

30z < [ 10 @)@ dTs < 17 e |27 2ol o
7 (6.42)

~1/2 ~1/2
SI|TEY ol 2z (z) ST / [0l 2wz, (=)
mit 7' C wy(z). Falls z € ./\7@\./\/@,1, dann existieren zwei Knoten z', 22 € Ay_; mit

o 1 1 2 2
dew(e) =t [ vE @@+ [ vF @)
e £—1

Falls z € ./\N/'g N Ng_1, so ist obige Gleichung mit z' = z und nil = 0 zu verstehen. In
beiden Fillen gilt |T7',| ~ |T| fiir T' C wy(2) als auch T7'; C wp—1(2") C w? (2). Analog
zu (6.42) ergibt sich

- 1, 2 _
[Be1v(z)| S 1TEL T2 o )+ T Tl VST 0l 2z (z)- (6:43)

HLQ (T(Zz—ll HL2 (T(Zz—21

Kombination der Dreiecksungleichung |(J¢ — Jr—1)v(2)] < |Jev(2)| + |Je—1v(2z)| mit (6.42)—
(6.43) liefert (6.41). O

6.2.4 Beweis der Hauptresultate
Beweis von Proposition 6.6

Beweis von Proposition 6.6, untere Schranke. Wir benutzen Lemma 6.2 und miissen daher
fiir jedes v € A, eine geeignete Zerlegung in den Unterrdumen X7 finden. Setze J_1 := 0.
Aus den Eigenschaften des Scott-Zhang Operators folgt

U= Fe—J)ve X, firalle0<¢<L.

Mit der Projektionseigenschaft von J7 und der Teleskopreihe, gilt die Zerlegung

Wir zerlegen v weiter in

L L
v = Z Z v(z)nf =: Z Z vj  mit vf € XF. (6.44)

Aquivalenz (6.11) liefert

107 1o = N0 %2 0y = 714430 = 3e)o(2) (6.45)
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6.2 Hypersingulédrer Operator

fur alle T € Ty mit z € T. Wir setzen H = ﬁo fir m < 0. Lemma 6.12 zeigt dass
Hlevelg(z) cpV € XRe( =) und dass (Hlevelg(z) Cr ¥ )|T linear fiir alle T’ € Ty mit T C w? |(2)
ist. Der Scott-Zhang Operator erhélt Linearitidt auf allen Elementen T € Ty_1 bzw. T € Ty
mit z € T C w? |(2). Zusammen mit Lemma 6.15 liefert dies

(30 = Je—1)v(2))* = [(Fe = Jr=1) (v = Wiyl (2) - ) (2) 2
<7 v — Hlevele(Z)—CRv‘|i2(w§71(z)) fir T € Ty mit T C wy(2).

Mit den letzten zwei Ungleichungen und der Aquivalenz aus Lemma 6.11 kommen wir auf

o7 18 S 1717l = Thevet, )02z (o)) = Pvet, (o 10 ety 2. o)

Summation iiber alle Level 0 < ¢ < L und Knoten z € ./Vg liefert

L L
T 2
Z Z HU?HQH Z Z evelg(z HU _Hlevelf(z)_CRUHLQ(ngl(z))
(=0 ,

=0 zE/F\V/'g

z

L
> 2 hallv=Tnovlliagg o)

o0
m=0 (= zéﬁe
levely(z)=m

[e=]

Lemma 6.12 und die Definition (6.32) von Kj(z) zeigen

oo L
IDINDS Byt o~ ﬁm*CRvH%Q(wfil(z))

m=04=0 e,
levely(z)=m

L
YooY il = Tcpvllie e

0¢=0 ZEN[
levely(z)=m

Y>> bt =T vl 72@n (2

m=02eNL ek, (2)

A
Mg

3
Il

M
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

Fiir einen Knoten z € Ny mit levely(2) = m besagt Lemma 6.11 z € N, Dies und die
Beschrianktheit #/,,(z) < Chode von Lemma 6.13 liefern

Z Z Z ﬁﬁbl\\v—ﬁm—CRUH;(agl(z))

m=0zeNT, gefém( 2)

:Z Yoo > = vl fe@y s

0 2eNL.NNm ZEICm(z)

SY D e = T cnvlliaan o)

m=0 ZENLﬂNm

o0
71 = 2
<D0 D hatle =Mool fa o, (e))-
m=0 Zeﬁm
Uniforme ~-Formregularitéit von 7A'm und die Definition ﬁm = ﬁo fiir m < 0 zeigen weiters

o0

Z Z [ 1”” M- CRUHL2(wn(z) S Zh 1””‘ m— CRUHL2
m=0 ze N,
o

S Y bt = olf72

Durch Kombination der letzten vier Abschiitzungen mit Lemma 6.14 und der Norméqui-
valenz ||+ |lay >~ || - HEI/Q(F) auf H'/?(T") kommen wir auf

L 00
DN IEI S D kv = T2y S IIUIIHUQ(F) =~ [|o]3y-

/=0 ze]\"/} m=0
Das zusammen mit Lemma 6.2 zeigt die untere Schranke in (6.16). O

Wir kommen nun zum Beweis der oberen Schranke in (6.16), welcher aus einer verschér-
ften Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt. Sei M := = MaxzeA; levely,(z) der maximale Level
aller Knoten z € N7. Nach Lemma 6.11 gilt N, C Ny und auch X7 C Xyy. Wir ordnen die
Projektionsoperatoren B7 im Additiv-Schwarz Operator nach dem Level ihrer zugehorigen
Knoten, d.h.

PLp = Z Z Pi = Z Q. mit Q= Z Z ptys (6.46)

(= OZGN{ =0 ZENZ
levely(z)=m

Lemma 6.16. Der Operator Qi erfillt

QX = Xy und Qs , Gardey = Oar s Quing)ay  fiir alle Doy, Was € Xag.

132



6.2 Hypersingulédrer Operator

Fir alle 0 <m < M und k <m gilt
0 S <§m7/)\ka 6k>ﬂ1} S CéSDQi(mik)Hi)\ngn fﬁr alle @\k S /i;k (6.47)
Die Konstante CIGSD > 0 hdngt nur von I' und Ty ab.

Beweis. Sei v € X1, und z € N, mit levely(z) = m. Nach Lemma 6.11 ist z € Non
und 77 € X und daher va € X . Symmetrie von Q beziiglich (-, -)gy folgt aus der
Symmetrie der Operatoren *B7, d.h.

(Biv, wyw = (w, Pivyw = Piw, Piv)w = (Piv, Fiw)w = (v, Piw)w

Nach Definition von ﬁm gilt weiters

L L
Qb Tedaw =D > B0k, Odaw = > [IB50l3s > 0.

=0 LcN, (=0 2eN;
levely(z)=m levely(z)=m

Es bleibt noch die obere Abschitzung in (6.47) zu zeigen. Im Folgenden betrachten wir
den Fall I = 99. Aus der Darstellung (6.17) der Operatoren ‘B7 folgt

~

(BL0k > U)oy =

AR AR

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir (-, )r, |77 |3, (w(z) = |T|, der Norméquivalenz

7113 =~ |07 HH1/2 ~ |T|@=2/(d=1) fiir T € T; mit z € T, und Lemma 6.11 bekommen
wir

(207 , n7)? - < B2

et ST w7 = Hh P2Q00132 0 2

11 Il 20 (=)

=) 1171/ 2y
<27 B,/ W0k |72y () -

Fiir den Stabilisierungsterm liefern die gleichen Argumente zusammen mit (n7, I)r <
Hnﬂw(r)\wé(z)’l/z

<6/€’ 1>2 <,,7z ) 1>2 - —(m—
2 ; L < |T|1/(d 1)|Wf( )|||kaH1/2(F) S 2 ( k)|w€( )|||UI<JHH1/2( r)’
117 |20

wobei die letzte Abschitzung aus |T'|Y/(@=1) ~ T < ﬁm/ﬁk = 2=(m=k) folgt. Die letzten
drei Abschétzungen liefern also

A —(m— ~1/2 ~
(B70, Db S 27 (22002 ) + (R 5y )

Lemma 6.12 zeigt wy(z) C @), (z). Aus der Definition (6.46) ergibt sich

L
= ~ T1/2 Gy ~n
Qs B S 27NN ST (I W0 g, ) + DBl e )

£=0 ZE./\N/'[
levely(z)=m
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

Mit der Definition (6.32) der Menge Ky (z) und Lemma 6.13 kénnen wir die Doppelsumme
umschreiben und weiter abschétzen

L
T1/2 qyr A ~n,
S (R ey + B T o)

£=0 ZE./V[
levely(z)=m

= > > (I Wy e + @R N ey

2eNWNNL, LeKm (2)
7T1/2 ~n
S 0D (I 200 e gy o) + @R 5 o)
zENmONL
7T1/2 ~n,
< D7 (1" 200* gy oy + 00 2 -
2ENm

Uniforme ~-Formregularitdt der Netze '?m impliziert

S (2532 o ) + O )TN 2 ry) S 2255 32 0y + 17512
2N,

Aus den letzten drei Abschétzungen, einer inversen Ungleichung fiir 290 aus Lemma 5.7,
und Norméquivalenz || - [y > || - [| 1/2 ) erhalten wir

Q0 Tp)an S 27 ~ 27"k 15 112,

||vk2||H1/2(F) -
und somit ist (6.47) gezeigt.

Der Beweis fiir den Fall I' C 0 folgt den gleichen Zeilen. Der Unterschied besteht
darin, dass der Stabilisierungsterm weggelassen werden kann. Wir bemerken zum Schluss,

dass die benotigte inverse Ungleichung fiir 20 aus Lemma 5.7 auch fiir I' C 09 giiltig ist,
siche [AFF*12, Karl2]. O

Beweis von Proposition 6.6, obere Schranke. Wir wenden das abstrakte Lemma 6.3 mit
Xh XL, Qm = Qmy Pas = Pups () = (-, ), und £ = 1/2 an. Die Réume

=S 1(T )N H 'Y 2(T") sind die geschachtelten Unterriume beziiglich der uniformen Tri-
anguherungen T Lemma 6.16 zeigt, dass die Voraussetzungen aus Lemma 6.3 erfiillt sind,
und daher folgt die untere Schranke in (6.16). O

Beweis von Proposition 6.8

Beweis von Proposition 6.8, untere Schranke. Wir bemerken, dass im Beweis der unteren
Schranke in (6.16) fiir jedes v € X7, eine stabile Zerlegung

L
> D IF I S vl

£=0 ZEK[@
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6.2 Hypersingulédrer Operator

mit v7 € A7 konstruiert wurde. Setzt man v} := 0 fiir z € ./\/g\/vz liefert das die stabile
Zerlegung

L
SN 10ElI S Ivlids
=0 zeN,

beziiglich der Unterraumzerlegung (6.23). Mit Lemma 6.2 folgt wieder die untere Schranke.
O

Fiir den Beweis der oberen Schranke aus Proposition 6.8 gehen wir analog wie fiir Pro-
position 6.6 vor. Sei M := max,en;, levelr(z) wieder der maximale Level aller Knoten
z € Np. Wir ordnen die Projektionsoperatoren PB7 im Additiv-Schwarz Operator Pap
nach dem Level der zugehorigen Knoten, d.h.

Z Y Fi= Z Qp mit Qp Z > % (6.48)

=0 zeNy (=0 zeN,
levely(z)=m

Lemma 6.17. Der Operator Q,, erfillt
Qi X = Xy und  (Qunr, War)ay = Oar s Qmioar)ey  fiir alle Dag, Wag € Xy
Fir alle 0 <m < M und k <m gilt
GDo—(m—k) ~ 12 .. ~ )
0 < (QmVk, Uk)ay < Cag'2™ (L +1)|[okllay  fiir alle vy, € X, (6.49)
Die Konstante Cgé) > 0 hdngt nur von I' und Ty ab.

Beweis. Der Beweis folgt genau den Zeilen des Beweises von Lemma 6.16. Die einzigen
Unterschiede bestehen darin, dass Qm, Ny, und le( ) durch 9,,, Ny und Ki(z) ersetzt
werden. Nach Lemma 6.13 ist die Kardinalitéit von Kp(z) fiir jeden Knoten z € N, durch
(L+1) beschriankt. Dadurch kommt der zusétzliche Faktor (L+1) in die Abschéitzung (6.49).

O

Beweis von Proposition 6.8, obere Schranke. Der Beweis folgt wie bei Proposition 6.6 mit
Hilfe des abstrakten Resultats aus Lemma 6.3 und Lemma 6.17. U

Beweis von Satz 6.7 und Satz 6.9

Die Beweise folgen aus Proposition 6.6 und Proposition 6.8.

Beweis von Satz 6.7. Sei v € X7, und x € RNL mit v = ;V 1 XjnL Symmetrie von Py
folgt aus der Definition (6.18). Aus der Beziehung (6.20) zwischen Syp und Brp, als auch
der positiven Definitheit von Prp aus Lemma 6.1 beobachten wir

<PITI%WX7 WX>2 = <PITI%WX7 X>W = <(‘BLDU7 u>Qﬂ > 0.

Positive Definitheit von PI?I% folgt, da W regulér ist.
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

Aus (6.20) und den Eigenschaften von Brp folgt auch sofort, dass Spp symmetrisch und
positiv definit beziiglich (-, -)w ist. Beachte, dass

(SLDXa Y>PLD = <WX? y>2

Daraus ergibt sich Symmetrie und positive Definitheit beziiglich (-, -)p, .
Schliefilich liefert die Identitdt (6.20) und Proposition 6.6 die Abschétzungen (6.21) fiir
den minimalen und maximalen Eigenwert, und die Abschitzung (6.22) folgt direkt aus

condp, ;, (SLD) = Amax(SLD)/Amin (SLD)- O
Beweis von Satz 6.9. Der Beweis folgt genau so wie der Beweis von Satz 6.7 mit den offen-
sichtlichen Modifikationen. ]

6.3 Einfachschichtintegraloperator

6.3.1 Modellproblem

Sei 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet mit polygonalem Rand 9. Sei ) # I' C 99 einfach
zusammenhéngend. Wir betrachten die variationelle Formulierung der schwach-singuléren
Integralgleichung: Fiir gegebenes f € H'/?(T') finde ¢ € H~'/?(T") mit

(¥, Bo)r = (v, fir firalle € HV(D). (6.50)

Falls d = 2 und I' = 02 setzen wir diam(Q2) < 1 voraus, und somit ist die Bilinearform

(¢, V) = (¢, Vo)r (6.51)

symmetrisch, stetig, und elliptisch. Insbesondere definiert ||-||3, = (-, -)y eine auf H-Y2(T)
dquivalente Norm. Dies folgt aus den Eigenschaften von U aus Abschnitt 3.2.1 bzw. sie-
he [HWO8] fiir den Fall I' C 9. Die Gleichung (6.50) besitzt nach dem Lemma von Max-
Milgram, siehe Korollar 3.12, eine eindeutige Losung.

Es bezeichne mit 7; eine regulire Triangulierung von I' und ), := P°(T;) ist ein endlich-
dimensionaler Unterraum von H~1/2 (T"). Die Knoten der Triangulierung 7y, welche nicht auf
Il liegen, bezeichnen wir mit A,. Als Basis wihlen wir die charakteristischen Funktionen
{Xj};v[:“l mit My := #7T; und x;|1, = ;5 fiir alle j, k =1,..., M, mit T}, € T,. Wir definieren
die Galerkin-Matrix V := V* von (-, -)y beziiglich )V, als

Vi = (X, xj)u fiiralle jjk=1,..., M, (6.52)
Die diskrete Formulierung
(Do, Vo) = (Yu, fir fiir alle ¥y € )y (6.53)
von (6.50) ist dquivalent zum Gleichungssystem
Vx=f (6.54)

mit £ := (x;, fir firj=1,..., M,.
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6.3 Einfachschichtintegraloperator

Das néchste Lemma gibt Abschidtzungen fiir den minimalen und maximalen KEigen-
wert von V = V% und somit eine Abschitzung fiir die ¢2-Konditionszahl condy(V) =
Amax(V)/Amin (V). Der darauf folgende Satz gibt die Konditionszahl der mit der Diagona-
len vorkonditionierten Matrix an. Diese Resultate finden sich alle in [AMT99].

Lemma 6.18. Es bezeichne V.= V1 die Galerkin-Matriz von (-, )y beziiglich Xy. Fiir
den minimalen und maximalen Eigenwert gilt die Abschditzung

OB 2t < Amin(V) € Amax(V) < O3 Mph? . (14| log(Mphmax.r)|)  falls d = 2,

min’‘min, max max, L
Cginh?nin,[/ < )\min(v) < AmaX(V) < CgaxM[l,/2h§nax7L falls d= 35

wobei die Konstanten C2.  C2 > 0 nur von T' und der v-Formregularitit von Ty, abhdin-

gen. ]
Satz 6.19. Es bezeichne V.= VL die Galerkin-Matriz von (-, ) beziiglich Xr,, und sei D

die Diagonalmatriz von 'V, dann gilt

1 1 M hmin
My (1 g (hain, ) ) EiTigiit o falls d =2

M2 fallsd =3
L )

condy(D7'V) < Cgag {
wobei die Konstante nur von I' und der ~v-Formregqularitit von Tr, abhdngt. O

6.3.2 Multilevel Additiv-Schwarz Vorkonditionierer

Wir definieren dhnlich wie fiir den hypersinguliren Integraloperator einen lokalen Multilevel
Diagonalvorkonditionierer und einen globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer fiir den
Einfachschichtintegraloperator. Wir beschréinken uns nur auf den Fall d = 2.

Lokaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer

Wir benotigen wieder die lokalen Mengen N, aus (6.12). Fiir jeden Knoten z € Ny definieren
wir die Haar-Basisfunktion x7 als Bogenldngenableitung der Hut-Funktion n7, d.h.

XF = (nf) firzeN,0<(<L.
Weiters definiere die ein-dimensionalen Unterraume
Yoo :=span{l} und Y :=span{x7},

und bezeichne mit Tgg : Y 1= ﬁl‘l/Q(I’) — Yoo, TF : Y — Vj die zugehorigen Projektionen
beziiglich (-, -)q, d.h.

(Toot, Yooy = (¥, Yoo)y  fiir alle Yoo € Voo,
(TFY, Yf)g = (¥, ¥f)y  fiir alle ¢f € V7.

Die explizite Darstellung dieser Operatoren lautet

(W, Dy

1115

W, xPw .
Z-
IxF 1%
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

Wir betrachten die Unterraumzerlegung

L
V=Yoo + > > Vi, (6.56)

£=0 ZEN@

und definieren den dazugehorigen Additiv-Schwarz Operator Trp : Y — Yy, als

L
Tp=Too+ Y Y T (6.57)

EZO zem
Die folgende Proposition wird in Abschnitt 6.3.3 bewiesen.

Proposition 6.20. Der Operator T1p erfillt

e lYl% < (Fupy, ¥y < Cupl|v|%  fir alle 1 € YVr.. (6.58)
Die Konstanten cip > 0,Crp > 0 hdngen nur von I' und Ty ab.

Wir geben noch die Matrixform des Vorkonditionierers an. Bezeichne mit D! die Dia-
gonalmatrix mit den Eintrégen (ﬁg)jk = Sjp(xZ , X7 )y fiir alle 27 € Ny. Sei weiters
1d* : Vy — Yy, die kanonische Einbettung, d.h. die formale Identitéat, mit Matrixdarstellung
Jf. Wir definieren die Haar-Matrix H¢, welche die Haar-Basisfunktionen X7 beziiglich der
kanonischen Basis von )y, d.h. der charakteristischen Funktionen yr, darstellt. Es gilt

M,

k ~ . A/
Xi =Y (Hjexr, firj=1,... Myk=1,... #N,.
j=1

Die Formel von Maue [AEF*13, Mau49]
(W, wr = (W', Vo')p  fiir alle v,w € H(T) (6.59)

spielt beim Beweis des Hauptresultates eine entscheidende Rolle und zeigt auch folgende
Identitét:

<(ﬁz)TVzﬁ5) |

j k k i . ~
Jk:(xf],%xf v = (Wn7 ,nfj>p fir j,k=1,..., #N,.

Die Elemente der Diagonalmatrix D* sind also die entsprechenden Diagonalelemente der
Galerkin-Matrix des hypersingulidren Operators. Definiere D := (1, 1)y = (1, U1)r und
1 € RML mit (1); = 1 fiir j = 1,..., M. Wir definieren den lokalen Multilevel Diagonal-
vorkonditionierer

L
P b :=1D""1" 4+ " JH(DY) | (39T (6.60)
=0

Anstelle von (6.54) betrachten wir das vorkonditionierte Gleichungssystem
P 5Vx =P Lf, (6.61)
wobei V = V£,
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6.3 Einfachschichtintegraloperator

Satz 6.21. Die in (6.60) definierte Matrix Pié ist symmetrisch und positiv definit beziiglich
(-, -y2. Die Matriz Syp := PE]%V ist symmetrisch und positiv definit beziglich (-, -)p,, und
beziiglich (-, -)v. Des weiteren erfiillen der minimale und mazimale Eigenwert der Matrix
Stp

¢ < Amin(SLD) < )\max(SLD) <C, (662)

wobei die Konstanten c¢,C > 0 nur von I' und der Starttriangulierung To abhdngen. Insbe-
sondere ist die Konditionszahl der Matrix Syp unabhdngig von L beschrinkt durch

condy (Stp) = condp, ,(SLp) < C/ec. (6.63)

Globaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer

Wir betrachten die Unterraumzerlegung

L
yL:yoo—i-ZZJ/f

=0 zENy

mit dem zugehorigen Additiv-Schwarz Operator

L
Tap = %o + Z Z Sf.

(=0 zeN,
Proposition 6.22. Der Operator Tap erfillt

cap|[¥lE < (Tap?, ¥)g < Cap(L + 1)||Y||3  fir alle ¥ € Y. (6.64)
Die Konstanten cagp > 0,Cap > 0 hdngen nur von I' und Ty ab.

Wir definieren den globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer als

L
Poh =107+ " JH(DY) " \HT (39T, (6.65)
(=0

wobei D? die Diagonalmatrix mit Eintréigen (Dz)jk = 5jk<XfJ , ij Y firj,k=1,..., Ny =
#N; und H die Haar-Matrix bezeichnet, d.h. die Darstellung von X; beziiglich der kano-
nischen Basis von ). Es gilt

M,

ka = Z(Hz)ijTj fir j=1,...,Mp,k=1,..., Ny

j=1
Satz 6.23. Die in (6.65) definierte Matrix Pallj ist symmetrisch und positiv definit be-
ziglich (-, -)o. Die Matrix Sgp := Pa]IDV 1st symmetrisch und positiv definit beziiglich
(-, Ypap und beziiglich (-, -)v. Des weiteren erfillen der minimale und mazimale Eigenwert
der Matriz Sqp

c< )\min(SGD) < )\max(SGD) < C(L + 1)5 (666)

wobei die Konstanten c¢,C > 0 nur von I' und der Starttriangulierung To abhdngen. Insbe-
sondere ist die Konditionszahl der Matriz Sqgp beschrankt durch

condy (Sgp) = condp, (Sap) < (L +1)C/e. (6.67)
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

6.3.3 Beweis der Hauptresultate

Der springende Punkt in den nachfolgenden Uberlegungen ist Maue’s Formel (6.59), welche
einen Mechanismus bereitstellt, der es uns erlaubt zwischen den Réumen H~Y/2(I') und
H/? (T") zu wechseln. Damit folgen die Resultate aus den entsprechenden Ergebnissen zum
hypersingulidren Operator. Diese Technik wurde, z.B., auch in den Arbeiten [HS96, TS96]
verwendet.

Fiir jedes 1 € Y1, betrachten wir wie in [TS96] die eindeutige Zerlegung

Y =10 + s (6.68)

mit oo = (¢, )p/|T| € Yoo und ¥, € P2(Ty) = {¢ € P°(T1) : (¥, I)r = 0}. Man
beachte, dass

L
PUATL) =D > Vi,
EOZGM

als auch

[Yoollw S [[¥lly and  leblly S (¢, (6.69)

wobei die involvierten Konstanten nur von I' abhéngen.
Wir fassen den Zusammenhang zwischen den diskreten Réumen P°(77) und S*(77) in
folgendem Lemma zusammen.

Lemma 6.24. Sei 1, € P2(T1).
(i) Falls T = 0Q existiert ein v, € St(Ty) = {v € SH(TL) : (v, 1)r =0} mit

e = () und Yl = [Jvelan-

(ii) Falls T C 89 eistiert ein v, € SY(Ty) N HY2(T') mit

Py = (U), und ||« l|lg = ||vslag.
O

Beweis von Proposition 6.20. Wir behandeln nur den Fall I' = 0€). Der Beweis fiir I' C 02
verlduft analog.

Zuerst zeigen wir die untere Schranke in (6.58). Im Hinblick auf Lemma 6.2 miissen wir
eine stabile Zerlegung bereitstellen. Sei ¢ € Yy, mit der eindeutigen Zerlegung ¢ = ¢gg + ¢«
aus (6.68). Nach Lemma 6.24 existiert v, € S}(77) mit ¢, = (v.)". Aus der Theorie der
Additiv-Schwarz Operatoren folgt die Charakterisierung des minimalen Eigenwertes

[RES
mln(mLD) = min . L (670)
veXT, . min 23:0 zzef\v/'[ va’@n
ZZ:O ZzE/\Afg U;:U
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6.3 Einfachschichtintegraloperator

des Operators Prp|x, aus Abschnitt 6.2, siche z.B. [Zha92, Lemma 3.1]. Das Minimum
im Nenner ist als Minimum tiber alle moglichen Zerlegungen von v = Zﬁ:o >, N, v} mit
vf € X7 zu verstehen. Aus Proposition 6.6 folgt uniforme Beschranktheit, d.h. Amin(Prp) >
¢ > 0, wobei ¢ nur von I" und 7y abhéingt und aus (6.70) schlieBen wir die Existenz einer
Zerlegung v, = Z(%:o Zze/% vy mit v € X7 und

L
> > IRy S llowlis. (6.71)

=0 zE/\N/'g
Das liefert uns eine Zerlegung von 1, in Funktionen ¢§ := (vf)’, d.h.

L

¢*:(U*)/:Z ZW

£=0 ZEK/}{

Maue’s Formel (6.59), die Abschitzung (Wv7 , vF)r < [|[v7|3;, und die stabile Zerlegung
aus (6.71) zeigen

L L L
D> WElE =D > @, ofir <D Y IvFlly S llesllay.
£=0

EZO ZGM EZO ZGM ZGM

Man beachte, dass (v, 1)r = 0, und deswegen gilt ||v.[|3; = (v, , vy)r. Zusammen mit
Maue’s Formel (6.59) bekommen wir

L
DD IE R S llvellds = (Wos s va)r = (s, Vhu)r = I3 (6.72)

£=0 zE/\N/'g

Aus der letzten Abschitzung, der Zerlegung (6.68), der Beschrénktheit (6.69), und der
Dreiecksungleichung folgern wir schlussendlich

L
looll +D D I9F 1% < lvoolly + I1e:l1F S 10113 (6.73)

=0 zE/\N/'g

wobei die involvierten Konstanten nur von I' und 7y abhéngen.

Fiir die obere Schranke in (6.58) betrachten wir wieder die Zerlegung 1 = g9 + s
aus (6.68). Sei nun Zz%:o Y7 = 1), eine beliebige Zerlegung von v, mit o7 € V7. Insbeson-
dere gilt also ¢} = of x7 mit of € R. Wir definieren

L
V= Z Z v mit vf = afng, (6.74)
£=0 ZEK/}{

und bemerken, dass ¢, = (v) und 7 = (vf)’. Die abstrakte Theorie der Additiv-Schwarz
Operatoren, siehe, z.B. [Zha92, Lemma 3.1], liefert die Charakterisierung

V1135
Amax(PLp) = max - (6.75)
veAL min 200 e, IV 13
Sk, Zze/% vi=v zZEN,
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

fiir den maximalen Eigenwert von Br,p|x, . Nach Proposition 6.6 folgt Apmax(Prp) < C < o0
und daher ergibt sich fiir die in (6.74) definierte Zerlegung

L
lolds S > IoF 13- (6.76)

=0 zE/\N/'g

Mit Maue’s Formel (6.59) und der Aquivalenz ||v7 ||H1/2 = ||vf HHl/?(w 2 ~ (Wvf , v7)r
Z

ergibt sich

L L L
llls = o3 £ > > IoFldn =D > (@f, vfir =3 > IWfllz.

=0 ZE/% =0 ZE./\74 =0 ZE./\74

Aus der Zerlegung ¢ = ¢gg + ¢« und der Dreiecksungleichung schlieflen wir

L
1113 S Ioolld + I1llF S ool + D D IIWFI1%, (6.77)

£=0 ZE./V[

wobei die involvierte Konstante nur von I" und 7y abhéngt. Da g + Zt%:o Zze 7, VF =1
eine beliebige Zerlegung von ¢ € Y war, folgt mit Lemma 6.2 die obere Schranke in
Proposition 6.20. U

Beweis von Proposition 6.22. Folgt mit den gleichen Ideen wie im Beweis von Proposi-
tion 6.20. Der Unterschied besteht nur darin, dass in der Abschétzung fiir den oberen
Eigenwert der zusitzliche Faktor (L 4 1) reinkommt. Dieser Faktor stammt dabei aus Pro-
position 6.8. U

Beweis von Satz 6.21. Wir zeigen nur, dass Syp = PEI%V die Matrixdarstellung des Ope-
rators Tpply, ist. Die restlichen Aussagen folgen dann wie im Beweis von Satz 6.7.

Sei X € Y, die charakteristische Funktion des Elements Tj" € 7T,. Zuerst zeigen wir
die Beziehung

My, My,
TLpY = Z (Pi]%VX)mXTgL fiir alle ¢ = ZXjXTi €Vr. (6.78)
m=1 j=1

Die Darstellung von Tog aus (6.55) und D := ||1||3; liefern

My,
Toot =DM (Y, Dy =D Mx, v = Y_(AD 1T Vx)xapr, (6.79)

m=1

wobei 1 € RMZ mit (1); =1 fiir j = 1,..., My, gilt. Mit Hilfe der Definition der Matrizen
H', J¢ aus Abschnitt 6.3.2 lisst sich jede Haar-Basisfunktion X7 € Yy darstellen als

M, M, My, My,

xE =D gy = D0 3 ()3 mjxry = D (T H maxry

j=1 j=1m=1 m=1
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6.4 Numerische Experimente

und daher gilt

My, My,
(W, XPw =Y (BH) (0, xrp)w = Y (HHT@)T), (VX), = (H)T(I)TVx).
m=1 m=1

Die explizite Darstellung ‘Ifkib = (¢, ka>m/||xfk\|2mxfk aus (6.55) und fokH% = (DY)
ergeben mit der letzten Gleichheit

Mr, L My
Tt = Y (ADTVR)pxrm + Y Y (IHDY) T EHYT(I)TVX) Xy
m=1 (=0 m=1
My,
= (Piévx)mXTm
m=1

Somit ist also PIj]gV die Matrixdarstellung des Operators T1,p, was insbesondere die Iden-
titét
My,
<P£]%VX, X>V = <‘ILD¢5 T;Z)>‘ﬂ fiir alle ¢ = ZXJXTI{
j=1
liefert. -

Beweis von Satz 6.21. Folgt wie der Beweis von Satz 6.23 mit den offensichtlichen Modifi-
kationen. O

6.4 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt untersuchen wir verschiedenste numerische Beispiele, welche die theo-
retischen Aussagen dieses Kapitels untermauern sollen. Unser Hauptaugenmerk liegt dabei
in der experimentellen Validierung von Satz 6.7 und Satz 6.9 fiir den hypersinguldren In-
tegraloperator bzw. Satz 6.21 und Satz 6.23 fiir den Einfachschichtintegraloperator.

Wir betrachten zum einen Probleme auf offenen Réndern bzw. geschlossenen Réndern
und zum anderen Probleme mit kiinstlicher Verfeinerung, die auf stark lokal verfeinerte Net-
ze fithren. Wir beobachten dabei das Verhalten der Konditionszahlen, als auch die Anzahl
der bendtigten Iterationen bei Verwendung eines iterativen Losers. Hier betrachten wir den
GMRES Algorithmus [SS86] und den CG Algorithmus, siche z.B. [Saa03]. Diese Verfahren
werden in MATLAB von den Routinen gmres und pcg bereitgestellt. Wir verwenden fiir die
Toleranz tol, d.h. der Faktor um welches das Startresiduum reduziert wird, durchgehend
den Wert 1078, Als Startvektor fiir beide Verfahren verwenden wir den Nullvektor.

Bei den Beispielen ohne kiinstliche Verfeinerung verwenden wir den ZZ-Schéitzer, sie-
he [FFKP14] fiir d = 2 und [AFF*14] fiir d = 3, zur Steuerung des adaptiven Algorith-
mus 5.1. Fiir die Konstante in der Dorfler Markierung (5.2) wiéhlen wir 6 = 1.

Wir vergleichen die in Abschnitt 6.2 und Abschnitt 6.3 definierten Vorkonditionierer mit
einem simplen Diagonalvorkonditionierer

Pdiag =D,
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

wobei D die Diagonale von W oder V ist. Das vorkonditionierte System bezeichnen wir
dann mit Sgiae = P;i;gW bzw. Sgiag = P;i;gV. Abschitzungen fiir Konditionszahlen
finden sich in Satz 6.5 und Satz 6.19.

Des weiteren definieren wir noch den hierarchischen Basis Vorkonditionierer (HB) fiir
den hypersinguldren Integraloperator als

P =Y T'(D) (1), (6.80)
(=0

wobei D' die Diagonale der Galerkin-Matrix W' beziiglich des Unterraumes
Fy = span {nf : 2 € N\Ni_1)

ist und T' die Matrixdarstellung der kanonischen Einbettung von X, nach X ist. Bei
diesem Vorkonditionierer wird also nur auf neu erstellte Knoten z € N,\N;_; skaliert.
Diese Art von Vorkonditionierer wurde fiir die FEM entwickelt [Yse86]. Fiir die BEM wird
der Vorkonditionierer, z.B.. in [TSM97] und darin enthaltenen Referenzen analysiert. Wir
bemerken, das der Einsatz von hierarchischen Basis Vorkonditionierern sowohl fiir FEM
als auch BEM nur im Fall d = 2 von Vorteil ist, da im Fall d = 3 die Konditionszahlen
der vorkonditionierten Matrizen exponentiell von der Anzahl der Level L abhéngen, siche
dazu [Mun97, Bemerkung 2.1 und Bemerkung 3.3].

Analog dazu definieren wir fiir den Einfachschichtintegraloperator den hierarchischen
Basis Vorkonditionierer (HB) als

L
_ _ =l =Ll 1,54
Py =1D0""1"+ > J'H (D) 'H)T (37,
=0

wobei D = ||1]|3; und D' die Galerkin-Matrix von 20 beziiglich der Basis von X ist. Die

Matrizen H' reprisentieren die Haar-Basisfunktionen in
Y, = span {X? Tz € M\M_l}

beziiglich der Basis von )y, siche dazu auch die Definition von H¢ und H’. Die vorkondi-
tionierten Systeme bezeichnen wir mit Syp = PEEW bzw. Sy = PIE}BV.

Zur Berechnung der Eigenwerte fiir d = 2, benutzen wir die MATLAB-Routine condest.
Fiir d = 3 benutzen wir die Power-Iteration [GVL13, SK11| zur Bestimmung des grofiten
Figenwertes und die inverse Power-Iteration zur Bestimmung des kleinsten Eigenwertes.
In beiden Fillen werden 20 Iterationsschritte ausgefiihrt.

Im Falle d = 3 ersetzen wir bei den Vorkonditionierern fiir den hypersinguldren Operator
alle vorkommenden Diagonalelemente |[nZ |2, durch |wy(2)|*/2. Die erarbeiteten Ergebnisse
behalten ihre Giiltigkeit wie wir gleich anfiihren werden. Fiir die Praxis ist das niitzlich,
wenn die verwendeten Programmpakete es nicht erlauben direkt auf Matrixeintrage zuzu-
greifen. Nach (6.11) gilt Aquivalenz ||n7]|2; =~ |we(2)|'/2. Anstelle der Projektionsoperatoren
PBiv = (v, nF)an/||nf ||3ynF betrachten wir PBi v = (v, 0 )au/|we(2)|Y/?07 und definieren
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6.4 Numerische Experimente

0.3

0.2

0.1r

Abbildung 6.2: Rand eines L-formigen Gebietes und Starttriangulierung 7o mit #7, = 8.
Die roten Punkte visualisieren die Knoten der Triangulierung.

den Operator

L
Prox=>_ > Bi.

£=0 ZEK/-@

Die Operatoren ‘Brp und Pip, sind dquivalent (Prpv, v)ey ~ (Prp v, v)gy, wie man
durch Einsetzen in die Definitionen sieht. Somit gilt Proposition 6.20 auch fiir den Operator
Prp,+- Das kann man auch fiir die anderen hier verwendeten Operatoren durchfiihren.

Details zur Implementierung von Multilevel Additiv-Schwarz Vorkonditionierern finden
sich in diversen Lehrbiichern, z.B. [TW05]. Wir merken nur an, dass etwa die Einbettungs-
matrizen I’ auch als

TRTSERTE
dargestellt werden kénnen, wobei die Matrizen Ifl die Matrixform der kanonischen Einbet-

tung von Xy — A1 représentieren. Diese Matri~zen sind diinn-besetzt und konnen daher
kostengiinstig gespeichert werden. Die Matrizen I¢ kann man auch darstellen als

=rr=1;_ 1. 1071

wobei T* die kanonische Einbettung von /{;g nach AXj représentiert. Gleiches gilt auch fiir
die Matrizen J*.
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= % = condp; , (SLp) ,
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Abbildung 6.3: Konditionszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.1 mit geschlosse-
nem Rand.
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Abbildung 6.4: Iterationszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.1 mit geschlossenem
Rand.
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Abbildung 6.5: Konditionszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.1 mit kiinstlicher

Verfeinerung.

[ L T My [ Pmax. | Pmin.z | 2max(W) [ Amin(W) | Amax(SLb) | 2min(SLb) | Amax(Sep) | Amin(Scp) |
T 10 0.25 T.256-01 0.62 2.24e-01 2.12 0.65 2.30 T.01
2 12 0.25 6.25¢-02 0.61 T.426-01 2.63 0.66 3.46 1.23
3 14 0.25 3.12e-02 0.61 9.38e-02 3.07 0.67 4.64 1.24
4 16 0.25 1.56e-02 0.61 6.56e-02 3.41 0.67 5.83 1.25
5 18 0.25 7.81e-03 0.61 4.81e-02 3.67 0.67 7.02 1.25
6 20 0.25 3.91e-03 0.61 3.67e-02 3.87 0.67 8.22 1.25
7 22 0.25 1.95e-03 0.61 2.88e-02 4.02 0.67 9.43 1.25
B 24 0.25 9.77e-04 0.61 2.326-02 114 0.67 10.65 1.25
9 26 0.25 1.88¢-04 0.61 T.91e-02 1.23 0.67 11.87 1.25
10 28 0.25 2.44e-04 0.61 1.59e-02 4.30 0.67 13.09 1.25
11 30 0.25 1.22e-04 0.61 1.35e-02 4.36 0.67 14.31 1.25
12 32 0.25 6.10e-05 0.61 T.166-02 141 0.67 15.54 1.25
13 34 0.25 3.05e-05 0.61 1.01e-02 4.45 0.67 16.77 1.25
14 36 0.25 1.53e-05 0.61 8.81e-03 4.48 0.67 18.00 1.25
15 38 0.25 7.63e-06 0.61 7.78e-03 4.51 0.67 19.24 1.25
16 40 0.25 3.81e-06 0.61 6.92e-03 4.53 0.67 20.47 1.25
17 42 0.25 1.91e-06 0.61 6.19e-03 4.55 0.67 21.71 1.25
18 44 0.25 9.54e-07 0.61 5.57e-03 4.57 0.67 22.95 1.25
19 46 0.25 4.77e-07 0.61 5.04e-03 4.58 0.67 24.19 1.25
20 48 0.25 2.38e-07 0.61 4.59e-03 4.60 0.67 25.43 1.25
21 50 0.25 1.19e-07 0.61 4.19e-03 4.61 0.67 26.67 1.25
22 52 0.25 5.96e-08 0.61 3.84e-03 4.62 0.67 27.94 1.25
23 54 0.25 2.98e-08 0.61 3.53e-03 4.63 0.67 29.20 1.25
24 56 0.25 1.49e-08 0.61 3.26e-03 4.63 0.67 30.46 1.25
25 58 0.25 7.45e-09 0.61 3.02e-03 4.64 0.67 31.72 1.25
26 60 0.25 3.73e-09 0.61 2.80e-03 4.65 0.67 32.99 1.25
27 62 0.25 1.86e-09 0.61 2.61e-03 4.65 0.67 34.25 1.25
28 64 0.25 9.31e-10 0.61 2.43e-03 4.66 0.67 35.52 1.25
29 66 0.25 4.66e-10 0.61 2.28e-03 4.66 0.67 36.78 1.25
30 68 0.25 2.33e-10 0.61 2.13e-03 4.67 0.67 38.05 1.25
31 70 0.25 1.16e-10 0.61 2.00e-03 4.67 0.67 39.31 1.25
32 72 0.25 5.82e-11 0.61 1.89e-03 4.67 0.67 40.58 1.25
33 74 0.25 2.9%e-11 0.61 1.786-03 1.68 0.67 11.84 1.25
34 76 0.25 T.466-11 0.61 1.686-03 1.68 0.67 4311 1.25
35 78 0.25 7.28e-12 0.61 1.59e-03 4.68 0.67 44.38 1.25

Tabelle 6.1: Vergleich der Eigenwerte der Matrizen W, S;p = PEI%W, und Sagp = Palgw
fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.1 mit kiinstlicher Verfeinerung.
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Abbildung 6.6: Konditionszahlen fiir das Experiment

Rand.
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6.4 Numerische Experimente

6.4.1 Hypersinguldre Gleichungen in 2D
Geschlossener Rand

Sei © ein L-férmiges Gebiet mit geschlossenem Rand T' = 0. Die Starttriangulierung
To mit My = #7Ty = 8 ist in Abbildung 6.2 skizziert. Wir betrachten die hypersingulére
Gleichung

(u, )y = ((3 — /)¢, v)r fiir alle v € HY2(T) (6.81)

Aufgrund der Eigenschaften der Randintegraloperatoren folgt, dass diese Gleichung dqui-
valent zu einem Neumann-Problem im Gebiet €2 ist. Wir schreiben eine exakte Losung vor:
Sei

w(z,y) =12 cos(2/3¢) () € Q, (6.82)

wobei (r, ) die Polarkoordinaten von (z,y) sind. Mit der Normalenableitung ¢ := yw
definieren wir die exakte Losung u als — bis auf Konstanten — Spur von w, d.h. u :=
Yow — (yow, 1)p/|T'|. Wir bemerken, dass die Losung eine Singularitdt im Punkt (0,0)
aufweist.

Abbildung 6.3 visualisiert die Konditionszahlen der vorkonditionierten Matrizen Syp =
PEI%W, Sap = Palljw, und Syp = PI?I}13W als auch der nicht-vorkonditionierten Matrix
W auf der Folge Ti,...,7; der adaptiv generierten Triangulierungen iiber der Anzahl der
Elemente. Wir beobachten, dass die Konditionszahlen von Stp anndhernd konstant bleiben,
wihrend die Konditionszahlen von Sgp und Spp mit der Anzahl der Level wachsen. Dies
sieht man auch anhand der Iterationszahlen in Abbildung 6.4. Zum Ldsen der auftretenden
Gleichungssysteme verwenden wir den GMRES Algorithmus.

Kiinstliche Verfeinerung

Sei I" wieder der Rand eines L-férmigen Gebietes mit der in Abbildung 6.2 gegebenen Start-
triangulierung 7o. Man beachte, dass jedes Element den Durchmesser hg = 1/4 besitzt. Wir
wéhlen nun eine kiinstliche Verfeinerung: Die Triangulierung 7, entsteht aus der Triangu-
lierung 7;_1 indem immer nur jene zwei Elemente bisektiert werden, welche den Knoten
z = (0,0) als Eckpunkt besitzen. Offensichtlich fiihrt dies zu einer starken Verfeinerung
hin zum Punkt (0,0). Fiir die minimale Netzweite gilt dann hpin 7, = ho2~ % und fiir die
maximale Netzweite hmax 7 = ho. Man beachte, dass obwohl eine starke lokale Verfeinerung
vorliegt, alle Netze uniform ~-formreguldr sind. Abbildung 6.5 zeigt die Konditionszahlen
der vorkonditionierten Gleichungssysteme als auch jene der nicht-vorkonditionierten Syste-
me. Man kann sehr gut erkennen, dass der lokale Multilevel Vorkonditionierer optimal ist,
wihrend beim globalen Multilevel Vorkonditionierer und beim hierarchische Basis Vorkon-
ditionierer die Konditionszahlen von L und L? abhingen. Tabelle 6.1 zeigt die maximalen
und minimalen Eigenwerte der Matrizen W, Syp, und Sgp. Die Zahlen passen mit den
Aussagen von Satz 6.7 als auch Satz 6.9 perfekt iiberein, d.h. man sieht, dass der minimale
und maximale Eigenwert von Syp und der minimale Eigenwert von Sgp beschriankt sind,
wihrend der maximale Eigenwert von Sgp linear in der Anzahl der Level L wéchst.
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—/
AN

Abbildung 6.8: Rand eines L-Blocks mit Starttriangulierung 7y mit My = #7y = 56 und
Ny = #N; = 30 Knoten. Die roten Linien kennzeichnen die Referenzkanten,
wéhrend die roten Punkte, die Knoten der Triangulierung visualisieren.

Offener Rand

Sei I = (—1,1) x {0} ein Schlitz. Wir betrachten die hypersinguldre Gleichung
(w, v)gy = (f, v)p fiir alle v € HY?(I),

und schreiben die exakte Losung u(z,0) = 2¢/1 — 22 mit Datum f(z,0) = 1 vor. Wir be-
merken, dass der Einsatz von adaptiven Methoden Sinn macht, da bei offenen Randstiicken
die Losungen iiblicherweise Singularitéiten an den Endpunkten — in unserem Fall die Punk-
te (=1,0) und (1,0) — auftreten und daher die Verwendung von uniformer Verfeinerung
zu reduzierter Konvergenzordnung fiihrt.

In Abbildung 6.6 sind die Konditionszahlen der vorkonditionierten Matrizen und der
nicht-vorkonditionierten Matrix geplottet, wihrend in Abbildung 6.7 die Iterationszahlen
bei Verwendung des GMRES-Algorithmus geplottet sind. Wiederum beobachten wir Opti-
malitét des lokalen Multilevel Vorkonditionierers im Hinblick auf beschréinkte Konditions-
und Iterationszahlen.

6.4.2 Hypersinguldre Gleichungen in 3D
Geschlossener Rand

Sei Q = (—1,1)2\[0,1)? x (0,1) mit Rand T = 9Q. Die Starttriangulierung 7y von I ist in
Abbildung 6.8 skizziert. Wir betrachten wieder die hypersingulire Integralgleichung (6.81)
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Abbildung 6.9: Konditionszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.2 mit geschlosse-

nem Rand.
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Rand.
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6 Vorkonditionierung von adaptiver BEM

Abbildung 6.11: Verschiedene Triangulierungen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.2 mit
kiinstlicher Verfeinerung.
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Abbildung 6.12: Konditionszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.2 mit kiinstlicher

Verfeinerung.

L L T ML | Pmax.t | Pmin.z. | 2max(W) [ 2min(W) [ Amax(SLp) | Amin(SLb) | Amax(Sgp) | Amin(Scp) |
1 116 1.00 5.00e-01 4.57 8.83e-02 19.63 0.39 27.30 0.75
2 176 1.00 2.50e-01 4.38 3.71le-02 21.11 0.38 42.07 0.62
3 236 1.00 1.25e-01 4.36 1.41e-02 21.29 0.25 56.76 0.81
4 296 1.00 6.25e-02 4.36 6.02e-03 21.32 0.25 71.46 0.90
5 356 1.00 3.12e-02 4.36 2.76e-03 21.32 0.25 86.16 0.89
6 416 1.00 1.56e-02 4.36 1.32e-03 21.32 0.25 100.86 0.89
7 476 1.00 7.81e-03 4.36 6.44e-04 21.32 0.25 115.56 0.89
8 536 1.00 3.91e-03 4.36 3.18e-04 21.32 0.25 130.26 0.89
9 596 1.00 1.95e-03 4.36 1.58e-04 21.32 0.25 144.96 0.89
10 656 1.00 9.77e-04 4.36 7.87e-05 21.32 0.25 159.66 0.89
11 716 1.00 4.88e-04 4.36 3.93e-05 21.32 0.25 174.36 0.89
12 776 1.00 2.44e-04 4.36 1.96e-05 21.32 0.25 189.07 0.89
13 836 1.00 1.22e-04 4.36 9.81e-06 21.32 0.25 203.77 0.89
14 896 1.00 6.10e-05 4.36 4.90e-06 21.32 0.25 218.47 0.89
15 956 1.00 3.05e-05 4.36 2.45e-06 21.32 0.25 233.18 0.89
16 1016 1.00 1.53e-05 4.36 1.23e-06 21.32 0.25 247.88 0.89
17 1076 1.00 7.63e-06 4.36 6.13e-07 21.32 0.25 262.58 0.89
18 1136 1.00 3.81e-06 4.36 3.06e-07 21.32 0.25 277.29 0.89
19 1196 1.00 1.91e-06 4.36 1.53e-07 21.32 0.25 291.99 0.89
20 1256 1.00 9.54e-07 4.36 7.66e-08 21.32 0.25 306.69 0.89
21 1316 1.00 4.77e-07 4.36 3.83e-08 21.32 0.25 321.40 0.89
22 1376 1.00 2.38e-07 4.36 1.91e-08 21.32 0.25 336.10 0.89
23 1436 1.00 1.19e-07 4.36 9.57e-09 21.32 0.25 350.80 0.89
24 1496 1.00 5.96e-08 4.36 4.79e-09 21.32 0.25 365.51 0.89
25 1556 1.00 2.98e-08 4.36 2.39e-09 21.32 0.25 380.21 0.89

Tabelle 6.2: Vergleich der Eigenwerte der Matrizen W, Stp = PEI%W, und Sgp = Pall)W
fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.2 mit kiinstlicher Verfeinerung.
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Abbildung 6.13: Konditionszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.3 mit geschlosse-
nem Rand. Die Groflen «y, O, sind in (6.84) definiert.

und schreiben eine exakte Losung vor: Sei
w(z,y,z) = r?3cos(2/3¢) fiir (z,y,2) € Q,

wobei (r, p, z) die Zylinderkoordinaten von (x,y, z) sind. Mit der Normalenableitung ¢ :=
~yw ergibt sich die exakte Losung von (6.81) zu u = yow — (yow, 1)r/|T'|. Man beachte,
dass die Losung singuléir an den Punkten (z,y, z) = (0,0, 2) mit z € (0, 1) ist.

In Abbildung 6.9 sind die Konditionszahlen der vorkonditionierten Matrizen Stp, Sap,
und Sgiag als auch die Konditionszahlen der nicht-vorkonditionierten Matrizen W geplot-
tet, wahrend Abbildung 6.10 die Anzahl der benétigten Iterationen bei Verwendung des
GMRES-Algorithmus zeigt. Wir beobachten, dass der vorgestellte lokale Multilevel Vor-
konditionierer auf optimale Ergebnisse fiihrt.

Kiinstliche Verfeinerung

Sei Q = (—1,1)%\[0,1)? x (0,1) mit Rand I' = 99Q. Die Starttriangulierung 7o von T ist
in Abbildung 6.8 skizziert. Wir betrachten eine kiinstliche Verfeinerung: In jeder Trian-
gulierung 7,1 werden nur jene Elemente zur Verfeinerung markiert welche den Punkt
(0,0,0) als Knoten besitzen. Dies liefert, wie aus Abbildung 6.11 ersichtlich ist, stark lokal
verfeinerte Triangulierungen.

Die Konditionszahlen aus Abbildung 6.9 belegen wiederum, dass der lokale Multilevel
Vorkonditionierer auf optimale Konditionszahlen fiihrt, wihrend der globale Multilevel Vor-
konditionierer von der Anzahl der Level L abhéngt. Tabelle 6.2 verdeutlicht das nochmal
anhand dem Vergleich der maximalen und minimalen Eigenwerte. Dort kann man auch die
theoretischen Aussagen von Satz 6.7 und Satz 6.9 ablesen.
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Abbildung 6.14: Tterationszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.3 mit geschlossenem
Rand.
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LL T My [ hmax. | Pmin.z | 2max(V) [ Amin(VY) [ Amax(SLb) [ Amin(SLb) [ Amax(Sep) | Amin(Scp) |
1 10 0.25 1.25e-01 0.09 2.16e-03 2.33 0.73 2.60 0.92
2 12 0.25 6.25e-02 0.09 5.44e-04 2.82 0.76 3.88 0.96
3 14 0.25 3.12e-02 0.09 1.36e-04 3.22 0.76 5.19 0.97
4 16 0.25 1.56e-02 0.09 3.40e-05 3.53 0.76 6.50 0.97
5 18 0.25 7.81e-03 0.09 8.49e-06 3.76 0.76 7.82 0.97
6 20 0.25 3.91e-03 0.09 2.12e-06 3.94 0.76 9.14 0.97
7 22 0.25 1.95e-03 0.09 5.31e-07 4.08 0.76 10.46 0.97
8 24 0.25 9.77e-04 0.09 1.33e-07 4.18 0.76 11.79 0.98
9 26 0.25 4.88e-04 0.09 3.32e-08 4.27 0.76 13.12 0.98
10 28 0.25 2.44e-04 0.09 8.29e-09 4.33 0.76 14.45 0.98
11 30 0.25 1.22e-04 0.09 2.07e-09 4.39 0.76 15.79 0.98
12 32 0.25 6.10e-05 0.09 5.18e-10 4.43 0.76 17.13 0.98
13 34 0.25 3.05e-05 0.09 1.30e-10 4.47 0.76 18.46 0.98
14 36 0.25 1.53e-05 0.09 3.24e-11 4.50 0.76 19.80 0.98
15 38 0.25 7.63e-06 0.09 8.10e-12 4.52 0.76 21.15 0.98
16 40 0.25 3.81e-06 0.09 2.03e-12 4.54 0.76 22.49 0.98
17 42 0.25 1.91e-06 0.09 5.06e-13 4.56 0.76 23.83 0.98
18 44 0.25 9.54e-07 0.09 1.27e-13 4.58 0.76 25.18 0.98
19 46 0.25 4.77e-07 0.09 3.16e-14 4.59 0.76 26.52 0.98
20 48 0.25 2.38e-07 0.09 7.91e-15 4.60 0.76 27.87 0.98
21 50 0.25 1.19e-07 0.09 1.98e-15 4.61 0.76 29.21 0.98
22 52 0.25 5.96e-08 0.09 4.94e-16 4.62 0.76 30.56 0.98
23 54 0.25 2.98e-08 0.09 1.24e-16 4.63 0.76 31.91 0.98
24 56 0.25 1.49e-08 0.09 3.09e-17 4.64 0.76 33.26 0.98
25 58 0.25 7.45e-09 0.09 7.73e-18 4.64 0.76 34.61 0.98
26 60 0.25 3.73e-09 0.09 1.93e-18 4.65 0.76 35.96 0.98
27 62 0.25 1.86e-09 0.09 4.83e-19 4.66 0.76 37.31 0.98
28 64 0.25 9.31e-10 0.09 1.21e-19 4.66 0.76 38.66 0.98
29 66 0.25 4.66e-10 0.09 3.02e-20 4.67 0.76 40.01 0.98
30 68 0.25 2.33e-10 0.09 7.54e-21 4.67 0.76 41.36 0.98
31 70 0.25 1.16e-10 0.09 1.89e-21 4.67 0.76 42.71 0.98
32 72 0.25 5.82e-11 0.09 4.72e-22 4.68 0.76 44.06 0.98
33 74 0.25 2.91e-11 0.09 1.18e-22 4.68 0.76 45.41 0.98
34 76 0.25 1.46e-11 0.09 2.95e-23 4.68 0.76 46.76 0.98
35 78 0.25 7.28e-12 0.09 7.37e-24 4.68 0.76 48.11 0.98

Tabelle 6.3: Vergleich der Eigenwerte der Matrizen V, Syp = PEI%V, und Sgp = Pall)V
fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.3 mit kiinstlicher Verfeinerung.
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Abbildung 6.16: Konditionszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.3 mit offenem
Rand. Die Gréflen oy, 8, sind in (6.84) definiert.
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Abbildung 6.17: Tterationszahlen fiir das Experiment aus Abschnitt 6.4.3 mit offenem Rand.

6.4.3 Schwach-singuldre Gleichungen in 2D
Geschlossener Rand

Sei I' der Rand eines L-formigen Gebietes 2 mit der in Abbildung 6.2 skizzierten Start-
triangulierung 7o mit My = #7y = 8 Elementen. Wir betrachten die schwach-singulére
Cleichung: Fiir g € H'/?(T'), finde ¢ € H~Y/2(T) mit

(6, )y = (¥, (A +R)g)r fiir alle p € H /(D). (6.83)

Dieses Problem ist dquivalent zu einem Dirichlet-Problem im Gebiet 2. Wir schreiben die
exakte Losung vor: Sei

w(z,y) = r2/3 cos(2/3p) fiir (z,y) € Q,

wobei (r,p) die Polarkoordinaten von (x,y) sind. Wir definieren g := yyw, dann ist die
exakte Losung von (6.83) gegeben als die Normalenableitung ¢ := v3w. Man beachte, dass
die Funktionen in der einspringenden Ecke singulér sind.

Abbildung 6.13 zeigt die Konditionszahlen der vorkonditionierten Matrizen Sy p= PEI%V,
Sap = PE;]13V7 S = PﬁéV, und Sgiag = P;i;gV als auch jene der nicht-vorkonditio-
nierten Matrizen V. Die Groflen «f, und 57, sind dabei Abschétzungen fiir die Konditions-
zahlen

AN
conds(V) < My, <h7L> (14 |log(Mphmax,1.)|) =: ar, (6.84)

min, L
1 + [log(hmin,z)|
1+ |log(hmax,L)|

CODdV(Sdiag) S ML(l + |10g(MLhmin,L)|) =: ,BL. (6.85)

Die Iterationszahlen bei Verwendung des CG-Algorithmus sind in Abbildung 6.14 an-
gefiihrt.
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Kiinstliche Verfeinerung

Sei I' wieder der Rand eines L-féormigen Gebietes mit der in Abbildung 6.2 gegebenen Start-
triangulierung 7. Man beachte, dass jedes Element den Durchmesser hy = 1/4 besitzt. Wir
withlen nun eine kiinstliche Verfeinerung: Die Triangulierung 7, entsteht aus der Triangu-
lierung 7;_1 indem immer nur jene zwei Elemente bisektiert werden, welche den Knoten
z = (0,0) als Eckpunkt besitzen. Offensichtlich fiihrt dies zu einer starken Verfeinerung
hin zum Punkt (0,0). Fiir die minimale Netzweite gilt dann Ay, = ho2~ % und fir die
maximale Netzweite hy,ax 1 = ho. Man beachte, dass obwohl eine starke lokale Verfeinerung
vorliegt, alle Netze uniform ~-formregulér sind.

Abbildung 6.15 zeigt die Konditionszahlen der vorkonditionierten Gleichungssysteme.
Man kann sehr gut erkennen, dass der lokale Multilevel Vorkonditionierer optimal ist,
wéhrend beim globalen Multilevel Vorkonditionierer, beim hierarchischen Basis Vorkon-
ditionierer, und beim Diagonalvorkonditionierer die Konditionszahlen von der Anzahl der
Level abhéngen.

Tabelle 6.3 zeigt die maximalen und minimalen Eigenwerte der Matrizen V, Syp, und
Scp- Die Zahlen passen mit den Aussagen von Satz 6.21 als auch Satz 6.23 perfekt iiberein,
d.h. man sieht, dass der minimale und maximale Eigenwert von Spp und der minimale
Eigenwert von Sgp beschrinkt sind, wihrend der maximale Eigenwert von Sgp linear in
der Anzahl der Level L wichst.

Offener Rand

Sei I' = (—1,1) x {0}. ein offenes Randstiick. Wir betrachten die schwach-singulire Glei-
chung

(¢, )y = (¢, f)r fiir alle p € HV*(T)

mit der exakten Losung ¢(z,0) = 22/v/1 — 22 und Datum f(x,0) = 2. Man beachte, dass
¢ singulér an den Endpunkten (—1,0) und (1,0) ist.

Abbildung 6.16 zeigt die Konditionszahlen der vorkonditionierten und nicht-vorkondi-
tionierten Matrizen, wihrend die Iterationszahlen bei Verwendung des CG-Algorithmus in
Abbildung 6.14 gegeben sind.
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Kopplungen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Vorkonditionierung der symmetrischen Kopp-
lung und der beiden nicht-symmetrischen FEM-BEM Kopplungen. Das Hauptaugenmerk
liegt dabei in der Konstruktion von optimalen Vorkonditionierern auf adaptiv generierten
Triangulierungen. Unter Optimalitéit verstehen wir, dass die Konditionszahl der vorkon-
ditionierten Systemmatrix unabhéngig von der Netzweite und der Anzahl der Elemente
ist.

Zur symmetrischen Kopplung existieren bereits viele Arbeiten, welche aber hauptsichlich
quasi-uniforme Netze behandeln, z.B. [CKL98, FS09, HPPS03, HMS99, HS98, KS02, MS98]
und darin enthaltenen Referenzen. Im Gegensatz dazu ist nur wenig {iber die Vorkonditio-
nierung von nicht-symmetrischen Kopplungen, siehe z.B. [Med98] fiir die Johnson-Nédélec
Kopplung, oder die Vorkonditionierung auf adaptiven Triangulierungen bekannt.

Fiir die symmetrische Kopplung kann der Ansatz von [BP88] verwendet werden, welcher
positive Definitheit und Symmetrie der Galerkin-Matrix beziiglich einem speziellen inneren
Produkt sicherstellt [CKL98, HPPS03, KS02]. Dadurch sind effiziente iterative Loser, die
fiir positiv definite und symmetrische Matrizen konstruiert wurden, anwendbar. Aufgrund
der Nicht-Symmetrie ist ein solches Vorgehen fiir die Johnson-Nédélec Kopplung oder die
Bielak-MacCamy Kopplung in der Regel nicht anwendbar. In der Arbeit [Med98] wird
angenommen, dass der Kopplungsrand I' glatt ist. Daher ist der Doppelschichtintegral-
operator 8 kompakt. Die Galerkin-Matrix kann daher in einen symmetrischen und einen
nicht-symmetrischen Teil (dieser entspricht der Galerkin-Matrix K des Doppelschichtinte-
graloperators R) aufgespalten werden. Es wird nur der symmetrische Teil mit der Theo-
rie aus [BP88] vorkonditioniert. Konvergenzresultate fiir iterative Loser konnen dann mit
kompakten Stérungsargumenten und der Annahme einer hinreichenden kleinen Netzweite
gezeigt werden. Im Allgemeinen ist der Rand I aber nicht glatt und die Theorie aus [Med98|
kann somit nicht verwendet werden.

In diesem Kapitel untersuchen wir wie in [FS09, MS98] einen (2 x 2)-Blockdiagonal-

Vorkonditionierer der Bauart
Prem 0
P =
< 0 Pgem

fiir die Galerkin-Matrix B der (stabilisierten) FEM-BEM Kopplung. Wir kénnen dabei alle
drei vorgestellten Kopplungen simultan behandeln. Ein wesentlicher Punkt in der Analysis
ist die Verwendung der Galerkin-Matrizen B der stabilisierten FEM-BEM Kopplungen, da
diese Matrizen positiv definit sind. In den numerischen Experimenten aus Abschnitt 7.5
werden wir aber sehen, dass die Stabilisierung weggelassen werden kann.

159



7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

Der Block Prgy entspricht einem Vorkonditionierer fiir ein FEM Problem und Pggy ent-
spricht einem Vorkonditionierer fiir die Galerkin-Matrix V des Einfachschichtintegralopera-
tors. Aufbauend auf [MS98] zeigen wir Abschiitzungen fiir die Konditionszahl condp (P~'B)
des vorkonditionierten Systems, welche nur von den gewéhlten Vorkonditionierern Prgym
und Ppgym abhéngen. Dariiber hinaus beweisen wir, dass die Anzahl der Iterationen, um
das relative Residuum unter eine Schranke 7 zu bringen, bei Verwendung des vorkondi-
tionierten GMRES Algorithmus mit innerem Produkt (-, -)p auch nur von der Wahl von
Prey und Parye abhéngen.

Mit den Resultaten aus [WC06, XCH10] zu lokalen Multilevel Vorkonditionierern fiir
2D FEM und unseren Resultaten aus Kapitel 6 zu lokalen Multilevel Vorkonditionierern
fiir 2D BEM konstruieren wir einen optimalen Vorkonditionierer fiir die drei FEM-BEM
Kopplungen in 2D.

Der Rest des Kapitels ist folgendermaflen aufgebaut: In Abschnitt 7.1 stellen wir den
vorkonditionierten GMRES Algorithmus mit innerem Produkt (-, -)p vor und geben einige
Anmerkungen zur Implementierung an. In Abschnitt 7.2 behandeln wir kurz das verwen-
dete Modellproblem und definieren spéter verwendete Hilfsoperatoren. Der Blockdiagonal-
Vorkonditionierer wird in Abschnitt 7.3 definiert. Aufbauend auf der Arbeit [MS98], in
welcher nur die symmetrische Kopplung fiir ein etwas anderes Modellproblem untersucht
wird, beweisen wir unser Hauptresultat (Satz 7.5). Damit definieren wir fiir d = 2 und Dis-
kretisierungen niedrigster Ordnung einen optimalen Vorkonditionierer, der auf lokalen Mul-
tilevel Diagonal Vorkonditionierern aufbaut. Zusétzlich untersuchen wir einen suboptimalen
globalen Multilevel Diagonal Vorkonditionierer als auch einen simplen Diagonalvorkondi-
tionierer. Das Kapitel wird mit verschiedensten numerischen Experimenten (Abschnitt 7.5)
in 2D und 3D beendet.

Zum Schluss bemerken wir noch, dass im Folgenden nur Laplace-Transmissionsprobleme
behandelt werden, die grundlegenden Ideen sind aber auch auf Transmissionsprobleme in
der Elastostatik iibertragbar.

7.1 Vorkonditioniertes GMRES Verfahren

Sei P € RV*Y cine symmetrische, positiv definite Matrix und sei A € RV*Y eine (nicht-
symmetrische) positiv definite Matrix. Bezeichne mit € € R den kanonischen Einheits-
vektor in RV, d.h. (ek)j = 0. Wir betrachten im Folgenden eine Variante des GMRES
Algorithmus [SS86] zur Losung des vorkonditionierten Gleichungssystems

P 'Ax =P f ¢ RV,

Algorithmus 7.1 (Vorkonditionierter GMRES Algorithmus, Variante 1). Imput: Matri-
zen P, A € RVXN | rechte Seite f € RN, Startlosung x° € RN, relative Toleranz T > 0, und
mazimale Anzahl Iterationen K € N mit K < N.

(a) Allokiere Speicher fiir die Matric H € RETVXK - fir die Vektoren vi € RN, i =
1,...,K, we RN, 9 c¢RY undreRVN.

(b) Berechne Residuum r9 < P~1(f — AxY) und v < r%/||r0|p.
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7.1 Vorkonditioniertes GMRES Verfahren

(c) Setze k < 1 und initialisiere Matriz H;j < 0 fir allei=1,..., K +1,7=1,... K.
Wiederhole die Schritte (i)—(vii):

(i) Berechne w + P~1AvF,

(ii) Fir allei=1,...,k berechne

Hjj, « (w, vi>p und w— w — viH;.

(iit) Berechne Hyyq 1 < ||W|p.

w) Definiere den Teilblock H e REHDXE 415 H i =Hy firi=1,....k+1,j =
J J
1,...,k und berechne

. =k
yk <+ arg min || HI‘OHPe1 —Hyls. (7.1)
yERE

(v) Berechne x + x° + Z?Zl(yk)jvj und r + P71(f — Ax).
(vi) Beende Algorithmus falls ||r||p < 7||x°||p oder k > K.
(vii) Ansonsten, berechne vF*1 < w/Hy 1, setze k < k + 1, und gehe 2u (i).
Output: Niherungslosung x, Anzahl der Iterationen k, und |r|p/||t°||p. O

Falls P die Einheitsmatrix in RVY*" ist, dann entspricht Algorithmus 7.1 dem iiblichen
GMRES Algorithmus [SS86].

In der Praxis ist oft nur die Matrix-Vektor Multiplikation mit P! bekannt, aber nicht
jene mit P, man denke etwa an die Multilevel Vorkonditionierer aus Kapitel 6. Daher ist
es schwierig die inneren Produkte (-, -)p bzw. die Normen || - [|[p zu bestimmen. Man kann
aber den Algorithmus so modifizieren, dass die explizite Anwendung von P nicht bekannt
sein muss. Dazu beachte man, dass fiir beliebiges x € RY mit y = P~ 'x die Identitit
Ilylp = (P~'x, P 'x)p = (P 'x, x)» gilt.

Algorithmus 7.2 (Vorkonditionierter GMRES Algorithmus, Variante 2). Imput: Matri-
zen P, A € RV*N | rechte Seite £ € RN, Startlosung x° € RN, relative Toleranz T > 0, und
mazimale Anzahl Iterationen K € N mit K < N.

(a) Allokiere Speicher fiir die Matriz H € RETDXE " fir die Vektoren vi,v' € R,
i=1,...,K, we RN, r9cRY, undr e RY.

(b) Berechne |r°||p = /(P~1(f — Ax), f — Ax)y und setze v! < (f — Ax)/||r*||p.
(c) Berechne vi = P~1vl,
(d) Setze k < 1 und initialisiere Matrizc H;j < 0 fir allei=1,... K +1,j=1,..., K.

Wiederhole die Schritte (i)-(vii):
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7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

(i) Berechne w + AvF*.

(ii) Fiir allei=1,...,k berechne

Hj, + P'w,vi)p = (W, v)s und W w— v Hy.

(iii) Berechne Hyi1 + |[P7iw|p = /(P~1w, W)a.

(iv) Definiere den Teilblock H' e REFDXE g (ﬁk)w =H;; firi=1,....,k+1,j =
1,...,k und berechne

. —k
yk < arg min || ||r0||pe1 —Hy|s. (7.2)
yERE

(v) Berechne x + x" + Z?Zl(yk)jvj und T + (f — Ax).

(vi) Beende Algorithmus falls ||r||p == |[P71¥||p = /(P~1T, T)2 < 7x°||p oder k > K.

(vii) Ansonsten, berechne V1 «— W/Hjy 1 und vFH1 « PIWEHL setze k < k + 1, und
gehe zu (i).

Output: Niherungslosung x, Anzahl der Iterationen k, und |r|p/||t°||p. O

Wir geben noch einige Bemerkungen an: Das GMRES Verfahren ist ein exaktes Iterati-
onsverfahren, d.h. nach maximal K = N Iterationsschritten erhélt man die exakte Losung.
Normalerweise will man aber nur K < N Schritte verwenden, um eine hinreichend genaue
Naherung an die exakte Losung zu erhalten. Man kann fiir den vorliegenden Fall auch die
Konvergenzgeschwindigkeit abschétzen. Dies wird im Beweis des Hauptresultats (Satz 7.5)
auch explizit ausgenutzt.

Die benétigte Minimierung im Schritt (iv) kann mit Hilfe einer QR-Zerlegung von "
durchgefiihrt werden, siehe z.B. [SS86, Abschnitt 3.2]. Fiir die Matrix H" muss kein extra
Speicher angelegt werden da es sich um einen Teilblock der Matrix H handelt. Der grofite
Speicheraufwand besteht fiir die Vektoren v* in Algorithmus 7.1 bzw. fiir die Vektoren v*, v*
in Algorithmus 7.2. Man kann Algorithmus 7.2 auch ohne die Vektoren v implementieren,
indem alle vorkommenden v’ durch P~1v? ersetzt werden. Dies bedeutet aber mehr Aus-
wertungen von P~'x. Um den Speicheraufwand zu senken, geht man iiblicherweise zu einem
GMRES Verfahren mit Neustart {iber. Dabei wird der komplette Algorithmus nach Kjestart
Iterationen neu gestartet und als Startlosung wird die zuletzt berechnete Naherungslosung
verwendet [SS86].

7.2 Modellproblem

Wir beschéftigen uns wieder mit dem Modellproblem (3.3) aus Kapitel 3, wobei wir 2 als
linear und symmetrisch voraussetzen, d.h.

A(x) € R4 fiir fast alle z € Q.

sym
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7.2 Modellproblem

Um die Losbarkeit der Kopplungsgleichungen zu garantieren, fordern wir fiir die symme-
trische Kopplung

0 < Cmon = essinf Apin(A(x)) < esssup Amax (A(x)) =: cip < 00, (7.3)
xe zeQ

und fiir die beiden nicht-symmetrischen Kopplungen zusétzlich

Cmon > Cﬁ/4,

wobei cg € [%, 1) wieder die Kontraktionsgrofie des Doppelschichtintegraloperators bezeich-
net.

Der Operator B : H = H'(Q) x H /*(') — H* bezeichnet entweder den Opera-
tor fiir die symmetrische Kopplung (3.45a), den Operator fiir die Johnson-Nédélec Kopp-
lung (3.58a), oder den Operator fiir die Bielak-MacCamy Kopplung (3.74a). Fiir unsere
Analysis benotigen wir die stabilisierten Operatoren B aus (3.50a) (symmetrische Kopp-
lung), (3.63a) (Johnson-Nédélec Kopplung), bzw. (3.79a) (Bielak-MacCamy Kopplung). Da
wir im Folgenden nur mit den Unterrdumen Hy = S4(TS) x PP(T}) hantieren, wihlen wir
als Funktion fiir die Stabilisierung ¢ = 1 € PP(T}), welche Annahme 3.15 erfiillt. Wir be-
merken, dass die Uberlegungen nicht von der expliziten Wahl von ¢ abhéngen, solange die
Annahme 3.15 erfiillt ist. Unsere Voraussetzungen implizieren daher, dass die Operatoren
B, da 2 linear ist, elliptisch sind. Insbesondere sind also die zugehorigen Galerkin-Matrizen
B positiv definit.

__ Fiir die Vorkonditionierung definieren wir noch zwei Hilfsoperatoren ¢:H — H* und
2A: HY(Q) — (HY(Q))* als

(Cu, v) = Ru, v) + (¥, Vo)r := (B(u,0), (v,0)) + (¥, V)r (7.4)

fir alle u = (u,¢),v = (v,¢) € H. Der Operator 2A entspricht also dem stabilisierten
FEM-Teil. Das folgende Lemma fasst die wichtigsten Eigenschaften zusammen. Der Beweis
der Elliptizitdt folgt mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Lemma 3.21.

Lemma 7.3. Der Operator A aus (7.4) ist stetig, symmetrisch, und elliptisch. Die Kon-
stanten

~ ,Qvl )
0 < C’QVI = 1nf M < Sllp Hmﬂ

5 < =:C5; < 0
oue (@) [[ullzp gy ~ ogueri@)  lullmie)

hingen nur von Cmon, cip aus (7.3) und Q ab.

Der Operator € aus (7.4) ist stetig, symmetrisch, und elliptisch. Die Konstanten

(Cu, u) |€ul

H*

0<cz:= inf ———< = C5 <
€ oruen |lullf; T oguen llulu ¢
hingen nur von Cmon, ciip aus (7.3) und Q ab. ]
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7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

Als Néchstes behandeln wir die Diskretisierung dieser Operatoren. Mit ¢; fiir j =
L...,H = 8%+ Pl := dim(SU(T})) + dim(PP(T})) bezeichnen wir wieder die in Ab-
schnitt 3.6.1 definierte Basis von H,. Definiere C als éjk = (&gpk, @;) fiir alle j,k =
1,..., H. Insbesondere konnen wir C als Blockmatrix schreiben

~ (A 0
C = 7.5
<O V) ’ (7.5)
wobei A die Galerkin-Matrix von 2 bezeichnet.

Bemerkung 7.4. Die Definition (7.4) kann durch

(Cu, v) = (Au, v) + (B(0,9), (0,4) := (B(u,0), (v,0)) + (B(0,9), (0,4))
ersetzt werden, da <%(Oa¢)a (0,7/)» = <71Z)’ Qj¢>r + <1, Q]¢>F<1a Qj¢>r = <71Z)’ sn¢>F Die in
diesem Kapitel erarbeiteten Resultate behalten weiterhin thre Giltigkeit. U
7.3 Blockdiagonal-Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt analysieren wir (2 x 2)-Blockdiagonal-Vorkonditionierer von der Bauart

P; O
A HxH
P = < K Pﬁ) eR (7.6)

mit den symmetrischen und positiv definiten Matrizen Py € RS> ynd Py € R” TPt
Insbesondere ist also auch P symmetrisch und positiv definit. Anstelle der Gleichungssys-
teme

Bx =1f (7.7)

fiir die FEM-BEM Kopplungen, siche Abschnitt 3.6.1 fiir die entsprechenden Definitionen,
betrachten wir das vorkonditionierte System

P 'Bx=P'f (7.8)
mit
P! o0
Pl=("2 | e REXH, (7.9)
0 Py

Die Blocke Py und Py entsprechen dabei Vorkonditionierern von A und V. Wir nehmen an,
die Matrizen Py und Py sind spektral dquivalent za A und V, d.h. es existieren Konstanten
dﬁaDﬁ > 0 und dy, Dy > 0 mit

dﬁ(PﬁX, X>2 S(AX, X>2 <

dy(Pyy ., y)2 <(Vy,y)2 <

5(Pgx, x)2  fiir alle x € RS, (7.10a)

g (Pyy, y)e firalley € RF". (7.10b)
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Satz 7.5. Seien Py € RSQXSQ, Py € RP'XPY e symmetrische und positive Matrizen,
welche (7.10) erfillen. Sei P der Blockdiagonal-Vorkonditionierer aus (7.6). Dann gilt
max{ Dy, Dy}

P 'B) < PlC)<o—t w7
condp ( ) < Ccondp(P7°C) < C win{dy, d}

(7.11)

Die Konstante C > 0 hingt nur von cmon, clip aus (7.3) und 0 ab.
Des weiteren, gilt fiir das j-te Residuum r7 aus dem vorkonditionierten GMRES Algo-
rithmus
. A 0
[/ |p < qéMREer e (7.12)
Die Konstante 0 < ggmres < 1 hdngt nur von ¢mon, clip aus (7.3), Q, und dem Verhdltnis

max{Dg, Dy}/min{dy, dy} ab.

Bevor wir zum Beweis kommen, machen wir uns kurz mit den Konsequenzen dieses Satzes
vertraut. Das Ziel ist es Vorkonditionierer Py und Pg zu finden, so dass das Verhéltnis
max{Dg, Dy} /min{dy,dy} mit den Konstanten aus (7.10) uniform beschrénkt ist, d.h.
unabhiingig von der Anzahl der Elemente in 7,2, 7? und deren Durchmesser ist. Satz 7.5
impliziert dann, dass die Konditionszahlen beschrénkt sind, und dass in jedem Schritt des
vorkonditionierten GMRES Algorithmus beim Losen von (7.8) das relative Residuum um
den Faktor 0 < gomres < 1 reduziert wird.

Wir benétigen das folgende elementare Resultat.

Lemma 7.6. Bezeichne mit %g : He — Hp und Eg : He — Hj die auf den endlich-
dimensionalen Unterraum H, eingeschrinkten Operatoren B,&, d.h.

(Bou, v) = (Bu, v) fir alle u,v € Hy,
(Cou, v) := (Cu, v) fir alle u,v € H,;.

Definiere 3p := %z%;l%g :He — Hy. Sei Z die Galerkin-Matriz von 3, beziiglich der Basis
{ij}le von Hy, d.h. Zji, == 3ok, @j) fir j,k=1,...,H. Dann gilt

Z =B"C'B. (7.13)

Beweis. Sei {ej}f:1 die kanonische Basis von R mit (e’);, = ;5. Der Matrixeintrag in
der j-ten Zeile und k-ten Spalte ist gegeben als

Zjk = (B;€,  Bupr, ;) = By, €' Bygy,).
Sei wy, 1= Ezl%g@k. Nach der Definition der Inversen des diskreten Operators 6( gilt
(Cwy,, om) = (Bopy, om) firallem=1,... H. (7.14)

Man beachte, dass (’%gapk, Om) = ﬁmk = (ﬁek)m. Zusammen mit der Darstellung wy =
H: w,p; ist die Galerkin-Formulierung aus (7.14) dquivalent zu
j=1 Wj¥;j

Cw = BeF.
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7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

Die Wahl von wy, liefert weiters

Beweis von Satz 7.5. Definiere dj := )\min(Pflé) und Dj := )\maX(Pflé). Man beachte,
dass P~1C symmetrisch und positive definit beziiglich (-, -)p ist. Daher sind alle Eigenwerte
reell und positiv. Fiir das Spektrum von P~1C gilt

dz(Pv, v)a < (Cv, v)y < Dz(Pv, v)y fiir alle v € R, (7.15)
Aus den spektralen Aquivalenzen (7.10) folgt direkt
min{dy, dy} < dz < D < max{Dg, Dy} (7.16)
Die Abschétzungen (7.15) sind dquivalent zu
dz < (C'u, u)y < (P~'u, u)y < Da(éflu, u)y fiir alle u € R, (7.17)
Die Aquivalenz folgt dabei aus der Wahl u = CY2(C~Y/2PC~Y/2)1/2CY/2y baw. v =

C~Y2(C~1/2PC~1/2)~Y/2C~Y/2y und elementaren Rechnungen.
Schritt 1. Wir zeigen

P'B P-'B -
ds < inf % < inf 1P Bulp _ IP~'B) |5, (7.18a)
uz0  uflp uz0  [[uflp
P'B -
D 2 sup lE_BUIe _ypigy), (7.18b)
w0 |luflp

Aus der Definition der Konditionszahl condp(-) und den Eigenschaften von P-'C folgt
daraus weiters

~1R ~1R —113\-1 Dg —1 ¢
condp(P7'B) = [P B|p||(P "B) |p < == condp (P C). (7.19)
¢

Zusammen mit (7.16) schliefen wir (7.11).
Wir starten zunichst mit (7.18a). Sei u € R¥ mit zugehoriger Funktion u € H, d.h.
u = Z]H:1 u;p;. Dann gilt mit (7.15)

(P~'Bu, u)p = (Bu, u); = (Bu, u) > Crnon ||ul3, > Cmoanl(Eu, u)

= CuonC5 ' (Cu, u)2 > dzCruonC5 (P, u)2 = dgCruonCy ' [|ulfp,

wobei Con die Elliptizititskonstante Con und Cjip die Stetigkeitskonstante des Operators
B bezeichnet.
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Fiir (7.18b) benutzen wir den diskreten Operator 3, := %j&;l%g mit Galerkin-Matrix
Z aus Lemma 7.6 und schlieBen mit (7.17)

|P~'Bu|} = (Bu, P"'Bu), < Dz(C'Bu, Bu)s = Dz(Zu, u)s = Dz(3,u, u).
Weiters gilt
(3eu, u) = (Bj& Beu, u) = (Beu, &' Beu) < |[Bufp- &' Boulln
< Clipllul|7 /1€, B 2.

Wir bemerken, dass w := égl%gu € H, die Galerkin-Losung von

(Cw, vy) = (Bu, vy) fiir alle vy, € Hy,
ist. Somit kénnen wir die Norm von w abschétzen durch

cellwlz < (€w, w) = (Bu, w) < [|Bufp wlls < Cuplae]ael|w]
Zusammen mit (7.17) bekommen wir
|P~'Bulp < D~C~1CthuHH < D~cZQChp(€u u) = Ds; C~20hp(Cu u)
< D20~2C'hp<Pu u)y =< D~C~2Chp||1lHP

Dies zeigt (7.18b).

Schritt 2. Wir benutzen das folgende Resultat zur Reduktion des relativen Residuums im
vorkonditionierten GMRES Algorithmus, siche Abschnitt 7.1. Das Resultat findet sich, z.B.,
in [HS98, Abschnitt 3]: Nach [EES83, SS86] ist das j-te Residuum im vorkonditionierten
GMRES Algorithmus beschrankt durch

I llp < (1= a?/8%)"7"llp (7.20a)
mit Konstanten
P 'B P 'B
o := inf <—u2,u>p’ B 1= sup I~ Buflp (7.20b)
w0 lullp uzo [luflp

falls (-, -)p als inneres Produkt verwendet wird. Wir verweisen hier noch auf [SS07] fiir eine
Diskussion zu vorkonditionierten GMRES Verfahren mit verschiedenen inneren Produkten.
Aus Schritt 1 des Beweises, ergeben sich die Abschétzungen

dgC5 ' Cinon < @ < B < De ' Gy, (7.21)

Mit (7.16), der Definition

Croncz min{ds, dy} \ 2 1/2
I _ ¢ A7
9GMRES = (1 (ChpCEmax{Dgl,Dm}> ) ) (7.22)

und (7.20) ist der Beweis fertig. O
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7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

7.4 Multilevel Vorkonditionierer fiir FEM-BEM Kopplung

Ab hier betrachten wir nur mehr Diskretisierungen niedrigster Ordnung, d.h. B bezeichnet
durchgehend die Galerkin-Matrix von 9B beziiglich der Basis von Hy; = S LT x PHTE).
Gleiches gilt fiir die Galerkin-Matrix C von €. Die Basis von 81(729) bilden die Hut-
Funktionen und die Basis von P%(7!) sind die charakteristischen Funktionen auf den Ele-
menten.

7.4.1 Multilevel Vorkonditionierer fiir FEM

In diesem Abschnitt behandeln wir Multilevel Additiv-Schwarz Vorkonditionierer fiir FEM
Probleme. Die Vorgehensweise ist dabei die gleiche wie in Abschnitt 6.2 fiir den hypersin-
gulidren Operator. Speziell definieren wir also einen lokalen Multilevel Diagonalvorkonditio-
nierer und einen globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer. Im Folgenden behandeln
wir den Fall niedrigster Ordnung, d.h. wir wihlen X := & 1(729) als diskreten Unterraum.
Wir betrachten das Problem: Fiir gegebenes f € H(Q2)*, finde u, € Ay := SY(T) mit

QAu, vy = (f,v) fiir alle v € H(N).
Nach Lemma 7.3 ist die Bilinearform
(u, v) = (Cu, v) fiir alle u,v € H'(Q)

symmetrisch, stetig, und elliptisch. Die induzierte Norm ||-||? := (-, -) ist daher dquivalent
zur Norm || - || g1 (q)-

Q
Als Basis von Ay wahlen wir die Hut-Funktionen {77]‘ ;\7:[1 mit N = #N-ZQ Die Galerkin-
Matrix A = A’ ist definiert als Ajk = (i, n;) fir j,k = 1,... ,Né). Wir betrachten
eine Folge von Triangulierungen 73, ... ,TLQ. Bezeichne 77 die Hut-Funktion zum Knoten
z € ./\/'ZQ. FEine einfache Rechnung zeigt

19 17 == 1117 1371 (@ = diam(T)*=/ (7.23)

fiir alle T' € 729 mit z € T. Die involvierten Konstanten hdngen nur von 2(, 2, und der
~v-Formregularitéit von 729 ab.

Abschétzungen fiir die Eigenwerte und die Konditionszahl der Matrix A finden sich im
néchsten Lemma. Der darauf folgende Satz gibt die Konditionszahl bei Verwendung des
simplen Diagonalvorkonditionierers an. Die Resultate stammen aus der Arbeit [BS89]. Fiir
d = 2 bringt, wie im Fall des hypersinguldren Operators, die Vorkonditionierung mit der
Diagonalen nichts, da die Diagonalelemente nach (7.23) im Wesentlichen konstant. Wir
bemerken, dass die Eigenwertabschiatzung der Galerkin-Matrix A fiir d = 3 nicht explizit
in [BS89] steht, aber mit den gleichen Argumenten wie in [BS89, Satz 4.1] nachgerechnet
werden kann. Wir lassen daher die Details aus. Sei hﬁin’ 0= minTenQ diam(7") der minimale
und hﬁax,( = maxpero diam(7") der maximale Elementdurchmesser in der Volumstriangu-

lierung 729
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Lemma 7.7. Sei A = ZéL die Galerkin-Matriz von (-, -) beziiglich der Basis von X, Die
FEigenwerte der Matriz A erfillen

(A) <2

max

CL (M) (14 1og(M2(h% 1)°D) ™ < Amin(A)

min min, L

CLL(MD)™2Bh2, 1 < Apin(A)

min min,

< Amax f’[l:’f’ d=2,
< Amax(A) < CE B2 fird = 3.

max'‘max,L

Die Konstanten 051 C’g1

min’ ~ max
ab.

Insbesondere erfiillt die (%-Konditionszahl

> 0 hdngen nur von A, Q, und der ~v-Formregularitit von 7?

(A 2 (14 [log(MP (RS, )2))  d=2,
conda(A) = 2mexlB) o G gy § 3 7 FETE Hint
Amin(A) Crgrllin he B d=3

Satz 7.8. Seid = 3. Es bezeichne} — AL die Galerkin-Matriz von (-, -) beziiglich Xy,
und sei D die Diagonalmatriz von A, dann gilt

condz (D'A) < O3 (MD)*2,

wobei die Konstante C(%ag

> 0 nur von A, Q und der y-Formregularitdt von 7? abhdngt. U
Lokaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer
Wir definieren die lokale Menge von Knoten

-/\N/’EQ = -N’EQ\N’(Q1 U {Z € -/V’zQ—1 LN F 77?} (7.24)

In Abbildung 6.1 ist ein Beispiel mit d = 2 visualisiert.
Wir betrachten die Unterraumzerlegung

L
X, = Z Z X7 mit X7 :=span{n;}. (7.25)
£=0 zeﬁf

Sei P7 : X := H'(Q) — X7 die Projektion auf X7 beziiglich (-, -), d.h.
(Biv, wi) = (v, wi) firalle w; € X7.

Der Additiv-Schwarz Operator ‘Brp : X — X, zur Zerlegung (7.25) ist definiert als

L

PLp = Z Z BT

=0 zeJ\Zﬂ

Proposition 7.9. Der Operator Prp erfillt
copl|v|* < (Brpv, v) < Crplv||®  fir alle v € Xy (7.26)

Die Konstanten cp > 0,Crp > 0 hdngen nur von 2,  und 769 ab.
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7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

Wir geben noch die Matrixform des Operators Pip|y, und den zugehoérigen Vorkon-
ditionierer an. Sei D’ die Diagonalmatrix der Galerkin-Matrix von (-, -) beziiglich des
Unterraumes X; := span {nf : z € ./\N/'ZQ}, d.h. (ﬁé)jk = (nfk , nfj>> fiir 27, 2% € J\N/ZQ.
Weiters sei ﬂig : /:\?g — X, die kanonische Einbettung mit Matrixdarstellung 1¢. Der lokale
Multilevel Diagonalvorkonditionierer ist dann gegeben als

L
P =Y I(DHIHT (7.27)
=0

Die Matrix Sip := Piég ist die Matrixdarstellung von PBip|x, , d.h. es gilt

N§ . N$ .
(PBrou, v) = (PipAx, y); firallex,y € RVE mit u = ijnf],v = Zyjnf].
j=1 7=1

Satz 7.10. Sei d = 2. Die Matrix PEI% ist symmetrisch und positiv definit beziiglich
(-, )2. Die Matriz Sip = PEI%K ist symmetrisch und positiv definit beziglich (-, -)p,
und beziiglich (-, -)x. Des weiteren erfiillen der minimale und mazimale Eigenwert der
Matrixz Si,p

c< Amin(SLD) < )\max(SLD) <C, (728)

wobei die Konstanten ¢,C > 0 nur von A, , und der Starttriangulierung 769 abhdngen.
Insbesondere ist die Konditionszahl der Matrix Syp unabhdngig von L beschrdnkt durch

condy (SLp) = condp,, (SLp) < C/e. (7.29)

Globaler Multilevel Diagonalvorkonditionierer
Wir betrachten die Unterraumzerlegung

L

X :Z Z X7 mit A7 = span{n;} (7.30)
=0 ZEN}’Z

mit dem zugehorigen Additiv-Schwarz Operator Pap : X — X,
L
Pop = > PP (7.31)
(=0 zeN}?
Proposition 7.11. Der Operator Pap erfillt
capl|v|* <€ (Bapv, v) < Cap(L + D)||v|> fir alle v € Xf. (7.32)

Die Konstanten cgp > 0,Cap > 0 hdngen nur von 2, Q, und 769 ab.
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Fiir die Matrixdarstellung von Brp bendtigen wir die Diagonalmatrix D¢ von A’ und
die Einbettung Id, : X; — X7, mit Matrixdarstellung I¢. Den globalen Multilevel Diagonal-
vorkonditionierer definieren wir als

L
Pgh =Y TYDH 1T (7.33)
/=0

Satz 7.12. Seid = 2. Die Matriz Pallj ist symmetrisch und positiv definit beziiglich (-, -)s.
Die Matrix Sgp = P(?)]l)A ist symmetrisch und positiv definit beziglich (-, -)py, und
beziiglich (-, -) z . Des weiteren erfiillen der minimale und mazimale Eigenwert der Matriz
Scp

c< )\min(SGD) < )\max(SGD) < C(L + 1)5 (734)

wobei die Konstanten ¢,C' > 0 nur von A, Q, und der Starttriangulierung 7}? abhdngen.
Insbesondere ist die Konditionszahl der Matriz Sqp beschrdinkt durch

cond; (Sgp) = condp, (Sap) < (L +1)C/c. (7.35)

Beweis Proposition 7.9 und Proposition 7.11. Die Aussagen kénnen dabei mit den gleichen
Schritten wie in Abschnitt 6.2 (Multilevel Vorkonditionierer fiir den hypersinguléiren Ope-
rator) gezeigt werden. Die einzelnen Bausteine fiir den lokalen Multilevel Diagonalvorkon-
ditionierer finden sich in den Arbeiten [WCO06] und [XCH10] fiir d = 2. Wir geben daher
nur kurz die Beweisskizzen an.

Stabilitit der Unterraumzerlegung (7.25) wird in [WCO06] gezeigt. Nach Lemma 6.2 folgen
daher die unteren Schranken in Proposition 7.9 und Proposition 7.11.

Fiir den Beweis der oberen Schranken, kann man wie in Abschnitt 6.2 vorgehen. Die
Argumentation folgt dabei den gleichen Zeilen.

In [XCH10] findet sich ein alternativer Beweis fiir die obere Schranke des lokalen Mul-
tilevel Diagonalvorkonditionierers. Der globale Multilevel Diagonalvorkonditionierer wird
in [XCH10] nicht behandelt. O

Beweis von Satz 7.10 und Satz 7.12. Die Beweise der Aussagen folgen den gleichen Zeilen
wie im Beweis von Satz 6.7 und Satz 6.9 unter Zuhilfenahme von Proposition 7.9 und
Proposition 7.11. O

Bemerkung 7.13. Die Resultate tber den lokalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer
und den globalen Multilevel Diagonalvorkonditionierer sind fir d = 2 dargestellt, gelten
aber auch fiir d = 3, wobei prinzipiell die gleiche Argumentation verwendet werden kann.

Wir bemerken noch, dass in [HWZ12] uniforme Konvergenz von lokalen Multigrid Me-
thoden in H'(Q) fiir d = 3 untersucht wird.

7.4.2 Konditionszahl der FEM-BEM Matrix

Wir untersuchen die Konditionszahl der nicht-vorkonditionierten FEM-BEM Matrix B. Da-
zu wihlen wir fiir Py und die Py die entsprechenden Einheitsmatrizen. Der Blockdiagonal-
Vorkonditionierer P aus (7.6) entspricht dann der H x H-Einheitsmatrix. Sei hl

min, ¢ "
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7 Vorkonditionierung von FEM-BEM Kopplungen

mingcrr diam(T) und Al maxg,e,rF diam(7") der maximale und minimale Element-
4

maxﬁ
durchmesser in 7?. Lemma 7.7 und Lemma 6.18 ergeben zusammen mit Satz 7.5 das
folgende Resultat zur Konditionszahl der Matrix B.

Korollar 7.14. Sei B die Galerkin-Matriz von B beztiglich der Basis von Hy = 51(’729) X
PYUTL). Die £2-Konditionszahl erfiillt fiir d = 2

COHdQ(N) < CMZ (hmax f) (1 + |10g(M£ hmax £)|)
x max{ Mg (1 + [log (Mg (hiyin )*)), (hgin,0) 2} (7.36)

und fird=3

cond2(~) < Cmax{h (Mr)l/z(hmaxf) }max{(MQ)2/3(hm1nZ) ! (hgin,f)is}' (737)

max,’

Die Konstante C > 0 hingt dabei nur von 2, 0, und der v-Formregularitdt von 7}9 und
T ab. =

7.4.3 Diagonalvorkonditionierung der FEM-BEM Matrix

Wir untersuchen nun einen simplen Diagonalvorkonditionierer fiir B. Das folgende Resultat
folgt dabei aus Satz 7.5 und aus Eigenwertabschétzungen, welche in den Arbeiten [BS89]
bzw. [AMT99] zu Diagonalvorkonditionierung von FEM und BEM Operatoren auf adapti-
ven Triangulierungen zu finden sind. Wir bemerken, dass diese Abschitzungen auch benutzt
werden, um Satz 6.5, Satz 6.19, und Satz 7.8 zu zeigen.

Korollar 7.15. Bezeichne D die Diagonalmatriz von B. Die Konditionszahl des vorkon-
ditionierten Systems D™'B erfillt fir d = 2

o1+ [log (Mg hiy, )]

£ "’min, ¢

1+ [log(hfpaxl)
x max{ M} (1 + [log(Mg (hrpin ¢))]): 1 + | Log (hryin o)}, (7.38)

condp(D'B) < CM}

und fird=3

condp(D'B) < C(M)?3(M})V2. (7.39)
Die Konstante C > 0 hdngt dabei nur von 2, 0, und der vy-Formregularitit von 7}9 und
7? ab. D
7.4.4 Lokaler Multilevel Vorkonditionierer fiir FEM-BEM Kopplung

Sei To = (T¢4, T), - -, T = (T4, TF) eine Folge von Triangulierungen. Wir definieren nun
einen lokalen Multilevel Vorkonditionierer fiir die Galerkin-Matrix B im Fall d = 2. Das
néchste Resultat ist dabei eine direkte Folgerung aus Satz 6.21, Satz 7.10, und Satz 7.5.
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Korollar 7.16. Sei d = 2. Bezeichne mit B = BL die Galerkin-Matriz von B beziiglich
der Basis von Hy = SHTSY) x PUTL). Sei Py der lokale Multilevel Diagonalvorkondsi-
tionierer aus Abschnitt 7.4.1 und sei Py der lokale Multilevel Diagonalvorkonditionierer
aus Abschnitt 6.3.2. Sei P der Blockdiagonal-Vorkonditionierer (7.6). Die Konditionszahl
erfillt

condp(P™'B) < C, (7.40)

wobei die Konstante C' > 0 nur von 2, €, 7'09, und 76F abhingt.
Fiir das j-te Residuum v’ bei Verwendung des vorkonditionierten GMRES Algorithmus
(Abschnitt 7.1) zum Lésen von (7.8) gilt

I lle < aeameslie’lle-

Die Konstante 0 < gomres < 1 hdngt nur von 24, €, 769, und ’7'0F ab. O

7.4.5 Globaler Multilevel Vorkonditionierer fiir FEM-BEM Kopplung

Sei To = (Tg4, 1), .-, T = (T, T1) eine Folge von Triangulierungen. Wir definieren
nun einen globalen Multilevel Vorkonditionierer fiir die Galerkin-Matrix B. Das néchste
Resultat ist dabei eine direkte Folgerung aus Satz 6.23, Satz 7.12, und Satz 7.5.

Korollar 7.17. Sei d = 2. Bezeichne B = BL die Galerkin-Matriz von B beziiglich der
Basis von Hy, = SY(T) x PYUTL). Sei Py der globale Multilevel Diagonalvorkonditionierer
aus Abschnitt 7.4.1 und sei Py der globale Multilevel Diagonalvorkonditionierer aus Ab-
schnitt 6.3.2. Sei P der Blockdiagonal-Vorkonditionierer (7.6). Die Konditionszahl erfillt

condp(P™'B) < C(L +1), (7.41)

wobei die Konstante C' > 0 nur von 2, €, 7'0Q, und 76F abhingt.
Fiir das j-te Residuum rJ bei Verwendung des vorkonditionierten GMRES Algorithmus
(Abschnitt 7.1) zum Ldsen von (7.8) gilt

HerP < qéMREerOHP-

Die Konstante 0 < gomres < 1 hdngt nur von A, €, 76Q, TE, und L ab. [l

7.5 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt prasentieren wir unterschiedliche Beispiele, bei denen wir fiir die drei
verschiedenen Kopplungen die Konditionszahlen der vorgestellten Vorkonditionierer als
auch die Anzahl der Iterationen bei Verwendung des GMRES Algorithmus 7.2 vergleichen.

Die Konditionszahlen condp(Pflﬁ), wobei P einen der vorgestellten Vorkonditionierer
bezeichnet, schiatzen wir mit Hilfe von Satz 7.5 ab, d.h.

Amax(P~1C)

condp (P !'B) < condp(P1C) = —.
p( ) S p( ) Ao (P-1C)

(7.42)
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Abbildung 7.1: Abschitzungen der Konditionszahlen condp(Pflﬁ) mit P = Prp (LD)
bzw. P = Pgp (GD) bzw. P = Pyp bzw. P = D (DIAG) fiir die Johnson-
Nédélec Kopplung und das Experiment aus Abschnitt 7.5.1. Zum Vergleich
ist die /2-Konditionszahl der Galerkin-Matrix B aufgetragen.

Zur Berechnung der Eigenwerte Apax(-) bzw. Apin(-) verwenden wir wie in Abschnitt 6.4
die Power-Iteration bzw. inverse Power-Iteration.

Im Folgenden bezeichnen wir mit Prp (LD) den Vorkonditionierer aus Korollar 7.16 und
mit Pgp (GD) den Vorkonditionierer aus Korollar 7.17. Die Diagonale von B bezeichnen
wir mit D (DIAG).

Zusétzlich definieren wir einen hierarchischen Basis Vorkonditionierer (HB)

PFEM
Pup = ( HB > )
0 PBEM

wobei der Block PEEBM der hierarchische Basis Vorkonditionierer fiir den FEM Teil ist, siche
z.B. [Yse86] fiir die entsprechende Definition und Analyse, und PEEM der hierarchische
Basis Vorkonditionierer aus (6.80) fiir den BEM Teil ist.

7.5.1 Experiment auf L-formigen Gebiet in 2D

Wir verwenden fiir dieses Experiment die gleiche Konfiguration wie in Abschnitt 5.4.1.
Den adaptiven Algorithmus 5.1 steuern wir mit dem ZZ-Schétzer aus Kapitel 5 und dem
Markierungsparameter 6 = %.

Als Startvektor x° im vorkonditionierten GMRES Algorithmus 7.2 prolongieren wir je-
weils die auf H,_; berechnete Niherungslosung auf H,. Auf dem Netz Ty wihlen wir x? = 0

als Startvektor. Den Parameter 7 setzen wir auf 10~%.
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Abbildung 7.2: Vergleich der benétigten Iterationen im vorkonditionierten GMRES Al-
gorithmus 7.2 fiir das Experiment aus Abschnitt 7.5.1 und die Johnson-
Nédélec Kopplung. Als Vorkonditionierer wird entweder P = Pyp (LD),
P =Pcp (GD), P = Pyp, oder P =D (DIAG) verwendet.
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Abbildung 7.3: Abschiitzungen der Konditionszahlen condp(P~'B) mit P = Prp (LD)
bzw. P = Pgp (GD) bzw. P = Pygp bzw. P = D (DIAG) fiir die symme-
trische Kopplung und das Experiment aus Abschnitt 7.5.1. Zum Vergleich
ist die /2-Konditionszahl der Galerkin-Matrix B aufgetragen.
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Abbildung 7.4: Vergleich der benétigten Iterationen im vorkonditionierten GMRES Algo-
rithmus 7.2 fiir das Experiment aus Abschnitt 7.5.1 und die symmetrische
Kopplung. Als Vorkonditionierer wird entweder P = Prp (LD), P = Pgp
(GD), P = Py, oder P = D (DIAG) verwendet.

Abbildung 7.5: Abschitzungen der Konditionszahlen condp (P
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~1B) mit P = Prp (LD)

bzw. P = Pgp (GD) bzw. P = Pyp bzw. P = D (DIAG) fiir die Bielak-
MacCamy Kopplung und das Experiment aus Abschnitt 7.5.1. Zum Ver-
gleich ist die £2-Konditionszahl der Galerkin-Matrix B aufgetragen.
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Abbildung 7.6: Vergleich der benétigten Iterationen im vorkonditionierten GMRES Al-
gorithmus 7.2 fiir das Experiment aus Abschnitt 7.5.1 und die Bielak-
MacCamy Kopplung. Als Vorkonditionierer wird entweder P = Pyp (LD),
P =Pcp (GD), P = Pyp, oder P = D (DIAG) verwendet.
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Abbildung 7.7: Anzahl der Iterationen bei Verwendung des vorkonditionierten GMRES Al-
gorithmus 7.2 fiir die stabilisierte Johnson-Nédélec Kopplung und die nicht-
stabilisierte Variante aus dem Experiment von Abschnitt 7.5.1. Zusétzlich
sind die Anzahl der Iterationen bei Verwendung des GMRES Algorithmus,
welcher in MATLAB durch die Routine gmres bereitgestellt wird, aufgetragen.
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Abbildung 7.1 zeigt die Abschétzungen der Konditionszahlen (7.42) mit P = Prp (LD),
P =Pc¢p (GD), P = Pyp (HB), bzw. P = D (DIAG) fiir die Johnson-Nédélec Kopplung.
Zum Vergleich ist auch die £2-Konditionszahl condy(B) aufgetragen. Man sieht, dass der
Vorkonditionierer (LD) optimal ist, d.h. unabhéngig von der Netzweite, der Anzahl der
Elemente, und von L ist, wéhrend die Vorkonditionierer (GD) und (HB) von L abhéngen.
Weiters ist zu erkennen, dass eine simple Skalierung mit der Diagonalmatrix D zu deutliche
hoheren Konditionszahlen als mit den Vorkonditionierern (LD), (GD), (HB) fiihrt.

Die Ergebnisse zu den Konditionszahlen spiegeln sich auch in der Anzahl der verwendeten
Iterationen im vorkonditionierten GMRES Algorithmus wieder, welche in Abbildung 7.2
geplottet sind. Der optimale Vorkonditionierer Prp (LD) benétigt die geringste Anzahl der
Iterationen, gefolgt von dem Vorkonditionierer Pgp (GD) und Pyp (HB). Bei Verwendung
von D als Vorkonditionierer schnellt die Anzahl der benétigten Iterationen bereits nach
wenigen Schritten steil nach oben.

Fiir die symmetrische Kopplung bzw. die Bielak-MacCamy Kopplung erhalten wir ana-
loge Ergebnisse, siehe Abbildung 7.3 und Abbildung 7.4 bzw. Abbildung 7.5 und Abbil-
dung 7.6.

Die Resultate in diesem Abschnitt beruhen alle auf der positiven Definitheit der Galerkin-
Matrix B der stabilisierten Kopplungen. Man kann die Stabilisierung aber auch weglassen.
Dazu definieren wir den Vorkonditionierer Rrp genau so wie Prp, nur dass wir alle auf-
tretenden Stabilisierungsterme weglassen. Wir betrachten das Gleichungssystem

R;pBx = R Af, (7.43)

welches mit dem vorkonditionierten GMRES Algorithmus 7.2 mit P = Ryp gelost wird.
Man beachte aber, dass im Allgemeinen keine Konvergenzaussagen fiir den Algorithmus 7.2
moglich sind, da die Galerkin-Matrix B von B nicht positiv definit ist. In Abbildung 7.7
werden die Anzahl der Iterationen zum Losen des nicht-stabilisierten Problems (7.43) und
zum Losen des stabilisierten Problems Piéf?; = Pglgt: fiir die Johnson-Nédélec Kopplung
verglichen. Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, besteht kein grofler Unterschied zwischen
den beiden Varianten.

Ublicherweise wird in vielen mathematischen Softwarepaketen ein GMRES Algorithmus
mitgeliefert. Die Implementierungen dieser Algorithmen unterschieden sich zu dem GMRES
Algorithmus 7.2 meistens darin, dass das euklidische innere Produkt (-, -)2 anstelle von
(-, )p verwendet werden. Die Aussagen dieses Kapitels gelten aber nur bei Verwendung
des Algorithmus 7.2 mit dem speziellen inneren Produkt (-, -)p. Nichtsdestotrotz kann man
auch mit diesen mitgelieferten Algorithmen gute Ergebnisse erzielen. In Abbildung 7.7 sieht
man die Anzahl der Iterationen bei Verwendung des in MATLAB mitgelieferten GMRES
Algorithmus, der in der Routine gmres bereitgestellt wird. Wir bemerken, dass sich die
Anzahl der Iterationen bei Verwendung des GMRES Algorithmus aus MATLAB nicht direkt
mit der Anzahl der Iterationen bei Verwendung von Algorithmus 7.2 vergleichen lisst.
Dies liegt natiirlich an den unterschiedlichen inneren Produkten. Wir verweisen noch auf
die Arbeit [SSO7], in welcher verschiedene Varianten des GMRES Algorithmus untersucht
werden.
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Abbildung 7.8: Triangulierungen T, 752, 7}?, T fiir die Beispiele mit kiinstlicher Verfei-
nerung aus Abschnitt 7.5.2.
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Abbildung 7.9: Abschiitzungen der Konditionszahlen condp(P~'B) mit P = Prp (LD)
bzw. P = Pgp (GD) bzw. P = Pyp bzw. P = D (DIAG) fiir die Johnson-
Nédélec Kopplung und das Experiment mit kiinstlicher Verfeinerung aus
Abschnitt 7.5.2. Zum Vergleich ist die ¢?>-Konditionszahl der Galerkin-
Matrix B aufgetragen.
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Abbildung 7.10: Abschitzungen der Konditionszahlen condp (P’1]§) mit P = Prp (LD)
bzw. P = Pgp (GD) bzw. P = Pyp bzw. P = D (DIAG) fiir die symme-
trische Kopplung und das Experiment mit kiinstlicher Verfeinerung aus
Abschnitt 7.5.2. Zum Vergleich ist die ¢>-Konditionszahl der Galerkin-
Matrix B aufgetragen.
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Abbildung 7.11: Abschiitzungen der Konditionszahlen condp(P~'B) mit P = Prp (LD)
bzw. P = Pgp (GD) bzw. P = Pyp bzw. P = D (DIAG) fiir die Bielak-
MacCamy Kopplung und das Experiment mit kiinstlicher Verfeinerung
aus Abschnitt 7.5.2. Zum Vergleich ist die ¢?-Konditionszahl der Galerkin-
Matrix B aufgetragen.
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7.5.2 Experiment mit kiinstlicher Verfeinerung in 2D

Sei Q ein L-férmiges Gebiet mit in Abbildung 3.1 gegebenen Starttriangulierung 7% Wir
betrachten eine kiinstliche Verfeinerung die auf lokal stark verfeinerte Triangulierungen
fithrt: Um die Triangulierung 729 zu erhalten, markieren wir all jene Elemente T' € 721
und 7' € TL | := TS, |r mit (0,0) € T. Eine Folge von solchen Netzen ist in Abbildung 7.8
visualisiert.

Wir untersuchen die Konditionszahlen der vorkonditionierten Systeme und der Galerkin-
Matrix B. Die Ergebnisse fiir die Johnson-Nédélec Kopplung sind in Abbildung 7.9 auf-
getragen. Wiederum beobachten wir, dass der Vorkonditionierer Pyp (LD) optimal ist,
wéhrend die Vorkonditionierer (GD) und (HB) von L abhingen. Die simple Diagonal-
vorkonditionierung fithrt auf deutlich grofiere Konditionszahlen. Zum Vergleich sind die
/2-Konditionszahlen der Galerkin-Matrix B aufgetragen.

Analoge Resultate gelten fiir die symmetrische Kopplung und die Bielak-MacCamy Kopp-
lung, wie aus Abbildung 7.10 und Abbildung 7.11 ersichtlich ist.

7.5.3 Experiment auf L-Block in 3D

Wir verwenden das gleiche Beispiel wie in Abschnitt 5.4.3. Der adaptive Algorithmus 5.1
wird mit dem ZZ-Schiitzer aus Kapitel 5 gesteuert. Als Startvektor x° im vorkonditionierten
GMRES Algorithmus 7.2 prolongieren wir jeweils die auf H,_1 berechnete Ndherungslosung
auf H,. Auf dem Netz 7o withlen wir x¥ = 0 als Startvektor. Den Parameter 7 setzen wir
auf 107°.

Da fiir den BEM Teil der Matrix B im Fall d = 3 kein, auf adaptiv generierten Tri-
angulierungen, optimaler Multilevel Vorkonditionierer zur Verfiigung steht, definieren wir
einen suboptimalen Vorkonditionierer wie folgt: Es bezeichne Ppgy den lokalen Multilevel
Diagonalvorkonditionierer aus Abschnitt 7.4.1. Dieser Vorkonditionierer wird fiir d = 3 wie
fiir d = 2 definiert, siehe dazu auch die entsprechenden Bemerkungen in Abschnitt 7.4.1.
Weiters bezeichne Dy die Diagonale von V. Wir untersuchen den Vorkonditionierer

p ~ (Prem O
LDIAG = 0 Dy

Da Prrym ein optimaler Vorkonditionierer ist und aus den Eigenschaften des Diagonalvor-
konditionierers Dy, sieche [AMT99], folgt nach Satz 7.5, dass die Konditionszahl

— 1 =
condp; ¢ (PLDIAGB)

nur von der Anzahl der Randelemente ME abhéngt. Diesen Vorkonditionierer vergleichen
wir mit dem simplen Diagonalvorkonditionierer P = D, wobei D die Diagonalmatrix der
Galerkin-Matrix B bezeichnet, siehe dazu auch Korollar 7.15.

In Abbildung 7.12 sind Abschétzungen fiir die Konditionszahlen der Vorkonditionie-
rer im Fall der Johnson-Nédélec Kopplung zu sehen. Dariiber hinaus wird auch die ¢2-
Konditionszahl angegeben. Wie im Fall d = 2 ist zu erkennen, dass die simple Skalierung
mit der Diagonalmatrix zu keinen optimalen Konditionszahlen fiithrt. Es hat den Anschein,
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Abbildung 7.12:

Abbildung 7.13:
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Abbildung 7.14:

Abbildung 7.15:
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Abbildung 7.16:

Abbildung 7.17:
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7.5 Numerische Experimente

dass der Vorkonditionierer Pyprag (LDIAG) auf von 7'LQ bzw. ’7'LF unabhéingigen Kondi-
tionszahlen fiihrt. Ein Blick auf die Anzahl der verwendeten Iterationen, welche in Abbil-
dung 7.13 zu finden sind, zeigt aber, dass dieser Vorkonditionierer nicht optimal sein kann.
Dies stimmt daher mit unseren theoretischen Uberlegungen von vorhin iiberein.

Fiir die symmetrische Kopplung bzw. die Bielak-MacCamy Kopplung erhélt man analo-
ge Resultate, siche Abbildung 7.14 und Abbildung 7.15 bzw. Abbildung 7.16 und Abbil-
dung 7.17.
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