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Kapitel 1

Einleitung

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit der Herleitung eines Ausdrucks fiir
die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit fiir Prozesse mit unabhéngigen Inkremen-
ten in stetiger bzw. diskreter Zeit. Im Gegensatz zur allgemein bekannten
Ruinwahrscheinlichkeit tritt Pariser Ruin erst ein, sobald der Uberschussprozess
eine bestimmte Zeit r unter Null bleibt.

Der erste Teil der Arbeit beschéftigt sich mit Pariser Ruin fiir spectrally ne-
gative Lévy-Prozesse in stetiger Zeit, also Lévyprozesse ohne Spriinge nach
oben. Dieser Abschnitt basiert auf den Arbeiten von R. Loeffen, I. Czar-
na und Z. Palmowski (siehe [7] und [8]). In Kapitel 2 werden die bendtigten
Eigenschaften von Lévy-Prozessen vorgestellt und in Kapitel 3 und 4 die Her-
leitung eines Ausdrucks fiir die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit ausgefiihrt.

Der zweite Teil widmet sich der Suche nach der Herleitung eines dhnlichen
Ausdrucks fiir Random Walks. Die Vorgehensweise folgt der Argumentation
von [7] und [8], jedoch verlangen die Eigenschaften des Random Walks und
Bedingungen auf einem diskreten Zeithorizont eine etwas andere Herange-
hensweise.

Um den Beweis fiithren zu kénnen, werden in Kapitel 6 und 7 diskrete Ver-
sionen der Wiener-Hopf Zerlegung bzw. der ¢-Scale Function vorgestellt und
schlussendlich in Kapitel 8 ein Ausdruck der Pariser Ruinwahrscheinlichkeit
hergeleitet.



Kapitel 2

Lévyprozesse

Definition 2.1: (Lévy-Prozess) [5] Definition 1.3: Sei X = {X;};>0 ein
stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). X, ist
ein Lévy-Prozess genau dann, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. X() =0 fs.

2. X besitzt unabhéngige und stationére Inkremente. D.h. fiir alle n € N
und fiir alle 0 <t <ty < ... <tpyq < 00 gilt:

X1 — X, Xy — Xyo1, ..., X5 — X sind stochastisch unabhéngig
d
Xijpr = Xiy = Xy, — Xo
3. X ist stetig in der Wahrscheinlichkeit, d.h. Ya > 0 und Vs > 0 gilt:
lmP(| Xy — X4| > a) = 0.
t—s
Bemerkung: Bedingung 3 kann auf Grund von 1. und 2. auch durch
ImP(|X;| >a) =0
t—0
ersetzt werden.
Satz 2.2: (starke Markoveigenschaft) Sei 7 eine Stoppzeit. Man sagt ein
stochastischer Prozess X = {X; : ¢t > 0} auf einem gefilterten Wahrschein-

lichkeitsraum (€2, F,F,P) besitzt die starke Markoveigenschaft genau dann,
wenn fiir alle B € B(R) und s,t > 0 gilt

P(X,,, € B|F,) = P(X,., € Blo(X.)) auf {r < co}.
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Falls X ein Lévy Prozess ist, besitzt er immer die starke Markoveigenschaft
und es gilt sogar

X, =X, —X,t>0 auf {r <o}
ist unabhéngig von F, und X £ X und X ist wieder ein Lévy Prozess.

Definition 2.3: Fiir x € R definieren wir eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen {P, : € R}, sodass unter P, fast sicher

X0:£U

gilt. Weiters werden wir den Erwartungswert unter P, mit [E, bezeichnen. F,
und Eq werden wir mit IP bzw. E bezeichnen.

Satz 2.4: (spatial homogeneity) Sei X, ein Lévy Prozess auf (2, F,P)
und {P, : € R} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien mit P, (A4) =
P(A| Xy =), A € B(R), dann gilt fiir a,b € R, A € F:

]P)a(Xt & A) :Pb(Xt ~ A+b—a)

wobei A+b={a+b:a€ A}.

Beweis: Sei n € N beliebig und 0 =ty <t; < ... <t, 1 <t, =t. Es gelte
0.B.d.A. b > a.

]PJa(XthDIIED(Xt GA‘XOICL):

n—1
=P ((l + Z(Xti"rl — th) S A|X0 = (l)
=0

n—1
=P (Z(Xti+1 — th) € A — (Z|X0 = a)

=0

Wegen der Unabhéngigkeit der Zuwichse gilt:

n—1
P (Z(Xtm —X,)€eA—a|lX,= a) =

=0



n—1
=P Z(Xti+1 - Xti) €A— a>

= P> (X, —X;,) € A—a|X, = b)

n—1
= P(b+ > (Xu - X0) eA+b—a|X0:b>
=0
= Pb(XtEA—Fb—a)
O

Definition 2.5: Man sagt X = {X,};>¢ ist ein spectrally negative Lévy Pro-
zess genau dann, wenn X keine Spriinge nach oben besitzt.



Kapitel 3

Vorbereitungen

In diesem Kapitel wollen wir zunédchst einige Hilfsmittel und Séatze vorstellen,
die zur Herleitung der Pariser Ruinwahrscheinlichkeit notwendig sind.

Definition 3.1: (Laplace Exponent) Der Laplace-Exponent 1 (6) von X
ist definiert durch
P(0) = logE [eexl} )

¥(0) ist wohldefiniert fiir # > 0. Die Funktion ¢ : [0,00) — R ist unendlich
oft differenzierbar und konvex. Insbesondere gilt:

Y'(0+) = E[X1].
Definieren wir die Rechts-Inverse durch
®(0) = sup{A > 0: ¢(\) = ¢}

fir ¢ > 0. Falls ¢/(0+) > 0 gilt, dann ist A\ = 0 die einzige Losung von
() = 0. Ansonsten existieren zwei Losungen Ay = ®(0) > 0 und Ay = 0.
Siehe [1].

Definition 3.2: Fiir a € R definieren wir die Stoppzeiten

mh=if{t>0:X; >a}, 7, =inf{t>0:X,<a}.

a

Satz 3.3: Fiir einen spectrally negative Lévy-Prozess gilt fiir ¢ > 0
E, [e‘eﬂj] = eq)(e)(x_“), r<a,f >0,

Beweis: siche [1], Satz 3.12.



Satz 3.4: Es existiert eine Familie von Funktionen W@ : R — [0, c0) und
Z@(x) =1+ q/ W@ (y)dy, firzeR
0

fiir alle ¢ > 0 (fiir ¢ = 0 schreiben wir W (z) fiir W (z)). W@ ist eindeutig
durch seine Laplace-Transformierte bestimmt und es gilt:

/ PO (1) = 8> o(q) (3.1)

L
Y(B) —q

beziehungsweise W@ = 0 fiir alle z < 0.

Fiir alle z € R und ¢ > 0 gilt

—qTy _ q _ q
]Ea: [6 1{7(;<oo} - Z( )(x) (D<Q)W(q) (Q?) (32)
und fiir ¢ = 0 und ¢/(0+) > 0 gilt
P,(ry < 00) = 1 — ¢/ (0+)W (z). (3.3)

Siehe [1], Satz 8.1.



Kapitel 4

Pariser Ruinwahrscheinlichkeit
fiir Lévy-Prozesse

Wir wollen nun einen Ausdruck fiir die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit her-
leiten. Der Beweis basiert auf der Beweisfiihrung aus [7] und [8]. Wir werden
in diesem Kapitel annehmen, dass X gegen oo driftet (dies ist dquivalent zu
E [Xi] > 0 bzw. ¢'(0+) > 0), da sonst Pariser Ruin mit Wahrscheinlichkeit
eins eintritt.

Definition 4.1: Sei r > 0 und &, eine Stoppzeit, die definiert ist durch
Kr=inf{t >r:t—g >r}, mitg =sup{0<s<t:X,>0}

Die Stoppzeit k,. gibt also an, wann der Prozess X zum ersten Mal unter null
fallt und eine Zeit grofer r unter 0 bleibt - also Pariser Ruin eintritt.

Satz 4.2: Sei E [X;] > 0, dann gilt fiir alle x > 0

4.1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt wollen wir nun einige Hilfsmittel vorstellen, die wir
bendtigen um Satz 4.2 zu beweisen.

Gilt E[X;] > 0 dann folgt aus Gleichung 3.2, dass W (z) durch 1/E [X/]
beschrankt ist. AuBlerdem ist die Scale-Function W absolut stetig auf (0, 0o)
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(siehe [1], Lemma 8.2). Somit kénnen wir eine Version der Dichtefunktion
von W durch W’ definieren.
Besitzt X Pfade von unbeschriankter Variation so gilt W (0) > 0, ansonsten

gilt W (0) = 0 (siehe [1], Lemma 8.6).

Satz 4.3: (Kendall’s Identitét) Sei {X;}:>o ein spectrally negative Lévy-
Prozess, dann gilt Vy,s > 0

/ IF’(TJSS)—Z/ B(X, > y) &
y 0 t

T

falls die Dichten px(t,7) an x und p_+(¢, ) an t von X; bzw. 7,5 existieren,

gilt sogar:
1

1
— t = - t,x).
xp-rj( ’:U) th( ,{B)

auf einen Beweils wird an dieser Stelle verzichtet.

Lemma 4.4: Fiir § > 0 gilt:

(0)X__ 0 ey
E, |1, - o= a1 dy, 4.1
|: {TO <c>o}6 :| @(9) /0 € (.93 +y) Yy ( )
F e [TF L a0
-P(X dz)dr = —— Y > 4.2
/0 e /y T(re z)dr @(9)6 , y=0, (4.2)
/ W(z)%IP(XT cdz) =1 (4.3)
0

Beweis: Wir verwenden die folgende Beziehung (siehe [6], Gleichung (35))
fiir p > 0 :

qu—O_ _ px pT ’ —pz _ M
E, [e 1{75@0}] =e Y(p)e /0 e P*W(2)dz ) W(z).

Setzt man in obiger Gleichung p = ®(0), so erhélt man:

B(0)X__
]Ea: [6 0 1{7—0_<oo}:|



_ 20 _ w(q)(Q»ed)(e)z /Om 6_@(0)zw<z) . Q/JED(IE(QQ)))W(Z,)

= %02 (% — /Ox e_q>(0)ZW(z)dz> — %W(x)

Aus der Definition von W (x) durch die Laplace Transformierte (Gleichung
3.1) gilt:
x o0 1
/ eq’(g)zW(z)dsz/ e PO (2)dz = ]
0 T

Somit erhalten wir:

= e?@eg ( / h e—¢<9>zW(z)dz) — %W(;@)

Substituiere y=z—2x > —_H(0 0
= 0 / e YOV (& + y)d ) ——Wi(z
(/ (e +)dy) - 5

Durch Partielle Integration des obigen Ausdrucks erhalten wir Gleichung 4.1:

PO)X__ 0 YU .
E, |:€ 0 1{Tg<oo}] - w\/o € W (.’L" + y)dy

Fiir die zweite Beziehung beniitzen wir Kendall’s Identitét 4.3:

/ e_er/ EIP)(XT € dz)dT:/ / e "P(r € dr)dz
0 y T 0 Jy

Wir verwenden nun den Satz von Fubini-Tonelli und &ndern die Integrati-
onsreihenfolge und erhalten somit:

/ / e "P(t) € dr)dz.
Y 0

fooo e ""P(r € dr) ist nichts anderes als E [e‘gTz+ } = ¢ %2 Einsetzen und

integrieren liefert schlussendlich:

e 1
e—@(@)zdz — 6—<I>(0)y
/y ®(6)

und 4.2 folgt.
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Um die letzte Beziehung zu zeigen, verwenden wir wieder Kendall’s Identitét
und den Satz von Fubini-Tonelli:

/ / W(z)-P(X, € dz)dr = / e_er/ W(2)P(r) € dr)dz
0 0
= / e W (2)dz
0

Aus der Definition von W (z) iiber die Laplacetransformierte folgt:

o 1
/ e O (2)dz = =
0 0

/ / W (2)=P(X, € dz)dr = ;

Bilden wir auf beiden Seiten die Laplace Inverse so erhalten wir 4.3, da
fooo e~ 1dr = %

Also insgesamt:

4.2 Beweis von Satz 4.2

Falls X Pfade von unbeschriankter Variation besitzt, werden wir den Aus-
druck fiir die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit iiber einen Grenzwert herleiten.
Aus diesem Grund definieren wir die Stoppzeit &g fiir alle e > 0

ke=inf{t >r:t—g; >r, X, <0}, mit gy =sup{0<s<t:X;>e€}

Die Stoppzeit x¢ gibt an, wann X zum ersten Mal unter null kommt und erst
nach einer Zeit grofler r wieder auf das Niveau e zuriickkehrt. Offensichtlich
gilt K2 = k.

Fiir x < 0 erhalten wir durch die starke Markov-Eigenschaft und dass X;
keine positiven Spriinge besitzt:

P.(ki < 0) = E, [Px(ﬁ; < oo|]-"76+)}
= E$[1{7j>r} Pw(,{; < OO|‘FT:'_)] + Eﬂ? 1{7—:_S7=}P"E(K'/:‘ < OO“FTj>

~~

da Xo<OATd >r
P (7 > 1) + Py (7 < 7)Pe(kS < 0)
= 1-P. (7 <7r)+P.(rF <r)P(k < 00)
= 1-P (77 <7)(1 =P (kS < 0)).
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Mit obiger Tatsache und der starken Markov-FEigenschaft folgt fiir z > 0,

P.(ki <o0) = E, -Pm(lii < oo|]-"7(;)]

= Ex -1{TJ<OO}]P)XTO_ (/ﬁ:; < OO)]

Wir verwenden nun das bereits gezeigte (ng ist ja negativ) und erhalten:

]EI [1{7-0’<OO}IEDXTO_ (H; < OO):| =

= E, |Ljy a1 = Bx_ (7 <11 = Bulki < )|

= Pu(ry < 00) = (1= Pelks < 00))Ex |11y cooyPx_ (1 <1)]
0

Betrachten wir nun den Erwartungswert E, |1 {ro <<>O}PXTO* (1 < r)], SO er-

halten wir durch spatial homogeneity fiir 2 > 0:

]Em 1{7—0_<OO}]P)XTJ (7—6+ S T>i| = /[0 )Em 1{TO_<OO’_X-,-O* EdZ}P_z<TE+ S T):|

= /[0 )Ez 1{70 <oo,—X_— EdZ}P( :FZ < T):|

* 1
/ e Py(1h, < r)dr = —Ee’GTIP’ (2, <n)g+ / e " Py(7, € dr)
0

Mittels des Satzes von Fubini und den ersten beiden Eigenschaften des Lem-
mas erhalten wir fiir # > 0 und x > 0,

/ e R, [1{T5<OQ}PX (rF<r)ldr =
0 o
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= E, {1{%@0}/0 G_OTPXT(; (rF < r)dr}
_ 1 —®(0)e
= 56 E, [1{70—@0}6

1 4@ 0 /Oo —®(0)y11/!
e L. W d
e 5(0) e (x 4+ y)dy

0 0
= / W'z + y)/ eGT/ zIP’(XT € dz)drdy.
0 0 y T

Nach weiterer Anwendung des Satzes von Fubini auf der rechten Seite erhal-
ten wir:

_<I>(9)XTO,} r

/ W'(x +y) / e / “P(X, € dz)drdy =
0 0 yte T

= / e_eT/ / W'(x+ y)EIP’(XT € dz)dydr
0 0 y r

= / eer/ / W' (x+ y)zdy P(X, € dz)dr
0 e Jo r

_ /OOO o—tr /f(W(g; +2— 0 = W(@)2P(X, € dz)dr

Durch die Laplace Inverse erhalten wir

E, [1{TJ<°°}PXTO— (7 < 7")] = /EOO(W(x +z—€)— W(x))g]P)(XT € dz).

Jo o W (z+2)2P(X€dz)
Jo° ZP(Xredz)

Als néchstes wollen wir P, (k, < o0) =1 — E [X]] zeigen.

Wir unterscheiden die Falle x = 0 und z > 0.

Sei nun = 0. Wir unterscheiden weiters die Félle W (0) > 0 (d.h. X hat
Pfade von unbeschrénkter Variation) und W(0) = 0.
Betrachten wir zunéchst den Fall W (0) > 0. Dann gilt wegen

P.(1y <o0)=1—-E[X;]W(x)

13



Denn
E |1 (ry B _ (77" < N SE 1 ] =P < 00) < 1,
Aus
Py (vt < 00) = Po(ry < 00) = (1= Bulwt < 00))E, |11 oy Px (7 < 1)
und
E, [1 (e <ooyPx_ (7 < 7«)] - / TWadr—e) - W(x))gp(x,, € dz)
folgt mit = ¢ = 0:
P(sy < o0) = Bl <o)~ (1=B(sy <)) [ (W()=W(O0)ZB(X, € d2)
Die ist dquivalent zu
Pl < o)1= [ (W(:) = W(0)ZB(X, € )
_ P(r < o0) — /0 T (W (2) = W(0)ZP(X, € d)

r

Durch Umformen und Ausdriicken von P(k, < 0o) erhalten wir fiir die Pariser
Ruinwahrscheinlichkeit nun folgenden Term:

P(/{r < OO) = 1 fOOO(W(Z) _ W(O))fP(XT € dZ)

Da W (0) > 0, gilt P(1; < oc0) =1—E [X;]W(0). Einsetzen liefert:

1= E[X)]W(0) — [Z(W(z) — W(0))2P(X, € dz)

P(k, < 00) = 1— [Z(W(z) — W(0)2P(X, € d2)
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1-E[X +f0 0)2P(X, € dz) — fo P(X, € dz)

Pk, < 00) =
(i < 00) 1—f0 Z]P’X €dz)+ [W P(Xredz)

Wie in Lemma 4.4 Gleichung 4.3 schon gezeigt, gilt
/ W(z)-P(X, € dz) = 1.

Einsetzen in die obige Gleichung, liefert nun:

~-E[X )+ [T W(0)2P(X, € dz)
f0°° W(O)TIP(XT € dz)

Nach Kiirzen von W(0) erhalten wir den gewiinschten Ausdruck:

P(k, < 00) =

—E [X)] + [i° 2P(X, € d2)
J2P(X, € d2)

P(k, < 00) =

Sei nun W (0) = 0 und € > 0. Mittels

P (ry <o0) <1

folgt:
P, (k¢ < o0) = Pl <oo) ) o)~ WD) P, € &)
(K < 00) = 1— [Z(W(z) = W(e))2P(X, € dz)
P.(x¢ < o0) 1—E[Xq)W(e) + [ZW(e)2P(X, € dz) — [ W(2)2P(X, € d2)
ek, <00) = = _
L= [TW(2)2P(X, € dz) + [T W(e)2P(X, € d2)
1 00 4 ) 2
P (1 < 00) = wo — B [Xi] +v{? );P(Xredz JZ WEHEP(X, € d2)
Wl(e) - fe W(:) 2P(X, € dz) + fe 2P(X, € dz)

Als néchstes wollen wir nun den Limes € \, 0 fiir beide Seiten berechnen.
Betrachten wir zunéchst den Ausdruck

. 1= [TW(2)2P(X, € dz)

lim < - .

e\0 W(E)

15



Aus Lemma 4.4 Gleichung 4.3 folgt

/W Xedz_l_/W IP’(X € dz)+ /W “P(X, € dz)

r

und somit
1—/ W(z)=-P(X, € dz) = /W IP’(X € dz).

Fiir den zu berechnenden Limes gilt also:

1= [TW(2)EP(X, €dz) ‘W(z)z
m e = liny /U T P € da)

Partielle Integration ergibt:

‘W(z)z
/O T PO € 42

y W) W(O W’z)/y
= P(X, €d P(X,
/07" (X, € dy)- (W(e W(e ) W) (X, € dy)d=
€y € /Z y
= PX ZP(X .
/07" € dy) i We/ (X, € dy)dz

Betrachten wir zunéchst das erste Integral:

. ‘y
| “P(X, € dy) = 0.
51{(% 0 7"( y)

Fiir das zweite Integral erhalten wir:

W) [ R € dy):
e\0 W(E)

Y

0
0

da W(0) = 0. Wir werden nun die Regel von I'Hospital anwenden und erhal-
ten:

Also gilt ingesamt:




und somit

—E [Xi] + [;° 2P(X, € dz)
[ 2P(X, € d2)

0

lim P (k, < o0) =
e\0

Als néchstes betrachten wir den Limes von P.(k¢ < c0). Dazu definieren wir
die Stoppzeit

Rel=inf{t>r:t—g >r X\, <—€}, g =sup{0<s<t:X;>0}.

Fiir 0 < € < e folgt offensichtlich {£,¢ < 0o} C {#.¢ < oo} und somit

{A < o0} = {r, < o0}

e>0

Aus der spatial homogeneity folgt weiters:

li{%IP’E(mj < 00) = 11{‘%190(,% < 00) = Py(k, < 00).

Setzen wir nun alles zusammen, ergibt sich fiir die Pariser Ruinwahrschein-

lichkeit: -
f fIP’(XT €dz) — E[Xy]

0
fooo f]P)(XT €dz)

P(k, < 00) =

Um nun den gewiinschten Ausdruck fiir alle z > 0 zu zeigen, verwenden wir
die Beziehungen

1. Pu(ry <o0)=1-E[X;]W(x)

2. Pk, < 00) = 1 — il

T ZP(X,€dz)

3. Pa(kt < 00) = Pol(ry < 00)—(1-Pu(kt < 00))Eq |11, yPx (1" < r)]
70

4 E, [1 (o <ooyPx_ (7 < 7’)] = [P(W(x+2—€) — W(x)ZP(X, € d2)

Sei nun € = 0, dann folgt:

Pu(kr <o00) = 1-E[Xi]W(x) - (1 - (1 s gg([}iﬂe dz)>)

: /0 T (W 2) — W(a:));IP’(XT € dz)

17



_ 1-E[X1]W(z) — rialXll

Jo~ 2P(X,€dz)

(W (a4 2)ZP(X, € dz) — W(z) [° ZP(X, € dz))
E[Xi] ;" W(z +2):P(X, € d2)
- I 2P(X, € dz)

E[X1] [ W(z + 2)2P(X, € dz)
I 2P(X, € dz)

= 1-E[X;]W(z) + W(z)E [X4]

P.(k, <00)=1-—

18



Kapitel 5
Random Walks

Definition 5.1: Ein stochastischer Prozess (X,), .y auf (€2, F,P) ist ein
Random Walk genau dann, wenn

XOZO

und

X, =) U, neN\{0}
=1

Dabei sind die Zuwéchse U; identisch und unabhéngig verteilt (i.i.d.).

Definition 5.2: Fiir a € R definieren wir die Stoppzeiten

h=inf{neN: X, >a}, 7, =inf{neN:X, >a}.

a

Das Random Walk Analogon zum spectrally-negativ Lévy-Prozess ist der
skip-free-upward Random Walk. Dies gilt genau dann, wenn alle U; nur Werte
in {1,0,—1,—2,...} besitzen. Eine wichtige Folgerung dieser Eigenschaft ist,
dass stets

=X+ auf {7, < oo}

gilt. Im weiteren werden wir uns - wenn nicht anders angegeben- mit skip-
free-upward Random Walks beschéftigen.

Definition 5.3: die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X; wird
mit

m(8) =E [5*]
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bezeichnet. Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X, ergibt sich
auf Grund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse:

mx,(8) =E [pX] =E [ -...- 7] =E "] - ... E [B"] = m(B)".
Fiir m(5) gilt insbesondere:
m'(1) =E [X4].

Es stellt sich hierbei die Frage unter welcher Bedingung m(() existiert, da
X; Werte in {1,0,—1,—2,...} besitzt.

Definition 5.4: (Laurentreihe)] [9] Die Laurentreihe ist eine Reihe dhnlich
einer Potenzreihe, die aber zusétzlich negative Exponenten zulésst.

00
2 b
n=-—00

Die Laurentreihe konvergiert auf A := {5 : r < |5| < R}, insbesondere also
absolut und gleichméBig mit » > 0, R € RU {oo}. Es gilt:

: 1
r=limsup|a_,|~
n—oo

1
R =

lim SUp, o |an |

In unserem Kontext gilt a,, = P(X; = n) und somit gilt fir » und R:

r =limsupP(X; = —n)% < lim 1% =1

n—00 n—00

und .
limsupP(X; =n)» =0

n—o0

Denn P(X; = n) = 0 fiir alle n > 1 und somit R = co. Die wahrscheinlich-
keitserzeugende Funktion m(/3) existiert also fiir alle § mit 1 < |5] < oo.

Definition 5.5: Wir definieren nun die Rechtsinverse fiir die wahrscheinlich-
keitserzeugende Funktion m(/5).

O(0) :=sup{s > 0:m(B) =0}
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Falls m/(1) > 0 dann gilt stets
P(1) = 1.

Satz 5.6: (Dwass und Dinges) Sei X ein skip-free-upward Random Walk
z € N und n € N\{0}, dann gilt:

Siehe [4] Kapitel 3, 3.8.

Satz 5.7: Fiir einen skip-free-upward Random Walk gilt fiir ¢ > 1

—7 —z

Der Beweis basiert auf dem allgemeineren Beweis in [1], Satz 3.12.

Beweis: Sei ¢ fest gewéhlt. Aus der Eigenschaft Inkremente kleiner gleich 1
zu haben, konnen wir z = X_+ auf {7,/ < oo} schreiben. Wegen der starken
Markov-Eigenschaft gilt:

O(q)Xn O(g)Xn O(g)Xn ® Xn*XT;—
E |: (qr)z ‘FT;F‘| = 1{T£LZn} (qz + 1{T£L<n} (qT)Jr E (Q) o+ ‘F‘rj
@Xn/\rg_
- qn/\‘r;r
Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, dass E [q)(g#} = 1 fiir alle

n > 0. Bilden wir nochmals den Erwartungswert erhalten wir

X
2(q) ] .

qn/\TI+

E

Fiir den letzten Ausdruck gilt da ¢ > 1:

B | M0 | <2 | M) < B o] - a0
qTL/\Tx qn/\’rgc
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Somit kénnen wir den Satz der dominierten Konvergenz anwenden und er-
halten:

X
D(q)

q

_7—;— _ —T

Korollar 5.8: Aus Satz 5.7 folgt mit ¢ = 1,
P(r} < o00) = ®(1)7".
Gilt E [X;] > 0, dann gilt sogar
P(r} <o0) =1.

Beweis: ®(1) = 1 gilt genau dann, wenn m/(1) > 0. Dies is dquivalent zu
E [X,] > 0. O

Definition: 5.9: Die Escher MaB-Transformation ist definiert als

AP hXn hXon

dP |, E[R%]  m() &(h)

Fi

Der Prozess &(h) ist ein Martingal. Ist X ein Random Walk unter P, dann
ist er sogar ein Random Walk unter P,

Beweis: X,, = Y, U; ist ein Random Walk genau dann, wenn die Zuwéchse
U; ii.d. sind. Es geniigt zu zeigen, dass die wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion der Summe das Produkt der einzelnen Summanden ist:

Epon [B7 - 852 .- BY"] = mpan (Br) - - - - - mpon (Bn).-

Im ersten Schritt berechnen wir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
von X; = U; unter P™:

i o] - EL0

mepon (8) = Epay [6X] =E [m(h) —

pXe
m(h)"

Ep(m[ﬁ?l'---‘ﬁg”}:E{ ijlﬁr[ﬂ
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& T:E];L) {h.m.nilz];)@gn} :EME];L) {Jl} Em;]h)ﬁff}

=B [B7'] -+ Bpo [BY"]
Da die U; i.i.d. sind und U; = X;. O

Satz 5.10: Sei 7 eine Stoppzeit und & (h) der Prozess aus Satz 5.9, dann gilt
auf {7 < oo}
dP®)
dP

7
(siche [1], Korrolar 3.11)

Beweis: Fiir A € F, gilt laut Definition auch AN {r <n} € F,. Also gilt

PM(AN{T <n}) = E[&h)Lngr<np]
= E[E [&(M)1anrenp | F]]
= E [&(h)1iantr<nyy]
Fiir die dritte Gleichung haben wir die starke Markoveigenschaft benutzt

bzw. dass £(h) ein Martingal ist. Fiir ¢ — oo und mit dem Satz der monotonen
Konvergenz folgt die Behauptung. OJ
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Kapitel 6

Wiener-Hopf Zerlegung fiir
Random Walks

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Wiener-Hopf Zerlegung fiir Random
Walks. Der Beweis basiert auf [2]. Wéhrend dort allgemeine Random Walks
behandelt werden, betrachten wir hier nur skip-free-upward Random Walks.

Definition 6.1: Sei I, eine geometrische Verteilung mit Parameter p € (0, 1)
auf (Q, F,P) und Punktwahrscheinlichkeit

P(L,=k) =p-¢", k=0,1,2,...

mit ¢ = 1—p. Aulerdem besitzt die geometrische Verteilung einige praktische
Eigenschaften wie P(T', > k) = ¢" und die Ged#chtnislosigkeit:

P, >n+m|l'y,>m)=P(,>n) Vn,m=0,1,2,...

Definition 6.2: Fiir die Herleitung der Wiener-Hopf Zerlegung werden wir
die unten angefiihrten Prozesse bedtigen.

X, = min{Xy, Xq,...,X,}, n>0
X = inf{Xo,X1,...}

X, = max{Xy, X;,...,X,}, n>0
Xo = sup{Xp, Xi,...}
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Lemma 6.3: (Dualitéits Lemma) Sein > 0,n € N fest gewéhlt. Definiere

nun den Prozess
{ Xk —Xn:0<k<n}

und seinen dualen Prozess

Dann besitzen diese Prozesse die gleiche Verteilung unter P (siehe [1], Lemma
3.4).

Lemma 6.4: Sei n > On € N fest gewéhlt. Dann besitzen die Paare
(Xn, X5 — X)) und (X, — X,,,—X,,) die gleiche Verteilung unter P (sie-
he [1], Lemma 3.5 ).

Definition 6.5: Sei p € (0, 1) fest und I', die oben angefiihrte geometrische
Verteilung, so definiere

arp = Sup{k; S Fp ka = Xk}
Gr, =sup{k <T),: X, = X}
mit I', unabhéngig von X.

Definition 6.6: (Ladder-Height-Prozess) Der bivariate Prozess (T, H) :=
{(Tn,Hy) :n=0,1,...} mit (To, Hy) = (0,0) und fir n > 1

T {min{k =1,2,...: Xp,_, x> H, 1} wenn T, ; < o0

00, wenn 1,,_1 = 00

und
I X7, wenn 1, < oo
" oo, wenn 1T, = oo

Der Prozess H ist der Wert des Maximums von X bis zum Zeitpunkt n und
T der Zeitpunkt, wann ein neues Maximum erreicht wird.

Im Falle eines skip-free-upwards Random-Walk gilt:

T,=7 ud H,=n.
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Definiere weiters die Stoppzeit
N =inf{n > 0: X, > 0}.
Die ist der erste Zeitpunkt, wo der Random Walk 0 iiberschreitet.

Satz 6.7: (Wiener-Hopf Zerlegung) die Paare (Gr,, Xr,) und
(', — @FP,YFP — Xr,) sind unabhéngig und es gilt:

P I'p| — # — . -
E [af BX ] T goE [77] \IJ;(a7 B) v (o, B) (6.1)
mit
W (o, ) =E |a% 557 | (6.2)
W, (o, 8) = E % g¥0 | (6.3)
(Gr,, Xr,) < (Tt,, Hr,), mit A=1—®(¢"")~" (6.4)

Beweis: Aus Satz 5.7 folgt:

17 C1y—k
- 1{T,j<oo} :(1)((] )

P(Xr, > k)=P(r;f <T,)=E p

Weiters zeigen wir:

E[a™g*] = E[E[25%]"]

= Y plgoE [p¥1])F

N
1 — qaE [X1]

Der Pfad des Random Walks kann in v € {0,1,2,...} vollstindigen Ex-
kursionen vom Maximum und eine zusétzliche Exkursion, die die zuféllige
Zeit I',, iiberbriickt, zerlegt. Wegen der starken Markov-Eigenschaft und der
Gedéchtnislosigkeit, miissen die vollstdndigen Exkursionen dieselbe Vertei-
lung besitzen. Diese ist gleich einem Random-Walk auf den Zeitpunkten
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{1,2,..., N} bedingt auf das Ereignis {N < I',}. Auflerdem ist v geome-
trisch verteilt mit Parameter 1 —P(N < T',). Somit gilt:

(Gr,, Xr,) = Y (N, 5)
=1
wobei die (N®, S0) i =1,2,... paarweise unabhingig sind und
(N®, 5@y L (N, Xy) bedingt auf {N < T,}

Somit ist (EFP,YFP) die geometrische Summe von i.i.d. Zufallsvariable. Die
Unabhéngigkeit von (Gr,, Xr,) und (I', — Gr,, X, — Xr,) folgt unmittelbar
aus der oben angefiihrten Zerlegung.

Aus dem Dualitéts-Lemma 6.4 folgt:

(T = G, Xr, = Xr,) £ (G, X))

Da (Gr,, Xr,) < (Tr,, Hr, ), mit A =1 —®(¢~1)~! gilt, folgt fiir einen skip-
free-upward Random-Walk, dass

(Tr,, Hr,) = (7, T'»).
Somit folgt also:
A
1 —(1—\)BE [aﬂ

E [ oG BYF,,} ) [of;x 5“} _

und mit Hilfe von E [oﬁr] = ®(a1)!

E [O‘érpﬁyrp] 11— )\))\Bcb(orl)—l

Somit erhalten wir fiir die Wiener-Hopf Zerlegung folgende Faktoren

. o(;) — 1
B @) =G0 ey
o p 2= Be())
ST em(®) e(1) -1

27



Kapitel 7

g-Scale Function

Die Ergebnisse aus diesem Kapitel und die Herleitung basieren auf [1], Ka-
pitel 8. Um den Lesefluss nicht zu hemmen, werden die Beweise eigens in
Kapitel 9 angefiihrt.

Definition 7.1: (gq-Scalefunction) Es existiert eine Familie von Funktionen
W@ . Z — [0, 00) fiir ¢ € (0,1] und es gilt:

1. Fiir ¢ € (0,1] gilt W@(x) = 0 falls z < 0 und W@ (z) ist streng
monoton wachsend auf [0, c0)

B
(g~")(qm(B) — 1)

S 5w ) =
x=0

3. Seix € Zund g € (0,1)
Ex |:qTO 1{TO_<OO}:| =

g (1 +(1=q)®(¢ )Y WD(y) - #(ﬁ(q‘l)zw(q)(@)

bzw. fir ¢ =1

P.(my <o00)=1—m/(1)W(x). (7.3)
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4. Fiir x < a und fir ¢ € (0,1] gilt:

+ W@ ()
E, [C] 1{ro‘>rj } - W(q)(a)
Wobei wir W (z) := WM (z) definieren.

Satz 7.2: Fiir v > 1 gilt

o e P O ( + (1= m(v))

29
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Kapitel 8

Pariser Ruinwahrscheinlichkeit
fir Random Walks

In diesem Kapitel wollen wir nun eine Formel fiir die Pariser Ruinwahrschein-
lichkeit eines skip-free-upward Random Walks mit Hilfe der g-Scalefunction
herleiten.

Definition 8.1: Sei x,, eine Stoppzeit mit
kp =1nf{n >0:n—g, >r}, und g, = sup{0 < k <n: X > 0}.

Die Stoppzeit k, ist der erste Zeitpunkt, wo der Prozess X zum ersten Mal
unter 0 fallt und einen Zeitraum > r unter 0 bleibt.

Dies ist genau der gesuchte Zeitpunkt fiir Pariser Ruin und somit ist die
Pariser Ruinwahrscheinlichkeit gegeben durch:

P(k, < 00).

Satz 8.2: Sei E [X;] > 0. Dann gilt fiir alle x € N

E Xy > s Wiz ty - DiPX, =y)
21 P(Xn =)

Pk, <o0)=1-— (8.1)

Fiir den Beweis benotigen wir zusétzlich noch weitere Lemmata, die im
néchsten Abschnitt vorgestellt werden.
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8.1 Vorbereitungen

Die Beweise in diesem Abschnitt werden eigens im Kapitel 10 angefiihrt.

Lemma 8.3: Fiir 6 > 1 gilt:

E, [cb(e) w1, <OO}} - —( Z Wz +y)—W(z). (8.2)

y=0

Lemma 8.4: Sei §# > 1 und X und 7. wie bisher definiert, dann gilt:

X,=y+1)=1 (8.4)

Satz 8.5: Sei x > 0 und n € N dann gilt:

E, [1{70,@0}1@)( (7 <m)] = > (Wle+y) - W) E—P(X, = y+1)
y=0

8.2 Beweis von Satz 8.2

Wir besitzen nun das notwendige Riistzeug um Satz 8.2 zu beweisen. Sei
zunéchst x < 0. Mit Hilfe der starken Markoveigenschaft gilt fiir X:

Palin < 00) = Ex [Bu(in < 00| Fyp)

= IP’(TO >r)+IP’( <r)]P’(/<an<oo)
= 1-P.(r <7)+Pu(ry <7r)P(k, < 00)
= 1-P. (7 <r)(1 —P(k, < )).
Die dritte Gleichheit folgt, da P, (k, < 0o|F,+) = 1 auf 75" > r und X, < 0.

Mit dem oben gezeigten und wieder wegen der starken Markoveigenschaft
gilt fiir z > 0:
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Px(ﬁn < OO) - ]Ea: -]P):t(’fn < OO|‘FTO_)]

= E, _1{rg<oo}PXTJ (kn < oo)] +E, [1{75200}]?)(76 (kn < 00)

Wir verwenden nun obige Tatsache (XT(; ist ja negativ) und erhalten:
E, [1{Tg<oo}PXTE (Kn < OO)] =

= E. [Liyany (1= Px_ (5 <7)(1 =Pl < )))]
= P.(rg <o00)—(1—P(k, < 0))E, [1{TE<°°}PXTO— (1" < 7")]

Laut Satz 8.5 gilt nun

o0

E, |1 <o Px_ (57 <1)| = D (W(a+y) - W())

y=0

y+1

und setzen wir alles zusammen, erhalten wir insgesamt:

P,(kn < 00) = Pu(ry <o00)—(1—P(k, < o0))
Y Wiz +y) - ())yzlP(Xn—yH) (8.6)

Sei zunichst z = 0 so erhalten wir:

P(k, <o0) = P(r; < )
y+1

—(1 =P(k, < 0)) i )TIP’(XnZy+1)

P(ry <o0) - ZEZO(W(?/) — W(0)LP(X, =y +1)

(0
1= o(W(y) — W(0)LEP(X, =y + 1)

P(k, <o0) =

Laut Satz 7.1 Gleichung 7.3 gilt

P(ry < o0) =1—E[X;]W(0).
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In Lemma 8.4 Gleichung 8.4 wurde bereits gezeigt, dass

> 1
> Y W) P(Xy =y +1) = 1.
y=0

n

Mit diesen beiden Tatsachen und nach verschieben des Summationsindexes
y folgt nun

—E [X3] + W(0) 322, W(0)2P(X, = y)
2y W(0)ZP(X, = ) '

Da W(0) > 0 gilt erhalten wir nach kiizen von W (0)

P(k, < 00) =

“EXG ]+ 000 iP(Xn =)

P(k, < o0) = = IP(X, = 1)

Sei nun x > 0. Wieder mit Satz 7.1 Gleichung 7.3 gilt
P(ry <o0)=1-E[X{]W(z).

Setzen wir obigen Ausdruck fiir P(k, < o0o) in Gleichung 8.6 ein, erhalten

" E XS5, W(a +y — 1)EP(X, = y)

220:1 %P(Xn = y)

P,(kn, < 0)=1-—
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Kapitel 9

Beweise 1

In diesem Kapitel werden nun die austdndigen Beweise aus Kapitel 7 nach-
gereicht.

9.1 Beweis von Satz 7.1

Wir zeigen zunéchst 7.4:

Sei m/(1) > 0. Dann ist —X  fast sicher endlich. Definiere nun die steigende
Funktion

W () P, (X, >0) wennzx >0
€T ==
0 wenn z < 0

Aus dem Satz der vollstiandigen Wahrscheinlichkeit und der starken Markov-
Eigenschaft folgt fiir x € [0, a)

Px(loo > 0) = K, [Px(loo > O|"T_:rj)}
= E, |1 Pa(Xoe 2 0)] +Ex |1 Px_ (X 2 0)
= Pu(X 2 0)P,(7, <75)

Die erste Gleichheit folgt aus dem Satz der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit.

Die zweite Gleichheit folgt aus der starken Markov Eigenschaft. Das Ver-
schwinden des zweiten Terms aus der dritten Gleichung folgt wegen XTO— <0

und somit P,(X_ > 0) =0,Vz < 0.
Somit erhalten wir
P.(Xo 20)  W(x)

P <) S RS0 T W)

o0
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Sei nun ¢ € (0, 1)

Definiere:
Wa(g-(z) = P2 (X, > 0)

Mit der gleichen Argumentation wie zuvor gilt:

_1 Wq) -1 (.73)
Pf(q ) T <Ty) = 2@
( 0 ) W@(q—l)(a)

Nach der Esscher-Maf-Transformation gilt:

PP (rr < 17) =E,

dam(®(¢g™")) = ¢! gilt

—1 _ —1\a—=x T(;.‘— ]
P;{:v(q )(TJ < TO ) — (b(q 1) ]E;L' |:q 1{T;<TU_}_

Aus diesen beiden Tatsachen folgt nun:

Setze nun W@ (z) = ®(q~1)* Wi, (). Offensichtlich gilt W@ = 0 auf (—oo, 0)
und nicht fallend da ®(g~') > 1 und 7.4 folgt.

Um 7.1. zu beweisen, betrachten wir zunéchst den zweiten Faktor der Wiener-
Hopf-Zerlegung ¥ (1, 5) = E [65%] und seinen Grenzwert fiir p — 0:

P(L) —
5119 =B 95 = i g
Da fiir p — 0 ¢ — 1 folgt und wegen ®(1) = 1, gilt fiir den zweiten Faktor:
1-p
1—m(B)

Fiir den ersten Faktor gilt:



Aus m(®(,)) = ; folgt:
1 1 1.—-1 ., —1
"(D(=) =m(P(-)P(-)— = —
m'( (q)) m'( (q)) (q)q2 7
und somit . .
(=) =
Y T )
Insgesamt erhalten wir also:
1—
E [p%~] = m/(l)l——mfﬁ)'

Aus der Defintion von W (x) in 7.4 ist ersichtlich, dass diese Funktion bis auf
einen Faktor eindeutig ist. Betrachten wir der Einfachheit halber:

b
m/(1)

W(zx) =

Sei nun # > 1 dann gilt:

E[pX=] = Y B7P(-X, ==z

P(-X, =0)+ (1 -

da P(—X,, <0) = P(—X

(o o]

P(-X=0)+) 6

=1

1
B
= 0) folgt:

P.(X_ >0).

P(-X. —0)+ Y 4B(-X.. = 1)
"(B(-X.. <)~ P(—X., <a—1))

P-X. =0+ 3 5 7B(-X. <o)~ 3 FB(-X. <o 1)
r=1 =1

[e.9]

> BTP(-X,, < x)

z=0

1

3 (—Xo <0)

)Y BP(-X, <w)—

=1

(1 - %) gﬁxﬁ”m(&,@ > 0)
(S
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Wegen der Gestalt des zweiten Wiener-Hopf Faktors folgt nun:

b
BEW (x
Z m(B) — 1
Betrachten wir nun

D WD) = Y b(g) B W (x)
=0 =0

o)

= @) B) W (@)
5 !
C D(g ) maey(P(gh)18) — 1

B
O(q~)(gm(B) — 1)

Die letzte Gleichung folgt aus

o (@(™)0) ~ B | ML LI o)
Somit ist 7.1 bewiesen.
Um 7.2 zu zeigen betrachten wir:
ZB (W (z) =Wz —1))
Dann gilt:
S5O w) WO 1)) = W)+ Z B WO () — WOz — 1))
2=0

[e.9]

_ W(Q)(O) + Z ﬁ—ﬂcw(q)(x) _ Z ﬁ—$—1W(Q)<x)

=0
1 o
— i —zy7(@)
(1-3) 2.7

1 -1
(g7t gm(p) — 1
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Vergleichen wir nun den zweiten Wiener-Hopf-Faktor ¥ (1, 8) mit W@ (x)
und W@ (Ax) so folgert man leicht fiir z > 0

P(—Xr, = 2) = gy (WO () (1 - (g W (a),

wobei W@ (Az) = W@(z) — W@ (z — 1). Mit obiger Tatsache und der
Unabhéngigkeit von I'), und X folgt nun

E, [qTo_l{rg<oo}] = P.(Tpy>75) =q 'Pu(l, > 75)

q_le(irp <0)

= qilpx(_irp >0)

= q_lP(—lrp > 1)

= ¢! (1 — P, (=X, < x))

= ¢ (1 (1= )0(g™) W) - et <x>) .

Da P(T, > n) = ¢ 'P(T, > n) fiir die geometrische Verteilung gilt.

Bilden wir noch den Grenzwert ¢ — 1 so erhalten wir
P.(ry <o0)=1-—m'(1)W(x)

und 7.3 folgt. 0

9.2 Beweis von Satz 7.2

Sei PY das Wahrscheinlichkeitsmall der Esscher-Transformation und u €&
(0, 1], dann gilt:

X _
T

——— () L

]Ef“[uTO_mvTO_l - ]:E,E
( ) {7y <o} m(v)To

=E, [UXTJ u ]_{7__
0

<oo}| *

Sei nun v = 1. Mit Gleichung 7.2 aus Satz 7.1 folgt nun:
E,’ [m(v)To— 1{ro‘<oo}} -

38



1 —m(v)
m(v)~t) -1

m(v)™! (1 + (1= m(0))y(m(v) ™) Y W) — B0 ‘Pu(m(v)_l)_ZWT(”)(x)> :

mit ®,(0) = sup{A > 0: m,(\) = 0} wobei m, die wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion unter P, bezeichnet. Es gilt

1
®,(m(v)™t) = e
Da
®,(m(v)™t) = sup{A > 0: m,(\) = m(v)~'}
gelten muss, folgt
X1

my(\) = EP (A1) = E, {%)\Xl} L %

Dies ist aquivalent zu E, [(v . )\)Xl} = 1. Dies gilt genau dann, wenn A = v~
und die Behauptung folgt. Laut Defintion von Wv(m(v))(m) gilt:

1

1 x
WL ) = (o) Wo) = (1) Wata)
mit den beiden obigen Tatsachen und
Py | o
dPy | 7,
folgt das Gewiinschte. O
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Kapitel 10

Beweise 11

10.1 Beweis von Lemma 8.3

Mit Hilfe von Satz 7.2 mit v = ®(#) folgt:

®(9)x+<1—m(¢(9)>>¢(9)$%@ > 0(0) W (y)— 1 Iflfp%f»@(e) W ()
= DO+ (1— 9)@(9)1@2@(9)%@) -3 1_:1)(90><D(0)1W(x)
. —1 < _y 1—-46 .
= ©(0) (Fww@(@) W(y)) - 1_@(0)@9) W (x)
— @(e)x% @_ cI)(H)yW(y)> — 11_:1)?9)@(9)11/1/(36)

Da ZZO o 2O) W (y) = % gilt, folgt nun:




und da )7, ©(0)7Y (0) - gilt somit:

:9—92 Wi(x+y)—W(x)).

Da wir nur den Ausdruck innerhalb der Klammer von Satz 7.2 betrachtet
haben, miissen wir noch den Faktor m(®(#))~! = 6~! hinzufiigen und die
Behauptung folgt. O
10.2 Beweis von Lemma 8.4

Wir zeigen zunéchst 8.3:
Nach dem Satz von Dwass und Dinges gilt:

P(rf =n) = ~P(X, = ).
und somit: - .
; 9—”%19()(“ —y) = ; 60 "P(r) =
Mit Satz 5.7 gilt

i@”P(T; =n)=E [Q*Tﬂ = D(0)Y

Um 8.4 zu zeigen, wenden wir erneut den Satz von Dwass und Dinges und
Gleichung 7.1 aus Satz 7.1 an:

Sy et LW @P(, =a+1) = 3N 0 W (@B, = n)

n=1 =0 n=0 x=0

= 33 WEPE, =)

=0 n=1
= 60T = 5t

Also insgesamt:

oy —W@P(Xy=2+1) = —

n=1 =0

+
—_
—_
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Da Y>> 07" = 4 gilt, muss

n=1

i‘”“W(x)P(Xn:xH):l

n

=0

gelten. O

10.3 Beweis von Satz 8.5

Fir P(7)- <n), 0 > 1 und z > 0 gilt:
S 0P(rt <n)= —E ] = ¥ _p(0)
n=0 0—1
Denn es gilt:
E [Q_Tﬂ = 2:9_"]1)(7;r =n)
n=1
- Z 9_”1[”(7; <n)-— Ze_nP(T;_ <n-—1)
n=1 n=1
= Z O "P(r) <n)-— Z O 'P(r < n)
n=1 n=1
0—1 <=, ,
_ S e <)
n=1
Somit gilt also

Lo 307, (o <)

n=1

ZG_nEI |:1{T(;<OO}JP)XTO— (TS_ < Tl)] = E,;
n=1

= eiLlEx [1{70— <oo}q’(9)XT‘7]

mit Lemma 8.3 gilt:

1

B 2 PO (Wl y) — W) = S 00) ¥ (Wi +9) - W)

y=0 y=0
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wenden wir nun Lemma 8.4 Gleichung 8.3 mit y + 1 an:

Zcb Wz +y)—W(x) = Z(W(ery 29 Y X,=y+1)
y=0 y=0

[e.e] oo y

= " — =P(X, = 1

367" 3V (aty) = W) RO =y 1)
Insgesamt gilt also:
>0, Lo Px_ (7 <1)| = D07 D (Wl t) W (o) B = 1)
n=1 y=0

Durch Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung.
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