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Kapitel 1

Einleitung

Diese Diplomarbeit beschäftigt sich mit der Herleitung eines Ausdrucks für
die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit für Prozesse mit unabhängigen Inkremen-
ten in stetiger bzw. diskreter Zeit. Im Gegensatz zur allgemein bekannten
Ruinwahrscheinlichkeit tritt Pariser Ruin erst ein, sobald der Überschussprozess
eine bestimmte Zeit r unter Null bleibt.

Der erste Teil der Arbeit beschäftigt sich mit Pariser Ruin für spectrally ne-
gative Lévy-Prozesse in stetiger Zeit, also Lévyprozesse ohne Sprünge nach
oben. Dieser Abschnitt basiert auf den Arbeiten von R. Loeffen, I. Czar-
na und Z. Palmowski (siehe [7] und [8]). In Kapitel 2 werden die benötigten
Eigenschaften von Lévy-Prozessen vorgestellt und in Kapitel 3 und 4 die Her-
leitung eines Ausdrucks für die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit ausgeführt.

Der zweite Teil widmet sich der Suche nach der Herleitung eines ähnlichen
Ausdrucks für Random Walks. Die Vorgehensweise folgt der Argumentation
von [7] und [8], jedoch verlangen die Eigenschaften des Random Walks und
Bedingungen auf einem diskreten Zeithorizont eine etwas andere Herange-
hensweise.
Um den Beweis führen zu können, werden in Kapitel 6 und 7 diskrete Ver-
sionen der Wiener-Hopf Zerlegung bzw. der q-Scale Function vorgestellt und
schlussendlich in Kapitel 8 ein Ausdruck der Pariser Ruinwahrscheinlichkeit
hergeleitet.
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Kapitel 2

Lévyprozesse

Definition 2.1: (Lévy-Prozess) [5] Definition 1.3: Sei X = {Xt}t≥0 ein
stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P). Xt ist
ein Lévy-Prozess genau dann, wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

1. X0 = 0 f.s.

2. X besitzt unabhängige und stationäre Inkremente. D.h. für alle n ∈ N
und für alle 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . < tn+1 <∞ gilt:

Xt+1 −Xt, Xt −Xt−1, . . . , X1 −X0 sind stochastisch unabhängig

Xtj+1
−Xtj

d
= Xtj+1−tj −X0

3. X ist stetig in der Wahrscheinlichkeit, d.h. ∀a > 0 und ∀s ≥ 0 gilt:

lim
t→s

P(|Xt −Xs| > a) = 0.

Bemerkung: Bedingung 3 kann auf Grund von 1. und 2. auch durch

lim
t→0

P(|Xt| > a) = 0

ersetzt werden.

Satz 2.2: (starke Markoveigenschaft) Sei τ eine Stoppzeit. Man sagt ein
stochastischer Prozess X = {Xt : t ≥ 0} auf einem gefilterten Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,F ,F,P) besitzt die starke Markoveigenschaft genau dann,
wenn für alle B ∈ B(R) und s, t ≥ 0 gilt

P(Xτ+s ∈ B|Fτ ) = P(Xτ+s ∈ B|σ(Xτ )) auf {τ <∞}.
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Falls X ein Lévy Prozess ist, besitzt er immer die starke Markoveigenschaft
und es gilt sogar

X̃t = Xτ+t −Xτ , t ≥ 0 auf {τ <∞}

ist unabhängig von Fτ und X̃
d
= X und X̃ ist wieder ein Lévy Prozess.

Definition 2.3: Für x ∈ R definieren wir eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaßen {Px : x ∈ R}, sodass unter Px fast sicher

X0 = x

gilt. Weiters werden wir den Erwartungswert unter Px mit Ex bezeichnen. P0

und E0 werden wir mit P bzw. E bezeichnen.

Satz 2.4: (spatial homogeneity) Sei Xt ein Lévy Prozess auf (Ω,F ,P)
und {Px : x ∈ R} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen mit Px(A) =
P(A|X0 = x), A ∈ B(R), dann gilt für a, b ∈ R, A ∈ F :

Pa(Xt ∈ A) = Pb(Xt ∈ A+ b− a)

wobei A+ b = {a+ b : a ∈ A}.

Beweis: Sei n ∈ N beliebig und 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = t. Es gelte
o.B.d.A. b > a.

Pa(Xt ∈ A) = P(Xt ∈ A|X0 = a) =

= P

(
a+

n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti) ∈ A|X0 = a

)

= P

(
n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti) ∈ A− a|X0 = a

)
Wegen der Unabhängigkeit der Zuwächse gilt:

P

(
n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti) ∈ A− a|X0 = a

)
=
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= P

(
n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti) ∈ A− a

)

= P

(
n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti) ∈ A− a|X0 = b

)

= P

(
b+

n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti) ∈ A+ b− a|X0 = b

)
= Pb(Xt ∈ A+ b− a)

�

Definition 2.5: Man sagt X = {Xt}t≥0 ist ein spectrally negative Lévy Pro-
zess genau dann, wenn X keine Sprünge nach oben besitzt.
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Kapitel 3

Vorbereitungen

In diesem Kapitel wollen wir zunächst einige Hilfsmittel und Sätze vorstellen,
die zur Herleitung der Pariser Ruinwahrscheinlichkeit notwendig sind.

Definition 3.1: (Laplace Exponent) Der Laplace-Exponent ψ(θ) von X
ist definiert durch

ψ(θ) = logE
[
eθX1

]
.

ψ(θ) ist wohldefiniert für θ ≥ 0. Die Funktion ψ : [0,∞) → R ist unendlich
oft differenzierbar und konvex. Insbesondere gilt:

ψ′(0+) = E [X1] .

Definieren wir die Rechts-Inverse durch

Φ(θ) = sup{λ ≥ 0 : ψ(λ) = q}

für q ≥ 0. Falls ψ′(0+) ≥ 0 gilt, dann ist λ = 0 die einzige Lösung von
ψ(λ) = 0. Ansonsten existieren zwei Lösungen λ1 = Φ(0) > 0 und λ2 = 0.
Siehe [1].

Definition 3.2: Für a ∈ R definieren wir die Stoppzeiten

τ+
a = inf{t > 0 : Xt > a}, τ−a = inf{t > 0 : Xn < a}.

Satz 3.3: Für einen spectrally negative Lévy-Prozess gilt für q ≥ 0

Ex
[
e−θτ

+
a

]
= eΦ(θ)(x−a), x ≤ a, θ ≥ 0,

Beweis: siehe [1], Satz 3.12.
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Satz 3.4: Es existiert eine Familie von Funktionen W (q) : R→ [0,∞) und

Z(q)(x) = 1 + q

∫ x

0

W (q)(y)dy, für x ∈ R

für alle q ≥ 0 (für q = 0 schreiben wir W (x) für W (0)(x)). W (q) ist eindeutig
durch seine Laplace-Transformierte bestimmt und es gilt:∫ ∞

0

e−βxW (q)(x)dx =
1

ψ(β)− q
β > Φ(q) (3.1)

beziehungsweise W (q) = 0 für alle x < 0.

Für alle x ∈ R und q ≥ 0 gilt

Ex
[
e−qτ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
= Z(q)(x)− q

Φ(q)W (q)(x)
(3.2)

und für q = 0 und ψ′(0+) ≥ 0 gilt

Px(τ−0 <∞) = 1− ψ′(0+)W (x). (3.3)

Siehe [1], Satz 8.1.
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Kapitel 4

Pariser Ruinwahrscheinlichkeit
für Lévy-Prozesse

Wir wollen nun einen Ausdruck für die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit her-
leiten. Der Beweis basiert auf der Beweisführung aus [7] und [8]. Wir werden
in diesem Kapitel annehmen, dass X gegen ∞ driftet (dies ist äquivalent zu
E [X1] > 0 bzw. ψ′(0+) > 0), da sonst Pariser Ruin mit Wahrscheinlichkeit
eins eintritt.

Definition 4.1: Sei r > 0 und κr eine Stoppzeit, die definiert ist durch

κr = inf{t > r : t− gt > r}, mit gt = sup{0 ≤ s ≤ t : Xs ≥ 0}.

Die Stoppzeit κr gibt also an, wann der Prozess X zum ersten Mal unter null
fällt und eine Zeit größer r unter 0 bleibt - also Pariser Ruin eintritt.

Satz 4.2: Sei E [X1] > 0, dann gilt für alle x ≥ 0

Px(κr <∞) = 1− E [X1]

∫∞
0
W (x+ z)zP(Xr ∈ dz)∫∞

0
zP(Xr ∈ dz)

.

4.1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt wollen wir nun einige Hilfsmittel vorstellen, die wir
benötigen um Satz 4.2 zu beweisen.

Gilt E [X1] > 0 dann folgt aus Gleichung 3.2, dass W (x) durch 1/E [X1]
beschränkt ist. Außerdem ist die Scale-Function W absolut stetig auf (0,∞)
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(siehe [1], Lemma 8.2). Somit können wir eine Version der Dichtefunktion
von W durch W ′ definieren.
Besitzt X Pfade von unbeschränkter Variation so gilt W (0) > 0, ansonsten

gilt W (0) = 0 (siehe [1], Lemma 8.6).

Satz 4.3: (Kendall’s Identität) Sei {Xt}t≥0 ein spectrally negative Lévy-
Prozess, dann gilt ∀y, s > 0∫ ∞

y

P(τ+
x ≤ s)

dx

x
=

∫ s

0

P(Xt > y)
dt

t

falls die Dichten pX(t, x) an x und pτ+
x

(t, x) an t von Xt bzw. τ+
x existieren,

gilt sogar:
1

x
pτ+
x

(t, x) =
1

t
pX(t, x).

auf einen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet.

Lemma 4.4: Für θ > 0 gilt:

Ex
[
1{τ−0 <∞}e

Φ(θ)X
τ−0

]
=

θ

Φ(θ)

∫ ∞
0

e−Φ(θ)yW ′(x+ y)dy, (4.1)

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞
y

z

r
P(Xr ∈ dz)dr =

1

Φ(θ)
e−Φ(θ)y, y ≥ 0, (4.2)

∫ ∞
0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz) = 1 (4.3)

Beweis: Wir verwenden die folgende Beziehung (siehe [6], Gleichung (35))
für p > 0 :

Ex
[
e
pX

τ−0 1{τ−0 <∞}

]
= epx − ψ(p)epx

∫ x

0

e−pzW (z)dz − ψ(p)

p
W (x).

Setzt man in obiger Gleichung p = Φ(θ), so erhält man:

Ex
[
e

Φ(θ)X
τ−0 1{τ−0 <∞}

]
=
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= eΦ(θ)x − ψ(Φ(θ))eΦ(θ)x

∫ x

0

e−Φ(θ)zW (z)dz − ψ(Φ(θ))

Φ(θ)
W (x)

= eΦ(θ)xθ

(
1

θ
−
∫ x

0

e−Φ(θ)zW (z)dz

)
− θ

Φ(θ)
W (x)

Aus der Definition von W (x) durch die Laplace Transformierte (Gleichung
3.1) gilt: ∫ x

0

e−Φ(θ)zW (z)dz +

∫ ∞
x

e−Φ(θ)zW (z)dz =
1

θ

Somit erhalten wir:

= eΦ(θ)xθ

(∫ ∞
x

e−Φ(θ)zW (z)dz

)
− θ

Φ(θ)
W (x)

Substituiere y=z−x
= θ

(∫ ∞
0

e−Φ(θ)yW (x+ y)dy

)
− θ

Φ(θ)
W (x)

Durch Partielle Integration des obigen Ausdrucks erhalten wir Gleichung 4.1:

Ex
[
e

Φ(θ)X
τ−0 1{τ−0 <∞}

]
=

θ

Φ(θ)

∫ ∞
0

e−Φ(θ)yW ′(x+ y)dy

Für die zweite Beziehung benützen wir Kendall’s Identität 4.3:∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞
y

z

r
P(Xr ∈ dz)dr =

∫ ∞
0

∫ ∞
y

e−θrP(τ+
z ∈ dr)dz

Wir verwenden nun den Satz von Fubini-Tonelli und ändern die Integrati-
onsreihenfolge und erhalten somit:∫ ∞

y

∫ ∞
0

e−θrP(τ+
z ∈ dr)dz.

∫∞
0
e−θrP(τ+

z ∈ dr) ist nichts anderes als E
[
e−θτ

+
z

]
= e−Φ(θ)z. Einsetzen und

integrieren liefert schlussendlich:∫ ∞
y

e−Φ(θ)zdz =
1

Φ(θ)
e−Φ(θ)y

und 4.2 folgt.

10



Um die letzte Beziehung zu zeigen, verwenden wir wieder Kendall’s Identität
und den Satz von Fubini-Tonelli:∫ ∞

0

e−θr
∫ ∞

0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz)dr =

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞

0

W (z)P(τ+
z ∈ dr)dz

=

∫ ∞
0

e−Φ(θ)zW (z)dz

Aus der Definition von W (z) über die Laplacetransformierte folgt:∫ ∞
0

e−Φ(θ)zW (z)dz =
1

θ

Also insgesamt: ∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞

0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz)dr =

1

θ

Bilden wir auf beiden Seiten die Laplace Inverse so erhalten wir 4.3, da∫∞
0
e−θr1dr = 1

θ
.

4.2 Beweis von Satz 4.2

Falls X Pfade von unbeschränkter Variation besitzt, werden wir den Aus-
druck für die Pariser Ruinwahrscheinlichkeit über einen Grenzwert herleiten.
Aus diesem Grund definieren wir die Stoppzeit κεr für alle ε ≥ 0

κεr := inf{t > r : t− gεt > r,Xt−r < 0}, mit gεt = sup{0 ≤ s ≤ t : Xs ≥ ε}.

Die Stoppzeit κεr gibt an, wann X zum ersten Mal unter null kommt und erst
nach einer Zeit größer r wieder auf das Niveau ε zurückkehrt. Offensichtlich
gilt κ0

r = κr.

Für x < 0 erhalten wir durch die starke Markov-Eigenschaft und dass Xt

keine positiven Sprünge besitzt:

Px(κεr <∞) = Ex
[
Px(κεr <∞|Fτ+

ε
)
]

= Ex[1{τ+
ε >r} Px(κ

ε
r <∞|Fτ+

ε
)︸ ︷︷ ︸

=1

da X0<0∧τ+
ε >r

] + Ex
[
1{τ+

ε ≤r}Px(κ
ε
r <∞|Fτ+

ε
)
]

= Px(τ+
ε > r) + Px(τ+

ε ≤ r)Pε(κεr <∞)

= 1− Px(τ+
ε ≤ r) + Px(τ+

ε ≤ r)Pε(κεr <∞)

= 1− Px(τ+
ε ≤ r)(1− Pε(κεr <∞)).
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Mit obiger Tatsache und der starken Markov-Eigenschaft folgt für x ≥ 0,

Px(κεr <∞) = Ex
[
Px(κεr <∞|Fτ−0 )

]
= Ex

[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(κεr <∞)
]

+ Ex
[
1{τ−0 =∞}PXτ−0

(κεr <∞)
]

= Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(κεr <∞)
]

Wir verwenden nun das bereits gezeigte (Xτ−0
ist ja negativ) und erhalten:

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(κεr <∞)
]

=

= Ex
[
1{τ−0 <∞}(1− PX

τ−0
(τ+
ε ≤ r)(1− Pε(κεr <∞)))

]
= Px(τ−0 <∞)− (1− Pε(κεr <∞))Ex

[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
Betrachten wir nun den Erwartungswert Ex

[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
, so er-

halten wir durch spatial homogeneity für x ≥ 0:

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
=

∫
[0,∞)

Ex
[
1{τ−0 <∞,−Xτ−0

∈dz}P−z(τ
+
ε ≤ r)

]
=

∫
[0,∞)

Ex
[
1{τ−0 <∞,−Xτ−0

∈dz}P(τ+
ε+z ≤ r)

]
∫ ∞

0

e−θrP0(τ+
ε+z ≤ r)dr = −1

θ
e−θrP0(τ+

ε+z ≤ r)|∞0 +

∫ ∞
0

1

θ
e−θrP0(τ+

ε+z ∈ dr)

=
1

θ
E0

[
e−θτ

+
ε+z

]
=

1

θ
e−Φ(θ)(z+ε)

Mittels des Satzes von Fubini und den ersten beiden Eigenschaften des Lem-
mas erhalten wir für θ > 0 und x ≥ 0,∫ ∞

0

e−θrEx
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
dr =
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= Ex
[
1{τ−0 <∞}

∫ ∞
0

e−θrPX
τ−0

(τ+
ε ≤ r)dr

]
=

1

θ
e−Φ(θ)εEx

[
1{τ−0 <∞}e

−Φ(θ)X
τ−0

]
dr

=
1

θ
e−Φ(θ)ε θ

Φ(θ)

∫ ∞
0

e−Φ(θ)yW ′(x+ y)dy

=

∫ ∞
0

W ′(x+ y)

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞
y

z

r
P(Xr ∈ dz)drdy.

Nach weiterer Anwendung des Satzes von Fubini auf der rechten Seite erhal-
ten wir: ∫ ∞

0

W ′(x+ y)

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞
y+ε

z

r
P(Xr ∈ dz) dr dy =

=

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞

0

∫ ∞
y

W ′(x+ y)
z

r
P(Xr ∈ dz) dy dr

=

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞
ε

∫ z−ε

0

W ′(x+ y)
z

r
dy P(Xr ∈ dz) dr

=

∫ ∞
0

e−θr
∫ ∞
ε

(W (x+ z − ε)−W (x))
z

r
P(Xr ∈ dz) dr

Durch die Laplace Inverse erhalten wir

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
=

∫ ∞
ε

(W (x+ z − ε)−W (x))
z

r
P(Xr ∈ dz).

Als nächstes wollen wir Px(κr <∞) = 1− E [X1]
∫∞
0 W (x+z)zP(Xr∈dz)∫∞

0 zP(Xr∈dz) zeigen.

Wir unterscheiden die Fälle x = 0 und x > 0.

Sei nun x = 0. Wir unterscheiden weiters die Fälle W (0) > 0 (d.h. X hat
Pfade von unbeschränkter Variation) und W (0) = 0.
Betrachten wir zunächst den Fall W (0) > 0. Dann gilt wegen

Px(τ−0 <∞) = 1− E [X1]W (x)
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P(τ−0 <∞) < 1

und daraus folgt weiters

E
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
< 1.

Denn

E
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
≤ E

[
1{τ−0 <∞}

]
= P(τ−0 <∞) < 1.

Aus

Px(κεr <∞) = Px(τ−0 <∞)− (1− Pε(κεr <∞))Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
und

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
=

∫ ∞
ε

(W (x+ z − ε)−W (x))
z

r
P(Xr ∈ dz)

folgt mit x = ε = 0:

P(κr <∞) = P(τ−0 <∞)− (1−P(κr <∞))

∫ ∞
0

(W (z)−W (0))
z

r
P(Xr ∈ dz)

Die ist äquivalent zu

P(κr <∞)(1−
∫ ∞

0

(W (z)−W (0))
z

r
P(Xr ∈ dz))

= P(τ−0 <∞)−
∫ ∞

0

(W (z)−W (0))
z

r
P(Xr ∈ dz)

Durch Umformen und Ausdrücken von P(κr <∞) erhalten wir für die Pariser
Ruinwahrscheinlichkeit nun folgenden Term:

P(κr <∞) =
P(τ−0 <∞)−

∫∞
0

(W (z)−W (0)) z
r
P(Xr ∈ dz)

1−
∫∞

0
(W (z)−W (0)) z

r
P(Xr ∈ dz)

.

Da W (0) > 0, gilt P(τ−0 <∞) = 1− E [X1]W (0). Einsetzen liefert:

P(κr <∞) =
1− E [X1]W (0)−

∫∞
0

(W (z)−W (0)) z
r
P(Xr ∈ dz)

1−
∫∞

0
(W (z)−W (0)) z

r
P(Xr ∈ dz)
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P(κr <∞) =
1− E [X1]W (0) +

∫∞
0
W (0) z

r
P(Xr ∈ dz)−

∫∞
0
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz)

1−
∫∞

0
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz) +

∫∞
0
W (0) z

r
P(Xr ∈ dz)

Wie in Lemma 4.4 Gleichung 4.3 schon gezeigt, gilt∫ ∞
0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz) = 1.

Einsetzen in die obige Gleichung, liefert nun:

P(κr <∞) =
−E [X1]W (0) +

∫∞
0
W (0) z

r
P(Xr ∈ dz)∫∞

0
W (0) z

r
P(Xr ∈ dz)

.

Nach Kürzen von W (0) erhalten wir den gewünschten Ausdruck:

P(κr <∞) =
−E [X1] +

∫∞
0

z
r
P(Xr ∈ dz)∫∞

0
z
r
P(Xr ∈ dz)

Sei nun W (0) = 0 und ε > 0. Mittels

Pε(τ−0 <∞) < 1

folgt:

Pε(κεr <∞) =
Pε(τ−0 <∞)−

∫∞
ε

(W (z)−W (ε)) z
r
P(Xr ∈ dz)

1−
∫∞
ε

(W (z)−W (ε)) z
r
P(Xr ∈ dz)

Pε(κεr <∞) =
1− E [X1]W (ε) +

∫∞
ε
W (ε) z

r
P(Xr ∈ dz)−

∫∞
ε
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz)

1−
∫∞
ε
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz) +

∫∞
ε
W (ε) z

r
P(Xr ∈ dz)

Pε(κεr <∞) =

1
W (ε)
− E [X1] +

∫∞
ε

z
r
P(Xr ∈ dz)−

∫∞
ε

W (z)
W (ε)

z
r
P(Xr ∈ dz)

1
W (ε)
−
∫∞
ε

W (z)
W (ε)

z
r
P(Xr ∈ dz) +

∫∞
ε

z
r
P(Xr ∈ dz)

Als nächstes wollen wir nun den Limes ε ↘ 0 für beide Seiten berechnen.
Betrachten wir zunächst den Ausdruck

lim
ε↘0

1−
∫∞
ε
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz)

W (ε)
.

15



Aus Lemma 4.4 Gleichung 4.3 folgt∫ ∞
0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz) = 1 =

∫ ε

0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz)+

∫ ∞
ε

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz)

und somit

1−
∫ ∞
ε

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz) =

∫ ε

0

W (z)
z

r
P(Xr ∈ dz).

Für den zu berechnenden Limes gilt also:

lim
ε↘0

1−
∫∞
ε
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz)

W (ε)
= lim

ε↘0

∫ ε

0

W (z)

W (ε)

z

r
P(Xr ∈ dz).

Partielle Integration ergibt:∫ ε

0

W (z)

W (ε)

z

r
P(Xr ∈ dz) =

=

∫ ε

0

y

r
P(Xr ∈ dy) ·

(
W (ε)

W (ε)
− W (0)

W (ε)

)
−
∫ ε

0

W ′(z)

W (ε)

∫ z

0

y

r
P(Xr ∈ dy)dz

=

∫ ε

0

y

r
P(Xr ∈ dy)−

∫ ε

0

W ′(z)

W (ε)

∫ z

0

y

r
P(Xr ∈ dy)dz.

Betrachten wir zunächst das erste Integral:

lim
ε↘0

∫ ε

0

y

r
P(Xr ∈ dy) = 0.

Für das zweite Integral erhalten wir:

lim
ε↘0
−
∫ ε

0
W ′(z)

∫ z
0
y
r
P(Xr ∈ dy)dz

W (ε)
=

0

0
,

da W (0) = 0. Wir werden nun die Regel von l’Hospital anwenden und erhal-
ten:

lim
ε↘0
−
W ′(ε)

∫ ε
0
y
r
P(Xr ∈ dy)

W ′(ε)
= 0.

Also gilt ingesamt:

lim
ε↘0

1−
∫∞
ε
W (z) z

r
P(Xr ∈ dz)

W (ε)
= 0.
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und somit

lim
ε↘0

Pε(κεr <∞) =
−E [X1] +

∫∞
0

z
r
P(Xr ∈ dz)∫∞

0
z
r
P(Xr ∈ dz)

.

Als nächstes betrachten wir den Limes von Pε(κεr <∞). Dazu definieren wir
die Stoppzeit

κ̃r
ε = inf{t > r : t− gt > r,Xt−r < −ε}, gt = sup{0 ≤ s ≤ t : Xs ≥ 0}.

Für 0 < ε′ < ε folgt offensichtlich {κ̃rε <∞} ⊂ {κ̃rε
′
<∞} und somit⋃

ε>0

{κ̃rε <∞} = {κr <∞}.

Aus der spatial homogeneity folgt weiters:

lim
ε↘0

Pε(κεr <∞) = lim
ε↘0

P0(κ̃εr <∞) = P0(κr <∞).

Setzen wir nun alles zusammen, ergibt sich für die Pariser Ruinwahrschein-
lichkeit:

P(κr <∞) =

∫∞
0

z
r
P(Xr ∈ dz)− E [X1]∫∞
0

z
r
P(Xr ∈ dz)

.

Um nun den gewünschten Ausdruck für alle x ≥ 0 zu zeigen, verwenden wir
die Beziehungen

1. Px(τ−0 <∞) = 1− E [X1]W (x)

2. P(κr <∞) = 1− E[X1]∫∞
0

z
r
P(Xr∈dz)

3. Px(κεr <∞) = Px(τ−0 <∞)−(1−Pε(κεr <∞))Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
4. Ex

[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
ε ≤ r)

]
=
∫∞
ε

(W (x+ z − ε)−W (x)) z
r
P(Xr ∈ dz)

Sei nun ε = 0, dann folgt:

Px(κr <∞) = 1− E [X1]W (x)−
(

1−
(

1− E [X1]∫∞
0

z
r
P(Xr ∈ dz)

))
·
∫ ∞

0

(W (x+ z)−W (x))
z

r
P(Xr ∈ dz)
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= 1− E [X1]W (x)− E[X1]∫∞
0

z
r
P(Xr∈dz)

·
(∫∞

0
W (x+ z) z

r
P(Xr ∈ dz)−W (x)

∫∞
0

z
r
P(Xr ∈ dz)

)
= 1− E [X1]W (x)−

E [X1]
∫∞

0
W (x+ z) z

r
P(Xr ∈ dz)∫∞

0
z
r
P(Xr ∈ dz)

+W (x)E [X1]

Px(κr <∞) = 1−
E [X1]

∫∞
0
W (x+ z) z

r
P(Xr ∈ dz)∫∞

0
z
r
P(Xr ∈ dz)

.

�
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Kapitel 5

Random Walks

Definition 5.1: Ein stochastischer Prozess (Xn)n∈N auf (Ω,F ,P) ist ein
Random Walk genau dann, wenn

X0 = 0

und

Xn =
n∑
i=1

Ui, n ∈ N\{0}.

Dabei sind die Zuwächse Ui identisch und unabhängig verteilt (i.i.d.).

Definition 5.2: Für a ∈ R definieren wir die Stoppzeiten

τ+
a = inf{n ∈ N : Xn ≥ a}, τ−a = inf{n ∈ N : Xn ≥ a}.

Das Random Walk Analogon zum spectrally-negativ Lévy-Prozess ist der
skip-free-upward Random Walk. Dies gilt genau dann, wenn alle Ui nur Werte
in {1, 0,−1,−2, . . .} besitzen. Eine wichtige Folgerung dieser Eigenschaft ist,
dass stets

x = Xτ+
x

auf {τ+
x <∞}

gilt. Im weiteren werden wir uns - wenn nicht anders angegeben- mit skip-
free-upward Random Walks beschäftigen.

Definition 5.3: die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X1 wird
mit

m(β) = E
[
βX1
]
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bezeichnet. Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von Xn ergibt sich
auf Grund der Unabhängigkeit der Zuwächse:

mXn(β) = E
[
βXn

]
= E

[
βU1 · . . . · βUn

]
= E

[
βU1
]
· . . . · E

[
βUn
]

= m(β)n.

Für m(β) gilt insbesondere:

m′(1) = E [X1] .

Es stellt sich hierbei die Frage unter welcher Bedingung m(β) existiert, da
X1 Werte in {1, 0,−1,−2, . . .} besitzt.

Definition 5.4: (Laurentreihe)] [9] Die Laurentreihe ist eine Reihe ähnlich
einer Potenzreihe, die aber zusätzlich negative Exponenten zulässt.

∞∑
n=−∞

anβ
n

Die Laurentreihe konvergiert auf A := {β : r < |β| < R}, insbesondere also
absolut und gleichmäßig mit r ≥ 0, R ∈ R ∪ {∞}. Es gilt:

r = lim sup
n→∞

|a−n|
1
n

R =
1

lim supn→∞ |an|
1
n

In unserem Kontext gilt an = P(X1 = n) und somit gilt für r und R:

r = lim sup
n→∞

P(X1 = −n)
1
n ≤ lim

n→∞
1

1
n = 1

und
lim sup
n→∞

P(X1 = n)
1
n = 0

Denn P(X1 = n) = 0 für alle n > 1 und somit R = ∞. Die wahrscheinlich-
keitserzeugende Funktion m(β) existiert also für alle β mit 1 < |β| <∞.

Definition 5.5: Wir definieren nun die Rechtsinverse für die wahrscheinlich-
keitserzeugende Funktion m(β).

Φ(θ) := sup{β ≥ 0 : m(β) = θ}
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Falls m′(1) ≥ 0 dann gilt stets

Φ(1) = 1.

Satz 5.6: (Dwass und Dinges) Sei X ein skip-free-upward Random Walk
x ∈ N und n ∈ N\{0}, dann gilt:

P(τ+
x = n) =

x

n
P(Xn = x).

Siehe [4] Kapitel 3, 3.8.

Satz 5.7: Für einen skip-free-upward Random Walk gilt für q ≥ 1

E
[
q−τ

+
x 1{τ+

x <∞}

]
= Φ(q)−x

Der Beweis basiert auf dem allgemeineren Beweis in [1], Satz 3.12.

Beweis: Sei q fest gewählt. Aus der Eigenschaft Inkremente kleiner gleich 1
zu haben, können wir x = Xτ+

x
auf {τ+

x <∞} schreiben. Wegen der starken
Markov-Eigenschaft gilt:

E
[

Φ(q)Xn

qn

∣∣∣∣Fτ+
x

]
= 1{τ+

x ≥n}
Φ(q)Xn

qn
+ 1{τ+

x <n}
Φ(q)Xn

qτ
+
x

E

[
Φ(q)

Xn−Xτ+
x

qτ
+
x

∣∣∣∣∣Fτ+
x

]

=
Φ
X
n∧τ+

x

qn∧τ
+
x

Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, dass E
[

Φ(q)Xn

qn

]
= 1 für alle

n ≥ 0. Bilden wir nochmals den Erwartungswert erhalten wir

E

[
Φ(q)

X
n∧τ+

x

qn∧τ
+
x

]
= 1

Für den letzten Ausdruck gilt da q ≥ 1:

E

[
Φ(q)

X
n∧τ+

x

qn∧τ
+
x

]
≤ E

[
Φ(q)x

qn∧τ
+
x

]
≤ E [Φ(q)x] = Φ(q)x.
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Somit können wir den Satz der dominierten Konvergenz anwenden und er-
halten:

E

[
Φ(q)

X
τ+
x

qτ
+
x

1{τ+
x <∞}

]
= 1⇔ E

[
q−τ

+
x 1{τ+

x <∞}

]
= Φ(q)−x

�

Korollar 5.8: Aus Satz 5.7 folgt mit q = 1,

P(τ+
x <∞) = Φ(1)−x.

Gilt E [X1] ≥ 0, dann gilt sogar

P(τ+
x <∞) = 1.

Beweis: Φ(1) = 1 gilt genau dann, wenn m′(1) ≥ 0. Dies is äquivalent zu
E [X1] ≥ 0. �

Definition: 5.9: Die Escher Maß-Transformation ist definiert als

dP(h)

dP

∣∣∣∣
Ft

=
hXn

E [hXn ]
=

hXn

m(h)n
=: ξt(h)

Der Prozess ξt(h) ist ein Martingal. Ist X ein Random Walk unter P, dann
ist er sogar ein Random Walk unter P(h).

Beweis:Xn =
∑n

i=1 Ui ist ein Random Walk genau dann, wenn die Zuwächse
Ui i.i.d. sind. Es genügt zu zeigen, dass die wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion der Summe das Produkt der einzelnen Summanden ist:

EP(h)

[
βU1

1 · βU2
2 · . . . · βUnn

]
= mP(h)(β1) · . . . ·mP(h)(βn).

Im ersten Schritt berechnen wir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
von X1 = U1 unter P(h):

mP(h)(β) = EP(h)

[
βX1
]

= E
[
hX1

m(h)
βX1

]
=

E
[
(hβ)X1

]
m(h)

EP(h)

[
βU1

1 · . . . · βUnn
]

= E
[
hXn

m(h)n
βU1

1 · . . . · βUnn
]
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= E
[
hU1

m(h)
βU1

1 · . . . ·
hUn

m(h)
βUnn

]
= E

[
hU1

m(h)
βU1

1

]
· . . . · E

[
hUn

m(h)
βUnn

]

= EP(h)

[
βU1

1

]
· . . . · EP(h)

[
βUnn
]

Da die Ui i.i.d. sind und U1 = X1. �

Satz 5.10: Sei τ eine Stoppzeit und ξt(h) der Prozess aus Satz 5.9, dann gilt
auf {τ <∞}

dP(h)

dP

∣∣∣∣
Fτ

= ξτ (h).

(siehe [1], Korrolar 3.11)

Beweis: Für A ∈ Fτ gilt laut Definition auch A ∩ {τ < n} ∈ Fn. Also gilt

P(h)(A ∩ {τ < n}) = E
[
ξt(h)1{A∩{τ<n}}

]
= E

[
E
[
ξt(h)1{A∩{τ<n}}|Fτ

]]
= E

[
ξt(h)1{A∩{τ<n}}

]
Für die dritte Gleichung haben wir die starke Markoveigenschaft benutzt
bzw. dass ξ(h) ein Martingal ist. Für t→∞ und mit dem Satz der monotonen
Konvergenz folgt die Behauptung. �
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Kapitel 6

Wiener-Hopf Zerlegung für
Random Walks

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Wiener-Hopf Zerlegung für Random
Walks. Der Beweis basiert auf [2]. Während dort allgemeine Random Walks
behandelt werden, betrachten wir hier nur skip-free-upward Random Walks.

Definition 6.1: Sei Γp eine geometrische Verteilung mit Parameter p ∈ (0, 1)
auf (Ω,F ,P) und Punktwahrscheinlichkeit

P(Γp = k) = p · qk, k = 0, 1, 2, . . .

mit q = 1−p. Außerdem besitzt die geometrische Verteilung einige praktische
Eigenschaften wie P(Γp ≥ k) = qk und die Gedächtnislosigkeit:

P(Γp ≥ n+m|Γp ≥ m) = P(Γp ≥ n) ∀n,m = 0, 1, 2, . . .

Definition 6.2: Für die Herleitung der Wiener-Hopf Zerlegung werden wir
die unten angeführten Prozesse beötigen.

Xn = min{X0, X1, . . . , Xn}, n ≥ 0

X∞ = inf{X0, X1, . . .}
Xn = max{X0, X1, . . . , Xn}, n ≥ 0

X∞ = sup{X0, X1, . . .}
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Lemma 6.3: (Dualitäts Lemma) Sei n > 0 , n ∈ N fest gewählt. Definiere
nun den Prozess

{Xn−k −Xn : 0 ≤ k ≤ n}

und seinen dualen Prozess

{−Xk : 0 ≤ k ≤ n}.

Dann besitzen diese Prozesse die gleiche Verteilung unter P (siehe [1], Lemma
3.4 ).

Lemma 6.4: Sei n > 0n ∈ N fest gewählt. Dann besitzen die Paare
(Xn, Xn − Xn) und (Xn − Xn,−Xn) die gleiche Verteilung unter P (sie-
he [1], Lemma 3.5 ).

Definition 6.5: Sei p ∈ (0, 1) fest und Γp die oben angeführte geometrische
Verteilung, so definiere

GΓp = sup{k ≤ Γp : Xk = Xk}

GΓp = sup{k ≤ Γp : Xk = Xk}

mit Γp unabhängig von X.

Definition 6.6: (Ladder-Height-Prozess) Der bivariate Prozess (T,H) :=
{(Tn, Hn) : n = 0, 1, . . .} mit (T0, H0) = (0, 0) und für n ≥ 1

Tn =

{
min{k = 1, 2, . . . : XTn−1+k > Hn−1} wenn Tn−1 <∞
∞, wenn Tn−1 =∞

und

Hn =

{
XTn wenn Tn <∞
∞, wenn Tn =∞

Der Prozess H ist der Wert des Maximums von X bis zum Zeitpunkt n und
T der Zeitpunkt, wann ein neues Maximum erreicht wird.

Im Falle eines skip-free-upwards Random-Walk gilt:

Tn = τ+
n und Hn = n.
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Definiere weiters die Stoppzeit

N = inf{n > 0 : Xn > 0}.

Die ist der erste Zeitpunkt, wo der Random Walk 0 überschreitet.

Satz 6.7: (Wiener-Hopf Zerlegung) die Paare (GΓp , XΓp) und

(Γp −GΓp , XΓp −XΓp) sind unabhängig und es gilt:

E
[
αΓpβXΓp

]
=

p

1− qαE [βX1 ]
= Ψ+

p (α, β) ·Ψ−p (α, β) (6.1)

mit

Ψ+
p (α, β) = E

[
αGΓpβXΓp

]
(6.2)

Ψ−p (α, β) = E
[
αGΓpβXΓp

]
(6.3)

(GΓp , XΓp)
d
= (TΓλ , HΓλ), mit λ = 1− Φ(q−1)−1 (6.4)

Beweis: Aus Satz 5.7 folgt:

P(XΓp > k) = P(τ+
k < Γp) = E

[
1

q

−τ+
k

1{τ+
k <∞}

]
= Φ(q−1)−k

Weiters zeigen wir:

E
[
αΓpβXΓp

]
= E

[
E
[
αβX1

]Γp]
=

∞∑
k=0

p(qαE
[
βX1
]
)k

=
p

1− qαE [βX1 ]

Der Pfad des Random Walks kann in ν ∈ {0, 1, 2, . . .} vollständigen Ex-
kursionen vom Maximum und eine zusätzliche Exkursion, die die zufällige
Zeit Γp überbrückt, zerlegt. Wegen der starken Markov-Eigenschaft und der
Gedächtnislosigkeit, müssen die vollständigen Exkursionen dieselbe Vertei-
lung besitzen. Diese ist gleich einem Random-Walk auf den Zeitpunkten
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{1, 2, . . . , N} bedingt auf das Ereignis {N ≤ Γp}. Außerdem ist ν geome-
trisch verteilt mit Parameter 1− P(N ≤ Γp). Somit gilt:

(GΓp , XΓp) =
ν∑
i=1

(N (i), S(i))

wobei die (N (i), S(i)), i = 1, 2, . . . paarweise unabhängig sind und

(N (i), S(i))
d
= (N,XN) bedingt auf {N ≤ Γp}

Somit ist (GΓp , XΓp) die geometrische Summe von i.i.d. Zufallsvariable. Die

Unabhängigkeit von (GΓp , XΓp) und (Γp−GΓp , XΓp−XΓp) folgt unmittelbar
aus der oben angeführten Zerlegung.

Aus dem Dualitäts-Lemma 6.4 folgt:

(Γp −GΓp , XΓp −XΓp)
d
= (GΓp , XΓp)

Da (GΓp , XΓp)
d
= (TΓλ , HΓλ), mit λ = 1−Φ(q−1)−1 gilt, folgt für einen skip-

free-upward Random-Walk, dass

(TΓλ , HΓλ) = (τ+
Γλ
,Γλ).

Somit folgt also:

E
[
αGΓpβXΓp

]
= E

[
α
τ+
ΓλβΓλ

]
=

λ

1− (1− λ)βE
[
ατ

+
1

]
und mit Hilfe von E

[
ατ

+
1

]
= Φ(α−1)−1

E
[
αGΓpβXΓp

]
=

λ

1− (1− λ)βΦ(α−1)−1

Somit erhalten wir für die Wiener-Hopf Zerlegung folgende Faktoren

Ψ+
p (α, β) =

Φ(1
q
)− 1

Φ(1
q
)− βΦ( 1

α
)−1

Ψ−p (α, β) =
p

1− qαm(β)

Φ(1
q
)− βΦ( 1

α
)−1

Φ(1
q
)− 1

�
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Kapitel 7

q-Scale Function

Die Ergebnisse aus diesem Kapitel und die Herleitung basieren auf [1], Ka-
pitel 8. Um den Lesefluss nicht zu hemmen, werden die Beweise eigens in
Kapitel 9 angeführt.

Definition 7.1: (q-Scalefunction) Es existiert eine Familie von Funktionen
W (q) : Z→ [0,∞) für q ∈ (0, 1] und es gilt:

1. Für q ∈ (0, 1] gilt W (q)(x) = 0 falls x < 0 und W (q)(x) ist streng
monoton wachsend auf [0,∞)

2.

∞∑
x=0

β−xW (q)(x) =
β

Φ(q−1)(qm(β)− 1)
(7.1)

3. Sei x ∈ Z und q ∈ (0, 1)

Ex
[
qτ
−
0 1{τ−0 <∞}

]
=

q−1

(
1 + (1− q)Φ(q−1)

x∑
y=0

W (q)(y)− 1− q
Φ(q−1)− 1

Φ(q−1)2W (q)(x)

)
(7.2)

bzw. für q = 1

Px(τ−0 <∞) = 1−m′(1)W (x). (7.3)
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4. Für x ≤ a und für q ∈ (0, 1] gilt:

Ex
[
qτ

+
a 1{τ−0 >τ

+
a }

]
=
W (q)(x)

W (q)(a)
(7.4)

Wobei wir W (x) := W (1)(x) definieren.

Satz 7.2: Für v > 1 gilt

Ex
[
v
X
τ−0 1{τ−0 <∞}

]
= m(v)−1

(
vx + (1−m(v))vx

1

v

x∑
y=0

v−yW (y)− 1−m(v)

1− v
1

v
W (x)

)
.
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Kapitel 8

Pariser Ruinwahrscheinlichkeit
für Random Walks

In diesem Kapitel wollen wir nun eine Formel für die Pariser Ruinwahrschein-
lichkeit eines skip-free-upward Random Walks mit Hilfe der q-Scalefunction
herleiten.

Definition 8.1: Sei κn eine Stoppzeit mit

κn = inf{n > 0 : n− gn > r}, und gn = sup{0 ≤ k ≤ n : Xk ≥ 0}.

Die Stoppzeit κn ist der erste Zeitpunkt, wo der Prozess X zum ersten Mal
unter 0 fällt und einen Zeitraum > r unter 0 bleibt.
Dies ist genau der gesuchte Zeitpunkt für Pariser Ruin und somit ist die
Pariser Ruinwahrscheinlichkeit gegeben durch:

P(κn <∞).

Satz 8.2: Sei E [X1] > 0. Dann gilt für alle x ∈ N

P(κn <∞) = 1−
E [X1]

∑∞
y=1W (x+ y − 1) y

n
P(Xn = y)∑∞

y=1
y
n
P(Xn = y)

(8.1)

Für den Beweis benötigen wir zusätzlich noch weitere Lemmata, die im
nächsten Abschnitt vorgestellt werden.
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8.1 Vorbereitungen

Die Beweise in diesem Abschnitt werden eigens im Kapitel 10 angeführt.

Lemma 8.3: Für θ > 1 gilt:

Ex
[
Φ(θ)

X
τ−0 1{τ−0 <∞}

]
=
θ − 1

θΦ(θ)

∞∑
y=0

Φ(θ)−y (W (x+ y)−W (x)) . (8.2)

Lemma 8.4: Sei θ > 1 und X und τ+
x wie bisher definiert, dann gilt:

∞∑
n=1

θ−n
y

n
P(Xn = y) = Φ(θ)−y (8.3)

∞∑
y=0

y + 1

n
W (y)P(Xn = y + 1) = 1 (8.4)

Satz 8.5: Sei x ≥ 0 und n ∈ N dann gilt:

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
0 ≤ n)

]
=
∞∑
y=0

(W (x+y)−W (x))
y + 1

n
P(Xn = y+ 1)

(8.5)

8.2 Beweis von Satz 8.2

Wir besitzen nun das notwendige Rüstzeug um Satz 8.2 zu beweisen. Sei
zunächst x < 0. Mit Hilfe der starken Markoveigenschaft gilt für X:

Px(κn <∞) = Ex
[
Px(κn <∞|Fτ+

0
)
]

= Ex
[
1{τ+

0 >r}
Px(κn <∞|Fτ+

0
)
]

+ Ex
[
1{τ+

0 ≤r}
Px(κn <∞|Fτ+

0
)
]

= Px(τ+
0 > r) + Px(τ+

0 ≤ r)P(κn <∞)

= 1− Px(τ+
0 ≤ r) + Px(τ+

0 ≤ r)P(κn <∞)

= 1− Px(τ+
0 ≤ r)(1− P(κn <∞)).

Die dritte Gleichheit folgt, da Px(κn <∞|Fτ+
0

) = 1 auf τ+
0 > r und X0 < 0.

Mit dem oben gezeigten und wieder wegen der starken Markoveigenschaft
gilt für x ≥ 0:
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Px(κn <∞) = Ex
[
Px(κn <∞|Fτ−0 )

]
= Ex

[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(κn <∞)
]

+ Ex
[
1{τ−0 =∞}PXτ−0

(κn <∞)
]

= Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(κn <∞)
]

Wir verwenden nun obige Tatsache (Xτ−0
ist ja negativ) und erhalten:

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(κn <∞)
]

=

= Ex
[
1{τ−0 <∞}(1− PX

τ−0
(τ+

0 ≤ r)(1− P(κn <∞)))
]

= Px(τ−0 <∞)− (1− P(κn <∞))Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
0 ≤ r)

]
Laut Satz 8.5 gilt nun

Ex
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
0 ≤ n)

]
=
∞∑
y=0

(W (x+ y)−W (x))
y + 1

n
P(Xn = y + 1)

und setzen wir alles zusammen, erhalten wir insgesamt:

Px(κn <∞) = Px(τ−0 <∞)− (1− P(κn <∞))

·
∞∑
y=0

(W (x+ y)−W (x))
y + 1

n
P(Xn = y + 1) (8.6)

Sei zunächst x = 0 so erhalten wir:

P(κn <∞) = P(τ−0 <∞)

−(1− P(κn <∞))
∞∑
y=0

(W (y)−W (0))
y + 1

n
P(Xn = y + 1)

P(κn <∞) =
P(τ−0 <∞)−

∑∞
y=0(W (y)−W (0))y+1

n
P(Xn = y + 1)

1−
∑∞

y=0(W (y)−W (0))y+1
n
P(Xn = y + 1)

Laut Satz 7.1 Gleichung 7.3 gilt

P(τ−0 <∞) = 1− E [X1]W (0).
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In Lemma 8.4 Gleichung 8.4 wurde bereits gezeigt, dass

∞∑
y=0

y + 1

n
W (y)P(Xn = y + 1) = 1.

Mit diesen beiden Tatsachen und nach verschieben des Summationsindexes
y folgt nun

P(κn <∞) =
−E [X1] +W (0)

∑∞
y=1W (0) y

n
P(Xn = y)∑∞

y=1W (0) y
n
P(Xn = y)

.

Da W (0) > 0 gilt erhalten wir nach küzen von W (0)

P(κn <∞) =
−E [X1] +

∑∞
y=1

y
n
P(Xn = y)∑∞

y=1
y
n
P(Xn = y)

.

Sei nun x > 0. Wieder mit Satz 7.1 Gleichung 7.3 gilt

P(τ−0 <∞) = 1− E [X1]W (x).

Setzen wir obigen Ausdruck für P(κn < ∞) in Gleichung 8.6 ein, erhalten
wir

Px(κn <∞) = 1−
E [X1]

∑∞
y=1 W (x+ y − 1) y

n
P(Xn = y)∑∞

y=1
y
n
P(Xn = y)

�
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Kapitel 9

Beweise I

In diesem Kapitel werden nun die auständigen Beweise aus Kapitel 7 nach-
gereicht.

9.1 Beweis von Satz 7.1

Wir zeigen zunächst 7.4:

Sei m′(1) > 0. Dann ist −X∞ fast sicher endlich. Definiere nun die steigende
Funktion

W (x) =

{
Px(X∞ ≥ 0) wenn x ≥ 0

0 wenn x < 0

Aus dem Satz der vollständigen Wahrscheinlichkeit und der starken Markov-
Eigenschaft folgt für x ∈ [0, a)

Px(X∞ ≥ 0) = Ex
[
Px(X∞ ≥ 0|Fτ+

a
)
]

= Ex
[
1{τ+

a <τ
−
0 }
Pa(X∞ ≥ 0)

]
+ Ex

[
1{τ+

a >τ
−
0 }
PX

τ−0
(X∞ ≥ 0)

]
= Pa(X∞ ≥ 0)Px(τ+

a < τ−0 )

Die erste Gleichheit folgt aus dem Satz der vollständigen Wahrscheinlichkeit.
Die zweite Gleichheit folgt aus der starken Markov Eigenschaft. Das Ver-
schwinden des zweiten Terms aus der dritten Gleichung folgt wegen Xτ−0

< 0

und somit Px(X∞ ≥ 0) = 0,∀x < 0.
Somit erhalten wir

Px(τ+
a < τ−0 ) =

Px(X∞ ≥ 0)

Pa(X∞ ≥ 0)
=
W (x)

W (a)
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Sei nun q ∈ (0, 1)

Definiere:
WΦ(q−1)(x) = PΦ(q−1)

x (X∞ ≥ 0)

Mit der gleichen Argumentation wie zuvor gilt:

PΦ(q−1)
x (τ+

a < τ−0 ) =
WΦ(q−1)(x)

WΦ(q−1)(a)

Nach der Esscher-Maß-Transformation gilt:

PΦ(q−1)
x (τ+

a < τ−0 ) = Ex

[
Φ(q−1)

X
τ+
a
−x

m(Φ(q−1))τ
+
a

1{τ+
a <τ

−
0 }

]
da m(Φ(q−1)) = q−1 gilt

PΦ(q−1)
x (τ+

a < τ−0 ) = Φ(q−1)a−xEx
[
qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }

]
Aus diesen beiden Tatsachen folgt nun:

Φ(q−1)a−xEx
[
qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }

]
=
WΦ(q−1)(x)

WΦ(q−1)(a)

Ex
[
qτ

+
a 1{τ+

a <τ
−
0 }

]
=

Φ(q−1)x

Φ(q−1)a
WΦ(q−1)(x)

WΦ(q−1)(a)

Setze nunW (q)(x) = Φ(q−1)xWΦ(q)(x). Offensichtlich giltW (q) = 0 auf (−∞, 0)
und nicht fallend da Φ(q−1) > 1 und 7.4 folgt.

Um 7.1. zu beweisen, betrachten wir zunächst den zweiten Faktor der Wiener-

Hopf-Zerlegung Ψ−p (1, β) = E
[
βXΓp

]
und seinen Grenzwert für p→ 0:

lim
p→0

Ψ−p (1, β) = E
[
βX∞

]
= lim

p→0

p

Φ(1
q
)− 1

Φ(1
q
)− β

1− qm(β)

Da für p→ 0 q → 1 folgt und wegen Φ(1) = 1, gilt für den zweiten Faktor:

1− β
1−m(β)

.

Für den ersten Faktor gilt:

lim
p→0

p

Φ(1
q
)− 1

=
0

0
.
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Aus m(Φ(1
q
)) = 1

q
folgt:

m′(Φ(
1

q
)) = m′(Φ(

1

q
))Φ′(

1

q
)
−1

q2

!
=
−1

q2

und somit

Φ′(
1

q
) =

1

m′(Φ(1
q
))
.

Insgesamt erhalten wir also:

E
[
βX∞

]
= m′(1)

1− β
1−m(β)

.

Aus der Defintion von W (x) in 7.4 ist ersichtlich, dass diese Funktion bis auf
einen Faktor eindeutig ist. Betrachten wir der Einfachheit halber:

W (x) =
1

m′(1)
Px(X∞ ≥ 0).

Sei nun β > 1 dann gilt:

E
[
βX∞

]
=

∞∑
x=0

β−xP(−X∞ = x)

= P(−X∞ = 0) +
∞∑
x=1

β−xP(−X∞ = x)

= P(−X∞ = 0) +
∞∑
x=1

β−x (P(−X∞ ≤ x)− P(−X∞ ≤ x− 1))

= P(−X∞ = 0) +
∞∑
x=1

β−xP(−X∞ ≤ x)−
∞∑
x=1

β−xP(−X∞ ≤ x− 1)

= P(−X∞ = 0) +
∞∑
x=1

β−xP(−X∞ ≤ x)−
∞∑
x=0

β−x−1P(−X∞ ≤ x)

= P(−X∞ = 0) + (1− 1

β
)
∞∑
x=1

β−xP(−X∞ ≤ x)− 1

β
P(−X∞ ≤ 0)

da P(−X∞ ≤ 0) = P(−X∞ = 0) folgt:

(
1− 1

β

) ∞∑
x=0

β−xP(−X∞ ≤ x) =

(
1− 1

β

) ∞∑
x=0

β−xPx(X∞ ≥ 0)

=

(
1− 1

β

) ∞∑
x=0

β−xW (x)
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Wegen der Gestalt des zweiten Wiener-Hopf Faktors folgt nun:

∞∑
x=0

β−xW (x) =
β

m(β)− 1
.

Betrachten wir nun

∞∑
x=0

β−xW (q)(x) =
∞∑
x=0

Φ(q−1)xβ−xWΦ(q−1)(x)

=
∞∑
x=0

(Φ(q−1)−1β)−xWΦ(q−1)(x)

=
β

Φ(q−1)

1

mΦ(q−1)(Φ(q−1)−1β)− 1

=
β

Φ(q−1)(qm(β)− 1)
.

Die letzte Gleichung folgt aus

mΦ(q−1)(Φ(q−1)−1β) = E
[

Φ(q−1)X1

q−1
· βX1

Φ(q−1)X1

]
= q ·m(β).

Somit ist 7.1 bewiesen.

Um 7.2 zu zeigen betrachten wir:

∞∑
x=0

β−x(W (q)(x)−W (q)(x− 1))

Dann gilt:

∞∑
x=0

β−x(W (q)(x)−W (q)(x− 1)) = W (q)(0) +
∞∑
x=1

β−x(W (q)(x)−W (q)(x− 1))

= W (q)(0) +
∞∑
x=1

β−xW (q)(x)−
∞∑
x=0

β−x−1W (q)(x)

=

(
1− 1

β

) ∞∑
x=0

β−xW (q)(x)

=
1

Φ(q−1)

β − 1

qm(β)− 1
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Vergleichen wir nun den zweiten Wiener-Hopf-Faktor Ψ−p (1, β) mit W (q)(x)

und W (q)(∆x) so folgert man leicht für x ≥ 0

P(−XΓp = x) =
1− q

Φ(q−1)− 1
Φ(q−1)2W (q)(∆x)− (1− q)Φ(q−1)W (q)(x),

wobei W (q)(∆x) = W (q)(x) − W (q)(x − 1). Mit obiger Tatsache und der
Unabhängigkeit von Γp und X folgt nun

Ex
[
qτ
−
0 1{τ−0 <∞}

]
= Px(Γp ≥ τ−0 ) = q−1Px(Γp > τ−0 )

= q−1Px(XΓp < 0)

= q−1Px(−XΓp > 0)

= q−1P(−XΓp > x)

= q−1
(

1− Px(−XΓp ≤ x)
)

= q−1

(
1 + (1− q)Φ(q−1)

x∑
y=0

W (q)(y)− 1− q
Φ(q−1)− 1

Φ(q−1)2W (q)(x)

)
.

Da P(Γp ≥ n) = q−1P(Γp > n) für die geometrische Verteilung gilt.

Bilden wir noch den Grenzwert q → 1 so erhalten wir

Px(τ−0 <∞) = 1−m′(1)W (x)

und 7.3 folgt. �

9.2 Beweis von Satz 7.2

Sei Pv das Wahrscheinlichkeitsmaß der Esscher-Transformation und u ∈
(0, 1], dann gilt:

EPv
x

[
uτ
−
0 m(v)τ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
= Ex

[
v
X
τ−0

m(v)τ
−
0

uτ
−
0 m(v)τ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
= Ex

[
v
X
τ−0 uτ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
.

Sei nun u = 1. Mit Gleichung 7.2 aus Satz 7.1 folgt nun:

EPv
x

[
m(v)τ

−
0 1{τ−0 <∞}

]
=
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m(v)−1

(
1 + (1−m(v))Φv(m(v)−1)

x∑
y=0

Wm(v)
v − 1−m(v)

Φv(m(v)−1)− 1
Φv(m(v)−1)−2Wm(v)

v (x)

)
.

mit Φv(θ) = sup{λ > 0 : mv(λ) = θ} wobei mv die wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion unter Pv bezeichnet. Es gilt

Φv(m(v)−1) =
1

v
.

Da
Φv(m(v)−1) = sup{λ > 0 : mv(λ) = m(v)−1}

gelten muss, folgt

mv(λ) = EPv
x

[
λX1
]

= Ex
[
vX1

m(v)
λX1

]
!

=
1

m(v)
.

Dies ist äquivalent zu Ex
[
(v · λ)X1

]
= 1. Dies gilt genau dann, wenn λ = v−1

und die Behauptung folgt. Laut Defintion von W
(m(v))
v (x) gilt:

W (m(v))
v (x) = Φv(m(v)−1)xWv(x) =

(
1

v

)x
Wv(x).

mit den beiden obigen Tatsachen und

dPvx
dPx

∣∣∣∣
F0

= v−x

folgt das Gewünschte. �
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Kapitel 10

Beweise II

10.1 Beweis von Lemma 8.3

Mit Hilfe von Satz 7.2 mit v = Φ(θ) folgt:

Φ(θ)x+(1−m(Φ(θ)))Φ(θ)x
1

Φ(θ)

x∑
y=0

Φ(θ)−yW (y)− 1−m(Φ(θ))

1− Φ(θ)
Φ(θ)−1W (x)

= Φ(θ)x + (1− θ)Φ(θ)x
1

Φ(θ)

x∑
y=0

Φ(θ)−yW (y)− 1− θ
1− Φ(θ)

Φ(θ)−1W (x)

= Φ(θ)x

(
1− θ − 1

Φ(θ)

x∑
y=0

Φ(θ)−yW (y)

)
− 1− θ

1− Φ(θ)
Φ(θ)−1W (x)

= Φ(θ)x
θ − 1

Φ(θ)

(
Φ(θ)

θ − 1
−

x∑
y=0

Φ(θ)−yW (y)

)
− 1− θ

1− Φ(θ)
Φ(θ)−1W (x)

Da
∑∞

y=0 Φ(θ)−yW (y) = Φ(θ)
θ−1

gilt, folgt nun:

= Φ(θ)x
θ − 1

Φ(θ)

(
∞∑

y=x+1

Φ(θ)−yW (y)

)
− 1− θ

1− Φ(θ)
Φ(θ)−1W (x)

= Φ(θ)x
θ − 1

Φ(θ)
Φ(θ)−x

(
∞∑
y=1

Φ(θ)−yW (x+ y)

)
− 1− θ

1− Φ(θ)
Φ(θ)−1W (x)

=
θ − 1

Φ(θ)

(
∞∑
y=1

Φ(θ)−yW (x+ y)− 1

Φ(θ)− 1
W (x)

)
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und da
∑∞

y=1 Φ(θ)−y = 1
Φ(θ)−1

gilt somit:

=
θ − 1

Φ(θ)

∞∑
y=1

Φ(θ)−y (W (x+ y)−W (x)) .

Da wir nur den Ausdruck innerhalb der Klammer von Satz 7.2 betrachtet
haben, müssen wir noch den Faktor m(Φ(θ))−1 = θ−1 hinzufügen und die
Behauptung folgt. �

10.2 Beweis von Lemma 8.4

Wir zeigen zunächst 8.3:
Nach dem Satz von Dwass und Dinges gilt:

P(τ+
x = n) =

x

n
P(Xn = x).

und somit:
∞∑
n=1

θ−n
y

n
P(Xn = y) =

∞∑
n=1

θ−nP(τ+
y = n)

Mit Satz 5.7 gilt

∞∑
n=0

θ−nP(τ+
y = n) = E

[
θ−τ

+
y

]
= Φ(θ)−y

Um 8.4 zu zeigen, wenden wir erneut den Satz von Dwass und Dinges und
Gleichung 7.1 aus Satz 7.1 an:

∞∑
n=1

∞∑
x=0

θ−n
x+ 1

n
W (x)P(Xn = x+ 1) =

∞∑
n=0

∞∑
x=0

θ−nW (x)P(τ+
x+1 = n)

=
∞∑
x=0

∞∑
n=1

θ−nW (x)P(τ+
x+1 = n)

=
∞∑
x=0

Φ(θ)−x−1W (x) =
1

θ − 1

Also insgesamt:

∞∑
n=1

θ−n
∞∑
x=0

x+ 1

n
W (x)P(Xn = x+ 1) =

1

θ − 1
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Da
∑∞

n=1 θ
−n = 1

θ−1
gilt, muss

∞∑
x=0

x+ 1

n
W (x)P(Xn = x+ 1) = 1

gelten. �

10.3 Beweis von Satz 8.5

Für P(τ+
z ≤ n) , θ > 1 und z > 0 gilt:

∞∑
n=0

θ−nP(τ+
z ≤ n) =

θ

θ − 1
E
[
θ−τ

+
z

]
=

θ

θ − 1
Φ(θ)−z

Denn es gilt:

E
[
θ−τ

+
z

]
=

∞∑
n=1

θ−nP(τ+
z = n)

=
∞∑
n=1

θ−nP(τ+
z ≤ n)−

∞∑
n=1

θ−nP(τ+
z ≤ n− 1)

=
∞∑
n=1

θ−nP(τ+
z ≤ n)−

∞∑
n=1

θ−n−1P(τ+
z ≤ n)

=
θ − 1

θ

∞∑
n=1

θ−nP(τ+
z ≤ n)

Somit gilt also

∞∑
n=1

θ−nEx
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
0 ≤ n)

]
= Ex

[
1{τ−0 <∞}

∞∑
n=1

θ−nPX
τ−0

(τ+
0 ≤ n)

]
=

θ

θ − 1
Ex
[
1{τ−0 <∞}Φ(θ)

X
τ−0

]
mit Lemma 8.3 gilt:

1

Φ(θ)

∞∑
y=0

Φ(θ)−y (W (x+ y)−W (x)) =
∞∑
y=0

Φ(θ)−y−1 (W (x+ y)−W (x))
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wenden wir nun Lemma 8.4 Gleichung 8.3 mit y + 1 an:

∞∑
y=0

Φ(θ)−y−1(W (x+ y)−W (x)) =
∞∑
y=0

(W (x+ y)−W (x))
∞∑
n=1

θ−n
y + 1

n
P(Xn = y + 1)

=
∞∑
n=1

θ−n
∞∑
y=0

(W (x+ y)−W (x))
y

n
P(Xn = y + 1)

Insgesamt gilt also:

∞∑
n=1

θ−nEx
[
1{τ−0 <∞}PXτ−0

(τ+
0 ≤ n)

]
=
∞∑
n=1

θ−n
∞∑
y=0

(W (x+y)−W (x))
y + 1

n
P(Xn = y+1)

Durch Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung.
�
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