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Zusammenfassung

Mit Hilfe eines Solitonenfeldes lassen sich geladene Teilchen und
ihre elektromagnetischen Felder gemeinsam durch differentialgeometri-
sche Methoden beschreiben. Die elektrische Ladung tritt als topologische
Quantenzahl und die Masse als Feldenergie auf.

Auch die allgemeine Relativitätstheorie (ART) ist eine differential-
geometrische Theorie und es besteht die Hoffnung, diese und das Solito-
nenmodell zu vereinigen.

Diese Arbeit soll die Grundlagen schaffen, auf die künftige Anstren-
gungen zur Erreichung dieses Ziels aufbauen können. In diesem Sin-
ne beschäftigt sie sich mit den Themen (i) Mathematische Grundlagen
von Eichfeldtheorien (Tangentialräume auf Mannigfaltigkeiten und da-
mit verbundene Strukturen, Faserbündel und Zusammenhänge, Eichfel-
der), (ii) Eichfeldtheorie der Gravitation (Die Gravitation als Eichtheorie,
Berechnung einer Lorentz-invarianten Lagrangedichte), (iii) Teleparallele
Formulierung der ART (Levi-Civitá- und Weitzenböck-Zusammenhang,
Krümmung und Torsion, Äquivalenz der Eichfeldtheorie und der ART),
(iv) Solitonen im Gravitationsfeld (Angabe einer gemeinsamen Lagran-
gedichte für Solitonen und Gravitation, Aufstellung der Euler-Lagrange-
Gleichungen) und (v) Erweiterung des Solitonenmodells (Vorstellung
zweier Ideen zur Erweiterung des Solitonenmodells zur Beschreibung von
Gravitation).
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1 Einleitung

In seinem Buch „Waves Called Solitons“ [Rem96] beschreibt Michel Remoisse-
net eine Pendelkette, deren Pendel durch Federn gekoppelt sind. Abbildung 1.1
zeigt einen Abschnitt eines Nachbaus dieser Kette am Atominstitut der TU
Wien.

Abbildung 1.1: Pendelkette mit Anregung. Foto: Gerald Pechoc

Wie im Bild ersichtlich, ist es möglich, durch „Verdrehung“ der Kette eine
stabile Anregung zu erzeugen – ein Soliton. Dieses verhält sich einerseits wie
ein massives Teilchen: Es kann fortbewegt werden, auch Lorentz-Kontraktion
kann man beobachten. Andererseits wird ebenso eine Wechselwirkung ver-
mittelt: Zwei Verdrehungen (mit gleichem Windungssinn) können aneinander
stoßen.

Im Kontinuumslimes wird die Kette durch die sogenannte Sine-Gordon-
Gleichung

∂2θ

∂t2
− c20

∂2θ

∂x2
+ ω2

0 sin θ = 0

beschrieben, wobei θ der Auslenkungswinkel ist.
Manfried Faber ist es gelungen, das Sine-Gordon-Modell auf 3 + 1 Di-

mensionen zu verallgemeinern, siehe [Fab01]. An Stelle des U(1)-Feldes des
1 + 1-dimensionalen Modells tritt ein SU(2)-Feld. Dieses besitzt nicht nur ei-
ne anschauliche geometrische Interpretation als Fläche auf einer S3, sondern
beschreibt ebenfalls „auf einen Streich“ ein massives Teilchen mitsamt einem
Wechselwirkungsfeld. Dieses Wechselwirkungsfeld verhält sich in einiger Ent-
fernung vom „Zentrum“ des Solitons wie das Maxwell’sche elektromagnetische
Feld (siehe auch [BFK07]) – das Soliton kann als differentialgeometrische Be-
schreibung eines Elektrons samt elektromagnetischem Feld angesehen werden.
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Eine weitere fundamentale Wechselwirkung, die durch Differentialgeome-
trie beschrieben wird, ist die Gravitation. Die allgemeine Relativitätstheorie
sagt aus, dass die Schwerkraft gar keine Kraft ist. Vielmehr krümmt vorhande-
ne Masse die Raumzeit und Körper bewegen sich auf den geradest möglichen
Bahnen, sogenannten geodätischen Linien.

Solitonen und Gravitation stammen sozusagen „aus dem gleichen Eck“.
Beides sind geometrische Theorien. Deshalb besteht die Hoffnung, sie zu einer
einzigen zu vereinigen. Die ersten Schritte in diese Richtung sollen mit dieser
Arbeit getan werden.

Vergleicht man das Wirkungsfunktional eines Solitons

Ssol = −αf~c
4π

∫
1

4

3∑
α=1

R α
µν Rµν α + Λ(q0)d4x (1.1)

(wobei R α
µν der solitonische Feldstärketensor ist) mit der Einstein-Hilbert-

Wirkung der allgemeinen Relativitätstheorie

SEH =
c4

16πG

∫
R
√
−g d4x (1.2)

(mit dem Ricci-Skalar R), so halten sich die ersichtlichen Gemeinsamkeiten,
abgesehen von der zufälligen Verwendung des gleichen Buchstaben R für je-
doch zwei unterschiedliche Dinge, in dieser Formulierung stark in Grenzen.

Vielversprechender scheint es, insbesondere in Anbetracht der Tatsache,
dass die Feldstärke im Solitonenmodell die Gestalt eines Feldstärketensors ei-
ner SU(2)-Eichtheorie hat, eine Eichfeldtheorie der Gravitation zu betrachten.
Bereits im Jahre 1955 stellte Ryoyu Utiyama in [Uti56] eine solche auf. T. W.
B. Kibble entwickelte diese weiter, siehe [Kib61].

Kapitel 5 dieser Arbeit beschäftigt sich sehr stark mit den (nicht zuletzt)
auf Kibbles Werk aufbauenden Publikationen [Cho75, Cho76] von Y. M. Cho,
in denen Gravitation durch eine Eichtheorie der Translationsgruppe beschrie-
ben wird.

Weil die dahinterstehende Mathematik auf einem eher fortgeschrittenen
Niveau ist, stellen Kapitel 2 bis 4 die benötigten Konzepte vor. Dazu wur-
de hauptsächlich auf Mikio Nakaharas „Geometry, Topology, and Physics“
[Nak03] und Helga Baums „Eichfeldtheorie“ [Bau10], ferner auf „Vektoranaly-
sis“ [Jä05] von Klaus Jänich, zurückgegriffen. Bis auf wenige Ausnahmen wird
in der ganzen Arbeit Nakaharas Notation (soweit vorhanden) verwendet.

In Kapitel 6 wird die Frage gestellt (und beantwortet), inwiefern die Er-
gebnisse der Eichtheorie mit denen der allgemeinen Relativitätstheorie über-
einstimmen. Das führt zur teleparallelen Formulierung der Gravitation. Der
Inhalt dieses Kapitels basiert insbesondere auf dem Buch [Bla02] „Gravitation
and Gauge Symmetries“ von Milutin Blagojević, im Speziellen auf Kapitel 3,
und auf diversen Arbeiten von J. G. Pereira, wie z. B. [AP04].
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Kapitel 7 widmet sich schließlich den Solitonen bzw. deren Bewegungs-
gleichungen in einer mit den Methoden aus den vorangegangenen Kapiteln
beschriebenen gekrümmten Raumzeit.

Abschließend werden in Kapitel 8 kurz zwei Ideen vorgestellt, wie es ge-
lingen könnte, die Gravitation ins Solitonenmodell einzubauen.





2 Differentialgeometrische
Grundlagen

Wir wollen eine kurze Einführung in die mathematischen Grundlagen geben,
die in den folgenden Kapiteln benötigt werden. Dieses Kapitel beschäftigt
sich mit Mannigfaltigkeiten und einigen Strukturen, die diese „mitbringen“,
wie Tangentialräume und Differentialformen.

2.1 Mannigfaltigkeiten

Es hat sich gezeigt, dass man sich bei der Gravitation von der Vorstellung,
die Raumzeit sei durch den vierdimensionalen Minkowski-Raum beschreibbar,
verabschieden muss. An die Stelle des Minkowski-Raumes tritt die Mannigfal-
tigkeit. Diese „sieht“ nur mehr lokal, das heißt in einer Umgebung eines jeden
Raumzeitpunktes, „wie ein flacher Raum aus“. Mathematisch bedeutet das
Folgendes, ohne zu sehr ins Detail gehen zu wollen – die Einzelheiten findet
man z. B. in [Nak03]:

2.1: Mannigfaltigkeit
Ein topologischer Raum M heißt n-dimensionale differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, falls es eine Familie von Paaren {(Ui, ϕi)} gibt, sodass gilt:

1. Jedes Ui ist offen und die Ui überdecken M , d. h.

M =
⋃
i

Ui.

2. Die ϕi sind Homöomorphismen von Ui auf offene Teilmengen U ′
i

von Rn, also ϕi : Ui → U ′
i .

3. Für alle Ui und Uj mit Ui ∩ Uj 6= ∅ sind die sogenannten Über-
gangsfunktionen1

1Wird eine Funktion f
durch f : A → B : x 7→ y
festgelegt, so bedeutet
das, dass f die Elemente
der Menge A auf
Elemente der Menge B
abbildet, wobei durch
den Abbildungspfeil
„ 7→“ die genaue
Abbildungsvorschrift
angegeben wird.

ψij : ϕj(Ui ∩ Uj) → ϕi(Ui ∩ Uj) : x 7→ ϕi ◦ ϕ−1
j (x)

unendlich oft stetig differenzierbar.

Jedes Paar (Ui, ϕi) heißt Karte, die Menge aller Karten nennt man einen
Atlas.
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12 KAPITEL 2. DIFFERENTIALGEOMETRISCHE GRUNDLAGEN

Ein einfaches Beispiel für eine Mannigfaltigkeit ist die S2. Mit den Bezeich-
nungen N für Nordpol und S für Südpol ist ein möglicher Atlas durch {(S2 \
{N}, pN), (S

2 \ {S}, pS)} gegeben, wobei pN bzw. pS für die stereographische
Projektion vom Norpol bzw. vom Südpol aus steht.

2.2 Tangentialvektoren und -räume
In der Physik spielen Vektoren eine sehr wichtige Rolle. Der flache Raum
ist selbst ein Vektorraum. Bei einer Mannigfaltigkeit ist dies im Allgemei-
nen nicht der Fall. Trotzdem existiert zu jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit
ein Vektorraum, der sogenannte Tangentialraum, für den wir allerdings eine
Verallgemeinerung des „gewöhnlichen“ Vektorbegriffs benötigen.

Dieser Abschnitt soll einen kurzen Überblick über Tangentialvektoren und
-räume auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten geben und einige Eigenschaf-
ten derselbigen aufzählen, die in den folgenden Kapiteln gebraucht werden.
Falls nicht anders erwähnt, betrachten wir immer glatte (C∞-) Mannigfaltig-
keiten, Funktionen etc.

2.2: Funktionskeime
Sei M eine Mannigfaltigkeit. Zwei glatte Funktionen f : U ⊂ M → R

und g : V ⊂M → R nennen wir äquivalent um einen Punkt p ∈M , falls
sie in einer Umgebung W ⊂ U ∩ V , die p enthält, übereinstimmen.

Eine Äquivalenzklasse von solchen Funktionen heißt Keim einer diffe-
renzierbaren Funktion auf M bei p. Die Menge der Funktionskeime (Äqui-
valenzklassen) bezeichnet man mit F(p).

Die Menge der in einer Umgebung eines Punktes p definierten Funktionen
bilden keinen Vektorraum. Wählt man f , g, U , V und W wie oben mit U 6= V ,
so ist f + g zumindest im üblichen Sinne (punktweise Addition: (f + g)(x) :=
f(x) + g(x)) nicht definiert, da die Definitionsbereiche nicht übereinstimmen.

Bei Funktionskeimen tritt dieses Problem nicht auf. f und f |W (f mit
auf W eingeschränktem Definitionsbereich) liegen in der gleichen Äquiva-
lenzklasse, angeschrieben als [f ] = [f |W ]. Man kann punktweise addieren:
[f ] + [g] = [f |W ] + [g|W ] = [U ∩ V → R : x 7→ f(x) + g(x)] = [f |W + g|W ].
Analoges gilt für die punktweise Multiplikation [f ] · [g].

F(p) ist also sogar eine Algebra, da Addition und Multiplikation die ent-
sprechenden Regeln erfüllen.

2.3: Tangentialvektoren
Wir betrachten einen Punkt p in einer Mannigfaltigkeit M . Mit γ(t) be-
zeichnen wir eine Kurve in M , wobei γ(0) = p.
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Dann ist der Tangentialvektor X|p an γ in p definiert als die Abbil-
dung2 2Eigentlich

[f ] 7→ df(γ(t))
dt

∣∣∣
t=0

. Wir
schreiben aus
Bequemlichkeit aber
einfach f . Offensichtlich
ist das Ergebnis der
Abbildung nicht von der
Wahl des
Repräsentanten aus [f ]
abhängig.

X|p : F(p) → R : f 7→ df(γ(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

. (2.1)

X|p[f ] ist also die Richtungsableitung von f in Richtung der Kurve bei t = 0.
Formal gilt

X|p[f ] =
df(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
df(x)

dx

∣∣∣∣
p

dγ(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

. (2.2)

Hier ist der Zusammenhang zwischen den eben definierten Tangentialvektoren
und jenen der „gewöhnlichen“ Differentialrechnung erkennbar: Zweitere sind
nichts anderes als die Richtungen dieser Richtungsableitungen, also der zweite
Faktor auf der ganz rechten Seite.

2.4: Tangentialraum
Als Tangentialraum TpM einer Mannigfaltigkeit M im Punkt p bezeichnet
man die Menge der Abbildungen X|p : F(p) → R, die folgende Bedingun-
gen erfüllen:

1. X|p[af + bg] = aX|p[f ]+ bX|p[g] ∀a, b ∈ R; f, g ∈ F(p) (Linearität)

2. X|p[fg] = X|p[f ]g(p) + f(p)X|p[g] ∀f, g ∈ F(g) (Leibniz-Regel).

TM ist definiert als die Menge der Tangentialräume TpM mit p ∈M
und heißt das Tangentialbündel3

3Es handelt sich hierbei
tatsächlich um ein
Faserbündel, wie wir es
in Kapitel 3 kennen
lernen werden.

.
Behauptung: Der Tangentialraum TpM ist an jedem Punkt p ein Vek-

torraum der Dimension n der Mannigfaltigkeit. Die Menge der ∂
∂xi

∣∣
p

bildet
eine Basis bzgl. lokaler Koordinaten4

4Die lokalen
Koordinaten ϕ(x) eines
Punktes x in einer Karte
(V, ϕ) seien xi, die von p
seien pi etc.

, eine sogenannte Koordinatenbasis.

Beweis der Behauptung. Ziel des Beweises ist es zu zeigen, dass sich in einer
Karte (V, ϕ) mit p ∈ V jeder Vektor als Linearkombination

X|p[f ] =
n∑

i=1

Xi ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f =

n∑
i=1

Xi ∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

(2.3)

darstellen lässt, wobei ∂f
∂xi

∣∣∣
p
:= ∂(f◦ϕ−1)

∂xi

∣∣∣
pk

(wir schreiben also f sowohl für die

Funktion f :M → R als auch für die „lokale“ Version f ◦ϕ−1 davon). Es wird
sich herausstellen, dass die Koeffizienten Xi des Vektors nichts anderes als die
Wirkung des Vektors auf die Koordinatenfunktionen sind, Xi = X|p[pi].

Sei zunächst U ⊂ Rn (n = dimM) eine konvexe5 5Anstatt der Konvexität
reicht eigentlich
Sternförmigkeit bzgl.
pi = 0.

, offene Umgebung von
pi = 0. Als Erstes zeigen wir, dass für jede glatte Funktion f : U → R n glatte
Funktionen gi, i ∈ {1, . . . , n} existieren, sodass

f(xk) = f(0) +
n∑

i=1

xigi(x
k) ∀xk ∈ U. (2.4)
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Im nächsten Schritt wird X|p auf diese Darstellung von f angewendet, woraus
direkt Gleichung (2.3) folgt. Schlussendlich wird noch die lineare Unabhän-
gigkeit der ∂

∂xi

∣∣
p

gezeigt.

Es gilt (hier wird die Konvexität von U benötigt, damit f(txk) für alle
t ∈ [0, 1] wohldefiniert ist, und die Offenheit für die Differenzierbarkeit)

f(xk) = f(0) +

∫ 1

0

d
dt
f(txk)dt

= f(0) +

∫ 1

0

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi

∣∣∣∣
txk

dt

= f(0) +

n∑
i=1

xi
∫ 1

0

∂f

∂xi

∣∣∣∣
txk

dt︸ ︷︷ ︸
=:gi(xk)

.

(2.5)

Der erste Summand kann als konstante Funktion kf(0) : xi 7→ f(0) verstanden
werden.

Um einen einfachen Ausdruck für gi(0) zu erhalten, wenden wir ∂
∂xj

∣∣
0

auf
die Gleichung an,

∂f

∂xj

∣∣∣∣
0

=
∂kf(0)

∂xj

∣∣∣∣
0︸ ︷︷ ︸

0

+

n∑
i=1

∂xi

∂xj

∣∣∣∣
0

gi(0) + 0 · ∂gi
∂xj

∣∣∣∣
0

= gj(0).

(2.6)

∂kf(0)
∂xj ist als Ableitung einer konstanten Funktion gleich 0.

Nun wenden wir uns der Mannigfaltigkeit zu. Eine Tatsache, die noch öfters
benötigt werden wird, ist folgende: Anwendung eines Elements des Tangenti-
alraums auf eine konstante Funktion ergibt 0,

X|p[k] = kX|p[1] = cX|p[1 · 1] = k(X|p[1] · 1 + 1 ·X|p[1]) = 2kX|p[1]
= 2X|p[k].

(2.7)

Wir betrachten jetzt eine Karte (V, ϕ). Wir können annehmen, dass der
Punkt p im Koordinatenursprung liegt (d. h. pi = 0).6

6Das lässt sich durch
eine Verschiebung des

Koordinatensystems
erreichen. Diese

manifestiert sich als
Addition einer

Konstanten zu den
(ursprünglichen)

Koordinaten.

Sei nun h : M → R

eine Funktion und f := h ◦ ϕ−1 : Rn → R. Anders ausgedrückt ist h(x) =
f ◦ ϕ(x) = f(xi(x)). Man kann also einfach Darstellung (2.5) für Funktionen
Rn → R auf Funktionen M → R übertragen. Wir schreiben f , gi sowohl für
die Funktionen V ⊂ Rn → R als auch für M → R und unterscheiden nicht
streng.
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Wendet man nun ein X|p auf f (eigentlich auf h) an, so erhält man

X|p[f ]
(2.5)
= X|p[kf(0) +

n∑
i=1

xigi(x
k)]

= X|p[kf(0)]︸ ︷︷ ︸
0

+

n∑
i=1

X|p[xi]gi(p) + pi︸︷︷︸
0

X|p[gi]

(2.6)
=

n∑
i=1

X|p[xi]
∂f

∂xi

∣∣∣∣
pk
.

(2.8)

Jedes X|p kann also als Linearkombination von ∂
∂xi

∣∣
p

dargestellt werden.
Diese sind linear unabhängig, wie leicht gezeigt werden kann,

n∑
i=1

ci
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= 0 ⇒ 0 =

n∑
i=1

ci
∂xj

∂xi

∣∣∣∣
pk

= cj .

Also bilden sie sogar eine Basis. Es gibt n Basiselemente, daher ist TpM ein
n-dimensionaler Vektorraum.

Man kann den Tangentialraum auch über Kurven in der Mannigfaltigkeit ein-
führen; genauer: als Menge von Äquivalenzklassen von Kurven. Es werden
diejenigen Kurven als äquivalent angesehen, für die die totalen Ableitungen
(in einer und daher wegen des Transformationsverhaltens in jeder Karte) in p
übereinstimmen. Jede Kurve (bzw. Äquivalenzklasse) erzeugt nach 2.3 (injek-
tiv) eine Abbildung, die 2.4 genügt.

Hat man nun eine Linearkombination
∑

i c
i ∂
∂ui , so wird diese durch die

Kurve (in lokalen Koordinaten) xi(t) := xi(t0) + ci(t − t0) erzeugt. Also ent-
spricht auch jedem Vektor eine Kurve.

Folglich ist der Tangentialraum aus 2.4 nichts anderes als die Menge der
Tangentialvektoren, wie sie in 2.3 definiert sind.

Vektorfelder sind Abbildungen M → TM . Jedem Punkt p wird ein Vektor
aus TpM zugewiesen. Sie werden in dieser Arbeit mit X oder Y etc. bezeichnet,
ein Vektor am Punkt p mit X|p.

2.5: Das Differential
Seien M und N Mannigfaltigkeiten und F : M → N eine Abbildung.
Dann induziert diese eine lineare Abbildung zwischen Tangentialräumen,
die wir als Differential F∗ bezeichnen, durch

F∗ : TpM → TF (p)N mit F∗X|p[f ] := X|p[f ◦ F ],

wobei X ∈ TM und f : N → R.
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Wir betrachten eine Kurve γ(t) in M mit γ(0) = p und X|p tangential
dazu. Weiters ist δ(t) := F ◦ γ(t) die auf N abgebildete Kurve. Der Tangenti-
alvektor Y an diese Kurve in F (p) = δ(0) ist dann

f 7→ df(δ(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

=
d(f ◦ F )(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

= X|p[f ◦ F ].

Das Differential F∗ bildet also einen Vektor, der tangential an eine Kurve ist,
auf einen Vektor, der tangential an das Bild dieser Kurve unter F ist, ab.
Abbildung 2.1 zeigt eine Skizze dieses Sachverhalts.

M
N

p F F (p)
x(t)

F ◦ x(t)X|p F∗X|p

Abbildung 2.1: Das Differential einer Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.
Die Richtungen der Richtungsableitungen sind als Pfeile dargestellt.

In einer Karte (V, ϕ) gilt

F∗X|p[f ] = X|p[f ◦ F ] = Xi(p)
∂(f ◦ F )
∂xi

∣∣∣∣
p

= Xi(p)
∂

∂xi
(f ◦ ϕ−1 ◦

F j︷ ︸︸ ︷
ϕ ◦ F )

∣∣∣∣∣∣
p

= Xi(p)
∂f

∂xj

∣∣∣∣
F (p)

∂F j

∂xi

∣∣∣∣
p

=: Y j(F (p))
∂f

∂xj

∣∣∣∣
F (p)

=: Y |F (p)[f ],

(2.9)

wobei wieder an die etwas schlampige Notation ∂f
∂xj

∣∣∣
F (p)

= ∂(f◦ϕ−1)
∂xj

∣∣∣
ϕ◦F (p)

erinnert sei und

Y j(F (p)) := Xi(p)
∂F j

∂xi

∣∣∣∣
p

. (2.10)

Bezüglich lokaler Koordinaten ist F∗ also nichts anderes als die Jakobima-
trix. Das in 2.5 definierte Differential ist demnach eine Verallgemeinerung der
totalen Ableitung im Rn.

Gebräuchliche Schreibweisen für das Differential von F sind unter anderem
F∗, DF und dF . Das Differential wird auch Pushforward genannt.
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Analog zur „gewöhnlichen“ Differentialrechnung existiert für Differentiale
folgende

2.6: Kettenregel
Sind L, M und N drei Mannigfaltigkeiten mit Abbildungen

L
F→M

G→ N

und p ∈ L, dann gilt

(G ◦ F )∗X|p = G∗F∗X|p. (2.11)

Beweis.

(G ◦ F )∗X|p[f ] = X|p[f ◦G ◦ F ] = F∗X|p[f ◦G] = G∗F∗X|p[f ].

In Koordinaten entspricht das genau der Multiplikation der Jakobimatrizen.
Das Produkt M ×N zweier Mannigfaltigkeiten M und N ist wieder eine

Mannigfaltigkeit. Paare von Tangentialvektoren auf M bzw. N lassen sich auf
natürliche Weise mit einem Vektor auf M ×N identifizieren.

2.7: Tangentialraum einer Produktmannigfaltigkeit
Seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten, p ∈M und q ∈ N . Weiters seien
X|p ∈ TpM tangential an eine Kurve γ(t) mit γ(0) = p und Y |q ∈ TqN
tangential an δ(t) mit δ(0) = q. Dem Paar (X|p, Y |q) entspricht dann der
Vektor aus T(p,q)(M×N), der tangential an die Kurve (γ(t), δ(t)) ∈M×N
ist.

Eine wichtige Tatsache, die noch des Öfteren für unsere Zwecke ausgenutzt
werden wird, ist diejenige, dass das Differential mit dem Kommutator von
Vektorfeldern verträglich ist.

2.8: Differential und Kommutator
Sei F :M → N eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und
N . Für zwei Vektorfelder X und Y auf M gilt7 7Zwei Vektorfelder X

auf M und Y auf N
heißen F -verknüpft, falls
Y |F (p) = F∗X|p. Die
Aussage dieses Satzes ist
also, dass die
Kommutatoren
F -verknüpfter
Vektorfelder
F -verknüpft sind.

F∗[X,Y ] = [F∗X,F∗Y ]. (2.12)

Beweis. Setze V := F∗X und W := F∗Y . Das heißt, V |F (p)[f ] = F∗X|p[f ] =
X|p[f ◦ F ]. Für fixes f ist q 7→ V |q[f ] eine Abbildung N → R. So betrachtet
gilt

(V [f ] ◦ F )(p) = V |F (p)[f ] = X|p[f ◦ F ]. (2.13)
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Analoges gilt für W (und überhaupt für alle F -verknüpften Vektorfelder).

F∗[X,Y ][f ] = [X,Y ][f ◦ F ]
= X[Y [f ◦ F ]]− Y [X[f ◦ F ]]

(2.13)
= X[W [f ] ◦ F ]− Y [V [f ] ◦ F ]
= F∗X[W [f ]]− F∗Y [V [f ]]

= [F∗X,F∗Y ][f ]

2.3 Lie-Ableitung

Es ist a priori nicht möglich, zwei Vektoren eines Vektorfeldes Y zu vergleichen,
da sie in verschiedenen Tangentialräumen „leben“. Bei der Lie-Ableitung wird
das Problem gelöst, indem der Vektor an einer zu einem Punkt p benachbarten
Stelle mit Hilfe eines zweiten Vektorfeldes X nach p zurücktransportiert wird.
Dies mathematisch zu präzisieren ist das Ziel dieses Abschnittes.

2.9: Einige Begriffe
die wir im Folgenden benötigen werden:

1. Die Integralkurve eines Vektorfeldes durch den Punkt p ist die Kur-
ve, die p enthält und deren Tangentialvektor an einem Punkt genau
der Vektor des Feldes an diesem Punkt ist. Abbildung 2.2 soll dies
veranschaulichen.

2. Eine (differenzierbare) Transformation ist ein Diffeomorphismus
von einer Mannigfaltigkeit auf sich selbst.

3. Unter einer einparametrigen Transformationsgruppe versteht man
eine Abbildung

R×M →M : (t, p) 7→ σt(p)

mit

• p 7→ σt(p) ist eine Transformation für alle t und
• σt ◦ σs(p) = σt+s(p) ∀s, t, p.

4. Als Orbit von p bezeichnet man die Menge aller Punkte, die durch
eine Transformation von p erreicht werden können. Im Fall einer
Transformationsgruppe aus dem vorangehenden Punkt wäre das also
{q : ∃t : q = σt(p)}. Dies wird in Abbildung 2.3 illustriert.
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Abbildung 2.2: Das Vektorfeld Xi(x, y) = (1, 3x2)√
1+(3x2)2

und Integralkurven c(t) =
(t, t3) + a durch a = (0, 2), a = (0, 0) und a = (0,−2).

x

y

q

p

x

y

q

p

Abbildung 2.3: Orbit der Punkte p und q unter Drehungen (links) und unter
Translationen in x-Richtung (rechts)

Mit diesen Begriffen lässt sich folgender Satz verstehen:

2.10: Vom Vektorfeld erzeugte Transformationsgruppe
Ein Vektorfeld X erzeugt (lokal) eine einparametrige Transformations-
gruppe σt(p), sodass x(t) = σt(p) eine Integralkurve von X ist; das Vek-
torfeld ist also tangential an den Orbit von p.

Mit „lokal“ ist gemeint, dass x(t) im Allgemeinen nur auf einem In-
tervall (a, b) definiert sein muss (das 0 enthält) und nicht auf ganz R.

Beweis. Ein Vektor X|p ist tangential an eine Kurve γ, wenn γ(t) = p und
für alle f

X|γ(t)[f ] =
d(f ◦ γ)

ds

∣∣∣∣
t

.
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Wir betrachten eine Karte (U,ϕ) mit p ∈ U . Bezeichnen wir mit γi die Ko-
ordinaten ϕ ◦ γ der Kurve, so wird die rechte Seite der Gleichung dank ge-
wöhnlicher Kettenregel zu ∂f

∂xi

∣∣∣
γ(t)

dγi

ds

∣∣∣
t
. Die linke Seite lässt sich wieder in

X|p[f ] = Xi(p) ∂f
∂xi

∣∣∣
p

zerlegen. Ein Koeffizientenvergleich liefert die gewöhnli-

chen Differentialgleichungen für γi

Xi(γ(t)) =
dγi

dt
. (2.14)

Diese sind, wie man aus der Theorie der Differentialgleichungen weiß88Wir verwenden den
Satz von

Picard-Lindelöf, der
anwendbar ist, falls die

Funktion f(t, y) aus der
Differentialgleichung

f(t, y(t)) = y′(t) stetig
in t und Lipschitz-stetig
in y ist. Die Xi sind aus
C∞, also insbesondere

Lipschitz-stetig.

, bei
gegebener Anfangsbedingung γ(t0) = p0 in einer Umgebung V ⊂ R von t0
eindeutig lösbar.

Sei nun t 7→ σt(p0) die Integralkurve von X durch p0, die so parametrisiert
ist, dass σ0(p0) = p0. Das führt zum Anfangswertproblem für die Koordinaten
σit(p0) := ϕ ◦ σt(p0) von σt(p0)

Xi(σt(p0)) =
∂σit(p0)

∂t
, σi0(p0) = pi0. (2.15)

Wir wollen zeigen, dass σt ◦ σs(p0) = σt+s(p0) für beliebige s und t (natürlich
nur dort, wo die linke und die rechte Seite auch existieren). Die linke Seite
erfüllt das Anfangswertproblem (da σs(p0) wieder auf der Kurve liegt)

∂(σit ◦ σs(p0))
∂t

= Xi(σt ◦ σs(p0)), σi0 ◦ σs(p0) = σis(p0), (2.16)

die rechte

∂σit+s(p0)

∂t
=
∂σit+s(p0)

∂(t+ s)
= Xi(σt+s(p0)), σi0+s(p0) = σis(p0). (2.17)

Sowohl t 7→ σit ◦ σs(p0) als auch t 7→ σit+s(p0) sind also Lösungen des gleichen
Anfangswertproblems. Da dessen Lösung eindeutig ist, müssen sie überein-
stimmen.

2.11: Lie-Ableitung
Seien zwei Vektorfelder X und Y gegeben. Diese erzeugen nach 2.10 einpa-
rametrige Transformationsgruppen σt und τs. Dann ist die Lie-Ableitung
von Y entlang X in einem Punkt p definiert als

LXY |p := lim
ε→0

1

ε
((σ−ε)∗Y |σε(p) − Y |p). (2.18)

Behauptung:
LXY = [X,Y ] (2.19)
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Das eingangs erwähnte Zurücktransportieren eines Vektors vom zu p benach-
barten Punkt σε(p) nach p wird also mit der Hilfe von (σ−ε)∗ gemacht, siehe
Abbildung 2.4. Anschließend wird ein Differenzenquotient gebildet und der
Grenzübergang ε→ 0 durchgeführt.

p σε(p)

(σ−ε)∗

Y |p
Y |σε(p)

(σ−ε)∗Y |σε(p)

τs(p)

σt(p)

τs ◦ σε(p)

Abbildung 2.4: Skizze zur Lie-Ableitung

Beweis der Behauptung. In einer Karte seien (mit ∂i := ∂
∂xi ) X = Xi∂i,

Y = Y i∂i und pi die Koordinaten von p. Da wir in Gleichung (2.18) den
Grenzübergang ε → 0 durchführen, reicht es, diverse Funktionen bis zur ers-
ten Ordnung zu entwickeln.

Da σ0(p) = p und σt(p) die Integralkurve von X durch p ist, sind die
Koordinaten von σε(p) einfach pi + εXi(pl) +O(ε2). Dann gilt

Y |σε(p) = Y j(pi + εXi(pl) +O(ε2))∂j |σε(p)

= (Y j(pi) + ε∂kY
j(pi)

d
dε

(pk + εXk(pl) +O(ε2))

∣∣∣∣
ε=0

+

+O(ε2))∂j |σε(p)

= (Y j(pi) + ε∂kY
j(pi)Xk(pi) +O(ε2))∂j |σε(p).

(2.20)

Betrachten wir nun Formel (2.10) zur Berechnung des Differentials in Koor-
dinaten. Es sind F = x 7→ σ−ε(x) und F i = x 7→ xi − εXi(xl) + O(ε2).
p aus (2.10) entspricht hier σε(p) und damit F (p) = σ−ε ◦ σε(p) = p. Für
(σ−ε)∗Y |σε(p) = Zi∂i|p gilt

Zi = Y j(σε(p))

δij−ε ∂Xi

∂xj

∣∣∣
p
+O(ε2)︷ ︸︸ ︷

∂

∂xj
(xi − εXi(xl) +O(ε2))

∣∣∣∣
p

(2.20)
= (Y j(pl) + ε∂jY

j(pl)Xj(pl) +O(ε2))(δij − ε∂jX
i(pl) +O(ε2))

= Y i(pl) + ε(Xj(pl)∂jY
i(pl)− Y j(pl)∂jX

i(pl)) +O(ε2).

(2.21)
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Das können wir nun in die Definition der Lie-Ableitung einsetzen.

LXY |p = lim
ε→0

1

ε
(Zi(pl)− Y i(pl))∂i|p

= (Xj(pl)∂jY
i(pl)− Y j(pl)∂jX

i(pl))∂i|p,
(2.22)

was aber nichts anderes als der Kommutator ist, wie man leicht nachprüfen
kann,

[X,Y ]|p[f ] = X|p[Y [f ]]− Y |p[X[f ]]

= X|p[Y i∂if ]− Y |p[Xi∂if ]

= Xj(pl)∂j |p(Y i∂if)− Y j(pl)∂j |p(Xi∂if)

= (Xj(pl)∂jY
i(pl)− Y j(pl)∂j(p

l)Xi)∂i|pf+
+ (Xj(pl)Y i(pl)∂j∂i − Y j(pl)Xi(pl)∂j∂i)︸ ︷︷ ︸

0

f.

(2.23)

2.4 Differentialformen

Auch dieser Abschnitt wird eher kurz gehalten. Eine ausführlichere Behand-
lung des Themas findet sich z. B. in [Nak03].

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass zu jedem Vektorraum V auch
ein Vektorraum V ∗ von linearen Funktionalen, also linearen Abbildungen
V → R (bzw. in den Skalarkörper von V ) existiert. Dieser Raum V ∗ heißt
dualer Vektorraum. Natürlich besitzt auch jeder Tangentialraum einer Man-
nigfaltigkeit einen dualen Raum.

2.12: Kotangentialraum
Sei M eine Mannigfaltigkeit und TpM der Tangentialraum in p ∈M . Der
zu TpM duale Raum wird mit T ∗

pM bezeichnet und heißt Kotangential-
raum. Analog zu den Tangentialräumen nennt man die Menge T ∗M der
Kotangentialräume das Kotangentialbündel.

Mit dxi|p bezeichnen wir die zu ∂i|p duale Basis, d. h.

dxi|p(∂j |p) = δij . (2.24)
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Auch zu folgender Definition wollen wir nicht allzu viele Worte verlieren.

2.13: Tensor
Als (q, r)-Tensor bezeichnet man eine Abbildung

T ∗
pM × . . .× T ∗

pM︸ ︷︷ ︸
q−mal

×TpM × . . .× TpM︸ ︷︷ ︸
r−mal

→ R, (2.25)

die linear in jedem Argument ist.
Wie bei jeder linearen Abbildung können die Komponenten eines Ten-

sors T bezüglich einer Basis durch Abbildung der Basiselemente berechnet
werden. Man schreibt

T = T
i1...iq

j1...jr
∂i1 ⊗ . . .⊗ ∂iq ⊗ dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr . (2.26)

Auf naheliegende Art und Weise lassen sich Tensorfelder einführen.
Damit kommen wir schon zum Kernkonzept dieses Abschnitts.

2.14: Differentialformen
Als r-Form wird ein vollkommen antisymmetrisches (0, r)-Tensorfeld be-
zeichnet, der Raum der r-Formen auf einer Mannigfaltigkeit M mit
Ωr(M).

Als Basis für r-Formen führen wir die vollständige Antisymmetrisie-
rung der Tensorbasis dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr

dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr :=
∑
π

(−1)πdxjπ(1) ⊗ . . .⊗ dxjπ(r) (2.27)

ein, wobei die Summe über alle Permutationen π geht und (−1)π = ±1,
je nachdem, ob die Permutation gerade oder ungerade ist.

Für eine p-Form ω gilt somit

ω = ωj1...jrdx
j1 ⊗ . . .⊗ dxjr =

1

p!
ωj1...jrdx

j1 ∧ . . . ∧ dxjr . (2.28)

Eine wichtige Operation auf Ωr(M) ist folgende.

2.15: Äußere Ableitung
Man nennt die durch

d : Ωr(M) → Ωr+1(M)

1

p!
ωj1...jrdx

j1 ∧ . . . ∧ dxjr 7→ 1

p!

∂ωj1...jr

∂xi
dxi ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr

definierte Abbildung die äußere Ableitung.
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Insbesondere ergibt sich für die äußere Ableitung von 1-Formen eine sehr prak-
tische Formel. Seien X und Y Vektorfelder. Dann gilt

dω(X,Y ) =
∂ωµ

∂xν

(
dxν(X)⊗ dxµ(Y )− dxµ(X)⊗ dxν(Y )

)
=
∂ωµ

∂xν
(XνY µ −XµY ν)

= Xi ∂

∂xi
(ωjY

j)− ωjX
i ∂

∂xi
Y j − Y i ∂

∂xi
(ωjX

j)+

+ ωjY
i ∂

∂xi
Xj

= X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X,Y ]).

(2.29)

Betrachtet man zwei Vektoren X|p, Y |p ∈ TpM , so ist die linke Seite der
Gleichung, dω|p(X|p, Y |p), wohldefiniert. Die rechte Seite ergibt allerdings nur
für Vektorfelder Sinn. Da aber die linke Seite nur von den Vektoren an der
Stelle p abhängt, kann man die Vektoren zu beliebigen Vektorfeldern fortsetzen
und die Gleichung verwenden.

2.16: Vektorwertige Differentialformen
Der Begriff der r-Form lässt sich zu dem der vektorwertigen r-Form
erweitern. Letztere sind vollständig antisymmetrische, in jedem Argument
lineare Abbildungen

TpM × . . .× TpM︸ ︷︷ ︸
r−mal

→ V

in einen Vektorraum V . Für so eine r-Form ω gilt also

ω = ωαTα, (2.30)

wobei die ωα r-Formen im Sinn von 2.14 sind und Tα eine Basis von V .
Als äußere Ableitung definitert man

dω := (dωα)Tα. (2.31)

Vektorwertige Differentialformen werden wir in Kapitel 4 kennenlernen. For-
mel (2.29) lässt sich auf sie in naheliegener Weise übertragen.



3 Faserbündel

Es folgt eine Einführung in die Welt der (Haupt-) Faserbündel, die die ma-
thematische Grundlage für eine allgemeine Beschreibung von Eichfeldtheorien
bildet.

Betrachten wir den Zylinder(mantel) und nennen ihn Z. Er lässt sich zum
Beispiel als kartesisches Produkt des Einheitskreises und des Intervalls [−1, 1]
beschreiben,

Z := S1 × [−1, 1]. (3.1)

Zu einem kartesischen Produkt gibt es die Projektionen pri auf die i-te Kom-
ponente. Wir nehmen für unser Beispiel pr1 : S1 × [−1, 1] → S1 : (p, y) 7→ p.
Die Faser1 1Als Faser einer

Funktion f in einem
Punkt p bezeichnet man
das Urbild von p,
f−1({p}), also alle
Elemente, die unter f
auf p abgebildet werden.

von pr1 in jedem Punkt p des Kreises ist {p} × [−1, 1], also mehr
oder weniger das Intervall [−1, 1]. Abbildung 3.1 zeigt diesen Sachverhalt.

Als Nächstes wollen wir uns dem Möbiusband zuwenden. Betrachtet man
den Zylinder als Blatt Papier, dessen Enden zusammengeklebt wurden, so ist
das Möbiusband ein Blatt Papier, dessen Enden „verdreht“ zusammengklebt
wurden. Das lässt sich nicht mehr einfach als kartesisches Produkt wie in
(3.1) darstellen. Greift man allerdings einen beliebigen Punkt p des Kreises
S1 heraus und betrachtet nur eine kleine Umgebung U ⊂ S1 davon, so sieht
der „Streifen”(siehe Abbildung 3.2) des Bandes wie das Produkt U × [−1, 1]
aus.

p

U
S1

[−1, 1]

Abbildung 3.1: Zylinder

U

[−1, 1]

p

S1

Abbildung 3.2: Möbiusband

Dies führt auf den Begriff des Faserbündels, der als Verallgemeinerung des
kartesischen Produktes gesehen werden kann. Es wird verlangt, dass eine Man-
nigfaltigkeit lokal als kartesisches Produkt darstellbar ist, eine Eigenschaft, die
auch lokal trivial genannt wird.

25
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3.1: Faserbündel
Ein Faserbündel ist ein Tupel (E, π,M,F ) mit Mannigfaltigkeiten E (To-
talraum), M (Basisraum) und F (Faser, typische Faser oder Fasertyp)
und einer surjektiven Abbildung π : E →M (die Projektion), das folgende
Bedingung erfüllt: Zu jedem Punkt p ∈ M existieren eine offene Umge-
bung U ⊂ M und ein Diffeomorphismus22In [Nak03] wird dieser

Diffeomorphismus mit
Φ−1 bezeichnet. Φ ist

dort also eine Funktion
U × F → E.

ΦU : π−1(U) → U × F , sodass
π = pr1 ◦ ΦU . Folgendes Diagramm soll also kommutieren:

π−1(U)

π
%%

ΦU // U × F

pr1
��
U

(U,ΦU ) nennt man Bündelkarte bzw. lokale Trivialisierung.

Der Einfachheit halber wird ein Faserbündel (E, π,M,F ) in Zukunft auch mit
π : E →M oder nur mit E bezeichnet.

Fp := π−1({p}) ist diffeomorph zum Fasertyp F . Der zugehörige Diffeo-
morphismus lautet pr2 ◦ ΦU |Fp .

Auf unser am Anfang des Abschnittes präsentiertes Beispiel Bezug neh-
mend stellen wir fest, dass sowohl für den Zylinder als auch für das Möbi-
usband M = S1 und F = [−1, 1] sind. Der Totalraum und die Projektion
unterscheiden sich, aber lokal sehen beide wie das kartesische Produkt eines
Kreissegments mit dem Intervall [−1, 1] aus.

Auch das in 2.4 erwähnte Tangentialbündel TM ist ein Faserbündel (TM,
π,M,Rn) mit π : TpM 7→ p.

Wir betrachten nun eine offene Überdeckung {Ui} von M und einen At-
las von Bündelkarten {(Ui,Φi)}. Damit lassen sich die Übergangsfunktionen
zwischen Ui und Uj (mit Φi := ΦUi) einführen, Φi ◦ Φ−1

j : (Ui ∩ Uj) × F →
(Ui ∩ Uj)× F .

Mit Hilfe der Diffeomorphismen Φi,p : Fp → F : x 7→ pr2 ◦ Φi|Fp(x) kann
man Abbildungen in die Gruppe der Diffeomorphismen auf der Faser definie-
ren,

tij :M → Diff(F ) : p 7→ Φi,p ◦ Φ−1
j,p . (3.2)

Die tij heißen Cozyklen des Bündels. Ihre Bedeutung ist folgende: Seien (Ui,Φi)
und (Uj ,Φj) zwei Bündelkarten, p ∈ Ui ∩ Uj 6= ∅ und gi, gj ∈ F . Gilt für ein
x ∈ E, dass Φi(x) = (p, gi) und Φj(x) = (p, gj), so gilt auch tij(p; gj) = gi und

Φi(x) = (p, tij(p; gj)). (3.3)

Die Cozyklen erlauben also die Umrechnung zwischen lokalen kartesischen
Produkten.

In vielen Anwendungen bilden die tij von M in eine Untergruppe der
Diffeomorphismengruppe ab. Man nennt diese (Unter-) Gruppe die Struktur-
gruppe des Bündels. Da die Fasern des Tangentialbündels Vektorräume sind,
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ist in diesem Fall zum Beispiel die Strukturgruppe die allgemeine lineare Grup-
pe GL(n,R).

Zwei wichtige Fälle von Faserbündeln sind Vektorbündel und Hauptfaser-
bündel.

3.2: Vektorbündel
Ein Faserbündel, dessen Faser ein Vektorraum ist, heißt Vektorbündel. Es
handelt sich also um ein Bündel (E, π,M,Rn).

Das Tangentialbündel ist ein Vektorbündel. Alle Vektorbündel besitzen die
Strukturgruppe GL(n,R).

Das zentrale Konzept für Eichtheorien ist das Hauptfaserbündel.

3.3: Hauptfaserbündel
Unter dem Hauptfaserbündel oder Prinzipalbündel versteht man ein Fa-
serbündel (P, π,M,G) mit einer Lie-Gruppe G, bei dem G auch die Struk-
turgruppe ist. Sie soll durch Linkstranslation auf die Faser G wirken.

Behauptung: Auf einem Hauptfaserbündel lässt sich eine Rechtswir-
kung Ra : G × P → P : (a, x) 7→ xa einführen. Für jede Bündelkarte
(Ui,Φi) definieren wir für Φi(x) = (p, gi)

Ra : (a, x) 7→ Φ−1
i (p, gia). (3.4)

Die Wirkung besitzt folgende Eigenschaften (für alle p ∈M):

1. Ra ist fasertreu ∀a ∈ G, d. h. (mit Fp := π−1({p}))
∀x ∈ P, a ∈ G : x ∈ Fp ⇒ xa ∈ Fp.

2. G wirkt frei auf Fp, d. h. falls für ein a ∈ G ein x ∈ P existiert,
s. d. xa = x, dann folgt daraus schon, dass a das Eins-Element e
der Gruppe ist.

3. G wirkt transitiv auf Fp, d. h. ∀x, y ∈ Fp ∃a ∈ G : x = ya.

4. Jedes Φi ist G-äquivariant, d. h. ∀x ∈ P, a ∈ G : Φi(xa) = Φi(x)a,
wobei (p, g)a := (p, ga) ∀p ∈M ; g, a ∈ G.

Beweis der Behauptung. Die Rechtswirkung in (3.4) ist global wohldefiniert,
d. h. sie hängt nicht von der lokalen Trivialisierung ab. Dies folgt daraus,
dass G auch die Strukturgruppe des Bündels ist und Gruppenprodukte per
definitionem assoziativ sind. Seien a ∈ G, p ∈ Ui ∩ Uj ⊂ M mit Ui ∩ Uj 6= ∅
und x ∈ Fp beliebig. Die Cozyklen wirken durch Linkstranslation. Dann gilt

xa
(3.4)
= Φ−1

i (p, gia)
(3.3)
= Φ−1

j (p, tji(p)(gia))

= Φ−1
j (p, (tji(p)gi)a) (Assoziativität)

(3.3)
= Φ−1

j (p, gja).

(3.5)
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Die aufgezählten Eigenschaften folgen direkt aus der Definition von Ra.

1. Fasertreuheit:

π(x) = pr1 ◦ Φi(x) = pr1(p, gi) = p,

π(xa) = pr1 ◦ Φi(xa) = pr1(p, gia) = p.
(3.6)

2. Freiheit:

xa = x⇔ Φi(xa) = Φi(x) ⇔ (p, gi) = (p, gia)

⇔ gi = gia⇔ g−1
i gi = g−1

i gia⇔ e = a.
(3.7)

3. Transitivität (mit Φi(x) = (p, gi) und Φi(y) = (p, hi)):

Φi(x) = (p, gi) = (p, hi h
−1
i gi︸ ︷︷ ︸
=:ai

) = (p, hiai) = Φi(yai). (3.8)

Wendet man auf diese Gleichung Φ−1
i an, so sieht man, dass wir ein

passendes Gruppenelement gefunden haben. Es gilt

ai = h−1
i gi = (tij(p)hj)

−1(tij(p)gj) = h−1
j tij(p)

−1tij(p)︸ ︷︷ ︸
=e

gj = aj ,

also ist das Element unabhängig von der Karte.

4. G-Äquivarianz: Wende Φi auf die Definition (3.4) an.

Der Graph einer Funktion f : R→ R ist die Menge {(x, f(x)) : x ∈ R} ⊂
R2. Betrachtet man g : R → R2 : x 7→ (x, f(x)), so besitzt g die Eigenschaft
pr1 ◦ g = 1. Eine Verallgemeinerung dieses Konzepts auf Faserbündel ist der
Schnitt.

3.4: Schnitt
Ist (E, π,M,F ) ein Faserbündel, so bezeichnet man als Schnitt eine glatte
Abbildung s :M → E, die die Bedingung

π ◦ s = 1M

erfüllt. Die Menge der Schnitte in E bezeichnet man mit Γ(M,E) oder
kurz mit Γ(E).

Ist s nur auf einer Teilmenge U ⊂M definiert, so spricht man von ei-
nem lokalen Schnitt. Für die Menge der auf U definierten lokalen Schnitte
schreibt man Γ(U,E).

Eine Skizze eines lokalen Schnittes findet man in Abbildung 3.3.
Tangentiale Vektorfelder können zum Beispiel als Schnitte im Tangential-

bündel aufgefasst werden.
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F

s(U)

p

π−1(p)

U ⊂M

g
s(p) = Φ−1

U (p, g)

Abbildung 3.3: Ein lokaler Schnitt s





4 Eichfeldtheorien

Im folgenden Abschnitt werden Hauptfaserbündel mit weiteren Strukturen
versehen. Mit deren Hilfe können wir eine geometrische Beschreibung von
Eichfeldtheorien geben. Das ist insofern von Bedeutung, als diese Beschreibung
auch für nicht-minkowskische Raumzeiten funktioniert, wie sie zum Beispiel
bei der Gravitation auftreten.

Mit den hier vorgestellten Konzepten lassen sich auch globale Beschrei-
bungen für Phänomene angeben, für die mit „traditionellen“ Methoden der
Eichfeldtheorien keine regulären Eichpotentiale existieren – man denke z. B.
an den Dirac-Monopol. Darauf wird aber nicht näher eingegangen.

Quellfelder (wie z. B. Quarkfelder der QCD) tauchen im Faserbündelfor-
malismus als sogenannte assoziierte Vektorbündel auf und ihre kovarianten
Ableitungen ergeben sich auf natürliche Art und Weise. Auch diese Erwähnung
soll nur als Motivation zur Beschäftigung mit Faserbündeln zur Beschreibung
von Eichfeldtheorien dienen und nicht weiter verfolgt werden. Details finden
sich wieder in [Nak03].

Wenden wir uns der Mathematik zu.

4.1 Eichpotentiale
Bevor wir uns der zusätzlichen Struktur zum Hauptfaserbündel zuwenden,
die uns letzten Endes die Eichpotentiale liefert, nämlich dem horizontalen
Unterraum, müssen wir uns noch mit zwei Konzepten beschäftigen, die das
Hauptfaserbündel schon in sich trägt.

4.1: Vertikaler Unterraum
Sei (P, π,M,G) ein Hauptfaserbündel. An einem Punkt u ∈ P nennt man
den Unterraum VuP des Tangentialraumes TuP , der tangential an die p
enthaltende Faser Gπ(u) ist, den vertikalen Unterraum,

VuP := TuGπ(u).

Behauptung: VuP = kerπ∗, d. h. VuP = {X ∈ TuP : π∗X = 0}.

Beweis der Behauptung. Sei (U,Φ) eine Bündelkarte, sodass π(u) ∈ U ⊂ M .
Weiters sei X ∈ TuP und liege tangential an eine Kurve k(t). Dann ist
Φ(u) = (p, g) und Φ∗X tangential an eine Kurve c(t) := Φ ◦k(t) = (x(t), h(t))
mit x(t0) = p und h(t0) = g (siehe auch 2.7 über den Tangentialraum eines
Produkts von Mannigfaltigkeiten).

31
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Es gilt

π∗X[f ] = pr1∗Φ∗X[f ] =
df(pr1 ◦ c(t))

dt

∣∣∣∣
t0

.

Der letzte Ausdruck verschwindet genau dann, wenn f ◦pr1 ◦ c(t) für alle f in
einer Umgebung von t0 konstant ist, was wiederum genau dann der Fall ist,
wenn pr1 ◦ c(t) = p in einer Umgebung von t0. Das ist gleichbedeutend damit,
dass c(t) = (p, h(t)), also liegt k = Φ−1 ◦ c in Gπ(u).

Damit ist jeder Vektor X mit π∗X = 0 tangential an eine Kurve in Gπ(u).
Umgekehrt ist per definitionem jeder Vektor Y aus VuP tangential an eine
Kurve inGπ(u). Diese lässt sich darstellen als Φ−1(p, h(t)), sodass π∗Y = 0.

Wir haben bereits im Anschluss an die Definition 3.1 des Faserbündels fest-
gestellt, dass die Faser π−1({p}) an jedem Punkt p diffeomorph zum Fasertyp
ist. Im Falle eines Hauptfaserbündels ist letzterer die Gruppe G. Dies führt
auf einen Isomorphismus zwischen Lie-Algebra und vertikalem Unterraum.

4.2: Fundamentale Vektorfelder
Sei A ein Element der Lie-Algebra g von G und u ∈ P . Dann definiert
Rexp(tA)u = u exp(tA) eine Kurve in der Faser Gπ(u) durch u. An diese
ist der Vektor

A#|u[f ] :=
df(u exp(tA))

dt

∣∣∣∣
t=0

∈ VuP (4.1)

tangential. Man nennt u 7→ A#|u das von A generierte fundamentale
Vektorfeld.

Behauptungen:

1. # : g → VuP : A 7→ A#|u ist ein Vektorraumisomorphismus.

2. [A#, B#] = [A,B]#.

3. Ra∗A
# = (Ada−1 A)#.

Beweis der Behauptungen. A ist als Element der Lie-Algebra ein linksinvari-
antes Vektorfeld, d. h. A|g = Lg∗A|e mit der Linkstranslation Lg : a 7→ ga.
Auch sei an 2.8 erinnert, wo gezeigt wurde, dass Differential und Kommutator
vertauschen, sprich [F∗X,F∗Y ]|F (p) = F∗[X,Y ]|p.

Sei u ∈ P fix und Fu definiert durch Fu : G → P : a 7→ ua. Dann sind A
und A# Fu-verknüpft,

A#|Fu(a)[f ] = A#|ua[f ] =
df(ua exp(tA))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
df(Fu ◦ La ◦ exp(tA))

dt

∣∣∣∣
t=0

= Fu∗La∗A|e[f ] = Fu∗A|a[f ].

(4.2)
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Also ist Punkt 2 gezeigt.
Weiters ist das Differential eine lineare Abbildung und somit auch #. Es

bleibt für Punkt 1 nur noch die Bijektivität zu zeigen.
Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass für eine lineare Abbildung T :

U → V mit endlichdimensionalen Vektorräumen U und V gleicher Dimension
Bijektivität und Injektivität äquivalent sind.1 1Siehe z. B. [Hav08],

Satz 3.2.9.
In unserem Fall ist U = g und

V = VuP . Da Gπ(u) diffeomorph zu G ist, stimmen auch die Dimensionen der
Tangentialräume überein.

Injektivität einer linearen Abbildung ist gleichbedeutend damit, dass ihr
Kern nur die Null enthält. Wir suchen also Lösungen der Gleichung A# = 0.
Das bedeutet aber wie im Beweis zu 4.1, dass die zu A# gehörige Kurve
konstant ist. Diese Kurve ist u exp(tA), die genau dann gleich u für alle t ist,
wenn A = 0 (da exp ein lokaler Diffeomorphismus um die 0 ist). Damit ist
ker # = {0} und # injektiv und daher bijektiv, was Punkt 1 beweist.

Schlussendlich muss noch der 3. Punkt gezeigt werden. Sei Fu wie bei
Punkt 2. Ada−1 ist das Differential der Abbildung G→ G : g 7→ a−1ga.

(Ra∗A
#)|u[f ] = Ra∗A

#|ua−1 [f ]

=
df(Ra(ua

−1 exp(tA)))
dt

∣∣∣∣
t=0

=
df(ua−1 exp(tA)a)

dt

∣∣∣∣
t=0

= Fu∗ Ada−1 A|e[f ]
= (Ada−1 A)#|u[f ],

(4.3)

wobei die letzten beiden Gleichheiten analog zu Gleichung (4.2) gelten.

Der vertikale Raum und die fundamentalen Vektorfelder werden bereits
eindeutig mit dem Hauptfaserbündel „mitgeliefert“. Ein horizontaler Unter-
raum HuP , der den vertikalen Unterraum zum vollständigen Tangentialraum
ergänzt, VuP ⊕HuP = TuP , ist aber nicht eindeutig gegeben. Eine Einschrän-
kung der Wahlmöglichkeiten liefert folgende Definition.

4.3: Zusammenhang
An einem Punkt u ∈ P ist HuP der Zusammenhang oder horizontale
Unterraum von TuP , falls gilt

1. VuP ⊕HuP = TuP ,

2. HuaP = Ra∗(HuP ) und

3. HuP hängt glatt von u ab.

Hat man so einen Zusammenhang ausgewählt, so lässt sich jedes Vektorfeld
X auf TP eindeutig in ein horizontales Feld XH und ein vertikales Feld XV
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zerlegen. Dafür sorgen Bedingungen 1 und 3. Bedingung 2 wird ebenfalls bald
in Erscheinung treten. Abbildung 4.1 zeigt eine Skizze.

G

pU ⊂M

ga

q

g
u

Rau

v

XH|u

XH|ua

XH|vX|u

X|v

X|ua

XV|u

XV|ua

XV|v

HuP

HuaP

Ra∗

Abbildung 4.1: Horizontale und vertikale Teilräume des Bündels

Gleichbedeutend mit der Definition eines Zusammenhangs ist die nachste-
hende Definition der Zusammenhangsform, wie wir beweisen werden.

4.4: Zusammenhangsform
Eine vektorwertige 1-Form ω, die von TP in die Lie-Algebra g von G
abbildet,22Wir nennen sie auch

eine Lie-Algebra-wertige
1-Form.

heißt Zusammenhangsform, falls sie die folgenden Bedingungen
erfüllt.

1. ω(A#) = A.

2. R∗
aω = Ada−1 ω, wobei, falls man ω|u für ω im Punkt u ∈ P schreibt,

(R∗
aω)|u(X) := ω|ua(Ra∗X) für X ∈ TuP .33R∗

aω heißt Pullback
oder Rücktransport von

ω bezüglich Ra. Man nennt eine Zusammenhangsform auch einen Ehresmann-
Zusammenhang.

Nun zur angesprochenen Äquivalenz von Zusammenhang und Zusammen-
hangsform.

• Hat man einen Zusammenhang, so lässt sich ω durch seine Wirkung auf
Vektoren X ∈ TuP bzw. deren Zerlegung in XH und XV folgendermaßen
definieren:

ω|u(X) = ω|u(XH +XV) = ω|u(XH +A#|u) := A, (4.4)

da ja nach 4.2 XV = A#|u für (genau) ein A ist. Damit ist Bedingung 1
offensichtlich erfüllt.
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Die 2. Bedingung lässt sich einfach nachrechnen,

(R∗
aω)|u(X) = ω|ua(Ra∗X)

= ω|ua(Ra∗X
H +Ra∗X

V)

= ω|ua(Ra∗X
H +Ra∗A

#|u).
(4.5)

Nach 4.2, Behauptung 3, gilt Ra∗A
# = (Ada−1 A)#. Insbesondere ist

Ra∗A
# wieder fundamental. Auf Grund von 4.3, Bedingung 2, ist Ra∗X

H

wieder horizontal. Daraus folgt

(R∗
aω)|u(X) = ω|ua(Ra∗X

H︸ ︷︷ ︸
horiz.

+(Ada−1 A)#|ua︸ ︷︷ ︸
vert.

)

= Ada−1 A

= Ada−1 ω|u(XH +A#|u)
= Ada−1 ω|u(XH +XV)

= Ada−1 ω|u(X).

(4.6)

• Kennen wir eine Zusammenhangsform ω, so ist der zugehörige Zusam-
menhang gegeben durch HuP := kerω, wie im Folgenden gezeigt wird.
Angenommen, ein X ∈ kerω besäße eine vertikale Komponente. Dann
gäbe es ein A ∈ g, sodass diese Komponente gleich A# wäre. Dann wäre
ω(X) 6= 0 und X /∈ kerω. Also ist kerω|u ∩ VuP = {0} ∀u ∈ P .
Weiters ist ω surjektiv, da es zu jedem A ∈ g ein A# gibt, sodass A =
ω(A#). Die Dimension des Bildes von ω|u ist also dim g = dimVuP . Mit
der Rangformel für lineare Abbildungen4 4Ist f : U → V eine

lineare Abbildung
zwischen
endlichdimensionalen
Vektorräumen U und V ,
so gilt: dimU =
dim ran f + dim ker f .
ran f bezeichnet das
Bild f(U) von f . Siehe
[Hav08], Satz 3.2.8.

ergibt sich

dimTuP = dim kerω|u + dimVuP.

Somit ist TuP = kerω|u ⊕ VuP und Punkt 1 aus 4.3 ist gezeigt.
Sei X ∈ TuP ein Vektor mit ω|u(X) = 0. Dann gilt

ω|ua(Ra∗X|u) = Ada−1 ω|u(X) = 0. (4.7)

Mit X ist auch Ra∗X in kerω und Bedingung 2 erfüllt.
Fehlt nur noch Punkt 3, die Glattheit. In einer Karte (U,ϕ) sei ein Vek-
torfeld X an der Stelle u gegeben durch Xi ∂

∂xi

∣∣
u
. ω ist glatt, also sind

die ω α
i definiert durch ω( ∂

∂xi ) = ω α
i Tα (mit Tα als Basis von g) glatt

abhängig von u. Das trifft dann auch auf die Lösungen des Gleichungs-
systems

Xiω α
i = 0

zu. Diese Lösungen sind aber gerade die (Koeffizienten der) Vektoren
aus kerω|u.
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Damit können wir endlich zur zentralen Definition dieses Abschnitts kom-
men.

4.5: Eichpotentiale
Sei Ui eine offene Überdeckung von M und σi lokale Schnitte auf den
entsprechenden Ui.

Ist ω eine Zusammenhangsform auf dem Hauptfaserbündel, dann wird
das Eichpotential Ai definiert als Lie-Algebra-wertige 1-Form TM → g

Ai := σ∗i ω = ω ◦ σi∗. (4.8)

Offensichtlich hängen die Eichpotentiale von der Wahl der Schnitte σi ab.
Die Idee ist folgende: Wir betrachten M als die Raumzeit. Die Faser des
Hauptfaserbündels über einem Punkt p ∈ M beschreibt die Eichfreiheit in
diesem Punkt. Jeder Punkt in der Faser Gp (sprich: Eichung) ist gleichwertig.
Durch einen Schnitt durch das Bündel wird eine bestimmte Eichung festgelegt.

Folgt man diesem Bild, so ist zu erwarten, dass ein anderer Schnitt σ′i
ein anderes Eichfeld liefert, das sich durch eine Eichtransformation in das
ursprüngliche Feld transformieren lässt.

Im Folgenden wird bei Ai, σi etc. der Index i nicht mehr angeschrieben,
da die Rechnungen ohnehin für alle i gleichermaßen gelten.

Es ist leicht einzusehen, dass man zwei Schnitte σ, σ′ durch eine Funktion
a :M → G in Beziehung setzen kann durch

σ′(x) = Ra(p)σ(p) = σ(p)a(p). (4.9)

Nun wollen wir das neue Eichpotential ausrechnen. Dazu benötigen wir
zuallererst einen Ausdruck für σ′∗X. Sei γ(t) eine Kurve mit γ(0) = p, sodass
X tangential an γ bei t = 0 liegt. Wir schreiben auch σ(t) := σ(γ(t)) und
a(t) := a(γ(t)). Damit gilt

σ′∗X|p[f ] =
df ◦ σ′(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt
f(σ(t)a(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt
f(σ(t)a(p)) + f(σ(p)a(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt
f(σ(t)a(p)) + f(σ′(p)a−1(p)a(t))

∣∣∣∣
t=0

= Ra(p)∗σ∗X|p + Fσ′(p)∗La−1(p)∗a∗X|p,

(4.10)

wobei folgende Bezeichnungen verwendet wurden:

Fu : G→ P : g 7→ ug

La : G→ G : g 7→ ag
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und a∗ ist das Differential der Funktion a :M → G : p 7→ a(p).
Wir betrachten den letzten Summanden. Es ist X|p ∈ TpM , damit a∗X|p ∈

TaG und schließlich La−1(p)∗a∗X|p ∈ TeG. Also ist A := g 7→ Lg∗La−1(p)∗a∗X|p
ein Element der Lie-Algebra.

Aus Gleichung (4.2) wissen wir, dass die Funktion Fu Lie-Algebra-Ele-
mente und fundamentale Vektorfelder verknüpft. Es gilt damit

A#|σ′(p) = Fσ′(p)∗A|e = Fσ′(p)∗La−1(p)∗a∗X|p. (4.11)

Also ergibt sich schlussendlich

σ′∗X|p = Ra(p)∗σ∗X|p +A#|σ′(p). (4.12)

Wendet man darauf die Zusammenhangsform ω an, so erhält man unter
Verwendung der Bedingungen aus 4.4

A′(X) = ω(σ′∗X)

= ω(Ra(p)∗σ∗X) + ω(A#)

= Ada−1(p) ω(σ∗X) +A

= Ada−1(p)A(X) + La−1(p)∗a∗X,

(4.13)

wobei in der letzten Zeile im zweiten Summanden zur besseren Lesbarkeit die
Identifikation g ∼= TeG vorgenommen wurde.

Da dies für alle X gilt, haben wir die Transformationsformel

A′ = Ada−1(p)A+ La−1(p)∗a∗ (4.14)

hergeleitet.
Ist G eine Matrixgruppe und werden Vektoren als Richtungen der Rich-

tungsableitungen angesehen, so wird (4.14) bezüglich lokaler Koordinaten zur
wohlbekannten Eichtransformation

A′
µ := A′(∂µ) = a−1Aµa+ a−1∂µa. (4.15)

4.2 Feldstärke
Von den Eichfeldern ist es kein allzu großer Schritt mehr zu den Feldstärke-
tensoren. Hierfür wird noch ein neues Konzept benötigt.

4.6: Krümmungsform
Mit Hilfe eines Zusammenhangs kann jedes Vektorfeld X in einen hori-
zontalen Teil XH und einen vertikalen Teil XV zerlegt werden. Die Pro-
jektion auf XH nennen wir prH. ω sei die zum Zusammenhang gehörige
Zusammenhangsform.
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Als Krümmungsform bezeichnet man die Lie-Algebra-wertige 2-Form

Ω(X,Y ) := Dω(X,Y ) := dω(prH(X),prH(Y )).

D heißt äußere kovariante Ableitung. d ist die äußere Ableitung.

Ω ist eine horizontale Form. Das heißt, falls mindestens eines der Argu-
mente ein vertikaler Vektor ist, wird Ω gleich 0.

Einen anderen Zusammenhang zwischen Ω und ω gibt die

4.7: Cartan-Strukturgleichung
Seien X,Y ∈ TuP . Dann gilt

Ω(X,Y ) = dω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )].

Beweis. Jeder Vektor X lässt sich eindeutig in XH und XV zerlegen. Außer-
dem ist Ω linear und antisymmetrisch. Also reicht es, Ω für folgende drei Fälle
zu berechnen: 1) beide Argumente horizontal, 2) erstes Argument horizontal
und zweites vertikal und 3) beide Argumente vertikal. Es gilt nämlich

Ω(X,Y ) = Ω(XH +XV, Y H + Y V)

= Ω(XH, Y H) + Ω(XH, Y V) + Ω(XV, Y H) + Ω(XV, Y V)

= Ω(XH, Y H) + Ω(XH, Y V)− Ω(Y H, XV) + Ω(XV, Y V),

(4.16)

wo nur die oben beschriebenen Fälle vorkommen.

1.

Ω(XH, Y H)
4.6
= dω(prH(X

H),prH(Y
H))

= dω(XH, Y H) + [ω(XH), ω(Y H)]︸ ︷︷ ︸
[0,0]

2.
Ω(XH, Y V)

4.6
= dω(prH(X

H),prH(Y
V)) = 0,

da prH(Y
V) = 0. Es ist auch ω(XH) = 0 und folglich [ω(XH), ω(Y V)] =

0, also bleibt noch zu zeigen: dω(XH, Y V) = 0. Wir wollen Formel (2.29)
verwenden. Dazu müssen wir XH und Y H zu Vektorfeldern fortsetzen,
was, wie im Anschluss an den Beweis der Formel begründet wurde, be-
liebig passieren darf. XH wird zweckmäßigerweise durch ein beliebiges
horizontales Feld fortgesetzt, für das wir der Einfachheit halber wieder
XH schreiben.
Außerdem wissen wir aus 4.2, dass es ein Lie-Algebra-Element B gibt
mit B#|u = Y V. Wir wählen B# als Fortsetzung für Y V. Damit gilt55Sei Tα eine Basis von g.

Dann ist mit X[ω(Y )]
die Wirkung von X auf

die Komponenten von ω,
X[ωα(Y )]Tα, gemeint.

dω(XH, Y V) = XH[

B=konst.︷ ︸︸ ︷
ω(B#) ]−B#[

0︷ ︸︸ ︷
ω(XH)]− ω([XH, B#])

= −ω([XH, B#]).

(4.17)
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Nun zeigen wir, dass [XH, Y V] horizontal ist und deshalb auch der letzte
Term verschwindet. Aus 2.11 wissen wir, dass der Kommutator nichts
anderes als die Lie-Ableitung ist.
Nach Definition 4.2 des fundamentalen Vektorfelds ist Rg(t)u mit g(t) =
exp(tB) die Integralkurve von B#. Also entspricht Rg(t) dem σt aus 2.11
und wir erhalten

[Y V, XH] = lim
ε→0

1

ε
(Rg(ε)−1∗X

H|Rg(ε)u −XH|u). (4.18)

Wegen Behauptung 2 in 4.3 gilt Rg(ε)−1∗HRg(ε)uP = HRg(ε)−1Rg(ε)uP =

HuP , insbesondere ist Rg(ε)−1∗X
H|Rg(ε)u ∈ HuP . Also ist die rechte Seite

von Gleichung (4.18) horizontal und somit auch die linke.

3.
Ω(XV, Y V)

4.6
= dω(prH(X

V),prH(Y
V)) = 0.

Um Formel (2.29) verwenden zu können, setzen wir XV und Y V zu fun-
damentalen Vektorfeldern fort, wählen alsoA undB aus der Lie-Algebra,
sodass

A#|u = XV

B#|u = Y V.

In die Formel eingesetzt erhalten wir

dω(XV, Y V) = A#[

B=konst.︷ ︸︸ ︷
ω(B#) ]−B#[

A=konst.︷ ︸︸ ︷
ω(A#) ]− ω([A#, B#])

= −ω([A#, B#]).

(4.19)

Wegen 4.2, Behauptung 2 ist

[A#, B#] = [A,B]#. (4.20)

Zusammen ergeben Gleichungen (4.19) und (4.20)

0 = dω(XV, Y V) + ω([A#, B#])

= dω(XV, Y V) + ω([A,B]#)

= dω(XV, Y V) + [A,B]

= dω(XV, Y V) + [ω(XV), ω(Y V)],

(4.21)

was mit Ω(XV, Y V) übereinstimmt.

Die Cartan-Strukturgleichung legt bereits nahe, wie der Feldstärke-Tensor
im Faserbündel-Formalismus aussehen wird.
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4.8: Feldstärke
Sei U ⊂M offen, σ lokaler Schnitt auf U und A = σ∗ω das entsprechende
Eichpotential (vgl. 4.5).

Dann nennt man das durch66Es gilt
σ∗(dω) = d(σ∗ω), wie

leicht nachgerechnet
werden kann. F(X,Y ) := σ∗Ω(X,Y )

4.7
= dA(X,Y ) + [A(X),A(Y )]

definierte F die Feldstärke.

Für die Komponenten von F ergibt das die wohlbekannte Formel

Fµν := F(∂µ, ∂ν) = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ]. (4.22)

Ist Ta eine Basis der Lie-Algebra g, so lassen sich Aµ und Fµν als Linearkom-
binationen

Aµ = A α
µ Tα und Fµν = F α

µν Tα

darstellen. Mit der Kommutatorrelation [Tα, Tβ] = f γ
αβ Tγ erhält man

F α
µν = ∂µA

α
ν − ∂νA

α
µ + f α

βγ A β
µ A γ

ν . (4.23)



5 Eichfeldtheorie der Gravitation

Ziel dieses Kapitels ist es, die Gravitation als Eichfeldtheorie zu beschreiben.
Die erste Frage, die sich dabei stellt, ist die nach der Eichgruppe. Die

Elektrodynamik ist eine U(1)-Theorie. Aufgrund der U(1)-Symmetrie der La-
grangedichte und des Nöther-Theorems ist der Viererstrom Jµ, die Quelle der
elektromagnetischen Feldstärke, konserviert.

Die Gravitation wird durch Energie und Impuls erzeugt. Der Energie-
Impuls-Tensor ist, wie der elektromagnetische Strom Jµ, divergenzfrei. Er ist
eine unter Translationen invariante Größe. Darum ist es naheliegend zu versu-
chen, die Gravitation als Eichtheorie der Translationsgruppe zu beschreiben.

Zwischen der Gravitation und anderen Wechselwirkungen besteht ein fun-
damentaler Unterschied. Während zum Beispiel das elektromagnetische Feld
an jeden Punkt der Raumzeit als zusätzliches Feld „angehängt“ wird, ist die
Gravitation ein Effekt der Raumzeit selbst. Das Eichfeld muss sich irgendwie
in der Geometrie der Raumzeit manifestieren. Deshalb wird sich die Gravita-
tion nicht durch eine konventionelle Eichtheorie beschreiben lassen.

Dieses Kapitel bedient sich in weiten Teilen der Ergebnisse aus [Cho75]
und [Cho76].

5.1 Mathematische Konzepte
Es folgt eine kurze Aufstellung von neuen mathematischen Konzepten, die wir
in diesem Kapitel brauchen werden.

5.1: Rahmen
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sind X1, X2, . . . , Xn Vek-
torfelder, die in jedem Punkt p ∈M eine Basis von TpM bilden, so nennt
man diese Familie von Feldern einen Rahmen.

Die Koordinatenbasis ∂µ ist ein Beispiel für einen Rahmen.
Wir beschreiben die Raumzeit als vierdimensionale Mannigfaltigkeit, die

mit einer pseudo-riemannschen Metrik g versehen ist.

5.2: Pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit
Unter einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit versteht man eine
Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer Abbildung

gp : TpM × TpM → R,

die folgende Eigenschaften hat:

41
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1. linear: gp(fX + Y, Z) = f(p)gp(X,Z) + gp(Y, Z), f ∈ C∞(M)11C∞(M) ist die Menge
der glatten Funktionen

M → R. 2. symmetrisch: gp(X,Y ) = gp(Y,X)

3. nicht ausgeartet: @X : gp(X,Y ) = 0 ∀Y

4. differenzierbar abhängig von p

g heißt pseudo-riemannsche Metrik bzw. Metriktensor auf M .
Eine Mannigfaltigkeit heißt riemannsch, falls gp zusätzlich noch positiv definit
ist, d. h. gp(X,Y ) > 0 ∀X,Y ∈ TpM \ {0}. Dies ist eine stärkere Bedingung
als bloß nicht ausgeartet zu sein.

Offensichtlich ist die Minkowski-Metrik ηµν nicht positiv definit, weshalb
wir uns im Weiteren mit pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeiten beschäfti-
gen werden.

Wir wollen nun einen speziellen Rahmen einführen.

5.3: Vierbein
Sei M eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit und die Familie {êa}
von Vektorfeldern ein Rahmen auf M . Dann lässt sich êa darstellen als

êa = e µ
a ∂µ. (5.1)

Erfüllen die êa die Beziehung

gab := g(êa, êb) = ηab := diag(−1, 1, 1, 1),

so nennt man sie ein Vierbein oder eine Tetrade bzw. die e µ
a Vierbein-

felder.

Bezeichnet man mit eaµ die inversen Vierbeinfelder, so lassen sich die Kom-
ponenten der Metrik anschreiben als

gµν := g(∂µ, ∂ν) = g(eaµêa, e
b
ν êb) = eaµe

b
νg(êa, êb) = eaµe

b
νηab. (5.2)

In Zukunft wollen wir Komponenten bezüglich des Vierbeins mit latei-
nischen Indizes vom Anfang des Alphabets (a, b, c, …) bezeichnen. Kompo-
nenten bezüglich der Koordinatenbasis bekommen griechische Buchstaben aus
der Mitte des Alphabets (µ, ν, ρ, …) und Komponenten bezüglich der Gene-
ratoren einer Lie-Algebra (welche in Kürze auftauchen werden) griechische
Buchstaben vom Anfang des Alphabets (α, β, …).

Wegen des Satzes von Schwarz vertauschen die Vektoren der Koordinaten-
basis,

[∂µ, ∂ν ] = 0. (5.3)
Auf die Vierbeinfelder muss das im Allgemeinen nicht mehr zutreffen. Da die
Tangentialräume bezüglich des Kommutators abgeschlossen sind, gilt

[êa, êb] = c c
ab êc (5.4)



5.2. FELDSTÄRKE 43

mit passenden c c
ab ∈ C∞(M). Man nennt diese auch die Anholonomiekoeffi-

zienten (sie sind allerdings eigentlich Funktionen).
Für die c c

ab lässt sich mit Hilfe der Definition der êa ein Ausdruck ableiten,

c c
ab êc = c c

ab e
ν
c ∂ν

(5.4)
= e µ

a ∂µ(e
ν
b ∂ν)− e µ

b ∂µ(e
ν

a ∂ν)

= (e µ
a ∂µe

ν
b − e µ

b ∂µe
ν

a )∂ν

= (êa[e
ν
b ]− êb[e

ν
a ])∂ν .

(5.5)

Durch Vergleich von erster und letzter Zeile sieht man, dass

c c
ab = (êa[e

ν
b ]− êb[e

ν
a ])ecν . (5.6)

5.2 Feldstärke
Im nächsten Schritt rechnen wir die Komponenten der Feldstärke bezüglich
des Vierbeins aus. Tα seien die Generatoren der Eichgruppe. Zur Erinnerung
die Definition der Feldstärke aus 4.8:

FαTα(X,Y ) = F(X,Y ) = dA(X,Y ) + [A(X),A(Y )]

= (dAα(X,Y ) + f α
βγ Aβ(X)Aγ(Y ))Tα.

(5.7)

Unter Verwendung von Formel (2.29) erhalten wir

dAα(êa, êb) = êa[A
α(êb)]− êb[A

α(êa)]−Aα([êa, êb]]

= êa[A
α
b ]− êb[A

α
a ]− c c

ab A
α
c

(5.8)

und weiter

F α
ab := Fα(êa, êb)

= êa[A
α
b ]− êb[A

α
a ]− c c

ab A
α
c + f α

βγ A β
a A γ

b︸ ︷︷ ︸
0

, (5.9)

wobei der letzte Summand verschwindet, da die Translationsgruppe eine abel-
sche Gruppe ist und folglich f α

βγ = 0.
Der entscheidende Schritt in diesem Abschnitt ist nun, wie schon in der

Einleitung angesprochen, das Eichfeld, das bis jetzt „zusätzlich“ zur Raum-
zeit existiert hat, mit der Raumzeit zu verknüpfen. Dafür verlassen wir kurz
das Faserbündel-Bild und betrachten in einem (globalen) Minkowski-Raum
folgendes exemplarische Wirkungsintergral:

S =

∫
1

2
(ηµν∂µφ∂νφ−m2φ2)d4x (5.10)

mit einem reellen Skalarfeld φ(xµ). Nun führen wir eine globale Translation
im Ortsraum,

xµ 7→ x′µ = xµ + εµ,
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durch. Es gilt

φ(xµ + εµ) = φ(xµ) + εν∂νφ(x
µ) +

1

2
ενερ∂ν∂ρφ(x

µ) + . . .

= exp(εν∂ν)φ(xµ);
(5.11)

die ∂ν erzeugen also die transferierten Felder. Wir wollen deswegen die Gene-
ratoren der Translationsgruppe Tα mit den ∂ν identifizieren.

Macht man aus der globalen Transformation eine lokale, so sind die par-
tiellen Ableitungen ∂µ mittels minimaler Substitution durch die kovarianten
Ableitungen zu ersetzen, sodass das Wirkungsintegral invariant bleibt. Das
passiert, wenn wir die Transformation

∂µ 7→ ∂a = e µ
a ∂µ

durchführen; der Integrand behält dann seine Gestalt. Wir identifizieren e µ
a ∂µ

mit der kovarianten Ableitung

δµa∂µ +A α
a Tα = (δµa +A α

a δµα)∂µ.

Damit ergibt sich
e µ
a = δµa +A α

a δµα. (5.12)

Setzt man dies nun in Gleichung (5.9) ein, führt das unter Verwendung
von (5.5) auf einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen der Feldstärke
und den c c

ab ,
F α
ab := Fα(êa, êb)

= êa[A
α
b ]− êb[A

α
a ]− c c

ab A
α
c

= êa[e
µ
b δ

α
µ ]− êb[e

µ
a δαµ ]− c c

ab A
α
c

= (êa[e
µ
b ]− êb[e

µ
a ])δαµ − c c

ab A
α
c

(5.5)
= c c

ab e
µ
c δ

α
µ − c c

ab A
α
c

= c c
ab (e

µ
c δ

α
µ −A α

c )

(5.12)
= c c

ab δ
α
c .

(5.13)

Beziehung (5.12) hat weitreichende Konsequenzen, wie sich im Folgenden
bei der Konstruktion der Lagrangedichte zeigen wird.

5.3 Lagrangedichte
Die Lagrangedichte in einer Eichfeldtheorie ist quadratisch in der Feldstärke.
Das heißt, sie enthält einen Term∑

α

F α
µν F α

ρσ gµρgνσ bzw.
∑
α

F α
ab F α

cd ηacηbd.
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Dies ist wegen der Antisymmetrie in den unteren Indizes der allgemeinste
quadratische Term.

In Gleichung (5.13) wird aber in Folge der Identifikation (5.12), welche
durch die Verwendung der Translations- als Eichgruppe ermöglicht wurde,
der „Algebraindex“ α mit dem „Raumzeitindex“ c identifiziert. Dies erlaubt
nun die Einführung weiterer quadratischer Terme, bei denen der obere Index
auch mit einem der unteren kontrahiert wird.

Betrachtet man zwei Kopien des Feldstärketensors, F α
ab und F β

cd , so sieht
man, dass es 5 · 3 · 1 = 15 Möglichkeiten gibt, durch Kontraktion von Indizes
einen Skalar zu erhalten: a kann mit fünf Indizes (b, α, c, d, β) gepaart werden.
Dann nimmt man einen noch freien Index. Es bleiben drei Möglichkeiten,
diesen mit einem anderen zu kontrahieren. Ist auch das zweite Paar festgelegt,
bleibt für das dritte nur mehr eine Wahl.

Diese 15 Möglichkeiten sollen der Reihe nach durchgegangen werden.

1. Kontrahiere a und c
liefert F α

ab F β
cd ηacηbdηαβ, F α

ab F β
cd ηacδbβδ

d
α und F α

ab F β
cd ηacδbαδ

d
β.

2. Kontrahiere a und d
Da F antisymmetrisch in c und d ist, erhält man die gleichen Terme wie
oben mit umgekehrtem Vorzeichen.

3. Kontrahiere a und β
liefert F α

ab F β
cd δaβδ

b
αη

cd = 0, F α
ab F β

cd δaβη
bcδdα = −F α

ab F β
cd ηacδbβδ

d
α (a

und b vertauscht) und F α
ab F β

cd δaβη
bdδcα = −F α

ab F β
cd ηacδbβδ

d
α (c und

d vertauscht). Wir bekommen im Vergleich zum Punkt 1 keine neuen
Terme.

4. Kontrahiere a und b
Alle Terme verschwinden wegen der Antisymmetrie.

5. Kontrahiere a und α
liefert F α

ab F β
cd δaαδ

b
βη

cd = 0, F α
ab F β

cd δaαη
bcδdβ = −F α

ab F β
cd ηacδbαδ

d
β (a

und b vertauscht) und F α
ab F β

cd δaαη
bdδcβ = −F α

ab F β
cd ηacδbαδ

d
β (c und d

vertauscht). Wieder keine neuen Terme.

Die allgemeinste quadratische Lagrangedichte ist also eine Linearkombi-
nation der in Punkt 1 angeführten Terme,

L =
√
−g F α

ab F β
cd (A1η

acηbdηαβ +A2η
acδbβδ

d
α +A3η

acδbαδ
d
β), (5.14)

mit √
−g :=

√
−det(gµν) =

√
−det(eaµebνηab) = |det(eaµ)|

und Konstanten A1, A2 und A3. Ersetzt man nun die F durch die c (siehe
Gleichung (5.13)), erhält man schlussendlich

L =
√
−g(A1cabcc

abc +A2cabcc
acb +A3c

b
ab c

ac
c). (5.15)
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Eine ortsabhängige Lorentz-Transformation des Vierbeins sollte die La-
grangedichte nicht beeinflussen. Wir führen eine infinitesimale Lorentz-Trans-
formation durch,

e µ
a 7→ (δba + ω b

a )e µ
b , (5.16)

wobei ωba = −ωab. Damit kann man c c
ab entwickeln,

c̃ c
ab = ((δda + ω d

a )êd[(δ
e
b + ω e

b )e µ
e ]− (δdb + ω d

b )êd[(δ
e
a + ω e

a )e µ
e ])×

× (δcf − ωc
f )e

f
µ

= c c
ab + (ω d

a êd[e
µ
b ] + êa[ω

e
b e

µ
e ]− ω d

b êd[e
µ

a ]− êb[ω
e

a e
µ
e ])ecµ−

− c f
ab ω

c
f +O(ω2)

= c c
ab + (ω d

a êd[e
µ
b ] + êa[ω

e
b ]e µ

e + ω e
b êa[e

µ
e ]−

− ω d
b êd[e

µ
a ]− êb[ω

e
a ]e µ

e − ω e
a êb[e

µ
e ])ecµ − c f

ab ω
c
f +O(ω2)

= c c
ab + ω d

a (êd[e
µ
b ]− êb[e

µ
d ])ecµ︸ ︷︷ ︸

c c
db

+ω d
b (êa[e

µ
d ]− êd[e

µ
a ])ecµ︸ ︷︷ ︸

c c
ad

−

− c f
ab ω

c
f + (êa[ω

e
b ]− êb[ω

e
a ]) e µ

e e
c
µ︸ ︷︷ ︸

δce

+O(ω2)

= c c
ab + ω d

a c
c

db + ω d
b c

c
ad − ωc

dc
d

ab + êa[ω
c

b ]− êb[ω
c

a ]︸ ︷︷ ︸
δc c

ab

+O(ω2).

(5.17)

Auch die Lagrangedichte (5.15) lässt sich entwickeln. Da wir eine Lorentz-
Transformation durchführen, ändert sich

√
−g nicht.

δL =
√
−g(2A1cabcδc

abc + 2A2cabcδc
acb + 2A3c

b
ab δc

ac
c) (5.18)

Beim Einsetzen von δc c
ab aus (5.17) sieht man, dass alle Terme der Form ωc

wegfallen, da z. B. (die Summenkonvention macht an dieser Stelle eine kurze
Pause, d. h. wir betrachten konkrete Indizes a, b, c,…)

c c
ab ω

adc f
de η

beηcf = −c c
ab ω

bdc f
de η

beηcf . (5.19)

Für jede Auswahl von Indizes ist also auch der negative Term in der Summe
(5.18) enthalten. Dies ist eine Konsequenz der Antisymmetrie der ωab.

In den δc c
ab überleben also nur die beiden Ableitungen von ω.

δL =
√
−g{2A1c

abc(êa[ωbc]− êb[ωac]) + 2A2c
abc(êa[ωbc]− êb[ωab])+

+ 2A3c
ab

b(êa[ ω
c

c︸︷︷︸
0

]− êc[ω
c

a ])}

=
√
−g{(4A1 − 2A2)c

abcêa[ωbc]− 2A2c
abcêc[ωab]+

+ 2A3c
ab

bêc[ω
c
a]},

(5.20)
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da c c
ab und ωab antisymmetrisch in a und b sind, d. h.

−cabcêb[ωac] = cabcêa[ωbc]

−cabbêc[ω c
a ] = cabbêc[ω

c
a].

Damit das Wirkungsfunktional invariant unter den Lorentz-Transforma-
tionen bleibt, müssen A1, A2 und A3 so gewählt werden, dass δL Null wird
oder sich zumindest als Divergenz eines Ausdrucks darstellen lässt. Wir be-
merken, dass

√
−g c b

ab êc[ω
ca] =

√
−g(êa[e µ

b ]− êb[e
µ

a ])ebµêc[ω
ca]

=
√
−g êa[e µ

b ]ebµêc[ω
ca]−

√
−g êb[e µ

a ]ebµêc[ω
ca]

=
√
−g êa[

konst.︷ ︸︸ ︷
e µ
b e

b
µ]︸ ︷︷ ︸

0

êc[ω
ca]−

√
−g e µ

b êa[e
b
µ]êc[ω

ca]−

−
√
−g ebµêb︸ ︷︷ ︸

∂µ

[e µ
a ]êc[ω

ca]

= −êa[
√
−g]êc[ωca]−

√
−g ∂µe µ

a êc[ω
ca].

(5.21)

Die letzte Gleichheit gilt wegen der (hier nicht bewiesenen) Formel2 2Dies ist ein Spezialfall
(für invertierbare
Matrixfelder) der in der
englischsprachigen
Literatur als „Jacobi’s
formula“ bekannten
Formel.

d(detA(t))
dt

= det(A(t)) tr
(
A−1(t)

dA(t)
dt

)
, (5.22)

wobei d
dt =̂ êa und A(t) =̂ ebµ.

Weiters ist wegen der Antisymmetrie von ωab

1

2
c c
ab êc[ω

ab] =
1

2
(êa[e

µ
b ]− êb[e

µ
a ])ecµêc[ω

ab]

= êa[e
µ
b ]ecµêc[ω

ab]

= êa[e
µ
b ]∂µω

ab,

(5.23)

was mit

∂µ(e
µ

a

√
−g êc[ωca]) = ∂µe

µ
a

√
−g êc[ωca] +

êa︷ ︸︸ ︷
e µ
a ∂µ

√
−g êc[ωca])+

+
√
−g e µ

a ∂µe
ν
c ∂νω

ca︸ ︷︷ ︸
−
√
−gêa[e ν

c ]∂νωac

+
√
−g e µ

a e ν
c ∂µ∂νω

ca︸ ︷︷ ︸
0

= −
√
−g
(
c b
ab êc[ω

ca] +
1

2
c c
ab êc[ω

ab]
)

(5.24)

für die Variation der Lagrangedichte (5.20) Folgendes ergibt:

δL =
√
−g{(4A1 − 2A2)c

abcêa[ωbc]− 2A2c
abcêc[ωab]}−

− 2A3∂µ(e
µ

a

√
−g êc[ωac])−A3c

c
ab êc[ω

ab]

=
√
−g{(4A1 − 2A2)c

abcêa[ωbc]− (2A2 +A3)c
abcêc[ωab]}

− ∂µ(2A3e
µ

a

√
−g êc[ωac]).

(5.25)
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Wählt man A2 = 2A1 und A3 = −2A2 = −4A1, so bleibt nur mehr der
Divergenzterm übrig und das Wirkungsintegral damit tatsächlich unverändert:
δS =

∫
δLd4x = 0.

Damit lautet die Lorentz-invariante Wirkung unserer Eichtheorie der Gra-
vitation bei der Wahl von A3 = 1

S =

∫ √
−g
(
−1

4
cabcc

abc − 1

2
cabcc

acb + c b
ab c

ac
c

)
d4x. (5.26)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass sich in der Literatur durchgängig die
Wahl A3 = −1 findet. Für unsere Zwecke macht dies keinen Unterschied,
da die mit einer Konstanten (hier −1) multiplizierte Lagrangedichte die glei-
chen Euler-Lagrange-Gleichungen liefert. Die unkonventionelle Wahl von A3

geschieht im Hinblick auf das nächste Kapitel.



6 Vergleich der Eichtheorie mit
der allgemeinen Relativitätstheorie

Im vorigen Kapitel wurde begründet, warum eine Eichfeldtheorie der Gravi-
tation die Translationsgruppe als Eichgruppe haben sollte und es wurde eine
entsprechende Theorie aufgestellt.

Jetzt stellt sich natürlich die Frage, ob und wie sich diese mit der allgemein
akzeptierten Beschreibung der Gravitation, der allgemeinen Relativitätstheo-
rie, in Beziehung setzen lässt.

In diesem Kapitel soll daher die durch die Lagrangedichte der Eichtheorie
induzierte Wirkung mit der Einstein-Hilbert-Wirkung der allgemeinen Rela-
tivitätstheorie verglichen werden. Die Einstein-Hilbert-Wirkung lautet

S =
c4

16πG

∫
R
√
−g d4x. (6.1)

G ist die Gravitationskonstante undR der Ricci-Skalar, siehe Gleichung (6.14).
Dieses Vorhaben führt zur sogenannten teleparallelen Beschreibung der

Gravitation. Der Inhalt dieses Kapitel basiert vor allem auf Resultaten aus
[Bla02], [AP04] und [Bel08].

6.1 Noch mehr Mathematik
Die in Kapitel 5 eingeführten Begriffe Rahmen (siehe 5.1) und Metrik (siehe
5.2) werden im Folgenden wichtige Rollen spielen. Zur Erinnerung: Ein Rah-
men ist eine Familie von Vektorfeldern, die in jedem Punkt eine Basis bilden.
Eine Metrik ist eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform.

Ein weiteres wichtiges Konzept ist das des Zusammenhangs1

1Dieser Zusammenhang
auf dem
Tangentialbündel sollte
nicht mit dem schon
früher erwähnten
Zusammenhang auf dem
Hauptfaserbündel
verwechselt werden. Die
beiden
Zusammenhangsbegriffe
stehen jedoch in einer
Beziehung zueinander.
Das Tangentialbündel
kann als sogenanntes
assoziiertes Bündel zum
Rahmenbündel (dem
Hauptfaserbündel mit
der Gruppe GL)
aufgefasst werden. Dann
induziert jeder
Zusammenhang auf dem
Rahmenbündel einen
Zusammenhang auf dem
Tangentialbündel. Mehr
dazu findet man z. B. in
[Nak03].

.

6.1: Affiner Zusammenhang
Eine Abbildung

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM) : (X,Y ) 7→ ∇XY

mit den Eigenschaften

1. linear im „unteren“ Argument: ∇fX+Y Z = f∇XZ +∇Y Z mit f ∈
C∞(M)

2. linear im „oberen“ Argument: ∇X(aY + Z) = a∇XY + ∇XZ mit
a ∈ R

49
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3. erfüllt die Produktregel ∇X(fY ) = X[f ]Y +f∇XY mit f ∈ C∞(M)

heißt affiner Zusammenhang auf TM .
Die „Komponenten“ eines Zusammenhangs bezüglich eines Rahmens Xi

ergeben sich aus seiner Wirkung auf die Xi,

∇iXj := ∇XiXj =: Γk
ijXk. (6.2)

Die Γ heißen Zusammenhangskoeffizienten. Wegen 6.1 Punkt 3 erhält man für
ein Vektorfeld Y = Y kXk

∇iY = (Xi[Y
k] + Y jΓk

ij)Xk. (6.3)

Zusammenhänge und Metriken sind zwei voneinander unabhängige Struk-
turen. Eine Einschränkung ergibt sich, wenn wir verlangen, dass ein Zusam-
menhang kompatibel mit einer Metrik ist.

6.2: Metrik-Kompatibilität
Sei g eine pseudo-riemannsche Metrik und ∇ ein affiner Zusammenhang.
∇ heißt kompatibel mit g oder metrisch, falls gilt:

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

Nun können wir die beiden wichtigsten mathematischen Begriffe dieses
Kapitels einführen.

6.3: Torsion
Der Torsionstensor T ist definiert als

T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ].

Beweis der Tensoreigenschaft. Seien f, g ∈ C∞(M). Dann gilt

T (fX, gY ) = ∇fX(gY )−∇gY (fX)− [fX, gY ]

= f(X[g]Y + g∇XY )− g(Y [f ]X + f∇YX)

− (fX[gY ]− gY [fX])

= fg(∇XY −∇YX − [X,Y ])

= fg T (X,Y ).

(6.4)

Offensichtlich ist T (X + Y, Z) = T (X,Z) + T (Y, Z) und T (X,Y + Z) =
T (X,Y ) + T (X,Z), also ist T linear in jedem Argument.

Insbesondere können f und g Koeffizientenfunktionen sein, woraus

T (f iXi, g
jYj) = f igj T (Xi, Yj).

folgt.
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Die Komponenten des Torsionstensor bezüglich eines Rahmens Xi lassen sich
mit Hilfe der Zusammenhangskoeffizienten ausdrücken,

T k
ij Xk := T (Xi, Xj) = (Γk

ij − Γk
ji − d k

ij )Xk, (6.5)

mit
[Xi, Xj ] =: d k

ij Xk.

6.4: Krümmung
Als Krümmungstensor R bezeichnet man

R(X,Y )Z := (∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])Z.

Beweis der Tensoreigenschaft. Der Beweis funktioniert analog zu dem für den
Torsionstensor.

R(fX, gY )(hZ) = (f∇X(g∇Y )− g∇Y (f∇X)−
−∇fX[g]Y−gY [f ]X+fg[X,Y ])(hZ)

= (f∇X(g∇Y )− g∇Y (f∇X)−
− fX[g]∇Y + gY [f ]∇X − fg∇[X,Y ])(hZ)

= fg∇X∇Y (hZ)− gf∇Y ∇X(hZ)− fg∇[X,Y ](hZ)

= fg(∇X(Y [h]Z + h∇Y Z)−∇Y (X[h]Z + h∇XZ)−
− [X,Y ][h]Z − h∇[X,Y ]Z)

= fg(X[Y [h]]Z +X[h]∇Y Z) + h∇X∇Y Z−
− Y [X[h]]Z − h∇Y ∇XZ − [X,Y ][h]Z−
− h∇[X,Y ]Z)

= fgh(∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])Z

= fgh R(X,Y )Z

(6.6)

Auch der Krümmungstensor kann bezüglich eines Rahmens Xi dargestellt
werden (man beachte dabei die Stellung der Indizes),

Rl
ijkXl := R(Xj , Xk)Xi = ∇Xj∇Xk

Xi −∇Xk
∇XjXi −∇(d m

jk Xm)Xi

= ∇Xj (Γ
l
kiXl)−∇Xk

(Γl
jiXl)− d m

jk Γl
miXl

= Xj [Γ
l
ki]Xl + Γm

kiΓ
l
jmXl −Xk[Γ

l
ji]Xl − Γm

jiΓ
l
kmXl−

− d m
jk Γl

miXl.

(6.7)

Es sei angemerkt, dass für die Koordinatenbasis Xi = ∂i der letzte Summand
sowohl in der Definition des Krümmungstensors 6.4 als auch in der letzten Zeile
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von (6.7) verschwindet und deshalb auch in der Literatur oft nicht vorkommt.
Ohne diesen Term ist R aber für einen allgemeinen, nicht-kommutierenden
Rahmen kein Tensor, wie man im obigen Beweis (6.6) sehen kann.

6.5: Levi-Civitá-Zusammenhang
Auf einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit existiert genau ein me-
trischer Zusammenhang, dessen Torsion verschwindet. Dieser heißt Levi-
Civitá-Zusammenhang und wird (in dieser Arbeit) mit ∇̂ notiert.

Beweis. Der Beweis ist sehr einfach, erfordert aber einiges an Rechenenarbeit.
Aus diesem Grund wird er hier ausgelassen. Der interessierte Leser findet ihn
zum Beispiel bei [Kü10] im Anschluss an Satz 5.16.

6.6: Weitzenböck-Zusammenhang
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Bilden die Vektorfelder Xi

einen Rahmen, dann ist der Weitzenböck-Zusammenhang ∇̃ bzgl. Xi

durch folgende Wirkung auf die Xi gegeben:

∇̃XiXj = 0 ∀i, j.

Es verschwinden also die Zusammenhangskoeffizienten Γ bezüglich der Xi. Mit
dieser Definition ist auch die Wirkung von ∇̃ für beliebige Vektorfelder X,Y
gegeben. Da die Xi eine Basis abgeben, gilt

Y = aiXi und
Z = biXi

mit passenden ai, bi ∈ C∞(M). Dann ist

∇̃Y Z = ∇̃Y (b
jXj)

= Y [bj ]Xj + aibj ∇̃XiXj︸ ︷︷ ︸
0

(6.8)

wegen der Produktregel für den Zusammenhang. Der Weitzenböck-Zusam-
menhang wirkt also wie die gewöhnliche Richtungsableitung im flachen Raum,
nämlich nur auf die Koordinaten des Vektors.

Per definitionem ist der Levi-Civitá-Zusammenhang torsionsfrei. Für den
Weitzenböck-Zusammenhang verschwindet hingegen die Krümmung. Um das
zu sehen betrachten wir die Wirkung des Tensors auf die Elemente des Rah-
mens Xi,

R̃(Xi, Xj)Xk = ∇̃Xi∇̃XjXk − ∇̃Xj∇̃XiXk − ∇̃[Xi,Xj ]Xk

= 0.
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Die ersten beiden Summanden verschwinden direkt wegen der Definition von
∇̃. Weiters ist der Kommutator zweier Vektoren wieder ein Vektor, es gilt
also [Xi, Xj ] = d k

ij Xk mit geeigneten d k
ij . Somit ist wegen der Linearität (im

„unteren“ Argument) der dritte Summand ebenfalls gleich 0.
Auch die Torsion 6.3 nimmt für den Weitzenböck-Zusammenhang eine sehr

einfache Form an,

T̃ k
ij Xk := T̃ (Xi, Xj) = −[Xi, Xj ] = −d k

ij Xk. (6.9)

Die eben eingeführten Konzepte wollen wir nun anwenden. In Kapitel 5
haben wir bereits einen speziellen Rahmen, nämlich das Vierbein êa = e µ

a ∂µ
kennen gelernt. Wir haben verlangt, dass die êa orthonormal sind und so die
Raumzeit-Mannigfaltigkeit M mit einer pseudo-riemannschen Metrik

gµν := eaµe
b
νηab (6.10)

versehen.
Seien ∇̂ der Levi-Civitá-Zusammenhang für dieses g und ∇̃ der Weitzen-

böck-Zusammenhang bezüglich der êa. Wir legen noch zwei wichtige Eigen-
schaften dar.

• Die Koeffizienten des Weitzenböck-Zusammenhangs bezüglich der Ko-
ordinatenbasis ∂µ lassen sich leicht angeben. Wir schreiben ∇̃µ := ∇̃∂µ

und ∇̃a := ∇̃êa . Es folgt

∇̃µ∂ν = ∇̃eaµêa(e
b
ν êb) =

∂µebν︷ ︸︸ ︷
eaµêa[e

b
ν ] êb + eaµe

b
ν

0︷ ︸︸ ︷
∇̃aêb

= ∂µe
b
νe

ρ
b︸ ︷︷ ︸

Γ̃ ρ
µν

∂ρ.
(6.11)

• ∇̂ ist nach Definition metrisch. Für drei Vektorfelder X,Y, Z mit

X = xaêa,

Y = yaêa und
Z = zaêa,

xa, ya, za ∈ C∞(M), gilt

g(∇̃XY, Z) + g(Y, ∇̃XZ)
(6.8)
= g(X[ya]êa, z

bêb) + g(yaêa, X[zb]êb)

= X[ya]zbηab + yaX[zb]ηab

= X[yazbηab]

= X[g(Z, Y )].

Die zweite Gleichheit folgt aus der Bilinearität der Metrik und die drit-
te, da Vektoren die Leibnitzregel erfüllen müssen. ∇̃ ist also auch ein
metrischer Zusammenhang.
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6.2 Teleparallele Gravitation
Wir wollen nun versuchen, den Krümmungstensor R̂ (des Levi-Civitá-Zusam-
menhangs) durch Größen des Weitzenböck-Zusammenhangs auszudrücken,
was uns zur schon eingangs erwähnten teleparallelen Formulierung der Gra-
vitation führen wird. Dieser etwas esoterisch anmutende Name ist eine Kon-
sequenz der Definition des Weitzenböck-Zusammenhangs. Betrachten wir im
Rn ein Vektorfeld ui, so sind die Vektoren entlang einer Kurve γ genau dann
parallel, wenn die Richtungsableitung des Feldes in Richtung der Kurve ver-
schwindet. Ist vi tangential an γ, so gilt also

vi∂iu
j = 0.

In einem nicht flachen Raum tritt an Stelle der partiellen Ableitung der Zu-
sammenhang. Man definiert als Parallelitätsbedingung

Xi∇iY = 0.

Dies führt auf eine Differentialgleichung, die im Allgemeinen nur lokal lös-
bar ist. Bezüglich des Weitzenböck-Zusammenhangs ist aber die Parallelitäts-
bedingung für Rahmenvektoren entlang ihrer Integralkurven überall erfüllt,
weswegen man von Fern- oder Teleparallelismus spricht.

Wir bezeichnen mit Γ̂c
ab die Zusammenhangskoeffizienten von ∇̂ bezüg-

lich êa (also: Γ̂c
abêc := ∇̂aêb)22Man nennt diese Γ die

Ricci-Rotationskoeffi-
zienten.

. Damit lassen sich die Komponenten von R̂
ausdrücken,

R̂d
abcêd := R̂(êb, êc)êa = ∇̂b∇̂cêa − ∇̂c∇̂bêa − ∇̂(−T̃ e

ab êe)
êa

= ∇̂b(Γ̂
d
caêd)− ∇̂c(Γ̂

d
baêd) + T̃ e

bc Γd
eaêd

= êb[Γ̂
d
ca]êd + Γ̂e

caΓ̂
d
beêd − êc[Γ̂

d
ba]êd − Γ̂e

baΓ̂
d
ceêd+

+ T̃ e
bc Γ̂d

eaêd.

(6.12)

Der Ricci-Tensor ist die Kontraktion des Krümmungstensors,

R̂ac := R̂b
abc = êb[Γ̂

b
ca] + Γ̂e

caΓ̂
b
be − êc[Γ̂

b
ba]− Γ̂e

baΓ̂
b
ce + T̃ e

bc Γ̂b
ea. (6.13)

Schließlich führt man noch den Krümmungsskalar R als

R̂ := R̂acη
ac (6.14)

ein.
Nach Gleichung (6.5), die die Komponenten des Torsionstensors für ∇̂ be-

züglich êa angibt, und wegen der Tatsache, dass die Torsion für ∇̂ verschwin-
det, gilt

Γ̂c
ab − Γ̂c

ba − c c
ab = 0 ⇒ Γ̂c

ab − Γ̂c
ba = c c

ab = −T̃ c
ab , (6.15)
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wobei die letzte Gleichheit aus Gleichung (6.9) folgt.
Beide Zusammenhänge sind metrisch, sie erfüllen also insbesondere für die

Basisvektoren êa die Beziehung aus 6.2,

êa[g(êb, êc)] = g(∇̃aêb, êc) + g(êb, ∇̃aêc) = 0 (Weitzenböck) (6.16)
êa[g(êb, êc)] = g(∇̂aêb, êc) + g(êb, ∇̂aêc) (Levi-Civitá)

= g(Γ̂d
abêd, êc) + g(êb, Γ̂

d
abêd)

= Γ̂d
abηdc + Γ̂d

acηbd. (6.17)

Da die linken Seiten von (6.16) und (6.17) mit êa[g(êb, êc)] übereinstimmen,
müssen auch die rechten Seiten gleich sein, d. h.

Γ̂d
abηdc + Γ̂d

acηbd = 0.

Mit der Definition
Γ̂abc := Γ̂d

abηcd

erhalten wir eine Antisymmetrie-Bedingung

Γ̂bac = −Γ̂cab. (6.18)

Definiert man noch
T̃abc := T̃ d

ab ηdc,

so ergibt (6.15) multipliziert mit der Minkowski-Metrik ηcd

T̃abd = Γ̂dba − Γ̂dab. (6.19)

Die Verwendung der Antisymmetrie in erstem und letztem Index aus Glei-
chung (6.18) für den ersten Summanden liefert

T̃abd = −Γ̂abd − Γ̂dab. (6.20)

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes in (6.19) erhält man

T̃bda = Γ̂adb − Γ̂abd. (6.21)

Nochmaliges zyklisches Vertauschen der Indizes und Anwendung von (6.18)
auf beide Summanden ergibt

T̃dab = Γ̂bad − Γ̂bda = −Γ̂dab + Γ̂adb. (6.22)

Durch Berechnen von 1
2 (−(6.20) − (6.21) + (6.22)) kommen wir schließlich zu

1

2
(−T̃abd − T̃bda + T̃dab ) = Γ̂abd. (6.23)
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Dies lässt sich nun in den Ausdruck für den Krümmungsskalar (6.14) einsetzen,

R̂ = R̂acη
ac =

(
êb[Γ̂dca] + Γ̂ecaΓ̂bdfη

ef − êc[Γ̂bda]− Γ̂ebaΓ̂dcfη
ef+

+ T̃ e
bc Γ̂dea

)
ηacηbd

= (êb[

−Γ̂acd︷︸︸︷
Γ̂dca ]− êc[Γ̂bda])η

acηbd︸ ︷︷ ︸
−2êc[Γ̂b

ba]η
ac

+

−Γ̂ace︷︸︸︷
Γ̂eca Γ̂bdfη

efηacηbd︸ ︷︷ ︸
−Γ̂a

aeΓ̂
b
bfη

ef

−

− Γ̂ebaΓ̂dcfη
efηacηbd + T̃ e

bc Γ̂deaη
acηbd.

(6.24)

Für die Kontraktionen Γ̂b
bc gilt

Γ̂b
bc = Γ̂abcη

ab =
1

2
(− T̃abc η

ab︸ ︷︷ ︸
0

− T̃bca︸︷︷︸
−T̃cba

ηab + T̃cab η
ab) = T̃ b

cb . (6.25)

Damit folgt

R̂ = −2êc[T̃
b

ab ]ηac − T̃ a
ea T̃ eb

b−

− 1

4
(−T̃eba − T̃bae + T̃aeb )(−T̃dcf − T̃cfd + T̃fdc )η

efηacηbd+

+
1

2
T̃ e
bc (−T̃dea − T̃ead + T̃ade )η

acηbd

= −2êc[T̃
b

ab ]ηac − T̃ a
ea T̃ eb

b−

− 1

4
(T̃eba T̃

bae︸ ︷︷ ︸
−T̃abe T̃

aeb

+ T̃eba T̃
aeb︸ ︷︷ ︸

−T̃abe T̃
aeb

−T̃eba T̃ eba + T̃bae T̃
bae︸ ︷︷ ︸

T̃eba T̃
eba

+ T̃bae T̃
aeb︸ ︷︷ ︸

−T̃abe T̃
aeb

−

− T̃bae T̃
eba︸ ︷︷ ︸

−T̃abe T̃
aeb

− T̃aeb T̃
bae︸ ︷︷ ︸

−T̃abe T̃
aeb

− T̃aeb T̃
aeb︸ ︷︷ ︸

T̃eba T̃
eba

+ T̃aeb T̃
eba︸ ︷︷ ︸

−T̃abe T̃
aeb

+2 T̃bae T̃
bea︸ ︷︷ ︸

T̃abe T̃
aeb

+

+ 2 T̃bae T̃
eab︸ ︷︷ ︸

T̃abe T̃
aeb

−2 T̃bae T̃
abe︸ ︷︷ ︸

−T̃abe T̃
abe

)

= −2êc[T̃
b

ab ]ηac − T̃ a
ea T̃ eb

b − 1

4
T̃abe T̃

abe − 1

2
T̃abe T̃

aeb.

(6.26)

Setzt man diesen Ausdruck in die Einstein-Hilbert-Wirkung (6.1) ein, so
erhält man (unter Vernachlässigung der Konstanten)

S =

∫
R̂
√
−g d4x

=

∫ √
−g(−2êc[T̃

b
ab ]ηac − T̃ a

ea T̃ eb
b − 1

4
T̃abe T̃

abe−

− 1

2
T̃abe T̃

aeb)d4x.

(6.27)
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Der erste Summand −2
√
−g êc[T̃ b

ab ]ηac kann noch umgeformt werden,
√
−g êc[T̃ b

ab ]ηac =
√
−g e µ

c ∂µT̃
b

ab η
ac

=
(
∂µ(e

µ
c

√
−g T̃ b

ab )− ∂µe
µ
c

√
−g T̃ b

ab −
− e µ

c ∂µ
√
−g T̃ b

ab

)
ηac

= ∂µ(
√
−g T̃µν

ν )− ∂µe
µ
c

√
−g T̃ b

ab η
ac−

− êc[
√
−g]T̃ b

ab η
ac.

(6.28)

Dazu erinnern wir uns an Formel (5.22) für die Ableitung von Determinanten.
Es gilt

êc[
√
−g]T̃ b

ab

(5.22)
=

√
−g e µ

d êc[e
d
µ]T̃

b
ab . (6.29)

Auch Formeln (5.6) und (6.9) seien noch einmal in Erinnerung gerufen,

−T̃ d
cd

(6.9)
= c d

cd = c e
cd δ

d
e

(5.6)
= (êc[e

µ
d ]− êd[e

µ
c ])eeµδ

d
e

= edµêc[e
µ

d ]︸ ︷︷ ︸
−e µ

d êc[edµ]

− edµêd[e
µ
c ]︸ ︷︷ ︸

∂µe
µ

c

.
(6.30)

Vergleicht man (6.29) und (6.31), so sieht man, dass

êc[
√
−g]T̃ b

ab =
√
−g(T̃ d

cd − ∂µe
µ
c )T̃ b

ab , (6.31)

was in (6.28) eingesetzt
√
−g êc[T̃ b

ab ]ηac = ∂µ(
√
−g T̃µν

ν )− ∂µe
µ
c

√
−g T̃ b

ab η
ac+

+
√
−g ∂µe µ

c T̃
b

ab η
ac −

√
−g T̃ d

ad T̃ ab
b

= ∂µ(
√
−g T̃µν

ν )−
√
−g T̃ d

ad T̃ ab
b

(6.32)

ergibt. Somit erhalten wir für die Einstein-Hilbert-Wirkung (6.27)

S =

∫
−2∂µ(

√
−g T̃µν

ν ) +
√
−g(2T̃ d

ad T̃ ab
b − T̃ a

ea T̃ eb
b−

− 1

4
T̃abe T̃

abe − 1

2
T̃abe T̃

aeb)d4x

=

∫
−2∂µ(

√
−g T̃µν

ν ) +
√
−g(T̃ d

ad T̃ ab
b − 1

4
T̃abe T̃

abe−

− 1

2
T̃abe T̃

aeb)d4x.

(6.33)

Die Lagrangedichte

Ltele :=
√
−g(1

4
T̃abe T̃

abe +
1

2
T̃abe T̃

aeb − T̃ d
ad T̃ ab

b )d4x. (6.34)
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ist die teleparallele Lagrangedichte. Sie ist, wie wir gesehen haben, äquiva-
lent zur Einstein-Hilbert-Dichte, da sich erstere von letzterer nur um einen
Divergenzterm und den Faktor −1 unterscheidet.

Stattet man die Raumzeit mit einem Weitzenböck- anstatt eines Levi-
Civitá-Zusammenhangs aus, lässt sich also die Gravitation äquivalent zur all-
gemeinen Relativitätstheorie beschreiben. Die Interpretation der Gleichungen
ist aber eine andere. Krumme Teilchenbahnen kommen in der allgemeinen
Relativitätstheorie dadurch zustande, dass keine Kraft auf die Teilchen wirkt
und diese deshalb auf den geradest möglichen Bahnen durch die gekrümmte
Raumzeit fliegen. In der teleparallelen Formulierung wirkt eine Kraft in der
krümmungsfreien (aber nicht flachen) Raumzeit. Das Ergebnis ist das gleiche.
Details dazu finden sich z. B. in [AP04].

Wendet man Identität (6.9), T̃ c
ab = −c c

ab , auf Gleichung (6.33) an, so
erhält man

S =

∫
−2∂µ(

√
−g T̃µν

ν ) +
√
−g(c d

ad c
ab

b −
1

4
cabec

abe−

− 1

2
cabec

aeb)d4x.

(6.35)

Die Dichte der Einstein-Hilbert-Wirkung unterscheidet sich also nur um
einen Divergenzterm von der Lagrangedichte (5.26) der Eichtheorie der Gra-
vition. Die Theorien sind äquivalent.

Nun sollte auch die Wahl von A3 = 1 in Gleichung (5.26) verständlich
sein.



7 Solitonen und Gravitation

Nachdem wir in den vorigen Kapiteln eine Eichtheorie der Gravitation kennen
gelernt und diskutiert haben, wollen wir in diesem Kapitel das Solitonenmo-
dell einbauen. Das geschieht in einem ersten Schritt, indem man die Lagran-
gedichte der Solitonen invariant unter Translationen macht. Dies führt zu
einer Wechselwirkung zwischen Gravitation und Solitonen. Außerdem muss in
der gesamten Lagrangedichte auch der Feldstärketerm der Gravitation, Glei-
chung (6.34), auftreten.

Ist die Lagrangedichte aufgestellt, so kann man daraus die Bewegungsglei-
chungen ableiten. Wir werden sehen, dass der Energie-Impuls-Tensor dabei
eine wichtige Rolle spielt.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung und Berechnung des Energie-
Impuls-Tensors der Gravitation wurde auf [AP04], [APV04] und [Mal94] zu-
rückgegriffen.

7.1 Lagrangedichte

Die Lagrangedichte der Solitonen im flachen Minkowski-Raum M lautet, wie
wir [BFK07, Gleichung (2)] entnehmen können,

LMsol = −αf~c
4π

(
1

4
R α

µν Rµν α + Λ(q0)

)
= −αf~c

4π

(
1

4
R α

µν R α
ρσ ηµρηνσ + Λ(q0)

)
,

(7.1)

mit [Fab01, Gleichung (22)]

R α
µν = ∂µΓ

α
ν − ∂νΓ

α
µ − εαβγΓβ

µΓ
γ
ν (7.2)

als Feldstärketensor eines Solitons. Die Γα
µ sind die Komponenten des Soli-

tonenfeldes1 1Nicht zu verwechseln
mit den Zusammen-
hangskoeffizienten Γa

bc

eines Zusammenhangs
des TM , die drei Indizes
besitzen.

, siehe [Fab01]. Über doppelt vorkommende Indizes α, β, γ ist zu
summieren.

Wie wir bereits in Abschnitt 5.2 gesehen haben, wird eine Gleichung dieser
Art invariant unter Translationen durch eine Transformation in Koordinaten
bezüglich der Vierbeinfelder êa. Analog zu Gleichung (5.9) erhalten wir für
die transformierte solitonische Feldstärke

R α
ab = êa[Γ

α
b]− êb[Γ

α
a]− c c

ab Γ
α
c − εαβγΓβ

aΓ
γ
b. (7.3)
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Diese lässt sich umformen zu

R α
ab = e µ

a ∂µ(e
ν
b Γα

ν)− e ν
b ∂ν(e

µ
a Γα

µ)− c c
ab Γ

α
c − εαβγΓβ

aΓ
γ
b

=

c c
ab Γα

c︷ ︸︸ ︷
e µ
a ∂µe

ν
b Γα

ν − e ν
b ∂νe

µ
a Γα

µ+e
ν
b e

µ
a ∂µΓ

α
ν − e µ

a e ν
b ∂νΓ

α
µ−

− c c
ab Γ

α
c − e µ

a e ν
b ε

αβγΓβ
µΓ

γ
ν

= e µ
a e ν

b R
α

µν .

(7.4)

Weiters muss im Wirkungsintegral auch das im Allgemeinen von 1 verschie-
dene Volumselement

√
−g berücksichtigt werden. Die solitonische Lagrange-

dichte ist dann

Lsol = −αf~c
4π

(
1

4
R α

µν e µ
a e ν

b R
α

ρσ e ρ
c e

σ
d ηacηbd + Λ(q0)

)√
−g

= −αf~c
4π

(
1

4
R α

µν R α
ρσ gµρgνσ + Λ(q0)

)√
−g.

(7.5)

Das ergibt für die gesamte Dichte als Summe von Solitonen- und Gravitati-
onsanteil

L = Lsol + Lgrav

= −
√
−gαf~c

4π

(
1

4
R α

µν R α
ρσ gµρgνσ + Λ(q0)

)
−

−
√
−g c4

16πG

(
1

4
T̃abc T̃

abc +
1

2
T̃abc T̃

acb − T̃ b
ab T̃

ac
c

)
.

(7.6)

7.2 Bewegungsgleichungen
Im nächsten Schritt wollen wir die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen

∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
= 0 (7.7)

bestimmen, wobei φ das Feld ist, für das die Bewegungsgleichungen ermittelt
werden sollen. In unserem Fall sind es die Komponenten des Translationsfel-
des A.

Wir schreiben zur Vereinfachung

A µ
a := A α

a δµα. (7.8)

Es müssen nun die verschiedenen Ableitungen nach A µ
a berechnet werden.

Wegen der Beziehung (5.12) zwischen dem Vierbeinfeld und dem Eichfeld,
e ρ
a = δρa +A ρ

a , erhalten wir22Da auch ∂e ν
b

∂e
ρ

a
= δab δ

ν
ρ ,

kann man genauso gut
die Vierbeinfelder als
„Freiheitsgrade“ der

Lagrangedichte ansehen.

∂e ν
b

∂A ρ
a

=
∂

∂A ρ
a

(δνb +A ν
b ) = δab δ

ν
ρ . (7.9)
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Für die Inversen ebν der Vierbeinfelder e ν
b gilt dann3 3Allgemein gilt für ein

Matrixfeld M

∂µM
−1 =

= M−1M∂µM
−1

= M−1∂µ(MM−1)−

−M−1∂µMM−1

= −M−1∂µMM−1.

∂ebν
∂A ρ

a
= ebσe

σ
c

∂ecν
∂A ρ

a
= −ebσ

∂e σ
c

∂A ρ
a
ecν = −ebσδac δσρ ecν = −eaνebρ. (7.10)

Damit lässt sich die Ableitung der Metrik gµν berechnen,

∂gµν
∂A ρ

a
=

∂

∂A ρ
a
ebµe

c
νηbc

=
∂ebµ
∂A ρ

a
ecνηbc + ebµ

∂ecν
∂A ρ

a
ηbc

= −eaµebρecνηbc − ebµe
a
νe

c
ρηbc

= −eaµgνρ − eaνgµρ,

(7.11)

und folglich auch die der inversen Metrik gµν ,

∂gµν

∂A ρ
a

= gµτgτσ
∂gσν

∂A ρ
a

= −gµτ ∂gτσ
∂A ρ

a
gσν

= gµτ (eaτgσρ + eaσgτρ)g
σν

= gµτeaτδ
ν
ρ + gσνeaσδ

µ
ρ .

(7.12)

Die Ableitung des Volumselements
√
−g = det(ebν) wird mit Formel (5.22) zu

∂
√
−g

∂A ρ
a

=
√
−g e ν

b

∂ebν
∂A ρ

a
= −

√
−g e ν

b e
a
ν︸ ︷︷ ︸

δab

ebρ = −
√
−g eaρ. (7.13)

Die T̃ d
bc enthalten sowohl Faktoren der Form A ρ

a als auch solche der Form
∂µA

ρ
a , wie man in Gleichung (5.6) erkennen kann,

−T̃ d
bc = c d

bc

(5.6)
= (êb[e

ν
c ]− êc[e

ν
b ])edν

= (e σ
b ∂σe

ν
c − e σ

c ∂σe
ν
b )edν

(5.12)
= (e σ

b ∂σA
ν
c − e σ

c ∂σA
ν
b )edν ,

(7.14)
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wobei die e ν
b wegen (5.12) von ∂µA

ρ
a unabhängig sind.

−
∂T̃ d

bc

∂A ρ
a

=
∂c d

bc

∂A ρ
a

=
∂

∂A ρ
a

(e σ
b ∂σA

ν
c − e σ

c ∂σA
ν
b )edν

=

(
∂e σ

b

∂A ρ
a
∂σA

ν
c − ∂e σ

c

∂A ρ
a
∂σA

ν
b

)
edν+

+ (e σ
b ∂σA

ν
c − e σ

c ∂σA
ν
b )

∂edν
∂A ρ

a

= (δab δ
σ
ρ∂σA

ν
c − δac δ

σ
ρ∂σA

ν
b )edν+

+ (e σ
b ∂σA

ν
c − e σ

c ∂σA
ν
b )(−eaνedρ)

= (δab ∂ρA
ν
c − δac ∂ρA

ν
b )edν − c a

bc e
d
ρ

= (δab ∂ρA
ν
c − δac ∂ρA

ν
b )edν + T̃ a

bc edρ

(7.15)

und

−
∂T̃ d

bc

∂(∂µA
ρ

a )
=

∂c d
bc

∂(∂µA
ρ

a )
= (e σ

b δ
µ
σδ

a
c δ

ν
ρ − e σ

c δ
µ
σδ

a
b δ

ν
ρ)e

d
ν

= (e µ
b δ

a
c − e µ

c δ
a
b )e

d
ρ.

(7.16)

Diese Beziehungen können nun zur Berechnung der Ableitungen der La-
grangedichte verwendet werden,

∂Lgrav
∂(∂µA

ρ
a )

= − c4

16πG

√
−g

(
1

2
T̃bcd

∂T̃ bcd

∂(∂µA
ρ

a )
+ T̃bcd

∂T̃ bdc

∂(∂µA
ρ

a )
−

−2T̃ c
bc

∂T̃ bd
d

∂(∂µA
ρ

a )

)
.

(7.17)

Für den ersten Summanden ergibt sich

1

2
T̃bcd

∂T̃ bcd

∂(∂µA
ρ

a )
= −1

2
ηbeηcfηdgT̃

g
ef (e µ

b δ
a
c − e µ

c δ
a
b )e

d
ρ

= −1

2
(T̃µa

ρ − T̃ aµ
ρ )

= −T̃µa
ρ .

(7.18)

Für den zweiten gilt

T̃bcd
∂T̃ bdc

∂(∂µA
ρ

a )
= −ηbeδcgδ

f
d T̃

g
ef (e µ

b δ
a
c − e µ

c δ
a
b )e

d
ρ

= −T̃µ a
ρ − T̃ a µ

ρ

= −T̃µ a
ρ + T̃ aµ

ρ ,

(7.19)
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und für den dritten

−2T̃ c
bc

∂T̃ bd
d

∂(∂µA
ρ

a )
= 2ηbeδcdδ

f
g T̃

g
ef (e µ

b δ
a
c − e µ

c δ
a
b )e

d
ρ

= −2(T̃ af
f δ

µ
ρ − T̃µf

f e
a
ρ).

(7.20)

Eine Vereinfachung ergibt sich, wenn man die Größe S einführt,

Sbcd :=
1

4
(T̃ bcd + T̃ dbc + T̃ dcb) +

1

2
(T̃ cg

g η
bd − T̃ dg

g η
bc). (7.21)

Das führt auf

S aµ
ρ = Sbadηbfe

f
ρe

µ
d

=
1

4
(T̃ aµ

ρ + T̃µ a
ρ + T̃µa

ρ ) +
1

2
(T̃ ag

g δ
µ
ρ − T̃µg

g e
a
ρ),

(7.22)

was genau ein Viertel der negativen Summe der drei Terme (7.18), (7.19) und
(7.20) ist. Es folgt also

∂Lgrav
∂(∂µA

ρ
a )

=
c4

16πG

√
−g 4S aµ

ρ . (7.23)

Außerdem taucht S auch in der Lagrangedichte selbst auf,

SdbcT̃bcd = SbcdT̃cdb =
1

4
(T̃ bcd + T̃ dbc + T̃ dcb)T̃cdb+

+
1

2
(T̃ cg
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=
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2
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g T̃
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g T̃

b
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= −1

4
T̃ cdbT̃cdb − 1

2
T̃ cdbT̃cbd + T̃ cg

g T̃
b

cb

=
16πG

c4
1√
−g

Lgrav.

(7.24)

Offensichtlich gilt
∂

∂A ρ
a

(SdbcT̃bcd ) = 2Sdbc∂T̃bcd
∂A ρ

a
(7.25)

und folglich

∂Lgrav
∂A ρ

a
= − c4

16πG

(−√
−g eaρ︷ ︸︸ ︷

∂
√
−g

∂A ρ
a

SdbcT̃bcd +
√
−g ∂
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a

(SdbcT̃bcd )

)
= −eaρLgrav − c4

16πG

√
−g 2Sdbc∂T̃bcd

∂A ρ
a
.

(7.26)
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Unter Verwendung der Antisymmetrie von S in den letzten beiden Indizes

Sbdc =
1

4
(T̃ bdc + T̃ cbd + T̃ dcb) +

1

2
(T̃ dg

g η
bc − T̃ cg

g η
bd)

=
1

4
(−T̃ dbc − T̃ bcd − T̃ dcb) +

1

2
(−T̃ cg

g η
bd + T̃ dg

g η
bc)

= −Sbcd

(7.27)

und Gleichung (7.15) lässt sich der Term (7.25) berechnen,

2Sdbc∂T̃bcd
∂A ρ

a
= −2S bc

d

(
(δab ∂ρA

ν
c − δac ∂ρA

ν
b )edν + T̃ a

bc edρ
)

= −2S ac
ν ∂ρA

ν
c + 2S ba

ν ∂ρA
ν
b − 2S bc

ρ T̃ a
bc

= −4S ac
ν ∂ρA

ν
c − 2S bc

ρ T̃ a
bc .

(7.28)

Somit erhalten wir als Euler-Lagrange-Gleichungen für die Gravitation alleine,
d. h. ohne Solitonen,

0 =
∂Lgrav
∂A ρ

a
− ∂µ

∂Lgrav
∂(∂µA

ρ
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= −eaρLgrav +
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ρ︸︷︷︸
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ν ∂ρA
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−g S νµ

ρ ) + ∂µe
a
ν

√
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)
.

(7.29)

Multiplizieren der Gleichung mit −e σ
a liefert

− e σ
a

(
∂Lgrav
∂A ρ

a
− ∂µ

∂Lgrav
∂(∂µA

ρ
a )

)
=

c4

4πG
∂µ(

√
−g S σµ

ρ )− t σ
ρ = 0 (7.30)

mit

t σ
ρ :=

c4

16πG

√
−g(4e σ

a ∂µe
a
νS

νµ
ρ − 4S σc

ν ∂ρA
ν
c − 2S bc

ρ T̃ σ
bc )−

− δσρLgrav.

(7.31)

Der dritte Summand in der Klammer lässt sich wegen der Antisymmetrie
von S im letzten Indexpaar, siehe Gleichung (7.27), und der Tatsache, dass
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ecµ∂τe
σ
c = ∂τδ

ν
µ − ∂τe

c
µe

σ
c = −∂τecµe σ

c , wie folgt ausdrücken:

2S bc
ρ T̃ σ

bc = 2S bc
ρ (e τ

b ∂τe
σ
c − e τ

c ∂τe
σ
b )

(7.27)
= 2(−S cb

ρ e τ
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σ
c − S bc

ρ e τ
c ∂τe

σ
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= −4S cb
ρ e τ

b ∂τe
σ
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= −4S cτ
ρ ∂τe

σ
c

= −4S µτ
ρ ecµ∂τe

σ
c

= 4S µτ
ρ ∂τe

c
µe

σ
c

(7.32)

und stimmt damit mit dem ersten Summanden überein, sodass sich beide
wegen ihres umgekehrten Vorzeichens aufheben.

Auch der zweite Summand lässt sich umformen,

4S σc
ν ∂ρA

ν
c = 4S σc

ν ∂ρe
ν
c

= 4S στ
ν ecτ∂ρe

ν
c

= −4S στ
ν ∂ρe

c
τe

ν
c

(6.11)
= −4S στ

ν Γ̃ ν
ρτ .

(7.33)

Damit ergibt sich

t σ
ρ =

c4

4πG

√
−g S στ

ν Γ̃ ν
ρτ − δσρLgrav. (7.34)

Nun müssen wir noch die Ableitungen des Solitonenteils der Lagrangedich-
te berechnen. Offensichtlich gilt

∂Lsol
∂(∂µA

ρ
a )

= 0. (7.35)

Mit Hilfe des Ausdrucks

∂(R α
µν R α

κλ gµκgνλ)

∂A ρ
a

= R α
µν R α

κλ

∂gµκ
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µ
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= 2(Raλ αR α
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ρν Raν α)

= 4Raν αR α
ρν

(7.36)
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erhalten wir für die Ableitung nach A ρ
a
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a
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)
∂
√
−g

∂A ρ
a︸ ︷︷ ︸

−
√
−geaρ

= −αf~c
4π

Raν αR α
ρν

√
−g − Lsole

a
ρ.

(7.37)

7.3 Energie-Impuls-Tensoren

Zu jeder Lagrangedichte lässt sich ein Energie-Impuls-Tensor einführen, also
eine Quantität, die invariant unter globalen Translationen ist. Dieser Tensor
besitzt die Form

T µ
ν =

∑
i

∂L(φj , ∂ρφj)
∂(∂µφi)

∂νφi − δµνL(φj , ∂ρφj), (7.38)

wobei φi die in der Lagrangedichte vorkommenden Felder sind. Dann ist T 0
0 =

∂L
∂φ̇
φ̇− L die Energiedichte. Es gilt ∂µT µ

ν = 0, da

∂µT
µ

ν =
∑
i

∂µ
∂L

∂(∂µφi)
∂νφi +

∂L
∂(∂µφi)

∂µ∂νφi − ∂νL

=
∑
i

∂L
∂φi

∂νφi +
∂L

∂(∂µφi)
∂ν(∂µφi)− ∂νL

= ∂νL − ∂νL = 0,

(7.39)

und damit ∂0T 0
0 + ∂iT

i
0 = 0, i ∈ {1, 2, 3}, was die Interpretation von T i

0

als Energieflussdichten erlaubt. T 0
i , i ∈ {1, 2, 3} können als Impulsdichten

interpretiert werden und T j
i als zugehörige Impulsflussdichten.
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Für Lgrav gilt

T σ
ρ =

∂Lgrav
∂(∂σA κ

a )
∂ρA

κ
a − δσρLgrav

=
c4

16πG

√
−g 4S aσ

κ ∂ρe
κ

a − δσρLgrav

=
c4

4πG

√
−g S νσ

κ eaν∂ρe
κ

a − δσρLgrav

=
−c4

4πG

√
−g S νσ

κ ∂ρe
a
νe

κ
a − δσρLgrav

(6.11)
=

−c4

4πG

√
−g S νσ

κ Γ̃ κ
ρν − δσρLgrav

=
c4

4πG

√
−g S σν

κ Γ̃ κ
ρν − δσρLgrav.

(7.40)

Ein Vergleich mit Gleichung (7.34) zeigt, dass

t σ
ρ = T σ

ρ . (7.41)

Den Energie-Impuls-Tensor des Solitonenanteils Lsol können wir [Fab01,
Gleichung (128)] entnehmen. Er lautet unter Berücksichtigung des Volumsele-
ments

√
−g

T σ
ρ = −αf~c

4π

√
−gRσν αR α

ρν − δσρLsol. (7.42)

Vergleicht man dieses Resultat mit Gleichung (7.37), so sieht man, dass

T σ
ρ = e σ

a

∂Lsol
∂A ρ

a
. (7.43)

Da Lgrav keine ∂σΓβ
κ-Terme und Lsol keine ∂µA ρ

a -Terme enthält, ist der
Energie-Impuls-Tensor der gesamten Lagrangedichte

T σ
ρ :=

∂L
∂(∂σA κ

a )
∂ρA

κ
a +

∂L
∂(∂σΓ

β
κ)
∂ρΓ

β
κ − δσρL = T σ

ρ + T σ
ρ . (7.44)

Nun lassen sich auch die kombinierten Bewegungsgleichungen von Solito-
nen und Gavitation mit Hilfe von Gleichungen (7.30), (7.41) und (7.43) in eine
beschauliche Form bringen,

0 = e σ
a

(
∂L
∂A ρ

a
− ∂µ

∂L
∂(∂µA

ρ
a )

)
= e σ

a

(
∂Lgrav
∂A ρ

a
− ∂µ

∂Lgrav
∂(∂µA

ρ
a )

)
+ e σ

a

∂Lsol
∂A ρ

a
− e σ

a ∂µ
∂Lsol

∂(∂µA
ρ

a )︸ ︷︷ ︸
0

(7.30)
= − c4

4πG
∂µ(

√
−gS σµ

ρ ) + T σ
ρ + e σ

a

∂Lsol
∂A ρ

a

(7.43)
= − c4

4πG
∂µ(

√
−gS σµ

ρ ) + T σ
ρ + T σ

ρ ,

(7.45)
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bzw. unter Verwendung von Gleichung (7.44)

c4

4πG
∂µ(

√
−gS σµ

ρ ) = T σ
ρ . (7.46)

S σµ
ρ kann also als Strom aufgefasst werden, der den Energie-Impuls-Ten-

sor als Quelle hat. In [AP04] wird S σµ
ρ als Superpotential bezeichnet.



8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Was bisher geschah
Bis jetzt lernten wir Methoden kennen, um die Gravitation in einer mit dem
Solitonenmodell verträglichen Art und Weise zu beschreiben. Wir haben…

… uns mit allerlei mathematischen Grundlagen herumgeschlagen, wie z. B.
Tangentialräumen auf Mannigfaltigkeiten.

… mit Hilfe des Faserbündelformalismus Eichtheorien in gekrümmten Räu-
men und bezüglich beliebiger Rahmen beschrieben.

… sowohl eine Eichfeldtheorie der Gravitation…

… als auch deren teleparallele Formulierung kennen gelernt und die Äqui-
valenz zur allgemeinen Relativitätstheorie gezeigt.

… Bewegungsgleichungen für Solitonen in einer gekrümmten Raumzeit her-
geleitet.

Was jedoch noch fehlt ist eine echte Vereinigung der beiden Theorien, also
ein Mechanismus, der sowohl die Gravitation als auch das Soliton erzeugt. Wie
ein solches gemeinsames Modell aussehen könnte, wird im folgenden Abschnitt
beschrieben.

8.2 Erweiterung des Solitonenmodells
Es sollen zwei mögliche Erweiterungen des Solitonenmodells besprochen wer-
den, mit denen es gelingen könnte, die Gravitation zu beschreiben. Da es
sich um (noch) nicht sehr weit gediehene Ideen handelt, wird auf die Beweise
einiger (bekannter) mathematischer Aussagen verzichtet.

Zuerst müssen wir noch ein letztes neues Konzept einführen.

Spin-Zusammenhang

Will man die Dirac-Gleichung

(iγµ∂µ −m)Ψ = 0 (8.1)

vom Minkowski-Raum in eine gekrümmte Raumzeit übertragen, so ist dies
wiederum mit Hilfe der Vierbeinfelder durch Ersetzen der partiellen Ableitung

∂µ → e µ
a ∂µ (8.2)

69
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möglich.
Zusätzlich verlangt man, dass die Dirac-Gleichung invariant unter (ortsab-

hängigen) Lorentz-Transformationen ist. Dies gelingt durch Einführung einer
kovarianten Ableitung

∂µ → Dµ := ∂µ +Ωµ. (8.3)

Ωµ nimmt dabei Werte in der Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe an, d. h. Ωµ =
1
2Ω

ab
µ Sab, wobei die Sab eine Darstellung der Generatoren der Lorentz-Algebra

sind, wie z. B. Sab = 1
4 [γa, γb] für Dirac-Spinoren. Ωµ bzw. Ω ab

µ nennt man
einen Spin-Zusammenhang.

Sei Λ eine ortsabhängige Lorentz-Transformation. Wir erhalten

D′
µΨ

′ = D′
µ(ΛΨ) = ∂µΛΨ+ Λ∂µΨ+Ω′

µΛΨ

= Λ(∂µ + Λ−1∂µΛ + Λ−1Ω′
µΛ︸ ︷︷ ︸

Ωµ

)Ψ = ΛDµΨ. (8.4)

Ωµ erfüllt also wenig überraschend das übliche Transformationsgesetz für einen
Zusammenhang.

Wir betrachten einen affinen Zusammenhang ∇ und seine Koeffizienten
bezüglich eines Vierbeines êa,

∇µêa = Γb
µaêb. (8.5)

Nun führen wir eine Lorentz-Transformation des Vierbeins durch, êa → ê′a :=
Λ a
b êa. Man erhält dadurch wieder eine Tetrade ê′a. Die Zusammenhangskoeffi-

zienten transformieren sich wie gewöhnlich,

Γ′c
µaê

′
c = ∇µ(Λ

a
b êa) = ∂µΛ

a
b êa + Λ a

b Γc
µaêc

= (∂µΛ
a
b (Λ−1) d

a + Λ a
b Γc

µa(Λ
−1) d

c )ê′d,
(8.6)

und erfüllen damit das gleiche Transformationsgesetz wie der Spin-Zusammen-
hang.

Lorentz-Transformationen lassen sowohl die Dirac-Gleichung als auch die
Geometrie der Raumzeit invariant. Aus diesem Grunde werden wir den Spin-
Zusammenhang mit den Koeffizienten des affinen Zusammenhangs identifizie-
ren1

1Diese Identifikation ist
überall in der Literatur

zu finden und gehört
sozusagen zum Konzept

des
Spin-Zusammenhangs.

.
Die Darstellung der Generatoren der Lorentz-Algebra, die auf Vektoren

wirkt, lautet

(Sab)
c
d := (δcaηbd − δcbηad). (8.7)
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Es gilt somit z. B.

(S01)
c
d = (δc0η1d − δc1η0d) =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 und

(S12)
c
d = (δc1η2d − δc2η1d) =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 ,

was wohlbekannt sein sollte.
Die vorher angesprochene Identifikation der Zusammenhänge ist dann

(Ωµ)
c
d = Γc

µd mit (Ωµ)
c
d := Ω ab

µ (Sab)
c
d. (8.8)

Spezielle lineare Gruppe SL(2,C)

Das Solitonenfeld wurde als Zusammenhang auf der SU(2) eingeführt, siehe
[Fab01].

Bekanntlich ist die SU(2) eine Untergruppe der SL(2,C) und die su(2) eine
Unteralgebra der zur SL(2,C) gehörenden Lie-Algebra sl(2,C). Da die Ele-
mente der SL(2,C) die Determinante 1 haben, müssen Darstellungsmatrizen
der sl(2,C) spurlos sein.

Wir betrachten eine 2 × 2-Darstellung. Dieser Raum hat als komplexer
Vektorraum wegen der Bedingung an die Spur die Dimension 2 · 2 − 1 = 3
und somit als reeller Raum die Dimension 6. An der Einheit liegen die drei
Paulimatrizen σj im Tangentialraum. Drei weitere offensichtlich linear unab-
hängige spurlose Matrizen sind iσk, womit wir eine Basis {σj , iσk} gefunden
haben2 2Es gilt also

sl(2,C) = su(2)⊕ i su(2).
Man nennt die su(2)
deshalb eine reelle Form
der sl(2,C) bzw.
umgekehrt die sl(2,C)
die Komplexifizierung
der su(2). Eine weitere
reelle Form der sl(2,C)
ist die sl(2,R).

.
Ein Versuch, die Gravitation im Solitonenmodell unterzubringen, könn-

te darauf hinauslaufen, das Solitonenfeld von der SU(2) auf die SL(2,C) zu
erweitern, etwa durch Einführung eines Zusammenhangs auf dem Raum der
iσk.

Da die SL(2,C) die doppelte Überlagerung der eigentlichen Lorentzgruppe
ist, besitzt sie auch deren Lie-Algebra. Wir können also das Solitonenfeld als
Zusammenhang auf der Lorentzgruppe auffassen und ihn als solchen mittels
Gleichung (8.8) mit den Komponenten eines affinen Zusammenhangs iden-
tifizieren. Auf diese Weise könnte eine nicht-flache Raumzeit und in Folge
Gravitation erzeugt werden.

Hier stellt sich unmittelbar die Frage: Bezüglich welches Rahmens (den wir
dann als Vierbein ansehen würden) sind diese Zusammenhangskoeffizienten
gegeben? Man müsste noch zusätzliche Annahmen treffen, denn prinzipiell
würde jeder Rahmen Xi zusammen mit der Metrik g(XiXj) := ηij einen
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metrischen Zusammenhang liefern. Die Kompatibilitätsbedingung 6.2

Xi[g(Xj , Xk)] =

0︷ ︸︸ ︷
Xi[ηjk] = g(∇iXj , Xk) + g(Xj ,∇iXk)

= Γl
ijηlk + Γl

ikηjl

(8.9)

ist wegen Gleichung (8.8) und der Definition von (Ωµ)
c
d bzw. (Sab)

c
d stets

erfüllt.
Ein Beispiel für eine solche Annahme (es handelt sich wirklich nur um ein

Beispiel, um zu illustrieren, wie eine Annahme aussehen könnte, ohne Über-
prüfung der Sinnhaftigkeit und Konsequenzen – eine solche könnte etwa im
Rahmen von weiterführenden Arbeiten passieren) wäre Folgendes: Die Zu-
sammenhangskoeffizienten gehören zum Levi-Civitá-Zusammenhang. Da die
Metrizität in jedem Fall erfüllt ist, erhalten wir als zusätzliche Bedingung nur
das Verschwinden der Torsion, also das Differentialgleichungssystem

0 = T c
ab

(6.5)
= e µ

a Γc
µb − e µ

b Γc
µa − (e µ

a ∂µe
ν
b − e µ

b ∂µe
ν

a )ecν (8.10)

für die Vierbeinfelder. Ob dieses System lösbar ist und wie es mit der Eindeu-
tigkeit der Lösungen bestellt ist, ist eine Frage, die wir hier nicht beantworten
werden.

Man sieht allerdings sofort, dass diese Annahme keinesfalls zur Fixierung
eines Vierbeins (bis auf Lorentz-Transformationen natürlich) ausreichen kann,
denn hat man ein Vierbein êa gefunden, dann löst auch 2êa die Differential-
gleichung. Induziert êa eine Metrik g, dann induziert 2êa die Metrik 4g, die
wiederum den gleichen Levi-Civitá-Zusammenhang wie g besitzt.

Translationsgruppe T

Eine Möglichkeit, ein Vierbein festzulegen, wäre die Erweiterung des Solito-
nenmodells um die Translationsgruppe T. Gelingt es, analog zum Solitonenfeld
einen Zusammenhang A auf T finden, würde uns dieser wie in Abschnitt 5.2
ein Vierbeinfeld

e µ
a = δµa +A µ

a (8.11)

liefern. Dieses wiederum induziert eine Metrik und somit eine nicht-flache
Raumzeit.

Bei diesem Ansatz besteht die offensichtliche Schwierigkeit in der Einfüh-
rung eines passenden Translationsfeldes.
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