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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit der Zerlegungsgleichheit von Polytopen.
Ein Polytop ist, grob gesagt, ein Koérper im R", dessen Seiten alle flach sind. Insbe-
sondere konvexe Polytope, also solche, fiir die zu je zwei enthaltenen Punkten auch
deren Verbindungsstrecke enthalten ist, spielen eine wichtige Rolle in der diskreten
Geometrie.

Um das Problem der Zerlegungsgleichheit ein wenig zu veranschaulichen, betrach-
ten wir ein kleines Beispiel. Man stelle sich ein dreieckiges Stiick Papier vor. Nimmt
man nun eine Schere zur Hand und schneidet das Dreieck zuerst entlang einer (ent-
haltenen) Hohe und dann quer dazu auf der halben Hohe einmal durch, so kann man
die entstandenen Papierstiicke leicht neu arrangieren, sodass ein Rechteck entsteht.
Versucht man nun aber, eine regelméflige dreiseitige Pyramide so zu zerlegen, dass
die entstandenen Teile durch Neuordnung einen Quader bilden, so wird man tber-
rascht feststellen, dass dies nicht gelingen will. Dieses Resultat geht auf Max Dehn
[3] zurtick, der damit das dritte Problem auf David Hilberts berithmter Liste [10]
mathematischer Probleme I6ste.

Es dréngt sich nun die Frage auf, wie iiberpriift werden kann, ob zwei Polytope
zerlegungsgleich sind.

Bevor diese Frage beantwortet werden kann, bendtigen wir einige grundlegende
Definitionen und Aussagen, die im ersten Kapitel angegeben werden.

Offensichtlich haben das Dreieck und das Rechteck aus obigem Beispiel den selben
Flécheninhalt, dies ist also eine notwendige Bedingung fiir Zerlegungsgleichheit. In
Kapitel 2 werden wir mit dem Satz 2.3 von Bolyai-Gerwien zeigen, dass dies im
zweidimensionalen Fall tatséchlich auch hinreichend ist, wobei bei der Neuanordnung
der Teilstiicke beliebige Bewegungen erlaubt sind. Schriankt man sich allerdings auf
Translationen ein, dann ist die Flachengleichheit alleine nicht mehr ausreichend,
wie Satz 2.6 zeigt. Weiters werden wir noch die minimale Gruppe von Bewegungen
bestimmen, fiir die Zerlegungsgleichheit noch dquivalent zur Flachengleichheit ist.

Im darauf folgenden Kapitel werden wir uns mit Zerlegungsgleichheit im allge-
meinen Raum R™ beschéaftigen. Dabei werden wir zuerst den wichtigen Satz 3.3
beweisen, der besagt, dass zwei ergdnzungsgleiche Polytope bereits zerlegungsgleich
sein missen. Erstmals wurde dies von Hugo Hadwiger [5] bewiesen. Danach wer-
den wir mit Satz 3.12 ein allgemeines Kriterium fiir Zerlegungsgleichheit angeben,
das ebenfalls auf Hugo Hadwiger [7] zuriickgeht. Allerdings ist dies tatséchlich nur
ein rein formales Resultat, fiir zwei Polytope lésst sich damit in der Praxis nicht
entscheiden, ob sie zerlegungsgleich sind oder nicht.

In der oben bereits erwahnten Arbeit [3] stellte Max Dehn notwendige Bedingun-
gen zur Zerlegungsgleichheit im R? auf, die fiir eine regelmiBige dreiseitige Pyramide
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und einen Quader immer verletzt sind. Jean-Pierre Sydler zeigte in [15], dass diese
Bedingungen bereits hinreichend sind. Drei Jahre spéter veroffentlichte Borge Jes-
sen [11] eine leicht verallgemeinerte Version dieses Resultats, welche hier in Kapitel
4 mit Satz 4.8 vorgestellt wird. Mit Hilfe dieser Bedingungen kann man nun die
Zerlegungsgleichheit zweier Polytope im R? rechnerisch nachpriifen.

In Kapitel 5 prasentieren wir schlieflich mit dem Satz 5.6 von Jessen eine Charak-
terisierung fiir die Zerlegungsgleichheit im R*. Diese dort angegebenen Bedingungen
sind in gewisser Weise analog zu jenen im Satz 4.7 von Dehn-Sydler, was eine Vermu-
tung von Hugo Hadwiger [6] im vierdimensionalen Fall bestétigt. Gezeigt wurde dies
erstmals von Bgrge Jessen in [12]. Auch mit diesen Bedingungen léasst sich explizit
nachpriifen, ob zwei Polytope zerlegungsgleich sind.

Fiir hohere Dimensionen sind bisher keine solchen Charakterisierungen bekannt,
auch wenn die Vermutung in [6] fiir beliebige Dimensionen ausgesprochen wurde.



1 Grundlagen

In diesem Kapitel sammeln wir einige grundlegende Definitionen und Aussagen, die
wir in den nachfolgenden Kapiteln bendtigen. Die verwendeten Begriffsbildungen
richten sich nach [2] bzw. [7], wo auch weiterfithrende Informationen gefunden werden
koénnen.

1.1 Polytope und Zerlegungen

Ein konvexes Polytop P ist die konvexe Hiille endlich vieler Punkte a1, ao,...,a; im
R", das heif3t

P = conv(ay,...,a)
t t
:{Z)\iai : )\Z-ZOund Z)\izl}.
i=1 i=1

Die Menge aller konvexen Polytope im R™ bezeichnen wir mit P". Die Dimension
eines konvexen Polytopes ist definiert als die Dimension jenes affinen Unterraums
aff(P), der von P aufgespannt wird. Die Menge aller volldimensionalen konvexen
Polytope bezeichnen wir mit P'. Ist P ein konvexes Polytop und H eine Hyperebene
im R", sodass P ganz auf einer Seite von H liegt und P N H nicht leer ist, dann
ist P N H eine Seite von P. Zusétzlich dazu sind auch die leere Menge und ganz P
Seiten von P. Jede Seite eines konvexen Polytopes ist auch ein konvexes Polytop.
Dabei heifit eine nulldimensonale Seite Ecke, eine eindimensionale Seite Kante und
eine (n— 1)-dimensionale Seite Facette von P. Die Menge der i-dimensionalen Seiten
von P bezeichnen wir mit F*(P). Ein m-dimensionales konvexes Polytop mit genau
m + 1 Ecken heifit Simplex. Jede i-dimensionale Seite eines Simplex ist selbst ein
i-dimesionales Simplex.

Ein Polytop ist eine endliche Vereinigung von konvexen Polytopen. Fiir die Menge
aller Polytope im R"™ schreiben wir daher |JP™ und fiir die Menge aller Polytope,
die sich durch endliche Vereinigung von ausschlielich volldimensionalen konvexen
Polytopen ergeben, schreiben wir (J P}

Polytope Py, ..., P, € UP" heiflen Zerlegung des Polytopes P € |JP™, falls

P=PUPU...UFP

und dim(P; N P;) < n fiir ¢ # j gilt. Wir schreiben dann P = P; U ... J Pj. Ist
P e |JP} ein beliebiges Polytop mit

P=PU...UP;
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und Py, ..., Py € P', dann konnen wir P entlang jeder Hyperebene, die eine Facette
eines P; enthilt, zerschneiden. Auf diese Weise erhalten wir eine Zerlegung von P in
konvexe Polytope.

1.1 Satz. Jedes Polytop in |J P} besitzt eine Zerlegung in endlich viele Simplizes.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir konvexe Polytope zu zeigen, da wir jedes Polytop
in (P in solche zerlegen konnen. Sei also P € P]'. Fiir n = 1 ist jedes konvexe
Polytop ein Simplex, besitzt also eine triviale Zerlegung in Simplizes. Sei also n > 1
und angenommen, jedes konvexe Polytop mit Dimension kleiner als n besitze eine
Simplizialzerlegung. Ist v ein beliebiger innerer Punkt von P, so gilt sicher

P = U conv(v, F').
FeFn=1(P)

Nach Induktionsvoraussetzung lasst sich jede Facette von P in (n — 1)-dimensionale
Simplizes zerlegen. Die konvexe Hiille eines solchen Simplex mit v bildet dann ein
n-dimensionales Simplex und damit ist eine Zerlegung von P in Simplizes gefunden.

O]

Eine Abbildung ¢ von P} (oder |JP}') in eine abelsche Gruppe (A4, +) heiit einfach
additiv, falls fiir alle P,Q € P} mit PUQ € P} (oder P,Q € |JP}), die disjunktes
Inneres haben,

P(PUQ) =¢(P)+¢(Q)

gilt. Wir nennen ¢ additiv, falls fur alle Py, ..., P, € P} mit P,U...UPy, € P2 (oder
Py,...,P, € UP)), die paarweise disjunktes Inneres haben, die Gleichung

O(PLU...UP) =@(P)+...+p(P)
gilt.

1.2 Satz. Sei ¢ eine auf P} definierte einfach additive Abbildung. Dann ldisst sich
¢ als einfach additive Abbildung auf die Menge aller Polytope \JP]' eindeutig fort-
setzen.

Beweis. Wir werden zuerst zeigen, dass die Abbildung ¢ auf P} bereits additiv ist,
das also fiir P, P, ..., P, € P} mit

P=PU...UP

gilt

Fir k = 2 ist dies nichts anderes als die einfache Additivitdt. Sei also k£ > 2 und
angenommen, die Behauptung gelte bereits fiir alle Zerlegungen in weniger als k
Teile. Wir betrachten eine Facette F' eines Teilstiicks, die innere Punkte von P
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enthélt. Dann teilt die Hyperebene H := aff(F) das Polytop P in zwei Teile P’ und
P”, die wiederum die Zerlegungen

PP=PnPYU...u(P.nP)
und
P'=(PnPYY...u(P,nP")

haben. In diesen Darstellungen gibt es aber sicher jeweils zumindest einen Anteil, der
nicht volldimensional oder sogar leer ist. Daher gilt nach Induktionsvoraussetzung

k k

@(P)=¢(P)+o(P") =) (p(PiNP)+oPnP")=> ¢P).
i=1 i=1

Betrachten wir nun ein beliebiges Polytop P € |JP'. Es lasst sich in konvexe Poly-
tope Py, ..., P zerlegen und wir wahlen

k
p(P) =) ¢(P)
i=1
Um zu zeigen, dass diese Fortsetzung wohldefiniert ist, sei Q1,...,Q; eine weitere

Zerlegung von P in konvexe Polytope. Definieren wir R;; = P; N Q; fir alle ¢ =
.,kund 5 =1,...,[, dann gilt

P,=R;71Y...UR;; und Qj:leU...URkj

und nach Obigem

k k1 l l
DoeP) =) ¢By) =) > ¢(Ri) =) »(Q))
i=1 i=1j=1 j=1i=1 j=1
Die so definierte Fortsetzung ist offensichtlich additiv. O

In diesem Beweis haben wir insbesondere gezeigt, dass jede einfach additive Ab-
bildung bereits additiv ist. Wir konnen ein auf | J P} definiertes additives ¢ auf ganz
UP" fortsetzen, indem wir zuerst ¢ = 0 auf P™ \ P} setzen und dann dhnlich wie
in obigem Beweis vorgehen. Klarerweise gilt dann sogar fir P, ..., P, € JP", die
paarweise disjunktes Inneres haben,

Wir werden im Folgenden immer stillschweigend davon ausgehen, dass wir so fort-
gesetzt haben.

Wir bezeichnen mit F(n) jene Untergruppe von {f: R™ — R™ | f bijektiv}, die
von allen Translationen und allen orthogonalen linearen Abbildungen erzeugt wird,
die Gruppe aller Bewegungen.
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Wichtige Untergruppen von E(n) sind beispielsweise die Gruppe T'(n) aller Trans-
lationen, die Gruppe E*(n) aller orientierungserhaltenden Bewegungen, sie wird er-
zeugt von T'(n) und allen orthogonalen linearen Abbildungen mit Determinante +1,
oder die von T'(n) und der Spiegelung am Ursprung erzeugte Untergruppe S(n). Es
gilt

T(n) € ET(n) C E(n).
Fiir gerades n gilt auBerdem S(n) C E*(n). Wenn klar ist, in welchem Raum wir
gerade arbeiten, werden wir die Dimension in der Notation weglassen. Falls nicht
explizit anders erwahnt, werden wir im Folgenden annehmen, dass die betrachteten
Bewegungsgruppen immer die Gruppe der Translationen enthalten.

Sei G eine Gruppe von Bewegungen. Zwei Polytope P,QQ € |UP]' heiflen G-
kongruent, i.Z. P =g @, falls es eine Bewegung g € G gibt, sodass P = ¢(Q)
gilt. Ist G die Gruppe E(n) aller Bewegungen im R", so sagen wir kurz, P ist kon-
gruent zu @ und schreiben P = Q. Die Polytope P und Q) heiflen G-zerlequngsgleich,
i.Z. P ~g Q, falls es Zerlegungen

P=PU..UP, Q=Q1V...UQ

mit P; Z¢ @, fur alle ¢ = 1,...,k, gilt. Ist G ganz E(n), dann sagen wir wieder
kurz P ist zerlegungsgleich zu @ und schreiben P ~ Q.
Offensichtlich gilt fiir zwei Gruppen H C G von Bewegungen immer

P~y Q= P~cgQ.

Die Relation ~¢ ist fiir jede Gruppe G von Bewegungen eine Aquivalenzrelati-
on. Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich, zu zeigen bleibt daher nur die
Transitivitdt. Seien also P, @, R Polytope mit P ~g @ und Q) ~g R. Dann gibt es
Zerlegungen

P=PU...UPF, Q:Qluu'qu
Q=QiY...uQ], R=R1U...UR

und Bewegungen g¢1,..., gk, h1,...,h € G, sodass
P; = gi(Qi) und Q= hj(Ry)
firallei=1,...,kund j =1,...,1 gilt. Wir definieren
Pij=g7"(QiNQ)) wnd Rij=hi(QiNQ}),
und erhalten die Zerlegungen

P:leU...UPLZUpg,lU...UpgylU...UP]CJU...UP]CJ
R:ﬁLlU...L‘JRL[URQJU...Uﬁ27lu...uﬁk’1U...URkJ,
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wobei fiir f; j := hj o g; € G die Gleichheit
fii(Pig) = hi(Qin Q) = Ry

gilt. Damit ist P ~g R gezeigt.

Fiir eine Gruppe G von Bewegungen heifit eine auf (einer unter G abgeschlossenen
Teilmenge von) P! definierte Abbildung ¢ G-invariant, falls fiir jedes P € |J P}
und jede Bewegung g € G

gilt.

1.3 Satz. Sei G eine Gruppe von Bewegungen und ¢ eine auf|J Py definierte einfach
additive G-invariante Abbildung. Dann gilt fir P,Q € |J Py

P~ Q= o(P)=p(Q).

Beweis. Es gibt Zerlegungen P = P ... U P, Q = Q1 U...UQ und Bewegungen
g1,---,9k € G, sodass P; = ¢;(Q;) fir i = 1,..., k. Daher ist

P(P)=p(PLU...UF)
(P) + ...+ ¢(P)
(91(Q1)) + ... + ¢ (9x(Qk))

Fiir k£ € N bezeichnet & - P ein Polytop der Form
k-P=t1(P)U...Ut(P)

wobei die t; € T so gewahlt sind, dass alle ¢;(P), i = 1,...,k, paarweise disjunk-
tes Inneres haben. Klarerweise sind alle so definierten Polytope T-zerlegungsgleich,
und daher werden die Translationen ¢; im Folgenden nicht explizit angegeben. Wir
schreiben dann kurz

k-P=PU...UP.

Fir k,l € N definieren wir

Q:%-P@)l-@:k-P.

Dies ist nicht zu verwechseln mit der folgenden Definition. Fiir ein Polytop P und
ein A > 0 bezeichnet
AP ={)\z |z € P}

die Dilatation um den Faktor A.
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1.2 Zylinderklassen

Die Minkowskische Addition zweier Polytope P und @ ist gegeben durch

P+Q={p+q:pePNqecQ}.

Diese Operation ist assoziativ und kommutativ, auflerdem gelten die folgenden Dis-
tributivgesetze

(PUQ)+R=(P+R)J(Q+R)
AP +Q = \(P + Q).

Die Menge aller Polytope ist unter der Minkowskischen Addition abgeschlossen.
Ein m-dimensionales Polytop P, das eine Darstellung der Form

mit P; € P, sodass YK n; = m und @F_| aff(P;) = R™ gilt, besitzt, nennen
wir einen k-stufigen Zylinder. Klarerweise ist so ein Polytop immer konvex. Da je-
des konvexe Polytop ein einstufiger Zylinder ist, bezeichnen wir nur jene als echte
Zylinder, die zumindest zweistufig sind. Einen n-stufigen Zylinder nennen wir auch
Parallelepiped. Man beachte, dass fiir [ < k ein k-stufiger Zylinder immer auch ein
l-stufiger Zylinder ist. Ein k-stufiges Zylinderpolytop ist nun ein Polytop P € U P},
welches sich in endlich viele k-stufige Zylinder zerlegen léasst. Die Menge aller Polyto-
pe im R”, die translativ zerlegungsgleich zu einem k-stufigen Zylinderpolytop sind,
nennen wir die k-te Zylinderklasse und bezeichnen sie mit Z;'. Das leere Polytop ist
in jeder Zylinderklasse enthalten.
Man beachte, dass (n — 1)-stufige Zylinder Z immer die Form

A+Il++]—n72

haben, wobei A ein zweidimensionales Polytop und alle [}, Liniensegmente sind. Wir
werden in Kapitel 2 den Satz 2.3 von Bolyai-Gerwien zeigen, der besagt, dass im R?
zwei Polytope genau dann zerlegungsgleich sind, wenn sie die selbe Flache haben.
Daher ist das Polytop A zerlegungsgleich zu jedem Parallelogramm J; + Js, das den
selben Fliacheninhalt hat. Also ist Z zerlegungsgleich zu einem n-stufigen Zylinder

Ji+L+L+.. + 1,0

Insgesamt haben wir also das folgende Lemma erhalten.

1.4 Lemma. Sei Z € Z' . Dann ist Z zerlequngsgleich zu einem Z' € Z.
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1.3 Tensorprodukte

Sei K ein Korper und seien V', W Vektorrdume iiber K. Wir betrachten den von
V x W frei erzeugten Vektorraum aller formalen Linearkombinationen

F = {Zai(vi,wi) |meN, a; € K, (vj,w;) €V x W}
i=1

Sei U C F der von den Elementen der Form

(v1 + vz, w) = (v1,w) — (v2,w),
(v, w1 +w2) — (v,wr) — (v, we),

a(v,w) — (av,w) und a(v,w)— (v, 0w)

erzeugte Unterraum von F'. Das Tensorprodukt V @& W ist dann der Vektorraum
F/U. Fiir die Klasse von (v, w) € V x W schreiben wir v @ w. Ist {b;} eine Basis von
V und {¢;} eine Basis von W, so ldsst sich leicht zeigen, dass {b; ® ¢;} eine Basis
von V ® W ist.



2 Zerlegungsgleichheit im R?

2.1 Der Satz von Bolyai-Gerwien

Wir haben in Satz 1.3 gesehen, dass zwei zerlegungsgleiche Polytope im R? immer
den selben Fliacheninhalt haben miissen. Nun stellt sich die Frage, ob zwei Polytope
mit dem selben Flicheninhalt auch immer zerlegungsgleich sein miissen. Bereits
im 19. Jahrhundert zeigten der ungarische Mathematiker Wolfgang Bolyai und der
deutsche Leutnant Paul Gerwien [4] unabhéngig voneinander, dass diese Frage mit
»Ja” beantwortet werden kann. In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Beweis
dieser Aussage beschéftigen, so wie er in Vladimir Boltjanskis Buch [2] présentiert
wird.

2.1 Lemma. Jedes Dreieck ist zerleqgungsgleich zu einem Rechteck.

Beweis. Sei A ein Dreieck mit den Eckpunkten a, b und ¢, wobei ab die ldngste Seite
des Dreiecks bezeichnen soll. Nun zeichnet man die Hohe zum Eckpunkt ¢ ein, vgl.
Abbildung 2.1. Die Wahl der Seite ab gewéhrleistet, dass der Punkt d tatsédchlich im

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

a d b
Abbildung 2.1: Zerlegungsgleichheit eines Dreiecks zu einem Rechteck

Inneren von ab liegt. Zeichnet man nun eine zu der Strecke ab parallele Linie durch
den Mittelpunkt der Hohe ein, so wird A in das Trapez T und die zwei Dreiecke
A und B zerlegt. Diese Dreiecke sind aber kongruent zu den Dreiecken A’ und B’,
welche gemeinsam mit 7" ein Rechteck bilden. Also ist A zerlegungsgleich zu einem
Rechteck. O

2.2 Lemma. Haben zwei Rechtecke den selben Flicheninhalt, so sind sie zerlequngs-
gleich. Klarerweise gilt dies dann auch fir endliche Vereinigungen von Rechtecken.

Beweis. Seien R; und Ry zwei Rechtecke mit gleichem Flacheninhalt. Wir legen sie
so iibereinander, dass sie einen gemeinsamen rechten Winkel haben, vgl. Abbildung
2.2. Dabei habe R; die Eckpunkte a, b, ¢ und d und Rs die Eckpunkte a, e, f und
g. Weiters bezeichnen [y, hy, I3 und hs die Seitenldngen der Rechtecke. Dann gilt

10
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l1hy = lshs, also auch 1—12 = 1—21 und ,f;jfl = l—"’l Das bedeutet, dass die Strecken de,
bg und cf parallel sind.

Wir unterscheiden zwei Félle. Im ersten Fall gilt 2l > [y, sieche Abbildung 2.2(a).
Das bedeutet, dass die Strecke bg jenes Rechteck, das sich als Schnittmenge von
R; und Ry ergibt, schneidet. Damit sind R; und Ry zerlegungsgleich, denn jedes
lasst sich zusammensetzen aus dem Fiinfeck mit den Ecken a, e, m, n und d, einem
der kongruenten Dreiecke A’ oder A” und einem der kongruenten Dreiecke mit den

Eckpunkten b, ¢ und m bzw. f, g und n. Im zweiten Fall ist 2I5 < [y, vgl. Abbildung

f f
9 = 9 —
[ AT m A ]
d = — - C
w] T DR .
AN hi I
| da, ——
e e
f I { f 1 {
! lo { 1 —

Abbildung 2.2

2.2(b). Bezeichne k die kleinste nattirliche Zahl, fir welche 2kly > [; gilt. Dann
zerlegen wir das Rechteck Ry in k gleich grofie Teile, indem wir es k—1 mal horizontal
zerschneiden. Legt man diese Teile nun nebeneinander, so erhdlt man ein Rechteck

R!, mit Lange kla, welches klarerweise zu Ry zerlegungsgleich ist. Nach dem ersten
Fall ist R, ~ Ry, also auch Ry ~ R;. d

2.3 Satz (Bolyai-Gerwien). Haben zwei Polytope im R? den gleichen Fldcheninhalt,
so sind sie bereits zerleqgungsgleich.

Beweis. Seien P,(Q C R? Polytope mit gleichem Flicheninhalt. Jedes Polytop lisst
sich in endlich viele Dreiecke zerlegen, es gibt also Dreiecke T1,...,7T, mit P ~
Ty U ... UT,. Nach Lemma 2.1 ist jedes T; zerlegungsgleich zu einem Rechteck
R;, daher gilt P ~ R1 U... U R,. Wegen Lemma 2.2 kann man die Rechtecke so
wahlen, dass alle eine gemeinsame Seitenldnge haben. Legt man die R; an dieser Seite
aneinander, erhdlt man ein Rechteck R, welches zu P zerlegungsgleich ist. Genauso
erhilt man ein Rechteck R, welches zu @ zerlegungsgleich ist. Nun haben R und
R’ den selben Fliacheninhalt und sind daher nach Lemma 2.2 zerlegungsgleich. Also
gilt P~ R~ R ~ @ und damit P ~ Q. O

2.2 Zerlegungsgleichheit beziiglich spezieller Untergruppen
der Bewegungsgruppe

In Satz 2.3 haben wir Zerlegungsgleichheit beziiglich E' betrachtet. Nun stellt sich
die Frage, ob sich dieser Satz verschérfen ldsst, indem man kleinere Gruppen von
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Bewegungen betrachtet. Wir werden sehen, dass fiir die Gruppe aller Translationen
T diese Aussage nicht mehr stimmt und weiters die minimale Gruppe G bestimmen,
fiir die G-Zerlegungsgleichheit noch dquivalent zur Flachengleichheit ist. Wir stiitzen
uns dabei auf Resultate aus [8] und [2].

2.4 Lemma. Haben zwei Rechtecke den selben Flicheninhalt, so sind sie translativ
zerlequngsgleich. Klarerweise gilt dies dann auch fiir endliche Vereinigungen von
Rechtecken.

Um dies zu beweisen konnen wir vorgehen wie bei Lemma 2.2, wobei dort ganz
zu Beginn die Rechtecke so iibereinander gelegt werden, dass sie einen gemeinsamen
rechten Winkel haben. Ansonsten werden ausschliefilich Translationen verwendet.
Das folgende Lemma zeigt, dass in diesem ersten Schritt Rotationen vermieden wer-
den koénnen.

2.5 Lemma. Sei R ein Rechteck und H eine Gerade. Dann gibt es ein Rechteck R,
welches eine zu H parallele Seite besitzt und T-zerlequngsgleich zu R ist.

Beweis. Wir zeichnen durch einen Eckpunkt von R eine zu H parallele Gerade ein.
Diese teilt R in zwei Teile, wobei eines davon ein Dreieck ist, vgl. Abbildung 2.3.
Verschiebt man dieses Dreieck an das gegeniiberliegende Ende des Rechtecks, so

Abbildung 2.3

erhdlt man ein Parallelogramm, welches eine zu H parallele Seite hat. Wir zeichnen
die Hohe zwischen einem stumpfen Winkel und einer zu H parallelen Seite ein.
Liegt diese Hohe ganz innerhalb des Parallelogramms, schneidet man entlang dieser
und verschiebt das erhaltene Dreieck so, dass ein Rechteck entsteht, vgl. Abbildung
2.4. Dieses Rechteck hat eine zu H parallele Seite. Liegt die Hohe aber nicht ganz

Abbildung 2.4

innerhalb des Parallelogramms, muss dieses zuerst mit zu H parallelen Geraden in
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ausreichend viele gleich grofie Teile zerschnitten werden. Diese verschiebt man dann,
sodass ein neues Parallelogramm entsteht, in welchem nun die Héhe ganz enthalten
ist, siehe Abbildung 2.5. O

Abbildung 2.5

Oben wurde bereits erwahnt, dass Flachengleichheit kein hinreichendes Kriteri-
um fiir T-Zerlegungsgleichheit ist. Wir suchen also notewendige und hinreichende
Bedingungen fir die translative Zerlegungsgleichheit. Zu diesem Zweck suchen wir
nun einfach additive, T-invariante Funktionale ;: |JP? — R, i € I, sodass fiir zwei
Polytope P,Q € JP? aus

vola(P) = vola(Q) und ¢;(P) = ¢i(Q), fir allei € I,

schliefllich auch die T-Zerlegungsgleichheit von P und @ folgt.

Gegeben sei eine orientierte Gerade p. Weiters sei P € P2 ein konvexes Polytop
und FE eine Kante von P. Ist E parallel zu p und liegt P auf der linken Seite von
der von E aufgespannten Geraden pg, versehen mit der selben Orientierung wie p,
so ordnen wir der Kante E den Koeffizienten ¢,(E, P) = 1 zu. Liegt P aber auf der
rechten Seite von pg, setzen wir e,(E, P) = —1. Falls E nicht parallel zu p liegt, sei
ep(E, P) = 0. Die Abbildung J,: P2 — R definieren wir durch

Jp(P)= Y &(E,P)L(E),
EeF1(P)

wobei L(E) die Lange der Kante E bezeichnet. Wir wollen zeigen, dass diese Abbil-
dung T-invariant und einfach additiv ist. Sei H eine Gerade, die das Polytop P in
P, und P, zerschneidet. Zu zeigen ist, dass

Ip(P) = Jp(P1) + Jp(P2)

gilt. Wir miissen nur solche Kanten untersuchen, die parallel zu p liegen, da alle
anderen keinen Betrag zu Jp,(P) liefern. Fiir so eine Kante E von P gibt es nun zwei
Moglichkeiten. Entweder sie ist auch eine Kante von einem der Polytope P; oder
P, oder sie wird von H in zwei Teile F1, Fy geteilt. Im ersten Fall liegt auch P,
bzw. P, auf der selben Seite von pg wie P, daher muss €,(E, P) = ¢,(E, P1) bzw.
ep(E, P) = €p(E, P2) gelten. Im zweiten Fall liegen beide Polytope Py und P auf
der selben Seite von pp wie P und daher sind alle Koeffizienten gleich. Auflerdem
addieren sich die Léngen der beiden Stiicke £} und Fs zu L(F) auf. In diesen beiden
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Féllen treten also in der Gleichung insgesamt die selben Werte auf. Falls H parallel
zu p liegt, liefert eine weitere Kante F, die jedoch keine Kante von P ist, Beitrige
fur Jp(P1) und J,(P>) und zwar jene, die durch das Zerschneiden von P entsteht.
Die Polytope Py, P, liegen auf verschiedenen Seiten von pg, daher gilt in diesem Fall
ep(E, P1) = —g,(E, P). Insgesamt liefert E also keinen Beitrag. Damit ist J, auf
P2 einfach additiv. Da fiir jede Translation t € T' klarerweise E parallel zu t(E) ist
und die Orientierung unverandert bleibt, ist J, eine T-invariante einfach additive
Abbildung.

Nach Satz 1.2 lisst sich J, einfach additiv auf ganz |JP? fortsetzen. Die T-
Invarianz bleibt dabei erhalten. Gemeinsam mit Satz 1.3 erhalten wir also

J(P) = J,(Q) fir P~rQ. (2.1)

Jetzt lasst sich auch sehr schnell ein Beipiel finden, welches zeigt, dass aus der
Fléchengleichheit zweier Polytope die T-Zerlegungsgleichheit noch nicht folgen muss.
Ist D ein Dreieck, p eine orientierte Gerade, die parallel zu einer der Kanten von D
ist und R ein Rechteck mit dem selben Fldcheninhalt wie D, dann ist klarerweise
Jp(D) # 0 = J,(R). Nach Gleichung (2.1) kénnen daher Dreiecke und Rechtecke
niemals T-zerlegungsgleich sein.

2.6 Satz. Zwei Polytope im R? sind genau dann T-zerlequngsgleich, wenn sie den
selben Flicheninhalt haben und J,(P) = J,(Q) fir jede orientierte Gerade p gilt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist mit Gleichung (2.1) bereits gezeigt.
Seien also P und @) zwei flichengleiche Polytope, die fiir jede orientierte Gerade p die
Gleichheit J,(P) = J,(Q) erfiillen. Wir wéhlen eine beliebige Gerade H und zeichnen
durch jede Ecke von P und ) Geraden ein, die normal auf H stehen. Dadurch werden
die beiden Polytope in Dreiecke und Trapeze zerlegt, wobei jeweils eine Seite der
Dreiecke und die Basen der Trapeze normal auf H stehen. Die Dreiecke konnen wir
jeweils durch zwei Trapeze ersetzen, so wie in Abbildung 2.6. Jedes Trapez lésst sich

Abbildung 2.6

in rechtwinkelige Trapeze zerlegen, wobei hierfiir méglicherweise mit weiteren zu H
normal stehenden Geraden geschnitten werden muss, vgl. Abbildung 2.7.
Insgesamt ergibt sich

PropPLU...UP, und Q~p Q1 U...UQy, (22)
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H—— H
Abbildung 2.7

wobei die P; und @; rechtwinkelige Trapeze mit hochstens einer Seite, die weder
normal noch parallel zu H liegt, sind. Sind alle P; und (); Rechtecke, so folgt wegen
vola(P) = vola(Q) und Lemma 2.4 die Zerlegungsgleichheit von P und Q. Sei daher
0.B.d.A. P; kein Rechteck und a1b; jene Seite, die nicht normal oder parallel zu H
liegt. Wéhle p als eine orientierte Gerade, die parallel zu a1b; ist und sodass P auf
der linken Seite von pg,p, liegt. Dann gilt also J,(P;) > 0. Wir nehmen an, es gibt
in der Zerlegung P ~7 P} U... P, noch weitere Trapeze P, die eine Seite haben,
die parallel zu p liegt, fiir die also Jy,(FPy) # 0 ist. Sei vorerst P, ein Trapez mit
Jp(P2) < 0 und bezeichne agby jene Seite, die parallel zu p liegt. Wir nehmen an,
die Seite a1b; sei ldnger als aobs. Dann unterteilen wir a1b; in die Strecken a;c und
cb1, sodass aic Zp asby. Nun zerschneidet man P; mit der Geraden, die normal auf
H steht und durch den Punkt ¢ geht. Verschiebt man jetzt jenes Stiick von P} mit

p

al

Abbildung 2.8
der Seite ajc so, dass es an der Seite asbs von Ps zu liegen kommt, dann erhélt man
P U Py ~p P/UR,

wobei P’ ein Trapez mit J,(P’) > 0 und R ein Rechteck ist, sieche Abbildung 2.8. In
dem Fall, dass agby die langere Seite ist, erhalt man entsprechend J,(P’) < 0. Ver-
fahrt man in dieser Art weiter, erhdlt man nach endlich vielen Schritten schliellich
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C1

/

Cc2

PI/

Abbildung 2.9

eine Zerlegung
P~rpPlU...UPLURU...UR,UP U...UP,

in der die P/ Trapeze sind, fiir die alle J,(P/) # 0 das selbe Vorzeichen haben, alle
R; Rechtecke sind und alle P jene Trapeze, die keine Seite haben, die parallel zu p
liegt.

Genauso erhélt man eine neue Zerlegung

QrrQLU.. . UQL,USIU.. . US,UQ1U...UQ,,

wobei auch hier die Q) Trapeze sind, fiir die J,(Q7) # 0 immer das selbe Vorzeichen

hat, alle S; Rechtecke sind und Qj jene Trapeze, die keine Seite parallel zu p haben.
Nach Voraussetzung ist J,(P) = J,(Q), also folgt

Jp(P)) + .o+ Jp(Pl) = Jp(Q)) + - .. 4+ Jp(Qh)

und darum miissen alle J,(P), J,(Q’;) das selbe Vorzeichen haben. Bezeichne mit
c1dy bzw. cady die Seiten von P| bzw. @}, die parallel zu p liegen. Wir zerlegen
wieder die ldngere der beiden Seiten, 0.B.d.A. ¢1dy, in zwei Teile c1e und ed;, sodass
c1e T-kongruent zu der kiirzeren Seite cods wird. Dann zerschneiden wir P wieder
entlang einer Normalen von H in zwei Trapeze P” und P*, wobei die Seite cie in
P” und ed; in P* enthalten ist. Sind die Basen von P” ldnger als jene von @, so
ist P” ~p Q) U R, wobei R ein Rechteck ist, vgl. Abbildung 2.9. Sind hingegen die
Basen von @) ldnger, erhilt man entsprechend @) ~p P” J S’ mit einem Rechteck
S’. Daher gilt

PrrQEUR UPUPYY...UP,URU...UR,UPU...UP,
QrrQiUQLU.. . UQ / USIU...US,UQ1U...UQ,
bzw. im zweiten Fall
P~p P"UP UPY.. .UP,URU...UR,UP U...UP,
Qrr PPUS UQLY.. . UQL,USIU...US,UQIU...UQ,.



2 ZERLEGUNGSGLEICHHEIT IM R2 17

In beiden Féllen verringert sich die Anzahl der verschiedenen Trapeze um eins.
Wiederholt man dieses Vorgehen fiir alle weiteren Trapeze mit einer Seite parallel
zu p und den gesamten Vorgang fiir alle moglichen orientierten Geraden p, erhéilt
man wegen J,(P) = J,(Q) fiir alle p nach endlich vielen Schritten Zerlegungen der
Form

PNTﬁlu...UA,%Uélu...Uﬁg
QNTAlU...UAI%UglU...US'@,

wobei die A; Trapeze und alle R; und S’j Rechtecke sind. Mit Lemma 2.4 folgt wegen
der Flachengleichheit von P und @, dass

RlU...UR§ ~T Slu...uS’ﬁ
womit schlieflich auch P ~p Q gezeigt ist. O

Obwohl iiberabzahlbar viele verschiedene Funktionale J, existieren, sind fiir je
zwei Polytope P, fast alle der Bedingungen J,(P) = J,(Q) trivialerweise erfiillt,
und daher nur endlich viele zu iiberpriifen.

Wenden wir uns nun anderen Untergruppen von E zu. Im Beweis von Lemma 2.1
verwenden wir nur Punktspiegelungen, also haben wir damit bereits die folgende
verscharfte Version gezeigt.

2.7 Lemma. Jedes Dreieck ist S-zerlequngsgleich zu einem Rechteck.

Zusammen mit Lemma 2.4 ergibt sich jetzt, dass Zerlegungsgleichheit beziiglich
S auch dquivalent zur Flachengleichheit ist. Der Beweis verlduft analog zum Beweis
von Satz 2.3, wobei einfach Lemma 2.4 und Lemma 2.7 anstelle von Lemma 2.2 und
Lemma 2.1 verwendet wird.

2.8 Satz. Zwei Polytope im R? mit dem gleichen Flicheninhalt sind zerlequngsgleich
beziiglich S.

Klarerweise gilt eine entsprechende Aussage fiir alle U < E, die S enthalten. Ins-
besondere also auch fiir die Gruppe E* aller orientierungserhaltenden Bewegungen.

2.9 Korollar. Zwei Polytope im R?> mit dem gleichen Flicheninhalt sind E7T-
zerlegungsgleich.

Nun wollen wir uns der Frage widmen, wie grof} die kleinste Untergruppe von E
sein muss, damit Zerlegungsgleichheit beziiglich dieser dquivalent zur Fléachengleich-
heit ist. Daher werden wir in diesem Abschnitt auch nicht voraussetzen, dass T in
den betrachteten Bewegungsgruppen enthalten ist. Vladimir Boltjanskii zeigte in [1],
dass S bereits minimal mit dieser Eigenschaft ist.

2.10 Lemma. Sei G eine Gruppe von Bewegungen mit der Figenschaft, dass zwet
Polytope genau dann G-zerlegungsgleich sind, wenn sie die gleiche Fldche haben.
Dann ist G transitiv, das heift fiir je zwei Punkte x,y € R? gibt es eine Bewegung
i G, die x in y tUberfihrt.
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Beweis. Angenommen es gibt einen Punkt z,, der nicht durch eine Bewegung aus
G auf den Punkt y, abgebildet werden kann. Bezeichne mit N, die Menge all jener
Punkte, die von z, aus liber eine Bewegung aus G erreicht werden kénnen. Definiere
die Abbildung W, : P2 — R/(nZ) durch

Wi, (P) = Z O(v, P)

vEFO(P)NNy,

fir P € P,, dabei bezeichnet 0(v, P) den inneren Winkel von P an dem Eckpunkt
.

Wir wollen zeigen, dass W, eine G-invariante einfach additive Abbildung ist. Sei
daher P € 733 und H eine Gerade, die P in P; und P, zerschneidet. Wir miissen
also nachweisen, dass

on(P) = on(Pl) + on(P2)

gilt. Fiir eine Ecke v € F°(P) N N, mit Winkel 6(v, P) = « kénnen nun zwei Fille
eintreten. Entweder v liegt direkt auf H oder auf einer Seite von H. Im ersten Fall
ergibt sich « als die Summe der Winkel 0(v, P;) und (v, P»). Im zweiten Fall ist
v eine Ecke von genau einem der Polytope P; oder Ps. In beiden Féllen treten auf
beiden Seiten der Gleichung insgesamt die selben Werte auf. Zuséatzlich kénnen auf
der rechten Seite der Gleichung Ecken auftreten, die keine Eckpunkte von P sind.
Solche Ecken liegen im Inneren einer Kante von P und miissen als Ecke von P; und
P, auftreten. Hier addieren sich die Winkel aber auf = und liefern daher in R/(7Z)
keinen Beitrag. Damit ist W, einfach additiv. Da N, 6 klarerweise invariant unter
G ist und Bewegungen immer winkeltreu sind, ist W, invariant unter Bewegungen
aus G.

Wegen Satz 1.2 ldsst sich W,, auf JP2 fortsetzen. Zusammen mit dem eben
Gezeigten und Satz 1.3 erhilt man

Woo(P) = W, (Q) fiir P g Q. (2.3)

Sei D ein stumpfwinkeliges gleichschenkliges Dreieck mit den Eckpunkten z,, v,
und v, wobei der stumpfe Winkel bei x, liegt. Weiters sei Ds ein zu D E-kongruentes
Dreieck mit den Eckpunkten x,, y, und w, wobei hier der stumpfe Winkel bei y, liegt.
Bezeichne 9 den spitzen Winkel der Dreiecke, vgl. Abbildung 2.10. Da z, € N,, und

Abbildung 2.10

Yo & Ny, ergibt sich fiir W, (D1) entweder der Wert m—1, falls v € N,_, oder m—24,



2 ZERLEGUNGSGLEICHHEIT IM R2 19

falls v ¢ N, . Fur W, (D2) erhélt man aber 2¢ oder 9, je nachdem, ob w € N,
oder nicht. Nach Voraussetzung sind die beiden Dreiecke G-zerlegungsgleich, daher
folgt aus Gleichung (2.3) k¢ = 0 in R/(7Z) fir ein k € {2,3,4}. Das ist aber ein
Widerspruch zu ¥ < 7 und darum muss G transitiv sein. 0

2.11 Lemma. Sei G eine Gruppe von Bewegungen mit der Figenschaft, dass zwet
Polytope genau dann G-zerlegungsgleich sind, wenn sie die gleiche Fliche haben.
Dann ist zumindest eine Punktspiegelung in G enthalten.

Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass G nur orientierungserhaltende Bewe-
gungen enthélt. Sei p eine beliebige orientierte Gerade. Wir nennen eine orientierte
Gerade q markiert, falls es eine Bewegung g € G gibt, sodass ¢g(p) und ¢ parallel
und gleich orientiert sind. Fiir eine orientierte Gerade g bezeichnen wir mit ¢’ die
entgegengesetzt orientierte Gerade.

Wir wollen nun die Existenz einer markierten orientierten Geraden ¢ zeigen, fiir
die auch ¢’ markiert ist. Sei indirekt angenommen, so eine Gerade gibt es nicht. Sei
P € P2 ein konvexes Polytop und E eine Kante von P. Wir orientieren die von E
aufgespannte Gerade pg so, dass P auf der linken Seite von pg liegt. Ist pp mit dieser
Orientierung markiert, so ordnen wir der Kante £ den Koeffizienten 6,(E, P) = 1
zu. Ist aber pl, markiert, so setzen wir §,(E,P) = —1. Falls weder pg noch p’,
markiert ist, sei 6,(F, P) = 0. Die Abbildung K,: P2 — R definieren wir durch

Kp(P)= Y (B, P)L(E),
EeF1(P)

wobei L(E) die Lange der Kante E bezeichnet. Wir wollen wieder zeigen, dass K,
eine G-invariante einfach additive Abbildung ist. Hier werden wir nur die G-Invarianz
nachweisen, da sich die einfache Additivitdt ganz &hnlich wie fiir die Abbildung J,
bei den Translationen zeigen lisst. Sei P € P? ein konvexes Polytop, E eine Kante
von P und f eine beliebige Bewegung aus G. Ist 6,(E,P) = 1, so existiert eine
Bewegung g € G, sodass ¢g(p) und pg parallel und gleich orientiert sind. Dann sind
auch fog(p) und f(pg) parallel und gleich orientiert. Also ist auch f(pg) markiert.
Da f orientierungserhaltend ist, liegt das Polytop f(P) auf der linken Seite von
f(pE), und daher ist auch 6,(f(E), f(P)) = 1. Genauso lésst sich zeigen, dass fiir
dp(E,P) = —1 auch 0,(f(E), f(P)) = —1 gelten muss. Gilt nun 0,(E, P) = 0, so
muss wegen P = f~!(f(P)) und den ersten beiden Fillen auch 6,(f(E), f(P)) =0
sein. Also ist K eine G-invariante einfach additive Abbildung.

Betrachte nun zwei kongruente Dreiecke D, D’ mit den Seitenlingen 1,+/2 und
V/3, wie in Abbildung 2.11. Man beachte, dass die beiden Kanten mit Seitenlinge 1
parallel zu p sind. Da die beiden Dreiecke flichengleich sind, sind sie nach Voraus-
setzung auch G-zerlegungsgleich. Daher muss nach Satz 1.3

K(D) =011+ 62v/2 + 85v/3 = 8]1 + 6)V2 + 85V/3 = K(D')

gelten, wobei d1, 02, d3 die Koeffizienten der Kanten von D und &}, 85, 4 die Koeffizi-
enten der Kanten von D’ bezeichnen. Alle diese Koeffizienten kénnen nur Werte aus
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Abbildung 2.11

{-1,0,1} annehmen und deshalb muss §; = 6}, i = 1,2,3, gelten. Damit erhalten
wir einen Widerspruch, denn es gilt offensichtlich §; = 1 und 6] = —1.

Also muss es eine orientierte Gerade ¢ geben, sodass sowohl ¢ als auch ¢’ markiert
sind. Bezeichnen g, ¢ € G die Bewegungen, die p auf eine zu ¢ bzw. ¢’ parallele und
gleich orientierte Gerade abbilden. Dann ist ¢’ o g~! eine orientierungserhaltende
Bewegung, die ¢ in ¢ iiberfithrt. Also ist ¢ 0 g~ € G eine Punktspiegelung.

Wir miissen noch den Fall behandeln, dass G auch nicht-orientierungserhaltende
Bewegungen enthélt. Die einzigen nicht-orientierungserhaltenden Bewegungen im R?
sind Gleitspiegelungen. Eine Gleitspiegelung ist eine Hintereinanderausfithrung einer
Spiegelung um eine Achse und einer Translation entlang dieser Achse. Es muss also
zumindest eine Gleitspiegelung h in G geben. Wir wihlen hier die orientierte Gerade
p so, dass sie normal auf die Achse von h steht. Dann nennen wir eine orientierte
Gerade ¢ markiert, wenn es eine orientierungserhaltende Bewegung g € G gibt,
sodass g(p) und g parallel und gleich orientiert sind. Der Beweis funktioniert nun
genauso wie vorher, aufler dass wir fiir die G-Invarianz der Abbildung K auch nicht-
orientierungserhaltende Bewegungen beriicksichtigen miissen. Sei also f € G nicht
orientierungserhaltend, P € P2 ein konvexes Polytop und E eine Kante von P. Ist
dp(E, P) =1, dann existiert eine Bewegung g € G, sodass g(p) und pg parallel und
gleich orientiert sind. Das Polytop f(P) liegt auf der linken Seite von f(pg)’, und
da f o g o h eine orientierungserhaltende Bewegung mit f o g o h(p) = f(pg)’ ist,
folgt 6,(f(E), f(P)) = 1. Die anderen Falle fiir §,(F, P) lassen sich ganz &hnlich
behandeln. O

2.12 Satz. Sei G eine Gruppe von Bewegungen mit der Eigenschaft, dass zwei
Polytope genau dann G-zerlegungsgleich sind, wenn sie die gleiche Fldche haben.
Dann enthdlt G alle Translationen und Punktspiegelungen.

Beweis. Nach Lemma 2.11 gibt es eine Punktspiegelung f in G. Bezeichne ¢ das
Zentrum von f und 2 € R? einen beliebigen Punkt. Wegen Lemma 2.10 muss es
eine Bewegung g € G geben, die ¢ auf x abbildet. Dann ist auch die Bewegung
h:=g 1o fogin G enthalten. Dieses h ist eine Punktspiegelung mit Fixpunkt z,
also genau die Punktspiegelung mit Zentrum z. Da z beliebig war, muss G bereits
alle Punktspiegelungen enthalten. Jede Translation lésst sich als Komposition zweier
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Punktspiegelungen darstellen, und damit enthélt G ganz S.



3 Zerlegungsgleichheit im R”

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob sich allgemein notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir Zerlegungsgleichheit beziiglich E(n) im R™ finden lassen. Ganz
offensichtlich muss fiir zwei Polytope P, Q € |JP! die Bedingung vol, (P) = vol,(Q)
immer erfiillt sein. Im zweidimensionalen Fall ist dies nach dem Satz 2.3 von Bolyai-
Gerwien auch hinreichend. Uberraschenderweise gilt dies bereits im R? nicht mehr,
ein explizites Gegenbeispiel ist im néchsten Kapitel gegeben.

Der Schweizer Mathematiker Hugo Hadwiger beschéftigte sich mitunter mit dieser
Fragestellung und zeigte schliefilich in seinem Buch [7] mit Hilfe von Zylinderklassen,
dass auch die Umkehrung von Satz 1.3 gilt. In diesem Kapitel wollen wir dieses
Resultat zeigen, wobei wir uns teilweise auch auf [2] stiitzen.

3.1 Erganzungsgleichheit und Zerlegungsgleichheit

Eine wichtige Definition in diesem Zusammenhang ist die folgende. Zwei Polytope
P,Q € UP] heiflen ergdnzungsgleich beziiglich einer Gruppe G von Bewegungen,
wenn es Pp,..., P, Q1,...,Qr € UP) mit P, =q Q;, i =1,...,k, gibt, sodass

PUuPU...UP, ~¢g QUL U...U Qg

gilt. Man beachte, dass es keine Einschrinkung ist, wenn man hier statt G-
Zerlegungsgleichheit G-Kongruenz verlangt. Sind ndmlich A4, ..., A; bzw. By, . By

jene Polytope mit A; =g Bj, in die sich P:=PUP U...UP, bazw. Q :=
QUQLU...UQy zerlegen lassen, dann gilt sicher

PUPU...UP,UB \PU...UB\P =g QUQiU...UQrUA \QU...UA\ Q.

Erstaunlicherweise sind zwei ergidnzungsgleiche Polytope immer auch zerlegungs-
gleich, wie Jean-Pierre Sydler [14] erstmals fiir den dreidimensionalen Fall und spé-
ter Hadwiger fiir den R™ in [5] zeigte. Wir werden hier den Beweis aus Vladimir
Boltjanskiis Buch [2] présentieren, der sich wiederum auf [16] stiitzt.

3.1 Lemma. Seien P,Q € |JP' Polytope und gelte vol(P) > vol(Q). Dann existiert
eine Zerlegqung P = Py \J Py, sodass Py T-zerlequngsgleich zu Q) ist.

Beweis. Sei & = 1(vol,(P) — vol,(Q)). Wir zerlegen den R™ in kongruente Wiirfel
und bezeichnen mit A die Vereinigung aller Wiirfel, die in P enthalten sind und
mit B die Vereinigung jener, die nichtleeren Schnitt mit @) haben. Wir wéhlen die

22
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Abbildung 3.1

Wiirfel so klein, dass die Ungleichungen
vol, (P) — vol,(A) < e und vol,(B) —vol,(Q) < ¢

erfiillt werden. Daraus folgt vol,,(A) > vol,(B), also enthdlt A mehr Wiirfel als B.
Bestehe B aus den Wiirfeln Wy,..., Wi und sei Vi,..., Vi eine beliebige Auswahl
von Wiirfeln aus A. Fir ¢ = 1,...,k sei weiters t; jene Translation, die W; auf V;
abbildet. Wir setzen R; = QNW;, S; = t;(R;) firi =1,...,kund P, = S1U...USk
und erhalten

Q=R1Y..UR, ~p S1U...US, =P CP.

Wir wihlen P, = P\ P; und erhalten das Gewtinschte. O
3.2 Lemma. Sei G eine Gruppe von Bewegungen im R". Seien P, Q) € |JP]' Poly-

tope und gelte
PUPU...UP, 2 QUQIU...JQx,

wobei Py ~g Q; fir i =1,...,k und 2vol,(Pg) < vol,(P). Dann gibt es Polytope
P und Pl(l), . 7Pl§1—)1’ sodass
PO e P, PY g Qi firi=1,... k-1,
und ) .
POuPY Y. P = QUQLU...UQiy
gilt.

Beweis. Sei g € G jene Bewegung, fir die PUP, U...UP, =¢g(QUQ1Y...UQk)

gilt. Dann lésst sich jedes P; zerlegen in U; := P, N g(Qx) und V; := P; \ g(Qk). Es
gilt

VOln(Ul W...u Uk) = vol,

< vol,

9(Qr)N(PLY...UF))
9(Qr))

Qk)

Py)

P) —vol,(Py)

P) —vol,,(9(Qk))

< wvol, (m) )

= vol,,
= vol,

< vol,

~~ I~ I/~~~

~— —

= vol,
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wobei die strikte Ungleichung in dieser Kette wegen der Voraussetzung 2 vol,, (Py) <
vol, (P) gilt. Wir wenden Lemma 3.1 auf U; und P\ g(Qk) an und erhalten

P\ g(Qr) = W1 U N
mit Wy ~7 Uy, und wegen T' C G auch Wy ~g Uy. Nun gilt

VOln(Ul) + ...+ VOln(Uk) = VOln(Ul U...u Uk)
< VOln(Wl UNl)
= vol, (U1) + vol,(Ny)

und damit auch vol,(Us) < vol,(Usz) + ...+ vol,(Ug) < vol,(N7). Also lasst sich
Lemma 3.1 auch auf U; und N; anwenden. Es ergibt sich zusammen mit Obigem

P\ g(Qr) = W1 U Wy Ny,

wobei Wy ~¢g Uy und Wy ~g Us. Verfahrt man in dieser Art weiter, erhdlt man eine
Zerlegung

P\g(Qr) =W U...uW,UN
mit W; ~q U; fiiri =1,...,k — 1. Aulerdem gilt

9(Qr) =g(QUQLY... U Q) Ng(Qr)
=(PUPU...UP,)Ng(Qr)

= (PNg(Qr) W (PLNg(Qr)) ... U (B Ng(Qk))
=(PNg(Qr)) Wl U...UU.

Insgesamt ergibt sich also

QU Y...UQr) =PUPU...UP
=(PNg(Qx)) UP\g(Qr) U1 U1 U.. . WU, UV
:g(Qk)leU...UWkUNUVlU...UVk.

Definiert man nun P = N U Vj, U W), und Pi(l) =V,UuW; firi=1,...,k—1, so
erhalt man

gQUQLY...uQy) =g(QuU PV PNy, upl,
woraus auch
POUPY Y. P =gQuQiu... uQry)

folgt. Weiters ist
Pi(l) =V,uW; ~ag V;UU; =P, ~¢ Q;
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fir i =1,...,k — 1 und zusammen mit Obigem erhalten wir
P= (PNg(Qr) Y P\g(Qr)

= (PNg(Qg)) UM U...uW,UN
~e (PNGQu))WULY.. . WU, UN
= g(Qr)UN
~aq P, UN
~a Vi UWLUN
= pW,

was den Beweis vervollstandigt. O

Obiges Lemma besagt also, dass wir in gewisser Weise die Anzahl der Polytope
in der Erginzung um eins reduzieren kénnen. Damit ldsst sich nun die Aquivalenz
zwischen G-Ergidnzungsgleichheit und G-Zerlegungsgleichheit zeigen.

3.3 Satz. Sei G eine Gruppe von Bewegungen im R™. Dann sind zwei Polytope
P,Q € UP} genau dann G-zerlegungsgleich, wenn sie G-ergdnzungsgleich sind.

Beweis. Zwei zerlegungsgleiche Polytope sind trivialerweise bereits ergénzungs-
gleich. Seien also P und ) zwei G-erganzungsgleiche Polytope. Dann existieren
P,... . P,Q,...,Q € UP?, sodass P, Z¢ Q; fuiri=1,...,k und

PuPU..UP, Z¢ QUL U...U Qg

gilt. Durch Zerteilen der P; und ); lasst sich erreichen, dass die Ungleichung
2vol(P;) < vol(P) fir alle i« = 1,...,k gilt. Mit Lemma 3.2 erhalten wir Polyto-

pe P und Pl(l)7 cee P,Ei)l, fir die
PO ~s P, pi(l) ~e Qi firi=1,... k-1,

und
POUPY Y. PV 2 QUQI Y. UQr

gilt. Da das Volumen unter Bewegungen invariant ist, gilt auch hier die Ungleichung
2 VOI(PZ»(I)) < vol(PM), und Lemma 3.2 ist wieder anwendbar. Nach j Wiederholun-
gen ergibt sich

P(j)NGP(j_l), PL(J)NG’Q'M ﬁiri:lv"wk_j?

und ' ‘ ‘
P(J)uPl(’)u...uP,gJ_)j 20 QUQIY... UQk

Nach k Schritten erreichen wir schliefilich
Q =q P®)  ynd pPW ~a p=1 ~NG NG PO ~q P,

woraus direkt P ~g @ folgt. O
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3.2 Das formale Hauptkriterium

Fiir linear unabhéngige Vektoren ay,...,a; € R™ und einen Punkt ag € R" bezeich-
nen wir mit [ai,...,ax| das k-dimensionale Simplex mit den k£ + 1 Eckpunkten

ap, ap+ay, ..., ag+ai +...+ ag.
Das Simplex [ay, ..., ai] besteht also aus allen Punkten

Aoao + Ai(ap+ar) + ...+ Aglap + a1 + ... + ag),

flir die \; > 0 fur alle ¢ = 0,1,...,k und Ao+ ...+ Ay = 1 gilt. Ordnet man diese
Summe um, so erhilt man

(}\0 + ...+ Ak>a0 + ()\1 + ...+ /\k)al + ...+ (Ak,1 + )\k)ak,1 + Apag,
womit sich die Darstellung
ao + pia1 + peaz + ... + prag,

mit 1 > gy > pe > ... > pp > 0, ergibt. Der Punkt ag bestimmt lediglich, an welcher
Stelle im Raum das Simplex liegt, daher tragt er in Hinblick auf Zerlegungsgleichheit
keine Information und daher verzichten wir in der Darstellung des Simplex darauf.
Jedes Simplex lasst sich mit

COHV(b(), ey bk) = [bl — b(), bg — bl, e ,bn — bn—l]

auf diese Weise darstellen.

3.4 Lemma. Seien ay,...,a, € R" linear unabhdingig und o, > 0. Dann ist
(a+ B)|ai, ..., a,) translativ zerlegungsgleich zu
n—1
ala,...,an) U Blay,. .. ap) W U (afat, ..., a;)) + Blait, .-, an)).
i=1

Beweis. Das Simplex S = (a + 8)[aq, ..., a,] besteht aus den Punkten
T =ag+ AMai+ ...+ Aan, (3.1)

wobei v+ 3 > A1 > ... > A\, > 0. Wahlen wir {ay,...,a,} als Koordinatensystem
und ag = 0, so hat x die Darstellung (A1, ..., \,). Wir definieren die Polytope P;,
i=0,1,...,n, als die Menge jener Punkte (\1,..., \y), fiir welche die Ungleichungen

a+B>M>...>2N=2B>2N1 > 2N 20 (3.2)

gelten. Diese P; haben paarweise disjunktes Inneres und ihre Vereinigung ergibt ganz
S. Also bilden die P; eine Zerlegung von S.
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Betrachten wir nun die einzelnen Teile genauer. Das Polytop Fy besteht aus jenen
Punkten (A1,...,\y), fur die

BzM=z...2A >0

erfiillt ist. Das heifit, Py ist gerade das Simplex Slay, ..., a,]. Die Punkte des Poly-
topes P, ergeben sich durch (3.1) und die Ungleichungskette

at+fBz > 2N 20
Daher ist P, nichts anderes als das um den Punkt f(a; + ... + a,) verschobene

Simplex «afay,...,ay]. Firi=1,...,n—1 ldsst sich jeder Punkt (A1,...,\,) von P,
eindeutig als Summe von

(A, -3 2,0,...,0) und (0,...,0, Xj41,...,Ap)
schreiben. Mit (3.2) ergibt sich dann dhnlich wie vorher
P, ~r alay, ..., a;) + Blait1, .-, an).
Insgesamt haben wir also

S = PPUPU...UP,

~ralay, ..., ap] U Blal, ..., an L__J ala, ..., + Blait1, ..., an])
erhalten. 0
3.5 Korollar. Seien aq,...,a, € R" linear unabhdngig und o, 8 > 0. Dann gilt
L_-_J ala, ..., a;) + Blait1, ..., an]) ~1 U [a1,...,a;] + afait1, ..., an]).
Beweis. Das Simplex (a + f)[a1, ..., ay] ist nach obigem Lemma 3.4 translativ zer-

legungsgleich zu

n—1
alal,...,an) U Bar,...,ap) W U (alat, ... a;)) + Blait1, -, an]),
i=1
aber auch zu
Blai,...,ap) Uafay, ... an U Blai, ... a;] + alait1, ... a]).

Mit Satz 3.3 erhalten wir dann das Gewitinschte. O
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3.6 Lemma. Sei P € UP} ein Polytop und o, f > 0. Dann gilt
(a4 B)P ~p aPUBPU Z,
wobei Z € ZY ist.

Beweis. Wir zerlegen P in endlich viele Simplizes St, ..., St. Nach Lemma 3.4 gilt
fir allei=1,...,k
(a+B)Si ~r aS;i U BS; U Z;,

wobei Z; € Z3 ist. Damit erhalten wir
(Oz—i—,B)P ~p o aSTU. L UaS,UBS1 UL UBSLUZ1 WL U Z;.

Da aber Z := Z; U ... U Zj ebenfalls in Z% liegt, erhalten wir insgesamt das Ge-
wiinschte. O

3.7 Lemma. Sei Z € Z}! und m € N\ {0}. Dann gilt
mZ ~pmF - Z U Zy,
wobei Zy € Z}!, | ist. Insbesondere muss in dem Fall, dass k = n ist, Zy = (0 gelten.

Beweis. Betrachten wir zuerst den Fall £ = 1. Fiur m = 1 stimmt die Aussage
trivialerweise. Sei also m > 1 und angenommen, die Aussage gelte fiir m — 1. Mittels
Lemma 3.6 erhalten wir

mZ ~p (m—1)ZYZWUZ
mit Z; € 25 und nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Zy € Z3' mit
mZ ~p (m—1)-ZJZyWUZ U Z.

Also haben wir
mZ ~pm-Z\J 2

mit Zg = Z1 U Zy € Z3 erhalten.
Sei nun k > 1. Es geniigt offensichtlich, die Aussage fiir einen k-stufigen Zylinder
Z zu zeigen. Es gibt also konvexe Polytope P; € P}'i, sodass

Z=P +..+PD,

S¥  n; =nund @, aff(P;) = R™. Klarerweise gilt immer mZ = mP; +...+mP,.
Jedes der Polytope P; lasst sich im R™ mit einem einstufigen Zylinder identifizieren,
und daher gilt nach Obigem

mP; ~pm- P Y Z;
mit Z; € 23" fiir alle ¢ = 1, ..., k. Zusammengesetzt ergibt das

mJZ ~r (m~P1UZ1)+...—|—(m-PkUZk),
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Abbildung 3.2

und nach kurzer Rechnung

k
mZ ~pmP - (Pr+ .+ Py u | mF NP+ > Zi|.
j=1 IC{1,..k} \ie{l,..k}\I €l
7=

Alle vorkommenden Z; sind entweder leer oder von der Form Z; = Z! + Z!', wobei
aff (Z!) @ aff(Z!) = R™. Daher sind fir jedes j = 1,...,k und I C {1,...,k} mit

|I| = j alle
NP+ > %
1e{1,....k}\I iel

entweder leer oder (k + j)-stufige Zylinder im R™. Daher liegt deren Vereinigung in
Zi' 1 und wir erhalten insgesamt

mZ ~pmF - Z U Zy
mit Zy € Z]?+1. ]

3.8 Lemma. Jedes Parallelepiped P im R"™ ist translativ zerlegungsgleich zu einem
rechtwinkeligen Parallelepiped.

Beweis. Sei E € F'(P) eine Kante von P, die nicht parallel zu der Hyperebene
Hy = {(z1,...,2,) € R"zy = 0} liegt. Wir betrachten die Projektion P’ von P
auf Hy entlang aff(E) und definieren Py = P’ + E, vgl. Abbildung 3.2. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, dass P und P; disjunkt sind. Bezeichne B jenes Polytop, welches
als Verbindungsstiick zwischen P und P liegt. Dann sind PJ B und P, U B T-
kongruent, daher gilt nach Satz 3.3 bereits P ~p Pj. Zwei gegeniiberliegende Seiten
von P; liegen parallel zu der Hyperebene Hj, aber all jene Hyperebenen, die alle
anderen (n — 1)-dimensionalen Seiten enthalten, sind unverandert geblieben.

Im néchsten Schritt konstruieren wir auf die selbe Weise ein Parallelepiped Py ~p
Py, welches zusétzlich zwei gegeniiberliegende Seiten parallel zu der Hyperebene
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xo = 0 hat. Verfdhrt man so weiter, erhdlt man schlieflich ein P,, € Z, welches nur
Kanten hat, die parallel zu den Koordinatenachsen liegen und T-zerlegungsgleich zu
P ist. O

3.9 Lemma. Zwei Polytope Z1, Zs € Z]} sind genau dann T'-zerlegungsgleich, wenn
vol,,(Z1) = vol,(Z2) gilt.

Beweis. Seien vorerst Z1 = I1 + ...+ I, und Zy = J; + ... + J, Parallelepipede.
Fiir Dimension n = 1 folgt mit L(Z;) = L(Zs) sofort Z; =p Z,. Sei also n > 1 und
gelte die Aussage fiir alle Dimensionen kleiner als n. Nach Lemma 3.8 kénnen wir Z;
und Zs rechtwinkelig wéihlen. Nach Lemma 2.4 ist das Rechteck I,,_1 + I, translativ

zerlegungsgleich zu einem Rechteck I | + I],, wobei I] die Lange 1 und I}, die

Lénge vola(I,—1 + I,,) hat. Dann ist klarerweise
Zy~p I+ oA Lo+ I+

Genauso konnen wir J,,—1 + J,, durch ein Rechteck J;_; + J/, mit einer Seite der
Lénge 1 ersetzen. Wir erhalten

voly,1(I1 + ...+ Ino+ I, 1) =volo(I1 + ... + In_o+ I, 1+ 1)
= vol,,(Z1)
= vol,(Z2)
=vol,(J1 + ... + Jpo+J, 1 +J))
= VOln_l(Jl + ...+ Jp_9+ J7,1—1)
und nach Induktionsvoraussetzung sind damit die (n — 1)-dimensionalen Parallel-

epipede
Il+...+In—2+I,,/7/_1 und J1+...+Jn—2+<]7/7’_1

translativ zerlegungsgleich. Da trivialerweise auch I}, ~p J/ gilt, folgt die translative
Zerlegungsgleichheit von Z; und Z,.

Sind Z; und Z, beliebige Polytope aus Z', so gibt es Parallelepipede P, ..., P,
Q1,...Q, sodass

Zi~p PLU. WP, und Zy ~p Q1 UL LU Q4.
Wegen dem oben Gezeigten gilt fiir diese
P, ~p [0, 1]n—1 + IAZ und Qj ~ [0, 1]n—1 + jj,

fiir i = 1,...,8, j = 1,...,t, wobei L(I;) = vol,(P;) und L(J;) = vol,(Q;) ist. Wir
erhalten
Zy ~p 0,1+ (L. U )
~p (0,1 4 T
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und
Zoy ~op [0,1]" 7V (JL UL U TY)
~rp (0,17 4 T

wobei L(I) = Y_;_; vol,(P;) = vol,,(Z1) bzw. L(J) = 2:1 vol,(Q;) = vol,(Z2) gilt.
Wegen vol,(Z1) = vol,,(Z2) und Obigem gilt dann

Zy ~p 0,1V 4T ~p [0, 4T ~p Zs.
O

Wir bendtigen noch eine weitere Definition. Eine Abbildung x: UP) — R heift
rational homogen vom Grad k, falls fiir alle A € Q4 und alle P € P}

Y(AP) = X* - x(P)

ist. Mit Hilfe dieser Funktionale l&sst sich fiir k-stufige Zylinderpolytope eine Charak-
terisierung der Zerlegungsgleichheit modulo Z}’,; formulieren. Insbesondere liefert
dies eine Aussage iliber Zerlegungsgleichheit beliebiger Polytope modulo ZJ, also
aller echten Zylinder im R".

3.10 Lemma. Sei x eine einfach additive, G-invariante und auf Z;; vom Grad
k < n rational homogene Abbildung. Dann verschwindet x auf allen Zylinderklassen
Z mit | > k.

Beweis. Sei zunichst Z € Z'. Nach Lemma 3.7 gilt fur m € N\ {0} die Relation
mZ ~rm" - Z. Wegen Z C Z! liefert die Homogenitét von x

mit der G-Invarianz und der Additivitat erhalten wir aber
x(mZ) = x(m" - Z)=m" - x(Z).

Wegen m # 0 und k& < n muss dann bereits x(Z) = 0 sein.
Gelte nun die Aussage fiir alle ¢ > [. Sei Z € Z" und m € N\ {0}. Mit Lemma 3.7
erhalten wir hier
mZ ~pm - Z\J Z,

mit Zy € Z% ;. Wenden wir darauf wieder x an, so ergibt sich
mh - x(Z) = x(mZ)
= x(m!- Z U Zy)
=m' - x(Z) Y x(Z)-

Nach Induktionsvoraussetzung ist x(Zp) = 0, und wegen m # 0 und [ > k muss
wieder x(Z) = 0 sein. O
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3.11 Satz. Seien Z1, Zy € Zj'. Dann sind Z1 und Z> genau dann G-zerleqgungsgleich
modulo Z}!, |, wenn fiir alle Abbildungen x, die einfach additiv, G-invariant und auf
27 rational homogen vom Grad k sind,

x(21) = x(Z2) (3.3)
gilt.
Beweis. Gilt Z1 ~g Z9 mod Zi'q, so existieren W1, Wy € Z, 4, sodass
Z1UWy ~g Zo U W,

Wendet man nun eine einfach additive, G-invariante und rational k-homogene Ab-
bildung x darauf an, ergibt sich mit Lemma 3.10

X(Z1) = x(Z1 U W1) = x(Z2 U Wa) = x(Z2).

Fiir die Umkehrung betrachten wir die Menge |J P x | PY, und definieren darauf
die Relation

(A,B)= (C,D) <= AUD ~g BJC mod Z,,.

Es liisst sich leicht mit Hilfe von Satz 3.3 nachrechnen, dass = eine Aquivalenzrelation
bildet. Betrachten wir daher U := (U P xUPL)/~. Wir definieren die Summe zweier
Elemente v = [(4, B)] . und w = [(C, D)], als

b+ =[(AUC,BUD)..

Diese Operation ist wohldefiniert und 2 bildet damit eine abelsche Gruppe, wobei
das neutrale Element durch

[(4, A)]x = [(0,0)]
und das Inverse eines Elements v = [(4, B)] durch

o =[(B, A)]

~
~

gegeben ist. Zusétzlich dazu definieren wir fiir p € Q4

po:=[(p-Ap-B)l.
und
(=p)v := p(—v).

Man kann leicht nachpriifen, dass U mit diesen beiden Operationen einen Vektor-
raum tiber Q bildet. Wir betrachten eine Basis {b;|i € I} von 0. Dann hat jedes
v € Y eine Darstellung als

b= Z )\i(U)bi,

el
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wobei \;(v) € Q fiir i € I. Fir festes i ist \;: ¥ — Q eine lineare Abbildung. Wir
definieren die Abbildungen ¢;: |JP) — Q durch

@i(A) = X ([(4,0)]5) -
Diese erfillen dann

vi(A) = pi(B), fir A ~g B,
0i(AU B) = ¢i(A) + ¢i(B) und
vi(2) =0 fir Z € Z},;,.

Fir A € Zj! erhalten wir dann mit Lemma 3.7
pi(mA) = @i(mF - AU Z) =mP - p;(A)

fir m € N\ {0} und ein Z € Z;', - Ersetzt man hier A durch %A ergibt sich
0i(A) = mF - (%A), also gilt obige Gleichung auch fiir beliebige m € Q.. Ins-
gesamt haben wir damit erhalten, dass alle ; G-invariant, einfach additiv und auf
Z} rational homogen vom Grad k sind. Erfiillen nun zwei Polytope Z1,Z> € Z}}
die Gleichung x(Z1) = x(Z2) fiir alle einfach additiven, G-invarianten und auf Z}!
rational k-homogenen Abbildungen x, so gilt dies insbesondere fiir alle ;. Setzt
man v = [(Z1,0)], und 1o = [(Z2,0)], so miissen alle Koeffizienten A;(v) und \;(w)
iibereinstimmen, daher sind v und to identisch. Nach Definition der Relation = gilt
damit Z1 ~g Zo mod (Z},,). O

Nun kénnen wir mit Hilfe von Zylinderklassen ein allgemeines Kriterium fiir Zer-
legungsgleichheit im R™ beweisen.

3.12 Satz. Zwei Polytope P,Q € |JP} sind genau dann G-zerlegungsgleich, wenn
die Gleichheit

P(P) = ¢(Q)

fiir alle additiven, G-invarianten Funktionale ¢: [JPL — R gilt.

Beweis. Die Notwendigkeit haben wir bereits mit Satz 1.3 gezeigt. Dass diese Bedin-
gungen auch hinreichend sind, zeigen wir mithilfe von Zylinderklassen und Satz 3.11.
Sind P,Q € Z, so folgt die Zerlegungsgleichheit mit Lemma 3.9, da das Volumen
eine additive und G-invariante Abbildung ist. Sei 1 < k < m und angenommen,
die Aussage gelte fiir Z}!, ;. Seien P,Q € Z. Da x(P) = x(Q) insbesondere fiir
alle additiven, G-invarianten und auf Zj! rational k-homogenen Abbildungen x gilt,
erhalten wir mit Satz 3.11, dass

PUP ~qgQUQ

fiir passende Py, Q1 € 2, . Fiir eine beliebige additive, G-invariante Abbildung ¢
ergibt sich dann

@(P) +¢(P1) = ¢(Q) + ¢(Q1)
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und damit ¢(P;) = ¢(Q1). Nach Induktionsvoraussetzung sind dann P; und @
G-zerlegungsgleich, daher sind P und @ G-ergdnzungsgleich. Wegen Satz 3.3 sind
P und @ dann auch G-zerlegungsgleich und mit Z7* = |JP}' erhalten wir schlielich
das Gewtlinschte. O

Dieses Kriterium ist allerdings rein formaler Natur, da keine explizite Darstellung
aller G-invarianten und einfach additiven Funktionale bekannt ist. In der Praxis
lasst sich fiir zwei gegebene Polytope damit also nicht entscheiden, ob diese zerle-
gungsgleich sind.



4 Zerlegungsgleichheit im R’

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Zerlegungsgleichheit im R3. Es stellt
sich die Frage, ob ein Resultat wie Satz 2.3 auch hier gezeigt werden kann. In seiner
berithmten Liste mathematischer Probleme [10] gab David Hilbert eben diese Frage
als drittes Problem an. Nur kurze Zeit spéater loste sein Schiiler Max Dehn dies in [3]
mit Hilfe der so genannten Dehn-Invarianten indem er zeigte, dass Volumengleichheit
im R? fiir Zerlegungsgleichheit nicht ausreicht. Uber sechzig Jahre spiter gelang
es dem Schweizer Mathematiker Jean-Pierre Sydler in [15] zu zeigen, dass aber die
Ubereinstimmung von Volumen und allen Dehn-Invarianten fiir zwei Polytope im R3
fiir die Zerlegungsgleichheit hinreichend ist. Borge Jessen zeigte in [11] mit Hilfe der
Algebra der Polytope eine verallgemeinerte Version davon, welche hier prasentiert
wird.

Es ist erwdhnenswert, dass in diesen Arbeiten Zerlegungsgleichheit immer be-
ziiglich der Gruppe ET der orientierungserhaltenden Bewegungen verstanden wird.
Dass dies aber keine Einschrinkung ist, zeigte erstmals der deutsche Mathemati-
ker, Astronom und Physiker Christian Ludwig Gerling. Hier werden wir grofiteils
vorgehen wie in [11] und [2].

4.1 Satz. Seien P,Q € UP? zwei zerlegungsgleiche Polytope. Dann sind sie auch
zerlegungsgleich beziiglich ET.

Beweis. Wir konnen o0.B.d.A annehmen, dass P und () kongruent sind. Wir be-
trachten zuerst den Fall, dass P eine Symmetrieebene H besitzt. Dann sind P und
Q sogar Et-kongruent. Ist nidmlich f € F jene Bewegung, die P auf Q abbildet, und
s € E die Spiegelung um die Ebene H, so gilt auch f o s(P) = Q. Eine der beiden
Bewegungen f und f o s ist orientierungserhaltend, daher gilt P &5+ Q.

Fiir den allgemeinen Fall werden wir zeigen, dass es Zerlegungen

P=PU...UP, und Q=Q1UY...UQ

mit P; = @, gibt, wobei alle P; eine Symmetrieebene besitzen. Dann folgt mit
Obigem sofort P ~p+ Q.

Jedes Polytop lasst sich in endlich viele Tetraeder zerlegen, daher geniigt es, die
Aussage fiir solche zu zeigen. Sei also T ein Tetraeder mit den Eckpunkten a, b, ¢, d.
Bezeichne o den Inkugelmittelpunkt von 7" und aq, b1, c1,d; die Schnittpunkte der
Inkugel mit den Seitenflachen von T'. Dabei liegen a1, b1, c1, dy jeweils auf der a, b, c
bzw. d gegeniiberliegenden Fliche. Wir zerlegen nun 7T in die sechs Polytope mit
den Eckpunkten

oabcydy, oabicdy, oarbedy, oabicid, oa1bcid und oaqbicd,

35
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Abbildung 4.1

vgl. Abbildung 4.1. Die Strecken oc; und od; sind gleich lang und stehen normal auf
die Seitenflachen mit den Eckpunkten abd bzw. abe. Daher liegt o auf jener Ebene H,
die die Kante ab enthélt und den von den Seiten abc und abd eingeschlossenen Win-
kel halbiert. Damit ist das Polytop mit den Eckpunkten o,a,b, c1,d; symmetrisch
beziiglich H. Die Symmetrie der anderen Polytope zeigt man genauso. O

4.2 Korollar. Zwei Polytope im R3 sind genau dann zerlequngsgleich, wenn sie
ET-zerlequngsgleich sind.

4.1 Die Algebra der Polytope

Wir definieren die Gruppe der Polytope (", +) als die freie abelsche Gruppe, die
von den Polytopen P € |JP]' erzeugt wird. Um zwischen Elementen von B" und
Elementen von |JP}' zu unterscheiden, schreiben wir jene aus der Gruppe der Po-
lytope mit eckigen Klammern an. Fiir eine Gruppe G von Bewegungen bezeichnen
wir mit €% jene Untergruppe von ‘B"”, die von allen Elementen der Form

(i) [P] = [P] —...—[Pg), falls P = Py U...J Py gilt und
(ii) [P]— [Q], falls es eine Bewegung g € G gibt, sodass P = g(Q),

erzeugt wird. Wir untersuchen die Elemente von E € €7 genauer. Bis auf Bewegun-
gen aus G haben diese immer die Form

E= ; ([Pi] - Z[Pij]) - <[Qk] - ;[%]) ,

J k

dabei sind P, = {J; Pij und Qg = |J; Qi Zerlegungen. Vertauscht man die Summan-
den, erhalt man

i k.l

E=Y [P+ [Qu] - (Z[Qk] + Z[Pz‘ﬂ) :
k ,J
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Dabei sind nun (J; P U Uy Qru und U, Qx U U, ; P4 bis auf Bewegungen aus G
Zerlegungen des selben Polytopes. In dieser Darstellung kénnen aber noch identische
Summanden mit sowohl positivem als auch mit negativem Vorzeichen auftreten.
Léasst man diese wegfallen, ergibt sich

E=Y [P]-) [Q,

wobei jetzt alle [P/] und [Q%] verschieden sind.

Die Algebra der Polytope II% ist dann die Faktorgruppe B" /€. Mit r: P™ — I
bezeichnen wir die kanonische Abbildung, die jedem [P] aus PB" die Klasse [Plen,
zuordnet. Klarerweise gilt fiir zwei Polytope P und ) immer

Pr~cQ = [Plep, = [Qlen.-

Gilt umgekehrt [Plep, = [Qler,, dann liegt [P] — [Q] € €. Nach obiger Uberlegung
lasst sich dieser Ausdruck so ergénzen, dass

[Pl = [Q] =>_[P] + > [Qu] - (Z[Qk] + Z[Piﬂ)
i k,l k i,j

gilt, wobei lJ; P Uy ; Qi und Uy, Qr UL, ; Pij bis auf Bewegungen aus G' Zerlegun-

gen des selben Polytopes sind. Da P in {J; P, Uy Q@ und @ in |J, Qx U, ; P

auftreten muss, sind P und @ ergdnzungsgleich. Nach Satz 3.3 sind dann P und @Q

auch zerlegungsgleich. Insgesamt haben wir also die folgende Charakterisierung fiir

Zerlegungsgleichheit beziiglich G erhalten.

4.3 Korollar. Sei G eine Gruppe von Bewegungen im R™. Zwei Polytope P,Q €
UP] sind genau dann G-zerlegungsgleich, wenn sie beziiglich €7 in der selben Klasse
liegen, das heift es gilt [Plen, = [Qler.-

Wir betrachten nun speziell den Fall n = 3 und G = E und schreiben kurz &3
statt ¢%. Wir bezeichnen mit §* jene Untergruppe von 33, die von allen echten
Zylindern im R? und €3 erzeugt wird. Man beachte, dass im R? jeder echte Zylinder
zerlegungsgleich zu einem Parallelepiped ist, vgl. Lemma 1.4. Bezeichne V: 33 — R
jenen Homomorphismus, der von dem gewdhnlichen Volumen auf |JP2 induziert
wird und bezeichne weiters &3 den Kern von V. Wir wissen wegen Lemma 3.9 be-
reits, dass fiir Parallelepipede Volumensgleichheit sogar dquivalent zur translativen
Zerlegungsgleichheit ist. Daraus ldsst sich leicht folgern, dass > N &3 = &3 gilt.

4.4 Satz. Zwei Elemente [P],[Q] € B2 sind genau dann dquivalent modulo €3, wenn

]
V([P) = V(Q]) und [Plys = [Qp» gil.
Beweis. Fiir zwei Elemente [P],[Q] € B3 gilt
[Ples = [Qles = [P]~ [Ql € € =F n&°
& [P]-[Q) €§ und [P - [Q] € &
& [Plgs = [Qlzs und V([P]) = V([Q))-
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Wir definieren in 3% /3> eine Skalarmultiplikation fiir A > 0 durch
MPlgs = (APl
Mit Lemma 3.6 folgt dann fiir o, 3 > 0 und P € |JP3
(a+ B)[Plgo = (e + A)Plg> = [aP W BP]gs = a[Plgs + B[Py
und zusammen mit der Zuordnung
(=M)[Plgs = —[APlgs

bildet 33 /3> dann sogar einen Vektorraum iiber R.

4.2 Der Satz von Dehn-Sydler
Wir definieren die Dehn-Invariante A: P3 — R ® R, durch

AP)= Y L(E)®0I(E,P)
EeF1(P)

fiir alle P € P3. Hierbei bezeichnet L(E) die Linge der Kante E und §(FE, P) den
von den angrenzenden Seiten eingeschlossenen Winkel in P.

4.5 Lemma. Die Dehn-Invariante ist eine einfach additive Abbildung. Insbesondere
lisst sich A eindeutig als einfach additive Abbildung auf ganz \JP3 fortsetzen.

Beweis. Sei P € P2 und H eine Ebene, die P zerschneidet. Wir wollen zeigen, dass
A(P)=APNH")+A(PNH")

gilt, wobei H™ und H~ die beiden von H begrenzten Halbriume sind. Fiir eine
Kante E € F!(P) kénnen nun drei verschiedene Fille eintreten. Entweder E liegt
auf H, H teilt F oder F liegt ganz in einem der beiden Halbrdume. Im ersten Fall
gilt

O(E,P)=0(E,PNH")+0(E,PNH"),

und daher
L(E)®0(E,P)=L(E)®(E,PNH") + L(E)®6(E,PNH").

Die Kante E liefert also auf beiden Seiten der Gleichung insgesamt den selben Bei-
trag. Im zweiten Fall erhalt man

L(E)=L(ENH")+L(ENH~) und
O(E,P)=0(ENH", PNH")=0(ENH ,PNH").
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Damit gilt
L(E)®0(E,P) = L(ENH")QO(ENH", PNHT)+L(ENH )Q0(ENH ™~ ,PNH").

Im dritten Fall ist E entweder ganz in PN H* oder ganz in PN H~ enthalten, und
daher erhalten wir fiir F auf beiden Seiten der Gleichung den Wert L(E) ® 0(E, P).

Auflerdem konnen auf der rechten Seite der Gleichung Kanten auftreten, die erst
durch das Schneiden mit H entstehen. Fiir diese gilt aber immer

O(E,PNH")+0(E,PNH")=m,
das heifit in R ® R, ergibt sich
LE)Y®O(E,PNH )+ LE)®0(E,PNH )=L(E)®r=0.

Also ist A eine einfach additive Abbildung auf P2 und wegen Satz 1.2 lisst sie
sich als solche auf |JP3 fortsetzen. O]

Die Abbildung A ist auf einer Erzeugermenge der freien Gruppe ? definiert,
lasst sich also eindeutig als Homomorphismus auf die ganze Gruppe fortsetzen. Es
ist leicht zu zeigen, dass A auf §° verschwindet, und daher konstant auf allen Klassen
in B3 /33 ist. Also induziert A einen Gruppenhomomorphismus 6: P2 /F> — RO R,
sodass fiir jedes Polytop P

5 ([Plgs) = A(P)

gilt. Tatséchlich ist d sogar ein Vektorraumhomomorphismus, also eine lineare Ab-
bildung. Bezeichnet x: P — PB3/F> wieder die kanonische Abbildung, so erhalten
wir A = J o K.

Sind also P,Q € UP3 mit [Pl = [Qzs, dann folgt A(P) = A(Q). Zusammen
mit Korollar 4.3 und Satz 4.4 erhalten wir sofort den folgenden Satz, der erstmals
1901 in [3] von Max Dehn gezeigt wurde.

4.6 Satz (Dehn). Sind zwei Polytope P,Q C R3 zerlequngsgleich, so haben sie
gleiches Volumen und es gilt A(P) = A(Q).

Betrachtet man nun ein regelméfliges Tetraeder 7" mit Kantenldnge 1 und einen
Wiirfel W, der das selbe Volumen hat wie 7. Dann ist A(W) = 0 und

A(T)=6- (1 ® arccos (;)) .

Es lasst sich aber zeigen, dass arccos (%) kein Vielfaches von m ist, und daher gilt

A(T) # 0. Also kénnen W und T nicht zerlegungsgleich sein.
Wie bereits erwdhnt, zeigte Jean-Pierre Sydler in [15], dass diese Bedingungen
auch hinreichend fiir die Zerlegungsgleichheit zweier Polytope sind.

4.7 Satz (Sydler). Haben zwei Polytope P,QQ C R3 gleiches Volumen und gilt
A(P) = A(Q), so sind sie zerlegungsgleich.
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Wir besprechen nun jene verallgemeinerte Version dieses Satzes, welche Bgrge
Jessen in [11] présentierte.

4.8 Satz. Sei U ein beliebiger Vektorraum iiber R und 7: B3/F> — U eine lineare
Abbildung. Dann existiert eine lineare Abbildung ®: RQ R, — U, sodass 7 = P o4,
oder dquivalent dazu T ok = ® o A, gilt.

Daraus folgt Satz 4.7 direkt, wenn wir ¥ = 33/ und 7 = id (oder eine beliebige
andere injektive Abbildung) wahlen. Dann muss mit 7 = ® o § auch § injektiv sein,
und es folgt fiir zwei Polytope P,Q € |JP3 mit volz(P) = vol3(Q)

A(P) = A(Q) = 0 ([Plg) = 6 ([Ql32)
= [Plgs = [Qls
=P~ Q.

Seien z,y € (0,1) und «, 8 und a * § jene Winkel in (0, ), fiir die
sin?(a) =z, sin?(f) =y und sin®(ax*f) = zy (4.1)

gilt. Mit T'(z,y) bezeichnen wir nun ein Tetraeder mit Eckpunkten a, b, ¢, d, dessen
Kanten ab, bc und cd paarweise normal zueinander stehen und die die Léngen cot(«),
cot(a) - cot(f) und cot(S) haben, vgl. Abbildung 4.2. Der eingeschlossene Winkel an
der Kante ab ist gerade «, jener an cd . Nach einer einfachen Rechnung ergibt sich
der Winkel an ad als § — a * 3 und die Linge dieser Kante als cot(a * (). Die drei
iibrigen sind rechte Winkel. Damit ergibt sich in R ® R,

A(T(z,y)) = cot(a) ® a + cot(B) @ B — cot(a* ) @ (a* 3).
Das Tetraeder T'(z,y) hat das Volumen M und wegen cot?(¥9) =
erhalten wir

1—sin?(9)
sin?(9)

vol(T(a, ) = G -+ - = vla) + o(y) — v(a),

wobei v(t) = tﬁ_—tl. Zwei so erhaltene Tetraeder sind immer kongruent zueinander,
und liegen daher insbesondere in der selben Klasse beziiglich &3.

4.9 Lemma. Jedes Polytop P € \JP? ldsst sich in endlich viele Tetraeder vom Typ
T(z,y) zerlegen.
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cot(a)

Abbildung 4.2: Tetraeder der Form T'(z,y)

Beweis. Es ist natiirlich ausreichend zu zeigen, dass sich ein beliebiges Tetraeder in
Tetraeder der Form T'(z,y) zerlegen lasst. Sei also T ein Tetraeder mit den Eck-
punkten a,b,c und d. Bezeichne o den Inkugelmittelpunkt von 7" und a1, b1, c1,dy
die Schnittpunkte der Inkugel mit den Seitenflachen von T'. Dabei liegen a1, b1, ¢1, dy
jeweils auf der a, b, c bzw. d gegeniiberliegenden Fléche. Wir zerschneiden nun 7" in
zwolf kleinere Tetraeder, dabei wéhlen wir als Ecken immer zwei Eckpunkte von T,
o und und einem der Punkte aq, by, ¢1, d1. Betrachten wir nun eines dieser Stiicke ge-
nauer, beispielsweise jenes mit den Eckpunkten a,b,o und di, sieche Abbildung 4.3.
Zerschneiden wir dieses noch entlang jener Hyperebene, die normal zur Kante ab

d

Abbildung 4.3

liegt und die Kante od; enthélt, so entstehen zwei Tetraeder der Form T'(z,y). O
4.10 Lemma. Seien x,y,z € (0,1). Dann sind
T(x,y) UT(xy,z) und T(x,z)UT(zz,y)
zerlequngsgleich.
Beweis. Seien o, 3,7 € (0,%) jene Winkel mit sin?(a) = =z, sin?(8) = y und
sin?(y) = z. Mit obiger Formel erhalten wir dann
vol3(T'(z,y) U T (zy, z)) = v(z) + v(y) + v(z) — v(zyz)
=vols(T(z,z) WT(xz,y)),
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wobei v(t) = =L, Nach Satz 4.4 miissen wir nur noch die Aquivalenz modulo F*

: 6t
zeigen.

Bezeichne nun mit a, b, ¢, d die Eckpunkte von T'(z,y) und mit a,b, e, f die Eck-
punkte von T'(x, z), wie in Abbildung 4.4(a). Man beachte, dass auch andere Fille
als der in Abbildung 4.4(a) dargestellte auftreten kénnen. Diese lassen sich aber
analog behandeln. Das Viereck mit den Eckpunkten c, d, e, f besitzt einen Umkreis,

a

(a) Die Tetraeder T'(x,y) und (b) Das Polytop P
T(x, 2)

Abbildung 4.4

da die beiden gegeniiberliegenden Winkel an ¢ und e rechte Winkel sind. Der Mit-
telpunkt g dieses Kreises liegt genau in der Mitte der Diagonalen df. Wir legen nun
eine Kugel S auf diesen Umbkreis, die so grof} ist, dass neben den Punkten ¢, d, e, f
auch der Punkt a auf ihrer Oberfliache liegt. Ihr Mittelpunkt h liegt dann auf jener
Normalen auf die Ebene bed, die durch den Kreismittelpunkt g verlauft. Die Ortho-
gonalprojektion von h auf die Ebene abc bezeichnen wir mit p, jene auf die Ebene
abd mit q. Die Abstdnde dieser beiden Ebenen zu h sind gleich grof3 wie jene zu g,
daher hat die Strecke hp die Lange %cot(ﬁ) und hq die Lange %cot(’y). Der Schnitt
der Kugel S mit der Ebene abc ist ein Kreis mit Mittelpunkt p. Die Punkte a, ¢
und f liegen sowohl in dieser Ebene als auch auf S, daher liegen sie auch auf diesem
Kreis. Genauso liegen die Punkte a, d und e auf einem Kreis mit Mittelpunkt ¢. Um
den Winkel bei apf zu berechnen, betrachte Abbildung 4.5. Die Dreiecke apc und
cpf sind gleichschenklig, es gilt daher

§ = dm — 20 — 20/ = 2.

Ebenso ergibt sich der Winkel bei agd als 2. Bezeichne P jenes Polytop mit den
Eckpunkten a, b, d, f, h,p, q, siche Abbildung 4.4(b). Wir werden zeigen, dass

T(x,y) T (xy,2)]zs = [Plgs = [T'(z,2) UT(xz,y)]3s.

Wir wissen bereits, dass die Strecke ad die Lange cot(a * ) hat. Seien die Punkte
n und k so gewahlt, dass h und ¢ gerade die Mittelpunkte der Strecken an und
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Abbildung 4.5

ak bilden. Dann sind die Kanten ad, dn und nk paarweise orthogonal, nk hat die
Léange cot(y) und der Winkel bei and ist der selbe wie bei aed, also 7. Daher ist
das Tetraeder mit den Eckpunkten a,d, n, k gerade T'(xy, z), siche Abbildung 4.6(a).
Wir wissen ebenfalls, dass die Kante af die Lange cot(ax3) hat. Sei der Punkt m so

a
a q n
h %
%, OY(afy B (;ij
< -
d €
b .
g
C
f
(a) Die Tetraeder T'(z,y) und T'(zy, 2) (b) Die Tetraeder T'(z,z) und T'(zz,y)

Abbildung 4.6

gewahlt, dass p der Mittelpunkt der Strecke am ist. Dann erhalten wir hier ebenso
wie oben, dass die Kanten af, fm und mk paarweise orthogonal sind, die Kante
nl die Linge cot(S) hat und dass der Winkel bei amf gerade ( ist. Damit ergibt
sich das Tetraeder mit den Eckpunkten a, f, m, k als T'(xz,y). Die Kante ak tritt in
beiden Tetraedern T'(zy, z) und T'(xz,y) auf und hat die Lange cot(a x 3 * 7).

Untersuchen wir nun das Polytop mit den Eckpunkten d, h, k, n, ¢, vgl. Abbildung
4.6(a). Die Kanten dg und nq sind gleich lang und kn ist doppelt so lang wie hgq.
Auflerdem stehen kn und hg normal auf die Seite dng. Es ergibt sich sofort, dass
jedes Polytop mit diesen Eigenschaften zerlegungsgleich zu einem Zylinder ist, sieche
auch Abbildung 4.7.

Auch die beiden Polytope mit den Eckpunkten a,c,d, h,p und f,c,d, h,p in Ab-
bildung 4.6(b) sind von diesem Typ. Damit erhalten wir

[Plgs = [T(z,y) U T (xy, z)|zs.
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Abbildung 4.7

Ebenso erfiillen die Polytope mit den Eckpunkten a,q, e, h, f und d, g, e, h, f in Ab-
bildung 4.4(b) und das Polytop mit den Ecken f,p,m,h,k in Abbildung 4.6 obige
Eigenschaften und sind deshalb zerlegungsgleich zu geeigneten Zylindern. Damit er-
gibt sich auch hier, dass die Polytope P und T'(z, z) U T (zz,y) in der selben Klasse
beziiglich 2 liegen. Insgesamt haben wir also

[T(xv y) U T($y, Z)]33 = [T(.T, y) U T($, yz)]%’?’

und daher schliellich auch das Gewtinschte erhalten. O

4.11 Lemma. Seien x,y,z > 0. Dann sind

() ()
rT+y+z z+y r+y+z r+y

(I V(e 2 )
r+y+z r+=z r+y+z r+=z

zerlegungsgleich.

Beweis. Wir betrachten zunéchst ein Tetraeder 1" mit den Eckpunkten o,a,b,c,
dessen Kanten oa, ob und oc paarweise orthogonal sind. Auflerdem sollen die Langen
dieser drei Kanten gegeben sein durch

L(oa) = \/yz, L(ob) = vz und L(oc) = \/zy.

Nun zerlegen wir T in zwei kleinere Tetraeder 77,75, indem wir entlang jener Ebene
schneiden, die die Kante oc enthélt und orthogonal auf die Kante ab steht, vgl.
Abbildung 4.8. Die Kanten ad, do und oc von T7 stehen paarweise normal zueinander
und haben die Langen

L(ad) =y - 1/%+y’ L(do) = ,/;_yjy und L(oc) = \/zy.

Damit lasst sich leicht nachrechnen, dass T7 gerade das Tetraeder yT (mﬁﬁz, xyTy)

ist. Ebenso sieht man, dass T» das Tetraeder z1T' (xfﬂz, xLer) ist. Das heifit also,

Tsz( Tty o ® >UyT< rYy Y )
rT+y+z r+y rTt+y+z r+y

und
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Abbildung 4.8

Teilt man T jedoch entlang jener Ebene, die die Kante ob enthélt und normal auf
ac steht, erhédlt man mit analoger Argumentation, dass

T~xT< T+ z ’ x )UzT( T+ z 7 z )
T+y+z r+z rT+y+z r+z

gilt. O

4.12 Lemma. Seien &,7,¢ € (0,5) mit £+ n+ ¢ = 7. Dann existiert ein Quader
R mit Eckpunkten a,b,c,d,e, f,g,h und Diagonalen ab,cd,ef,gh, sodass fiir jene
sechs Tetraeder, in die R durch die Ebenen abcd, abef und abgh zerlegt wird, die
eingeschlossenen Winkel an der Kante ab die Werte £,7,( annehmen. Insbesondere
sind diese Tetraeder alle von der Form \T(x,y).

Abbildung 4.9

Beweis. Wir betrachten ein Sechseck mit paarweise parallelen Seiten, dessen Win-
kel am Mittelpunkt zwischen den Diagonalen gerade &, 7, ¢ sind. Dieses Sechseck ist
die Orthogonalprojektion eines Quaders R entlang einer Diagonalen ab, siehe Abbil-
dung 4.9. Die Bilder der anderen Diagonalen cd, ef und gh von R sind gerade die
Diagonalen des Sechsecks. Daher werden die Tetraeder, in die R durch die Ebenen
abed, abe f und abgh zerlegt wird, auf die sechs Dreiecke, in die das Sechseck durch
seine Diagonalen zerlegt wird, abgebildet. Damit ergeben sich die eingeschlossenen
Winkel an der Kante ab gerade als &, 7, C. O
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Die folgenden beiden rein algebraischen Lemmas zeigte Borge Jessen zusammen
mit Jorgen Karpf und Anders Thorup in [13].

4.13 Lemma. Sei U ein beliebiger Vektorraum iiber R und F: (0,1)2 — U eine
Funktion, die fir alle x,y,z € (0,1) die Gleichungen

F(z,y) = F(y, )
F(z,y) + F(zy,2) = F(x, 2) + F(zz,y),

erfillt. Dann existiert eine Funktion f: (0,1) — B, sodass fiir alle z,y € (0,1)

F(z,y) = f(z) + f(y) — f(zy)
gilt.

Beweis. Wir definieren vorerst eine Hilfsfunktion G: RZ — U als G(a,b) =
F(e™?,e7?). Diese erfiillt dann die Gleichungen

G(a,b) = G(b,a) (4.2)
G(a,b) + G(a+b,c) = G(a,c) + G(a + ¢, b)

fir alle a,b, ¢ > 0. Mit den Zuordnungen

G(0,0) = G(a,0) = G(0,b) = 0, (4.4)
G(—a,—b) = —G(a,b) und (4.5)

G(a,b) = G(a,c) = G(b,c), fallsa+ b+ c =0,

lasst sich G auf ganz R x R definieren. Klarerweise gilt Gleichung (4.2) nun auch fir
beliebige a,b € R. Wir wollen zeigen, dass Gleichung (4.3) auch noch immer giiltig
ist. Zu diesem Zweck definieren wir

®(a,b,c) = G(a,b) + G(a+b,c) — G(a,c) — G(a+ ¢, b),
und wollen zeigen, dass ® = 0. Klarerweise gilt

®(a,b,c) =0, falls a,b,c > 0, und
®(a,b,c) = —P(a,c,b).

AuBerdem erhalten wir fiir a, b, ¢ € R mit (4.5) und (4.6)

—®(a+b,—b,c) = —G(a+b,—b) — G(a,c) + G(a+b,¢c) + G(a+ b+ c,—b)
= —G(—a,—b) — G(a,c) + G(a+b,c) + G(—a — ¢, —b)
= G(a,b) — G(a,c) + Gla+b,c) — G(a+c,b)
= ®(a,b,c).

(4.7)
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Ganz dhnlich lassen sich die Gleichungen

®(a,b,c) = —P(—a,a+b,a+c) (4.8)
=®(b,—a—b,a+c) (4.9)
=®(c,a+b,—a—c) (4.10)
=—®a+b+c,—a—b,—a—c) (4.11)
=—-P(—a—b—cb,0) (4.12)

zeigen. Wegen (4.7) und ®(a, b, c) = —®(a, ¢,b) konnen wir die letzten beiden Argu-
mente immer nichtnegativ wihlen. Es gibt also a/, V', ¢’ € R, sodass

®(a,b,c) = +®(a’,b',) und V', >0

gilt. Falls eine der Zahlen o', b, ¢’ gleich 0 ist, folgt mit (4.4) sofort ®(a’,¥’,¢") = 0.
Seien also da/,b',¢ # 0. Fir @’ > 0 wissen wir bereits, dass ®(a’,',¢') = 0 gilt.
Betrachten wir daher den Fall @’ < 0. Gilt ¢/ +b > 0 und o’ + ¢ > 0, so erhalten
wir mit Gleichung (4.8), dass

®(ad b, )= —-®(—-d,d +V,d +)=0.

Ist nur eine der beiden Zahlen nichtnegativ, verwenden wir entsprechend Gleichun-
gen (4.9) oder (4.10). Sind o’ + b < 0 und @’ + ¢ < 0, so ergibt sich im Fall
a' +V +¢ > 0 mit Gleichung (4.11) ebenfalls ®(a’,b’',¢/) = 0. Im Fall ' + b + ¢ < 0
liefert Gleichung (4.12) das Gewiinschte. Insgesamt erhalten wir also

®(a,b,c) =+d(a, b, ) =0,

damit erfiillt G Bedingung (4.3) fiir beliebige a, b, c € R.
Wir betrachten nun R x 0, versehen mit der Operation

(a,z) + (b,y) = (a+ b,z +y+ G(a,b)).

Mittels (4.2) und (4.3) lésst sich leicht nachrechnen, dass R x 0 mit dieser Addition
eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0,0) bildet.

Bezeichne 7m: R X0 — R die Projektion auf die erste Komponente. Wir betrachten
die Menge S all jener Untergruppen H < R x 9, fiir welche 7|y injektiv ist. Da
{(0,0)} sicher in dieser Menge enthalten ist, ist S nichtleer. Die Elemente von S sind
durch Mengeninklusion geordnet, und jede Kette K in S ist durch JK € S nach
oben beschriankt. Also gibt es nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element
Hin S.

Nun zeigen wir, dass 7| ; auch surjektiv ist. Angenommen, es gibt ein c € R\W(I:I ).

A

Betrachte vorerst den Fall, dass ein Vielfaches von ¢ in w(H) liegt. Wir wéhlen

A

k € N\ {0} minimal mit kc € 7(H). Klarerweise ist dieses k der grofite gemeinsame

A

Teiler aller m, fir die me € w(H) ist. Es gilt fiir alle z € ¥

k—1
k-(c,x)= (k‘c, kx + Z G(c,ic)) .

=1
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Sei w € U jenes Element, fiir welches (ke,w) in H liegt. Setzt man nun

1

k—1
v=g <w — ZZ}G’(c,ic)) €9,

so ergibt sich k - (¢,v) = (ke,w) € H. Gibt es kein k # 0, fiir das ke in 7(H) liegt,
setzen wir k = 0 und wéhlen v beliebig. Es gilt dann & - (¢,v) = (0,0) € H.
Wir betrachten nun

H = {(a,x) +n(e,v) | (a,2) € Hund n € Z} <R x .
Klarerweise gilt H C H'. Ist (a, ) + n(c,v) Element aus H' mit

7 ((a,z) + n(c,v)) =a+nc=0,

so ist nc = —a € w(H). Dann muss n ein Vielfaches von k sein, es gibt also ein [ € Z
mit n = [k und damit ist

(a,) +n(c,v) = (a,z) + 1k - (¢c,v) € H.

Da 7 auf A injektiv ist, muss (a, z) + n(c,v) = (0,0) sein. Damit ist aber auch 7|z
injektiv, womit auch H' in S liegt. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitéit von H.
Also muss 7 auf H auch surjektiv sein.

Jedem a € R ldsst sich also ein eindeutiges Element ¢(a) € U zuordnen, fir
welches (a, p(a)) € H liegt. Fiir a,b € R ergibt sich dann

(@ +b,¢(a+0)) = (a, p(a)) + (b, (b))
= (a+b,0(a) + ¢(b) + G(a, b)),
G(a,b) = pla+b) = p(a) = ¢(b)
folgt. Nun wéhlen wir f: (0,1) — U als f(e™*) = —¢(a) und erhalten

F(z,y)=F(e e

firz =e % y=e"’. O

4.14 Lemma. Sei Y ein beliebiger Vektorraum tber R und G: Ri — 0 eine Funk-
tion, die die Bedingungen
G(a,b) = G(b,a) (4.2)
G(a,b) + G(a+b,c) = G(a,c) + G(a + ¢,b) .
G(Aa, \b) = A\G(a,b) (4.13)
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fiir alle a,b,c € Ry erfillt. Dann gibt es eine Funktion g: Ry — U, die die Bedin-
gung
g(a) +g(b) = g(ab)

und die Gleichung
G(a,b) = ag(a) + bg(b) — (a + b)g(a + b)
fiir alle a,b € Ry erfillt.

Beweis. Wir setzen wie im Beweis von Lemma 4.14 mit den Zuordnungen (4.4),
(4.5) und (4.6) die Funktion G auf ganz R x R fort. Dann erfiillt die Fortsetzung die
Bedingungen (4.2), (4.3) und klarerweise auch Bedingung (4.13).

Wir definieren auf R x 20 die Operationen

(a,z) + (byy) = (a+ b,x + y + G(a,b)) und
(a,x) - (b,y) = (ab,ay + bx).

Man rechnet leicht nach, dass R x ¥ mit dieser Addition und Multiplikation einen
kommutativen Ring mit Einselement (1,0) bildet.

Wir betrachten auch hier die Menge S aller Unterringe H < R x U, fiir die die
Projektion 7|g auf die erste Koordinate injektiv ist. Der Unterring {n-(1,0) | n € Z}
liegt sicher in S, damit ist diese Menge nichtleer. Mit dem Lemma von Zorn erhalten
wir wieder ein beziiglich der Mengeninklusion maximales Element Hin S.

Wir zeigen auch hier, dass 7(H) = R sein muss. Sei wieder angenommen, es
gibt ein ¢ € R\ 7(H). Der Isomorphismus 7: H — m(H) lasst sich eindeutig zu
einem Isomorphismus 7: H[t] — 7(H)[t] zwischen den Polynomringen fortsetzen.
Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ algebraisch iiber 7(H) ist. Sei m € w(H)|[t]
mit m(c) = 0 von minimalem Grad und bezeichne i = 7! (m) € H|[t]. Entwickeln
wir 7 mit der Taylorschen Formel um (¢, 0), so erhalten wir mit (¢, z) = (¢, 0)+(0, x)
die Darstellung

m((c,z)) = m((c,0)) + M ((c,0)) - (0, ), (4.14)
da wegen (0,z) - (0,z) = (0,0) alle weiteren Terme wegfallen. Wir wissen, dass
m (1m((¢,0))) = m(c) = 0,
daher ist m((c,0)) = (0,w) fiir ein w € Y. Da
deg (7 (M) = deg (M) < deg (1) = deg(m),

darf d := 7(m')(c) nicht 0 sein. Sei y € U mit m/((c,0)) = (d,y). Jetzt lasst sich
(4.14) schreiben als

m((c,x)) = (0,w) + (d,y) - (0,2) = (0,w + dz).

Fir z, := —éw ist dann (¢, x,) € R x U eine Nullstelle von 7. Wir betrachten den
Unterring

H' = {p((c, ) | p € Alt]}
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von R x 0. Wegen (¢, z,) € H'\ H ist H C H'. Gilt nun 7 (p((¢, ,))) = 0 fiir ein
p € H[t], dann hat p := 7(p) € n(H)[t] den Punkt ¢ als Nullstelle. Daher muss p bis
auf eine Konstante ein Vielfaches von m sein. Das heift, es gibt ein r € 7w(H)[t] und
eina € w(H)\ {0}, sodass ap = r - m. Wegen a € 7(H) gibt es auch ein = € U, fiir

welches (a,x) in H liegt. In H|[t] ergibt sich dann

(a,2) - p=7L(r) -,
und damit auch (a,z) - p((c,z,)) = 0. Wegen a # 0 muss dann bereits p((c, z,)) =0
sein. Das bedeutet, 7| g ist injektiv, und damit liegt H' in S, was einen Widerspruch
zur Maximalitit von H liefert.

Sei nun ¢ transzendent iiber 7(H), das heift p(c) # 0 fir alle p € w(H)[#] \ {0}.
In diesem Fall wahlen wir z, € U beliebig und definieren wieder

o = {p((c, z,)) | p € ﬁ[ﬂ} <R x .

Ist 7(p((c,20))) = 0 fiir ein p € H[t], dann hat p := 7(p) € n(H)[t] wieder die
Nullstelle ¢, woraus direkt p = 0 folgt. Daher muss auch p = 0 sein, also insbesondere
p((¢,25)) = 0 und wir erhalten wieder H' € S und damit den Widerspruch zur
Maximalitit von H. Also muss 7 g auch surjektiv sein.

Nun koénnen wir jedem a € R ein eindeutiges ¢(a) € U zuordnen, fiir welches
(a,(a)) in H liegt. Fiir a,b € R muss dann

(@ +b,p(a+0b)) = (a,p(a)) + (b, (b))
= (a+b,p(a) + ¢(b) + G(a, b))

und

(ab, p(ab)) = (a, p(a)) - (b, ¢(b))
= (ab,bp(a) + ap(b))

gelten. Wir wihlen die Funktion g: Ry — U als g(a) := —1¢(a) und erhalten

G(a,b) = p(a+b) — p(a) — (b)
= a-g(a) +b-g(b) ~ (a-+b)- gla+0)
und
0=(ab) —b-p(a) —a-p(b)
= —ab-g(ab) +ab- g(a) + ab- g(b),

womit schlie3lich auch
0 = g(a) + g(b) — glab)
folgt. O
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Jetzt haben wir alle Bausteine zusammen um Satz 4.8 zu beweisen.

Beweis von Satz 4.8. Sei U ein beliebiger Vektorraum iiber R und 7: B3/F° — U
eine lineare Abbildung. Wir miissen zeigen, dass eine lineare Abbildung ¢: RQR, —
U existiert, die 7 o k = ® o A erfiillt.

Ist ® so eine Funktion, und definiert man die Funktion ¢: R — U als ¢(§) =
®(1® &), dann erfillt ¢ die Gleichungen

p(€+n)=p()+¢n) und @(r)=0. (4.15)

Ist umgekehrt p: R — U eine Funktion, die (4.15) erfiillt, so lasst sich ®: RQR, —
¥ als die eindeutige lineare Fortsetzung von ®(1 ® &) = ¢(§), £ € R, definieren.

Daher geniigt es eine Funktion ¢: R — U zu finden, die die Gleichungen (4.15)
und zusétzlich

Tokr([Pl)= Y  L(E)-¢(0(E,P)) (4.16)

EeF1(P)

fiir alle Polytope P € |JP? erfiillt.
Wir definieren die Hilfsfunktion F: (0,1)? — U als F(z,y) = 7o & ([T(z,9))]).
Dann erfiillt F fiir alle z,y, 2 € (0,1)

F(z,y) = F(y,z)
F(x,y) + F(zy,z) = F(x,2) + F(zz,y),

wobei die erste Gleichheit klar ist und die zweite aus Lemma 4.10 folgt. Nach Lem-
ma 4.13 gibt es ein f: (0,1) — U, sodass

F(x,y) = f(x) + f(y) — f(zy) (4.17)

fiir alle z,y € (0,1) gilt. Aulerdem stimmen nach Lemma 4.11 auch

P ) v )
r+y+z x+vy rt+ytz z+y

T+ z T T+ z z
() )
rT+y+z r+=z rT+y+z r+=z

fiir alle z,y, z > 0 tiberein. Verwendet man nun die Darstellung (4.17), erhélt man
nach kurzer Umformung

o () oo () e () o0 ()
=t (53) vt () oo () o (o)

Sei G: Ri — % definiert durch

e =s1(525) o1 ()

und
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dann erfiillt G fir alle z,y, z > 0 und alle A € R die Gleichungen

G(z,y) = G(y,x)
G(z,y) + Gz +vy,2) = G(z,2) + Gz + 2,y)
G(Az, Ay) = A\G(x,y),

wobei die zweite gerade obige Bedingung und die anderen beiden klar sind. Nach
Lemma 4.14 gibt es eine Funktion ¢g: Ry — 0, sodass

g(x) +g(y) = g(zy) (4.18)

und
G(z,y) = zg(z) +yg(y) — (z +y)g(z +y)
fiir alle z,y € Ry gilt. Aus (4.18) erhalten wir direkt, dass g(1) = 0 sein muss. Wir
erhalten fiir ,y € (0,1) mit z +y =1
zf(x) +yfly) = Gz,y) = zg(x) + yg(y).
Wir fiihren eine weitere Hilfsfunktion h: (0,1) — U ein, die wir als h(x) = f(z)—g(x)
definieren. Mit Gleichung (4.18) folgt die Darstellung
F(z,y) = f(x) + fly) = f(xy)
f@)+ fly) = fley) — (9(2) + 9(y) — g(zy)) (4.19)
h(z) + h(y) — h(zy)

und h erfillt fir z,y € (0,1) mit z+y =1

xh(z) + yh(y) = 0. (4.20)

Jetzt konnen wir die Funktion ¢: R — U als

0, sonst

n(§) - in? S kr
SO(g)z{ta (&) - h(sin?(€)), fallsé#£ 5 kezZ,

definieren. Wir wollen zeigen, dass fiir beliebige £, 7 € R

(& +mn) = (&) +»(n)

gilt.
Wir beginnen vorerst mit &, 7, fir die € + n = %” fiir ein k£ € Z ist. Wegen

® (%’r) = ( missen wir also zeigen, dass

0= (&) +¢(n) (4.21)
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@ sein, also ebenfalls ein Vielfaches

daher gilt trivialerweise (4.21). Seien also weder £ noch 7 Vielfache von 7.

gilt. Ist & = %r fiir ein [ € Z, dann muss n =

™
von b

Ist k gerade, so gilt

sin?(¢) = sin? (k;r - n) = sin?(n) und tan(§) = tan <IZT - n) = —tan(n).

Damit erhalten wir

(&) + ¢(n) = tan(€) - A (sin®(€) ) + tan(n) -  (sin® (1))

= tan(¢) - h (sin?(€) ) — tan(¢) - b (sin*(€))
=0.

Fiir ungerades k£ haben wir

cos(€) = —sinfi) und tan(€) = tan (- —n) = =

und daher folgt mit (4.20)

(&) + ¢ (n) = tan(€) - (sin®(€) ) + tan(n) - b (sin® ()

= M (sinQ(g) -h (sin2(f)> + cos?(€) - h (0052(5)))

=0.

Insbesondere haben wir damit fiir beliebige ¥ € R

o(0) =—¢ (7 —9) (1.22)

erhalten. Sind «, f und a * 3 jene Winkel in (0, %), fir die
sin?(a) =z, sin?*(f) =y und sin®(ax*f) = zy
gilt, so erhalten wir mit (4.19) und (4.22) fiir F'(z,y) die Darstellung

7o ([T (2,y)]) = cot() - p(a) + cot(B) - p(B) — cot(a * §) - p(a )

= cot(a) - p(a) 4+ cot(B) - p(B) + cot(a * ) - (;r —ax* ,8) )
Also gilt fur alle Tetraeder T'(z,y) mit x,y € (0,1) Gleichung (4.16) und daher auch
fir alle AT'(z,y) mit A > 0.
Fir drei Winkel &,7,¢ € (0, g) mit Summe 7 erhalten wir mit Lemma 4.12 einen
Quader R, der in sechs Tetraeder T7,...,Ts der Form A\T(x,y) zerlegt wird, und
deren eingeschlossene Winkel an der Kante ab gerade die Werte &, 7, ( annehmen,
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sieche auch Abbildung 4.9. Es gilt 7 o k([R]) = 0 und zusammen mit dem eben
Gezeigten erhalten wir

0= Y LE)-e@ETT)+...+ >, LE) ¢OFE,T)).
EeF(TY) EeF(Ts)
Die eingeschlossenen Winkel der 7; an allen Kanten aufler ac, ag,af,bd, be, bh und
ab sind rechte Winkel, daher liefern diese auf der rechten Seite keinen Beitrag. An
jeder der Kanten ac, ag, af, bd, be, bh wird der rechte Winkel in R durch eine Ebene
geteilt, und daher ergibt sich dieser als Summe der eingeschlossenen Winkel der
beiden Tetraeder, die diese Kante teilen. Wegen Gleichung (4.21) liefern also auch
diese in Summe keinen Beitrag. Ubrig bleibt daher nur die Kante ab, an der die
zugehorigen Winkel gerade die Werte £, 7, ( annehmen. Insgesamt erhalten wir so

0= (&) + ) + ¢(C),

fir £&,m,¢ € (0,%). Direkt aus der Definition von ¢ ergibt sich die Formel p(a) =
—(m — «), woraus

p(§+m) = (&) + )
n € (5,m) folgt. Wegen Gleichung (4.21) und (4.22) stimmt
] nd§+77 € [§.7]. Fir &,n € [0,%] mit {47 € [0,F]
d  —n. Dann gilt 7 — & —n € [5, 7] und mit Gleichung

fir &,m e (0,%) und £+
das auch fur &, n € [0,
betrachten wir § — § u

(4.22) daher

s
72
un

p(§+mn)=—p(r—§—mn)

(30 -o(5-
= (€)+s0( )-

Fiir beliebige £,7 € R sind ¢ = — &, = & — p fir passende k,l € Z in dem
Intervall [0, 7] enthalten und dann gﬂt w1eder rmt Gleichung (4.22)

w(€+n)=¢((kzl)ﬁ—€’—n’)

=—p(E+7)
=—¢ (&)~ @)
= (&) + »(n).

Insgesamt erfiillt die Funktion ¢ also die gewtinschten Gleichungen (4.15).

Da sich nach Lemma 4.9 jedes Tetraeder in kleinere Tetraeder der Form AT'(z,y)
zerlegen lasst und diese die Formel (4.16) erfiillen, gilt das auch fiir beliebige Polytope
P. O

Eine direkte Konsequenz aus den Sétzen 4.6 und 4.7 ist der folgende Satz.

4.15 Satz (Dehn-Sydler). Seien P,Q C R? zwei Polytope. Dann sind P und Q
genau dann zerleqgungsgleich, wenn sie gleiches Volumen haben und A(P) = A(Q)
gilt.



5 Zerlegungsgleichheit im R*

5.1 Der Satz von Jessen

Borge Jessen zeigte in [12], dass die von Hugo Hadwiger [6] aufgestellten Bedingun-
gen fiir den R* tatséchlich auch hinreichend sind. Dabei fithrt er das Problem mit
Hilfe von Zylinderklassen auf den dreidimensionalen Fall zuriick. In diesem Kapitel
wollen wir diesen Beweis prasentieren, wobei wir uns teilweise auch auf [2] stiitzen.

Sei P € P} und F € F?(P) eine zweidimensionale Seite von P. Wir betrachten
eine zweidimensionale Ebene U C R*, die orthogonal auf F' steht und durch einen
inneren Punkt p von F' verlduft. Dann ist P N U ein zweidimensionales Polytop, fiir
welches p als Eckpunkt auftritt. Wir definieren den eingeschlossenen Winkel an F'
in P als jenen Winkel, der in PN U an dem Eckpunkt p auftritt und bezeichnen ihn
mit 6(F, P).

Wir definieren die Dehn-Hadwiger-Invariante Ay: 73§ — R® R, fir alle P € 73;1
durch

AyP)= > voly(F)®6(F,P).
FeF2(P)

5.1 Satz. Die Dehn-Hadwiger-Invariante Ay ist einfach additiv und bewegungsin-
variant.

Beweis. Da das Volumen invariant unter Bewegungen und diese immer winkeltreu
sind, ist A4 bewegungsinvariant. Um die einfache Additivitit zu zeigen, sei P € P2
ein konvexes Polytop und H eine Hyperebene, die P teilt. Wir miissen zeigen, dass

Ay(P) = Ay(POHY) + AP H™) (5.1)

gilt. Fiir eine zweidimensionale Seite F' von P gibt es nun drei Moglichkeiten. Entwe-
der sie liegt ganz auf einer Seite von H, sie wird von H geteilt oder sie liegt ganz auf
H. Im ersten Fall liefert F' auf der rechten Seite von (5.1) nur zu einem der beiden
Summanden einen Beitrag, ndmlich voly(F) ® (F, P). Im zweiten Fall erhalten wir

(volo(F N H) + volo(F 1 H™)) @ 0(F, P) = voly(F) @ 0(F, P),

da sich der Winkel an F' durch Zerschneiden nicht dndert. Im letzten Fall schliellich
ergibt sich

volo(F) @ (0(F, PVH*) + 0(F, PN H™)) = voly(F) @ (F, P).

95
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Zusétzlich kénnen auf der rechten Seite von (5.1) auch zweidimensionale Seiten F
auftreten, die keine Seiten von P sind. Diese entstehen als Schnitt einer dreidimen-
sionalen Seite von P und der Hyperebene H, daher liegen sie sowohl in F2(PNH™)
als auch in F2(P N H~) und es gilt immer

O(F,PNH")+0(F,PNH")=r.

Also liefern solche Kanten in R ® R, insgesamt keinen Beitrag zu (5.1), und die
einfache Additivitat von Ay ist erwiesen. O

Nach Satz 1.2 lisst sich Ay als einfach additive Abbildung auf ganz |JP; fortset-
zen. Die Invarianz unter Bewegungen bleibt dabei klarerweise auch erhalten.

Wir nennen einen zweistufigen Zylinder Z im R* der Form I+ A, wobei A € |JP3
und [ ein Liniensegment ist, ein Prisma. Steht I normal auf das dreidimensionale
Polytop A, so heifit Z gerade.

Fiir gerade Prismen der Hohe 1 lassen sich das Volumen und die Dehn-Hadwiger-
Invariante sehr einfach mit Hilfe des dreidimensionalen Volumens und der Dehn-
Invarianten darstellen.

5.2 Lemma. Sei I + A C R* ein gerades Prisma, wobei I die Linge 1 hat. Dann
1st

voly(I + A) =vols(A)  und A4l + A) = As(A).

Beweis. Die erste Behauptung ist klar, da I + A gerade ist und I die Linge 1 hat.
Bezeichne a den Anfangspunkt und b den Endpunkt von I. Dann ist jede zweidi-
mensionale Seite von I + A von der Form {a} + F, {b} + F oder I + E, wobei
F' eine beliebige zweidimensionale Seitenfliche und E eine beliebige Kante von A
bezeichnet. Die eingeschlossenen Winkel an Seiten der ersten beiden Formen sind
immer rechte Winkel, daher leisten diese in R ® R keinen Beitrag zu A4(/ + A). An
Seiten der Form I + F hingegen ergeben sich die eingeschlossenen Winkel gerade als
O(E, A) im Dreidimensionalen. Insgesamt erhalten wir dann

AyI+A)= > voly(F)®0(F,P)
FeF2(I+A)
= > voly(I+E)®0(E,A)
EcF1(A)
= > L(E)®I(E,A)
EcF1(A)
= A3(A).

O]

Um auch fiir beliebige Polytope im R* eine solche Vereinfachung zu erreichen,
benétigen wir noch einige Hilfssétze.
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5.3 Lemma. Seien ai,as,as,as € R* paarweise orthogonal. Dann ist das Simplex
[a1, a2, a3, aq] zerlegungsgleich zu

<[a1] + ;[ag,ag,a4]> 6] <;[a1,a2,a3] + [a4]) .

Beweis. Jeder Punkt = von S = [aj, a9, as,ay] besitzt eine eindeutige Darstellung
der Form
T = ag + A\a1 + Asas + Azas + \aq, (5.2)

wobei ag € R* ein beliebiger Startpunkt ist und die Ungleichungskette
0< A< A3 A< <1 (5.3)

gilt. Wahlen wir {aq, as, a3, as} als neues Koordinatensystem und 0.B.d.A. ag = 0,
dann hat x die Darstellung (A1, A2, A3, A\y). Wir zerlegen S in die beiden Polytope

P ={(M,22,23,\1) € S| A2+ A3 < 1}

und
Q={(M,X2,A3,\1) €5 | Ao+ A3 >1}.

Dann wird P zerteilt in
1
P1:{$€S|)\2+)\3§1, )\QSQ}

und .
P2:{$€S’)\2+)\3§1, )\222}
Wir betrachten die Bewegung
f ()\17 A2'))\37 A4) == (1 - )\17 1 - A27)\37 A4)

und untersuchen das Polytop f(P2). Es besteht aus all jenen Punkten (A1, A, A3, \g),
fiir die die Ungleichungen

0< A< A3<T—-X<1-X <1,

1
)\3§/\2 und )\2§§

gelten. Zusammengefasst ergibt das

1
0§>\4§)\3§)\2§§ und 0 < Ay < Ao,

Damit erhalten wir, dass das Polytop P U f(P,) aus genau jenen Punkten besteht,
die die Ungleichungen

1
0§>\4§/\3§)\2§§ und 0 <A <1
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erfiillen. Das ist aber gerade das Prisma

1
la] + §[a2,a3,a4]-

Das Polytop @ zerlegt man ebenso in zwei Teile ()1 und @2, wobei in ()1 die Unglei-
chung A3 < % gelten soll und in Q)2 entsprechend A\g > % Hier betrachten wir die
Bewegung g, welche durch

g (A1, A2, A3, 0) = (A1, A2, 1 — Az, 1 — \y)
gegeben ist und erhalten g(Q1) W Q2 = %[al, az, ag) + [a4]. Insgesamt ergibt sich also
S=PUQ
~PLU f(P) Ug(Q1) U@
= ([al] + ;[G2,G3,a4]) W (;[al,ag,ag] + [a4]> :

5.4 Lemma. Sei A+ B ein zweistufiger Zylinder im R* und A\ > 0. Dann ist
M+ B~7 A+ AB mod Z;.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Zylinder der Formen [a1,a2,as] + [a4] und
[a1, as] + [as, ag] zu zeigen, da sich jeder zweistufige Zylinder in solche zerlegen lésst.
Nach Korollar 3.5 gilt

()\[Cbl] + [ag, as, a4]) o ()\[al, ag] + [CL3,CL4]) g ()\[al, as, ag] + [a4]) ~T
([al] + )\[CLQ, as, a4]) uJ ([al, CLQ] + /\[ag,a4]) O] ([al,ag,ag] + )\[a4]) . (54)

Dies gilt auch, wenn wir hier a; durch —a; ersetzen. Vereinigen wir dann die linke
Seite des Ergebnisses mit der rechten Seite von Satz 3.3 und umgekehrt, so erhalten
wir mit [a1] &7 [—a1] und Satz 3.3

(Aa1, ag] + [as, a4]) U (Aa1, az, as] + [aq]) U
([=a1, a2] + Alas, as]) U ([—a1, az, as] + A[as]) ~r
([a1, az] + A[as, aq]) U ([a1, ag, as] + Alaq]) U
(Al—a1, az] + [a3, as]) U (A[—a1, az, ag] + [a4]) .

Jetzt ersetzen wir ay durch —ay, gehen wieder genauso vor wie oben und erhalten
(/\[al, GQ] + [ag, a4]) J ([—al, CLQ] + )\[ag, a4]) v
([a1, a2] + Aaz, —a4]) U (A[~a1, ag] + [az, —a4]) ~7

([al, CLQ] + )\[&3, CL4D g ()\[—al, (12] + [ag, CL4]) g
(A[al, CLQ} + [ag, —a4]) o ([—al, az] + )\[ag, —CL4]) .

(5.5)
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a —a

(a) [a, 0] WU ([a] + [b]) (b) [—a,b] U [a — b,20]
Abbildung 5.1
Fiir linear unabhéngige a,b € R? gilt
[a,b] U ([a] + [b]) ~7 [—a,b] U [a — b, 20],
vgl. Abbildung 5.1. Ebenso ergibt sich
[a,b] U ([a] + [b]) ~7 [a, —b] U [2a,b — a].

Mit diesen beiden Beziehungen und Satz 3.3 kann man aus (5.5)

(Ma1 — ag, 2as] + [2a3, a4 — a3]) U ([a1 — a2, 2a2] + X ([as] + [a4])) U
(la1] + [a2] + A[2a3, as — a3]) W (A ([a1] + [a2]) + [as] + [ad]) ~
(la1 — az,2as] + A[2a3, a4 — a3]) U (Ma1 — ag, 2a2] + [a3] + [a4]) U
(A (laa] + [a2]) + [2a3, a1 — a3]) U ([a1] + [a2] + A ([as] + [a4]))

folgern, was schliellich
()\[al — a9, 2@2] + [2&3,&4 — a‘g]) W 21 ~p ([a1 — as, 20,2] + )\{20,3, a4 — ag]) W Zy

mit 21,725 € Zgl liefert. Ersetzt man jetzt aq, ao, ag und a4 durch aq + %ag, %ag, %ag
und a4 + %ag, ergibt sich

Mai, as] + [a3, as] ~7 [a1,a2] + A[az,as] mod 23,

womit die Aussage fiir Zylinder der Form [a1, ag] + [as, as] gezeigt ist. Verwenden
wir dieses Ergebnis in (5.4), so erhalten wir

()\[(11] + [CLQ, as, a4]) g ()\[al, as, ag] + [CL4]) ~7
([a1] + Mag, a3, as]) U ([a1, az, a3] + Aag]) mod Z3.
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Wir setzen wieder fiir a; den Vektor —a; ein, vereinigen die linke Seite des Ergeb-
nisses mit der rechten Seite obiger Gleichung und umgekehrt und erhalten

(Alar, az, as] + [aa]) U (a1, az, as] + Aad]) ~r

([a1, a2, az] + Aas]) U (A[—a1, a2, az] + [a4]) mod Z3. (5.6)

Im R3? gilt fiir beliebige linear unabhiingige Vektoren by, by, b3

COIlV(O, by, ba, bg) J [—bl, by — by, b3 — bg] ~T CODV(O, 2b1, ba, bg),

vgl. Abbildung 5.2. Vereinigen wir zuerst die beiden Seiten dieser Gleichung mit

by

2
— 51 61

(a) COIlV(O7 b1, ba, b3) O] [—bl, by — b1, bs — b2] (b) CODV(O, 2b1, ba, b3)
Abbildung 5.2

conv(0, by, by, b3) = [b1,ba — b1, bs — ba] und Minkowski-addieren dann ein beliebiges
Segment [by] dazu, ergibt sich nach kurzer Umformung

(2 - conv(0,by,ba, b3) + [ba]) U ([=b1,b2 — b1,b3 — bo] + [b4]) ~7
(conv(0,2b1, ba, b3) + [ba]) U ([b1, b2 — b1, b3 — ba] + [b4]) .

Setzt man hier einmal by = a1,bs = as,b3 = a3z und by = Aag und einmal b; =
Aaj, be = Aag, bz = Aasg und by = a4, so erhédlt man zusammen mit (5.6), dass

(2 - conv(0, a1, az, as) + Maa]) U (Aconv(0, 2ay, az, az) + [a4]) ~r

(2- Aconv(0, a1, az, az) + [a4]) U (conv(0, 2a1, ag, az) + Alaa]) mod Z3 5-9)
gilt. Genauso kann man
(2 - conv(0, 2a1, ag, az) + Aaa]) U (Aconv(0, 2ay, 2a9, az) + [a4]) ~r
(2 - Aconv(0, 2a1, az, az) + [a4]) W (conv(0, 2a1, 2a9, az) + Alas]) mod Z3 (5.8)
und
(2 - conv(0, 2a1, 2as, az) + Aag]) U (Aconv(0, 2a1, 2as, 2a3) + [as]) ~1 659)

(2 - Aconv(0, 2a1, 2a9, az) + [as]) U (conv(0, 2a1, 2az, 2a3) + Aas]) mod Z3
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zeigen. Gibt man nun zwei mal (5.8) und vier mal (5.7) zu Gleichung (5.9), erhélt
man

(8 - conv(0, a1, ag, ag) + Maa)) U (Aconv(0, 2a1, 2as, 2a3) + [a4]) ~7
(8- Aconv(0, ay, as, az) + [as]) U (conv(0, 2a1, 2as, 2a3) + Alas]) mod Zj.
Lemma 3.6 liefert
8 - conv(0, a1, az, az) ~7 conv(0, 2a1, 2az, 2a3) U conv(0, 6a1, 6as, 6az) mod Zj,
womit schlieflich
conv (0, 6ay, 6az, 6az) + Aas] ~7 Aconv(0,6a1,6az2,6a3) + [as] mod Z3

gezeigt ist. Ersetzt man jetzt noch ai, az und as durch %al, %(al + ag) und %(al +
as + as), so ergibt sich

[a1, a2, a3] + Nas] ~7 Aai,a9,as] + [as] mod Z§.
O

Mit dem folgenden Satz lasst sich schliellich das Problem der Zerlegungsgleichheit
auf den dreidimensionalen Fall zuriickfithren.

5.5 Satz. Jedes Polytop im R* ist zerlequngsgleich zu einem geraden Prisma der
Hohe 1.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Simplizes der Form [a1, ag, a3, a4] mit paarweise
orthogonalen Vektoren ai, as,as,as € R* zu zeigen, da sich jedes Simplex und da-
mit auch jedes beliebige Polytop in solche zerlegen lésst, vgl. dazu auch [9]. Nach
Lemma 5.3 gilt

la1, a2, a3, as] ~7 ([al] + ;[GQ,CL3,G4]> S (;[al,az,as] + [a4]> .

Bezeichnet A die Lange des Vektors a; und e; = %al, dann gilt nach Lemma 5.4

([aﬂ + ;[az,a:’,,azﬂ) WUZy ~r ([61] + ;\[(Iz,ag,(M]) U Zo,

mit Z1, Zo € Z4. Wir wissen bereits, dass jeder dreistufige Zylinder im R* zerlegungs-
gleich zu einem Parallelepiped sein muss, vgl. Lemma 1.4. Daher gibt es Z, Z} € Z},
sodass

Z1 ~ Zi und ZQ ~ Zé

gilt. Nach Lemma 3.9 kénnen wir diese als [e1] + P bzw. [e;] 4+ @ wéhlen, wobei P, Q)
dreidimensionale Parallelepipede sind, auf welche e; normal steht. Dann gilt

Zy~lel]l+ P und Zs ~[e1] + Q
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und damit erhalten wir

([al] + ;[ag,ag,a4]> U(fer] 4 P) ~ [e1] + (;[ag,ag,m] ¥ Q) |

Da [a1]+ [as, a3, as] nichtleeres Inneres und e; die Léinge 1 hat, gilt die Ungleichung

A
vols <2[a2, as, as) Q> > volz(P).

Nach Lemma 3.1 lésst sich %[ag, as, a4 U@ so in zwei Teile P’ und Q' zerlegen, dass
P’ translativ zerlegungsgleich zu P ist. Daher erhalten wir

(1] + 3laz,as,0) © (er] + P) ~ (fea] + P (lex] + Q).

mit Satz 3.3 ergibt sich

[a1]+1[a2,a3,a4] ~ le1] + @',

2
und e; hat die Lange 1 und steht normal auf die Hyperebene aff(Q’). Analog ldsst
sich

Slan,a2,00] + aa] ~ Q"+ [ed],

wobei e4 den normierten Vektor in Richtung a4 bezeichnet, zeigen. Nach Ausfiihren
einer geeigneten Bewegung liegen @' und Q" in der selben Hyperebene und haben
disjunktes Inneres, ihre Vereinigung bezeichnen wir dann mit U. Insgesamt erhalten
wir

la1, a2, az,as] ~r <[a1] + ;[az,as,ad) U (;[a1,a2,a3] + [04])

~ (lea] + Q) U (Q" + [ed])
~ I+U,

wobei I ein Liniensegment der Léange 1 ist, das normal auf die Hyperebene aff(U)
steht. O

Damit folgt nun eine zum Satz 4.7 von Dehn-Sydler analoge Charakterisierung
der Zerlegungsgleichheit im R*.

5.6 Satz (Jessen). Zwei Polytope P,Q € \UP? sind genau dann zerlegungsgleich,
wenn sie das selbe Volumen haben und

Ay(P) = A4(Q)

gilt.
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Beweis. Nach Satz 1.3 sind die Bedingungen voly(P) = voly(Q) und A4(P) = A4(Q)
notwendig fir die Zerlegungsgleichheit zweier Polytope P und @. Seien also P und
Q zwei Polytope, deren Volumen und Dehn-Hadwiger-Invarianten {ibereinstimmen.
Mit Satz 5.5 erhalten wir

P~A+I und Q~B+I1,

wobei A, B € [JP3 in der selben Hyperebene liegen und I ein Liniensegment der
Lénge 1 ist, das normal auf diese Ebene steht. Lemma 5.2 ergibt zusammen mit den
Voraussetzungen

volg(A) = voly(P) = voly(Q) = vol3(B) und
A3(A) = Ay(P) = Ay(Q) = A3(B).

Nach dem Satz 4.7 von Dehn-Sydler sind dann A und B zerlegungsgleich, und damit
ist auch die Zerlegungsgleichheit von P und Q) gezeigt. O
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