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Abstract

The aim of this master thesis is to evaluate the exponential rate of convergence to the unique
global equilibrium state for a large class of linear kinetic equations conserving mass. To this end
we use the concept of hypocoercivity introduced by Cédric Villani and the method of a modified
entropy functional developed by Frédéric Hérau. At the end under certain conditions we can
quantify the exponential rate of convergence of three types of kinetic equations, which differ
in their collision kernels: the BGK operator, the Fokker Planck operator and the Scattering
operator without detailed balance.

These results are based on the paper ”Hypocoercivity for Linear Kinetic Equations Con-
serving Mass” written by Jean Dolbeault, Clément Mouhot and Christian Schmeiser. I added
parts of proofs not carried out and information about the theoretical background, especially the
concept of hypocoercivity established by Cédric Villani.



Zusammenfassung

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, fiir moglichst viele Typen von masseerhaltenden linearen kineti-
schen Gleichungen die exponentielle Konvergenzrate zum eindeutigen globalen Gleichgewicht zu
bestimmen. Dabei verwenden wir die Methode der Hypokoerzivitidt nach Cédric Villani und ar-
beiten mit einer von Frédéric Hérau eingefithrten quadratischen Entropie. Als Resultat erhalten
wir unter Voraussetzungen an das duflere Potential fiir kinetische Gleichungen mit dem BGK-
Operator, dem Fokker-Planck Operator und dem Scattering Operator ohne “detailed balance”
als Kollisionsoperator eine explizite Abschitzung der Konvergenzrate.

Die Arbeit beruht auf der wissenschaftlichen Publikation ”Hypocoercivity for linear kinetic
equations conserving mass”von Jean Dolbeault, Clément Mouhot und Christian Schmeiser [9)].
Ich war bestrebt, nur skizzenhaft notierte Rechnungen rigoros durchzurechnen und den theore-
tischen Hintergrund auszuarbeiten, insbesondere présentiere ich die Grundlagen des abstrakten
Konzepts der Hypokoerzivitéit nach Cédric Villani.

Prof. Ansgar Jiingel mochte ich an dieser Stelle fiir die ausgezeichnete Betreuung danken,
weiters bedanke ich mich bei allen, die mich beim Zustandekommen dieser Arbeit unterstiitzt

haben.

Wien, September 2013
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Modellproblem

Mit H bezeichnen wir wihrend der ganzen Arbeit einen reellwertigen Hilbertraum, weiters ist
D(-) der Definitionsbereich und N(-) der Kern oder Nullraum eines Operators.

Als Modellproblem betrachten wir die folgende lineare kinetische Gleichung auf H mit einer
Dichtefunktion f = f(¢,z,v):

of+Tf =L/,

{ bf +Tf=Lf @)

f(07x7v) = fl(x7v)'

Dabei stellt t € Rt die Zeit, z € R? den Ort, und v € R? die Geschwindigkeit dar und
f(t,z,v) ist auf dem Ganzraum R x R? x R? definiert. Weiters bezeichnet T den folgenden
unbeschrénkten linearen Transportoperator mit duerem Potential V = V(x):

T:=v-V,—V,V- -V,.

Mit L notieren wir einen linearen Kollisionsoperator, wobei wir im Laufe der Arbeit mehrere
Typen untersuchen werden.

Wegen der Linearitéit von T und L kénnen wir Modellgleichung (1.1) als abstraktes Cauchy-
problem umformulieren, auf das sich dann unter gewissen Voraussetzungen halbgruppentheore-
tische Resultate anwenden lassen:

(1.2)

Of =(L-T),
f(O,.’L‘,’U) - f](fL',’U).

Unser Ziel ist es, das Langzeitverhalten von (1.2) und damit in Folge auch von (1.1) zu
untersuchen. Dabei werden die Begriffe Koerzivitdt und Hypokoerzivitdt von Operatoren auf
Hilbertrdumen eine grofle Rolle spielen, sodass wir eine rigorose Definition dieser Begriffe fiir
unbeschrinkte Operatoren nach Cédric Villani [29] im Abschnitt (3.4) einfithren werden. Als
Einstieg begniigen wir uns an dieser Stelle mit einer Definition fiir beschréinkte Operatoren,
wobei wir unter einem beschrdnkten Operator A auf H eine beschridnkte lineare Abbildung
A : H — H verstehen, und A € B(H) schreiben.

Definition 1.1.1. Wie nennen einen Operator A € B(H) koerziv, wenn es ein A > 0 gibt, sodass
fiir alle f € N(A)* NH

(AL, ) > Ol I (1.3)



Definition 1.1.2. Wir nennen einen Operator A € B(H) hypokoerziv, falls es eine zur Hilber-
traumnorm #quivalente Norm! gibt, sodass A beziiglich dieser koerziv ist.

Dabei fordern wir (1.3) nur fiir f aus dem orthogonalen Komplement vom Nullraum von
A, damit wir auch nichtinjektive Operatoren betrachten kénnen. Im Fall unbeschréinkter Ope-
ratoren ist die Frage, fiir welchen Teilraum des Hilbertraums (1.3) erfiillt sein soll, genau der
entscheidende Punkt, auf den es ankommt. Dies wird in weiterer Folge auf die Begriffe der mi-
kroskopischen Koerzivitdt und makroskopischen Koerzivitit fiihren, die wir im Abschnitt 4.1.3
untersuchen werden.

1.2 Zur Notation

Fiir Funktionenrdume verwenden wir die folgende iibliche Notation:
e B(H) bezeichne den Raum aller beschriinkten linearen Abbildungen von H nach H,

e C*(Q) bezeichne den Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf einer offe-
nen Menge (2,

e 12(Q) sei der Raum aller (Aquivalenzklassen) quadratisch integrierbarer Funktionen auf
Q,

e HF(Q),k > 0 seien die im Anhang A.3 definierten iiblichen Sobolevriume.

Weiters werden im Laufe der Arbeit folgende gewichtete Normen eine Rolle spielen:

dzd
o HuH%Q(du) = //Rd y urdp, dp = %, wobei F'(x,v) das globale Gleichgewicht ist,
X )

i
Julli = [luwi| L2 (gray —/ vrwide, mit wi = pp, w? = me wi fiir i = 1,2,
R4 PF

2 L 2
HUHLQ(dem) T /Rdu de.fL',

HVQ;UH%Q(mFdI) = /]Rd |v$fu,‘2mpd$,

IV2ull 2 vty = /Rd IVZul® Mpdz,

d 2
0u
wobei || V2ul? := die Frobeniusnorm der Hesse-Matrix bezeichnet.

1,j=1

'Zwei Normen || - |1 und || - |2 auf einem linearen Raum X heiflen dquivalent, wenn es zwei Konstanten
Ci > 0,C> > 0 gibt, sodass gilt:
Cillzllr < flz]2 < Ceflz]ly Vz € X.



1.3 Uberblick iiber vorliegende Arbeit

Wir moéchten eine Methode entwickeln, um mittels Hypokoerzivitit fiir eine moglichst grofie
Klasse von linearen kinetischen Gleichungen eine Abschétzung fiir die exponentielle Konver-
genzrate zum globalen Gleichgewichtszustand herzuleiten zu kénnen.

Im zweiten Kapitel betrachten wir die physikalische Bedeutung kinetischer Gleichungen.
Zunichst leiten wir mit Hilfe des Satzes von Liouville den Transportoperator T her, um an-
schlieBend ausgehend vom klassischen Boltzmannoperator auf verschiedene Kollisionsmodelle
einzugehen.

Im dritten Kapitel stellen wir wichtige Methoden vor, mit denen wir arbeiten werden.
Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber unbeschréinkte Operatoren und stark stetige
Operatorhalbgruppen, wobei wir den Schwerpunkt bewusst auf jene Resultate setzen, die fiir
den weiteren Verlauf der Arbeit wichtig sein werden. Aus der Halbgruppentheorie stellen wir
den Existenz-und Eindeutigkeitssatz des abstrakten Cauchyproblems vor, der die eindeutige
Losbarkeit unserer kinetischen Gleichung (1.2) sicherstellen wird. Als néchstes gehen wir auf die
Begriffe Entropie und Entropiedissipation ein, um im weiteren Verlauf die Rolle des modifizierten
Entropiefunktionals als quadratische Entropie darstellen zu kénnen. Schlussendlich stellen wir
kurz das abstrakte Konzept der Hypokoerzivitiat fiir unbeschrinkte Operatoren nach Cédric
Villani [29] vor.

Nachdem wir sowohl den physikalischen als auch den mathematisch-theoretischen Rahmen
beleuchtet haben, widmen wir uns im vierten Kapitel der Ausarbeitung des Papers ”Hypo-
coercivity for linear kinetic equations conserving mass” von Jean Dolbeault, Clément Mouhot
und Christian Schmeiser [9]. Dies geschieht in folgenden drei Abschnitten:

Im ersten Abschnitt wollen wir zunéchst die Operatoren spezifizieren. Der Transport-
operator T ist dabei fest gegeben, er hiangt jedoch noch von einem vorldufig nicht genauer
bestimmten dufleren Potential V' ab, welches den noétigen Spielraum fiir den Transportteil lie-
fert. Vom Kollisionsoperator fordern wir lokale Masseerhaltung, Eindimensionalitéit des Kerns,
sowie eine gewisse Beziehung zum Kern des Transportoperators, spezifizieren ihn aber nicht
nidher. Als Losungen der kinetischen Gleichungen wollen wir nur Schwankungen um das globale
Gleichgewicht betrachten.

Existenz und Eindeutigkeit der Losung erhalten wir durch den halbgruppentheoretischen
Existenz-und Eindeutigkeitssatz des abstrakten Cauchy-Problems (1.2).

Interessant ist die Untersuchung des Langzeitverhaltens, welche daher den Schwerpunkt der
vorliegenden Arbeit bildet. Wir wollen dabei eine méglichst einfache Methode entwickeln, mit
deren Hilfe man fiir moglichst viele Kollisionsoperatoren und Potentiale eine Abschétzung fiir
die exponentielle Konvergenzrate erhélt.

Die Kernidee unserer abstrakten Methode ist die folgende: Als Hilbertraum H wéahlen wir
einen gewichteten L2-Raum, den wir in die Menge der lokalen Gleichgewichte und in den darauf
orthogonalen Teilraum zerlegen. Da der Kollisionsoperator auf der Menge der lokalen Gleich-
gewichte verschwindet und daher auf diesem Teilraum nicht wie in (1.3) mit einer positiven
Konstante nach unten abgeschétzt werden kann, ist mikroskopische Koerzivitit auf dem Kom-
plement dieses Teilraums die maximale degenerierte Koerzivititseigenschaft, die wir fordern
konnen. Unter Ausnutzung der Tatsache, dass das erste Geschwindigkeitsmoment verschwindet,
fithrt uns die von F. Poupaud in [25] entwickelte Methode des makroskopischen Diffusionslimes
zur Bedingung der makroskopischen Koerzivitit des Transportoperators auf der Menge aller lo-
kalen Gleichgewichte. Somit haben wir fiir beide Teilrdume einzeln eine Koerzivitdtsabschéitzung



zur Verfiigung, jedoch fiir unterschiedliche Operatoren. Anschlieend fiithren wir in Anlehnung
an die Arbeit [12] von Frédéric Hérau ein modifiziertes Entropiefunktional ein, welches eine
e-abhéngige quadratische Entropie darstellt und zusétzlich gewisse kommutierende Eigenschaf-
ten aufweist, die es zu einer dquivalenten Norm machen. Zwei weitere technische Bedingungen
fiihren uns schliellich zum gewiinschten Ergebnis der exponentiellen Konvergenz zum globalen
Gleichgewicht in diesem abstrakten Rahmen.

Als néchstes fragen wir uns nach der Anwendbarkeit dieser abstrakten Methode. Zunéchst
zeigen wir anhand eines einfachen Beispiels, welches auf ein leicht zu lésendes System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen fithrt, dass die durch die abstrakte Methode gewonnene
Konvergenzrate leider nicht optimal ist. Den weiteren Teil der Arbeit bildet die Herleitung
von Bedingungen, die die abstrakten Methode auf konkrete partiellen Differentialgleichungen
anwendbar machen.

Hierzu fithren wir im zweiten Abschnitt spezielle Gewichtsfunktionen ein, welche das
Verhiltnis zwischen den ersten vier Geschwindigkeitsmomenten widerspiegeln. Mit Hilfe dieser
formulieren wir die gesuchte Beschrianktheit eines gewisser Operators in eine Regularitéitsaussage
beziiglich einer elliptischen Differentialgleichung um. Unter Voraussetzungen an die Gewichte
konnen wir nun H? — L2-Regularitéit dieser Differentialgleichung zeigen, was uns in Folge die
Beschranktheit des urspriinglich betrachteten Operators liefert.

Im dritten Abschnitt ersetzen wir schliellich die Bedingungen an die Gewichte durch Be-
dingungen an das duflere Potential, und haben damit alle Werkzeuge in der Hand, um unsere
abstrakte Methode auf die Kollisionsoperatoren BGK-Operator, Fokker-Planck Operator und
Scattering Operator anwenden zu kénnen. Als Resultat erhalten wir fiir diese drei Operatoren
eine explizite Abschéitzung fiir die exponentielle Konvergenz gegen das Maxwellsche Gleichge-
wicht.

Im Anhang fithren wir einige grundlegenden Definitionen und Sétze aus dem Gebiet der
Funktionalanalysis und der Partiellen Differentialgleichungen an, die im Laufe der Arbeit ver-
wendet werden.

1.4 Uberblick iiber den Begriff Hypokoerzivitiit

Als Abschluss dieses Einleitungskapitels geben wir einen kurzen forschungsgeschichtlichen
Uberblick iiber den Begriff Hypokoerzivitit.

Die Einfithrung des Begriffs Hypokoerzivitit wurde laut Cédric Villani [29] notwendig,
als man dissipative Evolutionsgleichungen untersuchte. Sie bestehen einerseits aus einem
degeneriert-dissipativen Operator (diese Rolle wird in unserem Fall der Kollisionsoperator L
spielen, fiir den wir (Lf, f) < 0 fordern werden), und andererseits aus einem konservativen
Operator mit gewissen Symmetrieeigenschaften (in unserem Fall der schiefsymmetrische Trans-
portoperator T), sodass die Interaktion der beiden zur Konvergenz gegen einen eindeutigen
Gleichgewichtszustand fithrt. Typischerweise ist der dissipative Operator nicht koerziv, und
hdufig besitzt er dafiir einen sehr grofien Kern, der beziiglich des konservativen Operators nicht
stabil ist. Ziel der Untersuchung war es herauszufinden, unter welchen Bedingungen das Wech-
selspiel zwischen konservativem und degeneriert-dissipativem Teil zur Konvergenz gegen einen
Gleichgewichtszustand fithrt. Wegen der Ahnlichkeit der verwendeten Techniken zu denen der
Hypoelliptizitit (wo jedoch statt Konvergenz zum Gleichgewicht Regularitét im Mittelpunkt
der Betrachtung steht), fithrte Cédric Villani in seiner Arbeit Hypocoercivity [29] hierfiir den



Namen Hypokoerzivitdt ein. Dabei sollte Hypokoerzivitéit nicht nur die Tatsache der Konver-
genz zum Gleichgewicht verifizieren, wie man sie ja auch schon mit vielen anderen abstrakten
Methoden feststellen konnte, sondern sie sollte dabei auch eine explizite Konvergenzrate mitlie-
fern. Als Beispiel solcher hypoelliptischer wie hypokoerziver Techniken seien folgende erwéhnt:
Kohns Methode (siehe [29]), die sowohl Hypokoerzivitit als auch Hypoelliptizitdt impliziert;
analytische Dilation und komplexe FBI-Bergmann-Transformation (sieche [13]); eine Methode
mit Multiplierern mittels Pseudodifferentialoperatoren (siehe ebenfalls [13]); und funktional-
analytische Methoden mit harmonischen Oszillatoren und dem Witten-Laplacian (siehe [14]).

Weitere wichtige Forschungsarbeit leistete Frédéric Hérau. Er zeigte in seiner Arbeit Hypo-
coercivity and exponential time decay for the linear inhomogeneous relaxation Boltzmann equati-
on [12], dass sich hypoelliptische Techniken auch auf Operatoren ohne hypoelliptische (also ohne
regularisierende) Eigenschaften anwenden lassen, mit denen sich dann mittels Hypokoerzivitét
trotzdem exponentielle Konvergenz gegen das globale Gleichgewicht zeigen ldsst. Auflerdem
entwickelte er die auch von uns verwendete Methode des modifizierten Entropiefunktionals.

Ein weiteres, auch von Villani im zweiten Teil von [29] als wichtig eingestuftes Resultat
lieferte die Arbeit Quantitative perturbative study of convergence to equilibrium for collisional
kinetic models in the torus von Clément Mouhot und Lukas Neumann [22]. Sie untersuchten die
linearisierte Boltzmanngleichung auf dem Torus, und fiihrten dabei eine lineare Energiemethode
ein, welche die Koerzivitdt des auf den Geschwindigkeitsraum eingeschrinkten Kollisionsope-
rators mit gewissen Transporteffekten kombiniert, um dann eine Koerzivitéitsabschitzung auf
dem Ganzraum zu erhalten.

Mit dem von uns im vierten Kapitel dieser Arbeit untersuchten Paper ”Hypocoercivity for
linear kinetic equations conserving mass ” von Jean Dolbeault, Clément Mouhot und Christian
Schmeiser [9] wurde nun ein weiterer Fotschritt auf dem Forschungsgebiet der Hypokoerzivitét
erzielt. Die kinetischen Gleichungen bestehen in dieser Arbeit aus einem schiefsymmetrischen
Teil und einem degeneriert-koerziven Teil. Das Fehlen von Koerzivitit auf dem Ganzraum kann
durch geschicktes Ausnutzen kommutierender Eigenschaften des schiefsymmetrischen Teils kom-
pensiert werden. Die Autoren verwenden dabei die Idee des modifizierten Entropiefunktionals
aus [12] und entwickeln die Idee von Mouhot und Neumann aus [22] zur mikroskopischen und
makroskopischen Koerzivitdt auf gewissen Teilrdumen weiter. Dabei gewinnen sie mehr Freiheit
fiir das duBere Potential, welches in [12] héchstens quadratisch, bei ihnen hingegen beliebig
superlinear wachsen darf. Weiters entwickeln sie im Gegensatz zu [29], [12] und [22] eine Hypo-
koerzivitdtsnorm "nullter Ordnung®, die also fquivalent zur L2-Norm ist, statt wie in [29] und
[22] zu einer H*-Norm mit k& > 1. Im Gegenzug dazu miissen sie als zusitzliche Bedingung Ein-
dimensionalitit des Kollisionskerns fordern, was in [22] nicht der Fall ist. Bemerkenswerterweise
wird dabei keine Regularitdtbedingung an den Anfangswert gestellt. Weiters wird zum ersten
Mal eine gemeinsame Theorie fiir diffusive und Integral-Kollisionsmodelle konstruiert.



Kapitel 2

Kinetische Gleichungen

Wir wollen ein physikalisches System beschreiben, welches aus einer grofien Anzahl von Teilchen
besteht, beispielsweise ein Gas oder ein Plasma. Die kinetische Theorie, deren Grundlage von
James Clerk Mazwell (1831-1879) gelegt wurde, erlaubt es nun, dieses System als Kontinuum
zu modellieren. Dazu betrachten wir eine Dichtefunktion f(t,x,v) mit (t,z,v) € RT x R x R?
iiber dem Phasenraum (z,v) € R? x R? der Teilchen. Dieser Phasenraum lisst sich in mikro-
skopische und makroskopische Variable unterteilen. Die mikroskopischen Variablen driicken den
Zustand der Teilchen aus, in unserem Fall die Geschwindigkeit v € R%, und die makroskopi-
sche Variable € R? gibt die Position der Teilchen im Raum an. Fiir ein festes ¢t € [0,00)
beschreibt [, f(t,,v)dzdv die Teilchenanzahl im Gebiet Q zum Zeitpunkt t. Wir beschréinken
uns auf den Fall eines homogenen Mediums von Teilchen, welches ausschliellich Gesetzen der
klassischen Mechanik unterliegen, ohne Betrachtung relativistischer oder quantenmechanischer
Aspekte.

Weiters werden alle messbaren makroskopischen Gréflen in Form mikroskopischer Mittel
ausgedriickt, etwa in der Form [p4 f(t, 2, c)¢(v)dv. Insbesondere kénnen wir zu einem festen
Zeitpunkt ¢ an einem festen Ort x die lokale Dichte py als pf(t,2) = [pa f(t,z,v)dv definieren,
welche experimentell bestimmt werden kann. Die makroskopischen Modelle beschreiben dann
die zeitliche Entwicklung dieser Grofle.

Es sei angemerkt, dass wir statt dieser deterministischen Interpretation von f auch eine sta-
tistische betrachten kénnen, welche f als unser fehlendes Wissen iiber die genaue Position eines
Teilchens versteht. Beide Interpretationen sind vom mathematischen Standpunkt aus jedoch
gleichwertig.

2.1 Der Satz von Liouville

Der Satz von Liouville besagt, dass unter gewissen Bedingungen an das dynamische System die
Dichtefunktion f entlang ihrer Trajektorien (z(t),v(t)) konstant ist:

[t z(t),v(t)) = f1(x(0),0(0)). (2.1)

Dies entspricht der intuitiven Anschauung, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teil-
chens entlang einer Charakteristik gleich ist.

Zum rigorosen Beweis dieser Aussage wollen wir fiir die Raumdimension d in diesem Ab-
schnitt die Beziehung d = 3M verlangen, und somit z(t = 0) := ¢ € R3* und v(t = 0) := v €
R3M betrachten. Nun fiihren wir die zwei Funktionen X und U ein

X=Xy, -, Xy),U= (U, ,Uy): RM  R3M
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mit deren Hilfe wir folgendes System von gewthnlichen Differentialgleichungen betrachten

{jc:X(x,’U), 0 =U(z,v) fir t>0, (2.2)

z(0) = xo, v(0) = vo.

Existenz einer eindeutigen Losung (x(t),v(t)) wollen wir dabei voraussetzen. Weiters fithren
wir mit ®; die Flussfunktion beziiglich (2.2) ein, welche folgendermaflen definiert ist: Es gelte
Oy (x0,v0) = (z(t),v(t)), wobei (z,v) Losung von (2.2) ist. Nun ist es physikalisch plausibel,
die Dichtefunktion f zu einem vorgegebenen Anfangswert f; und fiir alle Gebiete Q c R%M
folgendermaflen zu definieren:

| ftegndgan= [ fila,o)dod. (2.3)
3,(2) Q
Hier bezeichnet ®;(€2) das Bild von € unter der Abbildung ;.

Nun koénnen wir den Satz von Liouville formulieren:

Satz 2.1.1 (Der Satz von Liouville). Es gelten die oben gemachten Voraussetzungen, insbe-
sondere (2.3). Falls

M . .
Z (gji - gg?) (z(t),v(t)) =0 VYt >0, (2.4)

i=1
dann gilt
flt,z(t),v(t)) = fr(zo,vo) fur t>0,
d.h. die Dichtefunktion f ist entlang ihrer Charakteristiken konstant.

Beweis. Wir wihlen eine festen Zeitpunkt ¢ > 0 und fithren mit Hilfe des Transformationssatzes
eine Variablentransformation von Gleichung (2.3) durch. Dies fiihrt uns auf:

/f(t,@t(x,v)ﬂdetD@t(a:,v)]de’dv:/fj(a:,v)dxdv, (2.5)
Q Q

wobei D®,;(x,v) die Jacobimatrix der Flussfunktion ®; bezeichnet. Unser Beweis ist fertig, wenn
wir zeigen konnen, dass fiir alle (x,v) € Q gilt

det(D®y(x,v)) = 1.

Dann folgt ndmlich aus (2.5) mit Hilfe eines Variationsarguments die gewiinschte Beziehung (2.1)
fiir fast alle (z,v) € R? x R? und aus Glattheitsgriinden dann auch fiir alle (z,v) € R% x R,
Als notwendige Bedingung hierfiir miissen wir zunéchst einmal zeigen

8t(det D(I)t) = 0.

Da wir die Ableitung einer Matrix bestimmen miissen, kénnen wir folgendes Resultat aus [2]
zu Hilfe ziehen

Oi(det B) = tr(B~'9;B) det B, (2.6)

d
wobei B eine beliebige d x d-Matrix und tr B := Z bj; die Spur einer Matrix bezeichnet. Hierzu
j=1
miissen wir die Faktoren auf der rechten Seite von (2.6) bestimmen. Dazu schreiben wir das
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System von Differentialgleichungen (2.2) in eine Gleichung fiir die Flussfunktion ®; um, und
erhalten

0,0 (z,v) = (X(Py(z,v)), U(Py(z,0))) " . (2.7)
Anschlielend differenzieren wir nach (z,v) und erhalten mit Hilfe der Kettenregel
O D®; = (DX o ®;, DU 0 &;) " DD, (2.8)
Nun gilt mit (2.6) und (2.8)

B, (det DB;) 22t ((DD,) 10, (DD,)) det D®,

U ((D@t)*l(DX o ®;, DU o @t)TD@) det DO,
= tr(DX o ®;, DU o ®;) det DPy,
wobei die letzte Gleichheit wegen der Invariantheit der Spur beziiglich Basistransformationen

gilt.
Nun lésst sich (2.4) anschreiben als

tr(DX, DU) " (x(t),v(t)) = tr(DX(®4(z,v), DU(P4(x,v))) T =0,

und somit gilt tatséchlich d;(det(D®;)) = 0. Folglich ist det(D®;) = const ¥t > 0, und da
wegen der Definition von ®;

D®y(z,v) =1d,

erhalten wir tatsichlich det(D®;) = 1, womit wir zusammen mit der Uberlegung von oben fertig
sind. 0

Referenz: [19].

2.2 Der Transportoperator und der Kollisionsoperator

Vernachlassigen wir zunéchst alle Kréfte, so bewegt sich jedes Teilchen laut der Newtonschen
Gesetze mit konstanter Geschwindigkeit entlang einer Geraden

dx dv
— =v,— =0. 2.9
at ~ Ut (29)
Wir wollen statt einer numerischen Beschreibung von (2.9) eine statistische Beschreibung der
Gesamtheit aller Teilchen wihlen und betrachten die Dichte f, deren zeitliche Entwicklung wir
untersuchen wollen. Physikalisch ist es nun plausibel vorauszusetzen, dass die Aufenthaltswahr-

scheinlichkeit eines Teilchens entlang einer Charakteristik gleich bleibt

f(a:(t),v(t)) - f](x(),v()).

Mathematisch lésst sich das mit Hilfe des Satzes von Liouville einsehen, denn (mit den Bezeich-
nungen aus (2.2)) wegen X (z,v) = v und U(x,v) = 0 ist Voraussetzung (2.4) erfiillt, und der
Satz von Liouville liefert

d
@f(t,:c,v) =0.
Nun gilt mit der Kettenregel
d dz dv
%f(tv .%'(t), U(t)) - atf(ta .I',U) + vxf(t,l‘,’U) ' % + vvf(ta-ra U) : a - 07
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und zusammen mit (2.9) ergibt das
Of(t,z,v)+ Vaf(t,z,v) -v=0. (2.10)

Diese Gleichung heifit Gleichung des freien Transports, und der Operator V., f (¢, x,v) ist der
klassische Transportoperator. Ist die Anfangsbedingung stetig differenzierbar, so lidsst sich (2.10)
durch

f=f0,z—vt,v) (2.11)

explizit 16sen, wie man leicht nachrechnet, indem man den Ausdruck (2.11) einmal nach ¢ und
einmal nach x differenziert.

Ein etwas komplizierteres Modell entsteht, wenn man auf das System eine makroskopische
Kraft F' wirken lésst, aber weiterhin die Kollisionen zwischen den Teilchen vernachléssigt. Dann
sind die Trajektorien keine Geraden mehr, und (2.9) muss modifiziert werden. Nach den New-
tonschen Gesetzen gilt nun

dx dv
— —F 2.12
priE el (2.12)

wobei wir annehmen, dass die Kraft F' nur von x abhingt
F = F(z). (2.13)
Es gilt nun X (x,v) = v und U(z,v) = F(x), und da F nicht von v abhéngt, ist die Voraussetzung

(2.4) aus dem Satz von Liouville erfiillt, sodass

d
%f(t,:v,v) =0.

Nun folgt mit Hilfe der Kettenregel

'%‘}_vvf(tvl‘av)’ di :Oa

&1, 2(0),0(0)) = Buf (1, ,0) + Ve (1,2,0) -

dt
was mit Hilfe von (2.12) auf die lineare Viasov Gleichung oder Liouville Gleichung fiihrt
8tf(t7 'r? ’U) —"_ v vxf(t, :U7 v) —"_ F(x) : V'Uf(t7 x? /U) = O'

Da wir im Ganzraum keine Randbedingungen betrachten, werden diese durch die Annahme
ersetzt, dass die makroskopische Kraft F von einem Potential in der Form eines Topfpotentials’
kommt, sodass sie sich in folgender Form schreiben lésst

F(z) =-VV(x).
Dies ergibt insgesamt folgende Gleichung
Orf(t,z,v) +v-Vaof(t,z,v) — ViV (x)  Vof(t,z,v) =0, (2.14)
welche sich mit T :=v -V, — V.,V -V, nun verkiirzt anschreiben lédsst als

Of +Tf=0.

lengl. confinement potential. Damit bezeichnet man in der Physik die Region um ein lokales Minimum der
Potentialverteilung eines physikalischen Systems.
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Somit haben wir unseren Transportoperator T hergeleitet.

Um auf die Modellgleichung (1.1) zu kommen, miissen wir zusétzlich noch die Interaktion
zwischen den Teilchen (Stofe, Kollisionen) beriicksichtigen, welche wir mittels eines Kollisions-
operators L modellieren. Wegen ihrer zentralen Bedeutung hat es sich eingebiirgert, als Parade-
beispiel kinetischer Gleichungen die Boltzmann-Gleichung zu betrachten, und alle weiteren als
Varianten von ihr anzusehen. Wir folgen hier dieser Tradition.

Es gelte nun

d
af(t,x,v) =Lf(t, z,v),

und weiters fordern wir die folgende 5 Bedingungen an die Stofe.
Die St683e des Kollisionsoperators L seien

(i)

(iv)

binidre Stéfle: Darunter verstehen wir, dass sich zwei Teilchen so nahe kommen, dass
ihre jeweiligen Trajektorien fiir eine kurze Zeit sehr stark von ihrem eigentlichen Weg
abgelenkt werden, andererseits aber soweit voneinander entfernt liegen, dass Kollisionen
von mehr als zwei Teilchen gleichzeitig vernachléssigbar sind.

lokale St6f3e: Das sind Stofle in der Form sehr kurzer Ereignisse, die zu einem festen
Zeitpunkt t an einem festen Ort z stattfinden.

elastische Stofle: Bezeichnen wir die Masse eines Teilchens mit m, so bleibt bei elas-
tischen Stofen das Moment p = mwv und die kinetische Energie i, = %m|v\2 wihrend
des Kollisionsvorgangs erhalten. Seien v’ und v, die Geschwindigkeiten vor dem Stof,
und v, v, die Geschwindigkeiten nach dem Zusammenstof}, so erhalten wir unter diesen
Voraussetzungen die folgenden Gleichungen

(2.15)

v + vfk = U+ Uy,
012 + [0 = [of? + [ou]*.

Da die Geschwindigkeiten v, v,,v’, v, alle im R? liegen, ergibt das eine Gleichungssystem
von d 4+ 1 Gleichungen in den 2d Unbekannten (v’,v*). Die (d — 1)-parametrige Losung
wird nun iiblicherweise in der folgenden o-Darstellung angeschrieben

;v Ue v —

g,
2 2 (2.16)
, vt vl |u—
Uy = - g,
2 2

wobei sich der Parameter o auf der (d — 1)-dimensionalen Einheitskugel S?~! bewegt.

mikroreversible Stéf3e: Im deterministischen Sinn versteht man unter dem Begriff mi-
kroreversibel die zeitliche Umkehrbarkeit mikroskopischer Bewegungen. Die stochastische
Interpretation des Begriffs besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Teilchen mit Ge-
schwindigkeiten (v, v,) nach dem elastischen Stof} die Geschwindigkeiten (v/, v),) haben, die
gleiche ist wie die, dass zwei Teilchen mit Geschwindigkeiten (v',v}) nach dem elastischen
Stof die Geschwindigkeiten (v, v,) haben.

Stofle, die der Boltzmannschen Chaos-Bedingung unterliegen: Die Boltzmann-
sche Chaos-Bedingung fordert, dass die Geschwindigkeiten zweier Teilchen vor dem Zu-
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sammenstof unkorreliert seien?. Damit kann die gemeinsame Geschwindigkeitsdichte zwei-
er beliebiger Teilchen vor dem Zusammenstof als Tensorprodukt ihrer einzelnen Dichten
angeschrieben werden. Dies legt nahe, dass die Geschwindigkeiten nach dem Zusammen-
sto} korreliert sind, und daher eine Asymmetrie zwischen der Zeit vor und der Zeit nach
dem Stof} besteht.

Mit Hilfe dieser 5 Forderungen ldsst sich die Boltzmann Gleichung herleiten

atf(t,:p,v) +uv- fo(t,CE,U) - VIV(:E) ' vvf(tvx’v) = Q(fa f)a

mit dem quadratischen Kollisionsoperator
Q. Ptae) = [ v [ doBlo-v.0) 7 f - I
Rd Sd—1

Dabei gilt f' = f(t,z,v"), fo= f(t,z,vs), fi= f(t,x,0v)), und ff« bezeichnet das Tensorpro-
dukt (f ® f)(v,vs), sowie f’f. das Tensorprodukt f'f. = (f ® f)(v',v)). Die Geschwindigkeiten
v" und v/, kénnen wir mittels (2.16) aus den Geschwindigkeiten v, v, berechnen. Der Ausdruck
B(z,0) bezeichnet den nichtnegativen Boltzmannschen Kollisionskern, der seine spezielle Ge-
stalt aus der Forderung der Mikroreversibilitdt (iv) erhilt. Dabei héingt B nur von der relativen
Geschwindigkeit z = v — v, und vom Kosinus der Abweichung zwischen der Geschwindigkeit
vor und der Geschwindigkeit nach dem Stofl cos 6 = (é, o) ab.

Nun lédsst sich der Boltzmannsche Kollisionsoperator in einen Gewinnterm und in einen
Verlustterm aufspalten

Q(faf):Q+(f’f)_Q_(fvf)

Der Verlustterm Q7 (f, f) zdhlt all jene Kollisionen, bei denen ein gegebenes festes Teilchen
mit Geschwindigkeit v mit einem anderen Teilchen der Geschwindigkeit v, zusammenstofit, und
sich nach dem Stofl mit einer anderen Geschwindigkeit als v weiterbewegt. Dieser Vorgang hat
weniger Teilchen mit Geschwindigkeit v zur Folge.

Der Gewinnterm Q1 (f, f) zéhlt die Zusammenstd8e von zwei Teilchen, wo eines der bei-
den nach dem Zusammenstofl Geschwindigkeit v annimmt. Dies hat also mehr Teilchen mit
Geschwindigkeit v zur Folge.

Die Boltzmanngleichung wurde in ihrer schwachen Formulierung schon 1866 von James
Clerk Maxwell aufgestellt, Ludwig Boltzmann formulierte sie einige Jahre spéter in ihrer starken
Formulierung und trug mit seiner umfassenden Arbeit Lectures on gastheory® mafgeblich zur
weiten Verbreitung und theoretischen Fundierung dieser Gleichung bei.

An dieser Stelle sei noch kurz das Boltzmannsche H-Theorem erwihnt, welches besagt,
dass die physikalische Entropie* eines geschlossenen Systems nicht abnehmen darf, und somit
eine Manifestation des 2. Thermodynamischen Gesetzes darstellt. Die sich daraus ergebende
Irreversibilitdt wurde anfangs heftig diskutiert, denn sie stellte die Glaubwiirdigkeit des Boltz-
mannschen Modells in Frage. Spéter wurde sie dann als grofiter Beitrag Boltzmanns auf dem
Gebiet der statistischen Physik angesehen.?

2Dabei beschreibt die Kovarianz den Zusammenhang zwischen zwei GroSen X und Y. Falls die Kovarianz
zwischen X und Y Null ist, nennt man X und Y unkorreliert, und das bedeutet, dass durch die Kenntnis der
Grofle X keine Information iiber die Gréfle Y gewonnen werden kann.

3Ludwig Boltzmann: Lectures on gastheory. University of California Press, Berkeley, 1964. Translated by
Stephen G. Brush. Reprint of the 1896-1898 Edition. Reprinted by Dover Publications.

4Es gilt physikalische Entropie = negative mathematische Entropie. Zur Definition der mathematischen Entro-
pie siehe Definition 3.3.2.

®Fiir physikalische Details siehe [27], fiir mathematische Details zum Boltzmannschen H-Theorem siehe [28].
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Nachdem wir den nichtlinearen Boltzmann-Operator eingefiihrt haben, wollen wir kurz die
linearen Operatoren unserer weiteren Untersuchung vorstellen.

Als erstes werden wir das eindimensionale Cattaneo-Modell betrachten, welches eine Ap-
proximation an die Boltzmanngleichung mit nur zwei diskreten Geschwindigkeitszustinden
vt = +1 und v~ = —1 darstellt

Wft+0.ft == (f—f")

o —0uf” =5 (I f7).

Der Kollisionsoperator L beschreibt in dem Fall das Hin-und Herwechseln zwischen den zwei
diskreten Geschwindigkeitszustéinden +1 und —1. Statt am Ganzraum betrachten wir dieses
Problem auf dem eindimensionalen Torus unter der Annahme periodischer Randbedingungen.

N |

(2.17)

In weiterer Folge werden wir die Operatoren BGK-Operator® und Fokker-Planck-Operator
untersuchen, welche sich als Varianten des Boltzmann-Operators klassifizieren lassen.

Der BGK-Operator ist eine sehr starke Vereinfachung des Boltzmannschen Kollisionsopera-
tors und sieht folgendermaflen aus

B fRd fdv
N Ja Fdv

:E) 6_‘1)'2/2

(27r)d/2 ’
Dabei ist F(x,v) das Maxwellsche Gleichgewicht, und der Ausdruck M/ ist von der Gestalt
¢(z)F(x,v) mit der z-abhéngigen Funktion ¢(x) = RIS gewihlt ist, dass M/ dieselbe

- fRd Fdv’
Dichte, Geschwindigkeit und Temperatur wie f hat.

Lf =M/ —f, mit M/ F und F(z,v) =e "

Der Fokker-Planck Operator ist eine diffusive Variante des Boltzmann-Operators, und hat
in der von uns betrachteten linearisierten Form folgende Gestalt

Lf =V (Vof + fv).

Der Scattering Operator ist ein Integraloperator und lésst sich nicht in die vorherigen Ka-
tegorien einordnen. Er ist in unseren Betrachtungen von folgender Gestalt

(LH)(w) = /Rd (k(v* = v)f(v*) — k(v — v") f(v))dv*, k>0. (2.18)

Dabei bezeichnet der Ausdruck k(v* — v) die Ubergangswahrscheinlichkeit, dass sich ein mit
Geschwindigkeit v* bewegendes Teilchen nach dem Stof8 mit Geschwindigkeit v weiterbewegt.

2.3 Lokales und globales Gleichgewicht

Wie schon angekiindigt ist das Ziel dieser Arbeit der Nachweis der Konvergenz zu einem eindeu-
tigen globalen Gleichgewicht. In diesem Abschnitt wollen wir die Unterschiede zwischen lokalen
Gleichgewichten und dem globalen Gleichgewicht herausarbeiten.

Das globale Gleichgewicht ist stationdr und befindet sich sowohl beziiglich des Ortes als
auch beziiglich der Geschwindigkeit im Gleichgewichtszustand. Lokale Gleichgewichte hinge-
gen sind nicht eindeutig und befinden sich zwar beziiglich der Geschwindigkeitsvariablen im
Gleichgewicht, nicht unbedingt jedoch beziiglich der Ortsvariablen.

SBGK-Operator ist eine Abkiirzung fiir Bhatnagar-Gross-Krook Operator
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Beispiel 2.3.1 (BGK-, Fokker-Planck und Scattering Operator). Als Beispiel betrachten
wir das Setting aus Abschnitt (4.3). Das globale Gleichgewicht ist im Falle der drei Kollisions-
operatoren BGK-Operator, Fokker-Planck Operator und Scattering Operator das Maxwellsche
Gleichgewicht
V) e—lvl?/2

(27T)d/2 ’

Die Menge der lokalen Gleichgewicht ist genau der Kern des jeweils betrachteten Kollisionsope-
rators L und lésst sich anschreiben als

F(xz,v)=¢e

N(L) = {f(a,v) € L*(du) : F¢(x) sodass f(z,v) = ¢(x)F(z,v)}, (2.19)
wobei L?(dy) der mit dem Ma8 p := zﬁl(a;dZ) gewichteter L?-Raum ist, und ¢ eine beliebige

r-abhingige Funktion. Das Maxwellsche Gleichgewicht ist stationdr und beziiglich x und v im
Gleichgewicht, bei der Menge der lokalen Gleichgewichte (2.19) hingegen darf F'(z,v) noch mit
einer beliebigen ortsabhingigen Funktion multipliziert werden, sodass das lokale Gleichgewicht
im allgemeinen nicht stabil beziiglich des Ortes sein wird.

Befindet sich das System zu einem bestimmten Zeitpunkt £y nun in einem lokalen Gleich-
gewichtszustand, so verschwindet zu genau diesem Zeitpunkt die Entropiedissipation”. Fiir wie
lange Zeit das System nun in diesem lokalen Gleichgewicht verweilt, bevor die Entropiedissipa-
tion wieder echt kleiner 0 wird, ist eine schwierige Frage, mit der sich schon Ludwig Boltzmann
beschiftigte und die auch heute noch mittels unterschiedlichster Techniken untersucht wird,
beispielsweise im Kontext hydrodynamischer Limiten.

Die Konvergenz zum globalen Gleichgewicht kénnen wir uns physikalisch folgendermafien
vorstellen: Sobald die Losung ein lokales Gleichgewicht erreicht, bewirkt der Transportoperator
T gemeinsam mit dem #ufleren Potential V', dass die Losung das lokale Gleichgewicht wieder
verldsst. Dieser Prozess wiederholt sich solange, bis ein lokales Gleichgewicht mit bestimmten
Symmetrieeigenschaften erreicht wird. Die Symmetrieeigenschaften bewirken, dass diese Losung
nun stationér ist und somit das globale Gleichgewicht gefunden ist. Dies erklart die Bedeutung
der Transporteffekte, obwohl sie beziiglich der Entropiedissipation keine Rolle spielen.

"Zur Definition von Entropiedissipation siehe Definition 3.3.4
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Kapitel 3

Wichtige Methoden und Begriffe

Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber die Theorie unbeschrinkter Operatoren sowie
iiber die Theorie stark stetiger Operatorhalbgruppen. Dabei gehen wir nur auf jene Aspekte ein,
die fiir die spéiteren Untersuchungen wichtig sein werden. Anschliefend fithren wir die Begriffe
Entropie und Entropiedissipation ein. Als Literaturquellen dienten fiir dieses Kapitel [21], [4],
[30], [23] und [16]. Es sei gleich angemerkt, dass man als Raum statt eines Hilbertraums H in vie-
len Féllen auch nur einen Banachraum X fordern kann. Da wir jedoch in den spéteren Kapiteln
Operatoren auf einem Hilbertraum H betrachten werden, tun wir dies zwecks Einheitlichkeit
auch schon in diesem Kapitel.

3.1 Unbeschriankte Operatoren

Zunichst fithren wir den Begriff des abgeschlossenen, dicht definierten Operators von einem
Hilbertraum H in sich ein, der auch unbeschrénkt (also nicht stetig) sein darf.

Definition 3.1.1. Ein Operator T : H D D(T) — H ist eine lineare Abbildung, deren Definiti-
onsbereich D(T) ein Unterraum von H ist. Man nennt einen Operator dicht definiert in H, falls
D(T) ="H.

Definition 3.1.2. Ein Operator S : H D D(S) — H heifit eine Erweiterung von T : H D
D(T) — H, falls D(T) C D(S) und Tz = Sz fiir alle z € D(T).
Zwei Operatoren sind gleich (im Zeichen T =S), falls T C Sund S C T.

Dies bedeutet, dass zwei unbeschrinkte Operatoren genau dann gleich sind, wenn sie das-
selbe Bild und zusétzlich auch noch den selben Definitionsbereich haben.

Damit wir den Begriff des abgeschlossenen Operators einfithren kénnen, benéGtigen wir
zunéchst den Begriff des Graphen eines Operators.

Definition 3.1.3. Unter dem Graph I' eines Operators T : H D D(T) — H verstehen wir
folgende Teilmenge des kartesischen Produkts H x H:

I(T) :={(z,Tz) : 2 € D(T)} CH x H.
Nun koénnen wir definieren:

Definition 3.1.4. Ein Operator T : H D D(T) — H heiit abgeschlossen, falls sein Graph I'(T)
eine abgeschlossene Teilmenge von H x H ist.
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Die Abgeschlossenheit eines Operators lésst sich auch wie folgt charakterisieren: falls eine
Folge (5, )nen in D(T) gegen ein x¢ konvergiert, und die entsprechende Bildfolge (T, )nen gegen
ein y konvergiert, dann muss gelten

20 € D(T) und Tzo=y.

Den folgenden Satz zitieren wir wegen seiner zentralen Bedeutung in seiner auf Ba-
nachrdumen geltenden allgemeinen Form.

Satz 3.1.5 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X und Y Banachrdiume, und
A: X =Y linear. Auflerdem sei der Graph von A abgeschlossen. Dann ist A stetig.

Beweis. Siehe [5], Satz 4.4.2. O

Als n#chstes fithren wir die Begriffe symmetrisch, schiefsymmetrisch und selbstadjungiert
fiir unbeschriankte Operatoren ein.

Definition 3.1.6. Ein Operator T : H O D(T) — H heifit symmetrisch, falls
(Tx,y) = (z, Ty) Va,y € D(T).

Eine Operator T : H D D(T) — H heifit schiefsymmetrisch, falls
(Ta,y) = —(x, Ty) Va,y € D(T).

Bemerkung 3.1.7. Nach dem Satz 3.1.5 vom abgeschlossenen Graphen ist ein auf ganz H defi-
nierter abgeschlossener Operator stetig und damit in B(H). Bei beschrinkten Operatoren stim-
men die Begriffe symmetrisch und selbstadjungiert iiberein, sodass ein auf ganz H definierter,
abgeschlosser und symmetrischer Operator auch selbstadjungiert ist. Dies ist bemerkenswert,
da fiir unbeschrankten Operatoren aus selbstadjungiert zwar symmetrisch folgt, die umgekehrte
Richtung im allgemeinen aber nicht gelten muss.

Wir wollen nun den adjungierten Operator eines unbeschrénkten dicht definierten Operators
definieren, und betrachten dazu den Teilraum

D(T*) :={yeH:x— (Tx,y) ist stetig auf D(T)}.

Wegen der Dichtheit von D(T) kann die Abbildung z — (Tx,y) fiir ein y € D(T*) eindeutig zu
einem stetigen linearen Funktional auf ganz H fortgesetzt werden. Nun l&sst sich der Darstel-
lungssatz von Riesz! anwenden, der uns wegen der Dichtheit von D(A) fiir jedes y € D(T*) ein
eindeutiges z € H liefert, sodass fiir alle z € D(T)

(Tx,y) = (x, 2).

Durch die Definiton
Ty :==z2

ist ein eindeutiger Operator T* : H D D(T*) — H festgelegt, fiir den gilt

(Tx,y) = (x, T"y) Vo € D(T),Yy € D(T").

'siehe Anhang
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Definition 3.1.8. Ist T ein dicht definierter Operator, so nennen wir den soeben definierten
Operator T* den adjungierten Operator von T.

Weiters definieren wir:
Definition 3.1.9. Ein Operator T heifit selbstadjungiert, falls T = T*.

Wir sehen unmittelbar, dass diese Definition fiir beschrdnkte Operatoren mit der
gewohnlichen Definition von selbstadjungiert iibereinstimmt, und zu symmetrisch dquivalent
ist. Auflerdem stellen wir fest, dass aus symmetrisch im Allgemeinen nicht selbstadjungiert fol-
gen muss, denn dazu miissten die Definitionsbereiche D(T) und D(T*) iibereinstimmen. (Siehe
hierzu auch Bemerkung 3.1.7). Weiters wollen wir darauf hinweisen, dass wichtige Sétze wie
beispielsweise der Spektralsatz nur fiir selbstadjungierte, nicht aber fiir symmetrische unbe-
schriankte Operatoren gelten.

Nun wollen wir die Begriffe des Spektrums und der Resolventenmenge eines unbeschrinkten
dicht definierten Operators einfiihren.

Definition 3.1.10. Sei H ein Hilbertraum, und T : H D D(T) — H ein linearer dicht definierter
Operator. Dann nennen wir

e p(T):={A € C:T— X\ ist bijektiv von D(T) = H und (T — A)~! ist stetig} die
Resolventenmenge von T,

o o(T):=C\p(T) das Spektrum von T,

e Die Abbildung R : p(T) — B(H) mit Ry := (T — \)~! die Resolvente von T.

Dabei sei angemerkt, dass im Fall eines abgeschlossenen dicht definierten Operators T mit
T — X bijektiv die Stetigkeit der Resolvente aus dem Satz vom abgeschlossen Graphen (3.1.5)
folgt und daher in der Definition der Resolventenmenge weggelassen werden kann.

Das Spektrum eines linearen abgeschlossenen dicht definierten Operators T lédsst sich nun
in folgende disjunkte Teilmengen zerlegen:

e 0,(T):={A: T —\ ist nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von T.

o 0.(T):={\: T — X ist injektiv, das Bild von T ist dicht aber nicht surjektiv} heifit das
kontinuierliche Spektrum von T.

e 0,(T):={X: T —X\ ist injektiv mit nicht dichtem Bild} heifit das
Residualspektrum von T.

Offensichtlich gilt:
o(T) = op(TU 0o(T) U 0, (T).

Nun gilt folgender Satz:

Satz 3.1.11. Ist T selbstadjungiert, so ist o(T) eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge von
R mit 0,.(T) = 0.

Beweis. Siehe [4] Satz 3.2.7. O

Zum Abschluss noch ein Satz, den wir in Folge brauchen werden:

Satz 3.1.12. Sei T : H D D(T) — H ein abgeschlossener dicht definierter Operator. Dann
ist der Operator T*T mit dem Definitionsbereich D(T*T) = {x € D(T) : Tx € D(T*)} dicht
definiert und selbstadjungiert.

Beweis. Siehe [30], Korollar VII.2.13. O
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3.2 Stark stetige Operatorhalbgruppen

Wir fithren nun die fiir diese Arbeit notwendigen halbgruppentheoretischen Begriffe ein.

Definition 3.2.1. Sei H ein Hilbertraum. Eine einparametrige Familie (7'(t)),> beschréankter
linearer Operatoren von H nach H heifit Halbgruppe, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

1. T(s+1t)=T(s)T(t) Vs,t > 0 (Halbgruppeneigenschaft),
2. T(0) =1d.
Definition 3.2.2.

Eine Operatorhalbgruppe (T'(t)),>, heiBt gleichmdpig stetig (oder normstetig), wenn

lim ||T(¢) — Id|| = 0,
lim |[7(t) ~ 1d]|

d.h. wenn die Abbildung T" bei 0 beziiglich der Operatornorm auf B(H) stetig ist.

Definition 3.2.3. Eine Operatorhalbgruppe (T'(t)),>, heiBt stark stetig, wenn

lim ||T(t)h — h| =0 Vh € H,
t—0t+

d.h. wenn die Abbildung T bei 0 beziiglich der starken Operatortopologie stetig ist.
Offensichtlich ist eine gleichméBig stetige Operatorhalbgruppe stark stetig.

Satz 3.2.4. Ist T eine stark stetige Halbgruppe, so gibt es w € R, M > 0, sodass fiir alle
t € [0,00)
[T < Me.

Beweis. Siehe [21] Satz 5.2.2. O

Beispiel 3.2.5. Sei A ein beschriankter Operator auf H, und betrachte die Differentialgleichung
4 f=Af VfeH
dt’ '

Dann liisst sich (dhnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen mit A € R?*2) auch fiir
diese hilbertraumwertige Differentialgleichung mit A € B(H) zeigen, dass die Losung folgende
Gestalt hat: f(t) = etA = > %A", und die Familie von Operatoren (etA) 4~p Dbildet eine

stark stetige (sogar gleichmifig stetige) Operatorhalbgruppe.

Fiir einen unbeschriinkten Operator A ben6tigen wir nun den Begriff des infinitesimalen Ge-
nerators. In weiterer Folge liefert uns der Satz von Hille-Yoshida Bedingungen an den Operator
A, die sicherstellen, dass er infinitesimaler Generator einer stark stetigen Halbgruppe ist, mit
deren Hilfe wir die Losung der Gleichung

0f=Af
f(0) = fr e D(A)

beschreiben konnen.
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Definition 3.2.6. Der lineare Operator A : D(A) — X mit Definitionsbereich
.1 .
D(A) = {a: e X: lim —(T(t)xr — x) ex1stlert} ,
t—0t+ ¢

und

Az = lim 1 (T(t)r —z) = m

o fi D(A
10+t g =0 fir z € D(A)

heift infinitesimaler Generator der Halbgruppe (T'(t)),(-

Satz 3.2.7. Der Generator einer stark stetigen Operatorhalbgruppe ist dicht definiert und ab-
geschlossen.

Beweis. Siehe [30] Satz VII.4.6. O

Nun kénnen wir den fiir die eindeutige Losbarkeit unserer kinetischen Gleichungen (1.1)
notigen Existenz-und Eindeutigkeitssatz formulieren:

Satz 3.2.8 (Existenz und Eindeutigkeit des abstrakten Cauchy-Problems). Sei
(T'(t))4>q eine stark stetige Operatorhalbgruppe und A ihr infinitesimaler Generator. Dann be-
sitzt das Anfangswertproblem

ohf=A
f = Af -
f(0) = fr € D(4)
fiir jedes fr € D(A) die eindeutige Losung f(t) = T(t)fr.
Beweis. Siehe [21], Korollar 5.2.10. O

Nun zitieren wir folgenden wichtigen Satz:

Satz 3.2.9 (Satz von Hille-Yoshida). Fin Operator A ist genau dann infinitesimaler Gene-
rator einer stark stetigen Operatorhalbgruppe (T (t))¢>o, fir die

IT@#)|| < Me*t fiir M >0, w€ R, und fiir alle t >0,
wenn gilt:
1. Der Operator A ist abgeschlossen und dicht definiert,
2. Fir das Intervall (w,00) gilt (w,00) C p(A),

3. Die Resolvente Ry von A erfillt

[(RA(A))"]| < YA>w, VneN.

M
(A —w)r
Beweis. Siehe [4] Satz 4.2.1. O

Dies beantwortet die Frage, wann wir bei fest gegebenem Operator A eine Halbgruppe
(T(t))t>0 finden konnen, sodass A ihr infinitesimaler Generator ist, und die folglich dann die
eindeutige Losung von (3.1) darstellt.

Zum Abschluss noch zwei Satze, aus denen hervorgeht, dass fiir einen beschriankten Operator
A € B(H) die im Beispiel 3.2.5 erwihnte Operatorhalbgruppe e := Yoo %”, die eindeutige
stark stetige Operatorhalbgruppe zu diesem Generator A ist, und dass sie auflerdem sogar
gleichméfig stetig ist.
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Satz 3.2.10. Seien T1 und To zwei stark stetige Operatorhalbgruppen mit infinitesimalen Ge-
neratoren A1 und Ao. Gilt nun A1 C Ag, so folgt schon T1 = To

Beweis. Siehe [21] Korollar 5.2.10. O

Insbesondere folgt aus diesem Satz, dass durch die Angabe eines Generators einer Halbgrup-
pe die zugehorige Halbgruppe schon eindeutig bestimmt ist.

Satz 3.2.11. Sei (T(t))i>0 eine stark stetige Operatorhalbgruppe und A thr infinitesimaler Ge-
nerator. Dann ist A genau dann beschrinkt, wenn die Operatorhalbgruppe (T (t))t>0 gleichmiflig
stetig 1st.

Beweis. Siehe [21] Prop. 5.2.12. O

3.3 Entropie-Dissipationsmethoden

Entropie-Dissipationsmethoden stellen eine wichtige Methode fiir die Untersuchung des Lang-
zeitverhaltens linearer wie auch nichtlinearer partieller Differentialgleichungen dar. In diesem
Abschnitt wollen wir das Grundschema von Entropie-Dissipationsmethoden vorstellen, welches
aus folgenden drei Teilen besteht:

e aus einem Entropiefunktional,
e aus einer Entropie-Dissipationsungleichung,
e aus einer Beziechung zwischen Entropie und Entropiedissipation.

Im unten betrachteten einfachen Beispiel der Wérmeleitungsgleichung wird uns die Poincaré-
Ungleichung die Beziehung zwischen Entropie und Entropiedissipation liefern. Im weiteren Ver-
lauf erortern wir dann, warum sich diese Methode nicht direkt auf unsere kinetischen Gleichun-
gen anwenden lésst, was die Verwendung von Hypokoerzivitdtsmethoden notwendig macht.

Unter einem Funktional verstehen wir in diesem Abschnitt eine (im Allgemeinen nichtlinea-
re) Abbildung
H: f—H[f]:U—R,

wobel U den Definitionsbereich des Funktionals bezeichnet.

Sei H ein Hilbertraum, und sei B : D(B) — H ein (moglicherweise unbeschrénkter)
Operator definiert auf seinem Definitionsbereich D(B). Weiters existiere eine glatte Funktion
f(t) : D(B) = R mit

wobei f; € D(B). Die stationdre Gleichung Bf = 0 besitze eine stationdre Losung foo > 0 €
D(B).

Definition 3.3.1. Seien B und f wie oben, und sei H : D(B) — R ein Funktional mit

dH

O] <0 V>0,

Dann heifit H ein Lyapunov-Funktional entlang der Trajektorie f(t).
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In der Mathematik verstehen wir unter dem Begriff Entropie? ein spezielles Lyapunov-
Funktional, eine einheitliche Definition fehlt jedoch. Wir einigen uns in Folge auf folgende
Definition:

Definition 3.3.2. Wir nennen ein Lyapunov-Funktional H : D(B) — R eine Entropie von (3.2),
wenn gilt:

(i) das Funktional H ist konvez, das heifit: der lineare Teilraum D(B) ist konvex, und es gilt
HI(T=XN)f+Xg] < (1 —=MH[f]+AH[g] Vf#g, 0<A<]1,

(ii) das Funktional H ist nichtnegativ, das heifit H : D(B) — [0, 00).

Wir nennen eine Entropie von k-ter Ordnung, wenn sie eine partielle Ableitung k-ter Ord-
nung enthélt.

Beispiel 3.3.3. Die Entropie Hj ist von nullter Ordnung;:
Hilf] = | ullogu—1)da.
und die folgende Entropie H,, ist eine Entropie 1. Ordnung;:
Eolf] = /Q \Vu®?|?dz, a> 0.

Schlussendlich fithren wir noch den Begriff der Entropiedissipation ein.

Definition 3.3.4. Sei f eine (glatte) Losung von Gleichung (3.2), und sei H eine Entropie
beziiglich dieser Gleichung. Dann ist die Entropiedissipation D definiert als

dH

DLf (1) =~

[f(t)], t>0.

Damit die Begriffe klar werden, wollen wir nun ein einfaches Beispiele betrachten.

Beispiel 3.3.5 (Wiarmeleitungsgleichung). Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung auf
dem d-dimensionalen Torus T? wie in [16]:

{@f —Af=0 auf T fiir t>0, (3.3)

f(t=0,)=fr=0.

Das Problem ist wohlgestellt, da fiir jeden nichtnegativen integrierbaren Anfangswert f; eine
glatte nichtnegative Losung f existiert, die noch dazu masseerhaltend ist

/ f(t,x)dx =/ fr(z)dz =: f, vt >0.
Td Td

Diese Masse normieren wir zu 1, indem wir f durch den Ausdruck w := ersetzen,

meas(T?)
(und in Folge weiterhin f schreiben). Mit der Schreibweise f(t) = f(¢,-) gilt nun

ft):T¢ - R.

2Wir erinnern an die Beziehung: physikalische Entropie = negative mathematische Entropie.
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Nun betrachten wir folgendes Funktional H:
1 72
H) =5 [ (5= Pde.
Td

Durch Differenzieren, Einsetzen in (3.3) und partielle Integration erhalten wir

dH
dt

3.3)

[f] = / (= Doufde = / (= HAFd T / VP < 0. (3.4)

Damit ist das Funktional H ein Lyapunov-Funktional, und wegen der offensichtlichen Nichtne-
gativitdt und Konvexitét eine Entropie.

Die Entropiedissipation hat somit die Gestalt

Dif(e)] = [ 1V1Pde

Die Poincaré-Ungleichung liefert uns nun den gewiinschten Zusammenhang zwischen Entropie
und Entropiedissipation. Bekanntlich gilt fiir ein beschrinktes Gebiet O C R¢ und fiir alle
Funktionen f im Sobolevraum H!(2) mit der Poincaré-Konstanten Cp:

1f = FlI22) < CPIVIIIZ2(0)- (3.5)

Bei manchen bestimmten Gebieten lidsst sich die Poincaré-Konstante Cp exakt oder zumindest

approximativ bestimmen. In unserem Fall des d-dimensionalen Torus T¢ gilt C'p = % Mit Hilfe

der Poincaré-Ungleichung (3.5) erhalten wir nun folgende Entropie-Dissipationsungleichung;:

3.5

dH ) (3:5) B _ B
- _HVfH%%Td) < _Cpl”f - fH2L2('J1‘d) - _QCPIH[f]:

dH
Sy

—DI[/] [f]

und mit Hilfe des Gronwall Lemmas folgt daraus exponentielle Konvergenz mit CLP als Konver-
genzrate :

1F(t) = FB) 122 pay = 2HIF(1)] < 2H[frle” @RI

Als néchstes betrachten wir eine idealisierte Version unseres Modellproblems (1.1), in dem
wir den Transportoperator T durch einen beschriankten Operator T ersetzen und weitere Bedin-
gungen einfiihren, sodass die Entropie-Dissipationsmethode tatsichlich die gewiinschte exponen-
tielle Konvergenz liefert. Im anschlieBenden Vergleich mit der realen Situation bei kinetischen
Gleichungen (1.1) wird dann deutlich, an welchen Stellen die Entropie-Dissipationsmethode
nicht funktioniert, und daher mit anderen Techniken verbessert werden muss.

Beispiel 3.3.6 (Ein Wunschbeispiel). Seien T,L € B(#) und betrachte folgende Gleichung;

{8tf+'T'f:I:f

f(0,z,v) = fr(z,v). (3.6)

Der beschrénkte Operator T sei schiefsymmetrisch, der beschrinkte Operator L injektiv, sym-
metrisch und es gelte (Lf, f) < 0. Umformen von (3.6) liefert

Ouf, )+ (Tf. f) = (Lf. f),
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und weiters folgt

2
L . 3.7
NP = (50 <0 (3.7
Somit, ist H[f] := [ f]|* ein Lyapunov-Funktional, und wegen der offensichtlichen Nichtnegati-
vitdt und Konvexitét eine Entropie mit der Entropiedissipation D[f] = —(Lf, f). Angenommen

L ist nun koerziv

—(LL 1)Y= ClfI? vf e,
dann folgt aus (3.7)
2 - 2
S SIP <l
und damit mit dem Lemma von Gronwall exponentielle Konvergenz.

Beispiel 3.3.7 (Kinetische Gleichungen). Wir betrachten nun unser Modellproblem (1.1):

{ Of +Tf=Lf, (38

f((),ac,v) = fI(x>U)'

Im Vergleich zum vorigen Beispiel sind T und L jetzt unbeschriankte Operatoren, auflerdem ist
L nicht injektiv. Als maximale Koerzivititseigenschaft konnen wir daher nur fordern:

(Lf, f) = C|fII? VfeN(L) ND(L).

Nun besteht der Nullraum von L genau aus der Menge aller lokalen Gleichgewichte, fiir die wir
damit keine Abschétzung nach unten zur Verfiigung haben. Das Problem bei kinetischen Glei-
chungen ist daher, dass Entropie-Dissipationsmethoden die lokalen Gleichgewichte verschwinden
lassen, wobei jedoch gleichzeitig beliebig grofle makroskopische Dichten auftreten kénnen.

Genau diese Tatsache macht das Studium dieser Gleichungen so trickreich, und wir benotigen
als weiteres Hilfsmittel das Konzept der Hypokoerzivitit, welches wir im néchsten Abschnitt
vorstellen wollen.

3.4 Koerzivitidt und Hypokoerzivitét

Frédéric Hérau definiert Hypokoerzivitit in [12] (wie wir anfangs in Definition 1.1.2) als die
Methode, bei einem nichtkoerziven Problem einen modifizierten, aber norméquivalenten Hilber-
traum einzufithren, der Koerzivitiit liefert. Ahnlich werden wir es im 4. Kapitel bei Dolbeault,
Mouhot und Schmeiser ([9]) kennenlernen. Ein etwas abstrakteres Konzept wurde von Cédric
Villani aufgestellt, welches sich gut in die Theorie unbeschrinkter Operatoren und stark ste-
tiger Operatorhalbgruppen einfiigt, und aus dem die von Hérau bzw. Dolbeault, Mouhot und
Schmeiser verwendete Eigenschaft folgt. Dieses abstrakte Konzept der Hypokoerzivitdt wollen
wir in diesem Abschnitt kennenlernen.

Definition 3.4.1. Sei P ein unbeschréinkter Operator auf einem reellen Hilbertraum #, und
bezeichne A'(P) den Kern von P. Sei H ein weiterer Hilbertraum, sodass H C N(P)L eine
stetige, dichte Einbettung ist mit reellem Skalarprodukt (-,-);; und der von ihr induzierten
Norm || - ||;7- Falls fiir alle h € N'(P): N D(P) gilt:

(Ph,h)yz > Allhll3;,

dann heiBt P \-koerziv auf H. Weiters heifit der Operator P koerziv auf H, falls es ein A > 0
gibt, sodass P A-koerziv ist.
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Nun lésst sich das Konzept der Koerzivitét auch in einem halbgruppentheoretischen Rahmen
betrachten. Die zum (moglicherweise unbeschréinkten) Operator P gehdrende Halbgruppe wollen
wir in Folge (wie in der Literatur iiblich) mit dem formalen Symbol (eP*);>q bezeichnen.

Bemerkung 3.4.2. Dieses reine Symbol (eF?);>q fiir die zu dem unbeschriinkten Operator P
gehorende Halbgruppe ist dabei nicht zu verwechseln mit der Operatorhalbgruppe (eAt)tZO
fiir einen beschrinkten Operator A € B(H), wo man den Ausdruck definieren kann als

M= Yoo %A", da diese Reihe wegen der Beschrianktheit von A konvergiert. Aus den Sétzen

3.2.11 und 3.2.10 wissen wir auch, dass eine Halbgruppe genau dann diese Gestalt hat, wenn
ihr infinitesimaler Generator beschréinkt ist. Im Beweis vom Satz von Hille-Yoshida 3.2.9 (sie-
he [21]) ldsst sich nachlesen, dass man, um von einem unbeschrénkten Operator A zu seiner
Halbgruppe zu kommen, ihn mit Hilfe der sogenannten Yoshida-Approxzimation in der starken
Operatortopologie approximieren muss, sodass sich mit Hilfe dieser stetiger Operatoren dann
in weiterer Folge die zu A gehorende Halbgruppe darstellen lésst.

Koerzivitét liasst sich im Falle von Halbgruppen auch folgendermafien charakterisieren:

Satz 3.4.3 (Halbgruppentheoretische Charakterisierung von Koerzivitéit). Mit den
gleichen Bezeichnungen wie oben gilt: Der Operator P ist genau dann \-koerziv auf H , wenn

1Rl = lle™hollz < e llholl - (3.9)

Beweis. Sei P A-koerziv. Da die Funktion (t,h) — e P stetig in t und h ist, geniigt es, hg aus
der dichten Teilmenge H N D(P) zu wihlen. Dann gilt:

d d
—lle™®hellZ, = 2< e Phg ,e_tpho>
dt 7 GO 5

= =2 <P€_tPh0, e_tph0> -
H
2
< el
H
und mit dem Lemma von Gronwall folgt sofort
—tP7 |12 —2X 2
le™hollZ, < e™*[lholl3;,
und damit
—tP —A
le™hollz < e™|lhollg-

Umgekehrt gelte nun (3.9). Wieder gilt: Da die Funktion (¢,h) e~ tP stetig in t und h ist,
geniigt es, hy aus der dichten Teilmenge H N D(P) zu wéhlen. Dann gilt:

1d 2
T
(Pho, fo) 2 dt ¢ ol Tizo
e ol — ol
- t—0 2t
— lm 1hollZ, — lle=*FhollZ,
a t—0 2t
1— 672)\1‘/ h 2
> lim inf ( ) | OHH
t—0 2t
I"Hospital
=" AlhollZ,

wobei wir von der zweiten auf die dritte Zeile das Vorzeichen wegen der Vertauschung der
Reihefolge der Terme in der Differenz gewechselt haben. O
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Definition 3.4.4. Sei P ein unbeschréankter Operator auf einem reellen Hilbertraum #, und sei
P Generator einer stetigen Halbgruppe, die wir wieder mit (e‘tP) >0 Pbezeichnen wollen. Sei ‘H

ein weiterer Hilbertraum, sodass H C N (P)L eine stetige dichte Einbettung mit Skalarprodukt
()5 und der von ihr induzierten Norm || - [| 7 ist. Falls es eine positive Konstante C' < oo gibt,
sodass fiir alle hg € H und fiir alle ¢ > 0 gilt:

le™Phollg < Ce ™ ||holl7, (3.10)

dann heiBt P A-hypokoerziv auf H. Weiters heift der Operator P hypokoerziv auf H, falls es ein
A > 0 gibt, sodass P A\-hypokoerziv ist.

Vergleichen wir diese Definition mit der halbgruppentheoretischen Charakterisierung von
Koerzivitat aus Satz 3.4.3, so stellen wir fest, dass sie bis auf die Konstante C' iibereinstimmen,
Koerzivitdat im halbgruppentheoretischen Sinn ist ein Spezialfall von Hypokoerzivitidt mit Kon-
stante C' = 1.

Es gilt sogar Folgendes:

Satz 3.4.5. Falls eine Hilbertraumnorm existiert, die (3.10) mit einer Konstante C > 0 erfiillt,
so existiert eine dquivalente Norm, sodass (3.10) mit C =1 gilt.

Beweis. Laut Voraussetzung gibt es eine Konstante C' > 0, sodass fiir ein festes A > 0 und fiir
alle t > 0 gilt
le™Fhollz < Ce™||holl-

Dies ldsst sich dquivalent anschreiben als
Aty —tP
e lle™ hollgz < Cllhollg-
Nun definieren wir als neue Norm

. As||,—sP
|holln := supe™®||e hng-
s>0
Diese neue Norm ist eine zur urspriinglichen Norm &quivalente Norm:

(1) (#7)
llhollz < lholly < Cllholl -

Dabei gilt (i), da auf der rechten Seite das Supremum iiber alle s > 0 genommen wird statt wie
auf der linken Seite nur s = 0 zu betrachten, und (iz) wegen der vorausgesetzten Hypokoerzi-
vitét.

Weiters folgt nun

eAtue—tPhOHN _ Sgg 6A(s+t) "6_(S+t)Ph0“7_~[
s_

= supe™® He*sphoﬂﬂ
s>t

< sup e)‘s||efspho||7_~t,
s>0

= [[holln,
Durch Multiplikation mit e=* erhalten wir also:

le™®holln < 1+ e M||hol|n,

und somit ist h(t) = e *Phg in der neuen || - ||y-Norm koerziv. O
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Dies zeigt, dass die Konzepte der Koerzivitit und der Hypokoerzivitét nicht weit auseinan-
der liegen. Trotzdem ist Hypokoerzivitéit ein strikt schwécheres Konzept, da Hypokoerzivitéit
invariant unter dem Wechsel zu einer dquivalenten Hilbertraumnorm auf #H ist, Koerzivitit
hingegen nicht.

Genau deswegen lésst sich fiir den Nachweis von Hypokoerzivitéit folgende Strategie anwen-
den: findet man eine zur urspriinglichen Hilbertraumnorm #quivalente Norm, die koerziv ist,
so ist die urspriingliche Norm hypokoerziv, was laut (3.10) genau exponentiellen Abklang mit
Abklingrate A bedeutet. Genau dieses Resultat werden wir in Folge gebrauchen, wobei wir statt
der hier im Beweis verwendeten || - || y-Norm ein von Hérau in [12] eingefiihrtes modifiziertes
Entropiefunktional H[-] verwenden werden.
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Kapitel 4

Hypokoerzivitat fiir lineare
kinetische (zleichungen

4.1 Untersuchung des Langzeitverhaltens mittels Hypokoerzi-
vitét

Nachdem wir nun alle wichtigen Begriffe und Methoden gekléirt haben, kénnen wir mit der
Untersuchung des Papers ”Hypocoercivity for linear kinetic equations conserving mass” von
Jean Dolbeault, Clément Mouhot und Christian Schmeiser [9] beginnen. Wir wollen dabei die
Beweise detaillierter ausfithren und angedeutete Zusammenhéinge néher beleuchten.

4.1.1 Allgemeine Voraussetzungen
Wir betrachten die schon in der Einleitung vorgestellte Modellgleichung (1.1):

{8tf+Tf =Lf,

£0,z,0) = fi(z,v) € L' (dadv). (4.1)

Dabei sei f = f(t,z,v) eine Dichtefunktion, die auf dem Ganzraum Rt x R? x R? lebt!, und

f1 € LY(dxdv) bedeute, dass // fdxdv < oo ist. Der Transportoperator T sei
Rd xR

T:=v-V, =V, V-V,

mit einer messbaren Funktion V' = V' (z) als duferes Potential. Die Charakteristiken von T seien
gegeben durch den Fluss des Hamiltonians

1
(z,v) = E(z,v) = §]v|2 + V(x). (4.2)
Der Kollisionsperator L sei stationdr und ein Multiplikator in der Ortsvariable z, auflerdem sei

L rotationssymmetrisch, d.h. es gelte R,L = LR, fiir jeden Rotationsoperator R,, der auf den
Geschwindigkeitsraum wirkt.

! Auf dem Gebiet der (linearisierten) kinetischen Gleichungen gibt es bis jetzt nur wenig brauchbare Ergebnisse
auf beschriinkten Gebieten, wie C. Villani in [29] auf Seite 83 anmerkt. Einzig auf periodischen Boxen und dem
Torus gibt es Ergebnisse, siehe [22]. Auch unser Setting ldsst sich problemlos auf den Torus iibertragen, siche
hierzu die Anmerkung in [9], Seite 7.
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Da wir das Langzeitverhalten von (4.1) betrachten wollen, interessieren wir uns fiir Gleich-
gewichtszusténde dieser Gleichung. Wir nehmen nun an, dass es eine nichtnegative Energiepro-
filfunktion I" gibt, sodass sich das globale Gleichgewicht F' schreiben lésst als

F(z,v) =T(E(z,v)),
und der Kern von L die Menge aller lokalen Gleichgewichte bildet
N(L) = {f(z,v) € L*(dn) : 39(x) sodass f(z,v) = d(2)F(z,v)},

wobei L2(dp) der gewichteter Mafiraum aus (4.10) ist, und ¢ eine beliebige x-abhiingige Funk-
tion. Der Gleichgewichtszustand F' ist stationir und isotrop beziiglich v. Wir setzen weiters
voraus, dass der Tréger von F' zusammenhéngend sei, sodass der Durchschnitt von L und T von
F aufgespannt wird.

Um eine brauchbare Methode zu entwickeln, benotigen wir noch weitere Bedingungen, und
dabei wollen wir global geltende Voraussetzungen in Folge mit (H-) bezeichnen.
Sei das globale Gleichgewicht F' strikt positiv, integrierbar und normiert durch

Voraussetzung (HO): // Fdvdx = 1.
R xR4

Aus dieser Normalisierungsbedingung werden wir die Eindeutigkeit des globalen Gleichgewichts
[v]?

F herleiten. Da F' die Gestalt F'(x,v) =T (7 + V(x)) hat, ist Integrierbarkeit beziiglich v eine

Forderung an die nichtnegative Energieprofilfunktion I'; wihrend fiir Integrierbarkeit beziiglich
x ein I'-abhingiges Wachstum des dufleren Potentials V' benétigt wird, und wir das Potential
V daher in Form eines Potentialtopfes® wihlen.

Die Eindimensionalitdt von N(L) legt die Existenz eines lokalen Erhaltungsgesetzes in x
nahe. Wir wollen daher lokale Masseerhaltung beziiglich = fordern

/ Lfdv = 0. (4.3)
RQ

Daraus folgt sofort globale Masseerhaltung

d// fdvdx = // O fdvdx
dt Rd x R4 R4 xRd
= / / (L — T)fdvde
R4 xRd
“3 —// Tfdvdx
R4 xRd
= —// U-medvdx—i—// V.V -V, fdvdx
R4 xR4 R4 xR

_ _/Rdvx-(/Rdvfdv)dm—i—/RdeV/Rd(vadv)d@’
=0
_ _/Rdvz(/wvfdv)dw

= 0,

2Unter einem Potentialtopf versteht man in der Physik die Region um das lokale Minimum der Potentialver-
teilung eines Systems. Als Beispiel konnen wir uns einen Koérper im Schwerefeld der Erde vorstellen. Dieser kann
den Potentialtopf (=Schwerefeld der Erde) nur verlassen, indem er durch Zufuhr von Energie bis iiber den Rand
des Potentialtopfes gehoben wird.
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und damit

d// fdvdx = 0. (4.4)
dt Rd xRd

Nun sei M := / / frdvdx definiert als die Masse der integrierbaren Anfangsbedingung
R4 x R4

f1- Da Gleichung (4.1) linear ist, kénnen wir statt einer Dichtefunktion f auch Schwankungen um
das globale Gleichgewicht M F betrachten, die wir zunéchst mit f mit f := f — M F bezeichnen
wollen. Fiir diese folgt dann aus der globalen Masseerhaltung (4.4) und der Normalisierungsbe-
dingung (HO):

/ / fdvde = / / fdvdx — / / M Fdvdzx (4.5)
RIxR4 RIxR4 RIxR4
// fjdvdx—// M Fdvdx (4.6)
RIxR4 RIxR4

1M (4.7)
= o (4.8)

(HO))

Nun fordern wir M = 0, sodass f fiir t — oo gegen das globale Gleichgewicht M F = 0 konver-
giert. Dabei beachte man, dass Dichtefunktionen im allgemeinen nichtnegativ sind, Schwankun-
gen um das globale Gleichgewicht M F mit M = 0 hingegen Vorzeichen wechseln miissen (aufler
sie sind die konstante Nullfunktion). Im weiteren Verlauf betrachten wir solche Schwankungen
um das globale Gleichgewicht, schreiben jedoch statt f wieder f.

Nun folgt aus der lokalen Masseerhaltung (4.3) fiir eine beliebige Funktion ¢ = ¢(x)

/Rd L(f — ¢F) (f —Fch) dv = /Rd(Lf) <lj;> dv, (4.9)

/RdL(f—ng) <f_F¢F> dv
_ /Rd(Lf) (IJ;) w0 [ (Lf) <§> w0 [ (LF) <1];> dv+¢>2/Rd(LF) (?) dv,

und das 2. Integral verschwindet nun wegen der lokalen Maseerhaltung (4.3) und die hinteren
zwei Integrale wegen F' € N(L).

Die Beziehung (4.9) kann so interpretiert werden, dass die linke Seite zumindest formal
quadratisch im Abstand zwischen f und der Menge aller lokalen Gleichgewichte N'(L) ist. Dies
motiviert die Einfiihrung eines speziellen MaBraums L?(du), wobei das Maf u auf dem Pha-
senraum R? x R? als das mit der Gewichtsfunktion % gewichtete 2d-dimensionale Lebesguemafl
definiert wird:

denn

dp = dp(z,v) = Fd(l;df}), mit (z,v) € RY x R%. (4.10)

Das auf dem Hilbertraum L?(dy) definierte Skalarprodukt bezeichnen wir mit (-, -), die von
diesem Skalarprodukt induzierte Norm mit [|-||, sodass (f, g) = [ [pa,ga f9dpund || f]* = (f, f)
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gilt. Die Orthogonalprojektion IT auf die Menge aller lokalen Gleichgewichte A/(L) sieht dann
folgendermafien aus:

1nf:=L2LF mit p, ::/ fdv. (4.11)
PF Rd
Als néchstes rechnen wir nach, dass der Transportoperator T beziiglich des soeben eingefiihrten
Skalarprodukts (-, -) schiefsymmetrisch ist:

Lemma 4.1.1. Der Transportoperator T ist beziiglich des L*(dp)-Skalarproduktes aus (4.10)
schiefsymmetrisch.

Beweis. Es gilt fiir alle z,y € D(T)

(Tf,g) = <U'vxf_vxv'vvf7g>
- v, o
= <ZU30JZ (t,x,v),g(t,x,v)> - <Z 7](1:) 81{; (t,SE,U),g(t,IE,U)>
j=1 7j=1
d 4 ov
= Z <v38é(t,x,v),g(t,x,v)> - Z <$j( )81{7 (t,x,v),g(t,m,v)>
Jj=1 j=1
/0 o (v
= J; <8$J (’U]f(t,l',’U)) ,g(t,:z:,v)> _; <8UJ <ax]( )f(t x U)> g(t T ’U)>
d
part. Int. ) i 8l i
= — ; <vjf(t, x,v), 8a:jg(t’ x, v)> + ; <8xj () f(t,z,v), 8ng<t’ x, v)>
d 4oy dg(t,x,v)
= <f(t,ZL‘,U), ];Ujax]g(tvxvv)>+<f(t7xvv)7]§lxj(x) 8’0] >
d 9 vV . dg(t,z,v)
- <f(t,$,1}),—jz; <vj3m]g(t7$’v)_ax](x)8v]>
= —<f,U'Vx9—VxV'Vug>
= _<fa Tg>)
Somit ist gezeigt, dass der Transportoperator T beziiglich (-,-) schiefsymmetrisch ist. O

Da wir eine Entropieungleichung erhalten wollen, fordern wir, dass L dissipativ ist, also dass
(Lf, f) < 0 gilt. Dann folgt ndmlich durch die Schiefsymmetrie von T und der Dissipativitéit
von L, dass || f||* ein Lyapunov-Funktional ist

4.1)

HfH2 @f. ) E =T ) = (LA ) <0

2dt

und wegen der Koerzivitit und Nichtnegativitit ist ||f||? sogar eine Entropie. Es gilt somit
folgender Zusammenhang mit der Entropiedissipation® (Lf, f):

2
NP = L) <

Fiir die Wohlgestelltheit des Anfangwertproblems (4.1) mit f; € L!(dzdv) fordern wir die hin-
reichende Voraussetzung einer sogenannten ”maximalen Dissipativitédt”, unter der in anderen

3Siehe Definition 3.3.4.
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wissenschaftlichen Arbeiten (wie z.B in [29] fiir den Fokker-Planck-Operator) die Wohlgestellt-
heit des Problems (4.1) gezeigt wurde.

Falls nun die Entropiedissipation koerziv beziiglich der Norm || - || auf ganz H wére, also eine
positive Konstante x > 0 mit —(Lf, f) > x| f||? fiir alle f € D(L) existiere wiirde, so wiirde wie
im Beispiel 3.3.6 skizziert unter der oben festgelegten Voraussetzung (4.5), nur Schwankungen
um das globale Gleichgewicht zu betrachten, und mit Hilfe des Lemmas von Gronwall exponen-
tieller Abklang gegen Null folgen. Doch leider kann die Entropiedissipation (Lf, f) nicht koerziv
fiir alle f aus D(L) sein, da L auf der Menge aller lokalen Gleichgewichte verschwindet.

Um dennoch exponentielle Konvergenz gegen Null zeigen zu kénnen, bendtigen wir daher
als weiteres Hilfsmittel die Methode der Hypokoerzivitéit. Dafiir werden wir eine Mikro-Makro-
Zerlegung des Hilbertraumes # in die zwei Teilriume H = N'(L) @ A(L)* durchfiihren, indem
wir fiir die Entropiedissipation sogenannte mikroskopische Koerzivitit auf dem Teilraum N'(L)*
fordern, und zusitzlich noch als eine Art Poincaré-Ungleichung auf dem Teilraum AN(L) die
sogenannte makroskopische Koerzivitdt fir T einfithren.

4.1.2 Makroskopischer Diffusionslimes

Wir wollen nun die Methode des makroskopischen Diffusionlimes aus [25] anwenden, um die
Bedingung der makroskopischen Koerzivitit zu motivieren. Die Methode des makroskopischen
Diffusionlimes untersucht das Streben der lokalen Gleichgewichte zum globalen Gleichgewicht
auf einer groflen Zeitskala mittels Berechnung einer gewissen Asymptote. Alle im Folgenden
angefithrten Rechnungen sind dabei rein formal als Motivation zu verstehen.

Ausgehend von der Tatsache, dass das erste Geschwindigkeitsmoment verschwindet, fithren
wir eine parabolische Umskalierung von Gleichung (4.1) durch, indem wir setzen:

fe(t, z,v) = fe %t e tz,v) mit 0<e< 1.

Das duflere Potential V' skalieren wir auf die gleiche Weise um, sodass sich unser Ausgangspro-
blem (4.1) wie folgt anschreiben lasst

20, f + €T fC = Lfe. (4.12)

Nun definieren wir fO := liné f¢, und erhalten mittels formaler Rechnung
e—

LfO — lim Lpe 2

e—0

: 2 € €\ __
lg% (e Of +e€Tf ) =0.
Daraus folgt nun, dass f° im Kern von L liegt, und daher unter der Orthogonalprojektion auf
den Kern von L invariant bleibt:
fO=1s° (4.13)

Die asymptotische Grenzfunktion f¥ ist somit ein lokales Gleichgewicht, und wir wollen nun
ihren Trend zum globalen Gleichgewicht untersuchen. Es gilt

IIL = LII = TITII = 0, (4.14)

wie man aus folgender formaler Rechnung sieht: Zunéchst gilt LII = 0, da II eine Orthogonal-
projektion auf AV/(L) ist. Nun nutzen wir die Symmetrie von L und die Selbstadjungiertheit von
IT aus und erhalten fiir alle f, g:

0 = (f,LIg) = (IILf, g),
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und damit folgt unter der formalen Annahme, dass alle Operatoren beschrankt sind, dass IIL = 0
gilt. Weiters gilt wegen der Schiefsymmetrie von T und der Symmetrie des Skalarprodukts:

und daher

(IITILf, f) = 0.

1

Dies macht (4.14) plausibel. Nun setzen wir R := —(1 — II) f€ und erhalten damit aus Gleichung
€

(4.12) die zwei Gleichungen

€O fS + Tf€ = LR, (4.15)

OILfC + IITRE = 0. (4.16)

Gleichung (4.15) folgt dabei aus Gleichung (4.12) durch Multiplikation mit % und Zerlegung
von f€in fe=1If¢+4 (1 —II)f*:

1 1 1 )
D+ T = ~Lfe = —LIfe 4+ L1 = I 2 LR

Gleichung (4.16) erhalten wir aus Gleichung (4.12) durch Multiplikation mit }2 , Anwenden von
I1, Ausnutzen der Idempotenz von II, Zerlegung in f¢ =1IIf¢+ (1 —II)f¢ und Verwendung von
IITII = 0:

1 1
of+-Tf = SLf
€ €
1
OIS+ ~TITF* = 0
€

1
OIIf + T (I + (1 -1) /< = 0
OIIf + TR = 0.

Als nichstes setzen wir R := liH(l) R und wollen Gleichung (4.15) fiir € = 0 umformulieren.
e—

Hierzu definieren wir den Operator J als den Pseudoinversen Operator von L:

J:= <L|N(L)J_> toran(L L) = N(L)*.
Dieser Operator ist wohldefiniert, denn zerlegen wir den Hilbertraum H in die zwei Teilrdume
H=N(L)®N(L)",

und schréinken den Operator L weiters auf den zweiten Teilraum A/(L)! ein, so erhalten wir
wegen N (L[ L)L) = {0} einen injektiven Operator

Llarys : N(L)F — ran(L).

Als injektiver Operator ist L[y ). auf seinem Bild ran(L|r).) invertierbar, und wir erhalten
damit J.
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Wir wollen nun Gleichung (4.15) fiir € = 0 betrachten. Als erstes stellen wir fest, dass R"
im A(L)* liegt, denn

1
R? = lim R® = lim ~ (1 — II) f¢, (4.17)

e—0 e—0 €

und da (1 —II)f¢ € M(L)* und N(L)* abgeschlossen ist, liegt auch der Limes von oben in
N(L)*. Aus Gleichung (4.15) folgt nun im Grenzwert

T =LR".

Wenden wir auf beiden Seiten den pseudoinversen Operator J = (L] N(L)L) an, so folgt
JTf =R,

da R wegen (4.17) in N(L)* liegt und J o L|nyr daher die Identitét ist. Wegen (4.13) lisst
sich Gleichung (4.15) daher in folgende Gleichung umformulieren:

JTIf® = RO, (4.18)

wobei die Inhomogenitit TIIfY die Losbarkeitsbedingung IITIIf? = 0 erfiillt.

Nun betrachten wir Gleichung (4.16) fiir e = 0
OIIf? = —TIITRY.

Jetzt verwenden wir (4.18) und erhalten mit Hife der Selbstadjungiertheit von IT und der Schief-
symmetrie von T

a0 L) _ITRO — _ITUTINO) = (TN J(TID) £°,
und damit die Gleichung
OILfO = (TID)*J(TI) £°. (4.19)
Eine lange Rechnung wie in [25] liefert uns nun die Aquivalenz dieses Ausdrucks zu folgender

Drift-Diffusionsgleichung fiir die makroskopische Dichte p° = p o und die Transportkoeffizienten
o und ~:

0
O’ =Vy- (PFva (Z)) =V (Va(op?) +7p°V.V). (4.20)
F
Dabei ist o wegen der Rotationssymmetrie von L skalarwertig, und es gilt
1
PFO = —/ v-J(vF)dv, (4.21)
d Rd

und

1
YV V = —p—FVx(pFU), (4.22)

wobei der Operator L negativ definit auf A'(L)* beziiglich des Skalarprodukts im Hilbertraum
L?(dp) ist, und auBerdem o(x) > 0 und = € R? gilt.
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Nun betrachten wir zwei Spezialfille, in denen ¢ und 7 besonders einfache Ausdriicke an-
nehmen.
Fall (C1): Die Energieprofilfunktion habe die Gestalt I'(s) := e~*. Dann gilt fiir das globale
Gleichgewicht F':
[v]?

F(z,v) =T(E(z,v)) =T <V(x) + 2) _ e—v(x)e_lvT’

und unter der Normierungsbedingung (HO) erhalten wir das Maxwellsche Gleichgewicht

|2

v _
. e 2
F(z,v) = pp(z)M(v) mit pp = TeVdz und M(v) = (@n)a2
R

1 lv]?
denn es gilt ——— e_T‘dv = 1, wie man mit Hilfe der eindimensionalen Standardnormal-
(2m)4/2 Jpa

verteilung leicht sieht. Wir bemerken dabei, dass F' wie fiir Maxwellsche Gleichgewichte typisch
in einen rein ortsabhéngigen Faktor pp(z) und einen rein geschwindigkeitsabhingigen Faktor
M(v) zerfillt.

Weiters gilt

1
o=v= _d/ v+ J(vIM)dv = const,
denn es gilt wegen Gleichung (4.21)

pro = —— [ vl (vppMM(v))dv

1
= _d/Rd vJ (VM(v)) dvpp.

Durch Kiirzen von pg erhalten wir nun die gewiinschte Gleichung

o= —/ v - J(vIM)dv = const.
d Rd

Fiir v betrachten wir Gleichung (4.22) und erhalten durch Einsetzen

1 1
YWV V = ——V.(pro) = ——opr (—ViV) = aV,V,
PF PF

und daher wieder durch Kiirzen
1
y=0= —/ v - J(vIMN)dv.
d Jpd

Damit 16st p° die Fokker-Planck-Gleichung
00" = oV - (Vap® + p"VaV),

wie wir durch Einsetzen in (4.20) sehen.

Fall (C2): Der Kollisionsoperator L sei definiert als

L=1II-1.
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Es folgt J = —1d, denn
L|N(|_)J_ = — Id|_/\/‘(|_)1. + H‘/\/‘(L)Jﬁ
——

=0
und daher gilt
)= (Uyayr) =-1d.
Nun vereinfacht sich Gleichung (4.21) zu
1 2
PO =mF = o /Rd |v|*Fdv. (4.23)
Wegen
F(z,v) =T(E(z,v)) =T <‘1}2’2 + V(x)) (4.24)
folgt
Vo, F =T (E(z,v))v (4.25)
und
V. F =T/ (E(x,v))V,.V(x). (4.26)
Daher gilt:

Vo(pro) 2w, (1 / uPde>
d Rd

. 2V
@20 ViV / 02T (E(z, v))dv
d R4
(42) ViV / vV, Fdv
d R4
M A
Rd
= _V$VPF7
und aus Gleichung (4.22) folgt
v =1

Die makroskopische Limesgleichung (4.20) vereinfacht sich in diesem Fall zu
O’ =V (Va (00°) + p'V,V).

Betrachten wir den Schnitt der beiden Félle (C1) und (C2), d.h. fordern wir IIf = pM
sowie L = II — 1 gleichzeitig, so ergibt sich der Fall des BGK-Operators mit

oc=v=1,

den wir spéter im Abschnitt 4.3.1 noch genauer untersuchen werden. In beiden Fillen lasst sich
Gleichung (4.19) mit einer positiven Konstante oy umschreiben zu

OO = —oo(TID)*(TII) £°, (4.27)
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wobei im Fall (C1) o9 = ¢ und im Fall (C2) oy = 1 gilt. Betrachten wir wie in (4.5) nur
Schwankungen um das globale Gleichgewicht, so folgt exponentieller Abklang zum globalen
Gleichgewicht, falls wir fordern, dass ein A\j; > 0 existiere, sodass

ITILf||2 > Ap||TLf))? fiir alle f € H mit IIf € D(T). (4.28)

Dass (4.28) tatséichlich exponentiellen Abklang auf der Menge der lokalen Gleichgewichte im-
pliziert, motivieren wir mittels folgender formaler Rechnung;:

d
SO = (o), )
2 o (T (TS )
= ool T
(4.28)
<Aool

und damit
ITLFOLE)]) < e~ a0t 1 0[],

Diese formale Rechnung zeigt die Notwendigkeit von Forderung (4.28), welche wir im néchsten
Abschnitt als makroskopischen Koerzivitatsbedingung (H2) einfithren werden, und die sich im
Satz 4.1.13 als aquivalent zu einer gewichteten Poincaré-Ungleichung herausstellen wird.

4.1.3 Die abstrakte Methode

Wir wollen nun eine rigorose abstrakte Methode entwickeln. Dazu fordern wir, dass die Opera-
toren L und T abgeschlossen seien, sodass durch L — T eine stark stetige Operatorhalbgruppe
generiert wird, die wir mit dem formalen Symbol (e(L_T)t) (siche Bemerkung (3.4.2)) be-
zeichnen wollen.

t>0

Nun konnen wir die Begriffe der mikroskopischen und makroskopischen Koerzivitét
einfiihren.

Voraussetzung (H1) (mikroskopische Koerzivitiit):
Der Operator L sei symmetrisch und es existiere ein A, > 0, sodass

(LS. f) 2 Al (I~ TDf|? fiir alle f € D(L).

Voraussetzung (H2) (makroskopische Koerzivitét):
Der Operator T sei schiefsymmetrisch und es existiere eine Ap; > 0, sodass

I TILf)|2 > Apg||TIf)? fiir alle f € H mit IIf € D(T).

Bemerkung 4.1.2. An dieser Stelle wollen wir den Begriff der mikroskopischen Koerzivitit aus
(H1) mit dem der Koerzivitéit nach Villani aus Definition 3.4.1 vergleichen. Es gilt ndmlich,
dass die mikroskopische Koerzivitdt (H1) der Koerzivitdt nach Villani aus Definition 3.4.1
entspricht. Dies sieht man folgendermafien:

Wir gehen von Bedingung (H1) aus und formulieren sie in das Setting bei Villani um.
Hierzu sei H := {f € L?(dp) : [ [gaypa fdzdv =0}, und (1 —I)H = {(1 —I)f : f € H}. Nun
gilt wegen der Symmetrie von L und wegen LII = 0:

—(Lf, f) = (L(f = ILf), f —ILf) > A|(I = I0) f||*> Vf € HND(L),
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und dies ldsst sich nun anschreiben als

—(Lf ) 2 AFIP VF e (1 =T H) ND(L),

und wir erhalten somit Koerzivitdt nach Villani. Die umgekehrte Richtung geht analog.
Im Satz 3.4.3 "Halbgruppentheoretische Charakterisierung von Koerzivitit“ haben wir wei-
ters gezeigt, dass Koerzivitdt nach Villani (3.4.1) zu exponentiellem Abklang dquivalent ist:

11l = e frllg < e il ¥F € HON(L)® (4.29)

Das Problem ist aber, dass nicht L sondern L — T unsere Halbgruppe generiert, und (4.29) somit
fiir den Nachweis des exponentiellen Abklangs zum globalen Gleichgewicht nicht ausreicht. Wir
bendétigen also weitere Bedingungen.

Daher wollen wir nun die Methode der Hypokoerzivitidt anwenden, also eine zur ur-
spriinglichen Norm &quivalente Norm einfithren, welche ”koerziv im richtigen Sinn“ ist, so-
dass nach Ubergang zur urspriinglichen Norm fiir diese exponentielle Konvergenz zum globalen
Gleichgewicht folgt. Mit ”koerziv im richtigen Sinn” meinen wir dabei “koerziv auf dem pas-
senden Teilraum”.

Wir definieren daher als “neue Norm” nach der Idee des modifizierten Entropiefunktionals
von Frédéric Hérau [12] eine quadratische Entropie mit einer Konstanten ¢ > 0, welche spéter
noch néher bestimmt wird:

HI)i= SISIP+ <(AS f) mit A = (1+ (TI)(TID) ™ (T

Lemma 4.1.3. FEs gilt

ZHI) = DI

mit der Entropiedissipation

D[f]:= —(Lf, f) + e(ATILf, f) + e(AT(1 = I)f, f) — e(TAS, f) — e(ALS, f).
Beweis. Da A stationér ist, gilt:

d d

Ihy = ﬁ<\UW+€Mﬂﬁ>

— 2 -
= AP e AL P

OA=0 (0, ) + & ((ADLS, f) + (AF, Ouf))
(4.1)

= (L=TLH + (AL =T + (AL L= T))
"RALES) — (TE ) + e ((ALEf) — (ATE )+ (AF.LF) — (AL TH))

und weiters gilt wegen der Symmetrie von L und der Schiefsymmetrie von T:

—-HIf] (LF, F) +e | (ALS ) = (ATS, f) + (LAS, f) +(TAS, f)
————

=0

= (LS ) +e(ALS f) = (AT = ID)f, f) — (ATILS, f) + (TAS, ).
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Bemerkung 4.1.4. Die Bezichung LAf = 0 gilt wegen folgender Uberlegung: Wenden wir auf
die Gleichung Af = g den Ausdruck (1 + (TII)*(TII)) an, so erhalten wir

(TID"f = g + (TI)*(TIL)g,
und das ist wegen der Schiefsymmetrie von T und der Selbstadjungiertheit von I dquivalent zu
g=—-ITf+1IT1lg.
Aus dieser Darstellung und der Idempotenz von II als Projektion folgt Af = g = Ilg = IIAf
und damit A = IIA, sodass tatséchlich LAf = LIIAf = 0 gilt.
O
Als n#chstes folgt ein Lemma, fiir dessen Beweis man tiefliegende Resultate aus der Spek-

traltheorie bendtigt*. Wir begniigen uns in Folge mit einer Beweisskizze und verweisen auf
weiterfithrende Literatur wie beispielsweise [21].

Lemma 4.1.5. Fliir die ersten beiden Terme der Entropiedissipation D aus Lemma 4.1.3 gilt
die Abschitzung

L1+ AT, 1) 2 min (A

Beweisskizze: Die Konstante A, erhalten wir aus Bedingung (H1). Fiir die Abschitzung

A ..
(ATILS, ) > 3 ]\i 1 |TLf||> benstigen wir nun folgende spektraltheoretischen Uberlegungen:
M

Wir betrachten den Operator C := (TI)*(TII) = —IIT2II : D(C) — N(L). Dieser ist wegen
der Abgeschlossenheit von TII nach Satz 3.1.12 selbstadjungiert, und weiters gilt N'(C) D N(L).
Aus (H2) folgt nun:

(CF, F) = Au|IILf| 1% (4.30)

Da II als Orthogonalprojektion idempotent und selbstadjungiert ist, konnen wir dies umschrei-
ben zu

(CILf,IIf) > ||TLf||* Vf € H.

Nun definieren wir den Raum ITH := {IIf : f € H} = HNN (L), der als abgeschlossener linearer
Teilraum eines Hibertraumes wieder ein Hilbertraum ist. Da sich nun jede Funktion f aus H
eindeutig zerlegen ldsst in f = ILf + (f — IIf) mit IIf € V(L) und (1 — IIf) € (NM(L))*, lisst
sich Gleichung (4.30) in unserem neuen Hilbertraum IIH anschreiben als:

(CF.0) = Aullf P v € I, (4.31)
Aus (4.31) folgt nun fiir das Spektrum o (C) des selbstadjungierten Operators C:
o(C) C A, 00). (4.32)

Nun betrachten wir den Operator B := (I 4+ C)~'C. Dieser ist auch selbstadjungiert (siehe [21]),
und sein Spektrum ist gegeben als das Bild vom Spektrum von C unter der Abbildung z — £
Dies ist eine Verallgemeinerung des Spektralabbildungssatzes fiir die spezielle Funktion z —

z
z+1

4Ich méchte mich an dieser Stelle bei Prof. Mouhot fiir seinen Hinweis beziiglich des Spektralabbildungssatz
fiir unbeschrinkte Operatoren bedanken.
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und den speziellen unbeschrankten selbstadjungierten Operator B, wie er beispielsweise mit Hilfe
von linearen Relationen fiir Mobiustransformationen (siehe [21]) gezeigt werden kann. Dieser
Zusammenhang l&sst sich auch durch den Vergleich der Resolventenmengen plausibel machen,
denn es gilt:

z
z+1

IT+QO)7 I C—z2(1+2)7T

(
T+ N+ z+1)DC—T+0O) 2z +1)7 (I +0)
= ([+CH[E+DI Hz+1)C—2(I+ Q)

(I4+0O)7Y(z+ DI HC = 2I)

(I+O) ' (z+1)"1(C—2),

und daraus léisst sich ablesen, dass B— _ZH genau dann invertierbar ist wenn C— z invertierbar
Ventenmenge von C liegt. Aus dieser Uberlegung, der Monotonie der Abblldung z— 747 und
(4.32) folgt nun fiir das Spektrum von B:
AM
B) C : 4.33
o®C |3 ) (4.33)

Wegen der Selbstadjungiertheit des Operators B lisst sich aus (4.33) zeigen, dass gilt:

(BS.5)= 0| ¥F e 1k

und wegen der speziellen Struktur von B erhalten wir damit insgesamt die Aussage:

)\M

(B, f) = (ATILf, f) = { HHfH2 VfeH.

Damit ergibt sich mit Hilfe von Pythagoras insgesamt der gewiinschte Zusammenhang

L)+ @, 1) 2 min {2,

sodass wir eine Koerzivitédtsabschétzung fiir die ersten beiden Terme unserer Entropiedissipation
D gefunden haben. O

Als weitere Folgerung aus der Methode des makroskopischen Diffusionslimes aus Abschnitt
4.1.2 fordern wir

Voraussetzung (H3): Es gelte
IITII = 0.

Als néchstes beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.1.6. Es gelten die Voraussetzungen (H1)-(H3). Dann sind die Operatoren A und
TA beschrinkt, und es gilt [|Af|| < ||(1 —II) f|| und | TAf|| < [|(1 —II)f]|.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung

Af =g mit A= (14 (TI)*(TI)) " (TI)*.

42



Aquivalenzumformungen liefern

(1+ (TI)*(TI) " (TI)*f = g
(TID*f = (1 + (TI)*(TIhg
(TID*f = g+ (TI)*(TI)g.

Jetzt nutzen wir die Schiefsymmetrie von T aus und erhalten

g = (TH)*f —(TI)*(TID)g
g = IT*f—TIIT*Tllg
g = —IITf+ITy.

Dies liefert durch Vertauschen der Reihenfolge der Terme
g=TMTTlg —IITS. (4.34)
Wegen Bemerkung 4.1.4 gilt nun die Beziehung A = IIA. Also folgt
TAf = TIIAf = Tllg,
und daher ist
TAf = Tllg. (4.35)

Nun greifen wir auf (4.34) zuriick und erhalten wegen der Selbstadjungiertheit von IT und der
Schiefsymmetrie von T

—(TIlg, TIlg) + (f, Tllg).

lgl® =

Wegen (H3) und der Young-Ungleichung gilt daher:

lgl® + I TTIg|? = (f, Tllg)

= (f, Tlg) — (f, 1ITIg)
=0

<(1 - H)fv TH9>

Cauchy-Schwarz

< I(1 = I0) f|[I g
Young 1
< =T FI” + | Trg]*.

Aus der letzten Rechnung folgt nun durch Kiirzen des Terms || TIIg||?:

1

lgl® = IIAfI? < NI (L = I £

W~ |

und daher wie behauptet
1
1A < Sl = IDF.
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Wegen des Zwischenergebnisses |g||? + | TIg|| < ||[(1 — II) ||| TIg|| in obiger Rechnung gilt
insbesondere:

2 (4.35)

ITAS] ITHg* < (1 — D) £l TIIg]l,

und daher
ITAf|] = [ THg| < [I(1 —II) f].
O

Die Beschrénktheit der restlichen Terme der Entropiedissipation D[f] muss in Abhéngigkeit
des jeweiligen Kollisionterms einzeln untersucht werden. Da es uns in diesem Abschnitt um
die abstrakte Methode geht, fordern wir an dieser Stelle ihre Beschridnktheit, und gehen in
spateren Kapiteln noch niher auf das Problem ein, wobei wir die Beschrianktheit von AT (1 —1II)
im Abschnitt 4.2 und die von AL in Abschnitt 4.3 behandeln werden.

Voraussetzung (H4) (Beschrianktheit von Hilfsoperatoren)
Die Operatoren AT(1 — IT) und AL seinen beschrinkt, und es existiere eine Konstante C; > 0,
sodass fiir alle f € H gilt:

[AT(L =T fII + IALF] < Car[ (1 = TD) £

Nun lédsst sich in diesem abstrakten Rahmen folgender Satz zeigen, der das Endresultat
unserer abstrakten Methode darstellt, und eine explizite Abschitzung fiir die exponentielle
Konvergenzrate zum globalen Gleichgewicht liefert.

Satz 4.1.7. Es gelten die Voraussetzungen (H1)-(H4). Dann existieren positive Konstanten
A und C, welche nur von A\, Ay und Cyy abhingen, sodass fiir jeden Anfangswert fr € H gilt:

et frll < Ce™M| f1]l, Ve > 0. (4.36)

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.
Behauptung 1: Es gilt

S =97 < HAT < A+l (4.37

Das zweite Ungleichheitszeichen folgt aus Lemma 4.1.6 mit

1 1
(A7) < IAFIIA < 510 =A< S
und daher
HI) = SlIFI2 + =(Af 1) < 5 (1)l

Das erste Ungleichheitszeichen erhalten wir wieder aus Lemma 4.1.6 mit

auchy-Schwarz

C 1 9
—(Af, ) < IAFIILAL < SIAI,

und daher
1
HLf > 51— el
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Aus Behauptung 1 folgt nun, dass das modifizierte Entropiefunktional H[-] fiir jedes ¢ € (0,1)
gewissermafien eine zur Hilbertraumnorm ||-||? #quivalente Norm darstellt.

Behauptung 2: Fiir die Entropiedissipation D[f] gilt

E)\M
14+ Ay

DIf] > Am[|(1 = I £ + ILFI? = e+ Can) [l (1 = ID £ £1]- (4.38)

Aus der 2. Ungleichung von Lemma 4.1.6 und aus (H1-H4) folgt ndmlich

DI = —(Lf, f) +e(ATILS, f) + e(AT(L = 1) f, f) — e(TAS, f) — e(ALS, f)

A
> Anll(L = A2 + e 28 ILFR = eCurll(1 = IDSNIA - €l (L= DS
M
A
— Al =TSP + £ T2 = e+ Cnll (1= IS
M

Behauptung 3: Wir finden eine positive Konstante x > 0, sodass D koerziv ist, dh:
D[f] > sllf|* Vf e D(D)NN(D)*". (4.39)
Aus (4.38) und der Young-Ungleichung ergibt sich:

8)\M
14+ Ay

DIfl > (X —IDfI* + ITLF(* — (1 + Can) 1L = I £

> (A= e G+ o) I -1 & (24 - @+ Cang ) s

=:Cs ¢ =:Ds ¢
> min(Cse, D) (II(1 =) f|* + [IILf (%)
N— —
:5G6,s
_ 2
= Gsellfl

Falls wir jetzt zuerst § und anschlieend ¢ klein genug wéhlen, erhalten wir eine positive Kon-
stante , sodass (4.39) gilt.

Beweis des Satzes:
Aus ZH[f] = —D[f] < —&|/f||? und der Aquivalenz der Normen (4.37) folgt nun

d
SHIT < sl fIP < -

2K
1+¢

HIf],
und daher mit Hilfe des Lemmas von Gronwall
HIf) < e T HIf). (4.40)

Jetzt verwenden wir nochmals die Aquivalenz der Normen (4.37), und erhalten

(4.37) 2

R < 2 He)
(4.40) 2
< ¢ HeHl]




Damit folgt

1 &
17O < | e Tl

Daraus und aus dem Existenz-und Eindeutigkeitssatz des abstrakten Cauchy-Problems Satz

3.2.8 erhalten wir nun fiir A := (1’€Te) und C := % die gewiinschte Abschétzung
=D sl = [F 07 < Ce | f1ll Vi > 0. (4.41)

O]

Wie man sieht ist das ein - #hnlich wie bei [22]- eher abstraktes Ergebnis, und daher wollen
wir uns jetzt mit der Anwendbarkeit dieses Resultats beschéftigen. Es wird sich herausstellen,
dass es sich auf verschiedene Fokker-Planck und Boltzmann-Modelle anwenden lésst.

4.1.4 Anwendung auf ein eindimensionales Cattaneo-Modell

Als n#chstes wollen wir unsere abstrakte Methode auf ein einfaches spieltheoretisches Problem
anwenden, um die Genauigkeit der aus Satz 4.1.7 bestimmten Konvergenzrate zu untersuchen.
Wir betrachte ein eindimensionales Cattaneo-Modell, wie es in [6] eigefithrt wurde. Dieses
kann als ein aus nur zwei diskreten Geschwindigkeitszustdnden v = 41 bestehendes kinetisches
Modell interpretiert werden. Der Operator L beschreibt dabei das zuféllige Hin- und Herwechseln
zwischen diesen zwei Geschwindigkeitszustinden.
Wir betrachten folgende einfache Modellgleichungen:

1
Oft+ 0" =5 (f = f7)
1 (4.42)
O f™ = Ouf™ :_i(f__f+)'
Addieren bzw. subtrahieren wir die beiden Gleichungen miteinander, so erhalten wir:
O(fT+ ) +0(fT—f)=0
+_ - + g 4 e (4.43)
F(fT—f) R+ ) =-(T=T)

Fiihren wir nun neue Variable p :== f*+f~ und v := f*— f~ mit den Fourierreihendarstellungen

pt,z) = Z Pk(t)eikx,”y(t, x) = Z ’)/k(t)eikx

keZ keZ

ein, so ldsst sich (4.43) anschreiben als

Oep + 8uy = 0
{ oy (4.44)

Oy + Opp = =1,

und wir erhalten folgendes System von gewdhnlichen Differentialgleichungen:
Re Pk + k . - Im Yk — O,
Im py, Re

(Re%> k. (—Impk) _ _<R67k>
Im Re pg Im~y )
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Nun definieren wir

— (uk) ._ (Repr\ 5 _ (Impy
Ui = <Uk> o <Im7k)’ Ui = (Re%)’

und gelangen zur gewohnlichen Differentialgleichung

d . (0 -k (0 0
und der analog definierten Gleichung
d ~ - -
— U, — TpUy = LUj. (4.46)

dt

Die schiefsymmetrischen Matrix Ty dient als Transportoperator und die symmetrische Matrix
L als Kollisionsoperator. Wir fithren die Rechnungen fiir Uy, aus, die Rechnungen fiir U, gehen
dann analog.

Als erstes berechnen wir die Eigenwerte der Matrix

Hierbei unterscheiden wir die Félle k £ 0 und k = 0. Der Fall k # 0 ergibt das charakteristische

Polynom )\i + A\ + k2 = 0, und wir erhalten somit die Eigenwerte )\]16’2 = —% +1 V4’“22_1. Die

zugehorigen Figenfunktionen sind Uy = <8> fir alle £ > 0.

Im Fall £ = 0 erhalten wir das charakteristische Polynom Ag(1 + Ax) = 0, welches uns
auf die Eigenwerte )\(1) = 0, M = —1 fiihrt. Die zugehorige Eigenfunktion ist in diesem Fall

0
gleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und max(Re(AL), Re(\2)) < 0 ist, folgt nun
aus der Stabilitdtstheorie fiir autonome gewdhnliche Differentialgleichungen, dass der Gleichge-

Up = span ('00> , wobei span die lineare Hiille bezeichnet. Da (4.45) eine lineare Differential-

wichtspunkt Uy = (8) asymptotisch stabil ist und die Losung exponentiell schnell gegen 0 mit

Konvergenzrate % konvergiert .
Als néchstes berechnen wir fiir £ # 0 die Entropiedissipation.

(o) = L e
_ % <2uk(t)jtuk(t) + 2vk(t)ivk(t)>

=" kug(t) - v(t) + ok(t) (—ok(t) — kug(t))
= —lu®

Nun ist der Ausdruck —|vy(t)|? nicht koerziv, d.h. es existiert kein x > 0, sodass gilt: |vg(¢)[* >

k|Uk(t)|? fiir alle Up(t) = C)Lkg;), denn fiir jedes k > 0 gibt es eine Folge (t,)nen, mit
k

t; € R Vi € N, sodass v (t,) — 0 und ug(t,) — oo fiir ¢, — co. Da die rechte Seite also nicht

koerziv ist, lasst sich exponentieller Abklang nicht direkt mit dem Lemma von Gronwall folgern.

Es ist jedoch moglich, unsere abstrakte Methode anzuwenden.
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Lemma 4.1.8. Die gewdéhnliche Differentialgleichung (4.45) ist mikroskopisch koerziv und es
gilt A, = 1.

Beweis. Wir miissen nachrechnen, dass fiir alle U := <Z> gilt:

~(LU,U) > (1 = U]

Wegen L = (8 _01> ist ran(II) = span <((1)>) Daher gilt fiir alle (

@A) 0=z =6 C)

u

4

) :[0,00) — R :

2

O
Lemma 4.1.9. Wir betrachten wieder das System (4.45). Dann gilt:
10 . -k 0
II= (0 O>’ J=—Id, und daher (TII)*J(TII)= < 0 0> . (4.47)
Beweis. Da II die Orthogonalprojektion auf N'(L) ist, hat II die Gestalt II = (é 8)
-1
Der Operator J ist definiert als J := (HN(L)L) . Nun gilt:
—1 —1
- 0 0 -1 0
J= (L\Mm) = (o _1> (0) = ( 0 _1> (o) = —Id (448)
span span
1 1
Da die Adjungierte einer reellen 2 x 2-Matrix gleich der Transponierten ist, gilt
T
« (0 =k [0 k .
T, = <k 0 > = (—k: 0> , und daher gilt
(TRID)*J(TRIl) = IITZJT,II
(10 0 k\y(-1 0 0 —k\ (1 O
~ \0 0/\-k O 0 —-1/\k O 0 0
_[(=-K* 0
N 0 0/)°
O

Lemma 4.1.10. Der makroskopische Diffusionslimes fiir das System (4.45) hat die Gestalt

0
duy,

_ —k2 0
dt Yk

und daher gilt auch makroskopische Koerzivitit mit A\py = 1.

48



Beweis. Dies folgt direkt aus (4.19), denn setzen wir mit Hilfe von Lemma 4.1.9 in (4.19) ein,

so erhalten wir:
d 0 —kz 0 U% 2 0

Fiir den Nachweis der makroskopischen Koerzivitit miissen wir zeigen, dass || TTIUg||? > ||TIUg||?
fiir alle Uy, gilt. Einsetzen liefert fiir alle k& € Z\{0}:

€ O ez s [ ¥():0me

Dies liefert das Gewdiinschte. OJ

Folgerung: Das System (4.45) ist sowohl mikroskopisch als auch makroskopisch koerziv mit
Am = Ay = 1, und wir kénnen daher unsere in Abschnitt 4.1.3 entwickelte abstrakte Methode
weiterverfolgen.

Wir betrachten daher das in Abschnitt 4.1.3 eingefiihrte modifizierte Entropiefunktional

HIf) = SI7I7 + eAf, £) mit A= (14 (TT)?(TID) " (TIT)*

Einsetzen ergibt

(1+ (T (TID) ! = <1+(1)k2 0>

und daher
(14 (TID*(TID) "~ (TTD)* = (Hék? 8) (8 ’S’) _ (8 1+gk2>

A (“’“) = (14 (TI)*(TI) " (TII)* <“’“> — (H’%”ﬂ .

Uk

Also gilt

Dies liefert mit Uy(t) = (Z:Eg)

1 9 k
Lemma 4.1.11. Mit der Notation von oben gilt fiir alle k > 0:

1
(1—€)|Ugl* <Hi < 3 (1+€) Ul (4.51)

N |

Folglich gilt fiir jedes ¢ > 0 : Falls das modifizierte Entropiefunktional H; exponentiellen
Abklang hat, so hat auch Uy exponentiellen Abklang.

Beweis. Der Ausdruck Hy, ldsst sich einerseits anschreiben als

1 k e k
H.=>(1- 24, - 2 4.52
’“ 2( 61+k2>‘u’“ ST e Tl (452)
und andererseits als
1 k e k
Hp = - [14+e—"— 2_ - — g |? 4.
k 2< +€1+k2>|uk| T gz ol (4.53)
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da

Jug + vel* = |ug]? + 2ugvr + |vi|* = Ukl + 2ugy,
und

g — vi|* = |ug]* = 2upvp + [vi]* = |Uk|* — 2upvy.

Aus (4.52) und (4.53) folgt dann

— — < < — . .
2 (1 61+k2> |Uk| Hy 5 <1+61+k2> ’Uk’ (4 54)

hat fiir & = 1 den Wert 3 5 und konvergiert fiir k& — oo monoton gegen

Der Ausdrucks 5 +k2

1
0. Daher erhalten wir sup ——— T+ @2 2 <1, und die linke Seite der Ungleichung (4.54) wird nur
k>1

noch kleiner, wenn wir den Ausdruck W mit 1 abschitzen. Fiir die rechte Seite fiihren wir

eine @hnlichen Uberlegung durch:
Fiir £ < —1 hat der Ausdruck H% den Wert —1 und strebt fiir £ — —oco monoton gegen
k 1
0. Es gilt daher 11r1f1 T = —5 < 1. Daher wir die rechte Seite der Ungleichung (4.54) nur
grofler, wenn wir den Ausdruck +k2 mit 1 abschétzen.

Somit erhalten wir schliefllich

1 1
(l—e)\Uk\2 *(1+6)‘Uk‘2.
2 2
O
Lemma 4.1.12. Es existiert ein k£ > 0 mit
d 2K
—H Hy.
a RS T
Beweis. Es gilt
1 _® 1 Vk e Z\{0} (4.55)
2~ 1+4+k2— ’ '

da % <7 +k2 <1 fiir kK = £1 den Wert 1 hat und fiir £ — £o00 gegen 1 konverglert Dies kénnen
wir nun verwenden, um die gewunschte Beziehung zwischen Hj, und 4 4 Hr herzuleiten:
d (4.50) d (1, o5 k
d n d L k d N d
= Up—Ug + Vp— v URV
el kg Ok 1+kz2 dtk 7 kUK
4.45 k
(445) kugvg + vp(—vk — kug) + Tiie (ug(—v — kug) + kvgog)
k2 1) o2 K2, k
= — =1 )i — uy — URV
Tk BT T g2 Rk
K2, 1 K2 9 k
= —€———=ujy — —e—— | v —e———=upv
1+k2 % 1+k2) P 1R
(4.55) p p
< —5uj = (1= €)vg + - ug] v
2 2
Young mitd=2\2 € o 9
< —5(1—)\)1%—(1—6 8)\2)Uk VA € (0,1).
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Hierbei gilt §(1—A?)uj > 0 fiir alle A € (0,1) und € > 0, und fiir den Ausdruck 1 —e — g5 gilt:

1 ¢ >0 d < 8"
— € — ——= clnau dann, wenin € —_—.
SN2 & 82+ 1

Daher folgt, dass die Konstante  := min (§(1 — A\)ui,1 — €
grofler Null ist.
Es folgt nun

) fiir alle € € (0, ﬂ) echt

— €
8\2 8A2+1

d € N € 9
< —r(ud +0d)
= —k|U
(4.51)
2 _ 2K H,
1+e¢

Folglich gilt:
_ 2k 4
Hi(t) < e 1+"H[0],
und mit Hilfe von (4.51) gilt:

1+e¢€

— €

Uk ()] < e~ T+ UL [0])-

O]

K

Daraus folgt, dass die Funktion |Ug| exponentiell schnell abklingt mit Konvergenzrate 7.

Nun interessieren wir uns dafiir, ob diese Methode auch die optimale Konvergenzrate liefert.
Leider ist dies nicht der Fall, denn wie anfangs erwéhnt ist die optimale Konvergenzrate % Nun
gilt aber mit A = 0:

K min{§,1 — €} <}
1+e€ 1—e€ )
denn der mittlere Ausdruck hat folgende Gestalt:

L
27

GV V)

€
2 ..
_ min{§,1—¢€} e fiir alle 0 <e<

flo=—pr— =111

2
, fur alle — <,
1+e€ 3
wobei f fiir alle e aus dem Intervall (0, 2) monoton steigend ist und fiir e > 2 monoton fallend,

mit dem Maximum f(%) = % Also ist e Tt > e75t > e_%t, und man sieht, dass die optimale
Abklingrate % nicht erreicht wird.

4.1.5 Anwendung auf lineare kinetische Gleichungen

Wir wollen nun die abstrakte Methode aus Abschnitt (4.1.3) auf kinetische Gleichungen der
Form (4.1) anwenden. Der Transportoperator T war definiert als

Tf=v-Vof =V, V. -V,f.
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Der Kern von L (notiert als AV(L)) war gegeben als

N(L) = {f(x,v) € L*(du) : I¢(x) sodass f(x,v) = ¢(x)F(x,v)}

und die Orthogonalprojektion von f auf N'(L) als

F
IIf = py—, mit py :/ fdv.
PF R

Man sieht, dass dim(AN (L)) = 1 ist und II tatséchlich auf einen von F(x,v) aufgespannten,
z-abhingigen eindimensionalen Unterraum projiziert. Das eindeutige globale Gleichgewicht
F(x,v) war gegeben durch

F(:c,v):f‘<|v2|2—|—V( )), (z,v) € R? x RY.

Fiir F' definieren wir nun die Geschwindigkeitsmomente bis zur vierten Ordnung

1
PF ::/ Fdv, mp = / !U|2dea M 32/ |U\4de7
R d Rd R4

wobei das erste Moment verschwindet. Dabei fordern wir, dass sie messbare Funktionen in der
Ortsvariable x sind. Nun betrachten wir den Raum

= {f € L*(du) : //Rded fdvdx = 0} mit du(x,v) = Pfi(j;c’iz), (4.56)

der als abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraum wieder ein Hilbertraum ist und aus Schwan-
kungen um Null besteht. In weiterer Folge fithren wir folgende gewichtete Normen ein:

2 L 2
HUHLQ(dex) T Adu de.’L‘,

2 o 2
IVaull 2 pdzy = /Rd |Vaul*mpde,

IV 2l ety 22/ V2 ul|* Mpda,
Rd

d

0%u
wobei wir den Ausdruck ||VZu|? :=
definieren. Da wir die konkrete Gestalt des Kollisionsperators L erst im Abschnitt (4.3) ndher
bestimmen werden, verschieben wir die Erorterung der mikroskopischen Koerzivitat (H1) auf
spater.

2
> als die Frobeniusnorm der Hesse-Matrix

Indem wir u = £L setzen erhalten wir, dass die makroskopische Koerzivititsbedingung (H2)
dquivalent zu einer gewmhteten Poincaré-Ungleichung ist, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 4.1.13. Die makroskopische Koerzivititsbedingung (H2) gilt genau dann, wenn fiir

jedes u € L% (ppdz) mit Vyu € L?(mpdz) und / uppdr = 0 gilt:
Rd
/ ]Vzu\zmpdx > )\M/ wppdz. (4.57)
]Rd Rd
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Beweis. Die Bedingungen u € L2*(ppdz) und V,u € L?(mpdzr) bendtigen wir, damit die
linke und rechte Seite von (4.57) endlich ist. Weiteres ist die Bedingung fRd uppdr = 0 zu

/ / fdvdx = 0 dquivalent, was eine Forderung an unseren Hilbertraum H in (4.56) war.
RexRd

Wir rechnen zunéchst nach, dass
TIIf = Fv - Vyug. (4.58)
Es gilt
TIIf = v-Vgi(uF)—V,V-V,(uF)
= v-((Vau)F +uV,F) =V, V- ((Vyu) F+ (V,F)u).
~——
=0

Da nun w unabhéngig von v ist, folgt

THf = v-(Veuw)F+v:- (VoF)u—V,V - (V,F)u
= v (Veu)F +uTF,

und da F in N(L) N N(T) liegt, ist uTF = 0, und damit gilt tatsichlich (4.58).
TIf = Fo - Vau

Fiir die rechten Seiten von (4.57) erhalten wir:

)\M/ u2ppdx Fubini )\M// u?Fdzdv
R4 Rd xRd

Aut|[uF||?
= AuILf*

Die linke Seite von (4.57) lisst sich folgendermafien umformen:
1
/ \Veul*mpdz = / \Vul?[v* Fdvdx
R4 d Rd

= \Vu - v|* Fdvdz
R4

dzxdv
= o2
/]R , |Vyu-vF| 7
= | TILf|.
Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen wegen der Beziehung

dxd
d/ |Vou - vF|? rav :/ |V pul?|v]? Fdvdz,
Rd F R4

und das letzte wegen der Rechnung in (4.58). und damit erhalten wir die gewiinschte Aquivalenz
von (4.57) und (H2). O

Lemma 4.1.14. Fir die Lisung f von Gleichung (4.1) gilt
ITILf = 0.

Damit ist Voraussetzung (H3) fiir kinetische Gleichungen immer erfillt.
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Beweis. Die Funktion F(z,v) = I['(E(x,v)) ist wegen E(z,v) = 3|v|*> + V(z) eine gerade Funk-
tion in v, und daher ist v — F'v - V,u; ungerade, sodass das Integral iiber den Geschwindig-
keitsraum verschwindet. Wegen (4.58) gilt nun

PTIY p (458) Jpa Fv - Vyugpdo .
PF PF

ITIf = =0, Vfe DIITI.

O]

Als néchstes widmen wir uns der Voraussetzung (H4). Um die Beschrénktheit von AL
kiimmern wir uns spéter im Abschnitt 4.3, wo wir den Operator L ndher spezifizieren werden.
Am Beispiel des Fokker-Planck Operators werden wir dort sehen, dass AL auch dann beschrénkt
sein kann, wenn der Operator L unbeschrankt ist.

Nun zur Beschrianktheit des Operators AT(1 — II), die wir mit einer speziellen Technik
zeigen wollen. Hierzu formulieren wir die Beschrinktheitsaussage fiir den Ausdruck AT (1 — II)
in eine Regularitdtsaussage fiir eine elliptische Differentialgleichung um, wobei die elliptische
Differentialgleichung folgende Gestalt hat:

U — ivw - (mpVau) = w. (4.59)
PF

Dazu benétigen wir folgendes Lemma:
Lemma 4.1.15. Falls es eine Konstante C' > 0 g¢ibt, sodass
IVaull r2(apde) < Cllwllp2(ppds) (4.60)

fiir alle w € L*(ppdx) und fiir jede Losung u € L*(ppdx) mit Vyu € L*(mpdx), dann ist der
Operator AT (1 — II) beschrinkt.

Beweis. Zuerst zeigen wir folgende Behauptung.
Behauptung: FEin linearer Operator B : H — H auf einem Hilbertraum H ist genau dann
beschrankt, wenn sein adjungierter Operator beschréankt ist.

Beweis: Es gilt fiir alle v, w € ‘H mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung

B || = Hslﬁgl<5*’vy’w> = e (v, Bw) < lv]| Sup, [Buwl| = [v[[lIBll
und damit ||B*|| < [|B]|.

Analog zeigen wir ||B|| < ||B*||, was insgesamt ||B|| = ||B*|| liefert.

Beweis der Satzes
Also beniigt es statt der Beschrénktheit des Operators AT(1 — II) die Beschrénktheit des
adjungierten Operators [AT(1 — II)]* zu zeigen. Nun gilt wegen der Schiefsymmetrie von T:

[AT(1— )] = —(1 — I)T2I[1 + (TID*(TI)] .
Setzen wir g = [1 + (TII)*(TI)] "1 f, so folgt durch Einsetzen

AT(1-ID]* f = —(1 — I)T?g mit
g+ (TI)*(TIl)g = f. (4.61)
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Aus Gleichung (4.61) folgt nun die elliptische Differentialgleichung (4.59). Dazu setzen wir

u:ug:& und w:ujc:ﬁ.

PF PF

(4.62)

Zunichst integrieren wir Gleichung (4.61) iiber v, multiplizieren mit dem Faktor P% und erhalten
unter Berticksichtigung von (4.62):

1
u+— [ (TI)*(TI)gdv = w.
PF JRd

Um auf die elliptische Differentialgleichung zu kommen, miissen wir zeigen, dass

1 1
— (TID)*(TI)gdv = ——V 4 - (mpVu).
PF JRd PF

Wir niitzen wieder die Schiefsymmetrie des Operators T aus und erhalten
/ (TI*(TH)gdv = — / TTlgdv. (4.63)
Rd Rd
Nun gilt fiir den Integranden auf der rechten Seite von (4.63):
F
IIT(TIlg) = p T
Der Ausdruck pr(trrg) lésst sich wegen (4.58) weiter anschreiben als:
PT(TIg) = / v-Vga(Fv-Vyu) =V, V-V (Fv-Vyu)do
Ra

= V.- v(Fv - Vau)dv — V,V - Vo(Fv - Vu)dvo

Rd Rd
-0
1 2
Vg = |v|* FdvV zu
d R4
und daraus folgt nun
1
—/ IT(Tllg)dv = —— Fdvpt(tny) (4.64)
R PF JRd
= =V, -(mpVau). (4.65)

Wir erhalten damit die gewiinschte elliptische Differentialgleichung (4.59).

Nun zeigen wir, dass sich der Ausdruck T?IIg auch schreiben lisst als
T?llg = Fuv - Vi(v-Vau) — FV,V -V, u. (4.66)
Dies sieht man durch folgende Rechnung:
T°Ilg T(TIg)
v-Vy(Fv-Vau) — V,V -V, (Fv-Vau)
v Vi F(v-Vau)+ Fv- V(v -Vyu) =V, V-V, F(v-Vyu) — FV,V -V,u
= Fv-V,(v-Vzu) — FV,V - V,u,
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da das globale Gleichgewicht F' im N(T) liegt und daher gilt:
v-VeF(v-Vau) =V, V-V, ,F(v-Vyu)=TF(v-Vu) =0.
Also gilt tatséchlich (4.66), und wegen FV,V - V,u € N(L) gilt
[AT(1 —-1I)]* f —(1-10)T?

= —(

U —my (Fv Va(v-Vou) = FV,V - V,u)
= =
(

—1II) (Fv - V(v - Vgu)),

Daher lésst sich der Ausdruck [AT(1 — IT)]* f mit einer Konstanten C' > 0 folgendermafien
abschétzen:

AT - IDFfI* < [|Fv- V(v Vau)|?

= // (v V(v Veu)? Fdvde
RIxR4
C’// (03ju)?|v|* Fdvdx
R4 xR

= COIVaulZ2arpan-

IN

Nun wenden wir die Voraussetzung (4.60) unseres Satzes an und erhalten

IATQ —IDFfI* < CIVZulZaarpan

S C||wHL2 de.’L‘

CllugllZ2ppar)

2
cf ()5
RixRd \ PF F

Ol
ClrI

IN

Daraus folgt, dass der Operator [AT(1 — IT)]* beschrinkt ist, und mit der Uberlegung von oben
ist auch der adjungierte Operator AT (1 — II) beschrénkt. O

4.2 Regularitit eines elliptischen Problems

4.2.1 Zielsetzung

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, wie sich die abstrakten Bedingungen (H2), (H3) und
(H4) auf kinetische Gleichungen (4.1) anwenden lassen. Fiir Lemma 4.1.15 hatten wir dabei
zusitzlich Voraussetzung (4.60) gebraucht:

IVaull r2(atpdz) < ClWI L2 (ppdn) -

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, Bedingungen an das duflere Potential V' herzuleiten die
sicherstellen, dass Voraussetzung (4.60) aus Lemma 4.1.15 erfiillt ist. Im Abschnitt 4.3 wird die

M
Kombination der Geschwindigkeitsmomente F2p £ konstant sein, was die Einfithrung folgender
M
gewichteter Rdume motiviert
mpg ¢
ulli := |luwi|| 12(Ra), mit wi = pp, wii= (,0F> wi fiir i = 1, 2.
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Insbesondere gilt

2
2 2 _m

wi = pp, wi=mp, wi=—L= Mp-const. (4.67)
PF

Setzen wir nun p = upp, so kann die Poincaré-Ungleichung fiir (H2) in Lemma 4.1.13 unter
der Bedingung fRd upr = 0 geschrieben werden als

IVaul > Anrl|ull3, (4.68)

denn

(4.57)
|Voulf = /d |V ou2w?de = /d \Voul*mpds > Ay ) u’prdr = \yr||ul|2.
R R R

Dadurch erhalten wir folgende dquivalente Formulierung zu (4.60):
Fiir die Losung u der Differentialgleichung

wiu — Vg - (wiVeu) = wiuy (4.69)
gilt
IVZull3 < Clluglo. (4.70)

Bevor wir auf die eindeutige Losbarkeit dieser elliptischen partiellen Differentialgleichung ein-
gehen, zeigen wir zunichst die behauptete Aquivalenz.
Die beiden partiellen Differentialgleichungen sind gleich, wie man durch Einsetzen sieht.
Sei nun (4.60) gegeben, dann gilt

IVlp = [ IViuPudds
2
= /V§u|2mFd:c
Rd PF
= C/d|v§u\2MFdx
R

= CIVaullr2(vpa)

(4.60) _

< C||w||L2(de:r)

= C~'/ u?chd:L’
Rd

= é/ ufcwgdac
R4

= Cllugl.

und damit folgt (4.70). Die andere Richtung geht analog.

Nun zur eindeutigen Losbarkeit der elliptischen partiellen Differentialgleichung (4.69): Dazu
fithren wir folgende gewichtete H'-Norm ein

lull = llull§ + IVaull, (4.71)
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wobei wir fordern, dass die nichtnegative Energieprofilfunktion I' so beschaffen ist, dass dies
tatsdchlich eine gewichtete Norm darstellt. Dann ist

H={uecC®:[uf 5 < oo}

ein Hilbertraum. Nun formulieren wir Gleichung (4.69) in die schwache Formulierung um, indem
wir (4.69) mit einer Testfunktion v € H multiplizieren und {iber x integrieren

/ wauvdr — V. - (wiVu)vdr = / upowida.
Rd Rd Rd

Partielle Integration fithrt auf den Ausdruck

/ wiuvdr + / WiV u - Vpvde = / upvwide,
R R? R¢
welcher sich kompakt anschreiben lasst als
(u,v) g = F(v), YveH, (4.72)

mit dem vom Hilbertraum # aus (4.71) kommenden Skalarprodukt (-, )5 und dem linearen
Funktional F(v) := [ usvwide, welches wegen uy € L?(ppdr) und der Abschéitzung

jgdeUU%dw < [lugllollvllo < llugllollvll g1 < oo

stetig in # ist. Der Darstellungssatz von Riesz liefert nun die eindeutige Losbarkeit von (4.72)
in ‘H und in weiterer Folge auch von (4.69). Mit Hilfe der a priori Abschitzung aus dem Lemma
von Lax-Milgram erhalten wir zusétzlich die Energieabschétzung

[ull + IVaulld < [lurl3, (4.73)
die wir im Folgenden noch o6fters bendtigen werden.
Wir wollen nun H? — L?-Regularitiit einer elliptischen Differentialgleichung zweiter Ord-

nung zeigen. Dafiir benttigen wir folgende Bedingungen an die Gewichtsfunktionen wg, w; und
wy, welche wir im Abschnitt 4.3 in Bedingungen an das duflere Potential umformulieren.

Jep > 0,¢9 €[0,1), sodass — wiAg(logwi) < cywd + co| Vowi|?, (4.74)
2
3%>stwfwwﬂm§@0+wmm>mtw: 1ﬂvW1, (4.75)
deqs > 0 sodass ‘Vm (uq)‘ < qM, (4.76)
wWo Wo
ywﬁz/vwwm<m. (4.77)
Rd

Fiir die Gewichtsfunktion wy bendtigen wir keine zusétzlichen Bedingungen, da durch den Zu-
sammenhang (4.67) durch beliebige zwei von den drei Gewichten wp, w; und wg schon die dritte
Gewichtsfunktion bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.

Das Ziel der niichsten beiden Unterabschnitte wird es nun sein, die folgende H? — L*-
Regularitatsabschiatzung zu beweisen:
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Satz 4.2.1. Es gelten die Abschitzungen (4.68), (4.74), (4.75), (4.76), (4.77). Dann erfillt die

Lésung u der elliptischen Differentialgleichung (4.69) die Abschitzung (4.70).

Aus Lemma 4.1.15 folgt damit dann die Beschrénktheit des Operators AT(1 —II). Um diese
Aussage beweisen zu konnen, bendtigen wir jedoch zuniichst noch eine verbesserte Poincaré-

Ungleichung.

4.2.2 Varianten der Poincaré-Ungleichung

Wir wollen nun die Poincaré-Ungleichung (4.68) aus dem letzten Abschnitt verbessern. Dazu

beginnen wir mit folgendem Lemma:

Lemma 4.2.2. Es gelte (4.68) und (4.74). Dann gibt es eine Konstante x > 0, sodass

2
Vw1

IVl > Hu

fir alle u € L?(ppdz) mit / uppdr = 0.

0 R4

Beweis. Mit Hilfe der Produktregel gilt
w1 Vzu = Vy(wiu) — uVw;.

Daraus folgt

479
|Veul? = /Rd |V pul?w? (4.79) /]Rd IV (wiu) — uVew; | da

= / |V o (wyw) | dz —2/ uvx(uwl)-vmwldx—l—/ u?|V wi|?dx
R R Rd

~~

>0

/ u2|VIw1\2dx - 2/ uVy(uwy) - Vywide
Rd Rd
U

v

Vzwi

2
— 2/ uVy(uwy) - Vywrde,
0 R4

-

und durch “Hineinschummeln“ des Faktors % und anschliefende partielle Integration

2
|Vaul? > UM — 2/ uVz(uwr) - Vywide
wo 0 Rd
2
z 1
= uv Y 2/ uwi Vy(uwy) « —Vywide
wo 0 R4 w1
Vawr ||?
= u—2=1 —/ Va ((uwr)?) - Vy (logw) d
wo 0 R
part. Int. wal 2 2
= u + | (uw1)°Vg - (Vg logw:) de.
wo 0 R

Nun folgt aus den Voraussetzungen (4.68) und (4.74):

IVaulf > (1 c2) ||u

2
‘ Vw1

C1 2
. - m ”qu||1,
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denn

Vowr ||°
IVaul? > u w:)lll —l—/Rd(uwl)ZAx(logwl)da:
0
(4.74) Vw1

2
> U —cl/ u2w§daﬁ—02/ uz\wa1|2da:
wo 0 R4 Rd

2
49 | Von|? e
u —_
wo |l Am
2
Vzwy

Wo

|V oul*w?de — CQ/ u?| Vw2
R4 R

= (1—-c)|u

- —V .
0 )\MH quHl

Indem wir den Term von rechts auf die linke Seite bringen erhalten wir

wal 2
Lty IVl 2 (1) fum e
und damit folgt insgesamt
1—62 Vw12 1—62 Vw12
|Vzul? > N - =AM . .
Ny Wo ||p MTC wo g

Wegen ¢y € [0,1) ist der Ausdruck s := A Mic

3 echt groBer Null, sodass wir (4.78) erhalten.
M+

O
Lemma 4.2.3. Es gelten die Voraussetzungen (4.68), (4.74), (4.75) und (4.77). Dann gibt es
eine Konstante k' > 0, sodass

2
Vw1

WV ul? > [|[Wu

Wo

fiir alle u € L?(ppdz) mit / uppdxr = 0.
0 Rd

Beweis. Wir ersetzen u durch den Ausdruck uW —u, mit o := fRd uW ppdz. Nun gilt fRd (uW —
a)prdr = 0, auflerdem erfiillt ulW — u die Bedingungen (4.68) und (4.74), wobei wir wieder u
durch uW — u ersetzen. Daher kénnen wir Lemma 4.2.2 auf den Ausdruck (uW — @) anwenden,
und erhalten:

2
Vzwy

IVa(@W)IIf > ||(uW —a)

(4.81)

)
wo 0

weiters liefert Bedingung (4.68), angewendet auf den Ausdruck uW — @ die Ungleichung
IVa(@W)IF = Aarf|uW — al3. (4.82)

Zusammen ergeben Ungleichung (4.81) und (4.82) die Beziehung

\V 2 W1 _
2| Va(uW)[F > w||(uW —a) v +>\MH(UW—U)||<2)
0
Vw2
= /(uW )% | wide + Ay | (uW — @) wide
R4 R4
> min(k, Ayr) / W2 2dx
= min(k, A) || (uW — @)WI[3,
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und folglich gilt

min(k, Ayr)

2

=K

IVa(W)If > (W — @)W][5.

Nun quadrieren wir die rechte Seite aus und erhalten:

Rll(uW —a)W|§ = RlluW?|§ — QRU/ uWwidz + Rl[aW[[§ < [|Va(Wu)]?.
Rd
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung angewendet auf @ = / ungd:U folgt daher
R4

RlluW?|If < IIVm(WU)H?Jr?Fc/ ulW wide |[Wllol|ullo (4.83)
—_—— R4

1.

2.

Laut der Young-Ungleichung gilt fiir ein a > 0:
W2 < - (W2u)? + L2
~ 2a 2
Multiplizieren wir beide Seiten mit w(Q] und integrieren wir {iber x, so erhalten wir die Gleichung

1 a
g W2uW ppdz < %wag + 5\\WH§. (4.84)

Setzen wir a := 2||W||o||u|lo, so erhalten wir fiir den Ausdruck 2. von (4.83) mit Hilfe von (4.84)

~ 3.2 (484) 1 2 142, @ 2
2K Wruwgdz|Wlollullo < Ra ?HW ullg + 5 W15
R4 a 2

i i
= SIWullg + 28 Wig]lu5.

Betrachten wir jetzt den 1. Ausdruck aus (4.83), so ldsst er sich durch Ausmultiplizieren um-
formen zu

IVl = [ 9.0V uide
= /\vau+quW|2w%d:E
d

R
< 2/ W]Vmu\wadx—i—Q/ P |V W Pwide
Rd Rd

2
= 2|WV,ul?+2

w1
uV,W—
wo

0

Wegen (4.75) gilt fiir den hinteren Term

= / A |V W Pwida
R4

v 2
< cg/ u? <1 + | Iw1|> wadz
R4 wo

\V4 2
20%/ u? <1 + | ﬂgl‘ >w(2)d:1:.
R4 ’IUO
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Fassen wir nun alle Ergebnisse zusammen, so erhalten wir

RIW2ullg - < HVa:<Wu)H?+2%AdW3uw3dm\\W\\o!IU\o

IN

R -
2| WVl + 4c[[Wull§ + 5 IW2ull§ + 28 W g ]lul5.
Dies fiithrt uns durch Ausnutzung von Gleichung (4.68), Lemma 4.2.2 und W > 1 auf

R

P (4.68)
SIW2ulls < 2AWVauli + des|Wullg + 5 W61 Voull?

w>1 &
< 2JWVeulf + 43| Wl + 2EHWH§||WVZUII?-

Der mittlere Term lasst sich nun weiter umformen

v 2
4c3 | Wul|2 < 4c3 (/ wrwida —i—/ u? | = w%da:)
Rd Rd wo
(4.68),Lemma 4.2.2 1 1
S g (el 21Vl
M K
w>1 1 1
< 4¢3 < + ~> WV pul|?.
/\M K

Insgesamt erhalten wir somit

V|| RS

w
u a7

E
2

P 1 R
o A S 2ullf < (2+4c§ ( + K) +2WIIW||3> WVl

und daraus folgt tatséchlich

/ Vwy

K (|Wu

2
< WVl
0

4.2.3 H?-Regularitit

Jetzt haben wir alle Werkzeuge in der Hand, um die L? — H? Regularisierung der elliptischen
Differentialgleichung 2. Ordnung (4.69) und damit Lemma 4.2.1 zu zeigen. Mit Lemma 4.1.15
folgt dann die Beschrénktheit des Operators AT(1 — II). Dies liefert uns dann in weiterer Fol-
ge exponentiellen Abklang linearer kinetischer Gleichungen mittels Satz 4.1.7, wobei wir die
Forderungen an den Kollisionsoperator L noch im Abschnitt 4.3 behandeln werden.

Unser Ausgangspunkt ist Gleichung (4.69)

wiu — V- (wiVeu) = wiuy,
sowie Abschitzung (4.73) aus Lax-Milgram

lullg + [Vaulld < fugll5.

Mit W = ,/1+ N;# erhalten wir aus Lemma 4.2.2 eine verbesserte L2-Abschétzung, und in
0

Folge auch einen verbesserten H'-Abschiitzung. Die verbesserte L?-Abschiitzung lautet

1
W llo < —=llullo, (4.85)
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und folgt wegen € (0,1) aus

v 2
|luW |2 = / wrwids + Hu 2t
Rd wo 0

1
< Jullg+ -l Vaully

1
< = (i + 1 92ul?)
(4.73) 1
< = 2.
> H||Uf||o

Die verbesserte H'-Abschiitzung erhalten wir durch das folgende Lemma.

Lemma 4.2.4. Es gelten die Voraussetzungen (4.68), (4.74), (4.75) und (4.77). Dann erfillt
jede Lisung von (4.69) mit/ uppdr
Rd

(WVzully < Clluglo-
Beweis. Wir gehen von Gleichung (4.69) aus
wiu — Vg - (wiVau) = wiuy.

Nun multiplizieren wir diese Gleichung mit «W?, integrieren iiber 2 und erhalten

/w3u2W2dm— Va (wlvzu)uWde—/ wauuW2dz.
R R4 R

Partielle Integration ergibt
/ W W2widr + / WiV -V, (uWQ) dr = / uWupwide,

Rd Rd Rd

und mit Hilfe der Produktregel und der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt
|uW || +/ WiV - VuW?de +/ WiV u - uV,(W2)dz < ||ulW?||o||uyllo,

Rd Rd

und damit
W [Ig + W Vaul[§ < [|uW?[lo]|usllo —/ wiuVau - Vo (W?)dz. (4.86)
Rd

Nun gilt die Beziehung

w2 < 14wl (4.87)
wo
denn
2 2
W2:1+’vxw1 <1+ <1+’vxw1 )(‘vxwl >:1+W‘vwwl‘
wo wo wo wo
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Aus Ungleichung (4.87), (4.68) und Lemma 4.2.3 folgt nun
W23 = / W Whwida
R4

(4.87) 2
< / <1+W’vl’w1|> w2wida
Rd

wo

2 |V w| 2 2 2
< 2/ 1“ + <W> u“wydz
Rd wo

Vw2
= 2/ ugwgda:+2/ W2’ z 21‘ wwide
Rd Rd Wy

2
= 2||u||z + 2 WUM
0 w,

0
(4.68), Lemma 4.2.3
<

2 2
EHWVWH% + EHWV:::UH%,
und daher

1 1
2l <2 (5 + 2 ) Wl (458)
MK

Wir betrachten nun den Term w%uvxu -V (WQ)dx.
Rd
Wegen (a + b)? < 2a% + 2b% gilt

(4.75) v v 2
wllvzW‘ < c3wy (1 + |xwl|) < c3wy 2 (1 + ‘ 21
wWo wWo

> = ng()W\/i, (4.89)

daher gilt fiir den Integranden

wiuVau- Ve (W?) < wiu||Veul2[W|| VW]
= wi|VaWlwr|u||Vzu|2|W]

c3woW V2w |u||V pul2|W|
= 2V2czwolu|w; | Vu| W2

Also ist das Integral beschriankt durch
/ wiuVyu -V, (W?) da < 2\/503/ wolu|w: |V pu|W2dz
R4 R

Cauchy-Schwarz
< 2\/503\// uzwzwgd:c\// W2|V  ul2wide
R4 R4

- 2V 2e3|[uW ||o|| WV pul)y
(4.85)

3
2V2 % Juglo WV sl
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Insgesamt erhalten wir daher aus (4.86):

WYaalt < a2 olluglo~ [ wfuVou- V. (W) ds
R4

1
< |2 <A N )ywvxuu el +2v32 WVl g
1 1 C
_ ( 9 <)\ n L) +2\f23> WV zull1|lugllo,
M K k
und damit |[WVul; < Cllugllo mit C :=4/2 < %> +2v2%. -

Nun haben wir alle Resultate zusammen, um Satz 4.2.1 beweisen zu kénnen.

Beweis von Satz 4.2.1. Wir betrachten Gleichung (4.69) in folgender Form

wi(u—up) = V- (wiVyu).

2
Nach der Standardmethode multiplizieren wir sie mit V, - (Vmu%), integrieren iiber x und
0

erhalten
w? w2
/ wi(u—uf)Vy - <V U—s > dr = V- (w%qu) V- <qu§> dzx. (4.90)
R4 ’LUO Rd Wy
Nun folgt aus (4.67) folgende Beziehung fiir die Gewichtsfunktionen
w2
wy = —Lconst. (4.91)

Wo

Als néchstes betrachten wir nun die linke und rechte Seite von (4.90) getrennt. Zunéchst schrei-
ben wir die linke Seite in die Einsteinsche Summennotation um und wenden die Produktregel

an
/ wi(u—up)Vy -<Vmu 2>dx
Wo
= /w u—uf)0, <6u )dm
wo
w?
/w%u—u]c <8uu +8u8< >>dm
R4 wo

2
= /wo u—uy ngzude’jL/ wi(u—up)Veu - Vy < >dm.
R4 R4

wo
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Fiir die rechte Seite integrieren wir zweimal partiell und wenden wieder die Produktregel an

w2
V ( qu)v <Vmué> dzx

/8 &( 18,-u> dz

Part:Int. al (wfaju)aj <w
w

Rd
w?
= /(ﬁ(wl)ﬁu—i-wl@ u)<aj< >a + 102 )d:v
wg
w?
/ (w?)0 < )6u8udaz+/ 8( >82u8udm
R4 0 Rd 0
4
- /
Rd W

L (950)? da
w% 2 2 2 w%
= — (qu . Vz(wl)) dx + wiVeuVouVy (| —5 | do
R4 ’IUO Rd UJO

1
2
0

+ /d w? V. uViuV, (w?)dx + HVZuHQ,

&

al aua udl‘—l—/

(=]}

d

sl
M\ﬁw/\g\g

wobei der Ausdruck HViuH; als die gewichtete Frobenius-Norm der Hesse-Matrix VZu zu ver-

stehen ist
HV%UH; = /Rd (81»2ju)2w§d1:.

Zusammen ergibt das

IV2ull;

2
/ wo(u — ug)wrAgudz +/ wh(u —up)Vau - Vg <w§> dz
R4 Rd Wy

=1 =:I>

2
_ / w%quViqu <w;> dx—/ 1Vmuv2uv (w?)dz
R4 wo R4 wo

=:1

- L)

-~

=I5
= h+DL+1I3+ 14+ Is.

Nun schétzen wir die fiinf Integrale einzeln ab.
Fiir das erste Integral verwenden wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung und die a priori
Abschitzung (4.73) aus Lax-Milgram und erhalten

g/ ]woungxu]dac—i—/ lwou pwaAgu| d
Rd

Cauchy-Schwarz 9 9 9 9
< uwwgdz |V2u|?widz + wodas ||V2u\|2w2dx
R4 R4

= (lullo + llugllo) [Vull2

|11] = ’/ wo(u — up)weAyudx
Rd

< 2l[uglol| VEull2.
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Fiir das zweite Integral verwenden wir (4.76) und Lemma 4.2.4 und erhalten

2
|15] = ‘/ wi(u —up)Vau - Vy <w;) dx
Rd ’LUD
2 wi
< Rdwo(u—u]cﬂvxu\ Va w—g dx
< 2(u — ul 22, (22 g
< /Rdwo(u uyf) |Vaul wOV (wo x
(4.76)
< e [ wbu—up Va2
R4 wo  Wo
]V w1|

= 264/ wg(u—uf)w1|v

Cauchy-Schwarz \V/
< \// (u—uy) 2w2dx\/|vx |2| mu}l’
R4
Vw
< 2¢q|u — UfHo\// |V ul? <1 + U;‘) widz
R4 wo

— 2cq|lu —ugllo || ViuW||y

Dreiecksungl.

< 2¢4 (||lullo + llwrllo) WV zullx
(4.73)
< dealluglol|WVully

Lemma 4.2.4 9
< 4C4CHUf||O.

Fiir das dritte Integral gilt mit Hilfe der Beziehung zwischen den Gewichten (4.91)

2
|13 < / 2V uV2iuV, ( >
R4 ’U)O

dzx

'LU2
< [ il ViV (é)\dw
Rd ’LUO
< [ el (“”) dz
Rd wo
(4.76) wa1|
<[ vl v o
R4 wo
(491) Vowr

2 | w1|vxuruv§uuw2
Rd

Cauchy-Schwarz 9
< 2¢4||[W ¥V ul[1 | VZull2

Lemma 4.2.4

2¢4C|uglo]| V2ulls.

Das vierte Integral ldsst sich mit Hilfe der Beziehung zwischen den Gewichten (4.91) folgender-
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maflen abschitzen

1VmuV2uV (w})| dz
wg

1| < /
Rd

< /é|quHViu||2w1|wa1|dx
R4
(4.91)
< 2/ wiws|Vul|V2u H‘V’”w”
Rd wo
Cauchy-Schwarz
< 2|WVull1[[V2ullz
Lemma 4.2.4

2Cfug o] Vull2-

Fiir das fiinfte Integral gilt schlielich

w?
/Rd |Vul [V, <§>‘ |V 2 ul |V1(w%)‘ dz

< 4/ Ui, uf? |V <w1>'|vmw1]da@
Rd Wo

(4.76)
< 404/ w? |V ul? Mdm
R4 wg

|15

IN

< 4C4||vau”1

Lemma 4.2.4 9
< 4C4C”Uf||0.

Insgesamt erhalten wir
IV3ull3 < L]+ ol + B3] + L] + |I5| < K Jugllo (lugllo + [ Vaull2)

fiir eine explizit berechenbare Konstante K > 0. 0

4.3 Maxwellsche Gleichgewichte

In diesem Abschnitt widmen wir uns dem Kollisionsoperator L, auflerdem wollen wir die Be-
dingungen an die Gewichtsfunktionen w; aus (4.74), (4.75), (4.76) und (4.77) in Bedingungen
an das duflere Potential V' umformulieren. Als Ergebnis erhalten wir statt der abstrakten Aus-
sage von Satz 4.1.7 dann die exponentielle Konvergenz kinetischer Gleichungen mit konkretem
Kollisionsteil, wobei wir nur Voraussetzungen an das duflere Potential V' benétigen.

Wir betrachten im Folgenden solche Kollisionsoperatoren, deren lokales Gleichgewicht eine
Maxwellsche Dichtefunktion ist. Das globale Gleichgewicht hat dann folgende Form:

o lvl2/2

F(z,v) = pp(V(2))M(v), mit pp(V)=e"" und M(v) = (2m)i2

(4.92)

Unter dieser Voraussetzung ist (HO) eine Folgerung aus:
Voraussetzung 4.3.1. (HO0.1) Fiir das dufiere Potential V € C?(R%) gelte e~V € L'(dx).
Aus (HO.1) folgt némlich mit Fubini

// eV(I)Sﬁ(v)dvdaz:/ e V@ dy Z)ﬁ(v)dv:/ e*V(x)dw<oo,
RixRd Rd Rd R4
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und mit geeigneter Normierung folgt somit Voraussetzung (HO).

Fiir Voraussetzung (H2) und den ersten Teil von Voraussetzung (H4) benotigen wir keine
weiteren Voraussetzungen an den Kollisionsoperator L, wie wir gleich zeigen werden.

Zuerst wollen wir eine dquivalente Bedingung fiir Voraussetzung (H2) herleiten. Setzen
wir w := pe"/?, so ist die makroskopische Koerzivititsbedingung (4.57) aus Lemma 4.1.13
dquivalent zu

1 1
/d <|wa2 + (4vxvy2 - 2Axv> w2> dx > Ay ) wdx (4.93)
R R

unter der Orthogonalitdtsbedingung / we™"/?dz = 0. Dies rechnen wir jetzt nach. Wegen
Rd

: w V/2
p =upp gilt v = —— = we"/“, und daher folgt
VPF

2 v\ |2 1% 2 w? 2 1 2
Voul? = ‘vm (we / )) = V) ([T, + S VLV 4 S Ve )TV ) (4.99)

Daher gilt fiir die linke Seite

1
/ \Voul*mpde = d/ ]qu|2/ lv|* Fdvda
R4
—|v|?/
e
- ol mm?(/ o Gy )dﬂc

(424 / ol + TV 4 SV ()Y, Ve
R 4 2

part;lnt.

2
1
/ |V w|? + “i|vIV|2 — Zw?A,Vdz,
Rd 4. 2

wobei wir in obiger Rechnung die Dichte und Varianz der Standardnormalverteilung ausgenutzt
haben

o | ePe
(2m)4/2 Jga
1 _vitod
= @n)i72 /Rd(vf+ v3)e” " 2 dvy---dug

I
~—~
[\]
2=
—
~
(]
<
i
)
<
U
<
iy
—~
N
3
~—
—
~
[\
(‘b‘
‘e
o
U
<
[\
—~
~—
—
~
V)
9y
<
SHM]
U
<
U

= d.

Fiir die rechte Seite gilt:

/ U ppdx—/pdx/ pzevdm—/ wdz.
Rd R4

Die Orthogonalitéitsbedingung iibersetzt sich in

0:/ uppd:r:/ ue_vdx:/ weV/?dz.
R4 R4 R4
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Somit ist (4.57) tatséchlich zu (4.93) dquivalent.

Nun betrachten wir nochmals Ungleichung (4.93). Fiihren wir den Schrédinger-Operator
S 1= —A+71|V V[~ AV ein, so lisst sich (4.93) nach partieller Integration und mit w = peV/?
anschreiben als

S(w)wdz > \yy | w?de.
R4 Rd

Der erste Eigenwert des Schrodinger-Operators S := —A + %|V96V|2 — %AV ist Null, und die

—V/2

zugehorige Eigenfunktion ist w; = e , wie folgende Rechnung zeigt

SV~ —AeV/2+<i!VxV!2—;AV> %

1 2 1 -V/2 1 o 1 -V/2
= —(=|V, -A / SIVLVE - A /
<4\VV+2 V)e +<4NV| SAV e

pu— 0_

Dieser Eigenwert Null ist laut [9] ein einfacher Eigenwert (d.h. seine Vielfachheit betriigt 1),
und die zugehérige Eigenfunktion ist w; = e~Y/2. Laut [24] gilt: die Ungleichung (4.57) aus
Lemma 4.1.13 gilt genau dann, wenn das untere Ende des stetigen Spektrums von S positiv ist

Voraussetzung (H2.1) 1|ir‘n inf(|V,V]? — 2AV) > 0.
T|—00

Folglich erhalten wir makroskopische Koerzivitét, falls AV fiir || — oo sehr klein im Ver-
gleich zu |V, V|? ist und falls liminf(|V,V|) > 0. Fiir einen Beweis dieser Behauptung fiir den

|z|—o00

Spezialfall lim|, oo (|V2V — 2AV]) = oo verweisen wir auf [29].
Betrachten wir

1
mp = / lv>Fdv =
d R4

Mp = / w[*Fdv = eV @ / |v]*9Mdo, (4.96)
R4 R4

e_v(x)

/d v]2Mdv = V@) = pp, (4.95)
R

—V(x)

so sehen wir, dass alle drei Gewichtsfunktionen konstante Vielfache von e sind. Insbeson-

dere gilt

Mppp

2
meg

= const,

und daher kénnen wir die Methode aus Abschnitt 4.2 anwenden, um die Beschrinktheit des
Operators AT (1—1II) zu zeigen. Hierzu schreiben wir - wie schon am Anfang des Kapitels erwéhnt
- die Forderungen an die Gewichtsfunktionen (4.74), (4.75), (4.76) und (4.77) in Bedingungen
an das duflere Potential V' um.

Voraussetzungen (4.74) und (4.75) sind erfiillt, falls gilt
Voraussetzung (H4.1) Es gibt Konstanten ¢; > 0,¢2 € [0,1), und ¢3 > 0, sodass

AV <ep+ %WIV\Q, V2V < e5(1 + Vo V).

Die Abschétzung (4.74) erhalten wir auf folgende Weise:

Wegen (4.95) gilt w3 = w? = e~V und daher wy = e V72 und damit logw; = —%. Daher gilt

1

w?Ag(logwy) = —ie_VAmV, (4.97)
1

Vowi[? = Ze—VmVF, (4.98)



und damit

497y 1
—wiA,(logw) (420 ie*VAxV
(H4.1) 1 B c

< 56 v <C1 + 52|VxV|2>
o co _

= eV T VIV
c

= Elwg + ¢o| Vw2

Somit ist (4.74) gezeigt, und (4.75) folgt aus der zweiten Abschéitzung von (H4.1) durch eine
analoge Rechnung. Abschitzung (4.76) gilt trivialerweise, da

w1
— = const.
wo

Abschitzung (4.77) kann wegen

2

W2:1+’

und
PF =Wy =€

iibersetzt werden in die Forderung:

/ IV.V]2eVdr < co. (4.99)

Rd
Nun ist die Forderung (4.99) wegen (HO) und (H4.1) erfiillt, denn mit partieller Integration
gilt
/ V.VPeVder = — [ V,V-Vu(eV)dx
Rd

Rd
part. Int.

A Ve Vdx
]Rd
(H4.1)

< cl/ e_de—i—CQ/ V.V e Vdaz,
R4 2 Rd

und daraus folgt Forderung (4.99):

(Ho.1)
(1—02>/ |va|2€Vd.7j§Cl/ eV < oo
2/ Jpa Rd

Damit ist auch (4.77) erfiillt, und wir haben tatsichlich die Forderungen (4.74)-(4.77) in For-
derungen an das duflere Potential V umformuliert.

4.3.1 BGK-Operator

Nun wollen wir den BGK-Operator betrachten

L=1I-1.
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Die mikroskopische Koerzivitatsbedingung (H1) ist erfiillt, denn da 1 —II eine Orthogonalpro-
jektion ist, ist L symmetrisch und A, = 1:

(L) = (A=), f) = (1 -1)*f, f) = 1|1 - f|*.
Da L durch 1 beschrinkt ist, liefert Lemma 4.1.6 die Beschrinktheit von AL:
AL < JAJ[[[LIF < oo.

Satz 4.3.2. Sei L =11 — 1 und das dufsere Potential V' erfille (HO.1), (H2.1) und (H4.1).
Dann konvergiert die Losung von (4.1) mit Anfangswert f1 in L?(du) exponentiell schnell gegen
das globale Gleichgewicht (4.92).

Beweis. Wir priifen nach, ob alle Voraussetzungen erfiillt sind, um Satz 4.1.7 anwenden zu
konnen. Aus (HO.1) folgt (HO). Mikroskopische Koerzivitat (H1) ist erfillt mit A\, = 1.
Aus (H2.1) folgt makroskopische Koerzivitit (H2). Die Bedingung (H3) ist wegen Lemma
4.1.14 fir jede kinetische Gleichung erfiillt. Aus (H4.1) folgt die Beschrénktheit von AT (1 —1I),
und AL ist beschrinkt wegen der Beschranktheit von L und Lemma 4.1.6. Somit ist Satz 4.1.7
anwendbar, und wir erhalten exponentielle Konvergenz gegen das Maxwellsche Gleichgewicht.

O
4.3.2 Fokker-Planck Operator
Nun betrachten wir den Fokker-Planck Operator
Lf =Vy- (vvf +Uf)'
Der Operator L ist symmetrisch, denn wegen
g Vyg +gv
\v4 = 4.100
+(07) = ot (4100
gilt
g g
L = v Vy dvd v " dvd
Lol R il LR R L

_ /Rdew </Rd (Vo Vof) ggﬁdv) dac—i—/RdeV(z) </Rd (V- vf) ;tdv) do

partieie Int. _ V(z) ) i _ / V() / ) i
/Rde Rdvvf Vo <m)dvdac Rde Rdvf Vo <m)dvdx

2
(4.100) _/ ev(‘”)< VofVeg  Vouf(gv) (Uf)Vv9+ ] f9> doda
R4 Rd

T L T

VugVof | Vug(fv) | (wvg)Vuof | [v]°gf
— _ V(z)
/Rde < e O + 0 + 0 + 0 dvdzx

= (f,Lg).
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Die mikroskopische Koerzivitéitsbedingung (H1) ist dquivalent zu einer Poincaré-Ungleichung
fiir das Gauf’sche Mafl 9 (v)dv, es gilt ndmlich

—(Lf, f) = //Rd y (Vof +0f) fdvda:

Fubini _/Rd< Rdvv-(vvf+vf) ;dv> da
partiellc Int. /R d ( /R Vol +0) Vs (1]«:) dv> dx
_ /Rdev@f) (/Rd(vvf—kvf)vv <9‘;>dv>da¢
— /Rd eV (@) </Rd (Vof +vf) - W@) dax
- /Rd V@) </Rd |va~|—vf29;dv) dx
2
_ /Rd V@) /Rdsm D7

1—
vv(f):n d’l)dl‘,
wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen folgenden zwei Rechnungen gilt:

(1_H)f_i_p7f V()
B il e (4.101)

und analog zu (4.100)

1-If\ _ f\ @100 Vof +uf
V”(zm)—v”(zm) = T

Also folgt Voraussetzung (H1) aus der Poincaré-Ungleichung fiir das Gausssche Mafl 9dv:

/d Voul*Mdv > AM/d |u?|9Mdv, (4.102)
R R
wobel wir statt © den Ausdruck w

Rkl /Rd L)
“g /Rd /Rd<1_ >Smdvd:v

=l -IDf|*

Ein iiberraschendes Resultat ist die Beschranktheit von AL, obwohl L ein unbeschrénkter Ope-
rator ist. Dies folgt aus Lemma 4.1.6 mit Hilfe folgender Uberlegung:

Der Operator A hat die Form A = (1 4 (TIN)*(TID))™ " (TI)* = — (1 + (TH)*(TI)) ' IIT,
und der Ausdruck IITf ldasst sich schreiben als IIT f = pipvx - jf mit dem Fluss j; = fle v fduv:

F F
ITf=—pry = — v Vaef — ViV -V, fdv
PF PF JRd
F
= — VI-(vf)dv—VxV'/ Vo fdv
PF JRd Rd

verwenden:

2
Mdvudz




Weiters gilt die Gleichung

denn

Daraus folgt

denn

und daher

JLf

ITLf =

AL f

Juf = —Jfs

= / vLfdv
R4

= / vVy - (Vo f +of)dv
Rd

partielle Int.
et Vu(Vof +uf)d
/. oV )i

= —/ vadv—/ vfdv
R4 R4
—_——

=0

AL = —A, (4.103)

PTL &
PF
F

—PTL
PF /

£l T(Lf)dv
PF JRd

F

— v-Vz(Lf) = V.,V - V,(Lf)dv
PF JRd
F

S AR vxv-/Rd Vo (Lf)dv

=0

va- vl fdv

PF Rd
F .
7V3; *JLf>
PF

= — (14 (TO)*(TI)) ' TTLf
— (14 (T (TID) ;vx i

— eIt v, ()
PF

=—IITf

— —Af

Die Beschrinktheit des Operators AL folgt somit aus (4.103) und Lemma 4.1.6.
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Satz 4.3.3. Sei Lf = V,, - (Vof +vf) und das dufSere Potential V' erfille (HO0.1), (H2.1)
und (H4.1). Dann konvergiert die Losung f von (4.1) mit Anfangsbedingung fr in L*(dp)
exponentiell schnell gegen das globale Gleichgewicht aus (4.92).

Beweis. Wegen (HO0.1) ist (HO) erfiillt. Wegen der Poincaré-Ungleichung fiir Gausssche Mafle
gilt (H1). Die Bedingung (H3) gilt allgemein fiir kinetische Gleichungen, und Bedingung (H2)
folgt aus (H2.1). Aus (H4.1) erhalten wir die Beschrénktheit des Operators AT(1 — II), und
die Beschranktheit des Operators AL folgt wegen obiger Rechnung aus Lemma 4.1.6. Damit
sind alle Voraussetzungen fiir den Satz 4.1.7 erfiillt, und wir erhalten exponentielle Konvergenz
gegen das globale Gleichgewicht (4.92). O

4.3.3 Scattering Operator (ohne ”detailed balance”)

Wir betrachten nun den folgenden Scattering Operator
(LH)(v) = / (k(v* = v)f(v*) — k(v = v") f(v))dv*, k>0. (4.104)
Rd

Dabei bezeichet k(v* — v) die Ubergangswahrscheinlichkeit, dass sich ein mit Geschwindigkeit
v* bewegendes Teilchen nach dem Stofl mit Geschwindigkeit v weiterbewegt. Fiir den Operator
L gilt stets Masseerhaltung

[wnoa=[ [ s oesca [ [ o osoarar—o

Rotationssymmetrie kann durch die Forderung k(Rv* — Rv) = k(v* — v) fiir alle v,v* und
fiir alle Rotatationsmatrizen R erreicht werden. “Detailed balance” wiirde bedeuten, dass der
Integrand punktweise verschwindet, sobald f ein lokales Gleichgewicht ist. Dies bendtigen wir
nicht, und fordern nur “global balance "Lt = 0. Aus [7] wissen wir, dass in diesem Fall folgendes
H-Theorem gilt:

f, 1 k(v* = v) k(v —v*) O N\,
_/Rdemtd”_zi//ﬂgded( e Rk s )smsm (zm‘sm) dv*dv, (4.105)

wobei f* fiir f(v*) steht. Nun formulieren wir eine hinreichende Bedingung fiir mikroskopische
Koerzivitét:

k(v* — v) n k(v — v*¥)

Voraussetzung (H1.1) < T e

>22>\m>0.

Lemma 4.3.4. Aus (H1.1) folgt die mikroskopische Koerzivitit (H1).

Beweis. Der Beweis folgt durch Nachrechnen. Dies fithren wir in mehreren Schritten durch.
1. Schritt
Behauptung: Es gilt

xp %) 2
—(Lf )= A;/Rd e’ (//Rd g o J;mg?ff) dv*dv) dz.
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Beweis:

_ _ Vi) f
(Lf, f) /Rde ( 1)/Rd Lfimdvdx
6109 1 [y [ (k=) k(wv*)) *(f f*)2 *
u 4/Rd < oo S aman (- o) dvduda

A [ v PN g dud
e [ ][ ()
Am (M f — M f*)°
= [ V@ dv*dv | dz.
2 /Rde (//Rded MM+ v U) v
2. Schritt
Behauptung: Es gilt

* * 2
e [ (O~ MWp()*
ja-mpp= [ oo [ [ O g duas,

(v) mit p(z) = [pa fdv, da F(z,v) = e V@m(v) =
x,v) — (x)fm( ). Nun folgt durch geschicktes “Hinzu-

Beweis: Es gilt IIf = pTJ; = p(z
prIM(v), und daher gilt (1 —1II)f =
schummeln” gewisser Terme:

la-msp = [ @ ([ - mpte)? ga ) ds

(s

y

/R e ( / /R . (/= m;’t)(fj(;”))zm*;mdu> d
(/

e (@) (f = M@)p@))? .
S T e L

)m
fz

(f = M(v)p(2))* R
M(v) dv y M(v*)dv* | dx

6V(m)

O (f —M(v)p(x)))* |
/Rded 0T dv*dvdx

V(x)/ (M f — M Mp())?
Rd X]Rd fmﬁﬁ*

I

J
[

dv*dvdz.

d
d

3. Schritt
Behauptung: Es gilt

1 (" f — o f*)?
1-IDf?< = V(z) // dv*dvdzx.
”( )fH =9 \/Rd € RdxRA M v oavax

Beweis: Wir multiplizieren die Quadrate aus. Da der erste Term dabei auf beiden Seiten gleich
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ist, lassen wir den gleich weg. Wir erhalten fiir die linke Seite

—2 / eV (@) / / M* f pdv*dvda + / V(@) / / M Mp?dv* dvdz
R4 R4 xR Rd Rd x R4
= —2/ ev(x)p(x)/ S)ﬁ*dv*/ fdvdx—i—/ eV @ p(z)%dx
R4 Rd Rd Rd
=1 =p(z)

=p
= —2/ ev(x)p(x)zdx—i-/ eV @ p(x)2dx
R4 R4

= —/ eV @ p(z)%da.
R4

Die rechte Seite ergibt ebenfalls nach Kiirzen des ersten Terms

im*i)ﬁff* . / V(@) // MA(f*)? .
/ //]Rded ————dv dvdzr + i T ————dv*dvdzx
2( f£*
= —/ e_v(x)p(x)2dx+/ // im f ———dv*dvdz .
Rd R4 xRd

Also folgt, dass die linke Seite kleiner oder gleich der rechten Seite ist. Insgesamt ergeben diese
drei Schritte die Behauptung des Lemmas. O

Nun konnen wir die Kollisionsfrequenz v(v) definieren:

Fiir diese gilt

v(v) = de(v—)v)dv :2/]1@( o + T )Smdv,

denn wegen LN = 0 gilt

DO | =
T
VR
=
B
2y
=
+
I
=
2|1
S
=
g
o8
(4

1 1 1 k(v — v*)
2 9M(0) /Rd (v7 = v)dv +2/Rd e
tm=o 1 1 « 1 .
= 3w /de:(v—mz )Mdv™ + /de(v—H) )dv
= 1/ k(v — v")dv* + / k(v — v*)dv*
2 Jpd Rd

Il
T
=
(4
1l
(4
S—
Q.

*

I
N
—~
<
~—

Daraus folgt mit Hilfe von (H1.1):

1 k:(v* — U) k(v — U*) . . %
> = .
v(v) = 5 /d < + ” IM* dv Am, ) IM* dv A,
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Nun wollen wir die Beschréanktheit von AL zeigen, und verwenden eine dhnliche Technik wie
in Lemma 4.1.15, wo wir die Beschrénktheit von AT (1 — II) gezeigt hatten.

Dazu betrachten wir den Ausdruck g = ALf, setzen g = uF', und erhalten durch Einsetzen
und Umformen eine elliptische Differentialgleichung der Form

ue”V — Vg - (e_vvzu) = -V, 'ija

wobei wieder j_f := fRd v(Lf)dv gilt. Die Rechnungen hierzu sehen im Detail folgendermaflen
aus: Wir betrachten die Gleichung

ALf =g mit A:= (1+ (TI)*(TID) " (TI)* = — (1 4 (TII)*(TII)) " IT.
Diese lasst sich umformen zu
g+ (TI)*(TI)g = —IITLf,

und weiters zu
g —IIT%g = —IITLY.

Nun integrieren wir diese Gleichung iiber die Variable v und erhalten wegen [, M(v)dv = 1:

ue™" — / OT?Hgdv = — / ITLfdv. (4.106)
R4 R4

Nun gilt fiir den mittleren Ausdruck wegen der Rechnung aus (4.64):

/ T gdv = V. - (mpVu) (4.95) Vi (7Y Vau),
Rd

und der hinterste Ausdruck aus (4.106) vereinfacht sich zu

F
/HTLfdv = /pTLfdv
Rd Rd PF

F

_ /R " (/RU V(L) = U,V - vv(Lf)dv> dv
F
_ /WF Vx-/Rdefdv—VxV-/RdVv(Lf)dv v
N’

=0
= / F(Vx/ vadv) dv
Re PF R

= V- vLfdv
Rd
Damit erhalten wir tatsichlich die gewiinschte Differentialgleichung

we ™V —V, - (e_vvxu) ==V -jLs

Durch Multiplikation mit v und Integration erhalten wir
2 -V -V _ .
/ u“e” "V dr — / uVy - (e7 " Vyu)der = —/ uVy - jLrde, (4.107)
R4 R4 R4
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und partielle Integration liefert

/uQe_de+/ ]qu|26_vdx=/ Vau - jgda.
Rd Rd Rd

Jetzt unterteilen wir den Operator L = LT — L™ in den Gewinnterm
N = [ K = oretar

und in den Verlustterm
LN = [ b= o)

und schétzen die Terme einzeln ab.
Wir “schummeln” wieder passende Terme ein, wenden die Cauchy-Schwarz Ungleichung zu-
erst auf den inneren Term und dann auf den dufleren Term an und erhalten fiir den Gewinnterm:

/Rduufdv S/Rd ol (/de(v*—)v)|f*|dv*> "
= /R [o ( / )2k = v) (m{)ld) v

1
Cauchy-Schw. *|2 2
% / v </ Eal dv* M k(v — v)2dv*) dv
R4 Rd m* Rd

L+ 7] =

9 1
= < i ‘ > |v\ < M k(v — v)zdv*> ’ dv
2 1 1
= < f ‘ > / —? < M k(v — v)2dv*> "o
mz \Jra
2 l 1
= ( A ‘ ) / 21 ( M k(v* — v)2dv*> " dv
Rd i):.n WE R4
1
Cauchy-Schw. |f ‘2 |'U‘2 . . . 1
< L,
< <]Rd zm* 93? Rdi)ﬁ Rdﬁﬁk(v — v)*dv*dv
= < » 9}2* ) (/ /Rded o2 k(v — v) dv dv>

Fiir die Abschitzung des Verlustterms L™ f vertauschen wir die Rollen von v und v* und erhalten
(L™f)w) = / k(v — v*) fdv* = / k(v* — v) f*dv.
Rd Rd

Dann gilt wieder durch zweimaliges Anwenden der Cauchy-Schwarz Ungleichung (zuerst nur
auf den inneren und dann auf den ganzen Ausdruck) und durch ”Hineinschummeln” geeigneter
Terme:
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N
]Rd
_ / / k(o = v)|f*|dvdy*
R4 x R4
= // v[fm*% k(v* — v) ‘f|1dv*dv
R4 xR (im*)i
Cauchy-Schw. *|2 3
(L ) (Lt
= / ‘f*|2 / |v PO k(v* — v)%do* %dv
R4 93?* R4
£ >/< (/ P )
= M*k — v)°dv d
(/Rd m* R (f)ﬁ % | U U) v
) m

Cauchy-Schw. *|2 1 %
% (/ f | </ dv) ( \U*\Qﬂﬁ*k(v* — U)de*dv>
R4 M Rd Rd f)ﬁ R4

- (/Rgﬁ‘g ><//Rdxw|v|m%v) dvdv)

Somit haben wir eine analoge Abschétzung fiir den Verlustterm gezeigt. Nun fithren wir folgende
Voraussetzung ein:

Voraussetzung (H4.2) // (Jv]? + [v* P k(v* — v)2£m *dv < oo.
Rd xR m

Unter dieser Voraussetzung gilt dann insgesamt fiir den ganzen Kollisionsoperator L

1
<c ( / |vxu|2e—vdx)2 T
Rd

‘/ Vau - jLpdx
R4

denn

gl = gy —di-l
< gl + -4

* |2 . %
< ([ [ [ o o)
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und daher gilt

U - JLpdr

< [Vl
R4

e_V/2 |f*|2 2 * 1
< |V zul T (Jv]? + |[v* ) k(v* — v)? dv dv | dz
R4 € R4 xRd
(H4.2) e—V/2 Fadk 3
< c / Vol s / Ll ) e
1
Cauchy-Sch. 2 *|2 2
<y C (/ ’qu|2e_vd:n> : </ eV / ‘ij)cﬁ’ dv* d:c)
R R R4

~IIf1
%
_ c(/ |qu|26_vdﬂc> T
Rd

Nun koénnen wir die Beschrénktheit von AL zeigen. Aus Gleichung (4.107) folgt ndmlich
durch partielle Integration, obiger Rechung und Anwendung der Young-Ungleichung

/uQe_Vd;r~|—/ \VoulPe Vde = /qu'ijde
Rd Rd Rd

1
2
e ([ 1waukevas) i
Rd
Young

1 C
g 1 / Vaule Ve + S| £]2
2 Rd 2

IN

1
Jetzt bringen wir den Term 5 / |V ul?e™" dz auf die linke Seite und erhalten:
R4

1
/ wle™Vdx g/ w?e™Vdx + / Veu|?e™Vdx < g||f||2 (4.108)
Rd Rd 2 R4 2

1 1
2 2
HALf||=Hg|=||uFII=< / |u|2Fdz:dv) =(/ |u|2e—Vd:c>
Rd Rd
3 (4108) [0
= ([ weevar) 2 S,
Rd

und damit ist der Ausdruck AL beschrénkt.
Aus den Voraussetzungen (H4.1), (H4.2) und der letzten Abschétzung erhalten wir nun
(H4).

Wegen

gilt nun

Satz 4.3.5. Sei L der Scattering Operator definiert in (4.104). Falls (HO.1), (H1.1), (H2.1),
(H4.1) und (H4.2) gelten, so konvergiert die Losung von (4.1) mit Anfangsbedingung fr in
L?(p) exponentiell schnell gegen das globale Gleichgewicht F(x,v) aus (4.92).
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Beweis. Aus (HO.1) folgt (HO), aus (H1.1) folgt (H1), und aus (H2.1) folgt (H2). Die Be-
dingung (H3) gilt fiir alle kinetischen Gleichungen. Aus (H4.1) folgt die Beschrianktheit des
Operators AT (1—1II), und aus (H4.2) die Beschrénktheit von AL. Damit sind alle Voraussetzun-
gen von Satz 4.1.7 erfiillt, und wir erhalten exponentiellen Abklang zum globalen Gleichgewicht
F(z,v) aus (4.92). O
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Anhang A

Grundlagen aus Partiellen
Differentialgleichungen

Es folgt eine Zusammenstellung wichtiger Sitze und Definitionen aus [18], die im Laufe der
Arbeit verwendet wurden.

Lemma A.0.6 (Variationslemma). Sei §) eine offene Menge und v : Q CR" - R, n>1
eine integrierbare Funktion. Gilt

/ u(z)dr =0 fiir alle offenen Mengen w C €,

so folgt u(z) = 0 fiir fast alle x € Q.

A.1 Wichtige Ungleichungen

Satz A.1.1 (Poincaré-Ungleichung). Sei 2 C R" eine offene, beschrinkte Menge mit 02 €
C*. Dann existiert eine Konstante Cp > 0, sodass fiir alle u € H} () gilt:

ull2) < CPIVaull 2.

Lemma A.1.2 (Lemma von Gronwall). Seien U : [0,T] — [0,00] absolut stetig und F,G :
[0,T] — [0, 00] integrierbar, und es gelte fir fast alle t € (0,T) :

% < G(t)U + F(t).

Dann gilt fir alle t € [0,T] :

U(t) < exp </OtG(s)ds> (U(O) + /OtF(s)ds> .

Satz A.1.3 (Young-Ungleichung). Seien x,y >0, § > 0 und 1 < p,q < oo mit % + % =1
Dann gilt:
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A.2 Riesz, Lax-Milgram

Definition A.2.1. Sei H ein Hilbertraum. Dann ist der Dualraum A’ von H definiert als
H' :={F:H — R:F linear, stetig}.

Satz A.2.2 (Darstellungssatz von Riesz). Seien H ein Hilbertraum und F € H'. Dann
existiert genau ein uw € H, sodass fir alle v e H

(u,v) = F(v).

Definition A.2.3. Seien H ein Hilbertraum und a : H X H — R eine Bilinearform. Wir nennen
a stetig, wenn eine Konstante K > 0 existiert, sodass

la(u,v)| < Kljul|y||v]|y fir alle u,v € H.
Die Bilinearform heifit koerziv, wenn eine Konstante x > 0 existiert, sodass
a(u,u) > k|ull3, fir alle u € H.

Lemma A.2.4 (Lax-Milgram). Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-), a : HxXH —
R eine stetige und koerzive Bilinearform und f € H'. Dann existiert genau ein v € H, sodass

a(u,v) = F(v) fir alle v € H.
Fiir diese Losung gilt aufSerdem die folgende a priori Abschditzung:

lulle < &7HIF 30

A.3 Sobolevriaume

Wir fithren zundchst folgende Multiindex-Schreibweise ein: Wir definieren den Multiinder o =

(1, ,aq) € Nd und den Grad von a: |a| = ay + - - ag. Weiters setzen wir
Hlal
D% := aliuad, DFy = {D% : |a| = k}.
FE

Insbesondere bezeichnet dann Du = (le,---,uzd)T den Gradienten von u und D?u die Hesse-
Matriz von u.

Nun sei Q C R? eine offene Menge und k € Ny. Dann kénnen wir auf dem Vektorraum

C>(Q) folgendes Skalarprodukt einfiihren:
(u,v)gr = Z D%*uD*vdx,
jof <k 7
mit der dadurch induzierten Norm:
HUHHk(Q) =/ (u,u) .
Weiters ldsst sich nun folgendes definieren:

Definition A.3.1. Sei Q C R? offen. Der Abschluss von X = {u € C®(Q) : [wll r () < oo}
beziiglich der oben definierten Norm || - ||y ist der Sobolevraum H¥(2). Wir schreiben:

H*(Q) =X.

Dann ist der Raum H*(Q) ein Hilbertraum, und wir setzen H°(Q) = L2(1).
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