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Abstract

Die Landau-Lifschitz-Gilbert-Gleichung beschreibt das dynamische Verhalten eines Ferromagne-
ten unter Einfluss eines elektromagnetischen Feldes. Sie zeichnet sich dabei durch Thre starke
Nichtlinearitdt und nichtkonvexe Nebenbedingung aus und stellt damit eine Herausforderung fiir
die Losung mittels numerischer Methoden dar. In dieser Arbeit wird dafiir ein Finite-Elemente-
Schema entworfen. Dieses erweitert ein bekanntes Verfahren um die physikalischen Beitrége der
Anisotropie-, Streufeld- und Zeeman-Energie auf das volle magnetische Feld. Der Term der Aus-
tauschenergie wird dabei implizit behandelt, wihrend die anderen Terme explizit in das Schema
eingehen. Damit kann auf etablierte Methoden zur Berechnung des Streufeldes zuriickgegriffen
werden. Fiir das vorgestellte Verfahren wird der Beweis der bedingten Konvergenz einer Teilfol-
ge gegen eine schwache Losung erbracht. Es werden zwei Iterationen vorgestellt, die zur Losung
verwendet werden konnen, anschliefsend deren MATLAB-Implementierung prasentiert und damit
Standardbeispiele gelost.
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Einleitung

Ferromagnetismus wird {iblicherweise mittels sogenannten Elementarmagneten modelliert. Dabei
handelt es sich um Magneten kleinster Grofe, die jeweils ein eigenes Magnetfeld induzieren. Die
Stérke der Magnetisierung eines Korpers ergibt sich dann als Summe der einzelnen induzierten
Magnetfelder. Fine starke Magnetisierung ergibt sich demnach, wenn alle Elementarmagneten
gleich ausgerichtet sind. Die von der Temperatur abhéngige starkstmogliche Magnetisierung wird
dabei als Sdttigungsmagnetisierung My bezeichnet. Die in Ampere pro Meter [A/m] gegebene
Magnetisierung eines Korpers 2 konstanter Temperatur bis zu einem Zeitpunkt T lésst sich
dann also als Funktion

M: (0,7) x Q — {x € R?: |x| = M}

darstellen. Um die Dynamik dieser Magnetisierung zu beschreiben wurde von LEW DAWIDO-
WITSCH LANDAU und JEWGENI MICHAILOWITSCH LIFSCHITZ |[LL35| eine phédnomenologische
Gleichung beschrieben. Diese wurde von THOMAS LEwIS GILBERT [Gil55] modifiziert, um fiir
Materialien grofer Dampfung realistische Ergebnisse zu erhalten. In ihrer einfachsten, dimensi-
onslosen Form sieht die Gilbert-Formulierung dieses Problems dann wie folgt aus.

Fiir ein Gebiet 2 und einen Endzeitpunkt T definieren wir Qp := (0,7") x € und suchen eine
Magnetisierung m : Q7 — S%:= {x € R3 : |x| = 1}, welche die Gleichung

m; = om X my —m X heg (1.1)

mit gegebenen Anfangs- und Randbedingungen m(0) = m® € H(Q;S?) und d,m = 0 auf
(0,7) x 00 erfillt. Der Term m; ist dabei die Zeitableitung von m, o > 0 der Gilbert-
Déimpfungsparameter und das effektive Feld heg ein von m abhéngiges Vektorfeld, das gewisse
physikalische Effekte zusammenfasst.

In dieser Arbeit werden wir ein Verfahren zur Losung des soeben genannten Problems vorstel-
len, fiir das wir schwache Subkonvergenz gegen eine schwache Losung der Gleichung erhalten.
Das vorgestellte Verfahren basiert dabei auf einer Arbeit von SOREN BARTELS und ANDREAS
ProHL [BP0G]. In die Analysis gehen dabei auch Argumente aus [Pagl3] mit ein. Schwierigkei-
ten bei der numerischen Behandlung dieses Problems ergeben sich aus der nichtlinearen Natur
der Gleichung, der Nebenbedingung |m| = 1 und dem nichtlokalen Beitrag im effektiven Feld.
Zur Berechnung des Randintegraloperators, der fiir die Berechnung des Streufeldbeitrags notig
ist, wird auf [May13| zurtickgegriffen.



Der Rest dieser Arbeit ist wie folgt strukturiert

In Kapitel 2] stellen wir kurz die physikalische Formulierung der LLG-Gleichung vor, gehen
dann auf die dimensionslose Formulierung tiber und definieren schliefllich den in der Arbeit
verwendeten schwachen Losungsbegriff.

In Kapitel |3| werden die grundsétzlichen Begriffe fiir das verwendete Finite-Elemente-
Schema eingefiihrt. Insbesondere wird der Raum der Ansatzfunktionen definiert und darauf
ein modifiziertes Skalarprodukt eingefiihrt, das fiir die Langenerhaltung des Losungsver-
fahrens entscheidend ist.

Kapitel [] widmet sich der Diskretisierung der LLG-Gleichung. Dabei werden zuerst die
Voraussetzungen an die Feldbeitriage gestellt, die fiir die Konvergenzanalyse bendtigt wer-
den. Anschliefsend wird beschrieben wie die Feldbeitrige diskretisiert werden miissen um
dem darauffolgend beschriebenen Losungsverfahren zu gentigen.

Im Kapitel [f], dem Hauptteil dieser Arbeit, findet sich eine rigorose Analyse des Verfahrens
aus Kapitel @] Dabei wird einerseits die bedingte eindeutige Losbarkeit prisentiert und
andererseits die schwache Subkonvergenz dieser Losungen gegen eine schwache Losung des
kontinuierlichen Problems gezeigt. Fiir die numerische Bearbeitung des Verfahrens wird
aufserdem eine Fixpunktiteration vorgestellt.

Die entscheidenden Teile der Implementierung finden sich in Kapitel [6] Diese umfasst die
Fixpunktiteration aus Kapitel [5] sowie eine Newton-Iteration, die eine hohere Konvergen-
zordnung aufweist.

Zur Uberpriifung der Implementierung werden in Kapitel einige numerische Experimente
durchgefiihrt. Dabei werden Standardprobleme aufgegriffen, die sich zur Verifikation von
Losern der LLG-Gleichung etabliert haben.

Im Anhang finden sich sowohl wichtige Begebenheiten, die in die Analysis eingehen, als
auch die iibrigen MATLAB-Routinen, die im Zuge der Implementierung entwickelt wurden.

Danksagung

An dieser Stelle méchte ich noch ein Danke aussprechen an alle, die mich bei der Schaffung
dieser Diplomarbeit unterstiitzt haben. Professor Praetorius danke ich fiir die gute Betreuung
und die Einbringung entscheidender Ideen, die in die Analysis eingeflossen sind.

Mille grazie auch an meine Zweitbetreuer und magnetischen Biirokollegen Marcus Page und
Michele Ruggeri fiir Rede, Antwort und Humor.

Das grofite Danke aber widme ich meiner Familie, meinen Eltern, meinem Bruder. Danke fiir
das Vertrauen und die Unterstiitzung die ich von Euch stets bedingungslos erhalten habe.

Finanziell wurde diese Arbeit durch das WWTF-Projekt Micromagnetic Simulation and Com-
putational Design of Future Devices (WWTF Project MA09-029) und das FWF-Projekt Adaptive
Boundary Element Method (FWF Project P21732) unterstiitzt.



Die LLG-Gleichung

2.1. Aus physikalischer Sicht

Da wir uns fiir eine physikalische Grofe interessieren, werden wir hier die LLG-Gleichung in
einer Form prasentieren, in der Sie auch in physikalischer Literatur gefunden werden kann.
Siehe dazu beispielsweise [HS98| Abschnitt 3.2.7]. Fir ein ferromagnetisches Material konstan-
ter Temperatur, weit unter dessen Curie-Temperatur wird die Magnetisierung als Vektorfeld
M : (0,7) x Q — R? konstanter Linge |M| = M, mit der Sittigungsmagnetisierung M
dargestellt. Die LLG-Gleichung in der Gilbert-Form lautet dann

o

I\

mit dem gyromagnetischen Verhiltnis fiir das Elektron v = 1,76 - 10! [(T's)~!] und der Vaku-
umpermeabilitit g = 4m-1077 [N/A?]. Die Konstante « ist hier ein dimensionsloser empirischer
Parameter, der den Dampfungswert des Materials beschreibt. Das effektive Feld Heg : Qp —
R3 [A/m] hiingt von der Magnetisierung ab und ist proportional zur negativen Variation der
Gibbs-Energie £(M), genauer

M; M x M; — yuoM X Heg  auf Qp, (2.1)

9E(M)

MOHeff(M) = - OM

(2.2)

Dieses Energiefunktional ist gegeben durch

A
froM?

E(M) /|VM\2 dx + K/ O (M/M;) dx + ,uo/ \Vul? dx — uo/ Heyx - Mdx. (2.3)

0 0 2 Jrs 0
Die einzelnen Beitrige werden Austauschenergie, Anisotropieenergie, Streufeldenergie und &u-
kere oder Zeeman-Energie genannt. Entsprechend wird A > 0[J/m]| Austauschkonstante und
K > 0[J/m3] Anisotropiekonstante genannt. Die glatte Funktion ® : S> — R beschreibt die
Anisotropie des Materials. Ein externes Feld wird durch das Vektorfeld Hey, [A/m] dargestellt,
und v : R? — R beschreibt das magnetostatische Potential als Losung der magnetostatischen
Maxwell-Gleichungen

Au = divM auf Q,

Au = 0 auf R3\ €,

[u] = 0 auf 09, (2.4)
[Ohu] = —M-n auf 09,
u(x) = O(1/|x]) fir [x| — oo.



Als Kombination der Gleichungen (2.2 und (2.3]) erhélt man den folgenden Ausdruck fiir das
effektive Feld

2A K
/’LOMS /J'OMS

Heff = D(I)(M/Ms) + Hs + Hext>

wobei Hg = —Vu [A/m] nun das Streufeld bezeichnet.

2.2. Aus mathematischer Sicht

Um fiir die mathematische Behandlung des Problems eine einfachere Basis zu schaffen, gehen
wir nun zu einer dimensionslosen Formulierung des Problems iiber.

2.2.1. Starke Formulierung

Wir substituieren ¢ = yuoMst, um eine reduzierte Zeit zu erhalten, entsprechend setzen wir
T" = yuoM;T. Die Ortskomponenten ersetzen wir durch x’ = x/L mit einer Lange L in [m]. Hier
kann beispielsweise die sogenannte intrinsische Linge L = /2A/(uoM2) gewahlt werden. Um
die Notation zu vereinfachen, werden wir in weiterer Folge dennoch ¢, T, x und 2 anstatt ¢/, 7", x’
bzw. Q/L schreiben. Die dimensionslose Magnetisierung definieren wir durch m = M /Mg und
erhalten |m| = 1. Weiters setzen wir heg = Heg/Ms, £ = Hext/Ms, hy = Hg/M;. Mit diesen
Substitutionen erhalten wir die dimensionslose Formulierung von als

m; = am X m; — m X heg,
wobei das effektive Feld gegeben ist durch
heg = Cox Am — Cppi D(m) + hg(m) + £,

mit den Konstanten Cey = 2A/(poL*M?2) und Copi = K/ (uoM?2).
Fiir die Konvergenzanalyse der nachfolgenden Kapitel werden wir diese Formulierung noch
etwas vereinfachen. Wir betrachten dazu ein effektives Feld

heg = Coxy Am + ITm + £,
wobei IT : L2(Q) — L2(f) ein allgemeiner zeitunabhingiger Feldbeitrag ist. Bei der Implemen-
tierung wird wieder die Wahl Ilm = —Cjypi D¢(m) + hs(m) auftauchen.

2.2.2. Schwache Formulierung

Da wir nun auf die schwache Formulierung des Problems iibergehen, stellen wir noch einige
Definitionen voran, die in den darauffolgenden Kapiteln die Notationen bestimmen werden. Es
werden dabei lediglich die klassischen eindimensionalen Definitionen kanonisch auf unseren Fall
der Abbildungen nach R? erweitert.

Definition 2.2.1. Sei Q C R" ein Gebiet. Sei weiters f € L (Q) := {w : Q — R messbar |w €

loc

LY(K) fiir alle K C Q kompakt }. Erfillt eine Funktion g € L}, .(Q) die Gleichung
¢ " 0o
¢pgdr = — | ——fdx fir alle ¢ € C°(Q), (2.5)
0  07;

dann nennen wir g die schwache partielle Ableitung von f nach xj. Wir schreiben dann %fj =g.
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Definition 2.2.2. Sei mit Q C R* offen der Raum H™(;R") die Menge aller Funktionen
u € L2(;R"), deren Komponenten u; schwache partielle Ableitungen 0*u; fiir alle |a| < m
und j =1,...,n besitzen. Auf H™(Q; R™) wird durch

(u, v)gm = Z (0%, 0°V) 12
|a|<m

ein Skalarprodukt erklirt. Die davon induzierte Norm bezeichnen wir mit ||-||gm. Auferdem

definieren wir die Seminorm
2
ulgn = [ > 070z
laj=m

Definition 2.2.3. Der Gradient einer vektorwertigen Funktion u € HY(Q;R3) mit Q C R3 sei
definiert als die Jacobi-Matriz von u

Vu(x) := (%U(X) %u(x) %U(X)) - (g;l; (X)> j€{1,2,3}

Definition 2.2.4. Die Divergenz einer matrizwertigen Funktion M : Q C R3 — R3*3 sei
definiert als der Vektor der zeilenweisen Divergenzen

O M1 + 0o Mg + 03 M3 div(Myy Mg Mi3)
div M := | 01 Moy + 0o Moo + O3Ms3 | = diV(MQl Moo Mgg)
01 M31 + 0o Msa + O3 M33 div(Mz; Msy M33)

Definition 2.2.5. Das L2-Skalarprodukt von matriz- oder tensorwertigen Funktionen f,g: Q —
RAXXdm definieren wir durch die kanonische Identifikation des R X~Xdm it RIL=14 g

(fi Dy = D, (190120
I=(i1,.im)
ije{l,.‘.,dj}

Bemerkung 2.2.6. Beachte, dass im Sinne von Definition [2.2.5 die Abbildung
- m
we Dl = X ()10l
|lal=m

eine zu |u|gm dquivalente Seminorm darstellt, wobei wir hier unter (’;) den Multinomialkoeffi-
k o ) verstehen. Gleiches gilt fiir die Abbildung

[CAPRIeZ))
u— Y [Dullpzg = Y o ) 197 ullL2 ()
=0

laf<m

zienten (

und die Norm ||u||gm -

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit unserem schwachen Losungsbegriff. Dieser besteht aus der
Nebenbedingung der Normierung, den Anfangswerten der Magnetisierung und der klassischen
schwachen Formulierung, die man durch Multiplikation mit einer Testfunktion und anschliefen-
dem Integrieren erhélt. Aufterdem fordern wir eine Beschréanktheit der Austauschenergie in einem
gewissen Sinne. Diese entspricht nicht ganz der gewiinschten physikalischen Energieabschitzung.
Sie ist aber bereits in dieser abgeschwichten Form fiir die weitere Analysis hilfreich. Ob zusétzli-
che Annahmen an die Feldbeitrige IT und f eine bessere Abschétzung der Gesamtenergie liefern
ist im Zuge dieser Arbeit nicht untersucht worden.
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Definition 2.2.7. Sei m" € H(Q;S?), dann nennen wir m € HY(Qp;R3) eine schwache
Losung der LLG-Gleichung, wenn gilt

0

1. lm| =1 fast dberall auf Qr mit m(0) = m"” im Spursinn;

2. Fiir alle Testfunktionen ¢ € C®(Qp;R3) gilt
/ (my, ¢)dxdt = a/ (m x my, ¢)dxdt + C’ex/ (m x Vm, V¢)dxdt
Qr Qr Qr
—/ (m x IIm, ¢)dxdt
Qr

- / (m x f, ¢)dxdt
Qp

3. fir fast alle t' € (0,T) gilt

Cex / |Vm(t')[2dx + o / imy |2dxdt < Cenergy
2 Ja (0,')x Q2

mit einem Cepergy > 0, das nur von «, m°, Q, T, 11 und £ aber nicht von t' abhdngt.

12



Grundlagen zur Diskretisierung

Wir stellen nun die typischen Begriffe fiir die Losung mittels Finiter-Elemente-Methode vor.

3.1. Triangulierungen
Wir beginnen mit einigen Definitionen zur Diskretisierung des Simulationsgebietes.

Definition 3.1.1. Wir nennen eine Menge T C R? einen nicht-entarteten Tetraeder, wenn es
Knoten vi,ve,v3,v4 € R3 gibt, sodass gilt T = Conv{vy,vs,v3,v4} und das Volumen |T| # 0
erfillt. Es bezeichnet

Np:i={v;:1<i<4}
die Menge der Knoten (nodes),
Er = {Conv{v;,v;} : 1 <i<j<4}
die Menge der Kanten (edges) und
Fr = {Conv{v;,vj, v} : 1 <i<j<k<4}
die Menge der Flichen (faces) des gegebenen Tetraeders.

Definition 3.1.2. Wir nennen eine Teilmenge T C P(Q2) der Potenzmenge von §) eine Trian-
gulierung des Gebietes 2, wenn sie die folgenden Figenschaften erfillt:

e T ist eine endliche Menge von nicht-entarteten Tetraedern,
¢ Q=Urer T,
e der Schnitt zweier Tetraeder hat Volumen |T NT'| =0 fir T # T'.
Zu einer gegebenen Triangulierung T definieren wir die Menge N := |Jpoy N7 ihrer Knoten.

Dieser Triangulierungsbegriff ist fiir unsere Zwecke allerdings noch nicht stark genug. Wir
wollen erreichen, dass sich Flachen von benachbarten Tetraedern nicht iiberlappen und damit
sogenannte hingende Knoten vermeiden. Deswegen definieren wir, wie folgt:

13



Definition 3.1.3. Fine Triangulierung von 2 heifit requldr, wenn fiir je zwei Tetraeder T,T' € T
mit T # T gilt, dass der Schnitt T N'T’

e entweder leer,

e oder ein gemeinsamer Knoten v € Ny N N,

e oder eine gemeinsame Kante E € Eq N Ep,

e oder eine gemeinsame Fldche F' € Fpr N Fr ist.

Definition 3.1.4. Wir notieren den Durchmesser eines Tetraeders T mit hp := diam(T) und
mit pr den Radius der gréfiten in T eingeschriebenen Sphdre. Fine Triangulierung werden wir
mit Ty, bezeichnen, falls fir alle T € Ty, gilt, dass hp < h.

Definition 3.1.5. Sei (73,);, eine Familie von Triangulierungen von ). Wir nennen die Familie
quasi-uniform, falls es ein Crorm > 0 gibt, sodass

maxre7;, hr

C’form Z N
minreT, PT

fir alle h > 0.

3.2. Ansatzraum

Den Funktionenraum, in dem wir unsere FEM-Approximation suchen definieren wir wie folgt.

Definition 3.2.1. Zu einer gegebenen Triangulierung Tp von Q definieren wir die Menge der
stiickweise affinen Funktionen S'(Tp) :  — R? als

SYTh) == {d), € C(BR) : ¢yl € PHT) fiir alle T € Tp )

Definition 3.2.2. Fiir x;, € N (T},) definieren wir die nodale Basisfunktion px, € S'(Th;R)
durch px, (x1,) = 1 sowie px, (zn,) = 0 fir alle z,, € N(Tp,) \ {xp}.

Definition 3.2.3. Fliir eine Triangulierung Ty, definieren wir den nodalen Interpolationsoperator
T, : C(Q;R3) — SY(Tp,) durch die Eigenschaft

Inp(xp) = ¢(xp)  fiir alle x, € N(Tp),

also

Thp= Y. P(xXn)px,

Xp€N(Th)

An einigen Stellen werden wir die folgende sogenannte reduzierte Integration im Skalarprodukt
benutzen. Dies wird in der Literatur héufig als mass-lumping bezeichnet.

Definition 3.2.4. Fir eine Triangulierung Ty definieren wir die Funktion (u,v)y durch

(u,v)y ::/QZ;Z(<u,V>)d)\.

Lemma 3.2.5. Die Funktion (-,-)p aus Definition ist ein Skalarprodukt auf S*(Ty). Die
davon induzierte Norm bezeichnen wir mit ||-||,,.
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Beweis. Die Bilinearitéat folgt sofort aus der Linearitdt des Integrals und der nodalen Interpo-
lation sowie der Bilinearitit des euklidischen Skalarprodukts auf R™. Entsprechende Argumente
gelten auch fiir die Symmetrie und Definitheit. Wir zeigen die Definitheit. Sei also (¢y,, ¢p)n = 0
und damit

0—<¢h,¢h>h—/zh<<¢h,¢h Nix= 3" /Ih pl2)d

TeTh

Auf Grund der Nichtnegativitit der Integranden und der elementweisen Stetigkeit erhalten wir
die Bedingung

Tn(lop>)(x) =0 YT €T, ¥xeT.

Woraus insbesondere Ty, (|ép,|?)(xn) = 0 fiir alle x;, € N(7;) folgt. Wir erhalten, dass fiir alle
Knoten xj, die Gleichheit ¢, (x;,) = 0 gelten muss, was uns fiir die Funktion ¢, € S'(7;) die

Identitdt ¢, = 0 liefert. Fiir jede reguldre Triangulierung 7, erhalten wir also ein Skalarprodukt
auf Q. 0

Bemerkung 3.2.6. Das Skalarprodukt (uy, vp,)p aus Definition lisst sich auf S*(Tp,) dar-
stellen durch

(uhvvh)h = Z Bxh <uh(xh)avh(xh)> mit Bxh = /Q@thx'

xp €N (Th)
Weiters gilt fir alle u,v € C(Q) die Gleichheit
(u,v)p = (Zn(w), Zn(v))n-

Lemma 3.2.7. Die Norm ||||,, auf S*(7) aus Definition ist dquivalent zu [|-||p2(q) und
deren Normdquivalenzkonstanten hdngen micht von der Tmangulwrung ab. Es existieren also
feste Cra<p, Ch<r2 > 0, sodass fiir alle Triangulierungen Ty, von § und uy, € SY(Tx) gilt

1
Cracpllunllz ) < llunlly < Crerzllunllpz o
Die Konstanten kénnen dabei als Crz<p, = 1 und Ch<p2 = V5 gewdhlt werden.

Beweis. Wir beniitzen ein Skalierungsargument und verwenden die Norméquivalenz auf einem
Referenzelement. Zuerst spalten wir das Integral in die Beitrdge der einzelnen Elemente auf.

Hr— / g 2. (3.1)
TeT,

Mit geeigneten affinen Transformationen ®7 auf ein Referenztetraeder Ty gilt aufgrund des
Transformationssatzes

[P Z/ lup|? 0 @ - |det dBr| dA
TET, Tret ‘,—QT (32>

= > arluy o ®rlga,,)-
TeTh

15



Dieselben Transformationen ®7 verwenden wir nun um obige Umformungsschritte auf |juy,||}

anzuwenden.

fanl2 = 3 /T o (g ?)d

TeT,

= Z / Ih(]uh]2)0®T~ | det dDp| dA
Tyt ~——

TeTh =:ar

2
= Z ar|luay o (I)THh,Tref
TEeTh,

Fiir den endlichdimensionalen Vektorraum P!(Tjet) erhalten wir die Normiiquivalenz

_ 2 2 :
Cricplun o rllgzir ) < lup o @7l 7, < Crepellun o O7l2(r, -

Wir erhalten also durch Einsetzen in Gleichungen (3.2)—(3.3)) sowohl

2 2 2
[[un|[f < Cﬁg[,? Z ar|lu, o ‘I)T|‘L2(Tref) = ngm”“h“m(g)’
T€ETh

als auch die andere Richtung

2 - 2 - 2
[anll, = CL22§;L ar|la, o (I)THL2(Tref) = CL22§h||uh||L2(Q)'
T€Th

(3.3)

Dies liefert uns die gewiinschte Norméquivalenz. Fiir den Beweis der genauen Werte der Ab-

schitzung siehe [Goll2, Lemma 2.2.3].
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Diskretisierung der LLG-Gleichung

In diesem Abschnitt stellen wir unser diskretes Losungsverfahren vor. Im Wesentlichen wird
dabei in der Zeit ein Finite-Differenzen Schema durch Mittelpunktsauswertung und im Ort ein
Finite-Elemente Ansatz gewéhlt. Wie bereits erwdhnt, beruht dieses mafsgeblich auf dem in
IBPOG] vorgestellten Verfahren. In die Berechnungen gehen aber zusétzlich zum Austauschterm
noch die anderen Feldbeitrige ein. Ein positiver Aspekt der vorgestellten Methode liegt in der
natiirlich Erhaltung der Nebenbedingung der Lingenerhaltung auf diskreter Ebene, wofiir nicht
zuletzt das zuvor vorgestellte reduzierte Skalarprodukt verantwortlich ist.
Fiir die nachfolgenden Kapitel werden wir immer einige Dinge voraussetzen.

4.1. Voraussetzungen

Das Gebiet Q C R3 sei triangulierbar und 7' > 0 sei der Endzeitpunkt der Simulation. Des-
weiteren sei (73)n eine quasi-uniforme Familie von Triangulierungen von . Wir werden also
insbesondere fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [0,7] die gleiche Familie (7); verwenden. Fiir die Zeit-
schrittweite k setzen wir die Schreibweisen 0 =ty < t; < ... <ty =T mit k = k; :=t; —t;_1
fiir alle 7 =1,..., N fest.
Als Anfangswert sei fiir jedes 7, die Funktion mj gegeben. Wir werden im weiteren Verlauf
an einigen Stellen folgende Begebenheit verwenden und setzen diese deshalb als gegeben voraus.
Die Folge der m) konvergiere schwach in H!({2) gegen eine Funktion m", in Zeichen
m) — m? in H'(Q). (4.1)
Das liefert uns nach dem Satz von Banach-Steinhaus insbesondere Beschrénktheit der Folge
||m2HH1(Q) fiir h — 0. Mit dem Gedanken an ein nicht exakt berechenbares Streufeld verwenden
wir in der weiteren Analyse den Feldbeitrag ITj, : L2(2) — S'(7}), von dem wir fordern, dass
fiir beliebiges u in L?(Q) die Funktion IT,u schwach in L?(2) gegen ITu konvergiert, in Zeichen
ITu — Iu in L2(Q).
Fiir das externe Feld fordern wir
f e ([0, TI; L2 (4 RY)).
Fiir die soeben genannten Feldbeitrage erhalten wir also Konstanten Cr; und Cy, sodass gilt
ITTmy |2 < Crr und

Hf<t)HL2 < Ck. (4.2)
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4.2. Diskretisierung der Feldbeitrage

Definition 4.2.1. Wir definieren als diskretes Pendant zum Laplace-Operator den Operator
Ap HI(Q;RN?’) — SYTh), sowie zu 1), den Operator 11y, : SY(Tp) — SY(Th) und das diskrete
externe Feld f, € C([0,T); S*(Ty,)) durch die Eigenschaften

(Ahu, Vh)h = —(Vu, Vvh),
(g, vi)n = (Tpup, va),
(Fu(t), vi)n = (£(), vp)

fiir alle vy, € S*(Tp,) und t € [0,T]. Man beachte dabei, dass das Lemma von Lax-Milgram
die Ezistenz und Eindeutigkeit dieser Operatoren sichert.

Lemma 4.2.2. Fir alle ¢, € S*(Tp,) gilt
|2nnll < Cazah ™ [V nllre (43)

und
1Andn 15 < Gazah ™"l bz
1ARBully, < gl 10l

Beweis. Wir verwenden die Definition des diskreten Laplace-Operators aus Definition und
wenden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung darauf an.

||Ah¢h”}2L = —(Voy, VAhth)
< [Vl [V Ayl
< Cazah ' |Vonllee 120y
< Cazah IVl Cre<nl Andp -

Im letzten Schritt haben wir einmal das Korollar der inversen Abschitzung [A'5.4] angewandt.
Dies zeigt mittels Cr2<; = 1 die Ungleichung (4.3). Durch erneute Anwendung erhalten wir mit

|Annlln < Cazah™ IV nllie < Gzl | dnllvs
und der Norméquivalenzkonstante Cy2<p, = 1 auch (4.4)). O

(4.4)

Lemma 4.2.3. Sei (Ty)n eine quasi-uniforme Familie von Triangulierungen von Q. Dann gibt

es ein Oz > 0, sodass fiir alle h > 0 und ¢, € S1(Ty) und x5, € N(Tp,) gilt

|Anepr(xn)| < Czzh 2| oo

Beweis. Wir beginnen mit der Gleichheit (App, ©x, Andn(Xn))n = Buy | Anedp,(x1)|* aus Be-
merkung Nun formen wir um und stellen ¢, beziiglich der Basisfunktionen ¢y, dar.
Boc | Bnp (xn)[* = (A, ox, Anby,(x0))n
= (Véu, Vox, Angp(xn))
=(V Y 0u,®n(zn), Vo, Andpy,(x))

2n €N (Th)

= Z <¢h(zh)a Ahqﬁh (Xh)> (v‘th’ V(pxh)‘

2R €N (Th)
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Wir wenden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an und erhalten unter Beachtung des Trégers
von ¢y, und ¢y, die Ungleichung

Bl And(xn) > < > (20| An s (x1) (Vs Viox,)
zp €N (Th)

< dnlipeeBudn(xn)l D> Vs, 2 Ve, Il
[Xh,2r]€E(Th)

Nun benétigen wir die Formregularitit der Triangulierungen. Diese liefert uns némlich eine
Schranke fiir die Anzahl der Nachbarknoten von xj. Aufserdem garantiert sie, dass die Volu-
mina zweier benachbarter Tetraeder sich nur um hochstens einen festen Faktor unterscheiden
konnen. Damit ist also || Vg, ||z von derselben Ordnung wie ||V, |12 und wir kénnen weiter
abschétzen.

. 9
Bxn | Andp(xn)| S 1 @nllnec | Vox, 112
_ 2

S dnlleeh 2l ex, e

Im zweiten Schritt haben wir die inverse Abschitzung angewandt. Insgesamt folgt
- 3 5
|Ann (xn)] S P72 1@l lloxn 12 B, -
Da wir mit der Holderschen Ungleichung

2
H‘PXhHL2 = H‘PXhSOXhHLl < ‘|@thL1HS0thL°° = H(PXhHLl = 5Xh

erhalten, konnen wir die Ungleichung noch vereinfachen zu
A -2
[Andy(xn)| S 77| dpllpe
Womit wir die gewiinschte Beziehung erhalten. O

Lemma 4.2.4. Folgende Abschéitzungen vererben sich auch auf die diskreten Versionen der
Feldbeitrdge

ML ||, < [Tmg [l < Cn

Lm0 < Clrzah >/
£l < NE@)]lg2 < Ct

188l < Corzah™/?
Die Konstante Ggzg hingt dabei nur von der Formregularititskonstante Crorm, Ce und Crp ab.
Beweis. Die folgende Ungleichungskette zeigt die erste Behauptung
ITTym) ||} = (ym), I,m));, = (I,m}, T,m3))
< ([T | o [[TT o0 |2
= [T [, 1Ty, [ 2
Fiir die zweite Behauptung testen wir die Funktion ﬁhmf1 mit ¢, = gpxhﬁhmi(xh) und erhalten
- N - - . -
B Mpmy, (x5)|” = (g, ox, Tpmy, (x4))n = (T, ox, Ty, (x5)) 2

< [|Thm [z (|, |z Ty, (4|
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Da wir mit der Holderschen Ungleichung die Eigenschaft

2
||SOXh||L2 = H‘PX;LSOX;LHLl < ||SOXh||L1”SOXh||L<>O = ||<PX;LHL1 = fBx,

erhalten, bekommen wir die Ungleichung
~ A Lo~
B [T (1) | < (| Ty 0" [T (3cn) .
Ingesamt folgt
[Ty (31| < [T || 85, % < Crfi, . (4.5)
Der Transformationssatz liefert uns

B = llpsllt = Y |ox,| 0 @7 - | det DOr|dA.
TeT (xp,) 7 Tret

< h3/ 1d\ = O(h?),
T,

ref

wobei wir verwendet haben, dass fiir quasi-uniforme Triangulierungen die Anzahl der Tetraeder
im Knotenpatch beschriankt ist und die Volumina der Tetraeder mit der Ordnung h® fallen.
Beachte, dass durch die Forderung der Formregularitiit auch |det D®r| nach unten durch h®
abgeschitzt werden kann. Wir erhalten insbesondere sogar By, = ©(h3). Die Abschiitzung By, =
O(h?) setzen wir nun in ([£.5)) ein und erhalten die zweite Behauptung. Der Beweis der beiden
anderen Behauptungen lduft génzlich analog. Die folgende Ungleichungskette zeigt dabei die
dritte Behauptung

I1£0 (D117 = (B (), £a(t))n = (Fu(t), £(2))
< |[En ()21 (8)]] 2
= [Ea @Ol IE@) 2
und auf gleichem Weg wie oben erhalten wir
x| < 1€(0) 22" < Ce, ",

und somit die letzte Aussage dieses Lemmas. O

4.3. Das Verfahren

Wir werden die Magnetisierung auch in der Zeit stiickweise linear approximieren. Deshalb be-
ginnen wir mit folgender Definition.

Definition 4.3.1. Fiir eine Folge (¢?);>0 definieren wir die Notationen fiir die diskrete Zeita-
bleitung d; als

d’ =k =)
und die Mittelpunktsauswertung @+1/2 als

A 1 ,
P = S + ).
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Wir stellen nun ein Verfahren vor, das auf [BP06] beruht und die Feldbeitrige auf das ge-
samte effektive Feld erweitert. Die Terme niederer Ordnung berechnen wir dabei explizit, den
Austauschterm implizit.

Algorithmus 4.3.2. Seim € S'(T},). Finde Funktionen miL € SYTy), welche fiirj=1,...,N
und fiir alle ¢, € S*(Tp,) folgende Gleichung erfiillen

(", ) = a(m), 2 x dm] ™ @), — (2 < B @) (4.6)
wobei wir das effektive Feld diskretisieren durch
R4 = O R 4 Tl + B2 mit 52 = (111 )0).

Unter welchen Voraussetzungen Gleichung (4.6)) eine eindeutige Losung hat, werden wir spéter
in Satz [5.3.6] sehen.
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Analyse des Verfahrens

5.1. Diskrete Energie und Langenerhaltung

Wir werden in weiterer Folge meist die zu 1’ dquivalente Gleichung

(dimnf ™, ) = i, x dmi ™ ) — (8] x BT, ) (5.1)
verwenden, die sich aus der Gleichheit mi X dym JH = ﬁflﬂ/ 7 dtmifl ergibt. Folgendes

Lemma liefert ein diskretes Gegenstiick zur Bedlngung aus der Definition des schwachen Lo6-
sungsbegriffs 2:2.7]

Lemma 5.1.1. Die aus dem Algorithmus hervorgehende Folge {m{L}jZO erfillt fir alle
Jj=0

Cox ~
2e dt”VmHle +aldm) ™7 = (dym] T I, (m]) + f]H/Q)h-

Bewets. Wir setzen ¢y, := dym Legt (Tx) in Algorithmus (4 ein und erhalten

Jj+1

1 1 1 —+1/2 | Ti+1/2 +1
()t dem) ™), = a(md, x dym) ™ dom] T )h—(mff/ xhi;fr/,dtmff)

(24478 h-

Der erste Summand der rechten Seite ldsst sich nach Bemerkung [3:2.6] durch den Term
a(m) x dm)t dm) )y =a Y By, (md (xp) x dem] " (x), dymi) ™ (x1))
Xph EN('Th)

beschreiben und ist aufgrund der Form (a x b,b) = 0 der einzelnen Summanden gleich Null.
Damit erhalten wir

dy ]+1”h _ _(ﬁ;flﬂ x WAY2? 4, J+1)h_
Oder unter Anwendung der alternierenden Eigenschaft (a x b, ¢) = —(a x ¢, b) des Spatproduktes

__j+1/2 1/2
demd Y2 = (@) 77 5 dymd T RIEY),

. .. —j+1/2 j+1 _ 1 J+1 1(.d+1 J J J+1 _
Wir beniitzen, dass my, X dym) " = §(mj), 4+ m)") x +(m) —m)) = m) x tm)" =

m% X dy ?f gilt. Damit wird oblge Gleichung zu

ldemd ™2 = (m]) x dym) ™ B2, (5.2)
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Nun setzen wir erneut in Algorithmus [£:3.2] ein, diesmal mit der Wahl unserer Testfunktion
¢y, = hi;frl/Q = CeXAhﬁffl/z =+ Hhm?1 + fffl/?, und sehen

JHL pi1/2y J J+1 pit1/2 —j+1/2 pi+1/2 Fj+1/2
(demy ™" hg™ %), = a(my X domy " he g 7)), — () X hog ™ S he g ).

Der letzte Beitrag der rechten Seite ist wieder von der Form (a x b, b);, und deshalb Null. Es gilt
also

1 mirl/s : 1 mirl/o
(dpmd ™ B2, = a(m) x dgmitt BEY?), (5.3)

Wir setzen nun Gleichungen (5.2)) und (5.3) zusammen und erhalten
(dml ™, Coe Ayl T2 4 Tymd + £771/2), = a||dim? ™12, (5.4)

Weiters lasst sich der Laplace-Term vereinfachen zu

(dm! ™! Cox Ayl T1?)), = —Cox(Vdmd ™, vl T1/2)
Cox : . : 4
=—3; (Vm{;rl —Vmj, Vm{;rl +Vmy)
Cex G412 32 (5.5)
=~ (Vg 20y — IV [f20))
Cox ;
= di|| V) 22 )

Man beachte, dass im ersten Schritt durch die Definition von Aj, auf das L2-Skalarprodukt
iibergegangen wird. Aus Gleichungen ([5.3) und (5.5)) erhdlt man die gewiinschte Gleichheit. [

Satz 5.1.2. Der Output von Algorithmus erfillt fir alle j =1,...,N
|m§1(x)] <1 firallexeQ, (5.6)
sowie
lm) (xp)| =1 fir alle x;, € N(Tp). (5.7)
Insbesondere gilt fir alle mib die Gleichheit HmeHLN(Q) =1.

Fiir den Beweis verwenden wir das nachfolgende Lemma.

Lemma 5.1.3. Der Output von Algorithmus erfullt die Beziehung

lm) (xp,)| = [m) ™ (x1,)| fiir alle 5> 0 und alle xj, € N'(T;,).
Beweis. Wir setzen dazu in Algorithmus die Testfunktion ¢ = goxhﬁffl/ 2(xh) ein und
bringen alle Ausdriicke auf eine Seite.

. s , , i
0= (dtm%+1vgpthg1+ / (Xh))h - O‘(mil X dtmil+1v<pth?l+ / (Xh))h (5 8)
—_7+1/2 ~7+1/2 —7+1/2 ’
+ (2 B2 o, 1 () )

Wir bemerken, dass ¢, (z5,) = 0 fir alle x;, # z, € N(Tp,) gilt, und erhalten damit nach
Bemerkung [3.2.6

(Dns xn€)n = By (D1 (%), €(x1))-
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Dies beniitzen wir um Gleichung (/5.8 weiter umzuformen.

0 = B, (o) (1), 10,2 (x1)) — @, (0], x ], T (), 700, (3x1)
By (2 BIE2) (), 0,2 (1) -

=0

Das letzte Skalarprodukt ist von der Form (a x b, a) und deswegen Null. Nach Definitionen von
Jj+1 —j+1/2

dgmy " und my, erhalten wir weiters:
1 . .
0 =i, o (0 (o) — ] (xn) ™ ) + o (x4)

- aﬁxhﬁ@ﬁ x (o™ (xp) — i (xp)), ) ™ () + o ()
Unter Beniitzung der Bilinearitdt und Symmetrie des Skalarproduktes gilt
1 L ) : .
N (AR AR ARC A R ACAREHCATY

— e, (o Oen) % (" Oxn) = o ), i )

:(mgl(xh) Xmi+l(xh)7mg;‘+1 (Xh)>:0

und damit
0 = ({mf ™ (e, mf ™ () — () (xn), ) (x4 )
Hieraus folgt schliefllich

) (xp,)| = [m) ™ (xp,)| i alle xj, € N(T5)

und damit die gewiinschte Eigenschaft. O

Beweis von Satz[5. 1.4 Wir zeigen Gleichung (5.6). Da die Funktionswerte mi(x) fiir alle x € Q
lediglich Konvexkombinationen der entsprechenden Knotenwerte mi(xh) darstellen, folgt die
Eigenschaft |m?l(x)\ < 1 aus der Konvexitiit der Einheitskugel B3 := {x ¢ R® : [x| <1} D §? D
{md (x1) : x5 € N(T5,)}. Das sieht man wie folgt. Sei N'(T) := {xh e N(Tp) : xp, € T}. Fiir alle
T € Tp und x € T gibt es baryzentrische Koordinaten arx, € [0, 1] mit the N(T) OT x), = 1,

sodass gilt x = Exhe N(T) OT 5, Xh- Fiir die affine Funktion mh’ +(x) gilt also:

mil ol =mf (Y arwxa)l =1 Y anmiGa)l < D ara [m) (x| = 1.
xp €N(T) xpEN(T) xp EN(T) )

Gleichung (5.7) folgt aus Lemma in Kombination mit |m{(x;)| = 1. Fiir die Funktionen
m{L € C(Q) gilt aufgrund der Stetigkeit und weil in den Knoten das Maximum angenommen

wird

0 ey = maxfon ()| = o, ()| = 1.
X
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Definition 5.1.4. Firx € Q und t € [tj,tj4+1) definieren wir

it ) = ot + i 9
my, (t,x) == mJ (x)

m;), (t,x) == mJ] " (x)

my(t, x) ::%( (%) + mi*(x))

Lemma 5.1.5. Die Funktionenfolgen aus Definition[5.1.]) bleiben beschrinkt. Insbesondere gilt
fiir alle h,k >0

HmthLOO(QT) = Hm;kHLOO(QT) = HmﬁkHLoo(QT) =1
und
Mgl e () < 1.

Beweis. Fiir die Funktionen m}fk und m,, folgt dies sofort aus Satz da die gewlinsch-
te Eigenschaft hier sogar punktweise gilt. Die beiden Funktionen my, und my erfiillen als
Konvexkombinationen der mil sicherlich

Impk || goe (o) < 1 und [ Mpgf|geq,) < 1.

Wegen der Zeitstetigkeit von [[myk(t,.)|| e (o) gilt sogar fiir alle j =0,..., N

|| gee () = Hfg):;]ﬂmhk(t X)L () 2 m]aXHm%HLOO(Q) =1

Damit gilt die Aussage auch fiir my,;,. O

5.2. Konvergenzanalyse

Lemma 5.2.1. Fir alle t’ € [0,T] und ¢ > 0 gilt die Energieabschitzung

tl
ex Cex
5 [V (¢ Nz + (@ —e) ; HatmthidtSfQ IV (0 HL2+ (Cn+Cf)

Beweis. Wir verwenden dazu Lemma Es gilt also

C%x 17
5ol Vg + alldem I = (demd T () + 6772

Wir wéhlen n := min{j : ¢; > t'}. Wir summieren die Zeitschritte von j = 0,...,n — 1 und
erhalten
Cex S i+1)12 - +1 - Fi+1/2
o D Al s )y fldag T = (dim L0 () + B
J=0 J=0 J=0

Durch die Gleichheit dtHVmJHHLg =k~ (va'}i—"_lHiz — ][me%g) wird die erste Summe zur
Teleskopsumme und wir erhalten

n—1 n—1
C

ex n — 1/2
TIVmRIEe — [ VmR][Ee) + oY demg 5 = 3 (dm 1T () + 87712,
Jj=0 j7=0
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Nach Multiplikation mit &k gilt

n—1 n—1
X 1 X ad j wj+1/2
C — |IVm i+ o kldm] R = C 5 |IVm DIz + > k(demd ™ T () + £)H72),.
Jj=0 7=0

Im néchsten Schritt nutzen wir aus, dass dymyp; konstant in jedem Zeitintervall ist, d.h. es gilt
k|| dym] |3 = ffé“”atmhkuidt und damit

e |7 h||Lz+aZ / [ER e"rerh\|L2+zkdtm i (m]) + E%),,
7=0

also etwas umgeschrleben

Cex tn Clox _ e,
26 IVmi[[72 + Oé/t |0yt = TeHthk )z + Zk? (dym ™ 10 () + E/2).
0

Nun schitzen wir den rechten Term mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung ab.

Cex 2 o 2 2
v+ o [ o Ol

~j+1/2
+Zk||dt L (T ) |, + 1E T 2)5)-

Mit der Young-Ungleichung aus Lemma [A.3.5] m fiir /2 erhalten wir weiters

Ce 2 n 2 Ce 2 e [ 72
X n X
S IVmig. +a /0 | Ot < =5 |thk<o>HLz+2Z5 / o It

n—1

1. = i+1/2
+ > 5kl (] Hh+Z SHIE2
=0

Wir bringen nun den Zeitableitungsterm auf die linke Seite und erhalten

Oex n tn
ST+ 0 =) [ omelat <

n—1
1 2+1/2
(O[22 + > ook + 15215).
7=0

Mit ¢’ € [th_1,t,) gilt dann einerseits Vm} = Vm;, (#) und andererseits fOtIH-Hdt < fot”H-Hdt.
Damit konnen wir obige Gleichung also nach unten abschétzen und erhalten nach Lemma

t/

e"nv L3 + (a0 —e) i [EE I

(0 )||L2+ (CH+Cf)

die gesuchte Energieabschéitzung. O
Lemma 5.2.2. Es existiert ein Cgom > 0, sodass fir alle h,k > 0 gilt
2
IV 2o < Gz,
— 2
IVIllLe o) < G5z
2
Il 0, < Oz

Dieses gz hiingt dabei lediglich von den Daten o > 0, supyol|Vm? |12, [Qr], T, Cex, Cr1 und
Ct ab.
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Beweis. Wir bemerken zuerst, dass es wegen Lemma [5.2.7] ein festes ¢ gibt, sodass fiir alle
h,k >0 und alle ¢ € [0,T] die Abschitzungen

IVmyf, (812 < ¢ (5.9)

t
| 1oy < o (5.10)

gelten. Wir erhalten also die Beschréinktheit der Folge (Vmy;f, ) mittels

T
IVensiliany = [ IV Ol < 7.

<c

. — 2 . . .. . —
Fiir [[Vmy,, [I12(q,) bemiihen wir genauso den Satz von Fubini und niitzen aus, dass Vmy,,, und

Vm;{k auf geeignet gewdhlten Zeitintervallen iibereinstimmen.
2 g 2
vathL2(QT) :/0 ”vmthL2(Q)dt
oot )
= Z/ Vi, (12 ) dt
i=0 't
i 012 = [ 12
= [ v+ 2 [ Iy
j=1"t

n—1
= E|Vm |2 + k> _IVm] {20
j=1
n—2
+1
= k|Vm) |2 + kY _IVm) e g
=0

t1
< /O I 2 ot + [ V007,22 0

< k| Vm} {20 + Te

Da nun m, wie in (4.1)) vorausgesetzt, gegen m° in H*(Q) konvergiert, bleibt insbesondere
||Vm2Hi2(Q) beschrankt. Damit erhalten wir die gleichméRige Beschrénktheit von Vm,  in

L2(Qr).

Fiir Vmy;, beniitzen wir die Linearitit des Gradienten und erhalten

_ 1 _ 1 _
IV |2 = §vahk +Vmy [l < §(vahk”L2(QT) + IV, ez 0q)-

Also folgt die Beschrénktheit von Vimyy, aus der Beschrianktheit von Vm,, und Vm;k.
Nun fehlt noch zu zeigen, dass ||mpug|/3 (@) beschrinkt bleibt. Dazu spalten wir die Norm
definitionsgeméf in die einzelnen Beitrage auf:

2 2 2 2
Imnllf o) = Imaklltzo,) + 19mnkllz o) + 1IVmkllie o)
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Die Abschétzung des ersten Summanden folgt aus der Beschranktheit des Gebietes, sowie der
Beschranktheit von my

2 2
Ikl o) < Mkl @) [Q27] = [Qr] < occ.

Nach Voraussetzung (5.10) gilt weiters

Hatmth%Q(QT) = /0 H@tmthiz(Q)dt <ec.

Die Beschrinktheit von Vmyy, in L2(27) ergibt sich erneut aus dem Zusammenhang mit Vm,,
und szk.

T
IV eI 20, :/0 IV |72 )t
ol i )
-3 / 4] 2
— 1 tivy1 —1 ;
= Z/ —Vm AT %vmgnimdt.
tj

Wir beniitzen nun die Ungleichung [ja + b]|* < 2||a/|* 4 2|5]|* und erhalten
1 +1
Vs ) < Z / V] gy + 2 V] [ gt
1 .
5 [ AT g+ 21T
: t

2 — 12
= 2[|Vmy, [lp2(0, + 21Vmy[lpe,)-

Damit bleibt auch Hmth%{l(QT) beschrénkt und, um den Beweis zu vervollstandigen, sei ab-
schlieffend (g als Summe der Schranken gewahlt. t

Lemma 5.2.3. Es emistiert ein m € H'(Qr), sodass

myy, 5 m in HY(Q7), (5.11)
Mmpg, My, m;k,ﬁhk S m in L% (Qr), (5.12)
Vm;,, Vi, Vi 22 Vm in L2(Q7). (5.13)

Hierbei gibt es sogar eine Teilfolge, fiir die alle obigen Konvergenzen erfiillt sind. Fir dieses m
gilt |m(t,x)| =1 fast dberall, d.h. |m|geq,) = 1.

Beweis. Die Existenz von m € H!(Q7) und die schwache Konvergenz aus (5.11]) erhalten wir
direkt aus Satz[A.4.1]und Lemma[5.2.21 Wir verwenden den Satz von Rellich [A.4.5und erhalten
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my,;, LN L2(Q7). Nun betrachten wir |[mp; — m,:kHiQ(QT). Mittels Satz von Fubini gilt

2

— [T gt =t tig—k—t
— 2 +1 +1 2
e = i = 3 [ e e B
=07t
Nl ot
=Z[ It — t)dmnd 2 gyt
=0 7
N-l tj+1
141
= > ] gy [t
Jj=0 t
N—-1
% o
-3 |dymy, ||L2(Q)
7=0
p2 Nl ot -
S5 Dl A Al
7=0 J
]{32

||5tmhk||L2 Q1)

Und da H@tmthLg(QT) wegen der Energleabschatzung 1{ kombiniert mit der Norméaquiva-
lenz3.2.7| beschréinkt bleibt, geht & HﬁtmthLg(QT) gegen 0. Haben wir nun eine Teilfolge my,,

fiir die gilt my,x, — m in L?(Qr) dann erhalten wir also auch |myp,x, — mf;k[”%?(QT) — 0.
Mittels Dreiecksungleichung gilt

[ —my o < lm—mpe g2, + [Imnk, —my e, — 0.

Die Konvergenz von mh ke erhalten wir mit folgendem Argument. Die Funktion myy, ist stiick-
weise affin und erfiillt deshalb my(t; +t,x) —mpg(t;, x) = mpe(t; +t+ o, x) — my(t; + o, x)
fiir 0 <t < k. Wir wéhlen o :=tj41 —t; — ¢ und erhalten

mhk(tj 4+, X) — m}:k(tj +t, X) = mhk(tj + t,X) — mhk(tj, X)
= mhk(tj +t4+ a,x) — mhk(tj + a,x)
= myg(tj+1,%) — mpg(tj —¢,%)

= —(mp(tjp1 — t,x) —m, (tj41 — t,%)).

Aufgrund dessen lésst sich durch stiickweises Umdrehen der Integrationsrichtung die Gleichheit
der Normen

[mps — mﬁk||L2(QT) = |lmpg — miJer||L2(QT)

und somit die Konvergenz folgern. Wir erhalten also die Konvergenzen mZ[ g, M und my, . —

m in L2(Qp). Fiir den Mittelwert My, := 3(m;, +m;,) gilt damit sofort

1 1
_ + —
[m — mhgk‘gHL2(QT) < §Hm - mhékZHL?(QT) + §||m - mhmHL?(QT) — 0.
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Um (5.13) zu zeigen, withlen wir nun eine beliebige Testfunktion ¢ € C°(Qp; R3%3).

(vm}:ekgv ¢)L2(QT) = *eliglo(mi:ma div ¢ )L2(QT)
€0 (Qr;R3)
= (Vm, )12,

Dabei gilt die erste Gleichheit indem wir zeilenweise partielle Integration [A.7.3] anwenden. Um
die matrixwertige Gleichheit kompakt auszudriicken werden hier die Definitionen und
verwendet. Die zweite Gleichheit gilt wegen der starken Konvergenz von my, . und die dritte,
weil m in H! (1) liegt und wir erneut Korollar anwenden konnen. Die Aussagen fiir thk
und Vmy; folgen analog.

Nun zeigen wir die letzte Aussage dieses Lemmas. Diese erhalten wir durch Anwendung der

Dreiecksungleichung und des verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir
beliebige ¢ € [0,T], x € Q und x, € N (Tp)

lim
{—o0

[y (8, 3)| = 1 = [Jmy (¢, %) = g (8, x| < g (8, %) — my (2, %))

< N — .
< yrg%!thk(t,y)Hx Xp|

Fiir jedes x wahlen wir nun einen Knoten xj, sodass x und x; im gleichen Element Tk liegen.
Da Vm,, elementweise konstant ist, konnen wir obige Gleichung mit der Schrittweitenfunktion

h durch
[y, (83 = 1] < | Vg, | |
endgiiltig nach oben abschétzen. Wir integrieren und erhalten
Imyl = e, < hHVIn}:kHL?(QT)'

Also die Konvergenz |m;, | — 1 in L?(Qp; R?). Womit mit der Dreiecksungleichung abschliefend
gilt

[lm[ = 120,y < lm—my; |2, + My = Lz — 0.

Dies impliziert weiters |m| = 1 fast tiberall. O

Wenn wir nun in weiterer Folge von Konvergenz sprechen, dann sei damit die Konvergenz der
Teilfolge aus dem vorangehenden Lemma gemeint.

Lemma 5.2.4. Fiir den Grenzwert m aus dem vorangegangenen Lemma gilt m(0) = m°® im

Spursinmn.

Beweis. Nach Voraussetzung konvergiert m% — m" in H'(Q). AuRerdem konvergiert mittels
my,. S moin HY (Qr) auch die Spur ~yomypy sub, vom in L2(Q) wegen der Stetigkeit des
Spuroperators. Da aber wegen der Zeitstetigkeit von myy auch yompr = mpe(0) = m% gilt,

erhalten wir die Konvergenzaussage

m) — yym =m(0) in L%(Q). (5.14)

Nun impliziert die Voraussetzung m9 — m® in H'(Q) aber insbesondere
m) ~m" in L%(Q). (5.15)
Aus und erhalten wir durch die Eindeutigkeit des Grenzwertes das gewiinschte
Resultat m(0) = m°. O
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Nun haben wir fiir die Funktion m Bedingung [I] aus der Definition des schwachen Losungs-
begriffs gezeigt. Folgendes Lemma dient als Basis um die Bedingung [2] zu zeigen.

Lemma 5.2.5. Sei fir ein beliebiges ¢ € C*°(Qr) die Funktion ¢;, gewdhlt als ¢ (t) =
In(o(t,.)), dann gilt

T T
/ (O, dp,)pdt = a/ (my, x Oymypg, @y, )pdt
0 0
T ~ ~ —
—/ (Mg, X (CoxApMpg + Imy, + £41), @) pdt.
0
Fiir t € [tj,tj41) definieren wir dabei £y (t) == f'}{H/Q,

Beweis. Fiir alle Zeitpunkte t ist ¢,(t) in S'(7;,). Damit gilt nach Algorithmus fiir alle
j=0,.,N—1

(dem) ™ ) = (m), x dymd ™ ) — (ST x B g (5.16)
Indem wir Gleichung (5.16)) aufintegrieren erhalten wir die gewiinschte Gleichheit. O

Wir zeigen nun fiir die Funktion m Bedingung [2| aus der Definition des schwachen Losungs-

begriffs
Lemma 5.2.6. Die Funktion m erfillt

/ (my, @) dxdt = a/ (m x my, ¢p)dxdt + Cex/ (m x Vm, V¢)dxdt
Qr Qp Qr
—/ (m x IIm, ¢)dxdt
Qp

—/ (m x f, ¢)dxdt
Qp

fiir alle Testfunktionen ¢ € C™(Qr;R3), wobei wir hier das Kreuzprodukt m x Vm spaltenweise
verstehen.

Beweis. Wir fithren diesen Beweis in mehreren Schritten, indem wir fiir die einzelnen Terme der
diskreten Version aus Lemma [5.2.5] die Konvergenz beweisen. Zu beachten ist, dass falls wir hier
von Konvergenz sprechen, immer die Konvergenz der entsprechenden Teilfolge aus Lemma [5.2.3
gemeint ist. Unter der Verwendung von ¢, (t) := Zy(¢(t,.)) zeigen wir konkret

T
| @ gyt~ (i, @)y, (5.17)
0
T
(myy, X Oymipg, @y )pdt — (m X my, ¢)L2(QT)7 (5.18)
0
T
/ (Mg X ApIpg, @p)pdt — —(m X VI, V) q (5.19)
0
T ~
| G T gyt = (m < i, ) (5.20)
T
/ (ﬁhk X fhk:7 (bh)hdt — (m X f, ¢)L2(QT)‘ (5.21)
0
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1. Teil: Wir beginnen also mit der Konvergenz aus (5.17). Dazu verwenden wir den Satz von
Fubini

T T
’/0 (8tmhk, ¢h)hdt — (mt, ¢))L2(QT)’ = |A (8tmhk7 ¢h)h - (mt’ ¢)L2(Q)dt’

und wenden dann die Dreiecksungleichung an

T
| /O (Ormng, dp)ndt — (s, Bz 0|
T T
< /0 (@emhk,(i’h)h(3tmhk,¢h)L2(Q)dt\+V/o (O, dp) 12 () — (M, @) g2 ()t
(5.22)

Den Integranden des ersten Summanden schitzen wir mit Satz ab und erhalten

T T
\/0 (Ormypk, @) — (Oeming, @p)p2(q)l S/O Chl| 0|2 () IV Pnllp2 o) di-

Dass ||V | 2(q) beschréinkt bleibt, sieht man mittels Approximationssatz durch Anwen-
dung der Dreiecksungleichung

IVénllzi) < IV — VOl ) + IVOlL2 )
Hier geht ||V, — V|12 wegen Ungleichung M gegen Null, und [[Vé||pz2(q) ist beschrénkt
wegen ¢ € C*°(Qr). Also gilt
T T
I/ (Omipg, g )ndt — (Oemipg, dp) 20| < Ch/ [Opme |2y it
0 0
< CRIT|"?)|0smpk | 2y — O

Hierbei folgt die zweite Abschéitzung aus der Holderschen Ungleichung [AZ6.3] indem man die
Indikatorfunktion 17(t) in das Integral einschiebt. Hier ist [|0ympk(t)[12(q,.) beschrinkt, wegen

der Konvergenz my;, — m in H'(Q7). Wobei wir auch hier unter Konvergenz die Konvergenz
der Teilfolge aus Lemma [5.2.3] verstehen.
Fiir den zweiten Summanden von bemerken wir, dass 9;my, — my in L?(Q7) und wegen
dem Approximationssatz ¢, — ¢ in L?(Qr) und wenden Lemma an. Damit gilt .
2. Teil: Fir beginnen wir mit

T
’/ (my,, X O, @) — (M X My, @) g2 dt]
0
T
< |/ (O, Zp(myy X @p))n — (Oempk, Zp(my, X @)z dt|
0
T
+ |/0 (Oemipge, Tn(myy, X @) 120y — (Oempe, My X @) 12 dt|

T
+ |/O (O, My X @y )y 2(q) — (M, M X @)p2q)di].
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Den ersten Summanden konnen wir mittels Satz[A.5.2] durch den Ausdruck
T
|| @t Zatamg, % @)~ O, Ty x 1))y
0

T
< /0 Clmzhl|mi o | 9T (7, % )

abschétzen. Wir betrachten den Term ||VZ,(m, ;. x ¢p,)|ly2(q), schitzen ihn mittels Dreiecksun-
gleichung ab und wenden darauf den Approximationssatz und Lemma an.

VI (myy, % @)y < IV(EZn = 1d)(my;, X @)z ) + [[Vmy,, X @l o
< CapproxcformHth(m;:k x ¢’h)HL2(Q) + [[Vmy,; x ¢h”L2(Q)
< hClapprox Crorm Azl Vimy |12 [[V@p e + [V, X @2 (o)
Mit der eben gezeigten Beschranktheit folgt nun die Konvergenz des ersten Summanden gegen

Null.
Als Schranke fiir den zweiten Term erhalten wir mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

T
\/0 (Ormipg, Zn (myy, X @) 12 (o) — (Oemipg, My, X @y )2 ) di|

T
R T AT

Dabei ist ||[0my| g2 (q) beschrinkt und [|(Id —Z,)(my,;, x @) ||12(q) konvergiert wegen Approxi-
mationssatz [A.5.1] und Lemma [A-3:4] wie beim ersten Term gegen Null. Fiir den dritten Term
| fOT(&gmhk, my, X ¢p)p2(q) — (M, M X @)oo dt| folgt die Konvergenz aus Korollar |A.3.3{ und
Lemma

8. Teil: Fir beginnen wir mit folgenden Umformungsschritten aus der Definition des
diskreten Laplace-Operators Ay,

(M X ApDipg, @ )n — (m X Ve, Vm)pz gl
= | — (W X ¢y, Appg)n — (M X Vo, Vi) g |
= | — (Zp(Mpk x ¢p), Apyg), — (m x Ve, Vm)pe (o)l
= |(VZh(@pe X @), VBIpk) 120 — (M X Vg, Vm)ps(q)
= |(V(Zn — 1d) @ x bp), ViBIhk) 12
+ (V@ X ¢p), Vg ) 12 ) — (M x Ve, Vm) o |
Mittels Dreiecksungleichung erhalten wir also
|(Wipg, X ApTipg, p)n — (m X Ve, Vm)ps )|
< (V(Zy — 1d)(Mpg X bp,), VIIRE)p2 ()|
+ [(V(@pk X @p,), VIpg) 1) — (M X V@, Vm)ps o] (5.23)

Die beiden Summanden betrachten wir nun wieder getrennt. Der erste lésst sich mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung abschétzen durch

[(V(Zy = 1d) (Mg x @p,), Vipy)| < [|V(Id =Zp) (Mne X )|z (o) | VBk L2 (0)-
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Wir wenden nun die zweite Aussage (A.5) des Approximationssatzes an.
(V(Zp, — 1) (@py, X ¢y,), VIag)| < hCapproxCrorm | D (Wnk X 1) |20y IV Ak 1.2 (0

Fiir den Term || D?(my;, x ¢h)||%2(9) konnen wir Lemma anwenden und erhalten die Ab-
schatzung

|(Zn = 1) (@ipg, x bp) ApTiag)a| < ACapprox Crorm Gzl VAR 1.2 () ||V Dl .00 (0 [ VAR 120

Nun sind [V |lr2) [V@nllpe o) und [|[Vma([g2 o) gleichméRig beschrénkt, und damit

konvergiert das Integral | fOT((Ih — Id) (T X ¢y,), Appy)pdt| dieses ersten Summanden gegen
Null.

Der zweite Term von Gleichung ([5.23)) ist schneller abgearbeitet. Es gilt nach Lemma die
Gleichheit (V&, V(€ xn)) = (VE, € x Vn) fiir alle £, n € H'(2;R3), weswegen wir die Gleichheit

[(V(Mp X @p,), VIpg) 2,y — (M X Vo, Vm)poq |
= |[(@pk X Vb, VIpp) 2,y — (M X Ve, Vi) |

erhalten und mit Lemma [A74.4] die Konvergenz folgt.
4. Teil: Nun behandeln wir die Konvergenz aus ([5.20)). In erster Instanz bemiihen wir wieder
die alternierende Eigenschaft des Spatproduktes.

T ~
| /0 (i % Ty, @)yt — (0 TTm, )2y |

T ~
= |A (mhk X ¢h,]___[hm}:k)hdt — (m X ¢, Hm)LQ(QT)|

Wir beachten, dass das h-Skalarprodukt nur von den Knotenwerten abhéngt und schieben den
Term =+(mpx X ¢y, Hhm;k)Lz(QT) ein. Die Dreiecksungleichung liefert das Folgende.

T o~
| /0 (i % Ty, )t — (m x TTm, &) 2|

T ~
= ’/0 (Zn (e X @), pmy, ), dt — (Mpg X g, Ipmy e,

+ (Mp X @p, Ipmy; )2y — (M x @, 1Im) o g |
< ((Zn = 1d)(@px X @), pmy ) p2 0|
+ | (Mg x ¢hanhmi:k)L2(QT) — (m X ¢7Hm)L2(QT)"

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

T ~
| /0 (s X Ty, )t — (m x TTm, )2 |

< @ = 1d) @k X Op) 20 TTamy 2 g
+ | (mpp ¥ (bhanhm}:k)L?(QT) — (m x ¢h>Hm)L2(QT)|-

Der erste Summand geht nun gegen Null, weil auf den ersten Faktor der Approximations-
satz angewandt werden kann und H]._.[hm}yLHLQ(Q) beschrankt bleibt. Fiir die Konvergenz
des zweiten Summanden wenden wir Lemma [A.4.4] und Korollar [A.3.3] an.
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5. Teil: Ganzlich analog zum 4. Teil des Beweises erhalten wir die Ungleichung

T
| /0 (e % o d)ndt — (0 % £, )|

< @ = 1d) @k X D)2 IE L2000
+ [(Mhk X @p, B — (M X g, B (g,

Und mit der Beschrankthelt von [|f|[2(q,) folgt wie oben die Konvergenz (5.21)).
Die Gleichungen (5 - ) kombinieren wir nun zum gewiinschten Resultat. O

Nun fehlt uns nur noch ein Beweis zur Bedingung [3| des schwachen Losungsbegriffs.

Lemma 5.2.7. Die Funktion m erfillt fiir fast alle t' > 0

Cox / Vm(t)2dx + o / [y 2dxt < Conergy,
2 Jo (0,')xQ

fiir eine von t' unabhingige Konstante Cenergy > 0.

Beweis. Wir verwenden hier Lemma [£.2.7] Da wir bereits iiber die Beschrinktheit Bescheid
wissen, verstecken wir den e-Term in folgender Manier auf der rechten Seite:

Clox ¢
= 19wt +a [ [ 1ol < [ o (5.24)
I I

fiir beliebige messbare I C [0,7]. Wir wenden hier Lemma |A.4.6) m 6| fiir die schwach in L?(Q7)
konvergenten Folgen mJr — m sowie Jymypr — my und die konvexen Funktionen fi(x) :=

HxHLz(Q“) und fo(z) == [; fo ]xHLQ(Q dtdt’ an. Man erhilt

/I IV 0 < Tim inf [ Vo0 2y

Da wir wissen, dass die Norméaquivalenzkonstante aus Lemma gleich eins ist, konnen wir
nach unten abschitzen ||dymyy |7 > ||Oymy|ze. Also gilt weiters mit Lemma

t t t
/ \|mtui2(mdtdt’ghminf// H@tmhk\ig(mdtdt/Sliminf/ ||y |7 dt dt!
1Jo bk JrJo hk  JrJo

Da die rechte Seite in (5.24) unabhéngig von h, k ist, konnen wir mit diesen beiden Unglei-
chungen die Ungleichung ({5.24) nach unten abschétzen durch

tl
Cox /!V Ea e dt —|—a/ [0 32yt dt’ < /C.
1J0 I

Unter Anwendung von Satz [A.6.2] erhalten wir das gewiinschte Resultat. O

Hauptsatz 5.2.8. Sei m° € HY(Q;S?) und die Familie m$ € S'(Ty) so gewdihlt, dass diese
schwach in H($; ]R3) gegen m° konvergiere. Weiters existieren fiir die Wahlen der h und k
alle Funktionen (mh)j 1, welche Algorithmus gentigen. Dann konvergiert jede schwach in
H!(Q;R3) konvergente Teilfolge der myy, gegen eine schwache Lésung der LLG-Gleichung im

Sinne von Definition [2.2.77.

Man beachte, dass wir in diesem Abschnitt immer vorausgesetzt haben, dass wir bereits Lo-
sungen des Verfahrens in der Hand haben. Da diese allerdings nicht ohne weiteres vorliegen,
werden wir im nichsten Abschnitt sehen, dass wir fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer Lo-
sung des Zeitschrittverfahrens noch die Bedingung k = o(h?) einfiihren miissen.
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5.3. Fixpunktiteration zur Losung der Diskretisierung

In diesem Abschnitt werden wir ndher darauf eingehen, wie wir die Folge der m{l aus Algorith-
mus erhalten. Bis jetzt hatten wir diese Teillosungen nicht konkret in der Hand, sondern
wussten nur, falls wir Funktionen fanden, die der gewiinschten Eigenschaft geniigen, konvergie-
ren diese gegen eine schwache Losung. Wir werden zuerst die in [BP06] dargestellte Iteration
herleiten und dann deren bedingte Konvergenz zeigen.

5.3.1. lteration

Herleitung 5.3.1. Wir formen die Bedingung aus Algorithmus um.

0= (dtmh 7¢h)h - a(mh X dtmh 7¢h)h + OeX(ijJrl/2 x A 7]+1/27 Dn)n
+ (@, x Tymi), ¢

+ (ﬁfl/z X fi;“/?, ®n)h-

Und erhalten durch Anwenden der Definitionen

0= 2l ) — (] by — (i < il )+ (] x i )
4 G ((m{fl x Apmd ™ @), + (], x Apmi, ¢y),
] Bpan] g+ ) ¢ By 0,)s )
+3 (( mi " (am, + £77%), @) + (i, < (T, + 87177, ¢h>h).

Hier fallt der Term (mil X m{b, &n)n weg, und wir erhalten die dquivalente Gleichung

% (Tm) + £777%), ¢

3(m
L mf*t, gy)n <mfxmf“¢> Cox (mf ! x Aymi, )
sPn)h h h %h h h ho h)h

4
Cex ~
— T Apmg ™ )

m) ™ x (Iym), + §77%), ¢,)1

1 j Cex i < i
%(m%,(]f)h) 1 (miL X Ahmgpd)h)h -

(5.25)

Wenn wir mm die obige Gleichung unter dem Gesichtspunkt eines bekannten m}; und eines ge-
suchten m betmchten dann fallt folgendes auf: Die linke Seite ist konstant beziiglich m), 1
und die rechte Seite nahezu linear. Lediglich der vorletzte Term (1 JH XAhm , q’)h)h st nichtli-
near. Wie auch in [BP0G] wird im ndchsten Algorithmus eine durch Linearisierung dieses Terms
gewonnene implizite Fizpunktiteration vorgestellt. Wir werden anschlieffend zeigen, dass diese
unter gewissen Voraussetzungen Léosungen fir Algorithmus[{.3.9 generiert. Dies wird dann ins-

besondere zeigen, dass (5.25) bzw. [4.6)) eine eindeutige Lisung besitzt, sodass Algorithmus[4.3.2
wohldefiniert ist, vgl. Satz[5.3.4

Algorithmus 5.3.2. Setze m j+1 0, mh und ¢ =1
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(i) Berechne m{lﬂ’g € SY(Ty), sodass fiir alle ¢, € SY(Ty,) folgende Gleichung gilt

1, Cex 1

7 (g, @n)n — = *(m, x Apmi, @), — §(mh (M), +£77%), ¢
= g — (e < mg )
+ C;e"(m{flvf x Ay y )+~ (0, x Aym ™ ), (5.26)
n %x( L A, {L+1,e—1,¢h)h
5 m ([ + 5 7%), )

(i) Falls Hm?fl’g - m?;“’g_th < e dann setze f‘l = m{l‘Hvz,
(iti) Ansonsten setze £ :={+ 1 und gehe zu ().

Vorerst bleibt natiirlich offen inwiefern dieses Verfahren eindeutig definiert und korrekt ist.
Die néchsten Lemmata werden uns die bedingte Konvergenz gegen eine Funktion mffl’oo
S1(Ty) liefern — die Wohldefiniertheit des Algorithmus Anschliefsend wird gezeigt, dass diese
Grenzfunktion genau die gesuchte Magnetisierung m] 1 qus Algorithmus ist.

Wir beginnen damit, dass falls die Zeitschrittweite k: klein genug gewahlt wird, Schritt ({ij) aus

Algorithmus wohldefiniert ist.

aus

5.3.2. Wohldefiniertheit

Im folgenden Abschnitt werden wir die Fixpunktiteration genauer betrachten und ein Kriterium
dafiir finden, wann diese konvergiert. Dies wird uns k = o(h?) als hinreichende Bedingung an die
Zeit- und Ortsschrittweite liefern. Die Konstanten, die diese Bedingungen widerspiegeln werden
wir hier voranstellen.

Definition 5.3.3. Fiir feste h, k definieren wir die Konstante vy, die wir fiir die Wohldefiniertheit
der Iteration bendtigen durch

—2k. (5.27)

Weiters definieren wir die Konstante ©, die wir fiir die Kontraktionseigenschaft und somit Ter-
mination der Fizpunktiteration bendtigen durch

0. 1t CoxOzgkh ™2 /4 + Oggkh—3/?
o 1- Cexcmkh_2/4 .

(5.28)

Lemma 5.3.4. Fiiry < 1 und gegebenes m?fl’e_l € SY(Tr) hat Gleichung (5.26)) eine eindeutige

Losung m{fl’g. In diesem Fall bezeichnen wir die Abbildung, die uns zu mffl’g_l die Funktion

m{fl’g liefert mit K : S*(Tp,) — SY(Th).

Beweis. Wir zeigen, dass Gleichung ([5.26]) eine eindeutige Losung fiir m{fl’e hat. Dazu ver-
wenden wir das Lemma von Lax-Milgram Wir definieren nun schrittweise fiir £ = 1 die
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Bilinearform By(1p,,, ¢;,) auf S1(T,) x S*(T;,) durch

(m), x ¥y, dp)n

ex X 1 Cex 1 X
(¢, x Ahmip bn)n + (m% X Appp, dp)h

1
By(y, ¢p) = E(ﬂ’m(ﬁh)h -

Qe

Cfl 4 (5.29)
+ 3 (o x Ay )
1 ~ .
+ §(¢h x (Il my, + f;JlH/Z)a b )n-
Mit L(ey,) := (md, ¢y, ) — Cox(md x Apmi, ¢y,) — 2 (md x (Tmd +F1/%), @), stellt dann

By(m) ™, ¢,) = L)

genau die Gleichung (5.26)) dar. Fiir ein beliebiges ¢, € S*(7) ergibt sich

Bil@ns dn) = 7 (1 u)n — 5 (0], x B b

x -1
Z (¢p, x Apmy " s On)h

ex Cex
4 (g, x Ahmh, bn)n + 1 (mh X Ah¢ha bn)n
(¢, x (I mi + f}{+1/2)7¢h)h

Q=

Q

_l’_

)_11\3\}—‘

cllnllh + Co = (m), % Ay, d)

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir daraus

1 C T
Bi(énbn) > 7 10nllE — i, x Bndylldull
Im néchsten Schritt wenden wir die Abschétzung aus Lemma [A-3.T] an.
1 2 Cexy ~
Be(bn: #n) = 1 @nlly — =l llpee [ Andnllrl nll-
Der Laplace-Term ldsst sich mithilfe von Korollar [£.4] abschétzen.
B 1 2 Cex 2 —2 J
(D, Pn) = %”d’h”h -, Yazah ([, |0 ([ @l 1@,
1 Cu _
= lbnlli(;; - = CGamah ™).
Falls nun der Klammernausdruck positiv ist — das gilt, falls v := %C%mh_% < 1 ist —
haben wir eine koerzitive Bilinearform. Diese ist aufgrund der endlichen Dimension des Raumes

S1(Ty,) stetig. Das Lemma von Lax-Milgram sichert uns deshalb eine eindeutige Losung
]H fest (Tn) der Gleichung

By(m} ™, @) = L(¢py,)  fiir alle ¢, € S'(Th).

Das ist aber genau Gleichung ([5.26]). Fiir gegebenes m{fl’e_l lasst sich also Gleichung (5.26)),
O

. . 41 .
eindeutig nach mif £ 15sen.
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Wir wissen nun, in welchem Fall wir die Berechnungen sinnvoll durchfiithren kénnen. Um zu
sehen, dass das Verfahren terminiert, zeigen wir das néchste Lemma.

Lemma 5.3.5. Seiy < 1 fir die Konstante aus Definition[5.5.3 Dann gilt

1,041 1,0 1,0 i+1,0—1
||, —mj < @ 7||m] —mj -
Beweis. Wir wahlen ein xj, € N(ﬁ) sodass gilt | j+”(xh)| = ||rnj+”||Loo. Nun setzen wir

die Testfunktion ¢h = Qx, M j + (Xh), mit ¢y, der nodalen Basisfunktion aus Definition

in Gleichung (5 ein. Hlerbel fallen die Terme (m h+1 . , Oxp mifl “(x1))n weg. Es ergibt
sich
1, Cex 1 1/2
L ) — = () Ay, @) — 3 (m, < (Tpm, + 87172, 6,01
1 Cex
— j+1 €7¢h) 4 (mh X A ]+1 e7¢h)h-

7 (m,
Nun muss noch geeignet umgeformt werden. Wir vereinfachen nach Bemerkung[3.2.6] Auf beiden

Seiten lésst sich durch By, kiirzen.

0 [ = ) ). mnf 7 ()
— C;fx <m‘2(xh) X Ahmi(xh) miL—H é( h))

x< (Xh) XAhmJ+1Z( h) m?lJrlE( h)>

m) (x,) x (Ipm) (xp) + B2 (xp)), m) ().

l\D\H

Wir wenden die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung an.

j+1,6
G|

j+1,¢ 2 ]
| po (xp)T < g (xp)[[my,

Q=

7 ()

+ = () [| A, (3¢5 [ m

4

j X i+1,0 i+1,¢
Afxlmi(Xh)HAhmi (¢p) [y, ()|

2 o ) ] ) ()

A

_l’_

L Zj+1/2 1,0
o+ 5 o, e ]2 oen) e P o)
Der Ausdruck ldsst sich mittels ]m{l(xh)] = 1 vereinfachen.

1,0 9 1 1,0
\mH (xn)|” < —| ?fr (xn)|

Qw

7 Gen) [, ™ ()|

i+1,0 i+1,6
)|y (%) |

2 (o) |l ().
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T (ocn)| = [l e Tiefert

Division durch |myj, +, E( )| und Anwenden von |m

1 || J+1£
k

Cex X j Cex X 1
7 (xn)| + | Apm) T ()| (5.30)

| =

[
L L gj+1/2
+ 5T (eu)] + 5187261

Mit Lemma [4.2.3] angewandt auf die beiden Laplace-Terme gelten die Ungleichungen

Y, _ 1,0
|Apmd (x| < Q2 m) e,
|Apmi (x1,)| < Cizzh 2 |m oo -

Wegen Korollar erhalten wir auch die Abschitzungen
[Ty, (x)| < G2,
7172 (oxh) | < Clrzah ™.

Diese Abschétzungen konnen wir nun auf (5.30)) anwenden und erhalten
C _ ; C - +1,0
1 Gl ool pe + = Gl ™[00, ™|
1 1
+ 5 Gzah ™ + 5 G ™.

1
mJ+1 4

L A I
k L°°1<;

Woraus man mittels Umformen und HmiHLw = 1 die Ungleichung

o 1+ CoxCrzabh ™2 /4 + Crgakh ™ _ (5.31)
= 1 — CoxClrakh =2 /4 a '

gewinnen kann. Nun betrachten wir die Differenz zweier aufeinanderfolgender Gleichungen der

Jj+1,4

[,

Iteration.

Lo 141 41,0 a, 141l
0= %(m% —m) ) — E(m% X (my, m) ), dp)n
C 1,041 TRW N Cex 1,641 1,0
= (g T =g T s A )+ = (g T o Ay T gy )

j+1,0
_m‘ZL—’— );¢h)h

4

Cex L il Cex, i %

46: ( ]+1€ « Ahm‘;b-i-ll 17¢h)h+76(m‘2 « Ah(mij_l /+1
: i

(o), — ) o (T + £7717%). )

Wir addieren den Term & (mj, ITLE S Ay ﬁ”; bn)n — 5= ( {f” x A m]Jru7 ¢,)n = 0 und

fassen geeignet zusammen.

0— %(mﬁuﬂ B m{lﬂ,z’ ¢h)h _ %(mi < (mg'l+1,f+1 _ mi+1’e)7¢h)h
n C:IX ((mi+1,e+1 —md ) Ahmfl,th)h n %X((miﬂ,eﬂ m] ™) x Amd T @)
o s B ), 00, ] A ) ),

% (m g+1 41 gl+1,z) o (ﬁhmfl +fi+l/2)’¢h)h‘
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Wir wihlen ¢, := mffl’eﬂ - mﬁu. Damit sind der zweite, dritte, vierte und siebte Term von

der Form (a x b,b);, und fallen weg. Es bleibt

1 . , .
Lo e GHLE 41641 G+1,0
2 (mh oG, —my )h
Cex j X i ;
_ j+1,0 j+1,0 j+1,0—-1 JHL+T g1
=77 (mh X Ap (" — ), my, )h

Cov i = , . . .
J J+L,+1 j+1,4 Jj+1,6+1 Jj+1,4
1 (mh x Ap(my, —my ), my - my )h.

Nun wenden wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und das Lemma an und dividieren

dann durch [m] ™ — mI T

1 e m/ ||, < %Hmj—i-l,ﬂ

41,6 i+1,6—1
L | h h = h ( —my )Hh

nmy, h

Cexy_j A (mi L +1e)
m;,

-

Auf |jm] I+l €||Loo wenden wir ((5.31]) und auf die beiden Laplace-Terme Korollar 4.4/ an. Auferdem
gilt ||mh||L°° = 1. Das liefert uns

ES WA Ry IS W, C 1,0 i+1,0—1
|my, my |, < k ex@omh 2|Jmd """ — m) I
_ 1,041 1,0
2||m% - mi Hh

Erneutes Umformen liefert die Ungleichung

it < o- CoxCGazgh ™k /4 it gt
h h Cexcmh 2k/4 h h*
Dies ist das gewlinschte Ergebnis unseres Beweises. O

Nun miissen wir noch feststellen, wie A und k gewéhlt werden miissen, damit wir aus vorigem
Lemma eine Kontraktion und damit Konvergenz erhalten.

Satz 5.3.6. Fulls gilt ©12= < 1 fiir die Konstanten aus Definition . Dann hat Algorith-

mus [{.3.9 fur jedes j eme emdeutzge Losung. Diese lasst sich durch die Fz'acpunktitemtz’on aus
Algorithmus mittels mJJrl = limy_yee mifl e gt (Tn) berechnen.

Beweis. Laut vorigem Lemma stellt die Abbildung K aus Lemma fir ©= < 1 eine
. . .’y . .
Kontraktion dar. Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes garantiert uns somit einen ein-
deutigen Fixpunkt m j thoo . = limy_, o mf_ “ von K, gegen den Algorithmus konvergiert.
Beachte nun mlttels Glelchung (5-26), dass m ]H °° genau dann ein Fixpunkt von K ist,

falls m{lﬂ >® Gleichung (5.25)) 16st. Diese ist aber aquwalent zur Bedingung ([4.6) aus Algorith-
mus [4.3.2) O

Bemerkung 5.3.7. Betrachten wir den Ausdruck @ﬁ in Abhdngigkeit des Produktes x :=

h=2k, dann ist dieser bis auf die beiden Polstellen stetig in x und hat eine Nullstelle fiir x = 0.
Das bedeutet insbesondere, dass ©1— W < 1 gilt, falls x klein genug gewdhlt wird. Dies beschert

uns also die Voraussetzung k = 0(h2) fiir die Konvergenz des Verfahrens.
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5.3.3. Abbruchkriterium

In diesem Abschnitt zeigen wir nun noch eine Abschétzung fiir das Residuum der Fixpunktite-
ration, um das Abbruchkriterium zu rechtfertigen.

Lemma 5.3.8. Seiy < 1 fiir die Konstante aus Definition[5.5.3. Dann gilt

¢ Y 120 R —jt1/20
(demd T @ )n — a(m), x dym] ™, @) + Cox (T /285 Ayt 2L b
9 l ~ 1
+ (m;fl/Q’ X Hhmi, ¢h)h
—J+1/24 ~j+1/2
+ (@, P T )l

C _ 1.0 j+1,0—1
< O Cegh ™ ™ = Tl

j+1,¢ - kfl(mj—&-l,é - j) und m —j+1/2€ o 1(mj+1 N

wobei dymy s my, 3 + mh) sind.

Beweis. Wir benutzen in erster Instanz die Gleichung (5.26)), die wir durch Linearisierung des
quadratischen Laplace-Terms erhalten haben. Ubrig bleibt deshalb genau der Linearisierungs-
fehler.

’(d ]+1 éa ¢ )h - a(mh X dtmj+1 Zv ¢h)h + Cex(ij—‘rl/zg X Ahﬁ{j—l/le’ ¢h)h

+ (ﬁffl/u X Hhmm ®p)n + (7J+1/” X fjH/Q, &n)nl

Cox Cox (1

=1 % () T Apmd T ) — Z (g, AT @)1
C . ~ 5 —

= (AP T, ).

Fiir den néchsten Schritt bemiihen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und Lemma [A231]

__9+1/2.¢4 X __q9+1/2¢
|(dy ]+M,¢h)h — Oé(mh X dtmﬁlea én)n + Cex(mif /2t Ahmﬁ /2 L On)h
_ ¢ i 9 l %]
+ (m), 1 Hhmi, o)+ (@ ET g,

C j+1,0 j+1,6—-1 j+1,£
< O ] (] =l

Unter Beniitzung von Korollar und (5.31)) erhalten wir die gewiinschte Abschéitzung. O

43






Implementierung

In diesem Abschnitt werden wir die entscheidenden Teile der Implementierung besprechen. Ne-
ben der bereits vorgestellten Fixpunktiteration stellen wir auch eine Newton-Iteration vor. Diese
werden wir allerdings nur aus praktischer Sicht betrachten und Konvergenzbeweise vernachléssi-
gen. Die numerischen Experimente bestétigen dabei die Erwartung einer schnelleren Konvergenz.

6.1. Fixpunktiteration

Wir werden hier nun die wichtigsten Codes fiir die Implementierung der Bilinearform ([5.29)
besprechen. Die weiteren Codes finden sich im Anhang. Wir wollen also die folgende Bilinearform
auf S'(Ty) x S*(7T;) implementieren.

Q

1 .
Bo(Yy,, pp,) = E("vbh»(ph)h — —(my, X 2y, dp)n
ex X ] Cex ) X

(¢, x Apm) , )1, + 1 (my, X Aptpy, dp)n
= (g, x AT ),

Py, X (ﬁhmi + ?;Z+1/2), Dn)h-

+
Q=

_l_
e

4
+5(

N

Dazu wihlen wir zuerst eine Basis von S1(7},) mit einer Reihenfolge der Basisvektoren. Die
Knoten der Triangulierung seien mittels coordinates als ein N x 3-Array gegeben. Um ei-
ne 3 x 3-Blockstruktur zu erhalten verwenden wir die dadurch gegebene Nummerierung x; =
coordinates (i, :) fiir die nodalen Basisfunktionen ¢, € S'(7}) in folgender Weise:

Definition 6.1.1. Wir definieren firi € {1,...,N},d € {1,2,3}

PitN(d—1) = Pi€d-

Weiters definieren wir [i,d] := i + N(d — 1), womit @y 4 = pieq gilt. Fiir ¢, schreiben wir
damit auch @, q..1-

Dann bilden wir die Matrix B, fiir die gilt By, ,, = Be(@,,, @,,) fir m,n =1,...,3N. Beachte
dabei die Reihenfolge von m und n.

Wir bringen nun die einzelnen Beitrdage der Matrix auf eine vereinfachte Form. Wir nutzen
dabei wieder die alternierende Eigenschaft des Skalarproduktes aus.
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1 .
BZ(‘pna Qom) = E(‘lona ‘Pm)h - 7( i X Pn> Som)h

Q

k
Cex A J ex J A
+ 4 (‘Pn X Ahmhasom)h + 4 (mh X Ahcpnasom)h
Cox ~ 10—
+ (e x Apng T )
1 ~ g RiH1)2
+ 5 (o x (M, + 8772, 0,
1 « ;
= %(‘Pnﬂ Som)h + %(‘Pm X Pns mgz)h
Cox o y _ .
+ Z (Som X (anAhm?l)h - Z (Qom X Ahgonamgl)h
C ~ 10—
+ ;X ((pm X Pp, Ahm?j—lj 1)h
1 Ry
+ 5(‘Pm X P (Hhm?l + f}JlJr / ))h
1 Cus _ .
= %(Qona Som)h - Z (Som X Ahcprwm%)h
m‘}jl_'_m{;*l,ffl

a 1 _ -~
+ (Qom X Pp, Em% + i(CeXAh + Hhm?l + f}z+1/2))h

Es gilt also neben der Linearform

o L(gn) = (mi, @) — G (mi x Ay, ) — 5 (mj, x (I +5777%), @)
auch die drei Matrizen

* (P> Pnlh;

o (p,, X Ahcpn,m{b)h und

b (me X Qonanh)h

fiir ein 1, € SY(7) zu implementieren, welches dann nach obiger Rechnung als der Term
. - j Jj+1,4—1 ~ . ~
My = md + (CoeAy 22— 4 Tl + F//?) gewiihlt wird.

6.1.1. Matrix A,., = (©,,, Pn)h
Nach Bemerkung [3:2.6] gilt

(P P = Z Bxy, (P (xn), P (xn)) = /Bxim (P (Xi ), Pn(Xi,)) =

<n N (T 0 sonst.

{sz-m falls m = n,

Die Matrix (¢,,, ¥, )n ist also eine 3N x 3N-Diagonalmatrix und lésst sich leicht implementieren.
Fiir die Implementierung dieser Matrix siehe Listing

Listing 6.1: h-SKALARPRODUKT ZWEIER STUCKWEISE LINEARER FUNKTIONEN

1 function S = inner_Pl_P1l_h(mesh, phi, psi, dimPhi)
2 SINNER_P1_P1_H h—inner product of two piecewise linear globally continous
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© 0w N O s W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

functions.
S = INNER_P1_P1_H(MESH, PHI, PSI) returns reduced inner_product (.,.)_h
defined by $(phi, psi)_h = \int I_h(<phi ,psi>) dx$. ['mass lumping']

V = INNER_P1_P1_H(MESH, PHI) returns the vector V of PHI tested with
all hat functions V(i) == INNER_P1_P1 H(MESH, PHI, HAT(i))

M = INNER Pl Pl H(MESH) or M = INNER_P1_P1 H(MESH, [], [], DIMPHI)
returns the matrix M(i, j) = INNER_P1_P1_H(MESH, HAT (i), HAT(j))
[We could call this the 'reduced mass matrix using mass lumping'].

o o° o° o° o° o° A° O° d° o° o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

if ~exist ('phi', 'var'")
S = inner_P1l_P1l_h_mat (mesh, 1);
elseif ~exist('psi','var')
S = inner_P1_P1_h(mesh, phi, [1);
elseif isempty (phi) && isempty (psi)
S = inner_P1_PI1_h_mat (mesh, dimPhi);
elseif isempty (phi)
S = inner_P1l_P1l_h_mat (mesh, 1)xpsi;
elseif isempty (psi)
S = inner_P1_P1_h_mat (mesh, 1)xphi;
elseif exist('dimPhi', 'var') && strcmpi (dimPhi, 'elementwise')
S = dot (phi, inner_P1l_P1l_h mat (mesh, 1)x*psi, 2);
else
S = sum(dot (phi, inner_P1l_P1l_h_mat (mesh, 1)=xpsi, 2));
end
end

function S = inner_P1_P1_h_mat (mesh,dimPhi)

nC = size(mesh.coordinates,1l);

S = spdiags (repmat (mesh.betas(:),dimPhi, 1), 0,dimPhi*nC,dimPhi*nC);
end

6.1.2. Matrix A,,, = (¢,, X App,, ml);,

Fiir diese Matrix miissen wir auf die Definition des diskreten Laplace-Operators zuriickgreifen.
Wir formen wieder entsprechend Bemerkung [3.2.6] um.

A = (@i ] X An@pin ) M) = Brsy (i o) (X)) X Ay, a1(%i,, ), 10, (x5,))
= Bxi,, (€dy X Dnpp, a1 (Xi ), 7 (X))

= Bxim <Ah(p[’tn,dn} (X'Lm )’ edn> <edm X edn? m‘}71 (le)>

Fiir die weitere Vereinfachung des obigen Ausdrucks bendtigen wir die Gleichheit der Terme
<Ah90[in,dn] (Xi,,),€4,) = —ﬁ;L(Vgoin, Vi, )12, die wir mittels

(Vi Vi )2 = = (V@i 4] Vi a2 = (BrPpi, dn)s Plin )b

= D BBy 4 (Xn)s Plinan] (Xn))
Xp€N(Th)

= Buir, (B dn) Kion)s Pl ] (Xi))
= sz‘m <Ahso[in,dn] (Xim )7 edn>
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erhalten. Es gilt also
Amn = (‘P[zm,dm] X AhQO[Zn dn]7mh) (V%na V(le)L2< dm X €dy» m%(xlm»
Damit hat die Matrix die folgende Blockstruktur
0 +A3 —A?
A=|-A3 0 +A!
+A%Z —A' 0
mit Blécken der Grofse N x N und den Eintrdgen

Ay = —(Vou, Vi) (er, mﬂ(xl»

Fiir die Implementierung dieser Matrix siehe Listing

Listing 6.2: KREUZPRODUKTMATRIX A, = (@, X Apep,, m))p

function M = inner_HatIxlaphHatJ_P1l_h (mesh, P1)

$INNER_HATIXLAPHHATJ_P1_h Laplace—Cross product matrix using mass lumping.
M = INNER_HATIXLAPHHATJ_P1_h (MESH, P1l) returns the matrix defined by:
M(i,J) = (hat(i) x lap_h(hat(j)) , Pl)_h, where the hat functions are

numbered by hat (nCx (dim—1)+node), dim=1...3, node=1l...nC.

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

© 0 N O U s W N e
0% o o° oo o

assert (all(size(Pl) == size(mesh.coordinates)), 'Input not nC-by—3 function.'");
10 nE = size (mesh.elements,1); % number of elements
11 nC = size (mesh.coordinates, 1) ; % number of nodes
12 dim = 3;
13 dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
14 indLocal2Global = @ (d,nodes) bsxfun (@plus,nCx* (d—1),reshape(nodes, [],1));
15 % Yields the indices to the global block—matrix: <e(i) x e(j) , P1>

ILocal2Global = @ (nodes) indLocal2Global([1 1 2 2 3 3],nodes);
JLocal2Global = @ (nodes) indLocal2Global([2 3 1 3 1 2],nodes);
)

=
N o

18 % Yields the entries of the block—matrix: <e (i) e(j) , P1>
19 crossMatLocal2Global = @(X) [ X(:,3) —X(., )

20 —X(:,3) X(:,1)

21 X(:,2) =X(:,1) 1;

22 [S,I,J] = deal(zeros(nk,6,dimMesh+1,dimMesh+1));

N
w

for i = 1:dimMesh+1
phiEl1I = Pl (mesh.elements(:,1),:);
for 3 = l:dimMesh+1
S(:,:,1,3) = bsxfun(@times,—crossMatLocal2Global (phiElI),
mesh.inner_gradHatI_gradHatJ{i, j});
I(:y:,1,73) ILocal2Global (mesh.elements(:,1));
J(:,:,1,3J) = JLocal2Global (mesh.elements(:,3j));

W NN NN NN
S © ® N o G s
I

end

w
—

end
M = sparse(I(:),J(:),S(:),dim*nC,dim*nC) ;
end

w W w
= W N

48



6.1.3. Matrix A,,, = (©,, X @ Mi)n

Sei erneut 1, € S*(7y,) eine feste Funktion. Auch hier formen wir entsprechend Bemerkungm
um.

Damit ergibt sich wieder eine Matrix von der Blockstruktur
0 +A3 —A?
A=|[-A3 0 +A!

+A? —-Al 0

mit Diagonalmatrixblécken der Grofe N x N. Die Eintrdge der Diagonalmatrizen sind dabei
durch

Afz - IBXi <e@7 nh(xi»

gegeben. Die Implementierung dieser Matrix findet sich in Listing [6.3

Listing 6.3: KREUZPRODUKTMATRIX A = (@, X @y M)

1 function M = inner_ HatIxHatJ_P1l_h (mesh, P1)

2 SINNER_HATIXHATJ _P1_H Cross product matrix using mass lumping.

3 % M = INNER_HATIXHATJ_P1l_H(MESH, Pl) returns the matrix defined by:

4 % M(i,J) = (hat(i) x hat(j) , Pl)_h, where the hat functions are numbered
5 % by hat (nCx (dim—1)+node), dim=1...3, node=1...nC.

6 % This results in the following block matrix, which is skew—symmetric.
7%

8 % [(elxel,m(n))_h, (elxe2,m(n))_h, (elxe3,m(n))_h ]

9 % M = [(e2xel,m(n))_h, (e2xe2,m(n))_h, (e2xe3,m(n))_h ]

10 % [(e3xel,m(n))_h, (e3xe2,m(n))_h, (e3xe3,m(n))_h ]

1 %

12 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

13 assert(all(size(Pl) == size(mesh.coordinates)), 'Input not nC—by—3 function.');
14 %%

15 nC = size (mesh.coordinates,1);

16 dim = 3;

oo
)

indLocal2Global = @ (d,nodes) bsxfun (@plus,nCx (d—1),reshape (nodes, []1,1));
% Yields the indices to the global block-matrix: <e(i) x e(j) , phi>
ILocal2Global = @ (nodes) indLocal2Global([1 1 2 2 3 3],nodes);
JLocal2Global = @ (nodes) indLocal2Global([2 3 1 3 1 2],nodes);
% Yields the entries of the block—matrix: <e(i) x e(j) , phi>
crossMatLocal2Global = @ (phi) [ phi(:,3) —phi(:,2)
—phi (:,3) phi(:,1)
phi(:,2) —phi(:,1) 17
S = crossMatLocalZGlobalQinner_Pl_Pl_hkmesh,Pl));

NN NN N R e
Gk W N = O © W

[N
(=]

27 I = ILocal2Global (1:nC);

28 = JLocal2Global (1:nC);

29

30 M = sparse(I,J,S,dim*nC,dimxnC);
31 end

Die genannten Programmteile werden nun in Listing[6.4]zur Fixpunktiteration zusammengesetzt.
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Listing 6.4: FIXPUNKTITERATION ZUR LOSUNG DER NICHTLINEAREN GLEICHUNG

© 0 N O U W N =

CroOrt v Ot Or Ot Ut s e R R R R R R R R W W W W W W W W W W NN NN NN NN NN R R R R e e e
U s W N O © N OO R WN RO © OO R WNH O © 000NN ORI W= O © NN U Ww N = O

function mhijpe = midpoint_fixedPoint (mesh, alpha, C_ex, Piht, fht, mhj, tj, tipe)
$MIDPOINT_NEWTON Computes the next magnetization using the midpoint

%$scheme and a fixed point—iteration to solve the nonlinear system.

MHJPE = MIDPOINT_NEWTON (MESH, ALPHA, C_EX, PIHT, FHT, MHJ, TJ, TJPE)

returns the magnetization m_{j+1} for the given input

mesh Geometry of the problem
alpha damping factor
C_ex Exchange constant

@(X) Piht (X) Discretized Pi—operator
@(t) fht (X) Discretized external field

mh j Magnetization at previous timestep tj
tJ Previous time
tjpe Next time

o0 o° o° o A° O A% o O° o o° o°

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

h = norm(diff (mesh.coordinates (mesh.elements(1,1:2),:),1));
epsilon = le—9xkx* (h"2);

mhijpeellml = mhj;

oo
)

h_low = @(mhj) Piht (mhj) + f£ht ((tipe+t])/2);
h_eff = @(mhj, mhipe) C_ex+laplace_hPl|(mesh, (mhjpe+mhij)/2)

+ Piht (mhj) + E£ht ((tjpe+ti)/2);

L =|inner_P1_P1_hkmesh, 1/k*mhj
—cross (mhj, 1/2xh_low (mhj)

+ C_ex/4+laplace_hPlf(mesh,mhj),2));

change (1) = NaNj;
for 1=1:maxIt
B_1l = 1/kxinner_P1l_P1_h|(mesh, [],[],3) .
—C_ex/44inner=HatleathatJ_Pl_hhmesh,mhj)
ﬂinner_HatIxHatJ_Pl_h(mesh,alpha/k*mhj + 1/2+h_eff (mhj,mhjpeellml));
% SOLVE
mhipeell = reshape (B_1\L(:),[],3);
%% Stopping criterion
change (1+1) = (mesh, mhjpeellml-mhjpeell);
if (change (l+1l)<epsilon)
fprintf ('Timestep completed after %d steps.\n',1l);

break;
elseif change(1+1)« (1+1le—7) > change (1)
warning (['Tolerance not reached, but the iteration didn''t',

'change anymore.\n We would have wished for a tolerance ',
'of eps=%g, but only reached eps=%g'],epsilon, change(end));
fprintf ('Here is a table of the changes in norm: \n');
fprintf ('Step %d: %g\n', [l:length(change); change]);
break;
else % Continue iterating.
mhijpeellml = mhjpeell;
end
end
assert (1l<maxIt, "Maximum number of iterations reached.');
mhjpe = mhjpeell;
end
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6.2. Newton-Ilteration

Wir kénnen die nichtlineare Gleichung ((5.1]) auch mit einem Standardverfahren wie einer Newton-
Iteration losen. Dazu formulieren wir sie auf eine mehrdimensionale Funktion um

(ﬁiﬂﬂ » hg+1/2

F( .ZL+1)m (dtm 790m)h - Oé(l’l’lh X dt 7¢m) ’Qom)h

deren Nullstelle F(m Jrl) = 0 die gesuchte Magnetisierung darstellt. Wir leiten ab und erhalten
die Jacobi-Matrix

1 o' ; 1
(dF) 1,] — k(‘Pm<Pm)h - E(m‘}jl X Sonvsam)h + ( asom)h

2

__i11/2 C' ~
+ (m?f /2 % %Ah‘an‘Pm)h

Wobei beim Term (m H/ 2 h] 1/ 2, @) die Produktregel zum Einsatz gekommen ist. Es zeigt
sich also, dass wir fiir d1e Implementierung wieder die gleichen Matrizen wie bei der Fixpunkti-
teration aus dem vorigen Abschnitt benotigen. Die Newton-Iteration

1,0 jt1e—1 - ir1,0-1
m) " = m] — (dF) 1F(mgl )

findet sich in Listing [6.6]

Listing 6.5: NEWTON-ITERATION ZUR LOSUNG DER NICHTLINEAREN GLEICHUNG

[
'S

1 function mhjpe = midpoint_newton (mesh, alpha, C_ex, Piht, fht, mhj, tj, tipe)
2 S$MIDPOINT_NEWTON Computes the next magnetization using the midpoint

3 %scheme and a newton—iteration to solve the nonlinear system.

4 % MHJPE = MIDPOINT_NEWTON (MESH, ALPHA, C_EX, PIHT, FHT, MHJ, TJ, TJPE)
5 % returns the magnetization m_{Jj+1} for the given input

6 % mesh Geometry of the problem

7% alpha damping factor

8 % C_ex Exchange constant

9 % @(X) Piht (X) Discretized Pi—operator

10 % @(t) fht (X) Discretized external field

1 % mh j Magnetization at previous timestep tj

12 % tJ Previous time

13 % tjpe Next time

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
maxIt = 40;
= tjpe—t3J;

e e e
o g o o
oo &

oe

—

©

oy
Il

m(diff (mesh.coordinates (mesh.elements(1,1:2),:),1));
epsilon = le—9xkx (h"2);

[
o

21 %%
22 mhijpeellml = mhj;

23 %%

24 h_eff = @(mhj, mhjpe) C_exlaplace_hP1|(mesh, (mhjpe+mhj)/2)

25 + Piht (mhj) + fht ((tjpe+td)/2);

26 F = @(mhj, mhjpe) [inner_P1_P1_h|(mesh, [I,...

27 1/k* (mhjpe — mhij)

28 — alpha*cross (mhj, 1/kx(mhjpe — mhij),2)

29 + cross ((mhjpe+mhij) /2, h_eff (mhj,mhipe),2));
30 change(1l) = NaNj;

for 1 = l:maxIt

w
=
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32 dFf = 1/kHinner_P1_PI1_h|(mesh, [],[],3) ...
33 + |inner_PlxHatJ_HatI_h|(mesh, —alpha/k*mhj

34 —1/2% (h_eff (mhj,mhjpeellml)))

35 + C_ex/2ﬂinner_P1xlathatJ_HatI_hkmesh,(mhj+mhjpeellml)/2);

36 % SOLVE

37 mhjpeell = mhjpeellml — reshape (dF\reshape (F (mhj,mhjpeellml), []1,1),[]1,3);
38 %% Stopping criterion

39 change (1+1) = norm_P1l_h (mesh, mhijpeellml-mhijpeell);

40 if (change(l+1l)<epsilon)

41 fprintf ('Timestep completed after %d steps.\n',1l);

42 break;

43 elseif change(l+1l)« (1+1le—8) > change(l)

44 warning ([ 'Newton tolerance not reached, but the iteration didn''t',
45 'change anymore.\n We would have wished for a tolerance ',
46 'of eps=%g, but only reached eps=%g'], epsilon, change (end));
47 fprintf ('Here is a table of the changes in norm: \n');

48 fprintf ('Step %d: %g\n', [l:length(change); change]);

49 break;

50 else % Continue iterating.

51 mhijpeellml = mhjpeell;

52 end

53 end

54 assert (l<maxIt, 'Maximum number of iterations reached.');

55 mhjpe = mhijpeell;
56 end

6.3. Ein Beispielskript

Hier sei nun noch ein Skript angefiihrt, das die Daten ladt und die Simulation startet. Dieses
Beispiel wird im Abschnitt [7.1] behandelt.

Listing 6.6: yuMAG STANDARDPROBLEM 3

1 %% Load geometry files

2 geometry = 'cube24000';

3 coordinates = dlmread(['coordinates_', geometry, '.txt']);
4 elements = dlmread(['elements_', geometry, '.txt']);

5 %% Define material properties

6 material = struct (...

7 'A', le—11,... % [J/m]

8 'Js', 1,... $ [T]

9 'K', 39788.7346,... % [J/m"3]

[
(=]

'easyaxis', [0,0,11);
%% Precompute values often used in the iteration
mesh = precomputeMeshValues (coordinates,elements,material);
%% Compute nondimensional time and other constants
t0 = 0; % [ns]

e e
W N e

15 tEnd = le—9; % [ns]

16 [C_ex, C_ani, taul0, taukEnd, mesh.material.Ms] =

17 nondimensionalization (material, tO, tEnd);
18 %% Define initial magnetziation

19 nC = size(coordinates,1);

20 mhO = [zeros(nC,1),zeros(nC,1),ones(nC,1)];

21 %% Define external field

22 f = @(X) zeros(size(X));

Combine simulation data

]
@

o
o°
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24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

ExampleData = struct (...
'mesh’', mesh,
'alpha', 1,
'C_ex', C_ex,
'Piht"', @(m) hTildePO (mesh,strayfield(mesh, m))
—C_ani+hTildeP1l (mesh,anisotropy (m,material)),
'fht', constantInTimeExternalFieldTilde (mesh, f),
'mhO"', mhoO,
'taulO', tau0,
'tauEnd', tauEnd,
'steps', 2500);
%% Start simulation while saving and plotting the results
name = 'standard_problem_3_40nm';
resultFolder = [thisDir, '/results'];

timeStepping|(ExampleData, @midpoint_newton,
plotAndSavePostprocessor (mesh, resultFolder, name));
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Numerische Experimente

Zur numerischen Verifikation des Verfahrens wurden drei Simulationen durchgefiihrt, deren Pro-
blemstellung vom U.S.-amerikanischen National Institute of Standards and Technology defi-
niert wurden. Die Abteilung CTCMS definiert dabei vier mikromagnetische Problemstellun-
gen (siehe http://www.ctcms.nist.gov/ rdm/mumag.org.html), die zum Giitevergleich von
Mikromagnetismus-Simulatoren verwendet werden kénnen.

7.1. pmag Standardproblem 3

Ziel dieser Simulation ist es die Findomdnengrenze eines wiirfelférmigen magnetischen Partikels
festzustellen. Diese stellt die Kantenlénge dar, bei der zwei verschieden geartete Zustdnde mi-
nimaler Energie die gleiche Gesamtenergie beinhalten. Bei den zwei Zustdnden handelt es sich
einerseits um den sogenannten Flower-Zustand und andererseits um den Vortex-Zustand.

Nun zur genauen Problemstellung: Gegeben sei ein Wiirfel mit uniaxialer Anisotropie par-
allel zu einer der Achsen des Wiirfels und Anisotropiekonstante K = 3,9788736 - 10° [J/m?],
Sittigungsmagnetisierung My = 1/(471077) [A/m] und Austauschkonstante A = 107! [J/m].
Wir simulieren fiir verschiedene Kantenlangen ¢ und Startmagnetisierungen einen Zeitraum von
1[ns]. Nach diesem Zeitraum bestimmen wir die einzelnen Energiebeitridge und verwenden diese
Werte um die Eindoménengrenze zu schétzen. Fiir die Simulation, die im Flower-Zustand enden
soll wéhlen wir eine homogene Magnetisierung entlang der Anisotropieachse. Um den Vortex-
Zustand zu erhalten kehren wir die Magnetisierung auf einem halbierenden Schnitt durch die
Anisotropieachse um. In Abbildung und [7.3] werden nun fiir ausgewéhlte Zeitpunkte die
Magnetisierungen dargestellt. Wir verwenden eine regelmifige Triangulierung mit 163 Wiirfeln
bestehend aus 6 Tetraedern. Das entspricht in Summe 24.576 Tetraedern. Die Simulationszeit
von 1[ns] wird in 2500 Zeitschritte unterteilt. Das entspricht damit Orts- und Zeitschrittweiten
von h = £+/3/16-107? ~ £-1071°[m] bzw. k = 4-107'3[s] bei einer Kantenléinge von £[nm]. Wir
rechnen mit vollem Streufeld und verwenden einen Dampfungsparameter von o = 1.

Fiir die inhomogene Startmagnetisierung pendelt sich der wirbelférmige Vortex-Zustand als
Zustand geringster Energie ein. Fiir den homogen magnetisierten Wiirfel entstehen abhéngig von
der Kantenldnge verschiedene Auspriagungen des Flower-Zustands. Bei kleineren Kantenldngen
ein symmetrischer, bei Kantenldngen ab 42[nm| beginnt sich dieser symmetrische Zustand noch
etwas einzudrehen und resultiert im getwisteten Flower-Zustand.

In Abbildung werden zu den durchgefiihrten Simulationen die mittlere Energie pro Volu-
men relativ zur magnetostatischen Energiedichte K, = 1/2uoM? [J/m?] auf die Kantenlinge

55


http://www.ctcms.nist.gov/~rdm/mumag.org.html

t = 0,000 [ns] t = 0,002 [ns]

t = 0,005 [ns] t = 0,010 [ns]

t = 0,030 [ns] t = 1,000 [ns]

Abbildung 7.1.: Simulation eines Wiirfels mit Kantenldnge 39 [nm] und homogener Startma-
gnetisierung. Es stellt sich der symmetrische Flower-Zustand ein. Die Farbung
entspricht der z-Koordinate der Magnetisierung.
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t = 0,000 [ns] t = 0,002 [ns]

t = 0,005 [ns] t = 0,010 [ns]

t = 0,030 [ns] t = 1,000 [ns]

Abbildung 7.2.: Simulation eines Wiirfels mit Kantenldnge 39 [nm| und inhomogener Startma-
gnetisierung. Es stellt sich der Vortez-Zustand ein. Die Farbung entspricht der
z-Koordinate der Magnetisierung.
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t = 0,000 [ns] t = 0,002 [ns]

t = 0,005 [ns] t = 0,010 [ns]

t = 0,030 [ns] t = 1,000 [ns]

Abbildung 7.3.: Simulation eines Wiirfels mit Kantenlédnge 43 [nm] und homogener Startmagne-
tisierung. Es stellt sich der getwistete Flower-Zustand ein. Die Farbung ent-
spricht der z-Koordinate der Magnetisierung.
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Abbildung 7.4.: Energie pro Volumen der einzelnen Simulationen nach einer Nanosekunde. Die
Werte sind dabei dimensionslos relativ zur magnetostatischen Energiedichte
K = 1/2p0M?2 [J/m3] gegeben.

aufgetragen. Dort kann nun die berechnete Eindoménengrenze von etwas mehr als 42[nm| ent-
nommen werden. Die auf der Webseite des NIST verdffentlichten Ergebnisse bewegen sich dabei
auch zwischen 42 und 43[nm]. Entgegen den veroffentlichten Daten wurden in diesem Fall die
Energien nach 1[ns] gemessen und nicht bis zum Gleichgewichtszustand extrapoliert. Dies fiihrt
dazu, dass die hier berechnete Eindoménengrenze etwas niedriger ausfillt. Die Implementierung
besteht diesen Test damit.

7.2. pmag Standardproblem 4

Das nun vorgestellte Problem beinhaltet mehr die dynamischen Aspekte der mikromagnetischen
Simulation. Berechnet wird nun die zeitliche Entwicklung der Magnetisierung eines Quaders, der
einer Permalloy-Legierung dhnelt. Ein achsenparalleler Film mit einer Dicke von 3[nm] und einer
Breite und Lénge von 125[nm| bzw. 500[nm] befindet sich im Gleichgewichtszustand eines soge-
nannten S-States. Wie in Abbildung ersichtlich ist auch hier wieder die Form namensgebend.
Dieser pendelt sich etwa ein, wenn man entlang der Achse [1,1, 1] ein Feld ausreichender Stérke
anlegt und dieses dann langsam abklingen lésst. In diesem Beispiel wurde dafiir ein Feld mit der
Starke poM;[T] angelegt und fiir die Dauer von 1[ns| linear verschwinden gelassen. Um einen
Gleichgewichtszustand zu erreichen, wurde anschliefend eine weitere Nanosekunde ohne ange-
legtes Feld gerechnet. Die Austauschkonstante wihlen wir als A = 1,3 - 107! [J/m)], die S#tti-
gungsmagnetisierung als Mg = 8,0 - 10°[4/m] und die Anisotropiekonstante als K = 0,0 [.J/m?].
Die Gilbert-Dampfungskonstante wird als a = 0,02 gewéhlt. Als Zeitschrittweite verwenden
wir k = 0,0002 [ns] fiir eine Simulationsdauer von einer Nanosekunde. Als Triangulierung ver-
wenden wir ein Netz mit 29.483 Tetraedern und daraus resultierend eine Ortsschrittweite von
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Abbildung 7.5.: S-State, der durch ein langsam abklingendes Feld

entlang der Achse [1,1,1]

entsteht.
t = 0.1550[ns]
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Abbildung 7.6.: Zeitpunkt, zu dem die durchschnittliche Magnetisierung aus Experiment 1 in

z-Richtung zum ersten Mal den Wert 0 erreicht.

h ~ 4-107?[nm]. Es werden nun zwei verschiedene Felder angelegt.
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Abbildung 7.7.: Durchschnittliche Magnetisierung beim Anlegen des Feldes aus Experiment 1.
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Abbildung 7.8.: Entwicklung der Energiebeitrige bei Anlegen des Feldes aus Experiment 1.

Experiment 1

Das erste Feld sei durch die Komponenten poF, = —24,6[mT], poFy = 4,3[mT] und poF, =
0,0 [mT] gegeben. Der Permalloy-Film ist achsenparallel mit der Lénge in z-Richtung und der
Breite in y-Richtung ausgerichtet. Das Feld wird ab ¢ = 0[ns| angelegt. Zum Vergleich mit
den Ergebnissen auf der Webseite des NIST ist in Abbildung [7.6] die Magnetisierung visua-
lisiert, zum Zeitpunkt an dem die durchschnittliche Magnetisierung in Richtung der z-Achse
zum ersten Mal den Wert O erreicht. Die Komponenten der durchschnittlichen Magnetisierung
sind in Abbildung [7.7 zu sehen. Wir vergleichen hier die Ergebnisse mit den numerischen Re-
sultaten aus [Gol12]. Abbildung zeigt den Verlauf der einzelnen Energiebeitrége. Diese sind
dabei wieder relativ zur magnetostatischen Energiedichte K,, = 1/2uoM? [J/m3] angegeben.
Die Abbildungen und zeigen den gesamten Verlauf der Magnetisierung fiir ausgewéhlte
Zeitpunkte.
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Abbildung 7.9.: Ausgewéhlte Zeitpunkte aus Experiment 1 zu denen jeweils die Magnetisierung
visualisiert wird.
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Abbildung 7.10.: Fortsetzung ausgewihlter Zeitpunkte aus Experiment 1 zu denen jeweils die
Magnetisierung visualisiert wird.
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Abbildung 7.11.: Zeitpunkt, zu dem die durchschnittliche Magnetisierung aus Experiment 2 in
z-Richtung zum ersten Mal den Wert O erreicht.
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Abbildung 7.12.: Durchschnittliche Magnetisierung beim Anlegen des Feldes aus Experiment 2.

Experiment 2

Die Voraussetzungen fiir die zweite Simulation bleiben dieselben. Lediglich das angelegte Feld
ist gedndert durch uoF, = —35,5[mT)|, uoF, = —6,3[mT] und poF, = 0,0/mT| gegeben. In
Abbildung ist erneut ein Bild der Magnetisierung gegeben, wenn deren x-Komponente
durchschnittlich zum ersten Mal null wird. Die durchschnittliche Magnetisierung kann Abbil-
dung [7.12] entnommen werden. Auch hier vergleichen wir die Ergebnisse mit den numerischen
Resultaten aus [Gol12]. Abbildung|[7.13|zeigt den Verlauf der einzelnen Energiebeitréige iiber die
Dauer der Simulation. AbschlieRend sind in den Abbildungen [7.14) und [7.15] wieder ausgewéhlte
Zeitpunkte visualisiert.
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Abbildung 7.13.: Entwicklung der Energiebeitrdge bei Anlegen des Feldes aus Experiment 2.
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Abbildung 7.15.: Fortsetzung ausgewihlter Zeitpunkte aus Experiment 2 zu denen jeweils die
Magnetisierung visualisiert wird.
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Wahrheiten

A.1l. Diverse Rechenregeln
Lemma A.1.1. Folgende Figenschaften des Kreuzproduktes gelten fiir a,b,c € R3:

1. GrafSmann-Identitit:

ax (bxc)={a,c)b—{(a,b)c
2. Die alternierende Figenschaft des Spatproduktes
(a x b,c) =det(a,b,c) = —(a x ¢,b) = (a,b x ¢)
3. Die Orthogonalititseigenschaft
(a,a x by =0 und (b,a x b) = 0.
4. Die Lagrange-Identitdt
(a x b,cxd)={a,c){b,dy — (b,c)(a,d)
5. Fine Abschitzung die direkt aus der Lagrange-Identitit folgt
| x b < |a|0]
6. Die Produktregel fiir die Ableitung des Kreuzproduktes

0 0 0

Lemma A.1.2. Fir alle £,n € H' (Q;R?) gilt
(VE,V(§ xn)) = (V&€ x Vn).

Beweis. Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus der spaltenweisen Anwendung der Produktregel
fiir das Kreuzprodukt.

(VE, V(€ x 1)) = (V€ VE x 1) + (V&€ x Vn) = (V&€ x Vn).
Hier fallt der Summand (VE&, V& x 1) weg, weil er die Struktur (a,a x b) aufweist. O
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A.2. LLG-Gleichung

Lemma A.2.1. Folgende Formulierungen der LLG-Gleichung sind dquivalent

mx h @
1+ a? off 1+a2

m; = am X m; — m X heg. (A.2)

m; = m X (m X heg), (A.1)

Beweis. Wir beginnen mit Gleichung (A.1)) und bilden das Kreuzprodukt mit am,

m; X am = —( m X heg) X am — ( m X (m X heg)) X am.

1+ a? 1+ a?

Im n&chsten Schritt benutzen wir, dass das Kreuzprodukt alternierend ist: a x b = —b X a,

—am X m; = am X (

m X heg) + am x (

5m X (m X heg))

1+ a2 1+a

2

& o
1+ a2

“1+a?

m x (m X heg) + m X (m X (m x heg)).

Nun benétigen wir die Grakmann-Identitéat a x (b x ¢) = (a, ¢)b— (a, b)c um weiter umzuformen,

2

a
—am X my = o am X (m X heg) + T3 o™ x ((m, heg)m — (m, m)h.g)
o 2 o2
= ™ (m X heg) + m(m,heﬁ) mxm-—7—— (m, m) m X heg.

Damit ergibt sich

a2

—am X my = m X heg + (m X heg). (A.3)

- ——m x
1+ a2 T+ ™

Nun addieren wir Gleichung (A.3) auf Gleichung (A.1)) und erhalten

m X heff,

was mit einem letzten Umformungsschritt
m; = am X m; —m X heg

genau die gewiinschte Identitét aus Gleichung (A.2)) darstellt. O

A.3. Abschatzungen

Lemma A.3.1. Die h-Norm erfiillt fiir alle ¢y, v, € S*(Ts)

1 < brlln < lldnllpellnlly-
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Beweis. Wir verwenden hier als ersten Schritt die Zerlegung aus Bemerkung [3.2.6] sowie die
Abschétzung aus Bemerkung Punkt

ln x Willh = > Buyldn(xn) x ¥y, (x)[*

xR €N (Th)

< D Baldn(xn)PlnGen)?

xn €N (Tw)

Nun schéitzen wir fir ¢, (x) durch das Supremum ab und fassen die Terme geeignet zusammen.

|r¢hx¢huisSu€%|¢h<Xh>|2 > Baltbn(xn)

xp€N(Tr)
2 2
= [[énllLe 1Pl

was die gewlinschte Abschétzung zeigt. O
Obige Abschitzungen lassen sich auch fiir die L2-Norm zeigen.

Lemma A.3.2. Sei |X| < oo dann erfillt die L>-Norm fiir alle ¢ € L®°(X;R3) und 9 €
L2(X;R3)

I x plly> < [|@llpe 9]
Beweis. Wir verwenden wieder die Abschitzung aus Bemerkung Punkt 5} Dann liefert

I x |2 = / () x w(x)|2dx
X

< [ 1860 ax
< 1o || o972 = N7 1901172,
die gewlinschte Abschétzung. O

Korollar A.3.3. Sei |X| < oo und die Funktionen ¢y,, 1, € L2(X;R3) konvergent gegen ¢, —
¢ sowie ), — 1 in L2. Falls gilt ¢ € L™ und die Folge der 1p;, in L>° beschrinkt bleibt, dann
qgilt

on X WPy, — P xp  in L2

Beweis.

o X W), — & X P2 < |[(dp, — @) X Y, + & x (V) — V) |lp2
< [[(én — @) x Yyl + 1@ x (P, — P) ||
< lon — Sllzllvnline + [1¥n — Y2l @l L

Hier haben wir lediglich die Dreiecksungleichung und Lemma [A-3.2] verwendet. Die Konvergenz
ergibt sich nun aus den geforderten Eigenschaften der Funktionen. O

Lemma A.3.4. Es gibt ein (g7 sodass fiir alle ¢y, 1), € S (Q) gilt

1D (é x n) 2 < Cazal Véullpe | Vionllpe.
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Beweis. Wir beniitzen einerseits die Aquivalenz zur Norm aus Bemerkung und andererseits
die Produktregel, die sich auf x als bilineare Funktion anwenden l&sst.

ID*(¢p, x p)llf2 S D 10%(ey % )72

laf=2
aGNg

= S () e x e

la|=2 B<a
a€eN3

Hier definieren wir (g) = I, (gj) und o < f falls a; < ; fiir alle i = 1,...,n gilt. Nun gilt

aber fiir alle u;, € S*(Q), dass 97uy, = 0 fiir |y| > 1. Also erhalten wir
ID*(@n X Pp)l12 S 107y, X 0%ty + 0%y, x 0¥aby, + 0"y, x Oy,
+0Y ¢y, x 0%y, + 0V, x Y9y, + 0y, x 0%y,
HOP @y, X Oty + 0%y, X Dby + 07y, x Oy

Und somit das gewiinschte Ergebnis

ID*(¢y, % )32 S 10"y, + 0V by, + 0% py) x (9"3py, + 8¥4py, + O*4py) |10
SN0y, + 0¥y, + O B ll52 1107y, + 0¥4hy, + 074y |7
< (10%nl32 + 10" @11 + 107 nll72)

max (][0 9| poe [10Y4 | oo 1107 |00 )2
SV Ve e

Wobei wir hier neben diversen Normabschédtzungen auch Lemma [A73.2] verwendet haben.  [J

Lemma A.3.5 (Youngsche Ungleichung mit ¢). Fir a,b,e > 0 gilt
2

b
ab < ca® + —
4e

Beweis. Wende die Youngsche Ungleichung zy < % + % auf

b
(25)1/2)

ab = ((2¢)"2a)(

an. O

A.4. Funktionalanalysis

Satz A.4.1. [Wer00, Theorem II1.3.7] In einem reflexiven Raum besitzt jede beschrinkte Folge
eine schwach konvergente Teilfolge.

Korollar A.4.2. Da jeder Hilbertraum reflexiv ist, besitzt also jede beschrinkte Folge in einem
Hilbertraum eine schwach konvergente Teilfolge. Insbesondere gilt das fiir HY (), sowie L2(Qr)
und L2([0,T], H'(2)).

Das folgende Lemma folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus.
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Lemma A.4.3. [Wer(d, Korollar IV.2.3] Schwach konvergente Folgen sind beschrinkt.

Lemma A.4.4. Seien f, und g, Folgen in einem Hilbertraum X mit f, — f und g, — g in
X, dann gilt (fn,gn) — (f.9)-

Beweis. Durch geeignetes Umformen erhalt man mittels folgender Ungleichungskette die Kon-
vergenz.

< [falllg = gnll +1(fn = f9) =0

Dabei geht der erste Summand gegen Null, weil f, als schwach konvergente Folge normbeschrankt
ist. Der zweite Summand geht wegen der schwachen Konvergenz von f, — f gegen Null. O

Satz A.4.5 (Rellichscher Einbettungssatz). [McL00, Theorem 3.27] Sei & C R™ offen und
beschrdankt mit Lipschitzrand. Dann ist die Abbildung

Id: HY(Q) — L*(Q)
ein linearer kompakter Operator.

Lemma A.4.6. [Wer00, 111.5.9] Sei X ein normierter Raum, f : X — R konvez, stetig und
T, — x in X, dann gilt

f(z) < liminf f(x,).

n—o0

Lemma A.4.7 (Lemma von Lax-Milgram). [Wer00, V.6.15] Sei H ein komplexer Hilbertraum
mit Skalarprodukt (.,.) und sei B : Hx H — C sequilinear. Falls B stetig ist, existiert T € L(H)
mit

B(z,y) = (Tz,y) VYz,y € H.
Ist B zusdtzlich koerzitiv, d.h.
3C > 0Ve € H B(z,z) > C|z|,

so ist T invertierbar mit |T~1| < 1/C.

A.5. FEM

Satz A.5.1 (Approximationssatz). [Bra07, 11.6.4] Sei Ty, eine quasi-uniforme (dreidimensio-
nale) Triangulierung. Fir eine Funktion u € H*(Q) C C(Q) und deren nodalen Interpolanten
up = Ip(u) gilt

A% (u — uh)HL2(Q) < CapproxthJraDzu”L?(Q) (A4)

und
[V (u — Uh)”L2(Q) < CapproxcformHhHaDQu”L%Q) (A.5)

mit einer von u, T, und ) unabhdingigen Konstante Cypprox > 0 und der Formregularititskon-
stante Crorm -
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Satz A.5.2. [Goll2, Lemma 2.2.5] Es gilt

\ /Q Tul{hps )l — /Q (G0 x| < bl bl I Vnliao

fiir alle Funktionen ¢y, € S*(Tr)

Satz A.5.3 (Inverse Abschéatzung). [BS02, Theorem 4.5.11] Sei (Tp)n, 0 < h < 1, eine quasi-
uniforme Familie von requldren Triangulierungen eines Gebietes 0 C R™. Sei weiters 0 < m </
und k € N. Dann gibt es ein (gzg > 0, sodass fiir alle h gilt

lull ey < Cazah™ “Null o oy fiir alle u € S*(Ti; R).

Korollar A.5.4. Sei (Tp)n, 0 < h < 1, eine quasi-uniforme Familie von requldren Triangulie-
rungen eines Gebietes Q C R™. Dann gibt es ein Cgzg > 0, sodass fiir alle h gilt

D@ llr2rnxay < Qo™ | @nllveray fir alle ¢, € S*(Th; RY)

Beweis. Wir wenden Satz mit m = 0 und ¢ = 1 komponentenweise an schitzen die
H'-Norm nach unten durch die H'-Seminorm ab. Durch die Aquivalenz der H!-Seminorm zu
| Dy ly.2 (@rnxdy erhalten wir das gewiinschte Resultat. O]

Korollar A.5.5. Sei (Tp)n, 0 < h < 1, eine quasi-uniforme Familie von reguldren Triangulie-
rungen eines Gebietes Q C R™. Dann gibt es ein Cgzg > 0, sodass fiir alle h gilt

| D bulle < Gl b llie Siir alle ¢, € S*(TisR™)
Beweis. Induktive Anwendung von Korollar liefert das gewiinschte Resultat. O

A.6. MalRtheorie

Satz A.6.1 (Satz von der majorisierten Konvergenz). [Els96, Satz 5.2] Seien f,f, : X —
R U {too} messbare Funktionen, und es gelte lim,,_, fn, = f fast dberall. Ferner gebe es eine
integrierbare, messbare nichtnegative Funktion g, so dass fir alle n € N gilt | f,| < g fast tGberall.
Dann sind f und alle f, integrierbar, und es gilt

nh—>Holo fndx—/ fdx (A.6)
und
hm/|fn fldx = 0. (A.7)

Satz A.6.2. [Els96, Satz 4.4] Sind f,g: X — R integrierbar und

/ fdx < / gdx  fir alle messbaren B,
B B

so ist f < g fast iberall. Gilt insbesondere Gleichheit, so ist f = g fast tiberall.

Satz A.6.3 (Holdersche Ungleichung). [Els96l, 1.5, S. 222] Es seien 1 < p,q < oo, % + é =1,
wobei 1/00 :=0, und f,g: X — K messbar. Dann qgilt:

1falle < W fllzollgllze (A.8)
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A.7. Integralsatze

Satz A.7.1 (Gaufscher Integralsatz). Sei ¢ : @ C R" — R" stetig differenzierbar auf dem
beschrinkten Gebiet  mit stiickweise glattem Rand I' und n die nach auflen gerichtete Normale.

Dann gilt
/divq’)dx:/(qb, n)dpu
Q r

Satz A.7.2 (Partielle Integration im R™). Sei Q C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit stickweise
glattem Rand I" und n die nach auflen gerichtete Normale. Seien weiters u : € — R und
P Q — R” stetig differenzierbar. Dann gilt

(LudN¢dx=[¥M@nMu—l¥Vm¢Mx

Beweis. Dies ist ein Spezialfall das Gaufschen Integralsatzes [A7.] fiir die Wahl ¢ := uap, dessen
Darstellung man mit der komponentenweisen Anwendung der Produktregel erhélt. O

Unmittelbar durch die Definition der schwachen Ableitung ergibt sich auch eine Formel zur
partiellen Integration von Funktionen aus H'(£2;R) analog zu Satz

Korollar A.7.3. Sei Q C R™ ein Gebiet. Seien weiters u € HY(Q;R) und ¢ € C°(Q;R3).
Dann gilt

Amﬁ¢ﬁz—£Wm@ﬁ

Beweis.

oo o5 S5
_Z /3:3] dxz—/gjili%dh—/ﬂwu,@dx

Wobei wir lediglich die Defintion der schwachen Ableitung [2:2.1] verwendet haben. O
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Weitere Codes

In diesem Abschnitt sind alle weiteren Codes angehéngt, die zur Simulation der LLG-Gleichung
entwickelt wurden. Fiir die Berechnung des Randintegraloperators, der fiir die Berechnung des
Streufelds notig ist wird auf die Diplomarbeit von MARKUS MAYR[May13] zurtickgegriffen.

B.1. Integration and Differentiation

Listing B.1: GRADIENTEN DES NETZES

© 0 N OOt W N

W NN NN NN NN NN R R R e e
O © W N O U kR W N O © 00NN U s W NN = O

function hatGrads = getHatGrads (mesh)

$GETHATGRADS Gradients of the hat functions.

e HATGRADS = GETHATGRADS (MESH) returns the gradients of the hat functions
on the simplicial mesh MESH, which is a structure containing the

arrays ELEMENTS and COORDINATES. These represent the mesh by standard
simplex—vertex format. HATGRADS is a (DIM+1l)—cell array, so that
HATGRADS{j} (i, :) is the gradient of the hat function corresponding to
the node MESH.ELEMENTS (i, j) on the element MESH.ELEMENTS (i, :).

o o0 o0 o0 o o o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if isfield(mesh, "hatGrads'")
hatGrads = mesh.hatGrads;

return;
end
dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
dimSpace = size (mesh.coordinates,?2);

assert (dimMesh<=dimSpace,
['Your %dD—simplices are lying in %dD—space.'
'I''m not sure there even is a ''gradient''.'],
dimMesh, dimSpace);
assert (dimSpace<=3,
'Dimension %d is larger than the implementation limit 3.°',
dimSpace) ;

[X,hatGrads] = deal(cell(l,dimMesh+1));
for d = 1:dimMesh+1
X{d} = mesh.coordinates (mesh.elements(:,d), :);
end
% "Modulo operation" m(i)="=mod (i,dimMesh+1) for small i,

7



31

% with 0 ="= dimMesh+1.

32 mo = [l:dimMesh+1l, 1l:dimMesh+1];
33 switch dimMesh
34 case 1
35 divideByLengthSquared = @ (X) bsxfun(@rdivide, X, dot (X,X,2));
36 for i = l:dimMesh+1
37 hatGrads{i} = divideByLengthSquared (X{mo (i+l) }—-X{mo(i)});
38 end
39 case 2
40 switch dimSpace
41 % orth(Xa,Xb) generates a vector orthogonal to the edge
42 % [Xa,Xb] lying inside the triangle.
43 case 2 %2D mesh embedded in R"2
44 orth = @(Xa,Xb) [—Xa(:,2)+Xb(:,2), Xa(:,1)—Xb(:,1)];
45 case 3 %2D mesh embedded in R"3
46 N_3D = cross(X{3}—X{1},X{2}—X{1},2);
a7 orth = @(Xa,Xb) cross (N_3D,Xa—Xb, 2);
48 end
49 for i = l:dimMesh+1
50 Ni = orth(X{mo (i+2)},X{mo (i+1)});
51 hatGrads{i} = bsxfun(@rdivide,Ni,dot (Ni,X{i}—X{mo (i+1)},2));
52 end
53 case 3
54 % Gradient has the same direction as normal vector of opposite
55 % face. The length is 1/ (length point to opposite face).
56 for i = l:dimMesh+1
57 Ni = cross (X{mo (i+2) }—X{mo (1i+1)}, X{mo (i+3)}—X{mo (i+1)},2);
58 hatGrads{i} = bsxfun(@rdivide,Ni,dot (Ni,X{i}—X{mo (i+1)},2));
59 end
60 end
61 end
Listing B.2: GRADIENT EINER STUCKWEISE LINEAREN FUNKTION
1 function PO = gradPl (mesh, P1)
2 $%GRADP1 Gradient of elementwise linear, globally continuous function.
3 % PO = GRADP1 (mesh, P1l) returns the gradient of the function P1
4 % represented via the nodal basis as a nC—by—dimPl matrix, where nC is
5 % the number of nodes in the mesh and dimPl is the dimension of the
6 % codomain of the function P1. PO is a nE—by—dimSpacexdimPl array containing
7T % the gradients on all elements.
8 %
9 % JacTr = reshape(PO(i,:), dimMesh, dimP1l) is the transposed
10 % jacobian—matrix on the i—th element.
1 %
12 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
13 nC = size (mesh.coordinates, 1) ;
14 nE = size (mesh.elements,1);
15 dimMesh = size (mesh.elements,?2)—1;
16 dimPl = size (P1,2);
17 dimSpace = size (mesh.coordinates, 2);
18 %
19 assert(size(Pl,1)==nC, 'Function must be given as a Pl function');
20 %
21 PO = zeros(nkE,dimSpace,dimP1l) ;

NN
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hatGrads = |getHatGrads|(mesh) ;

for 1 = 1:dimP1



25
26

for 3 = l:dimMesh+1

o)

% PO(T,:,1) is the gradient of the i—th component of Pl on element
(

27 PO(:,:,1) = PO(:,:,1) + bsxfun(@times, hatGrads{j},
28 Pl (mesh.elements(:,3j),1));
29 end
30 end
31 PO = reshape (PO,nE, []);
32 end
Listing B.3: INTEGRATIONSROUTINE FUR ALLGEMEINE FUNKTIONEN
1 function integrals = integrate (mesh, f, quadDeg, varargin)
2 S$SINTEGRATE Integrates a general function given as a function handle.
3 % INTEGRAL = INTEGRATE (MESH, f, quadDeg) returns the integral of the
4 % function f which is given by a function handle over the given mesh,
5 % which is a structure containing the arrays ELEMENTS and COORDINATES.
6 % These represent the mesh by standard simplex—vertex format. quadDeg is
7T % an integer representing the number of quadrature points used in the
8 % underlying gaussian quadrature.
9 %
10 % INTEGRALS = INTEGRATE (MESH, f, quadDeg, 'elementwise') returns a
1% nE—by—dimf array containing the elementwise integrals.
12 %
13 % INTEGRALS = INTEGRATE (mesh, f, quadDeg, 'patchwise') returns
14 % nC—pby—dim array containing the patchwise integrals.
15 %
16 % WARNING: The function f must be given in a manner, that n points can
17 % be evaluated simultaneously given as a n—by—dimSpace matrix.
18 % If you don't have a vectorized version of the function f it can be
19 % integrated using the [slower] option 'for':
20 %
21 % INTEGRALS = INTEGRATE(..., 'for')
22 %
23 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
24
25 dimf = size (f (mesh.coordinates(1l,:)),2);
26 assert (size (f (mesh.coordinates(1l,:)),1)==1,'f values must be row vectors.');
27
28 1if any(strcmpi('for',varargin))
29 f = @(X) manualVectorization (f,X,dimf);
30 else
31 assert (size (f ([mesh.coordinates (1, :);mesh.coordinates(1,:)]),1) == 2,
32 'Function not vectorized. Use ''for'' option.'");
33 end
34
35 dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
36 nE = size(mesh.elements,1);
37 nC = size (mesh.coordinates,1);
38 %%
39 integral_elements = zeros (nkE,dimf);
40 [W, V] =|simpleruadratureRulekdimMesh, quadDegq) ;
41 volumes =|getElementVolumes“mesh);
42 nQ = length (W);
43 for j = 1:nQ
44 XYZ =|barycentricToCartesianskmesh,V(j,:));
45 £XYZ = f(XYZ);
46 for d = 1:dimf
47 integral_elements(:,d) = integral_elements(:,d)
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48 + W(j)*volumes.+x£XYZ (:,d);
49 end
50 end
51
52 1f (isempty (varargin) || strcmpi (varargin{l}, 'for'))
53 integrals = sum(integral_elements,1l);
54 else
55 switch lower (varargin{l})
56 case {'elementwise'}
57 integrals = integral_elements;
58 case {'patchwise'}
59 integrals = zeros (nC,dimf);
60 for d = 1:dimf
61 for node = 1l:dimMesh+1
62 integrals(:,d) = integrals(:,d) +
63 accumarray (mesh.elements (:,node),
64 integral_elements(:,d), [nC,171);
65 end
66 end
67 otherwise
68 error (['Invalid optional argument: ''"',
69 varargin{l},'""."'1);
70 end
71 end
72 end
73
74 function Y = manualVectorization (f,X,dimf)
75 % If £ is not vectorized, we use a loop to calculate the values.
76 Y = zeros(size(X,1l), dimf);
77 for i = l:size(X,1)
78 Y(i,:) = £(X(i,:));
79 end
80 end
Listing B.4: INTEGRATIONSROUTINE FUR STUCKWEISE KONSTANTE FUNKTIONEN
1 function integrals = integratePO (mesh, PO, varargin)
2 %INTEGRATEPO Integrates a piecewise constant function
3 % INTEGRAL = INTEGRATEPO (MESH, PO0) returns the integral of the function
4 % PO which is given by a nE—by—dimP0 matrix over the given mesh,
5 % which is a structure containing the arrays ELEMENTS and COORDINATES.
6 % These represent the mesh by standard simplex—vertex format.
7T %
8 % INTEGRALS = INTEGRATEPO (MESH, PO, 'elementwise') returns a nE-by—dimPO0
9 % array containing the elementwise integrals.
10 %
1 % INTEGRALS = INTEGRATEPO (mesh, PO, 'patchwise') returns a nC—by—dimPO0O
12 % array containing the patchwise integrals.
13 %
14 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
15
16 dimP0 = size (PO0,2);
17 dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
18 nE = size (mesh.elements,1);
19 nC = size (mesh.coordinates,1);
20 assert (size(P0,1l)==nE, ['Integrand must be given as a P"0 function. ',...
21 '[size(elements,1l)==size (P0,1)]1']);

N
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23

mesh.volumes =|getElementVolumeskmesh);

24 end
25
26 1f (isempty(varargin))
27 integrals = mesh.volumes'=*PO;
28 else
29 switch lower (varargin{l})
30 case {'elementwise'}
31 integrals = bsxfun(@times, mesh.volumes, PO);
32 case {'patchwise'}
33 integrals = zeros (nC,dimPO0) ;
34 for d = 1:dimPO0
35 for node = l:dimMesh+1
36 integrals(:,d) = integrals(:,d) +
37 accumarray (mesh.elements (:,node),
38 bsxfun (Rtimes, mesh.volumes,P0(:,d)), [nC,1]);
39 end
40 end
41 otherwise
42 error (['Invalid optional argument: ''"',
43 varargin{l},"'""'."']);
44 end
45 end
46 end
Listing B.5: INTEGRATIONSROUTINE FUR STUCKWEISE LINEARE FUNKTIONEN
1 function integrals = integratePl (mesh, P1l, varargin)
2 SINTEGRATEP1 Integrates a piecewise linear function
3 % INTEGRAL = INTEGRATEP1 (MESH, P1) returns the integral of the function
4 % Pl which is given by a nC—by—dimPl matrix over the given mesh,
5 % which is a structure containing the arrays ELEMENTS and COORDINATES.
6 % These represent the mesh by standard simplex—vertex format.
7T %
8 % INTEGRALS = INTEGRATEP1 (MESH, P1l, 'elementwise') returns a nE-by—dimP1l
9 % array containing the elementwise integrals.
10 %
1 % INTEGRALS = INTEGRATEP1 (mesh, P1l, 'patchwise') returns a nC-by—dimP1l
12 % array containing the patchwise integrals.
13 %
14 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
15 nC = size (mesh.coordinates,1);
16 assert(size(Pl,1)==nC, ['Integrand must be given as a P”*1 function. ',
17 '[size (coordinates,1l) == size(P1,1)1'1);
18 %% Reuse the available functions
19 integrals = (mesh, |L2ProjectP1ToPO|(mesh, Pl), varargin{:});
Listing B.6: QUADRATURREGELN PER TENSOR-GAUSS-QUADRATUR
1 function [W, V] = simplexQuadratureRule (dim, n)
2 $%$SIMPLEXQUADRATURERULE Quadrature points for simplices.
3 % [WEIGHTS, POINTS] = SIMPLEXQUADRATURERULE (DIM, QUADDEG) returns
4 % quadrature weights and points in barycentric coordinates for a simplex
5 % of dimension DIM<=3 using QUADDEG"DIM gquadrature points.
6 % WEIGHTS is a row vector of quadrature weights corresponding to the rows
7% of the matrix POINTS. Which are the quadrature points given in
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barycentric coordinates.

If a function f can evaluate multiple points at once you can simply use
integral = volumexWxf (V)

meaning $\int f dx = volume \sum_i w_i f£(V_1i)$.

Otherwise use the following code
integral = 0;
for i = 1l:length (W)
integral = integral + volumexW(i)*£(V(i,:))
end
The quadrature rule is exact for polynomials of degree 2xQUADDEG—DIM.

See also:
BARYCENTRICTOCARTESIANS

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

assert ((dim>=1 && dim<=3), ['Only gquadrature rules for',...

S
S

if

e

o° o oe

'l <= DIM <= 3 are implemented.']);
One—point quadrature.

(isempty(n) || (n == 1))

V = 1/ (dim+1) xones (1,dim+1) ;
w=1;

return;

nd

We use tensor quadrature based on 1D—gaussian quadrature and
integration by substitution via the affine transformation TRAFO and its
determinant TRAFODET.

[X_1D,W_1D] = gausslD(n,0,1);
switch dim
case 1
W = W_1D;
V = [X_1D, 1-X_1D];
case 2

trafo = @(x,y) [x, (1—x).*y];
trafodet = @(x,y) (1—x);
Tensor quadrature
repmat (X_1D', [n,1]);
repmat (W_1D, [n,11);
= X';
= W.*xW';
Affine transformation of quadrature rule
Y = trafo(X(:),Y(:));
V = [XY,l—sum(XY,2)];
W = W.*abs (trafodet (X,Y));
case 3
trafo = @(x,y,2z) [%x, (1—x).*xy, (1—x) .x(1=y) .*z];
trafodet = @(x,vy,2) (1—-x).*(1—x).x(1-y);
Tensor quadrature
= repmat (X_1D', [n,1,n]);
= repmat (W_1D, [n,1,n]);
shiftdim(X,1);
= shiftdim(X,2);
= W.*shiftdim (W, 1) .xshiftdim (W, 2);
Affine transformation of quadrature rule
XYZ = trafo(X(:),Y(:),Z2(:));
V = [XYZ,1l—sum(XYZ,2)];
W = W.*abs (trafodet (X,Y,Z2));
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As the above yields a quadrature rule for the n—dimensional simplex, it
holds sum (W) = 1/factorial (dim) [= volumeOf (nDimSimplex)]. But as we want
to use the function via integral = volumexWxf (V) we have to scale so

that sum(W) == 1.

= reshape (factorial (dim) W, 1, []);

o° o° o o

=

end

function [nodes,weights] = gausslD(n,varargin)
beta = (l:n—1)./sqrt((2x(1l:n—1))."2—-1);

A = diag(beta,—1)+diag(beta,l);
[eigenvector,nodes] = eig(A);

[nodes,idx] = sort (diag(nodes));

weights = 2xeigenvector(l,idx) ."2;

if nargin >= 3
a = varargin{l};
b = varargin{2};
weights = 0.5xabs (b—a)xweights;
nodes = 0.5%x( a+b + nodesx (b—a) );
end
end

B.2. Geometrische Berechnungen

Listing B.7: BARYZENTRISCHE KOORDINATEN IN KARTESISCHE KOORDINATEN UMWANDELN

1 function cartesians = barycentricToCartesians (mesh, barycentric)
2 $BARYCENTRICTOCARTESIANS Single barycentric coordinate to multiple
3 %cartesian coordinates
4 % CARTESIANS = BARYCENTRICTOCARTESIANS (MESH, BARYCENTRIC) yields a
5 % nE—by—dimSpace array containing the points obtained using the given
6 % barycentric coordinate as local coordinate on all the elements.
7T %
8 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
9
10 assert (length (barycentric)==numel (barycentric),
11 'Barycentric coordinate must be given as a single vector');
12 dimMesh = size (mesh.elements,?2)—1;
13 dimSpace = size (mesh.coordinates, 2);
14 nE = size (mesh.elements,1);
15 cartesians = zeros(nE, dimSpace);
16 for d = l:dimMesh+1
17 cartesians = cartesians + barycentric(d) xmesh.coordinates (mesh.elements(:,d),:);
18 end
Listing B.8: UBERFLUSSIGE PUNKTE AUS NETZ ENTFERNEN
1 function [mesh, old2new, new20ld] = cleanMesh (mesh)
2 $CLEANMESH Removes duplicate and unused points from mesh
3 % [CLEANEDMESH, OLD2NEW, NEW20LD] =
4 % CLEANMESH (MESH)
5 % The arrays old2new and new2old are used for reindexing in the following
6 % way:
7% cleanedmesh.elements == old2new (mesh.elements)
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mesh.elements
and

new2old (cleanedmesh.elements)

o0 o° o° oo o

10 cleanedmesh.coordinates == mesh.coordinates (new20ld, :)
11
12 Author: Josef Kemetmueller — 16.12.13
13
14 % Compute remaining elements
15 remaining = unique (mesh.elements(:));
16 nRe = size(remaining,l);
17 nE = size (mesh.elements,1);
18
19 old2new = zeros (nkE,1);
20 new2o0ld = zeros (nRe,1);
21
22 % Compute new elements
23 new2old(l:nRe) = remaining;
24 old2new (remaining) = 1l:nRe;
25
26 mesh.coordinates = mesh.coordinates (new2o0ld, :);
27 mesh.elements = reshape (old2new (mesh.elements),nkE, []);
28
29 end
Listing B.9: TOPOLOGISCHEN RAND EINES NETZES FINDEN
1 function boundary = getBoundary (mesh, varargin)
2 %GETBOUNDARY Returns the topological boundary of the mesh.
3 % BOUNDARY = GETBOUNDARY (MESH) returns the topological boundary.
4 %
5 % BOUNDARY = GETBOUNDARY (MESH, 'outwards') or
6 % BOUNDARY = GETBOUNDARY (MESH, 'inwards') returns the boundary in a way
7T % that the normals are oriented outwards resp. inwards.
8 %
9 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.13
10 % Note: freeBoundary (TR) should do the same — but without orientation.
11 % TODO: The orientation property should be programmed in a way, that it
12 % doesn't use the oriented volume, so it would work e.g. for 2D meshes in 3D.
13
14 nE = size (mesh.elements,1);
15 dimMesh = size (mesh.elements,2) — 1;
16 faceorder = reshape (repmat ((dimMesh+1l):—1:1,dimMesh,1),dimMesh+1, dimMesh) ;
17 % Reorder, so that faceorder contains the correct orientation!
18 faceorder(l1:2:end, :) = faceorder(l:2:end,end:—1:1);
19
20 1f (nE==0)
21 boundary = [];
22 return;
23 end
24
25 %% Correct orientation
26 if (nargin>1)
27 assert ((size (mesh.coordinates,2) == dimMesh),
28 'Dimensions unsuitable for orientation property.');
29 switch varargin{l}
30 case 'inwards'
31 correct = @(X) X<0;
32 case 'outwards'
33 correct = @(X) X>0;
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34 otherwise
35 error (['Unknown orientation option. ',
36 'Only valid: ''inwards'' or ''outwards''']);
37 end
38 signedVolumes =|getSignedElementVolumeskmesh);
39 orientcorrect = correct (signedVolumes) ;
40 % Change orientation
41 mesh.elements (~orientcorrect, [1,2]) = mesh.elements (~orientcorrect, [2,1]);
42 end
43
44 %% Compute hyperfaces of the mesh
45 hyperfaces = reshape (mesh.elements(:,faceorder), [],dimMesh);
46 sortedfaces = sort (hyperfaces,2);
47
48 [foo,I,J] = unique (sortedfaces, 'rows');
49 boundary = hyperfaces (I (accumarray(J,1l)==1),:);
Listing B.10: VOLUMINA DER SIMPLICES BESTIMMEN
1 function volumes = getElementVolumes (mesh)
2 %GETELEMENTVOLUMES Volumes (/areas/lengths) of the simplices in the mesh.
3 % VOLUMES = GETELEMENTVOLUMES (MESH) returns a vector containing the
4 % volumes (/areas/lengths) of each simplex.
5 %
6 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
7
8 nE = size(mesh.elements, 1);
9 dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
10 dimSpace = size (mesh.coordinates, 2);
11
12 assert (dimMesh<=dimSpace, [ 'Your $%$dD—simplices are lying in %$dD—space.\n', ...
13 'The only correct ''volume'' is zero.'],...
14 dimMesh, dimSpace);
15
16 1if (dimMesh==dimSpace)
17
18 volumes = absdgetSignedElementVolumeskmesh));
19 else $ Our mesh is a manifold in some higher dimensional space.
20 X = @(d) mesh.coordinates (mesh.elements(:,d), :);
21 lengths = @ (X) sqgrt(sum(X.”2,2));
22 %%
23 if (dimMesh==1) % Lengths are easy
24 volumes = lengths (X (2)—X(1));
25 elseif (dimMesh==2 && dimSpace==3) % Areas in 3D using cross product.
26 volumes = lengths (cross (X (2)—X(1),X(3)—X(1),2))/2;
27 else % Using general rule.
28 volumes = zeros(nE,1);
29 for 1 = 1:nE
30 nodes = mesh.elements (i, :);
31 MT = [ones (1l,dimMesh+1); mesh.coordinates (nodes, :)"'];
32 volumes (i) = 1/factorial (dimMesh) xsqgrt (det (MT'*MT)) ;
33 end
34 end
35 end

Listing B.11: VOLUMINA DER KNOTENPATCHES BESTIMMEN
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1 function patchVols = getPatchVolumes (mesh)
2 $%GETPATCHVOLUMES Volumes of the node patches.
3 % PATCHVOLS = GETPATCHVOLUMES (MESH) returns the vector of the sums of the
4 % volumes of the simplices adjacent to each node.
5 %
6 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
7 nE = size (mesh.elements,1);
8 % Patch integrals of the constant l1—function.
9 patchvVols = (mesh,ones (nE, 1), 'patchwise');
Listing B.12: ORIENTIERTES VOLUMEN BESTIMMEN
1 function volumes = getSignedElementVolumes (mesh)
2 S$GETSIGNEDELEMENTVOLUMES Signed volumes (/areas/lengths) of the simplices
3 % in the given mesh.
4 % VOLUMES = GETSIGNEDELEMENTVOLUMES (MESH) returns a vector containing the
5 % signed volumes (/areas/lengths) of each simplex.
6 %
7T % For this to be well defined the mesh dimension must be the same as the
8 % space dimension.
9 %
10 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
11
12 nE = size(mesh.elements, 1);
13 dimMesh = size (mesh.elements,?2)—1;
14 dimSpace = size(mesh.coordinates,2);
15
16 assert (dimMesh==dimSpace, ['Your %$dD—simplices are lying in %$dD—space.', ...
17 'There is no signed volume.'],dimMesh,dimSpace) ;
18
19 X = cell(l,dimMesh+1);
20 for d = 1l:dimMesh+1
21 X{d} = mesh.coordinates (mesh.elements(:,d), :);
22 end
23 switch dimMesh
24 case 1 $ Edge lengths are easy
25 volumes = X{2}—X{1l};
26 case 2 % Manually compute 2D—determinants
27 d21 = X{2}—-X{1};
28 d31 = X{3}—%X{1};
29 volumes = 1/2x(d21(:,1).+d31(:,2)—d21(:,2).xd31(:,1));
30 case 3 % The cross product can be used to compute the oriented volume.
31 N{l} = —cross (X{3}—X{2},X{4}—X{2},2);
32 volumes = (1/6)*dot (N{1},X{1}—X{2},2);
33 otherwise % Generalized simplex volume.
34 volumes = zeros(nk,1);
35 for i = 1:nE
36 nodes = mesh.elements (i, :);
37 MT = [ones (1l,dimMesh+1); mesh.coordinates (nodes, :)"'];
38 volumes (i) = 1/factorial (dimMesh) xdet (MT) ;
39 end
40 end

Y
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Listing B.13: STEIFIGKEITSMATRIX BERECHNEN
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function S = inner_gradPl_gradPl_L2 (mesh, phi, psi, dimPhi)
$INNER_GRADP1_GRADP1_L2 L2—inner product of the gradients of two
%$elementwise linear, globally continuous functions. ['Stiffness matrix']
S = inner_gradPl_gradPl_L2 (MESH, PHI, PSI) returns the inner product
(grad PHI, gradPSI)_L2.

V = inner_gradPl_gradPl_L2 (MESH, PHI) returns the vector V of grad PHI
tested with all gradients of hat functions
V(i) == inner_gradPl_gradPl_L2 (MESH, grad PHI, grad HAT(i))

M = inner_gradPl_gradPl_L2 (MESH) or
M = inner_gradPl_gradPl_L2 (MESH, [], [], DIMPHI)
returns the matrix M(i, j) = inner_gradPl_gradPl_L2 (MESH, HAT (i), HAT(J))
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Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if ~isfield(mesh, 'volumes')

mesh.volumes =|getElementVolumeskmesh);
end

if ~exist ('phi', 'var")
S = inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, 1);
elseif ~exist('psi','var')
S = inner_gradPl_gradPl_L2 (mesh, phi, []);
elseif isempty(phi) && isempty (psi)
S = inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, dimPhi);
elseif isempty (phi)
S = inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, 1) *psi;
elseif isempty (psi)
S = inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, 1) *phi;
elseif exist('dimPhi', 'var') && strcmpi (dimPhi, 'elementwise')
S = dot (phi, inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, 1)x*psi, 2);
else
S = sum(dot (phi, inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, 1)=xpsi, 2));
end
end

function S = inner_gradPl_gradPl_L2_mat (mesh, dim)
% So called 'stiffness matrix'.
if dim==1 && isfield(mesh, 'stiffness')
S = mesh.stiffness;
return;
end
nC = size (mesh.coordinates, 1) ;
nE = size (mesh.elements,1);
dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
hatGrads = (mesh);
% (dimMesh+1) hat—functions per Element
% => nEx (dimMesh+1)x (dimMesh+1) contributions.
[S,I,J] = deal (zeros (nkE,dimMesh+1,dimMesh+1));
for i = l:dimMesh+1
for j = l:dimMesh+1

S(:,1,73) :|inner_PO_PO_L2kmesh,hatGrads{i},hatGrads{j},'elementwise');
I(:,i,3) = mesh.elements(:,1);
J(:,1,J) = mesh.elements(:,]);

end
end
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58 %% Compute the matrix
59 1f dim==1

60 S = sparse(I(:),J(:),S(:),nC,nC);

61 else

62 S = sparseBlockDiaghI,J,S,nC,nC,dim);
63 end

64 end

Listing B.14: L2-SKALARPRODUKT EINER ALLGEMEINEN UND EINER STUCKWEISE LINEAREN
FUNKTION

function S = inner_L2_P1l_ L2 (mesh, L2, Pl, quaddeg, option)
$INNER_L2_P1_1L2 Approximate L2—inner product of a L2 function and an
%elementwise linear, globally continuous function.

L2 must be given as a function handle, Pl using the nodal basis.

S = INNER_L2_P1_L2(MESH, L2, Pl) returns the inner product (L2,P1l)_L2.

V = INNER_L2_P1_L2 (MESH, L2) returns the vector V of L2 tested with
all hat functions V(i) == INNER_L2_P1_L2 (MESH, L2, HAT(i))
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Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if ~isfield(mesh, 'volumes')

mesh.volumes =|getElementVolumeskmesh);
end

=
N

un
w

=
'S

if ~exist ('P1', 'var')
S = inner_L2_Pl_L2_vec (mesh, L2, 3);
elseif isempty (P1l)
S = inner_L2_P1l_L2_vec (mesh, L2, quaddeq);
elseif ~exist ('quaddeg', 'var')
S = inner_L2_P1_L2 (mesh, L2, P1l, 3);
elseif exist('option','var') && strcmpi (option, 'elementwise')
S = dot (inner_L2_P1l_L2_vec(mesh, L2,quaddeqg),Pl, 2);

NONON N = e
W N = O © o N o

else

NN
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S = sum(dot (inner_L2_Pl_L2_vec (mesh,L2, quaddeg),Pl, 2));
end
end

NONON N
© 0 N O

function SPs = inner_L2_P1l_L2_vec(mesh, L2, quaddeq)

W
(=]

31 dimL2 = size (L2 (mesh.coordinates(1,:)),2);

32 dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;

33 nC = size (mesh.coordinates,1);

34

35 [W, V] =|simpleruadratureRulehdimMesh, quaddegq) ;

36 nQ = size(V,1);

37 SPs = zeros (nC,dimL2);

38

39 for j = 1:nQ

40 XYZ =|barycentricToCartesianskmesh,V(j,:));

41 L2XYZ = L2 (XYZ);

42 for d = 1:dimL2

43 for node = 1:dimMesh+1

44 SPs(:,d) = SPs(:,d) + accumarray (mesh.elements (:,node),
45 W(j)*V(j,node)rmesh.volumes.*«L2XYZ (:,d), [nC,1]);
46 end
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a7 end
48 end
49
50 end
Listing B.15: L2-SKALARPRODUKT ZWEIER STUCKWEISE KONSTANTER FUNKTIONEN
1 function S = inner_ PO_PO_L2 (mesh, PO_1, PO_2, dimPhi)
2 %INNER_PO_PO_L2 L2—inner product of two piecewise constant functions.
3 % S = INNER_PO_PO_L2 (MESH, PHI, PSI) returns inner_product (PHI,PSI)_L2.
4 %
5 % V = INNER_PO_PO_L2 (MESH, PHI) returns the vector V of PHI tested with
6 % all basis functions V(i) == INNER_PO_PO_L2 (MESH, PHI, CHI(i)), where
7% CHI (i) is the basis function which is one on the element (i, :) and zero
8 % everywhere else.
9 %
10 % M = INNER_PO_PO_L2 (MESH) or M = INNER_PO_PO_L2 (MESH, [], [], DIMPHI)
1 % returns the matrix M (i, j) = INNER_PO_PO_L2 (MESH, CHI(i), CHI(3j)), where
12 % CHI (i) is again the basis function which is one on the element (i, :) and
13 % zero everywhere else.
14 %
15 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
16 if ~isfield(mesh, 'volumes"')
17 mesh.volumes =|getElementVolumeskmesh);
18 end
19
20 1f ~exist ('PO_1','var'")
21 S = inner_PO0_PO0_L2_mat (mesh, 1);
22 elseif ~exist ('PO_2','var')
23 S = inner_PO0_PO_L2 (mesh, PO_1, [1);
24 elseif isempty(PO_1l) && isempty (P0_2)
25 S = inner_PO0_PO_L2_mat (mesh, dimPhi);
26 elseif isempty (PO_1)
27 S = inner_PO0_PO0_L2_mat (mesh, 1)x*P0_2;
28 elseif isempty(P0_2)
29 S = inner_PO0_PO_L2_mat (mesh, 1)x*P0_1;
30 elseif exist('dimPhi','var') && strcmpi (dimPhi, 'elementwise')
31 S = dot (PO_1, inner_PO_PO_L2_mat (mesh, 1)*P0_2, 2);
32 else
33 S = sum(dot (PO_1, inner_PO_PO_L2_mat (mesh, 1)xP0_2, 2));
34 end
35 end
36
37 function S = inner_PO_PO_L2_mat (mesh, dim)
38 nE = size (mesh.elements,1);
39 S = spdiags (repmat (mesh.volumes(:),dim,1),0,dim*nE, dim*nE) ;
40 end

Listing B.16: L2-SKALARPRODUKT EINER STUCKWEISE KONSTANTEN UND EINER STUCKWEISE

LINEAREN FUNKTION

Ut W N =

function S = inner_ PO_P1_L2 (mesh, PO, P1l, dimPhi)

$SINNER_PO_P1_L2 L2—inner product of an elementwise constant and an
%elementwise linear, globally continuous function.

S = INNER_PO_P1_IL2(MESH, PO, Pl) returns the inner product (P0,P1l)_L2.

o° o
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V = INNER_PO_P1_L2 (MESH, P0O) returns the vector V of PO tested with
all hat functions V(i) == INNER_PO_P1 L2 (MESH, PO, HAT(i))

all basis functions CHI(i): V(i) == INNER_PO_P1_L2(MESH, CHI (i), P1),
where CHI (i) 1s the basis function which is one on the element (i, :)
zero everywhere else.

M = INNER_PO_P1 L2 (MESH) or M = INNER_PO_P1 L2 (MESH, [], [], DIMPHI)
returns the matrix M(i,j) = INNER_PO_P1_L2(MESH, CHI (i), HAT(Jj)).

= 0 o° o o d° o A° o o° o o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if ~isfield(mesh, 'volumes')

mesh.volumes =|getElementVolumeskmesh);
end

if ~exist ('PO'", 'var')
S = inner_PO_P1_L2_mat (mesh, 1);
elseif ~exist ('P1l','var')
S = inner_PO_P1_L2 (mesh, PO, []);
elseif isempty (P0) && isempty (P1)
S = inner_PO_P1l_L2_mat (mesh, dimPhi);
elseif isempty (PO)
S = inner_PO_P1_L2_mat (mesh, 1)=*P1l;
elseif isempty (P1l)
S = inner_PO_P1l_L2_mat (mesh, 1) 'xPO0;
elseif exist ('dimPhi', 'var') && strcmpi (dimPhi, 'elementwise')
S = dot (PO, inner_PO_P1_L2_mat (mesh, 1)=*P1l, 2);
else
S = sum(dot (PO, inner_PO_P1_L2_mat (mesh, 1)xP1l, 2));
end

end
function S = inner_ PO_P1_L2_mat (mesh, dim)
nE = size (mesh.elements,1);
nC = size (mesh.coordinates, 1);
dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;
S = repmat (mesh.volumes/ (dimMesh+1), 1, dimMesh+1);
I = repmat (l:nE, 1, dimMesh+1);
J = mesh.elements;
if dim==
S = sparse(I(:),J(:),S(:),nE,nC);
else
S = sparseBlockDiaghI,J,S,nE,nC,dim);
end
end

Listing B.17: L2-SKALARPRODUKT ZWEIER STUCKWEISE LINEARER FUNKTIONEN

w
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function S = inner_P1l_P1l_ L2 (mesh, phi, psi, dimPhi)
$INNER_P1_P1 1.2 L2—inner product of two elementwise linear, globally
%$continuous functions.

V = INNER_PO_PI1_L2(MESH, [], P1l) returns the vector V of Pl tested with
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V = INNER_P1_P1_L2 (MESH, PHI) returns the vector V of PHI tested with
all hat functions V(i) == INNER_P1_P1_L2(MESH, PHI, HAT(i))

M = INNER_P1_P1_L2 (MESH) or M = INNER_P1_P1_L2(MESH, [], [], DIMPHI)
returns the matrix M(i,j) = INNER_P1_P1_1L2 (MESH, HAT (i), HAT(J))
[The so called 'mass matrix'].
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Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if ~isfield(mesh, 'volumes')

mesh.volumes =|getElementVolumeskmesh);
end

if ~exist ('phi', 'var")
S = inner_P1_P1l_L2_mat (mesh, 1);
elseif ~exist('psi', 'var')
S = inner_P1l_P1l 12 (mesh, phi, []);
elseif isempty(phi) && isempty (psi)
S = inner_P1_P1l_L2_mat (mesh, dimPhi);
elseif isempty (phi)
S = inner_P1l_P1l_L2_mat (mesh, 1)*psi;
elseif isempty (psi)
S = inner_P1l_ Pl L2 _mat (mesh, 1) xphi;
elseif exist('dimPhi', 'var') && strcmpi (dimPhi, 'elementwise')
S = dot (phi, inner_P1l_P1l_L2_mat (mesh, 1)x*psi, 2);
else
S = sum(dot (phi, inner_P1l P1_L2_mat (mesh, 1)xpsi, 2));
end
end

function S = inner_P1_P1_L2_mat (mesh,dim)
nC = size(mesh.coordinates, 1);

nE = size (mesh.elements,1);

dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;

% (dimMesh+1) hat—functions per Element
% => nEx (dimMesh+1)x (dimMesh+1) contributions.
[S,I,J] = deal (zeros (nkE,dimMesh+1,dimMesh+1));

inner_ HatI_HatJ ref = factorial (dimMesh)/factorial (dimMesh+2) *
(eye (dimMesh+1) +ones (dimMesh+1) ) ;
for i = l:dimMesh+1
for j = l:dimMesh+1

S(:,1,J) = mesh.volumes*inner_HatI_HatJ_ref (i, J);
I(:,i,3) = mesh.elements(:,1);
J(:,1,J) = mesh.elements(:,]);

end
end

%% Compute the matrix

if dim==1

S = sparse(I(:),J(:),S(:),nC,nC);
else

S = sparseBlockDiaghI,J,S,nC,nC,dim);
end
end

INNER_P1_P1 L2 (MESH, PHI, PSI) returns the inner product (PHI,PSI)_L2.
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Listing B.18: BESTIMMUNG DER KOEFFIZIENTEN /3 FUR DAS h-SKALARPRODUKT
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function betas = getBetas (mesh)

$GETBETAS Factors for the computation of the reduced (mass lumped) inner
%product (.,.)_h.

% Usage:

% BETAS = GETBETAS (MESH)

% It holds BETAS (i)==INTEGRATEP1 (mesh, HAT(i)) and using the vector BETAS
% the reduced inner—product can be computed by

% S (PHI,PSI)_h = \sum_i betas (i) <PHI (i), PSI(i)>$

% Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;

% The elementwise integral of one hat function is the element volume

% divided by the number of nodes in the element. (For the elements adjacent

to the node; for the others it is zero)
betas = l/(dimMesh+l)ﬂgetPatchVolumeshmesh);
end

Listing B.19: h-NORM

© 0 N O U s W N =

function val = norm_Pl_h (mesh, P1)

NORM_P1_H h—Norm of a elementwise linear globally continuous function.
NORM = NORM_P1_H(MESH, P1l) returns norm of the function P1 induced by
the reduced inner_product (., .)_h defined by
$(phi, psi)_h = \int I_h(<phi,psi>) dx$.

o° o° o o° o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
= sqrtdinner_Pl_Pl_hkmesh, P1, P1l));

<
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end
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4. Operatoren

Listing B.20: DISKRETISIERUNG EINER ALLGEMEINEN FUNKTION
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function P1 = hTildel2 (mesh, L2, quadDeqg)

$HTILDEL2 'Isometry' from ({P1l}, (.,{P1l})_L2) to ({P1l}, (.,{P1l})_h)
Pl = hTildel2 (mesh, L2) returns the elementwise linear, globally
continuous function P1l, that satisfies:

$(Pl, Pls)_h = (L2, Pls)_L2$ for all elementwise linear, globally
continuous Pls.

o° o° o o° oo o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if ~exist ('quaddeg', 'var');

quadDeg = 3;
end

assert (size (L2 (mesh.coordinates(1,:)),1)==1, 'L2 values must be row vectors.');

SPs =|inner_L2_Pl_L2hmesh, L2, [], quadDeq);
P1 = bsxfun(@rdivide, SPs, [getBetas|(mesh));

This would be an alternative to compute it, but since its a diagonal
matrix, we do it explicitly:

o
°
o
°



19

%P1 = inner_P1l_P1l _h(mesh)\inner_L2_P1_L2 (mesh, L2, [], quadDeq);

Listing B.21: DISKRETISIERUNG EINER STUCKWEISE KONSTANTEN FUNKTION
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function P1 = hTildePO (mesh, PO)

$HTILDEPO 'Isometry' from ({PO}, (.,{P1l})_L2) to ({P1l}, (.,{P1l})_h)
Pl = hTildePO (mesh, P0O) returns the elementwise linear, globally
continuous function P1, that satisfies:

$(Pl, Pls)_h = (PO, Pls)_L2S$ for all elementwise linear, globally
continuous Pls.

o® o° o° o° o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

SPs =|inner_PO_P1_L2hmesh, PO);
Pl = bsxfun(Qrdivide, SPs, (mesh));

This would be an alternative to compute it, but since its a diagonal
matrix, we do it explicitly:
= inner_P1_P1l_h (mesh)\inner_PO_PI1_L2 (mesh, PO);

o° o° o°
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-

Listing B.22: DISKRETISIERUNG EINER STUCKWEISE LINEAREN FUNKTION
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function P1_h = hTildeP1 (mesh, P1_L2)

$HTILDEP1 'Isometry' from ({P1l}, (.,{Pl})_L2) to ({P1l}, (.,{P1l})_h)
Pl_h = hTildePl (mesh, P1_L2) returns the elementwise linear, globally
continuous function P1l_h, that satisfies:

$(P1_h, Pls)_h = (P1_L2, Pls)_L2$ for all elementwise linear, globally
continuous Pls.

o° o° o o° o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

P1_h = bsxfun(@rdivide, |inner_P1_Pl_L2|(mesh, P1_L2), [getBetas|(mesh));

This would be an alternative to compute it, but since its a diagonal
matrix, we do it explicitly:
= inner_P1_ Pl _h(mesh)\inner_P1_P1_L2 (mesh, P1_L2);

o° o o
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=

end

Listing B.23: CLEMENT-INTERPOLATION EINER ALLGEMEINEN FUNKTION
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function Pl = interpolateClement (mesh, £, gquaddegq)
$INTERPOLATECLEMENT Clement interpolation of a function handle.
% Pl = INTERPOLATECLEMENT (MESH, f) returns the elementwise linear,
% globally continuous function P1l, whose nodal—values are the mean values
% of the corresponding node—patches.
% Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
if ~exist ('quaddeg', 'var');
quaddeg = 3;
end

P1 = bsxfun(Q@rdivide, integratekmesh,f,quaddeg,'patchwise‘),
getPatchVolumeshmesh));

end
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Listing B.24: CLEMENT-INTERPOLATION EINER STUCKWEISE KONSTANTEN FUNKTION

© 0 N O U W N =

=
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function Pl = interpolateClementPO (mesh,PO0)

$INTERPOLATECLEMENTPO Clement interpolation of a PO function.

P1 = INTERPOLATECLEMENTPO (MESH, P0O) returns the elementwise linear,
globally continuous function P1l, whose nodal—values are the mean values
of the corresponding node—patches.

o0 o° o° oo o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

% Integral mean of the patch
P1 = bsxfun(Q@rdivide, integratePO(mesh,PO,'patchwise'),|getPatchVolumeskmesh));
end

Listing B.25: L2-PROJEKTION EINER ALLGEMEINEN AUF DIE STUCKWEISE LINEAREN FUNK-

TIONEN
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function P1 = L2ProjectL2ToPl (mesh, L2)

%$L2PROJECTL2TOP1 L2—Projection from Pl to PO.

Pl = L2PROJECTP1TOP1 (MESH, L2) returns the L2-—projection onto the space
of elementwise linear, globally continuous functions.

o° o° o° oo

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
1 = inner_Pl_Pl_Lkaesh)Qinner_LZ_Pl_LZMmesh, L2);

o)

Listing B.26: L2-PROJEKTION EINER STUCKWEISE KONSTANTEN AUF DIE STUCKWEISE LINEA-

REN FUNKTIONEN
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e e e
gl ke W N = O

function PO = L2ProjectPl1lToPO (mesh, P1)

%$L2PROJECTP1TOPO0 L2—Projection from Pl to PO.

PO = L2PROJECTP1TOPO (MESH, Pl) returns the L2—projection onto the space
of elementwise constant functions.

o° o° o° o
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nE = size (mesh.elements,1);
dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;

% As this projection is just the elementwise mean, we compute it explicitly
0 = sum(reshape (Pl (mesh.elements,:)"', [],nE,dimMesh+1),3) "'/ (dimMesh+1);

]

This would be an alternative to compute it, but since its a diagonal
matrix, we do it explicitly:
= inner_PO0_PO_L2 (mesh)\inner_PO_P1_L2 (mesh, [], P1l);

o° o oe
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Listing B.27: DISKRETISIERUNG DES LAPLACE-OPERATORS

© 0w N O s W N
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function laph = laplace_hP1 (mesh, P1)

SLAPLACE_hP1 Discrete version of the laplacian.

£ LAPH = LAPLACE_hP1 (MESH, P1l) returns the discrete (mass lumped)

laplacian of the piecewise linear, globally continuous function P1.

The result satisfies:

(LAPH, Pls)_h = —(grad P1l, grad Pls)_L2 for all piecewise linear, globally
continuous Pls.

o0 o o o° o0 o o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
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laph = —bsxfun(@rdivide, mesh.stiffness«P1l, mesh.betas);

This would be an alternative to compute it, but since its a diagonal
matrix, we do it explicitly:

%$laph = —inner_P1l_P1_h(mesh)\inner_gradPl_gradP1l_L2 (mesh,P1l);

end

o
°
o
°

Listing B.28: KREUZPRODUKTMATRIX M;; = (¢, X ©j, i)

1 function M = inner_ PlxHatJ_HatI_h (mesh, P1)
2 S$INNER_P1XHATJ_HATI_H Cross product matrix using mass lumping.
3 % M = INNER_PI1XHATJ_HATI_H(MESH, Pl) returns the matrix defined by:
4 % M(i,3) = (Pl x hat(j) , hat(i))_h, where the hat functions are numbered
5 % by hat (nCx (dim—1) +node), dim=1...3, node=1l...nC.
6 % This results in the following block matrix, which is skew—symmetric.
7T %
8 % [(m(n)xel,el)_h, (m(n)xe2,el)_h, (m(n)xe3,el)_h ]
9 % M = [(m(n)xel,e2)_h, (m(n)xe2,e2)_h, (m(n)xe3,e2)_h ]
10 % [(m(n)xel,e3)_h, (m(n)xe2,e3)_h, (m(n)xe3,e3)_h ]
1 %
12 3% Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
13 M = ﬁinner_HatIxHatJ_Pl_hhmesh, P1l);
Listing B.29: KREUZPRODUKTMATRIX M;; = (¢, X Apwj, i)n
1 function M = inner_PlxlaphHatJ_HatI_h (mesh, P1)
2 $%INNER_P1XLAPHHATJ_HATI_h Laplace—Cross product matrix using mass lumping.
3 % M = INNER_PI1XLAPHHATJ_ _HATI_h(MESH, Pl) returns the matrix defined by:
4 % M(i,J) = (Pl x lap_h(hat(j)) , hat(i))_h, where the hat functions are
5 % numbered by hat (nC+ (dim—1)+node), dim=1...3, node=1l...nC.
6 %
7% Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
8 M = ﬂinner_HatleathatJ_Pl_hkmesh, P1l);

Listing B.30: VEKTOR (V;, ¢y, )2
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function P1TGradHat = inner_GradHatI_P1_L2 (mesh, P1)

$INNER_GRADHATI P1 12 Elementwise linear function tested by hat gradients.
V = INNER_GRADHATI_P1_L2 (mesh, Pl) returns the vector of Pl tested by
all gradients of hat functions

V(i) == (Pl, grad hat(i))_L2

o°

o° o° oo o°

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

dimMesh = size (mesh.elements,2)—1;

nC = size (mesh.coordinates, 1);

P1TGradHat = zeros(nC,1);

hatGrads = (mesh);

for node = l:dimMesh+1

P1TGradHat = P1TGradHat + accumarray (mesh.elements (:,node),
|inner_PO_P1_L2kmesh, hatGrads{node}, P1l, 'elementwise'), [nC,11);

end

Listing B.31: BLOCKDIAGONALMATRIX AUS DUNNBESETZTEN MATRIZEN
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function S = sparseBlockDiag(I,J,S,m,n, repnum)

%$SPARSEBLOCKDIAG Sparse block diagonal matrix.

S = SPARSEBLOCKDIAG(I,J,S,m,n,repnum) produces a block diagonal matrix,
with repnum diagonal blocks consisting of the matrix SPARSE(I,J,S,m,n)

o° o o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
ILocal2Global @ (d,nodes) bsxfun (@plus,mx (d—1),reshape (nodes, [],1));
JLocal2Global @ (d,nodes) bsxfun(@plus,n*(d—1),reshape (nodes, [],1));

© 0w N O U e W N

—
S
Il

repmat (S(:), 1, repnum) ;
ILocal2Global (l:repnum, I);
JLocal2Global (1l:repnum, J) ;

I

W N e
g H »n
[l

S = sparse(I,J,S,mxrepnum, nxrepnum) ;

[un
o

end

.
(=]

B.5. Effektives Feld

Listing B.32: BERECHNUNG DES ANISOTROPIE-FELDBEITRAGS

function ani = anisotropy(m,material)
SANISOTROPY Computes the anisotropy DPhi (m) .
E ANI = ANISOTROPY (M, MATERIAL) returns the anisotropy DPhi (M) = —2(e,x)e

for given magnetization m and struct MATERIAL containing the easyaxis
MATERIAL.easyaxis

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
= reshape (material.easyaxis, 3, []);
ani = —2xbsxfun(@times,e',mx*e);

© 0 N O U W N e
D o° o° o0 oo o

Listing B.33: ERSTELLUNG EINES DISKRETEN EXTERNEN FELDES, KONSTANT IN DER ZEIT

function f = constantInTimeExternalFieldTilde (mesh, f_Space, quadDeq)
$CONSTANTINTIMEEXTERNALFIELDTILDE Generate function handle which is
%$constant in time.

F = CONSTANTINTIMEEXTERNALFIELDTILDE (MESH, F_SPACE, QUADDEG) returns a
function handle f(t), which yields a discrete P1 field for each

time t. The input should be a function handle F_SPACE (X) which can be
evaluated using an array whose rows are points in R"3.

© 0w N s W N

o o° o° o° o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

=
o

if ~exist ('quadDeg', 'var')
quadDeg = 3;
end
timeConstant = (mesh, f_Space, quadDeg);
f = @(t) timeConstant;
end

e e e e
DU W N =

Listing B.34: BERECHNUNG DES STREUFELD-FELDBEITRAGS
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function minusGRADu = strayfield (mesh
$STRAYFIELD Computes the strayfiel
MINUSGRADU = STRAYFIELD (MESH, M)
the Fredkin—Koehler FEM—BEM—coupl
function, namely minus the gradie
[-gradPl (MESH, U)]

o° o o o° o° oo

Author: Josef Kemetmueller — 16.1
nC = size(mesh.coordinates, 1);
dimMesh = size (mesh.elements,2)—1; %
= mesh.volumes (1)~ (1/dimMesh) ;
STEP 1: compute (\nabla ul, \nabla
for all v_h in S*1_%*(T_h)
compute PI1-FEM approx. of Neumann p
where the extra row and column resu
the solution holds \int_ (T_h) x1 =

oy

o\

o o° o0 oo o

o\

We scale the lagrange multiplier, s
EA = [mesh.stiffness, h”(—2)s*mesh.bet
% assembe right—hand side via
Eb = ﬂinner_GradHatI_Pl_L2kmesh, m) ;

Exl = EA \ Eb;

x1 = Ex1(l:end—1,1);

% STEP 2: compute Dirichlet data g_h
ul = x1 (mesh.bd.nodesOf3DMesh) ;
% use 'double layer' potential operat
gh_P0 = mesh.bd.DLPotxul;

% get Pl approximation by Clement—int
g_h = interpolateClementPOkmesh.bd,gh

% STEP 3: compute solution of (\nabl

with u2h|_Gamma = g_h

o° o

% prescribe values at boundary
x2 = zeros(nC,1);

x2 (mesh.bd.nodesOf3DMesh)
% assemble right—hand side
= —mesh.stiffness*x2;

% compute P1—FEM solution

= g_h;

o

freenodes = setdiff (1:nC,
x2 (freenodes) = mesh.stiffness (freeno
% STEP 4: obtain discrete solution a

compute demagnetization field
PhM = \grad x1 + \grad x2 on elemen

minusGRADu = (mesh, x1+x2) ;

o° o° o o

, m)

d.

returns the strayfield computed via
ing ansatz. The result is a PO

nt of the magnetostatic potential U.

2.2013
Should always be 3...
v_h) = (M, \nabla v_h)

roblem by solving extended system,
lts in a lagrange multiplier,
0.

so for

o the matrix—condition is ok.
as; h”(—2)xmesh.betas' 0];

(grad(V_7j),m)_L2

01;

= J h(K — 1/2)ul|_Gamma

or K—1/2

erpolation on boundary

_P0);

a u2h, \nabla vh) = 0

mesh.bd.nodesOf3DMesh) ;

des, freenodes) \b (freenodes) ;

nd demagnetization field

ts

Listing B.35: ERSTELLUNG EINES DISKRETEN EXTERNEN FELDES, VARIABEL IN DER ZEIT

Ut W N =

function f = variableInTimeExternalFi
SVARIABLEINTIMEEXTERNALFIELDTILDE
$variable in time.

F = VARIABLEINTIMEEXTERNALFIELDTI

function handle f(t),

o° o° o

eldTilde (mesh, f_TimeSpace, quadDeqg)
Generate function handle which is

LDE (MESH, F_L2, QUADDEG) returns a

which yields a discrete P1 field for each
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% time t. The input should be a function handle F_L2(t,X) which for every
% time t can be evaluated using an array whose rows are points in R"3.

% Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

f = @(t) hTildelL2|(mesh, @(X) f_TimeSpace (t,X), quadDeq);

end

.6. Dimensionsbehaftete Berechnungen

Listing B.36: BERECHNUNG DER ANISOTROPIE-ENERGIE

1 function energyAni = energyAnisotropy (mesh, m)

2 %ENERGYANISOTROPY Compute the anisotropy energy

3 % ENERGYANISOTROPY (MESH, M) returns the anisotropy energy of the

4 % magnetziation M.

5 %

6 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

7 energyAni = mesh.material.Kﬂinner_Pl_Pl_Lkaesh, l-m*mesh.material.easyaxis,

8 l+mxmesh.material.easyaxis);

Listing B.37: BERECHNUNG DER AUSTAUSCH-ENERGIE

1 function energyEx = energyExchange (mesh, m)

2 SENERGYEXCHANGE Compute the exchange energy

3 % ENERGYEXCHANGE (MESH, M) returns the exchange energy of the

4 % magnetziation M.

5 %

6 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

7 energyEx = mesh.material.Aﬂinner_grad?1_gradP1_L2hmesh, m, m);

8 % Alternatively:

9 % energyEx = mesh.material.Axinner_PO_PO_L2 (mesh,gradPl (mesh,m),gradPl (mesh, m));
Listing B.38: BERECHNUNG DER ZEEMAN-ENERGIE

1 function energyExt = energyExternal (mesh, m, f_t, quadDeg)

2 SENERGYEXTERNAL Compute the external [Zeeman] energy

3 % ENERGYEXTERNAL (MESH, M, F_T, QUADDEG) returns the external energy of

4 % the magnetziation M. F_T(X) is a function handle for the external field

5 % at some time T and QUADDEG is the quadrature degree.

6 %

7T % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

8

9 [~, ~, ~, ~, mesh.material.Ms] =|nondimensionalizationhmesh.material, 0, 0);

10 muO = 4+pixle—7; % vacuum permeability in [T*m/A]

11 energyExt = —muO*mesh.material.MsA24inner_L2_Pl_L2kmesh, f_t, m, quadDeq);

Listing B.39: BERECHNUNG DER STREUFELD-ENERGIE

N
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function energyStray = energyStrayfield(mesh, m)
$ENERGYSTRAYFIELD Compute the strayfield energy
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10
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ENERGYSTRAYFIELD (MESH, M) returns the strayfield energy of the
magnetziation M.

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

— o° o° od° o°

~, ~, ~, ~, mesh.material.Ms] =|nondimensionalizationhmesh.material, 0, 0);
mul = 4xpixle—-7; % vacuum permeability in [Txm/A]
SF = strayfield(mesh, m);
energyStray = —muO*mesh.material.MsA2/24inner_PO_P1_L2hmesh,SF,m);

Listing B.40: BERECHNUNG DER KONSTANTEN ZUR ENTDIMENSIONALISIERUNG DER GLEI-

CHUNG

© 0 N O U W N =
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function [C_ex, C_ani, tau0, tauEnd, Ms, mulO] =

nondimensionalization (material, tO0, tEnd)
SNONDIMENSIONALIZATION Computes the constants necessary for the
nondimensional formulation of the LLG.

o\

o° oo o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
% physical constants
gamma_0 = 2.210173e5; % gyromagnetic ratio in [m/ (As)]
mul0 = 4xpixle—7; % permeability of vacuum in [T*m/A]
L =1;% [m]
assert (isfield(material, 'Js') | |isfield (material, 'Ms'),
'Either Js or Ms must be given.');
% saturation magnetization Ms in [A/m]
if ~isfield(material, 'Ms')
Ms = material.Js/mu0;

else
Ms = material.Ms;
end
C_ex = 2xmaterial.A/ (muOx*Ms*Ms*L*L) ;

C_ani = material.K/ (muO*xMs=*Ms) ;
taul0 = gamma_0*Ms*tO;
tauEnd = gamma_O*Ms*tEnd;

B.7. Postprocessing

Listing B.41: PLOTTET UND SPEICHERT EINE MAGNETISIERUNG

© 0w N U W N
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function plotAndSaveMagnetization (mesh, path, name, mhj, j, variant)
PLOTANDSAVEMAGNETIZATION Plots and saves the magnetization.

See also:

PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR

PLOTPOSTPROCESSOR

SAVEPOSTPROCESSOR

ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR

o° o° o° o° o o° o o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

plotMagnetizationkmesh,mhj,j);
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12 saveMagnetizationkmesh,path,name,mhj,j,variant);

Listing B.42: PLOTTET DIE ENERGIEBEITRAGE

1 function plotEnergies (mesh, mhj, j, f_t)

2 %$PLOTENERGIES Plots the energies.

3 % See also:

4 % PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR

5 % PLOTPOSTPROCESSOR

6 % SAVEPOSTPROCESSOR

7% ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR

8 %

9 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

10 persistent energies;

11 if j==

12 energies = struct ('Exchange', [],...

13 'Anisotropy', [1,

14 'Strayfield', [1,

15 'External', [1);

16 end

17

18 energyExch =|energyExchangekmesh, mhij) ;

19 energyAni =|energyAnisotropykmesh, mhij);
20 energyStray =|energystrayfielﬂ(mesh, mhij);
21 energyExt =|energyExternalkmesh, mhj, f_t, 2);
22
23 energies.Exchange (end+l) = energyExch;
24 energies.Anisotropy (end+l) = energyAni;
25 energies.Strayfield(end+l) = energyStray;
26 energies.External (end+l) = energyExt;
27 Esum = energies.Exchange+...

28 energies.Anisotropy+...

29 energies.Strayfield+...
30 energies.External;
31
32 % if mod(7j,numSteps) ~=0
33 % return;
34 % end
35 figure(l);
36 blotMagnetizationkmesh,mhj,j)
37 figure(2);
38 clf;
39 plot ([energies.Exchange; energies.Anisotropy; ...
40 energies.Strayfield; energies.External; Esum]');
41 legend('Exchange', 'Anisotropy', 'Strayfield', 'External', 'Sum of energies');
42 drawnow;
43
44 end

Listing B.43: PLOTTET DIE MAGNETISIERUNG

1 function plotMagnetization (mesh,mhij, j)

2 %PLOTMAGNETIZATION Plots the magnetization.
3 % See also:

4 % PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR

5 % PLOTPOSTPROCESSOR
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6 % SAVEPOSTPROCESSOR
7% ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR
8 %
9 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
10 scalePlot = le—9;
11 whatToPlot = 'everything';
12 switch whatToPlot
13 case 'boundary'
14 frontBd = any (mesh.coordinates>(0.9) *scalePlot/2,2);
15 X = @(1) 1/scalePlot*mesh.coordinates (frontBd, i);
16 mjhplot = @(i) mhj(frontBd,i);
17 quiver3 (X (1l),X(2),X(3),
18 mjhplot (1), mjhplot (2),mjhplot (3));
19 case 'everything'
20 X = @(1) 1/scalePlot*mesh.coordinates(:,1);
21 quiver3 (X (1l),X(2),X(3),
22 mhj(:,1),mhj(:,2),mhj(:,3));
23 xlabel ('"x");
24 vlabel ('y');
25 zlabel ('z"');
26 end
27
28 title(sprintf('sd. step',3));
29 axis vis3d;
30 axis equal;
31 drawnow;
Listing B.44: SPEICHERT DIE MAGNETISIERUNG
1 function saveMagnetization (mesh,path, name,mhj, j,variant) $#ok<+INUSL>
2 %$SAVEMAGNETIZATION Saves the magnetization.
3 % See also:
4 % PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR
5 % PLOTPOSTPROCESSOR
6 % SAVEPOSTPROCESSOR
7% ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR
8 %
9 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
10 filename = sprintf('$s/m_%s_%d',path, name, j);
11 switch variant
12 case 'txt'
13 dlmwrite ([filename, '.txt'], mh7j);
14 case 'mat'
15 save (filename, 'mh7j');
16 otherwise
17 error ('Unknown option %s', wvariant);
18 end
19 coo = le9xmesh.coordinates; % Rescale from nanometers
20 fileout = [filename, '.vtu'l;
21 vtkquiver (coo(:,1), coo(:,2), coo(:,3), ...
22 mhj(:,1), mhj(:,2), mhj(:,3), 'magnetization', fileout);
23 %%
24 bdN = mesh.bd.nodesOf3DMesh;
25 fileout = [filename, '_bd.vtu'];
26 vtkguiver (coo (bdN, 1), coo(bdN,2), coo(bdN,3),
27 mhj (bdN, 1), mhj(bdN,2), mhj(bdN,3), 'magnetization', fileout);
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Listing B.45: POSTPROZESSOR UM DIE ENERGY ZU PLOTTEN

© 0 N O s W N =
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function postProcessor = energyPlotPostprocessor (mesh, f)
ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR Constructs a postprocessor that plots the energies.
POSTPROCESSOR = ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR (MESH, F) plots the energies
using the function handle F (t,x) as external field.

©

See also:
PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR
PLOTPOSTPROCESSOR
SAVEPOSTPROCESSOR

o o0 0 A0 A A o o o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
postProcessor = @ (mhj, J,t3J) (mesh, mhij, J, Q@(x) f£(tj,x));

Listing B.46: POSTPROZESSOR UM DIE MAGNETISIERUNG ZU PLOTTEN UND ZU SPEICHERN

1 function postProcessor = plotAndSavePostprocessor (mesh, path, name)
2 %PLOTPOSTPROCESSOR Constructs a postprocessor that plots and saves.
3 % POSTPROCESSOR = PLOTPOSTPROCESSOR (MESH, PATH, NAME) plots the
4 % magnetization at the given mesh and saves in PATH under NAME
5 %
6 % See also:
7% PLOTPOSTPROCESSOR
8 % SAVEPOSTPROCESSOR
9 % ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR
10 %
11 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
12 postProcessor = @ (mhj, j, t3J) blotAndSaveMagnetizationkmesh,path,name,mhj,j,'mat');
Listing B.47: POSTPROZESSOR UM DIE MAGNETISIERUNG ZU PLOTTEN
1 function postProcessor = plotPostprocessor (mesh)
2 S%PLOTPOSTPROCESSOR Constructs a postprocessor that plots.
3 % POSTPROCESSOR = PLOTPOSTPROCESSOR (mesh) plots the magnetization at the
4 % given mesh.
5 %
6 % See also:
7% PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR
8 % SAVEPOSTPROCESSOR
9 % ENERGYPLOTPOSTPROCESSOR
10 %
11 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013
12 postProcessor = @ (mhij, j,t7J) blotMagnetizationkmesh,mhj,j);
Listing B.48: POSTPROZESSOR UM DIE MAGNETISIERUNG ZU SPEICHERN
1 function postProcessor = savePostprocessor (mesh, path, name)
2 $%$SAVEPOSTPROCESSOR Constructs a postprocessor that saves
3 % POSTPROCESSOR = SAVEPOSTPROCESSOR (MESH, PATH, NAME) saves the magnetization
4 % in the path PATH using the filename NAME.
5 %
6 % See also:
7% PLOTANDSAVEPOSTPROCESSOR
8 % PLOTPOSTPROCESSOR
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11 Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

12 postProcessor = @(mhj,j,tj)|saveMagnetizationkmesh,path,name,mhj,j,'mat');

o° oo oe

B.8. Losung

Listing B.49: UNIFORMES ZEITSCHRITTVERFAHREN ZUR LOSUNG DER LLG-GLEICHUNG

1 function timeStepping (ExampleData, timestepFunction, postprocessMagnetization)
2 S$TIMESTEPPING Solves the LLG—equation using uniform timestepping.

3 % TIMESTEPPING (EXAMPLEDATA, TIMESTEPFUNCTION, POSTPROCESSOR) performs
4 % uniform timestepping to solve the nondimensional LLG—equation:

5 %

6 % m_t — alphax*cross(m,m_t) = —cross(m,h_eff)

7% where h_eff is defined by:

8 % h_eff := C_exxlaplace(m) + Pi(m) + £f(t)

9 % Pi(m) := —C_ani*DPhi(m) + strayfield(m)

10 %

1% EXAMPLEDATA is a struct, that contains the following data:

12 3% mesh Geometry of the problem

13 % alpha damping factor

14 % C_ex Exchange constant

15 % @ (X) Piht (X) Discretized Pi—operator

16 % @(t) fht(X) Discretized external field

17 % taul Start time

18 % tauEnd End time

19 % steps Number of timesteps to perform

20 %

21 % TIMESTEPFUNCTION is a function handle to a solver that computes the
22 % next timestep. At the moment the options are

23 % @midpoint_newton A newton iteration of the midpoint scheme
24 % @midpoint_fixedPoint A fixedpoint iteration of the midpoint scheme
25 %

26 % POSTPROCESSOR is function handle, that specifies what to do with each
27 % simulation. At the moment the options are:

28 % @savePostprocessor (path, name)

29 % @plotPostprocessor (mesh)

30 % @plotAndSavePostprocessor (mesh, path, name)

31 % @energyPlotPostprocessor (mesh, f)

32 %

33 % Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

34

35 mhj = ExampleData.mhO;

36

37 t = linspace (ExampleData.tauO, ExampleData.tauEnd, ExampleData.steps+1l);
38 for j = l:length(t)-—1

39 mhj = timestepFunction (ExampleData.mesh, ExampleData.alpha,

40 ExampleData.C_ex, ExampleData.Piht,

41 ExampleData.fht, mhj, t(j), t(j+1));

42 postprocessMagnetization (mhij, j,t(J));

43 end

103



Listing B.50: VORBERECHNUNG HAUFIG VERWENDETER WERTE

© 0 N O s W N =

Croot Ot Or Ot O O O i R R s R R R s W W W W W W W W W W NN NN NNNNN N R R e e e
N O s WN RO © N oUW RO © 00U R WN R O © 00N O U R WN R O © 0NN OO R W N = O

104

function mesh = precomputeMeshValues (coordinates, elements, material)
PRECOMPUTEMESHVALUES Precomputes data which is often needed in the simulation
MESH = PRECOMPUTEMESHVALUES (COORDINATES, ELEMENTS, MATERIAL) returns
a mesh structure containing often used data of the mesh.
COORDINATES and ELEMENTS represent the mesh by standard simplex—vertex
format. MATERIAL is a struct containing the material parameters

AT [J/m] used for exchange energy computation

'Ms' [A/m] used for external and strayfield energy computation
'K' [J/m"3] used for anisotropy energy computation

'easyaxis' [] used for anisotropy energy computation and anistropy.

A o o0 0 A0 A° A A o° o° o

Author: Josef Kemetmueller — 16.12.2013

dimMesh = size (elements,2)—1;

nC = size (coordinates,1l);

dimSpace = size(coordinates,2);

%% Meshdata

mesh.coordinates = coordinates;
mesh.elements = elements;

mesh.volumes = getElementVolumes (mesh) ;
mesh.betas = getBetas (mesh);

mesh.hatGrads = getHatGrads (mesh);
lengths = @(X) sum(X."2);
if exist ('material', 'var')
material.easyaxis = reshape (material.easyaxis,3, []);
assert (abs (lengths (material.easyaxis)—1)<le2xeps, 'Easyaxis not normed');
mesh.material = material;
[~, ~, ~, ~, mesh.material.Ms] =|nondimensionalizationkmaterial, 0, 0);
end
% inner_gradHatI_gradHatdJ
Used in: inner_HatIxlaphHatJ_P1l_h
mesh.inner_gradHatI_gradHatJ = cell (dimMesh+1,dimMesh+1) ;
for i = l:dimMesh+1
for j = l:dimMesh+1
mesh.inner_gradHatI_gradHatJ{i, j} =
inner_PO_PO_Lkaesh,
mesh.hatGrads{i},mesh.hatGrads{j}, ...
'elementwise');

o° oo

end
end
$% Stiffness matrix
mesh.stiffness = inner_gradPl_gradPl_L2 (mesh);

% Boundary—data and Double—Layer—Potential

outwards orientation of the boundary—faces is important for buildK.

mesh.bd = struct('elements', (mesh, 'outwards'),

'coordinates', coordinates);

% Remove unused nodes from boundary-mesh and renumber.

[mesh.bd, ~, mesh.bd.nodesOf3DMesh] =|cleanMeshkmesh.bd);

mesh.bd.volumes = getElementVolumeskmesh.bd); % volumes = areas

volumes are actually the face areas, but we call them volumes to be

consistent with the mesh—data—structure.

if dimMesh==

mesh.bd.DLPot = bsxfun (@rdivide, —buildK (mesh.bd.coordinates,
mesh.bd.elements,mesh.bd.volumes, 0.5), ...
mesh.bd.volumes) ;
The above computation yields the same DLPot independent of the scaling of
mesh.bd.coordinates. (If you divide mesh.bd.coordinates by 10 and the

o° o°

o
°
o
°

o
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% areas by 100 it will return the same matrix)

else
% Also outwards oriented boundary doesn't work with getBoundary.
mesh.coordinates = [coordinates, zeros(nC,3—dimSpace)];
warning ('No strayfield computation is available for %dD',dimMesh);

mesh.bd.DLPot = zeros([size (mesh.bd.elements,1),size (mesh.bd.coordinates,1)]);

end
end
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