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Kapitel 1

Einleitung

Ein Korper ist algebraisch betrachtet eine ,,schone” und vor allem abgeschlossene Struk-
tur. Auch die Vektorraumtheorie iiber einem Korper ldsst sich sehr kompakt von klein
nach grofl aufbauen. Hat man etwas im niedrig dimensionalen Raum verstanden ist es
meist nur noch ein Katzensprung zur hoheren Dimension. Auch der projektive Raum iiber
einem Vektorraum lésst sich algebraisch schén beschreiben. Doch was passiert, wenn man
den Korper durch einen Ring ersetzt?

Wir beginnen im ersten Kapitel mit der Verallgemeinerung der Vektorrdume. Dies fiihrt
zu den Modulen. Grob gesprochen kann man diese als Vektorrdume iiber Ringen klassi-
fizieren. Es gibt auch durchaus einige Eigenschaften von Vektorrdumen, die sich unmit-
telbar auf Module iibertragen lassen, wie z.B. Linearkombinationen, Untermodule, die
Summe, die direkte Summe und der Schnitt von Untermoduln, die Hiille, Erzeugenden-
systeme und linear unabhéngig. Andererseits werden wir aber auch sehen, dass Module
was die ,,Dimension“ angeht, wesentlich freier sind als Vektorrdume.

Damit kommen wir zur Frage, was ein projektiver Raum iiber einem Ring ist? Eine erste
Idee wire — angelehnt an den projektiven Raum iiber einem Vektorraum — man betrachtet
fiir einen Ring R einen so genannten R-Linksmodul M und den Verband seiner Unter-
moduln (Sub(M), +,N) und erhélt damit eine projektive Verbandsgeometrie. Als Punkte
wéhlt man die zyklischen Untermoduln von M. Diese Idee wird uns dann im dritten Ka-
pitel zur so genannten projektiven Gerade zu einem Modul bzw. {iber einem Ring fiihren.

Auch der restliche Ansatz fiir eine Geometrie ist gar nicht so schlecht, nur noch zu all-
gemein. Wir werden weitere Forderungen an den Ring R, den Linksmodul M und an
die betrachteten Untermoduln stellen und so im vierten Kapitel zum Begriff der Ket-
tengeometrie iiber einer Algebra gelangen. Diese Inzidenzstruktur wollen wir anhand des
geometrischen Modells eines Kettenraums untersuchen. Weiters befassen wir uns unter
anderem mit der affinen Betrachtungsweise und im sechsten Kapitel mit der klassischen
Fragestellung der algebraischen Beschreibung von Unterrdumen.

Fiir anschauliche Beispiele wird auf Kapitel 5 verwiesen. Dort werden die drei klassischen
Geometrien von Mo6bius, Laguerre und Minkowski im Zweidimensionalen untersucht. Vor
allem die reelle Mobiusebene ist der Prototyp fiir Kettengeometrien, an der viele theo-
retische Aspekte leicht anschaulich klar gemacht werden konnen. Aber nicht nur die
Moébiusebene, sondern auch die Laguerre- und Minkowskiebene lassen sich iiber den re-
ellen Zahlen sehr anschaulich mit Hilfe von Quadriken beschreiben.
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Dieser Ansatz wird im letzten Kapitel weiter verfolgt. Schlussendlich wird — zumindest
fiir spezielle Algebren — der Kreis geschlossen, indem eine Quadrik konstruiert wird, auf
der die Kettengeometrie wiedergefunden werden kann.
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Kapitel 2

Die Distanzrelation

Mit diesem Kapitel haben wir die Einleitung eigentlich noch nicht ganz hinter uns ge-
lassen. Es dient zur Grundsteinlegung fiir das Folgende, indem grundlegende Begriffe
definiert und Gegebenheiten aufgezeigt werden, auf denen die weiteren Kapitel aufbauen.
Der erste Abschnitt steht nicht ohne Grund unter dem Titel ,,Exkurs®. Wie der Titel der
Arbeit schon verrdt, werden auch Erkenntnisse aus der Algebra beleuchtet, die sich vor
allem mit den Begriffen ,,Ring“ und ,,Modul®“ auseinander setzen. Demnach kommt man
nicht umhin ein klein wenig abzuschweifen, um zumindest die fiir diese Arbeit notwendi-
gen Definition und Sétze aus der Ringtheorie darzulegen. Dabei werden wir uns auf die
Betrachtung von Ringen und Modulen beschranken und einiges aus der Operator- und
Gruppentheorie voraussetzen. Fiir Informationen dazu siehe z.B. [14], S. 46 ff.

Im zweiten Abschnitt ndhern wir uns der Definition der Geometrien, indem wir den Raum
kennen lernen, zu dem auch die zu konstruierenden Geometrien gehéren.

2.1 Exkurs: Ringe und Moduln

Wir werden nun einige Begriffe und Sétze, die aus der Vektorraumtheorie bekannt sind
(siche dazu [6], S. 45 ff.), verallgemeinern, indem nicht ein Korper als Grundlage ver-
wendet wird, sondern eine etwas schwéchere Struktur, ein Ring. Diese Idee fithrt zum
Begriff des Modul. An diesem Punkt angelangt, muss man natiirlich nicht stehen bleiben,
sondern kann versuchen, auch weitere Begriffe im Zusammenhang mit einem Vektorraum
zu ,adaptieren“. So kann man sich z.B. die Frage stellen, wie ein Unterraum oder eine
lineare Abbildung in diesem Kontext aussieht. Es wird im Laufe der Untersuchungen
auch immer wieder auf den Kontext in der Vektorraumtheorie hingewiesen werden.

Wie bereits erwéhnt, soll dieses Kapitel nicht die gesamte Modultheorie abdecken, son-
dern nur die wichtigsten Ergebnisse aufzeigen, die im weiteren Verlauf der Arbeit von
Bedeutung sind. Starten wir also bei der Definition eines Ringes.

Definition 2.1.1

Sei R eine nichtleere Menge auf der zwei bindre Operationen ,,+“ und ,,-* wirken. Dann
heifit R ein Ring, wenn gilt

e (R,+) ist eine kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0),

e (R,-) ist eine Halbgruppe, d.h. R ist unter der Operation ,-“ abgeschlossen und es gilt
das Assoziativgesetz und



e cs gelten die Distributivgesetze

r-(y+z2)=z-y+x-z und (v+y)-z=x-z+y-2z firalleuzy,z€R.

Ist die Struktur (R,-) zusétzlich kommutativ oder besitzt sie ein neutrales Element 1,
spricht man von einem kommutativen Ring bzw. von einem Ring mit 1.

Die Menge jener Elemente, welche mit allen Elementen des Rings kommutieren, bezeich-
net man als Zentrum, im Zeichen

Z(R):={z€R|x-r=r-x Vr€R}. (2.1)
Im Fall eines kommutativen Rings stimmt das Zentrum mit dem ganzen Ring iiberein.
Im Folgenden betrachten wir Ringe mit 1, die allerdings nicht notwendigerweise kommu-
tativ sein miissen. Der wesentliche Unterschied zwischen einem Ring und einem Korper

liegt in der Struktur (R \ {0}, ). Diese ist im Fall eines Korpers eine Gruppe. Bei einem
Ring im Gegenteil gibt es mehrere Typen von Elementen.

Definition 2.1.2
Ein Element z € R heif3t

e [inks-invertierbar, wenn es ein Linksinverses | € R gibt, sodass [ - x = 1 gilt,
e rechts-invertierbar, wenn es ein Rechtsinverses r € R gibt, sodass x - r = 1 gilt oder

e invertierbar, wenn es links- und rechts-invertierbar ist. Wie man leicht nachpriifen kann,
stimmt in diesem Fall das Links- und Rechtsinverse {iberein und man spricht von dem
imversen Element.

Die Menge der invertierbaren Elemente aus R bilden eine Gruppe, welche als Finheiten-
gruppe R* von (R, -) bezeichnet wird. Thre Elemente nennt man Einheiten, im Zeichen

Rr={zeR|IreR:x-r=r-x=1}. (2.2)

Wie anfangs schon erwéhnt stimmt R* fiir einen Korper mit der Menge R\ {0} iiberein.
Fiir einen Ring muss dies im Allgemeinen nicht stimmen.

Beispiele 2.1.3

e Die ganzen Zahlen mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation (Z, +, -) sind ein
kommutativer Ring mit 1. Die Menge der invertierbaren Elemente Z* besteht allerdings
nur aus {—1,1}.

e Die Menge aller n x n (fiir n > 1) Matrizen iiber dem Korper R bilden mit der Matri-
zenaddition und -multiplikation (R™*™,+,-) einen Ring mit 1. Das neutrale Element
der Matrizenmultiplikation ist die Einheitsmatrix FE,. Die Menge der invertierbaren
Matrizen heifit allgemeine lineare Gruppe in n Variablen iber R und wird mit G L, (R)
bezeichnet. Fiir n > 1 ist der Ring nicht kommutativ und das Zentrum daher nicht
trivial. Fiir dieses gilt

Z(R™™) = {diag(z,...,z) | z € R}.



e Die Menge aller Polynome iiber einem kommutativen Koérper K bilden einen kommuta-
tiven Ring mit 1. Dieser Ring (K |[X], +, -) wird als der Polynomring iber K bezeichnet.
Fiir die Einheitengruppe gilt K[X|* = K \ {0}.

Definition 2.1.4

Sei R ein Ring mit 1. Eine Teilmenge S C R ist ein Unterring von R, wenn
e (S,+,-) mit den von R auf S eingeschrinkten Operationen wieder ein Ring ist und
e 1in S enthalten ist.

Fiir eine beliebige Teilmenge A bezeichnet der von A erzeugte Unterring den kleinsten
Unterring von R, der die Menge A enthélt.

Beispiel 2.1.5

Betrachte den Ring R? zusammen mit der komponentenweisen Addition und Multiplika-
tion. Die Teilmenge R := {(z,0) | x € R?} ist sogar ein Ring, welcher das Einselement
(1,0) besitzt. Allerdings enthilt R nicht das Einselement von R? und ist damit kein
Unterring. Im Unterschied dazu ist die Teilmenge S := {(x, ) | z € R?} sehr wohl ein
Unterring von R?.

Definition 2.1.6

Eine nichtleere Teilmenge I C R ist ein Linksideal von R, wenn
e [ unter der Operation + abgeschlossen ist und
o r-xclfiraller € Rund x € I gilt.

Ein Rechtsideal wird in analoger Weise definiert. Ist eine nichtleere Teilmenge I C R
sowohl Links- als auch Rechtsideal, dann spricht man von einem Ideal.

Analog wie im Fall eines Unterrings erhélt man auch fiir eine beliebige Teilmenge A das
von A erzeugte Ideal als das kleinste Ideal von R, das die Menge A enthélt.

Ein Ideal I von R mit I # R hat die Eigenschaft mazimal zu sein, wenn fiir jedes Ideal
J mit I C J C R bereits entweder J = [ oder J = R folgt.

Im Allgemeinen enthélt ein Ideal I von R das Einselement nicht. Betrachtet man aller-
dings die Menge aller Nebenklassen von [ in R, im Zeichen

R/I :={x+1|x € R}, (2.3)
dann bildet R/I zusammen mit den Operationen + und - definiert fiir alle x,y € R durch

e (x+D+y+I)=(x+y) +1



e (y+ ) -(y+I)=(z-y +I
einen Ring, welcher als Faktorring von I in R bezeichnet wird.

Bemerkung 2.1.7

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir ein maximales Ideal I von R ist der Faktorring
R/I ein Korper. Fiir den Beweis dazu siehe [14], S. 197.

Beispiele 2.1.8

e Betrachte den Ring (Z, +, ). Wie man leicht nachpriift, ist (mZ,+,-) (fir m > 1) ein
Ideal in Z. Der Faktorring Z/mZ7Z =: Z.,, ist der bekannte Restklassenring modulo m.
Im Fall, dass p eine Primzahl ist, ist pZ ein maximales Ideal in Z und Z, ein Korper.

e Im Polynomring (K[X],+,) iiber einem kommutativen Kérper K sei I das von X?
erzeugte Ideal, d.h.
I=(X*)={a+bX|aundbe K}.

Nach Konstruktion gilt fiir die Elemente des Faktorrings R/

R/I = {a+bX+1|abe K}
= {a+be|abe K, =0} = K(e). (2.4)

Dieser wird der Ring der dualen Zahlen genannt. Wie man leicht nachpriifen kann, gilt
fiir die Gruppe der Einheiten

KE)*={a+bs|ac K\{0},be K}. (2.5)

Definition 2.1.9

Seien (R,+,-) und (R, +,%) zwei Ringe mit 1. Eine Abbildung ¢ : R — R wird als
Ringhomomorphismus bezeichnet, wenn fiir alle x und y € R gilt

o (v +y)¥ =av+y*,
o (x-y)¥ =2¥y? und
o 1¥v=1.

Falls o zusitzlich bijektiv ist, spricht man von einem Ringisomorphismus bzw. wenn R
und R iibereinstimmen von einem Ringautomorphismus. Die Gruppe der Automorphis-
men eines Rings R wird mit Aut(R) bezeichnet.

Fiir einen Ring R und ein Ideal [ in R ist
k:R—> R/ x—T:=c+1 (2.6)

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dieser wird als der kanonischer Homomorphismus
von [ in R bezeichnet.



Die néchste Definition ist ein kurzer Exkurs in die Theorie der Operationen. Fiir das
Verstandnis der Arbeit wird im Bezug auf dieses Thema nicht mehr vorausgesetzt, als
die Begriffe die im Folgenden erkléart werden.

Definition 2.1.10
Sei GG eine Gruppe und X eine beliebige Menge. Eine Abbildung
p:Gx X —X:(g,z)— 27 (2.7)

ist eine Operation der Gruppe G auf der Menge X. Man sagt auch G operiert auf X
vermoge .

Fiir einen Punkt x € X bezeichnet man die Menge aller Bilder unter G,
Bg(x) :=A{2% | g € G}, (2.8)
als die Bahn von z unter GG und die Menge aller Elemente aus G, die x fixieren, im Zeichen
Stabg(x) :={g € G| 29 =z}, (2.9)

als den Stabilisator von x unter G. Analog definiert man fiir eine Teilmenge A C X den
Stabilisator von A bzw. den punktweisen Stabilisator von A unter G als

Stabg(A) :={g€ G |a’ € AVa € A} (2.10)
Stab,(A) :={g€ G |a’ =aVa e A}. (2.11)

Beispiel 2.1.11

Die Gruppe G L, (R) operiert auf dem Vektorraum R™ vermoge der Vektor-Matrix-Multi-
plikation, ¢ : GL,(R) x R" : (A, z) — Az.

Nun kommen wir zum zweiten Teil des Exkurses, zu den Modulen. Diese sind grob gespro-
chen auf Ringe verallgemeinerte Vektorrdume. Betrachtet man einen Vektorraum iiber
einem Korper, dann zeichnet sich dieser durch die Existenz einer ,Skalarmultiplikation®
aus, die gewisse Axiome erfiillt. Diese Idee wird mit der néchsten Definition auf Ringe
verallgemeinert.

Definition 2.1.12

Sei (M, +) eine kommutative Gruppe und R ein Ring. Dann heiit M Linksmodul tiber
R, wenn es eine Verkniipfung

Rx M — M:(r,m)—r-m=:rm (2.12)
gibt, die fiir alle r,s € R und m,n € M die folgenden Axiome erfiillt:
o (r+s)m=rm-+sm

e r(m+n)=rm-+rn



o (rs)m =r(sm)
o lm=m.

Analog dazu definiert man einen Rechtsmodul tiiber R durch Multiplikation der ,,Skalare®
von rechts.

Bemerkung 2.1.13

Der Ring R kann auch als Links- bzw. Rechtsmodul iiber sich selbst aufgefasst werden,
wenn man als Skalarmultiplikation die bindre Ringmultiplikation erklért.

Beispiel 2.1.14

Fiir eine beliebige kommutative Gruppe (M, +) kann man einen Linksmodul iiber Z
erzeugen. Die Skalarmultiplikation ist fiir x € Z und m € M wie folgt definiert:

r-m=m-+...+m firx >0
« mal

z-m=20 firx =0

z-m=|z| - (—m) fir z < 0.

Bemerkung 2.1.15

Streng genommen miisste man zwischen der Betrachtung von Links- und Rechtsmodulen
unterscheiden. Es geniigt allerdings, sich im Folgenden auf Linksmodule zu beschréinken.
Ein Linksmodul M {iber einem Ring R ist — wie man leicht nachpriift — ein Rechtsmodul
iiber dem entgegengesetzten Ring R°PP. Dieser entspricht der Menge R mit derselben
Addition. Nur die Multiplikation fiir @ und b € R = RPP ist definiert durch

a-PPb=>b-a.

Wir sprechen der Kiirze halber im Folgenden von einem Modul und fithren die Skalar-
multiplikation immer von links durch.

Die néchste Definition verallgemeinert, was man aus der Linearen Algebra als ,,Unter-
raum‘ eines Vektorraums kennt.

Definition 2.1.16

Sei M ein Modul iiber einem Ring R und U eine Teilmenge von M. Dann nennt man U
einen Untermodul von M, wenn gilt

e (U,+) ist eine Untergruppe der kommutativen Gruppe (M, +) und

e U ist abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation, d.h. ru € U fiir alle r € R und
uel.



Ein Untermodul heifit zyklisch, wenn er die Form Rm = {rm | r € R} fiir m € M hat.

Da sich die Eigenschaften der Skalarmultiplikation eines Moduls iiber R aus Definition
2.1.12 auf seine Untermoduln {ibertragen, handelt es sich tatséchlich bei einem Untermo-
dul wieder um einen Modul iiber R.

Beispiel 2.1.17

Betrachten wir den Ring Z3 x Z3 aufgefasst als Linksmodul M {iber Zs. Dann beinhaltet
dieser die Elemente

() 0)6)-6)-6) ) 6)-6)- )

Die Teilmenge Zs x {0} ist ein Untermodul von M bestehend aus den Elementen
0 1 2
0/7\0/7\0/)"

Definition 2.1.18

Seien M und N zwei Module iiber einem Ring R. Eine Abbildung ¢ : M — N heifit
Homomorphismus von R-Modulen, wenn gilt

e v:(M,+)— (N,+) ist ein Gruppenhomomorphismus und

o (rm)¥ =r(m?) fir alle r € R und m € M.

Ist ¢ zusitzlich bijektiv, dann ist auch ¢~! ein Homomorphismus von R-Modulen und

man spricht von einem Isomorphismus von R-Modulen bzw. wenn Ausgangs- und Ziel-
modul iibereinstimmen von einem Automorphismus von R-Modulen. Die Gruppe der Au-
tomorphismen eines R-Moduls M wird mit Autgr(M) bezeichnet.

Wenn die Zielmenge mit dem Ring R iibereinstimmt, d.h. ¢ : M — R, spricht man von
einer Linearform.

Bemerkung 2.1.19

Auch diese Abbildungen finden sich verkleidet in der Vektorraumtheorie wieder. Ersetzt
man den Modul durch einen Vektorraum, entspricht die definierte Abbildung einer linea-
ren Abbildung. Ein Homomorphismus von R-Modulen ist damit nichts anderes als eine
R-lineare Abbildung.

Weiters werden noch einige Definitionen benotigt, die Aussagen iiber die Erzeugung eines
Moduls téatigen. Unter anderem finden sich hier die Begriffe ,Basis“ und ,,Dimension®
(wenn auch in anderer Bezeichnung) aus der Vektorraumtheorie wieder.



Definition 2.1.20
Sei M ein Modul iiber dem Ring R.

e Seien by,...,b, € M fiir n € N, sodass die Abbildung

R”—>M:(r1,...,rn)r—>2ribi (2.13)
i=1
eine Bijektion ist. Dann nennt man (b1, ...,b,) eine Basis von M und (ry,...,r,) die

Koordinaten von Yy, r;b; beziiglich der Basis (by, ..., by).
e Besitzt M eine Basis der Michtigkeit n € IN, dann heifit M fret vom Rang n.

e Der Modul M heifit treu, wenn es fiir alle r € R\{0} ein m € M gibt, sodass rm # 0.

Bemerkung 2.1.21

Es sind im Zusammenhang mit den Begriffen ,,Basis“ und ,,frei zwei Dinge zu beachten.
Zum einen ist im Allgemeinen im Gegensatz zu Vektorrdumen fiir einen Modul nicht
gewihrleistet, dass es eine Basis gibt. Zum anderen folgt aus der Tatsache, dass ein Mo-
dul frei vom Rang n ist, nicht, dass n eindeutig ist. Es bedeutet nur, dass es eine Basis
der Méchtigkeit n gibt. Es besteht allerdings durchaus die Moglichkeit der Existenz von
Basen anderer Méachtigkeiten.

Zur Verdeutlichung dieser Aussage betrachten wir einen Vektorraum V' iiber einem kom-
mutativen Koérper K mit unendlicher Dimension. Sei (b, by, ...) eine fest gewihlte Basis.
Weiters betrachten wir den Ring R := Endg (V) der linearen Selbstabbildungen von
V' auf sich aufgefasst als R-Rechtsmodul. Klarerweise ist idy eine einelementige Basis.
Auflerdem sieht man leicht ein, dass die beiden Abbildungen

ap definiert durch by; — b; und bg; 1y — 0 fiir alle s € IN und
oy definiert durch bog; — 0 und by; 1 +— b; fiir alle s € IN

eine zweielementige Basis von R bilden. Insbesondere ist R damit isomorph zu R2. Dieses
Spiel kann man nun wiederholen und erhélt

R=Z=ROPR=ROROR=....

Beispiel 2.1.22

Sei R ein Ring. Die Menge R" ist mit der komponentenweisen Addition und Skalarmul-
tiplikation ein Modul iiber R. Die kanonischen Einheitsvektoren,

er =(1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1),

bilden eine Basis, womit R" frei vom Rang n ist.



Sei M ein weiterer freier Modul vom Rang n iiber R. Dann besitzt M eine Basis (b, . . ., by)

und die Abbildung
R" — M (rl,...,rn) — anl
i=1
ist bijektiv. Eine einfache Rechnung zeigt, dass diese die Bedingungen eines Homo-
morphismus von R-Modulen aus der Definition 2.1.18 erfiillt, womit ein R-Modul-Iso-
morphismus vorliegt. Somit kann man nach Auswahl einer Basis und Ubergang zu Koor-

dinaten Ergebnisse fiir den speziellen Modul R™ auf einen allgemeinen freien Modul vom
Rang n iibertragen.

Sei nun R ein Ring und M ein freier R-Modul vom Rang 2. Demnach existiert eine Basis
(u,v) und man erhélt den R-Modul-Isomorphismus

M — R*: zu+yv — (z,y), (2.14)

vermoge dessen M koordinatisiert werden kann.

Bemerkung 2.1.23

e Ein R-Modul-Endomorphismus ¢ kann vermoge der Zeilenvektor-Matrix-Multiplikation
als R-lineare Abbildung durch eine Matrix mit Eintrdgen aus R dargestellt werden, so-

dass

(x,y)? = (z,y) (Z Z) = (xa + ye, xb + yd). (2.15)

e Es handelt sich genau dann um einen R-Modul-Automorphismen von M, wenn die
Matrix invertierbar ist, d.h. die Zeilen der Matrix wieder eine Basis bilden. Die Gruppe
aller invertierbarer 2 x 2-Matrizen mit Eintrédgen aus R wird mit GLg(R) bezeichnet.

e Fiir einen Untermodul U von M und eine Abbildung ¢ induziert durch eine Matrix
aus GLg(R) kann man dhnlich wie fiir einen Unterraum eines Vektorraums und eine
lineare Abbildung nachrechnen, dass

U?:={u?|uelU}
wieder ein Untermodul von M ist. Fiir einen zyklischen Untermodul U = Rm fiir

m € M erhélt man als p-Bild U¥ = Rm¢# (vgl. Definition 2.1.18).

Demnach kann man also Automorphismen eines freien R-Moduls vom Rang 2 mit inver-
tierbaren 2 x 2 Matrizen mit Eintrigen in R identifizieren. Um leichter iiberpriifen zu
konnen, ob eine solche Matrix invertierbar ist, betrachten wir das folgende Lemma.

Lemma 2.1.24
Seien A und B € R**?, sodass B aus A durch folgende Operationen hervorgeht:

e Addition eines Links-r-fachen einer Zeile,

e Addition eines Rechts-r-fachen einer Spalte,
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e Links- bzw. Rechts-Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte mit einer Einheit oder
e Vertauschung der beiden Zeilen bzw. Spalten.

Dann ist A € GLy(R) genau dann, wenn B € GLy(R). Man spricht auch von elementaren
Spalten- bzw. Zeilenumformungen.

Beweis:

Die Addition eines Links-r-fachen einer Zeile bzw. eines Rechts-r-fachen einer Spalte
entspricht einer Multiplikation mit der Matrix

(o 1) e (0 3)

fiir » € R. Die inverse Matrix dazu ist

1 —r 1 0
(0 1> bzw. (—r 1>,

womit die Matrizen alle Elemente aus GLy(R) sind. Die Multiplikation einer Zeile bzw.
Spalte mit einer Einheit entspricht einer Multiplikation mit der Matrix

1 0 a 0
(0 a> oder (O 1)

fiir a € R* von links bzw. rechts, welche invertierbar sind. Die Vertauschung der beiden
Zeilen bzw. Spalten entspricht der Multiplikation mit der Matrix

01
10
von links bzw. rechts, welche ihre eigene Inverse ist. 0

Bemerkung 2.1.25

Ist R ein kommutativer Ring, dann gibt es ein weiteres Hilfsmittel, um festzustellen, ob
eine gegebene Matrix mit Eintrédgen aus R invertierbar ist, die Determinante. Diese ist
definiert durch
a b
det (c d) = ad — bc. (2.16)

Dabei gilt, dass eine Matrix mit Eintrdgen aus R genau dann invertierbar ist, wenn ihre
Determinante eine Einheit ist. In diesem Fall gilt

() () () o
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2.2 Distanzriaume

Auch dieser Abschnitt ist noch sehr theoretisch und liefert viele Definitionen. Unter an-
derem werden Raume definiert, die sich durch eine spezielle Relation auszeichnen. Diese
bilden die Grundlage fiir die Geometrien, mit denen wir uns im weiteren Verlauf der Ar-
beit beschéftigen werden.

Definition 2.2.1
Sei P eine nichtleere Menge und A C P x P eine Relation, die

e symmetrisch, d.h. aus p A ¢ folgt ¢ A p fiir alle p und ¢ € P und
e antireflexiv, d.h. es gilt p X p fiir alle p € P

ist. Dann bezeichnet man (P, A) als Distanzraum, die Elemente von P als Punkte, /A als
eine Distanzrelation und zwei Punkte, die beziiglich A in Relation stehen, als distant.
Fiir p und ¢ € P verwenden wir folgende Schreibweisen

Ap) = {seP|sAp} (2.18)
Alp,g) = Op)NA(g). (2.19)

Beispiele 2.2.2
e Fiir eine nichtleere Menge P ist die Relation # eine Distanzrelation.

e Ein anschaulicheres Beispiel ist die Menge der Geraden des Anschauungsraums zusam-
men mit der Relation ,,windschief*.

Wir werden noch ein weiteres Beispiel im néchsten Kapitel kennen lernen.

Bemerkung 2.2.3

Ein Distanzraum (P, A) kann auch als ungerichteter Graph G(P, A) aufgefasst werden.
Dabei entsprechen die Punkte des Distanzraums den Knoten des Graphen und zwei Kno-
ten sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn die beiden Punkte distant sind.
Entsprechend der Antireflexivitéit der Distanzrelation erhélt man einen schlingenfreien
Graphen. Umgekehrt entspricht auch jeder schlingenfreie Graph einem Distanzraum.

Angelehnt an die graphentheoretische Interpretation eines Distanzraums kann ein solcher
folgende Eigenschaften besitzen.

Definition 2.2.4

Sei (P, AA) ein Distanzraum. Dann heifit dieser
e nichttrivial, wenn P drei paarweise distante Punkte enthélt,

e stabil, wenn zu je zwei Punkten p und ¢ € P ein Punkt r € IP existiert, sodass p Ar Agq
oder
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e zusammenhdngend, wenn zu je zwei Punkten p und ¢ € P ein n € IN und Punkte
Do, - - -, Pn € P existieren, sodass pg :=p, p, :=qund p;_1 A p; firalle:=1,... n.

Beispiel 2.2.5

Die folgenden beiden schlingenfreien Graphen entsprechen beide nichttrivialen Distanz-
rdumen. Der Graph (1) ist allerdings stabil und der Graph (2) nur zusammenhéngend.

- @

Abbildung 2.1: Schlingenfreie Graphen als Distanzraume

Betrachten wir Abbildungen zwischen Distanzraumen. Dabei interessieren uns natiirlich
jene, welche die Distanzrelation erhalten.

Definition 2.2.6

Seien (P, A) und (P, A) Distanzriume und ¢ : P — P eine Abbildung, die die Distanzre-
lation erhalt, d.h.
p A\ q= p¥ A qg¥ fir alle pund ¢ € P, (2.20)

dann heifit ¢ Morphismus von Distanzrdumen.

Ist ¢ zusitzlich bijektiv und auch ¢! ein Morphismus von Distanzriumen, dann spricht
man von einem Isomorphismus von Distanzrdumen bzw. bei iibereinstimmendem Aus-
gangs- und Zielraum von einem Automorphismus von Distanzriumen. Die Gruppe aller
Automorphismen eines Distanzraums (P, A) bezeichnet man als Aut(P, A).

Bemerkung 2.2.7

e Da Morphismen von Distanzraumen die Distanzrelation erhalten, erhalten diese Ab-
bildungen natiirlich auch die Eigenschaften nichttrivial, stabil und zusammenhéngend,
welche in Definition 2.2.4 iiber die Distanzrelation erklért sind.

e Im Gegensatz zu z.B. einem Homomorphismus von Modulen (siche Definition 2.1.18)
folgt im Allgemeinen bei einem bijektiven Homomorphismus von Distanzraumen noch
nicht automatisch, dass die Umkehrabbildung ein Homomorphismus von Distanzriu-
men ist. Man betrachte z.B. die Abbildung

id : (IP), Al) — (P, Ag),

wobei die Distanzrelationen so definiert sind, dass zwar aus p A\ ¢ folgt p A\, ¢ fiir alle
p und g € P, es aber andererseits zwei Punkte s und ¢ € P gibt, sodass s A, t aber

12



Zum Abschluss des Abschnitts definieren wir Transitivitdtseigenschaften, die im Folgen-
den sehr hilfreich sein werden.

Definition 2.2.8
Sei (P, AA) ein Distanzraum und I" eine Untergruppe von Aut(P, A). Dann heifit I’
e (scharf) 2-A-transitiv, wenn es zu je zwei Paaren distanter Punkte (genau) ein Element

aus I' gibt, welches die Punkte des einen Paares auf die entsprechenden Punkte des
anderen abbildet.

e (scharf) 3-A-transitiv, wenn es zu je zwei Tripeln distanter Punkte (genau) ein Element
aus [' gibt, welches die Punkte des einen Tripels auf die entsprechenden Punkte des
anderen abbildet.
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Kapitel 3

Die projektive (Gerade iiber einem
Ring

In diesem Kapitel werden wir uns mit einem speziellen Distanzraum beschéftigen, der so
genannten projektiven Gerade iiber einem Ring. Im ersten Abschnitt werden wir diesen
definieren und einige Eigenschaften ableiten. Insbesondere werden wir darauf eingehen,
wie man erkennt, ob ein Element ein Punkt des Distanzraumes ist oder ob zwei Punkte
distant sind. Anschliefend betrachten wir eine spezielle Gruppe von Abbildungen auf
dem Distanzraum, die sehr niitzliche Transitivitdtseigenschaften besitzt. Zum Abschluss
werden wir uns mit projektiven Geraden iiber speziellen Ringklassen beschéftigen und
in diesen Fillen die Eigenschaften verfeinern. Insbesondere die projektive Gerade iiber
einem Unterring ist fiir das néchste Kapitel grundlegend.

Im folgenden Kapitel bezeichnet R immer einen nicht notwendigerweise kommutativen
Ring mit 1 . Wie man leicht nachpriifen kann, ist auch R = {0} ein Ring mit 1, wobei
in diesem Fall 0 = 1 gilt. Dieser Fall wird im Folgenden oft storen, sodass wir weiters
voraussetzen, dass 1 # 0 gilt. Weiters bezeichne M einen freien Modul vom Rang 2 {iber
R.Dabei sei (u,v) eine fix gewihlte zweielementige Basis von M, sodass der freie Modul
M nach (2.14) mit R? identifiziert werden kann.

3.1 Definition und Eigenschaften

Starten wir gleich mit der Definition der projektiven Gerade.

Definition 3.1.1

Sei U = Ru der vom gewiihlten Basiselement! u erzeugte zyklische Untermodul von M.
Dann betrachtet man die Bahn von U unter GLy(R), im Zeichen

P(R,M) :={U” | ¢ € GL2(R)} . (3.1)
Die Elemente von P(R, M) heiflen Punkte.

Weiters ist auf den Punkten eine Distanzrelation A folgendermafien erklért: Zwei Punk-
te X = Rx und Y = Ry sind genau dann distant, wenn sie beziiglich M komplementér

'Ein Basiselement eines freien Moduls M vom Rang 2 bezeichnet ein Element aus einer zweielemen-
tigen Basis von M.
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sind, d.h. M = X @Y. Der so entstehende Distanzraum (P(R, M), A) ist die projektive
Gerade zu M.

Im Spezialfal M = R? wihlt man fiir (u,v) die kanonische Basis und setzt

P(R) := P(R, R?). Dann erhilt man mit (P(R),A) die projektive Gerade iiber R.

Bemerkung 3.1.2

Die affine Gerade iiber einem Ring lésst sich naheliegender definieren. Diese stimmt mit
der Menge R iiberein, wobei auch hier bei den Elementen in diesem Sinne aufgefasst, von
Punkten gesprochen wird.

Eine dquivalente Definition der projektiven Gerade (siehe [9], S. 785) und der Distanzre-
lation liefert folgendes Lemma, welches direkt aus der Bemerkung 2.1.23 folgt.

Lemma 3.1.3
(1) Ein Untermodul N von M ist genau dann in P(R, M) enthalten, wenn gilt

e es gibt Elemente n und m aus M, sodass (m,n) eine zweielementige Basis von M
bildet und N = Rn gilt oder

e cs gibt eine Matrix (CCL Z) € GLy(R), sodass N = R(au + bv).

Im Spezialfall M = R? ergibt sich somit fiir die projektive Gerade iiber R
P(R) = {R(a, b) | Je,d (Z fz) € GL2(R)}. (3.2)

(2) Zwei Punkte X und Y aus P(R, M) sind genau dann distant, wenn gilt

e cs gibt eine zweielementige Basis (x,y) von M, sodass X = Rz und Y = Ry oder

e ¢s gibt eine Matrix (Z Z) € GLy(R), sodass X = R(au+bv) und Y = R(cu+dv)
oder

e cs gibt ein ¢ € GLy(R), sodass X = (Ru)? und Y = (Rv)¥.

Beispiel 3.1.4

Sei V' ein 2-dimensionaler Linksvektorraum iiber einem Korper K. Nach Lemma 3.1.3(1)
gilt

P(K,V)={Kz|zeV\{0}}, (3.3)
womit Definition 3.1.1 mit der Definition einer projektiven Gerade im Sinne der pro-
jektiven Geometrie iibereinstimmt. Fiir ndhere Informationen dazu siehe [7], S. 22 f. Die

Distanzrelation ist in diesem Fall die Relation #. Fiir die Distanzgraphen von projektiven
Geraden iiber endlichen Korpern erhélt man damit vollsténdige Graphen.
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P(Zs) P(Zs3)

Abbildung 3.1: Distanzgraphen endlicher Kérper

Der folgende Satz zeigt, dass sogar die Umkehrung gilt.

Satz 3.1.5

Sei (P(R, M), /) die projektive Gerade zum Modul M. Dann stimmt die Distanzrelation
genau dann mit der Relation # iiberein, wenn R ein Korper ist.

Beweis:

Die eine Richtung wurde in Beispiel 3.1.4 demonstriert. Sei also die Distanzrelation gleich
der Ungleichheitsrelation und z € R\ {0}. Daher sind die Punkte Ru und R(u + zv)
verschieden und damit distant. Nach 3.1.3(2) ist somit die Matrix

(1 O) und damit auch (1 0>
1 =z 0 =z

ein Element aus GLy(R). Nach Lemma 2.1.24 ist x € R* und R ein Korper. O

Lemma 3.1.6
Sei R kommutativ und m und n € M.

(1) Ein zyklischer Untermodul Rm ist in P(R, M) enthalten, wenn gilt

e cs gibt ein Element n € M, sodass (m,n) eine zweielementige Basis von M bildet
oder

e m = au + bv und es gibt ¢ und d € R, sodass det <Z Z) € R~

Im Spezialfall M = R? ergibt sich somit fiir die projektive Gerade iiber R
P(R) = {R(a, b) | dc,d € R : det <CCL Z) € R*} . (3.4)

(2) Zwei Punkte Rm und Rn der projektiven Gerade zu M sind genau dann distant,
wenn gilt

e m =au+ bv, n = cu+ dv und det <(2 Z) € R~
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Beweis:

Nach Bemerkung 2.1.25 und Lemma 3.1.3 sind eigentlich fast alle Punkte klar. Es fehlt
nur noch zu zeigen, dass fiir einen gegebenen Punkt Rm aus P(R, M) das Element m
tatsédchlich schon ein Basiselement einer zweielementigen Basis von M ist. Lemma 3.1.3
impliziert ndmlich nur, dass es ein Basiselement w einer zweielementigen Basis von M
gibt, sodass Rm = Rw.

Daher gibt es ein r € R mit m = rw. Da aber auch w € R(rw) = Rm gilt, gibt es ein
7 mit w = rrw und somit 7r = 1, da w Basiselement ist. Durch die Kommutativitit
von R ist das Linksinverse 7 automatisch ein Inverses, wodurch » € R* gilt und m ein
Basiselement einer zweielementigen Basis von M ist. 0

Beispiel 3.1.7

Betrachten wir den kommutativen Ring Z/6Z =: Zg und berechnen die Punkte der
projektiven Gerade. Dazu halten wir zunéchst fest, dass fiir die Gruppe der Einheiten
gilt Z§ = {0,5} und es zwei nichttriviale Ideale {0,2,4} und {0, 3} in Zg gibt. Man sieht
relativ leicht, dass

Zg(x,1) fiir v € Zg und
Z6<17y) fiir ye {07 27374}

zehn verschiedene Punkte von P(Zs) sind, indem man mit (1,0) bzw. (0,1) zu einer Ma-
trix aus GLg(Zg) ergénzt.

Um die restlichen Punkte der projektiven Gerade — Zg(a, b) fiir a, b € Zg\ Z§ — zu finden,
verwenden wir Lemma 3.1.6, wonach Zg(a, b) genau dann ein Element von P(Zg) ist, wenn
es Elemente c und d € Zg gibt, sodass ad — bc € Zg gilt. Daher kénnen a und b nicht
gemeinsam in einem der nichttrivialen Ideale liegen und es bleiben die Moglichkeiten

a.b€{(2,3).(4,3).(3,2).(3,4)}.

€Z6(2.3) €76(3.2)
2 3 - ; o
Da det 3 9] = 1, haben wir die zwolf Punkte der projektiven Gerade gefunden.

Die Charakterisierung der Punkte von P(R, M) {iber ein Basiselement einer zweielemen-
tigen Basis von M ist in den meisten Féllen eher ungiinstig. Die folgende Eigenschaft
lasst sich fiir Modulelemente im Allgemeinen einfacher nachweisen.

Definition 3.1.8

Ein Element m aus dem Modul M heifit unimodular, wenn es eine Linearform A\ gibt,
sodass m* = 1.

Bemerkung 3.1.9

e Da auch jede Linearform als spezieller Homomorphismus von Moduln eine Matrixre-
presentation besitzt, ist das Element m = au + bv aus M genau dann unimodular,
wenn es x und y € R gibt, sodass ax + by = 1.
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e Fiir eine zweielementige Basis (m,n) von M gibt es immer eine Linearform A mit
A
m* = 1.

Fiir Module iiber kommutativen Ringen kann man beweisen, dass sich die Punkte der
projektiven Gerade iiber unimodulare Modulelemente bestimmen lassen, wie folgender
Satz zeigt.

Satz 3.1.10

Sei R kommutativ und m € M. Dann gehort Rm genau dann zur projektiven Gerade zu
M, wenn m unimodular ist.

Bewezis:

Sei zunéchst das Element m = au + bv unimodular. Nach Bemerkung 3.1.9 gibt es x und
y € R, sodass ax + by = 1. Die linke Seite der Gleichung lésst sich als Determinante einer
Matrix mit Eintrdgen aus R auffassen, ndmlich

det<& b):l.
—y

Nach Lemma 3.1.6(1) gilt somit Rm € P(R, M).

Ist Rm nun umgekehrt ein Punkt der projektiven Gerade zu M, dann ist m ebenfalls
nach Lemma 3.1.6(1) ein Element einer zweielementigen Basis von M und demnach nach
Bemerkung 3.1.9 unimodular. 0

Zum Abschluss zeigen wir noch folgendes Lemma, welches wir spater noch brauchen wer-
den.

Lemma 3.1.11

Seien Rm und Rw zwei Punkte aus P(R, M) und sei zusétzlich w unimodular. Dann
sind die beiden Punkte genau dann identisch, wenn m = rw fir r € R, welches ein
Linksinverses besitzt. Ist m zusétzlich unimodular, dann ist 7 eine Einheit von R.

Beweis:

Sei zundchst m = rw und 7 € R, sodass 7r = 1. Dann ist m € Rw und w = 7rw = tm €
Rm. Aus der Untermoduleigenschaft (vgl. Definition 2.1.16) folgt somit direkt Rm = Rw.

Fiir die Umkehrung sei Rm = Rw. Dann folgt wie im Beweis zu Lemma 3.1.6 die Existenz
von r und 7 € R, sodass m = rw und w = rrw. Hier verwenden wir fiir die weiteren
Schritte allerdings die Unimodularitéit von w. Demnach existiert eine Linearform A, sodass
w” = 1. Dadurch ist A|g, die Umkehrabbildung der Abbildung

pw:R— Rw:rw— rw.

Somit ist p bijektiv und insbesondere injektiv, wodurch aus w = rrw sofort 7r = 1 folgt.

Ist m ebenfalls unimodular, erhilt man analog die Existenz eines Rechtsinversen, womit
r € R* gilt. O
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3.2 Projektivititen

Nach der Definition von P(R, M) als Bahn unter GLy(R) (vgl. Definition 3.1.1) folgt,
dass die Gruppe GLy(R) auf P(R, M) operiert. AuBlerdem lésst sich nach Lemma 3.1.3(2)
und der Tatsache, dass Abbildungen induziert durch Elemente aus GLy(R) Basen von M
erhalten, leicht einsehen, dass die Gruppe GLy(R) die Distanzrelation erhilt.

Daher induziert GLo(R) auf (P(M, R), AA) eine Untergruppe von Aut(P(R, M), A).

Definition 3.2.1

Die von GLy(R) auf (P(M, R),/\) induzierte Untergruppe von Aut(P(R, M), /) wird
mit PGLy(R) bezeichnet und heiit projektive Gruppe von R. Ihre Elemente nennt man
Projektivitdten.

Beispiel 3.2.2

Betrachten wir die projektive Gerade iiber einem Vektorraum V. Eine Projektivitit ¢
wird in diesem Fall durch eine lineare Bijektion f : V' — V induziert. Man erhélt somit

0 :P(V,K) = P(V,K): Ko+ K(27).

Damit entsprechen die Projektivitdten im Sinne von Definition 3.2.1 Projektivitdten im
Sinne der projektiven Geometrie (vgl. dazu [7], S. 31).

Um die Projektivititen einer projektiven Gerade néher zu untersuchen, brauchen wir
zuerst ein Lemma iiber den Stabilisator der speziellen Punkte Ru, Rv und R(u + v) von
P(R, M).

Lemma 3.2.3

Fixiert eine Abbildung ¢ induziert durch ein Element aus GLo(R) die zyklischen Unter-
moduln U := Ru, V := Rv und W := R(u + v), dann wird ¢ induziert von einer Matrix

der Form (T 0) fir r € R*.
0 r

Beweis:

d
W, erhélt man durch die Basiseigenschaft von (u,v):

Sei ¢ induziert von der Matrix (CCL b) € GLy(R). Fixiert ¢ die Untermoduln U, V' und

U=U% = au+bv=u?=ru firreR
= b=0

V=V¥ = ¢=0 [(analog)

W=W?* = aut+dv=(u+v)?=r(ut+v) firreR
= a=d=r.

Da die so erhaltene Matrix ein Element von GLs(R) sein soll, muss nach Lemma 2.1.24
aber r € R* gelten. O
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Satz 3.2.4

Der Kern der Operation von GLy(R) auf P(R, M) ist die Gruppe Z(R)*E5, womit man
die projektive Gruppe von R als Faktorgruppe erhélt,

PGLy(R) = GLy(R)/Z(R)*Es. (3.5)
Bewesis:
Sei zunéchst ¢ induziert durch 6 2) fir r € Z(R)*. Wahlt man einen beliebigen Punkt

aus P(R, M), Rm = R(xu + yv) fir z und y € R entsprechend Lemma 3.1.3(1) passend,
dann gilt
(Rm)? = Rm¥ = R(zru+ yrv) = R(rzu + ryv) = Rm.

Daher ist ¢ im Kern der Operation enthalten.

Sei nun umgekehrt eine Abbildung ¢ im Kern der Operation gegeben. Dann fixiert ¢
unter anderem die Punkte Ru, Rv und R(u+wv). Nach Lemma 3.2.3 wird ¢ induziert von

einer Matrix der Form (8 2) fiir a € R*.

AuBerdem fixiert ¢ auch jeden Punkt R(zu + v) fiir alle € R. Daher gilt

R(zu+v) = (Rru+v)¥ = R(zu+v)? = R(xau + av)
= R(a(a'zau+v)) = R(a ‘wau + v)

= ru+v=r(a'zau+v) firr € R.

Da (u,v) eine Basis von M ist, erhdlt man aber » = 1 und

1

r=a xa= ar=uxa firallex € R,

womit a ein Element aus dem Zentrum von R ist. Da a zusétzlich invertierbar ist, gilt
a € Z(R) N R*. Es gilt aber allgemein

Z(R)* = Z(R) N R*.

Sei zunéichst z € Z(R) N R*, dann gilt zz = zz fiir alle x € R und es existiert ein Inverses
2~!. Durch Multiplikationen mit diesem erhilt man aber xz7! = 27z fiir alle z € R,
womit z~! € Z(R) und daher z € Z(R)* gilt. Die umgekehrte Inklusion ist klar. Daher
folgt die Behauptung. OJ

Der néchste Satz wird uns im Folgenden oft das Leben erleichtern, indem Aussagen zuerst
fiir spezielle Punkte gezeigt und anschlieend mittels Projektivitéiten auf die allgemeine
Situation transportiert werden koénnen.

Satz 3.2.5
Die projektive Gruppe PGLs(R) operiert 3-A-transitiv auf (P(R, M), A).
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Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass es zu einem Tripel paarweise distanter Punkte aus P(R, M)
eine Projektivitét ¢ gibt, die die drei Punkte auf Ru, Rv und R(u+v) abbildet. Fiir zwei
allgemeine Tripel paarweise distanter Punkte erhélt man so zwei Abbildungen ¢ und
und ¢ = ¢11p; ' ist eine Losungsabbildung.

Seien also X, Y und Z drei paarweise distante Punkte aus P(R, M ). Nach Lemma 3.1.3(2)
gibt es eine Abbildung v € PGLy(R), sodass X = (Ru)” und Y = (Rv)". Die Umkehr-
abbildung v~ erhélt als Projektivitéit natiirlich die Distanz, womit Z7 ' distant zu Ru
und Ru ist. Fiir 27 = R(zu + yv) ist dies nach Lemma 3.1.3(2) #quivalent zu

(316 2) und (f g) € GLy(R).

Durch elementare Spalten- bzw. Zeilenumformungen (vgl. Lemma 2.1.24) erhélt man
x
0
und ¢ := dv. Dann leistet diese genau das gewiinschte, da § die Punkte Ru und Rwv fixiert
und den Punkt R(u + v) auf Z7 abbildet. O

daraus, dass auch 2) € GLy(R). Sei ¢ die von dieser Matrix induzierte Projektivitét

Die scharfe 3-A-Transitivitit der projektiven Gruppe ist nicht in allen Féllen gegeben.
Der folgende Satz liefert notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir.

Satz 3.2.6
Die projektive Gruppe PGLy(R) operiert genau dann scharf 3-A-transitiv, wenn
(1) die Einheitengruppe von R im Zentrum von R enthalten ist, R* C Z(R) oder

(2) jede Projektivitdat die zwei distante Punkte vertauscht bereits eine Involution ist.

Beweis:

(1) Die scharfe 3-A-Transitivitdt der projektiven Gruppe ist dazu dquivalent, dass der
Stabilisator von je drei paarweise distanten Punkten mit der Identitét ibereinstimmt.
Die Elemente dieses werden nach Satz 3.2.4 induziert von einer Matrix aus

Z(R)*Ey; = (Z(R) N R*)E,. Nach Lemma 3.2.3 stimmt der Stabilisator der drei
paarweise distanten Punkte Ru, Rv und R(u + v) aber mit R*E, tiberein.

(2) Wir zweigen die Aquivalenz von (2) zu (1). Sei ¢ eine Projektivitiit, die zwei distan-
te Punkte vertauscht. Da die Gruppe PGLy(R) 2-A-transitiv operiert, kann man
0.B.d.A. davon ausgehen, dass die Punkt Ru und Rv gewéahlt wurden.

Die Projektivitéiten ¢ bzw. 1> werden demnach durch folgende Matrizen induziert:

(0 a o f(ab O . "
L—(b O) L—(O ba> mit ¢ und b € R*.

Fiir R* C Z(R) gilt somit ab = ba € Z(R)*, sodass «* nach 3.2.4 mit der Identitéit
iibereinstimmt und ¢ eine Involution ist. Da a und b € R* beliebig waren, gilt auch
die Umkehrung. O
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Im Fall eines Korpers K stimmt die scharfe 3-A-Transitivitdt nach Bemerkung 3.1.4 mit
der Eigenschaft (Ps) iiberein. Fiir néhere Informationen zur Eigenschaft (P3) wird auf
[7], S. 4 verwiesen. Aus Satz 3.2.6 erhélt man in diesem Fall sofort Folgendes:

Korollar 3.2.7

Sei K ein kommutativer Korper. Dann operiert die projektive Gruppe PGLy(K) scharf
dreifach transitiv auf der projektiven Geraden P(K), d.h. es gilt (P3). AuBerdem ist jede
Projektivitat, die zwei Punkte vertauscht, bereits eine Involution.

3.3 Die projektive Gerade iiber einem lokalen Ring

In diesem Abschnitt wollen wir die projektive Gerade iiber einem so genannten lokalen
Ring untersuchen.

Betrachten wir zunéchst die mit der Distanzrelation mitbestimmte Relation ,nichtdi-
stant“, im Zeichen £X. Da die Distanzrelation antireflexiv und symmetrisch ist, ist die
Relation £X klarerweise automatisch reflexiv und symmetrisch. Die Frage, die sich stellt,
ist, in welchen Fillen eine Aquivalenzrelation vorliegt. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 3.3.1

Betrachte den kommutativen Ring Z /47 =: Z,. Dann kénnen wir die Punkte von P(Z,)
nach Satz 3.1.10 bestimmen. Demnach gehort ein Element Zy4(a,b) fir a und b in Z,4
genau dann der projektiven Gerade an, wenn es x und y in Z4 gibt, sodass ax + by = 1.
Damit erhdlt man

P(Z‘l) = {Z4(17 0)7 Z4(17 2)7 Z4<O> 1)7 Z4(17 1)7 Z4<27 1)7 Z4<37 1)}

Die Distanzrelation lésst sich iiber den Graphen G(P(Z4),A) veranschaulichen, siehe
dazu Abbildung 3.2.

Offensichtlich kann man hier die nichtdistanten Punkte in drei Klassen einteilen, so-
dass Punkte aus verschiedenen Klassen immer distant sind. Diese entsprechen gegeniiber-
liegenden Punkten des Oktaeders. Die Relation ,nichtdistant® ist somit in diesem Fall
eine Aquivalenzrelation.

Zum Vergleich sei auf das Beispiel 3.1.7 verwiesen. Wie man mit Hilfe von Bemerkung
2.1.25 leicht einsieht sind sowohl die Punkte Zg(1,0) und Zg(2, 3), als auch Zg(2,3) und
Zs(0,1) nicht distant. Allerdings sind die Punkte Zg(1,0) und Zg(0, 1) distant, womit die
Transitivitdt der Relation ,,nichtdistant® verletzt ist.

Das eben erhaltene Resultat ist keine Uberraschung. Z, gehort némlich zur Klasse der
lokalen Ringe, die wir im Folgenden untersuchen werden.

Definition 3.3.2
Ein Ring R heifit lokal, wenn [ := R\ R* ein Ideal von R ist.
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(1,0)

(2,1)

(1,2)
Abbildung 3.2: Distanzgraph P(Z,)

Beispiele 3.3.3

e Jeder Korper ist trivialerweise ein lokaler Ring, da die Menge der Nichteinheiten nur
aus {0} besteht.

e Die Ringe Z/Z,» =: Zn fiir p eine Primzahl und n € IN sind lokale Ringe, da fiir die
Menge der Nichteinheiten gilt I = (Zy»)p = {0,p, ..., (p" —1)p}, was ein Ideal ist. Das
Beispiel 3.3.1 ist von diesem Typ.

Lemma 3.3.4

Fiir einen lokalen Ring R ist das Ideal I := R\ R* ein maximales Ideal. Daher ist R := R/
ein Korper. Sei
kK:R—R:r—=7:=r+1

der kanonische Homomorphismus. Fiir eine Matrix o = («;;) mit Eintridgen aus R sei
@ = (a;;) fiir ¢ und j aus {1,2}. Dann gilt

reR* & TeR (3.6)
o€ GLQ(R) & ac GLQ(R) (37)

Beweis:

Wir zeigen mit einem Beweis durch Widerspruch, dass I ein maximales Ideal ist, indem
wir annehmen es gibe ein Ideal J von R fiir welches gilt I C J C R aber I # J und
zeigen, dass in diesem Fall J mit R iibereinstimmt. Da J eine echte Obermenge von [
ist, enthilt es insbesondere eine Einheit a. Aus der Idealeigenschaft und a=! € R folgt
nun a 'a =1 € J, womit J als Ideal mit R iibereinstimmen muss.

Da I maximales Ideal ist, folgt, dass R ein Korper ist (vgl. Bemerkung 2.1.7). Damit sind
die Einheiten von R aber genau die von 0 = I verschiedenen Elemente. Nun gilt aber
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nach der Definition von I, dass @ € R genau dann von 0 verschieden ist, wenn a eine
Einheit in R ist.

Um die letzte angefithrte Aquivalenz zu zeigen, sei zundchst o € GLy(R). Dann gibt es
ein f € GLy(R) mit aff = E,. Nach Ubergang zum Faktorring gilt aber auch @f = Fj,
da x ein Ringhomomorphismus ist.

Existiert umgekehrt ein 3 € GLy(R) mit @3 = Ej, dann findet man nach der Surjektivitt
von k und (3.6) eine Matrix § mit Eintrdgen aus R, sodass

046:(; ch) mit e, f € R*und i,j € I.

Da e und f Einheiten sind, kann man die rechte Matrix durch elementare Zeilenumfor-
mungen in die Einheitsmatrix iiberfithren. Die Inverse zu « ist die Matrix § multipliziert
mit den die Zeilenumformungen représentierenden Matrizen (vgl. Lemma 2.1.24). U

Bevor wir allerdings die Relation , nichtdistant* auf der projektiven Gerade iiber einem
lokalen Ring untersuchen, brauchen wir erst einmal ein genaueres Bild der projektiven
Gerade selbst und im weiteren der Distanzrelation.

Satz 3.3.5

Sei R ein lokaler Ring und I das Ideal der Nichteinheiten. Dann hat die projektive Gerade
iiber R folgende Gestalt:

P(R) = {R(z,1) |z € RYU{R(1,y) |y € I}. (3.8)

Die Distanzrelation lésst sich folgendermaflen charakterisieren: Fiir x, 2 € Rund y, y € I
gilt

R(z,1) ARG ) e z—i¢gl (3.9)
R(1,y) £ R(1,9) und R(z,1) A R(1,y).

Bewesis:

Fiir x € R und y € [ sind die Matrizen (i (1)) und ((1) ‘7{) Elemente aus GLa(R) (vgl.

Lemma 2.1.24) und somit die beiden Mengen auf der rechten Seite nach 3.1.3(1) in P(R)
enthalten. Nun betrachten wir die Abbildung

¥ :P(R) — P(R) : R(a,b) — R(a,b),

welche nach (3.7) wohldefiniert ist. Fiir einen Punkt R(a,b) aus P(R) ist also R(a,b) ein
Punkt aus P(R), welche eine projektive Gerade iiber einem Korper ist. Nach Beispiel
3.1.4 ist damit aber entweder @ # 0 oder b # 0. Nach (3.6) ist dies dquivalent dazu, dass
entweder a oder b eine Einheit ist. Wenn b € R*, dann ist R(a,b) = R(b~'a, 1) vom ersten

Typ. Andernfalls ist b € I und R(a,b) = R(1,a'b) vom zweiten Typ.
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Auch die Aussagen iiber die Distanzrelation lassen sich mit Hilfe der Abbildung ¢ sehr
leicht einsehen, da diese nach (3.7) die Distanzrelation erhilt. Auf P(R) nimmt diese eine
sehr einfache Form an, ndmlich die Relation # (vgl. Beispiel 3.1.4). Daher ergibt sich fiir

xund z aus R und y und y aus [

R(x,1)AR(#,1) & RET1)#RE 1) er—-3¢l
R(ly) X R(1,9) & RAy)=RLy) ey-gel
R(z,1) A R(l,y) < R(z,1)+# R(1,7).

Die Aussagen am Ende der Aquivalenzkette zur zweiten und dritten Aussage stimmen,

da einerseits I ein Ideal ist und andererseits 1 und ¥ fiir y € I auf jedem Fall verschieden
sind. ]

Korollar 3.3.6

Sei R ein lokaler Ring und I das Ideal der Nichteinheiten. Dann hat die projektive Gerade
iiber R die Méchtigkeit

#P(R) = #R + #1. (3.10)
Beispiel 3.3.7

Betrachten wir den Ring der dualen Zahlen iiber dem Koérper Zs, im Zeichen
Zs(e) ={0,1,e,1+¢}.

In Beispiel 2.1.8 haben wir gesehen, dass fiir die Einheitengruppe Zs(e)* = {1,1+¢} gilt.
Es ist leicht einzusehen, dass es sich bei Zs(¢) um einen lokalen Ring handelt (vgl. dazu
Lemma 5.3.2 in Kapitel 5). Daher erhélt man direkt aus Satz 3.3.5 fiir die projektive
Gerade iiber Zs(e):

P(Za(e)) = {Z2(e)(0,1), Za(e)(1, 1), Za(e) (e, 1), Za(e) (14e, 1) }U{Za()(1, 0), Za(e) (1, €) }

Auch den Distanzgraph erhélt man mit Hilfe von Satz 3.3.5.

(1,0)

0,1) (1+e1)

(1,¢)

Abbildung 3.3: Distanzgraph Zs(e)
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Vergleicht man diesen nun mit dem Distanzgraph von P(Z,) aus Beispiel 3.3.1, dann sind
diese offensichtlich isomorph. Man sieht allerdings sofort, dass die beiden projektiven
Geraden bzw. Ringe nicht isomorph sind, da Zs(e) den Unterkérper Zy enthélt, Z, aber
nicht.

Um die Hauptaussage dieses Abschnittes beweisen zu konnen, benétigen wir noch folgen-
des Lemma, das eine weitere Charakterisierung von lokalen Ringen liefert.

Lemma 3.3.8

Sei R ein Ring und bezeichne I die Menge der Nichteinheiten. Gilt fiir alle x € I, dass
1 — 2z eine Einheit ist, dann ist R ein lokaler Ring.

Beweis:

(1) Die Menge I ist abgeschlossen unter Multiplikation mit Einheiten: Angenommen es
gibe ein ¢ € I und r € R*, sodass rx € R* gilt. Durch Multiplikation mit »~! folgt
aus der Gruppeneigenschaft von R*, dass x € R* gilt, was ein Widerspruch zur An-
nahme x € I ist. Daher gilt rz € I.

(2) Die Menge [ ist abgeschlossen unter Addition. Angenommen u = = + y fiir = und y
aus I wire kein Element von I, also eine Einheit. Dann wére

1

l—vwlz=vtu—utz=uly.

Die linke Seite ist nach (1) und der Voraussetzung in R*. Die rechte Seite ist allerdings
nach (1) in I enthalten, was zu einem Widerspruch fithrt. Daher gilt z 4+ y € I.

(3) Ahnlich kann zy € I fiir 2 und y aus I gezeigt werden: Es gilt
ry=01-(0-2))y=y—-(1-2)y
Nach der Voraussetzung, (1) und (2) ist der rechte Ausdruck und damit auch xy € I.
Da R = R*U I gilt, folgt aus den Punkten (1)-(3) bereits die Idealeigenschaft. O

Satz 3.3.9

Ein Ring R ist genau dann lokal, wenn die Relation ,nichtdistant® 2 eine Aquivalenz-
relation ist. Die Aquivalenzklassen zu £ haben die Form

{R(1,2)|z€l} und {R(x+2z1)|z€el}, (3.11)
wobei x ein Reprisentationssystem von R/I durchlauft.

Beweis:

Sei zunéchst R ein lokaler Ring. Nach eingéngiger Bemerkung fehlt nur noch zu zeigen,
dass /X transitiv ist. Nach den Aussagen aus Satz 3.3.5 reicht es aus, die Transitivitét
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fur die Menge {R(x,1) | x € R} nachzupriifen. Dies ist eine einfache Rechnung unter
Verwendung von (3.9) und der Idealeigenschaft von I. Seien x,y und z in R, dann gilt

R(z,1) X R(y,1) und R(y,1) X R(z,1) & x—ye€lundy—z€l
S r—yt+ty—z=x—z2¢€l
& R(x,1) X R(z,1).

Sei umgekehrt /X eine Aquivalenzrelation auf P(R). Wir wollen Lemma 3.3.8 verwenden
und zeigen, dass aus ¢ € [ := R\ R* folgt 1 — 2 € R*. Es gilt nach 3.1.3(2), dass

R(1,z) £ R(1,0), da
G 2) - G ?)@%GLQ(R),

ZGL2(R)

Weiters gilt R(1,1) A R(1, z), da nach der Transitivitit von X aus R(1,1) £ R(1,z) und
R(1,z) & R(1,0) auch R(1,1) & R(1,0) folgen wiirde. Dies ist aber ein Widerspruch, da

(1 O) € GLy(R) nach Lemma 2.1.24. Somit ist aber

11
G T) B G ?) ((1) 1fx) € GLy(R),
N’

=e€GLg (R)

und damit 1 — z € R*.

Die Darstellung der Aquivalenzklassen folgt direkt aus (3.9). O

Korollar 3.3.10

Sei R ein lokaler Ring und I das Ideal der Nichteinheiten. Dann hat jede Parallelklasse
der projektiven Gerade iiber R die Machtigkeit #1.

3.4 Die projektive Gerade iiber einem stabilen Ring

Satz 3.1.10 liefert im Fall eines kommutativen Rings eine Charakterisierung der Punkte
der projektiven Gerade iiber unimodulare Elemente. In diesem Abschnitt lernen wir eine
weitere Klasse von Ringen kennen, die eine solche Charakterisierung zulésst.

Definition 3.4.1

Ein Ring R heifit stabil, wenn fiir jedes unimodulare Paar (a,b) € R? ein ¢ € R existiert,
sodass ac+ b € R*.
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Bemerkung 3.4.2

Eine dquivalente Definition ist in [15] mit dem Begriff des stabilen Rangs 2 zu finden.
Der stabile Rang eines Ringes R ist die kleinste Zahl n > 2, sodass es fiir alle unimo-
dularen Elemente (mq,...,m,) € R" Elemente des Rings x1,...,x,_1 gibt, sodass auch
(my + x1Myps oo, My 1 + Tp_1my,) unimodular in R~ ist.

Ein Ring R ist somit vom stabilen Rang 2, wenn es fiir jedes unimodulare Paar
(a,b) € R? ein ¢ € R gibt, sodass ac + b unimodular in R ist. Dies ist nach Bemer-
kung 3.1.9 gleichbedeutend damit, dass es ein r € R mit (ac + b)r = 1 gibt. Auch fiir
einen Ring vom stabilen Rang 2 gilt, dass ein Element genau dann links-invertierbar ist,
wenn es rechts-invertierbar ist (vgl. dazu Lemma 3.4.4 mit angepasstem Beweis). Damit
ergibt sich ac+0b € R*. Dass ein stabiler Ring von stabilem Rang 2 ist, folgt direkt durch
Umkehrung der Argumentation.

Beispiel 3.4.3

Jeder lokale Ring ist stabil. Fiir ein unimodulares Paar (a,b) € R? gibt es z und y aus
R, sodass ax + by = 1. Wiren nun sowohl a, als auch b in [ = R\ R*, dann wire nach
der Idealeigenschaft von I aber auch ax + by = 1 € I, was ein Widerspruch ist. Demnach
gilt (die Riickrichtung ist trivial) (a,b) € R? ist genau dann unimodular, wenn a oder b
eine Einheit ist.

Bevor wir den eingangs schon erwéhnten Satz beweisen, benttigen wir noch folgendes
Lemma, welches in stabilen Ringen inverse Elemente charakterisiert.

Lemma 3.4.4
Sei R ein stabiler Ring. Fiir ein Element a € R ist jedes Linksinverse von a auch ein

Rechtsinverses von a und umgekehrt.

Beweis:

Sei a € R rechts-invertierbar, d.h. es existiert ein b € R mit ab = 1. Das Paar (1 — ba, b)
ist unimodular, da 1 — ba + ba = 1. Aus der Stabilitdt von R folgt somit die Existenz
eines ¢ € R mit d := ¢ — bac + b € R*. Damit berechnet man

ad = a(c —bac+b) =ac—ac+1=1.
Das heiBt a = d™* € R* und b = d. O

Satz 3.4.5
Sei R ein stabiler Ring und M ein Modul iiber R. Dann ist Rm genau dann ein Punkt
der projektiven Gerade zu M, wenn m unimodular ist.
Beweis:
Sei zundchst m unimodular, dann hat m die Form m = au + bv, wobei das Paar
(a,b) € R? unimodular ist. Da R stabil ist, ist dies dquivalent zur Existenz eines ¢ € R
mit d := ac +b € R*. Sei 2 := d'a, dann gilt

d(x,1 —xc) = (dr,d — dxc) = (a,d — ac) = (a,b)

= Rm = R(zu+ (1 — zc)v) = Ru?,
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wobei ¢ € PGLy(R) induziert wird von der Matrix

i N R [ EL

Daher ist Rm ein Element der projektiven Gerade zu M.

Die Umkehrung besteht eigentlich nur noch aus dem Zusammenstoppeln von bereits be-
kannten Erkenntnissen. Fiir einen Punkt Rm € P(R, M) gibt es nach Lemma 3.1.3(1) und
Bemerkung 3.1.9 ein unimodulares w € M, sodass Rm = Rw. Lemma 3.1.11 impliziert
daraus die Existenz eines a € R mit m = aw, wobei a ein Linksinverses besitzt. Dieses
ist nach Lemma 3.4.4 aber bereits eine Einheit und damit auch m unimodular. U

Bemerkung 3.4.6

Aus dem Beweis zu Satz 3.4.5 erhélt man zusétzlich Darstellungen fiir Punkte der pro-
jektiven Gerade iiber einem stabilen Ring:

R(zu + (14 zy)v) oder (3.12)
R((1 + zy)u + xzu) fir z,y € R. (3.13)

Die zweite Darstellung erhilt man dadurch, dass mit (z,y) € R? auch (y,z) € R? uni-
modular ist.

Im letzten Satz dieses Abschnitts wollen wir noch den Zusammenhang zwischen stabilen
Ringen und stabilen Distanzrdumen (vgl. Definition 2.2.4) untersuchen.

Satz 3.4.7

Sei R ein stabiler Ring. Dann ist der Distanzraum (P(R, M), A) fiir jeden Modul M {iber
R stabil.

Beweis:

Das Ziel ist zu zwei Punkten X und Y aus P(R, M) einen Punkt Z aus P(R, M) zu
finden, der sowohl zu X, als auch zu Y distant ist. Da PGLy(R) A-transitiv operiert
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass X = Rv. Nach Bemerkung 3.4.6 hat Y die Form
Y = R(zu + (1 + ayv)) fir z und y aus R. Setze Z := R(u+ yv) € P(M, R), dann ist Z
wegen

<é ?) € GLy(R),
(£ 1) (1) (0 1) con

und Lemma 3.1.3(2) ein solcher gesuchter Punkt. O

30



3.5 Die projektive Gerade iiber einem Unterring

Im folgenden Abschnitt sei S ein Unterring von R (vgl. Definition 2.1.4). Dann kénnen
wir die projektive Gerade iiber R und iiber S betrachten. Dieser Abschnitt befasst sich
nun mit der Frage, inwieweit die beiden projektiven Geraden miteinander verbunden sind,
bzw. unter welchen Voraussetzungen man die projektive Gerade iiber S als Teilstruktur
der projektiven Gerade iiber R auffassen kann. Dabei ist der schlagende Punkt der, in-
wieweit die Distanzrelation auf S mit der Distanzrelation induziert von R iibereinstimmt.
Betrachten wir dazu zuerst einmal die Einbettung der projektiven Gerade iiber S und
einige sehr leicht abzuleitende Eigenschaften.

Satz 3.5.1

Sei S ein Unterring von R und
t:P(S) — P(R) : S(a,b) — R(a,b). (3.14)

Dann ist ¢ ein wohldefinierter, injektiver Morphismus der Distanzraume (P(5), Ag) und

(P(R), Ag).

Beweis:

Aus S C R, folgt direkt R(S(a,b)) = R(a,b). Daher ist ¢ wohldefiniert. Auch die Eigen-
schaft eines Morphismus ist nach Lemma 3.1.3(2) und GL2(S) < GLo(R) leicht einzuse-
hen.

Es bleibt nur noch die Injektivitdt zu zeigen, um ¢ als Einbettung zu identifizieren.
Seien dafiir zwei Punkte S(a,b) und S(c,d) aus P(S) gegeben, sodass deren Bilder
ibereinstimmen. Nach Lemma 3.1.3(1) und Bemerkung 3.1.9 kénnen wir 0.B.d.A. (a,b)
und (c,d) als unimodular in S? und damit auch in R? voraussetzen. Dies impliziert
zusammen mit R(a,b) = R(c,d) nach Lemma 3.1.11 die Existenz eines r € R* mit
(a,b) = r(c,d). Da (c,d) unimodular in S? ist, gibt es  und y in S, sodass cx + dy = 1.
Daraus folgt
r=r(cx+dy) =axr+by € S.

Aus der Unimodularitit von (a,b) in S? folgt analog r~! € S bzw. r € S* und damit
S(a,b) = S(c,d). Somit ist ¢ injektiv. O

Wie eingangs schon erwihnt ist das Ziel den Distanzraum (P(S), Ag) als Teilstruktur des
Distanzraums (P(R), Ag) aufzufassen. Mit der Einbettung der projektiven Gerade aus
Satz 3.5.1 haben wir zumindest die Punktmengen schon so miteinander in Verbindung
gebracht, dass distante Punkte wieder distant sind.

Die Frage, die bleibt, ist, was mit nichtdistanten Punkten geschieht. Ohne weitere Voraus-

setzungen werden im Allgemeinen nichtdistante Punkte nicht auf nichtdistante Punkte
abgebildet. Betrachte dazu folgendes kurzes Beispiel:
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Beispiel 3.5.2
Grundlage ist das Ring-Unterring-Paar ) und Z. Die Punkte Z(1,0) und Z(1,2) sind in
P(Z) nichtdistant, da

det G g) _2g 7" —{1,-1).

Die Determinante der Matrix ist iiber @ allerdings eine Einheit, womit Q(1,0) und Q(1, 2)
sehr wohl distant sind.

Zusammengefasst suchen wir Voraussetzungen, unter denen die Abbildung ¢ aus (3.14) —
mit eingeschrinkter Zielmenge P(S)" — ausgestattet mit der von Ag induzierten Distanz-
relation ein Isomorphismus ist. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 3.5.3
Seien (P, A) und (P, A) zwei Distanzriume mit P C P. Eine Abbildung

v (P,A) = (P, A) (3.15)

heift Einbettung von Distanzriumen, wenn (P,A) — (P*, A) ein Isomorphismus von
Distanzraumen ist.

Satz 3.5.4

Sei S ein Unterring von R und ¢ : (P(S), As) — (P(R), Ag) definiert wie in (3.14). Dann

bildet ¢ genau dann nichtdistante Punkte auf nichtdistante Punkte ab, wenn
S*=R*NS&. (3.16)

Unter dieser Voraussetzung ist ¢ : P(S) — P(S)* ein Isomorphismus von Distanzraumen.

Beweis:

Sei zuerst S* = R* N S. Wir zeigen die Kontraposition der implizierten Aussage. Seien
also X und Y zwei Punkte aus P(S), sodass deren Bilder X* und Y* beziiglich Ag di-
stant sind. Auf der einen Seite operiert GLy(S) auf (P(S), Ag) A-transitiv und auf der
anderen Seite operiert GLo(5) als Unterring von GLo(R) aber auch auf (P(R), Agr) und
lasst dabei P(S)* fest. Daher kann man 0.B.d.A. von X = S(1,0) ausgehen.

Aus X* ApY* folgt fiir Y = S(c¢,d) mit ¢ und d aus S nach Lemma 3.1.3(2)

(i 2) B G: ?) <(1) 2) € GLy(R).

Dies ist aber nur moglich, wenn d € R* und nach Voraussetzung also auch d € S*. Damit
ist die oben betrachtete Matrix ein Element des Unterrings GLy(S) und es gilt X AgY.

Fiir die Umkehrung betrachte die beiden speziellen Punkte X = S(1,0) und Y = S(1, s)
fir s € R* N S der projektiven Gerade iiber S. Unter der Verwendung von &hnlichen
Argumenten wie oben gilt das Folgende: Mit

(1 g) € GLy(R) firse R*
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gilt X* ARrY" woraus nach Voraussetzung X AgY und somit s € S* folgt. Da s € R*NS
beliebig gewéhlt war, impliziert dies R*NS C S§*. Da die andere Implikation trivialerweise
erfillt ist, fithrt dies zu R* N .S = S*. O

Beispiel 3.5.5

Im Fall, dass S =: K ein Unterkorper von R ist, folgt aus der Injektivitédt bereits, dass
es sich bei der Abbildung ¢ definiert in (3.14) um eine Einbettung von Distanzriaumen
handelt, da die Relation X auf P(K') nach Satz 3.1.5 mit der Relation # iibereinstimmt.
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Kapitel 4
Kettengeometrien und Kettenridume

In diesem Kapitel beginnen wir zum ersten Mal mit einer Inzidenzstruktur zu arbeiten.
Eine Inzidenzstruktur besteht zum einen aus einer Punktmenge und zum anderen wer-
den spezielle Teilmengen der Punktmenge ausgezeichnet, so genannte , Ketten“, die die
Inzidenz beschreiben.

Dieses Kapitel enthélt eine algebraische und eine geometrische Herangehensweise bei der
Konstruktion einer Inzidenzstruktur. Im ersten Abschnitt wird algebraisch iiber einem
Ring-Unterring-Paar eine Kettengeometrie aufgezogen. Im Gegensatz dazu definieren wir
im zweiten Abschnitt iiber geometrische Axiome einen Kettenraum. Allerdings liegen die
beiden Definitionen nicht allzu weit auseinander, da man unter den richtigen Vorausset-
zungen zeigen kann, dass eine Kettengeometrie ebenfalls die Axiome eines Kettenraums
erfiillt. Der letzte Abschnitt beschéftigt sich mit affinen Kettenrdumen und Kettengeo-
metrien. Auch hier ist das Ziel eine vorerst sehr geometrisch definierte Inzidenzstruktur
algebraisch zu beschreiben.

Im folgenden Kapitel bezeichnet R wieder einen nicht notwendigerweise kommutativen
Ring mit 1. Weitere Eigenschaften werden explizit erwéihnt. Auflerdem bezeichnet S wei-
terhin einen Unterring von R. Im Fall, dass S ein Unterkorper von R ist, wird stattdessen
der Buchstabe K verwendet.

4.1 Kettengeometrien

Ausgehend von der im vorherigen Kapitel definierten und untersuchten projektiven Ge-
rade iiber einem Ring, wollen wir nun eine Inzidenzstruktur konstruieren. Diese wird
zum einen aus den Punkten der projektiven Geraden bestehen. Die Ketten werden wir
anschliefend an den letzten Abschnitt im vorhergegangenen Kapitel mit Hilfe der pro-
jektiven Gerade iiber einem Unterring definieren. Allerdings werden wir nun weitere An-
forderungen an diese Unterringe stellen.

Definition 4.1.1

Sei S ein Unterring des Rings R mit der Eigenschaft S C Z(R). Dann nennt man den
Ring R eine Algebra tiber S oder kurz eine S-Algebra.

Im Folgenden betrachten wir die projektive Gerade iiber S immer vermoge (3.14) in die
projektive Gerade iiber R eingebettet und gehen davon aus, dass P(S) C P(R). Unter
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dieser Voraussetzung kénnen wir nun die Teilmengen der Punktmenge fiir unsere Inzi-
denzstruktur definieren.

Definition 4.1.2

Sei R eine S-Algebra und ¢ eine Projektivitdt iiber R. Dann heifit die Teilmenge
P(S)? C P(R) Kette in P(R).

Wird ¢ induziert von der Matrix (CCL Z) € GL2(R), so schreibt man auch

P(S)* = {Z Z} . (4.1)
Die Punkte der projektiven Gerade iiber R, zusammen mit der Menge aller Ketten,
C(S,R) :={P(5)% | ¢ € PGLa(R)}, (4.2)
bilden die Inzidenzstruktur
Y(S,R) := (P(R),C(S, R)). (4.3)
Diese Inzidenzstruktur wird Kettengeometrie iiber der Algebra (S, R) genannt.

Bemerkung 4.1.3

Diese Definition erwédhnt noch nirgends die Distanzrelationen, die ja sowohl auf der pro-
jektiven Gerade iiber R, als auch auf der iiber S vorhanden ist. Wie bereits erwahnt,
betrachten wir P(.S) eigentlich als ihr eingebettetes Ebenbild in P(R). Dabei wurde aber
bis jetzt verschwiegen, dass ohne weitere Voraussetzung auf P(S) in dieser Weise aufge-
fasst eigentlich die von Ag induzierte Distanzrelation gilt, welche im allgemeinen nicht
mit Ag iibereinstimmt. Daher wird die Bedingung aus Satz 3.5.4 im Folgenden eine
wichtige Rolle spielen.

Bevor wir die ersten Eigenschaften der Kettengeometrien untersuchen, benétigen wir noch
folgendes Lemma, welches sich mit dem punktweisen Stabilisator von P(S) in PG Ly(R)
beschaftigt.

Lemma 4.1.4
Sei R eine S-Algebra. Dann stimmt der punktweise Stabilisator von P(S) in PGLs(R)
mit dem Stabilisator von R(1,0), R(0,1) und R(1,1) iiberein.

Bewezis:

Nach Lemma 3.2.3 wird jede Projektivitéat im Stabilisator von R(1,0), R(0,1) und R(1,1)
induziert von einer Matrix der Form

r 0 . "
<O 7") fir r € R*.

Da die Punkte R(1,0), R(0,1) und R(1,1) in P(S) enthalten sind, ist der punktweise
Stabilisator von P(.S) sicherlich im Stabilisator der drei Punkte enthalten.

36



Fiir einen Punkt R(a,b) € P(S) und r € R* gilt nun aber umgekehrt

R(a,b) (6 S) = R(ar,br) = R(ra,rb) = R(a,b),

daa, b€ S und S im Zentrum von R enthalten ist. O

Damit kénnen wir nun zwei wichtige Aussagen iiber die Inzidenzstruktur (5, R) tétigen.

Satz 4.1.5

Sei R eine S-Algebra mit der Eigenschaft S* = R* N S. Fiir die Kettengeometrie ¥(S, R)
gilt dann, dass durch je drei paarweise distante Punkte genau eine Kette geht.

Beweis:

Seien X, Y und Z drei paarweise distante Punkte der projektiven Gerade iiber R. Dann
gibt es nach der 3-A-Transitivitdt der Gruppe PGLy(R) auf P(R) (vgl. Satz 3.2.5) eine
Abbildung ¢ € PGLy(R), sodass R(1,0) = X, R(0,1)? = Y und R(1,1)? = Z. Da
die Punkte R(1,0), R(0,1) und R(1,1) auch der projektiven Gerade iiber S angehdoren,
enthélt die Kette C' := P(5)¥ die Punkte X, Y und Z.

Angenommen es géibe noch eine weitere Kette C' := P(S)¥ € C(S, R) mit ¢ € PGLy(R).
Die Voraussetzung S* = R* NS ist nach Satz 3.5.4 dquivalent dazu, dass die Distanzre-
lationen Ap und Ag auf P(S) zusammenfallen. Demnach erfiillt die Gruppe GL2(.S) die
3-Ag-Transitivitat auf P(S5) und lésst auBerdem P(S) invariant.

Wir kénnen daher 0.B.d.A. davon ausgehen, dass R(1,0)¥ = X, R(0,1)¥ = Y und
R(1,1)¥ = Z. Daraus folgt aber, dass piy~' € GLy(R) die Punkte R(1,0), R(0,1) und
R(1,1) der projektiven Gerade iiber S fixiert. Nach Lemma 4.1.4 ist p1~! damit ein
Element des punktweisen Stabilisators von P(S), d.h. P(S)?¥"" = P(S). Daraus erhilt
man schlieBlich C' = P(S)¥ = P(S)¥ = C. O

Bemerkung 4.1.6

Aus dem Beweis zu Satz 4.1.5 erhélt man auch, dass es ganz ohne Voraussetzungen an
die S-Algebra R bereits durch je drei paarweise distante Punkte mindestens eine Kette

aus C(S, R) gibt.
Satz 4.1.7

Sei R eine S-Algebra mit der Eigenschaft S* = R*N.S. Seien weiters C' und C €C(S,R)
zwei Kettenund X, Y, Z € C bzw. X, Y, Z € C zwei Tripel paarweise distanter Punkte.
Dann gibt es eine Abbildung ¢ induziert durch eine Matrix aus GLs(R), sodass

e X=X, Y9=Y, Z¥ =7 und

o (¥ =(.
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Beweis:

Wir betrachten zunéchst nur die Kette C' := P(S)” fiir v € PGLy(R) und erhalten
C7' = P(S). Mit derselben Argumentation wie im Beweis zu Satz 4.1.5 kénnen wir
0.B.d.A. voraussetzen, dass X* ' = R(1,0), Y*' = R(0,1) und 27" = R(1,1). Fiir die
Kette C' = P(S)¥ mit ¢ € PGLy(R) kann man diese Schritte natiirlich in analoger Weise
wiederholen. Somit erhilt man mit ¢ := y1)~! eine Losungsabbildung. U

4.2 Axiomensystem eines Kettenraums

Wir wollen weiterhin Kettengeometrien untersuchen und noch einige wichtige Figenschaf-
ten herleiten. Parallel dazu macht es aber Sinn den Begriff des Kettenraums einzufiihren,
der iiber diese Eigenschaften definiert wird.

Sei fiir den folgenden Abschnitt vorausgesetzt, dass R eine S-Algebra mit der Eigenschaft
S* = R*N S ist. In diesem Fall miissen wir nach Satz 3.5.4 nicht mehr zwischen der Di-
stanzrelation Ag und Ag auf P(S) unterscheiden. Daher wird diese im Folgenden einfach
mit A bezeichnet. Sollte diese Eigenschaft fiir ein Ergebnis ausschlaggebend sein, wird
diese nochmals extra angefiihrt.

Definition 4.2.1

Fiir eine Inzidenzstruktur (P,C) sei auf deren Punktmenge eine Distanzrelation A defi-
niert, sodass (P, A) einen Distanzraum bildet. Dann bezeichnet man das Tripel (P,C, A)
als Inzidenzstruktur mit Distanzrelation.

Erfiillt eine Inzidenzstruktur mit Distanzrelation (P,C, A) zusétzlich folgende Axiome,

(K1) Jede Kette C' € C enthélt mindestens drei Punkte und jeder Punkt X € P liegt
auf mindestens einer Kette.

(K2) Je drei paarweise distante Punkte X,Y und Z € P liegen genau auf einer Kette
C € C. Man setzt in diesem Fall C' := (XY Z).

dann spricht man von einem schwachen Kettenraum.

Bemerkung 4.2.2

Im Gegensatz zu Kettengeometrien (vgl. Bemerkung 4.1.3) taucht in der Definition eines
schwachen Kettenraums sehr wohl eine Distanzrelation auf.

Aus Satz 4.1.5 erhilt man sofort folgendes Korollar.

Korollar 4.2.3

Sei R eine S-Algebra mit der Eigenschaft S* = R* N S. Dann ist die Kettengeometrie
X(S,R) := (P(R),C(S, R)) zusammen mit der Distanzrelation A auf der Punktmenge ein
schwacher Kettenraum (X(5, R), A).
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Die néchste Frage, die sich stellt, ist die, wie die Distanzrelation und die Inzidenz zu-
sammenhéangt. Wir haben immerhin in Bemerkung 4.1.6 schon festgehalten, dass je drei
paarweise distante Punkte auf einer Kette liegen, was insbesondere auch fiir zwei distante
Punkte gilt. Die Umkehrung, ob man von Inzidenz mit einer gemeinsamen Kette auf die
Distanzrelation schliefen kann, ist noch ungeklért.

Satz 4.2.4
Fiir die Kettengeometrie ¥(.S, R) sind folgende Punkte dquivalent:

e R*NS = S* und zwei verschiedene Punkte sind genau dann distant, wenn sie gemeinsam
auf einer Kette liegen.

e S ist ein Korper.

Beweis:

Sei zundchst S ein Korper. Dann gilt offensichtlich R* NS = S\ {0} = S*. Wie bereits
erwéhnt liegen zwei distante Punkte wegen der 2-A-Transitivitdt von PGLy(R) immer
auf einer gemeinsamen Kette. Wir miissen daher nur die Umkehrung zeigen. Seien also X
und Y zwei verschiedene Punkte auf der Kette C' := P(S)? fiir ¢ € PGLy(R). Da ¢ eine
Bijektion ist, sind damit natiirlich auch die Urbilder X¥ ' und Y¥ ' & P(S) verschieden.
S ist aber ein Korper, womit X% ' und Y# ' nach Satz 3.1.5 beziiglich Ag und daher
auch beziiglich A g distant sind. Projektivitéiten erhalten die Distanz, woraus folgt, dass
X und Y beziiglich A g distant sind.

Gilt nun umgekehrt, dass R* NS = S*, dann folgt nach Satz 3.5.4 zunéchst, dass die
Distanzrelationen Ag und Ag auf P(S) tibereinstimmen. Auflerdem haben wir die Vor-
aussetzung, dass zwei verschiedene Punkte genau dann distant sind, wenn sie gemeinsam
auf einer Kette liegen. Wendet man dies insbesondere fiir die Kette P(S) an, erhélt man
fiir die Distanzrelation Ag die Relation #, was nach 3.1.5 dquivalent dazu ist, dass S ein
Korper ist. O

Dies motiviert folgende Definition eines schwachen Kettenraums mit stérkeren Voraus-
setzungen.

Definition 4.2.5

Sei (P,C, AA) ein schwacher Kettenraum, welcher zusétzlich das Axiom

(K3) Zwei Punkte X und Y € PP sind genau dann distant, wenn sie verschieden sind und
gemeinsam auf einer Kette liegen.

erfiillt, dann nennt man (P, C) einen schwachen Kettenraum im eigentlichen Sinne (i.e.S.).

Nach Satz 4.2.4 muss der zugrunde liegende Unterring S einer Kettengeometrie ein Kérper
sein, damit die Kettengeometrie ein Kettenraum i.e.S. ist. Damit erhélt man folgendes
Korollar.
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Korollar 4.2.6
Sei R eine Algebra iiber einem Korper K. Dann ist die Kettengeometrie (K, R) :=
(P(R),C(K, R)) ein schwacher Kettenraum im eigentlichen Sinne.

Fiir einen Kettenraum i.e.S. gilt nun, dass die Menge aller zu einem festen Punkt X di-
stanten Punkte genau jene sind, die von X verschieden sind und auf einer gemeinsamen
Kette durch X liegen. Dies gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 4.2.7

Sei ¥ := (P,C) ein schwacher Kettenraum i.e.S. und X ein Punkt. Bezeichne Cx die
Menge aller Ketten, die X enthalten, aus denen der Punkt X entfernt wurde, im Zeichen

Cx = {C\{X}| X eCecC). (4.4)

Dann heifit

das Residuum von X in X und die Elemente von Cx Residuumsgeraden.

Betrachten wir wieder den Fall einer Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R). Zuerst
werden wir das Residuum eines speziellen Punktes untersuchen, ndmlich jenes des Punktes
oo := R(1,0)'. Wie sich herausstellt lisst sich dieses sehr anschaulich darstellen und des-

sen Eigenschaften anschlieBend auf die Residuen von allen anderen Punkten iibertragen.
Beginnen wir mit der Punktmenge des Residuums Y.

Lemma 4.2.8
Fiir die Punktmenge des Residuums im Punkt oo gilt
A(oo) ={R(z,1) |z € R}. (4.6)

Beweis:
Es ist leicht einzusehen, dass die Menge {R(z,1) | x € R} in A(c0) enthalten ist, da nach
Lemma 2.1.24 fiir alle x € R gilt

<1 O> € GLy(R).

z 1

Sei umgekehrt ein Punkt R(a,b) € P(R) distant zu oo, dann gilt

(o 0)= (9 (o 3) < omm

womit abermals nach Lemma 2.1.24 folgt, dass b € R*. Damit erhélt man fiir den Punkt
R(a,b) = R(b™'a,1). O

Bemerkung 4.2.9
Betrachte folgende Abbildung
e:R—P(R):z+— R(x,1). (4.7)

1Zur Wahl der Bezeichnung oo vgl. Kapitel 5
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Diese ist offensichtlich injektiv und hat nach Lemma 4.2.8 die Punktmenge A(oc0) als
Bild. Daher kann R vermége € in P(R) eingebettet mit A(oo) identifiziert werden.
Beispiel 4.2.10

Als Fortsetzung von Beispiel 3.1.7 betrachten wir nun die Distanzrelation auf der projek-
tiven Gerade {iber Zg veranschaulicht durch folgendes Bild.

(1,0) (1,4) (1,2) (3,2)
N}__\

(1,3) /

(1,1) (5,1) (3,1)

(2,3) (2,1) (0,1)

Abbildung 4.1: Distanzgraph P(Z)

Zwei Punkte sind genau dann nichtdistant, wenn sie auf einer gemeinsamen Strecke liegen.
Weiters ist die Menge aller Punkte, welche zu Zg(1,0) distant sind, veranschaulicht.

Mit Hilfe der Einbettung € aus (4.7) lassen sich die modifizierten Ketten des Residuums
im Punkt oo als Geraden eines affinen Raums auffassen. Bevor wir dieses Ergebnis be-
weisen, wollen wir zurerst die formale Definition eines affinen Raums angegeben.

Definition 4.2.11

Sei A := (P,B,]||), wobei (P,B) eine Inzidenzstruktur ist. Die Element von P heiflen
Punkte und die von B Geraden. Fiir diese Inzidenzstruktur gelten die Voraussetzungen,
dass

e es zu je zwei Punkten P und @) genau eine Gerade g =: PQ) gibt, die diese enthilt, und
e jede Gerade mindestens zwei Punkte enthélt.

Weiters sei || eine Aquivalenzrelation auf B, sodass das Parallelen-Aziom gilt. Dieses
besagt

(A1) Fiir eine Gerade g € B und einen Punkt P € P gibt es genau eine Gerade h € B
mit g||h und P € h. Wir schreiben h = 7(P, g).

Somit bildet die Relation || eine Partition der Punkte. Die Klassen der Partition werden
mit Parallelklassen bezeichnet. Gilt weiters das Parallelogramm-Aziom (A2) und das
Lenz-Axiom (A3),

(A2) Fiir drei verschiedene Punkte P, @ und R gilt, dass 7(R, PQ) N 7(Q, PR) # &.
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(A3) Seien P, und R drei verschiedene Punkt, so gewihlt, dass die Geraden PR und
()R verschieden sind. Dann gilt fiir alle Punkte S € PR, dass 7(S, PQ)NQR # @.

dann nennt man A einen affinen Raum.

Bemerkung 4.2.12

Der affine Raum A (K, V') zu einem Vektorraum V iiber einem Kérper K wird folgender-
maflen erklart: Die Elemente des Vektorraums entsprechen den Punkten. Die Geraden-
menge ist

B:={Kv+w|veV\{0}weV}. (4.8)

Zwei Geraden Kv + w und Kv 4+ w sind genau dann parallel, wenn Kv = Ko gilt.

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K, dann ldsst sich R als Vektorraum iiber dem
Korper K auffassen. In diesem Fall definiert man den affinen Raum A(K, R) wie eben
beschrieben.

Satz 4.2.13
Sei R eine K-Algebra. Fiir eine Kette C' € C(K, R) mit oo € C gilt

O\ {0} = 0N A(0). (4.9)

Identifiziert man A(oo) vermoge (4.7) mit R, so entspricht C'\ {oco} einer Geraden im
affinen Raum A(K, R).

Umgekehrt ist eine Gerade a+ Kb mit a € R und b € R\ {0} des affinen Raums A(K, R)
genau dann von der Form C'\ {oo} fiir C' € C(K, R), wenn b eine Einheit in R ist.

Bewets:

Sei zuerst C' € C(K, R) mit co € C. Wie eingangs schon bemerkt, besteht die Kette C
nach Satz 4.2.4 genau aus dem Punkt oo und lauter Punkten, die zu oo distant sind.
Daher gilt klarerweise

C\ {00} = C N A(c0).
Da GLy(K) auf P(K) transitiv operiert, kann man 0.B.d.A. annehmen, dass die Kette C

die Gestalt
10
o=[¢ 4

mit ¢ € R und d € R* hat. Daher berechnet man

O\ {oc} = {R(k,l)(l 2>|keK}

c
— {R(k+cd) | ke K}

— {R(d 'k +de1) | ke K)
= d e+ Kd'=a+ Kb

fira:=d'ce Rund b:=d ' € R*.
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Ist umgekehrt a + Kb mit a € R und b € R\ {0} eine Gerade des affinen Raums A(K, R).
Dann gilt genau fiir b € R*

a+ Kb = {Rla+kb)| ke K}

_ {R(k,l) (2 (1)) ykeK}
= [0 9 e

Daher erhdlt man die Gleichheit mit einer Residuumsgerade der Form C'\ {oo} fur
C e C(K,R). O

Offensichtlich erhdlt man mit der Einschrankung b € R* in Satz 4.2.13 im Allgemeinen
nicht den gesamten affinen Raum A (K, R), aber zumindest gewisse Parallelenscharen von
Geraden. Eine solche Struktur bezeichnet man als partiellen affinen Raum.

Definition 4.2.14

Sei A = (P, B,]|) ein affiner Raum. Wihlt man B C B eine nichtleere Vereinigung von
Parallelenscharen von Geraden, dann nennt man (P, B) einen partiellen affinen Raum.
Fasst man den partiellen affinen Raum (P, B) als Teilstruktur des affinen Raums A auf,
dann nennt man die Geraden aus B eigentliche Geraden und jene aus B \ B isotrope
Geraden.

Beispiel 4.2.15

Ein Beispiel zur Veranschaulichung eines partiellen affinen Raums wire die euklidische
Ebene aus der alle Geraden parallel zur z- und y-Achse entfernt wurden (vgl. Abbildung
4.2). Diese sind die so genannten isotropen Geraden. Jede andere Gerade nicht parallel
zu einer der Achsen wire damit eine eigentliche Gerade.

annnnnadunnnnnnnsabunnnnnnnnduannnnnnnabannnnnnnndunnnnnnnnadannnnnnnndunnnnnnnnsdennnnnnnnnnn
sesnnnsdusnnnnnnsadannnnnnnnduennnnnnnabunnnnnnnndunsnnnnnnadannnnnnnndunsnnnnnnadannnnnnnnnnn

T T T T S e T e LLTTTTTTT T

Abbildung 4.2: Partielle affine Ebene
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Korollar 4.2.16

Sei ¥(K, R) die Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R). Dann ist das Residuum X,
im Punkt oo ein partieller affiner Raum.

Damit kommen wir nun endlich zur Definition eines Kettenraums.
Definition 4.2.17
Sei (P,C) ein schwacher Kettenraum im eigentlichen Sinne, welcher zusétzlich das Axiom

(K4) Das Residuum von ¥ in X € P ist ein partieller affiner Raum fiir alle Punkte
X el

erfiillt, dann bezeichnet man diesen als Kettenraum.

Das Ziel ist zu zeigen, dass die Kettengeometrie tiber der Algebra (K, R) ein Kettenraum
ist. Bis jetzt haben wir aber erst fiir den speziellen Punkt oo gesehen, dass das Residu-
um tatséchlich ein partieller affiner Raum ist. Wie eingangs schon erwéhnt, besteht die
Vorgehensweise nun darin, die Ergebnisse fiir den speziellen Punkt co mittels geeigneter
Abbildungen auf einen beliebigen Punkt von P(R) zu iibertragen.

Definition 4.2.18

Seien (P, C) und (P,C) zwei Inzidenzstrukturen. Dann bezeichnet man eine Abbildung
¢ : P — P mit der Eigenschaft

C¥eC firalle CeC (4.10)

als Morphismus von Inzidenzstrukturen.

Seien (P,C,A) und~(]1~3’, C,A\) zwei schwache Kettenriiume. Dann bezeichnet man eine
Abbildung ¢ : P — P, sodass

e o:(P,A) — (P, A) Morphismus von Distanzriumen und
e v: (P,C) — (P,C) Morphismus von Inzidenzstrukturen ist

als Morphismus von schwachen Kettenrdumen.

In analoger Weise spricht man im Fall von zwei schwachen Kettenrdumen i.e.S. bzw.
Kettenrdumen von einem Morphismus von schwachen Kettenrdumen i.e.S. bzw. Ket-
tenrdumen.

In gewohnter Weise spricht man von einem Isomorphismus bzw. Automorphismus, wenn

¢ bijektiv ist und auch ¢! ein Morphismus ist bzw. zusitzlich Ausgangs- und Zielmenge
iibereinstimmen.
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Bevor wir zeigen, dass die Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R) ein Kettenraum ist,
benotigen wir noch das folgende eigentlich trivialerweise einzusehende Lemma, welches
eine Untergruppe der Automorphismengruppe von (S, R) untersucht.

Lemma 4.2.19

Sei R eine S-Algebra mit der Eigenschaft R*NS = S*. Dann ist die Gruppe PGL2(R) eine
Untergruppe von Aut3 (S, R), der Automorphismengruppe der Inzidenzstruktur (S, R).
Diese operiert transitiv auf der Menge?

F={(X,0)ePxC|XeC}. (4.11)

Beweis:

Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition 4.1.2 einer Kettengeometrie iiber der
Algebra (S, R), wonach die Ketten genau die Bilder von P(S) unter PGLy(R) sind.

Die Transitivitidtseigenschaft der Untergruppe PGLy(R) auf der Menge der Fahnen ist
eine Abschwichung des Satzes 4.1.7. U

Damit kommen wir schlieflich zum Endergebnis dieses Abschnitts.

Satz 4.2.20

Sei R Algebra iiber einem Korper K und ¥ := (K, R) die Kettengeometrie iiber der
Algebra (K, R). Dann sind je zwei Residuen Y x und Yy fiir X und Y € P(R) isomorph.
Insbesondere folgt daraus, dass die Inzidenzstruktur > ein Kettenraum ist.

Beweis:
Seien X und X zwei Punkte der projektiven Gerade iiber R. Man kann den Punkt X

vermoge einer Abbildung ¢ € PGLy(R) auf oo abbilden. Da ¢ als Element von PGLy(R)
die Distanz erhélt, gilt insbesondere

Weiters gilt nun auch nach Lemma 4.2.19, dass ¢ als Element von Aut} Ketten erhélt.
Somit gilt auch

(C\{X})¥ €C fiiralle O\ {X}eCy.

Daher ist g0|A( X) : Xx — Y ein Isomorphismus von Inzidenzstrukturen.
Analog erhilt man natiirlich auch fiir X einen solchen Isomorphismus ¢ und ¢@~! zeigt,
dass die beiden Residuen isomorph sind.

Insbesondere gilt nun aber, dass alle Residuen zum Residuum von Y in oo isomorph sind,
welches nach Korollar 4.2.16 ein partieller affiner Raum ist. 0

2Die Elemente der Menge heilen Fahnen.
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4.3 Affine Spurrdume und affine Kettengeometrien

Im vorgehenden Abschnitt haben wir bereits eine affine Inzidenzstruktur von einem Ket-
tenraum abgeleitet. Ausgehend von einem Kettenraum kann man das Residuum in ei-
nem Punkt P betrachten und erhilt einen partiellen affinen Raum. Die Punktmenge
des Residuums ist A(P), doch wurden fiir die Definition des Residuums (vgl. Definition
4.2.7) nicht alle Ketten die Elemente aus A(P) enthalten verwendet. Dieser Abschnitt
beschiéiftigt sich nun mit der Frage, wie diese iibrigen Ketten wiederzufinden sind.

Definition 4.3.1
Sei ¥ := (P,C) ein Kettenraum und P € P ein Punkt. Sei weiters

C(A(P)) == {CNA(P) | C eC|CNAP) >1}. (4.12)

Dann bildet Affp(X) := (A(P),C(A(P)) eine Inzidenzstruktur, welche affiner Spurraum
von ¥ beziiglich P genannt wird. Die Elemente der Menge C(A(P)) heilen affine Ketten.

Der Name ,affine Ketten“ legt nahe, dass es sich beim affinen Spurraum eines Ketten-
raums ebenfalls um eine Art Kettenraum handelt. Tatséchlich benétigt man nur eine
Quantitatsvoraussetzung an die affinen Ketten zu stellen, um einen schwachen Ketten-
raum i.e.S. zu erhalten.

Satz 4.3.2

Sei ¥ := (P,C) ein Kettenraum und P € P ein Punkt. Stattet man Affp(X) mit der von
¥ induzierten Distanzrelation aus, dann erfiillt der affine Spurraum die Axiome (K2) und
(K3) eines Kettenraums.

Setzt man zusétzlich voraus, dass jede affine Kette aus C(A(P)) mindestens drei Punkte
enthilt, dann gilt auch das Axiom (K1), womit Affp(3) ein Kettenraum i.e.S. ist.

Beweis:

(K2) Seien X,Y und Z € A(P) paarweise distant. Dann folgt aus dem Axiom (K1) fiir
den Kettenraum ¥, dass es genau eine Kette C' € C gibt, sodass C = (XY 7).
Daher gilt aber |C N A(P)| > 3, womit C := C' N A(P) € C(A(P)) die einzige
affine Kette ist, die die Punkte X,Y und Z enthélt.

(K3) Seien zwei Punkte X und Y € A(P) distant. Dann folgt aus dem Axiom (K2)
fir den Kettenraum ¥ die Aquivalenz dazu, dass X und Y verschieden sind und
gemeinsam auf einer Kette C' € C liegen. Analog wie oben folgt, dass C' := C'N
A(P) € C(A(P)) eine affine Kette ist, die die Punkte X und Y enthélt.

Sei nun zusétzlich vorausgesetzt, dass jede affine Kette mindestens drei Punkte enthélt.

(K1) Sei X € A(P) ein Punkt. Dann gibt es eine Kette C' € C durch X und P, die nach
dem Axiom (K1) fiir den Kettenraum Y mindestens noch einen Punkt Y enthélt,
der nach (K3) distant zu P ist. Demnach gilt | A (P)NC| > 1 und Y ist ein
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Element der affinen Kette C' = A(P)NC. Auflerdem enthiilt jede affine Kette nach
Voraussetzung mindestens drei Punkte. O

Definition 4.3.3

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K. Seien fiir eine Matrix (CCL Z) € GLy(R) die
folgenden Mengen definiert:

C {CCL 2} = {(sb+td)'(sa+tc) € R| K(s,t) € P(K),sb+td € R*} (4.13)

C(K,R) = {C {i Z} | (‘CL Z) c GLZ(R),'C‘ {‘CL ZH > 1}. (4.14)

Dann bildet ¥,4(K, R) := (R,C(K, R)) eine Inzidenzstruktur, welche als affine Ketten-
geometrie iber der Algebra (K, R) bezeichnet wird. Die Elemente von C(K, R) heiflen
affine Ketten.

Bemerkung 4.3.4

Die affine Kette C' a b
c d

von K (s,t) € P(K) abhéngt. Fiir (ks, kt) € P(K) erhdlt man ndmlich, da K im Zentrum
von R liegt,

ist wohldefiniert, da sie nicht von der Wahl des Représentanten

(ksb + ktd) ' (ksa + ktc) = k™ (sb+ td) " 'k(sa + tc) = (sb+td) " (sa + tc).

Es mag auf den ersten Blick unstimmig wirken, dass die Elemente des affinen Spurraums
— konstruiert iiber den Kettenraum (K, R) in einem Punkt P — und die Elemente der
eben definierten affinen Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R) — konstruiert iiber die
Kettengeometrie (K, R) — gleich bezeichnet werden. Tatséchlich werden wir aber im
nédchsten Satz sehen, dass unabhéngig von der Wahl des Punktes fiir die Konstruktion
des Spurraums iiber einer Kettengeometrie, dieser isomorph zur affinen Kettengeometrie
ist.

Satz 4.3.5

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und ¥ := (K, R) die Kettengeometrie iiber
der Algebra (K, R). Dann ist fir alle Punkte P € P(R) der affine Spurraum Affp(X%)
isomorph zur affinen Kettengeometrie X,4(K, R).

Insbesondere folgt daraus, dass zwei affine Spurrdume (beziiglich verschiedener Punkte)
isomorph sind.

Beweis:

Da die Untergruppe PGLy(R) von Auty transitiv auf der projektiven Gerade iiber R
operiert, erhdlt man sofort, dass alle affinen Spurrdume untereinander isomorph sind.
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Wé&hlt man nun zusétzlich einen Isomorphismus, der von einer Matrix aus GLy(R) indu-
ziert wird, kann man 0.B.d.A. P = oo annehmen. In diesem Fall wissen wir nach Lemma
4.2.8, dass die Punktmenge des affinen Spurraums beziiglich oo die Gestalt

{R(z,1) | = € R}
hat. Vermoge (4.7) kann man diese mit R identifizieren.

Es wird nun behauptet, dass die Abbildung
o Aff (X)) = Eag(K,R) : R(z,1) —

bereits der gesuchte Isomorphismus ist. Dazu muss man nur zeigen, dass ¢ und ¢! affine
Ketten von Aff(3) auf affine Ketten von ¥,4(K, R) abbilden.

Sei also C':= C' N A(0) € C(A(x)), d.h.

C = [i Z} fiir (‘CL Z) € GLy(R)

und die affine Kette C enthiilt mindestens zwei Punkte. Beachte, dass ein Punkt R(a, b)
der projektiven Gerade iiber R genau dann zu A(oco) gehort, wenn b eine Einheit ist.
Damit berechnet man

C = {R(sa+tc,sb+td)| K(s,t) € P(K),sb+td € R*}
= {R((sb+td) " (sa+tc),1) | K(s,t) € P(K),sb+td € R*} .

b

d} € C(K,R). O

Wendet man nun ¢ an, erhilt man die affine Kette C' = [Z

Dieser Satz ist insofern sehr hilfreich, weil wir nun zwei Darstellungen von affinen Ketten
im Fall einer Kettengeometrie iiber einer Algebra (K, R) zur Verfiigung haben. Um die
affinen Ketten aber ndher untersuchen zu kénnen, benétigen wir noch folgendes Lemma,
welches gewisse Abbildungen aus PGLy(R) als Translationen im affinen Raum A(K, R)
enttarnt.

Lemma 4.3.6

Sei R eine Algebra iiber einem Koérper K und ¥ := 3(K, R) die Kettengeometrie iiber
der Algebra (K, R). Sei ¢, fir ¢ € R die von der Matrix

(i (1)) € GL(R)

induzierte Abbildung aus PGLy(R). Identifiziert man R vermoge der Einbettung ¢ aus
(4.7) mit A(o00), dann entsprechen die Translationen im affinen Raum A (K, R) genau der
Abbildung ¢, eingeschrankt auf R, im Zeichen

0o A(K,R) - A(K,R) :z— z +c. (4.15)
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Beweis:

Man berechnet das ¢-Bild eines Elements x € R,

= R(z1) <i (1))

= Rx+cel)=z+c
Dabei wird y € R mit R(y, 1) identifiziert. O

Nun koénnen wir die affinen Ketten algebraisch beschreiben.

Satz 4.3.7

Sei R eine Algebra iiber einem Koérper K und C' € C(K, R) eine affine Kette. Dann gibt
es eine Translation 7 des affinen Raums A(K, R) und Elemente a € R* und b € R, sodass
C =C" fiir

C"={0yu{(at+b)"|te K at+be R}. (4.16)
Jede affine Kette durch 0 lisst sich mit passendem a € R* und b € R in der Form C’
schreiben.

Umgekehrt ist C'™ fiir jede Translation 7 des affinen Raums A(K, R) eine affine Kette.

Bewets:

Wir niitzen aus, dass die affine Kettengeometrie ¥,4(K, R) isomorph ist zum affinen
Spurraum beziiglich des Punktes co. In diesem Sinne hat eine affine Kette die Form

C*::C*F y} fiir (”Z i)eGLQ(R),

zZ w

wobei C' mindestens zwei Punkte enthilt die zu oo distant sind. Wir kénnen annehmen,
dass R(z, w) einer dieser Punkte ist, womit w € R* folgt und wir daher 0.B.d.A. annehmen
konnen, dass w = 1 gilt. Daraus erhilt man

ED-GHEY

mit v := z — yz € R*. Da die Matrix (z 1

A(K, R) induziert und
~ o oAU Y
o
= {(sy+t)'su| K(s,t) eP(K),sy+t e R}
{Oyu{(ut+uty) " |te K,ut+uly € R*}

) nach Lemma 4.3.6 eine Translation 7 auf

gilt, erhélt man mit ¢ == w~!' € R* und b := v~ 'y € R die behauptete Form C = C"".
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Enthilt die betrachtete affine Kette C' bereits 0, dann kann man z = 0 setzen und die

erhaltene Translation 7 ist die Identitat. Daher ist die afline Kette bereits von der Form
.

Die Umkehrung, dass die Menge C'™ fiir jede Translation von A(K, R) eine affine Kette
ist, erhilt man direkt aus den eben angestellten Uberlegungen, indem man am Ende
beginnt und mit Hilfe von a € R* und b € R die entsprechende Darstellung der affinen
Kette zu Beginn konstruiert. O

Nun braucht man nur noch effektiv die Translation anzuwenden, um eine allgemeine
Darstellung fiir die affinen Ketten zu bekommen. Dies wird in folgendem Korollar noch
einmal zusammengefasst.

Korollar 4.3.8

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und C' € C(K, R) eine affine Kette, die das
Element ¢ enthélt. Dann gibt es a € R* und b € R, sodass

C=:C(a,b,c) ={ctU{(at+b) ' +c|te K,at+be R}. (4.17)

Umgekehrt ist jedes C(a,b, c) mit a € R* und b € R eine affine Kette.
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Kapitel 5

Benzebenen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit den drei klassischen Bespielen der Kettengeometri-
en beschéftigen: Mobius-, Laguerre- und Minkowskiebenen. Zusammen bilden diese die
so genannten Benzebenen. Es handelt sich dabei um Kettengeometrien iiber einer zwei-
dimensionalen K-Algebra, wobei K im Folgenden wieder einen nicht notwendigerweise
kommutativer Koérper bezeichnet. Im ersten Abschnitt werden diese genauer untersucht
und das Aussehen von R auf drei Typen eingeschrinkt. AnschlieBend wollen wir diese
drei Typen genauer untersuchen, die affinen Ketten betrachten und ein geometrisches
Modell dazu besprechen.

5.1 Zweidimensionale K-Algebren

Wir betrachten also im Folgenden eine zweidimensionale K-Algebra R. Das heifit es gibt
in R — die additive Gruppe aufgefasst als ein Vektorraum iiber dem Korper K — eine
Basis aus zwei Elementen (u,v) € R?, sodass gilt

R = Ku+ Kv. (5.1)

Im Folgenden wollen wir Kettengeometrien iiber solchen K-Algebren betrachten. Dafiir
nehmen wir aber zuerst die K-Algebren selbst genauer unter die Lupe. Es stellt sich

némlich heraus, dass es unter diesen Voraussetzungen nicht mehr viele Méglichkeiten fiir
R gibt.

Um allerdings weitere Aussagen téatigen zu konnen, benétigen wir noch einige Begriffe
und Aussagen aus der Algebra betreffend Korpererweiterungen und Polynomringe.

Definition 5.1.1
Sei L ein Oberkorper des Korpers K.

e Ein Polynom p(X) € K[X] mit fithrendem Koeffizienten 1 heifit normiert.
e Gilt fiir ein Polynom p(X) € K[X] mit degp(X) > 1, dass aus p(X) = ¢(X)r(X) fir
zwei Polynome ¢(X) und r(X) € K[X] folgt degq(X) = 0 oder degr(X) = 0, dann

bezeichnet man p(X) als irreduzibel iiber K.

e Fiir ein Element o € L bezeichnet K[a] den kleinsten Unterring von L, der K und «
enthalt.
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e Das Element « heiBt algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom p(X) € K[X] gibt,
sodass p(«) = 0 gilt. Der normierte Erzeuger m,(X) € K[X] des Ideals

I:={p(X) € K[X] | p(a) = 0} (5.2)

heifit Minimalpolynom von « iiber K.

In der folgenden Bemerkung sind die wichtigsten Ergebnisse iiber algebraische Korper-
erweiterungen, die im Folgenden verwendet werden, zusammengefasst. Fiir die Beweise
der einzelnen Aussagen siehe [4] S. 100 ff.

Bemerkung 5.1.2

Fiir ein irreduzibles Polynom p(X) € K[X] vom Grad k ist das von p(X) erzeugte Ideal
(p(X)) maximal und der Faktorring K [X]/(p(X)) nach Bemerkung 2.1.7 somit ein Korper
mit

KIX]/(p(X)) = {bo + 01X + ...+ b1 X571 (p(X)) | Do, bu, . b € K)o (5.3)

Unter den Voraussetzungen der Definition 5.1.1 ist das Minimalpolynom m,(X) irredu-
zibel und

Klo] = K[X]/(ma(X)) (5.4)
= {b0+b1a+...+bk_1ozk_1 | bo, b1, ..., b1 € K}7

wobei k := degm,(X), somit ein Korper. Man spricht von einer algebraischen Kdrper-
erweiterung bzw. im Fall, dass das Minimalpolynom vom Grad 2 ist, von einer quadrati-
schen Korpererweiterung.

Umgekehrt ist ein normiertes, irreduzibles Polynom p(X) € K[X] mit p(a) = 0 bereits
das Minimalpolynom von « iiber K.

Nun kommen wir zur Beschreibung zweidimensionaler K-Algebren.

Satz 5.1.3

Sei R eine zweidimensionale K-Algebra iiber dem Koérper K. Dann hat R eine der fol-
genden Gestalten:

(1) R ist eine quadratische Kérpererweiterung von K.

(2) R ist als K-Algebra isomorph zum Ring der dualen Zahlen iiber K (vgl. Beispiel
2.1.8).

(3) R ist als K-Algebra isomorph zu K x K.

In allen Fallen ist R kommutativ.

Beweis:

Da R als Vektorraum iiber K eine zweielementige Basis besitzt, kann man das Element
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1 € R durch ein Element ¢t € R\ K zu einer Basis von R iiber K erginzen (vgl. Basi-
sergénzungssatz, [6], S. 61). Somit gilt

R=K+ Kt.

Insbesondere gibt es fiir das Element t? des Rings R eindeutige Elemente a und b € K
mit
t* =a+ bt.

Dabher ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms p(X) € K[X] mit

p(X)=X?~-bX —a.
Im Bezug auf die Nullstellen des Polynoms p(X) und den Kérper K gibt es drei Mog-
lichkeiten:

(1) Das Polynom p(X) besitzt in K keine Nullstelle. Demnach ist p(X) irreduzibel iiber
K. Nach Bemerkung 5.1.2 ist p(X) =: m(X) das Minimalpolynom von ¢ iiber K
und es gilt weiters

R— K+ Kt = K[t] = K[X]/(my(X)),
womit R eine quadratische Korpererweiterung von K ist.

(2) Das Polynom p(X) besitzt in K eine doppelte Nullstelle £ € K. Da p(X) normiert
ist, gilt
p(X) = (X — k)%
Definiert man ¢ := k—¢ € R\ K, dann erhilt man, da ¢ eine Nullstelle des Polynoms
p(X) ist,
e2=(t—k)?*=p(t)=0.
Nach dem Austauschlemma (vgl. [6], S. 61) bildet auch (1,¢) eine Basis von R iiber
K und es gilt
K=K+ Ke mite=0.

(3) Das Polynom p(X) besitzt in K zwei verschiedene Nullstellen k,l € K. Nach dem
Satz von Vieta gilt a = —kl und b = k + [. Da k und [ verschieden sind, erhilt man
insbesondere, dass 2k — b=k — [ € K \ {0} und man definiert

e:= 2k —b)" Yk —1).

Aus | = b — k erhilt man a = —kl = k? — bk. Zusammen mit der Tatsache, dass t
eine Nullstelle des Polynoms p(X) ist, rechnet man nach, dass

2 (k — t)2 —p(t)

© T T (kb2
(k= t2k=b)
T @b

Abermalige Verwendung des Austauschlemmas liefert, dass auch (1, e) eine Basis von
R iber K bildet, womit R = K + Ke gilt. Nun lésst sich leicht iiberpriifen, dass

¢o:R— KxK:a+be (a+ba)
ein Ringisomorphismus ist.

Nach den Darstellungen von R ist in allen drei Féllen klar, dass R kommutativ ist. [
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5.2 Mobiusebenen

Definition 5.2.1

Sei ¥ := (IP,C) ein Kettenraum. Gilt, dass zwei verschiedene Punkte von P bereits distant
sind, d.h. die Distanzrelation ist die Ungleichheitsrelation, dann bezeichnet man . als
einen Mdébiusraum.

Ist zusatzlich jedes Residuum von ¥ eine affine Ebene, dann spricht man von einer Mdbius-
ebene.

Nach Satz 3.1.5 kann eine Kettengeometrie nur eine Mébiusebene sein, wenn der zugrun-
de liegende Ring ein Korper ist. Wir betrachten quadratische Korpererweiterungen.

Satz 5.2.2

Sei L eine quadratische Korpererweiterung von K, d.h. L ist vom Typ (1) in Satz 5.1.3.
Dann ist die Kettengeometrie (K, L) eine Mobiusebene.

Beweis:

Eigentlich haben wir dafiir bereits alles bewiesen. Nach Satz 3.1.5 ist die Distanzrelation
auf der projektiven Geraden iiber dem Korper L die Relation #. Nach Satz 4.2.13 ist das
Residuum im Punkt L(oco) die affine Ebene A(K, L) iiber K. Da nach Satz 4.2.20 alle

Residuen isomorph zueinander sind, folgt die Aussage. O

Fiir den restlichen Teil des Abschnitts betrachten wir eine spezielle quadratische Korper-
erweiterung: die Algebra C iiber R. Diese Algebra liefert die so genannte reelle Mdbius-
ebene X (IR, C). Dies ist das Paradebeispiel fiir Kettengeometrien. Wir werden im Folgen-
den die affinen Ketten bestimmen und zwei geometrische Modelle betrachten.

Satz 5.2.3

Sei ¥ := X(R, C) die reelle Mobiusebene. Die affinen Ketten der affinen reellen Mébius-
ebene Y.4(R,C) bestehen aus allen Geraden und Kreisen der affinen Ebene A(R, C),
welche mit der Gauflschen Zahlenebene identifiziert werden kann.

Beweis:

Nach Satz 4.3.7 reicht es aus affine Ketten durch 0 zu betrachten und zu zeigen, dass
diese Geraden und Kreise durch 0 sind. Alle anderen entstehen durch eine Translation.
Nach (4.16) haben diese die Form:

C'={0}u{(at+b)"[teR,at+b#0}
mit a € C\ {0} und b € C.

Unter den Voraussetzungen an a und b entspricht die Menge {at +b |t € R} einer Gerade
in der Gaufischen Zahlenebene und C’ ihrem Bild unter der Inversion

1 z
LC%CZ'—);:W
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Nun gilt allerdings, dass die Inversion ¢ Geraden durch 0 auf sich selbst und Geraden, die
nicht durch 0 gehen auf Kreise oder Geraden durch 0 abbildet (fiir genauere Informationen
tiber Inversionen und Details zum Beweis der Aussage siehe [12], Appendix B. Inversions,
S. 20 f.). Daher folgt die Behauptung. U
Beispiel 5.2.4

Beginnen wir mit der Untersuchung der projektiven Gerade iiber C. Da C ein Koérper
ist, stimmt diese nach Beispiel 3.1.4 mit der projektiven Gerade aus der projektiven Geo-
metrie iiberein und besteht somit aus allen eindimensionalen Unterrdumen C(z,1) von
C? und dem Punkt co := C(1,0). Daher ldsst sich P(C) ganz natiirlich mit C U {oo}
identifizieren (vgl. Bemerkung 4.2.9).

Die Ketten der reellen Md&biusebene, auch Mobiuskreise genannt, sind die Bilder der
y,otandardkette“, im Zeichen

Co:={C(z,y) | (z.y) € R*\ {(0,0)}}, (5.5)
unter der Gruppe PGLy(C). Dabei wird jede Abbildung ¢ € PGLy(C) induziert von einer

Matrix (z Z) € GL(C). Formal ausgeschrieben heifit das

o P(C) = P(C) : Clz,y) s C ((m,y) (a Z)) .

c
Daher hat ein beliebiger M6biuskreis die Form
C = {C(za+yc,zb+yd) | (z,y) € R*\ {(0,0)}} (5.6)
mit ad — bc # 0.
Nach der Identifikation von P(C) mit C U {oo} entspricht die Abbildung ¢ aus PGLy(C)
somit einer so genannten Mdbiustransformation

za + ¢
zb+d

py: CU{oo} = CU{oo}: 2+ (5.7)
und die Standardkette der reellen Achse in der Gaufischen Zahlenebene zusammen mit
oo. Da Mobiustransformationen Geraden (mit oo) auf Kreise bzw. Geraden (mit oo)
abbilden, bestehen die Mobiuskreise in diesem Modell aus den Kreisen bzw. um oo er-
weiterten Geraden der Gauflschen Zahlenebene. Zur genaueren Betrachtung von Md&bius-
transformationen siehe [11] S. 10 ff.

Die Gauflsche Zahlenebene lasst sich mit der reellen euklidischen Ebene FEj identifizieren.
Nun kann man mit Hilfe einer stereographischen Projektion das so genannte Quadriken-
modell der reellen Mobiusebene konstruieren (vgl. Kapitel 7). Man verwendet die ste-
reographische Projektion aus dem Nordpol N := (0,0, 1) der Einheitskugel Sy, definiert

durch ) )
2x. 2 —1
O'IE0U{OO}—>SQI{(OZ’Z/) — T2y, Y )

1
7 (

— V. (58)
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Abbildung 5.1: Stereographische Projektion auf die Einheitskugel

Da 0 um oo erweiterte Geraden auf Kreise durch den Nordpol und Kreise auf Kreise nicht
durch den Nordpol abbildet, entsprechen die Mébiuskreise in diesem Modell der Menge
der Kreise auf der Einheitskugel bzw. allen ebenen Schnitten von S,, die mehr als einen
Punkt enthalten. Fiir den Beweis der Aussagen iiber die stereographische Projektion siehe
[13], S. 31 f.

5.3 Laguerreebenen

Definition 5.3.1

Sei ¥ := (P,C) ein Kettenraum. Ist die Relation £ eine Aquivalenzrelation und entsteht
jedes Residuum Y x fiir X € P durch Herausnahme einer Parallelenschar von Geraden
aus einer affinen Ebene, dann bezeichnet man den Kettenraum ¥ als Laguerreebene.

Wir wollen zeigen, dass es sich bei der Kettengeometrie tiber den dualen Zahlen K (¢) um
eine Laguerreebene handelt. Da die Relation X in diesem Fall eine Aquivalenzrelation
sein soll, muss es sich bei K (¢) nach Satz 3.3.9 um einen lokalen Ring handeln.

Lemma 5.3.2

Sei K (¢) der Ring der dualen Zahlen {iber dem Korper K. Dann ist K (¢) ein lokaler Ring
und [ := Ke das Ideal der Nichteinheiten. [ ist das einzige maximale Ideal in K(¢).

Beweis:
Nach (2.5) gilt tatséchlich Ke = K (g)\ K(e)*. Es bleibt fiir die Lokalitiat daher zu zeigen,
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dass I ein Ideal ist. Klarerweise ist I unter der Addition abgeschlossen. Die Abgeschlos-
senheit gegeniiber der Multiplikation mit Elementen aus K () folgt aus

Ke(a+be) = K(ae + be?)
Ke,

womit / ein Ideal und K (g) daher ein lokaler Ring ist. Nach Lemma 3.3.4 ist I somit ein
maximales Ideal. Angenommen, es gidbe noch ein weiters maximales Ideal J. Da J keine
Einheit enthalten kann, muss allerdings J C I gelten. Aus der Maximalitédt von I und J,
folgt direkt J = I. O

Betrachten wir nun die Residuen der Kettengeometrie iiber dem Ring der dualen Zahlen.
Aus der Darstellung der Nichteinheiten I = Ke ergibt sich automatisch das Aussehen
der Residuumsgeraden.

Lemma 5.3.3

Sei ¥ := X(K, K(¢)) die Kettengeometrie iber dem Ring der dualen Zahlen. Dann ist
jedes Residuum Yy fiir X € P(K(e)) isomorph zur partiellen affinen Ebene, die man
durch Herausnahme einer Parallelenschar von Geraden aus der affinen Ebene iiber K
erhalt.

Beweis:

Fiir einen Punkt X € P(K(¢)) ist das Residuum Xy nach Satz 4.2.20 isomorph zum
Residuum im Punkt oo. Dieses entsteht nach Satz 4.2.13 aus der affinen Ebene A(K, K(¢))
durch Herausnahme der Geraden a + Kb fiir b € I = Ke. Dies entspricht aber genau der

Herausnahme einer Parallelenschar von Geraden, ndmlich genau der Geraden parallel zu
Ke. U

Nun folgt direkt aus den beiden eben gezeigten Lemmata der behauptete Satz.

Satz 5.3.4
Sei R = K (¢) der Ring der dualen Zahlen, d.h. R ist vom Typ (2) in Satz 5.1.3. Dann ist
die Kettengeometrie (K, K(¢)) eine Laguerreebene.

Auch die affinen Ketten haben aufgrund der speziellen Eigenschaften des Rings K (¢) eine
einfache Gestalt, wie im folgenden Satz nachgerechnet wird.

Satz 5.3.5

Die affinen Ketten der affinen Laguerreebene ¥.4(K, K(g)) bestehen aus Parabeln mit
Achse parallel zur y-Achse und Geraden, welche nicht parallel zur y-Achse sind (vgl.
Abbildung 5.2).

Beweis:

Nach Satz 4.3.7 reicht es aus affine Ketten durch 0 zu betrachten. Alle anderen entstehen
durch eine Translation. Nach (4.16) haben diese die Form:

C":{O}U{(at—l—b)’l]teK,at+b€K(€)*}
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Abbildung 5.2: Affine Laguerreebene

e

mit a = a1 + age € K(e)* und b = by + bee € K(g). Nach (2.5) gilt somit a; # 0 und
ait + by # 0. Damit erhélt man

(a1t + by) — e(ast + be)
(art + by)?
1 ast + by
art +b; (a1t + b1)2€

(at +b)~' =

fir x = (ait + b;)~! € K. Identifiziert man nun das Element a + be € K(g) mit dem
Element (a,b) € K2, dann entspricht die affine Kette C’ dem Funktionsgraph y = ux?+vx
fiir w und v € K. Dabei handelt es sich um eine Parabel parallel zur y-Achse bzw. eine
Gerade nicht parallel zur y-Achse, beide durch den Nullpunkt. O

Zum Abschluss des Abschnitts {iber Laguerreebenen wollen wir noch eine geometrische
Interpretation der projektiven Gerade iiber dem Ring der dualen Zahlen betrachten. Zur
besseren Visualisierung betrachten wir in diesem Fall als zugrunde liegenden Korper R.

Beispiel 5.3.6

Betrachtet man die Menge der orientierten Geraden (Speere) in der euklidischen Ebene
bezeichnet mit &. Eine orientierte Gerade s wird durch einen Richtungsvektor (ry,rs)

und eine Gleichung
ap+ a1z + asy =0 mit \/a? +a3 =1

festgelegt, wobei (ay, as) der normierte Normalvektor der Geraden ist. Der Richtungsvek-
tor bestimmt die Orientierung und wird durch den Normalvektor zu einer Rechtsbasis
ergénzt (vgl. Abbildung 5.3). Damit ist die Gleichung eindeutig.
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(r1,72)

Abbildung 5.3: Orientierte Gerade

Ergénzend ist noch festzuhalten, dass zwei orientierte Geraden genau dann parallel sind,
wenn ihre Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind und ihre normierten Normal-
vektoren iibereinstimmen.

Das Ziel ist zu zeigen, dass die Menge der orientierten Geraden ein Modell der projektiven
Gerade tiber dem Ring R(¢) bildet. Als Zwischenschritt fithren wir die Blaschke-Abbildung
ein, welche die Menge der Speere zunéchst bijektiv auf den Zylinder ¥ beschrieben durch
die Gleichung x? + y? = 1 abbildet, im Zeichen

B:6 = V:s— (—ag, a1, —ap). (5.9)

Klarerweise sind die Erzeugenden des Zylinders die Bilder paralleler Speere (vgl. Abbil-
dung 5.4).

(*(]/2, ai, *t()) b

(*CL% ay, *30) S\ ‘

X

Abbildung 5.4: Blaschke Zylinder
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Betrachtet man nun die stereographische Projektion o aus dem Punkt Z = (0, 1, 0) auf die
Ebene § := {y = 0} (vgl. Abbildung 5.5), dann ist diese fiir alle Elemente des Zylinders
U bis auf die Erzeugende 2 aller Elemente mit a; = 1 erkléart durch

—a —Q
0:@\9—%5%—@¢ma@%+(1_;JL1_;). (5.10)

(—(,1,2’(]}1’ —(L()) ........ .

< - 0, — >
1-— aq 1— ay \ ~~~~~ (0 1 0)

Trteewklo 0 Tes

S~

..............

Abbildung 5.5: Stereographische Projektion aus Z

Durch Identifikation des Rings der dualen Zahlen iiber R mit der Ebene ¢ erhélt man
mittels o eine Abbildung der Speere auf R(e), wobei die eine Parallelklasse an Spee-
ren, welche der Erzeugenden des Zylinders in (0, 1,0) entspricht, verloren geht. Allerdings
konnen wir eine Abbildung der gesamten Menge der orientierten Geraden auf die projek-
tive Gerade iiber R(e) definieren:

1—ay

R(c) ( oy e 1) fiir a3 # 1
R(e) (1, 3aoe) fir a; = 1.

S - PR()) : 55 (—az, a1, —ag) — { (5.11)

Tatséchlich erhélt man so nach Satz 3.3.5 alle Punkte der projektiven Geraden iiber
R(g). Damit erhalten wir gleich zwei Modelle fiir die projektive Gerade: die Menge der
Speere und den so genannten Blaschke-Zylinder. Nichtdistante Punkte von P(R(¢)) ent-
sprechen parallelen Speeren bzw. liegen auf einer gemeinsamen Erzeugenden des Blaschke-
Zylinders.
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5.4 Minkowskiebenen

Definition 5.4.1

Sei X := (P,C) ein Kettenraum. Ist die Relation £ die Vereinigung von zwei Aquivalenz-
relation und entsteht jedes Residuum Xy fiir X € P durch Herausnahme zweier Paralle-
lenscharen von Geraden aus einer affinen Ebene, dann bezeichnet man den Kettenraum
Y als Minkowskiebene.

Das Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass die Kettengeometrie iiber der Algebra
(K, K x K) fiir einen Korper K eine Minkowskiebene ist. Wie im vorhergegangenen Ab-
schnitt beginnen wir mit der Untersuchung der Nichteinheiten des Rings K x K.

Lemma 5.4.2

Sei K ein Kérper. Der Ring K x K besitzt genau zwei maximale Ideale I; := K x {0}
und I, := {0} x K. Die Menge der Nichteinheiten ist die Vereinigung der beiden Ideale
I, und Is.

Bewets:

Die Mengen I; und I, sind Ideale, da sie klarerweise unter der Addition abgeschlossen
sind und 0 - £ = 0 fiir alle £ € K gilt. Da K ein Korper ist, stimmt die Menge der
Nichteinheiten mit I; U Iy iiberein. Der Beweis, dass I; und [y die einzigen maximalen
Ideale sind, erfolgt analog zu den Beweisen von Lemma 3.3.4 und Lemma 5.3.2. U

Um zu zeigen, dass eine Minkowskiebene vorliegt, miissen wir als néchstes die Relation
/X untersuchen und die zwei Aquivalenzrelationen identifizieren. Wie auch im Fall der
Laguerreebenen ist die Darstellung der Relation stark verbunden mit dem Aussehen der
Nichteinheiten.

Lemma 5.4.3

Betrachte die projektive Gerade liber dem Ring R := K x K und seien [; und [ wie in
Lemma 5.4.2. Seien weiters zwei Aquivalenzrelationen ||; fiir ¢ € {1,2} auf P(R) gegeben
durch

R(a,b)|;R(c, d) < det (i z) =8 (5.12)

Dann ist die Relation £X die Vereinigung der zwei Aquivalenzrelationen ||; und || in dem
Sinne, dass fiir zwei Punkte X und Y aus P(R) gilt

XY & X[1Y VXY (5.13)

Beweis:

Da R kommutativ ist, gilt nach Bemerkung 2.1.25 fiir zwei Punkte aus P(R)
a b N
R(a,b) A R(c,d) < det . d) € R*.
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Nach Lemma 5.4.2 ist die Relation £ somit die Vereinigung der beiden Relationen ||;
und |[o.

Es bleibt zu zeigen, dass diese tatsichlich Aquivalenzrelationen sind. Fiir ¢ € {1,2} sind
die Relationen nach der Definition iiber die Determinante und da 0 € [; gilt, reflexiv und
symmetrisch. Da I; ein Ideal ist, ist die Relation ||; invariant unter GLy(R). Daher kann
man 0.B.d.A. bei der Uberpriifung der Transitivitit einen der Punkte durch oo ersetzen.
Damit gilt

R(a,b)|;R(1,0) A R(1,0)|:R(c,d) <
det(a b) — bel, A det(l O) —del, =

10 c d
a b
det( ) = ad—cbel,
c d
da I; ein Ideal in R ist. Damit ist die Transitivitdt nachgewiesen. U

Somit haben wir bereits die erste Bedingung an eine Minkowskiebene gezeigt. Die Anfor-
derung an die Residuen ist nun nur noch eine einfache Folgerung.

Lemma 5.4.4

Sei ¥ = ¥(K x K, K). Dann ist das Residuum Xx in einem Punkt X € P(K x K)
isomorph zu der partiellen affinen Ebene, welche durch Herausnahme der zu K x {0} und
{0} x K parallelen Geraden aus der affinen Ebene A(K, K x K) entsteht.

Beweis:

Die Behauptung folgt analog zum Beweis des Lemmas 5.3.3. U

Nun haben wir alle Voraussetzungen an eine Minkowskiebene nachgepriift und fassen die
Ergebnisse noch einmal im folgenden Satz zusammen.

Satz 5.4.5

Sei R = K x K, d.h. R ist vom Typ (3) in Satz 5.1.3. Dann ist die Kettengeometrie
Y (K, R) eine Minkowskiebene.

Betrachten wir auch hier noch die affinen Ketten, welche aufgrund der Struktur des Rings
K x K einfache Formen annehmen.

Satz 5.4.6

Die affinen Ketten der affinen Minkowskiebene ¥,4(K, K X K) bestehen aus Hyperbeln
mit Asymptoten parallel zur z- und y-Achse und Geraden, welche nicht parallel zur z-

bzw. y-Achse sind (vgl. Abbildung 5.6).

Beweis:

Analog zum Beweis von Satz 5.3.5 berechnen wir auch hier die Elemente (at + b)™! fiir
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Abbildung 5.6: Affine Minkowskiebene

a = (a1,as) € (K?)*, b = (by,by) € K? und t € K, sodass auch at + b invertierbar ist.
Daher gilt a1, as, a1t + by und ast + by # 0 und man berechnet

1 1
t+b)t =
(a + ) (alt—l—bl’aQt—l—bg)

(o v s =)
g ZE;
as + (52a1 — (l2b1)$

fir z = (ait + b;)~' € K. Damit entspricht eine affine Kette durch 0 dem Funktionsgra-
phen y = = mit u,v € K \ {0} und w € K. Dabei handelt es sich, wie zu zeigen war,
um Hyperbeln mit Asymptoten parallel zur z- und y-Achse bzw. Geraden weder parallel

zur x- noch zur y-Achse, alle durch den Nullpunkt. 0

Beispiel 5.4.7

Sei §) ein einschaliges Hyperboloid im dreidimensionalen projektiven Raum P3(R) und
C($) die Menge aller Schnitte von £ mit Ebenen, die mindestens drei Punkte, aber kei-
ne Gerade von $) enthalten. Die Inzidenzstruktur (£),C($)) ist ein Kettenraum (fiir den
Beweis siehe Kapitel 7). Wir wollen zeigen, dass es sich um eine Minkowskiebene handelt.

Es sei zunéchst festgehalten, dass ein einschaliges Hyperboloid zwei Scharen von Erzeu-
genden & und & tréigt. Diese liegen derart, dass sich zwei Erzeugende derselben Schar
niemals und zwei Erzeugende aus unterschiedlichen Scharen genau einmal schneiden. Je-
der Punkt des Hyperboloids tritt als Schnitt zweier Erzeugenden auf. Ansonst enthélt £
keine weiteren Geraden.

Wir verwenden diese zwei Scharen von Erzeugenden zur Festlegung von zwei Aquivalenz-
relationen auf dem Hyperboloid. Fiir X und Y € $ und i € {1,2} sei

X|l;Y < Es gibt eine Erzeugende e; aus der Schar & mit X € ¢; und Y € ¢;. (5.14)
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Da sich zwei Erzeugende aus derselben Schar niemals schneiden, handelt es sich tatséchlich
um zwei Aquivalenzrelationen.

AuBlerdem folgt aus der Definition der Distanz iiber die Ketten, dass zwei verschiede-
ne Punkte X und Y € § genau dann nicht distant sind, wenn sie auf einer gemein-
samen Erzeugenden liegen. Demnach ist die Relation £ die Vereinigung der beiden
Aquivalenzrelationen ||; und |[|,.

Um das Residuum in einem Punkt X € H zu untersuchen verwenden wir eine stereo-
graphische Projektion aus X auf eine Ebene E parallel zur Tangentialebene. Diese wird
aufgespannt von den beiden Erzeugenden e; und ey, die den Punkt X enthalten.

Das Bild einer Kette durch X unter der stereographischen Projektion stimmt mit dem
Schnitt der die Kette definierenden Ebene und E iiberein und ist somit eine Gerade.
Umgekehrt ist auch jede Gerade g aus F, die nicht parallel zu e; oder ey ist, das Bild
einer Kette durch X. Diese entsteht als Schnitt der zuléssigen Ebene g @ X mit dem
Hyperboloid H.

Abbildung 5.7: Stereographische Projektion des Hyperboloids

Somit entstehen die Residuumsgeraden in X (identifiziert mit ihrem Bild unter der ste-
reographischen Projektion) aus der affinen Ebene E durch Herausnehmen der beiden
Parallelenscharen von Geraden parallel zu e; und ey. Damit ist (£,C($))) eine Minkow-
skiebene.
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Kapitel 6

Unterraume von Kettenraumen

Hat man eine geometrische Struktur, interessiert man sich auch fiir Teilstrukturen dieser.
Daher werden wir uns in diesem Kapitel mit Unterrdumen von Kettenrdumen und der
Frage, wie man diese konstruieren kann, beschéftigen. Der erste Abschnitt gibt zuerst
einmal die formale Definition eines Unterraums. Anschliefend werden algebraische Un-
terstrukturen definiert, die fiir Kettengeometrien Unterrdume liefern.

Sei im folgenden Kapitel R eine Algebra iiber einem Korper K. Man kann R als Vek-
torraum iiber K auffassen, wie wir es auch schon im vorherigen Kapitel getan haben.
Nur ist jetzt die Dimension nicht auf 2 beschrankt. Wir werden sehr haufig algebraischen
Teilstrukturen von R als Teilstrukturen des Vektorraums iiber K definieren.

6.1 Unterrdume und Unteralgebren

Beginnen wir zunéchst einmal mit der formalen Definition eines Unterraums eines Ket-
tenraums. Diese ist wieder von rein geometrischer Form. Wie man schon ahnen wird,
muss ein wichtiger Punkt bei der Definition eines Unterraums darin bestehen, dass ver-
bindende Ketten als ganzes wieder im Unterraum enthalten sind. Auflerdem wiirde man
sich natiirlich wiinschen, dass der Unterraum wieder ein Kettenraum ist.

Definition 6.1.1

Sei ¥ := (P,C) ein Kettenraum und S eine Teilmenge der Punktmenge. Gilt nun, dass
e S mindestens drei paarweise distante Punkte enthélt,

e fiir je drei paarweise distante Punkte X, Y und Z € S, die eindeutige Kette
C := (XY Z) ganz in S enthalten ist — die Menge all dieser Ketten bezeichnet man mit
C(S) — und

e die Inzidenzstruktur (S, C(S)) ebenfalls einen Kettenraum bildet,

dann bezeichnet man (S,C(S)) als einen Unterraum des Kettenraums . Erfiillt die Teil-
menge S nur den zweiten Punkt, dann spricht man von einem schwachen Unterraum.

Bemerkung 6.1.2

Der Begriftf schwacher Unterraum kommt nicht von Ungefdhr. Man kann sich leicht
iiberlegen, dass eine wie in Definition 6.1.1 definierte Teilstruktur eines Kettenraums,
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die den dort erwdhnten zweiten Punkt erfiillt, bereits die Eigenschaften (K1), (K2) und
(K3) vom urspriinglichen Kettenraum erbt und damit schon ein schwacher Kettenraum
i.e.S. ist.

Triviale Beispiele fiir Unterrdume eines Kettenraums sind der gesamte Kettenraum bzw.
eine einzelne Kette. Um im Fall einer Kettengeometrie weitere Unterrdume zu finden,
definieren wir zunéchst eine algebraische Teilstruktur, die schlussendlich Unterrdume lie-
fern wird.

Definition 6.1.3

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K, dann kann man R als Vektorraum iiber K
auffassen. Ist S ein Untervektorraum von R und gilt zusétzlich, dass

e 1lecf,
e S unter der Multiplikation abgeschlossen ist und

e S fiir die Elemente aus S N R* unter der Inversenbildung abgeschlossen ist, was so viel
heifit wie S N R* = 5™.

Dann nennt man S eine Unteralgebra von R.

Fiir eine beliebige Teilmenge A von R bezeichnet die von A erzeugte Unteralgebra die
kleinste Unteralgebra, welche A enthélt.

Bemerkung 6.1.4

In der Literatur wird die dritte Eigenschaft fiir eine Unteralgebra nicht verlangt. Es ist in
diesem Zusammenhang allerdings zweckméfig, weil andernfalls die von R auf S induzierte
Distanzrelation im Allgemeinen nicht mit der Distanzrelation auf S {ibereinstimmt (vgl.
dazu Satz 3.5.4).

Satz 6.1.5

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und S eine Unteralgebra von R. In diesem Fall

ist die Einbettung der projektiven Gerade iiber S in die projektive Gerade iiber R
t:P(S) = P(R) : S(a,b) — R(a,b) (6.1)

ein injektiver Morphismus der Kettenrdume (K, S) und (K, R). Das Bild (K, 5)" ist
ein zu 3(K, S) isomorpher Unterraum des Kettenraums (K, R).

Beweis:

Da S eine Unteralgebra von R ist, folgt nach der dritten Eigenschaft aus Definition 6.1.3
und Satz 3.5.4, dass
t:P(S) = P(S)

ein Isomorphismus von Distanzraumen ist und damit insbesondere die Distanzrelation
Ag mit der Distanzrelation induziert von P(R) tibereinstimmt.
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Jede Kette aus dem Kettenraum (K, S) hat die Form

{Z Z} fiir (CC‘ 2) € GLy(9).

Nun ist GL2(.S) allerdings eine Untergruppe von GLg(R), wodurch ¢ Ketten aus (K, S5)
auf Ketten von (K, R) abbildet. Damit ist ¢ zusétzlich ein Morphismus von Inzidenz-
strukturen und somit insgesamt ein injektiver Morphismus von Kettenrdumen.

Um zu zeigen, dass ¢ : P(S) — P(S5)" ein Isomorphismus von Kettenrdumen ist, bleibt
noch zu zeigen, dass t~! ebenfalls Ketten von X(K, S)* auf Ketten von X(K, S) abbildet.
Dies ist allerdings dadurch gegeben, dass eine Kette in beiden betrachteten Kettenrdumen
durch drei paarweise distante Punkte eindeutig bestimmt ist, und ¢ ~! wie eingangs gezeigt
die Distanz erhélt. U

Tatséchlich ist unter den Gegebenheiten von Satz 6.1.5 der Kettenraum (K, S) eigent-
lich erst vermége des Isomorphismuses ¢ ein Unterraum des Kettenraums (K, R). Wir
werden im Folgenden (K, S) aber mit seinem Bild unter ¢ identifizieren und davon aus-
gehen, dass dieser schon der Unterraum von (K, R) ist.

Beispiele 6.1.6

Betrachtet man die Kettengeometrie tiber der Algebra (R, H), wobei H den Kérper der
Hamiltonschen Quaternionen bezeichnet, so ist diese nach Satz 3.1.5 ein Mobiusraum.

Die Algebra C ist eine Unteralgebra von H. Demnach kann man die reelle Mobiusebene
Y (R, C) als Unterraum von X(R, H) auffassen.

6.2 Jordan-Systeme

Im vorherigen Abschnitt haben wir sehr starke Voraussetzungen an einen Untervek-
torraum S von R gehabt (vgl. Definition 6.1.3), um die projektive Gerade iiber S im
herkémmlichen Sinne — wie in Kapitel 3 — definieren zu konnen. Wie sich herausstellt,
kommt man mit weniger Voraussetzungen aus, um eine Algebra und den passenden Un-
terraum (vgl. Abschnitt 6.3) zu konstruieren.

Definition 6.2.1
Sei R eine Algebra iiber einem Korper K. Fiir ein Element x € R bezeichne
e(x):={ke K|xz+keRY}. (6.2)

Fasst man wiederum R als Vektorraum iiber K auf und sei J ein Untervektorraum des
Vektorraums R mit 1 € J. Dann bezeichnet man J als

e Jordan-System in R, wenn J fiir die Elemente aus J N R* unter der Inversenbildung
abgeschlossen ist, was so viel heifit wie J* = J N R*,

e Jordan-abgeschlossen in R, wenn fiir je zwei Elemente a und b € J , auch aba € J gilt
bzw.
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e stark in R, wenn fiir alle x € J gilt
le(z)] > [K\ e(x)]. (6.3)

Bemerkung 6.2.2
Zur Motivation der Menge e(z) fiir € R kann man die Abbildung, die jedes Ringelement
von rechts mit x multipliziert, betrachten,

le : R— R:yw— yx. (6.4)

Wie man leicht einsieht, ist diese eine K-lineare Abbildung. Ist R eine endlichdimensiona-
le Algebra iiber K, so ist pux zusétzlich beschriankt. Die Menge e(z) entspricht dann der
Resolventenmenge und K \ e(z) dem Spektrum von p, (vgl. dazu [16], S. 129). Ein Un-
tervektorraum .J ist also stark im Sinne von Definition 6.2.1, wenn die Resolventenmenge
von fi, grofler ist als das Spektrum fiir alle z € R.

Wir wollen als néchstes einige Eigenschaften und Zusammenhinge von Jordan-System,
Jordan-abgeschlossenen und starken Mengen zeigen. Dabei beginnen wir damit, dass aus
der Definition einer Jordan-abgeschlossenen Menge bereits die Abgeschlossenheit unter
weiteren Operationen folgt. Unter anderem enthélt eine Jordan-abgeschlossene Menge die
folgende Menge.

Lemma 6.2.3

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und a ein Element aus R. Der von 1 und a
erzeugte Unterring von R hat die Gestalt

Kla) := {Z kia' |m e N k; € K} : (6.5)
i=0
Dieser Unterring ist selbst wieder eine Algebra iiber dem Koérper K.

Beweis:

Einerseits ist K[a] ist ein Unterring von R, der die Elemente 1 und a enthélt. Andererseits
muss jeder Unterring der 1 und a enthélt, auch die Menge Ka] enthalten. Daher ist K [a]
der kleinste Unterring der 1 und a enthélt und somit der von 1 und a erzeugte Unterring.

K|a] enthélt den Korper K als Unterring und da K im Zentrum von R enthalten ist, ist
K natiirlich auch im Zentrum von Kla] enthalten. O

Lemma 6.2.4

Sei J Jordan-abgeschlossen. Dann gilt zusétzlich, dass
e J abgeschlossen ist unter der Bildung von Quadraten,
e fiir zwei Elemente a und b € J auch ab+ ba in J enthalten ist und

e fiir jedes Element a € J auch KJa] in J enthalten ist.
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Beweis:

Fiir ein Element a € J ist nach der Definition von Jordan-abgeschlossen auch
ala =a® € J,

womit J unter der Bildung von Quadraten abgeschlossen ist. Aus dieser Eigenschaft,
kombiniert mit der Vektorraumeigenschaft, ergibt sich auch direkt der zweite Punkt:

ab+ba = (a+b)*> —a®> —b* € J.

Da J ein Vektorraum iiber dem Kérper K ist, geniigt fiir den dritten Punkt zu zeigen,
dass fiir ein a € J auch a"™ € J fiir alle n € IN gilt. Dazu verwendet man vollstédndige
Induktion. Fiir n = 0, 1 und 2 gilt dies nach Voraussetzung bzw. wurde dies schon gezeigt.
Fiir n > 2 unterscheidet man die Fille, ob n gerade oder ungerade ist. Man erhélt

n—2
m = a" = a™a*a™ € J fiir n gerade

m = a" = a™aad™ € J fir n ungerade.
O

Abschlieflend wollen wir noch zeigen, dass ein starkes Jordan-System in einer Algebra iiber
einem Korper bereits Jordan-abgeschlossen ist und damit neben der definierenden Eigen-
schaft von Jordan-abgeschlossen auch die gerade in Lemma 6.2.4 gezeigten Eigenschaften
besitzt. Dazu miissen wir zunéchst noch starke Untervektorrdume néher untersuchen.

Lemma 6.2.5
Sei R eine K-Algebra und J stark in R. Definiert man fiir x € J

e(x) " ={k"|kee()}, (6.6)
dann gilt

e(x)Ne(y) #0 firz, y € J,
e 0&e(x), wenn z ¢ J* und
o e(x) ' Ne(y) #0, wenn z ¢ J* und y € J.

Bewets:

Um den ersten Punkt zu beweisen, nehmen wir an, es wiirde e(x) Ne(y) = 0 fir «
und y € J gelten und fithren dies zu einem Widerspruch. In diesem Fall folgt ndmlich
e(r) C K\ e(y) und umgekehrt e(y) € K \ e(x). Da J stark in R ist, folgt daraus aber
der Widerspruch

le(y) <K\ e(x)] < le(z)] < [K\ e(y)| <le(y)l-

Der zweite Punkt folgt direkt aus der Definition von e(x) in (6.2) und den dritten erhélt
man analog zum ersten, da |e(z)| = |e(x) ™| gilt. O
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Das folgende Lemma ist ein eher praktisches Werkzeug, welches eine Aussage iiber die
Invertierbarkeit von Elementen tétigt.

Lemma 6.2.6

Seien R ein Ring und die Elemente a und b Einheiten in R, sodass auch a — b eine Einheit
ist. Dann ist auch a=! — b~! invertierbar und man berechnet das Inverse als

(a'=b Y t=a—ala—b)ta (6.7)
Dieses Lemma wird als Hua-Identitdt bezeichnet.

Beweis:

Unter der Verwendung von
al=bl=@@b-1b"'=a'(b—a)db
rechnet man (6.7) leicht nach:

(a—ala—b)ta)at=b"Y) = (a—ala—b)"ta)(a (b—a)bt)
(b—a)b ™t —ala—0b)"t(b—a)d!
= l—ab'+ab ' =1

Damit konnen wir nun folgenden Satz beweisen.

Satz 6.2.7

Sei R eine K-Algebra und J ein starkes Jordan-System in R. Dann ist J auch Jordan-
abgeschlossen in R.

Beweis:

Wir fithren diesen Beweis in mehreren Schritten. Eine wesentliche Argumentation, die
haufiger vorkommen wird, ist dabei Lemma 6.2.5, wonach fiir je zwei Elemente x und
y € J gilt e(x) Ne(y) # 0. AuBerdem gilt fiir x € J weiters

e(r)={ke K |z+keJY},
da J ein Jordan-System ist (vgl. Definition 6.2.1).

(1) Zuerst zeigt man, dass fiir a € J* auch a* € J enthalten ist. Dazu wihlt man ein
Element k& € e(a) Ne(0), dh. £ € K* und a + k € J*. Aus der Hua-Identitét aus
Lemma 6.2.6 erhdlt man so

at+kladP=a—a(-k)la=(a'—(k+a) ) =ce T,
womit a? = k(c —a) € J gilt.
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(2)

Als néchsts zeigt man eine abgeschwéchtere Form der Charakterisierung von Jordan-
abgeschlossen. Fiir a € J* und b € J ist aba € J. Dazu wahlt man diesmal ein
Element k € e(b)Ne(b—a™'), dh. c:=b+k € J* und c—a~! € J*. Wiederum unter
Verwendung der Hua-Identitét erhélt man

a—aca=(at—(a—cH ) tel
Zusammen mit a® € J aus (1) ergibt sich
aba + ka® = aba + aka = a(b+ k)a = aca € J,
woraus aba € J folgt.

Um die Jordan-Abgeschlossenheit zeigen zu kénnen, benétigen wir noch, dass fiir a
und b € J auch ab+ ba in J enthalten ist. Dies zeigen wir zunéchst fiir ¢ und b € J*.
Wiéhlt man k € e(a+0b), dh. a +b+ k € J*, dann gilt nach (1)

(a+b+k)? = (a+0b)?+2k(a+b)+k
= a®+ab+ba+b*+2k(a+0b)+ k€,

womit auch ab + ba € J gilt.
Fiir a und b € J wihlt man nun k € e(a) und [ € e(b), dh. a+kund b+ 1 € J*.
Nach dem eben gezeigten erhélt man somit

(a+k)O+1)+ (b+1)(a+k)=ab+ba+ 2la + 2kb+ 2kl € J,

woraus auch ab + ba € J folgt.

Schlussendlich erhdlt man aba € J fiir @ und b € J, indem man ein k € e(a) wihlt,
d.h. a+k € J*. Nach (2) ist

(a + k)b(a + k) = aba + k(ab + ba) + k*b € J.

Weiters ist nach (3) aber ab+ ba € J und somit auch aba € J. Daher ist J Jordan-
abgeschlossen in R. Il

6.3 Kettengeometrien iiber Jordan-Systemen

Nun wollen wir Kettengeometrien iiber Jordan-Systemen in einer K-Algebra R betrach-
ten. Das Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass wir so einen Unterraum der Ketten-
geometrie X (K, R) konstruieren kénnen. Beginnen wir also mit der Definition der Punkt-
menge, der projektiven Gerade iiber einem Jordan-System.

Definition 6.3.1

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und J ein starkes Jordan-System in R. Dann
bezeichnet man die Menge
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P(J):={R(1+ab,a) | a,be J} (6.8)
als projektive Gerade iiber J.

Tatséichlich kann man diese Darstellung noch verfeinern bzw. die beiden Koordinaten
vertauschen, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 6.3.2

Sei R eine K-Algebra und J ein starkes Jordan-System in R. Dann gilt fiir die projektive
Gerade iiber J

P(J) = {R(1+ab,a)|ac Jbe J} (6.9)
{R(c,1+cd)|c,de J}. (6.10)

Beweis:

Sei ein Element R(1 + ab,a) mit a und b € J der projektiven Gerade iiber J gegeben.
Analog wie im Beweis von Satz 6.2.7 ergibt sich auch hier aus der Eigenschaft des Jordan-
Systems fiir x € J

e(r)={keK|xz+keJY}.

Fiir die Darstellung (6.9) ist im Fall, dass b bereits eine Einheit ist, nichts mehr zu zeigen.
Andernfalls existiert nach Lemma 6.2.5 ein k= € e(=b)"' Ne(a), dh. k —b € J* und
k™' +a € J*. Damit ist aber auch k(k™' 4+ a) = 1 + ak € J*. Setzt man nun

z:=1+4ab, d:=1+ak)"a, 2 :=1+ak)'zund? :=0b—k.

Dann gilt ¥ € J* und da nach Satz 6.2.7 das starke Jordan-System J auch Jordan-
abgeschlossen ist, auch folgendes

a = (14ak)a(l+ak)(l+ak)™"
= (1+ak) Ya+a®k)1+ak) e J

SchlieBllich berechnet man fiir den Punkt der projektiven Gerade

r—ab = 14+ab—ab+ak=1+ak
g —adb = (1+ak) Hz—ab)=1
= R(1+d¥,d) = R(2,d)= R(z,a) = R(1+ ab,a)

mit a’ € J und ¥/ € J* wie in (6.10) gefordert.

Um (6.10) zu zeigen, kénnen wir nun schon 0.B.d.A. fiir den Punkt R(1 + ab, a) voraus-
setzen, dass a € J und b € J* ist. Setzt man nun d := b~ € J* und ¢ := —b — bab € J,
da J wie zuvor schon argumentiert Jordan-abgeschlossen ist, dann erhéalt man

R(1+ab,a) = R(—b(1+ ab),—ba)

R(c,1— (b+ bab)b™")
= R(e,1+ cd),
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womit jeder Punkt aus P(J) von der Form (6.10) ist. Die Umkehrung wird durch dieselbe
Rechnung gezeigt, wenn man nur von unten startet. 0

Die Ketten der Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R) wurden definiert als Bahnen
einer ,Standardkette“ unter der Gruppe PGLy(R). Auch im Fall der Kettengeometrie
tiber einem Jordan-System spielt eine Untergruppe von Aut(P(J),A) eine grofe Rolle
bei der Definition der Ketten der Inzidenzstruktur.

Definition 6.3.3

Sei R eine Algebra iiber einem Koérper K und J ein starkes Jordan-System in R. Die
Untergruppe von PGLy(R), welche erzeugt wird von den Matrizen

(i g’) und ((1) é) (6.11)

fiir ¢ € J, wird mit A(J) bezeichnet.

Lemma 6.3.4

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und J ein starkes Jordan-System in R. Die
Untergruppe A(J) von PGLy(R) lasst die projektive Gerade iiber J invariant. In diesem
Sinne lédsst sich A(J) als Untergruppe von Aut(P(J), A) auffassen.

Beweis:

Berechnet man die Bilder eines Punktes R(1 + ab,a) fir a und b € J der projektiven
Gerade iiber J unter einer Abbildung induziert von einer Matrix der Form (6.11),

R(1+ ab, a) <i (1)) — R(L+a(b+0)a)

R(1+ ab, a) <(1) (1)) — R(a,1+ab),

dann erhélt man nach Lemma 6.3.2 wieder Punkte von P(J). Klarerweise ldsst dann
jede Abbildung induziert von einer Abfolge solcher Matrizen die projektive Gerade P(.J)
invariant. U

Auflerdem erfiillt auch diese Gruppe eine Transitivitéitseigenschaft auf der Punktmenge
P(J).

Satz 6.3.5

Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und J ein starkes Jordan-System in R. Dann

operiert die Gruppe A(J) 2-A-transitiv auf der projektiven Gerade iiber J.

Bewets:

Wir zeigen wie schon héufig, dass man zwei distante Punkte X und Y mit Hilfe einer
Abbildung aus A(J) in die speziellen Punkte R(1,0) und R(0,1) aus P(J) iiberfiihren
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kann. Fiir zwei beliebige Paare distanter Punkte, kann man die beiden so konstruierten
Abbildungen dann passend zusammenhéngen und erhélt eine Losungsabbildung.

Sei also X = R(1+ab,a) fir a und b € J. Dann ist X = R(0,1)¥, wobei ¢ die Abbildung
aus A(J) ist, welche induziert wird von der Matrix

()= ) (o) Y)

Da die Gruppe A(J) nach Lemma 6.3.4 eine Untergruppe von Aut(P(J),A) ist, ist der
Punkt Y somit ¢-Bild eines zu R(0, 1) distanten Punktes in P(.J). Mit Lemma 6.3.2 gilt
Y = Z¢ fiir

Z =R(c,1+cd)=R(1,z) firce J unddeJ

mit x :=c ' +deJ.

Nun findet man aber eine Abbildung ¢ € A(J) induziert durch die Matrix

1 2\ (0 1\ (1 0\ /0 1

01/ \1 0)\z 1 1 0)”
welche Z = R(1,0)¥ und R(0,1)¥ = R(0,1) leistet. Zusammengefasst fithrt ()1 die
Punkte X und Y in R(0,1) und R(1,0) iiber. O

Damit kommen wir nun zur Definition der Kettengeometrie iiber einem Jordan-System,
welche doch ein wenig von der Definition der Kettengeometrie in Kapitel 4 abweicht (vgl.
Definition 4.1.2).

Definition 6.3.6
Sei J ein starkes Jordan-System in der K-Algebra R. Betrachte fiir j € J* die Mengen

C;:={R(sj,t) | K(s,t) € P(K)} und (6.12)
C(K,R,J):={(C;)° | j€ J €N} (6.13)

Die Inzidenzstruktur
Y(K,R,J) = (P(J),C(K,R,J)) (6.14)

heifit Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R, J).

Bevor wir zeigen, dass es sich bei einer Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R,.J)
tatsdchlich um einen Unterraum der Kettengeometrie iiber der Algebra (K, R) handelt,
wollen wir zuerst untersuchen, wie die Ketten zusammenhéngen.

Satz 6.3.7

Sei J ein starkes Jordan-System in der K-Algebra R. Fiir je drei paarweise distante Punk-
te X, Y und Z € P(J), liegt die eindeutige Kette C' = (XY Z) € C(K, R), die die drei
Punkte verbindet, ganz in P(.J).
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Jede solche Kette C hat die Gestalt
C = (Cy)° fiir 6 € A(J) und j € J*. (6.15)

Umgekehrt ist fiir jede Abbildung § € A(J) und jedes Element j € J* die Menge (C})°
in der projektiven Gerade iiber J enthalten.

Beweis:

Seien X, Y und Z drei paarweise distante Punkte der projektiven Gerade iiber J. Nach
Satz 6.3.5 existiert eine Abbildung § € A(J), welche X° = R(1,0) und Y? = R(0,1)
leistet. Nach Lemma 6.3.4 ist Z° ein zu R(1,0) und R(0, 1) distantes Element von P(.J).
Daher gilt

7° = R(j,1) fiir j € J*,

Zusammen erhilt man, dass die drei paarweise distanten Punkte X°, Y° und Z° auf der

Kette
Cj = [(J) ?] ={R(sj,t) | K(s,t) e P(K)} € C(K,R)

liegen. Durch eine einfache Umformung sieht man aber, dass
Oy = R(1,0) U{R(sj.1) | s € K}

nach Lemma 6.3.2 in der projektiven Gerade iiber J enthalten ist. Die eindeutige Kette
durch die Punkte X, Y und Z ist daher (C;)° ', welche fiir § € A(J) ebenfalls ganz in
P(J) enthalten ist. O

Mit Hilfe dieser Ergebnisse kénnen wir nun den Satz beweisen, auf den wir das gesamte
Kapitel hingearbeitet haben.

Satz 6.3.8

Sei J ein starkes Jordan-System in der K-Algebra R. Betrachte die Inzidenzstruktur
¥ = (P(J),C(K,R,J)). Dann ist > ein Unterraum des Kettenraums ¥ := X(K, R).

Bewets:

J enthélt als Jordan-System die Elemente 0 und 1, womit die drei Punkte R(1,0), R(0,1)
und R(1,1) Element der projektiven Gerade iiber J sind. Diese enthélt daher mindestens
drei paarweise distante Punkte.

Satz 6.3.7 zeigt das zweite Kriterium eines Unterraums, wonach mit drei paarweise di-
stanten Punkten, deren eindeutige Verbindungskette, ganz in P(J) enthalten ist.

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass es sich bei der Inzidenzstruktur ' tatsdchlich
um einen Kettenraum handelt. Nach Bemerkung 6.1.2 miissen wir dazu auch nur noch
das Axiom (K4) nachpriifen, welches besagt, dass das Residuum Yy eines jeden Punktes
X € P(J) ein partieller affiner Raum ist. Nach der Definition von 3’ sind die Elemen-
te der Gruppe A(J) Automorphismen der Inzidenzstruktur 3. AuBlerdem operiert A(J)
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nach Satz 6.3.5 transitiv auf P(J). Daher konnen wir 0.B.d.A. das Residuum im Punkt
oo untersuchen.

Dieses ist die Inzidenzstruktur 3., = (A'(c0),C.,) mit
N'(00) = Aloo) NP(J) = {R(x,1) |z € J}.

Analog zu (4.7) kann man auch hier A’(co) mit J identifizieren. In diesem Fall erhilt
man aus Satz 6.3.7 und Satz 4.2.13

C\. = {C\{oo}|0eCeClC(K,R,J)}
{C\{oo} €C | C CP(J)}
= {a+Kblae Jbe J}.

Damit ist ¥/ ein partieller affiner Raum in A(K,.J) und die Inzidenzstruktur ' somit
ein Kettenraum. O
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Kapitel 7

Kettenrdume auf Quadriken

Zum Abschluss wollen wir noch einmal zur Geometrie zuriickkehren und uns mit Ket-
tenrdumen auf Quadriken beschéftigen. Wir haben bereits in Beispiel 5.4.7 einen Ketten-
raum iiber einem Hyperboloid betrachtet. Als Ketten wurden spezielle ebene Schnitte der
Quadrik gewéhlt. Diese Idee werden wir im folgenden Kapitel auf allgemeine Quadriken
iibertragen. Der Beweis, dass es sich tatséchlich um einen Kettenraum handelt, wurde
in dem Beispiel unterschlagen. Dieser wird direkt aus dem allgemeinen Resultat folgen,
welches das Hauptergebnis des zweiten Abschnitts ist. Schliellich wollen wir im dritten
Abschnitt zumindest fiir Kettengeometrien iiber speziellen Algebren die Liicke schlieflen
und zum algebraischen Modell ein Quadrikenmodell konstruieren.

7.1 Exkurs: Quadriken im projektiven Raum

Bevor wir Kettenrdume auf Quadriken betrachten, wollen wir in diesem Kapitel ein wenig
ausholen und zuerst Quadriken auf einem projektiven Raum definieren und einige Eigen-
schaften vermerken. Fiir eine genauere Betrachtung von Quadriken in einem projektiven
Raum siehe z.B. [7], S. 56 ff.

Wir werden uns im Weiteren auf die Betrachtung eines projektiven Raums {iber einem
Vektorraum beschranken, wobei wir zusétzlich noch voraussetzen, dass der zugrunde lie-
gende Korper kommutativ ist. Wir sprechen also vom projektiven Raum P(K, V'), welcher
die Punktmenge

P = {Kv|[veV\{0}}

besitzt. Fiir weitere Details iiber projektive Rdume und im Speziellen zur Konstruktion
eines projektiven Raums iiber einem Vektorraum wird auf [7], S. 21 ff. verwiesen. Wei-
ters wird im Laufe des Kapitels oft auf die Konstruktion eines affinen Raums aus einem
projektiven Raum durch Auszeichnung einer Fernhyperebene verwiesen. Fiir Einzelheiten
dazu siehe [7], S. 27 ff.

Definition 7.1.1

Sei V' ein Vektorraum iiber einem kommutativen Korper K. Eine Abbildung
Q:V—-K:v— Q) (7.1)
wird als quadratische Form bezeichnet, wenn gilt, dass

e Q(kv) = K*Q(v) fiir alle k € K und v € V erfiillt ist und
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e die Abbildung
fo: VXV >K:(vw)—Quv+w)—Q) —Q(w) (7.2)

eine symmetrische Bilinearform ist.

Bemerkung 7.1.2

Es sei kurz festgehalten, dass nach Wahl einer Basis (v;);c; des Vektorraums V' durch die
Elemente Q(v;) und fg(v;,v;) fiir i und j € I die quadratische Form ) bereits eindeutig
bestimmt ist.

Im Spezialfall V' = K™ ist jede quadratische Form von der Gestalt
Q:V = K:v— vl Av

fir A € K™*". Umgekehrt beschreibt eine solche Abbildung aber auch eine quadratische
Form.

Ausgehend von einer quadratischen Form auf dem zugrunde liegenden Vektorraum kon-
nen wir nun eine Quadrik auf dem projektiven Raum definieren.

Definition 7.1.3

Sei () eine quadratische Form auf dem Vektorraum V. Dann bezeichnet man die Menge

Q:={KveP|Qw) =0} (7.3)
als Quadrik im projektiven Raum P(K, V).

Bemerkung 7.1.4
Da @ eine quadratische Form ist, ist die Quadrik wohldefiniert. Aufgrund der quadrati-

schen Eigenschaft erhdlt man fiir ein Element v € V| dass Q(v) = 0 genau dann erfiillt
ist, wenn Q(kv) = k*Q(v) = 0 fiir alle k € K gilt.
Definition 7.1.5

Sei () eine quadratische Form auf dem Vektorraum V und £ die entsprechende Quadrik
im projektiven Raum iiber V.

e Fiir eine Gerade im projektiven Raum P(K, V') unterscheidet man die folgenden Fiélle:
Besitzt die Gerade mit der Quadrik

— genau einen Schnittpunkt oder ist sie in dieser enthalten, dann spricht man von einer
Tangente.

— zwei Schnittpunkte, dann spricht man von einer Sekante.

— gar keinen Schnittpunkt, dann spricht man von einer Passante.

e Fiir einen Punkt X auf der Quadrik £ bildet die Menge aller Tangenten durch X an
die Quadrik den Tangentialraum an £ in X, bezeichnet mit

Tx :={Y € G | G ist Tangente an Q durch X} U {X}. (7.4)
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e Gilt fiir einen Punkt X auf der Quadrik 9, dass der Tangentialraum an £ in X mit
der gesamten Punktmenge des projektiven Raums iibereinstimmt, dann bezeichnet man
den Punkt X als einen Doppelpunkt von Q.

e Im Folgenden bezeichnet Q* die Menge der Quadrikpunkte, die keine Doppelpunkte
sind.

Wie schon zu Beginn des Abschnitts erwéhnt, ist das Thema der projektiven Quadri-
ken wesentlich umfangreicher als es hier dargestellt werden soll. Es werden im folgenden
Lemma nur einige Eigenschaften bewiesen, die im weiteren Verlauf von grofler Wichtig-
keit sind.

Lemma 7.1.6

Sei 9 eine Quadrik zur quadratischen Form () iiber einem Vektorraum V und X = Kv
ein Punkt der Quadrik.

(1) Der Tangentialraum an £ in X hat die Gestalt
Tx o= {Kw € B | folv,w) =0} (75)

(2) Ist X kein Doppelpunkt von £, dann ist der Tangentialraum Tx eine Hyperebene.

(3) Jede Gerade durch den Punkt X ist entweder eine Tangente oder Sekante an die
Quadrik 9.

Bewezis:

(1) Um die Darstellung des Tangentialraums in (7.5) zu zeigen, sei G eine beliebige
Tangente durch X, d.h. G = X @Y fiir Y = Kw. Nach Definition 7.1.5 ist G genau
dann eine Tangente, wenn nur der Punkt X oder alle Punkte von G auf der Quadrik
liegen, d.h.

YeQeZefirale Z e G\{X,Y}
& Qw)=0%kfolv,w)+Qw) =Q(kv+w) =0 fiir alle k € K
< kfo(v,w) =0 fir alle k € K
& folv,w) =0.

Da Y auf G beliebig gewéhlt war, folgt die Aussage.

(2) Nach (7.5) ist ein Punkt ¥ = Kw genau dann im Tangentialraum von X enthalten,
wenn w im Kern der linearen Abbildung

0V = K:x— fov,x)

liegt. Das Bild von ¢ ist genau dann {0}, wenn X ein Doppelpunkt ist. Im anderen
Fall ist ¢ surjektiv, womit nach der Rangformel fiir lineare Abbildungen (siehe z.B.
[6], S.79) der Kern die Dimension dim V' — 1 hat und Tx somit eine Hyperebene ist.
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(3) Es ist zu zeigen, dass eine Gerade, die neben X noch zwei weitere Punkte Y und
Z € 9 enthilt, bereits eine Tangente ist. Es ist G = X @Y mit Y = Kw € Q und
Z = K(kv+w) e GNAQ fir k € K*. Daher gilt

0= Qkv + w) — KQ(v) — Q(w) = kfg(v,w),

sodass fo(v,w) = 0 folgt, womit nach (7.5) die Gerade G eine Tangente ist. O

7.2 Konstruktion eines Kettenraums aus einer Qua-
drik

Nun wollen wir aus einer Quadrik durch Wahl einer passenden Menge von Punkten und
Ketten einen Kettenraum konstruieren. Dazu setzen wir allerdings voraus, dass die Di-
mension des zugrunde liegenden Vektorraums mindestens 4 ist. Weiters soll die gewéhlte
Quadrik 9 nicht ausgeartet sein. Das ist in dem Sinne zu verstehen, dass die Quadrik
mindestens eine Sekante besitzt und nicht in zwei Hyperebenen enthalten ist. Unter dieser
Generalvoraussetzung definieren wir eine passende Inzidenzstruktur.

Definition 7.2.1

Sei £ eine nicht ausgeartete Quadrik im projektiven Raum P(K, V). Man nennt eine
Ebene F von P(K,V) zuldssig, wenn E N mindestens drei Punkte aus Q*, aber keine
Gerade enthélt. Durch die Menge zuldssiger Schnitte

C(Q):={QNE | E ist zuliissige Ebene} (7.6)
erhélt man die Inzidenzstruktur
%(Q) = (Q%.C(Q)), (7.7)
welche Kettenraum auf Q genannt wird.

Bemerkung 7.2.2

Aus der Definition ist noch nicht ganz ersichtlich, dass es sich bei ¥(9) tatsidchlich um
eine Inzidenzstruktur handelt, da die Punktmenge ja auf die Menge Q* beschrankt ist,
obwohl die Menge der ,, Ketten“ C(2Q) noch weitere Elemente enthalten konnte. Allerdings
sieht man leicht ein, dass Q N F = Q* N E fiir jede zuléssige Ebene E gilt.

Angenommen QN FE wiirde einen Doppelpunkt X enthalten. Dann wére die Verbindungs-
gerade von X mit einem Punkt aus Q* N E — welcher existiert, da E zuldssig ist — eine
Tangente und damit ganz in Q enthalten. Daher wére diese aber auch in QN E enthalten,
was ein Widerspruch zur Zuldssigkeit von E ist.

Nach den Anforderungen an £ ist jeder Schnitt mit einer zulédssigen Ebene Q N E ein
Kegelschnitt in der Ebene.
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Der Name ,,Kettenraum auf Q“ in der Definition 7.2.1 greift bereits darauf vor, dass wir
im Weiteren zeigen wollen, dass es sich bei der Inzidenzstruktur () tatséchlich um
einen Kettenraum handelt. Fiir einen Kettenraum ist allerdings nicht nur eine Inzidenz-
struktur definiert, sondern auch eine Distanzrelation. Im Hinblick auf das Axiom (K3)
ist diese folgendermaflen erkléart.

Definition 7.2.3

Sei 9 eine nicht ausgeartete Quadrik im projektiven Raum P(K, V). Fiir die Inzidenz-
struktur X(Q) = (Q*,C(Q)) wird eine Distanzrelation A definiert: Zwei Punkte X und
Y € 9Q* sind genau dann distant, wenn sie verschieden sind und es ein Element C' € C(Q)
gibt, welches X und Y enthélt.

Um die Kernaussage dieses Abschnitts zu beweisen, miissen wir noch genauer untersu-
chen, was es heifit, dass eine Ebene zuléssig ist und wie die definierte Distanzrelation mit
der Quadrik zusammenhéngt.

Lemma 7.2.4

Sei 9 eine nicht ausgeartete Quadrik und E eine Ebene im projektiven Raum P(K, V).
Dann ist F genau dann zuléssig, wenn es in Q N F drei Punkte X, Y und Z gibt, sodass
die Verbindungsgeraden X @Y, Y & Z und Z & X verschiedene Sekanten von £ sind.

Beweis:

Sei zunédchst E eine zuldssige Ebene. Nach der Definition der Zulassigkeit besitzt Q N E
drei verschiedene Punkte X, Y und Z, sodass deren Verbindungsgeraden nicht ganz in
enthalten sind. Nach Lemma 7.1.6(3) handelt es sich damit um Sekanten.

Fiir die Umkehrung seien drei Punkte X, Y und Z in QN FE gegeben, sodass deren Verbin-
dungsgeraden verschiedene Sekanten von £ sind. Damit sind diese drei Punkte aber keine
Doppelpunkte und liegen daher in Q*N F, womit die erste Voraussetzung der Zuléssigkeit
von E erfiillt ist.

Um zu zeigen, dass Q N F keine Gerade enthélt, nehmen wir das Gegenteil an. Eine
solche Gerade G C Q N E ist somit eine Tangente an die Quadrik. Da nach Vorausset-
zung die drei Verbindungsgeraden von X, Y und Z Sekanten sind, kann die Gerade G nur
hochstens einen der drei Punkte enthalten. Daher muss sie aber mindestens eine der drei
Sekanten in einem von X,Y und Z verschiedenen Punkt schneiden.

Da G in der Quadrik enthalten ist, wiirde diese Sekante dann aber mindestens drei Punkte
der Quadrik enthalten, was ein Widerspruch ist (siehe dazu Abbildung 7.1). Daher kann
9 N E keine Gerade enthalten, womit F eine zulissige Ebene ist. U

Aus der Definition der Distanzrelation iiber zuldssige Ebenen und dem eben gezeigten
Lemma lésst sich nun auch ein Zusammenhang zwischen distanten Punkten und Sekanten
der Quadrik ableiten.
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Abbildung 7.1: Schnitt G mit X @Y

Lemma 7.2.5

Sei 9 eine nicht ausgeartete Quadrik im projektiven Raum P(K, V). Zwei verschiedene
Punkte X und Y € Q* sind genau dann distant, wenn deren Verbindungsgerade X &Y
eine Sekante der Quadrik ist.

Beweis:

Seien zunichst zwei Punkte X und Y € 9Q* distant. Dann folgt direkt aus der Definition
der Distanzrelation (vgl. Definition 7.2.3), dass X und Y gemeinsam in einer zuldssigen
Ebene liegen. Nach der Definition der Zuléssigkeit kann deren Verbindungsgerade keine
Tangente sein, wodurch aus Lemma 7.1.6(3) die Behauptung folgt.

Ist umgekehrt die Verbindungsgerade zweier Punkte X und Y € Q* eine Sekante. Das
Ziel ist es eine zulédssige Ebene durch X und Y zu konstruieren, die dann das Element
aus C(RQ) fiir die Distanz liefert.

Nach Lemma 7.1.6(2) sind die Tangentialrdume 7y und 7y Hyperebenen. Da £ nicht
ausgeartet ist, gibt es somit einen Punkt Z € Q \ {Tx U7y }. Nach der Wahl von Z sind
auch die Verbindungsgeraden X @ Z und Y & Z Sekanten. Nach Lemma 7.2.4 ist damit
die Ebene aufgespannt von den drei Punkten X, Y und Z zuldssig und die Punkte X
und Y damit distant. 0

Nun wollen wir zeigen, dass der Kettenraum auf einer Quadrik tatséchlich ein Ketten-
raum im Sinne der Definition 4.2.17 ist. Dazu miissen die vier Axiome eines Kettenraums
nachgewiesen werden. Die ersten drei ergeben sich ziemlich schnell aus der Definition der
Ketten und der Distanzrelation. Fiir den Beweis des vierten verwenden wir — wie schon
im Beispiel 5.4.7 des Hyperboloids — eine stereographische Projektion.

Satz 7.2.6

Sei £ eine nicht ausgeartete Quadrik im projektiven Raum P(K, V). Dann ist die Inzi-
denzstruktur (Q) = (9Q*,C(9Q)) ein Kettenraum.

Beweis:

(K1) Fiir X € 9* gibt es mindestens eine Sekante durch X. Mit Hilfe von Lemma 7.2.5
ist dies aber dquivalent zur Existenz einer Kette C' € C(9Q) durch X.
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Abbildung 7.2: Stereographische Projektion auf A

(K2) Fiir drei paarweise distante Punkte X, Y und Z gibt es nur eine Ebene E — die
Ebene aufgespannt von den drei Punkten — welche die drei verschiedenen Punkte
enthélt. Daher gibt es fiir die verbindende Kette iiberhaupt nur einen Kandidaten,
namlich Q N E. Die Zuldssigkeit von E folgt aus den Lemmata 7.2.5 und 7.2.4.

(K3) folgt direkt aus der Definition der Distanzrelation (vgl. Definition 7.2.3).

(K4) Wir untersuchen das Residuum von ¥(9Q) in einem Punkt X € 9Q* mit Hilfe ei-
ner stereographischen Projektion. Dazu wéhlt man einen Punkt ¥ € A(X) und
definiert

A=T\Tx.

Nach Konstruktion von A durch Herausnahme der Hyperebene 7Ty N Tx aus Ty
erhilt man mit A einen in 7y enthaltenen affinen Raum mit Fernhyperebene
Ty N Tx. Nun definieren wir die Projektion von A(X) auf A durch

T AX)=>A:Z— (XDZ)NA.

Fir Z € A(X) ist X & Z nach Lemma 7.2.5 eine Sekante und 7 damit wohl-
definiert. Aufgrund der Eindeutigkeit der Verbindungsgerade zweier Punkte ist 7
injektiv. Auerdem ist fiir einen beliebigen Punkt P € A = Ty \ Tx die Verbin-
dungsgerade X @ P keine Tangente, womit sie nach Lemma 7.1.6 (3) eine Sekante
ist. Der zweite Schnittpunkt wird nach Konstruktion unter 7 auf P abgebildet,
wodurch 7 surjektiv und damit bijektiv ist (siehe dazu Abbildung 7.2).

Als néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass m Residuumsgeraden auf affine Gera-
den von A abbildet (siche dazu Abbildung 7.3). Jede Residuumsgerade C' € Cx
entsteht durch Schnitt einer zuléssigen Ebene, welche X enthélt, mit der Quadrik.
Eine solche schneidet 7y in einer Geraden, welche nicht in Tx liegt und A somit
in einer affinen Gerade. Das 7-Bild einer Residuumsgerade entspricht aber gerade
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Abbildung 7.3: Bild der Residuumsgeraden unter o

dem Schnitt der entsprechenden zuldssigen Ebene mit A und ist somit eine affine
Gerade in A.

Als letzten Schritt bleibt noch zu zeigen, dass die w-Bilder der Residuumsgeraden
einen partiellen affinen Raum bilden. Dazu zeigt man, dass fiir ein 7-Bild einer
Residuumsgerade in A auch alle parallelen affinen Geraden in A aus Residuumsge-
raden unter 7 hervorgehen (siehe dazu Abbildung 7.4).

Sei also G = (C'\ {X})™ das 7-Bild einer Residuumsgerade, d.h.
XeC=QnEeC),

wobei E eine zuléssige Ebene ist. Sei weiters H eine zu G parallele affine Gerade
in A. Naheliegenderweise definiert man im projektiven Raum P(K, V)

EF=H®X und ¢':=QNFE.

Dann erhalt man direkt
(c'n A(X)"=H.

Mit Hilfe von Satz 4.2.13 fehlt nur noch zu zeigen, dass E’ zuldssig und C” somit
ein Element von C(Q) ist. Da die affinen Geraden G und H parallel in A sind, gilt

T:=ENE CTx

ist eine Tangente an die Quadrik in X.
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T=ENE

Abbildung 7.4: Partieller affiner Raum

Jede affine Gerade hat mindestens zwei verschiedene Punkte. Aus der Bijektivitét
von 7 folgt daher die Existenz zweier Punkte P und Q in ¢’ N A(X) = H™ . Sind
P und @ distant, folgt mit Lemma 7.2.5 und 7.2.4, dass E’ zuléssig ist.

Andernfalls folgt ebenfalls mit Lemma 7.2.5, dass die Verbindungsgerade P & Q)
eine Tangente und in der Quadrik enthalten ist. Die beiden Geraden T" und P & Q)
sind in der Ebene E’ enthalten und haben somit einen Schnittpunkt, welcher nach
Konstruktion in der Quadrik liegt und von X verschieden ist. Damit tragt die
Tangente T allerdings zwei verschiedene Elemente der Quadrik und ist somit ganz
in der Quadrik enthalten. Damit gilt aber 7" C E N Q, was ein Widerspruch zur
Zulassigkeit von E ist. Demnach tritt nur der erste Fall ein, £’ ist zuldssig und die
Behauptung folgt. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch kurz mit Automorphismen des
Kettenraums auf einer Quadrik beschéftigen. Beispiele solcher Abbildungen lassen sich
néamlich sehr einfach durch automorphe Kollineationen der Quadrik erhalten.

Lemma 7.2.7

Ist k eine Kollineation von P(K, V') mit Q% = 9, dann ist x eingeschrankt auf die Menge
0Q* ein Element von AutX(9Q).

Beweis:

 bildet als Kollineation Geraden auf Geraden und Ebenen auf Ebenen ab. Da zusétzlich
0 = A gilt, bildet x auch Tangenten auf Tangenten und somit sowie Doppelpunkte auf
Doppelpunkte als auch zuldssige Ebenen auf zulédssige Ebenen ab. Dies bedeutet aber
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nichts anderes als (Q*)® C Q* und C(Q) C C(9Q). Die entgegengesetzten Inklusionen
erhilt man durch dieselbe Argumentation fiir x~!. 0

7.3 Das Quadrikenmodell fiir (K, R)

Nun kommen wir wieder zuriick zur Betrachtung einer Kettengeometrie (K, R) iiber ei-
ner K-Algebra R. Im vorgehenden Abschnitt haben wir uns noch nicht auf eine konkrete
Quadrik festgelegt. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine spezielle Quadrik passend fiir
die Kettengeometrie X(K, R) zu finden, sodass der Kettenraum (K, R) isomorph zum
Kettenraum auf der Quadrik ist. In diesem Fall spricht man von einem Quadrikenmodell
des Kettenraums (K, R).

Wir werden uns allerdings bei der Konstruktion der Quadrik auf spezielle K-Algebren
beschrénken.

Definition 7.3.1

Sei R eine Algebra iiber einem Koérper K. Dann wird R als kinematisch bezeichnet, wenn
es fiir jedes Element € R Elemente k£ und [ € K gibt, sodass

2? = kx + 1. (7.8)

Bevor wir Beispiele fiir kinematische K-Algebren angeben, wollen wir einige wichtige Ei-
genschaften zusammenstellen. Fiir den Beweis siehe [10].

Satz 7.3.2

Sei K ein Korper, welcher mindestens drei Elemente enthélt und R # K eine kinematische
K-Algebra.

(1) Es gibt genau einen K-linearen Automorphismus von R
k:R— R:x 7T, (7.9)

sodass die Elemente
N(z) =2z und Sp(x)=x+2

fiir alle € R in K enthalten sind. Dabei bezeichnet N(x) die Norm und Sp(x) die
Spur von x.

(2) Fiir alle x € R gilt
z? — Sp(x)x + N(z) = 0. (7.10)

(3) Die Abbildung N : R — K : x — N(x) ist eine quadratische Form auf dem Vektor-
raum R iiber K und es gilt fiir alle z und y € R

o fn(z,y) =2y +yz
e N(zy) = N(z)N(y)
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e N(Z) = N(x)
e rc€R*< N(z)#0
e xR =z1=N(z)'z

(4) Die Abbildung Sp : R — K : x +— Sp(x) ist eine Linearform mit der kommutierenden
Eigenschaft

Sp(zy) = fn(z,y) = fn(g,2) = Sp(yx) fur alle z,y € R. (7.11)

Die Algebren, welche im Kapitel 5 besprochen wurden, sind kinematisch. Wir betrachten
die Abbildungen s, N und Sp.

Beispiele 7.3.3
e Fiir die Algebra C iiber R ist x die Konjugation
k:C—=>C:a+bi—a—bi
Fiir Norm und Spur einer komplexen Zahl gilt N(a+bi) = a®+b? und Sp(a+bi) = 2a.
e Fiir den Ring der dualen Zahlen iiber einem Korper R ist k gegeben durch
k:R(e) = R(e) : a+be—a—be.
Fiir die Norm bzw. Spur ergibt sich somit N(a + be) = a® und Sp(a + be) = 2a.

e Fiir den Ring der 2 x 2 Matrizen iiber R ist

s R2¥2 _y R2%2 . a b s d —b
) “\c d —c a )

Die Norm bzw. Spur einer Matrix X € R?*? entspricht der Determinante bzw. Spur
der Matrix. Die Algebra R x R kann aufgefasst werden als der Unterring von R?*?
bestehend aus allen Diagonalmatrizen. Damit erhélt man fiir

K:RxR—=>RxR:(a,b)— (ba)
und fiir die Norm bzw. Spur N((a,b)) = ab bzw. Sp((a,b)) = a + b.
Wir betrachten im Folgenden immer eine kinematische Algebra R iiber einem Kérper K,
auch wenn es manchmal nicht explizit erwdhnt wird. Wir setzen zusétzlich voraus, dass
|K| > 2 und K # R gilt. Nun wollen wir eine spezielle Quadrik bzw. die sie definierende

quadratische Form auf dem Vektorraum R x K x K iiber K, welcher im Folgenden mit
V' bezeichnet wird, definieren.
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Lemma 7.3.4

Die Abbildung
Q:V — K:(x,k1)— N(z)—kl (7.12)

ist eine quadratische Form auf dem Vektorraum R x K x K iiber K. Fiir die dazugehorige
Bilinearform gilt

fo((x, k1), (y,s,t) = fn(z,y) — kt — sl = a2y + yx — kt — sl. (7.13)

Bewets:

Es gilt Q(kv) = k*Q(v) fiir alle k € K und v € V, da N nach Satz 7.3.2 eine quadratische
Form ist. Durch Nachrechnen der angegeben Form,

fol(, k1), (y,5,1)) = N(x+y)—(k+s)(+1) = N(x)+kl = N(y) + st
- fN($;y> — Kkt — Slv
folgt direkt, dass fo eine Bilinearform ist. 0

Um tatséchlich einen Kettenraum auf 9 definieren zu kénnen, muss noch nachgepriift
werden, dass £ nicht ausgeartet ist. Wir wollen zuerst eine Sekante finden.

Lemma 7.3.5
Die Gerade K(0,1,0) @ K(0,0,1) ist eine Sekante an die Quadrik Q.

Beweis:
Betrachten wir die Schnittpunkte der Geraden
g:K(0,1,0) ® K(0,0,1) = {K(0,s,t) | (s,t) € K*\ {(0,0)}}

mit der Quadrik . Da Q((0,s,t)) = —st = 0 genau dann gilt, wenn s = 0 oder ¢t = 0
gilt, sind die Schnittpunkte genau die beiden Punkte K(0,1,0) und K(0,0,1) und die
Gerade g eine Sekante. 0

Weiters benotigen wir noch das folgende Lemma, welches schon zeigt, dass die Tangenti-
alrdume nicht ausgeartet sind.

Lemma 7.3.6
Fiir jeden Punkt X € £ gilt, dass der Tangentialraum in X nicht ganz in der Quadrik
enthalten ist, d.h. Tx € Q.

Beweis:

Die Idee des Beweises liegt darin, fiir einen beliebigen Punkt X = Kv € Q mit v € V
einen Punkt ¥ = Kw mit w € V im Tangentialraum in X zu finden, der nicht auf der
Quadrik liegt. Dazu verwendet man Darstellung (7.5) und folgende Fallunterscheidung;:

(1) Fiir X = K(z,k,l) mit kund [ € K* sei Y = K(0,7', —k~'). Dann gilt wie gesucht
fow,w) = fn(z,0)—U"+kk' =0
Qw) = NO)+I 'k t=1""%"14£0.
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(2) Fiur X = K(2,0,1) mit | € K* (bzw. fur [ = 0 und k € K* analog) wéhlt man
Y = K(1,5,0) mit s = 7! fy(z,1). Dann erhilt man

folv,w) = fy(z,1)—Ils=0
Qw) = N(1)=1#0.

(3) Fir X = K(x,0,0) setzt man schlussendlich Y = K (0,1, 1) und erhélt auch hier

fov,w) = fn(z,00—0-0=0
Qw) = N(O)—1=-1+#0.

In allen Féllen ist damit die Behauptung gezeigt. 0

Korollar 7.3.7
Die Quadrik £ ist nicht ausgeartet und die Inzidenzstruktur ¥(Q) daher ein Kettenraum.

Beweis:

Nach Lemma 7.3.5 besitzt Q eine Sekante. Angenommen £ wiére in der Vereinigung
der beiden Hyperebenen H; und H, enthalten. Dann stimmen die Tangentialebenen der
Punkte, welche keine Doppelpunkte sind, entweder mit H; oder Hy iiberein. Dies ist ein
Widerspruch zu Lemma 7.3.6. Daher ist 9 nicht ausgeartet. 0

Nun kommen wir zur Festlegung eines Isomorphismus der Kettenrdume (K, R) und
¥(9Q). Fiir die Definition einer Abbildung der Punkte P(R) auf Q* benétigt man aller-
dings die folgenden zwei Lemmata, die spezielle Eigenschaften kinematischer Algebren
liefern.

Lemma 7.3.8

Sei R eine kinematische K-Algebra. Jedes links-invertierbare Element ist invertierbar.

Beweis:

Sei x € R links-invertierbar. Dann existiert ein [ € R, sodass lx = 1 gilt. Nach Satz
7.3.2(3) folgt daraus N(I)N(z) = 1. Daher gilt aber N(I) # 0 und N(x) # 0, womit
wiederum nach Satz 7.3.2(3) folgt, dass x und [ invertierbar sind. O

Lemma 7.3.9

Sei R eine kinematische K-Algebra. Seien weiters a und b Nichteinheiten, sodass x, y € R
mit ax + by = 1 existieren. Dann gilt fy(ax,by) = 1.

Beweis:

Nach Satz 7.3.2 sind a und b Nichteinheiten genau dann, wenn N(a) = 0 und N(b) =0
gilt. Damit rechnet man unter der Verwendung von Satz 7.3.2(3) nach,

fn(ax,by) = N(ax + by) — N(ax) — N(by) = 1,

womit die Behauptung gezeigt ist. U
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Damit kénnen wir folgende Abbildung definieren und die Wohldefiniertheit und Injekti-
vitat dieser zeigen.

Satz 7.3.10
Sei R eine kinematische K-Algebra. Die Abbildung 1 sei definiert durch

Y :P(R) = Q: R(a,b) = K(b,a, N(a), N(b)). (7.14)
Dann ist ¢) wohldefiniert und injektiv.

Beweis:

Beginnen wir mit dem Beweis der Wohldefiniertheit. Fiir jeden Punkt R(a,b) aus P(R)
existiert nach Bemerkung 3.1.9 ein unimodularer Repriisentant (c,d) € R?. Nach Lemma
3.1.11 existiert somit ein links-invertierbares r € R, sodass (a,b) = r(c,d) gilt. Nach
Lemma 7.3.8 ist r sogar invertierbar. Daher ist N(r) # 0 und es gilt

K(ba,N(a),N(b)) = K(drre, ]Y(rc), N(rd))
— K(N()(de. N(e). N (@)
= K(dc,N(c),N(d)).

Damit ist gezeigt, dass das Bild nicht von der Wahl des Représentanten abhéngt.

Als néchstes zeigen wir, dass es sich bei jedem Bild tatséichlich um einen Quadrikpunkt
handelt. Dazu muss man zuerst nachpriifen, dass K (ba, N(a), N (b)) fiir R(a,b) € P(R)
iberhaupt ein Punkt des projektiven Raums P(K, V) ist. Angenommen es wiirde gelten
(ba, N(a), N(b)) = (0,0,0), dann wiiren @ und b Nichteinheiten in R. Aulerdem konnen
wir wie zuvor 0.B.d.A. annehmen, dass (a,b) unimodular ist. Daher gibt es z, y € R
mit az + by = 1 und die Bedingungen von Lemma 7.3.9 sind erfiillt. Allerdings gilt
widerspriichlich nach Satz 7.3.2(4)

fx(az,by) = Sp(axgb) = Sp(baxg) = Sp(0) = 0.
Dass es sich um einen Quadrikpunkt handelt, rechnet man nach:

Q(ba, N(a), N(b)) = N(ba) — N(a)N(b)
= N(a)N(b) — N(a)N(b) = 0.

Um schliellich die Injektivitit zu zeigen, seien R(a,b) und R(c,d) zwei Punkte aus P(R)
mit R(a,b)¥ = R(c,d)¥. Daher gibt es ein k € K* mit

(ba, N(a), N(b)) = k(ed, N(c), N(d)).

Betrachten wir zuerst den Fall a € R*. Dann gilt nach Satz 7.3.2(3), dass N(a) # 0 und
damit auch N(c) # 0 bzw. ¢ € R* und k = N(a)N(c)~!. Daher erhélt man

ba = N(a)N(c)'dec = dé¢ ' N(a) = d¢ 'aa.
Daraus ergibt sich aber b = ac™'d und somit

R(a,b) = R(ac (c,d)) = R(c,d).
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Ein analoges Resultat erhilt man fiir den Fall b € R*, womit nur noch der Fall, dass a
und b Nichteinheiten sind, {ibrig bleibt. Wie schon zuvor sei (a,b) 0.B.d.A. unimodular
und es existieren z, y € R mit ax + by = 1. Nach Lemma 7.3.9 gilt somit fy(ax+by) =1
und man berechnet

(a,b) = fn(ax +by)(a,b)
= (byza + axyd)(a,b)
= (byzN(a) + axiba, byzab + axyN (b))
= (byzkN(c) + axykdc, byzked + axijkN(d))

= k(byzc + axyd)(c,d).

Daraus ergibt sich R(a,b) C R(c,d) und die analogen Schritte angewandt auf (c,d)
ergeben die Gleichheit, womit v injektiv ist. O

Nun ist die Punktmenge des Kettenraums iiber £ nicht ganz £, sondern Q*. Im néchsten
Satz untersuchen wir die Bildmenge der Abbildung .

Satz 7.3.11
Fiir die Bildmenge der Abbildung ¢ aus (7.14) gilt

P(R)Y = Q*. (7.15)

Beweis:

Sei zuniichst X = R(a,b) ein Punkt aus P(R). Wir zeigen, dass X¥ kein Doppelpunkt
ist, indem wir eine Element Y € Q finden, sodass X¥ @Y eine Sekante an £ ist. Nach

der Darstellung des Tangentialraums in (7.5) und Lemma 7.3.4 muss fiir ein solches
Y = K(u,s,t) € V mit N(u) = st gelten

0# fo((ba, N(a), N(b)), (u,5,)) = fx(ba,u) — N(a)t — N(b)s.

Fiir den Fall a € R* ist N(a) # 0 und Y = K(0,0,1) ein passender Kandidat. Analog
erhdlt man fiir b € R* den Punkt Y = K(0, 1,0).

Fiir den Fall, dass a und b Nichteinheiten sind, kann man wie schon zuvor (a,b) als
unimodular voraussetzen und es gibt x, y € R mit ax + by = 1. Nach Lemma 7.3.9 gilt
somit

1 = fn(ax,by) = Sp(gbax = Sp(baxy) = fn(ba,yT).

Da N(a) =0 und N(b) = 0 gilt, ist in diesem Fall Y = K(yz, N(x), N(y)) ein passender
Kandidat, und es gilt in jedem Fall X¥ € Q*.

Sei nun umgekehrt P € 9Q* gegeben. Dann gibt es auch hier drei Félle zu unterscheiden.
e Fiir P = K(z,k,1) mit N(z) =k gilt P = R(z,1)¥.
e Fiir P = K(z,1,1) mit N(z) =1 gilt P = R(1,7)¥.
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e Fiir P = K(2,0,0) mit N(z) = 0 (aber x # 0) niitzt man aus, dass P € Q* und
es somit ein Y = K(u,s,t) € Q gibt, sodass P @ Y eine Sekante ist. Mit derselben
Argumentation wie oben gilt somit N(u) = st und fn(x,u) = fo(P,Y) # 0. Daher
gilt auch

0# zfy(x,u) = z(Zu + uxr) = N(x)u + xur = ruz.

Setzt man X = R(x,uZ), dann ergibt sich
XY = K(zux,0,0) = K(fy(z,u)z,0,0) = K(x,0,0) = P.

Aus fy(z,u) = zu + uz # 0 erhdlt man auerdem

<91; 39;) B (fN%c,u) 91:) ((1) _1u) € GLy(R),

womit X tatséchlich ein Punkt aus P(R) ist.

In jedem Fall erhélt man den Punkt P € Q* als Bild eines Punktes aus P(R), womit die
Behauptung gezeigt ist. 0

Damit wissen wir, wie wir die Punktmenge transportieren kénnen. Jetzt kommen wir
zur Frage, was mit den Ketten unter der Abbildung 1 passiert. Die Vorgangsweise dafiir
sieht folgendermafien aus: Wir betrachten zuerst das Bild der ,Standardkette* P(K).
Anschlieflend werden wir die Projektivitaten auf P(R) passend auf Automorphismen des
Kettenraums auf der Quadrik iibertragen. Starten wir also damit zu zeigen, dass das Bild
der Standardkette auch eine Kette im Kettenraum auf £ ist.

Lemma 7.3.12

Sei By = K(1,0,0) ® K(0,1,0)® K(0,0,1) und Cy := P(K) die Standardkette von P(R).
Dann ist Ej eine zuldssige Ebene und es gilt

CY =QnNE,eC). (7.16)

Beweis:

Analog zum Beweis von Lemma 7.3.5 lédsst sich zeigen, dass die Verbindungsgeraden der
Punkte K(1,1,1), K(0,1,0) und K(0,0,1) aus Ey N2 Sekanten sind. Nach Lemma 7.2.4
ist Fy damit zuléssig.

Einerseits ist fiir einen Punkt R(k,l) € Cy das Bild R(k,1)¥ = K(lk,k*1?) ein Ele-
ment der Ebene Ejy. Ist umgekehrt ein Punkt K (k,l,m) € Ey N Q. Dann ist (k,l,m) €
K3\ {(0,0,0} mit k* = Im. Demnach ist entweder [ € K* oder m € K* und man kann
0.B.d.A. I =1 oder m = 1 voraussetzen. Wir betrachten den Fall [ = 1 (der Fall m =1
folgt analog). Dann ist K(k, 1,k?) = R(1,k)¥ und R(1,k) € Cj. O

Nun kommen wir zu den Projektivitdten. Diese transportieren wir zunéchst auf Kollinea-
tionen des projektiven Raums iiber V.
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Lemma 7.3.13

Sei ¢ € PGLy(R) induziert durch die Matrix M = <CCL 2

Bijektion auf dem Vektorraum V' definiert durch

> € GLy(R). Die lineare

M:V =V:(x,kl) — (dea+dlc+ bka+ bac, (7.17)
kN (a) + IN(c) + Sp(zac)

EN(b) + IN(d) + Sp(xbd);

induziert eine Kollineation ¢ auf dem projektiven Raum P(K, V') (vgl. [7], S. 35 f.). Dann
ist die Abbildung
U : PGLy(R) = AutP(K, V) :p— ¢ (7.18)

ein wohldefinierter, injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis:

Identifiziert man den Vektor (z,k,l) € V mit der Matrix (i x)’ kann man leicht

l

nachpriifen, dass M sich schreiben lisst als

M:kj%MTij.
z 1 z 1

In dieser Darstellung sieht man direkt, dass
GLy(R) — Autg (V) : M — M

und damit auch
U : PGLy(R) — AutP(K, V) :p— ¢

: . . . . 0 .
ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir eine Matrix M der Form <a a) mit a € Z(R)*

0
reduziert sich die Abbildung M zu

M:V = V:(x, k1) — Na)(z, k1),

und induziert somit auf P(K, V') die Identitiat. Nach Satz 3.2.4 folgt, dass ¥ wohldefiniert
ist.

Fiir den Beweis der Injektivitdt betrachtet man den Kern der Abbildung W. Wie man
leicht nachrechnen kann, induziert M genau fiir M = (g 2) mit a € Z(R)* die Identitét
auf P(K, V'), womit W injektiv ist. O
Als néchstes wollen wir iiberpriifen, wie die transportierten Projektivitéiten auf der Qua-

drik wirken. Dazu betrachten wir die Wirkung auf die quadratische Form Q.
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Lemma 7.3.14

Sei ¢ € PGLy(R) induziert durch die Matrix M = (CCL Z

Bijektion M wie in Lemma 7.3.13 erklirt. Dann gilt fiir alle Elemente (z, k,1) € V

) € GLy(R) und die lineare

Q((w, k,DM) = (N(a)N(d) + N(B)N(c) — Sp(dcab)Q((w, k,1)) = ez Q((x, k,1)) (7.19)

mit ¢y, € K*. Daraus ergibt sich

Q% =90, (7.20)
womit ¢ eingeschriankt auf die Menge 9Q* ein Element aus Aut¥(9Q) ist.

Bewezs:

Der Beweis erfolgt durch direktes Berechnen des Bildes von (z,k,l) € V unter M und
anschlieender Anwendung der quadratischen Form Q.

Da M € GLy(R) invertierbar ist, muss fiir M1 in (7.19) der Faktor ¢y, 1 invers zu ¢
sein. Daher gilt fiir alle v € V

Q(v) =0 & Q™) =0,

was gleichbedeutend mit Q% = £ ist. Nach Lemma 7.2.7 ist ¢ |+ somit ein Element aus
AutX(9Q). O

Im Folgenden wird der Einfachheit halber nicht zwischen ¢ und ¢ |« unterschieden. Nun
haben wir die Gruppe der Projektivititen auf P(R) mit ¥ auf Elemente aus AutX(Q)
abgebildet. Es ist aber nicht augenscheinlich klar, wie diese Abbildung mit der zuvor fiir
die Punkte P(R) definierte Abbildung ¢ zum Transport auf 9Q* zusammenwirkt. Den
Zusammenhang der beiden Abbildungen liefert das folgende Lemma.

Lemma 7.3.15

Fiir ¢ € PGL2(R) sei ¢ wie in Lemma 7.3.13 erkldrt. Weiters sei ¢ die Abbildung aus
Satz 7.3.10. Dann gilt

ph = . (7.21)
Das heiBt die Permutationsgruppen (PGLy(R),P(R)) und (PGLy(R)¥,Q*) sind &hnlich.

P(R) —— P(R)

oLl

Q* —¢> D*

Beweis:
Sei ¢ induziert von der Matrix M = (OCL d)’ dann wird ¢ induziert von
MV SV (k x) %MT<k ”“”)M.
x 1 x
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Fiir einen Punkt R(x,y) aus P(R) berechnet man einerseits
R(z,y) > R(za+yc,xb+ yd)
R K((zb+ yd)(za + yc), N(xa + yc), N(xb + yd)),

und andererseits

R(z,y) * K(jz,N(z),N(y))
5 =71 (N(x) Ty
B M < - ) M
yr  N(y)
_ ( N(za+ yc) (za + yc)(xb + yd))
(xb+ yd)(xa + yc) N(xb+ yd)
Damit folgt die Behauptung. O

Da wir nun gesehen haben, dass die Standardkette aus (K, R) unter ¢ in eine Kette und
Projektivitdten von P(R) in Automorphismen des Kettenraums () iibergehen, ergibt
sich nun automatisch, was mit den restlichen Ketten von (K, R) unter 1 geschieht.

Satz 7.3.16

Fiir alle Ketten C' der Kettengeometrie (K, R) ist das Bild unter ¢ aus (7.14) eine Kette
aus C(9Q).

Bewesis:
Sei C € C(K,R), dann gilt C' = C{, wobei C; die Standardkette P(K) und ¢ eine
Projektivitiit von P(R) bezeichnet. Nach Lemma 7.3.12 ist Cf = C” eine Kette aus C(Q).
Nach Lemma 7.3.15 gilt

oY = C(s)m/) _ C(I)Z}s?? el
Da ¢ ein Element aus AutX(Q) ist, ist C* somit eine Kette aus C(Q). O

Bevor wir zum Beweis der Hauptaussage dieses Abschnitts kommen, fehlt nun nur noch
die Antwort auf die Frage, was mit distanten Punkten unter der Abbildung v geschieht.

Lemma 7.3.17
Fiir je zwei Punkte X und Y aus P(R) gilt

XAY & XYAYY. (7.22)

Beweis:
Seien X und Y zwei distante Punkte. Da PGLy(R) transitiv auf der Menge P(R) operiert
und man nach Lemma 7.3.15 und Lemma 7.3.14 fiir jedes ¢ € PGLy(R) ein ¢ € AutX(Q)
konstruieren kann, welches die Distanz erhilt, kann man 0.B.d.A. von X = R(1,0) und
Y = R(a,b) ausgehen. Dann gilt
XAY & beR < N(b) #0

& fo((0,1,0), (ba, N(a), N(b))) = —N(b) #0

& XY@ YV ist eine Sekante

s XYAYY,
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womit die Behauptung gezeigt ist. 0

Damit kommen wir zum Hauptresultat des Abschnitts.

Satz 7.3.18

Sei R eine kinematische Algebra iiber dem Korper K und £ die projektive Quadrik
definiert iiber die quadratische Form aus Lemma 7.3.4. Dann ist die Abbildung v aus
(7.14) ein Isomorphismus der Kettenrdume (K, R) und 3(£). Der Kettenraum auf der
Quadrik 9 ist die so genannte Hotje-Darstellung der Kettengeometrie ¥( K, R).

Beweis:

Aus Lemma 7.3.17 folgt bereits, dass ¢ ein Morphismus von Distanzraumen ist. Wei-
ters gilt nach Satz 7.3.16, dass ¢ ein Isomorphismus von Inzidenzstrukturen ist. Fiir die
Eigenschaft eines Isomorphismus von Kettenrdumen fehlt nur noch zu zeigen, dass jede
Kette aus C(Q) das ¢-Bild einer Kette aus C(K, R) ist.

Sei also C'= (XY Z) € C(Q) eine Kette, festgelegt durch drei paarweise distante Punkte
X, Y und Z. Dann sind nach Lemma 7.3.17 aber auch X¥ ', Y¥ ' und Z¥ ' paarweise
distant und bestimmen eine Kette C’ = (X¥ ', Y¥ ', Z¥™") € C(K, R). Nach Satz 7.3.16
ist C" nun aber auch eine Kette in C(Q), welche die Punkte X, Y und Z enthilt. Nach
(K2) in £(9Q) gilt damit C' = C", womit die Behauptung gezeigt ist. O

7.4 Hotje-Darstellung spezieller Kettengeometrien

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir fiir die drei Beispiele aus Kapitel 5 die Hotje-
Darstellung nachrechnen. Da im Kapitel 5 bereits demonstriert, ist zu erwarten, dass fiir
die Algebra C eine Kugel, fiir die Algebra der dualen Zahlen R(e) ein Zylinder und fiir
die Algebra R x R ein einschaliges Hyperboloid das Ergebnis ist. Alle Algebren werden
dabei iiber dem Korper R betrachtet.

Es werden im Folgenden die Elemente von C und R(e) in kanonischer Weise mit R x R
identifiziert und die Koordinaten des vierdimensionalen Vektorraums V in allen Féllen
mit (xg,x1, T2, x3) bezeichnet. Die quadratische Form ) aus Lemma 7.3.4 schreibt sich
somit als

Q:V =V :(xg,x1,29,23) — N((x0,21)) — T2x3.

Die Berechnung der Quadrik in den einzelnen Fillen besteht damit nur im Einsetzen der
entsprechenden Norm aus Beispiel 7.3.3.

e Beginnen wir mit der Algebra C iiber R. In diesem Fall erhélt man fiir die Quadrik
Q = {R(zo, 71,22, 23) € P(R,RY) | 2§ + 27 — 2013 =0} .
Durch einen Koordinatenwechsel, den man leicht nachrechnen kann, erhdlt man
Q = {R(zo, z1,22,23) € P(R,R?) | =2 + 27 + 23 + 23 =0},
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was in affinen Koordinaten der Einheitskugel mit der Gleichung
2?4+ =1
entspricht.
Fiir die Algebra R(e) gilt fiir die Quadrik
Q = {R(zo, 1,22, 23) € P(R,R*) | 2§ — 2005 =0} .
Durch einen Koordinatenwechsel berechnet man in diesem Fall
Q = {R(wo, 1,22, 23) € P(R,R*) | —2f + 27 + 23 = 0},
was in affinen Koordinaten dem Zylinder mit der Gleichung
=1
entspricht.
Zum Schluss erhélt man fiir die Algebra R x R die entsprechende Quadrik
Q = {R(wo, 71,22, 23) € P(R, RY) | mow; — 20w3 = 0}.
Abermalige Anwendung eines Koordinatenwechsels liefert die Darstellung
Q = {R(zo, 21,22, 23) € PR, RY) | =2 + 27 + 25 — 23 =0},
was in affinen Koordinaten dem einschaligen Hyperboloid mit der Gleichung
Py - =1

entspricht.
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