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Zusammenfassung

Ziele dieser Arbeit sind eine mathematische Beschreibung der Simulationsumgebung Simulink
und die Darstellung von Modellen in dieser Umgebung, sowie die Einbindung von Simulink
auf einem Webserver. Um dies mathematisch korrekt zu gestalten, wird in den ersten beiden
Kapiteln eine Einfiihrung in die Graphentheorie gegeben und davon ausgehend eine Definition
von Signalflussgraphen gegeben.

Anschlieflend wird die zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Systemtheorie fiir lineare zeitinva-
riante Systeme formuliert. Es wird eine Charakterisierung dieser Systeme vorgenommen und
die unterschiedlichen Darstellungsformen werden analysiert. Um das Konzept auf nichtlineare
Systeme zu erweitern, folgt ein Kapitel iiber numerische Losungverfahren von gewdhnlichen
Differentialgleichungen.

Es zeigt sich, dass die Systemtheorie zur Modellbeschreibung herangezogen wird, die Simulation
hingegen mit der numerische Losung der Differentialgleichungen im Zeitbereich arbeitet.

Aufbauend auf diesen theoretischen Grundlagen wird die Simulationsumgebung Simulink ein-
schlieBlich der darin beteiligten Modelle, sowie die Konfiguration der Simulationsparameter,
beschrieben.

Den Abschluss der Arbeit bildet ein Abschnitt iiber die Einbindung von Simulink auf einem
Webserver, welcher eine Plattform fiir interaktive Experimente darstellt. Dort stehen typi-
sche Experimente der mathematischen Modellbildung und Simulation aus unterschiedlichsten
technisch-naturwissenschaftlichen Bereichen bereit, welche MATLAB und Simulink als Simu-
lationsumgebung verwenden.

Abstract

This thesis is about a mathematical description of the simulation environment Simulink. It
starts with the definition and the characterisation of graphs and their extension to signal flow
graphs. This mathematical background is necessary to understand the model description in
Simulink.

The next part of the thesis consists of the system theory for characterising continuous and
discrete linear time invariant systems. This theory combined with signal flow graphs is used
to specify these systems. Furthermore the theory of numerical solutions for ordinary differen-
tial equations is introduced which is used to consider numerical simulations. These numerical
methods are fundamentally to simulate linear and nonlinear systems in Simulink.

Based on the theoretical background the simulation environment Simulink and its models are
introduced and the configuration of simulation parameters is studied.

The closing chapter describes the implementation of Simulink at the MATLAB-based MMT-
Server which offers a web—interface to make interactive experiments in a natural scientific and
technological setting.
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Kapitel 1

Einleitung

Dieses erste Kapitel soll eine Einleitung und Zielsetzung fiir die folgende Arbeit darstellen, sowie
ein Abriss fiir das Dokument an und fiir sich sein. Es werden zuerst die Umsténde beschrieben,
welche zur Formulierung dieses Diplomarbeitsthemas gefithrt haben. Ferner wird ein kurzer
Uberblick iiber die einzelnen Kapitel, den Aufbau und den Inhalt dieser Arbeit gegeben, sowie
deren Zusammenhang hinsichtlich der Darstellung des Themas als Ganzes motiviert.

Ausgangspunkt des Themas ist der sogenannte MMT—Server, wobei MMT fiir Mathematics,
Modelling and Tools steht. Der Server stellt ein Webinterface fiir interaktive Experimente mit
MATLAB dar und dient dazu, Grundkonzepte der mathematischen Modellbildung und Simu-
lation in diesem Fachgebiet mit demonstrativen Beispielen zu vermitteln.

MATLAB bietet eine Vielzahl von Toolboxen an, welche auf diverse technisch—naturwissen-
schaftliche Fachgebiete zugeschnitten sind und so spezielle Werkzeuge fiir diese Bereiche sind.
Eine dieser Toolboxen ist Simulink. Diese unterscheidet sich aber grundsétzlich von MATLAB,
da sie eine Oberfliache fiir grafische Modellbildung anbietet.

Da Simulink in vielen Disziplinen verwendet wurde, hat sich die Anzahl der Toolboxen, welche
Simulink selbst erweitern, drastisch erhoht, was dazu fithrte, dass Simulink als eigensténdiger
Simulator betrachtet wird. Wohl ist MATLAB hier immer noch im Hintergrund beteiligt, jedoch
ist der Ausgangspunkt fiir die Simulation das Modell in Simulink.

Die Bedeutung von Simulink und von graphisch basierten Simulatoren im Allgemeinen hat dazu
gefiihrt, dass auf dem oben beschriebenen MMT-Server auch Simulink als Simulator integriert
werden musste. Das Resultat dieser Erweiterung ist Inhalt der vorliegenden Diplomarbeit mit
dem Titel ,,Analyse und Simulation dynamischer Systeme in Simulink mit Web—Interface®.
Darin wird die Simulation dynamischer Systeme in Simulink mathematisch untersucht und
analysiert, sowie die Einbindung von Simulink als Simulator mit Webinterface am MMT—Server
vorgestellt.

Zum Einstieg in dieses Thema sei die Definition von dynamischen Systemen gegeben. Oft wird
die Meinung vertreten, dass ein dynamisches System ein System darstellt, welches durch Diffe-
rentialgleichungen beschrieben wird. Das ist jedoch nicht korrekt, da ein dynamisches System
auch ohne eine Differentialgleichung definiert werden, jedoch unter gegebenen Voraussetzungen
mit Differentialgleichungen in Zusammenhang gebracht werden kann.



Definition 1.1. Seien 7' und X # () Mengen, wobei T € {Ny, Z, R¢, R}, und sei g: Tx X — X
eine Abbildung, fiir welche mit x € X und t1,t, € T gilt

(a) 9(0,z) ==,
(b) g(thg(t%x)) = g(t1 +t2,5L‘).

Das Trippel (T, X, g) heiBt dynamisches System, welches fiir T € {Ng, Z} als zeitdiskret und
fur T € {Ro, R} als zeitkontinuierlich bezeichnet wird. X heifit der Zustandsraum und g der
Fluss. Um im Folgenden Operationen beziiglich ¢ und x besser voneinander unterscheiden zu
kénnen, wird die Schreibweise

gi(x) = g(t, )

eingefiihrt.

Bemerkung 1.2. Die Bezeichnung von X als Zustandsraum legt den Verdacht nahe, dass es
sich hier um einen Vektorraum handle, was in technisch-naturwissenschaftlichen Anwendungs-
beispielen in der Regel auch zutrifft. Fiir die Definition eines dynamischen Systems ist diese
Forderung jedoch nicht notwendig. Es bedarf lediglich einer Operation +: T' x T" — T, um die
Anforderung in Definition 1.1 (b) an die Abbildung g stellen zu kénnen. Die Bedingung (b) in
Definition 1.1 wird als Habgruppeneigenschaft bezeichnet.

Satz 1.3. Sei + eine kommutative Verkniipfung auf 7. Dann gilt fiir ¢,t,t, € T

(a) go =id,
(b) gt14t2 = Gt1 © Gts = Gt © Gt
(C) 9;1 =0

Beweis. (a)—(c) gilt wegen

gt (9—t($0)) =g-t (gt(l’o)) = go(xo) = (9;1 ° gt)(xo) = (gt ° 9{1)(950)-
O
Ein dynamisches System muss nicht durch Differentialgleichungen beschrieben werden, was im

Fall eines zeitdiskreten Systems auch offensichtlich ist. Im zeitkontinuierlichen Fall T’ € {R, R}
kann hingegen schon eine Beziehung bestehen, wie der folgende Absatz zeigt.

Sei #: R — R", x € C'(R) und sei g einmal stetig differenzierbar. Mit x(0) = z und dem
Zusammenhang x(t) = g;(zo) betrachtet man

%x(t) = lim l(gt+h(flfo) — gi(w0)) = ((hm %(gh - id)) © gt) (o) =

h—0 h h—0
0
o) () = (39
— ot

- (o ) e

Bei zeitkontinuierlichen dynamischen Systemen mit entsprechenden Voraussetzungen an z und
g kann das dynamische System also durch

t=0

C0)=f6), mic 7o) = ( o

)(0),

t=0



beschrieben werden. Aus diesem Grund wird g als Fluss, genauer als Fluss zu diesem Differen-
tialgleichungssystem, bezeichnet.

Nach dieser Definition von dynamischen Systemen, inklusive der Beschreibung des Zusammen-
hangs von zeitkontinuierlichen dynamischen Systemen und Differentialgleichungssystemen, soll
nun der weitere Aufbau der Arbeit in den folgenden Kapiteln beschrieben werden.

Kapitel 2 und 3 haben zum Ziel, die Grundlagen fiir die Beschreibung von Modellen in Simulink
zu schaffen. In dieser Simulationsumgebung werden Modelle durch Signalflussgraphen beschrie-
ben, welche an anderer Stelle noch mit zusétzlichen Elementen kombiniert werden. Es wird
zuerst klassische Graphentheorie betrieben, welche anschlieBend auf die Theorie eines Signal-
flussgraphen erweitert wird. In diesem Kapitel 3 wird auch der Begriff des Signalraums, wel-
cher im Wesentlichen mit quadratisch integrierbaren Funktionen zusammenhéngt, eingefiihrt.
Weiters wird das Konzept der Abtastung erlautert, welches weiter unten fiir die zeitdiskreten
Modelle und der Implementierung der Simulation auf einem Digitalrechner von grolem Inter-
esse ist. Aulerdem werden erste Elemente eines Signalflussgraphen vorgestellt, die in Simulink
elementare Komponenten darstellen.

Das anschlieBende Kapitel 4 iiber lineare zeitinvariante Systeme ist grundlegend fiir die Be-
schreibung von Modellen in Simulink. Es wird die Systemtheorie eingefiihrt und eine Reihe von
Beschreibungsmoglichkeiten fiir lineare zeitinvariante Modelle angegeben. Die vorerst lineare
Systemtheorie wird in Kapitel 6 auf nichtlineare Systeme und deren Beschreibung erweitert.
Obgleich die lineare Theorie oftmals nicht ausreicht, stellt sie grundlegende Methoden, Werk-
zeuge und Beschreibungen zur Verfiigung, welche spéter erweitert, ausgebaut und verallgemei-
nert werden. Es werden sowohl zeitkontinuierliche als auch zeitdiskrete Systeme beschrieben.
Mit diesen Konzepten ausgestattet ist es mdglich, Modelle in Simulink als Signalflussgraphen
aufzufassen. Dies ermdglicht es, alle bekannten Algorithmen der Graphentheorie zur informati-
onstechnischen Modellbeschreibung verwenden zu konnen.

Eines der zentralsten Elemente eines numerischen Simulators liefert Kapitel 5. Fiir lineare Syste-
me bietet die Systemtheorie elegante Beschreibungs— und Berechnungsmethoden. Sowohl lineare
als auch nichtlineare zeitkontinuierliche Systeme vereint die Eigenschaft, durch Differentialglei-
chungssysteme beschrieben werden zu konnen. Dieses Kapitel zeigt die numerische Behandlung
dieser Differentialgleichungssysteme und stellt damit ein Werkzeug dar, welches lineare als auch
nichtlineare Systeme handhaben kann. Es werden Losungsverfahren fiir Anfangswertprobleme
gewohnlicher Differentialgleichungen vorgestellt, wobei der Fokus auf Methoden liegt, die spéter
in der Simulationsumgebung wiederkehren.

Obgleich die lineare Systemtheorie duflerst elegante Beschreibungsmethoden mit der Laplace—
Transformation anbietet, wird in der Simulationsumgebung immer das zugrundeliegende Dif-
ferentialgleichungssystem simuliert. Die oben erwahnten Beschreibungsformen sind also fiir die
Modellbildung unerlésslich, fiir die numerische Berechnung der Ergebnisse in der Simulation ist
hingegen das numerische Losen der Differentialgleichungen erforderlich. Dieser Umstand macht
es moglich, auch nichtlineare Systeme beschreiben zu konnen. In einem der Unterkapitel wird
speziell ein Blick auf die Losungsverfahren geworfen, die bei der Simulation in Simulink eine
wichtige Rolle spielen.

In Kapitel 6 wird schlielich die Simulationsumgebung Simulink dargestellt. Es werden der Si-
mulator, diverse Simulationsparameter sowie Elemente von Simulink vorgestellt. Zum besseren
Versténdnis werden einige Beispiele gezeigt, welche die Darstellung diverser Begriffe illustrie-



ren. Zuséatzlich werden Systeme vorgestellt, welche in den vorangegangenen Kapiteln bereits
theoretisch beleuchtet wurden.

Das inhaltliche Ende stellt Kapitel 7 dar. In diesem wird das Einbinden von Simulink in den
MMT-Server erlautert und einige Experimente, welche mit Simulink als Simulator am Server
implementiert sind, erklart. Die Auswahl der Experimente beruht auf der Abdeckung eines
breiten technisch—naturwissenschaftlichen Themenbereichs, um die weitverbreitete Anwendung
von Simulink in unterschiedlichsten physikalischen Doménen zu unterstreichen.

Den Abschluss der Arbeit bilden einige abschlieBende Bemerkungen in Kapitel 8. In diesem
werden eine kurze Zusammenfassung, einige inhaltliche Anmerkungen, sowie ein Ausblick auf
mogliche Fortsetzungen dieser Arbeit hinsichtlich thematischer Inhalte und der Erweiterung des
MMT-Servers geboten. Im Anhang befinden sich inhaltliche Ergénzungen, welche an diversen
Stellen als Hilfsmittel oder Hilfssétze herangezogen werden.



Kapitel 2

Gerichtete und gewichtete Graphen

Dieses Kapitel behandelt die Graphentheorie, welche im darauffolgenden Kapitel zur Definition
von Signalflussgraphen bendtigt wird. Diese Signalflussgraphen werden dann schlielich zur
Beschreibung von Modellen in Simulink verwendet.

2.1 Grundlegende Definitionen und Sétze

Definition 2.1. Sei V = V(@) die Knotenmenge und E = E(G) die Kantenmenge. Dann
heit G = (V, E) ein Graph und es ist e € E(G) eine Kante. Die Kante heifit gerichtet, wenn
diese durch ein geordnetes Paar e = (vy,v) von Knoten vy,v, € V(G), dem Anfangsknoten
vy und dem Endknoten vy, dargestellt wird. Die Kante heif3t ungerichtet, wenn diese durch ein
ungeordnetes Paar e = (v, vy) von Knoten vy, vy € V(G) dargestellt wird.

Weiters trifft man die folgenden Begriffsdefinitionen:
(a) Eine Kante der Form (v,v) oder (v,v) heifit eine Schlinge.

(b) Sind zwei Knoten v,w € V(G) durch eine Kante e verbunden, so heien diese adjazent.
Die Knoten v, w inzidieren mit der Kante e, die sie verbindet.

(c¢) Ein Graph G = (V, E) heifit schlicht oder einfach, wenn dieser keine Schlingen besitzt.

Es ist grundsétzlich auch moglich, Mehrfachkanten zu betrachten, also dass es mehr als eine
Kante zwischen denselben Knoten gibt. Dies ist hier aber wegen der Identifizierung mit Paaren
von Knoten nicht moglich und wird spéter nicht gebraucht.

Definition 2.2. Sei G = (V, E') ein ungerichteter, schlichter Graph. Die Menge der zu v € V(G)
adjazenten Knoten
I'v)={w e V(G): (v,w) € E(G)}

heilen Nachbarn von v. Die Anzahl der Nachbarn von v € V(G)

heifit der Knotengrad von v € V(G).
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Definition 2.3. Sei G = (V| E) ein gerichteter Graph. Die Elemente von
I'(v) = {v e V(G): (v,w) € B(G)}
heiflen Nachfolger des Knotens v € V(G) und die Elemente von
I~ (v) = {v € V(G): (w,v) € E(G)}
heiflen Vorginger des Knotens v € V(G). Es bilden
I'(v)=T*(w)Uul' (v)

die Nachbarn von v € V(G). Die Anzahl d*(v) = |I'"(v)| heiBt der Weggrad von v € V(G) und
die Anzahl d~(v) = |I"~(v)| heiit der Hingrad von v € V(G).

Bemerkung 2.4. Bei der Definition fiir gerichtete Graphen sind Schlingen zugelassen, beim
ungerichteten Graphen wiirde die Zulassung von Schlingen zur doppelten Zahlung fithren.

Satz 2.5. In einem ungerichteten schlichten Graphen G = (V, E) gilt
Z d(v) = 2[E(G))|,
veV (G
in einem gerichteten Graphen gilt
Z dt(v)= Y d (v)=|E(G)|.
veV (G veV(Q)
Definition 2.6. Ein Graph G’ = (V' E’) heiit ein Teilgraph eines Graphen G = (V, F), wenn
V' CV und E' CFE

gilt. In diesem Fall notiert man G’ C G.

Definition 2.7. Speziell die Kanten betrachtend werden die folgenden Definitionen getroffen:

(a) Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit den Kanten ey, e,..., e, € E(G). Es heifit
(er) eine Kantenfolge, wenn Knoten v, vy, vg, ..., vp_1,w € V(@) existieren mit

€1 = (U,U1)7 €2 = (01,02), ceey Cp—1 = (Uk—2,Uk—1), €L = (Uk—law)'

Die Anzahl k heifit die Ldinge der Kantenfolge. Eine Kantenfolge der Lange 0 besteht aus
keiner Kante und wird als leere Kantenfolge bezeichnet, welche jeden Knoten mit sich
selbst verbindet, also eine Schlinge darstellt.

(b) Sei G = (V, F) ein gerichteter Graph mit den Kanten ey, e, ..., e, € E(G). Es heifit (ey)
eine Kantenfolge, wenn fiir je zwei aufeinanderfolgende Kanten e, und ey mit 1 < 5 < k
der Endknoten von e; mit dem Anfangsknoten von e;; iibereinstimmt, d.h. es existieren
Knoten v, v1,v9, ..., v5_1,w € V(G) mit

€1 = <U,U1>, €y = (01,U2>, sy Cp—1 = <Uk—27Uk—1>7 €k = <?Jk;—1,w>-

Die Anzahl k der Kantenfolge heifit Ldnge.
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(c) Eine Kantenfolge (ej) heifit Kantenzug, wenn alle Kanten e; mit 1 < j < k voneinander
verschieden sind.

(d) Eine Kantenfolge (ej) heifit Weg, wenn alle Knoten, die mit den Kanten e; mit 1 < j <k
inzidieren, voneinander verschieden sind.

(e) Eine Kantenfolge (ej) heifit geschlossen, wenn diese einen Knoten v € V(G) mit sich
selbst verbindet.

(f) Eine geschlossene Kantenfolge in einem ungerichteten Graphen heifit Kreis, wenn alle
Knoten der Kantenfolge mit Ausnahme des Anfangsknotens, der mit dem Endknoten
iibereinstimmt, voneinander verschieden sind und keine Kante mehrfach durchlaufen wird.

(g) Eine geschlossene Kantenfolge in einem gerichteten Graphen heifit Zyklus, wenn alle Kno-
ten dieser Kantenfolge mit Ausnahme des Anfangsknotens, der mit dem Endknoten iiber-
einstimmt, voneinander verschieden sind.

(h) Ein gerichteter Graph G heifit azyklisch, wenn er keine Zyklen enthélt.

Satz 2.8. Sind in einem Graphen zwei Knoten durch eine Kantenfolge verbunden, so existiert
auch mindestens ein Weg, der diese zwei Knoten miteinander verbindet. Existiert eine geschlos-
sene Kantenfolge positiver Lénge, so existiert auch ein Kreis bzw. Zyklus positiver Lénge.

Definition 2.9. Zwei Graphen Gy = (V1, E1) und Gy = (Vs, Es) heiflen isomorph, wenn eine
bijektive Abbildung
v: V(Gy) = V(Gy)

existiert, sodass eine Kante (v,w) bzw. (v,w) genau dann in F(G;) enthalten ist, wenn die
Kante (¢(v), p(w)) bzw. (¢(v), p(w)) in E(G2) enthalten ist.

Definition 2.10. Eine Kantenfolge (ej) eines Graphen G heifit eine Eulersche Linie, wenn sie
jeden Knoten und genau einmal jede Kante durchléduft.

2.2 Adjazenzmatrix und Inzidenzmatrix eines Graphen

Definition 2.11. Sei G = (V, E) ein Graph mit der Knotenmenge V(G) = {v1,vq,...,0,}.
Die Matrix A(G) = (aij)1<i j<n, gegeben durch

o 1 fir (v,v5) € E(G) bzw. (v;,v;) € E(G),
? 0 sonst,

heifit Adjazenzmatriz des Graphen G.

Korollar 2.12. Die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen ist symmetrisch und es gilt:
(a) Schlingen eines Graphen haben in den Eintragen der Hauptdiagonale eine 1 zur Folge.
(b) Schlichte Graphen haben eine verschwindende Hauptdiagonale.

(c) Mit Hilfe der Adjazenzmatrix lassen sich die Knotengrade direkt ablesen.



2.83. Zusammenhang von Graphen 8

Satz 2.13. Sei A(G) = (aij)1<ij<n die Adjazenzmatrix eines Graphen G = (V, E) mit der
Knotenmenge V(G) = {v1,...,v,}. Ist G ungerichtet und schlicht, so gilt

d(UfL) = Z Q5 = Zaﬁ.
j=1 j=1
Ist G gerichtet, so gilt
d+(1}i) = Z Qi und d- (Uz) = Z Qji.
j=1 j=1

Definition 2.14. Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotenmenge V(G) = {vy,...,v,} und Kan-
tenmenge F(G) = {e1,...,emn}.

(a) Ist G ein ungerichteter schlichter Graph, so heifit die Matrix B(G) = (b;j)1<i<n,1<j<m.
gegeben durch

1 wenn v; mit e; inzidiert,
bij -
0 sonst,

Inzidenzmatriz des Graphen G.

(b) Ist G ein gerichteter Graph, so heifit die Matrix B(G) = (b;;)1<i<n,1<j<m, gegeben durch

1 wenn v; Anfangsknoten von e; ist,
bij =4 -1 wenn v; Endknoten von e; ist

0 sonst

Inzidenzmatriz des Graphen G.

2.3 Zusammenhang von Graphen

Definition 2.15. Sei G = (V| F) ein ungerichteter Graph. G heifit zusammenhdngend, wenn
es zwischen je zwei Knoten v, w € V(G) einen Weg gibt.

Die maximal zusammenhéngenden Teilgraphen eines ungerichteten Graphen G heiflen Zusam-
menhangskomponenten von G.

Definition 2.16. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. G heifit stark zusammenhdingend, wenn
fiir je zwei Knoten v, w € V(G) gerichtete Wege von v nach w und w nach v existieren.

Die maximal stark zusammenh&ngenden Teilgraphen eines gerichteten Graphen G heiflen starke
Zusammenhangskomponenten oder Komponenten des starken Zusammenhangs von G.

Definition 2.17. Sei G ein gerichteter Graph. Der ungerichtete Graph G, bestehend aus der
selben Knotenmenge V(G,) = V(G) wie G und der Festlegung

(v,w) € E(Gy) = (v,w) € E(G) oder (w,v) € E(G),
heifit der Schatten des Graphen G.
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Beim Schatten eines gerichteten Graphens werden also gerichtete Kanten durch ungerichtete
ersetzt.

Definition 2.18. Ein gerichteter Graph G heifit schwach zusammenhdngend, wenn der Schat-
ten G, zusammenhéngend ist. Damit sind schwache Zusammenhangskomponenten die Zusam-
menhangskomponenten von G,,.

Definition 2.19. Sei G ein Graph.
(a) Ein schlichter Graph G, der keine Kreise enthélt, heifit Wald.
(b) Ein Wald G, der zusammenhéngend ist, heiit Baum.

Korollar 2.20. Die Zusammenhangskomponenten von einem Wald sind Baume.

Definition 2.21. Sei T ein Baum.

(a) Wird ein Baum von einem ausgezeichneten Knoten r € E(T') aus betrachtet, so bezeichnet
man diesen Knoten als Wurzel.

(b) Ein Baum 7" mit einer ausgezeichneten Wurzel heifit Wurzelbaum.

(c) Ein Knoten b € V(T) eines Wurzelbaumes 7" mit Knotengrad d(b) = 1 heiit externer
Knoten oder Blatt. Alle anderen Knoten v € V(T') heilen interne Knoten.

Definition 2.22. Ein ungerichteter, schlichter Graph mit n € N Knoten, bei dem jeder Knoten
mit jedem anderen Knoten durch eine Kante verbunden ist, heifit der vollstindige Graph C,.

2.4 Gewichtete Graphen

Definition 2.23. Sei G = (V, E) ein Graph und sei w: E — R{. Das Tripel (V, E,w) heifit
gewichteter Graph oder bewerteter Graph und w die Gewichtsfunktion.

Definition 2.24. Sei (V, E, w) ein gewichteter Graph und (e;) eine Kantenfolge des Graphen.
Das Gewicht der Kantenfolge ist definiert als

k

w((ex)) = Z w(eg).

i=1
Definition 2.25. Sei (V, E,w) ein gewichteter Graph.
(a) Der Abstand d zwischen den beiden Knoten x,y € V(G) ist definiert als

d(z,y) = r(nigl{w((ek)) . (ex) ist Kantenfolge mit e; = z und e, = y}.
ek

(b) Fiir jede Teilmenge F' C G heifit

das Gewicht von F.



2.4. Gewichtete Graphen 10

Fiir Graphen gibt es graphische Visualisierungen, die meist in Form von Punkten und Linien-
ziigen erfolgen. Liegt ein gewichteter Graph vor, so wird dieses Gewicht an der betreffenden
Kante notiert, vergleiche Abbildung 2.1 (a). Eine alternative Darstellung wird in Abbidung 2.1
(b) gezeigt. Hier ist das Gewicht als Figenschaft der Kante integriert, was weiter unten die
Formulierung von Gleichungen bei Signalflussgraphen erlaubt.

(a) (b)

w(ey,) Vg Vk+1
— Q@ —
Uk Uk+1

Abbildung 2.1: Visualisierung einer Kante e, in gerichteten gewichteten Graphen: (a) klassische
Darstellung, (b) alternative Darstellung



Kapitel 3

Signalflussgraphen

Der Abschnitt Signalflussgraphen bildet den ersten Teil der Beschreibung des Zusammenhangs
zwischen Graphen— und Systemtheorie. Graphentheorie kann dazu herangezogen werden, lineare
zeitinvariante Systeme, welche in Abschnitt 4 betrachtet werden, zu beschreiben. Dies stellt die
Grundlage der graphischen Modellbeschreibung in Simulink dar.

3.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Definition 3.1. Sei G,, = (V,E,w) ein gerichteter und gewichteter Graph mit der Kno-
tenmenge V' = {vq,...,v;}, der Kantenmenge F = {ey,...,e,} und der Gewichtsfunktion
w: E — Ry . Ferner sei X = {x,..., 2} mit z; € R fiir i = 1, ..., k. Die Abbildung

/,LIV%X, Vi — &

ordnet jedem Knoten v; einen Wert z; zu. Die Werte x; = p(v;), z¢ = p(v,) der Menge X
stehen dabei iiber die Gewichtsfunktion w geméaf

ze = ;- w(ey),

wenn e; = (v;,ve) gilt, zueinander in Relation. Enden an einem Knoten v, mehr als eine
gerichtete Kante e, also gilt fir »r € N

e; = (vj,ve), €jy1 = (Vjs1,00) 5 -y €j4r = (Vjsr, V)
so gilt fiir z, die Relation

T
Te = ij+s W (€j4s)-
s=0

Es heifit S = (G, p) ein Signalflussgraph.

Fiir Signalflussgraphen gibt es ebenfalls eine graphische Visualisierung, welche jener der gerich-
teten und gewichteten Graphen dhnlich ist. In Abbildung 3.1 sind zwei alternative Visualisie-
rungen des Ausschnittes eines Signalflussgraphen dargestellt, sowie der Fall, dass ein Knoten v,
zweifacher Zielknoten ist.

11
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() (b) (c)
w(ejr)
x; w(e;) Xy Lj @ Ty x; w(e;) Ty
—— >0— [ @
U Ve

Abbildung 3.1: Visualisierung eines Ausschnittes eines Signalflussgraphen: (a) klassische Dar-
stellung, (b) alternative Darstellung, (c¢) zweifacher Zielknoten

Der Name Signalflussgraph stammt von der Idee, dass die Werte der Menge X = {xy,...,2,}
Signalwerte repréasentieren, welche durch Gewichtsfunktionen im Laufe des Flusses durch den
Graphen manipuliert werden. Dieses Prinzip findet sich bei Simulink wieder.

Ein einfaches Beispiel soll diese Idee illustrieren.

Beispiel 3.2. Betrachtet wird ein Signalflussgraph S mit Knotenmenge V' = {vy, vy, v3} und
Kantenmenge E = {eq, es}, wobei gilt

er = (vq,v2) und ey = (v3, V) .
Fiir die Gewichtsfunktion w gilt
w(er) = ay g, w(es) = asz
und fiir die Abbildung u gilt
pu(vy) = xq, u(vy) = x9 und  p(vs) = 3.

Durch diese Festlegungen resultiert ein Signalflussgraph, dessen graphische Représentation in
Abbildung 3.2 zu sehen ist.

‘Tl a172 513'2 a372 .’L’g
[ 4 ~@~ @
U1 (%) U3

Abbildung 3.2: Visualisierung des Signalflussgraphen aus Beispiel 3.2

Mit den obigen Definitionen der Wirkungen der Gewichtsfunktionen auf die Werte z; kann
dieser Signalflussgraph durch die algebraische Gleichung

To = A12%1 + 43273

beschrieben werden. Dabei ist zu erkennen, dass die Werte a;; die Gewichtsfunktionen vom
Knoten ¢ zum Knoten j darstellen und damit eine Relation zwischen den Werten x; der Menge
X hergestellt wird.
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3.2 Verallgemeinertes Konzept eines Signalflussgraphen
im Signalraum

Die bisher behandelten grundlegenden Eigenschaften eines Signalflussgraphen beschrénken sich
auf eine Verkniipfung der Werte x; und x, durch die Gewichtsfunktion w entlang der Kante e;
des Graphens gemif

xj =y - w(e ).

Nun ist in einigen Féllen eine allgemeinere Verkniipfung der beiden Werte x; und z;, wiin-
schenswert, was eine Verallgemeinerung der Gewichtsfunktion w erfordert. Des Weiteren werden
Signalflussgraphen zur Beschreibung dynamischer Systeme herangezogen. Der Graph soll das
Verhalten von Signalen beschreiben. Dazu ist es notwendig, das Konzept des Signalflussgraphen
von Werten der Menge X auf Elemente des sogenannten Signalraums zu erweitern.

Dieser Abschnitt widmet sich der Erweiterung des grundlegenden Konzepts, um diesen Anfor-
derungen gerecht zu werden.
Definition 3.3. Sei S ein Signalflussgraph. Es bezeichne

We;: X — X, 25 = 10 = we, ()

die verallgemeinerte Gewichtsfunktion des Signalflussgraphen S.

Diese Definition erlaubt es, eine grofiere Klasse von Gewichtsfunktionen und somit eine gréfiere
Anzahl an Realisierungen der Abbildung z; — x, zu betrachten. Um die Notation einfacher zu
gestalten wird in Zusammenhéngen, wo es auf die Kanten der Gewichtsfunktion nicht ankommt,
die Verkniipfung als zy = w(x;) geschrieben.

In Abbildung 3.1(b) wurde bereits eine alternative graphische Darstellung eines Signalflussgra-
phen gezeigt, welche hier erst ihre volle Bedeutung erlangt. Die verallgemeinerte Gewichtsfunk-
tion gibt dabei an, wie der Wert z; auf den Wert z, abgebildet wird. Diese Darstellungsform
wird auch als Fingangs—Ausgangs—Beziehung oder Eingangs—Ausgangs—Relation bezeichnet und
ermoglicht weiter unten ein Zusammenfiithren zweier Betrachtungen.

Definition 3.4. Sei {2 C R und sei f: Q2 — R eine Funktion.

(a) Eine Funktion f heifit Signal, wenn dieses, aufgefasst als Verlauf iiber die Zeit t, Infor-
mation einer messbaren physikalischen Grofle trégt.

(b) Ein Signal heifit kausal, wenn f(t) = 0 fiir alle ¢ < 0 gilt. Verallgemeinert auch f(¢) =0
fir alle t < t.

(c) Es heifit
L*(Q) = {f: Q—R: / |f(z)]?dx < oo}
Q
die Menge aller quadratisch integrierbaren Funktionen.

(d) Fiir f,g € L*(Q) und s € R ist durch

(f+9)(x) = f(x) +g9(z) und  (s-f)(z)=s-f(2)
eine Addition +: L*(Q) — L*(Q) und eine Multiplikation -: L*(Q) — L*(2) definiert.
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Satz 3.5 (Vektorraum der quadratisch integrierbaren Funktionen). Es bildet (L*(Q2), +, -) einen
Vektorraum. Durch

(f. gps = / f(2)g(z) de

ist ein Skalarprodukt definiert mit der induzierten Norm

1£lle = /U s = / @) da.

Der Vektorraum (L*(€2), +, ) ist beziiglich ||-|| > vollstindig und damit ein Hilbertraum.

Definition 3.6 (Signalraum). Der Hilbertraum (L*(f2),+,-) mit dem Skalarprodukt (-,-);»,
dessen Elemente Signale reprisentieren, heifit Signalraum. Auch hier wird die Bezeichnung L*
verwendet, fiir kausale Signale beispielsweise L*(Ry).

Mit dem Begriff des Signalraumes lédsst sich nun auch das oben angesprochene Konzept des
Signalflussgraphen verallgemeinern. Die Werte aus der Menge X werden nun jeweils durch den
Wert eines Signals ersetzt.

Definition 3.7 (Verallgemeinerter Signalflussgraph). Sei G,, = (V, E,w) ein gerichteter und
gewichteter Graph mit der Knotenmenge V' = {vy, ..., v}, der Kantenmenge F = {ey,..., e}
und der Gewichtsfunktion w: E — RJ. Ferner seien z; € L*(I) fiir i = 1,...,k und I C R.
Die Abbildung

w:V—=X v —

ordnet jedem Knoten v; ein Signal z; zu. Die Werte x; = p(v;), x¢ = p(ve) der Menge X stehen
dabei iiber die verallgemeinerte Gewichtsfunktion w geméafl

l'f(t) = We; (xj (t)>7
wenn e; = (v;,vp) gilt, zueinander in Relation. Enden an einem Knoten v, mehr als eine
gerichtete Kante e;, also sei fiir r € N
ej = (U, e) s €j+1 = (Vjt1,00) s - €jr = (Vjir, V)

so gilt fiir z, die Relation
.
r0= 30y (510,
s=0

Es heifit S = (G, L*(I), 1) ein verallgemeinerter Signalflussgraph.

Bemerkung 3.8. In der Literatur wird nicht zwischen den beiden Definitionen des Signalfluss-
graphen und des verallgemeinerten Signalflussgraphen unterschieden. In der Darstellung eines
Signalflussgraphens ist stets ersichtlich, um welchen der Beiden es sich handelt. Im Folgen-
den wird als Signalflussgraph immer ein Graph verstanden, welcher der betreffenden Situation
angepasst ist.

Abschlieflend soll der Zusammenhang zwischen den Werten der Menge X und den Signalen
aus L? hergestellt werden. Auf einem Digitalrechner steht bei einer Simulation nicht das Signal
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aus dem Funktionenraum zur Verfiigung, sondern eine diskretisierte Variante. Die Beziehung
zwischen den beiden Situationen stellt die sogenannte Abtastung zeitkontinuierlicher Signale
her.

Definition 3.9. Sei I = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall und sei x € L*(I)
ein Signal. Ferner bezeichne Z = {t1,ts,...,tx_1,t;} eine Zerlegung des Intervalls I mit t; = a
und tp = b. Gilt ;41 —t; = At fiir alle ¢ = 1,... k, so heilt die Zerlegung dquidistant. Durch
die Festlegung

ist eine Abbildung von d,: L*(I) — R definiert, welche als Abtastung bezeichnet wird.

Durch die Abtastung wird eine Moglichkeit gegeben, aus der Menge L*(I) eine Menge X zu
konstruieren, welche den Zusammenhang zwischen einem verallgemeinerten und einem gewohn-
lichen Signalflussgraphen erkldart. Man betrachte dazu die Abbildung

§a: L2(I) = R, x> x(t;)
und konstruiere die Menge X durch
X = {$1 = x(tl)axZ = x(tZ) sy T = x(tk)}

In Digitalrechnern stehen nur die abgetasteten Werte eines Signalflussgraphen zur Simulation
zur Verfiigung.

Die strikte Unterscheidung zwischen einem verallgemeinerten und einem gewohnlichen Signal-
flussgraphen ist notwendig, um entsprechende Relationen zwischen den unterschiedlichen Kno-
ten bzw. den Werten oder Signalen, welche den einzelnen Knoten zugeordnet sind, angeben zu
konnen. Bei verallgemeinerten Signalflussgraphen gibt es eine gréfiere Anzahl an Relationen als
bei gewShnlichen Signalflussgraphen. Einen Uberblick dazu wird der nichste Abschnitt geben.

3.3 Einige Elemente eines Signalflussgraphen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Elemente eines Signalflussgraphen eingefiihrt, wel-
che im Kapitel iiber lineare zeitinvariante Systeme noch genauer motiviert werden.

Eine elementare Operation in einem Signalflussgraphen ist die Multiplikation. Dabei wird das
Signal z; an einem Knoten v; mit einer Konstanten a € R multipliziert, das Resultat ist gleich
dem Signal x, an einem Knoten vy,

x(t) = a - x;(t).

Die graphische Darstellung in klassischer Form und die Darstellung mit Hilfe eines Ubertra-
gungsgliedes anstelle der Gewichtsfunktion an der Kante ist in Abbildung 3.3 zu sehen.

Eine weitere wichtige Operation ist die Addition. Hierbei ist zu beachten, dass die Addition
zweier Signale inhérent in der Definition der verallgemeinerten Gewichtsfunktion inkludiert ist.
Die Addition zweier Signale z; und ;4 zu

2e(t) = 2;(t) + 2541 (1)
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(a) (b)

i a Xy L Ty
o——0 _

Abbildung 3.3: Visualisierung einer Multiplikation durch einen Signalflussgraphen: (a) klassische
Darstellung, (b) alternative Darstellung

ist der Spezialfall, fiir den die Gewichtsfunktionen der Identitét entsprechen, also we, (z;) = ;
und we,,, (j41) = 2j41. Damit ergibt sich

e(t) = we; (25(1)) + we, ., (2551(1)) = 5(t) + 2441 (1)
Die graphische Darstellung ist sinngemé&fl bereits in Abbildung 3.1 (c) ersichtlich.

Die Liste an Relationen zwischen Signalen kann natiirlich beliebig lang fortgesetzt werden. Im
Folgenden wird ein kleiner Ausschnitt der wichtigsten Relationen gebracht, welche weiter unten
erneut aufgegriffen werden.

Eine wesentliche Relation, welche spéter zur Darstellung von gewohnlichen Differentialglei-
chungen herangezogen wird, ist die Integration. Dabei wird von kausalen Signalen mit ¢y = 0
ausgegangen, deren Verkniipfung im Rahmen eines Signalflussgraphen durch

t
xe(t) = / xj(T)dr (3.1)
0
gegeben ist. Darauf aufbauend kénnen auch kompliziertere Strukturen studiert werden.

Definition 3.10 (Faltung). Sei 2 C R.
(a) Es heifit
L(Q) = {f: QR / f(z)]dz < oo}
Q
die Menge aller integrierbaren Funktionen.

(b) Seien f, g € L'(Q). Durch

(f*g)(t) = / f(r)g(t — 7)dr

ist die Faltung von f und ¢ definiert.

Die Definition der Faltung an dieser Stelle ist moglichst allgemein gehalten. Selbstversténdlich
greift sie auch fiir quadratisch integrierbare Funktionen, welche spéter betrachtet werden.

Die Faltung in einem Signalflussgraphen kann unterschiedlich interpretiert werden. Das Signal
x; am Knoten v; entlang der Kante e; = (v;,v,) kann mit einer konstanten Funktion h € L'(R)
gemaf

e(t) = (2 x h)(?) (3:2)
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gefaltet werden, oder es kénnen auch zwei Signale x; und x;4; an zwei Knoten v; und v;1; zu
einem Signal x, gemaf3

zo(t) = (w; * j41)(t)

gefaltet werden. In Abbildung 3.4 sind zwei graphische Darstellungen zu finden, welche die
Faltung représentieren.

(a) (b)

Lj+1

Abbildung 3.4: Visualisierung einer Faltung durch einen Signalflussgraphen: (a) Faltung mit
konstanter Funktion, (b) Faltung zweier Signale

Wie aus der oben gegebenen Definition ersichtlich, konnen Integration und Faltung im Signal-
flussgraphen nicht durch verallgemeinerte Gewichtsfunktionen beschrieben werden. Die Integra-
tion kann noch mit Hilfe eines Integraloperators erfasst werden, die Faltung hingegen ist auch
damit nicht mehr beherrschbar. Diese ist eine Verkniipfung von zwei verschiedenen Signalen an
verschiedenen Knoten und einer Relation zu einem einzigen Zielknoten. Diese Art von Relation
ist in der Definition eines Signalflussgraphen nicht vorgesehen.

Die Losung fiir dieses Problem liefert der Abschnitt iiber lineare zeitinvariante Systeme im
anschliefenden Kapitel 4. Dort wird eine Beschreibung eingefiihrt, welche eine geschlossene
Darstellung derartiger Relationen in Signalflussgraphen wieder erlaubt.



Kapitel 4

Lineare zeitinvariante Systeme

Dieser Abschnitt widmet sich der Systemtheorie und dem Zusammenhang zur Graphentheorie.
Mit diesem Kapitel wird die Grundlage der linearen Modellbeschreibung in Simulink gelegt.

4.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Um die Eigenschaften von linearen zeitinvarianten Systemen, LZI-Systeme, bzw. linear time—
mwvariant systems, LTI-Systeme, zu analysieren, wird zuerst eine Definition der Begriffe Linea-
ritdt und Zeitinvarianz vorgenommen.

Definition 4.1. Seien V, W Vektorrdume iiber C und sei ¢: V — W eine Abbildung. ¢ heifit
C—linear, wenn fiir alle v, vy € V und ¢, ¢ € C gilt

p(c1v1 + cav2) = c1p(v1) + cop(va).

Bemerkung 4.2. Sind V, W Vektorrdume iiber R und ¢, cs € R, so heiit ¢ R—-linear oder
einfach linear.

Die Eingangs-AusgangsRelation S: R" x R — R eines Ubertragungssystems, wie in Abbil-
dung 4.1 gezeigt, stellt einen Zusammenhang zwischen dem Eingangssignal

u: Q= R, t— ut),
mit 2 C R, dem Ausgangssignal y und dem Anfangszustand x(7) € R" geméafl
y(t) = S(a(7),u(t)) (4.1)

her.

Es ist iiblich, das Ubertragungssystem mit der Eingangs-Ausgangs-Relation S zu identifizieren
und keine Unterscheidung zwischen System und Beschreibung vorzunehmen.

18
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u(®) z(t)

—_— S >

Abbildung 4.1: Blockdiagramm eines allgemeinen Ubertragungssystems

Definition 4.3. Es werden die folgenden Begriffsbildungen getroffen:
(a) Ein Zustand x(6) € R" heifit Nullzustand des Systems S, wenn

S(z(6),0) = 0

gilt. Unter Voraussetzung der Existenz kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit immer
z(f) =0 € R" angenommen werden.

(b) Der Verlauf des Ausgangssignals y bei vorgegebenem Nullzustand z(0) und vorgegebenem
Eingangssignal u heifit die zu u gehorende Nullzustandsantwort v,z des Systems,

Yoz(t) = S(m(@), U@))

(c¢) Der Verlauf des Ausgangssignals y bei verschwindendem Eingangssignal u(t) = 0 und
allgemeinem Anfangszustand x(7) = (21(7),...,2,(7))" heiBt die Nulleingangsantwort
Yor des Systems,

you(t) = S(z(7),0).

Im Allgemeinen ist eine komplette Charakterisierung des Systems anzustreben, welche aus der
Zusammensetzung dieser getrennten Antworten besteht.

Definition 4.4. Die Superposition der Nullzustands— und der Nulleingangsantwort

y(t) = yoz(t) + vor(t)

heiBt die vollstindige Antwort des Ubertragungssystems.

Mit Hilfe der oben angefithrten Definitionen lésst sich nun die Linearitit eines Ubertragungs-
systems charakterisieren.

Definition 4.5. Ein System y(¢) = S(z(7), u(t)) heit linear, wenn fiir ¢1, ¢, € C gilt:

(a) Nullzustandslinearitit. Die Nullzustandsantwort yoz ist linear beziiglich des Eingangs-
signals u.

S(O, clul(t) + CQUQ(t)) = 018(07 Ul(t)) + CQS(O, Ug(t))

(b) Nulleingangslinearitit. Die Nulleingangsantwort yog ist linear beziiglich des Ausgangs-
signals y.
S(clxl(T) + coxa(T), O) = 018(:1:1(7'), 0) + 023(962(7')7 0)
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(c) Die wollstandige Systemantwort y ist die Summe aus Nulleingangsantwort und Nullzu-
standsantwort,
S(JZ(T), u(t)) = S(O, u(t)) + S(ZL‘(T), 0).

Ein System, das nicht alle drei Eigenschaften besitzt, heiflt nichtlinear.

Die zweite Eigenschaft, die zur Charakterisierung von LTI-Systemen bendétigt wird, ist die
Zeitinvarianz. Hierbei geniigt es, Signale aus dem Signalraum L*(R) zu betrachten.

Definition 4.6. Es sei v € L*(R).

(a) Fir alle 7 € R wird der Translationsoperator
T,: L*(R) = L*(R), z = T,(v) = 2(t — 7)

definiert.

(b) Ein Ubertragungssystem S heifit zeitinvariant, wenn fiir alle  und z(8) = 7
S(T,(u),z) = T-(S(u,T)), vreR

gilt.

(c) Ubertragungssysteme, welche die Eigenschaft aus (b) nicht erfiillen, heifien zeitvariant.

Korollar 4.7. Der Translationsoperator aus Definition 4.6 (a) ist linear.

4.2 Die Laplace—Transformation

Dieser Abschnitt ist der Definition und der Eigenschaften der Laplace—Transformation gewid-
met. Diese wird im Folgenden fiir kausale reellwertige Funktionen definiert.

Definition 4.8. Sei I = [0,00) und sei f: [ — R.

(a) Eine Funktion f heifit von ezponentieller Ordnung fiir t — oo, wenn Konstanten so > 0
und M > 0 existieren, sodass mit 7" > 0

[f()] < M- et

fiir alle ¢t > T gilt.
(b) Es bezeichnet S(I,R) die Menge aller Funktionen f von exponentieller Ordnung.
(c) Es bezeichnet Abb(C, C) die Menge aller Abbildungen f: C — C.

(d) Durch
/ f(t)e " dt

wird eine Abbildung £: S(I,R) — Abb(C, C) definiert, die Laplace—Transformation.
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Satz 4.9 (Existenz der Laplace-Transformierten). Sei I = [0,00) und sei f: I — R. Ist f von
exponentieller Ordnung mit den Konstanten sy > 0 und M > 0 und gilt f € L'([), so existiert
in der rechten Halbebene Re(s) > s, die Laplace-Transformierte L£(f).

Bemerkung 4.10. Die Bedingung f € L'(I) ist beispielsweise bereits fiir auf I stiickweise
stetige Funktionen f erfiillt.

Definition 4.11. Sei I = [0,00) und sei f: I — R. Es bezeichnet S(I,R) die Menge aller
integrierbaren Funktionen von exponentieller Ordnung, d.h. es gilt f € S(/,R) genau dann,
wenn f € S(I,R) und f € L'(I), also f € (S(I,R)NL'(1)).
Satz 4.12 (Eigenschaften der Laplace-Transformierten). Seien x,x1, 25 € S(I,R).

(a) LINEARITAT. Fiir ¢, ¢ € C gilt

L(c1x1 + c2m9)(s) = 1 L(x1)(s) + caL(z2)($).

(b) ZEITDEHNUNG. Mit @ € R* und dem Zeitdehnungsoperator
D,: LYI) = LY(I), x = D,(z) = z(at)
gilt

S

£(Duz) = éﬁ(m) (2).

a
(c) ZEITVERSCHIEBUNG. Fiir 7 € R* gilt

L(T,(x)) =e " L(x)(s).

(d) ZEITDIFFERENTIATION. Ist zusitzlich » € C*(I) erfiillt, so gilt
L(a)(s) = sL(x)(s) — 2(0).
Dies kann fiir x € C"(I) leicht verallgemeinert werden zu

L(z™M) = s"L(x)(s) — " 2(0) — s" 22 (0) — ... — 27D(0).

(e) ZEITINTEGRATION. Es gilt

c (/Otx(T)dT> (s) = éﬁ(m)(s).

Bemerkung 4.13. An dieser Stelle eine Bemerkung zu den Mengen, auf denen die bisher de-
finierten Operatoren, wie beispielsweise der Translations— und der Dehnungsoperator, definiert
sind. In Definition 4.6 (a) ist der Zeitverschiebungsoperator auf L?(R) definiert, hingegen der
Zeitdehnungsoperator in Satz 4.12 (b) auf L*(I).

Ziel ist es, auf eine Theorie im Signalraum hinzuarbeiten, also auf Signale im L*(R). Dies ist der
Grund, warum an vielen Stellen die Betrachtungen auf diesen Funktionenraum beschrankt sind.

Andere Themen, wie die Laplace—Transformation, erlauben aber eine allgemeinere Betrachtung
in L'(R).

Fiir eine gemeinsame Theorie muss schlussendlich also L'(R)NL?(R) betrachtet werden. Hierbei
hilft der
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Satz 4.14. Die Menge L'(R) N L?(R) ist beziiglich der durch die L*>Norm induzierten Metrik
dicht in L*(R).

Mit dieser Tatsache kann die Laplace-Transformation auf L?(R) fortgesetzt werden.

Fiir die praktische Anwendung der Laplace—Transformation sind oft spezielle Eigenschaften hilf-
reich, die gewisse Berechnungen erleichtern. Insbesondere werden die folgenden Eigenschaften
auch fiir die Betrachtung von Signalflussgraphen fiir LTT-Systeme benotigt, wo der Laplace—
Bereich eine wichtige Rolle spielen wird.

Satz 4.15. Seien z, 21,22 € S(I,R).

(a) FALTUNGSSATZ. Es gilt

Lz *22)(s) = L(x1)(s) - L(x2)(5).

(b) ENDWERTSATZ. Unter der Voraussetzung, dass der in s auftretende Grenzwert existiert,
gilt
lim z(t) = lim s£(X)(s).
t—ro0 s—0
(c) ANFANGSWERTSATZ. Unter der Voraussetzung, dass der in s auftretende Grenzwert exis-
tiert, gilt
z(0) = lim sX(s).

§—00

Nach dem Studium der Transformation £: S(I,R) — Abb(C, C) stellt sich nun die Frage
nach einer inversen Transformation, welche eine Abbildung von Abb(C, C) — S(/, R) darstellt.
Dabei féllt sofort auf, dass nicht jede Funktion F' € Abb(C, C) ein Urbild f € S(I,R) haben
muss.

Die Frage nach der inversen Laplace—Transformation kann nun wie folgt beantwortet werden.

Definition 4.16. Fiir eine Funktion X € Abb(C,C) heifit jene Funktion z € S(I,R) die
inwverse Laplace—Transformaierte, fiir die

L(z)=X
gilt.

Satz 4.17 (inverse Laplace-Transformation). Die inverse Laplace—Transformierte x € S(I,R)
der Laplace—Transformierten X = L(z) ist gegeben durch das Bromwich—Integral

() = L7L(F)(t) = % / X (s)etds,

mit v: (—00,00) — C, ¢t +— o +it, und o > sg. Dabei ist sy die sogenannte Konvergenzabszisse
der Funktion x € S(I,R) aus Definition 4.8 (a).

Mit der Definition der inversen Laplace-Transformierten kann ein Satz formuliert werden, der
dhnlich dem der Zeitverschiebung ist.
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Satz 4.18 (FREQUENZVERSCHIEBUNG). Sei z € S(/,R) und X = L(z) die Laplace-Trans-
formierte. Fiir eine beliebige Konstante § € C gilt

LT X) = ez(t).

Bemerkung 4.19. Die praktische Vorgehensweise zur Bestimmung von inversen Laplace—
Transformierten ist eine andere. Es ist eine Liste von Korrespondenzen bekannt, welche kausale
Signale = und deren Laplace-Transformierte X = L(x) ausweisen. Lésst sich die Funktion Y
als Linearkombination von Funktionen Xi,..., X} darstellen, welche in den Korrespondenzen
oder mit Hilfe von Satz 4.12 und den Korrespondenzen zu finden sind, so kann aufgrund der
Linearitét der Laplace—Transformation die zugehorige inverse Laplace—Transformierte angege-
ben werden.

Bei gebrochen rationalen Funktionen X ist oft mit Hilfe der reellen oder komplexen Partial-
bruchzerlegung eine derartige Linearkombination darstellbar.

Eine Liste an ausgewéhlten Korrespondenzen ist im Anhang A zu finden.

4.3 Beschreibung von LTI-Systemen

Dieser Abschnitt ist der Beschreibung eines LTT-Systems gewidmet. Diese soll im Zeitbereich,
ausgehend von der Eingangs—Ausgangs—Relation

y(t) = S(x(t), u(t))

mit y,u € R und x € R", formalisiert werden und in einer Beschreibung mit Hilfe der Laplace—
Transformation miinden.

Satz 4.20. Das Ubertragungssystem aus Gleichung (4.1) ist genau dann linear und zeitinvari-
ant, wenn es durch eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
der Form

y™) (t)+ an_1y" Y () +...+ary/ (t) +aoy(t) = by, ul™ (t)+ by, qut™b (t)+. ..+ by (t) +bou(t),

mit a;,b; e Rfir¢=0,...,n—1und j =0,...,m, dargestellt werden kann.

Ein weiteres Konzept, um lineare zeitinvariante Systeme beschreiben zu kénnen, ist das Konzept
der Zustandsraumdarstellung.

Satz 4.21. Das Ubertragungssystem aus Gleichung (4.1) ist genau dann linear und zeitinvari-
ant, wenn es sich in die Form

Z'(t) = A x(t) + b u(t), z(0) = xg

T (4.2)
y(t) = ¢ x(t) + d u(t),

mit b,c,z € R", A € R"" und u,y,d € R, iiberfithren lisst.
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Diese beiden Beschreibungen im Zeitbereich erdffnen gemeinsam mit der Laplace—Transfor-
mation eine neue Art der Charakterisierung von LTI-Systemen. Wendet man auf die linea-
re gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten aus Satz 4.20 die Laplace—-
Transformation an, so erhilt man unter den Voraussetzungen y(0) = ... = 3™ (0) = 0 und
u(0) = ... =u™(0) =0
$"L(y)(s) + an18" L(Y)(s) + ... + arsL(y)(s) + aoL(y)(s) =
= by 8™ L(u)(8) + b1 L(u)(8)+ . ..+ bisL(u)(s) + boL(u)(s).
Durch Vereinfachung gelangt man zur Darstellung
(s” +ap1s" T L+ as + ao)ﬁ(y)(s) = (bmsm +bp1s™ L+ bys bo)ﬁ(u)(s)

und damit zu

L@)(s)  byns™ 4+ by + .. 4 bis + by

4.3
L(u)(s) S+ ap 18" o+ ars + ag (4:3)

Diese Uberlegung motiviert die folgende

Definition 4.22 (Ubertragungsfunktion). Es sei U = L(u) die Laplace Transformierte des
Eingangssignals und Y = L(y) die Laplace-Transformierte des Ausgangssignals des linearen
zeitinvarianten Systems mit dem Zustand x € R" und zy = 0, dargestellt durch Satz 4.20 bzw.
Satz 4.21. Es heifit jene Funktion G € Abb(C, C), welche fiir alle méglichen Eingangssignale u
die Gleichung

Y(s) =G(s)-Ul(s)

erfiillt, die Ubertragungsfunktion des linearen zeitinvarianten Systems.

Ausgehend von Gleichung 4.3 kénnen die Polynome der gebrochen rationalen Funktion fakto-
risiert geschrieben werden als
P — (s — N
sy =2 _y Lomp) (s 7pa) e (52 pw) (4.4)
Q(s) (s—q) (s—q2) (5= qm)
Definition 4.23. Mit Gleichung 4.4 wird definiert:

(a) P heiBt das Zihlerpolynom der Ubertragungsfunktion G.
(b) @ heiit das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion G.

(c) Die Nullstellen von @, also die Polstellen von G, heifien die Pole der Ubertragungsfunktion
G, der Grad von @ heifit die Ordnung der Ubertragungsfunktion.

Das Konzept der Ubertragungsfunktion erlaubt nun, eine weitere Beschreibungsform fiir LTI~
Systeme anzugeben, jene im Laplace-Bereich. Wird das Konzept des Signalflussgraphen um
diese Darstellung erweitert, so ist es moglich, LTT-Systeme mit Hilfe von Signalflussgraphen
abzubilden. Es ist jedoch dann gelegentlich notwendig, die Beschreibung im Laplace-Bereich
miteinzubeziehen.

Um der Tatsache Rechnung zu tragen, dass Ubertragungssysteme zumeist aus der Zusam-
menschaltung von Teilsystemen hervorgehen, wird im Folgenden die Schaltungstopologie von
LTT-Systemen, beschrieben durch Ubertragungsfunktionen, untersucht. Ziel ist es, Subsysteme
zu einem gesamten LTT-System zusammenzufassen.
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(a) (b)

Ul a a Y. U a Y
4+
(c) Gz
Y
U . G X
Gy |«

Abbildung 4.2: Schaltungstopologien einiger Blockdiagramme von LTI-Systemen: (a) Reihen-
schaltung, (b) Parallelschaltung, (c) Riickkopplung

Satz 4.24. Seien G und G, Ubertragungsfunktionen zweier LTI-Systeme und sei G die Uber-
tragungsfunktion des zusammengefassten LTI-Systems mit EingangsgroBe U und Ausgangs-
grofe Y, also

Y(s)
U(s)
(a) REIHENSCHLATUNG. Es ist G gegeben durch

G(s) = G1(s) - Ga(s).

G(s) =

(b) PARALLELSCHALTUNG. Es ist G gegeben durch
G(s) = G1(s) £ Ga(s).

(¢) RUCKKOPPLUNG. Es ist G gegeben durch

G

G(s) = —1<S) :
1F Gl : GQ

An dieser Stelle sei erwihnt, dass die Menge der Ubertragungsfunktionen mit Reihen- und

Parallelschaltung als Verkniipfungen eine Algebra bilden. Dies hat schaltungstopologische Kon-

sequenzen, sodass gleiche Funktionalitédten durch verschiedene Topologien realisierbar sind.

Satz 4.25 (Algebra der Blockschaltbilder). Die Menge der Ubertragungsfunktionen bildet eine
Algebra, d.h. fiir alle Ubertragungsfunktionen G, G, G3 und alle s € C gilt

(G1+Ga) Gy = Gi-Gz+ Gy G, (4.5)
G- (Go+Gs) = Gi-Go+ G- G, (4.6)
S(Gl : GQ) = (SGl) . G2 = G1 : (SGQ). (47)

Diese algebraischen Eigenschaften konnen als schaltungstopologische Eigenschaften betrachtet
werden. Die Gleichungen aus Satz 4.25 werden schaltungstopologisch in Abbildung 4.3 darge-
stellt.
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> G1 j— Gg — > Gl > G3 j—
Go s Gy —— Gs

E— Gl ’ > GQ j T Gl > GQ j—
L G3 Gl > G3

Abbildung 4.3: Algebra der Blockschaltbilder: Schaltungstopologische Bedeutung der Gleichun-
gen (4.5) und (4.6)

(a)
U

4.4 Zusammenhang zur Theorie der Signalflussgraphen

In Kapitel 3.3 wurden einige Elemente des Signalflussgraphen dargestellt und auf die Pro-
blematik hingewiesen, dass einige hohere Relationen, wie beispielsweise die Integration, siche
Gleichung (3.1), oder die Faltung, siehe Gleichung (3.2), in verallgemeinerten Signalflussgra-
phen nicht einfach bzw. iiberhaupt nicht darstellbar sind. Der Abschnitt iiber LTI-Systeme
stellt neue Werkzeuge zur Verfiigung, mit Hilfe derer die Theorie der Signalflussgraphen wieder
konsequent verfolgt werden kann.

Wird vorausgesetzt, dass die Signale x; an den Knoten v; der Laplace-Transformation un-
terworfen werden diirfen, also z; € (S(I,R) N L*(R)) € (L'(R) N L*(R)), so sind an den
Knoten v; auch die Laplace—Transformierten X; = L(x;) verfiigbar. Mit deren Hilfe kénnen
Verkniipfungen nicht als Relation in ¢t € [ beschrieben werden, sondern als verallgemeinerte
Gewichtsfunktion in s € C.

Aus der Integration nach ¢ in Gleichung (3.1) wird unter Anwendung der Laplace—Trans-

formation und Satz 4.12 (e) die Gleichung

Xo(s) = %Xj(s). (4.8)

Analoges Vorgehen bei der Faltung in Gleichung (3.2) liefert durch Anwendung der Laplace—
Transformation und Satz 4.15 (a) mit H = L(h) die Gleichung

Xo(s) = Xj(s) - H(s). (4.9)
Die (zeitliche) Integration und die Faltung wird als Blockschaltbild, demnach auch als Signal-
flussgraph, geméafl Abbildung 4.4 dargestellt.

Mit diesen Moglichkeiten ausgestattet konnen Signalflussgraphen dazu verwendet werden, al-
gebraische Gleichungen darzustellen, wie es in Beispiel 3.2 gezeigt wurde, und sie kénnen auch
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(a) (b)

X; 1 Xy X; Xy

— = —— — H —

Abbildung 4.4: Blockschaltbilder von Signalflussgraphen im Laplace—Bereich: (a) Zeitintegrati-
on, (b) Faltung

dazu herangezogen werden, um Differentialgleichungen darzustellen, wie es das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 4.26. Es wird eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten betrachtet, welche das Verhalten des Eingangssignals u und des Ausgangssignals y
beschreibt, gemaf

ary(t) + azy/'(t) = asu(t),

mit a1, az, a3 € R\{0} und y(0) = 0. Eine simple Umformung zu

Abbildung 4.5: Blockschaltbild der Differentialgleichung aus Beispiel 4.26

Es kann aber auch die gesamte Differentialgleichung durch eine Ubertragungsfunktion beschrie-
ben werden. Dazu wird wie bei der Herleitung der Ubertragungsfunktion vorgegangen. Die
Differentialgleichung wird der Laplace—Transformation unterworfen

a1 L(y)(s) + azsL(y)(s) = asL(u)(s)
und mit £(u) = U sowie L(y) =Y erhélt man

Y(s) B as
U(s) ai+ass

G(s) =

Dieses Beispiel zeigt anschaulich die dquivalente Betrachtung im Zeit— und Laplace—Bereich,
sowie die Beschreibung durch gewohnliche Differentialgleichungen und Ubertragungsfunktionen.

Bemerkung 4.27. Es wird im Folgenden nicht mehr zwischen Blockschaltbildern (von LTIT-
Systemen) und Signalflussgraphen unterschieden, es sei denn an Stellen, wo strukturelle Unter-
schiede zu erkennen sind.
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4.5 Die z—Transformation

Definition 4.28. Es sei (f,,)nen eine Folge.
(a) Erfiillt die Folge (f,)nen die Ungleichung

[ful < M7Y", VneN

und fiir passende v, M > 0, so heifit (f,,) von ezponentieller Ordnung.

(b) Es bezeichnet S(N,R) die Menge aller Folgen von exponentieller Ordnung, analog zu
Definition 4.8.

(c¢) Durch
Z(fa)(z) = Z Jn2z™"

wird eine Abbildung Z: S(IN,R) — Abb(C, C) definiert, die z—Transformation.
(d) Es heiBt das Gebiet C, = {z € C: |z| > v} der Ezistenzbereich von Z(f,).

Bemerkung 4.29. Die Schreibweise der z—Transformierten Z(f,,) ist nicht ganz korrekt, denn
Z wirkt auf eine Folge (f,), also sollte Z((f,)) geschrieben werden. Um die Notation aber
lesbar zu halten, wird auf ein Klammernpaar verzichtet.

Satz 4.30 (Existenz der z-Transformierten). Die z—Transformierte existiert fiir alle z € C.,
d.h. die Summe ) _\ fnz"" ist fiir alle z € C, absolut konvergent.

Bemerkung 4.31 (Zusammenhang zwischen Laplace— und z—Transformation). Oft wird die
z—Transformation als diskrete Laplace-Transformation interpretiert. Dazu betrachte man die
Funktion

f(ty=)_ f(aT)s(t —nT)
n=0
fir ein 77> 0 und 0: R — RU{oo}, definiert durch

oo firt=0,

5(t) =

0  sonst,

und der Forderung f]R d(t)dt = 1. Wird auf f die Laplace-Transformation angewendet, so erhilt
man

L(f)(s) = /O h > f(T)6(t —nT)e ' dt =Y f(nT)e ™"

Mit f, = f(nT) und z = e°T erhilt man die Darstellung der z—Transformation.

Hierbei sei zu bemerken, dass die mathematisch korrekte Darstellung dieses Sachverhalts {iber
die Theorie der Distributionen erfolgen miisste, die hier gewé#hlte aber fiir diese Bemerkung
gentige.
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Fiir die inverse z-Transformierte bedient man sich des Laurent—Reihen—Entwicklungssatzes aus
der Funktionentheorie.

Korollar 4.32. Eine Funktion f: C — C, die auf einem Gebiet C, = {z € C: |z| > 7}
holomorph ist, ist in diesem Gebiet eindeutig in eine absolut konvergente Laurent—Reihe

F5) = far omit fo= o /8 R e

27
nez

um zg = 0 entwickelbar, fir v < r < oc.

Analog zur Laplace—Transformation gilt der folgende

Satz 4.33 (Eigenschaften der z—Transformation). Seien (z,), (z1,), (z2.,) € S(N, R).

(a) LINEARITAT. Fiir ¢1, ¢ € C gilt

Z (1@ 0 + %ay) (2) = a1 Z(210)(2) + 2 2(22,)(2).

(b) VERSCHIEBUNGSSATZ. Fiir k € N gilt
k
Z(xpar)(2) = 27 (Z(azn)(z) + ZﬂfiijFk) :
j=1

(c) DAMPFUNGSSATZ. Fiir ¢ € C\{0} gilt
n _ i
Z(w,)(2) = Z (@) (C> .
(d) DIFFERENZENBILDUNG I. Es gilt
Z(xp1 — 20)(2) = (2 — 1) Z(x,)(2) — 2.

(e) DIFFERENZENBILDUNG II. Es gilt

z—1

Z(xy —xn1)(2) = Z(xn)(2).

z

(f) FOLGE DER PARTIALSUMMEN. Es gilt

z (Z xj) (=) = =5 Z(@a)(2)

(g) FALTUNGSSATZ. Mit der Definition der diskreten Faltung durch

o0
(T1,0) * (T20) = (Z $1,k9€2,n—k;>
k=0

gilt
Z((z10) * (220)) (2) = Z(210)(2) - Z(@20)(2).
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Abschlieflend sei an dieser Stelle noch ein Zusammenhang zur Laplace—Transformation thema-
tisiert. Sei f € S(I,R) und (f,,) die Folge der Abtastwerte, gegeben durch f, = f(nT) fiir ein
T >0, und sei F' = L(f) gegeben. Dann berechnet sich die z—Transformierte geméaf

2(f)(:) = Z( (L (F(s))],_) ) (=)

und kann so auf die Laplace—Transformierte zuriickgefiihrt werden. Die fiir die z—Transformation
angelegte Korrespondenztabelle ist ebenfalls in Anhang A zu finden.

4.6 Abtastsysteme

Dieser Abschnitt widmet sich den Abtastsystemen, also linearen zeitinvarianten Systemen, wel-
che in der Doméne der abgetasteten Signale betrachtet werden. Die Abtastung wurde in Defi-
nition 3.9 eingefiihrt und spielt hier eine wesentliche Rolle.

Abtastsysteme sind eng mit zeitkontinuierlichen Systemen verbunden. Aus diesem Grund miis-
sen Schnittstellen zwischen dem zeitkontinuierlichen und dem zeitdiskreten Bereich hergestellt
werden. Dazu wird zunéchst der Folgenraum in Anlehnung an den Signalraum aus Kapitel 3.2
definiert.

Definition 4.34. Es sei (z,,),en eine Folge.
(a) Die Menge

P = {(xn) Z|xn\p < oo}

fiir 0 < p < oo heifit die Menge der beschrinkten Folgen.
(b) Fiir (z,), (yn) € ¢? und s € R ist durch
(@n) + (Yn) = (En+yn)  und 5 (2) = (5 20)
eine Addition +: /P — (P und eine Multiplikation mit Skalaren -: (P — (P definiert.

Satz 4.35 (Folgenraum). Mit Definition 4.34 gilt:

(a) Fir 0 < p < oo definiert

()l = (Dxnm)p

n=1

eine Norm auf #P. Damit ist /P ein normierter Vektorraum.

(b) Fiir p = 2 wird durch
<(IN)7 (yN)>£2 = Z TnYn
n=1

ein Skalarprodukt auf ¢* definiert.
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(c) Der ¢? ist beziiglich des Skalarproduktes aus (b) vollstéindig und damit ein Hilbertraum.

Da die zeitdiskreten und zeitkontinuierlichen Systeme zusammenspielen, wie auch am Ende des
letzten Abschnittes die Laplace— mit der z—Transformation in Zusammenhang gebracht wurde,
soll dies in den folgenden Definitionen dargestellt werden.

Definition 4.36. Ein Abtaster ist jenes Ubertragungssystem, welches die Abtastung gemiB
Definition 3.9 mit dquidistanter Zerlegung, der sogenannten Abtastzeit T = At, durchfiihrt. Er
stellt eine Abbildung gem# A: L'(I) — ¢' dar. Das Blockdiagramm ist in Abbildung 4.6 zu
sehen.

y(t) (Yn)

Abbildung 4.6: Blockdiagramm eines Abtasters A: L*(1) — ¢!

Die Definition 4.36 wurde so formuliert, dass Laplace— und z—Transformation zusammenpassen.
Laplace-transformierbare Signale sind aus L*(/) und z-transformierbare Folgen aus ¢', denn
nur betragsbeschrénkte Folgenglieder konnen die Bedingung aus 4.28 (a) erfiillen.

Analog muss auch eine umgekehrte Verbindung zwischen dem zeitdiskreten und zeitkontinuier-
lichen Bereich definiert werden.

Definition 4.37. Ein Halteglied ist jenes Ubertragungssystem, welches aus einer Folge (us,)
ein zeitkontinuierliches Signal u(t) gemé&f

U(t) = U; fiir t e (tl, ti—l—l]

konstruiert und damit eine Abbildung H: ¢* — L'(I) darstellt. Das Blockdiagramm ist in
Abbildung 4.7 zu sehen.

(tn) u(?)

—_————> H >

Abbildung 4.7: Blockdiagramm eines Halteglieds H: ¢ — L'(I)

Das Halteglied nach Definition 4.37 hat eine Treppenfunktion als Ausgangssignal u, wobei der
Wert auf (¢;,t;,1] konstant u; ist.

Um Abtast— und Halteglied gemeinsam verwenden zu koénnen, miissen beide mit gleicher Zer-
legung, also gleicher Abtastzeit, arbeiten und zu einem gemeinsamen Zeitpunkt synchronisiert
sein. Ublich handelt es sich bei dem Intervall I um eines der Form I = [0, T}] fiir ein 77 > 0. In
Simulationsumgebungen wird 7 durch das Ende der Simulationszeit festgelegt.
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Mit diesen Vorbereitungen kann nun an die Definition eines Abtastsystems herangegangen
werden. Es soll eine diskrete Umgebung angenommen werden, das System an und fiir sich ist
aber zeitkontinuierlich. Der Sachverhalt ist in Abbildung 4.8 dargestellt.

=
=
%
Z
5
z
>

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 4.8: Blockdiagramm eines Abtastsystems

Definition 4.38 (Abtastsystem). Wird einem LTI-System durch ein Halteglied die Eingangs-
grofe u(t) = H(u,,) zugefiihrt und die Ausgangsgrofe y des LTI-Systems mit einem Abtaster
diskretisiert zu (y,) = A(y), so heifit das gesamte System mit Eingangsgrofie (u,) und Aus-
gangsgrofe (y,) ein Abtastsystem.

Analog zum zeitkontinuierlichen Fall kénnen eine Zustandsraumdarstellung und eine Ubertra-
gungsfunktion im z-Bereich definiert werden.

Definition 4.39. Die Zustandsraumdarstellung des zu (4.2) gehorenden Abtastsystems ist ge-
geben durch

Ty = Py + Auy (4.10)
Y = ey + duy, '

mit z, A\,c € R", ® € R™" und uy, yx, d € R. Die Anfangsbedingung o aus Gleichung (4.2)
gilt auch hier.

Analog zur Laplace Transformation ldsst sich nun auch eine Ubertragungsfunktion im z Be-
reich, ausgehend von der Zustandsraumdarstellung eines Abtastsystems, formulieren.

Definition 4.40 (z-Ubertragungsfunktion). Es sei U = Z(u,,) die z-Transformierte der Ein-
gangsfolge (u,) und Y = Z(y,) die z—Transformierte der Ausgangsfolge (y,) des linearen zei-
tinvarianten Abtastsystems mit dem Zustand x € R" und xy = 0, dargestellt durch (4.10). Die
Funktion G € Abb(C, C), welche fiir alle moglichen Eingangsfolgen w,, die Gleichung

erfiillt, heiBt die z—Ubertragungsfunktion des linearen zeitinvarianten Abtastsystems.

Satz 4.41. Die z—Ubertragungsfunktion des linearen zeitinvarianten Abtastsystems aus Glei-
chung (4.10) berechnet sich zu

G(z) = =cl'(zE—-®) '\ +d.
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Wie bei der Laplace— und z—Transformation besteht auch hier ein Zusammenhang zwischen
den Ubertragungsfunktionen.

Satz 4.42. Sei G(s) die Ubertragungsfunktion eines kontinuierlichen linearen zeitinvarianten
Systems, so lautet die z—Ubertragungsfunktion des zugehorigen Abtastsystems

- ta(e (2] )

z s

Mit diesen Methoden und Darstellungsformen werden zeitdiskrete lineare zeitinvariante Systeme
vollstdndig charakterisiert. Diese Beschreibungen werden auch in Simulink zur Darstellung der
Modelle verwendet.




Kapitel 5

Numerische Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen

Der letzte Abschnitt zeigt, dass lineare Systeme durch Differentialgleichungen oder durch Uber-
tragungsfunktionen beschrieben werden konnen. Mathematisch sind die beiden Beschreibungen
dquivalent, hinsichtlich der mathematischen Systemsimulation muss den Differentialgleichun-
gen jedoch besondere Bedeutung zukommen. Die Systeme werden auf Basis der Differentialglei-
chungen numerisch simuliert. Dies beriicksichtigt auch die Behandlung nichtlinearer Systeme.
Das sind jene Systeme, welche nicht durch eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten gegeben sind, sondern durch beliebige Formen gewdhnlicher Differen-
tialgleichungen.

Im Folgenden wird das Anfangswertproblem

x’ = f(t,l’)

o(0) — 1y (5.1)

mit z: [0,7] - R", D C [0,7] x R" und f: D — R" betrachtet.

Bevor die Konstruktion einer numerischen Losung des Anfangswertproblems betrachtet wird,
ist es sinnvoll, die Frage nach ihrer grundsétzlichen Existenz zu stellen. Antwort darauf liefert
der folgende

Satz 5.1 (Picard'-Lindel6f?). Sei D := {(t,x) € RxR": 0 < t < qa, |z — x| < b} mit
a,b € R", f: D — R" eine beschrinkte und stetige Funktion, die

(8 2] < M

auf D erfiillt und Lipschitz—stetig beziiglich z auf D mit der Lipschitz—Konstante L ist.
b

Dann existiert genau eine Losung = des Anfangswertproblems (5.1) fiir 0 < ¢ < 7' := min (a, M)'

ICharles Emile Picard (1856 — 1941), franzdsischer Mathematiker
2Ernst Leonard Lindelsf (1870 — 1946), finnischer Mathematiker

34
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5.1 Lineare Einschrittverfahren

5.1.1 Methode von Euler und Basiskonzepte

Als erste Methode zur numerischen Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen wird jene
von Euler vorgestellt. Anhand dieser konnen einige Basiskonzepte wie Konvergenz und Stabilitét
definiert und erléautert werden.

Betrachtet wird das skalare Anfangswertproblem

a’ = f(t,z)

2(to) = 7o (5.2)

mit z: [0,7] - Rund f: D — R, wobei D C [0,T] x R ist.

Die Idee der expliziten Fuler—Methode ist das Ersetzen der Ableitung von x durch den Diffe-

renzenquotienten

(1) ~ ) _hx(t"‘l) (5.3)

mit der Schrittweite h = t; — t;,_1, wobei h nicht konstant sein muss, also auch h; = t; — t;_;
moglich ist. Dabei ist (¢;);=12... die Folge von diskretisierten Werten aus [0,7]. Die diskreten
Approximationen der Werte x(t;) bzw. x(t;_1) werden mit v; bzw. v;_; bezeichnet. Das Ersetzen
der Ableitung durch den Differenzenquotienten der Approximationen v; liefert nach Einsetzen
in das Anfangswertproblem die Gleichung

V; — Vi—

1
= ti— y Yi—1),
h f( 1,V 1)

welche durch Umformung eine rekursive Formel zur Berechnung der Werte v; ergibt.

T

Zo

Abbildung 5.1: Zur expliziten Methode von Euler
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Definition 5.2. Die explizite Euler—Methode zur numerischen Losung des Anfangswertpro-
blems (5.2) ist durch die Rekursion

Vi = Vi1 + hf(tiz1, vic1) (5.4)

mit ¢ = 1,2... gegeben.

Definition 5.3. Der lokale Diskretisierungsfehler ¢; ist definiert als

m(tl) —h$(ti—1) . f(ti-l,x(ti—l))' (5.5)

Bemerkung 5.4. Wegen f(t;_1,x(t;_1)) = 2'(t;_1) ist die geometrische Deutung moglich. h¢;
ist die Differenz zwischen der exakten Losung z(¢;) und dem Resultat nach einer Iteration der

Euler-Methode, gestartet bei x(t;_1). In Abbildung 5.2 ist dies fiir das skalare Anfangswertpro-
blem (5.2) gezeigt.

b=

r(tim1) + hf(tio1, 2(tiz1))

Abbildung 5.2: Lokaler Diskretisierungsfehler der expliziten Euler-Methode

Definition 5.5. Die Euler—-Methode ist konsistent, das bedeutet, es gilt
I4;]] =0 fur h — 0.

Sei x zweimal stetig differenzierbar, so kann der lokale Diskretisierungsfehler mit Hilfe der
Taylor—Reihe als

t;) — x(t;i !
g, = =) hx( D it = h/ 2"t + 0R)(1 — 6)dd
0
dargestellt werden. Aus dieser Darstellung folgt, dass

16:]] = O(h)

gilt.

Definition 5.6. Wenn fiir die Norm des lokalen Diskretisierungsfehlers gilt, dass
1] = O(hP),

so heifit p € N die Konsistenzordnung.
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Bemerkung 5.7. Die explizite Euler-Methode hat eine Konsistenzordnung von p = 1. Genau-
er kann die Norm des Diskretisierungsfehlers der expliziten Euler—Methode durch
Msh

2

14 <
eingeschrénkt werden, wobei M; eine Schranke fiir ||2”|| darstellt.

Definition 5.8. Der globale Diskretisierungsfehler ¢; ist definiert als die Differenz zwischen der
diskreten Approximation v; und dem Wert der exakten Losung x(¢;).

g =v; — x(t;) (5.6)

Definition 5.9. Eine Diskretisierungsmethode heifit konvergent, wenn die Norm des globalen
Diskretisierungsfehlers fiir h — 0 verschwindet, also wenn gilt

lleil| = 0 fir h—0.

Gilt
leill = O(h"),

so heiflt p die Konvergenzordnung.

Bemerkung 5.10. Konsistenz einer Methode zieht nicht zwangslaufig Stabilitdat der Methode
nach sich.

Definition 5.11. Betrachtet man zwei ,,parallele” Schritte einer Einschritt-Diskretisierungs-
methode

(tic1,vie1) = (ti, v4)
(tic1,Vim1) ¥ (ti, 1)

mit der Schrittweite h. Die Methode heif$t stabil, wenn
lvi = vl < (14 Sh) lviey — viea|

gleichméBig erfiillt ist fiir h < hy und einer von h unabhéngigen Konstanten S.

Die Stabilitat fiir die explizite Euler—Methode ist gewéhrleistet, da diese die Ungleichung
[vi = vill < (1 + Lh) |vim1 — v

erfiillt, wobei L die Lipschitz—Konstante fiir die Funktion f darstellt. Gemeinsam mit der Kon-
sistenz fithrt dies zu

Satz 5.12 (Konvergenz der expliziten Euler-Methode). Sei z € C?([0,7]) und sei weiters
My = supycoq2”(t). Der globale Fehler ¢; = v; — x(t;) der expliziten Euler-Methode mit
Schrittweite A und dem Anfangswert vy = xg + ¢ erfiillt

elti — 1 Msh
L 2’

]| < e™ileol| +

d.h. die explizite Euler-Methode ist konvergent von der Ordnung p = 1.
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Beweis. Sei
Vica = Vi =V +h- f(tio1,v1)

und
l‘(tl) — Dz = ZL’(ti_l) +h- f(ti_l,l'(ti_l))
ein ,paralleler Schritt, gestartet von z(¢;_1). Es gilt wegen der Stabilitét
[vi = wil| < (14 Lh) |[viey — 2(ti-a)]]

und aufgrund der Definition v; — z(t;) = h¢;, wobei ¢; den lokalen Fehler bezeichnet. Es gilt

leall = {lvi = 2l < v = wll + |22 = 2(&:)]] <
< (4 Lh)||viey — 2(ticy) || + RG] <
—_——
=€i—1
Myh?
< (14 Lh) fleima |l + =~
Die Folge &; := ||&;|| erfillt die Voraussetzungen des Lemmas von Gronwall B.2 mit w = Lh
und § = MTQh Damit folgt
— 1 Msh elti —1 Myh
1l < oLvh e 2V Lt 2
Jeul < e feoll + St 2 -

Bemerkung 5.13. Es sei festgehalten:
(a) Der Term el

7

(b) Es gilt: Aus Konsistenz und Stabilitét folgt die Konvergenz einer Diskretisierungsmethode.

5.1.2 Allgemeine explizite Einschrittverfahren

Definition 5.14. Ein explizites Einschrittverfahren fiir die Losung eines Anfangswertproblems
der Form (5.2) ist eine Diskretisierung der Form

Vo = Yo

. 5.7
%Z@(hfb%el;hi) =12, 57)

wobei hz = ti—i—l — tz gﬂt

Bemerkung 5.15. Die Funktion ¢ wird als Inkrementfunktion bezeichnet. Fiir ¢ = f erhalt
man die Euler-Methode.

Die Definition eines expliziten Einschrittverfahrens, laut (5.7), erlaubt es, eine Rekursion fur
Vi1 — v; gemal
Vi =Vi1+h-o(tic1, Vi)
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anzugeben. Hier wird h als konstant angenommen und daher in der Inkrementfunktion ¢ nicht
angegeben.

Die Wahl der Inkrementfunktion ¢ erlaubt es, hthere Konvergenzordnungen p > 1 zu realisieren.
Die Konstruktion brauchbarer Inkrementfunktionen basiert auf der Approximation des Integrals
in

t;
x(t;) —x(ti_l)—i—/ f(t,z(t))de.
ti—1
Die Euler-Methode arbeitet mit der einfachsten aller Approximationen, der Approximation
durch Rechtecksflichen geméaf3

/tti Fte(®)dt ~ - f (b, altiy)).

i—1

Diese Approximation lasst sich verbessern, wenn mehr Information zur Verfiigung steht, wie
beispielsweise eine groflere Anzahl an Funktionsauswertungen im Intervall [¢;_;,t;]. Diese Funk-
tionswerte sind unbekannt, konnen aber geschiitzt® werden und so zu einer verbesserten Appro-
ximation fiihren.

Beispiel 5.16. Ein einfaches Beispiel dazu ist die Verbesserung des Verfahrens von Euler mit
dem Zwischenwert

h
Xo=vi 1+ §f<ti717 Vio1)-
Dieser Zwischenwert X liefert gemeinsam mit der Euler-Methode die Rekursion
h
vi=vio+h- f(tion+ §,X2),
das sogenannte Verfahren von Heun.

Definition 5.17. Sei x die exakte Losung des Anfangswertproblems (5.2). Eingesetzt in (5.7)
wird der lokale Diskretisierungsfehler allgemeiner Einschrittverfahren definiert durch

Ei =
h

- 90(151'71,33(?5@;1); h)- (5.8)

Die geometrische Interpretation ist dieselbe wie bei der expliziten Euler-Methode. h?; ist die
Differenz aus dem exakten Losungswert z(¢;) und dem Ergebnis der Diskretisierung mit dem
Startwert x(t;—_;).

Beispiel 5.18. Fiir das Verfahren von Heun gilt p = 2, d.h. ¢; = O(h?).

Satz 5.19 (Konvergenz von Einschrittverfahren). Betrachtet wird eine gewohnliche Differen-
tialgleichung mit der zugehérigen Losung z, die hinreichend glatt?* ist. Das explizite Einschritt-
verfahren (5.7) ist konsistent von der Ordnung p, es gilt

1G] < C - hP

3vorausgesagt (engl. predict)

4Die Existenz der notwendigen Anzahl von Ableitungen von z wird vorausgesetzt.



5.1. Lineare Einschrittverfahren 40

und das Einschrittverfahren ist stabil mit der Stabilitdtskonstante S fiir h < hg. Der globale
Fehler ¢; = v; — x(t;) des Einschrittverfahrens (mit Anfangswert vy = yo + £¢) erfiillt

Sti_l

leill < e [leol| + Cn? (5.9)

fiir die Schrittweite h < hg. Das Einschrittverfahren ist konvergent von der Ordnung p, d.h.
Eo — O(hp )

5.1.3 Explizite Einschrittverfahren nach Runge-Kutta

Es wird ein Einschrittverfahren der Form v;_; — v; betrachtet. Runge®—KuttaSVerfahren
verwenden s € N rekursiv definierte Zwischenapproximationen X, an den Zwischenstellen
T =ti1+c¢i-hfirj=1,...,smit ¢ = 0 und 0 < ¢; < 1. Daraus resultiert das Sche-
ma

X1 =vj-1,
Xo = Vi1 + hagy f(11, X1),
X5 =vi1 + h(asi f(11, X1) + as2 f (12, X5)),
: (5.10)
Xs=via1+ h(aslf(ﬁ, X1) +asgf(r, Xo) + ...+ as,sflf(TsflaXsfl))a
vi=vio1+ h (b f (1, X1) + baf (12, Xo) + - ..+ bo1 [ (o1, Xom1) + bs f (75, X)) -

[

=p(ti—1,v5-1;h)

Bemerkung 5.20. Man beachte, dass die Werte X; im Allgemeinen von ¢ abhéngen.

Definition 5.21. Ein Einschrittverfahren, welches nach dem Schema (5.10) operiert, mit den
Zwischenapproximationen X; und den Zwischenstellen 7;, wird als Runge-Kutta—Einschritt-
verfahren der Ordnung s bezeichnet.

Das Einschrittverfahren wird durch eine Koeffiziententabelle der Form

c| A
bT
dargestellt, mit der Matrix
0
921 0
A= as; as2 0 . € RSX(S_I),
: 0
Gs1 Qg2 ... Q(gs—1

®Carl David Tolmé Runge (1856 — 1927), deutscher Mathematiker
6Martin Wilhelm Kutta (1867 — 1944), deutscher Mathematiker
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und den Vektoren

c= (07627037 s 71‘571768)717 b= (b17b27 . 'Jbsflubs)T € R°.

Die Koeffiziententabelle hat die Gestalt

0
Ca | G21
C3 | @31 A32
Cs (0751 Qg2 as,sfl
bl b2 bs—l bs

und wird als Butcher”—Tableau oder Butcher—Array bezeichnet.

Beispiel 5.22. In den folgenden Beispielen werden einige Butcher—Tableaus fiir typische Ver-

fahren angegeben.

(a) Das Butcher—Tableau der Fuler—Methode (p = 1) ist sehr einfach strukturiert:
0
1

(b) Das Butcher-Tableau des Verfahrens von Heun (p = 2) ergibt sich zu:

= O

@R ENIE

(c) Das klassische 4—Schrittverfahren von Kutta (1901) ist ein Schema 4. Ordnung der Form:

= N = O

ol O O N

Wi | O N

Wl | =

1
6

Die Eintrage b; des Vektors b korrespondieren mit dem Quadraturverfahren pulcherrima.

"John Charles Butcher (geb. 1933), neuseeléindischer Mathematiker
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Praktische Aspekte

Bei praktischen Berechnungen werden zwei Integrationsschemata parallel implementiert. Man
spricht von einem Paar von Integrationsverfahren. Das exaktere Verfahren wird dabei als Feh-
lerschétzer fiir das weniger exakte Verfahren verwendet mit dem Ziel der Fehler— und Schritt-
weitensteuerung.

Bei einer Runge-Kutta-Implementierung verwendet man ein beliebiges Paar von Runge-Kutta—
Schemata mit unterschiedlichen Ordnungen p und p; fiir gewohnlich gilt p = p + 1. Um den
Aufwand an Funktionsauswertungen zu minimieren, verwendet man Schemata, welche die sel-
ben Stellen an Zwischenauswertungen verwenden und sich nur in den Gewichtungen b; und b;
unterscheiden. So eine Kombination von Runge-Kutta—Schemata wird als embedded Runge—
Kutta—Methode oder Runge-Kutta—Fehlberg®Methode bezeichnet.

5.1.4 Implizite Einschrittverfahren nach Runge—-Kutta

Eingangs sei das grundsétzlich andere Verhalten der impliziten Methode von Fuler dargestellt,
welche durch eine implizite Diskretisierung definiert ist.

Definition 5.23. Die implizite Methode von Euler ist definiert durch

Vi — Vi1

=), =12, (5.11)

Diese Methode ist implizit, da die Losung eines i.A. nichtlinearen Gleichungssystems fiir jeden
Schritt der Rekursion notwendig ist. Implizite Schemata sind die einzigen Iterationsverfahren,
um numerische Losungen fiir steife Differentialgleichungen zu erhalten.

Andere implizite Einschrittverfahren sind jene, die der Klasse der impliziten Runge—Kutta
Einschrittverfahren angehoren. Diese sind eine Verallgemeinerung der expliziten Runge-Kutta—
Methode.

Definition 5.24. Ein implizites s—Schritt Runge—Kutta—Einschrittverfahren mit den Zwischen-
approximationen X; an den Stellen 7; :=t,_1 +¢; - hmit j = 1,...,s wird definiert durch das
folgende s x n System von nichtlinearen Gleichungen.

X1 =via1+ h(anf(ﬁ,Xl) + a12f (12, Xo) + ... + a1 f(7s, Xs))
Xo=vi1+ h(amf(ﬁ,Xl) + age f (12, Xo) + ... + ags f(7s, Xs))
(5.12)

Xs =V + h(aslf(leXl) + asQf(7_27X2) + ...+ assf(Tsa Xs))
vi = v+ h(bif(m, X1) + baf (12, Xo) + ... + bs f (75, X5))

Zuerst miissen die Zwischenapproximationen X; ermittelt, anschlielend die v; unter Verwen-
dung einer Integrationsformel mit Knoten ¢; und Gewichten b; bestimmt werden.

Auch fiir die impliziten Runge-Kutta—Verfahren wird ein Butcher—Tableau zur Repréisentation
angegeben.

8Erwin Fehlberg (geb. 1908), deutscher Mathematiker
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Die Struktur ist analog zu jenen der expliziten Runge-Kutta—Verfahren mit dem Unterschied,
dass die Matrix A im Allgemeinen voll besetzt ist.

C1 | @11 Q2 ... Qs
Co | 21 Q22 ... Q2
Cg as1 (1F9) o Agg

bi by bs

Beispiel 5.25. Im Folgenden werden zwei typische Beispiele anhand des Butcher—Tableaus
definiert.

(a) Die implizite FEuler—Methode wird durch das folgende Butcher—Tableau charakterisiert:

111
1

(b) Die implizite 2-Schritt Trapezregel ist definiert durch das Tableau:

Definition 5.26. Wihlt man die ¢; als die Nullstellen der Legendre-Polynome auf dem Inter-
vall [0, 1] vom Grad s, so fithrt die angemessene Wahl der Gewichte b; (und damit auch der a;;)
zur Gaufs—Kollokation.

Bemerkung 5.27. Die Gaufi-Kollokation fiir den Fall 2’ = f(t,z) = f(t) entspricht der
GauBB-Quadratur.

Beispiel 5.28. Ein einfaches Beispiel zur Gau3-Kollokation ist durch das folgende Butcher—
Tableau definiert.

(Y]
— |l

Dieses Einschrittverfahren wird als implizite Mittelpunktsregel bezeichnet und wird beschrieben
durch die Rekursion
Vi =V;_1+ h - f(ti,1 + %, %(Vi,1 + Vz)) (513)
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5.1.5 Stabilitit und Konvergenz von Einschrittverfahren

Definition 5.29. Fiir beliebige Einschrittverfahren definiert man die Stabilititsfunktion ® als
eine Funktion, fiir welche die Diskretisierung des skalaren Problems

=\

geschrieben werden kann als
Beispiel 5.30. Einige Beispiele zur Stabilitdatsfunktion:
(a) Fiir explizite Runge—Kutta—Verfahren ist die Stabilitdtsfunktion ® immer ein Polynom.

(b) Die implizite Euler—Methode hat eine rationale Stabilitatsfunktion

Betrachtet man das steife Problem
= Az, A< 0,

so spiegelt sich das robuste Verhalten der impliziten Euler—-Methode wieder in

1
0<(D(h/\):1—h)\<1’

fiir alle h > 0 und A < 0. Ebenso gilt YA € C mit Re A <0

1B(AN)] < 1.

Dies ist von Bedeutung, da das skalare Problem aus Definition 5.29 komplexe Eigenwerte
aufweisen kann.

Definition 5.31. Das Stabilitdtsgebiet eines Einschrittverfahrens ist definiert als
Se :={z€C:|P(z)| <1} (5.15)
Ein Einschrittverfahren heifit A-stabil, wenn fiir die Stabilitatsfunktion ®
|®(2)] <1 VzeC, mit Rez <0 (5.16)

gilt, d.h. {z € C:Rez <0} C Sp.

Das Einschrittverfahren heifit strikt A-stabil oder auch L-stabil, wenn zusétzlich
|®(2)] — 0 fiir Rez — —o0 (5.17)
gilt. Wenn |®(z)| < 1 (wenigstens) fiir alle z € R™ gilt, dann heiit die Methode steif stabil.

Beispiel 5.32. Einige Beispiele zum Thema A—Stabilitét:
(a) Die explizite Euler-Methode ist strikt A—stabil.
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(b) Man betrachte die implizite Trapezregel, welche definiert ist durch

Vi = Vi—1 + g(f(tila vi1) + f(ts, Vz))

Die zugehorige Stabilitdtsfunktion lautet

1+
1 —

[\CIENS

®(z2) =

[NGIEN

Diese Methode ist A—stabil, aber nicht strikt A—stabil.

(c) Eine explizite Methode mit einer polynomiellen Stabilitétsfunktion ® kann nicht A—stabil
sein, denn der Stabilitétsbereich S := {z € C : |®(z)| < 1} ist immer eine beschriankte
Teilmenge von C.

Satz 5.33. Ein Einschrittverfahren mit der Stabilitdtsfunktion ® ist genau dann A-stabil,
wenn
Rez <0 = |P(2)] <1

Vz € C gilt.

Der Beweis folgt direkt aus der Definition.

A-Stabilitdt ist ein sehr brauchbares Konzept fiir die Untersuchung auf Stabilitdt von Diskre-
tisierungsschemata fiir steife Probleme. Es wird mit der skalaren Modellgleichung

= \x
gearbeitet, bzw. wenn Systeme mit konstanten Koeffizienten vorliegen, ist die Modellgleichung
7 = Ax

mit A = XAX ™!, wobei A eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten ), ist.

Ein modernerer Zugang und auch ein wesentlich méchtigeres Konzept fiir steife Probleme fiihrt
auf die B-Stabilitdt. Man betrachte dazu eine Klasse von gewdhnlichen Differentialgleichungen,
deren rechte Seiten die einseitige Lipschitz—Bedingung erfiillen.

Definition 5.34. Eine Funktion f: D — R" erfiillt die einseitige Lipschitz—Bedingung beziig-
lich z auf D, wenn
(v =T, f(t,) = f(t,7)) < mllz - 7|3 (5.18)

fiir alle (¢, ), (t,7) € D gilt?. Dabei ist m die einseitige Lipschitz—Konstante von f beziiglich
x auf D.

Bemerkung 5.35. Die einseitige Lipschitz—Bedingung schwécht die Lipschitz—Bedingung ab.
Dies zeigt der Zusammenhang

(=%, f(t,2) = f(t,T)) < |z = Tl f(t,2) = f(,D)]]2 < Ll — T3

9(.,.) bezeichnet dabei das euklidische Skalarprodukt auf R™ und es gilt ||.||3 = (.,.).
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Definition 5.36. Man betrachte zwei parallele Schritte der Diskretisierung eines Einschritt-
verfahrens mit Schrittweite h

(ti—layi—l) — (ti,Vi), (519>
(tifla Di*l) — (tlv Dl)v (52())
eines Anfangswertproblems mit einseitiger Lipschitz-Konstante m der Funktion f. Die Methode

heifit B-stabil, wenn
|vi — illa < @(hm)||vi-1 — Vio1l]2 (5.21)

gilt fiir eine glatte Stabilitdtsfunktion @, welche ®(0) = 1 erfiillt.

Bemerkung 5.37. Die Bedingung ®(0) = 1 aus Definition 5.36 kann unter Umsténden eine
Restriktion der Schrittweite im Sinne h < hg zur Folge haben.

Satz 5.38 (B-Stabilitdt der impliziten Euler-Methode). Sei h die Schrittweite der Methode
aus Definition 5.23. Die implizite Euler-Methode ist B—stabil mit der Stabilitdtsfunktion

1
1—hm’

®(hm) = (5.22)

Beweis. Mit Definition 5.23 der impliziten Euler-Methode und Definition 5.36 erhélt man

Vi — Ui = vic1 — Vo + h(f (6, v) — f(ti, 1))
Bildet man das innere Produkt dieses Ausdrucks mit sich selbst

(Vi = Vi1 — 1) = |lvs — ’773“37

so erhélt man mit der Ungleichung von Cauchy—Schwarz und der einseitigen Lipschitz—Stetigkeit
der Abbildung f die Abschétzung

v = Till3 = (Vi1 + Dica) + B (vi — 03, (6, v5) — fti,03))
<||vie1 — Ticallollvs — ill2 + hml|v; — 33

Aus der Umformung
(1 = hm)|lvi = Tills < [[vier = Dica|l2]lvi = Till
und ||v; — v;]|2 # 0 folgt unmittelbar die B-Stabilitét. O

Bemerkung 5.39. Es sei angemerkt, dass hier fiir m > 0 die Einschrankung hm < hom < 1
verlangt werden muss. Die implizite Euler-Gleichung wére sonst nicht losbar.

Definition 5.40. Die implizite Euler—Methode (5.23) heifit B-konvergent von der Ordnung
p = 1, wenn Sie den folgenden Satz erfiillt.

Satz 5.41 (B-Konvergenz der impliziten Euler-Methode). Sei f einseitig Lipschitz—stetig mit
der einseitigen Lipschitz—Konstante m, x € C%[0,T] und M, := sup ||z”(t)]]2.
te[0,7
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Fiir hm < hgm < 1 geniigt der globale Fehler ; = v; — x(t;) der impliziten Euler-Methode
(5.23) mit Schrittweite h und Anfangswert vy = x¢ + £¢ der Ungleichung

emi_l 1 Mgh
m 11— hom 2

]2 < €™

goll2 + (5.23)

mit

m_ m
m:= )
1—hm — 1—hom

Bewers. Zu Beginn wird gezeigt, dass die Konsistenzordnung der impliziten Euler—-Methode p =
1 ist. Dazu betrachte man den lokalen Fehler ¢;, der mit dem Taylorschen Lehrsatz entwickelt
wird.

. —_— . 1
0, = x(tz) hl"(tz—l) N ZL’,(ti) _ —h/ l‘”(ti . Qh)(l _ 9)d¢9
0
Weiters gilt
Msh
el < =2

Zunichst betrachte man einen impliziten Euler—Schritt
Vie1 = V= v+ he f(t, v)
und einen von z(;_1) ausgehenden parallelen Schritt
x(ti1) = v i=x(tioy) +h- f(t, ).

Wegen der B—Stabilitit aus Satz 5.38 gilt

|vi — vill2 < lvicr — 2 (ti-1)|l2-

1—hm
Mit der Definition von 7; gilt
= z(ti1) —x(t;) + b2/ () + b (f(tnm) — f(t, 2(8)))

Analog zum Beweis in Satz 5.38 wird das Skalarprodukt des Ausdrucks mit sich selbst gebildet
und die Anwendung der einseitigen Lipschitz—Stetigkeit fithrt auf

1 1 Myh?
Ihtille < T30 =

vi —z(li)][2 <
A ——

Folglich gilt

leillz =llvi — z(ti)ll2 < [[vi — Villa + |75 — 2(t3) |2

< (el + 222
Ei— .
“1—hm Hiz 2
Deswegen erfiillt &; := ||&;||2 die Voraussetzungen der Einschritt—Version des diskreten Lemmas
von Gronwall laut Satz B.2 mit w = 7 f’g‘m und 0 = — iom M22h2. Damit folgt die Behauptung des

Satzes. 0
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5.1.6 Schrittweitensteuerung und Fehlerschitzung

Der Rechenaufwand fiir ein Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen ist erheblich von
der Wahl der Schrittweite abhéngig. Um ein Verfahren effizient zu halten ist es verniinftig, die
Schrittweite variabel zu wéhlen. Im Fall von konstanter Schrittweite wiirde diese ansonsten von
der ,,ungiinstigsten“ Region beeinflusst werden.

Aus Kapitel 5.1.2 ist bekannt, dass der lokale Diskretisierungsfehler ¢; ein Maf fiir die Abwei-
chung der numerischen Approximation von der exakten Losung ist. Genauer beschreibt h¢; diese
Abweichung. Dies zeigt, dass die Schrittweite direkt die Abweichung beeinflusst. Hier muss nun
ein Kompromiss gefunden werden zwischen geringer Schrittweite, um die Abweichung gering
zu halten, und einer hinreichend grofien Schrittweite, um den Rechenaufwand gering zu halten.
Die Schrittweite soll adaptiv gesteuert werden, wozu eine Fehlerschéitzung notwendig ist. Hierzu
gibt es die zwei folgenden grundlegenden Ideen:

(a) Es werden fiir eine Schrittweite h zwei Verfahren, hiufig Runge-Kutta, der Ordnung n
und n + 1, berechnet.

(b) Es wird eine Rekursion v; — ;41 mit Schrittweite A und eine Rekursion v; — 7,1 mit %
berechnet.

Die beiden resultierenden numerischen Approximationen werden jeweils verwendet, um zu er-
mitteln, ob die Schrittweite verkleinert, gleich belassen oder vergrofiert werden kann.

Um ein Ma$B fiir den Fehler zu erhalten, muss zuerst ein Schdtzer des lokalen Fehlers ermittelt
werden, um mit diesem anschlieend eine Schrittweitensteuerung umsetzen zu kénnen. Dazu be-
trachtet man zwei unterschiedliche Einschrittverfahren, welche durch die Inkrementfunktionen
¢ und ¢ symbolisiert werden, der Form

v; =vi_1 + hyo(ts, vi; hy), (5.24a)
Vi =V +Ei§5(tiu Ui hy). (5.24b)

Hierbei konnen h; und E zwei unterschiedliche Schrittweiten darstellen. Es sind nun zwei M6g-
lichkeiten denkbar:

(a) Es gilt 0 < h; < h; und & = .
(b) Es gilt h; = h; und @ besitzt eine hohere Konsistenzordnung als .

In beiden Féllen kann 7; als die genauere Approximation der Losung angenommen werden. Ein
moglicher Schétzer, welcher oft verwendet wird, lautet dann

Weiters wird zur Hilfe ein Anfangswertproblem der Form

v(t) =f(tx(t),  t=tia

(i) =iy (5.26)

formuliert und fiir dieses die beiden lokalen Diskretisierungsfehler £; und ¢, fiir die zwei expliziten
Einschrittverfahren ¢ und ¢ mit gleicher Schrittweite h; = h; angegeben.
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ti) — x(t;—
l; :x( ) hx( ) _ P(ti-1, z(ti-1); hi) (5.27a)
~ t;) —x(t;— -
7 :x( ) hx( 1) Bt (tii1); hy) (5.27Db)

Der folgende Satz ermoglicht eine Aussage tiber den Schétzer 7);.

Satz 5.42. Scien ¢; und /; geméf (5.27) die beiden lokalen Diskretisierungsfehler der beiden
expliziten Einschrittverfahren ¢ und ¢ aus (5.24) des Anfangswertproblems (5.26) mit gleicher

Schrittweite h; = h; und
]
1]

0 .=
Dann gilt fiir den Schétzer n; aus (5.25)
(1 —=0)h |G|l <mi < (1+0)h||Ci]).

Beweis. Es gilt

x(t;) =vio1 + hip(ti — 1, v 05 hi) + il
Vi =Vi1 + hio(ti — 1, v;_1; hy)

und daher

Analog gilt B
Nun kann der Fehlerschétzer n; berechnet werden als

ni = [V — vil| = hal[l; — 43
Weiters gilt wegen der Dreiecksungleichung

1

(L =06l = el = Gl < 16 =G | = .

und

(1

1 - -
we= NG = G < Gl = @+l

(5.28)

]

Der Schiitzer n; ist also eine umso bessere Approximation von h;||¢;||, je kleiner 6 ist. Hinsichtlich

der Schrittweitensteuerung werden nun die folgenden Uberlegungen angestellt. Wegen

i = [[vi — vill = hill i — 4]

kann unter der Annahme, dass das bessere Vergleichsverfahren ¢ einen sehr geringen, gegen

Null gehenden Fehler ¢; aufweist, der Fehlerschétzer als
i =~ hil |G

(5.29)
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aufgefasst werden. Dieser soll durch eine vorgegebene Toleranz tol beschrankt werden
1; < tol.

Einschrittverfahren mit einer Konsistenzordnung p haben gemé&fl der Definition die Eigenschaft
Il4;|| = O(hP). Dies erlaubt wegen (5.29) fiir den Fehlerschétzer 7; den Ansatz

= c(t)hf™ + O(h"*?)

mit einer von h; unabhéngigen Funktion c. Sei h; jene Schrittweite, bei der die vorgegebene
Toleranz erreicht wird, also fiir den zugehorigen Schétzer

m; = tol = c(t;)(h;)""" + O((h})"™)

gilt. Mit den Gleichungen fiir 7, und 1} = tol folgt

Eine Strategie zur Schrittweitensteuerung ist, den Term O(h;) zu vernachlissigen und die obige
Gleichung nach A} aufzuldsen. Um die Vernachlédssigung zu beriicksichtigen, wird ein Sicher-
heitsfaktor y < 1 vorgesehen und fiir die neue Schrittweite gilt

h: n", 5.30
i—X(a> i (5.30)

5.2 Lineare Mehrschrittverfahren

Einschrittverfahren basieren auf der Rekursion v;_; > v;, welche keine Information iiber friither
berechnete Werte verwendet. Nachteile von Einschrittverfahren beim Versuch der Realisierung
hoherer Ordnungen sind die zusétzlichen Auswertungen der Funktion f in jedem Schritt, wenn
diese Auswertungen aufwéndig und zeitintensiv sind.

Mehrschrittverfahren werden so konstruiert, dass die Auswertungen von f und v aus vorange-
gangenen Berechnungen effizient verwendet werden.

Definition 5.43. Mit f; := f(t;, ;) heifit die Diskretisierung einer Losung eines Anfangswert-
problems der Form

1

7 (Vg + ...+ op Vi +owvy) = Bofick + ...+ B fior + Bifi (5.31)
mit £ € N ein k-Schritt lineares Mehrschrittverfahren. Linear bezieht sich darauf, dass v; und
f; nur linear in Gleichung (5.31) auftreten. Jeder Schritt der Rekursion (v;_y,...,vi—1) — v;

erfordert somit nur eine einzige neue Auswertung von f.

Die Gleichung kann als
k

SHES

k
AnVi—f+m = Z ﬁmfi—k-‘rm (532)
0 m=0

m=
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geschrieben werden, wobei

k
O(tick, Vieky - - -, tiy Vi) 1= Z B fi—ktm (5.33)
m=0

als Inkrementfunktion bezeichnet wird. Fiir Mehrschrittverfahren wird ag + ... + a = 0, mit
ay # 0, gefordert, und die Koeffizienten S entstehen durch ein geeignet gewéhltes Quadratur-
verfahren. Ein k-Schritt Mehrschrittverfahren benotigt £ —1 Startwerte v; mit j =1,...,k—1,
welche durch eine geeignete Methode, wie beispielsweise ein Runge-Kutta—Verfahren, berechnet
werden miissen.

Mit der Abbildung v;y; — 2/ und fiy; +— 27 fiir ein festes ¢ € N und ein beliebiges j € Z
gelangt man von Gleichung (5.32) auf

k k
1 _ —
LS et 3 ant
m=0 m=0
und fiir z # 0 erhélt man die Gleichung
k k
Z Q2™ =h Z Bmz™. (5.34)
m=0 m=0

Definition 5.44. Die Polynome

k k
p(z) = Z o und  o(z) = Z Bmz™
m=0 m=0

heiflen die charakteristischen Polynome des Mehrschrittverfahrens. Das Mehrschrittverfahren
wird durch das Paar (p, o) eindeutig definiert.

Definition 5.45. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit explizit, wenn (5, = 0 gilt, anderfalls
implizit.

Beispiel 5.46. Das 2-Schritt—Verfahren definiert durch

1 .
ﬁ(w—%‘—z) = f(tiz1,Vie1), 1=1,2,...,

heif3t explizite Mittelpunktsregel. Zur Berechnung von v; kann beispielsweise ein expliziter Euler—
Schritt benutzt werden. Es gilt

1
p(z) = 5(22 —1), o(2) =z
und damit ) |
a0 = ~35; ay =0, a2 =3, Bo=0, [i=1 pr=
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5.2.1 Stabilitit und Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Die Stabilitdt von Einschrittverfahren wird anhand der Modellgleichung
=\
untersucht. Auch fiir Mehrschrittverfahren ist diese von Interesse und fiihrt zur
Definition 5.47. Fiir A € C heifit das Anfangswertproblem
Z'(t) = Mx(t), t>0, mit  z(0) =1

das Testproblem von Dahlquist!®.

Die Losung des Testproblems von Dahlquist fiir lineare Mehrschrittverfahren lautet

k k
E OpVi—k+m = hA E ﬁmVi—k—i—m

oder dquivalent

k
> (= hABw) Vi gy = 0. (5.35)
m=0
Definition 5.48. Mit
k
Pa(2,hA) == (am — hABR)2™ = p(2) — hAo(2) (5.36)
m=0

heifit pg das Stabilitdtspolynom des linearen Mehrschrittverfahrens (p, o).

Satz 5.49. Sei u € C eine einfache Nullstelle des Stabilitétspolynoms pg eines linearen Mehr-
schrittverfahrens (p, o). Dann ist v; = p' eine Losung der Gleichung (5.35). Ist u € C eine
mehrfache Nullstelle des Stabilitdtspolynoms pg mit Vielfachheit grofier gleich 2, so ist v; = iy’
eine Losung der Gleichung (5.35).

Beweis. Fallunterscheidung anhand der Vielfachheit von pu:
(a) Sei die Vielfachheit von u gleich 1. v; = u* ist Losung von (5.35) genau dann, wenn

k k
=D (@ = hAB )T = Y (i — BAB) W™ = 1 pa (s BA)
m=0

m=0

gilt. Fiir p = 0 ist dies stets erfiillt, fiir 4 # 0 muss p eine Nullstelle von pg sein.
Umgekehrt miissen Nullstellen von pg Losungen der Differenzengleichung (5.35) geméifl
des Ansatzes v; = ' liefern.

0Germund Dahlquist (1925 — 2005), schwedischer Mathematiker
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b) Sei die Vielfachheit von p groBer 1. Es gilt (mindestens) pg(u; hA) = pl(p; hA) = 0 und
) )

weiters gilt
k

p&)(Z, h/\) Z (am - h)\ﬁm)mzm_l

m=0

=4y’ ist Losung von (5.35) genau dann, wenn gilt

k
Z — hABp) (i — k4 m) i =
=0

k

k
= (i — k)" Z (am — RABR) 1™ + p Z (m — BBy )™
m=0 m=0
= (i — k)" py (s hA) + = ply (s hX).

Fiir g = 0 ist dies stets erfiillt, fiir ¢ # 0 muss p eine Nullstelle von pg und p}, sein,
also eine mehrfache Nullstelle von pg. Umgekehrt miissen Nullstellen von pg und pj,
also mehrfache Nullstellen von pg, Losungen der Differenzengleichung (5.35) geméaf des
Ansatzes v; = i’ liefern.

[]

Definition 5.50. Sei (p, o) ein lineares Mehrschrittverfahren.
(a) (p,o) heifit stabil fiir hA € C, wenn fiir jede (mehrfache) Nullstelle o des Stabilitétspoly-

noms pPg
lul <1
und fiir jede einfache Nullstelle u
ul =1
gilt.
(b) Das Stabilitatsgebiet ist definiert durch
Se :={z € C\{0} : (p, o) ist stabil fiir z}. (5.37)

(¢) (p,o0) heiBt A-stabil (oder absolut stabil), wenn
{z € C\{0} : Re(z) <0} C Ss
gilt.
In vielen Féllen ist A—stabil eine zu restriktive Forderung, daher wird eine weitere Definition
gegeben.

Definition 5.51. Ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren (p, o) heifit A(«)-stabil mit
0<a< 7, wenn
Se ={2z€C:|r—arg z| <a} C Y%

gilt. (p, o) heiBlt A(0)-stabil, wenn es A(«)-stabil ist fiir ein hinreichend kleines v > 0.
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Bemerkung 5.52. Einige Bemerkungen im Zusammenhang mit A(«)-Stabilitét:
(a) A(%)-stabil ist dquivalent zu A-stabil.
(b) Bei A(0)-stabilen Verfahren ist mindestens Syp = R~ im Stabilitéitsgebiet enthalten.
(c) Die A(«a)-Stabilitét fordert, dass fir w € S, das Stabilitdtspolynom

pe(z,w) = p(2) —wo(z)
nur Nullstellen p € € besitzt, fiir die |p] <1 gilt.

(d) pg(pw,w) = 0 ist dquivalent zu % = 0(ftw). Py ist am Einheitskreis beschrankt und
daher gilt weiters
. P(,Uw) .
= 1 = 1 :
0 Rewlin—oo w Rewlin—ooo—(uw)

Fiir Rew — —oo entsprechen also die Nullstellen von pg jenen von o, welche nur im
Nullpunkt liegen diirfen. Das zweite charakteristische Polynom ¢ muss demnach die Form
o(2) = Bpz* haben. Dies leisten gerade die BDF-Verfahren, sieche Kapitel 5.2.3.

Analog zu Einschrittverfahren wird der lokale Diskretisierungsfehler als Abweichung von der
analytischen Losung x des gegebenen Anfangswertproblems definiert, unter Beriicksichtigung
des Mehrschrittverfahrens (5.31).

Definition 5.53. Der lokale Diskretisierungsfehler des Mehrschrittverfahrens (5.31) ist defi-
niert als

S

I
S
(1~

(akx(ti_k+m) — hﬁmf (ti—k+m7$(ti—k+m))) =

3
=}

&

(5.38)

amx(ti—k’—i-m) - hﬁmx,(ti—k—i—m)-

SRS
=)

m=

Der lokale Diskretisierungsfehler erlaubt die Untersuchung der Konsistenz des Mehrschrittver-
fahrens. Konsistenz der Ordnung p heifit, dass £; = O(h?) gilt. Um Bedingungen fiir die Konsis-
tenz von Mehrschrittverfahren (p, o) zu entwickeln, wird  und 2’ um ¢;_ in einer Taylor—Reihe
entwickelt

T(tiogim) = x(tiok) + mha'(ti—i) + O(h?), 2 (tiogem) = @' (tiok) + O(R).

Mit (5.38) und unter Verwendung der charakteristischen Polynome folgt

k
m:O

Aus diesen Uberlegungen folgt
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Satz 5.54. Ein lineares Mehrschrittverfahren (p, o) ist genau dann konsistent von der Ordnung
p =1, wenn
p1)=0 und  p(1)=o(1)

gilt.

Definition 5.55. Ein lineares Mehrschrittverfahren erfiillt die Wurzelbedingung, wenn alle
Wurzeln §; des ersten charakteristischen Polynoms p die Bedingung |£;| < 1 und alle mehrfachen
Wurzeln die Bedingung |¢;| < 1 erfiillen.

Bemerkung 5.56. Fiir konsistente Mehrschrittverfahren ist ¢ = 1 aufgrund der Bedingung
p(1) = 0 immer eine Wurzel, die sogenannte Hauptwurzel.

Definition 5.57. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit D-stabil, auch asymptotisch stabil
oder nullstabil, wenn das erste charakteristische Polynom p die Wurzelbedingung erfiillt.

Definition 5.58. Ein k—Schritt Mehrschrittverfahren heifit konvergent, wenn fiir ein Anfangs-
wertproblem der Form (5.2) mit Lipschitz—stetigem f aus der Konvergenz der Startwerte

lim max [|zg — v =0
h—00<i<k

auch die Konvergenz fiir alle beschrénkten Zeitintervalle [to, to + 7]

lim max |lz(t;) — v =0
h—0to<t;<to+T

folgt.

Satz 5.59. Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann konvergent, wenn es D—stabil und
konsistent ist. Die Konvergenzordnung entspricht dann der Konsistenzordnung.

5.2.2 Adams Schema

Ein wichtiger Spezialfall in der Klasse der linearen Mehrschrittverfahren ist durch die Wahl der
Koeffizienten zu

ap=1, ap_1=-1, und o, =0 Ym¢ {kk—1}

und der Diskretisierung der Ableitung z’ durch den Differenzenquotienten analog (5.3) gegeben.
Das lineare Mehrschrittverfahren hat unter diesen Voraussetzungen die Gestalt

= i) = fofik o Broafir + B (5.39)

Zur Bestimmung der Koeffizienten 3; kann die Uberlegung anhand der abstrakten exakten
Losung der Differentialgleichung angestellt werden. Betrachtet man

oft) = altio) + [ Fltatt) (5.40)

i
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und ersetzt den Integranden durch ein Polynom, welches an den Punkten (¢;_jim, 2(ti—gim))
interpoliert wird, dann kann das Integral als Linearkombination der vorhergehenden Werte
fti—krm, T(ti—k+m)) mit den Koeffizienten 3, angeschrieben werden.

Ohne Beweis sei an dieser Stelle erwéhnt, dass die Ordnung der Konsistenz um 1 grofler ist als
die Ordnung des Interpolationspolynoms.

Beispiel 5.60. Im Folgenden werden zwei Beispiele von Adams—Schemata angegeben:

(a) Ein Interpolationspolynom vom Grad k — 1 an den Stellen ¢; j, t; yi1,...,t;_1 fithrt auf
das Schema

vi = Vi1 +h(Bofick + ..+ Beor ficr): (5.41)
Hier gilt 8, = 0 und das Schema heifit die explizite k—Schritt Adams—Bashforth Formel
der Konsistenzordnung p = k.

(b) Ein Interpolationspolynom vom Grad k an den Stellen ¢;_x,t; _gi1,...,t;_1 fiihrt auf das
Schema

Hier gilt £, # 0 und das Schema heif$t die implizite k—Schritt Adams—Multon Formel der
Konsistenzordnung p = k£ + 1.

Die Koeffizienten (,, konnen elementar bestimmt werden und finden sich in Tabelle 5.1.

expl. Adams—Bashforth—Verf. || impl. Adams-Moulton—Verf.
kil Bo | Bi | B2 | B3| P Bo | Br | B2 | Bs | Ba
1| 1] 0 3 3
1 3 1 8 5
2 —3 | 3 | 0 | 1| 1
3l 5 | _1] 2 | 1| 5| 1w |9
12 12 | 12 24 24 | 24
Al o | sr | 59| g || _19 | 106 | _264 | 616 | 251
24 | 24 24 | 24 720 | 720 720 | 720 | 720

Tabelle 5.1: Auflistung der Koeffizienten des Adams—Bashforth— und des Adams—Moulton—
Verfahrens

Das charakteristische Polynom der Adams—Schemata lautet
p(z) =28 — A1 = —1).

Wegen § =1 und ; =0 fiir j =0,...,k — 1 sind alle Adams—Schemata D-stabil.

Bemerkung 5.61. Einige abschliefende Bemerkungen:
(a) Das Adams-Moulton Schema ist fiir £ > 1 nicht A-stabil.

(b) Das Einschritt—Adams—Multon Schema ist d&quivalent zur impliziten Trapezregel, diese ist

A-—stabil.
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5.2.3 Backward Differentiation Formula

Backward-Differentiation-Formula (BDF) Verfahren sind eine Klasse von impliziten linearen
k—Schritt Methoden. Diese Methoden sind Verallgemeinerungen der impliziten Euler-Methode
(k = 1) unter Verwendung des Differenzenquotienten k—ter Ordnung, welcher eine Approxima-
tion k—ter Ordnung der Ableitung z'(t;) ist. BDF—Verfahren sind geeignet fiir das Losen von
steifen Problemen.

Die Konstruktion von BDF—Verfahren basiert auf einer vollig anderen Idee. Unter Annahme
eines Interpolationspolynoms wird dieses der Differentiation unterworfen und dann die Koeffi-
zienten der Problemstellung angepasst. Diese Vorgehensweise unterscheidet sich zu den voran-
gegangenen Ideen, da diese nicht auf der Integration beruhen, wie beispielsweise bei Adams—
Schemata. Diesen Sachverhalt zeigt nun die folgende formale Rechnung.

Es wird ein Interpolationspolynom ¢ durch die Punkte (t;_x, i), ..., (t, ;) konstruiert und
gefordert, dass ¢(t;) die zugrundeliegende Differentialgleichung erfiillt, also

q(t:) = f(tiq(t)) = f(ti, vi)
gilt. In der Darstellung des Interpolationspolynoms nach Lagrange gilt

k
q(t) = Z ViektmWim (1),
m=0

wobei die w;,, die Basisfunktionen darstellen, damit gilt

k
q(t) =D Vi kpmWin(t).
m=0

Unter der Annahme, dass die Schrittweite h konstant ist, folgt insgesamt

Definition 5.62. Ein BDF-Verfahren ist ein implizites lineares k—Schritt—Verfahren, welches
durch

k
1
E Z OmVi—ftm = f(tu Vi) (543)

gegeben ist.

Nach Konstruktion ist das Verfahren konsistent von der Ordnung p = k. Die Koeffizienten
erhélt man wegen

k
1
7 Z UnVieym = f(ti,vi) = 7'(t)
m=0
durch Ableiten des Interpolationspolynoms.

Die Koeffizienten von Verfahren bis zur Ordnung k£ = 6 sind in Tabelle 5.2 aufgelistet.

Die Untersuchung von BDF-Verfahren auf D-Stabilitdt gestaltet sich schwierig. Ohne Beweis
sei angegeben, dass ein k-Schritt BDF—Verfahren D-stabil ist fiir kK = 1,...,6 und instabil fiir
k > 6. Daher ist ein BDF-Verfahren der Ordnung & konvergent fiir k£ < 6.
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kil ag | a1 | o Qg | a4 | a5 | O
1] -1 1

20 & | -2 2

s -3 4| -3 %
EIEIERENE:

s -4 5 |-%| 5 |5 |
ol #1-¢l 2 1-2l% -0l

Tabelle 5.2: Auflistung der Koeffizienten von BDF—Verfahren bis zur Ordnung k = 6

5.3 Bemerkungen zu den Algorithmen in MATLAB und
Simulink

In diesem Abschnitt soll ein Bezug zwischen den theoretisch vorgestellten Losungsverfahren
und den sogenannten ode-Losern in MATLAB und Simulink hergestellt werden.

Dabei werden nur jene Losungsalgorithmen betrachtet, welche in Simulink zur Verfiigung ste-
hen:

(a) Fized—step—solver: (b) Variable-step—solver:
e odel (Euler) e 0de23 (Bogacki-Shampine)
e ode2 (Heun) e ode45 (Dormand-Prince)
e ode3 (Bogacki-Shampine) e odell3 (Adams)
e ode4 (Runge-Kutta) e odelbs (stiff/ NDF!)
e ode5 (Dormand—Prince) e 0de23s (stiff/Rosenbrock)
e ode8 (Dormand—Prince) e 0de23t (mod. stiff/Trapeziodal)
e odel4dx (extrapolation) e 0de23tb (stiff/TR-BDF2)
e discrete (no continuous states) e discrete (no continuous states)

Die Verfahren von ode! (Euler) und ode2 (Heun) sind aus Abschnitt 5.1.1 wohlbekannt, sowie
das Verfahren nach Runge-Kutta aus Abschnitt 5.1.3. Die Loser ode3 bis odeb sind s—stufige
Runge-Kutta—Verfahren mit einem bestimmten Butcher—Tableau. Das Butcher—Tableau von
ode3 (Bogacki-Shampine) und ode4 (Runge-Kutta) ist in Tabelle 5.3 zu finden, das von odes
(Dormand—-Prince) ist beispielsweise in [12] nachzulesen.

Fir die Verfahren ode23 (Bogacki-Shampine) und ode45 (Dormand—Prince) von variabler
Schrittweite gilt, dass diese eingebettete Runge-Kutta—Verfahren unterschiedlicher Ordnung
sind, wie schon am Ende von Abschnitt 5.1.3 angesprochen wurde.

ode113 (Adams) arbeitet mit einem Adams—Verfahren und die Verfahren vom Typ ode23 sind
BDF-Verfahren bzw. arbeiten nach der Rosenbrock—Methode, welche in Abschnitt 6.2 noch

U Numerical-Differentiation—Formulas
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0
0 11
11 2 | 2
2 | 2 1 1
31 3 310 3
4 4
. 1 1 110 0 1
9 3 9 11 1 1
6 3 3 6

Tabelle 5.3: Butcher-Tableaus der MATLAB/Simulink ode-Léser ode3 und ode4

naher erlautert wird.

Der Loser discrete (no continuous states) ist nur fir diskrete Systeme zusténdig. Besteht das
Modell also ausschliefSlich aus Abtastsystemen, so kann dieser Loser gewéhlt werden.

Fiir genauere Zusammenhénge zu den Modellen und detaillierteren Information zu den Iterati-
onsalgorithmen in Simulink sei auf Kapitel 6.2 verwiesen.



Kapitel 6

Die Simulationsumgebung Simulink

Dieses Kapitel widmet sich der Zusammenfiihrung der mathematischen Grundlagen aus den
ersten Kapiteln und der Simulationsumgebung Simulink, sowie der Darstellung der Arbeitsweise
dieser Simulationsumgebung. Es werden Unterschiede zur mathematischen Theorie aufgezeigt
und die speziellen Notationen und Darstellungsformen der Simulationsumgebung vorgestellt.
Die grundlegende Definition der Simulationsumgebung Simulink sei dabei wie folgt.

Definition 6.1 (Simulink, Definition nach [11]). Simulink® is an environment for multido-
main simulation and Model-Based Design for dynamic and embedded systems. It provides an
interactive graphical environment and a customizable set of block libraries that let you design,
simulate, implement, and test a variety of time-varying systems, including communications,
controls, signal processing, video processing, and image processing.

6.1 Grundlagen, Begriffe und Definitionen

Ein Modell in Simulink basiert auf dem Prinzip der Eingangs—Ausgangs-Relation eines Ubertra-
gungssystems und ist als Signalflussgraph konzeptioniert. Die Funktionsbausteine von Simulink
haben einen Eingang und einen Ausgang, wobei dieses Konzept auch erweitert werden kann,
beispielsweise durch mehrere Eingéinge, oder der Annahme eines vektorwertigen Eingangssi-
gnals.

Um das Prinzip mehrerer Eingénge mit der Definition 3.7 eines Signalflussgraphen zu kombi-
nieren, muss dieses adaptiert werden. Diese Vorgehensweise soll anhand des Additionsblocks in
Simulink erldutert werden.

Beispiel 6.2 (Additionsblock in Simulink). Aus der Definition eines Signalflussgraphen in
Definition 3.1 und entsprechend visualisiert in Abbildung 3.1 ist das Enden mehrerer Kanten
an einem Knoten als Summation der entsprechenden (verallgemeinerten) Gewichtsfunktionen
7u interpretieren.

In Simulink hingegen wird die Addition als eigener Ubertragungsblock dargestellt. Abbildung
6.1 zeigt die Addition von zwei Signalen und die Subtraktion von einem dritten. Es gibt in
Simulink zwei Moglichkeiten der Addition, wie in Abbildung 6.1 dargestellt.

60
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N
—» —> v
—’_

Add

Abbildung 6.1: Darstellung zweier Moglichkeiten der Addition in Simulink

Wird beriicksichtigt, dass die Addition nicht in der (verallgemeinerten) Gewichtsfunktion an-
hand der zulaufenden Kanten an einen Knoten, sondern durch einen eigenen, aus Sicht der
Theorie von Signalflussgraphen redundanten, Block dargestellt wird, bleibt die {ibrige Theorie
der Signalflussgraphen unveréndert.

Fiir einige andere Operationen in Simulink gilt Ahnliches. Ohne auf Details einzugehen kann
insgesamt gesagt werden, dass Simulink ein Simulator fiir unterschiedliche Bereiche ist, der
Modelle durch Signalflussgraphen beschreibt.

In der Simulationsumgebung Simulink muss noch die Zufiithrung von Eingangs— und Ausgangs-
signalen beriicksichtigt werden. Der Simulator kann nur ein konkretes Szenario rechnen, d.h.
fiir vorgegebene Einganssignale und definierte Anfangszustdnde. Dazu miissen sowohl Quellen
zur Bereitstellung der Eingangssignale, als auch Senken zur Verarbeitung der Ausgangssignale,
fiir ein Simulationsmodell angegeben werden. Dazu sei Beispiel 6.2 an dieser Stelle fortgesetzt.

Beispiel 6.3. In Abbildung 6.2 wurden die Additionsblocke aus Beispiel 6.2 mit drei ver-
schiedenden Eingangssignalen versehen und die beiden Ausgangssignale mit Hilfe eines Scopes
dargestellt.

U
2 = P+
I e
Constant ’_ | :l
Add Scope
Uy
Sine Wave
v
r Us

Step

Abbildung 6.2: Darstellung der Addition und Subtraktion dreier Eingangssignale in Simulink

Als Eingangssignale wurden dabei

0 firt<
up(t) = 2, us(t) =sint und ws(t) = ur T

1 firt>n

gewahlt.
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Definition 6.4 (Simulink-Modell). Der Begriff Modell in Simulink, oder auch ein Simulink-
Modell, definiert ein Ubertragungssystem, welches einen festgelegten Ein— und Ausgang auf-
weist. Auch der Fall mehrerer Ein— und Ausgénge kann dabei auftreten sowie auch ein vektor-
wertiges Eingangs— oder Ausgangssignal ist moglich.

Beispiel 6.3 ist so ein System. Es hat drei Eingéinge und zwei Ausgénge, vorgegebene Eingangs-
signale und die Ausgangssignale werden durch ein sogenanntes Scope graphisch dargestellt.

Simulink-Modelle kénnen nur mit initialisierten Werten und vorgegebenen Eingangssignalen
simuliert werden. Dazu wird das folgende Beispiel betrachtet.

Beispiel 6.5 (LTI-System in Simulink). Es wird noch einmal Beispiel 4.26 herangezogen.
Dieses LTT-System kann in Simulink simuliert werden, wobei die Werte a1, as, az € R mit ay # 0
vorgegeben sein miissen. Diese konnen beispielsweise im MATLAB—-Arbeitsbereich hinterlegt, so
auch durch MATLAB manipuliert und damit der Einfluss dieser Werte auf das Systemverhalten
untersucht werden.

15
.
1
g >—— | : e
Sine Wave Mult 1
Add Integrator Scope
0.5
0
K- [—
05
Mult 2 .
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 6.3: Das LTI-System aus Beispiel 4.26 als Simulink—Modell implementiert (links)
und das Ausgangssignal y dargestellt (rechts)

Der Ubertragungsblock in Abbildung 6.3 Mult 1 fithrt die Multiplikation mit Z—z, der Ubertra-

gungsblock Mult 2 die Multiplikation mit —Z—; aus. Hier gilt a1 =
Eingangssignal ist gegeben durch

lio, as = az = 1 und das

u(t) = sint.

Zum Nachweis, dass die graphisch dargestellte Losung richtig ist, kommt man durch Vergleich
mit der allgemeinen Losung der hier zugrundeliegenden gewohnlichen Differentialgleichung. Die
homogene Losung geht mit dem Ansatz y,(t) = ce? aus der Gleichung

ap +asA=0
hervor, eine partikuldre Losung mit dem Ansatz y,(t) = ¢; sint 4 ¢y cost aus den Gleichungen
a1c1 — AoCy = a3, aics + ascy = 0.

Mit dem Anfangswert y(0) = 0 erhédlt man die allgemeine Losung
100 . 10

y(t) = TR + To1 sint — 101 cost.
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In Simulink stehen auch Ubertragungsblocke zur Verfiigung, welche es erlauben, eine Ubertra-
gungsfunktion durch eine rationale Funktion anzugeben. Dies wurde in Beispiel 4.26 gezeigt und
filhrt zum selben Simulationsergebnis. Weiters ist es moglich, Ubertragungsblocke zu bilden,
welche einen Teil der Funktionalitét beinhalten, um die Ubersicht iiber ein Simulink-Modell zu
bewahren. Die Ubertragungsfunktion und der Ubertragungsblock, welcher die Funktionalitéit
von Abbildung 6.3 inne hat, ist in Abbildung 6.4 zu sehen.

\J p{int  outt —————— [ ]
Sine Wave
Subsystem Scope
a3
a2.s+afl

Transfer Fen

Abbildung 6.4: Das LTT-System aus Abbildung 6.3, einmal durch eine Ubertragungsfunktion
und einmal als Simulink-Teilmodell beschrieben

Das vorangegangene Beispiel motiviert einige Definitionen. Einerseits konstante Werte in ei-
ner Simulation, welche das Verhalten des Ausgangssignals beeinflussen, andererseits Simulink—
Teilmodelle, welche Funktionalitdten beinhalten kénnen, um Simulink—Modelle iibersichtlich zu
gestalten.

Definition 6.6 (Parameter). Eine Variable heifit ein Parameter, wenn diese fest aber beliebig
gewahlt ist. Der Unterschied zu einer Konstanten, welche immer denselben Wert annimmt, ist,
dass in einer Simulationsrechnung der Parameter die Losung qualitativ beeinflusst.

Des Weiteren wurde in Beispiel 6.5 die Méglichkeit vorgestellt, Teile eines Modells durch einen
Ubertragungsblock zu ersetzen. Dies fithrt zur

Definition 6.7 (Teilmodelle, Subsysteme). Es heiit ein Teil eines Simulink-Modells ein Teilm-
odell oder Subsystem, wenn dieses fiir sich selbst betrachtet wieder ein Simulink-Modell dar-
stellt.

6.2 Simulationsparameter kontinuierlicher Systeme

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, welche Parameter in Simulink manipulierbar sind und
somit bei der Simulation beeinflusst werden koénnen.

Den wesentlichsten Punkt bei der Konfiguration der Simulationsparameter stellt der sogenannte
solver dar. Dahinter verbirgt sich das numerische Losungsverfahren fiir die Differentialgleichun-
gen, welche dem Simulink-Modell zugrunde liegen.

Unter anderem stehen zur numerischen Losung von gewdchnlichen Differentialgleichungen Lo-
sungsverfahren, wie in Kapitel 5 dargestellt, zur Verfiigung.
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Simulink bietet dabei einen Teil dieser Verfahren fiir die Simulation an, wobei folgende Para-
meter beeinflusst werden konnen:

e Simulationsdauer

ssolver‘—Algorithmus: Numerisches ODE-Losungsverfahren

Fixierte oder variable Schrittweite

Minimale und maximale Schrittweite

Absolute und relative Toleranz

e _7zero crossing detection®

Die der numerischen Lésung von gewohnlichen Differentialgleichungen zur Verfiigung stehenden
Algorithmen und die dazugehorigen Anwendungsszenarien sind in Tabelle 6.1 aufgelistet.

Name Problembeschreibung fiir das Szenario Losungsverfahren

oded5 Differentialgleichungen ohne spezielle Anspriiche | Runge-Kutta
ode23 Differentialgleichungen ohne spezielle Anspriiche | Runge-Kutta
odell3 | Differentialgleichungen ohne spezielle Anspriiche | Adams

odelbs | Steife Differentialgleichungen und DAEs BDF

ode23s | Steife Differentialgleichungen Rosenbrock
ode23t | MaBig steife Differentialgleichungen und DAEs Trapez—Regel
ode23tb | Steife Differentialgleichungen TR-BDF2

Tabelle 6.1: Auflistung der numerischen Losungsverfahren fiir ODEs in Simulink

Tabelle 6.1 beinhaltet unter anderen das Rosenbrock!-Verfahren, welches eine Spezialisierung
impliziter Runge-Kutta—Verfahren ist. Dazu wird in jedem Schritt eine Newton—Iteration durch-
gefithrt, welche mit Hilfe der Jacobi-Matrix eine N&aherungslosung berechnet. Dies erfordert
jedoch die Berechnung dieser Matrix in jedem Schritt. Eine Abhilfe stellt das vereinfachte
Newton—Verfahren dar, welches die Jacobi-Matrix nur alle n Schritte berechnet. Dies senkt den
Berechnungsaufwand wegen der geringeren Anzahl an Auswertungen der Jacobi-Matrix, man
verliert jedoch durch diese Vorgehensweise an Konvergenzgeschwindigkeit. Wahlt man fiir die
Jacobi-Matrix J = f,(v;), wird dieses Verfahren als die Rosenbrock-Methode bezeichnet.

Das Verfahren TR-BDF2 ist eine Kombination aus der Trapez—Regel im ersten Schritt und
einem BDF-Verfahren der Ordnung 2 im zweiten Schritt.

Des Weiteren wird in der Problembeschreibung bei zwei Losungsverfahren der Begriff DAEs
verwendet, welcher fiir differential-algebraische Gleichung steht. Diese vereint eine gewohnliche
Differentialgleichung mit einer algebraischen Gleichung. Es gilt die folgende

Definition 6.8. Sei F': RxR"xR" = R, (t,z,y) — F(t,z,y) und
F(t,z,z") =0, t>0 und z(0)=mx (6.1)

ein implizites Anfangswertproblem.

"Howard Harry Rosenbrock (1920 — 2010), englischer Elektrotechniker
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a) Ist F, entlang einer Losung z(t) beziiglich 2'(¢) nicht invertierbar, so heifit (6.1) eine
y
differential-algebraische Gleichung.

(b) Die kleinste Zahl k € N, fir welche

di
@F(t,x,x’)zo, i=0,...,k,

gilt, heifit der Index der differential-algebraischen Gleichung.

Bemerkung 6.9. Ist die Matrix

0

—F(t !

ay ( ) x’ Zz )
regulér, so kann nach dem Satz tiber implizite Funktionen die Gleichung F'(t,z,z") = 0 nach 2
aufgelost werden, d.h. die differential-algebraische Gleichung ist ein gewohnliches Differential-

gleichungssystem in impliziter Form.

Eine weitere Konfigurationsmoglichkeit in Simulink ist die Schrittweite. Variable-step Ldser
arbeiten mit einer variablen Schrittweite. Ausgehend von einer initialen Schrittweite wird ver-
sucht, den Losungsalgorithmus mit der maximalen Schrittweite durchzufithren. Wenn die Ab-
leitungen der Zustandsgrofien zu grof3 sind, kann die initiale Schrittweite manuell unterschritten
werden. Die zu bestimmenden Groéflen verhalten sich hierbei wie folgt zueinander: Es wird eine
maximale Schrittweite hy .y, eine minimale Schrittweite hn;, und eine initiale Schrittweite hip;;
vorgegeben bzw. von Simulink automatisch gewéhlt. Soll die maximale Schrittweite von Simu-
link automatisch bestimmt werden, wird sie mit Hilfe der Simulationszeit berechnet. Ist diese
durch das Intervall [tq, 5] gegeben, so gilt
_ta—t

hmax .
20

Des Weiteren werden eine relative Toleranz TOL,q und eine absolute Toleranz TOL,,s vorge-
geben, welche fiir die Fehleriiberwachung notwendig sind. Die Schrittweite wird durch Uber-
wachung des lokalen Diskretisierungsfehlers ¢; in jedem Iterationsschritt geregelt. Sie wird so
gewahlt, dass

gi S HlaX{TOLrel |Vi|, TOLabS}

erfiillt ist. Die Bedingung wird iiber ein Maximum formuliert, da TOL, - |v;| bei sehr kleinen
Werten von || so klein werden konnte, dass die ZustandsgroBen sich nicht mehr &ndern diirfen.
Wird die absolute Toleranz automatisch von Simulink gewahlt, wird diese zum Start der Simu-
lation auf TOL,ps = 107¢ und anschlieflend auf TOL,ps =TOL,q - max(|v;|) gesetzt. In Simulink
gilt TOL,ps modellweit. Um jedoch gewissen Genauigkeitsanforderungen gerecht zu werden,
bieten einige Blocke, wie beispielsweise der Integrationsblock, der Ubertragungsfunktionsblock
u.a., die Moglichkeit, eine absolute Toleranz im jeweiligen Block individuell zu setzen.

Eine weitere wichtige Konfiguration ist die sogenannte zero—crossing detection. Darunter werden
Unstetigkeiten im Verlauf der Zustandsgrofle und gewohnliche Nulldurchgéinge verstanden. Es
wird zum Ende jedes Iterationsschritts die Abfrage gestellt, ob ein zero—crossing aufgetreten
ist. Wenn dem so ist, dann wird durch Interpolation der Zeitpunkt mdoglichst genau bestimmt.
Das Erkennen eines zero—crossings héngt dabei aber stark von der Schrittweite und damit von
den Toleranzen ab.
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)
Abbildung 6.5: Zur Erkennung eines zero—crossings in Abhéngigkeit der Schrittweite

In Abbildung 6.5 ist dargestellt, wie die Schrittweite Einfluss auf das Erkennen des zero—
crossings nimmt. In dem dargestellten Fall wird fiir die Schrittweite der Iteration v; der Null-
durchgang erkannt, im Fall der Iteration 7; ist die Schrittweite zu grof und es werden zwei
Nulldurchgénge aufgrund der Vorzeichenlage nicht erkannt. Die Aktivierung der zero—crossing
Kontrolle ist nur im Fall von variabler Schrittweite mdoglich, sie kann jedoch auch nur, dhnlich
der Vorgabe der absoluten Toleranz, in einzelnen Blocken aktiviert werden.

In Simulink kénnen auch Loser mit fixer Schrittweite eingestellt werden. Bei diesen entfillt
jedoch die Moglichkeit der Fehleriiberwachung und der Erkennung von Unstetigkeiten. Dafiir
ist die Anzahl der Iterationsschritte bekannt und die Rechenzeit fiir ein Modell kann somit
abgeschétzt werden.

6.3 Lineare und nichtlineare kontinuierliche Systeme

Dieser Abschnitt widmet sich der Modellierung linearer und nichtlinearer dynamischer Systeme
in Simulink. Lineare Systeme werden im Wesentlichen so behandelt, wie sie in Kapitel 4 darge-
stellt wurden. Nichtlineare Systeme werden ebenfalls durch eine Eingangs—Ausgangs—Relation
gemifl Gleichung (4.1) dargestellt, welche aber nicht linear ist.

' 1 -1
3 du/dt > f 1 b § X =Ax+Bu | y — b f &L >D%(>
s y = Cx+Du S+1 s(s+1)
Derivative Integrator State-Space Transfer Fcn Zero-Pole Trgn?port
elay

Abbildung 6.6: Eine Auswahl wichtiger linearer Ubertragungssysteme
Typische lineare Ubertragungssysteme sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Aus diesen Blocken
koénnen zeitkontinuierliche lineare Systeme beliebiger Komplexitéit zusammengesetzt werden.

Der Ubertragungsblock der Ableitung berechnet die numerische Ableitung

Au
At’
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wobei A die Anderung der entsprechenden Grofle bezogen auf den vorangegangenen Iterations-
schritt bezeichnet. Die Linearisierung des Ubertragungsblocks wird durch die Ubertragungs-
s

funktion
D(s) =
(5) Ns—+1

angegeben, wobei N die sogenannte Linearisierungszeitkonstante darstellt, und ein Null-An-
fangswert vorausgesetzt wird.

Der Integrator hat die Moglichkeit, dass ein Anfangswert verschieden von Null, sowie auch durch
einen weiteren externen Eingang am Block vorsehen werden kann. Durch ein weiteres externes
Signal, welches durch unterschiedliche Optionen auf fallende oder steigende Flanken eingestellt
werden kann, kann der Integrator zuriickgesetzt werden. Es besteht die Moglichkeit, das Aus-
gangssignal zu limitieren, also mit einem Sattigungsbereich zu versehen. Es ist jedoch Vorsicht
geboten. Wird beispielsweise das Ausgangssignal ohne zeitliche Verzogerung auf den Riicksetz—
oder Anfangswerteingang zuriickgefiihrt, entsteht eine sogenannte algebraische Schleife. Diese
kann in Simulink nicht berechnet und muss im Modell aufgelost werden, beispielsweise durch
Riickfithrung der Zustandsgrofle anstatt des Ausgangssignals.

Weiters ist der Zustandsraumblock verfiigbar. Dieser wird durch die Gleichungen

2 (t) = A x(t) + B u(t), 62)

y(t) = C z(t) + D u(t) '
mit z € R",u € R",y € RP, A€ R"", B e RV, C € R und D € RP*™ beschrieben.
Der Anfangswert xy kann im Block festgelegt werden und fiir m = p = 1 erhélt man Gleichung
(4.2). In diesem Fall sind vektorwertige Eingangs— und Ausgangssignale angesetzt, die Anga-
be der Matrizen diktiert dabei die Dimensionen n,m,p. Dieser Fall wird als MIMO?-System
bezeichnet, Gleichung (4.2) stellt ein SISO3-System dar.

Einer der wichtigsten Ubertragungsblocke ist jener, der es erlaubt, direkt Ubertragungsfunk-
tionen anzugeben. Es sind die Koeffizienten des Zdhler— und Nennerpolynoms zu wahlen. Die
(rationale) Ubertragungsfunktion und das damit verbundene Systemverhalten ist vorgegeben.
Es kénnen auch Matrizen als Koeffizienten im Zéahler vorgegeben werden, d.h. es kénnen vektor-
wertige Ausgangssignale damit eingestellt, die Eingangsgrofie kann aber nur skalar modelliert
werden.

Ein verwandtes Ubertragungssystem ist das Zero—Pole System. Damit kann die Ubertragungs-
funktion in faktorisierter Darstellung, geméf Gleichung (4.4), angegeben werden, wobei die
Polynome auch Vektoren oder Matrizen fiir SISO— und MIMO-Systeme sein kénnen. Die An-
zahl der Pole muss grofier gleich der Anzahl der Nullstellen sein.

Einen technisch sehr wichtigen Ubertragungsblock bildet der Zeitverzigerungsblock. Dieser gibt
das Eingangssignal zeitverschoben um die Verzégerungszeit, oder auch Totzeit T;, am Ausgang
aus. Die Ubertragungsfunktion lautet

G(s) = et

2Multiple Input Multiple Output
3Single Input Single Output
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wobei auch eine Padé*-Approximation der Ordnung m der Form

Po + pi(sTh) + pa(sTi)® + . + pm(sTy)™
do + @1(sTt) + q2(sTy)* + - - - + g (sTH)™

einstellbar ist. Dies ist bei der Linearisierung des Ubertragungsglieds von Bedeutung.

Nichtlineare Systeme konnen ebenfalls durch eine Eingangs—Ausgangs—Relation beschrieben
werden. In Anlehnung an Gleichung (6.2) kann nun ein nichtlineares System mit zwei Abbil-
dungen, f: RxR"XxR™ — R" und g: R xR" x R™ — R? fiir m,n,p € N, in der Form
2(t) = f(t x(t), u(t))
y(t) = g (t, (1), u(t))
beschrieben werden. In dieser Beschreibung sind vektorwertige Ein— und Ausgénge moglich und
bei Vorliegen eines linearen zeitinvarianten Systems erhilt man die Darstellung aus Gleichung

(6.2).
> b s >J~_r.|‘ir> /]’V>

Rate Limiter Saturation Quantizer Hit
Crossing

(6.3)

Abbildung 6.7: Eine Auswahl wichtiger nichtlinearer Ubertragungssysteme

Abbildung 6.7 zeigt eine Auswahl wichtiger nichtlinearer Ubertragungssysteme. Die Verwen-
dung eines dieser Ubertragungssysteme hat zur Folge, dass das gesamte System nichtlinear
ist.

Der Block Rate Limiter begrenzt die erste Ableitung des Eingangssignals durch eine Konstante.
Die Begrenzung wird vorzeichensensitiv unterschieden. Sei s, > 0 und sy < 0 so gilt fiir das
Eingangssignal u die Ungleichung

<4 (t) <

s —u Sy
F="a =

Es heifit s, die rising slew rate und sy die falling slew rate.

Der Saturation Block hat, gleich wie der Rate Limiter, die Aufgabe, einen Wert zu begrenzen.
In diesem Fall ist es der Wert des Maximums des Eingangssignals. Fiir M, m € R und fiir ein
Eingangssignal u gilt fiir das Ausgangssignal
M firu(t) > M
y(t) = u(t) fiir m < u(t) < M -

m  fir u(t) <m

Ein weiterer nichtlinearer Ubertragungsblock ist der Quantiser. Dieser hat eine vorgegebene
Quantisierungsbreite von ¢ € R*, mit der das Ausgangssignal eine Stufenfunktion darstellt.

Das Ausgangssignal wird geméif
u(T
y(r) =q-rd (ﬁ>

q
4Henri Eugene Padé (1863 — 1953), franzosischer Mathematiker




6.4. Algebraische Schleifen 69

berechnet, wobei rd: R — 7Z die mathematische Rundungsfunktion beschreibt. Resultat fiir
rd(x) ist also jene Zahl z € Z, fiir welche |z — x| minimal wird.

Der letzte der ausgewéhlten nichtlinearen Systeme ist der Block Hit Crossing. Dieser Block
ermittelt den Zeitpunkt, fiir den das Eingangssignal u einen Wert ¢ erreicht, d.h. es wird je-
nes 7 ermittelt, fiir welches u(7) = ¢ gilt. Eine zusétzliche Konfigurationsmoglichkeit ist die
Bestimmung der Richtung, d.h. ob fiir stetiges u und ein £ > 0 die Ungleichung

u(t —e) <u(r) <u(r+e¢)

oder
u(t —e) > u(r) > u(r +¢)

gilt. Es konnen beide oder nur jeweils eine von beiden Ungleichungen ausgewéhlt werden. Ty-
pischerweise ist das Ausgangssignal eine Bboolesche Variable.

Abschlieflend in diesem Abschnitt soll noch ein Blick auf eigens definierte Funktionsblocke ge-
worfen werden. Diese erlauben es, Modelle zu konstruieren, welche entweder eine mathematische
Funktion repréasentieren, oder eine MATLAB-Funktion zur Ausfiihrung bringen. Diese beiden
Funktionsblocke entscheiden die Eigenschaft des Gesamtsystems, linear oder nichtlinear zu sein.
Der mathematische Funktionsblock bildet fiir ein Eingangssignal u das Ausgangssignal

y(t) = f (u(t))

mit einer im Block durch einen Term zu definierenden Funktion f: R™ — RP. Der Block der
MATLAB-Funktion erhélt ebenfalls den Vektor v € R™. Dieser kann neben mathematischen
Funktionen auch MATLAB-Funktionen auf diesen anwenden und dann als Ausgangssignal

ausgeben. Die letzte Moglichkeit bildet die sogenannten S—Funktion. Diese erlaubt es, ein ganzes
MATLAB-Skript in einen Block einzubinden.

6.4 Algebraische Schleifen

Wie schon beim Integratorblock hinsichtlich des Anfangswerteingangs dargestellt, tritt in Simu-
link eine sogenannte algebraische Schleife auf, wenn Blocke einen direkten Durchgriff haben. Bei
diesen Blocken ist zum gleichen (diskreten) Zeitpunkt das Ausgangssignal vom Eingangssignal
abhéngig. Blocke, welche diese Eigenschaft aufweisen, sind jene der Addition, Multiplikation
mit einer Konstanten, Multiplikation, Zustandsraum mit einer Durchgriffmatrix D # 0, Inte-
grator beziiglich des Anfangswerteingangs, Ubertragungsfunktion und Zero-Pole mit gleichem
Grad des Zahler— und Nennerpolynoms.

Wird nun der Ausgang eines solchen Blocks direkt, oder iiber andere Blocke mit direktem
Durchgriff, auf seinen Eingang zuriickgefiihrt, so entsteht die algebraische Schleife. Der Wert
des Eingangssignals hangt dann zum gemeinsamen Zeitpunkt vom Ausgangssignal ab, welches
wiederum vom Eingangssignal abhéngt.

Beispiel 6.10 (Algebraische Schleifen). Es werden zwei Beispiele zu algebraischen Schleifen
betrachtet:

(a) Betrachtet wird ein Integrator mit auf den Anfangswerteingang riickgefithrtem Ausgang,
wie in Abbildung 6.8 dargestellt.
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Abbildung 6.8: Algebraische Schleife bei Riickfithrung an einem Integrationsblock und ihre
beiden Abhilfen

Bei Modell 1 wird eine Riickmeldung im MATLAB-Kommandofenster ausgegeben, Mo-
dell 2 umgeht mit Hilfe eines Speicherblocks, welcher eine Verzogerung um einen Iterati-
onschritt zur Folge hat, das Problem der Schleife. In Modell 3 wird statt des Ausgangs die
Zustandsgrofle verwendet, die an sich ident ist, jedoch intern zu einem anderen Zeitpunkt
bestimmt wird und somit keine algebraische Schleife auftritt.

(b) Ein anderes, noch einfacheres Beispiel, an dem die Konsequenzen einer algebraischen
Schleife gut zu untersuchen sind, ist die Gleichung

r=ae’ + b,

fiir a,b > 0. Das dazugehorige Simulink—Modell dieser Gleichung ist in Abbildung 6.9 zu

sehen.
b ———W- ]
B >
Constant

Add Scope

Qﬂ et

Gain Math

Function

Abbildung 6.9: Algebraische Schleife beim Lésen einer Gleichung in Simulink

Fiir a = b =1 ist die Losung einfach zu z = 0 zu berechnen, fiir beispielsweise a = 3 und
b = 2 bricht Simulink die Berechnung wegen der algebraischen Schleife ab.

Simulink versucht die algebraischen Schleifen mit 200 Iterationen zu 16sen. Wird dies nicht er-
reicht, kommt es zum Abbruch der Iteration und zur Ausgabe einer Fehlermeldung. Das Beispiel
6.10 (b) soll die Empfindlichkeit von Parametern, welche hier fiir die Konvergenz innerhalb der
200 Iterationen verantwortlich ist, unterstreichen. Aus diesem Grund ist es anzustreben, keine
algebraischen Schleifen in Simulink—Modellen auftreten zu lassen, da die Konvergenz der Itera-
tion nicht gewihrleistet werden kann.

Eine Moglichkeit, algebraische Schleifen im Modell auf eine andere Art zu 16sen, bietet der Block
der algebraischen Konstante. Dieser zwingt den Eingang, gegeben als Funktion f(z), zu Null
und gibt den Wert z am Ausgang aus. Im Modell muss die Ausgangsgrofie die Eingangsgrofie
durch eine beliebig beschaffene Riickfiihrung beeinflussen.
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6.5 Abtastsysteme

Die letzten beiden Unterkapitel in Kapitel 4 haben sich der Beschreibung von Abtastsystemen
gewidmet, welche in Simulink zur Verfiigung stehen.

Ein zentraler Simulationsparameter von Abtastsystemen ist die Abtastzeit T. Diese muss in
Simulink in jedem Block eines Abtastsystems angegeben werden. All diese Blocke haben intern
einen Abtaster nach dem Eingang und ein Halteglied vor dem Ausgang, um eine Schnittstelle
zu der a priori kontinuierlichen Simulink—Umgebung bereitzustellen, siehe dazu Abbildung 6.10.

u(t t
) - A - Abtastsystem ---- H u(®) -

Abbildung 6.10: Blockdiagramm eines Abtastsystems in Simulink

Bei der Abtastzeit T sind zwei Besonderheiten zu beachten:

o Offset: Wird die Abtastzeit als Vektor der Form (T, toge;)? angegeben, so wird der erste
Eintrag als Abtastzeit und der zweite Eintrag als Offset interpretiert, d.h. die Abtastung
erfolgt zu den Zeitpunkten

tk:k"T—i—toﬁset, ke Ny.
e Vererbung: Die Abtastzeit und der Offset konnen an nachfolgende Blécke vererbt werden,

indem die Abtastzeit dort nicht gesetzt wird. Dazu muss lediglich der Wert —1 angegeben
werden. Bei Synchronisationsproblemen ist dies ein wesentlicher Punkt.

In Abbildung 6.11 sind einige Vertreter von Abtastsystemen dargestellt.

J_L\_> (b 1 KTs )

z z-1
Zero-Order Memory Unit Delay Discrete-Time
Hold Integrator
! 9 y(n)=Cx(n)+Du(n) |, LI ¥ e |
1+0.5z"1 x(n+1)=Ax(n)+Bu(n) z+0.5 2(z-0.5)
Discrete Filter Discrete State-Space Discrete Discrete
Transfer Fcn Zero-Pole

Abbildung 6.11: Eine Auswahl wichtiger Abtastsysteme in Simulink

Der erste Block ist das Halteglied, welches in Simulink als Zero Order Hold bezeichnet wird.
Mit dieser Bezeichnung wird zum Ausdruck gebracht, dass das System die Folgenwerte durch
eine konstante Funktion zwischen den Abtastzeitpunkten darstellt. First Order Hold wiirde
bedeuten, dass die Abtastwerte durch affine Funktionen verbunden werden.



6.5. Abtastsysteme 72

Als zweiter Block ist der Speicherblock dargestellt, welcher in Beispiel 6.10 aufgetreten ist.
Dieser verzogert das Eingangsdatum um einen Abtastzeitschritt.

Der Block Unit Delay hat im Wesentlichen die selbe Wirkung auf ein Eingangssignal wie der
Speicherblock mit dem Unterschied, dass die Abtastzeit vorgegeben werden kann.

Unter dem Block des diskreten Integrators versteht man eine Akkumulation des Eingangssignals
mit Verstarkungsfaktor und anzugebender Zeitkonstante, also im Wesentlichen eine Summation.
Die Namensgebung soll das dhnliche Verhalten zum zeitkontinuierlichen Integrator wiederspie-
geln.

Der diskrete Filter wird durch eine z-Ubertragungsfunktion etwas anderer Bauart angegeben.
Im Fall des diskreten Filters mit endlicher Impulsantwort, FIR — Finite Impulse Response, wird
die Ubertragungsfunktion als

b(Zil) o by + ngil + ...+ bn+lz*”
a(z7l)  aytagz Tl apyz™

Gz ™) =

mit m > n angegeben. Filter mit unendlicher Impulsantwort, IIR — Infinite Impulse Response,
unterscheiden sich von Filtern mit endlicher Impulsantwort dadurch, dass bei diesen FIR-Filtern
die Koeffizienten as, ..., a,,.1 = 0 sind.

Wie aus Abschnitt 4.6 bekannt, ist auch fiir Abtastsysteme eine Zustandsraumdarstellung mog-
lich. In Simulink wird diese représentiert durch den diskreten Zustandsraumblock. Die Zustands-
raumdarstellung von Abtastsystemen wird durch

Tpp1 = @ 2 + Ay,
e = C o1, + D uy,

mit z, € R, up € R,y € R, € R, A € RV, C € R”", D € R”*™ beschrieben.

(6.4)

Die diskrete Ubertragungsfunktion und der Block Discrete Zero—Pole stellen die zeitdiskreten
Gegenstiicke zum kontinuierlichen Fall dar. Als Ubertragungsfunktion ist hier die z-Uber-
tragungsfunktion gemeint. Die iibrigen Funktionalitdten sind gleich dem kontinuierlichen Fall.
Es ist auch wieder die Verwendung von Matrizen moglich, welche die Anzahl der Ein— und
Ausgénge vorgeben.

Abschlielend soll ein Beispiel den Vergleich zwischen zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten
Modellen in Simulink darstellen.

Beispiel 6.11. Es wird ein Integrationsblock und ein sogenannter diskreter Integrationsblock
wie in Abbildung 6.12 betrachtet. Das Beispiel soll die Funktionsweise eines zeitkontinuierlichen
und eines zeitdiskreten Integrators zeigen und vergleichen.

Als Eingangssignal u wurde ein Dreieck gewahlt, wie es im unteren rechten Bild der Abbildung
6.12 zu sehen ist. Der erste zeitdiskrete Integrator hat eine Abtastzeit von T} = 0.2, der zweite
eine von Ty = 0.5 eingestellt. Diese spiegeln sich durch das entsprechende Halteglied am Ausgang
der Blocke dadurch wieder, dass die Treppen am Ausgang genau von dieser Linge sind. Man
erkennt gut, dass der zeitdiskrete und der zeitkontinuierliche Integrator dieselbe Aufgabe, das
zeitliche Integrieren bzw. Akkumulieren oder Aufsummieren, erfiillen. Zeitkontinuierlich kann
die Funktion durch

yi(t) = /Otu(T)dT
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Abbildung 6.12: Gegeniiberstellung eines zeitkontinuierlichen und eines zeitdiskreten Integrators
fiir zwei verschiedene Abtastzeiten

beschrieben werden. Fiir die zeitdiskrete Integration gilt die Beziehung

y4
yi(t)=K; - T; 1 -H (Zu) fiir j =23
=1

mit K,,,T,, > 0 Parametern des diskreten Integrationsblocks m = 1,2. Dabei ist ¢ € N jener
Index in der Zerlegung Z = {t;,...,ts,...,tx} mit t; = 0, welcher durch den Zeitpunkt ¢
impliziert wird.

Bemerkung 6.12 (Quasi—zeitkontinuierliche Simulation in Simulink). Motiviert durch Bei-
spiel 6.11 muss angemerkt werden, dass das Integral im (sogenannten) zeitkontinuierlichen Be-
reich ebenfalls durch eine numerische Iteration bestimmt wird, beispielsweise durch die explizite
Methode von Euler, wie in Kapitel 5.1.1 dargestellt.

Vergleicht man das Iterationsverfahren mit der Gleichung fiir den zeitdiskreten Integrator,
erkennt man, dass diese sich nur geringfiigig unterscheiden. Fiir den sogenannten zeitkonti-
nuierlichen Block wird die Abtastzeit fiir die interne numerische Iteration durch den solver—
Algorithmus festgelegt, im zeitdiskreten Bereich wird die Abtastzeit manuell vorgegeben. Struk-
turell ist zwischen den Modellen aber nur wenig Unterschied.

Der zeitkontinuierliche Bereich sollte hinsichtlich dieses Sachverhaltes vielmehr als quasi—zeit-
kontinuierlich bezeichnet werden.

6.6 Simulationsparameter von Abtast— und
hybriden Systemen

Der letzte Abschnitt widmet sich den Simulationsparametern von zeitdiskreten sowie hybriden
Systemen. Hybride Systeme sind solche, die sowohl zeitkontinuierliche als auch zeitdiskrete
Systeme beinhalten. Da zeitdiskrete Systeme mit Abtastzeiten arbeiten, also Werte nur zu
Zeitpunkten geméif einer Zerlegung

Z={t,... .t}
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verfiigbar sind, muss hier bei der Simulation einiges beachtet werden. Weiters muss der Fall
unterschiedlicher Abtastzeiten bei Abtast— und bei hybriden Systemen diskutiert werden.

zu Beginn werden Abtastsysteme alleine betrachtet und die Simulationsparameter hinsichtlich
der Simulation mit fester und variabler Schrittweite analysiert. Anschliefend wird die Betrach-
tung auf hybride Systeme in Bezug auf diese Simulationsattribute erweitert.

Abtastsystem mit einer einzigen Abtastzeit. Bei der Simulation mit fester Schrittweite
sind eine Vielzahl von Fized-step—Losern als auch der Loser discrete (no continuous) verfiigbar.
Wird die Wahl der Schrittweite bei einem Fixed—step—Loser automatisch eingestellt, so wird
diese entsprechend der Abtastzeit gewéhlt. Bei Simulation mit kleineren Schrittweiten muss
die Wahl demzufolge auf eine Abtastzeit fallen, welche ein Vielfaches der Schrittweite der im
Abtastsystem vorhandenen Blocke ist.

Fir Simulationen mit variabler Schrittweite gilt, dass eine Vielzahl von Variable—step—Losern
als auch der Loser discrete (no continuous) verfiigbar sind. Wird die maximale Schrittweite au-
tomatisch eingestellt, dann resultiert eine feste, der Abtastzeit entsprechende, Schrittweite. Bei
Werten fiir die maximale Schrittweite, welche die zuldssige Abtastzeit unter- oder iiberschreiten,
wird diese automatisch auf die Abtastzeit gesetzt.

Abtastsystem mit mehreren Abtastzeiten. Hier muss bei Simulation mat fester Schritt-
weite und der Auswahl eines Fized—step—Losers darauf geachtet werden, dass die Abtastzeiten
aller beteiligten Blocke und Subsysteme auf dem Gitter, welches die numerische Iteration er-
zeugt, zu liegen kommen. Dies gilt auch fiir Schrittweiten, die durch einen Offset verschoben
werden. Es sind auch hier eine Vielzahl an Fized-step—Losern als auch der Loser discrete (no
continuous) verfiighar. Bei der automatischen Einstellung der Iterationschrittweite wird die-
se auf den Wert des grofiten gemeinsamen Teilers aller auftretenden Abtastzeiten gesetzt, der
sogenannten fundamentalen Abtastzeit.

Bei der Simulation von Abtastsystemen mit fester Schrittweite muss auf die Ubergéinge zwischen
Blocken unterschiedlicher Abtastzeiten geachtet werden. Die Eigenschaft Tasking mode for peri-
odic sample times ist bei Single Tasking darauf eingestellt, dass die verschiedenen Abtastzeiten
ignoriert werden. Die Blocke werden zu jedem Abtastschritt unabhéngig voneinander gerechnet.
Hingegen bei Multi Tasking kénnen sich die Berechnungen, abhéngig von ihren Prioritédten, ge-
genseitig unterbrechen. Die hohere Prioritéit hat dabei im Allgemeinen die kiirzere Abtastzeit.
Dies ist ein heikler Prozess, da bei unsachgemifier Verwendung Datenverlust die Folge sein
kann. Werden in einem Simulink—Modell auch asynchrone Ereignisse simuliert, beispielsweise
modelliert durch bedingt ausgefithrte Subsysteme, kénnen die Ubergéinge nicht mehr automa-
tisch behandelt werden. Abhilfe hierfiir schafft unter anderem ein Rate Transmission Block, der
Teilsysteme mit unterschiedlichen Raten behandelt. Die automatische Einstellung der periodi-
schen Abtastung hat bei gleichen Raten im System Single Tasking und bei unterschiedlichen
Raten Multi Tasking zur Folge.

Die Simulation mit variabler Schrittweite erlaubt die Auswahl einer Vielzahl von Variable—
step—Losern als auch den Loser discrete (no continuous). Eine automatische Einstellung wéhlt
Iterationsschrittweiten aus, welche es ermoglicht, alle Blocke mit den jeweiligen Abtastzeiten
zu berechnen.
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Allgemeines zur Simulation hybrider Systeme. Fiir hybride Systeme ist der Loser dis-
crete (no continuous) natiirlich nicht mehr zu verwenden. Es empfiehlt sich, die Loser ode23
und ode4 5, beide Runge-Kutta—Verfahren variabler Ordnung, zu verwenden. Ausdriicklich un-
geeignet sind die Lser odel5s und odel13, da die diskreten Blocke unstetige Anderungen in
den Signalverldaufen zur Folge haben kénnen und dafiir diese Loser nicht geeignet sind.

Hybrides System mit einer einzigen Abtastzeit. Bei der Simulation mit fester Schritt-
weite ergibt die automatische Einstellung eine Iteration mit Schrittweite entsprechend der Ab-
tastzeit, die in diesem Fall bei allen Blocken gleich ist. Sonst muss die Schrittweite so gewéahlt
werden, dass die Abtastzeiten ein Vielfaches der Schrittweite ergeben. Bei der Simulation mit
variabler Schrittweite wird die maximale Schrittweite auf die Abtastzeit gesetzt, sollte diese zu
grof} gewihlt werden.

Hybrides System mit mehreren Abtastzeiten. Fiir dieses Szenario sind die Aussagen
fiir Abtastsysteme mit mehreren Abtastzeiten und jene iiber hybride Systeme mit einer einzigen
Schrittweite miteinander zu verkniipfen.

Beispiel 6.11 hat bereits ein einfaches hybrides System mit unterschiedlichen Abtastzeiten dar-
gestellt.



Kapitel 7

Simulink am MMT-Server

Dieses Kapitel soll zum Abschluss und zur Abrundung der Arbeit die Einbindung von Simulink
am sogenannten MMT-Server, MMT fiir Mathematics, Modelling and Tools, zeigen. Es wird
zuerst die Oberflache, und damit die Schnittstelle zu MATLAB, gezeigt und dann die Erweite-
rung mit Simulink. Abschlieend sollen einige Simulink—Beispiele, die am Server zur Verfiigung
stehen, vorgestellt werden.

7.1 Der MMT-Server

Der MMT—-Webserver bietet Studierenden die Moglichkeit interaktiv mathematische Simulatio-
nen zu betrachten und somit das Verhalten von Modellen und deren Realisierungen in diversen
Simulatoren zu untersuchen. Die einzelnen Experimente beleuchten immer nur einen kleinen
Ausschnitt, um schrittweise das groBle Gesamtmodell verstehen und interpretieren zu lernen.

Den Beginn dieser interaktive Lern— und Lehrplattform machte 2006 der MATLAB-Webserver,
der in der MATLAB—Version 2006 zur Verfiigung stand. Studierende hatten dadurch die M&g-
lichkeit, MATLAB online zu verwenden. Die Einstellung des Servers durch The Mathworks®
fithrte zur Entwicklung eines Nachfolgerkonzepts. Dieses Webinterface ermoglicht nun die In-
teraktion mit MATLAB. Auf diesem anfangs rudimentéren System wurden einige typische
Beispiele der Modellbildung und Simulation implementiert und fiir Online-Experimente ausge-
legt.

Von der MATLAB-Webserver—Idee getrieben, beschrénkte sich das System in seiner Funktio-
nalitit anfangs auf MATLAB als Simulator. Es wurde mit der Zeit offensichtlich, dass auch
andere Simulationsumgebungen auf diesem System implementiert werden sollten um eine mog-
lichst breite Palette an verschiedenen Simulatoren anbieten zu kénnen. Aufgrund der Néhe zu
MATLAB war die erste Idee, Simulink als graphische Simulationsumgebung einzubinden.

Im Jahr 2011 wurde das Interface fiir den MMT—Server neu gestaltet. Zu diesem Anlass wurde
auch die Integration von Simulink in Angriff genommen. Das Webinterface des MMT—Servers
ist in Abbildung 7.1 zu sehen.

Die linke Seite des Webinterfaces bietet einen Verzweigungsbaum, der die unterschiedlichen Ex-
perimente hierarchisch aufgebaut darstellt. Die untersten Verzweigungen stellen einzelne Expe-

76
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adam kurse modsim regelungsmathematik Modellb. und Sim.(101)
Modellb. und Simulation Skript Regelungstechnik

Lotka Volterra - Populationsdynamisches Modell

Pendel vs._ linearisiertes Pendel

Cardiovascular 4-Compartment Model

Regelungsmathematik
Ubertragungsfunktion erster Ordnung
Parametervariation von K
Parametervariation von T
Datenmodell-Polynom
Injektionsmodell- Ubertragungsfunktion
Ubertragungsfunktion 1. und 2. Ordnung komplex
Ubertragungsfunktion 1. und 2. Ordnung reell
Datenmodell mit Exponentialfunktion

Fahrrad Ergometer Modell

Pendel Beispiele

SIR

Grundlagen Differentialgleichungssolver

Three Tank Open Loop 1

Regelungsmathematik

Die ersten Beispiele dieses Blocks behandeln regelungsmathematische Modelle mit
Ubertragungsfunktionen 1. Ordnung, das sind Modelle, die durch eine Ubertragungsfunktion der
Form

K
Ge) =57

mit KT e Rt beschrieben wird. In den folgenden Beispielen welchen die Zeitkonstante 7™ und
der Verstarkunsfaktor K varriiert und verschiedene Eingénge gewéhit werden.

Im zweiten Teil finden Sie grundlegende medizinische Infusionsmodelle. Um in der Praxis vernanftige
Madelle zu erstellen, ist es wichtig, die Grundzige und verschiedenen Ansatze der Modellbildung an
einem einfachen Modell zu erlernen und dieses genauer zu betrachten.

Der letzte Teil in diesem Abschnitt widmet sich den Ubertragungsfunktionen erster und zweiter
Ordnung. Eine Ubertragungsfunktion zweiter Ordnung ist definiert durch
K
GO = Trst) (Toe D)

mit K, T'1,TeRT.

Three Tank O.L. Manual

Abbildung 7.1: Webinterface eines Experiments am MMT-Webserver

rimente dar, die Ebene dariiber das Modell allgemein.

In der mittleren Spalte sind die Interaktionsmoglichkeiten beheimatet, also Eingabe von Para-
meterwerten, Auswahl von Funktionen sowie die graphische Ausgabe und Riickgabe von Simu-
lationswerten.

Die rechte Spalte beinhaltet Dateien mit MATLAB-Files, welche das Nachlesen des Codes
ermoglicht, mit welchem die Simulation implementiert ist. Zur Verdeutlichung werden die fol-
genden Beispiele gebracht.

Beispiel 7.1. In diesem Beispiel werden Verzégerungsglieder erster und zweiter Ordnung be-
trachtet. Dabei sollen der Einfluss von Parametern auf das Verhalten der Ubertragungsglieder
sowie die Ausgangssignale fiir verschiedene Eingangssignale untersucht werden.

Gegeben sei ein Verzogerungsglied erster Ordnung durch

K
C Ts+1
mit K, T > 0. Dabei ist K der Verstarkungsfaktor und 7' die Zeitkonstante des Verzogerungs-

glieds. Aufgabe ist es nun, Experimente bei festen Werten von K und 7" und verschiedenen
Eingangssignalen anzustellen. Als Eingangssignal liegen dabei die folgenden Funktionen vor:

Gl(S)

e Heaviside! Sprungfunktion?® e Rampenfunktion

e Rechteckimpuls e Sigezahnimpuls

e Treppenfunktion mit kompaktem Tréger e Sinusfunktion

e Periodische Rechtecksfunktion e Gedampfte Sinusfunktion

Ziel ist es, die Auswirkung des Verzogerungsglieds erster Ordnung auf verschiedene Eingangs-
signale zu untersuchen. Weiters soll der Einfluss der Parameter K und T durch wiederholte
Simulationsrechnungen beobachtet werden.

1Oliver Heaviside (1850 — 1925), britischer Mathematiker und Physiker
2Siehe Definition A.1.
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Sei weiters ein Verzogerungsglied zweiter Ordnung betrachtet, welches gegeben ist durch

K

Gals) = (Tis + 1)(Tos + 1)’

mit K, 77,7, > 0. Hier ist der Einfluss der Polstellen sowohl des Verzogerungsglieds erster als
auch des Verzogerungsglieds zweiter Ordnung zu untersuchen.

Fiir all diese Aufgaben ist jeweils auch das MATLAB-Programm der zugehorigen MATLAB-
Simulation als Datei verfiigbar. In dieser Datei sind jedoch nicht nur klassische MATLAB-
Befehle enthalten, sondern auch Befehle, welche die Schnittstelle betreffen.

Fiir dieses Beispiel lautet der spezifische Code fiir die Schnittstelle

K str2double(instruct.varl);

T str2double(instruct.var?2) ;
number = str2double(instruct.var3);
tend = str2double(instruct.var4);
dt = str2double(instruct.var5b);

Hier werden die Eingaben aus den Textfeldern des Webinterfaces in MATLAB-Variablen kon-
vertiert. Ausgehend von diesen Variablen wird dann die Simulation in MATLAB weiterbe-

handelt. Die Ubertragungsfunktion des Verzogerungsglieds erster Ordnung wird beispielsweise
durch

num = [ K ];
den = [ T11;
sys = tf ( num, den );

generiert. Hier schliefit im Programmtext ein Absatz iiber die Fallunterscheidung hinsichtlich
des Eingangssignals mit Hilfe einer switch—Anweisung an. AbschlieBend gibt es einen Program-
mabschnitt fiir die Aufbereitung der graphischen Ausgabe.

Dieses einfache Beispiel soll die Struktur des Webinterfaces verdeutlichen. Ein fortgeschrittene-
res Beispiel ist das Folgende.

Beispiel 7.2. Hier werden die unterschiedlichen Modelle eines Pendels behandelt. Es gibt meh-
rere Varianten, ein Pendel zu simulieren, wobei immer die entsprechenden Voraussetzungen und
Vernachléssigungen beachtet werden miissen. Um die unterschiedlichen Modelle zu verstehen
und zu vergleichen, welches Modell welche Starken und Schwéchen aufweist, stehen die folgen-
den Varianten zur Verfiigung:

e Mathematisches Pendel e Doppelpendel
e Linearisiertes Pendel e Gleitendes Pendel

e Fadenpendel mit Anschlag

Das mathematische Pendel wird durch die Differentialgleichung

mlg+1ldp=—mg sin(p) (7.1)
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fiir die Masse m > 0, die Fadenlénge [ > 0, die Erdbeschleunigung ¢ > 0 und die Dampfungs-
konstante d > 0 beschrieben. Dabei ist ¢: (=5,%) — R die Funktion des Winkels mit dem
Startwinkel ¢(0) und der Startwinkelgeschwindigkeit ¢(0).

Fiir das linearisierte Pendel wird die rechte Seite der Gleichung 7.1 betrachtet und die Sinus-
funktion linearisiert, was fiir kleine Werte von ¢ gerechtfertigt ist. Die beschreibende Differen-
tialgleichung lautet dann

mlp+ldp+mge=0.

Die Aufgabe besteht nun darin, das linearisierte Modell mit dem nichtlinearen Modell fiir Ex-
perimente mit kleinen Werten von ¢ und mit grolen Werten von ¢ zu betrachten. Dabei ist
zu beobachten, dass das lineare Modell fiir grofle Werte von ¢ falsche Ergebnisse im Vergleich
zum nichtlinearen Modell liefert.

Im Hinblick auf MATLAB werden diese Modelle mit ode-Loser behandelt. Der hierfiir inter-
essante Abschnitt im MATLAB—Code fiir den Vergleich von linearen mit nichtlinearen Pendeln
ist der Folgende.

options = odeset(’AbsTol’,0.0001)
[t,phi] = ode45(@example_pendell_gleichung, [tstart tend], [philO; phi20],
options)
[tlin,philin] = ode4b5(Qexample_pendel2_gleichung_lin, [tstart tend],
[phil0; phi20], options)
for j = 1:length(t)
if phi(j,1) > 2*pi
phi(j,1) = mod(phi(j,1),2%pi);
else
phi(j,1) = phi(j,1);
end
end

Hier ist die Verwendung der ode-Funktion jeweils fiir die lineare und nichtlineare Differential-
gleichung example_pendell_gleichung und example_pendel2_gleichung_lin zu sehen.

Diese ausgesuchten Beispiele und die Tatsache, dass Simulink auch durch MATLAB gesteuert
werden kann, bzw. dass ein Simulink-Modell mit MATLAB-Befehlen erzeugt werden kann,
legt die Moglichkeit nahe, dass auch Simulink—Beispiele in den MMT—Server integriert werden
konnen.

7.2 Integration von Simulink

Ein Simulink-Modell ist nach Definition 6.4 ein graphisches Blockdiagramm, welches im Sinne

der System— und Signalflussgraphentheorie erklart ist. Aus Sicht der Informationstechnik ist
das Simulink—Modell aber ein syntaktisches MATLAB-Konstrukt.

Simulink ist eine graphisch orientierte Simulationsumgebung. Das Modell wird als Signalfluss-
graph visualisiert, welchem ein durch MATLAB ausgefiihrter Code zugrundeliegt. Dieser Um-
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stand zeigt, dass Simulink eine Toolbox von MATLARB ist, oft aber als eigensténdiger Simulator
betrachtet wird.

Betrachtet man das Simulink—Modell aus Abbildung 7.2, so entspricht diesem graphischen Mo-
dell eine Codesequenz, welche das Simulink—Modell mit allen Bocken und allen Verbindungen
als MATLAB-Programm beschreibt.

1 >|1 >|:|

Constant Gain Scope

Abbildung 7.2: Einfaches graphisches Modell in Simulink

Der grundlegende Aufbau des zu Abbildung 7.2 gehérenden MATLAB-Codes lautet wie folgt.

Model {
Name "simple"
[...]
BlockParameterDefaults {
Block {
BlockType Constant
Value "
VectorParams1D on
SamplingMode "Sample based"
[...]
SampleTime "inf"
FramePeriod "inf"
}
[...]
}

[...] deuten an, dass an dieser Stelle Code nicht angegeben wurde. Unter anderem wird hier die
gesamte Parametrisierung und Einstellung von Attributen des Simulink—Modells vorgenommen.
Um eine GroBenordnung der bendtigten Code—Zeilen zu vermitteln, sei die Anzahl an Zeilen
fiir das sehr simple Beispiel aus Abbildung 7.2 mit 730 angegeben.

Im Zuge der Neugestaltung des Webinterfaces im Jahr 2011 wurde eine Barriere entfernt, womit
die Lauffahigkeit von Simulink am MMT-Server gewéhrleistet werden konnte. Zuvor durften
die MATLAB-Programme auf dem Server nur aus einer einzigen MATLAB-Funktion beste-
hen. Dies machte esunméglich, Simulink auszufiihren, da ein Simulink-Modell notwendigerweise
durch eine MATLAB-Funktion gesteuert werden muss. Nachdem die Moglichkeit zur Ausfiih-
rung mehrere MATLAB-Funktionen hinzugekommen ist, konnten Simulink—Modelle am MMT-
Server auszufithrt werden. Wie genau ein Simulink—Modell am MMT-Server fiir Experimente
zur Verfiigung steht, soll das folgende Beispiel zeigen.

Beispiel 7.3. Es wird erneut ein Pendel-Experiment mit einem Webinterface aus Abbildung
7.3 betrachtet. Die Oberfliche des Webinterfaces gleicht einem MATLAB-basierten Experi-
ment. An dieser Stelle wird jedoch ein Simulink—Modell zur Simulation herangezogen.

In der mittleren Spalte sind die Parameterwerte einzugeben, die graphische Ausgabe erfolgt
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adam editor modsim pendel_beispiele pendel_simulink TU Editor(4) Logout
BT Pendelmodell in Simulink
Hamodialyse

Laura and Petrach Dieses Beispiel zeigt ein in Simulink implementiertes Modell eines Stabpendels.

hide d I
Grundlagen Differentialgleichungssolver o [hide description]
Startwinkel in rad 0.7854 Startwinkelgeschwindigkeit
Regelungsmathematik in rad/s

Dampfungsfaktor 0.1
Pendel Beispiele Stablange 1

Mathematisches Pendel Masse 1
Pendel vs. linearisiertes Pendel @
Doppelpendel
Fadenpendel mit Anschlag
Sliding Pendulum
Pendelmodell in Simulink
Pendel vs. linearisiertes Pendel
Schwingkreis

Stenose

Abbildung 7.3: Webinterface eines Simulink—basierten Experiments mit einem Pendel

ebenfalls in dieser Spalte. Rechts findet sich eine MATLAB-Datei, welche die Parameter aus
dem Webinterface verwaltet und die dort hinterlegte Simulink—Datei ausfiithrt. Nachdem diese
Datei der Code des Simulink—Modells ist, ist auch eine Graphikdatei hinzugefiigt, welche ein
Bild des dort hinterlegten Simulink—Modells zeigt. Wird die Simulink—Datei heruntergeladen
und mit MATLAB gedffnet, so 6ffnet sich ein Simulink—Modell im Modell-Explorer, wie in
Abbildung 7.4 zu sehen ist.

wo| 1 phi0|-C-
_> l
P S > 1 | lmatas]
Integrator 1 —p %o = Function
Integrator 2 mod
0.1
MATLAB ”
Function
-k/m 1
m
MATLAB
Function 1
g/I*sin(.)

Abbildung 7.4: Simulink—Modell eines mathematischen Pendels

Dies eroffnet auch die Moglichkeit, ein Simulink—Modell mit einem in MATLAB implementier-
ten Modell hinsichtlich diverser Anforderungen vergleichen zu kénnen.
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7.3 Ausgewihlte Simulink—Beispiele

Dieser Abschnitt soll eine Auswahl an Beispielen zeigen, welche mit Simulink—Modellen arbei-
ten. Dabei handelt es sich um Beispiele aus unterschiedlichen technisch-naturwissenschaftlichen
Bereichen, die sowohl zeitdiskrete als auch (quasi-) zeitkontinuierliche Systeme beinhalten.

Das erste Beispiel aus dem Bereich der klassischen Mechanik war das mathematische Pendel
aus Beispiel 7.3. Weitere Beispiele aus unterschiedlichen Disziplinen sind die Folgenden.

Beispiel 7.4. Hier soll die Fahigkeit zum Transport einer Substanz oder eines Markers in
der menschlichen Niere untersucht werden. Dazu wird ein Modell mit zwei Kompartimenten
angenommen, wie in Abbildung 7.5 dargestellt.

I

ko1 .
zentrales ~ peripheres
Kompartiment L Kompartiment
12
I ‘/1 - i) ‘/2
P

c(t)
Abbildung 7.5: Kompartiment—Modell des Transports einer Substanz in der Niere

x1 und x5 geben die Menge der Substanz oder des Markers in dem jeweiligen Kompartiment
an, deren Ableitungen die Anderungsraten der Mengen. Die Parameter ki und ko; beschrei-
ben den Austausch der Substanzen zwischen den Kompartimenten und k¢; den Austausch
zur Umgebung. f beschreibt die Injektion der Substanz oder des Markers in das Modell. Das
Kompartiment—Modell wird durch das Differentialgleichungssystem

dx
Ttl = f(t) — (km + k’Ql)l’l —+ k12x2
dx
T; = ko121 — k1272
und durch 0
T
t p—
c(t) v,
beschrieben. Die Injektion wird durch
D
fy==, fir 0<t<r
T

modelliert, wobei D > 0 die Menge der insgesamt injizierten Substanz ist.

Das oben beschrieben Differentialgleichungsmodell wird fiir dieses Experiment als Simulink-
Modell implementiert, welches in Abbildung 7.6 zu sehen ist.

Im Experiment kann der Einfluss der Parameter kg1, k1o und ko1, des Volumens Vi, der Sub-
stanzmenge D und der Injektionszeit 7 > 0 untersucht werden.
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Abbildung 7.6: Simulink—System zum Kompartiment—Modell des Transports einer Substanz in
der Niere

Beispiel 7.5. Dieses Beispiel ist aus dem Bereich der Ubertragungstechnik, wo Stérungen
die empfangenen Daten verfilschen. Das System ist dargestellt durch das Simulink—Modell in

Abbildung 7.7.
Data / Symbol
Constant I Noise |

A 5, Symbols > _l_l_\_ p =0
i B W Zero-Order Compare
Bernoulli Lpabahng Hold  To Constant
; Data . Scope
Binary ) Gaussian Noise P
— Gain
Bernoulli Binary
Generator Gaussian Noise
Generator
Abbildung 7.7: Simulink—Modell einer bindren Dateniibertragung
Es werden bindre Daten s € {sp = 0,s; = 1}, hier in diesem Beispiel zufillig nach einer

Bernoulli- Verteilung, generiert. Diese Daten werden fiir die Ubertragung auf antipodale Sym-
bole abgebildet, gemafl der Abbildungsvorschrift

S — —1, s1+— 1.

Bei allen auftretenden Systemen handelt es sich um Abtastsysteme mit einer Abtastzeit von
T = 0.5. Auf dem Ubertragungskanal wird additiv Rauschen iiberlagert. Die Werte z der
Rauschquelle sind iiber eine Abtastperiode konstant und, mit gegebenem Mittelwert p und
gegebener Varianz o2, normalverteilt, z ~ N (i, 0?). In diesem Beispiel gilt g = 0 und o2 = 1,
also handelt es sich um die Standard-Normalverteilung N (0, 1). Das Summensignal

y=x+=z
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mit z € {—1,1} wird abgetastet und mit dem Wert Null verglichen. Lediglich das Vorzeichen
entscheidet, welchem Datum g € {sg, s;} der abgetastete Wert zugewiesen wird. Fiir die hier
angegebenen Werte sind die Signalverlaufe in Abbildung 7.8 dargestellt.

Data / Symbol

Maoise

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Abbildung 7.8: Signalverlaufe der bindren Dateniibertragung aus Abbildung 7.7

In diesem Experiment soll der Einfluss der Abtastzeit T', des Mittelwerts y und der Varianz o?
auf die Dateniibertragung studiert werden.



Kapitel 8

Abschlieflende Bemerkungen

Dieser Abschnitt ist abschlieBenden Bemerkungen gewidmet. Auf der einen Seite soll hier auf
einige mathematische Gegebenheiten hingewiesen werden, die genauer untersucht werden kon-
nen. Auf der anderen Seite soll ein kleiner Ausblick hinsichtlich graphischer Modellbildung
gemacht werden. Auch einige Anmerkungen zur Experimentierplattform MMT-Server sollen
hier angefiihrt werden.

Die erste Bemerkung bezieht sich auf die Abtastung aus Definition 3.9. Hierbei wird argumen-
tiert, dass ein Signalflussgraph an den Knoten nicht die Signale z € L?(Q2), sondern Werte der
Menge X zur Verfiigung hat. Diese Werte aus X sind die Abtastwerte x; = x(;). In der Si-
mulationsumgebung Simulink werden spéter die ode—Loser vorgestellt, welche die numerischen
Losungen der Differentialgleichungen in einem (quasi—) zeitkontinuierlichen System durch ei-
ne [teration berechnen. Diese gehen aber von kontinuierlichen Gréflen aus, welche erst durch
das Iterationsverfahren des ode—Losers zu diskreten Werten werden. Hier gilt dieselbe Aussage
wie in Bemerkung 6.12. Die Werte an den Knoten sind, wegen der a priori diskreten Natur
von Simulink, diskrete Werte, welche durch den ode-Loser noch einmal diskretisiert werden.
Grundsétzlich stimmt die Aussage iiber die diskrete Natur der Werte an den Knoten des Signal-
flussgraphen, man muss nur die quasi—kontinuierliche Struktur von Simulink mitberiicksichtigen,
um den Sachverhalt richtig einordnen zu konnen.

An dieser Stelle ist es verniinftig, eine Anmerkung zur Auffassung von Simulink als Signal-
flussgraph zu machen. Diese Definition ist richtig, jedoch muss darauf hingewiesen werden,
dass einige Relationen nicht als verallgemeinerte Gewichtsfunktion im Zeitbereich geschrie-
ben werden koénnen. Eine Abhilfe stellt dabei die Moglichkeit dar, bei linearen Systemen den
Laplace—Bereich miteinzubeziehen. Dabei muss hinzugefiigt werden, dass an jedem Knoten das
Signal und die korrespondierende Laplace-Transformierte vorliegen. So kénnen einige Verkniip-
fungen im Laplace—Bereich als verallgemeinerte Gewichtsfunktionen geschrieben werden. Bei
nichtlinearen Systemen kann die Beschreibung mit Hilfe des numerischen Lésungsalgorithmus
erfolgen, da dieser im Allgemeinen eine Iteration darstellt, und so die Verkniipfungen durch
Differenzengleichungen im zeitdiskreten Bereich beschrieben werden kénnen.

Weiters folgt eine Ergédnzung zu Bemerkung 4.31 iiber den Zusammenhang zwischen Laplace—
und z—Transformation. Es wird dort eine Funktion f angegeben, auf welche die Laplace—Trans-
formation formal angewandt wird. An dieser Funktion ist wiederum ¢ beteiligt, dessen Definiti-
on in Bemerkung 4.31 nachzulesen ist. AuBlerdem wird die Forderung f]R d(t) dt = 1 beigefiigt,
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was in der klassischen Analysis Probleme aufwirft. Es wird hier ein Riemann—Integral iiber
eine Funktion, welche fast {iberall identisch Null ist, gebildet. Dies ist ein Hinweis darauf, dass
hier die klassische Theorie versagt. In der Systemtheorie ist dieser unsaubere Zugang durch-
aus lblich und auch ausreichend. Mit der schon beschriebenen Tatsache, dass nur abgetastete
Realisierungen der Signale in Simulink zur Verfiigung stehen. Dabei folgt man der Konvention,
dass die Abtastung von ¢ die Folge (6,,) aus Kapitel A.2 liefert. Das Integral degeneriert damit
zu einer Forderung an die Summe tiber (6,,) gemés

n=0

Fiir die mathematisch richtige Formulierung der Integralbedingung an ¢ muss die Theorie {iber
Distributionen herangezogen und die Systemtheorie hinsichtlich § mit Hilfe dieser Theorie for-
muliert werden.

In Abbildung 4.8 ist ein Abtastsystem dargestellt, wie es in Kapitel 4.6 untersucht wird. Die
Abtastsysteme, welche in Simulink modelliert werden, arbeiten etwas anders. Die Simulink—
Abtastsysteme haben eine (quasi—) zeitkontinuierliche Umgebung und bei Verwendung eines
Abtastsystems hat dieses am Eingang einen Abtaster und am Ausgang ein Halteglied (0. Ord-
nung). Die Strategie in Simulink ist, eine (quasi—) kontinuierliche Umgebung anzunehmen und
die Abtastsysteme mit Abtast— und Haltegliedern daran anzupassen. Ein einfaches Argument
dafiir ist, dass die Signalquellen und —senken in dieser (quasi—) kontinuierlichen Umgebung
vorhanden sind und die Abtastsysteme darin gewisse Funktionalitdten iibernehmen.

Im Abschnitt iiber Schrittweitensteuerung und Fehlerschétzung von Kapitel 5 sind nur allge-
meine Konzepte vorgestellt. Wie die Konzepte in MATLAB und Simulink aussehen, ist nicht
im Detail bekannt, daher werden in dieser Arbeit diesbeziiglich auch keine Aussagen getroffen.

Kapitel 6 ist eine Einfithrung in Simulink. In diesem Kapitel werden Zusammenhénge zwischen
den theoretischen Kapiteln zu Beginn der Arbeit hergestellt und typische Elemente aus Simu-
link vorgestellt. Es wurden bei weitem nicht alle Toolboxen, welche in Simulink zur Verfiigung
stehen, betrachtet, und es wurden auch nicht alle Feinheiten der Simulation in Simulink ausge-
arbeitet.

Eine dieser Feinheiten betrifft die Simulation von hybriden Systemen, welche differential—
algebraische Gleichungen représentieren. In diesen Systemen kommen sogenannte Ereignisse
vor, welche (unstetig) die Modellstruktur, beispielsweise in Abhéngigkeit eines Parameters oder
eines Zustandes, verdndern. Diese Systeme bieten viele Moglichkeiten, einen Simulator bis an die
Grenze der Leistungsfahigkeit gehen zu lassen, und sind durchaus einer tieferen Betrachtungen
wiirdig.

Einen ersten Gedanken fiir einen Ausblick stellt der folgende Aspekt dar.

Eine weitere Toolbox in Simulink ist Simscape, welche die sogenannte physikalische Modellbil-
dung erlaubt. In derartigen Simulationsumgebungen werden nicht mehr die Gleichungen be-
trachtet und ausgehend von diesen ein Modell konstruiert, es werden standardisierte physikali-
sche Komponenten, mit dem Ziel, eine Funktionalitéit zu realisieren, verbunden. Die Verbindung
erfolgt dabei nicht, wie in Simulink, {iber gerichtete Signalflussverbindungen. Es werden unge-
richtete Gréflen, deren Produkt proportional zur Energie ist, herangezogen. Die Modellbildung
basiert hier auf sogenannten Leistungsgraphen und nicht, wie bei Simulink, auf Signalflussgra-
phen.
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Auch fiir den MMT-Server ist die Integration von Simscape interessant, denn diese Toolbox
benotigt Simulink als Umgebung zur Simulation. Es kénnen also die Simulink-Signale, welche
gerichtete Signalfliisse sind, mit der Simscape-Umgebung verkoppelt werden. Es wére inter-
essant, fiir den Server diese Simulationsumgebung integrieren zu kénnen, um zum Vergleich
einen weiteren Zugang zur Implementierung von Modellen einzubringen. Auf diese Weise wire
es beispielsweise moglich, die Implementierungen der unterschiedlichen Modelle fiir das mathe-
matische Pendel in MATLAB, Simulink und Simscape qualitativ und quantitativ vergleichen
zu koénnen.

Das Gebiet der Modellbildung und Simulation ist sehr ausgedehnt und hat groBe Uberschnei-
dungen mit vielen Gebieten des technische-—naturwissenschaftlichen Bereichs. Dies ist mit ein
Grund dafiir, warum Simulink als Simulator basierend auf einem Signalflussgraphen konzipiert
ist, da dieser Simulator zu Beginn stark in der Regelungstechnik eingesetzt wurde und diese
durch die Systemtheorie mit dem Umgang mit diesen Systemen vertraut ist. Im Bereich phy-
sikalischer Modellbildung ist es ebenfalls so. Viele technische Systeme sind zu komplex, um
durch einen geschlossenen Satz von Gleichungen beschrieben werden zu kénnen. Damit ist die-
ser komponentenorientierte Zugang aus dem Bedarf, grofle Systeme beschreiben zu koénnen,
gewachsen.

Diese Arbeit, gemeinsam mit dem abschliefenden Bemerkungen iiber moégliche Fortsetzungen
und detailliertere Betrachtungen, soll die herausragende Bedeutung von mathematischer Mo-
dellbildung und Simulation unterstreichen. Kenntnis iiber Simulatoren, deren Arbeitsweisen
und Funktionalitdten sowie der Methoden im Hintergrund, sind damit im Umfeld technisch—
natruwissenschaflticher Frage— und Problemstellungen von besonderem Interesse.



Anhang A

Korrespondenzen ausgewihlter
Funktionaltransformationen

Der Begriff Korrespondenz bedeutet wortlich iibersetzt gegenseitige Beantwortung. Im Fall der
Systemtheorie ist es die Angabe einer Tabelle, in welcher einige typische Urbilder und deren
Bilder unter einer gewissen Funktionaltransformation aufgelistet sind. Hier wird die Tabelle fiir
die Laplace— und z— Transformation angefiihrt.

Auf diese Weise konnen die Transformierten der Urbilder einfach abgelesen werden. Umgekehrt
kann eine bekannte Transformierte geméafl Korrespondenz umgeformt werden, sodass ihr Urbild
der Tabelle zu entnehmen ist.

A.1 Die Laplace—Transformation

Im Folgenden gilt n € N und a,b € R\{0}.

J@) | L(f)(s) f(t) L(f)(s)

| % sin(bt) g 1+ 1

n % cos(bt) ﬁ
et P e? sin(bt) m
7 gat # e cos(bt) ﬁ

Tabelle A.1: Auflistung ausgewéhlter Korrespondenzen der Laplace-Transformation
Die Korrespondeztabelle A.1 bezieht sich wegen der Definition der Laplace—Transformierten

auf kausale Signale, also jene, die f(t) = 0 fiir alle ¢ < 0 erfiillen. Um solche Signale mit Hilfe
elementarer Funktionen angeben zu kénnen, verwendet man héufig die Heaviside-Funktion.
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A.2. Die z—Transformation
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Definition A.1. Die Funktion e: R — R, definiert durch

hei3t die Heaviside—Funktion.

Ein beliebiges Signal A wird durch

e(t) =

0 firt <o,

1 firt >0,

zu einem kausalen Signal f. Dementsprechend ist die erste Korrespondenz in Tabelle A.1 die
Transformation der Heaviside-Funktion

A.2 Die z—Transformation

Im Folgenden gilt n € N, a € R\{0} und es sei (d,)nen, die Dirac'-Folge, gegeben durch

1 firn=20
5 = ir n
0 sonst.
Ty, Z(x,)(2) Existenzbereich
O 1 Vze C
1 - - 2] > 1
Z J—
2
a” 2| > |al
zZ—a
2
zsina
' 1
sin(an) 2?2 —2zcosa+1 12 >
2(z — cosa)
cos(an) 2?2 —2zcosa+1 2> 1

Tabelle A.2: Auflistung ausgewéhlter Korrespondenzen der z—Transformation

'Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984), britischer Physiker



Anhang B

Die Siatze von Gronwall

Satz B.1 (Lemma von Gronwall'). Sei v: [0,7] — R und es gilt

V'(t) < wo(t) + 9, te0,7T]

v(0) ; do (B1)
mit &y, d € Ry Dann folgt
o(t) < oy + = s, te [0,77]. (B.2)
Beweis. Die erste Gleichung aus (B.1) multipliziert mit e~** fiihrt auf
(e‘“tv(t))/ < e .
Integration und Multiplikation mit e*? liefert die Behauptung. O

Satz B.2 (Diskretes Lemma von Gronwall, Einschritt—Version). Sei (§;)i=1,2,.. eine Folge nicht-
negativer reeller Zahlen, welche

)
€0 < o, . (B.3)
§Z§<1+w)§l—1+67 Z:1a27"'7
mit w, dp, 0 > 0 erfiillen. Dann gilt
w

Beweis. Die Rekursion

51 S (1—|—w)50—|—(5
E<(1T+wWEF0<(T+w)d+ (1 +w)d+6

!Thomas Hakon Grénwall (1877-1932), schwedischer Mathematiker

90



91

fithrt auf
&< (LHw)ido+ (L+1+w) +o+(1+w)™)s
‘ w
< €%y + - 15

fir 1l +w <e¥ und w > 0.
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