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KurzfassungIn der vorliegenden Arbeit wird eine mathematish fundierte Konvergenztheorie für adaptive Galerkin-verfahren für Randintegralgleihungen entwikelt. Dabei wird auf die vorhandene Konvergenztheorie füradaptive Finite Elemente Methoden (AFEM) zurükgegri�en. Die dafür entwikelten Werkzeuge erfordernAussagen lokaler Natur und können daher niht unmittelbar für die Analyse adaptiver Randelementmeth-oden verwendet werden, da in diesem Fall die Operatoren und natürlihen Normen nihtlokal sind.Kapitel 3 befasst sih mit Gittern und den diskreten Räumen stükweiser Polynome, die den Galerkin-verfahren zugrunde liegen. Es werden vorhandene Aussagen zur Optimalität des Netzabshlusses bei lokalerVerfeinerung eines Gitters erweitert indem wir die bisher nötigen Annahmen an das gröbste Gitter entfer-nen. Dadurh werden die Voraussetzungen, unter denen quasioptimale Konvergenz einer AFEM gezeigt wer-den kann, verringert. Des Weiteren werden Approximationsaussagen von Quasi-Interpolationsoperatoren ingebrohenen Sobolevräumen gezeigt, wofür Resultate aus der Theorie der Interpolationsräume verwendetwerden.Als Modellprobleme werden imWeiteren Randintegralgleihungen für das Dirihlet- und Neumannprob-lem der Laplaegleihung betrahtet. In Kapitel 4 werden die zugehörigen Randintegraloperatoren de�niert.Durh die Anwendung von Resultaten der Regularitätstheorie für partielle Di�erentialgleihungen werdenneuartige inverse Ungleihungen für diese Randintegraloperatoren gezeigt.Das Kapitel 5 beinhaltet die Konvergenz- und Quasioptimalitätstheorie von adaptiven Galerkinver-fahren für Gleihungen, die das Einfahshihtpotential enthalten. Es werden zwei Arten von a-posterioriFehlershätzern betrahtet: zum einen sogenannte h− h/2-Fehlershätzer, die darauf beruhen, den Fehlerdurh Verfeinerung des Ansatzraumes zu shätzen. Zum anderen gewihtete Residualshätzer, die daraufberuhen, den Fehler des (berehenbaren) Residuums zu shätzen. Im Falle des Dirihletproblems werdendie gegebenen Randdaten zusätzlih durh diskrete Funktionen approximiert. Dazu werden die Operatorenverwendet, für die in Kapitel 3 Approximationsaussagen in Sobolevräumen gebrohener Ordnung gezeigtwerden. Es wird die Konvergenz für adaptive Algorithmen, die durh h − h/2-basierte oder gewihteteresiduale Fehlershätzer gesteuert werden, gezeigt. Dazu wird das Konzept der Fehlershätzerreduktion ver-wendet, laut welhem es hinreihend ist, die Kontraktion der Fehlershätzer bis auf eine Nullfolge zu zeigen.Im Falle des gewihteten Residualshätzers werden dazu die inversen Ungleihungen für Randintegralop-eratoren benötigt, die in Kapitel 4 bewiesen werden. Davon ausgehend wird die quasioptimale Konvergenzfür adaptive Algorithmen, die durh den gewihteten Residualshätzer gesteuert werden, gezeigt. Damit istFolgendes gemeint: wenn es, ausgehend von einem festen Startgitter, eine beliebige Folge von Gittern gibt,die eine gewisse Konvergenzrate für die zugehörigen Shätzer garantiert, dann wird diese Rate auh durhden adaptiven Algorithmus erreiht. Für den Beweis dieser Aussage werden vorhandene Werkzeuge ausder Konvergenztheorie für AFEM auf den Fall von nihtlokalen Operatoren und Normen verallgemeinert.In Kapitel 6 werden die Resultate, die für Gleihungen mit dem Einfahshihtpotential erhalten wur-den, für Gleihungen mit dem hypersingulären Integraloperator gezeigt.In Kapitel 7 werden numerishe Resultate vorgestellt, welhe die Theorie aus den vorangegangenenKapiteln unterstützen und die E�zienz von adaptiven Verfahren im Allgemeinen zeigen sollen. Es wer-den vershiedene Experimente für Gleihungen mit dem Einfahshihtpotential durhgeführt, wobei diezugrundeliegende Implementierung shnelle Verfahren für die Berehnung der diskreten Randintegraloper-atoren verwendet.





AbstratThe purpose of this work is to establish a onvergene theory for adaptive Galerkin methods for boundaryintegral equations. For adaptive Finite Element Methods (AFEM), suh a theory has been developed inthe last 15 years. However, the ideas developed for AFEM annot be used diretly in boundary elementmethods, as the underlying operators and norms are non-loal.Chapter 3 deals with meshes and spaes of pieewise polynomials, whih are used for the Galerkindisretization of the underlying problems. The existing results on the optimality of the mesh losure inthe ase of loal mesh-re�nement are generalized in that previous assumptions on the oarsest mesh areremoved. Hene the onditions under whih adaptive Finite Element Methods are guaranteed to onvergeare relaxed. Furthermore, (loal) approximation properties in Sobolev spae of non-integer order are shownfor various quasi-interpolation operators.In this thesis, the boundary integral equations arising from the Laplae equation are used as modelproblems. For the 4 lassial boundary integral operators assoiated with the Laplae operator, novelinverse estimates are shown. To that end, results of ellipti regularity theory are exploited. These inverseestimates are the key to the onvergene analysis in the hapters 5 and 6.Chapter 5 is onerned with the onvergene and quasi-optimality of adaptive Galerkin methods forequations involving the simple layer potential. We use two di�erent approahes for a-posteriori error es-timation. First, we onsider h − h/2-based error estimators, where solutions to uniformly re�ned meshesare used to estimate the error. Seond, we deal with weighted residual error estimators, whih use theequations' residual to estimate the error. For the Dirihlet problem, we additionally approximate the givenboundary data by disrete funtions. To that end, we use quasi-interpolation operators that were analyzedin hapter 3. We prove onvergene of adaptive algorithms steered by either h−h/2-based error estimatorsor weighted residual error estimators. To that end, we use the onept of estimator redution: to showonvergene of the estimator, it su�es to show that it is a ontration up to a zero sequene. In thease of the weighted residual estimator, we employ the inverse inequalities for boundary integral opera-tors. Furthermore, we prove the quasi-optimality of adaptive algorithms steered by weighted residual errorestimators. Quasi-optimality means the following: assume that there is an arbitrary sequene of meshes,starting from a �xed oarse mesh, suh that the error estimator onverges with a ertain rate. Under thisassumption, we show that the proposed adaptive algorithm exhibits the same rate for the underlying errorestimator. To prove this kind of statement, we use tools from the onvergene theory for adaptive FiniteElement Methods, whih we transfer to BEM.In hapter 6, we show the onvergene and quasi-optimality of adaptive algorithms for equations in-volving the hypersingular integral operator. We use the same approahes as for the simple layer potentialin hapter 5.Chapter 7 ontains several numerial experiments for equations with the weakly singular integral op-erator. We onsider Symm's integral equation and the Dirihlet problem for the Laplae equation. Theexperiments support the developed analytial results and show the e�ieny of the adaptive algorithms.
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Kapitel 1EinführungDie mathematishe Modellierung von physikalishen, ökonomishen, hemishen oder mehanishen Proble-men führt oft auf partielle Di�erentialgleihungen, die im Normalfall numerish (d.h. am Computer) gelöstwerden müssen. Computer können nur endlih viele Zahlen speihern und auh die Zeit für Berehnun-gen ist endlih, sodass die zugrunde liegenden Gleihungen oder Geometrien diskretisiert werden müssen.Betrahten wir zum Beispiel den simulierten Crashtest eines Autos, bei dem an gewissen Punkten aufder Karosserie die Spannungen und Verformungen berehnet werden, während das Auto in einer Simula-tion gegen eine Wand fährt. Heuristish ist klar, dass der Crash den Motorraum stark verformt, währenddas Hek des Autos eher unbeshadet bleibt. Es sheint also ökologisher und billiger, die vorhandenenRehenkapazitäten auf jene Stellen zu konzentrieren, an denen sie gebrauht werden, nämlih vorne. DieEntsheidung über die rihtige Verteilung der Rehenkapazitäten ist vor allem bei komplizierten Problemeneine Angelegenheit, die genaue Kenntnis des zugrundeliegenden Problems beim Anwender solher Meth-oden erfordert. Methoden, die die vorhandenen Ressouren e�zienter nützen oder automatish optimalverteilen, sind an dieser Stelle gefragt.In mathematisher Terminologie handelt es sih bei Methoden, die selbstständig die vorhandenen Ka-pazitäten verteilen, um sogenannte adaptive Algorithmen. Diese Algorithmen entsheiden ohne Zutun desAnwenders, in welhe Teile des Problems sie verstärkt Ressouren investieren müssen, um deren optimaleNutzung zu erreihen. Für die Finite Elemente Methode (FEM) wird Adaptivität shon seit über dreiÿigJahren erfolgreih eingesetzt, aber eine mathematishe Theorie, welhe beweist, dass adaptive FEM dieRessouren optimal verteilt, wurde erst in den letzten zehn Jahren entwikelt. Die sogenannte Randele-mentmethode (BEM), eine zur FEM verwandte Methode, ist in diesem Kontext noh niht analysiert.In dieser Arbeit beshäftigen wir uns mit der Konvergenztheorie für adaptive Randelementmethoden underreihen dabei (zumindest für die betrahteten Modellprobleme) denselben Stand wie für FEM.



2 Einführung1.1 Konvergenz adaptiver Finite Elemente MethodenDie Entwiklung der Konvergenztheorie für adaptive Finite Elemente Methoden (AFEM) hat, wie bereitserwähnt, in den letzten zehn Jahren erheblihe Fortshritte gemaht. Wie so oft wurden adaptive Algo-rithmen zunähst für die Poissongleihung
−∆u = f in Ω

u = 0 auf Γ (1.1)betrahtet, die uns auh in dieser Arbeit als Modellproblem dienen soll. Ein Durhlauf des adaptivenAlgorithmus für diese Gleihung hat typisherweise die Form
solve → estimate → mark → refine (1.2)In einem Durhlauf wird, ausgehend von einem groben Gitter E0, aus dem aktuellen Gitter Eℓ ein neuesGitter Eℓ+1 in folgender Weise erzeugt: zuerst wird in Modul solve die Galerkinlösung von (1.1) auf demGitter Eℓ berehnet. Ausgehend von dieser Galerkinlösung werden im Modul estimate für jedes Element

E ∈ Eℓ ein Fehlerindikator ηℓ(E) bestimmt. Das Modul mark wählt auf Basis dieser Fehlerindikatoreneine Menge Mℓ ⊆ Eℓ aus, die verfeinert werden sollen, und shlieÿlih erzeugt das Modul refine einGitter Eℓ+1, indem zumindest alle Elemente aus Mℓ verfeinert wurden. Iterierte Anwendung liefert de-mentsprehend eine Folge Eℓ geshahtelter Gitter sowie die Folgen der zugehörigen Galerkinlösungen Uℓund Fehlershätzer ηℓ = (∑
E∈Eℓ

ηℓ(E)2
)1/2.Die erste Arbeit, die sih mit dem Problem der Konvergenz für eine AFEM der Form (1.2) beshäftigt,ist [BV84℄ aus dem Jahre 1984, in der Konvergenz und Quasioptimalität für eine AFEM für eine eindi-mensionale Di�usionsgleihung bewiesen wird. In der Arbeit von Willy Dör�er [Dör96℄ aus dem Jahre1996 wird zum ersten Mal Konvergenz einer AFEM in 2D bewiesen. Dafür wird eine Markierungsstrategieeingeführt, die fortan eine wihtige Rolle für die Konvergenztheorie spielen wird. Dabei wird im Modul

marked ausgehend von einem Parameter 0 < θ < 1 eine Menge Mℓ ⊆ Eℓ von Elementen zur Verfeinerungmarkiert, die
θ
∑

E∈Eℓ

ηℓ(E)2 ≤
∑

E∈Mℓ

ηℓ(E)2erfüllt. Es wird bewiesen, dass die Folge der Galerkinfehler |||u − Uℓ|||, wobei ||| · ||| = ‖∇ · ‖L2(Ω) dieEnergienorm bezeihnet, eine beliebige Genauigkeit erreiht, solange nur das grobe Gitter die rehte Seite
f zur Genüge au�öst, das heiÿt

‖h0f‖L2(Ω) ≤ ε =⇒ lim sup
ℓ∈N0

|||u− Uℓ||| . ε.Hier und in weiterer Folge bedeutet die Notation A . B, dass A ≤ C · B, wobei C > 0 eine generisheKonstante ist, die niht von ℓ abhängt.Diese Feinheitsannahme wird in den Arbeiten [MNS00,MNS02℄ durh die Betrahtung von sogenanntenOszillationstermen vermieden. Es passiert nämlih unter Umständen, dass Uℓ+1 = Uℓ, sodass der Galerk-infehler in diesen Shritten stagniert. Dies tritt aber nur auf, wenn die Gitter Eℓ+1 und Eℓ das Datum fniht zur Genüge au�ösen. In den Arbeiten [MNS00,MNS02℄ wird daher der Term
oscℓ(E) :=

∑

E∈Eℓ

‖hℓ(f − fℓ)‖2L2(E)



1.2 Konvergenz adaptiver Randelementmethoden 3verwendet, um das Gitter zusätzlih an den Stellen zu verfeinern, an denen oscℓ groÿ ist. Hier ist hℓ dielokale Gitterweite, und fℓ eine stükweise konstante Approximation an f . Durh die Verwendung dieserOszillationsterme wird sihergestellt, dass der Galerkinfehler bis auf die Oszillationen kontrahiert. Dasheiÿt, es gilt für ein 0 < κ < 1 die Abshätzung
|||u− Uℓ+1||| ≤ κ|||u− Uℓ|||+ oscℓ.Die erste Arbeit, in der auh Konvergenzraten für AFEM bewiesen werden, ist [BDD04℄. In dieserArbeit wird jedoh ein zusätzliher Coarsening-Shritt eingebaut, der shlieÿlih in [Ste07℄ wegdiskutiertwird. Die Arbeit [CKNS08℄ aus dem Jahre 2008 fasst shlieÿlih alles Wissen zusammen und die darinangegebenen Beweise bilden auh die Grundlage für weitere Betrahtungen und Verallgemeinerungen. AlsQuasioptimalität adaptiver FEM versteht man die folgende Forderung, die selbstverständlih auh aufandere Verfahren übertragbar ist. Angenommen, es gibt eine Folge von Gittern (Ẽℓ)ℓ∈N0 , die allesamtVerfeinerungen von E0 sind, sodass für ein s > 0 die algebraishe Konvergenz

ν̃ℓ . (#Ẽℓ −#E0)−sgilt. Hier bezeihnet ν̃ℓ eine interessierende Gröÿe, die zum Gitter Ẽℓ gehört. Dann soll der adaptiveAlgorithmus eine Folge von Gittern (Eℓ)ℓ∈N0
erzeugen, die ebenfalls

νℓ . (#Eℓ −#E0)−serfüllt. Die Gröÿe νℓ kann zum Beispiel der Diskretisierungs- oder der Datenfehler, der Fehlershätzer oderauh eine Summe von interessierenden Gröÿen sein. In aktuellen Beweisen für AFEM wie in [CKNS08℄ist ν2ℓ = |||u − Uℓ|||2 + osc2ℓ . Quasioptimale Konvergenz eines adaptiven Algorithmus besagt also, dass derAlgorithmus mit den ihm zur Verfügung stehenden Informationen und Mitteln eine asymptotish optimaleNetzfolge �ndet.1.2 Konvergenz adaptiver RandelementmethodenEine der ersten Arbeiten, die sih mit der Konvergenz von ABEM beshäftigt, ist [FLOP10℄. Dort werdensogenannte h − h/2-Shätzer ηℓ in einem adaptiven Algorithmus verwendet, um Kontraktionsgröÿen fürAFEM und ABEM herzuleiten, wie es auh in [CKNS08℄ für Residualshätzer in AFEM gemaht wird.Unter einer Kontraktionsgröÿe versteht man eine Gröÿe ∆ℓ, die
∆ℓ+1 ≤ κ∆ℓfür ein 0 < κ < 1 erfüllt. Typisherweise hat eine solhe Grösse die Form ∆ℓ = |||u−Uℓ|||2 + λη2ℓ , wodurhKonvergenz des adaptiven Algorithmus folgt. Ein wesentliher Teil, der bereits in der letztgenannten Arbeitenthalten ist, wird shlieÿlih in der darauf folgenden Arbeit [AFLP12℄ abstrahiert, um das Konzept derFehlershätzerreduktion einzuführen. Es wird gezeigt, dass es für die Konvergenz eines adaptiven Verfahrenshinreihend ist, die Abshätzung

ηℓ+1 ≤ κηℓ + C|||Uℓ+1 − Uℓ|||



4 Einführungfür ein 0 < κ < 1 zu zeigen. Die a-priori Konvergenz der Lösungen Uℓ, die bereits in [BV84℄ bewiesenwird, liefert |||Uℓ+1 − Uℓ||| → 0 und somit auh ηℓ → 0. Unter der Annahme, dass der Fehlershätzer ηℓzuverlässig ist, d.h. |||u− Uℓ||| . ηℓ, folgt Konvergenz |||u− Uℓ||| → 0.In der Arbeit [AFG+12℄ wird eine 2D-BEM für ein gemishtes Randwertproblem betrahtet. Um einVerfahren zu erhalten, welhes nur mit diskreten Integraloperatoren (also Matrizen) arbeitet, werden dieRanddaten approximiert: das Neumanndatum wir durh die L2-Orthogonalprojektion auf den Raum derstükweise Konstanten approximiert, während das Dirihletdatum mit nodaler Interpolation durh einea�ne, stetige Funktion angenähert wird. Der adaptive Algorithmus wird durh h−h/2-Shätzer gesteuert,und zusätzlih werden sogenannte Oszillationsterme verwendet, um den Fehler bei der Approximation derDaten adaptiv mitzusteuern. Shliesslih wird die Konvergenz dieses adaptiven Verfahrens bewiesen.Die Idee hinter den h − h/2-Shätzern, die in den erwähnten Arbeiten verwendet werden, ist es, dieGalerkinlösung Ûℓ zu einem uniform verfeinerten Gitter Êℓ zu verwenden, um den Fehler durh die Heuristik
|||u−Uℓ||| ≃ |||Ûℓ−Uℓ||| zu shätzen. In der FEM sind die zugrundeliegenden Energienormen typisherweiselokal, d.h.

||| · |||2 =
∑

E∈Eℓ

||| · |||2E .Dies liefert also unmittelbar einen Fehlershätzer, der in einem adaptiven Algorithmus verwendet werdenkann. Für Randelementmethoden sind die Energienormen aber typisherweise nihtlokal, d.h.
||| · |||2 ≁

∑

E∈Eℓ

||| · |||2E ,und dies gilt niht einmal bis auf Konstanten, wie Gegenbeispiele aus [Fae93, Satz 24℄ und [CF01, Theorem3.1 und 3.2℄ zeigen. Hier o�enbart sih bereits eine der Shwierigkeiten in der Herleitung und der Analysevon adaptiven Algorithmen für Randelementmethoden: die zugrundeliegenden Operatoren und Normensind niht lokal, und müssen daher zum Beispiel durh lokal de�nierte Gröÿen abgeshätzt werden.Das Manko von h− h/2-Shätzern ist es, dass sie nur unter der sogenannten Saturationsannahme
|||u− Ûℓ||| ≤ Csat|||u− Uℓ|||, Csat ∈ (0, 1)zuverlässig sind. Für die FEM wird in der Arbeit [DN02℄ bewiesen, dass der Galerkinfehler bei der Approx-imation der Funktion u aus (1.1) durh stükweise quadratishe Polynome besser ist als durh stükweiselineare Polynome, das heiÿt es gibt ein 0 < κ < 1, sodass

|||u− Ûℓ||| ≤ κ|||u− Uℓ|||+


∑

z∈Nℓ

‖h(f − fz)‖2L2(wz)




1/2 (1.3)wobei Ûℓ ∈ S2
0 (Eℓ), Uℓ ∈ S1

0 (Eℓ) die FEM-Lösungen von u sind, Nℓ die inneren Knoten des Gitters, wzder zum Knoten z gehörige Knotenpath und fz eine konstante Approximation von f auf wz. In derArbeit [FLOP10℄ wird (1.3) für Ûℓ ∈ S1(Êℓ) mit einem bisec5-verfeinertem Gitter Êℓ bewiesen.Für BEM ist die Saturationsannahme, auh in der Form (1.3), o�en. In der Arbeit [CP12℄ wird daherin den adaptiven Algorithmus ein numerisher Test der Saturationsannahme eingebaut, um sie gegebenen-falls zu erzwingen. Dieser erweiterte Algorithmus wird dann durh h − h/2-Shätzer gesteuert, und seine



1.3 Die Modellprobleme 5Konvergenz wird gezeigt. Die Optimalität eines adaptiven Algorithmus basierend auf Wavelets wird in derArbeit [DHS07℄ gezeigt. Es wird bewiesen, dass der Algorithmus eine beliebige Genauigkeit erreihen kann,wobei die Anzahl der verwendeten Freiheitsgrade proportional zu der benötigten Anzahl eines Algorithmusist, der volle Information über die Lösung zur Verfügung hat.Damit ist die vorhandene, verö�entlihte Literatur zur Konvergenz adaptiver Randelementmethodenauh shon ershöpft. Im Zuge der Promotion sind 6 Arbeiten [AFF+12a,AFF+12b, FKMP11, FFKP12,KPP12,KOP12℄ entstanden, die nun in der vorliegenden Dissertation in einen gemeinsamen Rahmen ein-geordnet werden und vollständig ausgearbeitet sind. Ferner enthalten der Abshnitt 4.2 und das Kapitel 6auh originäre Resultate, die bisher noh niht Teil einer wissenshaftlihen Arbeit sind. Parallel zumEntstehen dieser Arbeit wurde der Preprint [Gan11℄ verö�entliht. Darin beweist der Autor die Optimal-ität adaptiver Randelementmethoden für Algorithmen mit gewihteten Residualshätzern. Die Resultateder Arbeit [Gan11℄ benötigen einen C1,1-Rand als zugrundeliegende Geometrie, wodurh polygonale oderpolyhedrale Gebiete ausgeshlossen sind. Weiters werden nur Galerkinverfahren niedrigster Ordnung betra-htet. Diese Annahmen werden wir niht tre�en, das heiÿt, polygonale und polyhedrale Gebiete sind durhdie Analysis dieser Arbeit abgedekt, als auh die Anwendung von Galerkinverfahren mit Ansatzfunktionenhöherer Ordnung.1.3 Die ModellproblemeIn dieser Arbeit betrahten wir zum Dirihlet- und Neumannproblem der Laplaegleihung äquivalenteRandintegralgleihungen. Es bezeihne Γ ⊆ ∂Ω einen Teil des Randes einer o�enen Menge Ω ⊆ Rd. Zumeinen betrahten wir die sogenannte shwah singuläre Integralgleihung : �nde φ ∈ H̃−1/2(Γ), sodass
V φ = f (1.4)für ein gegebenes f ∈ H1/2(Γ). Für Γ = ∂Ω und f = (1/2 + K)uD ist diese Gleihung äquivalent zumDirihletproblem der Laplaegleihung

−∆u = 0 in Ω

u = uD auf Γ.Es ist dann φ = ∂nu die Normalenableitung der Lösung u. Die zweite Gleihung, die wir untersuhenwerden, ist die sogenannte hypersinguläre Integralgleihung : �nde v ∈ H̃
1/2
⋆ (Γ), sodass

Wv = g (1.5)für ein gegebenes g ∈ H−1/2(Γ). Für Γ = ∂Ω und g = (1/2 −K ′)uN ist diese Gleihung äquivalent zumNeumannproblem der Laplaegleihung
−∆u = 0 in Ω

∂nu = uN auf Γ.Es ist dann v = u|Γ die Spur der (bis auf additive Konstante eindeutigen) Lösung u. Die Operatoren V ,
K, K ′ und W sind Randintegraloperatoren. Exemplarish erwähnen wir hier die De�nition des Einfah-



6 Einführungshihtpotentials V , das für eine Funktion φ ∈ L1(Γ) gegeben ist als
V φ(x) :=

1

4π

∫

Γ

φ(y)

|x− y| dΓ(y).Die De�nitionen und Eigenshaften der Randintegraloperatoren �nden sih in Abshnitt 4.1.1.4 Aufbau der Arbeit und wesentlihe ResultateKapitel 2Zunähst klären wir die nötige Notation und führen die Sobolevräume ein, im Rahmen derer die von unsbetrahteten Gleihungen (1.4) und (1.5) wohlgestellt sind. Diese Funktionenräume können äquivalent aufvershiedene Arten de�niert werden. Da wir jede dieser Arten benutzen werden, geben wir Resultate zurÄquivalenz der vershiedenen De�nitionen an.Kapitel 3In diesem Kapitel beshäftigen wir uns mit den diskreten Räumen, die wir in den folgenden Kapitelnverwenden werden, um die betrahteten Gleihungen numerish zu lösen. Da wir uns mit adaptiven Al-gorithmen beshäftigen, verwenden wir einen Groÿteil dieses Kapitels darauf, die im Weiteren verwendetelokale Netzverfeinerungsstrategie namens Newest Vertex Bisetion zu de�nieren und ihre Eigenshaften zuzeigen. Am wihtigsten ist dabei zweifellos die Optimalitätsabshätzung für den Netzabshluss aus Lem-ma 3.14, die ein entsprehendes Resultat aus [BDD04℄ und [Ste08b℄ verallgemeinert. Dabei stellt sih dieFrage, ob der Netzabshluss, der zusätzlih zu den markierten Elementen Mℓ ⊆ Eℓ weitere Elemente ver-feinert, um hängende Knoten zu vermeiden, kontrollierbar ist. Die Abshätzung #Mℓ ≤ #Eℓ+1 −#Eℓ gilttrivialerweise, aber die umgekehrte Abshätzung #Eℓ+1 −#Eℓ ≤ C#Mℓ kann niht mit einer von ℓ un-abhängigen Konstanten C > 0 gelten, wie ein Gegenbeispiel in [NV11℄ zeigt, welhes wir in Abbildung 3.6in Abshnitt 3.2 angeben. Es stellt sih heraus, dass die gesamte Historie der getätigten Markierungenmiteinbezogen werden muss, das heiÿt
#Eℓ −#E0 ≤ Cnvb

ℓ−1∑

j=0

#Mj. (1.6)Die Konstante Cnvb hängt in der Arbeit [BDD04℄ zunähst niht von E0 oder anderen involvierten Grössenab, dafür ist jedoh eine Bedingung an das gröbste Gitter E0 siherzustellen. Für die Anwendung der NewestVertex Bisetion ist auf dem gröbsten Gitter E0 für jedes Element E ∈ E0 eine sogenannte Referenzkantezu wählen. Die Bedingung, unter der in den Arbeiten [BDD04,Ste08b℄ die Abshätzung (1.6) gezeigt wird,fordert eine spezielle Verteilung dieser Kanten. Da es aber keine e�zienten Algorithmen gibt, um dieseBedingung siherzustellen, werden wir zeigen, dass (1.6) auh ohne diese Bedingung gilt. Wir erhalten dannin Cnvb eine Abhängigkeit vom gröbsten Gitter E0. Zusammengefasst beweisen wir das folgende Resultat,welhes in Lemma 3.14 formuliert ist.Theorem. Unabhängig von der Wahl der Referenzkanten auf E0 gilt die Abshätzung (1.6). Die Konstante
Cnvb hängt nur vom Anfangsgitter E0 ab. �



1.4 Aufbau der Arbeit und wesentlihe Resultate 7Danah de�nieren wir Räume von stükweisen Polynomen, die wir verwenden werden, um die Lösun-gen φ beziehungsweise v der Modellprobleme zu approximieren. Wir verwenden die unstetigen, stükweisepolynomiellen Funktionen Ppℓ(Eℓ) und die global stetigen Varianten Spℓ(Eℓ). Dabei ist pℓ eine beliebigePolynomgradverteilung auf dem Gitter Eℓ.In Abshnitt 3.4 beshäftigen wir uns mit einer Frage, die uns im Rahmen der Konvergenzanalyse fürdas Dirihletproblem mit Datenapproximation begegnen wird. Dort benötigen wir die H1-Stabilität der
L2-Projektion Πℓ auf die stükweise a�nen, global stetigen Funktionen S1(Eℓ), das heiÿt

‖∇ΓΠℓu‖L2(Γ) ≤ Cstab‖∇Γu‖L2(Γ) für alle u ∈ H1(Γ).Die vorhandene Literatur [CT87,BX91,BPS02,Ste01,Car02,Car04℄ zeigt diese Stabilität unter Annahmenan die Gitter beziehungsweise die Netzverfeinerungsstrategie, siehe dazu auh die kurze Diskussion in derEinleitung zu Kapitel 3, die wir in unserer Arbeit niht voraussetzen wollen. Wir werden die Resultate,die wir für den Beweis des Netzabshlusses erhalten haben, mit Ideen aus der Arbeit [Car04℄ kombinierenund beweisen so das folgende Resultat, welhes in Theorem 3.20 formuliert und bewiesen wird.Theorem. Es sei (E0, (eE)E∈E0) ein Gitter mit einer beliebigen Referenzkantenverteilung und Eℓ = refine(E0)ein Gitter, welhes durh Newest Vertex Bisetion aus E0 erhalten wird. Dann gilt für die L2-Projektion
Πℓ auf S1(Eℓ) die Abshätzung

‖∇ΓΠℓu‖L2(Γ) ≤ Cstab‖∇Γu‖L2(Γ) für alle u ∈ H1(Γ).Die Konstante Cstab > 0 hängt nur von E0 ab. �Des weiteren zeigen wir Approximationsaussagen für Quasi-Interpolationsoperatoren in Sobolevräumengebrohener Ordnung. Typisherweise haben Quasi-Interpolationsoperatoren Jℓ, die in Räume stükweiserPolynome auf einem Gitter Sp(Eℓ) abbilden, Approximationseigenshaften der Form
‖u− Jℓu‖L2(Γ) . ‖hℓ∇Γu‖L2(Γ) und ‖∇Γ(u− Jℓu)‖L2(Γ) . ‖∇Γu‖L2(Γ),wobei hℓ die lokale Netzweite und ∇Γ den Ober�ähengradienten bezeihnet. Für uniforme Gitter kannaus diesen Abshätzungen sofort eine Aussage in Sobolevräumen gebrohener Ordnung gewonnen werden,das heiÿt

‖u− Jℓu‖H1/2(Γ) . h1/2‖u‖H1(Γ).Da, wie bereits gesagt, die natürlihen Normen in Sobolevräumen gebrohener Ordnung niht summierbarsind, ist es tehnish aufwendig, solhe Abshätzungen in gebrohenen Normen zu erhalten. Wir verwendenResultate der Interpolationstheorie, genauer gesagt Resultate zur Interpolation zwishen gewihteten L2-Räumen, die wir auf gewihtete Sobolevräume verallgemeinern, um das folgende Resultat zu zeigen, welhesin Theorem 3.26 formuliert ist.Theorem. Für 0 ≤ s ≤ 1 und eine beliebige, Hs(Γ)-stabile Projektion Pℓ auf Sp(Eℓ) gilt
‖(1− Pℓ)g‖Hs(Γ) ≤ Capx min

{
‖h1−s

ℓ ∇Γg‖L2(Γ), ‖h1−s
ℓ ∇Γ(1− Pℓ)g‖L2(Γ)

}für g ∈ H1(Γ) beliebig. Die Konstante Capx > 0 hängt nur ab von 0 ≤ s ≤ 1, von der Formregularitätskon-stante des Gitters Eℓ, von der Operatornorm von Pℓ und vom Rand Γ. �Shliesslih führen wir in Abshnitt 3.6 inverse Ungleihungen für die de�nierten diskreten Räume
Ppℓ(Eℓ) und Spℓ(Eℓ) an.



8 EinführungKapitel 4In diesem Kapitel de�nieren wir zunähst die Randintegraloperatoren V , K, K ′ und W , die bereits inAbshnitt 1.3 vorgekommen sind. Wir zitieren Stabilitäts- und Elliptizitätsaussagen, die für die eindeutigeLösbarkeit unserer Modellprobleme vonnöten sind. In Abshnitt 4.2 wenden wir uns shlieÿlih dem wihtig-sten Teil dieser Arbeit zu, den inversen Ungleihungen für die Randintegraloperatoren. Exemplarish seihier die inverse Ungleihung für das Einfahshihtpotential V in ihrer einfahsten Form angeführt, dieneben den Ungleihungen für die übrigen Integraloperatoren das tehnishe Herzstük dieses Kapitels inTheorem 4.4 bildet.Theorem. Es sei Γ der Rand eines beshränkten, polyhedralen Lipshitzgebietes Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3} und
Eℓ ein lokal quasi-uniformes Gitter auf Γ. Dann gilt

‖h1/2ℓ ∇ΓV Φℓ‖L2(Γ) ≤ C‖Φℓ‖H̃−1/2(Γ)
für alle Φℓ ∈ P0(Eℓ),wobei die Konstante C > 0 nur von Γ und der Formregularität von Eℓ abhängt. �Die typishe Beweistehnik für inverse Ungleihungen besteht darin, Normäquivalenzen der Form

‖∇Uℓ‖L2(Ê) ≤ C‖Uℓ‖L2(Ê) für alle Uℓ ∈ P1(Ê) (1.7)auf einem Referenzelement Ê auszunutzen und ein Skalierungsargument anzuwenden. Die Konstante C > 0in (1.7) ist aufgrund der �xen Dimension des Raumes P1(Ê) beshränkt. Das Problem bei den inversenUngleihungen für Randintegraloperatoren ist jedoh, dass die Operatoren, in diesem Fall das Einfah-shihtpotential V , niht lokal sind, und daher die Konstante C in Abshätzungen der Form (1.7) vonder Dimension des Raumes V (P0(Eℓ)) abhängt, die aber niht �xiert werden darf. Um dieses Problem zuumgehen, teilen wir auf einem Element E ∈ Eℓ das Potential im wesentlihen gemäÿ
V (Φℓ) = V (Φℓ|E) + V (Φℓ|Γ\E)in einen Nahfeldanteil V (Φℓ|E) und einen Fernfeldanteil V (Φℓ|Γ\E) auf. Die Nahfeldanteile können danndurh die klassishen Beweistehniken für inverse Ungleihungen behandelt werden, da die Dimensionender zugrundeliegenden Räume �xiert werden können. Für die Fernfeldanteile werden wir auf Resultate ausder Regularitätstheorie zurükgreifen. Die Regularität der Lösung u einer partiellen Di�erentialgleihungzweiter Ordnung Lu = 0 kann im Inneren des zugrundeliegenden Gebietes Ω durh eine inverse Ungleihungvom Typ

‖D2u‖L2(Br) . h−1‖∇u‖L2(Br+h)gezeigt werden. Hier sind Br ⊂ Ω und Br+h ⊂ Ω Kugeln vom Radius r beziehungsweise r + h mitdem gleihen Mittelpunkt. Eine solhe Abshätzung ist also eine inverse Ungleihung, da die zweitenAbleitungen durh den Gradienten abgeshätzt werden. Das Fernfeld des Einfahshihtpotentials er-füllt bekanntermaÿen eine Transmissionsgleihung in dem Sinne, dass im Inneren Ω und im Äuÿeren
Ωext := R3 \Ω die Laplaegleihung erfüllt wird, der Sprung vershwindet und für die Normalenableitung
γint1 V (Φℓ|Γ\E) = −Φℓ|Γ\E gilt. Auf E gilt aber Φℓ|Γ\E = 0, und wir können shlieÿen, dass der Fernfeldan-teil lokal um das Element E harmonish ist. Daher können wir dort den Ober�ähengradient ∇ΓV (Φℓ|Γ\E)mit Hilfe einer Spurungleihung durh die zweite Ableitung auf Kugeln, deren Mittelpunkte auf E liegen,



1.4 Aufbau der Arbeit und wesentlihe Resultate 9abshätzen. Das obige Resultat aus der Regularitätstheorie wird dann als inverse Ungleihung dienen, mitder wir den Fernfeldanteil verarbeiten können. Dies ist nur ein grober Umriss des Beweises, beshreibtaber die wesentlihe Idee. Wir werden also in Abshnitt 4.2 inverse Ungleihungen für alle beteiligten In-tegraloperatoren nahweisen, die explizit in der lokalen Gitterweite hℓ und dem lokalen Polynomgrad pℓformuliert sind.Kapitel 5 und Kapitel 6In diesen beiden Kapiteln beshäftigen wir uns mit der Konvergenztheorie für die h-Version der Ran-delementmethode für die Gleihungen (1.4) und (1.5). In Kapitel 5 liegt der Fokus auf Gleihungen vomTyp (1.4), die shwah singuläre Integraloperatoren enthalten. Kapitel 6 erweitert die erhaltenen Resultatedann auf Randintegralgleihungen vom Typ (1.5), die hypersinguläre Operatoren enthalten. Exemplarisherklären wir hier nur Kapitel 5, in welhem wir zu Beginn die zu diskretisierenden Gleihungen einführen.Ausgehend vom Modellproblem (1.4) werden dies die shwah singuläre Gleihung
V φ = fund das Dirihletproblem

V φ = (1/2 +K)fsein. Ab nun nehmen wir an, dass die lokalen Polynomgrade �xiert sind, das heiÿt wir fordern pℓ ≡ pfür ein �xes p ∈ N0. Wir de�nieren drei Galerkinverfahren für die Approximation von φ durh stükweisePolynome Pp(Eℓ) auf einem Gitter Eℓ, deren Lösungen mit Φℓ bezeihnet werden:
• Das Galerkinverfahren für die shwah singuläre Integralgleihung: �nde Φℓ ∈ Pp(Eℓ), sodass

〈V Φℓ ,Ψℓ〉 = 〈f ,Ψℓ〉 für alle Ψℓ ∈ Pp(Eℓ), (1.8)
• das Galerkinverfahren für das Dirihletproblem: �nde Φℓ ∈ Pp(Eℓ), sodass

〈V Φℓ ,Ψℓ〉 = 〈(1/2 +K)f ,Ψℓ〉 für alle Ψℓ ∈ Pp(Eℓ), (1.9)
• und das Galerkinverfahren für das Dirihletproblem mit Datenapproximation: �nde Φℓ ∈ Pp(Eℓ),sodass

〈V Φℓ ,Ψℓ〉 = 〈(1/2 +K)Pℓf ,Ψℓ〉 für alle Ψℓ ∈ Pp(Eℓ). (1.10)Beim Galerkinverfahren für das Dirihletproblem mit Datenapproximation bezeihnet Pℓf eine diskreteApproximation an f . Die Idee hinter diesem Verfahren ist es, dass nur diskrete Integraloperatoren betra-hten werden müssen.Die adaptiven Algorithmen, die wir analysieren werden, sind von der Form
solve → estimate → mark → refineDas Modul solve beinhaltet die Berehnung der Galerkinlösung Φℓ der diskretisierten Gleihung und istdaher für die theoretishe Konvergenzanalyse niht weiter von Interesse. Das Modul refine beinhaltet die



10 EinführungVerfeinerung durh Newest Vertex Bisetion, die bereits weiter oben erwähnt wurde. Wihtig ist zunähstdas Modul estimate , dass die Berehnung der a-posteriori Fehlershätzer τℓ auf Grundlage von bekanntenGröÿen beinhaltet. Dabei heiÿt ein Fehlershätzer τℓ zuverlässig, wenn er eine obere Shranke für denGalerkinfehler ist, also
|||φ− Φℓ||| . τℓerfüllt. Hier ist |||·||| ≃ ‖·‖

H̃−1/2(Γ)
die zugrundeliegende Energienorm im Falle des Einfahshihtpotentials.Wir formulieren zwei adaptive Algorithmen, die sih durh das Modul mark untersheiden, welhes dieMarkierungsstrategie enthält. Dabei verwenden wir die zwei folgenden Varianten:1. Die kombinierte Variante: Wähle eine Menge Mℓ ⊆ Eℓ kleinster Kardinalität, die

θ
∑

E∈Eℓ

ηℓ(E)2 ≤
∑

E∈Mℓ

ηℓ(E)2 (1.11)erfüllt.2. Die separierte Variante: Wir nehmen an, der Fehlershätzer ist vom Typ τ2ℓ = τ21,ℓ + τ22,ℓ.Gilt τ22,ℓ ≤ ϑτ21,ℓ, dann wähle eine kleinste Menge Mℓ ⊂ Eℓ mit
θ1

∑

E∈Eℓ

τ1,ℓ(E)2 ≤
∑

E∈Mℓ

τ1,ℓ(E)2. (1.12)Gilt τ22,ℓ > ϑτ21,ℓ, dann wähle die kleinste Menge Mℓ ⊂ Eℓ mit
θ2

∑

E∈Eℓ

τ2,ℓ(E)2 ≤
∑

E∈Mℓ

τ2,ℓ(E)2. (1.13)In der separierten Variante wird übliherweise τ1,ℓ den Galerkinfehler shätzen, während τ2,ℓ die Datenoszil-lationen shätzt, und wir werden diese Variante verwenden, wenn wir Optimalität eines Algorithmus mitDatenapproximation zeigen wollen.Wie bereits erwähnt, wird für einen Konvergenzbeweis die a-priori Konvergenz der Lösungen Φℓ benötigt,womit wir uns in Abshnitt 5.2 beshäftigen. Die Frage, die sih dabei stellt, ist, ob die Galerkinlösungen
Φℓ ∈ Pp(Eℓ) der Gleihungen (1.8)�(1.10) für eine geshahtelte Folge von Gittern Eℓ+1 ⊇ Eℓ a-priori gegeneine Funktion φ∞ konvergieren, das heiÿt

lim
ℓ→∞

|||φ∞ − Φℓ||| = 0. (1.14)Ein Resultat aus der Arbeit [BV84℄, welhes wir in Lemma 5.9 zitieren, stellt die a-priori Konvergenz (1.14)siher, sofern nur Φℓ die Orthogonalprojektion von φ ist.
• Für adaptive Galerkinverfahren für die shwah singuläre Gleihung (1.8) oder das Dirihletprob-lem (1.9) können wir daher das existierende Resultat aus [BV84℄ nutzen, um die a-priori Konver-genz (1.14) zu erhalten.
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• Bei adaptiven Galerkinverfahren für das Dirihletproblem mit Datenapproximation (1.10) ist jedoh

Φℓ die Bestapproximation der Lösung φℓ von
V φℓ = (1/2 +K)Pℓf.Daher werden wir in Lemma 5.10 zunähst auf die a-priori Konvergenz von Pℓf eingehen. Da dasDatum f im Raum H1/2(Γ) gemessen wird, werden wir an dieser Stelle die H1-Stabilität der L2-Projektion auf S1(Eℓ) verwenden, die wir in Kapitel 3 bewiesen haben.Der darauf folgende Abshnitt 5.3 ist der Konvergenz adaptiver Algorithmen mit zugrundeliegenden

h− h/2-Shätzern gewidmet. Ist Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösung einer der Gleihungen (1.8)�(1.10), und
Φ̂ℓ ∈ Pp(Êℓ) die Galerkinlösung derselben Gleihung auf dem uniform verfeinerten Gitter Êℓ, so kannder Galerkinfehler durh die Heuristik |||φ− Φℓ||| ≈ |||Φ̂ℓ − Φℓ||| geshätzt werden. Da diese Fehlershätzernihtlokal sind, werden in der Arbeit [FLP08℄ lokalisierte Varianten eingeführt. Wir geben hier exemplarishden lokalisierten Shätzer

µ̃ℓ := ‖h1/2ℓ (1− πpℓ )Φ̂ℓ‖L2(Γ) (1.15)an, wobei πpℓ die L2-orthogonale Projektion auf den Raum Pp(Eℓ) ist. In Lemma 5.12 geben wir 4 Variantendes h−h/2-Shätzers für die shwah singuläre Integralgleihung an, die allesamt bereits der letztgenanntenArbeit analysiert wurden, wo ihre E�zienz und Zuverlässigkeit unter der Saturationsannahme bewiesenwird. Im Falle des Dirihletproblems mit Datenapproximation werden wir in Lemma 5.14 zeigen, dass unterder Annahme f ∈ H1(Γ) die Summe aus Galerkinfehlershätzer und Datenoszillationen
oscℓ := ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Pℓ)f‖L2(Γ)ebenfalls e�zient und unter der Saturationsannahme zuverlässig ist. Die Konvergenz des adaptiven Algo-rithmus für die shwah singuläre Gleihung wurde bereits in [AFLP12℄ gezeigt, wir beweisen zusätzlih dieKonvergenz des adaptiven Algorithmus für das Dirihletproblem mit Datenapproximation in Lemma 5.18.Bezüglih der optimalen Konvergenz von h− h/2-artigen Algorithmen gibt es auh für FEM keine Resul-tate, weshalb Resultate für BEM zur Zeit noh niht betrahtet werden. Davon abgesehen sind die h−h/2Shätzer, wie bereits erwähnt, nur unter der Saturationsannahme zuverlässig, daher sind die Resultate zurKonvergenz gewissermaÿen unbefriedigend.In Abshnitt 5.4 betrahten wir daher eine andere Art, den Galerkinfehler zu shätzen. In den Ar-beiten [CMS01,CMPS04℄ werden sogenannte gewihtete Residualshätzer ρℓ vorgestellt, die das berehen-bare Residuum in einer lokalisierten Norm messen. Diese Fehlershätzer sind immer zuverlässig, und wirde�nieren drei adaptive Algorithmen, die durh diese Shätzer gesteuert werden:

• solve-res-weaksing zur Lösung der shwah singulären Gleihung mit Residualshätzer. Dabei ist
Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösung (1.8), die Fehlerindikatoren sind von der Form

ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ ∇Γ (V Φℓ − f) ‖L2(E), (1.16)und wir verwenden die kombinierte Markierungsstrategie.
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• solve-res-dirihlet zur Lösung des Dirihletproblems mit Datenapproximation mit Residualshätzerund Dör�er-Markierung. Dabei ist Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösung (1.9), die Fehlerindikatoren sindvon der Form

ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ ∇Γ (V Φℓ − (1/2 +K)f) ‖L2(E), (1.17)und wir verwenden die kombinierte Markierungsstrategie.
• solve-separate-res-dirihlet zur Lösung des Dirihletproblems mit Datenapproximation mitResidualshätzer und separater Markierung. Dabei ist Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösung (1.10), dieFehlerindikatoren sind von der Form

τ2ℓ = τ21,ℓ + τ22,ℓ := ρ2ℓ + osc2ℓ , (1.18)wobei
ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ ∇Γ (V Φℓ − (1/2 +K)Pℓf) ‖L2(E) (1.19)und

oscℓ := ‖h1/2ℓ (1− πpℓ )∇Γf‖L2(Γ), (1.20)wobei πpℓ die L2-Projektion auf den Raum Pp(Eℓ) bezeihnet. Diese neue De�nition der Datenoszilla-tion erlaubt, lokale Orthogonalitätseigenshaften auszunutzen, die beim Beweis der Optimalität nötigsein werden. Wir zeigen in Lemma 5.20, dass der Fehlershätzer τℓ eine zuverlässige obere Shrankefür den Galerkinfehler |||φ− Φℓ||| ist.Die Konvergenz dieser drei Algorithmen zeigen wir mit Hilfe des Shätzerreduktionsprinzips, welhes ab-strakt in [AFLP12℄ eingeführt wurde, um die Konvergenz adaptiver Algorithmen für FEM und BEM zubeweisen. Dieses Prinzip besagt, dass ein Fehlershätzer gegen 0 konvergiert, sofern er bis auf eine Null-folge eine Kontraktion ist. Für zuverlässige Fehlershätzer, die dieses Prinzip erfüllen, folgt unmittelbardie Konvergenz des adaptiven Verfahrens. In unserem Fall ist die Fehlershätzerreduktion jeweils von derfolgenden Form:
• In Lemma 5.24 zeigen wir folgendes: der Algorithmus solve-res-weaksing erfüllt mit einem 0 <
κ̂ < 1

ρ2ℓ+1 ≤ κ̂ρ2ℓ + Cred|||Φℓ+1 − Φℓ|||2. (1.21)
• In den Lemmata 5.25 und 5.26 zeigen wir folgendes: die Algorithmen solve-res-dirihlet undsolve-separate-res-dirihlet erfüllen mit einem 0 < κ̂ < 1

τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖2H1/2(Γ)

+ |||Φℓ+1 − Φℓ|||2
)
. (1.22)An dieser Stelle kommen die inversen Ungleihungen für die Integraloperatoren zum Einsatz, denn diezusätzlihen Terme in der Shätzerreduktion sind zunähst von der Form

‖h1/2ℓ+1∇V (Φℓ+1 − Φℓ)‖L2(Γ).



1.4 Aufbau der Arbeit und wesentlihe Resultate 13Hier wird also die Di�erenz zweier Galerkinlösungen in einer zu starken Norm gemessen. Terme dieser Arteshätzen wir mit Hilfe der inversen Ungleihungen für Integraloperatoren durh die Energienorm ab, sowie es die a-priori Konvergenz verlangt.In Abshnitt 5.5 beshäftigen wir uns shlieÿlih mit der Quasioptimalität der Algorithmensolve-res-weaksing und solve-separate-res-dirihlet. Die Quasioptimalität für den Algorithmussolve-res-dirihlet werden wir niht betrahten. Es sei aber erwähnt, dass ein Optimalitätsresultatfür diesen Algorithmus möglih ist, wie in [FFKP12℄ vorgeführt wird, wenn Pℓ als Sott-Zhang Projektiongewählt wird.
• In Theorem 5.28 konstruieren wir zuerst eine Kontraktionsgröÿe für den Algorithmussolve-res-weaksing von der Form

∆ℓ := |||φ− Φℓ|||2 + λρ2ℓ ≃ ρ2ℓ .Dabei nützen wir die Shätzerreduktion (1.21) für diesen Algorithmus. Aufgrund des Terms |||Φℓ+1−
Φℓ|||2 in (1.21) ist der Fehlershätzer keine Kontraktionsgröÿe. Betrahten wir aber eine Summe vonFehlershätzer und Galerkinfehler, so können wir Orthogonalitäten ausnutzen, um zu zeigen, dassdiese Summe kontrahierend ist.

• Für den Algorithmus solve-separate-dirihlet enthält die Shätzerreduktion (1.22) den zusätz-lihen Term ‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖2H1/2(Γ)
. Im Allgemeinen besitzt der Operator Pℓ in diesem Fall keineOrthogonalitätseigenshaften, weswegen wir daraus auh keine Kontraktionsgröÿe gewinnen können.Wir gehen daher anders vor: wir bezeihnen die Galerkinlösung von (1.9) zu den exakten Daten mit

Φex
ℓ ∈ Pp(Eℓ) und betrahten zusätzlih den zugehörigen Fehlershätzer ρex,ℓ, das heiÿt

ρex,ℓ := ‖h1/2ℓ ∇Γ(V Φex
ℓ − (1/2 +K)f)‖L2(Γ).Wir bemerken, dass dieser Shätzer nur theoretish von Interesse ist, Φext

ℓ oder ρex,ℓ müssen an keinerStelle des Algorithmus berehnet werden. Wir zeigen in Lemma 5.20, dass die Galerkinfehler |||φ−Φℓ|||und |||φ − Φex
ℓ ||| bis auf Oszillationen äquivalent sind und dass die Fehlershätzer ρℓ und ρex,ℓ sogarlokal äquivalent bis auf globale Oszillationsterme sind. Daraus shlieÿen wir in Lemma 5.27, dassdie separate Markierungsstrategie für τ2ℓ = ρ2ℓ + osc2ℓ die Dör�er-Markierung für τ2ex,ℓ = ρ2ex,ℓ + osc2ℓimpliziert. Dies erlaubt uns wiederum, die Shätzerreduktion für τex,ℓ von der Form

τ2ex,ℓ+1 ≤ κ̂τ2ex,ℓ + Cred‖Φex
ℓ+1 − Φex

ℓ ‖2
H−1/2(Γ)

.zu beweisen. Wir können dann, wie bereits für den Algorithmus solve-res-weaksing, eine Kontrak-tionsgröÿe der Form
∆ex,ℓ := |||φ− Φex

ℓ |||2 + λτ2ex,ℓ ≃ τ2ex,ℓ ≃ τ2ℓherleiten, wie wir in Theorem 5.29 formulieren und beweisen.Wir beweisen dann die diskrete lokale Zuverlässigkeit des residualen Fehlershätzers in Lemma 5.30. Dabeishätzen wir die Energie der Di�erenz zweier Galerkinlösungen durh den Shätzer auf den verfeinerten



14 EinführungElementen ab, das heiÿt
|||Φ⋆ − Φℓ|||2 .

∑

E∈ωℓ(Rℓ)

ρℓ(E)2.Hier ist Φ⋆ die Galerkinlösung auf einer Verfeinerung E⋆ von Eℓ, und ωℓ(Rℓ) sind alle Elemente, die anden verfeinerten Elementen anstoÿen, Rℓ := (Eℓ \ E⋆) anstoÿen. Der Beweis dieser Aussage erweitert dieLokalisierungstehniken des Zuverlässigkeitsbeweises von [CMS01℄ in dem Sinne, dass wir eine passendeTestfunktion abziehen.Shliesslih beweisen wir die Optimalität der Markierungsstrategien.
• Für den Algorithmus solve-res-weaksing zeigen wir in Lemma 5.31, dass eine Verfeinerung E⋆eines Gitters Eℓ, für das ρ2⋆ ≤ κ⋆ρ

2
ℓ gilt, bereits die Dör�er-Markierung (1.11) mit dem Shätzer ρℓerfüllt. Es muss dabei 0 < θ < θ⋆ gelten, wobei 0 < θ⋆ < 1 explizit angegeben werden kann, und dieKonstante κ⋆ von θ und θ⋆ abhängt.

• Für den Algorithmus solve-separate-res-dirihlet zeigen wir in Lemma 5.32, dass eine Ver-feinerung E⋆ eines Gitters Eℓ, für das τ2ex,⋆ ≤ κ⋆τ
2
ex,ℓ gilt, bereits die separate Markierungsstrate-gie (1.12)�(1.13) mit dem Shätzer τℓ aus 1.18 erfüllen muss. Dabei darf 0 < θ2 < 1 beliebig gewähltwerden, während 0 < θ1 < θ⋆,1 und 0 < ϑ < ϑ⋆ gelten muss und θ⋆,1 und ϑ⋆ explizit angegebenwerden.Am Ende von Kapitel 5 de�nieren wir die Approximationsklassen und beweisen die Quasioptimalitätder Algorithmen solve-res-weaksing und solve-separate-res-dirihlet. Die Appoximationsklassensind folgendermaÿen de�niert: Ausgehend von einem beliebigen Gitter E0 auf Γ ⊆ ∂Ω de�nieren wir für

s > 0 folgende Approximationsklassen:
• Es sei φ die shwahe Lösung der shwah singulären Integralgleihung. Mit

|φ|s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

ρ⋆,wobei ρ⋆ der Fehlershätzer (1.16) auf dem Gitter E⋆ ist, de�nieren wir
φ ∈ As :⇐⇒ |φ|s <∞.

• Es sei φ die shwahe Lösung des Dirihletproblems und f das Dirihletdatum. Mit
|φ, f |s := sup

N>0
N s inf

E⋆∈TN
τ⋆,wobei τ⋆ der Fehlershätzer (1.18) auf dem Gitter E⋆ ist, de�nieren wir

(φ, f) ∈ As :⇐⇒ |φ, f |s <∞.



1.4 Aufbau der Arbeit und wesentlihe Resultate 15In Worten bedeutet das, dass wir ausgehend von E0 eine Folge von Gittern (Ẽℓ)ℓ∈N0 �nden, sodass derjeweilige Fehlershätzer auf dieser Folge von Gittern sih verhält wie
τℓ . (#Ẽℓ −#E0)−s.In dieser Folge von Gittern müssen die aufeinanderfolgenden Gitter keine Verfeinerungen voneinandersein, wir können diese Folge beliebig wählen. Die Optimalitätsaussagen beweisen dann, dass die Algorith-men solve-res-weaksing und solve-separate-res-dirihlet ausgehend von E0 eine Folge von Gittern

(Eℓ)ℓ∈N0
�nden, sodass

τℓ . (#Eℓ −#E0)−sgilt, also der Fehlershätzer auf dieser automatish generierten Folge von Gittern bereits mit der optimalenRate fällt. Wir formulieren und beweisen diese Aussagen in den Theoremen 5.34 und 5.35:Theorem. Algorithmus 5.21, solve-res-weaksing zur Lösung der shwah singulären Integralgleihungerfüllt folgendes: Es existiert eine Konstante 0 < θ⋆ < 1, sodass für alle Parameter 0 < θ < θ⋆ gilt: DieGalerkinlösungen Φℓ und die Gitter Eℓ, die von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden, erfüllen
C−1
rel |||φ− Φℓ||| ≤ ρℓ ≤ Copt|φ|s (#Eℓ −#E0)−s ,falls φ ∈ As ist für s > 0. Die Konstante Copt hängt nur von θ, s, p und dem groben Gitter E0 ab. �Theorem. Algorithmus 5.23, solve-separate-res-dirihlet zur Lösung des Dirihletproblems erfülltfolgendes: Für beliebiges 0 < θ2 < 1 existieren Konstanten 0 < θ⋆,1, ϑ⋆ < 1, sodass für alle Parameter

0 < θ1 < θ⋆,1 und 0 < ϑ < ϑ⋆ gilt: Die Galerkinlösungen Φℓ und die Gitter Eℓ, die von Algorithmussolve-separate-res-dirihlet erzeugt werden, erfüllen
C−1
rel |||φ− Φℓ||| ≤ τℓ ≤ Copt|φ, f |ex,s (#Eℓ −#E0)−s ,falls (φ, f) ∈ As ist für s > 0. Die Konstante Copt hängt nur von θ, s, p und E0 ab. Hier ist

|φ, f |ex,s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

τex,⋆.

�In Kapitel 6 werden wir die Analysis, die wir in Kapitel 5 für die shwah singuläre Integralgleihungdurhgeführt haben, auf die hypersinguläre Integralgleihung übertragen. Die Ideen sind dabei die gleihen,deswegen werden wir hier niht mehr darauf eingehen. Die Quasioptimalitätsaussagen für die zugehörigenadaptiven Algorithmen �nden sih in den Theoremen 6.26 und 6.27. Die Vorgehensweise ist dabei imWesentlihen die Gleihe wie in Kapitel 5.Kapitel 7Im letzten Kapitel präsentieren wir einige numerishe Experimente, die die vorangegangenen theoretishenAussagen visualisieren sollen. Dabei betrahten wir nur die shwah singuläre Integralgleihung und dasDirihletproblem sowie Galerkinverfahren niedrigster Ordnung. Zunähst gehen wir in Abshnitt 7.1 kurz



16 Einführungauf die Implementierung der numerishen Beispiele ein. Wir verwenden sogenannte Hierarhishe Matrizenund den ACA-Algorithmus zur shnellen Assemblierung und Verwendung der diskreten Integraloperatoren.Die etwas tehnishe Implementierung des gewihteten Residualshätzers wird ebenfalls kurz besprohen.In Abshnitt 7.2.1 lösen wir ein Shirmproblem mit einer L-förmigen Geometrie. Wir verwenden zweiadaptive Algorithmen, die wir im theoretishen Teil dieser Arbeit analysiert haben. Einerseits einen durhden h − h/2-Shätzer µ̃ℓ (1.15) gesteuerten Algorithmus, den wir solve-hh2-weaksing nennen, anderer-seits den durh den gewihteten Residualshätzer ρℓ (1.16) gesteuerten Algorithmus solve-res-weaksing.Für beide Algorithmen untersuhen wir die Konvergenzrate, als auh die E�ektivität im Vergleih zu ein-er uniformen Netzverfeinerung durh einen Vergleih der Konvergenzraten als auh der für eine gewisseGenauigkeit benötigten Rehenzeiten. In Abshnitt 7.2.2 lösen wir die shwah singuläre Integralgleihun-gen durh dieselben Algorithmen auf einem Fihera Würfel. Im letzten Abshnitt 7.3 wenden wir uns demDirihletproblem auf einem L-Blok zu. Wir geben die exakte Lösung so vor, dass wir durh uniforme Net-zverfeinerung keine optimale Konvergenzrate erreihen können. Wir betrahten wieder zwei Algorithmen,die im theoretishen Teil dieser Arbeit analysiert wurden. Einerseits einen durh einen h − h/2-Shätzerund Oszillationen gesteuerten Algorithmus, den wir solve-hh2-dirihlet nennen, andererseits den durhden Shätzer τℓ (1.18) gesteuerten Algorithmus solve-separate-res-weaksing. Für beide Algorithmenvisualisieren wir die Konvergenzraten und vergleihen die Rehenzeiten mit der einer uniformen Netzver-feinerung.1.5 Weitere Anwendungen der ResultateWährend die Resultate in den Kapiteln 5 und 6 die Konvergenz und Optimalitätstheorie für adaptive Ran-delementmethoden (zumindest für die Laplaegleihung) auf den gleihen Stand bringen wie in der Theorieadaptiver FEM, so sind die die dafür benötigten Resultate in den vorherigen Kapiteln von zusätzlihemInteresse:
• Das Resultat zum Netzabshluss ohne weitere Annahmen an die Referenzkantenverteilung des An-fangsgitters in Lemma 3.14 verringert die Annahmen, unter denen Optimalität von AFEM sihergestelltwerden kann und erweitert daher sämtlihe Resultate zu AFEM in 2D, die Newest Vertex Bisetionverwenden.
• Die H1-Stabilität der L2-Projektion kommt in vershiedensten Bereihen zum Einsatz, für einenkurzen Überblik zu diesen Anwendungen verweisen wir auf [BPS02℄. Unter der Voraussetzung, dassNewest Vertex Bisetion als lokale Netzverfeinerung angewendet wird, erweitert das Resultat zur
H1-Stabilität in Theorem 3.20 die in der Arbeit [BPS02℄ angeführten Anwendungen.

• Approximationsresultate sind klassishe Werkzeuge der numerishen Analysis. Das Resultat aus The-orem 3.26 erlaubt Approximationsaussagen für gebrohene Sobolevräume auf lokal verfeinerten Git-tern und ist daher für Randelementmethoden eine vielfältig einsetzbare Aussage.
• Die inversen Ungleihungen für die Randintegraloperatoren aus Abshnitt 4.2 wurden bisher in derLiteratur noh niht betrahtet. Eine Ausnahme bildet die Arbeit [Gan11℄, die zeitgleih mit dieserDissertation entstanden ist. Solhe inversen Ungleihungen könnten in Zukunft von unabhängigemInteresse sein. Wir verweisen auf die Arbeit [AFF+12b℄, in der mit Hilfe der inversen Ungleihungen



1.5 Weitere Anwendungen der Resultate 17für die Integraloperatoren die E�zienz des gewihteten Residualshätzers für eine 2D-BEM auf lokalverfeinerten Gittern bewiesen wird.





Kapitel 2FunktionenräumeIn diesem Kapitel wird zunähst die Notation festgelegt. Wir führen Sobolevräume auf Gebieten und Rän-dern ein. Für Letzteres halten wir uns zunähst an [SS11℄, bemerken dann allerdings, dass wir eine äquiv-alente De�nition durh sogenannte Interpolationsräume erhalten können, für welhe wir einige wihtigeResultate anführen. Wir de�nieren Dualräume im Sinne des erweiterten L2-Skalarproduktes und shlieÿendas Kapitel mit der De�nition des Spuroperators und der verallgemeinerten Normalenableitung.2.1 NotationPunkte im Rd bezeihnen wir mit diken Buhstaben, z.B.: x = (x1, . . . , xd). Die Euklidishe Norm einesVektors x ∈ Rd bezeihnen wir mit |x| := (x ·x)1/2. Ein Multiindex ist ein d-Tupel α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0.Wir shreiben auh 0 = (0, . . . , 0), und wir verwenden die Shreibweise xα :=

∏d
j=1 x

αj

j für einen Vektor
x ∈ Rd. Für eine di�erenzierbare Funktion u : Rd → R und einen Multiindex α ∈ Nd

0 bezeihnet
Dαu :=

∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαd

ddie α-te Ableitung. Hier ist |α| := ∑d
i=1 αi die Ordnung von α.Ist A : X → Y ein linearer, stetiger Operator zwishen zwei Banahräumen X und Y , so shreibenwir A ∈ L(X,Y ) und bezeihnen mit ‖A‖X→Y , oder kurz ‖A‖, die Operatornorm. Die Notation A . Bbedeutet A ≤ C · B, wobei C > 0 eine generishe Konstante ist, die niht von interessierenden Gröÿenabhängt. Die Shreibweise A ≃ B bedeutet sowohl A . B als auh B . A.2.2 SobolevräumeAls Standardreferenzen verweisen wir auf [Ada75, Tar07℄. Es bezeihnet Ω ⊂ Rd für d ∈ {2, 3} einbeshränktes Lipshitzgebiet mit Rand ∂Ω und Γ ⊆ ∂Ω eine zusammenhängende Teilmenge. Wir wer-den im folgenden immer Γ shreiben, damit kann also der Rand ∂Ω oder eine Teilmenge davon gemeintsein. Der Raum L2(Ω) ist der Raum aller quadratish integrierbaren Funktionen, und (· , ·)L2(Ω) bezeihnetdas L2(Ω)-Skalarprodukt. Die Sobolevräume Hk(Ω) für k ∈ N≥0 sind de�niert als

Hk(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) | Dαu ∈ L2(Ω) für alle α ∈ Nd

0 mit |α| ≤ k
}
.



20 FunktionenräumeHier bezeihnet Dαu die α-te shwahe Ableitung von u, d.h.:
∫

Ω

Dαu(x)φ(x) dx = (−1)|α|

∫

Ω

u(x)Dαφ(x) dx für alle φ ∈ C∞
0 (Ω).Der Raum Hk(Ω) wird versehen mit dem Skalarprodukt (· , ·)Hk(Ω), de�niert durh

(u , v)Hk(Ω) :=
∑

0≤|α|≤k

(Dαu ,Dαv)L2(Ω),zu einem Hilbertraum mit der Norm
‖u‖2Hk(Ω) :=

∑

0≤|α|≤k

‖Dαu‖2L2(Ω).Es folgt unmittelbar H0(Ω) = L2(Ω).Für relle Zahlen s = k + σ mit k ∈ N0, σ ∈ (0, 1) de�niert man Sobolevräume Hs(Ω) mit gebrohenemIndex folgendermassen: Die Slobodekij -Seminorm ist gegeben als
|u|Hσ(Ω) = (u , u)

1/2
Hσ(Ω)mit

(u , v)Hσ(Ω) :=

∫

Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y)) (v(x) − v(y))

|x− y|d+2σ
dx dy.Der Raum Hs(Ω) ist dann de�niert als C∞(Ω)

‖·‖Hs(Ω) , wobei
‖u‖2Hs(Ω) := ‖u‖2Hk(Ω) +

∑

α=k

|Dαu|2Hs(Ω).Für den Lipshitzrand ∂Ω von Ω können Sobolevräume Hk(∂Ω) auf vershiedene Arten de�niert werden.Wir verwenden die De�nition �durh Hohheben� aus [SS11, Kapitel 2.4℄. Abhängig von der Glattheit desRandes ∂Ω können Sobolevräume nur mit beshränktem Index de�niert werden, mit [SS11, Gl. 2.84℄ giltgenauer: die Räume Hs(∂Ω) können für den Rand ∂Ω eines Gebietes Ω de�niert werden, wenn
0 ≤ s ≤ 1 für ein Lipshitzgebiet Ω,
0 ≤ s ≤ k für ein Ck-Gebiet Ω. (2.1)Ist Γ  ∂Ω eine ehte, messbare Teilmenge von ∂Ω mit |Γ| > 0, so de�nieren wir für 0 ≤ s ≤ 1 dieSobolevräume

H̃s(Γ) := {u|Γ | u ∈ Hs(∂Ω), supp(u) ⊂ Γ}mit der Norm ‖u‖H̃s(Γ) = ‖u⋆‖Hs(∂Ω), wobei u⋆ die Fortsetzung von u durh 0 bezeihnet. Wir bemerken,dass für Γ = ∂Ω die Gleihheit H̃s(Γ) = Hs(Γ) gilt. Weiters führen wir für Γ = ∂Ω den Raum
Hs

⋆(Γ) =
{
u ∈ Hs(Γ) |

∫

Γ

u(x) dΓ(x) = 0
}



2.3 Interpolationsräume 21ein. Um die Fälle Γ = ∂Ω und Γ  ∂Ω gleihzeitig behandeln zu können, de�nieren wir
H̃s

⋆(Γ) =

{
H̃s(Γ) falls Γ  ∂Ω

Hs
⋆(Γ) falls Γ = ∂Ω.Wir benötigen auh den Raum Hs

loc(R
3), den wir als den Raum aller stetigen linearen Funktionale uauf C∞

0 (R3) de�nieren welhe die Eigenshaft haben, dass ϕu ∈ Hs(R3) ist für alle ϕ ∈ C∞
0 (R3). DerRaum Hs

loc(R
3) ist niht normierbar - allerdings kann man eine Metrik bzw. eine Topologie de�nieren. Wirbenötigen die folgende Aussage, die in [SS11, Theorem 2.6.7 ()℄ angegeben wird.2.1 Theorem. Eine lineare Abbildung A : E → Hs

loc(R
3) von einem normierten Raum E ist genau dannstetig, wenn für alle ϕ ∈ C∞

0 (R3) eine Konstante Cϕ <∞ existiert, sodass
‖ϕAu‖Hs(R3) ≤ Cϕ‖u‖E für alle u ∈ E.

�Wir bemerken, dass dieses Theorem niht nur für R3, sondern auh für beliebige unbeshränkte Mengenwie z.B. Ωext gilt.Zur De�nition einer äquivalenten Norm aufH1(Γ) folgen wir [Ver84,Néd01℄: Für ein Element u ∈ H1(Γ)kann fast überall auf Γ ein Vektor ∇Γu(x) ∈ Rd de�niert werden, sodass
‖u‖L2(Γ) + ‖∇Γu‖L2(Γ)eine äquivalente Norm zur H1(Γ)-Norm ist. Für glatte Funktionen u in Rd und x ∈ Γ gilt

∇u(x) = ∇Γu(x) + n(x) · ∇u(x) · n(x),weswegen ∇Γ auh als Ober�ähengradient bezeihnet wird. Wir bemerken, dass fast überall auf Γ dieAbshätzung |∇Γu(x)| ≤ 2|∇u(x)| gilt, woraus ‖∇Γu‖L2(Γ) ≤ 2‖∇u‖L2(Γ) folgt.2.3 InterpolationsräumeSobolevräume mit gebrohenem Index können äquivalent als Interpolationsräume de�niert werden, siehe[BL76,Tri95,ML00℄. Wir werden diese Darstellung von Sobolevräumen nutzen, aus diesem Grund gebenwir hier eine kurze Einführung.Für zwei Banahräume B0, B1 mit stetiger Einbettung B1 ⊂ B0 de�nieren wir das K-Funktional
K(t, u) := inf

v∈B1

(‖u− v‖B0 + t‖v‖B1)für alle u ∈ B0 und t > 0. Für p ∈ [1,∞], 0 < θ < 1 de�nieren wir den Interpolationsraum [B0, B1]θ,pdurh
[B0, B1]θ,p := Bθ,p :=

{
u ∈ B0 | ‖u‖[B0,B1]θ,p

<∞
}



22 Funktionenräumewobei
‖u‖[B0,B1]θ,p

:=








∞∫

0

t−θpK(t, u)p
dt

t




1/p für p ∈ [1,∞),

sup0<t<∞

(
t−θK(t, u)

) für p = ∞.Die Räume [B0, B1]θ,p sind wieder Banahräume. Ausserdem gelten die folgenden Aussagen, die beispiel-sweise in [Tri95, Theorem 1.3.3℄ und [BL76, Theorem 3.4.1℄ bewiesen werden:2.2 Theorem. Für zwei Banahräume B0, B1 mit stetiger Einbettung B1 ⊂ B0 gilt:1. Für 0 < θ2 ≤ θ1 < 1 und 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ gelten die stetigen Einbettungen
B1 ⊂ [B0, B1]θ1,p ⊂ [B0, B1]θ2,q ⊂ B0.2. Im Falle B0 = B1 gilt [B0, B1]θ,p = B0 mit äquivalenten Normen
‖a‖B0 = (pθ (1− θ))1/p ‖a‖[B0,B1]θ,p

.3. Für a ∈ B1 gilt
‖a‖[B0,B1]θ,p

≤ Cθ,p‖a‖1−θ
B0

‖a‖θB1
.

�Für σ /∈ N0 können nun die Räume Hσ(Ω) bzw. Hσ(Γ) in äquivalenter Weise als Interpolationsräumede�niert werden, siehe [SS11, Proposition 2.3.11 und Proposition 2.4.3℄.2.3 Proposition. Sei Ω ein beshränktes Lipshitzgebiet oder Ck-Gebiet mit Rand Γ. Für σ = k+s ∈ R\N0gilt
Hσ(Ω) =

[
Hk(Ω),Hk+1(Ω)

]
s,2
.Erfüllt zusätzlih k + 1 die Bedingung (2.1), so gilt

Hσ(Γ) =
[
Hk(Γ),Hk+1(Γ)

]
s,2
.

�Das folgende Theorem erlaubt es, einen linearen, beshränkten Operator zwishen jeweils stetig einge-betteten Banahräumen auh als linearen, beshränkten Operator zwishen den Interpolationsräumen aufz-ufassen und die entstehende Abbildungsnorm zu kontrollieren, siehe [Tar07, Lemma 22.3℄.2.4 Theorem (Interpolationstheorem). Bezeihne mit Ai und Bi für i ∈ {0, 1} zwei Paare von Banahräu-men mit stetigen Einbettungen A1 ⊂ A0 und B1 ⊂ B0. Ist T : Ai → Bi ein linearer, beshränkter Operatorfür i ∈ {0, 1}, dann ist auh T : Aθ,p → Bθ,p ein linearer, beshränkter Operator mit
‖T‖Aθ,p→Bθ,p

≤ ‖T‖1−θ
A0→B0

‖T‖θA1→B1
.

�



2.4 Dualräume 23Wir werden im Zuge dieser Arbeit zwishen diskreten Unterräumen von Sobolevräumen interpolieren.Die resultierende Interpolationsnorm ist aufgrund der endlihen Dimension der diskreten Räume äquivalentzu der Norm die entstehen würde, würde man zwishen den ursrpünglihen Sobolevräumen interpolieren.Das folgende Lemma aus [AL09℄ liefert hinreihende Bedingungen, unter denen die Äquivalenzkonstantenniht von den diskreten Räumen abhängen.2.5 Lemma. Für zwei Hilberträume B0 und B1 seien zwei Unterräume B̂0 und B̂1 mit der gleihen Normgegeben. Es existiere ein Operator I, der Bi stetig nah B̂i für i ∈ {0, 1} abbildet, sodass die Normen
‖I‖Bi→B̂i

niht von den B̂i abhängen. Zusätzlih sei I eine Projektion auf B̂0. Dann gilt
‖u‖

[B̂0,B̂1]θ
≃ ‖u‖[B0,B1]θ für alle u ∈ [B̂0, B̂1]θ,und die Äquivalenzkonstanten hängen nur von den Normen ‖I‖Bi→B̂i

für i ∈ {0, 1} und θ ab.Beweis. Laut Vorraussetzungen des Lemmas ist die Identität eine stetige Abbildung von B̂i nah Bi für
i ∈ 0, 1. Laut dem Interpolationstheorem 2.4 ist die Identität dann auh eine stetige Abbildung von
[B̂0, B̂1]θ nah [B0, B1]θ mit

‖u‖[B0,B1]θ≤‖u‖
[B̂0,B̂1]θfür alle u ∈ [B̂0, B̂1]θ. Sei andererseits u ∈ [B̂0, B̂1]θ. Laut De�nition ist dann u ∈ B̂0, also gilt u = Iu da

I eine Projektion auf B̂0 ist. Eine weitere Anwendung des Interpolationstheorems 2.4 zeigt, dass I stetigvon [B0, B1]θ nah [B̂0, B̂1]θ abbildet mit einer Stetigkeitskonstanten, die nur von den Normen ‖I‖Bi→B̂ifür i ∈ {0, 1} und θ abhängt. Wir shlieÿen
‖u‖[B̂0,B̂1]θ

= ‖Iu‖[B̂0,B̂1]θ
. ‖u‖[B0,B1]θ ,falls u ∈ [B̂0, B̂1]θ.2.4 DualräumeSeien X0 und X1 zwei Hilberträume mit stetiger Einbettung X1 ⊂ X0. Ein Element x′0 ∈ X ′

0 wirkt durh
x0 ∈ X0 7→ x′0(x0). Für ein Element x1 ∈ X1 de�niert also x1 7→ x′0(x1) ein Element aus X ′

1, da
|x′0(x1)| ≤ ‖x′0‖X′

0
‖x1‖X0 ≤ C‖x′0‖X′

0
‖x1‖X1 .Ausserdem gilt

‖x′0‖X′

1
= sup

x1∈X1

|x′0(x1)|
‖x1‖X1

≤ C sup
x1∈X0

|x′0(x1)|
‖x1‖X0

= ‖x′0‖X′

0
.Man de�niert die Einbettung X0 7→ X ′

1 für x0 ∈ X0 und x1 ∈ X1 formal durh
〈x1 , JX0(x0)〉X1×X′

1
:= 〈x1 , JX0(x0)〉X0×X′

0
= (x1, x0)X0 ,



24 Funktionenräumewobei JX0 : X0 → X ′
0 den Riesz-Isomorphismus bezeihnet. Es ist leiht einzusehen, dass durh dieseDe�nition der dualen Klammer JX0(x0) ein stetiges, lineares Funktional auf X1 de�niert. Es gilt alsoauh die stetige Einbettung X ′

0 ⊂ X ′
1. Hier ist Vorsiht geboten: X1 ≃ X ′

1 gilt laut dem Satz von Riesz,wenn die beiden Räume durh das Skalarprodukt auf X1 identi�ziert werden. Für die Einbettungen X1 ⊂
X0 ≃ X ′

0 ⊂ X ′
1 wird jedoh stets das Skalarprodukt auf X0 verwendet. Präzise kann dies folgendermaÿenformuliert werden.2.6 Lemma. Seien X1, X0 zwei Hilberträume mit stetiger Einbettung X1 ⊂ X0. Bezeihne die Riesz-Abbildung mit JX0 : X0 → X ′

0, d.h.: JX0(x0) = y0 7→ (x0 , y0)X0 . Dann ist JX0 : X0 → X ′
1 eine stetige,lineare Abbildung, und JX0(X0) ist diht in X ′

1. �Wir können also die duale Klammer 〈· , ·〉X1×X′

1
aufX ′

1 erweitern. Die Dihtheitsaussage aus dem vorigenLemma besagt dann, dass für x1 ∈ X ′
1 und alle ε > 0 ein xε0 ∈ X0 existiert, sodass

sup
x1∈X1

|〈x1 , x′1〉X1×X′

1
− (x1, x

ε
0)X0 |

‖x1‖X1

≤ εist. In diesem Sinne de�nieren wir für Γ ⊆ ∂Ω und 0 < s < 1 den Raum H̃−s(Γ) als den Dualraum von
Hs(Γ) im eben besprohenen Sinne mit dem L2-Skalarprodukt. Weiters de�nieren wir H−s(Γ) als denDualraum von H̃s(Γ). Für ein Gebiet Ω de�nieren wir H̃−s(Ω) als den Dualraum von Hs(Ω) ebenso. Wirhaben bereits bemerkt, dass für Γ = ∂Ω die Räume H̃s(Γ) und Hs(Γ) übereinstimmen, daher tun diesauh ihre Dualräume.2.5 DiversesAuf Lipshitzgebieten kann ein Spuroperator de�niert werden, siehe [ML00, Theorem 3.37℄, und für diehier angegebene, stärkere Aussage [Cos88℄.2.7 Theorem (Spuroperator). Für ein Lipshitzgebiet Ω mit Rand Γ = ∂Ω und 1/2 < s < 3/2 existiertein Operator γint0 ∈ L

(
Hs(Ω),Hs−1/2(Γ)

) mit
γint0 ϕ = ϕ|Γ für alle ϕ ∈ C0(Ω).

�Analog können wir auf dem Auÿengebiet Ωext := Rd \ Ω einen Spuroperator γext0 de�nieren - dieAussagen aus dem letzten Theorem gelten dann analog. Genauere Kontrolle über die L2(Γ)-Norm einerFunktion aus H1(Ω) liefert das folgende Resultat.2.8 Lemma (Spurungleihung). Bezeihne Γ ⊂ R3 eine Hyperebene und B ⊂ R3 eine Kugel mit Mit-telpunkt in Γ und Radius rB. Es existiert eine Konstante Ctr > 0 mit
C−1
tr ‖u‖2L2(Γ∩B) ≤

1

rB
‖u‖2L2(B) + ‖u‖L2(B)‖∇u‖L2(B)) für alle u ∈ H1(B). (2.2)Die Konstante Ctr hängt niht von Γ, B und u ab.



2.5 Diverses 25Beweis. Wir betrahten zunähst die Referenzkon�guration Γ̂ = R2 mit der Einheitskugel B̂ = B1(0) ⊂ R3.Die multiplikative Spurungleihung [BS08, Theorem 1.6.6℄ liefert
‖û‖2

L2(Γ̂∩B̂)
≤ C‖û‖L2(B̂+)‖û‖H1(B̂+) ≤ C‖û‖L2(B̂)‖û‖H1(B̂) for all û ∈ H1(B̂),wobei B+ := {x ∈ B | x3 > 0}. Die rehte Seite kann nun weiter abgeshätzt werden durh
‖û‖L2(B̂)‖û‖H1(B̂) =

(
‖û‖4

L2(B̂)
+ ‖û‖2

L2(B̂)
‖∇û‖2

L2(B̂)

)1/2

. ‖û‖2
L2(B̂)

+ ‖û‖
L2(B̂)

‖∇û‖
L2(B̂)

,und durh Skalierungsargumente erhält man das Gewünshte.Neben dem Spuroperator werden wir auh die Normalenableitung benötigen. Folgendes Theorem de�nierteine verallgemeinerte Normalenableitung, indem die Formel der partiellen Integration gefordert wird, undist zu �nden in [ML00, Lemma 4.3℄.2.9 Theorem (Verallgemeinerte Normalenableitung). Es sei Ω ein zusammenhängendes Lipshitzgebietmit Rand Γ := ∂Ω. Für u ∈ H1(Ω) und f ∈ H̃−1(Ω) mit −∆u = f im shwahen Sinne existiert ein
g ∈ H−1/2(Γ) mit

〈g , γint0 v〉H−1/2(Γ)×H1/2(Γ) = (∇u,∇v)Ω − 〈f , v〉H̃−1(Ω)×H1(Ω) für alle v ∈ H1(Ω).Wir nennen γint1 u := g die verallgemeinerte Normalenableitung von u, denn für u ∈ H2(Ω) gilt ∂nu = γint1 ufast überall auf Γ. �Wie im Falle des Spuroperators können wir auh die verallgemeinerte Normalenableitung γext1 für dasAuÿengebiet Ωext de�nieren.





Kapitel 3Diskrete RäumeDie Gleihungen, die wir numerish zu lösen beabsihtigen, sind im Rahmen der unendlih-dimensionalenFunktionenräume aus dem ersten Kapitel gestellt. In diesem Kapitel führen wir endlihdimensionale Teil-räume ein, die aus stükweise polynomiellen Funktionen auf einem Randgitter bestehen. Adaptive Algorith-men müssen in der Lage sein, solhe Gitter lokal zu verfeinern. Dafür gibt es vershiedene Möglihkeiten,dazu siehe [Ver96℄. Wir benutzen dazu die sogenannte Newest Vertex Bisetion-Strategie, deren De�nitionebenfalls in der Arbeit [Ver96℄ zu �nden ist. Der Grund für diese Wahl ist, das diese VerfeinerungsstrategieEigenshaften hat, die in (aktuellen) Beweisen für Optimalitätsaussagen adaptiver Algorithmen benötigtwerden. Zur lokalen Verfeinerung eines gegebenen Gitters Eℓ wählen wir eine Menge von markierten El-ementen Mℓ ⊂ Eℓ, die wir auf jeden Fall verfeinern wollen. Da wir uns auf reguläre Gitter beshränken(d.h. keine hängenden Knoten zulassen wollen), wird shlieÿlih eine Menge Rℓ ⊇ Mℓ von Elementenverfeinert werden. Es stellt sih natürlih die Frage, ob #Rℓ durh #Mℓ beshränkt werden kann. Eineinfahes Gegenbeispiel aus [NV11℄ (welhes vor Lemma 3.14 angegeben wird) zeigt aber, dass dies nihtmöglih ist. Glükliherweise stellt sih heraus, dass es für quasioptimale Konverenzraten von adaptivenAlgorithmen genügt, die gesamte Historie von Markierungen miteinzubeziehen, d.h. eine Abshätzung derForm
#Eℓ −#E0 .

ℓ−1∑

j=0

#Mjist hinreihend. Diese Abshätzung wurde zum ersten Mal in [BDD04℄ unter gewissen Annahmen an dasAnfangsgitter E0 bewiesen. Es gibt leider keine e�zienten Algorithmen, um diese Annahme siherzustellen- davon abgesehen sheint sie in Experimenten niht nötig zu sein. Für eine uniforme Verfeinerung von E0kann diese Annahm jedoh ganz leiht sihergestellt werden, allerdings startet der adaptive Algorithmusdann mit einem Gitter, dass vier Mal so groÿ ist. Dies ist für Randelementmethoden, deren Systemmatrizenvollbesetzt sind, unattraktiv. In diesem Kapitel beshäftigen wir uns mit der Optimalitätsabshätzung fürden Netzabshluss ohne jeglihe Annahmen an E0. Dabei werden wir ausnutzen, dass ein beliebiges Gitter
E0 lokal immer die Annahmen der Arbeit [BDD04℄ erfüllt, und diese Beobahtung wird uns shlieÿliherlauben, das Resultat der letztgenannten Arbeit zu erweitern. Für eine genauere Diskussion, wie dieseErweiterung zu verstehen ist, und welhe Auswirkung es hat, die Annahme von [BDD04℄ fallen zu lassen,verweisen wir auf Bemerkung 3.16.



28 Diskrete RäumeIm weiteren Verlauf werden wir Räume von stükweisen Polynomen de�nieren und Approximation-soperatoren in diese Räume betrahten, zum Beispiel die Sott-Zhang Projektion Jℓ aus [SZ90℄ oder die
L2-Projektionen. Wir werden uns dann folgenden Fragen zuwenden, die in den späteren Kapiteln essentielleBedeutung haben werden:Der Quasi-Interpolationsoperator Jℓ hat die Approximationseigenshaften

‖u− Jℓu‖L2(E) . diam(E)‖∇u‖L2(ωℓ(E))

‖∇(u− Jℓu)‖L2(E) . ‖∇u‖L2(ωℓ(E))Ist diam(E) ≃ hℓ mit einem E-unabhängigen hℓ, dann liefert das klassishe Interpolationstheorem 2.4sofort
‖u− Jℓu‖Hs(Ω) . h1−s

ℓ ‖u‖H1(Γ).Die Frage, die sih im Rahmen von lokal verfeinerten Gittern stellt, ist, ob auh
‖u− Jℓu‖Hs(Ω) . ‖h1−s

ℓ u‖H1(Γ)gilt, wenn hℓ die lokale Netzweite beshreibt. Es wird sih herausstellen, dass dies gilt, und wir werden dazuauf Resultate der Interpolation von gewihteten L2-Räumen zurükgreifen, wie sie in [Tar07℄ verwendetwerden.Eine weitere Frage, die in diesem Kapitel beantwortet werden soll, beshäftigt sih mit der Frage, obauf einer Folge von Netzen, die durh den NVB-Algorithmus erzeugt wird, eine uniform stetige Folge von
L2-Projektionen auf den Raum der global stetigen, stükweise linearen Funktionen besitzt, d.h.

‖∇ΓΠℓu‖L2(Γ) ≤ Cstab‖∇Γu‖L2(Γ) für alle u ∈ H1(Γ)mit einer ℓ-unabhängigen Konstante Cstab. Diese Eigenshaft wird sih bei der Konvergenz adaptiver Ver-fahren mit Datenapproximation als wesentlih herausstellen, wenn die Datenapproximation durh die gün-stige L2-Projektion durhgeführt wird. In der Literatur �nden sih vershiedene Arbeiten, die sih mit derFrage beshäftigen, ob man die Stabilitätskonstanten der Folge (Πℓ)ℓ∈N uniform in ℓ beshränken kann. Sobeshäftigt sih zum Beispiel die Arbeit [CT87℄ mit der Stabilität in den RäumenW 1,p. Für uniforme Gitterist die Aussage zu �nden in der Arbeit [BX91℄. Eine Erweiterung auf Gitter mit kontrollierter Änderung desFläheninhalts der Elemente ist in [BPS02℄ beshrieben und wurde shlieÿlih [Ste01℄ auf Sobolevräume mitgebrohenem Index angegeben. Shliesslih wurden die Resultate aus [CT87℄ und [BPS02℄ zusammenge-fasst in [Car02℄. Die erste Arbeit, die keine Kontrolle über Flähe oder Durhmesser forderte, war [Car04℄.Dort wird ein modi�zierter NVB-Algorithmus zur lokalen Netzverfeinerung verwendet, und die Stabilitätwird unter einer abgeshwähten BDD-Bedingung gezeigt. Keines der Resultate in den zitierten Arbeitenist jedoh unmittelbar auf den Fall einer beliebigen Folge von formregulären Gittern anwendbar, derengröbstes Gitter eine beliebige Verteilung von Referenzkanten hat. Wir werden in Abshnitt 3.4 einen Be-weis der Stabilität in diesem Fall geben, d.h., nah Wahl eines groben Gitters E0 ist die Konstante Cstabfür alle Gitter Eℓ = refine(E0) gleihmässig beshränkt. Dabei werden wir im Wesentlihen auf Ideenaus [Car04℄ zurükgreifen und unsere Resultate zum Beweis der Optimalität des Netzabshlusses ein�ieÿenlassen. Das Kapitel beshlieÿen dann zwei klassishe inverse Ungleihungen für Polynomräume.



3.1 Gitter 293.1 GitterAb nun bezeihnet Γ ⊆ ∂Ω immer eine Teilmenge eines stükweise �ahen Randes, Ω ist also als polyed-erförmig vorausgesetzt.3.1 De�nition. Als Gitter auf Γ bezeihnet man eine endlihe Partition E = {E1, . . . , En} von Γ mit denfolgenden Eigenshaften:(i) Die Elemente Ej ⊂ Γ sind o�ene, �ahe Dreieke.(ii) Γ =
⋃n

j=1Ej .(iii) Die Menge Ej ∩Ei für i 6= j ist entweder leer, ein gemeinsamer Knoten, oder eine gemeinsame Kantevon Ej und Ei.Die lokale Gitterweite h ∈ L∞(Γ) ist E-elementweise de�niert als h|E := h(E) := |E|1/d,und ρ ∈ L∞(Γ) ist für E de�niert als der Durhmesser der gröÿten Kugel, die in E eingeshrieben werdenkann. Mit N bezeihnen wir die Menge aller Knoten eines Netzes E , mit K die Menge aller Kanten.Besitzt ein Gitter einen Index, z.B. Eℓ, so shreiben wir hℓ := h, ρℓ = ρ usw. Zu jedem Element Eeines Gitters E gibt es eine a�ne Abbildung FE : Ê → E, wobei Ê ein Referenzelement ist. Eine Folge vonNetzen (Eℓ)ℓ∈N heiÿt quasi-uniform, wenn es Parameter hℓ, ρℓ ∈ R≥0 gibt mit hℓ(E) ≃ hℓ und ρℓ(E) ≃ ρℓfür alle E ∈ Eℓ. Eine Folge von Netzen (Eℓ)ℓ∈N nennen wir lokal quasi-uniform, falls ρℓ und hℓ vergleihbarauf benahbarten Elementen sind, also hℓ(E) ≃ hℓ(E
′) und ρℓ(E) ≃ ρℓ(E

′) für alle E ∩ E′ 6= ∅. Wirde�nieren den Path eines Elementes E ∈ Eℓ als ωℓ(E) :=
⋃{E′ ∈ Eℓ | E′ ∩ E 6= ∅}, sowie den gröÿerenPath ω2

ℓ (E) :=
⋃{E′ ∈ Eℓ | E′ ∩ ωℓ(E) 6= ∅}. Für eine Teilmenge Rℓ ⊆ Eℓ bezeihnet ωℓ(Rℓ) die Mengealler Elemente, die sih in einem Path eines Elementes aus Rℓ be�nden.Wir de�nieren die Formregularitätskonstante σℓ durh

σℓ := max
E∈Eℓ

hℓ(E)

ρℓ(E)
,und nennen eine Folge von Netzen (Eℓ)ℓ∈N γ-formregulär, falls σℓ ≤ γ für alle ℓ ∈ N gilt.3.2 Newest Vertex BisetionIn diesem Abshnitt erklären wir die lokale Verfeinerungsstrategie, die wir in den adaptiven Algorithmenverwenden wollen. Auf Γ sei ein Gitter E0 zusammen mit einer Verteilung (eE)E∈E0

von Referenzkantengegeben, d.h. zu jedem Element E ∈ E0 sei eine Kante eE ∈ K0 ausgezeihnet mit eE ⊂ E.Das Paar (E0, (eE)E∈E0

) erzeugt einen eindeutigen Binärbaum F in folgender Weise:3.2 De�nition. Der Binärbaum F ist de�niert durh:
• Die Wurzeln von F sind gegeben durh die Menge E0.
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• Jeder Knoten E in F hat zwei Söhne E1, E2, wobei gilt:

E = E1 ∪ E2, und E1, E2 6= ∅,und E1, E2 entstehen aus E durh Bisektion entlang der Referenzkante eE von E. Die Referenzkantenvon E1 und E2 werden dann gegenüber des neuen Knotens gewählt, siehe Abbildung 3.1, linkes Bild.
�

PSfrag replaements PSfrag replaements PSfrag replaements PSfrag replaementsPSfrag replaements PSfrag replaements PSfrag replaements PSfrag replaements
Abbildung 3.1: Jedes Element E ∈ Eℓ besitzt eine Referenzkante, in der obigen Gra�k wird dies durh einezweite, rote Linie gekennzeihnet. Wird E verfeinert, so wird die Referenzkante geteilt, und ihr Mittelpunktwird zum neuen Knoten. Als Referenzkanten der Söhne wählt man die Kanten, die gegenüber dem neuenKnoten liegen (links unten). Um hängende Knoten zu vermeiden, geht man folgendermassen vor: DieMenge der Kanten, die geteilt werden, wird erweitert, sodass für jedes Element E, welhes mindestenseine markierte Kante hat, auh die Referenzkante markiert ist. Entsprehend der Anzahl der markiertenKanten wird das Element in 2, 3 oder 4 Elemente geteilt.3.3 De�nition.

• Eine endlihe Teilmenge E ⊂ F nennen wir einen Teilbaum von F, falls(1) Jeder Knoten in E \ E0 hat einen Vorgänger,(2) Jeder Knoten in E hat entweder zwei Nahfolger oder keinen.Jeder Teilbaum E ⊂ F erzeugt eine Partition von Γ, welhe wir wieder E nennen.
• Seien Eℓ und E⋆ zwei Teilbäume von F mit Eℓ ⊂ E⋆. Dann nennen wir E⋆ eine Verfeinerung von Eℓ.Die Menge REℓ→E⋆ ⊂ Eℓ de�niert durh

REℓ→E⋆ := Eℓ \ E⋆nennen wir die Menge der verfeinerten Elemente. Falls aus dem Kontext E⋆ eindeutig hervorgeht,shreiben wir auh einfah nur Rℓ. Weiters de�nieren wir für zwei Gitter Eℓ und E⋆ den Overlay
Eℓ ⊕ E⋆ als die Partition von Γ, die durh den Teilbaum Eℓ ∪ E⋆ erzeugt wird.

• Die Levelfunktion gen : F → N ist de�niert durh gen(E) = 0 für alle E ∈ E0 und gen(E′) =
gen(E) + 1 für alle Söhne E′ von E.

• Es sei Eℓ ⊂ F ein Gitter. Für ein Element E ∈ Eℓ de�nieren wir den Referenzkanten-Nahbar N(E)als das Element E′ ∈ Eℓ, sodass E ∩ E′ = eE . Ist ein solhes Element E′ niht vorhanden, dannsetzen wir N(E) = ∅. Ausserdem de�nieren wir N(∅) := ∅.
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�Wir bemerken, daÿ ein Teilbaum E kein Gitter im Sinne der De�nition 3.1 erzeugen muss, da dieinduzierte Partition E hängende Knoten enthalten kann. Die folgenden Aussagen entstammen [NV11℄,[CKNS08, Lemma 3.7℄ und [Sew72, Seite 17℄.3.4 Lemma. Es sei (E0, (eE)E∈E0

) ein grobes Gitter.
• Es gibt Konstanten Cdiam > 0 und Cdiam > 0, die nur von E0 abhängen, sodass

Cdiam2
−gen(E)/2 ≤ |E|1/2 ≤ diam(E) ≤ Cdiam2−gen(E)/2 für alle E ∈ F.

• Für zwei Gitter Eℓ ⊂ F und E⋆ ⊂ F ist Eℓ ⊕ E⋆ wieder ein Gitter, und es gilt
#Eℓ ⊕ E⋆ ≤ #Eℓ +#E⋆ −#E0.

• Erzeugt ein Teilbaum E ⊂ F ein Partition E von Γ, so ist diese γ-formregulär, und γ hängt nur von
E0 ab.

�Wir führen nun das Konzept der kompatiblen Teilbarkeit aus [Sew72℄ ein, welhes besagt, dass sih dieBisektion eines Elementes niht weiter als zu seinem Referenzkantennahbar ausbreitet.3.5 De�nition. Es sei Eℓ ein Gitter.
• Wir nennen zwei benahbarte Elemente E,E′ ∈ Eℓ mit E ∩E′ = e ∈ Kℓ kompatibel teilbar (k.t.) falls
e = eE = eE′ gilt. In diesem Fall ist also

N(E) = E′ ⇐⇒ N(E′) = E.

• Wir nennen ein Element E ∈ Eℓ isoliert wenn N(E) 6= ∅, aber E und N(E) niht kompatibel teilbarsind, also falls N(N(E)) 6= E.
• Wir nennen (E0, (eE)E∈E0) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung, wenn es keine isoliertenElemente gibt. Äquivalent dazu ist die folgende Aussage: teilen sih zwei Elemente eine Kante, undist diese Kante Referenzkante eines der beiden Elemente, so sind die beiden Elemente kompatibelteilbar.

�Wir formulieren nun den klassishen NVB-Algorithmus zur lokalen Verfeinerung eines Gitters (Eℓ, (eE)E∈Eℓ).Die markierten Elemente, welhe zur Verfeinerung ausgewählt sind, sammeln wir in Mℓ ⊂ Eℓ. Der folgendeAlgorithmus erzeugt nun ein Gitter (Eℓ+1, (eE)E∈Eℓ+1
), in dem alle Elemente aus Mℓ geteilt wurden.



32 Diskrete Räume3.6 Algorithmus (refine). Input: Gitter (Eℓ, (eE)E∈Eℓ), Menge von markierten Elementen Mℓ ⊂ Eℓ,Index i := 0. Output: Gitter (
Eℓ+1, (eE)E∈Eℓ+1

).(o) De�niere die Menge von markierten Referenzkanten K(0)
ℓ := {eE | E ∈ Mℓ}.(i) De�niere K(i+1)

ℓ :=
{
eE | E ∈ Eℓ sodass e ∈ K(i)

ℓ für eine Kante e ⊂ E
}.(ii) Falls K(i)

ℓ ( K(i+1)
ℓ , erhöhe Index i 7→ i+ 1 und springe zu (i).(iii) Verfeinere alle Kanten aus K(i)

ℓ laut den Regeln aus Bild 3.1.3.7 De�nition.
• Entsteht das Gitter Eℓ+1 aus dem Gitter Eℓ durh Anwenden von Algorithmus 3.6, so shreiben wir

Eℓ+1 = refine(Eℓ,Mℓ).

• Wir shreiben
E⋆ = refine(Eℓ)wenn wir sagen wollen, dass das Gitter E⋆ durh endlih viele Aufrufe von Algorithmus 3.6 entsteht,d.h. es gibt ein beliebiges, aber �xes n ∈ N und Gitter Eℓ, . . . , Eℓ+n sowie beliebige Mℓ+j ⊂ Eℓ+j für

j = 0, . . . , n− 1, sodass
Eℓ+j = refine(Eℓ+j−1,Mℓ+j−1) für j = 1, . . . , n− 1,und Eℓ+n = E⋆.

• Für E ∈ Eℓ bezeihnet chain(Eℓ, E) die endlihe Folge von vershiedenen Elementen aus Eℓ, diedurh den Aufruf von refine(Eℓ, {E}) geteilt werden, d.h.: chain(Eℓ, E) = (Ej)
n
j=1 mit E1 = E,

N(Ej) = Ej+1 für j = 1, . . . , n− 1. Die Länge n ∈ N ist so gewählt, dass entweder N(En) = ∅ oder
N(En) ∈ chain(Eℓ, {E}) gilt.Im Folgenden benötigen wir Aussagen über die Eigenshaften von Gittern, die (lokale) Verfeinerungeneines groben Gitters E0 mit einer BDD-Referenzkantenverteilung sind. Das folgende Lemma ist samt Beweiszu �nden in [Ste08b, Corollary 4.6℄ oder [BDD04, Lemma 2.2, (ii)℄.3.8 Lemma. Bezeihne (

E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung und Eℓ =
refine(E0) eine beliebige Verfeinerung. Dann gilt für E ∈ Eℓ mit N(E) 6= ∅ einer der beiden folgendenFälle:(i) gen(E) = gen(N(E)) und E, N(E) sind kompatibel teilbar, oder(ii) gen(E) = gen(N(E)) + 1 und E ist kompatibel teilbar mit einem Sohn von N(E).

�Wir erweitern dieses Lemma um eine Aussage, die wir im Folgenden benötigen werden.
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2Abbildung 3.2: Zum Beweis von Lemma 3.11 (i).3.9 Korollar. Bezeihne (

E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung und Eℓ =
refine(E0) eine beliebige Verfeinerung. Dann gilt

|gen(E1)− gen(E2)| ≤ 1 für E1, E2 ∈ Eℓ mit E1 ∩ E2 = e ∈ Kℓ.Beweis. Sei e eine Kante von Eℓ, an der zwei Elemente E1, E2 ∈ Eℓ liegen, d.h.: E1∩E2 = e. Ist diese KanteReferenzkante einer dieser beiden Elemente, so folgt die Aussage aus Lemma 3.8. Ist sie niht Referenzkantevon einem der beiden Elemente, so betrahte die uniforme bisec1-Verfeinerung Êℓ := refine (Eℓ, Eℓ) von
Eℓ. In Êℓ ist e noh immer Kante, sie ist sogar Referenzkante der beiden anliegenden Elemente E′

1 und
E′

2, wie leiht aus Abbildung 3.1 zu ersehen ist. Daher gilt laut Lemma 3.8, dass gen(E′
1) = gen(E′

2). Diesbedeutet aber, das shon gen(E1) = gen(E2) gegolten hat.Im Weiteren wollen wir ähnlihe Eigenshaften wie in den letzten zwei Aussagen für (lokale) Ver-feinerungen eines Gitters mit beliebiger Referenzkantenverteilung zeigen. Dazu wird es sih als bequemherausstellen, ein Element oder zwei benahbarte Elemente des groben Gitters E0 als �Teilgitter� zu be-trahten. Eine (lokale) einfahe Verfeinerung von E0 ist niht notwendigerweise eine einfahe Verfeinerungvon diesem Teilgitter. Wir halten aber im folgenden fest, dass eine (lokale) einfahe Verfeinerung von E0auf einem Teilgitter äquivalent erhalten werden kann durh mehrere (lokale) Verfeinerungen von diesemTeilgitter.3.10 Lemma. Sei (
E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Sei ω ⊂ E0 eineMenge von Elementen. Wir de�nieren W :=
⋃

E∈ω E. Bezeihne mit E = refine(E0) eine beliebige Ver-feinerung. Das Teilgitter E|W erfüllt dann
E|W = refine(E0|W ).

�Mit Hilfe von Lemma 3.10 können wir Lemma 3.8 und Korollar 3.9 auf Gitter mit beliebiger Referen-zkantenverteilung erweitern.
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2Abbildung 3.3: Zum Beweis von Lemma 3.11 (i).3.11 Lemma. Bezeihne (

E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Dann gilt(i) Für Eℓ = refine(E0) gilt
|gen(E1)− gen(E2)| ≤ 2 für E1, E2 ∈ Eℓ mit E1 ∩ E2 = e ∈ Kℓ.(ii) Sei Eℓ = refine(E0) und E ∈ Eℓ mit gen(N(E)) > gen(E). Dann sind E und N(E) kompatibelteilbar, und gen(N(E)) = gen(E) + 1.Beweis.ad(i): Da sih E1 und E2 eine Kante teilen, können wir zwei getrennte Fälle betrahten.(1) Die Elemente E1 und E2 haben denselben Vorfahren aus E0, und dieser sei mit E ∈ E0 bezeihnet.Dann ist (E0|E , (eE)) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung. Laut Lemma 3.10 gilt

Eℓ|E = refine(E0|E) (3.1)und E1, E2 ∈ Eℓ. Nun ist es aber wegen (3.1) möglih, Korollar 3.9 auf Eℓ|E anzuwenden, woraus also
|gen(E1)− gen(E2)| ≤ 1 folgt.(2) Die Elemente E1 und E2 haben niht denselben Vorfahren aus E0. Dann muss also E1 ∩ E2 = e ⊂
e0 ∈ K0 gelten, und E1 hat einen Vorfahren E′

1 ∈ E0, während E2 einen Vorfahren E′
2 ∈ E0 hat mit

E′
1 6= E′

2. Man beahte, dass E′
1 ∩E′

2 = e0. Ist e0 Referenzkante von E′
1 und E′

2 (siehe Abbildung 3.2rehts), so ist (E0|E′

1∪E
′

2
, (e0, e0)

) ein Gitter mit BDD-Referenzkantenverteilung, und wir benutzenwie in Fall (1) Korollar 3.9, um |gen(E1)−gen(E2)| ≤ 1 zu erhalten. Analog kann der Fall betrahtetwerden, wenn e0 weder Referenzkante von E′
1 noh von E′

2 ist (siehe Abbildung 3.2, links).Nun betrahten wir den Fall, dass e0 Referenzkante von E′
2 ist, aber niht von E′

1. Dieser Fall istprototypish in Abbildung 3.3 (links) dargestellt. Eine beliebige Verfeinerung Eℓ von E0, die also E′
1oder E′

2 teilen würde, muss aufgrund der speziellen Verteilung der Referenzkanten auf jeden Fall



3.2 Newest Vertex Bisetion 35das Element E′
1 teilen, dies führt auf Abbildung 3.3 (rehts). Es ist also E ′ := ((E′

3, E
′
2), (e0, e0)) einGitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung. Wir führen eine neue Generations-Funktion gen′ auf

E ′ ein, indem wir gen′(E′
3) = gen′(E′

2) = 0 setzen. Dann ist also mit Lemma 3.10
Eℓ|E′

2∪E
′

3
= refine(E ′),und Korollar 3.9 liefert |gen′(E1) − gen′(E2)| ≤ 1. Wir bemerken aber, dass gen|E′

1
= gen′ + 1 und

gen|E′

2
= gen′ gilt, woraus also

|gen(E1)− gen(E2)| ≤ 2folgt.ad(ii): Wir zeigen
gen(N(E)) > gen(E) =⇒ E und N(E) sind kompatibel teilbar.durh Kontraposition.Wir starten mit der prototypishen Situation aus Abbildung 3.4 (links oben) mit E = E2 und N(E) =

E1 und nehmen an, dass gen(E1) > gen(E2). Wir zeigen im weiteren, dass dieser Fall niht auftreten kann,indem wir durh geeignete Verfeinerungen einen Widerspruh zu (i) herstellen: Eine uniforme bisec3-Verfeinerung von Eℓ, eingeshränkt auf den betrahteten Path, hat die Struktur aus Abbildung 3.4 (rehtsoben). Markieren wir das ausgezeihnete Element, so erhalten wir die Situation in 3.4 (links unten).Ausserhalb des abgebildeten Bereihes verfeinern wir das Gitter uniform, während wir im inneren nurdas ausgezeihnete Element durh eine Bisektion teilen. Dies liefert shlieÿlih 3.4 (rehts unten). Es gilt
gen(E′

1) = gen(E1) + 5 sowie gen(E′
2) = gen(E2) + 3. Weil wir gen(E1) > gen(E2) angenommen haben,shlieÿen wir

gen(E′
1) = gen(E1) + 5 ≥ gen(E2) + 5 = gen(E′

2) + 2,was aber ein Widerspruh zu Punkt (i) ist. Daher mussten E1 und E2 = N(E1) shon kompatibel teilbargewesen sein. Wir zeigen nun
gen(N(E)) ≤ gen(E) + 1.Angenommen, gen(N(E)) > gen(E) + 1 gilt für E ∈ Eℓ. Laut dem in diesem Punkt bereits Gezeigten giltalso, dass E und N(E) kompatibel teilbar sind. Wir betrahten also das Setting aus Abbildung 3.5 (linksoben) mit E = E2 und N(E) = E1. Wir nehmen an, dass gen(E1) > gen(E2)+1 ist und verfeinern einmalmit bisec3 (Abbildung 3.5, rehts oben), und jeweils zweimal mit lokalem bisec1, sodass wir shlieÿlih dieSituation aus Abbildung 3.5 (rehts unten) erhalten. Nun ist also gen(E′

1) = gen(E1) + 4 und gen(E′
2) =

gen(E2) + 3. Dies führt auf
gen(E′

1) = gen(E1) + 4 > gen(E2) + 5 = gen(E′
2) + 2.Dies ist aber ein Widerspruh zu Punkt (i) und zeigt

gen(N(E)) = gen(E1) ≤ gen(E2) + 1 = gen(E) + 1.
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2Abbildung 3.4: Zum Beweis von Lemma 3.11 (ii).Das ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung lokal ein BDD-Gitter ist, führt uns im Weiterenzu folgenden Aussagen.3.12 Lemma. Bezeihne (

E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung.(i) Sei E ∈ Eℓ = refine(E0) ein Element. Dann sind benahbarte Nahfahren von E mit gleihem Levelimmer kompatibel teilbar.(ii) Seien E, E′ aus E0 mit E und E′ kompatibel teilbar. Dann sind benahbarte Nahfahren E1 von Ebez. Nahfahren E′
1 von E′, die gleihes Level haben, kompatibel teilbar.(iii) Sei E ∈ Eℓ := refine(E0). Es gelte gen(N(E)) = gen(E), und E und N(E) seien niht kompatibelteilbar. Dann muss die gemeinsame Kante von E und N(E) Teil einer Kante des gröbsten Gitters

E0 sein.(iv) Sei E ∈ Eℓ := refine(E0). Es existiere eine endlihe Folge von paarweise vershiedenen Elementen
(Ej)

n
j=1 mit Ej ∈ Eℓ, Ej = N(Ej−1) und Ej haben alle gleihen Level. Dann gilt shon n ≤ Cchainmit einer Konstanten Cchain ∈ N, die nur von E0, aber niht von Eℓ abhängt.
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2Abbildung 3.5: Zum Beweis von Lemma 3.11 (ii).Beweis.ad (i): Aufgrund von Lemma 3.10 wissen wir

Eℓ|E = refine(E0|E).Da nun (E0|E , eE) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung ist, folgt die Aussage mit Lemma 3.8.ad (ii): Dies folgt analog zu Punkt (i).ad (iii): Es gelte also gen(N(E)) = gen(E), und E und N(E) seien niht kompatibel teilbar. Wären E und
N(E) Nahfahren eines Elementes E′ ∈ E0, so würde laut Punkt (i) gelten, dass E und N(E) kompatibelteilbar sind, was aber den Annahmen widerspriht. Daher können E und N(E) nur Nahfahren von zweibenahbarten Elementen E′ und E′′ aus E0 sein, also ist die gemeinsame Kante von E und N(E) Teil einerKante aus K0.ad (iv): o.B.d.A. gelte n > 3. Da die Elemente paarweise vershieden sind, können die Paare Ei, Ei+1für i ∈ {1, . . . , n− 2} auf jeden Fall niht kompatibel teilbar sein. Weiters gilt, dass die Referenzkanten



38 Diskrete Räumeder Elemente E1, . . . , En−3 mindestens jeweils einen Knoten aus dem Gitter E0 beinhalten müssen. Denngäbe es eine Referenzkante eines Ek mit k ∈ {1, . . . , n− 3}, die keinen ihrer Knoten in E0 hat, so wärendie beiden restlihen Kanten von Ek+1 niht Teil von Kanten aus E0. Damit hätten Ek+1 und Ek+2 aberdenselben Vater E ∈ E0. Dann müssten Ek+1 und Ek+2 aber laut (i) kompatibel teilbar sein.Wir shlieÿen mit dem bisher Gesagten, dass die Referenzkanten der Elemente E1, . . . , En−3 allesamtmindestens einen Knoten aus dem Gitter E0 besitzen. Da aber Newest Vertex Bisetion auf γ-formreguläreGitter führt, ist die Anzahl der Elemente, die an einem Knoten anstoÿen, uniform beshränkt. Somit giltalso
n− 3 . #N0,woraus also n ≤ C folgt. Nun wählen wir Cchain := ⌈C⌉.3.13 Lemma. Bezeihne (

E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Sei Eℓ =
refine(E0). Für alle E′, die durh refine(Eℓ, {E}) erzeugt werden, gilt dann

gen(E′) ≤ gen(E) + 2, sowie (3.2)
dist(E,E′) ≤ CdistC

diam

gen(E)+2∑

k=gen(E′)

2−k/2 ≤ CdistC
diam

1− 2−1/2
2−gen(E′)/2. (3.3)wobei Cdist := 2Cchain + 23/2 nur von E0 abhängt und Cdiam in Lemma 3.4 de�niert ist.Beweis. Die Eigenshaft (3.2) folgt unmittelbar aus den vorangegangenen Aussagen: Ist E′ Sohn einesElementes Ẽ aus chain(Eℓ, E) mit gen(Ẽ) ≤ gen(E), so folgt (3.2), da die Levelfunktion gen lokal umhöhstens 2 erhöht wird. Ist jedoh E′ Sohn von Ẽ aus chain(Eℓ, E) mit gen(Ẽ) > gen(E), so folgt ausLemma 3.11 (ii), dass Ẽ das letzte Element von chain(Eℓ, E) ist und dass gen(Ẽ) = gen(E) + 1. Daherwird es nur einmal geteilt, sodass (3.2) folgt.Zu (3.3): Zuerst bemerken wir, dass die zweite Abshätzung eine Anwendung der Rehenregeln für diegeometrishe Reihe ist. Wir beshäftigen uns also im Folgenden mit der ersten Abshätzung. Mit Ẽ ∈

chain(Eℓ, E) bezeihnen wir wieder den Vater von E′. Ist cℓ(E) := #chain(Eℓ, E) ≤ 2, so gilt klarerweise
dist(E,E′) = 0 und die gewünshte Abshätzung gilt. Wir nehmen also im folgenden cℓ(E) > 2 an undzeigen die Aussage per Induktion nah gen(E). Zunähst sei gen(E) = 0 und chain(Eℓ, E) = (Ej)

cℓ(E)
j=1 .Lemma 3.12 (iv) und Lemma 3.11 (ii) liefern cℓ(E) ≤ Cchain +1 und gen(Ek) = 0 für k = 1, . . . , cℓ(E)− 1.Aus der letzten Gleihheit shlieÿen wir mit Lemma 3.4, dass diam(Ek) ≤ Cdiam. Wir erhalten also

dist(E,E′) ≤
cℓ(E)−1∑

k=2

diam(Ek) ≤
cℓ(E)−1∑

k=2

Cdiam ≤ 2CchainC
diam2−1.Aus der bereits gezeigten Abshätzung (3.2) folgt gen(E′) ∈ {1, 2}, somit auh 2−1 ≤

gen(E)+2∑

k=gen(E′)

2−k/2. Mit
2Cchain ≤ Cdist erhalten wir nun

dist(E,E′) ≤ CdistC
diam

gen(E)+2∑

k=gen(E′)

2−k/2.



3.2 Newest Vertex Bisetion 39Dies zeigt die erste Abshätzung in (3.3) für gen(E) = 0. Wir nehmen nun an, diese Abshätzung gilt füralle E mit gen(E) ≤ n. Nun sei E ∈ Eℓ mit gen(E) = n + 1 gewählt. Wir wählen die ersten J Elemente
(Ej)

J
j=1 aus chain(Eℓ, E) mit gen(Ej) = gen(E) für j = 1, . . . , J und gen(EJ+1) 6= gen(E) falls cℓ(E) > J .Lemma 3.12 (iv) besagt zunähst J ≤ Cchain. Wir untersheiden nun drei Fälle:(A) Ẽ ∈ (Ej)

J
j=1,(B) Ẽ ∈ chain(Eℓ, E)\ (Ej)

J
j=1, cℓ(E) > J , und gen(EJ+1) > gen(E),(C) Ẽ ∈ chain(Eℓ, E)\ (Ej)
J
j=1, cℓ(E) > J , und gen(EJ+1) < gen(E).Im Fall (A) gilt gen(E′) ∈ {gen(E) + 1, gen(E) + 2} und dist(E,E′) ≤ ∑J

k=2 diam(Ek). Im Fall (B) folgtmit Hilfe von Lemma 3.11 (ii) dass gen(EJ+1) = gen(E) + 1 und EJ+1 und EJ kompatibel teilbar seinmüssen. Daher muss wegen Ẽ ∈ chain(Eℓ, E)\ (Ej)
J
j=1 also Ẽ = EJ+1 gelten, und Ẽ wird nur einmalgeteilt. Daher erfüllt E′ als Sohn von Ẽ also gen(E′) = gen(Ẽ) + 1 = gen(E) + 2. In den beiden Fällen(A) und (B) gilt also

dist(E,E′) ≤
J∑

k=2

diam(Ek) ≤ Cdiam
J∑

k=2

2−gen(Ek)/2 ≤ CchainC
diam2−gen(E)/2

= 2CchainC
diam2−(gen(E)+2)/2 ≤ CdistC

diam

gen(E)+2∑

k=gen(E′)

2−k/2.Im Fall (C) benützen wir die Dreieksungleihung
dist(E,E′) ≤ dist(EJ+1, E

′) + diam(EJ+1) +

J∑

k=2

diam(Ek).Da in diesem Falle gen(EJ+1) < gen(E) gilt, folgt aus Lemma 3.11 (i), dass gen(EJ+1) = gen(EJ) − ifür i ∈ {1, 2}. Aufgrund der Induktionshypothese können wir den ersten Term auf der rehten Seiteabshätzen. Den zweiten Term shätzen wir durh diam(EJ+1) ≤ Cdiam2−(gen(E)−i)/2 und den drittenTerm durh diam(Ek) ≤ Cdiam2−gen(E)/2 ab und erhalten
dist(E,E′) ≤ CdistC

diam

gen(E)−i+2∑

k=gen(E′)

2−k/2 + Cdiam2−(gen(E)−i)/2 + CchainC
diam2−gen(E)/2

= CdistC
diam

gen(E)−i+2∑

k=gen(E′)

2−k/2 + Cdiam2−gen(E)/22i/2 + 2CchainC
diam2−(gen(E)+2)/2. (3.4)



40 Diskrete RäumeIm Fall i = 1 wird (3.4) zu
dist(E,E′) ≤ CdistC

diam

gen(E)+1∑

k=gen(E′)

2−k/2 + Cdiam2−(gen(E)+2)/223/2 + 2CchainC
diam2−(gen(E)+2)/2

≤ CdistC
diam

gen(E)+1∑

k=gen(E′)

2−k/2 + (2Cchain + 23/2)Cdiam2−(gen(E)+2)/2

= CdistC
diam

gen(E)+2∑

k=gen(E′)

2−k/2.Im Fall i = 2 wird (3.4) zu
dist(E,E′) ≤ CdistC

diam

gen(E)∑

k=gen(E′)

2−k/2 + Cdiam2−(gen(E)+1)/223/2 + 2CchainC
diam2−(gen(E)+2)/2

≤ CdistC
diam

gen(E)∑

k=gen(E′)

2−k/2 + CdistC
diam2−(gen(E)+1)/2 + CdistC

diam2−(gen(E)+2)/2

= CdistC
diam

gen(E)+2∑

k=gen(E′)

2−k/2.Dies zeigt also die erste Abshätzung in (3.3).Aussagen der Form #Rℓ ≤ C#Mℓ für ℓ-unabhängige Konstanten sind wünshenswert, aber nihtmöglih, wie ein einfahes Gegenbeispiel aus [NSV09, Kapitel 4.5℄ zeigt, welhes in Abbildung 3.6 visual-isiert ist. Es wird sih jedoh zeigen, dass eine shwähere Aussage für den Beweis der Quasioptimalitätvon adaptiven Verfahren ausreihend ist, die die kumulativen E�ekte der Markierung von allen bisherigenGittern des adaptiven Verfahrens miteinbezieht. Eine solhe Aussage wurde für Gitter in R2 mit einer BDD-Referenzkantenverteilung in [BDD04℄ gezeigt und in [Ste08b℄ für höhere Dimensionen verallgemeinert. Esstellt sih natürlih die Frage nah e�zienten Algorithmen, welhe die BDD-Referenzkantenverteilung sih-erstellen. Eine bisec3-Verfeinerung eines groben Gitters besitzt klarerweise immer eine BDD-Referenzkantenverteilung,aber dies vervierfaht die Anzahl der Elemente und ist für praktishe Anwendungen von adaptiven Ran-delementmethoden unvorteilhaft. Wir verallgemeinern daher die Aussagen bezüglih der Optimalität desNetzabshlusses aus [BDD04℄ und [Ste08b℄ auf Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Der Beweisfolgt im wesentlihen [NV11, Kapitel 6.3℄, wird aber aufgrund leihter Änderungen angegeben.3.14 Lemma. Die Verteilung der Referenzkanten auf E0 sei beliebig. Seien E0, . . . , Ek Gitter und Mj ⊆ Ejmit Ej = refine(Ej−1,Mj−1) für alle j = 1, . . . , k. Dann gilt
#Ek −#E0 ≤ Cnvb

k−1∑

j=0

#Mj für k ≥ 1,und Cnvb > 0 hängt nur von E0 ab.



3.2 Newest Vertex Bisetion 41

Abbildung 3.6: Ein Gegenbeispiel aus [NV11℄ dazu, dass die Anzahl verfeinerter Elemente niht durh dieAnzahl der markierten Elemente abgeshätzt werden kann. Wir starten mit dem Gitter links oben, undführen eine beliebige Anzahl von bisec2 Shritten durh (in diesem Fall 5), um die Kon�guration rehtsoben zu erhalten. Dort markieren wir dann das eingefärbte Element. Die Regeln für den Netzabshlussbesagen, dass wir die Kanten markieren müssen, die links unten eingezeihnet sind. Wir shlieÿen also, dasswir die Elemente, die rehts unten eingefärbt sind, verfeinern müssen. Es ist also #Mℓ = 1, aber #Rℓ = 6.Wir können dies für eine beliebige Anzahl von bisec2-Shritte durhführen, ganz allgemein erhalten wirdann #Mℓ = 1 und #Rℓ ≃ ℓ. Eine Abshätzung #Rℓ . #Mℓ = 1 kann also niht gelten.



42 Diskrete RäumeBeweis. Die Shreibweise Ek = refine(E0) kürzt laut De�nition folgenden Sahverhalt ab: Für j = 1, . . . , kgibt es Gitter Ej und Mengen Mj−1 ⊂ Ej−1 sodass
Ej = refine(Ej−1,Mj−1).Wir de�nieren für die paarweise disjunkten Mengen Mj die Menge M :=

⋃k−1
j=0 Mj und eine Funktion

λ : Ek ×M → R+ folgendermaÿen: Zuerst wählen wir zwei Folgen positiver Zahlen (aℓ)
∞
ℓ=−2 und (bℓ)

∞
ℓ=0mit den Eigenshaften

∑

ℓ≥−2

aℓ =: A <∞,
∑

ℓ≥0

2−ℓ/2bℓ =: B <∞, inf
ℓ≥1

bℓaℓ =: c > 0und b0 ≥ 1. Ein Beispiel für eine gültige Wahl für diese Folgen ist in Bemerkung 3.15 angegeben. DieFunktion λ wird nun de�niert als
λ(E,E⋆) =

{
agen(E⋆)−gen(E), falls dist(E,E⋆) < CλB2−gen(E)/2 und gen(E) ≤ gen(E⋆) + 2,

0 sonst.Die Konstante Cλ ist de�niert als Cλ := Cdiam
(
1 + Cdist

1−2−1/2

). Wir zeigen im Folgenden
∑

E∈Ek\E0

λ(E,E⋆) ≤ C$ für alle E⋆ ∈ M und (3.5)
∑

E⋆∈M

λ(E,E⋆) ≥ C$ für alle E ∈ Ek \ E0 (3.6)mit Konstanten C$, C$ > 0. Die Kombination aus den letzten beiden Abshätzungen ergibt das Gewün-shte:
C$ (#Ek −#E0) ≤

∑

E∈Ek\E0

∑

E⋆∈M

λ(E,E⋆) =
∑

E⋆∈M

∑

E∈Ek\E0

λ(E,E⋆) ≤ C$#M = C$
k−1∑

j=0

#Mj.Wir zeigen zunähst (3.5): Sei dazu ein E⋆ ∈ M gegeben. Wir de�nieren für g ∈ N0 mit 0 ≤ g ≤
gen(E⋆) + 2 eine Teilmenge von Ek durh

Ek(E⋆, g) :=
{
E ∈ Ek | dist(E,E⋆) ≤ CλB2−g/2 und gen(E) = g

}
.Nun gilt für 0 ≤ g ≤ gen(E⋆) + 2, dass diam(E⋆) ≤ Cdiam2−gen(E⋆)/2 ≤ 2Cdiam2−g/2, und diam(E) ≤

Cdiam2−g/2 für alle E ∈ Ek(E⋆, g). Wir shlieÿen, dass die Anzahl der Elemente in Ek(E⋆, g) uniformbeshränkt sein muss,
#Ek(E⋆, g) ≤ C3mit einer Konstante C3 > 0. Daraus folgt nun

∑

E∈Ek\E0

λ(E,E⋆) =

gen(E⋆)+2∑

g=0

∑

E∈Ek(E⋆,g)

agen(E⋆)−g ≤ C3 ∞∑

ℓ=−2

aℓ = C3A.



3.2 Newest Vertex Bisetion 43Nun zeigen wir (3.6): Betrahte ein beliebiges Element E0 ∈ Ek\E0. Es gibt dann einen Index 1 ≤ k0 ≤ ksodass E0 ∈ Ek0 und E0 /∈ Ek0−1. Daher gibt es ein E1 ∈ Mk0−1 ⊂ M, sodass E0 durh die Teilung von
E1 erzeugt wird. Iterativ erhalten wir so eine Folge (Ej)

J
j=1 ⊂ M sodass Ej durh die Teilung von Ej+1entsteht, und eine streng monoton fallende Folge (kj)

J
j=1, sodass kJ = 0. Mit Lemma 3.13 shlieÿen wir

gen(Ej+1) ≥ gen(Ej) − 2. Wir wählen den kleinsten Index s ∈ N, sodass gen(Es) < gen(E0) ist, undbemerken, dass gen(E0)− 2 ≤ gen(Es).Für 1 ≤ j ≤ s und ℓ > 0 de�nieren wir die Menge
Ek(E0, i, j) := {E ∈ {E0, . . . , Ej−1} | gen(E) = gen(E0) + i}und m(i, j) := #Ek(E0, i, j). Induktive Anwendung der Dreieksungleihung gibt

dist(E0, Ej) ≤
j∑

i=1

dist(Ei−1, Ei) +

j−1∑

i=1

diam(Ei).Nun wenden wir Lemma 3.13 und Lemma 3.4 an, und erhalten
dist(E0, Ej) ≤

CdistC
diam

1− 2−1/2

j∑

i=1

2−gen(Ei−1)/2 + Cdiam
j−1∑

i=1

2−gen(Ei)/2

≤ Cdiam

(
1 +

Cdist

1− 2−1/2

) j−1∑

i=0

2−gen(Ei)/2

= Cλ

j−1∑

i=0

2−gen(Ei)/2

= Cλ

∞∑

i=0

m(i, j)2−(gen(E0)+i)/2.

(3.7)
Wir mahen nun eine Falluntersheidung für m, um die letzte Summe weiter abzushätzen:(i) m(i, s) ≤ bi für alle i ∈ N. Damit folgt aus (3.7)

dist(E0, Es) ≤ Cλ2
−gen(E0)/2

∞∑

i=0

bi2
−i/2 = CλB2−gen(E0)/2.Die De�nition von λ besagt dann

∑

E⋆∈M

λ(E0, E⋆) ≥ λ(E0, Es)Aufgrund der Wahl von s gilt nun gen(Es)− gen(E0) ∈ {−1,−2}, und es folgt
λ(E0, Es) = agen(Es)−gen(E0) ≥ min(a−2, a−1) > 0.



44 Diskrete Räume(ii) Es existiert ein i ≥ 0 mit m(i, s) > bi. Für alle i mit dieser Eigenshaft existiert ein kleinstes s(i)sodass m(i, s(i)) > bi. Sei nun i⋆ ∈ argmin
i∈N

m(i,s(i))>bi

s(i). Insbesondere gilt 1 ≤ s(i⋆) ≤ s, und da m(i, j)monoton steigend in j ist, gilt
m(i, s(i⋆)− 1) ≤ bi für alle i ≥ 0. (3.8)Die Wahl von i⋆ besagt weiters

m(i⋆, s(i⋆)) > bi⋆ . (3.9)Aus (3.8) folgt wie in Punkt (i), dass für beliebiges i ∈ N für alle E ∈ Ek(E0, i, s(i
⋆)) gilt, dass

dist(E0, E) ≤ CλB2−gen(E0)/2. Ist i⋆ = 0, so ist zumindest E0 ∈ Ek(E0, 0, s(0)). Gleihung (3.9)besagt aber m(0, s(0)) > b0 ≥ 1. Also existiert ein E′ ∈ Ek(E0, 0, s(0)) ∩M, und wir erhalten
∑

E⋆∈M

λ(E0, E⋆) ≥ λ(E0, E
′) = a0 > 0.Ist aber i⋆ > 0, so gilt klarerweise E0 /∈ Ek(E0, i

⋆, s(i⋆)), also gilt Ek(E0, i
⋆, s(i⋆)) ⊂ M. Es gilt perDe�nition λ(E0, E

′) = ai⋆ für alle E′ ∈ Ek(E0, i
⋆, s(i⋆)). Daraus folgt

∑

E⋆∈M

λ(E0, E⋆) ≥
∑

E⋆∈Ek(E0,i⋆,s(i⋆))

λ(E0, E⋆) = m(i⋆, s(i⋆))ai⋆

> bi⋆ai⋆ ≥ inf
i≥1

biai = c > 0.Setzen wir C$ := min {a−2, a−1, a0, c}, so erhalten wir (3.6).3.15 Bemerkung. Eine gültige Wahl für die Folgen (aℓ)
∞
ℓ=−2 und (bℓ)

∞
ℓ=0 ist zum Beispiel b(ℓ) = 2ℓ/3 und

a(−2) = 1, a(ℓ) = (ℓ+ 2)−2 für ℓ ≥ −1.3.16 Bemerkung. Verwendet man die BDD-Referenzkantenverteilung aus [BDD04℄, so ist die Konstante
Cnvb beshränkt - und zwar unabhängig vom Gitter E0. In unserem Fall hängt die Konstante Cnvb jedoh amGitter E0, ist aber zumindest unabhängig von der Wahl der Referenzkantenverteilung. Dies liegt daran, dasswir eine sehr pessimistishe Wahl für die Konstante Cchain aus Lemma 3.12 getro�en haben, die bereits dieshlehteste Wahl für die Referenzkantenverteilung abfängt. Um das einzusehen, wähle man einfah eineKette von Elementen als gröbstes Gitter E0. Wir postulieren daher, dass die Konstante Cnvb tatsählihvon der Länge der Ketten im groben Gitter E0 abhängt. Die Referenzkantenverteilung in [BDD04℄ ist sogewählt, dass diese Ketten die Länge 2 haben, sodass die kleinst möglihe Konstante Cnvb erhalten wird.In unserem Fall erhalten wir die grösste Konstante Cnvb, die für das Gitter E0 möglih ist. Dies wird dieOptimalitätsaussagen von adaptiven Algorithmen niht beein�ussen, ist aber natürlih ein Punkt, über denman sih bei der Wahl der Referenzkanten Gedanken mahen muss.



3.3 Polynomräume 453.3 PolynomräumePolynomräume auf dem Referenzelement Ê = conv {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} bezeihnen wir als
Pp(Ê) := span{xiyk | 0 ≤ i+ k ≤ p}.Für ein Element E ∈ Eℓ mit E = conv {b0,b1,b2} lautet die Element-Abbildung

FE :

{
R2 → R3

x̂ 7→ BE x̂+ b0mit BE = (b1 − b0 | b2 − b0). Ist für ein Gitter Eℓ eine Polynomgradverteilung pℓ = (pE)E∈Eℓ mit pE ∈ N0für alle E ∈ Eℓ gegeben, dann de�nieren wir Räume von stükweisen Polynomen als
Ppℓ(Eℓ) = {u ∈ L∞(Γ) | u ◦ FE ∈ PpE (Ê) für alle E ∈ Eℓ},
Spℓ(Eℓ) = Pp(Eℓ) ∩ C0(Γ).Ist der Polynomgrad auf allen Elementen gleih p, so shreiben wir auh Pp(Eℓ) und Sp(Eℓ). Wir nenneneine Polynomgradverteilung pℓ = (pE)E∈Eℓ lokal quasi-uniform, wenn pE vergleihbar auf benahbartenElementen ist, also pE ≃ pE′ für E ∩ E′ 6= ∅. Ist Eℓ ⊆ Eℓ+1, dann fordern wir immer, dass Ppℓ(Eℓ) ⊆

Ppℓ+1(Eℓ+1) beziehungsweise Spℓ(Eℓ) ⊆ Spℓ+1(Eℓ+1).3.4 Die L2-ProjektionDie L2-Projektionen πpℓ : L2(Γ) → Ppℓ(Eℓ) und Πp

ℓ : L2(Γ) → Spℓ(Eℓ) sind de�niert als
(πpℓ g ,Ψℓ)L2 = (g ,Ψℓ)L2 für alle Ψℓ ∈ Ppℓ(Eℓ),
(Πp

ℓ g , Vℓ)L2 = (g , Vℓ)L2 für alle Vℓ ∈ Spℓ(Eℓ).Für konstantes pℓ shreiben wir einfah nur p in dieser Notation. Wenn p = 0, shreiben wir auh πℓ := πpℓ ,wenn p = 1, shreiben wir auh Πℓ := Πp
ℓ . Da Πℓ nah S1(Eℓ) ⊂ H1(Eℓ) abbildet, stellt sih die Frage,ob und unter welhen Vorraussetzungen an die Gitter Eℓ die Folge von L2-Projektionen (Πℓ)ℓ∈N uniform

H1(Γ)-stabil ist, d.h.
‖∇ΓΠℓu‖L2(Γ) ≤ Cstab‖∇Γu‖L2(Γ) für alle u ∈ H1(Γ) (3.10)mit einer Konstante Cstab > 0, die unabhängig von u und ℓ ist. Da Normen auf endlihdimensionalenRäumen äquivalent sind, folgt, dass auf einem festen Gitter Eℓ die Abbildung Πℓ stabil in H1(Γ) ist unddie Konstante Cstab nur von Eℓ, aber niht von u abhängt. Wir beweisen in diesem Abshnitt, dass die

L2-Projektionen (Πℓ)ℓ∈N0
auf einer Folge von Gittern, die durh den Algorithmus refine 3.6 erzeugt wird,uniform H1-stabil sind.Dazu führen wir zusätzlihe Notation ein. Die Knoten des Elements E seien bezeihnet durh z[E,1], z[E,2]und z[E,3]. Die Massenmatrix eines Elementes ist dann de�niert als

ME ∈ R3×3, (ME)ij =

∫

E

ϕ[E,i](x)ϕ[E,j](x) dx für E ∈ Eℓ und i, j = 1, 2, 3.



46 Diskrete RäumeHier bezeihnet ϕk ∈ S1(Eℓ) die Hutfunktion zum Knoten zk ∈ Nℓ. Für jeden Knoten zk sei eine Zahl
dk ∈ R>0 gewählt sodass d[E,i] ≃ |E|1/2 ≃ diam(E) für alle E ∈ Eℓ und i = 1, 2, 3. Wir de�nieren eineMatrix ΛE durh

(ΛE) ∈ R3×3, (ΛE)ij =
hℓ(E)

d[E,i]
δij für alle E ∈ Eℓ und i, j = 1, 2, 3.Mit Hilfe des folgenden Lemmas aus [Car04℄ kann die H1-Stabilität von Πℓ aus lokalen Abshätzungen fürdie Eigenwerte von ME und ΛE gewonnen werden.3.17 Lemma. Es sei Eℓ ein γ-formreguläres Gitter auf Γ, und für alle E ∈ Eℓ gelte

C−1
stab:lowx

⊤Λ2
EMEΛ

2
Ex ≤ x⊤MEx ≤ Cstab:upx

⊤Λ2
EMEx für alle x ∈ R3 (3.11)mit Konstanten Cstab:low > 0 und Cstab:up > 0, die niht von E ∈ Eℓ abhängen. Dann ist Πℓ H

1-stabil (3.10)und die Konstante Cstab > 0 hängt nur von Cstab:low, Cstab:up und der γ-Formregularitätskonstante ab.Beweis. Mit Jℓ : H1(Γ) → S1(Γ) bezeihnen wir einen Clément-artigen Quasi-Interpolationsoperatorwie sie zum Beispiel in [Clé75℄ oder [SZ90℄ konstruiert werden, siehe auh [SS11, Theorem 4.3.28℄ DieseOperatoren sind stabil und haben Approximationseigenshaften: Es gilt
‖∇ΓJℓu‖L2(E) . ‖∇Γu‖L2(ωℓ(E)) und ‖u− Jℓu‖L2(E) . ‖hℓ∇Γu‖L2(ωℓ(E)),für alle u ∈ H1(Γ) wobei die involvierten Konstanten nur an der γ-Formregularitätskonstante hängen. Eineinverse Ungleihung und Stabilität von Jℓ liefern

‖∇ΓΠℓu‖L2(Γ) ≤ ‖∇Γ(Πℓu− Jℓu)‖L2(Γ) + ‖∇ΓJℓu‖L2(Γ) . ‖h−1
ℓ (Πℓu− Jℓu)‖L2(Γ) + ‖∇Γu‖L2(Γ), (3.12)wobei die Konstanten wieder nur an der γ-Formregularitätskonstante hängen. Wir de�nieren qℓ := Πℓu−

Jℓu ∈ S1(Eℓ) und zeigen die Abshätzung ‖h−1
ℓ qℓ‖L2(Γ) . ‖∇Γu‖L2(Γ). Mit xE = (q[E,1], q[E,2], q[E,3])

⊤ giltaufgrund der oberen Abshätzung in (3.11) die Ungleihung
‖h−1

ℓ qℓ‖2L2(Γ)
=

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)−2x⊤
EMExE ≤ Cstab:up

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)−2x⊤
EΛ

2
EMExE

= Cstab:up

∑

E∈Eℓ

3∑

i=1

q[E,i]

d2[E,i]

∫

E

ϕ[E,i]qℓ = Cstab:up

∫

Γ

pℓqℓ,wobei wir pℓ =
∑n

j=1 qjd
−2
j ϕj ∈ S1(Eℓ) gesetzt haben. Da Πℓ als L2-Orthogonalprojektion auf S1(Eℓ)Orthogonalitätseigenshaften besitzt, gilt

∫

Γ

pℓqℓ =

∫

Γ

pℓ(Πℓu− Jℓu) =

∫

Γ

pℓ(u− Jℓu) . ‖hℓpℓ‖L2(Γ)‖∇Γu‖L2(Γ).Wir erhalten shlieÿlih
‖h−1

ℓ qℓ‖2L2(Γ)
. Cstab:up ‖hℓpℓ‖L2(Γ)‖∇Γu‖L2(Γ).



3.4 Die L2-Projektion 47Mit yE = (q[E,1]d
−2
[E,1], q[E,2]d

−2
[E,2], q[E,3]d

−2
[E,3])

⊤ = hℓ(T )
−2 ΛExE gilt aufgrund der unteren Abshätzungin (3.11)

‖hℓpℓ‖2L2(Γ)
=

∑

E∈Eℓ

hℓ(T )
2 y⊤

EMEyE =
∑

E∈Eℓ

hℓ(T )
−2x⊤

EΛ
2
EMEΛ

2
ExE

≤ Cstab:low

∑

E∈Eℓ

hℓ(T )
−2x⊤

EMExE = Cstab:low ‖h−1
ℓ qℓ‖2L2(Γ)

.Die Kombination der beiden letzten Abshätzungen liefert
‖h−1

ℓ qℓ‖L2(Γ) . ‖∇Γu‖L2(Γ).Da qℓ = Πℓu − Jℓu gewählt wurde, können wir diese Abshätzung in (3.12) einsetzen und erhalten dasGewünshte.Wir benötigen folgende elementare Abshätzung:3.18 Lemma. Es seien a, b, c > 0 und M ≥ 1 reelle Zahlen mit M−1 ≤ a, b, c ≤M und c = 1/(ab). Danngilt
a+ b+ c+ a−1 + b−1 + c−1 ≤ 2(1 +M +M−1).Beweis. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit können wir M > 1 und a, b ≥ 1 annehmen. Wir shreiben

a = pM und b = qM mit q, p ∈ [1/M, 1]. Aus c−1 ≤M folgt sofort pqM ≤ 1. Daher genügt es, die Maximader Funktion
f(p, q) = pM + qM + 1/(pqM2) + 1/(pM) + 1/(qM) + pqM2auf der kompakten Menge

K := {(q, p) ∈ [1/M, 1]2 | qpM ≤ 1}zu bestimmen. Für �xes q ∈ [1/M, 1] gilt
∂f

∂p
(p, q) =M − 1

p2qM2
− 1

p2M
+ qM2.Für p ∈ (1/M, 1) qpM < 1 gilt 1 < p2M2 und somit

∂f

∂p
(p, q) > M − 1

q
−M + qM2 =

1

q
(q2M2 − 1) ≥ 0,wobei die letzte Abshätzung aus q ∈ [1/M, 1] folgt. Die bedeutet insbesondere, dass die Funktion f(·, q)ihr Maximum auf der kompakten Menge Kp := {p ∈ [1/M, 1] | qpM ≤ 1} in einem der Punkte

{1/M, 1/(qM), 1} annimmt. Für �xes p ∈ [1/M, 1] gilt analoges für die Funktion f(p, ·). Für q = 1/(pM)ist
f̃(p) := f(p, 1/(pM)) = pM +

1

p
+

1

M
+

1

pM
+ p+M



48 Diskrete Räumekonkav, da
∂2f̃

∂p2
=

1

p3
+

1

p3K
> 0.Wir shlieÿen daraus, dass die Funktion f ihr Maximum nur in den Punkten (1/M, 1/M), (1/M, 1) oder

(1, 1/M) annehmen kann. Dort gilt aber
f(1/M, 1/M) = 6 ≤ 2(1 +M +M−1)

f(1/M, 1) = f(1, 1/M) = 2(1 +M +M−1),wodurh der Beweis abgeshlossen ist.Das folgende Lemma zeigt nun, dass eine entsprehende Wahl der Zahlen dk die H1-Stabilität von Πℓnah sih zieht.3.19 Lemma. Es sei Eℓ ein γ-formreguläres Gitter auf Γ, und für alle E ∈ Eℓ seien die folgenden Ab-shätzungen gültig:
d[E,i]

d[E,j]
≤ C5 ≤ π für i, j = 1, 2, 3 (3.13)und

C−16 ≤ d[E,i]

hℓ(E)
≤ C6 für i = 1, 2, 3 (3.14)wobei C5, C6 > 0 Konstanten sind. Dann ist Πℓ stabil in H1(Γ) (3.10) und die Konstante Cstab hängt nurvon C5, C6 sowie von γ ab.Beweis. Laut [QV94℄ gilt für ein Element E ∈ Eℓ das Skalierungsargument

|E| x⊤x . x⊤MEx . |E| x⊤x, (3.15)wobei die Konstanten nur von γ abhängen. Zusammen mit der unteren Abshätzung in (3.14) erhalten wir
x⊤Λ2

EMEΛ
2
Ex . |E|(Λ2

Ex)
⊤(Λ2

Ex) ≤ C46 |E|x⊤x . C46 x⊤MEx.Dies zeigt die untere Abshätzung in (3.11). Wir zeigen nun die obere Abshätzung in (3.11): Wir wählenein Referenzelement Ê für das dessen lokale Massenmatrix geshrieben werden kann als M̂jk = 1 + δjk.Für ein beliebiges Element E ∈ Eℓ gilt dann ME = Cref |E|M̂. Wir de�nieren zwei Matrizen AE und ÂEdurh
AE := Λ2

EME +MEΛ
2
E = Cref |E|

(
Λ2
EM̂+ M̂Λ2

E

)
=: Cref |E| ÂE .Aufgrund der Symmetrie von ΛE und ME gilt x⊤MEΛ

2
Ex = (Λ2

Ex)
⊤MEx = x⊤Λ2

EMEx und daher
x⊤AEx = 2x⊤Λ2

EMEx. (3.16)



3.4 Die L2-Projektion 49Wir de�nieren eine weitere, symmetrishe Matrix B̂E durh
(B̂E)jk :=

(
Λ−1
E ÂEΛ

−1
E

)
jk

=
(
ΛEM̂Λ−1

E + Λ−1
E M̂ΛE

)
jk

=
(d[E,j]

d[E,k]
+
d[E,k]

d[E,j]

)
M̂jk.Laut [BPS02, Proposition 6.1℄ ist der kleinste Eigenwert von B̂E gegeben durh

λmin = 5−
( 3∑

j,k=1

d2[E,j]

d2[E,k]

)1/2Aus Lemma 3.18 folgt
3∑

j,k=1

d2[E,j]

d2[E,k]

≤ 3 + 2(1 + π2 + π−2) ≤ 24.95 < 25, (3.17)und somit λmin > 0. Man beahte, dass λmin nur von C5 abhängt. Es folgt die positive De�nitheit von B̂E

y⊤B̂Ey ≥ λmin y
⊤y für y ∈ R3Für y = ΛEx gilt wegen (3.14) y⊤y ≃ x⊤x, und wir shlieÿen

x⊤MEx ≃ |E| x⊤x ≃ |E| y⊤y . |E| y⊤B̂Ey = |E| x⊤ÂEx ≃ x⊤AEx = 2x⊤Λ2
EMEx,wobei die letzte Gleihheit aus (3.16) folgt. Dies zeigt also die obere Abshätzung in (3.11), wodurh derBeweis abgeshlossen ist.3.20 Theorem. Es sei (E0, (eE)E∈E0) ein Gitter mit einer beliebigen Referenzkantenverteilung und Eℓ =

refine(E0) ein Gitter, welhes durh Algorithmus refine 3.6 erzeugt wird. Dann gilt für die L2-Projektion
Πℓ auf S1(Eℓ) die Abshätzung

‖∇ΓΠℓu‖L2(Γ) ≤ Cstab‖∇Γu‖L2(Γ) für alle u ∈ H1(Γ).Die Konstante Cstab > 0 hängt nur von (E0, (eE)E∈E0) ab.Beweis. Wir wollen Lemma 3.19 verwenden und werden daher für jeden Knoten zk ∈ Nℓ eine Zahl dk ∈ R>0wählen und die hinreihenden Bedingungen (3.13) und (3.14) nahweisen. Für Knoten zj , zk ∈ Nℓ de�nierenwir eine Zahl δ(zj , zk) ∈ N0 durh
• δ(zj , zk) := 0 falls zj = zk,
• δ(zj , zk) := 1 falls zj, zk ∈ E für ein E ∈ Eℓ
• δ(zj , zk) := N für die kleinste Anzahl N ≥ 2 an Elementen E1, . . . , EN ∈ Eℓ mit zj ∈ E1, Ej∩Ej+1 ∈

Kℓ für j = 1, . . . , N − 1, und zk ∈ EN .Wir de�nieren nun die Zahlen dk durh
dj := min

E∈Eℓ
2(2δ(zj ,E)−gen(E))/2, wobei δ(zj , E) := min

zk∈Nℓ∩E
δ(zj , zk). (3.18)
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• Wir beweisen zunähst die Abshätzung (3.13). Dazu wählen wir ein Element E ∈ Eℓ sowie Knoten
zj , zk ∈ Nℓ ∩ E. Sei E′ ∈ Eℓ ein Element für das dk = 2(2δ(zk ,E

′)−gen(E′))/2 gilt. De�nitionsgemäÿ istdann dj ≤ 2(2δ(zj ,E
′)−gen(E′))/2 und |δ(zk , E′)− δ(zj , E

′)| ≤ 1, und es folgt
dj
dk

≤ 2(2δ(zj ,E
′)−gen(E′))/2

2(2δ(zk ,E
′)−gen(E′))/2

≤ 2(δ(zj ,E
′)−δ(zk ,E

′)) ≤ 2 ≤ π.

• Nun zeigen wir dj ≤ C−1
diamhℓ(E) für E ∈ Eℓ und zj ∈ Nℓ∩E: Es ist δ(zj , E) = 0, und mit Lemma 3.4folgt daher

dj ≤ 2−gen(E/2) ≤ C−1
diam|E|1/2 ≤ C−1

diam hℓ(E).

• Wir zeigen nun die untere Abshätzung in (3.14) für beliebige E ∈ Eℓ und zj ∈ Nℓ ∩ E. Wirwählen ein Element E′ ∈ Eℓ mit dj = 2(2δ(zj ,E
′)−gen(E′))/2. Es gilt nun gen(E) ≤ gen(E′), denn aus

gen(E) > gen(E′) würde
2(2δ(zj ,E)−gen(E))/2 = 2−gen(E)/2 < 2−gen(E′)/2 ≤ 2(2δ(zj ,E

′)−gen(E′))/2 = djfolgen - dies kann aber aufgrund der Wahl von E′ niht sein. Wir shlieÿen also mit Lemma 3.4
d2j = 22δ(zj ,E

′)−gen(E′) = 2−gen(E) 22δ(zj ,E
′)−|gen(E′)−gen(E)|

≥
(
Cdiam

)−2
hℓ(E)2 22δ(zj ,E

′)−|gen(E′)−gen(E)|Angenommen es gilt δ(zj , E′) = N . Dann gibt es laut De�nition einen Knoten zk ∈ Eℓ ∩ E′ undElemente E1, . . . , EN sodass zj ∈ E1, Ej ∩ Ej+1 ∈ Kℓ für j = 1, . . . , N − 1, und zk ∈ EN . Da dasGitter Eℓ γ-formregulär ist, ist die Anzahl der Elemente, die an einem Knoten anstossen können,beshränkt durh eine Konstante C7 > 0, die nur von γ abhängt. Es gibt also n Elemente Ẽ1, . . . , Ẽnmit n ≤ N + 2C7 und Ẽ1 = E, Ẽj ∩ Ẽj+1 ∈ Kℓ für j = 1, . . . , n − 1 und Ẽn = E′. Lemma 3.11 (i)besagt auÿerdem |gen(Ẽj)− gen(Ẽj+1)| ≤ 2, woraus
|gen(E)− gen(E′)| ≤

n−1∑

j=1

|gen(Ẽj)− gen(Ẽj+1)| ≤ 2(n− 1)folgt. Wir shlieÿen
22δ(zj ,E

′)−|gen(E′)−gen(E)| ≥ 22N−2(n−1) ≥ 2
2−4C7und daraus shlieÿlih

d2j ≥
(
Cdiam

)−2
22−4C7hℓ(E)2.

• Die De�nition C6 := max
{
C−1
diam,

(
Cdiam

)−1
21−2C7} shliesst den Beweis ab.



3.5 Approximationsresultate 513.5 ApproximationsresultateDie später betrahteten Verfahren zur Approximation der Lösungen von Randintegralgleihungen sindoptimal in dem Sinne, dass sie für ein �xes Gitter die bestmöglihe Approximation �nden (Céas Lemma).Es sheint daher sinnvoll, die Güte solher Bestapproximationen in bestimmten Normen zu bestimmen.Des Weiteren benötigen wir oft Operatoren, die bestimmte Approximationseigenshaften besitzen. Wirbetrahten zuerst die Approximationseigenshaften der L2-Projektion auf unstetige, stükweise Polynome.3.21 Theorem (L2-Projektion auf Pp). Es sei Γ ⊆ ∂Γ, ein Gitter Eℓ auf Γ und p ∈ N gegeben. Für
u ∈ Hs(Γ), 0 ≤ s ≤ 1, und 0 < r ≤ 1 gilt

‖u− πpℓu‖L2(E) ≤ Capx‖hsℓu‖Hs(E),

‖u− πpu‖H−r(Γ) ≤ Capx‖hs+r
ℓ u‖Hs(Γ).Die Konstante hängt nur von Γ, der Formregularitätskonstante γ und s ab.Beweis. Für die erste Abshätzung ist der Beweis ist für p = 0 in [Ste08a, Theorem 10.2℄ angegeben,und folgt für p ∈ N ganz einfah aus der Bestapproximationseigenshaft von πpℓ . Der Beweis der zweitenAbshätzung folgt dann aus der ersten wie in [Ste08a, Corollary 10.3℄.Der Beweis der folgenden Aussage �ndet sih in [SZ90℄ oder [SS11, Theorem 4.3.28℄.3.22 Theorem (Sott-Zhang). Für Γ ⊆ ∂Γ, ein Gitter Eℓ auf Γ und p ∈ N existiert eine Projektion

Jℓ : L2(Γ) → Sp(Eℓ), sodass Jℓ stetig ist in Hs(Γ) für alle 0 ≤ s ≤ 1. Ausserdem gilt für E ∈ Eℓ

‖u− Jℓu‖L2(E) ≤ C‖hℓ∇Γu‖L2(ωℓ(E))

‖∇Γ(u− Jℓu)‖L2(E) ≤ C‖∇Γu‖L2(ωℓ(E)).Der Operator Jℓ kann so gewählt werden, dass für Funktionen v ∈ H1(Γ) mit v|∂Γ ∈ Sp(Eℓ|∂Γ) die Randw-erte erhalten bleiben, d.h (Jℓv)|∂Γ = v|∂Γ. Dann ist der Operator allerdings nur mehr de�niert und stetigin Hs(Γ) für 1/2 < s ≤ 1. �Misst man nun den Approximationsfehler in einer gebrohenen Norm ‖·‖Hs(Γ) für s ∈ (0, 1), so erwartetman Aussagen der Form
‖u− Jℓu‖Hs(Γ) ≤ C‖h1−s

ℓ ∇Γu‖L2(Γ).Für quasiuniforme Gitter, d.h. hℓ(E) ∼ hℓ für alle E ∈ Eℓ folgt dies einfah durh Anwenden des Inter-polationssatzes 2.4. Im Folgenden werden exaktere Resultate der Interpolationstheorie verwendet, um diesauh für lokal quasi-uniforme Gitter zu zeigen.3.23 De�nition. Die lokal gemittelte Gitterweitenfunktion h̃ℓ ∈ S1(Eℓ) ist für jeden Knoten z ∈ Nℓde�niert durh
h̃ℓ(z) = max{hℓ(E) | E ∈ Eℓ with z ∈ E}. (3.19)Für lokal quasi-uniforme, formreguläre Gitter ist h̃ℓ ∈ S1(Eℓ) lokal äquivalent zur Gitterweite hℓ ∈

P0(Eℓ).



52 Diskrete Räume3.24 Lemma. Es gilt
C−1
1 h̃ℓ ≤ hℓ ≤ C1 h̃ℓ und |∇Γh̃ℓ| ≤ C2. (3.20)punktweise auf Γ. Die Konstante C1 hängt nur von der Konstante in der De�nition der lokalen Quasi-Uniformität ab, C2 hängt zusätzlih von der Formregularitätskonstante σℓ ab.Beweis. Die erste Abshätzung h̃ ≃ h folgt unmittelbar. Für die zweite Ungleihung betrahten wir folgendeAbshätzungen:

‖∇Γh̃‖2L∞(E) . |E|−1‖∇Γh̃‖2L2(E) . |E|−1ρℓ(E)−2‖h̃‖2L2(E) . |E|−1ρℓ(E)−2hℓ(E)2|E|Die erste Ungleihung folgt hier aus einem einfahen Skalierungsargument, die zweite folgt aus der inversenUngleihung [GHS05, Proposition 2.9℄, und die letzte Ungleihung folgt aus der lokalen Quasi-Uniformität.Wir leiten nun eine Abshätzung für die Interpolationsnorm zwishen H1 und einem gewihteten H1-Raum her. Dazu de�nieren wir den Raum H1(h̃ℓ) als den Raum H1(Γ) mit der Norm
‖u‖2

H1(h̃ℓ)
:= ‖h̃ℓu‖2L2(Γ)

+ ‖h̃ℓ∇Γu‖2L2(Γ)
.Wir verzihten in der Ausführung dieses Resultates auf den zusätzlihen Index Γ.3.25 Lemma. Für u ∈ H1 und 0 < θ < 1 gilt

C−1
int ‖u‖[H1(h̃ℓ),H1]θ

≤ ‖h̃1−θ
ℓ ∇Γu‖L2 + ‖h̃−θ

ℓ u‖L2 . (3.21)Die Konstante Cint > 0 hängt nur von θ und |Γ| ab.Beweis. Laut De�nition ist
‖u‖2

[H1(h̃ℓ),H1]θ
=

∞∫

0

t−2θK(t, u)2
dt

t
,mit dem K-Funktional aus Abshnitt 2.3. Zuerst ersetzen wir K durh ein K2:

K(t, u)2 =
(

inf
u=uh+u1

‖uh‖H1(h̃ℓ)
+ t‖u1‖H1

)2
≃ inf

u=uh+u1

‖uh‖2H1(h̃ℓ)
+ t2‖u1‖2H1 =: K2(t, u)

2.Nun wählen wir die Zerlegung
u(x) = uh(x) + u1(x) := ψ(x)u(x) +

(
1− ψ(x)

)
u(x) mit ψ(x) :=

t2

h̃2ℓ (x) + t2und erhalten
K2(t, u)

2 ≤
∫

Γ

|ψu|2h̃2ℓ + |∇Γ(ψu)|2h̃2ℓ + t2|(1 − ψ)u|2 + t2|∇Γ ((1− ψ) u) |2 dΓ

=

∫

Γ

|ψu|2h̃2ℓ + t2|(1 − ψ)u|2 dΓ +

∫

Γ

|∇Γ(ψu)|2h̃2ℓ + t2|∇Γ ((1− ψ) u) |2 dΓ.
(3.22)



3.5 Approximationsresultate 53Für den Integranden des letzten Integrals in (3.22) erhalten wir
|∇Γ(ψu)|2h̃2ℓ + t2|∇Γ ((1− ψ) u) |2 = |u∇Γψ + ψ∇Γu|2h̃2ℓ + t2|u∇Γ(1− ψ) + (1− ψ)∇Γu|2

= h̃2ℓ |u∇Γψ|2 + t2u2|∇Γ(1− ψ)|2 + h̃2ℓ |ψ∇Γu|2 + t2|(1 − ψ)∇Γu|2

+ 2h̃2ℓuψ∇Γψ · ∇Γu+ 2t2u(1− ψ)∇Γ(1− ψ) · ∇Γu.Die letzte Zeile im obigen Ausdruk vershwindet, denn
2h̃2ℓuψ∇Γψ · ∇Γu+ 2t2u(1− ψ)∇Γ(1− ψ) · ∇Γu = 2u(h̃2ℓψ − t2(1− ψ))∇Γψ · ∇Γuund es gilt h̃2ℓψ − t2(1− ψ) = 0 laut De�nition von ψ. Es ergibt sih shlieÿlih
K2(t, u)

2 ≤
∫

Γ

|ψu|2h̃2ℓ + t2|(1− ψ)u|2 dΓ +

∫

Γ

h̃2ℓ |u∇Γψ|2 + t2u2|∇Γ(1− ψ)|2 dΓ

+

∫

Γ

h̃2ℓ |ψ∇Γu|2 + t2|(1− ψ)∇Γu|2 dΓ.Setzen wir die letzte Abshätzung in die De�nition der Interpolationsnorm ein, erhalten wir
‖u‖2

[H1(h̃ℓ),H1]
θ

.

∞∫

0

t−2θ

∫

Γ

|ψu|2h̃2ℓ + t2|(1 − ψ)u|2 dΓ dt
t

+

∞∫

0

t−2θ

∫

Γ

h̃2ℓ |u∇Γψ|2 + t2u2|∇Γ(1− ψ)|2 dΓ dt
t

+

∞∫

0

t−2θ

∫

Γ

h̃2ℓ |ψ∇Γu|2 + t2|(1− ψ)∇Γu|2 dΓ
dt

t
.

(3.23)
Wir shätzen nun jeden der drei Summanden separat ab. Dazu verwenden wir die Identität

|ψu|2h̃2ℓ + t2|(1− ψ)u|2 = u2(t2h̃2ℓ)/(h̃
2
ℓ + t2),die Substitution t = sh̃ℓ und den Satz von Fubini um den ersten Summanden wie folgt abzushätzen:

∞∫

0

t−2θ

∫

Γ

|ψu|2h̃2ℓ + t2|(1− ψ)u|2 dΓ dt
t

=

∫

Γ

u2
∞∫

0

t−2θ t2h̃2ℓ

h̃2ℓ + t2

dt

t
dΓ

=
( ∞∫

0

s−2θ+1

s2 + 1
ds
)(∫

Γ

u2h̃−2θ+2
ℓ dΓ

)
.Analog folgt für den dritten Summanden in (3.23)

∞∫

0

t−2θ

∫

Γ

h̃2ℓ |ψ∇Γu|2 + t2|(1− ψ)∇Γu|2 dΓ
dt

t
=

( ∞∫

0

s−2θ+1

s2 + 1
ds
)(∫

Γ

|∇Γu|2h̃−2θ+2
ℓ dΓ

)
.



54 Diskrete RäumeNun shätzen wir den zweiten Summanden in (3.23) ab. Es gilt
−∇Γ(1− ψ) = ∇Γψ = −2t2h̃ℓ∇Γh̃ℓ

(h̃2ℓ + t2)2
.Zusammen mit der Substitution t = sh̃ℓ und dem Satz von Fubini ergibt sih

∞∫

0

t−2θ

∫

Γ

h̃2ℓ |u∇Γψ|2 + t2u2|∇Γ(1− ψ)|2 dΓ dt
t

=

∫

Γ

u2
∞∫

0

t−2θ 4t
4h̃2ℓ |∇Γh̃ℓ|2
(h̃2ℓ + t2)3

dt

t
dΓ

= 4
( ∞∫

0

s−2θ+3

(s2 + 1)3
ds
)(∫

Γ

u2h̃−2θ
ℓ |∇Γh̃ℓ|2 dΓ

)Aus Lemma 3.24 wissen wir, dass |∇Γh̃ℓ| ≃ 1. Insgesamt erhalten wir also
‖u‖

[H1(h̃ℓ),H1]θ
. ‖h̃1−θ

ℓ u‖L2 + ‖h̃1−θ
ℓ ∇Γu‖L2 + ‖h̃−θ

ℓ u‖L2 .Die Aussage h̃ℓ . 1 aus Lemma 3.24 shliesst den Beweis der Aussage (3.21) ab.3.26 Theorem. Sei 0 ≤ s < 1. Setze
• Pℓ = Jℓ die Sott-Zhang Projektion aus Theorem 3.22, oder
• Pℓ : Hs(Γ) → Sp(Eℓ) eine Hs(Γ)-stabile Projektion.Dann gilt

‖(1− Pℓ)g‖Hs(Γ) ≤ Capx min
{
‖h1−s

ℓ ∇Γg‖L2(Γ), ‖h1−s
ℓ ∇Γ(1− Pℓ)g‖L2(Γ)

} (3.24)für g ∈ H1(Γ) beliebig. Die Konstante Capx > 0 hängt nur ab von 0 ≤ s < 1, von der Formregularitätskon-stante γ, von der Operatornorm von Pℓ und vom Rand Γ.Beweis. Laut Theorem 3.22 gilt für Jℓ die Approximationseigenshaft
‖(1− Jℓ)g‖L2(Γ) . ‖hℓ∇Γg‖L2(Γ) (3.25)und die Stabilitätseigenshaft
‖∇Γ(1− Jℓ)g‖L2(Γ) . ‖∇Γg‖L2(Γ) (3.26)Dies ist gleihbedeutend zu

‖(1 − Jℓ)g‖L2 . ‖g‖
H1(h̃ℓ)

und ‖(1− Jℓ)g‖H1 . ‖g‖H1für alle g ∈ H1 = H1(h̃ℓ). Wir wenden das Interpolationstheorem auf die letzten beiden Ungleihungen anund benutzen (3.21), um
‖(1 − Jℓ)g‖Hs . ‖g‖

[H1(h̃ℓ),H1]s
. ‖h̃1−s

ℓ ∇Γg‖L2 + ‖h̃−s
ℓ g‖L2



3.6 Inverse Ungleihungen 55für alle g ∈ H1 zu erhalten. Die letzte Abshätzung können wir nun auh zeigen, wenn Pℓ als Hs(Γ)-stabileProjektion gewählt wurde. Wir bemerken PℓJℓg = Jℓg und verwenden die Dreieksungleihung und dieStabilität von Pℓ, dies zeigt
‖(1− Pℓ)g‖Hs ≤ ‖(1− Jℓ)g‖Hs + ‖Pℓ(1− Jℓ)g)‖Hs . ‖(1− Jℓ)g‖Hsfür alle g ∈ H1. Es gilt weiters (1− Pℓ)(1− Jℓ) = (1− Pℓ) und (1− Jℓ)g ∈ H1, somit erhalten wir weiter

‖(1 − Pℓ)g‖Hs = ‖(1 − Pℓ)(1− Jℓ)g‖Hs . ‖h̃1−s
ℓ ∇Γ(1− Jℓ)g‖L2 + ‖h̃−s

ℓ (1− Jℓ)g‖L2für alle g ∈ H1. Wegen hℓ ≃ h̃ℓ und den Abshätzungen (3.25)�(3.26) gilt
‖(1− Pℓ)g‖Hs . ‖h̃1−s

ℓ ∇Γ(1− Jℓ)g‖L2 + ‖h̃−s
ℓ (1− Jℓ)g‖L2 . ‖h̃1−s

ℓ ∇Γg‖L2 .Wir verwenden ein weiteres Mal die Projektionseigenshaft (1− Pℓ)2 = (1− Pℓ) sowie (1− Pℓ)g ∈ H1 undshlieÿen
‖(1 − Pℓ)g‖Hs = ‖(1 − Pℓ)(1 − Pℓ)g‖Hs . ‖h̃1−s

ℓ ∇Γ(1− Pℓ)g‖L2 .Die Kombination der letzten beiden Abshätzungen zeigt das Gewünshte.Wir benötigen das folgende Resultat, dessen Beweis in [AFK+12, Proposition 8℄ zu �nden ist.3.27 Proposition. Bezeihne (
E0, (eE)E∈E0

) ein Gitter und Eℓ = refine(E0) eine beliebige Verfeinerung.Mit der Sott-Zhang-Projektion Jℓ auf Sp(Eℓ) gilt für alle E ∈ Eℓ

‖(1 − πp−1
ℓ )∇Γg‖L2(E) ≤ ‖∇Γ(1− Jℓ)g‖L2(E) ≤ Cdir‖(1 − πp−1

ℓ )∇Γg‖L2(ωℓ(E)). (3.27)Die Konstante Cdir ≥ 1 hängt nur von Γ, p und E0 ab. �3.6 Inverse UngleihungenFolgende Inverse Ungleihung stammt aus [Geo08, Theorem 3.9℄ und ist eine Verallgemeinerung von [GHS05,Theorem 3.6℄.3.28 Proposition. Es sei Γ ⊆ ∂Ω, Eℓ ein γ-formreguläres Gitter auf Γ und pℓ eine Polynomgradverteilungauf Eℓ. Dann gilt
‖h1/2ℓ Ψℓ‖L2(Γ) ≤ Cinv‖Ψℓ‖H̃−1/2(Γ) für alle Ψℓ ∈ P0(Eℓ)
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ

Ψℓ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ Cinv‖Ψℓ‖H̃−1/2(Γ) für alle Ψℓ ∈ Ppℓ(Eℓ) falls pℓ ≥ 1mit einer Konstante Cinv > 0, die nur von der Formregularitätskonstante γ abhängt. �Wir benötigen auh eine inverse Ungleihung, die die H1-Seminorm durh die H1/2-Norm abshätzt.Der Beweis der folgenden Abshätzung ist eine Verfeinerung von [Geo08, Theorem 3.3℄.



56 Diskrete Räume3.29 Proposition. Es sei Γ ⊆ ∂Ω, Eℓ ein γ-formreguläres Gitter auf Γ und pℓ eine Polynomgradverteilungauf Eℓ. Dann gilt
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ

∇ΓGℓ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ Cinv‖Gℓ‖H1/2(Γ) für alle Gℓ ∈ Spℓ(Eℓ)mit einer Konstanten Cinv > 0, die nur von der Formregularitätskonstante γ abhängt.Beweis. Laut [Sh98, Theorem 4.76℄ gilt auf dem Referenzelement Ê die inverse Ungleihung
‖∇(Gℓ ◦ FE)‖L2(Ê) . p2E‖Gℓ ◦ FE‖L2(Ê)für alle Gℓ ∈ Spℓ(Eℓ). Durh ein Skalierungsargument und eine Summe über die Elemente erhalten wir

‖hℓ

p2ℓ
∇ΓGℓ‖L2(Γ) . ‖Gℓ‖L2(Γ).Es gilt auh ‖∇ΓVℓ‖L2(Γ) ≤ ‖Vℓ‖H1(Γ), sodass die Bildung des Gradienten Vℓ 7→ ∇ΓVℓ eine stetige Abbildungzwishen den folgenden beiden Paaren von Räumen ist:

(
Spℓ(Eℓ), ‖ · ‖H1(Γ)

)
→

(
Ppℓ−1(Eℓ), ‖ · ‖L2(Γ)

)
(
Spℓ(Eℓ), ‖ · ‖L2(Γ)

)
→

(
Ppℓ−1(Eℓ), ‖ · ‖L2(wℓ)

)
,wobei die Gewihtsfunktion wℓ ∈ L∞(Γ) gegeben ist durh wℓ := hℓ/p

2
ℓ . Die Stetigkeitskonstanten hängendabei niht von Eℓ oder pℓ ab. Wenden wir nun das Interpolationstheorem 2.4 an, erhalten wir für 0 < θ < 1die Stetigkeit in

[(
Spℓ(Eℓ), ‖ · ‖L2(Γ)

)
,
(
Spℓ(Eℓ), ‖ · ‖H1(Γ)

)]
θ
→

[(
Ppℓ−1(Eℓ), ‖ · ‖L2(hℓ/p

2
ℓ)

)
,
(
Ppℓ−1(Eℓ), ‖ · ‖L2(Γ)

)]
θ
,Wir bezeihnen diese beiden Interpolationsräume kurz als Sθ und Pθ. Es gilt also

‖∇ΓVℓ‖Pθ
. ‖Vℓ‖Sθ

.Die Normen in der letzten Abshätzung stammen niht aus der Interpolation der entsprehenden Sobolev-räume, sind jedoh zu solhen äquivalent: In Lemma 2.5 wählen wir I = πℓ als die L2(Γ)-orthogonaleProjektion nah Ppℓ−1(Eℓ) und erhalten
‖∇ΓVℓ‖Pθ

≃ ‖∇ΓVℓ‖[(L2,‖·‖L2(wℓ)
),(L2,‖·‖L2)]θIm zweiten Fall wählen wir I = Jℓ als Sott-Zhang Operator [SZ90℄. Dies ist eine L2- und H1-stabileProjektion. Mit Lemma 2.5 erhalten wir wieder

‖Vℓ‖Sθ
≃ ‖Vℓ‖[(L2,‖·‖L2),(H1,‖·‖H1)]θ

.Die Norm ‖ · ‖[(L2,‖·‖L2(wℓ)
),(L2,‖·‖L2)]θ

ist äquivalent zur Norm ‖ · ‖L2(w
1−θ
ℓ ), wobei die Konstanten nihtvon ℓ abhängen [Tar07, Lemma 23.1℄. Die Wahl θ = 1/2 shliesst den Beweis ab.



Kapitel 4IntegraloperatorenZunähst führen wir in Kapitel 4.1 die Potentiale des Laplae-Operators und die dazugehörigen Randin-tegraloperatoren ein. Wir zitieren die benötigten Aussagen zur Regularität und Beshränktheit derselben.Das Hauptresultat dieses Kapitels, die inversen Ungleihungen für die Integraloperatoren, erläutern undbeweisen wir im zweiten Kapitel. Dabei handelt es sih um Aussagen der Form
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ

∇ΓVΨℓ

∥∥∥
L2(Γ)

. ‖Ψℓ‖H−1/2(Γ) für alle Ψℓ ∈ Ppℓ(Eℓ).Angemerkt sei an dieser Stelle, das diese inversen Ungleihungen für quasi-uniforme Gitter ganz einfahdurh Anwenden des Interpolationssatzes 2.4 und der Abbildungseigenshaften aus Theorem 4.2 gezeigtwerden können. Die Beweise für lokal quasi-uniforme Gitter benötigen einige tehnishe Resultate, die imWeiteren angegeben werden. Ähnlihe Resultate werden in [Gan11℄ mit Wavelet-Tehniken bewiesen, wobeijedoh Γ als C1,1 gefordert wird und nur Räume niedrigster Ordnung betrahtet werden. Wir werden dieinversen Ungleihungen in ihrer allgemeinsten Form explizit in der Netzweite und im Polynomgrad angeben.Inverse Ungleihung beweist man typisherweise, indem man ein Skalierungsargument verwendet undauf den Referenzelementen ausnutzt, dass die pull-baks der diskreten Funktionen aus einem Raum sind,dessen Dimension unabhängig vom betrahteten Gitter beshränkt ist. Daher kann man Normäquivalenzverwenden, wobei die auftretenden Konstanten unabhängig vom Gitter beshränkt sind. Für Funktionenaus z.B. V P0(Eℓ) ist dies niht mehr möglih, da der Operator V niht-lokal ist. Das bedeutet, dass zwarauf jedem Element E ∈ Eℓ die Funktion VΨℓ für ein Ψℓ ∈ P0(Eℓ) aus einem endlihdimensionalen Raumist, jedoh ist dessen Dimension niht mehr unabhängig vom Gitter beshränkt. Um dieses Problem in denGri� zu bekommen, bemerken wir zuerst, dass die klassishen Argumente auf sogenannte Nahfeldterme
V (Ψℓ|E) anwendbar sind, sodass also nur noh die Fernfeldterme V (Ψℓ−Ψℓ|E) betrahtet werden müssen.Diese Terme sind aber, wie wir zeigen werden, lokal harmonish, und erlauben daher eine Abshätzungdurh eine Caioppoli -Ungleihung, also eine inverse Ungleihung für Lösungen von PDEs.4.1 Integraloperatoren für die LaplaegleihungIm Folgenden bezeihnet G die Fundamentallösung des Laplaeoperators −∆ in 3D,

G(z) =
1

4π

1

|z| .



58 IntegraloperatorenAlle folgenden Resultate gelten selbstverständlih auh in 2D, dort ist die Fundamentallösung des Laplae-operators gegeben durh G(z) = −1/(2π) log |z|. Für eine Funktion v ∈ L1(∂Ω) de�niert man das Ein-fahshihtpotential Ṽ und das Doppelshihtpotential K̃ in x ∈ Rd \ ∂Ω durh
(Ṽ v)(x) =

∫

∂Ω

G(x − y)v(y) dΓ(y) und (K̃v)(x) =

∫

∂Ω

∂n(y)G(x− y)v(y) dΓ(y).Die Eigenshaften der Potentiale Ṽ und K̃ sind [SS11,ML00,Ver84℄ entnommen und im folgenden Theoremzusammengefasst.4.1 Theorem. Sei Ω ein beshränktes Lipshitzgebiet mit Rand Γ := ∂Ω und v ∈ L1(Γ). Dann geltenfolgende Aussagen:(i) Ṽ v, K̃v ∈ C∞(Rd \ Γ).(ii) −∆Ṽ v(x) = −∆K̃v(x) = 0 für x ∈ Rd \ Γ.(iii) Für s ∈ [−1/2, 1/2] gilt
Ṽ ∈ L

(
H−1/2+s(Γ),H1+s

loc (Rd)
)
,

K̃ ∈ L
(
H1/2+s(Γ),H1+s(Ω)

)
,

K̃ ∈ L
(
H1/2+s(Γ),H1+s

loc (Ωext)
)
.(iv) Für φ ∈ H−1/2(Γ) und ψ ∈ H1/2(Γ) gelten die Sprungbedingungen

[Ṽ φ] = 0 ∈ H1/2(Γ),

[K̃ψ] = ψ ∈ H1/2(Γ),

[γint1 Ṽ φ] = −φ ∈ H−1/2(Γ), und
[γint1 K̃ψ] = 0 ∈ H−1/2(Γ).(v) Es gilt
(
K̃1

)
(x) =





0 für x ∈ Ωext

−1 für x ∈ Ω

−1
2 für x ∈ Γ.

�Vermöge des vorigen Theorems sowie den Eigenshaften des Spuroperators γint0 aus Theorem 2.7 undder Normalenableitung γint1 aus Theorem 2.9 de�nieren wir die Randintegraloperatoren
V := γint0 Ṽ ,

K :=
1

2
+ γint0 K̃,

K ′ := −1

2
+ γint1 Ṽ ,

W := −γint1 K̃.

(4.1)



4.2 Inverse Ungleihungen für Integraloperatoren 59Man nennt V das Einfahshihtpotential, K das Doppelshihtpotential, K ′ das adjungierte Doppelshiht-potential und W den hypersingulären Integraloperator. Folgendes Theorem aus [Ver84℄ zeigt die Abbil-dungseigenshaften der Randintegraloperatoren.4.2 Theorem. Sei Γ = ∂Ω der Rand eines Lipshitz-Gebietes. Für alle s ∈ [−1/2, 1/2] gilt dann
V ∈ L

(
H−1/2+s(Γ),H1/2+s(Γ)

)
,

K ∈ L
(
H1/2+s(Γ),H1/2+s(Γ)

)
,

K ′ ∈ L
(
H−1/2+s(Γ),H−1/2+s(Γ)

)
,

W ∈ L
(
H1/2+s(Γ),H−1/2+s(Γ)

)
.Für Γ  ∂Ω gilt für alle s ∈ [−1/2, 1/2] sogar

V ∈ L
(
H̃−1/2+s(Γ),H1/2+s(Γ)

)
,

W ∈ L
(
H̃1/2+s(Γ),H−1/2+s(Γ)

)
.

�Um lösbare shwahe Formulierungen für die Gleihungen zu bekommen, die wir im Weiteren zu lösenbeabsihtigen, benötigen wir zusätzlih zur Stetigkeit auh die Elliptizität der Randintegraloperatoren Vund W . Die Aussagen folgen für Γ = ∂Ω aus [SS11, Theorem 3.5.3℄ und für Γ  ∂Ω aus [SS11, Theorem3.5.9℄.4.3 Theorem. Es sei Γ ⊆ ∂Ω der Rand oder Teil des Randes eines Lipshitzgebietes. Die Randintegral-operatoren V ∈ L
(
H̃−1/2(Γ),H1/2(Γ)

) und W ∈ L
(
H̃1/2(Γ),H−1/2(Γ)

) sind elliptish,
〈V ψ ,ψ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) & ‖ψ‖2

H̃−1/2(Γ)
für alle ψ ∈ H̃−1/2(Γ),

〈Wv , v〉
H−1/2(Γ)×H̃

1/2
⋆ (Γ)

& ‖v‖2
H̃1/2(Γ)

für alle v ∈ H̃
1/2
⋆ (Γ).Insbesondere sind

||| · |||2V := 〈V · , ·〉
H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ)

und (4.2a)
||| · |||2W := 〈W · , ·〉

H−1/2(Γ)×H̃
1/2
⋆ (Γ)

(4.2b)äquivalente Normen auf H̃−1/2(Γ) beziehungsweise H̃1/2
⋆ (Γ), und die Äquivalenzkonstante bezeihnen wirmit Ceq. �4.2 Inverse Ungleihungen für IntegraloperatorenIm Folgenden werden wir inverse Ungleihungen für die diskreten Räume V Ppℓ(Eℓ), K ′Ppℓ(Eℓ), WSpℓ(Eℓ)und KSpℓ(Eℓ) herleiten. Folgendes Theorem stellt das Hauptresultat dieses Abshnittes dar. Der Beweiswird am Ende des Kapitels 4.2 geführt, nahdem wir alle nötigen Hilfsmittel gesammelt haben.



60 Integraloperatoren4.4 Theorem. Es sei Γ = ∂Ω der Rand eines beshränkten, polyhedralen Lipshitzgebietes Ω ⊂ Rd, Eℓ einlokal quasi-uniformes Gitter auf Γ, sowie pℓ = (pℓ,E)E∈Eℓ eine lokal quasi-uniforme Polynomgradverteilungauf Eℓ mit pℓ,E ≥ 1 und β > 0. Dann existieren Konstanten CV
inv, C

K ′

inv, C
K
inv, C

W
inv > 0, sodass für alle

ψ ∈ L2(Γ) und v ∈ H̃1(Γ) folgende Abshätzungen gelten:
∥∥∥h

1/2
ℓ

pβℓ
∇ΓV ψ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CV
inv

(
‖ψ‖H̃−1/2(Γ) +

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
ψ
∥∥∥
L2(Γ)

)
, (4.3a)

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
K ′ψ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CK ′

inv

(
‖ψ‖

H̃−1/2(Γ)
+
∥∥∥h

1/2
ℓ

pβℓ
ψ
∥∥∥
L2(Γ)

)
, (4.3b)

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
∇ΓKv

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CK
inv

(
‖v‖H̃1/2(Γ) +

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
∇Γv

∥∥∥
L2(Γ)

)
, (4.3)

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
Wv

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CW
inv

(
‖v‖

H̃1/2(Γ)
+

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
∇Γv

∥∥∥
L2(Γ)

)
. (4.3d)Im Falle β = 0 gelten obige Abshätzung für pℓ,E ≥ 0. Für Ψℓ ∈ Ppℓ(Eℓ) und Vℓ ∈ Spℓ(Eℓ) gilt sogar

∥∥∥h
1/2
ℓ
pℓ

∇ΓVΨℓ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CV
inv‖Ψℓ‖H̃−1/2(Γ)

, (4.4a)
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ

(1/2 −K ′)Ψℓ

∥∥∥
L2(Γ)

+
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ
K ′Ψℓ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CV
inv‖Ψℓ‖H̃−1/2(Γ), (4.4b)

∥∥∥h
1/2
ℓ
pℓ

∇Γ(1/2 +K)Vℓ

∥∥∥
L2(Γ)

+
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ

∇ΓKVℓ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CK
inv‖Vℓ‖H̃1/2(Γ)

, (4.4)
∥∥∥h

1/2
ℓ
pℓ
WVℓ

∥∥∥
L2(Γ)

≤ CK
inv‖Vℓ‖H̃1/2(Γ), (4.4d)mit anderen Konstanten, die aber ebenfalls nur von γ und der Formregularitätskonstante von pℓ abhängen.Diese Abshätzungen gelten auh ohne pℓ auf der linken Seite, dann hängen die Konstanten jedoh von pℓab. Ist Γ ⊆ ∂Ω nur ein Teil des Randes, so gelten obige Abshätzung für V und W ebenfalls. �Zunähst die notwendige Notation. Für ein δ > 0 de�nieren wir eine Umgebung eines Elementes E ∈ Eℓdurh

E ⊂ UE :=
⋃

x∈E

B2δhℓ(E)(x).Die Formregularität der Gitter Eℓ erlaubt es, δ > 0 und zusätzlih ein M ∈ N so zu wählen, sodass UE ∩Γim Path von E enthalten, ist, i.e.
UE ∩ Γ ⊂

⋃

E′∈ωℓ(E)

E′, (4.5a)und sodass die Überdekung Γ ⊂ ⋃
E∈Eℓ

UE lokal endlihen Overlap hat, i.e.
#{UE | E ∈ Eℓ and x ∈ UE} ≤M for all x ∈ R3. (4.5b)



4.2 Inverse Ungleihungen für Integraloperatoren 61Unabhängig von einem beliebigen Gitter Eℓ auf Γ ist es möglih, eine Menge U ⊂ R3 und eine Funktion
ϕ ∈ C∞

0 (R3) zu wählen mit
⋃

E∈Eℓ

UE ⊂ U und ϕ|U = 1. (4.6)Im Folgenden bezeihnen wir für eine Funktion ψ ∈ L2(Γ) das Nah- und Fernfeld von u = Ṽ ψ auf einemElement E durh
unearE := Ṽ (ψχUE∩Γ),

ufarE := Ṽ (ψχΓ\UE
).Hier ist χω die harakteristishe Funktion einer Menge ω ⊂ Γ. Wir bemerken, dass unearE + ufarE = u füralle E ∈ Eℓ gilt. Für das Doppelshihtpotential gehen wir ähnlih vor: Es sei ϕz ∈ S1(Eℓ) die Hutfunktionzum Knoten z ∈ Nℓ, d.h. ϕz(z

′) = δzz′ mit dem Kroneker-Delta. Für jedes Element E ∈ Eℓ de�nieren wireine Funktion ϕE durh
ϕE :=

∑

z∈Nℓ∩ωℓ(E)

ϕz.Es gilt dann
ϕE |Γ∩UE

= 1, ϕE |Γ\ωℓ(ωℓ(E)) = 0, ‖ϕE‖L∞ = 1, and ‖∇ΓϕE‖L∞ ≃ hℓ(E)−1. (4.7)Für eine Funktion v ∈ H1(Γ) teilen wir das Doppelshihtpotential w = K̃v auf einem Element E ∈ Eℓ inNah- und Fernfeld durh
wnear
E := K̃

(
(v − cE)ϕE

) and wfar
E := K̃

(
(v − cE)(1− ϕE)

)
, (4.8)wobei die Konstante cE ∈ R später gewählt wird. Wir bemerken die folgende Eigenshaft, die aufgrundvon Theorem 4.1 (v) erfüllt ist: Es gilt

w + cE = wnear
E + wfar

E in Ω,

w = wnear
E + wfar

E in Ωext
(4.9)für alle E ∈ Eℓ. Wir starten mit den inversen Ungleihungen für die Fernfeldanteile. In den folgendenzwei Lemmas benützen wir Resultate der Regularitätstheorie, um die zweite Ableitung des Fernfeldes lokaldurh die erste Ableitung abzushätzen.4.5 Lemma (Caioppoli-Ungleihung für Ṽ ). Es gilt ufarE |Ω ∈ C∞(Ω), ufarE |Ωext ∈ C∞(Ωext) und ufarE |UE

∈
C∞(UE). Weiters gilt die Abshätzung

‖D2ufarE ‖L2(Bδhℓ(E)(x)) ≤ Cslp
cacc

1

hℓ(E)
‖∇ufarE ‖L2(B2δhℓ(E)(x)) für x ∈ E, (4.10)wobei die Konstante Cslp

cacc > 0 nur von der γ-Formregularität von Eℓ abhängt.



62 IntegraloperatorenBeweis. Die Regularität von ufarE auf Ω und Ωext folgt aus [SS11, Theorem 3.1.1℄. Laut [SS11, Theorem3.1.16℄ gilt für das Fernfeld ufarE ∈ H1(Ω) × H1
loc(Ω

ext), und laut [SS11, Proposition 3.1.7 und Theorem3.3.1℄ löst es das Transmissionsproblem
−∆ufarE = 0 in Ω ∪ Ωext,

[ufarE ] = 0 in H1/2(Γ),

[γ1u
far
E ] = −ψχΓ\UE

in H−1/2(Γ),

ufarE (x) = O(1/|x|) für |x| → ∞.

(4.11)Hier bezeihnet [·] den Sprung über Γ. Für �xes x′ ∈ E und eine Testfunktion v ∈ D(B2δhℓ(E)(x
′)) folgtdurh partielle Integration

〈ufarE ,−∆v〉 = −
∫

B2δhℓ(E)(x′)

ufarE ∆v dx

= −
∫

B2δhℓ(E)(x′)∩Ω

ufarE ∆v dx−
∫

B2δhℓ(E)(x′)∩Ωext

ufarE ∆v dx

= −
∫

B2δhℓ(E)(x′)∩Ω

∆ufarE v dx− 〈γint1 ufarE , v〉+ 〈γint1 v , γint0 ufarE 〉

−
∫

B2δhℓ(E)(x′)∩Ωext

∆ufarE v dx− 〈γext1 ufarE , v〉 + 〈γext1 v , γext0 ufarE 〉

= −
∫

B2δhℓ(E)(x′)∩(Ω∪Ωext)

∆ufarE v dx− 〈[γ1ufarE ] , v〉+ 〈∂nv , [ufarE ]〉Der erste und dritte Term vershwinden aufgrund von (4.11). Wegen Γ ∩B2δhℓ(E)(x
′) ⊆ UE vershwindetauh der zweite Term, und es folgt −∆ufarE = 0 auf B2δhℓ(E)(x

′) im distributionellen Sinne. Aus demWeylshen Lemma [Mor08, Theorem 2.3.1℄ folgt dann ufarE ∈ C∞(B2δhℓ(E)(x
′)).Die Abshätzung (4.10) folgt nun aus [Mor08, Lemma 5.7.1℄: Sind Br ⊂ Br+h Kugeln mit den Radien

0 < r < r+h und u ∈ H1(Br+h), u ∈ H2(Br) mit ∆u = f ∈ L2(Br+h) auf Br+h, dann garantiert besagtesLemma die Abshätzung
‖D2u‖L2(Br) . ‖f‖L2(Br+h) +

1

h
‖∇u‖L2(Br+h) +

1

h2
‖u‖L2(Br+h)wobei die Konstante, die sih hinter . verstekt, nur an der Dimension d des zugrundeliegenden Raumeshängt. Wir verwenden die letzte Abshätzung für u = ufarE − cE mit cE =

∫
B2δhℓ(E)(x)

ufarE (y) dy, woraufeine Anwendungen der Poinaré-Ungleihung die Abshätzung (4.10) liefert.Analog zum vorigen Resultat können wir die gleihe Aussage für das Fernfeld des Doppelshihtoper-ators zeigen.



4.2 Inverse Ungleihungen für Integraloperatoren 634.6 Lemma (Caioppoli-Ungleihung für K̃). Es gilt wfar
E |Ω ∈ C∞(Ω), wfar

E |Ωext ∈ C∞(Ωext) und wfar
E |UE

∈
C∞(UE). Weiters gilt die Abshätzung

‖D2wfar
E ‖L2(Bδhℓ(E)(x)) ≤ Cslp

cacc
1

hℓ(E)
‖∇wfar

E ‖L2(B2δhℓ(E)(x)) für x ∈ E, (4.12)wobei die Konstante Cslp
cacc > 0 die gleihe ist wie in Lemma 4.5.Beweis. Laut [SS11℄ löst das Fernfeld wfar

E ∈ H1(Ω)×H1
loc(Ω

ext) das Transmissionsproblem
−∆wfar

E = 0 in Ω ∪ Ωext,
[wfar

E ] = (v − cE)(1− ϕE) auf Γ,
[γ1w

far
E ] = 0 auf Γ,

wfar
E (x) = O(1/|x|) für |x| → ∞.

(4.13)Im Gegensatz zum Transmissionsproblem, welhes von Ṽ gelöst wird, sind hier Sprung und Normalensprungüber Γ vertausht. Trotzdem ist (1 − ϕE) = 0|Γ∩UE
= 0, und wir können die selben Argumente wie imBeweis von Lemma (4.5) verwenden.Die Lemmas 4.5 und 4.6 haben wir lokal auf Kugeln formuliert. Im folgenden Lemma benutzen wirCovering-Argumente, um diese Abshätzungen auf ein Element E hohzuziehen. Dies ist ebenfalls alsinverse Ungleihung aufzufassen: laut dem Spursatz 2.8 müssten wir die Spur des Gradienten eigentlihdurh die zweiten Ableitungen im Raum abshätzen. Diese können wir aber aufgrund der Lemmas 4.5und 4.6 durh den Gradienten abshätzen, wobei wir h-Potenzen verlieren.4.7 Lemma. Für alle E ∈ Eℓ und vfarE ∈

{
ufarE , wfar

E

} gilt
‖h1/2ℓ ∇vfarE ‖2L2(E) ≤ C‖∇vfarE ‖2L2(UE) (4.14)mit C := Cslp

far im Falle vfarE = ufarE und C := Cdlp
far im Falle vfarE = wfar

E Die Konstante C > 0 hängt nur von
Γ und der γ-Formregularität von Eℓ ab.Beweis. Es ist F := {Bδ(x) | x ∈ E} eine Menge von abgeshlossenen Kugeln mit supB∈F diam(B) = δ <
∞, und E ist die Menge ihrer Mittelpunkte. Laut Besiovith's Covering Theorem [EG92, 1.5.2℄ existiereneine Konstante Nd, die nur von der Raumdimension d abhängt, sowie paarweise disjunkte, abzählbareTeilmengen Gj ⊂ F für j = 1, . . . , Nd mit

E ⊂
Nd⋃

j=1

⋃

B∈Gj

B.Ausserdem gibt es eine Konstante N̂d, sodass nur N̂d viele Elemente aus Ĝj := {B2δhℓ(E)(x) | Bδhℓ(E)(x) ∈
Gj} sih überlappen. Für B := Bδhℓ

(x) und B̂ := B2δhℓ
(x) folgt mit (2.2) und (4.10) bzw. (4.12)

‖∇vfarE ‖2L2(B∩E) .
1

hℓ(E)
‖∇vfarE ‖2L2(B) + ‖∇vfarE ‖L2(B)‖D2vfarE ‖L2(B)

.
1

hℓ(E)

(
‖∇vfarE ‖2L2(B) + ‖∇vfarE ‖2

L2(B̂)

)
.



64 IntegraloperatorenWir erhalten also
‖∇vfarE ‖2L2(E) ≤

Nd∑

i=1

∑

B∈Gi

‖∇vfarE ‖2L2(B∩E) .
1

hℓ(E)

Nd∑

i=1

∑

B∈Ĝi

‖∇vfarE ‖2
L2(B̂)

≤ NdN̂d

hℓ(E)
‖∇vfarE ‖2L2(UE),woraus (4.14) folgt.Wir wenden uns nun den Nahfeldanteilen zu.4.8 Lemma. Für jedes Element E ∈ Eℓ sei eine Funktion ΨE

ℓ ∈ P0(Eℓ) mit supp(ΨE
ℓ ) ⊂ ωℓ(E) gegeben.Dann gilt

∑

E∈Eℓ

1

p2βℓ,E
‖∇ṼΨE

ℓ ‖2L2(UE) ≤ C8 ∑

E∈Eℓ

1

p2βℓ,E
‖h1/2ℓ ΨE

ℓ ‖2L2(ωℓ(E)),wobei C8 nur von der γ-Formregularität von Eℓ abhängt.Beweis. Sei E ∈ Eℓ beliebig, aber �x. In x ∈ Rd \ Γ gilt
∇Ṽ (ΨE

ℓ )(x) =
1

4π

∑

E′∈ωℓ(E)

ΨE
ℓ (E

′)

∫

E′

∇x

1

|x− y| dΓ(y),wobei ΨE
ℓ (E

′) = ΨE
ℓ |E′ eine Konstante ist. Die Anzahl der Elemente in ωℓ(E) ist aufgrund der γ-Formregularität des Gitters Eℓ uniform beshränkt und wir erhalten

|∇Ṽ (ΨE
ℓ )|2 .

∑

E′∈ωℓ(E)

|ΨE
ℓ (E

′)|2
(∫

E′

∣∣∣∇x

1

|x− y|
∣∣∣ dΓ(y)

)2
.Aufgrund der Formregularität gibt es eine Konstante c > 0, sodass für jedes E′ ∈ ωℓ(E) gilt, dass UE ⊂

Bchℓ(E)(bE′), wobei Bchℓ(E)(bE′) die Kugel mit Radius chℓ(E) mit Mittelpunkt im Shwerpunkt bE′ von
E′ ist. Wir integrieren über UE und erhalten die Abshätzung

∫

UE

|∇Ṽ (ΨE
ℓ )|2 dx .

∑

E′∈ωℓ(E)

|ΨE
ℓ (E

′)|2
∫

UE

(∫

E′

∣∣∣∇x

1

|x− y|
∣∣∣ dΓ(y)

)2
dx

.
∑

E′∈ωℓ(E)

|ΨE
ℓ (E

′)|2
∫

Bchℓ(E)(bE′)

( ∫

Bchℓ(E)(bE′ )∩ΓE′

1

|x− y|2 dΓ(y)
)2
dx,wobei ΓE′ die von E′ aufgespannte Hyperebene ist. Durh Skalierungsargumente erhalten wir

∫

UE

|∇Ṽ (ΨE
ℓ )|2 dx .

∑

E′∈ωℓ(E)

|ΨE
ℓ (E

′)|2hℓ(E)3
∫

B1(0)

( ∫

B1(0)∩Rd−1

1

|x− y|2 dΓ(y)
)2
dxWir bemerken

∫

B1(0)

( ∫

B1(0)∩Rd−1

1

|x− y|2 dΓ(y)
)2
dx <∞
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∫

UE

|∇Ṽ (ΨE
ℓ )|2 dx .

∑

E′∈ωℓ(E)

|ΨE
ℓ (E

′)|2hℓ(E)3 . ‖h1/2ℓ ΨE
ℓ ‖2L2(ωℓ(E)).Multiplikation mit p−2β

ℓ,E und die Summe über alle E ∈ Eℓ zeigt die gewünshte Abshätzung.4.9 Lemma (Nahfeld von Ṽ ). Es gilt unearE |Γ ∈ H1(Γ), unearE |Ω ∈ H1(Ω) und
∑

E∈Eℓ

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
∇Γγ

int
0 unearE

∥∥∥
2

L2(E)
≤ Cslp

near

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
ψ
∥∥∥
2

L2(Γ)
. (4.15)Ausserdem gilt

∑

E∈Eℓ

1

p2βℓ,E
‖∇unearE ‖2L2(UE) ≤ Cslp

near

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
ψ
∥∥∥
2

L2(Γ)
. (4.16)Die Konstante Cslp

near > 0 hängt nur von Γ und der γ-Formregularität von Eℓ und pℓ ab.Beweis. Laut [Ver84℄ ist V ∈ L(L2(Γ),H
1(Γ)). Für �xes E ∈ Eℓ gilt daher

‖∇Γγ
int
0 unearE ‖L2(E) ≤ ‖V (ψχUE∩Γ)‖H1(Γ) . ‖ψχUE∩Γ‖L2(Γ) = ‖ψ‖L2(UE∩Γ).Wir summieren über Eℓ, verwenden die Eigenshaft (4.5b) und kommen shlieÿlih zu

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ pβℓ∇Γγ
int
0 unearE ‖2L2(E) =

∑

E∈Eℓ

|E|p−2β
ℓ,E ‖∇Γγ

int
0 unearE ‖2L2(E)

.
∑

E∈Eℓ

|E|p−2β
ℓ,E ‖ψ‖2L2(UE∩Γ) ≃ ‖h1/2ℓ pβℓ ψ‖2L2(Γ)

,Dies zeigt (4.15).Nun wenden wir uns (4.16) zu. Es bezeihnet πℓ die L2(Γ)-Orthogonalprojektion auf P0(Eℓ). Wirshreiben ufarE = Ṽ (πℓ(ψχUE∩Γ))+Ṽ (ψχUE∩Γ−πℓ(ψχUE∩Γ)). Aus supp(ψχUE∩Γ) ⊂ ωℓ(E) folgt supp(πℓ(ψχUE∩Γ)) ⊂
ωℓ(E), wodurh wir Lemma 4.8 mit ΨE

ℓ = πℓ(ψχUE∩Γ) anwenden können. So kommen wir zu
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇Ṽ (πℓ(ψχΓ∩UE

))‖2L2(UE) .
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖h1/2ℓ πℓ(ψχΓ∩UE

)‖2L2(ωℓ(E)) . ‖h1/2ℓ pβℓ ψ‖2L2(Γ)
,wobei wir im letzten Shritt die lokale Stabilität von πℓ ausgenützt haben. Mit der Dreieksungleihungerhalten wir dann

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇unearE ‖2L2(UE) . ‖h1/2ℓ pβℓ ψ‖2L2(Γ)

+
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇Ṽ (ψχΓ∩UE

−Πℓ(ψχΓ∩UE
))‖2L2(UE), (4.17)und es reiht, die Summe auf der rehten Seite durh ‖h1/2ℓ pβℓ ψ‖2L2(Γ)

abzushätzen. Laut Theorem 3.21gilt für v ∈ H1/2(Γ), dass ‖v − πℓv‖2L2(Γ)
.

∑
E∈Eℓ

hℓ(E)‖v‖2
H1/2(E)

. Daraus folgt unmittelbar
‖h−1/2

ℓ (v − πℓv)‖2L2(Γ)
= ‖h−1/2

ℓ v − πℓ(h
−1/2
ℓ v)‖2L2(Γ)

.
∑

E∈Eℓ

‖v‖2
H1/2(E)

≤ ‖v‖2
H1/2(Γ)

.



66 IntegraloperatorenDaher gilt für supp(w) ⊂ ωℓ(E)

‖(w − πℓw)‖H−1/2(Γ) = sup
v∈H̃1/2(Γ)

‖v‖=1

〈w − πℓw , v − πℓv〉

. ‖h1/2ℓ (w − πℓw)‖L2(ωℓ(E)) sup
v∈H̃1/2(Γ)

‖v‖=1

‖h−1/2
ℓ (v − πℓv)‖L2(Γ)

. ‖h1/2ℓ w‖L2(ωℓ(E)).Laut Theorem 4.1 gilt Ṽ ∈ L(H−1/2(Γ),H1
loc(R

d)). Benützen wir die Funktion ϕ aus (4.6) und Theorem 2.1,so folgt shlieÿlih
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇Ṽ (ψχΓ∩UE

− πℓ(ψχΓ∩UE
))‖2L2(UE) .

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖ψχΓ∩UE

− πℓ(ψχΓ∩UE
)‖2

H−1/2(Γ)

.
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖h1/2ℓ ψ‖2L2(ωℓ(E))

. ‖h1/2ℓ pβℓ ψ‖2L2(Γ)
.Zusammen mit der Abshätzung (4.17) erhalten wir das Gewünshte.4.10 Lemma (Fernfeld von Ṽ ). Für eine Funktion ψ ∈ L2(Γ) gilt

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γγ

int
0 ufarE ‖2L2(E) .

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇ufarE ‖2L2(E) ≤ C9 (‖ψ‖2H−1/2(Γ)

+ ‖h1/2ℓ pβℓ ψ‖2L2(Γ)

)
,wobei die Konstante C9 nur von Γ, der γ-Formregularität von Eℓ und pℓ, U und ϕ aus (4.6) abhängt.Beweis. Die lokale Fernfeldabshätzung (4.14) aus Lemma 4.7 und die Dreieksungleihung zeigen

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇ufarE ‖2L2(E) .

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇ufarE ‖2L2(UE) .

∑

E∈Eℓ

‖∇Ṽ ψ‖2L2(UE) +
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇unearE ‖2L2(UE).(4.18)Der erste Term auf der rehten Seite wird durh die Stabilität von Ṽ aus Theorem 4.1, die Overlap-Eigenshaft (4.5b) und Theorem 2.1 abgeshätzt:

∑

E∈Eℓ

‖∇Ṽ ψ‖2L2(UE) . ‖∇Ṽ ψ‖2L2(U) . ‖ψ‖2
H̃−1/2(Γ)

.Hier ist U ⊂ R3 mit ⋃E∈Eℓ
UE ⊆ U aus (4.6), welhes unabhängig von ℓ gewählt werden kann. Den zweitenTerm in (4.18) shätzen wir mit (4.16) ab.4.11 Lemma. Für ψ ∈ L2(Γ) und v ∈ H1(Γ) gilt γint1 ufarE ∈ L2(Γ) sowie γint1 wfar

E ∈ L2(Γ). Ausserdem gilt
‖γint1 ufarE ‖L2(E) = ‖∂nufarE ‖L2(E)

‖γint1 wfar
E ‖L2(E) = ‖∂nwfar

E ‖L2(E)
für alle E ∈ Eℓ. (4.19)



4.2 Inverse Ungleihungen für Integraloperatoren 67Beweis. Laut Theorem 4.2 gilt K ′φ ∈ L2(∂Ω) für φ ∈ L2(Γ). Da K ′ = −1/2 + γint1 Ṽ , muss also auh
γint1 ufarE = γint1 Ṽ (ψχΓ\UE

) ∈ L2(∂Ω) sein.Analog gilt für v ∈ H1(Γ), dass Wv ∈ L2(Γ) ist. Es ist aber γint1 wfar
E = γint1 K̃ ((v − cE)(1− ϕE)), und

(v − cE)(1 − ϕE) ∈ H1(Γ). Im Weiteren beweisen wir die Aussage für ufarE , die Aussage für wfar
E folgtgenauso.Wir wählen eine Funktion η, sodass ufarE η ∈ C∞(R3) und η = 1 in einer Umgebung von E gilt. Fürbeliebiges v ∈ H1(Ω) ist

〈γ1(ufarE η) , v〉 =
∫

Ω

∇(ufarE η)∇v +
∫

Ω

∆(ufarE η)v

=

∫

Ω

η∇ufarE ∇v +
∫

Ω

ufarE ∇η∇v + 2

∫

Ω

∇ufarE ∇ηv +
∫

Ω

ufarE ∆ηv

=

∫

Ω

∇ufarE ∇(ηv) +

∫

Ω

∆ufarE η +

∫

Ω

∇η∇(ufarE v) +

∫

Ω

ufarE ∆ηv

= 〈γ1ufarE , ηv〉 + 〈∂nη , ufarE v〉.Aus γint1 ufarE ∈ L2(Γ) und ∂nη ∈ L2(Γ) folgt dann
(γ1(u

far
E η), v)L2(Γ) = (γ1u

far
E , ηv)L2(Γ) + (∂nη, u

far
E v)L2(Γ) für alle v ∈ H1(Ω).Der Raum H1/2(Γ) ist der Raum der Spuren der Funktionen aus H1(Ω), und H1/2(Γ) ist diht in L2(Γ),sodass die letzte Gleihheit auh für v ∈ L2(Γ) mit supp(v) ⊂ E rihtig ist. In diesem Fall vereinfaht siesih zu

(γ1(u
far
E η), v)L2(E) = (γ1u

far
E , v)L2(E) für alle v ∈ L2(E).Aus Theorem 2.9 wissen wir, dass γ1(ufarE η) = ∂n(u
far
E η), und aufgrund der speziellen Gestalt von η shlieÿenwir ∂n(ufarE η) = ∂n(u

far
E ) auf E. Es folgt also

(∂nu
far
E , v)L2(E) = (γ1(u

far
E η), v)L2(E) = (γ1u

far
E , v)L2(E) für alle v ∈ L2(E),womit der Beweis abgeshlossen ist.Inverse Ungleihungen für W und KNun wenden wir uns den entsprehenden Abshätzungen für das Doppelshihtpotential K zu. Zunähstführen wir eine Poinaré Ungleihung auf Elementpathes an.4.12 Lemma (Poinaré Ungleihung auf Pathes). Es sei v ∈ H1(Γ). Für jedes E ∈ Eℓ gibt es eine Zahl

cE ∈ R, sodass
‖v − cE‖L2(ω2

ℓ (E)) ≤ C10‖hℓ∇Γv‖L2(ω2
ℓ (E)), (4.20a)

‖(v − cE)ϕE‖H1(Γ) ≤ C10‖∇Γv‖L2(ω2
ℓ (E)), (4.20b)

‖(v − cE)ϕE‖H1/2(Γ) ≤ C10‖h1/2ℓ ∇Γv‖L2(ω2
ℓ (E)) (4.20)wobei die Konstante C10 nur von der γ-Formregularität von Eℓ abhängt.



68 IntegraloperatorenBeweis. Die Abshätzung (4.20a) folgt aus einer klassishen Poinaré-Ungleihung die mit [DS80, Theorem7.1℄ auf einen Path verallgemeinert werden kann. Es gilt auÿerdem
‖∇Γ ((v − cE)ϕE) ‖L2(Γ) ≤ ‖(v − cE)∇ΓϕE‖L2(Γ) + ‖ϕE∇Γ(v − cE)‖L2(Γ)

≤ ‖∇ΓϕE‖L∞(Γ)‖v − cE‖L2(ω2
ℓ (E)) + ‖ϕE‖L∞(Γ)‖∇Γv‖L2(ω2

ℓ (E))

. ‖∇Γv‖L2(ω2
ℓ (E)),wobei wir in der letzten Abshätzung bereits (4.20a) und die Eigenshaften (4.7) der Funktion ϕE verwendethaben. Wegen

‖(v − cE)ϕE‖2H1(Γ) = ‖(v − cE)ϕE‖2L2(Γ)
+ ‖∇Γ ((v − cE)ϕE) ‖2L2(Γ)

,zeigt dies (4.20b).Nun widmen wir uns (4.20). Mit Proposition 2.3 können wir H1/2(Γ) als Interpolationsraum zwishen
L2(Γ) und H1(Γ) shreiben. Theorem 2.2 besagt dann ‖ · ‖2

H1/2(Γ)
. ‖ · ‖L2(Γ)‖ · ‖H1(Γ), und wir shlieÿen

‖(v − cE)ϕE‖H1/2(Γ) . ‖(v − cE)ϕE‖1/2L2(Γ)
‖(v − cE)ϕE‖1/2H1(Γ)

. ‖hℓ∇Γv‖1/2L2(ω2
ℓ (E))

‖∇Γv‖1/2L2(ω2
ℓ (E))

≃ ‖h1/2ℓ ∇Γv‖L2(ω2
ℓ (E)).4.13 Lemma (Nahfeld von K̃). Es sei v ∈ H1(Γ). Dann gilt für das Nahfeld wnear

E von w = K̃v dieAbshätzung
∑

E∈Eℓ

hℓ(E) p−2β
ℓ,E ‖∇Γγ

int
0 wnear

E ‖2L2(E) ≤ Cdlp
near‖h1/2ℓ p−β

ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)
. (4.21)Weiters gilt

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E

(
‖∇wnear

E ‖2L2(UE∩Ω) + ‖∇wnear
E ‖2L2(UE∩Ωext)

)
≤ Cdlp

near‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)

. (4.22)Die Konstante Cdlp
near hängt nur von Γ und der Formregularitätskonstanten von Eℓ und pℓ ab.Beweis. Mit Theorem 4.2 folgt, dass γint0 K̃ = K − 1

2 : H1(Γ) → H1(Γ) stetig ist. Unter Beahtung von
‖ϕE‖L∞(ωℓ(E)) ≃ 1 und ‖∇ΓϕE‖2L∞(ωℓ(E)) ≃ hℓ(E)−2 folgt

‖∇Γγ
int
0 wnear

E ‖2L2(E) ≤ ‖∇Γγ
int
0 wnear

E ‖2L2(Γ)
. ‖(v − cE)ϕE‖2H1(ωℓ(E)) . ‖∇Γv‖L2(ω2

ℓ (E)),wobei im letzten Shritt (4.20b) verwendet wurde. Multiplikation mit hℓ(E)p−2β
ℓ,E und Summation über alle

E ∈ Eℓ shliesst zunähst den Beweis der Abshätzung (4.21) ab, wobei die Formregularität von pℓ und Eℓeingeht.



4.2 Inverse Ungleihungen für Integraloperatoren 69Nun zu Abshätzung (4.22). Laut Theorem 4.1 (iii) gilt K̃ ∈ L(H1/2(Γ),H1
loc(Ω

ext)) und K̃ ∈ L(H1/2(Γ),H1(Ω)).Wir benützen die De�nition von U und ϕ aus (4.6) zusammen mit Theorem 2.1, wodurh sih
‖∇wnear

E ‖2L2(UE∩Ω) + ‖∇wnear
E ‖2L2(UE∩Ωext) . ‖(v − cE)ϕE‖2H1/2(Γ)

. ‖h1/2ℓ ∇Γv‖2L2(ω2
ℓ (E))shlieÿen lässt - in der letzten Abshätzung wurde (4.20) verwendet. Multiplikation mit p−2β
ℓ,E und Auf-summieren über E ∈ Eℓ liefert (4.22), wobei die Formregularität von pℓ und Eℓ eingeht.4.14 Lemma (Fernfeld von K̃). Es sei v ∈ H1(Γ). Dann gilt für das Fernfeld wfar

E von w = K̃v dieAbshätzung
∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γγ

int
0 wfar

E ‖2L2(E) .
∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γw

far
E ‖2L2(E) ≤ C11 (‖h1/2ℓ p−β

ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)
+ ‖v‖2

H1/2(Γ)

)
,wobei die Konstante C11 nur von Γ, der γ-Formregularität von Eℓ und pℓ sowie U und ϕ aus (4.6) abhängt.Beweis. Die lokale Fernfeldabshätzung aus Lemma 4.7 zeigt

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇wfar

E ‖2L2(E) ≤ Cdlp
far

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇wfar

E ‖2L2(UE)

= Cdlp
far

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇wfar

E ‖2L2(UE∩Ω) + Cdlp
far

∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E ‖∇wfar

E ‖2L2(UE∩Ωext).
(4.23)Es gilt wfar

E = K̃(g − cE)− wnear
E , die Dreieksungleihung liefert somit

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇wfar

E ‖2L2(E) .
∑

E∈Eℓ

(
‖∇K̃(v − cE)‖2L2(UE∩Ω) + ‖∇K̃(v − cE)‖2L2(UE∩Ωext)

)

+
∑

E∈Eℓ

p−2β
ℓ,E

(
‖∇wnear

E ‖2L2(UE∩Ω) + ‖∇wnear
E ‖2L2(UE∩Ωext)

) (4.24)Die zweite Summe auf der rehten Seite kann mit Abshätzung (4.22) aus Lemma 4.13 gegen
Cdlp
near‖h1/2ℓ p−β

ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)
abgeshätzt werden.Um die erste Summe abzushätzen, gehen wir so vor: Laut 4.1 gilt K̃ ∈ L(H1/2(Γ),H1(Ω)) sowie

K̃ ∈ L(H1/2(Γ),H1
loc(Ω

ext)). Ausserdem werden wegen (4.9) in Ω die Identität ∇K̃c = ∇(−c) = 0 und in
Ωext die Identität ∇K̃c = ∇0 = 0 erfüllt. Dies führt zu

∑

E∈Eℓ

(
‖∇K̃(v − cE)‖2L2(UE∩Ω) + ‖∇K̃(v − cE)‖2L2(UE∩Ωext)

)

=
∑

E∈Eℓ

(
‖∇K̃v‖2L2(UE∩Ω) + ‖∇K̃v‖2L2(UE∩Ωext)

)
. ‖v‖2

H1/2(Γ)
,wobei wir im letzten Shritt wieder die Menge U und die Funktion ϕ aus 4.6 sowie Theorem 2.1 verwendethaben.



70 IntegraloperatorenBeweis von Theorem 4.4. Wir zeigen zunähst die Abshätzungen (4.3a)-(4.3d) für den Fall Γ = ∂Ω.Den Fall, das Γ eine ehte Teilmenge von ∂Ω ist, werden wir am Ende des Beweises auf den ersten Fallzurükführen. Danah werden wir klassishe inverse Ungleihungen anwenden, um die Aussagen für diskreteFunktion zu vershärfen.
• Wir zeigen zuerst (4.3a). Wir shreiben das Quadrat der linken Seite als Summe über die Elementeund teilen auf jedem Element E ∈ Eℓ in Nah- und Fernfeld Ṽ ψ = ufarE + unearE :

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇ΓV ψ‖2L2(Γ)

=
∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇ΓV ψ‖2L2(E)

.
∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γγ

int
0 ufarE ‖2L2(E) +

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γγ

int
0 unearE ‖2L2(E).Anwenden der Lemmata 4.9 und 4.10 zeigt nun (4.3a).

• Nun zeigen wir (4.3b): Wir shreiben das Quadrat der linken Seite als Summe über die Elementeund teilen auf jedem Element E ∈ Eℓ in Nah- und Fernfeld:
‖h1/2ℓ p−β

ℓ K ′ψ‖2L2(Γ)
=

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖K ′(ψχUE∩Γ)‖2L2(E) +

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖K ′(ψχΓ\UE

)‖2L2(E)(4.25)Aus K ′ : L
(
L2(Γ), L2(Γ)

) folgt für den Nahfeldanteil in (4.25)
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖K ′(ψχUE∩Γ)‖2L2(E) ≤

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖K ′(ψχUE∩Γ)‖2L2(Γ)

.
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖ψ‖2L2(UE∩Γ) . ‖h1/2ℓ p−β

ℓ ψ‖2L2(Γ)
,wobei wir in der letzten Abshätzung die Overlap-Eigenshaft 4.5b und die lokale Quasi-Uniformitätvon Eℓ und pℓ verwendet haben.Aus K ′ = −1/2+γint1 Ṽ folgt zunähst K ′(ψχΓ\UE

)|E = γint1 ufarE . Für den Fernfeldanteil in (4.25) giltmit Lemma 4.11
‖K ′(ψχΓ\UE

)‖L2(E) = ‖γint1 ufarE ‖L2(E) = ‖∂nufarE ‖L2(E) ≤ ‖∇ufarE ‖L2(E).Wir erhalten somit
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖K ′(ψχΓ\UE

)‖2L2(E) ≤
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖∇ufarE ‖2L2(E),und können weiter Lemma 4.10 abshätzen.

• Nun zeigen wir (4.3): Es gilt K = 1
2 + γint0 K̃ in H1/2(Γ). Da laut den Abbildungseigenshaften 4.2

K : L
(
H1(Γ),H1(Γ)

) gilt, ist γint0 K̃v ∈ H1(Γ). Es zeigt sih
‖h1/2ℓ p−β

ℓ ∇ΓKv‖L2(Γ) =
∥∥∥h1/2ℓ p−β

ℓ ∇Γ

(
1
2 + γint0 K̃

)
v
∥∥∥
L2(Γ)

≤ 1
2‖h

1/2
ℓ p−β

ℓ ∇Γv‖L2(Γ) + ‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γγ

int
0 K̃v‖L2(Γ)



4.2 Inverse Ungleihungen für Integraloperatoren 71Für eine Konstante c gilt ∇Γc = 0 und wegen Theorem 4.1 (v) auh γint0 K̃c = −c. Ausserdem gilt
γint0 K̃(g − cE) = wnear

E + wfar
E . Wir nutzen diese Identitäten aus und erhalten für den zweiten Termin der letzten Abshätzung

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γγ

int
0 K̃v‖2L2(Γ)

=
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖∇Γγ

int
0 K̃(g − cE)‖2L2(E)

.
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖∇Γγ

int
0 wnear

E ‖2L2(E) +
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖∇Γγ

int
0 wfar

E ‖2L2(E).(4.26)Der erste Term wird mit Lemma 4.13 beshränkt,
∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖∇Γγ

int
0 wnear

E ‖2L2(E) ≤ Cdlp
near‖h1/2ℓ p−β

ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)
,der zweite Term mit Lemma 4.14. Insgesamt erhalten wir also

‖h1/2ℓ pβℓ∇ΓKv‖2L2(Γ)
. ‖v‖2

H1/2(Γ)
+ ‖h1/2ℓ p−β

ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)
.

• Nun zeigen wir (4.3d): Wir shreiben das Quadrat der linken Seite als Summe über die Elemente.Anshlieÿend nutzen wir die Tatsahe, dass wegen Theorem 4.1 (v) Konstanten im Kern von W =
−γint1 K̃ liegen und teilen auf jedem Element in Nah- und Fernfeld:
‖h1/2ℓ p−β

ℓ Wv‖2L2(Γ)
=

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖W (v − cE)ϕE‖2L2(E) +

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖W (v − cE)(1− ϕE)‖2L2(E).(4.27)Laut Theorem 4.2 ist W ∈ L

(
H1(Γ), L2(Γ)

), woraus wir
‖W (g − cE)ϕE‖2L2(E) . ‖(g − cE)ϕE‖2H1(Γ) . ‖∇Γv‖2L2(ω2

ℓ (E))shlieÿen. Multiplikation mit hℓ(E)p−2β
ℓ,E und Summation über E ∈ Eℓ liefert

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖W (g − cE)ϕE‖2L2(E) .

∑

E∈Eℓ

hℓ(E)p−2β
ℓ,E ‖∇Γv‖2L2(ω2

ℓ (E)) . ‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)

,wobei wir die Formregularität des Gitters Eℓ und die lokale Quasi-Uniformität von pℓ ausgenutzthaben. Für den zweiten Term auf der rehten Seite von (4.27) ist wegen W = γint1 K̃

‖W (v − cE)(1− ϕE)‖2L2(E) = ‖γint1 wfar
E ‖2L2(E) = ‖∂nwfar

E ‖2L2(E) ≤ ‖∇wfar
E ‖2L2(E).Lemma 4.14 liefert somit

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ W (v − cE)(1− ϕE)‖2L2(E) ≤

∑

E∈Eℓ

‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇wfar

E ‖2L2(E) . ‖h1/2ℓ p−β
ℓ ∇Γv‖2L2(Γ)

+ ‖v‖2
H1/2(Γ)

.



72 IntegraloperatorenUm die Aussagen für diskrete Funktionen zu zeigen, wenden wir auf (4.3a)-(4.3b) die inversen Ungleihun-gen aus Proposition (3.28) an - gleihermassen shlieÿen wir auf die inversen Abshätzungen für K und
W für diskrete Funktionen, indem wir auf (4.3)-(4.3d) die inverse Abshätzung (3.29) anwenden. Nunwenden wir uns dem Fall Γ  ∂Ω zu. Für eine Funktion ψ ∈ L2(Γ) ist die Fortsetzung durh 0, ψ̂, imRaum L2(∂Ω), und ‖ψ‖H̃−1/2(Γ) = ‖ψ̂‖H−1/2(∂Ω). Wir denken uns das Gitter Eℓ auf ∂Ω fortgesetzt underhalten mit dem bisher Gezeigten

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
∇ΓV ψ

∥∥∥
L2(Γ)

≤
∥∥∥h

1/2
ℓ

pβℓ
∇ΓV ψ

∥∥∥
L2(∂Ω)

≤ CV
inv

(
‖ψ̂‖H−1/2(∂Ω) +

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
ψ̂
∥∥∥
L2(∂Ω)

)

= CV
inv

(
‖ψ‖H̃−1/2(Γ) +

∥∥∥h
1/2
ℓ

pβℓ
ψ
∥∥∥
L2(Γ)

)Die Ungleihung für W können wir analog verallgemeinern. Damit haben wir also alle Ungleihungen für
V und W auh für Γ ⊆ ∂Ω gezeigt.



Kapitel 5
h-Adaptivität für die shwah singuläreIntegralgleihungGegenstand der Betrahtungen dieses Kapitels ist die so genannte shwah-singuläre Integralgleihung

V φ = f (5.1)mit dem Einfahshihtpotential V aus (4.1). Hier ist f ∈ H1/2(Γ) gegeben, gesuht wird φ ∈ H̃−1/2(Γ).Wir betrahten zunähst die zugehörigen Variationsformulierungen, deren eindeutige Lösbarkeit durh dasLemma von Lax-Milgram [SS11, Lemma 2.1.51℄ folgen. Die benötigten Voraussetzungen, um dieses Lemmaanwenden zu können, �nden sih in Theorem 4.3. Wir werden im Folgenden immer nur die Gleihung (5.1)betrahten, die erklärenden Worte am Anfang dieses Kapitels tre�en aber natürlih auh auf die hyper-singuläre Gleihung aus Kapitel 6 zu. Im Wesentlihen beantwortet dieses Kapitel die Frage nah derKonvergenz und der Quasioptimalität von adaptiven Algorithmen zur numerishen Lösung von (5.1).Die in dieser Arbeit betrahteten Algorithmen haben typisherweise die Form
solve → estimate → mark → refine (5.2)Wir beshreiben zunähst kurz die Funktionen der einzelnen Module:

solve Dieses Modul berehnet zu einem gegebenen Gitter Eℓ eine Approximation Φℓ an φ. Typis-herweise wird das die Galerkinapproximation von φ sein.
estimate Wir nehmen an, ein Fehlershätzer τ2ℓ =

∑
E∈Eℓ

τℓ(E)2 steht zu unserer Verfügung, derden Beitrag des Fehlers |||φ− Φℓ||| lokal auf allen Elementen E shätzt.
mark Basierend auf den Indikatoren τℓ(E) wählt dieses Modul eine Teilmenge Mℓ ⊂ Eℓ von Ele-menten, die im letzten Modul verfeinert werden.
refine Ausgehend von der Menge Mℓ, die im vorigen Modul ausgewählt wurde, bestimmen wirein lokal verfeinertes Gitter Eℓ+1 und starten den Algorithmus von Neuem.Für die Wahl der Indikatoren τℓ werden wir zwei strukturell vershiedene Ansätze benutzen. Zum einenbetrahten wir die h− h/2-Strategie, die darauf beruht, den Energiefehler einer diskreten Approximation



74 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihung
Φℓ der exakten Lösung φ von (5.1) durh den Ansatz

|||φ− Φℓ||| ≈ |||Φ̂ℓ − Φℓ|||zu shätzen. Hier ist Φ̂ℓ eine bessere Approximation an φ als Φℓ es war. Was wir genau damit meinen,werden wir weiter unten in Abshnitt 5.3 formulieren. Es stellt sih heraus, dass diese Fehlershätzerimmer e�zient sind, das bedeutet, dass sie den wahren Fehler niht übershätzen. Die Zuverlässigkeit,also die Eigenshaft eines Shätzers, den wahren Fehler niht zu untershätzen, ist bei h − h/2-Shätzernäquivalent zur sogenannten Saturationsannahme (5.15), die wir explizit als wahr voraussetzen werden. FürRandintegralgleihung ist die Energienorm ||| · ||| äquivalent zu einer (negativen) Sobolevnorm gebrohenerOrdnung. Laut den De�nitionen der Sobolevräume solher Art aus Kapitel 2 ist die Energienorm eine niht-lokale Norm, wodurh man in erster Instanz den Beitrag eines Elements zum Gesamtfehler niht bestimmenkann. Durh sogenannte Lokalisierungstehniken, die auf Approximationsaussagen und Bestapproximation-seigenshaften beruhen, kann man äquivalente, lokale Fehlershätzer herleiten, die global äquivalent zum
h− h/2-Fehler in der Energienorm sind. Wir halten uns dabei an [FLP08℄ und in Kapitel 6 an [EFGP12℄.Die zweite Art von Fehlershätzern, die wir betrahten wollen, sind sogenannte residuale Fehlershätzer.Dabei wird das zum Galerkinfehler äquivalente Residuum V Φℓ − f geshätzt. Laut den Abbildungseigen-shaften der Randintegraloperatoren (4.1) hat dies wieder in einem Sobolevraum mit gebrohenem Indexzu geshehen, was erneut den Einsatz von Lokalisierungstehniken nötig maht, die sih nun durh Orthog-onalitätseigenshaften herleiten lassen. Wir halten uns dabei an [CMS01℄ und in Kapitel 6 an [CMPS04℄.Wie man shon aus der FEM weiss, sind Fehlershätzer dieser Bauart strukturell immer zuverlässig, siehedazu auh [Ver96℄.Eine weitere Untersheidung tre�en wir abhängig von der rehten Seite von (5.1). Hat die rehte Seitedie Form (K + 1/2)f für gegebenes f , so werden wir auh f durh eine diskrete Funktion approximieren,bevor wir die Galerkinlösung berehnen. Dies hat den Vorteil, dass blak-box artige Verfahren wie z.B.H-Matrizen, Fast-Multipolverfahren oder ACA verwendet werden können, um auh das Doppelshihtpo-tential K shnell zu berehnen. Shnelle Verfahren für die Auswertung von Kf gibt es selbstverständlih,siehe dazu die Arbeiten [Sh94,CvPS09℄. Wir verfolgen aber den Ansatz, dass ja bereits die Galerkinmatrixzum Einfahshihtpotential V durh ein shnelles Verfahren aufgestellt werden muss. Das Verfahren, dassdabei verwendet wird, wollen wir auh für K verwenden. Dies ermöglihen wir aber gerade dadurh, dasswir f durh eine diskrete Funktion ersetzen. Die Approximation der Daten führt zu einem weiteren Fehler,den wir Datenoszillation oscℓ nennen wollen. Approximieren wir die rehte Seite also, so werden wir denFehler oscℓ ebenfalls in unseren Fehlerindikator miteinbeziehen müssen.Für die Markierung der Elemente in Modul mark benutzen wir zwei vershiedene Strategien. Die er-ste, vorgeshlagen in der Arbeit [Dör96℄, in der Konvergenz einer adaptiven Finite-Element Methode fürdas Poissonproblem gezeigt wird, beruht darauf, eine Menge an Elementen Mℓ kleinster Kardinalität zurMarkierung auszuwählen, sodass die Summe der lokalen Fehler auf Elementen aus Mℓ einen �xen prozen-tualen Beitrag zum Gesamtfehler liefert. Die zweite Strategie ist eine sogenannte separierte Strategie. Fallsder Fehlerindikator eine Summe aus zwei Grössen ist (zum Beispiel Fehlershätzer und Datenoszillationen),so markieren wir, abhängig davon, welher Teil gröÿer ist, nur mit dem einen beziehungsweise dem anderenTeil. Wir werden weiter unten noh auf die Notwendigkeit dieser Markierungsstrategie eingehen.Für die lokale Verfeinerung im letzten Shritt verwenden wir den NVB-Algorithmus refine 3.6 ausKapitel 3.2. Das erste Problem, dass wir betrahten wollen, ist die Frage nah der Konvergenz

|||φ− Φℓ||| → 0



75der adaptiven Algorithmen. Wir benutzen dazu das Konzept Fehlershätzerreduktion aus [AFLP12℄. DieIdee dabei ist, eine Abshätzung der Form
τℓ+1 ≤ κ̂τℓ + o(1) (5.3)mit einem 0 < κ̂ < 1 zu zeigen. Eine simple Rehnung zeigt dann, dass τℓ → 0 gilt. Unter der Annahme,dass der Fehlershätzer zuverlässig ist, folgt daraus auh die Konvergenz der diskreten Lösungen gegendie exakte Lösung. Die Nullfolge in (5.3), die wir nur kurz als o(1) geshrieben haben, wird die Norm derDi�erenz zweier diskreter Lösungen |||Φℓ − Φℓ+1||| und gegebenenfalls der approximierten Daten sein. Umsiherzustellen, dass ein solher Term auh tatsählih eine Nullfolge ist, werden wir uns in Kapitel 5.2zunähst mit der a-priori Konvergenz der adaptiven Algorithmen auseinandersetzen. Wir stützen uns dabeiauf ein Resultat aus der Arbeit [BV84℄, in dem gezeigt wird, dass die Bestapproximation zu geshahteltenUnterräumen eines Hilbertraumes immer konvergiert; klarerweise wissen wir a-priori nihts über diesenGrenzwert, ausser seine Existenz. Trotzdem können wir daraus shliessen, dass die Norm der Di�erenzzweier Galerkinlösungen gegen 0 konvergiert.Für adaptive Algorithmen, die auf der h−h/2-Strategie basieren, ist die Konvergenz der Verfahren zurZeit State of the Art.Für adaptive Verfahren, die residuale Fehlershätzer verwenden, ist es jedoh möglih, quasi-optimaleKonvergenzaussagen zu erhalten. Ausgehend von der Fehlershätzerreduktion (5.3) ist es möglih, einesogenannte Kontraktionsgröÿe zu de�nieren. Dies ist eine Grösse ∆ℓ ≃ τℓ, die in jedem Shritt des Algo-rithmus kontrahierend ist, d.h.

∆ℓ+1 ≤ κ∆ℓ (5.4)gilt mit einem 0 < κ < 1. Insbesondere folgt aus (5.4) die Konvergenz des adaptiven Algorithmus. Die Idee,eine Kontraktionsgröÿe zu betrahten, stammt aus der Arbeit [MN05℄. Dort wird Konvergenz einer AFEMbewiesen indem gezeigt wird, dass die Summe aus Galerkinfehler und Oszillationen eine Kontraktionsgröÿebildet. In der Arbeit [CKNS08℄ wird gezeigt, dass für ein AFEM die Summe aus Galerkinfehler undFehlershätzer kontrahierend ist, und diesem Zugang werden wir im Weiteren folgen. Die Kontraktionsgröÿewird also übliherweise eine Summe aus Galerkinfehler und Fehlershätzer
|||φ−Φℓ|||2 + λτ2ℓsein. Der Galerkinfehler |||φ−Φℓ||| an sih ist keine Kontraktion, denn es kann der Fall Φℓ+1 = Φℓ auftreten.Wenn das geshieht, so folgern wir aus (5.3), dass zumindest der Fehlershätzer eine Kontraktion ist, dennin diesem Fall ist der Term, den wir als Nullfolge geshrieben haben, wirklih 0. Es verblü�t also niht,dass eine solhe Grösse tatsählih in jedem Shritt kontrahierend sein kann.Ausgehend von der Kontraktionsgröÿe ∆ℓ ist es möglih, die Optimalität der Markierungsstrategie zuzeigen, die bisher auf die Abshätzungen (5.3) und (5.4) geführt hat. Genauer gesagt meinen wir damit,dass es eine Konstante 0 < θ⋆ < 1 gibt, sodass für ein beliebiges Gitter E⋆ ⊇ Eℓ und beliebiges 0 < θ < θ⋆ein 0 < κ⋆ < 1 existiert, sodass das Folgende gilt:

τ2⋆ ≤ κ⋆τ
2
ℓ =⇒ θτ2ℓ ≤

∑

E∈Rℓ

τℓ(E)2 (5.5)



76 h-Adaptivität für die shwah singuläre IntegralgleihungAuh dies sheint eine Eigenshaft zu sein, die heuristish erfüllt sein muss, um einen optimalen Algorithmuszu erhalten.Wir müssen uns noh darauf einigen, was wir unter Quasioptimalität verstehen wollen. In dieser Arbeitmeinen wir damit das Folgende: Wenn es, ausgehend von einem groben Gitter E0 und einer Zahl s > 0,eine beliebige Folge von Gitter (Eℓ)ℓ gibt, sodass τℓ = O(N−s) ist, dann soll auh der adaptive Algorith-mus eine Folge von Gittern liefern, für die die berehneten Fehlershätzer die Rate O(N−s) haben. InAnbetraht der Abshätzung für den Netzabshluss aus Lemma 3.14 müssen wir also eine Abshätzung für
#Mℓ herleiten, und dafür wird uns (5.5) helfen. Die De�nition der Approximationsklasse erlaubt es unsnämlih, ein Gitter zu wählen, für das wir die linke Seite von (5.5) siherstellen können, und daher habenist auh die rehte Seite erfüllt. Wir wählen aber #Mℓ gerade als die Menge geringster Kardinalität mitdieser Eigenshaft - daher bekommen wir also eine Abshätzung für #Mℓ.Wir geben nun die zu lösenden Variationsformulierungen und die dazugehörigen Galerkinverfahren an.5.1 Proposition (Shwah singuläre Integralgleihung). Es bezeihnet Ω ein Lipshitzgebiet und Γ ⊆ ∂Ω.Für gegebenes f ∈ H1/2(Γ) existiert eine shwahe Lösung φ ∈ H̃−1/2(Γ) des Variationsproblems

〈V φ , ψ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) = 〈f , ψ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) für alle ψ ∈ H̃−1/2(Γ), (5.6)wobei V das Einfahshihtpotential aus (4.1) ist. �5.2 Proposition (Dirihletproblem). Es bezeihnet Ω ein Lipshitzgebiet und Γ = ∂Ω. Für gegebenes
f ∈ H1/2(Γ) existiert eine shwahe Lösung φ ∈ H−1/2(Γ) des Variationsproblems

〈V φ , ψ〉H1/2(Γ)×H−1/2(Γ) = 〈(1/2 +K)f , ψ〉H1/2(Γ)×H−1/2(Γ) für alle ψ ∈ H−1/2(Γ), (5.7)wobei V das Einfahshihtpotential und K das Doppelshihtpotential aus (4.1) sind. �Nun ersetzen wir in den Variationsformulierungen (5.6) und (5.7) die unendlihdimensionalen Test- undAnsatzräume durh diskrete Räume. Analog zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen φvon (5.6) beziehungsweise (5.7) beweist man die eindeutige Lösbarkeit im Fall diskreter Räume.5.3 Proposition (Galerkinverfahren für die shwah singuläre Integralgleihung). Es existiert eine ein-deutige Galerkinlösung Φℓ ∈ Pp(Eℓ)
〈V Φℓ ,Ψℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) = 〈f ,Ψℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) für alle Ψℓ ∈ Pp(Eℓ). (5.8)

�Analog könnten Galerkinverfahren für das Dirihletproblem 5.2 erstellt werden. Die Berehnung derrehten Seite benötigt dann jedoh die Auswertung des Doppelshihtpotentials, wofür Methoden aus [CvPS09,SS11,Sh98℄ verwendet werden. Für den Einsatz anderer shneller Methoden, wie zum Beispiel hierarhis-her Matrizen oder der Fast-Multipol-Methode, ist es sinnvoll die Daten f der rehten Seite durh diskreteFunktionen zu approximieren.5.4 Proposition (Galerkinverfahren für das Dirihletproblem). Bezeihne mit Pℓ : H1/2(Γ) → Sp+1(Eℓ)eine H1/2(Γ)-stetige Projektion. Es existieren eindeutige Galerkinlösungen Φex
ℓ ∈ Pp(Eℓ) und Φℓ ∈ Pp(Eℓ)

〈V Φex
ℓ ,Ψℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) = 〈(K + 1/2)f ,Ψℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ), für alle Ψℓ ∈ Pp(Eℓ) (5.9)

〈V Φℓ ,Ψℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ)
= 〈(K + 1/2)Pℓf ,Ψℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ)

für alle Ψℓ ∈ Pp(Eℓ). (5.10)
�



5.1 Adaptiver Algorithmus 775.1 Adaptiver AlgorithmusDie adaptiven Algorithmen, die im Folgenden angewendet werden sollen, werden nun abstrakt angeführt.In der Einleitung zu diesem Kapitel haben wir die einzelnen Teile bereits angesprohen. Es folgt also nuneine saubere De�nition. Wir bemerken, dass mit φ die exakte Lösung und Φℓ die Galerkinlösung einesbeliebigen Problemes gemeint ist, auh wenn in den folgenden Abshnitten diese Notation explizit für dieshwah singuläre Gleihung verwendet wird. Alles, was also in diesem Abshnitt 5.1 gesagt wird, beziehtsih auf ein beliebiges Problem, das in das Framework von Galerkinverfahren passt.Die Fehlerindiktatoren τℓ, welhe die Algorithmen steuern werden, shreiben wir als Summe von lokalenGröÿen,
τℓ :=


∑

E∈Eℓ

τℓ(E)2




1/2

,wobei τℓ(E) für jedes Element E ∈ Eℓ eine berehenbare Gröÿe ist. Besteht τℓ aus zwei Summanden, soshreiben wir
τℓ :=


∑

E∈Eℓ

τ1,ℓ(E)2 + τ2,ℓ(E)2




1/2

.Typisherweise wird τ1,ℓ ein Fehlershätzer und τ2,ℓ die zugehörige Datenoszillation sein. Die folgendenEigenshaften eines Shätzers τℓ werden sih als wihtig erweisen.5.5 De�nition. Es bezeihne ||| · ||| eine der Energienormen aus (4.2). Wir nennen einen Fehlershätzer τℓfür den Fehler |||φ− Φℓ||| zuverlässig, wenn
|||φ− Φℓ||| ≤ Crelτℓ,und e�zient, wenn
τℓ ≤ Ceff |||φ− Φℓ|||mit Konstanten Crel, Ceff > 0 gilt.Wir werden nun die beiden Algorithmen anführen, die wir im Folgenden verwenden werden.5.6 Algorithmus (solve-ombined). Input-Parameter: Grobes Gitter (E0, (eE)E∈E0), Parameter 0 < θ <

1, Zähler ℓ := 0.(i) Berehne die Galerkinlösung Φℓ auf Eℓ.(ii) Berehne die Verfeinerungsindikatoren τℓ(E) für alle E ∈ Eℓ.(iii) Wähle eine kleinste Menge Mℓ ⊂ Eℓ mit
∑

E∈Mℓ

τℓ(E)2 ≥ θτ2ℓ . (5.11)



78 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihung(iv) Verfeinere die markierten Elemente: Eℓ+1 = refine(Eℓ,Mℓ).(v) Setze ℓ 7→ ℓ+ 1 und gehe zu (i).5.7 Algorithmus (solve-separate). Input-Parameter: Grobes Gitter (E0, (eE)E∈E0), Parameter 0 <
θ1, θ2, ϑ < 1, Zähler ℓ := 0.(i) Berehne die Galerkinlösung Φℓ auf Eℓ.(ii) Berehne die Verfeinerungsindikatoren τℓ(E) für alle E ∈ Eℓ.(iii) Gilt τ22,ℓ ≤ ϑτ21,ℓ, dann wähle eine kleinste Menge Mℓ ⊂ Eℓ mit

∑

E∈Mℓ

τ1,ℓ(E)2 ≥ θ1τ
2
1,ℓ. (5.12)(iv) Gilt τ22,ℓ > ϑτ21,ℓ, dann wähle eine kleinste Menge Mℓ ⊂ Eℓ mit

∑

E∈Mℓ

τ2,ℓ(E)2 ≥ θ2τ
2
2,ℓ. (5.13)(v) Verfeinere die markierten Elemente: Eℓ+1 = refine(Eℓ,Mℓ).(vi) Setze ℓ 7→ ℓ+ 1 und gehe zu (i).Man zeigt leiht, dass die kombinierte Markierungsstrategie (5.11) von Dör�er stärker ist als die separateMarkierungsstrategie (5.12), (5.13).5.8 Proposition. Die Markierungsstrategie (5.12)�(5.13) impliziert die Markierungsstrategie (5.11) mit

θ := min
{
θ1(1 + ϑ)−1, θ2(1 + ϑ−1)−1

}
< 1 für τ2ℓ = τ21,ℓ + τ22,ℓ.Beweis. Ist τ22,ℓ ≤ ϑτ21,ℓ, dann sehen wir

τ2ℓ = τ21,ℓ + τ22,ℓ ≤ (1 + ϑ)τ21,ℓ ≤ (1 + ϑ)θ−1
1 τ1,ℓ(Mℓ)

2 ≤ (1 + ϑ)θ−1
1 τℓ(Mℓ)

2.Im Fall τ22,ℓ > ϑτ21,ℓ sehen wir
τ2ℓ = τ21,ℓ + τ22,ℓ ≤ (1 + ϑ−1)τ22,ℓ ≤ (1 + ϑ−1)θ−1

2 τ22,ℓ(Mℓ)
2 ≤ (1 + ϑ−1)θ−1

2 τ2ℓ (Mℓ)
2,wodurh das Gewünshte gezeigt ist.5.2 A-priori Konvergenz des adaptiven AlgorithmusDie Algorithmen 5.6 und 5.7 konvergieren unter bestimmten Voraussetzungen an ihre Bestandteile a-priori.Dies wurde shon in [BV84℄ erkannt, wo auh der Beweis des folgenden Lemmas zu �nden ist.



5.3 h− h/2-Fehlershätzer und Konvergenz 795.9 Lemma (A-priori Konvergenz der Galerkinlösungen). Gegeben sei ein Hilbertraum (H, ||| · |||) und eineFolge von abgeshlossenen, geshahtelten Unterräumen Xℓ ⊆ H, das heiÿt Xℓ ⊂ Xℓ+1. Für u ∈ H sei Uℓdie Bestapproximation bezüglih Xℓ,
|||u− Uℓ||| = min

Vℓ∈Xℓ

|||u− Vℓ|||.Dann existiert der Limes lim
ℓ→∞

Uℓ ∈ H und es gilt lim
ℓ→∞

|||Uℓ+1 − Uℓ||| = 0. �Es sei bemerkt, dass Lemma 5.9 niht die Konvergenz des adaptiven Algorithmus gegen die exakteLösung u zeigt. Dies wird erst durh die sogenannte Fehlershätzerreduktion siher gestellt. Wir werdenLemma 5.9 aber nur verwenden, um zu zeigen, dass die zusätzlihen Terme in den Shätzerreduktionsaus-sagen Nullfolgen sind.5.10 Lemma (A-priori Konvergenz der Datenapproximation in H1/2(Γ)). Es gelte Sp+1(Eℓ) ⊆ Sp+1(Eℓ+1)und f ∈ H1(Γ). Ist Pℓ : H1/2(Γ) → Sp+1(Eℓ) die H1/2(Γ)-orthogonale Projektion, dann existiert der Limes
f∞ = lim

ℓ→∞
Pℓf in H1/2(Γ). Im Fall p = 0 existiert der Limes f∞ = lim

ℓ→∞
Πℓf in H1/2(Γ). Hier bezeihnet

Πℓ die L2(Γ)-orthogonale Projektion auf S1(Eℓ), siehe Abshnitt 3.4.Beweis. Falls Pℓ die H1/2(Γ)-orthogonale Projektion ist, kann unmittelbar Lemma 5.9 angewendet werden.Sei nun p = 0, und f ∈ H1(Γ) werde mit der L2(Γ)-orthogonalen Projektion Πℓ : L2(Γ) → S1(Eℓ)approximiert. Laut Lemma 5.9 existiert der Limes f∞ = lim
ℓ→∞

Πℓf in L2(Γ). Laut Theorem 3.20, ist Πℓstabil in H1(Γ), daher ist die Folge Πℓf uniform beshränkt in H1(Γ), besitzt also eine in H1(Γ) shwahkonvergente Teilfolge Πℓkf , deren Limes wir mit f̃∞ bezeihnen wollen. Da die Einbettung H1(Γ) ⊂ L2(Γ)kompakt ist, konvergiert die Folge Πℓkf stark in L2 gegen f̃∞, und es folgt f∞ = f̃∞. Mit dem selbenArgument hat jede Teilfolge von Πℓf eine Teilfolge, die shwah in H1(Γ) gegen f∞ konvergiert, daherkonvergiert die ursprünglihe Folge Πℓ shwah gegen f∞, wegen der kompakten Einbettung H1(Γ) ⊂
H1/2(Γ) auh stark in H1/2(Γ).Wie wir shon oft erwähnt haben, wird sih herausstellen, dass die Folge der Fehlershätzer τℓ bis aufeine gewisse Nullfolge immer eine Kontraktion ist. Um daraus die Konvergenz der Fehlershätzer gegen 0siherzustellen, benutzen wir das folgende Lemma. Der Beweis ist in [AFLP12, Lemma 2.3℄ zu �nden.5.11 Lemma (Shätzerreduktion impliziert Shätzerkonvergenz). Angenommen, die Folge der Fehler-shätzer (τℓ)ℓ∈N0 erfüllt die Shätzerreduktion

τℓ+1 ≤ qτℓ + αℓ für alle ℓ ∈ N0,wobei 0 < q < 1 und (αℓ)ℓ∈N0 eine nihtnegative Nullfolge ist. Dann gilt τℓ → 0. �5.3 h− h/2-Fehlershätzer und KonvergenzWir beshreiben zunähst h − h/2-Shätzer, die den Diskretisierungsfehler von (5.8) und (5.10) messen.Ist Eℓ ein Gitter, so bezeihnen wir ab nun mit̂
Eℓ = refine(Eℓ)



80 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihungdas uniform verfeinerte Gitter, das heiÿt, alle Kanten aus Eℓ werden geteilt. Das folgende Resultat �ndet sihin [FLP08, Theoreme 3.2 und 3.4℄ für den Fall von Elementen niedrigster Ordnung. Der Beweis für höherenPolynomgrad lässt sih jedoh wortwörtlih übertragen, siehe [EFLFP09℄ für den 2D Fall, weswegen wirihn hier niht anführen.5.12 Lemma (h − h/2-Shätzer für das Einfahshihtpotential). Es bezeihne Φℓ die Galerkinlösungder shwah singulären Gleihung (5.8) oder des Dirihletproblems (5.10). Für die shwah singuläre Gle-ihung (5.8) bezeihnet Φ̂ℓ ∈ Pp(Êℓ) die Galerkinlösung
〈V Φ̂ℓ , Ψ̂ℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ)

= 〈f , Ψ̂ℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ)
für alle Ψ̂ℓ ∈ Pp(Êℓ).Für das Dirihletproblem (5.10) bezeihnet Φ̂ℓ ∈ Pp(Êℓ) die Galerkinlösung

〈V Φ̂ℓ , Ψ̂ℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) = 〈(K + 1/2)Pℓf , Ψ̂ℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) für alle Ψ̂ℓ ∈ Pp(Êℓ).De�niere die h− h/2-Fehlershätzer
ηℓ := |||Φ̂ℓ − Φℓ|||V η̃ℓ := |||(1 − πp)Φ̂ℓ|||V
µℓ := ‖h1/2ℓ (Φ̂ℓ − Φℓ)‖L2 µ̃ℓ := ‖h1/2ℓ (1− πp)Φ̂ℓ‖L2 .

(5.14)Dann sind alle Fehlershätzer äquivalent,
µ̃ℓ ≃ µℓ ≃ η̃ℓ ≃ ηℓ,wobei die Äquivalenzkonstanten nur von der Konstante Capx aus Lemma 3.21, der Konstante Cinv ausProposition 3.28 und der Äquivalenzkonstante Ceq aus Theorem 4.3 abhängen. �Wir bemerken nun, dass die Fehlershätzer aus dem vorigen Theorem im Falle der shwah singulärenGleihung (5.8) allesamt e�zient und, unter der sogenannten Saturationsannahme, zuverlässig sind. Dieswird ebenfalls in [FLP08, Proposition 1.1℄ bewiesen.5.13 Lemma. Im Falle der shwah singulären Gleihung (5.8) sind alle Fehlershätzer aus (5.14) ef-�zient, und unter der Saturationsannahme

|||φ− Φ̂ℓ|||V ≤ Csat|||φ− Φℓ|||V (5.15)mit Csat ∈ (0, 1) sind alle Fehlershätzer zuverlässig. �Der Beweis des vorigen Theorems benützt die Galerkinorthogonalität. Da ein datengestörtes Galerkin-verfahren (5.10) für das Dirihletproblem niht die exakte rehte Seite sieht, ist die Galerkinorthogonalitätniht vorhanden, und man muss anders vorgehen. Es kommen sogenannte Datenoszillationen ins Spiel, dieden Fehler messen, der durh die Approximation der Dirihletdaten entsteht.5.14 Lemma. Sei f ∈ H1(Γ) das Datum der rehten Seite von (5.7) und (Eℓ)ℓ∈N0
eine Folge von Gittern,die durh den Algorithmus refine erzeugt wird. De�niere die Oszillationen

oscℓ := ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Pℓ)f‖L2(Γ). (5.16)



5.3 h− h/2-Fehlershätzer und Konvergenz 81Mit τℓ ∈ {ηℓ, η̃ℓ, µℓ, µ̃ℓ} gilt dann die E�zienz
C−1
eff τℓ ≤ |||φ− Φℓ|||V + oscℓ. (5.17)Bezeihnet Φ̂ex

ℓ die Galerkinlösung des exakten Problems (5.9) auf Pp(Êℓ), so gilt unter der Saturationsan-nahme
|||φ− Φ̂ex

ℓ |||V ≤ Csat|||φ− Φex
ℓ |||V (5.18)mit Csat ∈ (0, 1) auh die Zuverlässigkeit

C−1
rel |||φ− Φℓ|||V ≤ τℓ + oscℓ. (5.19)Die Konstante Ceff hängt nur von der Konstante Capx aus Theorem 3.26 und der Stabilitätskonstante von

V : H̃−1/2(Γ) → H1/2(Γ) ab, die Konstante Crel nur von Csat und Capx.Beweis. Laut Lemma 5.12 genügt es, die Zuverlässigkeit und E�zienz für ηℓ zu zeigen. Wir shätzen denFehlershätzer durh
ηℓ = |||Φℓ − Φ̂ℓ|||V ≤ |||Φℓ − Φ̂ex

ℓ |||V + |||Φ̂ex
ℓ − Φ̂ℓ|||V

≤ |||Φℓ − Φex
ℓ |||V + |||Φex

ℓ − Φ̂ex
ℓ |||V + |||Φ̂ex

ℓ − Φ̂ℓ|||Vab. Die Stabilität der Galerkinprojektionen beshränkt den ersten und dritten Term, und wir erhalten mitTheorem 3.26
ηℓ . ‖f − Pℓf‖H1/2(Γ) + |||Φex

ℓ − Φ̂ex
ℓ |||V . oscℓ + |||Φex

ℓ − Φ̂ex
ℓ |||V .Wir können Φex

ℓ und Φ̂ex
ℓ auh im Rahmen der shwah singulären Gleihung (5.8) lösen (wir wählen einfahdie rihtige rehte Seite), und aus Lemma 5.13 erhalten wir dann die E�zienz |||Φex

ℓ −Φ̂ex
ℓ |||V ≤ |||φ−Φex

ℓ |||V .Die Bestapproximationseigenshaft der Galerkinprojektionen besagt |||φ − Φex
ℓ |||V ≤ |||φ− Φℓ|||V , wodurhdie E�zienz (5.17) gezeigt ist. Um die Zuverlässigkeit (5.19) zu zeigen, gehen wir folgendermassen vor: Dawir die Saturationsannahme (5.18) für die Galerkinlösungen mit niht-gestörter rehter Seite angenommenhaben, gilt die Zuverlässigkeit |||φ−Φex

ℓ |||V . |||Φ̂ex
ℓ − Φex

ℓ |||V aus Lemma 5.13. Damit shlieÿen wir
|||φ− Φℓ|||V ≤ |||φ− Φex

ℓ |||V + |||Φex
ℓ − Φℓ|||V . |||Φ̂ex

ℓ − Φex
ℓ |||V + |||Φex

ℓ − Φℓ|||V .Da Φex
ℓ die Galerkinapproximation von Φ̂ex

ℓ ist, gilt |||Φ̂ex
ℓ −Φex

ℓ |||V ≤ |||Φ̂ex
ℓ −Φℓ|||V , und wir shätzen weiterab

|||φ− Φℓ|||V . |||Φ̂ex
ℓ − Φℓ|||V + |||Φex

ℓ −Φℓ|||V
≤ |||Φℓ − Φ̂ℓ|||V + |||Φ̂ℓ − Φ̂ex

ℓ |||V + |||Φex
ℓ − Φℓ|||V .Der erste Term auf der rehten Seite ist ηℓ, die letzen beiden Terme sind wegen der Stabilität der Galerk-inprojektion beshränkt durh ‖f − Pℓf‖H1/2(Γ) . oscℓ, wobei Theorem 3.26 verwendet wurde.Wir führen nun zwei Algorithmen an, in denen der Fehler durh die h−h/2-Strategie gemessen wird. ImFalle der shwah singulären Gleihung geshieht dies durh den Einsatz der Shätzer µℓ oder µ̃ℓ. Wollenwir das Dirihletproblem lösen, so müssen wir zusätzlih die Oszillationen oscℓ aus (5.16) berüksihtigen.



82 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihung5.15 Algorithmus (solve-hh2-weaksing zur Lösung der shwah singulären Gleihung). Gegeben sei eingrobes Gitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ ⊆ ∂Ω, ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N0. Wir verwenden Algorithmussolve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0) und θ und
• Φℓ ist die Galerkinlösung der shwah singulären Integralgleihung (5.8),
• τℓ(E)2 = µℓ(E)2 oder τℓ(E)2 = µ̃ℓ(E)2 mit den Shätzern aus (5.14).5.16 Algorithmus (solve-hh2-dirihlet zur Lösung des Dirihletproblems). Gegeben sei ein grobesGitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ = ∂Ω, ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N0. Wir wählen Pℓ : H1/2(Γ) →

Sp+1(Eℓ) als H1/2(Γ)-orthogonale Projektion. Im Fall p = 0 kann auh Pℓ := Πℓ gewählt werden. Wirverwenden Algorithmus solve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0) und θ und
• Φℓ ist die Galerkinlösung des Dirihletproblems mit gestörter rehter Seite (5.10),
• τℓ(E)2 = µℓ(E)2 + oscℓ(E)2 oder τℓ(E)2 = µ̃ℓ(E)2 + oscℓ(E)2 mit den Shätzern aus (5.14) und denOszillationen aus (5.16).Wir zeigen nun Konvergenzaussagen für die h − h/2-Strategie. Wir betrahten zunähst die shwahsinguläre Integralgleihung (5.6).5.17 Lemma (Konvergenz von solve-hh2-weaksing). Für Algorithmus 5.15, solve-hh2-weaksing gilt

lim
ℓ→∞

τℓ = 0.Unter der Saturationsannahme (5.15) gilt insbesondere Konvergenz lim
ℓ→∞

|||φ− Φℓ||| = 0.Beweis. Der Beweis für den Fall niedrigster Ordnung, das heiÿt p = 0, ist in [AFLP12, Theorem 4.1 (ii)℄zu �nden und kann wortwörtlih auf den Fall höhere Polynomgrade übertragen werden.Folgendes Theorem liefert die Konvergenz des adaptiven Algorithmus 5.16 für das Dirihletproblemmit Datenapproximation.5.18 Lemma (Shätzerreduktion von solve-hh2-dirihlet). Für Algorithmus 5.16, solve-hh2-dirihlet,gilt
τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ‖2H−1/2(Γ)

+ ‖Pℓ+1f − Pℓf‖2H1/2(Γ)

)mit einer Konstante 0 < κ̂ < 1, die nur von θ abhängt. Die Konstante Cred > 0 hängt nur von θ, E0, ∂Ωund p ab. Es ist
lim
ℓ→∞

τℓ = 0,und unter der Saturationsannahme (5.15) gilt insbesondere Konvergenz lim
ℓ→∞

|||φ−Φℓ||| = 0.



5.3 h− h/2-Fehlershätzer und Konvergenz 83Beweis. Wir zeigen die Aussage für τℓ = µ̃ℓ. Auf jedem Element E ∈ Eℓ+1 gilt
‖(1 − πpℓ+1)(Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ)‖L2(E) ≤ ‖Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ‖L2(E).Wir können dadurh τℓ+1 abshätzen und erhalten

τ2ℓ+1 = ‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ+1‖2L2
+ ‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓ+1f)‖2L2

≤
(
‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ‖L2 + ‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)(Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ)‖L2

)2
+ ‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓ+1f)‖2L2

=
(
‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ‖L2 + ‖h1/2ℓ+1(Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ)‖L2

)2
+ ‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓ+1f)‖2L2

,Die Youngshe Ungleihung für δ > 0 und die inverse Abshätzung aus Lemma 3.28 zeigen
τ2ℓ+1 ≤ (1 + δ)‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ‖2L2

+ C2
inv(1 + δ−1)‖Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ‖2H−1/2 + ‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓ+1f)‖2L2

.Den Oszillationsterm können wir durh die inverse Abshätzung aus Lemma 3.29 genauso behandeln,
‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓ+1f)‖2L2

≤
(
‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓf)‖L2 + ‖h1/2ℓ+1∇Γ(Pℓ+1f − Pℓf)‖L2

)2

≤ (1 + δ)‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓf)‖2L2
+ C2

inv(1 + δ−1)‖Pℓ+1f − Pℓf‖2H1/2 ,sodass wir shlieÿlih zu
τ2ℓ+1 ≤ (1 + δ)

[
‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ‖2L2

+ ‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓf)‖2L2

]

+ C212(1 + δ−1)
[
‖Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ‖2H−1/2 + ‖Pℓ+1f − Pℓf‖2H1/2

]gelangen, wobei C12 von den Konstanten der inversen Ungleihungen 3.28 und 3.29 abhängt. Wir betrahtenden ersten Term auf jedem Element E ∈ Eℓ,
∆(E) := ‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ‖2L2(E) + ‖h1/2ℓ+1∇Γ(f − Pℓf)‖2L2(E) für E ∈ Eℓ.Ist E ∈ Mℓ, so gilt hℓ+1|E ≤ qhℓ|E und

‖(1− πpℓ+1)Φ̂ℓ‖L2(E) ≤ ‖(1− πpℓ )Φ̂ℓ‖L2(E),und wir erhalten
∆(Mℓ) ≤ qτℓ(Mℓ)

2. (5.20)Sollte jedoh E ∈ Eℓ \Mℓ sein, so können wir durh
∆(E) ≤ ‖h1/2ℓ (1− πpℓ )Φ̂ℓ‖2L2(E) + ‖h1/2ℓ ∇Γ(g − Pℓg)‖2L2(E) = τℓ(E)2,shlieÿen. Aus dieser Abshätzung erhalten wir nun ∆(Eℓ \ Mℓ) ≤ τℓ(Eℓ \ Mℓ)

2. Zusammen mit (5.20)erhalten wir
∆(Eℓ) = ∆(Mℓ) + ∆(Eℓ \Mℓ) ≤ qτℓ(Mℓ)

2 + τℓ(Eℓ \Mℓ)
2 = τ2ℓ + (q − 1)τℓ(Mℓ)

2

≤
(
1 + (q − 1)θ

)
τ2ℓ ,



84 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihungsodass also für alle δ > 0 gilt, dass
τ2ℓ+1 ≤ (1 + δ)

(
1 + (q − 1)θ

)
τ2ℓ + C212(1 + δ−1)

[
‖Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ‖2H−1/2 + ‖Pℓ+1g − Pℓg‖2H1/2

]
.Mit δ klein genug de�nieren wir κ̂ := (1+δ)

(
1+(q−1)θ

)
< 1. Dies zeigt zunähst die Shätzerreduktion. UmLemma 5.11 anwenden zu können, bleibt also zu zeigen, dass die letzten beiden Terme der rehten Seite eineNullfolge bilden. Zunähst gilt wegen der a-priori Konvergenz der Daten aus Lemma 5.10, dass Pℓf → f∞in H1/2(Γ) existiert, somit ist der letzte Term bereits eine Nullfolge. Mit Φ̂ex

∞,ℓ ∈ Pp(Êℓ) bezeihnen wir dieGalerkinlösung des Dirihletproblems (5.9) mit rehter Seite f∞. Weil Pp(Êℓ) ⊆ Pp(Êℓ+1) gilt, folgt mitLemma 5.9, dass Φ̂ex
∞,ℓ → φ∞ in H−1/2(Γ). Es ist

|||φ∞ − Φ̂ℓ|||V ≤ |||φ∞ − Φ̂ex
∞,ℓ|||V + |||Φ̂ex

∞,ℓ − Φ̂ℓ|||V ,und der erste Term der rehten Seite geht damit gegen 0. Der zweite Term geht wegen der Stabilität derGalerkinmethode und der a-priori Konvergenz der Daten ebenfalls gegen 0,
|||Φ̂ex

∞,ℓ − Φ̂ℓ|||V . ‖(1/2 +K)(f∞ − Pℓf)‖H1/2(Γ) . ‖f∞ − Pℓf‖H1/2(Γ) → 0.Damit bildet auh der erste Term in der Shätzerreduktion eine Nullfolge. Lemma 5.11 besagt daher, dass
τℓ → 0 für ℓ→ ∞.5.4 Gewihteter residualer Fehlershätzer und KonvergenzDie h − h/2-Shätzer aus dem letzten Kapitel sind nur unter der Saturationsannahme (5.15) zuverlässig.Da diese Annahme bisher nur für die FEM bewiesen ist [DN02℄, sind die Konvergenzaussagen für die
h− h/2-Shätzer also gewissermassen unvollständig.Das Residuum V Φℓ−f ist jedoh berehenbar, und wie man aus der FEM weiss, sind Fehlershätzer, diedarauf aufbauen, strukturell immer zuverlässig. Wir haben hier aber, wie bereits bei der h−h/2-Strategie,das Problem, dass wir das Residuum ebenfalls in einer gebrohenen Norm, nämlih H1/2(Γ)messen müssen.Um also lokale Beiträge zu erhalten, ist eine Lokalisierung dieser Norm vonnöten. In [CMS01, Corollary4.2℄ wird die Zuverlässigkeit des folgenden gewihteten Residualshätzers bewiesen.5.19 Lemma (Zuverlässigkeit des gewihteten Residualshätzers). Ist Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösung dershwah singulären Integralgleihung (5.8), dann de�nieren wir

ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ ∇Γ(V Φℓ − f)‖L2(E). (5.21)Es gilt das Folgende: Es existiert eine Konstante Crel, die nur von Γ, ∂Ω und der Form der Elemente undElementpathes (niht aber von ihrer Gröÿe) abhängt, sodass
C−2
rel |||φ− Φℓ|||2V ≤ ρ2ℓ :=

∑

E∈Eℓ

ρℓ(E)2.

�Analog zu den h−h/2-Shätzern beruht der Beweis des letzten Lemmas auf der Galerkinorthogonalität.Wir müssen also im Falle von approximierten Dirihletdaten wieder Datenoszillationen einbauen.



5.4 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Konvergenz 855.20 Lemma (Zuverlässigkeit für den gewihteten Residualshätzer mit Datenapproximation). Sei f ∈
H1(Γ) das Datum der rehten Seite des Dirihletproblems (5.7) und (Eℓ)ℓ∈N0

eine Folge von Gittern, diedurh den Algorithmus refine erzeugt wird. Ist Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösung des gestörten Dirihlet-problems (5.10), dann de�nieren wir Shätzer und Oszillationen durh
ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ ∇Γ(V Φℓ − (1/2 +K)Pℓf)‖L2(E) und oscℓ(E) := ‖h1/2ℓ (1− πpℓ )∇Γf‖L2(E). (5.22)Weiters de�nieren wir den ungestörten Fehlershätzer durh

ρ2ex,ℓ =
∑

E∈Eℓ

ρex,ℓ(E)2 mit ρ2ex,ℓ(E) = ‖h1/2ℓ ∇Γ(V Φex
ℓ − (K + 1/2)f)‖2L2(Γ)

, (5.23)wobei Φex
ℓ die Galerkinlösung (5.9) zum ungestörten Dirihletproblem bezeihnet. Es gelten folgende Ab-shätzungen:

C−1
ex (|||φ− Φex

ℓ |||V + oscℓ) ≤ |||φ− Φℓ|||V + oscℓ ≤ Cex (|||φ− Φex
ℓ |||V + oscℓ) (5.24a)

C−1
ex

( ∑

E∈Mℓ

ρex,ℓ(E)2 + osc2ℓ

)
≤

∑

E∈Mℓ

ρℓ(E)2 + osc2ℓ ≤ Cex

( ∑

E∈Mℓ

ρex,ℓ(E)2 + osc2ℓ

)
, (5.24b)wobei Mℓ ⊆ Eℓ eine beliebige Teilmenge ist. Die Konstante Cex ≥ 1 hängt nur von Γ, von p und von E0ab. Insbesondere ist der gewihtete Residualshätzer zuverlässig,

C−2
rel |||φ− Φℓ|||2V ≤ ρ2ℓ + osc2ℓ , (5.25)wobei die Konstante Crel nur von Γ, ∂Ω, von p und von E0 abhängt.Beweis. Der Operator Pℓ wurde alsH1/2(Γ)-stabile Projektion vorausgesetzt. Zusammen mit der Stabilitätund Linearität des Galerkinverfahrens und dem Approximationssatz 3.26 folgt

|||Φex
ℓ − Φℓ|||V . ‖f − Pℓf‖H1/2(Γ) . ‖f − Jℓf‖H1/2(Γ) . ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Jℓ)f‖L2(Γ), (5.26)wobei Jℓ : L2(Γ) → Sp(Eℓ) der Sott-Zhang Operator ist. Aufgrund von Proposition 3.27 ist die rehte Seitedurh oscℓ beshränkt, und zusammen mit der Dreieksungleihung folgen die Abshätzungen in (5.24a).Nun zeigen wir (5.24b).

∑

E∈Mℓ

ρex,ℓ(E)2 .
∑

E∈Mℓ

ρℓ(E)2 + ‖h1/2ℓ ∇ΓV (Φℓ − Φex
ℓ )‖2L2(Γ)

+ ‖h1/2ℓ ∇Γ(K + 1/2)(1 − Pℓ)f‖2L2(Γ)Den mittleren Term auf der rehten Seite shätzen wir mit der inversen Ungleihung (4.3a) für V und (5.26)ab, während wir für den letzten Term die Dreieksungleihung, die inverse Ungleihung (4.3) für K undden Approximationssatz 3.26 verwenden. Dies liefert
‖h1/2ℓ ∇ΓV (Φℓ −Φex

ℓ )‖2L2(Γ)
. |||Φℓ − Φex

ℓ |||2 . osc2ℓ

‖h1/2ℓ ∇Γ(K + 1/2)(1 − Pℓ)f‖2L2(Γ)
. ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Pℓ)f‖2L2(Γ)

.



86 h-Adaptivität für die shwah singuläre IntegralgleihungDen rehten Term der zweiten Zeile shätzen wir mit der inversen Ungleihung 3.29 ab und erhalten
‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Pℓ)f‖L2(Γ) ≤ ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Jℓ)f‖L2(Γ) + ‖h1/2ℓ ∇Γ(Jℓ − Pℓ)f‖L2(Γ)

. ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Jℓ)f‖L2(Γ) + ‖(Jℓ − Pℓ)f‖H1/2(Γ)

≤ ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Jℓ)f‖L2(Γ) + ‖(1 − Jℓ)f‖H1/2(Γ) + ‖(1 − Pℓ)f‖H1/2(Γ)

. ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Jℓ)f‖L2(Γ),wobei wir im letzten Shritt wie in (5.26) argumentiert haben. Erneut zeigt Proposition 3.27, dass dierehte Seite durh oscℓ beshränkt ist. Somit gilt die erste Abshätzung in (5.24b), die zweite Abshätzungfolgt analog.Die Zuverlässigkeit (5.25) sieht man nun folgendermassen ein: Mit der Dreieksungleihung, der Zu-verlässigkeit aus Lemma 5.19 für ρex,ℓ, der Abshätzung (5.26) und der ersten Abshätzung in (5.24b)gilt
|||φ− Φℓ|||V ≤ |||φ− Φex

ℓ |||V + |||Φℓ − Φex
ℓ |||V . ρex,ℓ + oscℓ . ρℓ + oscℓ,womit (5.25) gezeigt ist.Wir führen nun drei Algorithmen an, in denen der Fehler durh den gewihteten Residualshätzergemessen wird. Im Falle der shwah singulären Integralgleihung geshieht dies durh den Shätzer ρℓ,im Falle des Dirihletproblems werden wir, wie bereits im h − h/2-Fall, die Datenapproximation durhOszillationen steuern.5.21 Algorithmus (solve-res-weaksing zur Lösung der shwah singulären Gleihung). Gegeben sei eingrobes Gitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ ⊆ ∂Ω ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N0. Wir verwenden Algorithmussolve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0) und θ und

• Φℓ ist die Galerkinlösung der shwah singulären Integralgleihung (5.8),
• τℓ(E)2 = ρℓ(E)2 mit dem Shätzer aus (5.21).5.22 Algorithmus (solve-res-dirihlet zur Lösung des Dirihletproblems). Gegeben sei ein grobesGitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ ⊆ ∂Ω, ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N0. Wir wählen Pℓ : H1/2(Γ) →

Sp+1(Eℓ) als H1/2(Γ)-orthogonale Projektion. Im Fall p = 0 kann auh Pℓ := Πℓ gewählt werden. Wirverwenden Algorithmus solve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0) und θ und
• Φℓ ist die Galerkinlösung des Dirihletproblems (5.9),
• τℓ(E)2 = ρℓ(E)2 + oscℓ(E)2 mit Shätzer und Oszillationen aus (5.22).5.23 Algorithmus (solve-separate-res-dirihlet zur Lösung des Dirihletproblems). Gegeben seiein grobes Gitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ ⊆ ∂Ω, ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N0. Wir wählen Pℓ :

H1/2(Γ) → Sp+1(Eℓ) als H1/2(Γ)-orthogonale Projektion. Im Fall p = 0 kann auh Pℓ := Πℓ gewähltwerden. Wir verwenden Algorithmus solve-separate 5.7 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0) und θ und
• Φℓ ist die Galerkinlösung des Dirihletproblems (5.9),
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• τℓ(E)2 = ρℓ(E)2 + oscℓ(E)2 mit Shätzer und Oszillationen aus (5.22).Wir zeigen nun die Shätzerreduktion für die drei angeführten Algorithmen. Für solve-res-weaksingund solve-res-dirihlet müssen wir dazu die Shätzer betrahten, für den Algorithmussolve-separate-res-dirihlet können wir uns mit Hilfe von Proposition 5.8 auf die Aussage fürsolve-res-dirihlet zurükziehen.5.24 Lemma. Für Algorithmus 5.21, solve-res-weaksing, gilt

ρ2ℓ+1 ≤ κ̂ρ2ℓ + Cred|||Φℓ+1 −Φℓ|||2V .Die Konstante 0 < κ̂ < 1 hängt nur von 0 < θ < 1 ab, die Konstante Cred zusätzlih von p, E0 und Γ.Insbesondere gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,
lim
ℓ→∞

ρℓ = lim
ℓ→∞

|||φ− Φℓ|||V = 0.Beweis. Anwenden der Dreieksungleihung und der Young'shen Ungleihung liefert für δ > 0

ρ2ℓ+1 = ‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ+1 − f)‖2L2(Γ)

≤
(
‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖L2(Γ) + ‖h1/2ℓ+1∇ΓV (Φℓ+1 − Φℓ)‖L2(Γ)

)2

≤ (1 + δ)‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(Γ)
+ (1 + δ−1)‖h1/2ℓ+1∇ΓV (Φℓ+1 − Φℓ)‖2L2(Γ)

.

(5.27)Den ersten Term betrahten wir elementweise:
‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(Γ)

=
∑

E∈Mℓ

‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(E) +
∑

E∈Eℓ\Mℓ

‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(E).Für markierte Elemente E ∈ Mℓ gilt hℓ+1|E ≤ qhℓ|E mit q = 2−1/2 < 1, da E zumindest geteilt wird.Elemente E ∈ Eℓ \Mℓ erfüllen zumindest hℓ+1|ℓ ≤ hℓ|ℓ, sodass wir also
‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(E) ≤

{
qρℓ(E)2 für E ∈ Mℓ,

ρℓ(E)2 für E ∈ Eℓ \Mℓerhalten. Aufgrund der Markierungsstrategie (5.11) gilt
‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(Γ)

≤ q
∑

E∈Mℓ

ρℓ(E)2 +
∑

E∈Eℓ\Mℓ

ρℓ(E)2 = ρ2ℓ − (1− q)
∑

E∈Mℓ

ρℓ(E)2

≤
(
1− θ(1− q)

)
ρ2ℓ .Wir setzen die letzte Abshätzung in (5.27) ein und erhalten

ρ2ℓ+1 ≤ (1 + δ)
(
1− θ(1− q)

)
ρ2ℓ + (1 + δ−1)‖h1/2ℓ+1∇ΓV (Φℓ+1 − Φℓ)‖2L2(Γ)

.Nun wählen wir δ > 0 klein genug, sodass κ̂ = (1 + δ) (1− (1− q)θ) < 1. Zusammen mit der inversenAbshätzung für V aus (4.4a) und der Normäquivalenz |||·|||V ≃ ‖·‖
H̃−1/2(Γ)

shlieÿen wir auf die Shätzerre-duktion
ρ2ℓ+1 ≤ κ̂ρ2ℓ + Cred|||Φℓ+1 −Φℓ|||2V .Laut Lemma 5.9 ist der letzte Term dann eine Nullfolge, und wir shlieÿen gemeinsam mit der Zuverläs-sigkeit von ρℓ und Lemma 5.11 auf lim
ℓ→∞

ρℓ = lim
ℓ→∞

|||φ− Φℓ|||V = 0, was zu zeigen war.



88 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihung5.25 Lemma. Für den Algorithmus 5.22, solve-res-dirihlet, gilt
τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖2H1/2(Γ) + |||Φℓ+1 − Φℓ|||2V

)Die Konstante 0 < κ̂ < 1 hängt nur von 0 < θ < 1 ab, die Konstante Cred zusätzlih von p, E0 und Γ.Insbesondere gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,
lim
ℓ→∞

τℓ = lim
ℓ→∞

(ρℓ + oscℓ) = lim
ℓ→∞

|||φ− Φℓ|||V = 0.Beweis. Wir benützen die Abkürzung fℓ := (1/2 +K)Pℓf . Iteratives Anwenden der Dreieksungleihungund der Youngshen Ungleihung liefert
τ2ℓ+1 ≤(1 + δ)‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − fℓ)‖2L2(Γ)

+ (1 + δ−1)(1 + δ̃)‖h1/2ℓ+1∇Γ(fℓ+1 − fℓ)‖2L2(Γ)

+ (1 + δ−1)(1 + δ̃−1)‖h1/2ℓ+1∇ΓV (Φℓ+1 − Φℓ)‖2L2(Γ)

+ (1 + δ)‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)∇Γf‖2L2(Γ)

(5.28)mit beliebigen δ, δ̃ > 0. Wir betrahten den ersten und den vierten Term auf der rehten Seite gemeinsam.Der Operator πpℓ+1 ist die Bestapproximation in L2, und wie im Beweis von Lemma 5.24 erhalten wir dann
‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − fℓ)‖2L2(E) + ‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)∇Γf‖2L2(E) ≤

{
qτℓ(E)2 für E ∈ Mℓ

τℓ(E)2 für E ∈ Eℓ \Mℓmit 0 < q < 1. Argumentieren wir wieder wie im Beweis von Lemma 5.24, erhalten wir mit der Dör�er-Markierung
‖h1/2ℓ+1∇Γ(V Φℓ − fℓ)‖2L2(Γ)

+ ‖h1/2ℓ+1(1− πpℓ+1)∇Γf‖2L2(Γ)
≤ (1− θ(1− q)) τ2ℓ . (5.29)Ausserdem gilt mit der Dreieksungleihung, der inversen Ungleihung aus Theorem 4.4 für K sowie derinversen Abshätzung aus Proposition 3.29

‖h1/2ℓ+1∇Γ(fℓ+1 − fℓ)‖L2(Γ) ≤ max
{
Cinv, 2C

K
inv

}
‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖H1/2(Γ). (5.30)Wir setzen (5.29) und (5.30) in (5.28) ein, wenden die inverse Ungleihung aus Theorem 4.4 für V undNormäquivalenz ||| · |||V ≃ ‖ · ‖H−1/2(Γ) an und erhalten

τ2ℓ+1 ≤(1 + δ) (1− θ(1− q)) τ2ℓ

+ C̃2(1 + δ−1)(1 + δ̃)‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖2H1/2(Γ)

+ (CeqC
V
inv)

2(1 + δ−1)(1 + δ̃−1)|||Φℓ+1 − Φℓ|||2V ,wobei wir C̃ := max
{
Cinv, 2C

K
inv

} gesetzt haben. Wir wählen δ > 0 so, dass (1 + δ) (1− θ(1− q)) < 1 ist,demnah gilt die Shätzerreduktion. Um Lemma 5.11 anwenden zu können, bleibt also zu zeigen, dass dieletzten beiden Terme der rehten Seite der Shätzerreduktion eine Nullfolge bilden. Zunähst gilt wegen



5.4 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Konvergenz 89der a-priori Konvergenz der Daten aus Lemma 5.10, dass Pℓf → f∞ in H1/2(Γ) existiert, somit ist derzweite Term bereits eine Nullfolge,
‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖H1/2(Γ) → 0.Wir betrahten den letzten Term: mit Φex
∞,ℓ ∈ Pp(Eℓ) bezeihnen wir die Galerkinlösung des Dirihletprob-lems (5.9) mit rehter Seite f∞. Weil Pp(Eℓ) ⊆ Pp(Eℓ+1) gilt, folgt mit Lemma 5.9
Φex
∞,ℓ → φ∞ in H−1/2(Γ).Ausserdem gilt wegen der Stabilität der Galerkinmethode und der a-priori Konvergenz der Daten

|||Φex
∞,ℓ − Φℓ|||V . ‖(1/2 +K)(f∞ − Pℓf)‖H1/2(Γ) . ‖f∞ − Pℓf‖H1/2(Γ) → 0.Aus diesen beiden Beobahtungen folgt unmittelbar

|||φ∞ −Φℓ|||V ≤ |||φ∞ − Φex
∞,ℓ|||V + |||Φex

∞,ℓ − Φℓ|||V → 0sodass also |||Φℓ+1 − Φℓ|||V → 0. Lemma 5.11 besagt shlieÿlih, dass τℓ → 0 für ℓ → ∞ und durh dieZuverlässigkeit (5.25) gilt daher auh limℓ→∞ |||φ− Φℓ|||V = 0.5.26 Lemma. Für den Algorithmus 5.23, solve-separate-res-dirihlet, gilt
τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖(Pℓ+1 − Pℓ)f‖2H1/2(Γ)

+ |||Φℓ+1 − Φℓ|||2V
)Die Konstante 0 < κ̂ < 1 hängt nur von 0 < θ1, θ2, ϑ < 1 ab, die Konstante Cred zusätzlih von p, E0 und

Γ. Insbesondere gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,
lim
ℓ→∞

τℓ = lim
ℓ→∞

(ρℓ + oscℓ) = lim
ℓ→∞

|||φ−Φℓ|||V = 0.Beweis. Da die separate Markierungsstrategie von Algorithmus 5.23 laut Proposition 5.8 die Dör�er-markierung (5.11) nah sih zieht, folgt dies unmittelbar aus Lemma 5.25.Es stellt sih als shwierig heraus, eine Kontraktionsgröÿe für den Algorithmus 5.22 solve-res-dirihletzu bekommen, siehe dazu die Diskussion vor Theorem 5.29.Für den Algorithmus 5.23 solve-separate-res-dirihlet ist dies aber möglih, wenn wir die Kontrak-tionsgröÿe mit der Galerkinlösung der exakten rehten Seite f de�nieren. Der Fehlershätzer, den wir dazubetrahten müssen, ist der Folgende. Wir bemerken, dass dieser Shätzer nur von theoretishem Interesseist und in einem adaptiven Algorithmus niht berehnet werden muss.5.27 Lemma. Wir verwenden Algorithmus 5.23, solve-separate-res-dirihlet. In jedem Shritt be-trahten wir zusätzlih
τex,ℓ(E)2 = ρex,ℓ(E

2) + oscℓ(E)2,wobei ρex,ℓ der Shätzer aus (5.23) ist und oscℓ in (5.22) de�niert wurde. Dann gilt das Folgende: Dieseparierte Markierungsstrategie (5.12) und (5.13) für τℓ impliziert Dör�ermarkierung für τex,ℓ
θ
∑

E∈Eℓ

τex,ℓ(E)2 ≤
∑

E∈Mℓ

τex,ℓ(E)2, (5.31)



90 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihungwobei 0 < θ < 1 von θ1, θ2, ϑ und Cex abhängt. Ausserdem gilt die Shätzerreduktion
τ2ex,ℓ+1 ≤ κ̂τ2ex,ℓ + Cred|||Φex

ℓ+1 −Φex
ℓ |||2V . (5.32)Die Konstante 0 < κ̂ < 1 hängt nur von θ1, θ2, ϑ und Cex ab, die Konstante Cred zusätzlih von p, E0 und

Γ.Beweis. Im Fall osc2ℓ ≤ ϑρ2ℓ ist wegen (5.24b)
τ2ex,ℓ ≤ Cexτ

2
ℓ ≤ Cex(1 + ϑ)ρ2ℓ . (5.33)Die Markierungsstrategie (5.12) und (5.24b) liefern

θ1ρ
2
ℓ ≤ ρℓ(Mℓ)

2 ≤ Cex

(
ρex,ℓ(Mℓ)

2 + osc2ℓ
)
≤ Cexτex,ℓ(Mℓ)

2 + Cexϑρ
2
ℓ ,wodurh wir

(θ1 − Cexϑ)ρ
2
ℓ ≤ Cexτex,ℓ(Mℓ)

2erhalten. Setzen wir dies in die Gleihung (5.33) ein, sehen wir
C−2
ex (θ1 − Cexϑ)(1 + ϑ)−1τ2ex,ℓ ≤ τex,ℓ(Mℓ)

2,und für genügend kleines ϑ > 0 erhalten wir C−2
ex (θ1−Cexϑ)(1+ϑ)−1 ∈ (0, 1). Ist andererseits osc2ℓ > ϑρ2ℓ ,dann ist aufgrund von (5.13)

θ2τ
2
ex,ℓ ≤ θ2Cex

(
ρ2ℓ + osc2ℓ

)
≤ θ2Cex(1 + ϑ−1)osc2ℓ

≤ Cex(1 + ϑ−1)oscℓ(Mℓ)
2 ≤ Cex(1 + ϑ−1)τex,ℓ(Mℓ)

2.Wir shlieÿen also
θ2C

−1
ex (1 + ϑ−1)−1τ2ex,ℓ ≤ τex,ℓ(Mℓ)

2und es ist θ2C−1
ex (1 + ϑ−1)−1 ∈ (0, 1). Mit θ := min

{
C−2
ex (θ1 − Cexϑ)(1 + ϑ)−1, θ2C

−1
ex (1 + ϑ−1)−1

}
< 1erhalten wir dann (5.31). Die Shätzerreduktion von τex,ℓ folgt dann genauso wie in den Beweisen derLemmata 5.24 und 5.25.5.5 Gewihteter residualer Fehlershätzer und QuasioptimalitätZunähst bestimmen wir eine Kontraktionsgröÿe für den gewihteten Residualshätzer im Falle der shwahsingulären Integralgleihung.5.28 Theorem (Kontraktion für shwah singuläre Integralgleihung). Für Algorithmus 5.21,solve-res-weaksing, gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < λ, κ < 1, sodass der Quasi-Fehlerin jedem Shritt eine Kontraktion ist, d.h.:

∆ℓ+1 ≤ κ∆ℓ mit ∆ℓ := |||φ− Φℓ|||2V + λρ2ℓ ≃ ρ2ℓ .Die Konstanten λ und κ hängen nur vom Adaptivitätsparameter θ, von E0, von Γ und von p ab. Insbesonderefolgt daraus lim
ℓ→∞

|||φ− Φℓ|||V = 0 = lim
ℓ→∞

ρℓ.



5.5 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 91Beweis. Aufgrund der Shahtelung Pp(Eℓ) ⊆ Pp(Eℓ+1) und der Galerkinorthogonalität
〈〈φ− Φℓ+1 ,Ψℓ+1〉〉 = 0 for all Ψℓ+1 ∈ Pp(Eℓ+1),gilt
|||φ− Φℓ+1|||2V = |||φ− Φℓ|||2V − |||Φℓ+1 −Φℓ|||2V .Die Fehlershätzerreduktion aus Lemma 5.24 lautet

ρ2ℓ+1 ≤ κ̂ ρ2ℓ + Cred|||Φℓ+1 − Φℓ|||2V . (5.34)Wir addieren die Galerkinorthogonalität und die Fehlershätzerreduktion, wobei wir die zweite mit einem
0 < λ < 1 gewihten, welhes λCred < 1 erfüllt, und erhalten

∆ℓ+1 = |||φ−Φℓ+1|||2V + λρ2ℓ+1 ≤ |||φ− Φℓ|||2V + λκ̂ ρ2ℓ + (λCred − 1) |||Φℓ+1 − Φℓ|||2V
≤ |||φ− Φℓ|||2V + λκ̂ ρ2ℓ .

(5.35)Wir wählen ε > 0, spalten einen Teil des Galerkinfehlers ab und benutzen die Zuverlässigkeit von ρℓ ausLemma 5.19,
|||φ− Φℓ|||2V + λκ̂ ρ2ℓ ≤ (1− λε) |||φ − Φℓ|||2V + λ(κ̂+ C2

relε) ρ
2
ℓ ≤ κ∆ℓ, (5.36)wobei κ := max{1−λε , κ̂+C2

relε} ist. Da λ > 0 und 0 < κ̂ < 1 gilt, können wir ε > 0 klein genug wählen,um 0 < κ < 1 zu erhalten. Die Kombination von (5.35) und (5.36) liefert die Kontraktionseigenshaft.Im Falle des Dirihletproblems beinhaltet die Shätzerreduktion aus Lemma 5.25 den Term ‖Pℓ+1f −
Pℓf‖H1/2(Γ), der dann auh in der Kontraktionsgröÿe auftauhen würde. Das Problem dabei ist, dasswir im Allgemeinen keine Orthogonalitätseigenshaften von Pℓ zur Verfügung haben, um einen solhenTerm zu kontrollieren. Wir gehen deshalb anders vor und verwenden die Kontraktionseigenshaft von τex,ℓaus Lemma 5.27, das solhe Terme niht beinhaltet. Der Beweis der folgenden Aussage überträgt sihwortwörtlih von Lemma 5.28.5.29 Theorem (Kontraktion für Dirihletproblem). Für Algorithmus 5.23, solve-separate-res-dirihlet,gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < λ, κ < 1, sodass der Quasi-Fehler des ungestörten Problemsin jedem Shritt eine Kontraktion ist, d.h.:

∆ex,ℓ+1 ≤ κ∆ex,ℓ mit ∆ex,ℓ := |||φ− Φex
ℓ |||2V + λτ2ex,ℓ ≃ τ2ex,ℓ.Die Konstanten λ und κ hängen nur vom Adaptivitätsparameter θ, von E0, von Γ, von p und von Cex ab.

� Wir zeigen nun die diskrete lokale Zuverlässigkeit für den gewihteten Residualshätzer.5.30 Lemma (Diskrete lokale Zuverlässigkeit). Für ein beliebiges grobes Gitter E0 seien zwei Verfeinerun-gen E⋆ = refine(E0) und Eℓ = refine(E0) gegeben, sodass E⋆ feiner ist als Eℓ, E⋆ = refine(Eℓ). Es beze-ihnen Φ⋆ ∈ Pp(E⋆) und Φℓ ∈ Pp(Eℓ) die Galerkinlösungen der shwah singulären Integralgleihung (5.8).Für die verfeinerten Elementen Rℓ = Eℓ \ E⋆ gilt
#ω(Rℓ) ≤ C ′

dlr#Rℓ



92 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihungund
|||Φℓ − Φ∗|||V ≤ Cdlr

( ∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2
)1/2

, (5.37)wobei ρℓ(E) wie in (5.21) de�niert ist. Die Konstanten Cdlr, C
′
dlr > 0 hängen nur von p, Γ und E0 ab. DieAussage gilt auh mit den Galerkinlösungen Φex

⋆ und Φex
ℓ des Dirihletproblems (5.9) und ρex,ℓ aus (5.22).Beweis. Wir beweisen die Aussage nur im Falle der shwah singulären Gleihung, da man für das Dirih-letproblem analog argumentieren kann. Die Abshätzung #ω(Rℓ) ≤ C ′

dlr#Rℓ gilt, da wir aufgrund vonLemma 3.4 mitγ-formregulären Gittern arbeiten. Daher ist die Anzahl der Elemente in einem Path uni-form beshränkt. Wir zeigen nun (5.37). Aus Φ⋆ − Φℓ ∈ Pp(E⋆) folgt
|||Φ⋆ − Φℓ|||2V . 〈V (Φ⋆ − Φℓ) ,Φ⋆ −Φℓ〉 = 〈f − V Φℓ ,Φ⋆ − Φℓ〉.Mit ηz ∈ S1(Eℓ) bezeihnen wir die Hutfunktion für den Knoten z ∈ Nℓ. Die Menge aller Knoten, die inden verfeinerten Elementen liegen, bezeihnen wir mit NR

ℓ := Nℓ ∩
(⋃Rℓ

). Zusätzlih de�nieren wir dieShiht an Elementen, die um die verfeinerten Elemente liegen, als Sℓ := ω(Rℓ) \ Rℓ. Wir haben also einedisjunkte Zerlegung
ω(Rℓ) = Rℓ∪̇Sℓ und Eℓ = Rℓ∪̇

(
Eℓ \ ω(Rℓ)

)
∪̇SℓNun de�nieren wir den Operator mℓ : Pp(E⋆) → Pp(Eℓ) elementweise auf Eℓ durh

mℓ(Ψ⋆)|E :=

{
0 for E ∈ Eℓ \ E⋆,
Ψ⋆|E sonst.Es gilt nun

〈f − V Φℓ ,Ψ⋆〉Γ = 〈f − V Φℓ , (1−mℓ)Ψ⋆〉Γ
= 〈

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ) , (1−mℓ)Ψ⋆〉Γ

= 〈
∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ) ,Ψ⋆〉Γ − 〈
∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ) ,Ψ⋆|⋃Sℓ
〉Γ.Die erste Gleihheit folgt aus der Galerkin-Orthogonalität auf Pp(Eℓ),die zweite Gleihheit aus supp((1−mℓ)Ψ⋆) ⊆ Rℓ. Die dritte Gleihheit folgt aus der De�nition von mℓ.Wir shlieÿen

〈f − V Φℓ ,Ψ⋆〉Γ ≤ ‖
∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖H1/2(Γ)‖Ψ⋆‖H−1/2(Γ)

+ ‖h−1/2
ℓ

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖L2(Γ)‖h1/2⋆ Ψ⋆‖L2(∪Sℓ)

≤ ‖
∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖H1/2(Γ)‖Ψ⋆‖H−1/2(Γ)

+ ‖h−1/2
ℓ

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖L2(Γ)‖h1/2⋆ Ψ⋆‖L2(Γ)

(5.38)



5.5 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 93wobei wir hℓ = h⋆ auf Sℓ ausnutzen. Die inverse Ungleihung aus Proposition 3.28 liefert
〈f − V Φℓ ,Ψ⋆〉Γ .


‖

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖H1/2(Γ) + ‖h−1/2
ℓ

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖L2(Γ)


 ‖Ψ⋆‖H−1/2(Γ)Der erste Term auf der rehten Seite kann analog zu [CMS01℄ abgeshätzt werden: Zuerst zerlegen wir dieMenge der Knoten Nℓ =

⋃m
i=1 N i

ℓ , wobei die N i
ℓ paarweise disjunkt sind und supp(ηz1)∩ supp(ηz2) = ∅ füralle z1 ∈ N i

ℓ , z2 ∈ N j
ℓ mit i 6= j gilt. Mit ωz := supp(ηz) folgt aus [CMS01, Lemma 2.1℄
‖

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖2H1/2(Γ)
.

m∑

i=1

∥∥∥
∑

z∈NR

ℓ ∩N i
ℓ

ηz(f − V Φℓ)
∥∥∥
2

H1/2(Γ)

.
∑

z∈NR

ℓ

‖ηz(f − V Φℓ)‖2H1/2(ωz)
.

(5.39)Analog zu [CMS01, Theorem 3.2℄ erhalten wir
‖ηz(f − V Φℓ)‖2H1/2(ωz)

≤ ‖ηz(f − V Φℓ)‖2H1/2(Γ)

. ‖ηz(f − V Φℓ)‖L2(ωz)‖ηz(f − V Φℓ)‖H1(ωz)

. hℓ(1 + h2ℓ )
1/2‖∇Γ(ηz(f − V Φℓ))‖2L2(ωz)

,

(5.40)wobei die letzte Abshätzung aus der Friedrish'shen Ungleihung folgt. Aus 〈V (Φ⋆ − Φℓ) , χE〉 = 0 für
χE ∈ P0(Tℓ) und Poinaré's Ungleihung erhalten wir

‖∇(ηz(f − V Φℓ))‖L2(ωz) ≤ ‖(∇ηz)(f − V Φℓ))‖L2(ωz) + ‖ηz∇(f − V Φℓ)‖L2(ωz)

. ‖h−1
ℓ (f − V Φℓ)‖L2(ωz) + ‖∇(f − V Φℓ)‖L2(ωz)

. ‖∇(f − V Φℓ)‖L2(ωz).

(5.41)Die Abshätzungen (5.39)�(5.41) ergeben
‖

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖2H1/2(Γ)
. ‖h1/2ℓ ∇(f − V Φℓ)‖L2(ω(NR

ℓ )) (5.42)Der zweite Term auf der rehten Seite von (5.38) wird analog abgeshätzt,
‖h−1/2

ℓ

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖2L2(Γ) .

m∑

i=1

‖
∑

z∈NR

ℓ ∩N i
ℓ

h
−1/2
ℓ ηz(f − V Φℓ)‖2L2(Γ)

.
∑

z∈NR

ℓ

diam(ωz)
−1‖ηz(f − V Φℓ)‖2L2(ωz)

.
∑

z∈NR

ℓ

‖h1/2ℓ ∇(ηz(f − V Φℓ)‖2L2(ωz)
.



94 h-Adaptivität für die shwah singuläre IntegralgleihungAus (5.41) folgt
‖h−1/2

ℓ

∑

z∈NR

ℓ

ηz(f − V Φℓ)‖L2(Γ) . ‖h1/2ℓ ∇(f − V Φℓ)‖L2(ω(Rℓ)). (5.43)Wir setzen Ψ⋆ = Φ⋆ −Φℓ. Einsetzen von (5.42) und (5.43) in (5.38) liefert dann
|||Φ⋆ − Φℓ|||2V = 〈f − V Φℓ ,Ψ⋆〉 . ‖h1/2ℓ ∇(f − V Φℓ)‖L2(ω(Rℓ)) ‖Φ⋆ − Φℓ‖H̃−1/2(Γ).Die Kontraktionseigenshaften aus den Theoremen 5.28 und 5.29 stellen unter gegebenen Markierungsstrate-gien siher, dass die Gröÿen ∆ℓ kontrahierend sind. Es ist heuristish klar, dass für einen e�zienten Al-gorithmus auh die umgekehrte Aussage gelten muss, denn sonst wären die Markierungsstrategien eineshlehte Wahl. Wir formulieren dies Heuristik in den folgenden beiden Lemmata.5.31 Lemma (Optimalität des Dör�er-Markings für shwah singuläre Gleihung). Es gibt eine Konstante

0 < θ⋆ < 1, sodass das Folgende gilt: Für jede Verfeinerung E⋆ von Eℓ, d.h. E⋆ = refine(Eℓ), gilt
ρ2⋆ ≤ κ⋆ρ

2
ℓ =⇒ θρ2ℓ ≤

∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2für alle 0 < θ < θ⋆ und κ⋆ := 1
2

(
1− θ

θ⋆

)
∈ (0, 1/2). Die Konstante θ⋆ hängt von Γ, E0 und p ab.Beweis. Auf Eℓ ∩ E⋆ gilt hℓ = h⋆. Es gilt

∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρℓ(E)2 = ‖h1/2ℓ ∇Γ(V Φℓ − f)‖2L2(
⋃

Eℓ∩E⋆)

≤ 2‖h1/2⋆ ∇ΓV (Φℓ − Φ⋆)‖2L2(
⋃

Eℓ∩E⋆)
+ 2

∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρ⋆(E)2

≤ 2(CV
invCeq)

2|||Φℓ − Φ⋆|||2V + 2
∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρ⋆(E)2wobei wir im letzten Shritt die inverse Ungleihung aus Theorem 4.4 für V und Normäquivalenz ||| · |||V ≃
‖ · ‖H̃−1/2(Γ) angewendet haben. Wir shlieÿen

∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρℓ(E)2 − 2
∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρ⋆(E)2 ≤ 2(CV
invCeq)

2|||Φℓ − Φ⋆|||2V , (5.44)dies führt shlieÿlih auf
ρ2ℓ − 2ρ2⋆ ≤

∑

E∈Eℓ\E⋆

ρℓ(E)2 +
∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρℓ(E)2 − 2
∑

E∈Eℓ∩E⋆

ρ⋆(E)2

≤
∑

E∈Eℓ\E⋆

ρℓ(E)2 + 2(CV
invCeq)

2|||Φℓ − Φ⋆|||2V

≤
(
1 + 2(CV

invCeqCdlr)
2
) ∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2,



5.5 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 95wobei wir für die letzte Abshätzung die diskrete lokale Zuverlässigkeit aus Lemma 5.30 verwendet haben.Aufgrund der Wahl von κ⋆ gilt
(1− 2κ⋆)ρ

2
ℓ = ρ2ℓ − 2κ⋆ρ

2
ℓ ≤ ρ2ℓ − 2ρ2⋆ ≤

(
1 + 2(CV

invCeqCdlr)
2
) ∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2.Setzen wir
θ⋆ :=

1

1 + 2(CV
invCeqCdlr)2dann gilt 0 < θ⋆ < 1 und wir erhalten das Gewünshte.5.32 Lemma (Optimalität der seperaten Markierung für Dirihletproblem). Für beliebiges 1 < θ2 < 0gibt es Konstanten 0 < θ⋆,1, ϑ⋆ < 1, sodass das Folgende gilt: Für jede Verfeinerung E⋆ von Eℓ, d.h.

E⋆ = refine(Eℓ), gilt
τ2ex,⋆ ≤ κ⋆τ

2
ex,ℓ =⇒





∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2 ≥ θ1ρ
2
ℓ falls osc2ℓ ≤ ϑρ2ℓ

∑

E∈ω(Rℓ)

oscℓ(E)2 ≥ θ2osc
2
ℓ falls osc2ℓ > ϑρ2ℓ .

(5.45)für alle θ1 ∈ (0, θ⋆,1), ϑ ∈ (0, ϑ⋆) und κ⋆ = 1−θ2
Cex(1+ϑ−1)

.Beweis. Auf Eℓ∩E⋆ gilt hℓ = h⋆, woraus mit Bestapproximationseigenshaft von πp für die Oszillationsterme
‖h1/2⋆ (1− πp⋆)∇Γf‖2L2(

⋃
Eℓ∩E⋆)

= ‖h1/2ℓ (1− πpℓ )∇Γf‖2L2(
⋃

Eℓ∩E⋆)folgt. Es gilt daher
∑

E∈Eℓ∩E⋆

τex,ℓ(E)2 = ‖h1/2ℓ ∇Γ(V Φex
ℓ − f)‖2L2(

⋃
Eℓ∩E⋆)

+ ‖h1/2⋆ (1− πp⋆)∇Γf‖2L2(
⋃

Eℓ∩E⋆)

≤ 2‖h1/2⋆ ∇ΓV (Φex
ℓ − Φex

⋆ )‖2L2(
⋃

Eℓ∩E⋆)

+ 2‖h1/2⋆ ∇Γ(V Φex
⋆ − f)‖2L2(

⋃
Eℓ∩E⋆)

+ osc⋆(Eℓ ∩ E⋆)2,und wir erhalten mit der inversen Abshätzung (4.3a) und Normäquivalenz
∑

E∈Eℓ∩E⋆

τex,ℓ(E)2 − 2
∑

E∈Eℓ∩E⋆

τex,⋆(E)2 ≤ 2(CV
invCeq)

2|||Φex
ℓ − Φex

⋆ |||2V .Die letzte Abshätzung entspriht gerade (5.44) im Beweis von Lemma 5.31, wodurh wir weiter vorgehenkönnen wie dort und shlieÿlih die Optimalität der Dör�er-Markierung
τ2ex,⋆ ≤

1

2

(
1− θ

θ⋆

)
τ2ex,ℓ =⇒ θτ2ex,ℓ ≤

∑

E∈ω(Rℓ)

τex,ℓ(E)2 (5.46)



96 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihungfür alle 0 < θ < θ⋆ erhalten. Sei nun θ2 ∈ (0, 1) beliebig, aber fest. Wir wählen ϑ⋆ ∈ (0, 1) so klein, dass
ϑ⋆ <

θ⋆
2
C−2
ex und κ :=

1− θ2

Cex(1 + ϑ−1
⋆ )

∈ (0,
1

4
).Aus (5.46) erhalten wir durh diese Wahl von κ

τ2ex,⋆ ≤ κτ2ex,ℓ =⇒ θτ2ex,ℓ ≤
∑

E∈ω(Rℓ)

τex,ℓ(E)2 (5.47)mit einem θ, welhes θ⋆/2 ≤ θ < θ⋆ erfüllt. Wir setzen
θ⋆,1 := C−2

ex θ − ϑ⋆und bemerken θ⋆,1 ∈ (0, 1).Nun sei ϑ ≤ ϑ⋆ und θ1 ≤ θ⋆,1. Wir de�nieren
κ⋆ :=

1− θ2
Cex(1 + ϑ−1)

,und wegen ϑ < ϑ⋆ gilt auh κ⋆ < κ. Wir können nun (5.45) zeigen. Dazu sei also τ2ex,⋆ ≤ κ⋆τ
2
ex,ℓ. Da κ⋆ < κgilt, erhalten wir aus (5.47)

θτ2ex,ℓ ≤
∑

E∈ω(Rℓ)

τex,ℓ(E)2. (5.48)Ist die Bedingung osc2ℓ ≤ ϑρ2ℓ erfüllt, so liefert zweimalige Anwendung von (5.24b) und (5.48)
θρ2ℓ ≤ Cexθτ

2
ex,ℓ ≤ Cex

∑

E∈ω(Rℓ)

τex,ℓ(E)2 ≤ C2
ex

( ∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2 + osc2ℓ

)
≤ C2

ex

( ∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2 + ϑρ2ℓ

)
,woraus wir

(C−2
ex θ − ϑ)ρ2ℓ ≤

∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2shlieÿen können. Aufgrund der De�nition von θ⋆,1 erhalten wir wegen ϑ < ϑ⋆ somit
θ1ρ

2
ℓ ≤ θ⋆,1ρ

2
ℓ <

∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2.Ist andererseits die Bedingung osc2ℓ ≥ ϑρ2ℓ erfüllt, so ist
∑

E∈Eℓ∩E⋆

oscℓ(E)2 =
∑

E∈Eℓ∩E⋆

osc⋆(E)2 ≤ τ2ex,⋆ ≤ κ⋆τ
2
ex,ℓ ≤ κ⋆Cex

(
ρ2ℓ + osc2ℓ

)
≤ κ⋆Cex(1 + ϑ−1)osc2ℓAufgrund der De�nition von κ⋆ ist dies äquivalent zu

θ2osc
2
ℓ ≤

∑

E∈Eℓ\E⋆

oscℓ(E)2 ≤
∑

E∈ω(Rℓ)

oscℓ(E)2,womit der Beweis abgeshlossen ist.



5.5 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 97Wir de�nieren nun die Approximationsklassen, für deren Elemente die vorgestellten adaptiven Algo-rithmen quasi-optimal konvergieren.5.33 De�nition (Approximationsklassen für adaptive Algorithmen). Es sei E0 ein beliebiges Gitter auf
Γ ⊆ ∂Ω. Wir de�nieren für s > 0

|φ|s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

ρ⋆,wobei ρ⋆ den Fehlershätzer (5.21) auf dem Gitter E⋆ bezeihnet. Wir die Approximationsklasse As durh
φ ∈ As :⇐⇒ |φ|s <∞.Weiters de�nieren wir

|φ, f |s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

τ⋆,wobei τ2⋆ := ρ2⋆ + osc2⋆ mit Shätzer und Oszillationen aus (5.22) ist. Dann de�nieren wir die Approxima-tionsklasse As durh
(φ, f) ∈ As :⇐⇒ |φ, f |s <∞.Nun können wir die quasi-optimale Konvergenzrate für den gewihteten Residualshätzer beweisen.5.34 Theorem. Wir verwenden Algorithmus 5.21, solve-res-weaksing, zur Lösung der shwah sin-gulären Integralgleihung 5.6. Dann existiert eine Konstante 0 < θ⋆ < 1, sodass für alle Parameter

0 < θ < θ⋆ gilt: Die Galerkinlösungen Φℓ und die Gitter Eℓ, die von Algorithmus 5.21 erzeugt werden,erfüllen
C−1
rel |||φ− Φℓ||| ≤ ρℓ ≤ Copt|φ|s (#Eℓ −#E0)−s , (5.49)falls φ ∈ As ist für s > 0. Die Konstante Copt hängt nur von θ, s, p und dem groben Gitter E0 ab.Beweis. Wir setzen ε2 := δρ2ℓ mit einem 0 < δ < 1, welhes wir später wählen werden. Wegen φ ∈ Askönnen wir ein Gitter Eε wählen, sodass
#Eε −#E0 ≤ |φ|1/ss ε−1/s und ρ2ε ≤ ε2. (5.50)Wir betrahten den Overlay E⋆ := Eℓ ⊕ Eε. Es gilt

ρ2⋆ = ‖h1/2⋆ ∇Γ(V Φ⋆ − f)‖2L2(Γ)

≤ 2‖h1/2⋆ ∇Γ(V Φε − f)‖2L2(Γ)
+ 2‖h1/2⋆ ∇ΓV (Φ⋆ − Φε)‖2L2(Γ)

≤ 2ρ2ε + 2(CV
inv)

2|||Φ⋆ − Φε|||2V
≤ 2

(
1 +

(
CV
invCexCeq

)2)
ρ2ε,



98 h-Adaptivität für die shwah singuläre Integralgleihungwobei wir im letzten Shritt die inverse Ungleihung (4.3a) für V angewendet haben. Aufgrund von (5.50)und der Wahl von ε folgt
ρ2⋆ ≤ 2

(
1 +

(
CV
invCexCeq

)2)
δρ2ℓ .Nun wählen wir 0 < δ < 1 so, dass ρ2⋆ ≤ κ⋆ρ

2
ℓ mit κ⋆ aus Lemma 5.31 gilt, und shlieÿen mit diesemLemma

θρ2ℓ ≤
∑

E∈ω(Rℓ)

ρℓ(E)2.Da aber Mℓ als minimale Menge mit dieser Eigenshaft gewählt wird, sehen wir
#Mℓ ≤ #ω(Rℓ) ≤ C ′

dlr#Rℓ ≤ C ′
dlr(#E⋆ −#Eℓ) ≤ C ′

dlr(#Eε −#E0),woraus wir mit (5.50) und der Wahl von ε die Abshätzung
#Mℓ ≤ C ′

dlr|φ|1/ss ε−1/s ≤ C ′
dlr|φ|1/ss δ−1/(2s)ρ

−1/s
ℓerhalten. Wegen

ρ
−1/s
ℓ ≤ ∆−1/(2s)

(
C2
rel + λ

)−1/(2s)gilt also
#Mℓ . |φ|1/ss ∆−1/(2s).Wir verwenden Lemma 3.14 und setzen obige Abshätzung ein, um

#Eℓ − E0 ≤ Cnvb

ℓ−1∑

j=0

#Mj . |φ|1/ss

ℓ−1∑

j=0

∆
−1/(2s)
jzu erhalten. Induktives Anwenden von Theorem 5.28 ergibt ∆ℓ ≤ κℓ−j∆j und somit

∆
−1/(2s)
j ≤ κ(ℓ−j)/(2s)∆

−1/(2s)
ℓ .Aufgrund der Konvergenz der geometrishen Reihe ergibt sih

#Eℓ − E0 . |φ|1/ss ∆
−1/(2s)
ℓ

ℓ−1∑

j=0

κ(ℓ−j)/(2s) ≤ C ′
dlr|φ|1/ss

(
1

1− κ1/(2s)
− 1

)
∆

−1/(2s)
ℓ ,beziehungsweise ∆1/2

ℓ . |φ|s (#Eℓ −#E0)−s mit einer Konstanten, die nur von θ, s, p und E0 abhängt. LautTheorem 5.28 gilt damit auh ρℓ ≤ CoptC
s
nvb|φ|s (#Eℓ −#E0)−s mit einer Konstanten Copt, die nur von θ,

s, p und E0 abhängt. Dies zeigt die zweite Abshätzung in (5.49). Die erste folgt aus der Zuverlässigkeitdes Shätzers ρℓ aus Lemma 5.19.



5.5 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 995.35 Theorem. Wir verwenden Algorithmus 5.23, solve-separate-res-dirihlet, zur Lösung desDirihletproblems 5.7. Für beliebiges 0 < θ2 < 1 existieren Konstanten 0 < θ⋆,1, ϑ⋆ < 1, sodass füralle Parameter 0 < θ1 < θ⋆,1 und 0 < ϑ < ϑ⋆ gilt: Die Galerkinlösungen Φℓ und die Gitter Eℓ, die vonAlgorithmus 5.23 erzeugt werden, erfüllen
C−1
rel |||φ− Φℓ||| ≤ τℓ ≤ Copt|φ, f |ex,s (#Eℓ −#E0)−s , (5.51)falls (φ, f) ∈ As ist für s > 0. Die Konstante Copt hängt nur von θ, s, p und E0 ab. Hier ist

|φ, f |ex,s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

τex,⋆.Beweis. Die erste Abshätzung in (5.51) folgt aus der Zuverlässigkeit (5.25), der Rest des Beweises beshäftigtsih deshalb nur mit der zweiten Abshätzung. Da (φ, f) ∈ As ist, gilt wegen (5.24b) auh |φ, f |ex,s < ∞.Gehen wir analog dem Beweis von Theorem 5.34 vor, so �nden wir ein Gitter E⋆ := Eε⊕Eℓ mit τ2ex,⋆ ≤ κ⋆τ
2
ex,ℓmit κ⋆ aus Lemma 5.32 und

#Rℓ ≤ #E⋆ −#Eℓ ≤ #Eε −#E0 ≤ |φ, f |1/sex,sδ
−1/(2s)τ

−1/s
ex,ℓ .Wegen Lemma 5.32 erfüllt ω(Rℓ) die separierte Markierungsstrategie - weil aber Mℓ als Menge kleinsterKardinalität mit dieser Eigenshaft gewählt wird, ist dann

#Mℓ ≤ #ω(Rℓ) ≤ C ′
dlr|φ, f |1/sex,sδ

−1/(2s)τ
−1/s
ex,ℓ .Wir erhalten also wie im Beweis von Theorem 5.34 ∆

1/2
ex,ℓ . Cs

nvb|φ, f |ex,s (#Eℓ −#E0)−s. Mit den Ab-shätzungen (5.24b) und ∆ex,ℓ ≃ τ2ex,ℓ erhalten wir damit auh τℓ . |φ, f |ex,s (#Eℓ −#E0)−s, was zu zeigenwar.





Kapitel 6
h-Adaptivität für die hypersinguläreIntegralgleihungIn diesem Kapitel entwikeln wir die Theorie zur Konvergenz und Quasioptimalität von adaptiven Algo-rithmen zur Lösung der hypersingulären Integralgleihung

Wu = gmit dem hypersingulären Randintegraloperator W aus (4.1). Wir gehen analog vor wie beim Einfah-shihtpotential. Da viele der Aussagen sih fast wortwörtlih reproduzieren lassen (modulo der Wahl derrihtigen inversen Ungleihungen und Approximationsaussagen aus den vorigen Kapiteln), werden wir nihtalle Beweise angeben, sondern nur die, die sih in der Beweisführung von ihren Gegenstüken untersheiden.Zu Beginn führen wir die zu lösenden Gleihungen und die Galerkinverfahren an.6.1 Proposition (Hypersinguläre Integralgleihung). Es bezeihnet Ω ein Lipshitzgebiet und Γ ⊆ ∂Ω einezusammenhängende Teilmenge. Für gegebenes φ ∈ H−1/2(Γ) existiert eine shwahe Lösung u ∈ H̃
1/2
⋆ (Γ)des Variationsproblems

〈Wu, v〉
H−1/2(Γ)×H̃

1/2
⋆ (Γ)

= 〈φ , v〉
H−1/2(Γ)×H̃

1/2
⋆ (Γ)

für alle v ∈ H̃
1/2
⋆ (Γ). (6.1)

�6.2 Proposition (Neumannproblem). Es bezeihnet Ω ein Lipshitzgebiet und Γ = ∂Ω. Für gegebenes
φ ∈ H−1/2(Γ) existiert eine shwahe Lösung u ∈ H

1/2
⋆ (Γ) des Variationsproblems

〈Wu, v〉
H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ)

= 〈(1/2 −K ′)φ , v〉
H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ)

für alle v ∈ H
1/2
⋆ (Γ). (6.2)

�Analog zur shwah singulären Integralgleihung stellen wir nun die Galerkinverfahren auf. Für dasNeumannproblem (6.2) wollen wir die Daten φ wieder durh diskrete Funktionen approximieren.



102 h-Adaptivität für die hypersinguläre Integralgleihung6.3 Proposition (Galerkinverfahren für die Hypersinguläre Integralgleihung). Es existiert eine eindeutigeGalerkinlösung Uℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ) := Sp(Eℓ) ∩ H̃1/2

⋆ (Γ) von (6.1)
〈WUℓ , Vℓ〉H−1/2(Γ)×H̃

1/2
⋆ (Γ)

= 〈φ , Vℓ〉H−1/2(Γ)×H̃
1/2
⋆ (Γ)

für alle Vℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ). (6.3)

�6.4 Proposition (Galerkinverfahren für das Neumannproblem). Bezeihne mit πp−1
ℓ : L2(Γ) → Pp−1(Eℓ)die L2-Projektion. Es existieren eindeutige Galerkinlösungen U ex

ℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ) := Sp(Eℓ) ∩H1/2

⋆ (Γ) und Uℓ ∈
Sp
⋆ (Eℓ)

〈WU ex
ℓ , Vℓ〉H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ)

= 〈(1/2 −K ′)φ , Vℓ〉H−1/2(Γ)×H
1/2
⋆ (Γ)

für alle Vℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ) (6.4)

〈WUℓ , Vℓ〉H−1/2(Γ)×H
1/2
⋆ (Γ)

= 〈(1/2 −K ′)πp−1
ℓ φ , Vℓ〉H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ)

für alle Vℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ). (6.5)

�6.1 h− h/2-Fehlershätzer und KonvergenzAnalog zu Abshnitt 5.3 stellen wir in diesem Kapitel Fehlershätzer im Rahmen der hypersingulärenGleihung vor, die auf der h − h/2-Tehnik beruhen. Für den 2D-Fall wurden solhe Shätzer bereitsin [EFGP12℄ analysiert. Die Konvergenzanalysis zugehöriger adaptiver Verfahren lässt sih in 2D wie inAbshnitt 5.3 durhführen. Die Tehniken für den 2D-Fall lassen sih leider niht vollständig auf nah 3Dübertragen, denn ein Fehlershätzer vom Typ µ̃ℓ aus (6.6) enthält einen mögliherweise nihtlokalen Op-erator Jℓ, für den lokal keine Approximationseigenshaften genutzt werden können. Es wird also vonnötensein, Jℓ mit Hilfe von Proposition 3.27 gegen einen lokalen Operator auszutaushen, um dieses Problemin den Gri� zu bekommen. Zunähst betrahten wir aber Fehlershätzer, die wir analog zu denen ausLemma 5.12 de�nieren. Der Beweis überträgt sih analog und wurde, wie bereits erwähnt, für 2D in derArbeit [EFGP12℄ vorgeführt, weswegen wir an dieser Stelle darauf verzihten.6.5 Lemma (h− h/2-Shätzer für die hypersinguläre Gleihung). Es bezeihne Vℓ die Galerkinlösung derhypersingulären Gleihung (6.3) oder des Neumannproblems (6.5). Für die hypersinguläre Gleihung (6.3)bezeihnet V̂ℓ ∈ Sp
⋆ (Êℓ) die Galerkinlösung

〈WV̂ℓ , Ûℓ〉H−1/2(Γ)×H̃
1/2
⋆ (Γ)

= 〈φ , Ûℓ〉H−1/2(Γ)×H̃
1/2
⋆ (Γ)

für alle Ûℓ ∈ Sp
⋆ (Êℓ).Für das Neumannproblem (6.5) bezeihnet V̂ℓ ∈ Sp

⋆ (Êℓ) die Galerkinlösung
〈WV̂ℓ , Ûℓ〉H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ)

= 〈(1/2 −K ′)πp−1
ℓ φ , Ûℓ〉H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ̂)

für alle Ûℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ).De�niere die h− h/2-Fehlershätzer

ηℓ := |||Ûℓ − Uℓ|||W η̃ℓ := |||(1 − Jℓ)Ûℓ|||W
µℓ := ‖h1/2ℓ ∇Γ(Ûℓ − Uℓ)‖L2 µ̃ℓ := ‖h1/2ℓ ∇Γ(1− Jℓ)Ûℓ‖L2 ,

(6.6)



6.1 h− h/2-Fehlershätzer und Konvergenz 103wobei Jℓ die Sott-Zhang Projektion auf Sp
⋆ (Eℓ) ist. Dann sind alle Fehlershätzer äquivalent,
µ̃ℓ ≃ µℓ ≃ η̃ℓ ≃ ηℓ,wobei die Äquivalenzkonstanten nur von Capx aus Theorem 3.26, von Cinv aus Proposition 3.29 und derÄquivalenzkonstanten Ceq aus Theorem 4.3 abhängen. �Analog zu den Lemmata 5.13 und 5.14 gelten die folgenden Aussagen. Der Beweis von Lemma 6.6 istin [EFGP12℄ zu �nden, der Beweis von Lemma 6.7 folgt dann aus Lemma 6.6 wie im Falle des Einfah-shihtpotentials.6.6 Lemma. Im Falle der hypersingulären Gleihung (6.3) sind alle Fehlershätzer aus (6.6) e�zient, undunter der Saturationsannahme

|||u− Ûℓ|||W ≤ Csat|||u− Uℓ|||W (6.7)mit Csat ∈ (0, 1) sind alle Fehlershätzer zuverlässig. �6.7 Lemma. Sei φ ∈ L2(Γ) das Datum der rehten Seite von (6.2) und (Eℓ)ℓ∈N0 eine Folge von Gittern,die durh den Algorithmus refine erzeugt wird. De�niere die Oszillationen durh
oscℓ := ‖h1/2ℓ (1− πp−1

ℓ )φ‖L2(Γ). (6.8)Mit τℓ ∈ {ηℓ, η̃ℓ, µℓ, µ̃ℓ} gilt dann E�zienz
C−1
eff τℓ ≤ |||u− Uℓ|||W + oscℓ. (6.9)Bezeihnet Û ex

ℓ die Galerkinlösung des exakten Problems (6.4) auf Sp(Êℓ), so gilt unter der Saturationsan-nahme
|||u− Û ex

ℓ |||W ≤ Csat|||u− U ex
ℓ |||W (6.10)mit Csat ∈ (0, 1) auh die Zuverlässigkeit

C−1
rel |||u− Uℓ|||W ≤ τℓ + oscℓ. (6.11)Die Konstante Ceff hängt nur von der Konstante Capx aus Theorem 3.21 und der Stabilitätskonstante von

W : H̃1/2(Γ) → H−1/2(Γ) ab, die Konstante Crel nur von Csat und Capx. �Wie wir bereits am Anfang dieses Abshnittes erwähnt haben, werden wir statt dem Sott-ZhangOperator Jℓ den Operator πp−1 verwenden, um einen h − h/2-Fehlershätzer zu de�nieren, für den wirKonvergenz zeigen können.6.8 Korollar. Mit der Notation aus Lemma 6.5 de�nieren wir den Shätzer
µ̂ℓ := ‖h1/2ℓ (1− πp−1)∇ΓÛℓ‖L2(Γ).Im Falle der hypersingulären Gleihung (6.3) ist µ̂ℓ e�zient und unter der Saturationsannahme (6.7) auhzuverlässig, wobei die Zuverlässigkeitskonstante von p abhängt. Im Falle des Neumannproblems (6.5) ist

µ̂ℓ+oscℓ mit den Oszillationen (6.8) zuverlässig und e�zient, wobei die Zuverlässigkeitskonstante ebenfallsvon p abhängt.



104 h-Adaptivität für die hypersinguläre IntegralgleihungBeweis. Der Beweis folgt direkt aus Lemma 6.6, Lemma 6.7 und Proposition 3.27.Wir geben nun zwei adaptive Algorithmen an, die mit µ̂ℓ und im Falle des Neumannproblems zusätzlihdurh oscℓ gesteuert werden.6.9 Algorithmus (solve-hh2-hypsing zur Lösung der hypersingulären Gleihung). Gegeben sei eingrobes Gitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ ⊆ ∂Ω, ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N. Wir verwenden Algo-rithmus solve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0), θ und
• Uℓ ist die Galerkinlösung der hypersingulären Integralgleihung (6.3),
• τℓ(E) = µ̂ℓ(E) mit dem Shätzer µ̂ℓ aus Korollar 6.8.6.10 Algorithmus (solve-hh2-neumann zur Lösung des Neumannproblems). Gegeben sei ein grobesGitter (E0, (eE)E∈E0) auf Γ = ∂Ω, ein Parameter 0 < θ < 1 und p ∈ N. Wir verwenden Algorithmussolve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0), θ und
• Uℓ ist die Galerkinlösung des Neumannproblems mit gestörter rehter Seite (6.5),
• τℓ(E)2 = µ̂ℓ(E)2 + oscℓ(E)2 mit dem Shätzer µ̂ℓ aus Korollar 6.8 und Oszillationen oscℓ aus Lem-ma 6.7.Wir zeigen nun die Shätzerreduktion für diese beiden Algorithmen. Zuerst betrahten wir den Fall derhypersingulären Integralgleihung. Die Shätzerreduktion für solve-hh2-neumann wird mit den gleihenTehniken bewiesen, deshalb verzihten wir auf einen Beweis.6.11 Lemma (Konvergenz von solve-hh2-hypsing). Für Algorithmus solve-hh2-hypsing 6.9 gilt

τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred|||Ûℓ+1 − Ûℓ|||2Wmit einer Konstante κ̂, die nur von θ abhängt.. Die Konstante Cred > 0 hängt nur von θ, p und E0 ab.Insbesondere folgt
lim
ℓ→∞

τℓ = 0.Unter der Saturationsannahme 6.7 gilt insbesondere Konvergenz lim
ℓ→∞

|||u− Uℓ|||W = 0.Beweis. Zunähst gilt ‖h1/2ℓ+1(1−π
p−1
ℓ+1 )(∇ΓÛℓ+1−∇ΓÛℓ)‖L2(Γ) = ‖h1/2ℓ+1(∇ΓÛℓ+1−∇ΓÛℓ)‖L2(Γ), zusammenmit der Dreieksungleihung führt dies auf

τℓ+1 ≤ ‖h1/2ℓ+1(1− πp−1
ℓ+1 )∇ΓÛℓ‖L2(Γ) + ‖h1/2ℓ+1(∇ΓÛℓ+1 −∇ΓÛℓ)‖L2(Γ). (6.12)Auf markierten Elementen E ∈ Mℓ ⊆ Eℓ gilt wegen hℓ+1 ≤ qhℓ und der Bestapproximationseigenshaftder Operatoren πp−1

‖h1/2ℓ+1(1− πp−1
ℓ+1 )∇ΓÛℓ‖2L2(E) ≤ q‖h1/2ℓ (1− πpℓ )∇ΓÛℓ‖2L2(E),



6.2 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Konvergenz 105während auf unmarkierten Elementen E ∈ Eℓ \Mℓ zumindest
‖h1/2ℓ+1(1− πp−1

ℓ+1 )∇ΓÛℓ‖2L2(E) ≤ ‖h1/2ℓ (1− πp−1
ℓ )∇ΓÛℓ‖2L2(E)gilt. Wegen des Dör�ermarkings und q < 1 gilt daher

‖h1/2ℓ+1(1− πp−1
ℓ+1 )∇ΓÛℓ‖2L2(Γ)

≤ qτℓ(Mℓ)
2 + τℓ(Eℓ \Mℓ)

2 = τ2ℓ + (q − 1)τℓ(Mℓ)
2 ≤ (1 + (q − 1)θ)τ2ℓ .Wir setzen dies in (6.12) ein, benutzen für den zweiten Term die inverse Ungleihung aus Proposition 3.29,und erhalten mit der Youngshen Ungleihung und der Normäquivalenz ||| · |||W ≃ ‖ · ‖

H̃
1/2
⋆ (Γ)

τℓ+1 ≤ (1 + δ)(1 + (q − 1)θ)τℓ + (1 + δ−1)(CinvCeq)
2|||Ûℓ+1 − Ûℓ|||2W .Die Wahl eines genügend kleinen δ zeigt zunähst die Shätzerreduktion. Mit Lemma 5.9 shlieÿen wir,dass der zweite Term eine Nullfolge ist. Das Shätzerreduktionsprinzip aus Lemma 5.11 besagt shlieÿlih

lim
ℓ→∞

τℓ = 0, und da τℓ unter der Saturationsannahme zuverlässig ist, folgt damit auh die Konvergenz inder Energienorm.Das folgende Theorem liefert die Shätzerreduktion für den Algorithmus 6.10 und wird analog zuLemma 5.18 bewiesen.6.12 Lemma (Konvergenz von solve-hh2-neumann). Für Algorithmus solve-hh2-neumann 6.10 gilt
τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖(πp−1

ℓ − πp−1
ℓ+1 )φ‖2H−1/2(Γ)

+ |||Ûℓ+1 − Ûℓ|||2W
)mit einer Konstante κ̂, die nur von θ abhängt. Die Konstante Cred > 0 hängt zusätzlih von p und E0 ab.Insbesondere folgt

lim
ℓ→∞

τℓ = 0.Unter der Saturationsannahme 6.10 gilt insbesondere Konvergenz lim
ℓ→∞

|||u− Uℓ|||W = 0. �6.2 Gewihteter residualer Fehlershätzer und KonvergenzAnalog zu Abshnitt 5.4 beshäftigen wir uns nun mit gewihteten residualen Fehlershätzern für diehypersinguläre Integralgleihung. Shätzer dieser Art werden in der Arbeit [CMPS04℄ analysiert. Zunähstführen wir daraus die De�nition des Shätzers und seine Zuverlässigkeit an. Lemma 6.14 folgt wieder ausLemma 6.13 und einer Dreieksungleihung.6.13 Lemma (Zuverlässigkeit des gewihteten Residualshätzers für W ). Ist Uℓ ∈ Sp
⋆ (Eℓ) die Galerkinlö-sung der hypersingulären Integralgleihung (6.3), dann de�nieren wir

ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ (WUℓ − φ)‖L2(E). (6.13)Nun gilt das Folgende: Es existiert eine Konstante Crel, die nur von Γ und einer oberen Shranke für dieFormregularitätskonstante γ abhängt, sodass
C−2
rel |||u− Uℓ|||2W ≤ ρ2ℓ :=

∑

E∈Eℓ

ρℓ(E)2.

�



106 h-Adaptivität für die hypersinguläre Integralgleihung6.14 Lemma (Zuverlässigkeit des gewihteten Residualshätzers für das Neumannproblem). Ist Uℓ ∈
Sp
⋆ (Eℓ) die Galerkinlösung des Neumannproblems (6.5), dann gilt mit ρℓ(E) := ‖h1/2ℓ (WUℓ − (1/2 −
K ′)πp−1

ℓ φ)‖L2(E) die Zuverlässigkeit
C−2
rel |||u− Uℓ|||2W ≤ ρ2ℓ + osc2ℓmit den Oszillationen aus Lemma 6.7. Die Konstante Crel hängt nur von Γ und einer oberen Shranke fürdie Formregularitätskonstante γ ab. �Wir geben nun die adaptiven Algorithmen an, deren Konvergenz und Quasioptimalität wir zeigenmöhten. Anders als im Falle der shwah singulären Gleihung wird hier die Datenapproximation durheinen Operator mit lokalen Orthogonalitätseigenshaften realisiert, sodass wir die separierte Markierungsstrate-gie niht verwenden müssen.6.15 Algorithmus (solve-res-hypsing zur Lösung der hypersingulären Gleihung). Gegeben sei eingrobes Gitter (E0, (eE)E∈E0), ein Parameter 0 < θ < 1, und p ∈ N. Wir verwenden Algorithmussolve-ombined 5.6 mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0), θ und

• Uℓ ist die Galerkinlösung der hypersingulären Gleihung (6.3),
• τℓ(E) = ρℓ(E) mit dem Shätzer (6.13).6.16 Algorithmus (solve-res-neumann zur Lösung des Neumannproblems). Gegeben sei ein grobes Git-ter (E0, (eE)E∈E0), ein Parameter 0 < θ < 1, und p ∈ N. Wir verwenden Algorithmus solve-ombined 5.6mit Inputparameter (E0, (eE)E∈E0), θ und
• Uℓ ist die Galerkinlösung des Neumannproblems (6.5),
• τℓ(E)2 = ρℓ(E)2+oscℓ(E)2 mit dem Shätzer aus Lemma 6.14 und den Oszillationen aus Lemma 6.7.Analog zu Lemma 5.24 können wir Shätzerreduktion und somit auh Konvergenz des Galerkinver-fahrens für die hypersinguläre Integralgleihung und das Neumannproblem zeigen. Der Beweis wird analoggeführt und wird deshalb niht angegeben.6.17 Lemma. Für Algorithmus 6.15, solve-res-hypsing, gilt

ρ2ℓ+1 ≤ κ̂ρ2ℓ + Cred|||Uℓ+1 − Uℓ|||2W .Die Konstante 0 < κ̂ < 1 hängt nur von θ ab, die Konstante Cred zusätzlih von p, E0 und Γ. Insbesonderegilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,
lim
ℓ→∞

ρℓ = lim
ℓ→∞

|||U − Uℓ|||W = 0.

�6.18 Lemma. Für den Algorithmus 6.16, solve-res-neumann, gilt
τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖2

H−1/2(Γ)
+ |||Uℓ+1 − Uℓ|||2W

)Die Konstante 0 < κ̂ < 1 hängt nur von θ, die Konstante Cred zusätzlih von p, E0 und Γ ab. Insbesonderegilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,
lim
ℓ→∞

τℓ = lim
ℓ→∞

(ρℓ + oscℓ) = lim
ℓ→∞

|||U − Uℓ|||W = 0.

�



6.3 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 1076.3 Gewihteter residualer Fehlershätzer und QuasioptimalitätDie Kontraktionsgröÿe für die hypersinguläre Integralgleihung kann analog wie im Fall der shwah sin-gulären Integralgleihung hergeleitet werden.6.19 Theorem (Kontraktion für hypersinguläre Integralgleihung). Für Algorithmus 6.15,solve-res-hypsing, gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < λ, κ < 1, sodass der Quasi-Fehler injedem Shritt eine Kontraktion ist, d.h.:
∆ℓ+1 ≤ κ∆ℓ mit ∆ℓ := |||u− Uℓ|||2W + λρ2ℓ ≃ ρ2ℓ .Die Konstanten λ und κ hängen nur vom Adaptivitätsparameter θ, p und E0 ab. Insbesondere folgt daraus

lim
ℓ→∞

|||U − Uℓ|||W = 0 = lim
ℓ→∞

ρℓ. �Nun leiten wir eine Kontraktionsgröÿe für das Neumannproblem mit approximierten Daten her. ImGegensatz zum Dirihletproblem approximieren wir hier die Daten mit einem lokal de�nierten Operator
πp−1
ℓ , wodurh wir keine separate Markierungsstrategie brauhen, um die Quasioptimalität zu beweisen.In Lemma 5.27 hatten wir im Falle des Dirihletproblems aus der separaten Markierung mit dem gestörtenFehlershätzer das Dör�ermarking (5.31) für den ungestörten Fehlershätzer geshlossen. Damit konntenwir eine Shätzerreduktion (5.32) zeigen, in der die nihtlokalen Datenapproximationsoperatoren nihtauftauhten. Im Falle der hypersingulären Gleihung sind die Datenapproximationsoperatoren jedoh lokalund besitzen auh Orthogonalitätseigenshaften, die man benutzen kann um aus der Shätzerreduktion ausLemma 6.18 direkt eine Kontraktionsgröÿe abzuleiten. In [FFKP12℄ wird die separate Markierungsstrategieauh für das Dirihletproblem umgangen, indem lokal de�nierte Operatoren wie z.B. der Sott-ZhangOperator oder die nodale Interpolation in 2D zur Datenapproximation verwendet werden. Wir bezeihnenmit uℓ die shwahe Lösung des Neumannproblems mit approximierten Daten

〈Wu, v〉
H−1/2(Γ)×H

1/2
⋆ (Γ)

= 〈(1/2 −K ′)πp−1
ℓ φ , v〉

H−1/2(Γ)×H
1/2
⋆ (Γ)

für alle v ∈ H
1/2
⋆ (Γ).6.20 Theorem (Kontraktionsgröÿe für das Neumannproblem). Für Algorithmus solve-res-neumann 6.16gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < λ < 1, α > 0, sodass eine Kontraktionsgröÿe ∆ℓ existiertdie äquivalent zum Fehlershätzer ist, d.h.

∆ℓ+1 ≤ κ∆ℓ mit ∆ℓ := |||uℓ − Uℓ|||2W + λτ2ℓ + αosc2ℓ ≃ τ2ℓ .Die Konstanten λ, α hängen nur vom Adaptivitätsparameter θ, von p, E0 und Γ ab. Insbesondere folgtdaraus lim
ℓ→∞

|||u− Uℓ|||W = 0 = lim
ℓ→∞

τℓ.Beweis. Wir benutzen zuerst die Galerkinorthogonalität
|||uℓ+1 − Uℓ+1|||2W = |||uℓ+1 − Uℓ|||2W − |||Uℓ+1 − Uℓ|||2Wund die Shätzerreduktion aus Lemma 6.18, um

∆ℓ+1 ≤ |||uℓ+1 − Uℓ|||2W − |||Uℓ+1 − Uℓ|||2W
+ λκ̂τ2ℓ + λCred

(
‖πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖2

H−1/2(Γ)
+ ‖Uℓ+1 − Uℓ‖2H̃1/2(Γ)

)

+ αosc2ℓ+1



108 h-Adaptivität für die hypersinguläre Integralgleihungzu shlieÿen. Wir kombinieren die Dreieksungleihung, die Youngshe Ungleihung und die Stabilität
|||uℓ+1 − uℓ|||2W ≤ Cstab‖(πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖H−1/2(Γ)aus Theorem 4.3 und erhalten

|||uℓ+1 − Uℓ|||2W ≤ (1 + δ)|||uℓ − Uℓ|||2W + (1 + δ−1)|||uℓ+1 − uℓ|||2W
≤ (1 + δ)|||uℓ − Uℓ|||2W + (1 + δ−1)C2

stab‖(πp−1
ℓ+1 − πp−1

ℓ )φ‖2
H−1/2(Γ)

.Wir shlieÿen daraus
∆ℓ+1 ≤ (1 + δ)|||uℓ − Uℓ|||2W + λκ̂τ2ℓ

+ (λCred − 1)|||Uℓ+1 − Uℓ|||2W
+

(
(1 + δ−1)C2

stab + λCred

)
‖(πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖2

H−1/2(Γ)
+ αosc2ℓ+1.Wir wählen 0 < λ < 1 so, dass λCred − 1 < 0 ist und kommen zu der Abshätzung

∆ℓ+1 ≤ (1 + δ)|||uℓ − Uℓ|||2W + λκ̂τ2ℓ

+
(
(1 + δ−1)C2

stab + λCred

)
‖(πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖2

H−1/2(Γ)
+ αosc2ℓ+1.

(6.14)Nun kümmern wir uns um die Oszillationsterme. Aus der Identität
(πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ ) = (1− πp−1

ℓ )πp−1
ℓ+1 = (1− πp−1

ℓ )(πp−1
ℓ+1 − πp−1

ℓ )und der Approximationseigenshaft von πp−1
ℓ aus Theorem 3.21 erhalten wir

‖(πp−1
ℓ+1 − πp−1

ℓ )φ‖H−1/2(Γ) ≤ Capx‖h1/2ℓ (πp−1
ℓ+1 − πp−1

ℓ )φ‖L2(Γ).Wir setzen dies in (6.14) ein und de�nieren α :=
(
(1 + δ−1)C2

stab + λCred

)
C2
apx, wodurh wir

∆ℓ+1 ≤ (1 + δ)|||uℓ − Uℓ|||2W + λκ̂τ2ℓ

+ α
(
‖h1/2ℓ (πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖2L2(Γ)

+ osc2ℓ+1

)erhalten. Wir benutzen hℓ+1 ≤ hℓ und die Tatsahe, dass πp−1
ℓ+1 auf jedem Element E ∈ Eℓ+1 die L2-Orthogonalprojektion ist, um auf

‖h1/2ℓ (πp−1
ℓ+1 − πp−1

ℓ )φ‖2L2(Γ)
+ osc2ℓ+1 ≤ ‖h1/2ℓ (πp−1

ℓ+1 − πp−1
ℓ )φ‖2L2(Γ)

+ ‖h1/2ℓ (1− πp−1
ℓ+1 )φ‖2L2(Γ)

= ‖h1/2ℓ (1− πp−1
ℓ )φ‖2L2(Γ)

= osc2ℓzu kommen. Dies liefert shlieÿlih
∆ℓ+1 ≤ (1 + δ)|||uℓ − Uℓ|||2W + λκ̂τ2ℓ + αosc2ℓ . (6.15)



6.3 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 109Wir benutzen die Zuverlässigkeit C−2
rel |||uℓ−Uℓ|||2W < ρ2ℓ < τ2ℓ und die o�ensihtlihe Abshätzung osc2ℓ < τ2ℓ ,um für ein ε die rehte Seite von (6.15) umzushreiben als

∆ℓ+1 ≤ (1 + δ − εC−2
rel )|||uℓ − Uℓ|||2W + λ

λκ̂+ 2ε

λ
τ2ℓ + α

α − ε

α
osc2ℓ .Wir wählen zunähst ε > 0 so klein, dass 0 < λκ̂+ 2ε

λ
< 1 ist. Wir bemerken, dass für δ → 0 der Parameter

α streng monoton steigt. Daher können wir ein δ > 0 so klein wählen, sodass sowohl 0 < 1+ δ− εC−2
rel < 1als auh α > ε erfüllt ist. Shliesslih ist

∆ℓ+1 ≤ κ∆ℓmit κ = max

{
1 + δ − εC−2

rel ,
λκ̂+ 2ε

λ
,
α− ε

α

}
< 1.Als nähstes zeigen wir die diskrete lokale Zuverlässigkeit für den gewihteten Residualshätzer im Falleder hypersingulären Gleihung.6.21 Lemma (Diskrete lokale Zuverlässigkeit für die hypersinguläre Integralgleihung). Es bezeihne E⋆eine beliebige Verfeinerung von Eℓ, und U⋆ ∈ Sp
⋆ (E⋆) und Uℓ ∈ Sp

⋆ (Eℓ) bezeihnen die Galerkinlösungen derhypersingulären Integralgleihung (6.3). Für die verfeinerten Elementen Rℓ = Eℓ \ E⋆ gilt dann
|||Uℓ − U⋆|||W ≤ Cdlr

( ∑

E∈ωℓ(Rℓ)

ρℓ(E)2
)1/2

, (6.16)wobei ρℓ(E) wie in (6.13) de�niert ist. Die Konstante Cdlr > 0 hängt nur von p, E0 und Γ ab.Beweis. Der Beweis folgt im Wesentlihen der Idee von [CKNS08, Lemma 3.6℄. Ohne Beshränkung derAllgemeinheit nehmen wir an, dass ⋃Rℓ zusammenhängend ist. Es ist
|||U⋆ − Uℓ|||2W = 〈W (U⋆ − Uℓ) , U⋆ − Uℓ〉 = 〈φ−WUℓ , U⋆ − Uℓ〉.Für eine beliebige Funktion V⋆ ∈ Sp(E⋆) gilt mit der Sott-Zhang Projektion Jℓ : L2(Γ) → Sp(Eℓ)

〈φ−WUℓ , V⋆〉 = 〈φ−WUℓ , V⋆ − JℓV⋆〉 = 〈φ−WUℓ , V⋆ − JℓV⋆〉L2(ω(Rℓ))

≤ ‖h1/2ℓ (φ−WUℓ)‖L2(ω(Rℓ))‖h
−1/2
ℓ (V⋆ − JℓV⋆)‖L2(Γ)

≤ ‖h1/2ℓ (φ−WUℓ)‖L2(ω(Rℓ))‖V⋆‖H̃1/2(Γ).Die Wahl V⋆ = U⋆ − Uℓ und die Normäquivalenz ‖ · ‖H̃1/2(Γ) ≃ ||| · |||W shlieÿen den Beweis ab.6.22 Lemma (Diskrete lokale Zuverlässigkeit für das Neumannproblem). Es bezeihne E⋆ eine beliebigeVerfeinerung von Eℓ, und U⋆ ∈ Sp
⋆ (E⋆) und Uℓ ∈ Sp

⋆ (Eℓ) bezeihnen die Galerkinlösungen des Neuman-nproblems (6.5). Für die verfeinerten Elementen Rℓ = Eℓ \ E⋆ gilt
|||Uℓ − U⋆|||W ≤ Cdlr

( ∑

E∈ωℓ(Rℓ)

τℓ(E)2
)1/2

, (6.17)Die Konstante Cdlr > 0 hängt nur von p, E0 und Γ ab.



110 h-Adaptivität für die hypersinguläre IntegralgleihungBeweis. Mit dem Hilfsproblem
〈WU ℓ

⋆ , V⋆〉 = 〈(1/2 −K ′)πp−1
ℓ φ , V⋆〉 für alle V⋆ ∈ Sp

⋆ (E⋆)gilt wegen Lemma 6.21 die diskrete lokale Zuverlässigkeit
|||U ℓ

⋆ − Uℓ|||2W . ρℓ(ω(Rℓ))
2.Ausserdem ist wegen der Stabilität der Galerkinprojektionen

|||U⋆ − U ℓ
⋆ |||W ≤ Cstab‖(πp−1

⋆ − πp−1
ℓ )φ‖H−1/2(Γ) ≤ CstabCapx‖h1/2ℓ (πp−1

⋆ − πp−1
ℓ )φ‖L2(Γ) ≤ CstabCapxoscℓ(Rℓ).Eine Anwendung der Dreieksungleihung und die Summe der letzten beiden Abshätzungen zeigt dasGewünshte.Analog zu der Optimalität des Dör�er-Markings 5.31 im Falle der shwah singulären Gleihung zeigtman dies auh für die hypersinguläre Gleihung. Der Beweis lässt sih direkt übertragen und wird deshalbniht angegeben.6.23 Lemma (Optimalität des Dör�er-Markings für die hypersinguläre Gleihung). Es gibt eine Konstante

0 < θ⋆ < 1, sodass das Folgende gilt: Für jede Verfeinerung E⋆ von Eℓ, d.h. E⋆ = refine(Eℓ), gilt
ρ2⋆ ≤ κ⋆ρ

2
ℓ =⇒ θρ2ℓ ≤

∑

E∈ωℓ(Rℓ)

ρℓ(E)2für alle 0 < θ < θ⋆ und κ⋆ := 1
2

(
1− θ

θ⋆

)
∈ (0, 1/2). Die Konstante θ⋆ hängt ab von CW

inv aus Theorem 4.4,der Äquivalenzkonstanten Ceq aus Theorem 4.3 und Cdlr aus Lemma 6.21. �Für den Algorithmus solve-res-neumann ist die Kontraktionsgröÿe aus Theorem 6.20 anderer Naturals im Falle des datengestörten Dirihletproblems, denn dort haben wir die Kontraktionsgröÿe durh einHilfsproblem mit exakter rehter Seite de�niert. Der Beweis ist längliher, folgt aber leiht mit den bishergezeigten Tehniken.6.24 Lemma (Optimalität des Dör�er-Markings für das Neumannproblem). Es gibt eine Konstante 0 <
θ⋆ < 1, sodass das Folgende gilt: Für jede Verfeinerung E⋆ von Eℓ, d.h. E⋆ = refine(Eℓ), gilt

τ2⋆ ≤ κ⋆τ
2
ℓ =⇒ θτ2ℓ ≤

∑

E∈ωℓ(Rℓ)

τℓ(E)2für alle 0 < θ < θ⋆ und κ⋆ := 1
2

(
1− θ

θ⋆

)
∈ (0, 1/2).Beweis. Wir halten fest, dass

‖(πp−1
⋆ − πp−1

ℓ )φ‖H−1/2(Γ) ≤ 2Capxosc(ω(Rℓ)) (6.18)



6.3 Gewihteter residualer Fehlershätzer und Quasioptimalität 111gilt. Weiters ist wegen hℓ = h⋆ auf Eℓ ∩ E⋆ die Abshätzung
ρℓ(Eℓ ∩ E⋆) = ‖h1/2ℓ (WUℓ − (1/2 −K ′)πp−1

ℓ φ)‖L2(Eℓ∩E⋆)

≤ ‖h1/2⋆ W (Uℓ − U⋆)‖L2(Eℓ∩E⋆) + ‖h1/2⋆ (WU⋆ − (1/2 −K ′)πp−1
⋆ φ)‖L2(Eℓ∩E⋆)

+ ‖h1/2⋆ (1/2 −K ′)(πp−1
ℓ − πp−1

⋆ )φ‖L2(Eℓ∩E⋆)

≤ CW
invCdlrτℓ(ω(Rℓ)) + ρ⋆(Eℓ ∩ E⋆) + 2CK ′

invCapxoscℓ(ω(Rℓ))erfüllt, wobei wir im letzten Shritt folgendes verwendet haben: die inverse Ungleihung für W aus (4.4)und die diskrete lokale Zuverlässigkeit aus Lemma 6.22 für den ersten Term, die De�nition von ρ⋆ für denzweiten Term, sowie die inverse Ungleihung für K ′ aus (4.4) und die Ungleihung (6.18) für den letztenTerm. Dies zeigt
ρℓ(Eℓ ∩ E⋆)2 − 2ρ⋆(Eℓ ∩ E⋆)2 ≤ 2

(
CW
invCdlr + 2CK ′

invCapx

)2
τℓ(ω(Rℓ))

2.Nun folgt wegen oscℓ(Eℓ ∩ E⋆)2 = osc⋆(Eℓ ∩ E⋆)2 insgesamt
(1− 2κ⋆)τ

2
ℓ = τ2ℓ − 2κ⋆τ

2
ℓ ≤ τ2ℓ − 2τ2⋆ ≤ τℓ(Rℓ)

2 + τℓ(Eℓ ∩ E⋆)2 − 2τ⋆(Eℓ ∩ E⋆)2

= τℓ(Rℓ)
2 + ρℓ(Eℓ ∩ E⋆)2 − (1 + δ)ρ⋆(Eℓ ∩ E⋆)2

≤
(
1 + 2(CW

invCdlr + 2CK ′

invCapx)
2
)
τℓ(ω(Rℓ))

2.De�nieren wir
θ⋆ :=

1

1 + 2(CW
invCdlr + 2CK ′

invCapx)2dann gilt 0 < θ⋆ < 1 und wir erhalten das Gewünshte.Wir de�nieren nun die Approximationsklassen für die hypersinguläre Integralgleihung (6.1) und dasNeumannproblem (6.2).6.25 De�nition (Approximationsklassen für adaptive Algorithmen). Wir betrahten die Algorithmen 6.15,solve-res-hypsing, und 6.16, solve-res-neumann. Es sei E0 ein beliebiges Gitter auf Γ ⊆ ∂Ω. Wirde�nieren für s > 0

|u|s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

ρ⋆,wobei ρ⋆ den Fehlershätzer (6.13) auf dem Gitter E⋆ bezeihnet. Dann de�nieren wir die Approximation-sklasse As durh
u ∈ As :⇐⇒ |u|s <∞.Weiters de�nieren wir für s > 0

|u, φ|s := sup
N>0

N s inf
E⋆∈TN

τ⋆,wobei τ2⋆ = ρ2⋆ + osc2⋆ den in Algorithmus solve-res-neumann verwendeten Fehlershätzer auf dem Gitter
E⋆ bezeihnet. Dann de�nieren wir die Approximationsklasse As durh

(u, φ) ∈ As :⇐⇒ |u, φ|s <∞.



112 h-Adaptivität für die hypersinguläre IntegralgleihungEs gelten nun folgende Quasioptimalitätsaussagen für die hypersinguläre Integralgleihung (6.1) unddas Neumannproblem (6.2). Für die hypersinguläre Integralgleihung geben wir den Beweis niht an, daer analog zu Theorem 5.34 geführt werden kann.6.26 Theorem. Wir verwenden Algorithmus 6.15, solve-res-hypsing, zur Lösung der hypersingulärenIntegralgleihung 6.1. Dann existiert eine Konstante 0 < θ⋆ < 1, sodass für alle Parameter 0 < θ < θ⋆ gilt:Die Galerkinlösungen Uℓ und die Gitter Eℓ, die von Algorithmus 6.15 erzeugt werden, erfüllen
C−1
rel |||u− Uℓ|||W ≤ ρℓ ≤ Copt|u|s (#Eℓ −#E0)−s , (6.19)falls u ∈ As ist für s > 0. Die Konstante Copt hängt nur von θ, s, p und E0 ab. �Da die Kontraktionsgröÿe für das Neumannproblem von anderer Struktur ist als in den bisher betra-hteten Fällen, gehen wir im folgenden Beweis nur auf die dadurh entstehenden Untershiede ein.6.27 Theorem. Wir verwenden Algorithmus 6.16, solve-res-neumann, zur Lösung des Neumannprob-lems 6.1. Dann existiert eine Konstante 0 < θ⋆ < 1, sodass für alle Parameter 0 < θ < θ⋆ gilt: DieGalerkinlösungen Uℓ und die Gitter Eℓ, die von Algorithmus 6.16 erzeugt werden, erfüllen

C−1
rel |||u− Uℓ|||W ≤ τℓ ≤ Copt|u, φ|s (#Eℓ −#E0)−s , (6.20)falls (u, φ) ∈ As ist für s > 0. Die Konstante Copt hängt nur von θ, s, p und E0 ab.Beweis. Wir setzen ε2 := δτ2ℓ mit einem 0 < δ < 1, welhes wir später wählen werden. Wegen U ∈ Askönnen wir ein Gitter Eε wählen, sodass

#Eε −#E0 ≤ |u, φ|sε−1/s und τ2ε ≤ ε2.Wir betrahten den Overlay E⋆ := Eℓ ⊕ Eε. Für die Oszillationen gilt
osc2⋆ ≤ osc2ε. (6.21)Für den Shätzer ρ⋆ gilt

ρ⋆ = ‖h1/2⋆ (WU⋆ − (1/2 −K ′)πp−1
⋆ φ)‖L2(Γ)

≤ ‖h1/2⋆ (WUε − (1/2 −K ′)πp−1
ε φ)‖L2(Γ) + ‖h1/2⋆ W (U⋆ − Uε)‖L2(Γ)

+ ‖h1/2⋆ (1/2 −K ′)(πp−1
ε − πp−1

⋆ )φ‖L2(Γ)

≤ ρε + CW
invCeq|||U⋆ − Uε|||W + CK ′

inv‖(πp−1
ε − πp−1

⋆ )φ‖H−1/2(Γ)

≤ ρε + CW
inv|||U⋆ − Uε|||2W + CK ′

invCapxoscε.

(6.22)
Insgesamt gilt daher wegen der diskreten lokalen Zuverlässigkeit aus Lemma 6.22

τ2⋆ . τ2ε ≤ δτ2ℓ ,und der Rest des Beweises überträgt sih wortwörtlih von Theorem 5.34.



Kapitel 7Numerishe ExperimenteIn diesem Kapitel präsentieren wir numerishe Experimente, um die vorangegangenen theoretishen Re-sultate zur Konvergenz und Quasioptimalität zu visualisieren. Gleihzeitig wollen wir untersuhen, wiesih adaptive Algorithmen bezüglih kritishen Ressouren wie Rehenzeit und Implementierungsaufwandverhalten. In Abshnitt 7.1 werden wir auf die Implementierung eingehen und grob die wihtigsten Detailsfesthalten. Wir beshränken unsere Experimente auf die shwah singuläre Integralgleihung und Galerk-inverfahren niedrigster Ordnung. Es werden die Algorithmensolve-hh2-weaksing 5.15solve-res-weaksing 5.21solve-hh2-dirihlet 5.16solve-separate-res-dirihlet 5.23untersuht, wobei wir, wie erwähnt, den Fall niedrigster Ordnung betrahten. In den De�nitionen derAlgorithmen und der Fehlershätzer ist demnah p = 0 zu setzen, und die diskreten Galerkinlösungenstammen aus dem Raum der stükweise Konstanten P0(Eℓ). Zum Vergleih werden wir die Fehlershätzerund Energiefehler auh auf uniformen Folgen von Gittern berehnen. Unter einer uniformen Folge vonGittern verstehen wir eine Folge (Eℓ)E∈N0
mit Ej+1 = refine(Ej), sodass alle Kanten geteilt werden. Dasheiÿt, auf jedem Element E ∈ Ej wird die Verfeinerungsregel aus Abbildung 3.1 (rehts) angewendet.7.1 ImplementierungDa die Fundamentallösungen von partiellen Di�erentialgleihungen im Allgemeinen nihtlokal sind, führtdie Galerkinmethode für Randintegraloperatoren auf vollbesetzte Matrizen. Dies bedeutet, dass bei NFreiheitsgraden bereits für das Assemblieren und für die Matrix-Vektor-Multiplikation mit einem Aufwandvon O(N2) zu rehnen ist. Um diesen Aufwand zu reduzieren, gibt es vershiedene Ansätze zur Ma-trixkompression. In der hier vorgestellten Implementierung approximieren wir die vollbesetzten diskretenIntegraloperatoren durh sogenannte Hierarhishe Matrizen [Ha99,Ha09℄, die für das Assemblieren unddie Matrix-Vektor-Multiplikation auf einen Aufwand O(N log(N)) führen.



114 Numerishe ExperimenteDesweiteren ist die Berehnung der Einträge der Galerkinmatrizen ein weiterer subtiler Punkt. Fürallgemeine Integralkerne beshreibt [SS11, Chapter 5℄ eine Klasse von Quadraturmethoden zur Berehnungder Galerkineinträge. Für spezielle Klassen von Gittern und Kernfunktionen gibt es analytishe Formelnfür die Auswertung der diskreten Integraloperatoren
V Φℓ(x) und KUℓ(x)für Φℓ ∈ P0(Eℓ) und Uℓ ∈ S1(Eℓ), zum Beispiel in [RS07℄ für Dreieksgitter. In [Mai00℄ gibt es für denFall von ahsenparallelen Rehteksgittern und monomishen Ansatzfunktionen höherer Ordnung sogaranalytishe Formeln für die Matrixeinträge der Galerkinmatrizen. Da wir Dreieksgitter verwenden, be-nutzen wir die Formeln aus [RS07℄ zur Auswertung, und ersetzen im Falle der Galerkineinträge das äussereIntegral durh eine Quadraturregel.Wir halten auÿerdem fest, dass wir keinerlei Optimierung dahingehend betrieben haben, bei adaptivenNetzverfeinerungen Teile der Matrizen wieder zu verwenden, wie es zum Beispiel in [Djo06℄ vorgeshlagenwird.7.1.1 Hilbert3DDie im Zuge dieser Arbeit entwikelte und für die numerishen Experimente verwendete BibliothekHilbert3D [MK12℄ ist eine Bibliothek zur adaptiven Lösung von Galerkinverfahren für Randintegralgle-ihungen. Die Bibliothek wurde in C++ implementiert, um so eine leihte Anbindung an C und dadurhan bereits existierende Bibliotheken wie Lapak, Blas oder HLib zu ermöglihen.7.1.2 QuadraturformelnWir verwenden eine 7-Punkt-Quadraturformel quad7,Ê auf Dreieken aus [Str71℄, die gegeben ist auf demReferenzelement Ê = conv {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} als

∫

Ê

û(x) dx ≈ quad7,Ê(û) =

7∑

j=1

w7,j û(x̂7,j). (7.1)Die Koordinaten und Gewihte sind in Tabelle 7.1 angegeben. Die zugehörigen Quadraturformeln aufbeliebigen Dreieken E bezeihnen wir mit quad7,E.7.1.3 Die Berehnung der MatrixeinträgeWie bereits weiter oben erwähnt, erfolgt die Berehnung der Matrixeinträge durh analytishe Formelnfür das innere Integral und numerishe Quadratur für das äuÿere Integral. Wir folgen hier der in [RS07℄angegebenen Vorgangsweise. Im Folgenden sei ein Gitter
Eℓ = {E1, . . . , EN}gegeben. Bezeihnet χj die harakteristishe Funktion eines Elementes Ej , dann ist eine Basis von P0(Eℓ)gegeben durh {χ1, . . . , χN}. Die Galerkinmatrix für das Einfahshihtpotential ist gegeben durh

Vj,k = 〈V χk , χj〉 =
∫

Ej

∫

Ek

G(x − y) dΓ(y) dΓ(x). (7.2)
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15)/24007 1/3 1/3 9/80Tabelle 7.1: 7-Punkt Gauss Quadratur auf dem Referenzelement Ê

j x3,j y3,j w3,j1 1/6 1/6 1/62 2/3 1/6 1/63 1/6 2/3 1/6Tabelle 7.2: 3-Punkt Gauss Quadratur auf dem Referenzelement ÊIn [RS07, Abshnitt C.2.2℄ werden analytishe Formeln für die Auswertung des Einfahshihtpotentials
V χk(x) =

∫

Ek

G(x− y) dΓ(y)für x ∈ R3 angegeben. Die Galerkineinträge berehnen sih dann als
Vj,k ≈ quad7,Ej

(V χk).Wir bezeihnen im Weiteren mit {ϕ1, . . . , ϕM} die Basis von S1(Eℓ) aus Hutfunktionen, das heiÿt, sind
{x1, . . . ,xM} die Knoten aus dem Gitter Eℓ, so gilt ϕi(xj) = δi,j mit dem Kroneker Delta. Die Einträgedes Doppelshihtpotentials sind dann gegeben durh

Kj,k = 〈Kϕk , χj〉 =
∫

Ej

∫

supp(ϕk)

∂n(y)G(x − y)ϕk(y) dΓ(y) dΓ(x)

=

∫

Ej

∑

E⊆supp(ϕk)

∫

E

∂n(y)G(x− y)ϕk(y) dΓ(y) dΓ(x).In [RS07, Abshnitt C.2.1℄ �nden sih analytishe Formeln für die Auswertung von
KEϕk(x) =

∫

E

∂n(y)G(x− y)ϕk(y) dΓ(y) dΓ(x),wenn E ⊆ supp(ϕk) ist. Die Galerkineinträge berehnen sih dann als
Kj,k ≈ quad7,Ej


 ∑

E∈supp(ϕk)

KEϕk


 .



116 Numerishe ExperimenteFür dieses semi-analytishe Verfahren zur Berehnung der Matrixeinträge ist dem Autor keine Fehler-analyse im Sinne des Lemmas von Strang bekannt. Die Arbeit [GS97℄ beshäftigt sih jedoh mit einemsemi-analytishen Ansatz auf quasiuniformen Rehteksgittern. Auf Basis einer Quadraturregel, die kon-stante Funktionen exakt integriert wird gezeigt, dass eine summierte Quadraturregel auf die rihtige Kon-vergenzordnung führt, sofern nur die Anzahl M der Teilintervalle für die summierte Quadraturregel einevon der Gitterweite h abhängige Ungleihung erfüllt [GS97, Theorem 7.1℄. Integriert die zugrundeliegendeQuadraturregel Polynome vom Grad 1 exakt, so wird gezeigt, dass die summierte Quadraturregel aufdie rihtige Konvergenzordnung führt, falls die Anzahl der Teilintervalle M groÿ genug ist, und dieseShranke hängt niht von der Gitterweite h ab [GS97, Theorem 7.2℄. In [SS11, Chapter 5℄ werden volld-iskrete Verfahren auf uniformen Gittern analysiert, und es wird gezeigt, dass die Quadraturordnung für dieNahfeldterme logarithmish in der Netzweite, also wie | log h|, steigen muss. Für Fernfeldterme, das heisst
dist(Ei, Ej) ≃ 1, kann die Quadraturordnung unabhängig von h gewählt werden (siehe [SS11, Remark5.3.31℄). Dieser volldiskrete Ansatz wird in [GHS00℄ für lokal quasi-uniforme Gitter analysiert.7.1.4 MatrixkompressionWir verwenden sogenannte Hierarhishe Matrizen [Ha99,Ha09℄, um die vollbesetzten Matrizen V und
K e�zient zu speihern und zu verwenden. Die Fundamentallösung des Laplae-Operators

G(x− y) =
1

4π

1

|x− y|ist für x = y singulär, sonst jedoh ist sie glatt, und daher ist ein Matrixeintrag Vj,k für weit entfernte
Ej und Ek gut zu approximieren. Für ein η > 0 de�niert man sogenannte η-zulässige Blöke I × J derIndexmenge {1, . . . , N} × {1, . . . , N} durh

min{diam
⋃

i∈I

supp(ϕi),diam
⋃

j∈J

supp(ψj)} ≤ η dist(diam
⋃

i∈I

supp(ϕi),diam
⋃

j∈J

supp(ψj)). (7.3)wobei ϕi und ψj zugehörige Basis- bzw. Testfunktionen sind. In unserer Implementierung wählen wir η = 1.Auf η-zulässigen Blöken ist die Fundamentallösung glatt, und man approximiert einen Matrixblok VI,Jdurh eine Niedrigrangmatrix, d.h.
VI,J = UV T mit U ∈ R#I×k und V ∈ R#J×kmit einem kleinen k. Die C-Bibliothek HLib, die wir in unserer Implementierung verwenden, implemen-tiert eine solhe Matrixstruktur in der Klasse supermatrix, als auh Funktionen zur Bestimmung von

η-zulässigen Blöken sowie Routinen zur Matrix-Vektor-Multiplikation und der iterativen Lösung von lin-earen Gleihungssystemen. Zur Berehnung der Niedrigrangmatrizen U und V verwenden wir den ACA-Algorithmus aus [Beb00℄, der ebenfalls in der HLib implementiert ist. Wir bemerken noh, dass die Zuläs-sigkeitsbedingung (7.3) in der HLib niht in dieser Form implementiert ist, sondern durh sogenannteBounding Boxes realisiert wird. Dies sind minimale, ahsenparallele Boxen, die den Träger einer Basisfunk-tion umfassen. Wie weiter oben bereits gesagt, reduziert sih der Speiheraufwand sowie der Zeitaufwandfür die Berehnung der Matrix V und der Matrix-Vektor-Multiplikation von O(N2) auf O(N log(N)). Diesist auh in Abbildung 7.1 ersihtlih, in der die Zeit für das Aufstellen der Matrix V visualisiert wird.



7.1 Implementierung 1177.1.5 Implementierung des Residualshätzers und der OszillationenZur Berehnung des Residualshätzers ρℓ aus (5.21) beziehungsweise (5.22) und den Oszillationen aus (5.16)und (5.22) ist es notwendig, das Quadrat des Ober�ähengradienten zu integrieren. Dazu verwenden wirfolgende Aussage aus [SS11, Lemma 4.3.4℄.7.1 Lemma. Für ein Element E gilt
‖∇Γu‖2L2(E) =

|E|
|Ê|

∫

Ê

〈∇̂û(x) ,G−1
E ∇̂û(x)〉 dx. (7.4)Dabei ist mit den De�nitionen aus Abshnitt 3.3

û(x) := u(FE(x))mit der Elementabbildung FE,
G−1

E =
|Ê|2
|E|2

(
‖b2 − b0‖2 −〈b1 − b0 ,b2 − b0〉

−〈b1 − b0 ,b2 − b0〉 ‖b1 − b0‖2
)mit den Knoten b0,b1,b2 des Elements E, und ∇̂ ist der Gradient in den Koordinaten von R2. �Für die Randintegraloperatoren V undK stehen uns analytishe Formeln für die Auswertungen V Φℓ(x)bzw. KVℓ(x) für diskrete Funktionen Φℓ ∈ P0(Eℓ), Vℓ ∈ S1(Eℓ) zur Verfügung, siehe Abshnitt 7.1.3. FürFunktionen u, für die wir nur die Auswertung zur Verfügung haben, können wir die Berehnung von ∇̂ûapproximativ durhführen. Wir gehen dazu folgendermaÿen vor: mit Lk ∈ P2(Ê), k = 1, . . . , 7, bezeihnenwir die Lagrangepolynome zu den Quadraturpunkten x7,k = (x7,k, y7,k) aus der 7-Punkt Quadraturregelaus Tabelle 7.1, das heiÿt Lk(x7,j) = δj,k. Wir approximieren den Gradienten ∇̂û in einem Punkt x ∈ Êdurh

∇̂û(x) ≈
6∑

k=1

û(x7,k)∇̂Lk(x).Shliesslih ersetzen wir die L2-Norm (7.4) durh eine 3-Punkt Quadraturformel, deren Knoten undGewihte in Tabelle 7.2 angegeben sind, sodass wir
‖∇Γu‖2L2(E) ≈

|E|
|Ê|

3∑

j=1

w3,j

〈 6∑

k=1

∇̂Lk(x3,j)û(x7,k) ,G
−1
E

6∑

k=1

∇̂Lk(x3,j)û(x7,k)
〉 (7.5)erhalten. Verwenden wir die Methode (7.5) für die Berehnung der gewihteten Residualshätzers (5.21)beziehungsweise (5.22), so ist das Einfahshihtpotential V Φℓ für ein Φℓ ∈ P0(Eℓ) und eventuell auhdas Doppelshihtpotential KVℓ für ein Vℓ ∈ S1(Eℓ) auf den Quadraturpunkten jedes Elementes E ∈ Eℓauszuwerten. Daher hätte eine naive Implementierung den Aufwand O

(
N2

). Wir umgehen dieses Problem,indem wir die Matrix der Auswertungspunkte ebenfalls durh eine Hierarhishe Matrix approximieren.Wir sammeln zuerst die Menge aller Auswertungspunkte
{xj}j∈J := {FE(x7,k)}k=1,...,6

E∈Eℓ

.



118 Numerishe ExperimenteIm Falle des Einfahshihtpotentials ist das Ziel die Berehnung der Matrix Veval ∈ R#J × RN , gegebendurh
Veval

j,k = V (χk)(xj).Die Einträge dieser Matrix können wir, wie bereits erwähnt, analytish berehnen. Für einen Auswer-tungspunkt xj wählen wir als Träger das Element E ∈ Eℓ mit xj ∈ E, sodass wir η-zulässige Blöke für dieIndexmenge J × {1, . . . , N} de�nieren können. Wir approximieren Veval durh eine hierarhishe Matrix,sodass wir durh die Matrix-Vektor-Multiplikation
VevalΦℓdie Auswertung von V Φℓ in allen nötigen Punkten mit Aufwand O(N log(N)) realisiert haben. In Abbil-dung 7.1 ist ersihtlih, dass die Auswertung des Einfahshihtpotentials durh eine hierarhishe Matrixtatsählih fast-linearen Aufwand O(N log(N)) hat. Die Implementierung der Oszillationen (5.16) erfolgtebenfalls auf Basis von Lemma 7.1, während die Implementierung der Oszillationen (5.22) durh Quadraturdes exakten Ober�ähengradienten erfolgt. In beiden Fällen sind keine nihtlokalen Operatoren beteiligt.7.1.6 Lösen und Vorkonditionieren des linearen GleihungssystemsIm Zuge der adaptiven Algorithmen müssen wir lineare Gleihungssysteme
Vx = b (7.6)mit der Matrix V aus (7.2) lösen. Laut [AMT99, Theorem 2.1℄ und [AMT00℄ gilt für die Konditionszahlder Matrix V

cond(V) . N1/2

(
hmax

hmin

)3

.Auf einer Folge von adaptiv verfeinerten Gittern steigt die Konditionszahl also kubish mit dem Quotientzwishen gröÿtem und kleinstem Elementdurhmesser. Für lokal verfeinerte Gitter ist dieser Anstieg derKonditionszahl problematish für das Lösen des Systems. Verwendet man die DiagonalmatrixDmitDj,j :=
Vj,j, so gilt ebenfalls laut [AMT99, Theorem 2.1℄ und [AMT00℄ für das vorkonditionierte System

D−1/2VD−1/2y = D−1/2b, (7.7)dass die Konditionszahl der Systemmatrix sih verhält wie
cond(D−1/2VD−1/2) . N1/2.Zur Lösung des linearen Systems verwenden wir daher ein GMRES-Verfahren mit der Vorkondition-ierung (7.7). Die Implementierung erfolgt durh einen GMRES-Solver aus der HLib, der entsprehendmodi�ziert wurde.



7.2 Shwah singuläre Integralgleihung 1197.2 Shwah singuläre IntegralgleihungIn diesem Abshnitt lösen wir die shwah singuläre Integralgleihung (5.6) mit rehter Seite f = 1, d.h.
V φ = 1.Die Galerkinlösung auf einem Gitter Eℓ ist demnah gegeben durh (5.8) mit p = 0. Wir wenden die adap-tiven Algorithmen solve-hh2-weaksing 5.21 und solve-res-weaksing 5.15 an, um die exakte Lösung zuapproximieren. Als zugrundeliegende Geometrien dienen uns ein L-förmiger Shirm und Fihera's Würfel.7.2.1 L-förmiges GebietIm ersten Experiment ist die zugrundeliegende Geometrie ein L-förmiger Shirm Γ, welhes zusammen mitdem gröbsten Gitter E0 und der gewählten Referenzkantenverteilung in Abbildung 7.2 (links) dargestellt ist.Die exakte Lösung φ besitzt starke Kantensingularitäten, daher erwarten wir für uniforme, isotrope Gittereine Konvergenzordnung von |||φ−Φℓ|||V = O(N−1/4), vergleihe [CMS01℄. Für einen adaptiven Algorith-mus, der eine Folge von isotropen Gittern erzeugt, erwarten wir eine Konvergenzordnung von |||φ−Φℓ|||V =

O(N−1/2), vergleihe ebenfalls [CMS01℄. Wir verwenden die Algorithmen solve-res-weaksing 5.21,solve-hh2-weaksing 5.15 sowie eine uniforme Folge von Gittern, für die wir ebenfalls den h − h/2-Shätzer µ̃ℓ und den gewihteten Residualshätzer ρℓ berehnen. Aus den Berehnungen des Algorith-mus solve-res-weaksing extrapolieren wir eine Energienorm von |||φ|||2V ≈ 8.2844. Die Berehnung desquadrierten Energiefehlers kann aufgrund der Galerkinorthogonalität mit
|||φ− Φℓ|||2V = |||Φℓ|||2V − |||φ|||2Verfolgen.Algorithmus solve-res-weaksingWir verwenden Algorithmus solve-res-weaksing 5.21, der durh den gewihteten Residualshätzer ρℓ (5.21)gesteuert wird. Als Adaptivitätsparameter wählen wir θ = 0.5. In Abbildung 7.3 (Oben) werden der ex-trapolierte quadrierte Energiefehler |||φ−Φℓ|||2V und der quadrierte gewihtete Residualshätzer ρ2ℓ , die vonAlgorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden, über der Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusät-zlih werden Energiefehler und Fehlershätzer für den uniformen Fall geplottet. Wie zu sehen ist, lieferndie Algorithmen die erwarteten Konvergenzordnungen. In Abbildung 7.4 plotten wir vier Gitter, die vonAlgorithmus solve-res-weaksing in den Shritten 10, 20, 30 und dem letzten Shritt 42 erzeugt werden.Da die exakte Lösung φ Kantensingularitäten besitzt, stellt sih die erwartete Verfeinerung entlang derAussenkanten ein.Algorithmus solve-hh2-weaksingWir verwenden Algorithmus solve-hh2-weaksing 5.15, der durh den h − h/2-Shätzer µ̃ℓ (5.14) ges-teuert wird. Als Adaptivitätsparameter wählen wir θ = 0.5. In Abbildung 7.3 (Unten) werden der ex-trapolierte quadrierte Energiefehler |||φ − Φℓ|||2V und der quadrierte h − h/2-Shätzer µ̃2ℓ , die von Algo-rithmus solve-hh2-weaksing erzeugt werden, über der Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusätzlihplotten wir diese Gröÿen auh für eine Folge von uniformen Gittern. Wie in Abbildung 7.3 (Unten) zu



120 Numerishe Experimentesehen ist, stellen sih die erwarteten Konvergenzraten ein. In Abbildung 7.5 plotten wir die vier Gitter,die von Algorithmus solve-hh2-weaksing in den Shritten 10, 20, 30 und dem letzten Shritt 42 erzeugtwerden. Erwartungsgemäÿ stellt sih eine Verfeinerung entlang der Aussenkanten ein.Vergleih zwishen h− h/2-Shätzer und gewihtetem ResidualshätzerIn Abbildung 7.6 (oben) vergleihen wir die Konvergenzraten für Shätzer und Energiefehler der beidenAlgorithmen solve-hh2-weaksing und solve-res-weaksing. Die Energiefehler der beiden Algorithmensind dabei von der gleihen Gröÿenordnung. Wir shlieÿen, dass die beiden Algorithmen in diesem KontextGitter derselben Qualität erzeugen.Vergleih des Zeitaufwandes zwishen uniformer und adaptiver VerfeinerungDie Analysis dieser Arbeit besagt, dass die von den adaptiven Algorithmen solve-hh2-weaksing undsolve-res-weaksing erzeugten diskreten Lösungen gegen die exakte Lösung konvergieren und dass derAlgorithmus solve-res-weaksing eine optimale Konvergenzrate für den Fehlershätzer liefert. Ein interes-santer Aspekt ist, wie sih diese Algorithmen bezüglih der Zeit verhalten, die für eine gewisse Genauigkeitbenötigt wird. Wir wollen also die Genauigkeit der diskreten Lösungen über der Zeit, die für ihre Bereh-nung nötig ist, plotten. Da ein adaptiver Algorithmus die ganze Historie von Verfeinerungen und Lösungenbenötigt, können wir uniforme und adaptive Verfahren niht mit derselben Zeitmessung ausstatten, dahermessen wir die Zeiten untershiedlih. Beide Verfahrenstypen starten zunähst in jedem Experiment mitdem selben groben Gitter E0.
• Für ein uniformes Verfahren ist tunif,ℓ die Zeit, die in Summe benötigt wird, um� das grobe Gitter E0 ℓ mal uniform zu verfeinern und so Eℓ zu erhalten,� die Daten (d.h. die diskreten Integraloperatoren) auf dem Gitter Eℓ zu berehnen,� die Galerkinlösung Φℓ auf dem Gitter Eℓ zu berehnen.
• Für ein adaptives Verfahren ist tadap,ℓ in einer kumulativen Weise de�niert, um dem adaptivenAlgorithmus Rehnung zu tragen. Wir de�nieren tadap,−1 = 0, und tadap,ℓ berehnet sih dann inSumme aus� der bisherigen Zeit tadap,ℓ−1,� der Zeit um die Daten (d.h. die diskreten Integraloperatoren) auf dem Gitter Eℓ zu berehnen,� der Zeit, um auf Eℓ zu lösen und den Fehlershätzer zu berehnen,� der Zeit, um das nähste Gitter Eℓ+1 zu berehnen.In Abbildung 7.7 plotten wir die Fehlershätzer und die extrapolierten Energiefehler der adaptiven Al-gorithmen sowie einer uniformen Folge von Gittern über der Zeit, die für die Berehnung nötig ist. InAbbildung 7.6 (unten) vergleihen wir die Algorithmen solve-res-weaksing und solve-hh2-weaksingbezüglih der Zeit, die für die Berehnung einer gewissen Genauigkeit nötig ist. Die interessierende Gröÿeist dabei der Energiefehler, und wir sehen, dass der Algorithmus solve-res-weaksing um einen Faktor3-4 shneller ist. Dies liegt daran, dass zur Berehnung des h − h/2-Shätzers µ̃ℓ die Galerkinlösung aufeinem uniform verfeinerten Gitter berehnet werden muss, während für die Zeit für die Berehnung des



7.2 Shwah singuläre Integralgleihung 121gewihteten Residualshätzers ρℓ durh die Anzahl der Auswertungspunkte zur Approximation des Ober-�ähengradienten bestimmt wird. Dies entspriht niht ganz der Erwartung. Für den h− h/2-Shätzer µ̃ℓwird auf dem uniform verfeinerten Gitter das Einfahshihtpotential V ∈ R4N×4N berehnet, während fürden gewihteten Residualshätzer ρℓ das Einfahshihtpotential V ∈ RN×N auf dem groben Gitter sowiedie Auswertung des Einfahshihtpotentials berehnet werden muss. Wie in Abshnitt 7.1.5 angegeben,werten wir das Einfahshihtpotential an 7 Punkten auf jedem Element aus, die Matrix der Auswer-tungspunkte ist also von der Gröÿe 7N×N . Insgesamt benötigt die Berehnung des h−h/2-Shätzers alsoden doppelten Aufwand als die Berehnung des Residualshätzers, ist in diesem Experiment unerwarteter-weise 3− 4 mal so teuer.7.2.2 Fihera's WürfelIn diesem Experiment ist die zugrundeliegende Geometrie Γ die Ober�ähe des sogenannten Fihera Wür-fels, welher zusammen mit dem gröbsten Gitter E0 und der gewählten Referenzkantenverteilung in Ab-bildung 7.2 (rehts) dargestellt ist. Durh Extrapolation der von solve-res-weaksing berehneten Datenerhalten wir eine extrapolierte Energie von |||φ|||2V ≈ 8.113212833.Algorithmus solve-res-weaksingWir verwenden zunähst wieder Algorithmus solve-res-weaksing 5.21, der durh den gewihteten Resid-ualshätzer ρℓ (5.21) gesteuert wird. Als Adaptivitätsparameter wählen wir, wie vorher, θ = 0.5. InAbbildung 7.8 (oben) werden der extrapolierte quadrierte Energiefehler |||φ − Φℓ|||2V und der quadriertegewihtete Residualshätzer ρ2ℓ , die von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden, über der An-zahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusätzlih werden Energiefehler und Fehlershätzer für den uniformenFall geplottet. Für den uniformen Algorithmus beobahten wir für Shätzer und Energiefehler eine sub-optimale Konvergenzrate O(N2/6), während Algorithmus solve-res-weaksing die für isotrope Gitteroptimale Konvergenzrate O(N−1/2) liefert. In Abbildung 7.9 plotten wir vier Gitter, die von Algorith-mus solve-res-weaksing in den Shritten 10, 17, 23 und dem letzten Shritt 29 erzeugt werden. Wirbeobahten, dass sih die uniforme Netzverfeinerung nur an den konvexen Kanten einstellt, während zuden Kanten an der Innenseite des ausgeshnittenen Teils niht verfeinert wird. Dies entspriht auh derErwartung. Mit g = −1 ist (−1/2 +K)g = 1, wir lösen also die Gleihung
V φ = 1 = (−1/2 +K)g,die eine äquivalente Formulierung eines Auÿenraumproblems ist, siehe [SS11, Setion 3.4.2.2℄. Für denAuÿenraum sind die Kanten der einspringenden Eke des Würfels konvex, während alle anderen Kanteneinspringende Kanten sind, an denen also generishe Singularitäten erwartet werden.Algorithmus solve-hh2-weaksingNun verwenden wir Algorithmus solve-hh2-weaksing 5.15, der durh den h−h/2-Shätzer µ̃ℓ (5.14) ges-teuert wird. Als Adaptivitätsparameter wählen wir abermals θ = 0.5. In Abbildung 7.8 (unten) werden derextrapolierte quadrierte Energiefehler |||φ − Φℓ|||2V und der quadrierte h − h/2-Shätzer µ̃2ℓ , die von Algo-rithmus solve-hh2-weaksing erzeugt werden, über der Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusätzlihplotten wir diese Gröÿen auh für eine Folge von uniformen Gittern. In Abbildung 7.5 plotten wir die vier



122 Numerishe ExperimenteGitter, die von Algorithmus solve-hh2-weaksing in den Shritten 7, 14, 21 und dem letzten Shritt 27erzeugt werden. Wir erhalten qualitativ dasselbe Verhalten wie für den Algorithmus solve-res-weaksing.7.3 DirihletproblemIn diesem Abshnitt lösen wir das Dirihletproblem (5.7)
V φ = (1/2 +K)fDie Galerkinlösung auf einem Gitter Eℓ ist demnah gegeben durh (5.10) mit p = 0. Wir werden dieAlgorithmen solve-hh2-dirihlet 5.16 und solve-separate-res-dirihlet 5.23 verwenden, um dieexakte Lösung φ zu approximieren. Den für die Datenapproximation auf einem Gitter Eℓ nötigen Operatorwählen wir als die L2(Γ)-Orthogonalprojektion auf S1(Eℓ), das heiÿt wir setzen Pℓ = Πℓ. Als Geometriedient die Ober�ähe Γ des L-Bloks Ω = [−1, 1]3 \ [0, 1]2 × [−1, 1], die in Abbildung 7.11 mitsamt dergewählten Referenzkantenverteilung dargestellt ist. Wir verwenden Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z) mit r ≥ 0,

ϕ ∈ [0, 2π) und z ∈ R und de�nieren die Funktion
u(r, ϕ, z) = r2/3 sin

(
2

3

(
ϕ+

3

2
π

))
.Es gilt −∆u = 0 und u ∈ H5/3−ε(Ω) für alle ε > 0. Wir wählen das Dirihletdatum als f = γint0 u undbemerken, dass φ ∈ H1/6−ε(Γ) gilt. Das Datum f vershwindet an den beiden einspringenden Seiten�ähen,und daher gilt f ∈ H5/3−ε(Γ). Für eine uniforme Folge von Gittern erwarten wir daher eine Konvergenzrate

O(h2/3−ε) = O(N−1/3+ε) für den Fehlershätzer und den Energiefehler, jedoh O(h7/6−ε) = O(N−7/12+ε)für die Datenoszillationen. Durh Extrapolation der von einer uniformen Folge von Gittern berehnetenDaten erhalten wir eine Energie von |||φ|||2V ≈ 1.937780194756554.Algorithmus solve-separate-res-dirihletWir verwenden Algorithmus solve-separate-res-dirihlet 5.23, der durh den gewihteten Residu-alshätzer ρℓ (5.22) und die Datenoszillationen oscℓ aus (5.22) gesteuert wird. Als Adaptivitätsparameterfür die separate Markierungsstrategie wählen wir θ1 = θ2 = ϑ = 0.5. In Abbildung 7.12 (oben) werdender extrapolierte quadrierte Energiefehler |||φ−Φℓ|||2V , der quadrierte gewihtete Residualshätzer ρ2ℓ sowiedie Datenoszillationen osc2ℓ , die von Algorithmus solve-separate-res-dirihlet erzeugt werden, überder Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusätzlih werden Energiefehler und Fehlershätzer für denuniformen Fall geplottet. Wie zu sehen ist, liegen die Kurven für den quadrierten Energiefehler und denquadrierten Fehlershätzer parallel zu O(N−2/3). Die quadrierten Datenoszillationen fallen im uniformenFall wie erwartet mit einer Rate von O(N−7/6). Der adaptive Algorithmus liefert niht die optimale Kon-vergenzordnung von O(N−3/2) für die quadrierten Gröÿen, sondern eine geshätzte Rate von O(N−4/3).Die Singularität der Spur f liegt, wie wir bereits bemerkt haben, an den einspringenden Eken der Ober-und Unterseite des Gebietes, während die Singularität der exakten Lösung φ liegt dagegen an der einsprin-genden Kante des Gebietes. Da die separierte Markierungsstrategie jeweils nur mit dem Fehlershätzer ρℓoder mit den Oszillationen oscℓ markiert, erklärt sih das stufenförmige Verhalten der Graphen für ρℓ und
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oscℓ im adaptiven Fall in Abbildung 7.12. In Abbildung 7.13 plotten wir wieder 4 Gitter, die in den Shrit-ten 10, 20, 30 und 41 erzeugt werden. Die Singularität der exakten Lösung φ entlang der einspringendenKante lässt eine Verfeinerung in diesem Bereih erwarten, die sih, wie in den Abbildungen zu erkennenist, auh einstellt.Algorithmus solve-hh2-dirihletWir verwenden Algorithmus solve-hh2-dirihlet 5.16 mit dem Adaptivitätsparameter θ = 0.5. Durhdie De�nition des h−h/2-Shätzers µ̃ℓ aus Lemma 5.12 muss die Galerkinlösung Φℓ ∈ P0(Eℓ) niht bereh-net werden, stattdessen ist in jedem Shritt die Galerkinlösung Φ̂ℓ ∈ P0(Êℓ) auf dem uniform verfeinertenGitter Êℓ zu berehnen. Implementierungstehnish ist es daher ratsamer, die Galerkinlösung Φ̂ℓ ∈ P0(Êℓ)zur rehten Seite Π̂ℓf ∈ S1(Êℓ) mit der L2-Projektion Π̂ℓ auf S1(Êℓ) zu de�nieren, das heiÿt

〈V Φ̂ℓ , Ψ̂ℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) = 〈(K + 1/2)Π̂ℓf , Ψ̂ℓ〉H1/2(Γ)×H̃−1/2(Γ) für alle Ψ̂ℓ ∈ Pp(Êℓ).Ausserdem wählen wir die Oszillationen niht wie in (5.16), sondern durh (5.22), das heiÿt
oscℓ := ‖ĥ1/2ℓ (1− π̂ℓ)∇Γf‖L2(Γ), (7.8)wobei π̂ℓ die L2-Projektion auf P0(Êℓ) bezeihnet. Durh diese Modi�kationen, die die Implementierungwesentlih vereinfahen, nimmt die Shätzerreduktion aus Lemma 5.18 die Form

τ2ℓ+1 ≤ κ̂τ2ℓ + Cred

(
‖Φ̂ℓ+1 − Φ̂ℓ‖2H−1/2(Γ)

+ ‖Π̂ℓ+1f − Π̂ℓf‖2H1/2(Γ)

)an, sodass der Algorithmus nah wie vor konvergent ist. In Abbildung 7.12 (unten) plotten wir die quadri-erten Gröÿen Fehlershätzer, Oszillationen und Energiefehler, die von Algorithmus solve-hh2-dirihleterzeugt werden. Parallel plotten wir diese Gröÿen für eine uniforme Folge von Gittern. Für die uniformeFolge von Gittern erhalten wir wie im vorigen Experiment eine Konvergenzrate von O(N−2/3) für denquadrierten Energiefehler und den quadrierten Fehlershätzer. Die quadrierten Oszillationen fallen wie er-wartet mit einer Rate von O(N−7/6). Algorithmus solve-hh2-dirihlet liefert eine Konvergenzrate von
O(N−4/3) für die quadrierten Gröÿen. In Abbildung 7.14 plotten wir die 4 Gitter, die in den Shritten 5, 8,
13 und 18 erzeugt werden. Wie zu erwarten stellt sih die Verfeinerung entlang der einspringenden Kanteein.Vergleih zwishen h− h/2-Shätzer und gewihtetem ResidualshätzerIn Abbildung 7.15 (oben) vergleihen wir die Konvergenzraten für Shätzer und Energiefehler der beidenAlgorithmen solve-hh2-dirihlet und solve-separate-res-dirihlet. Anders als in Experiment 7.2.1ist kein massiver Untershied der Gröÿenordnungen von h−h/2-Shätzer und Residualshätzer zu erkennen,jedoh ist die Di�erenz von Shätzer und tatsähliher Energienorm für den Residualshätzer geringer.Vergleih des Zeitaufwandes zwishen uniformer und adaptiver VerfeinerungIn Abbildung 7.16 vergleihen wir die Zeiten, die die Algorithmen solve-hh2-dirihletund solve-separate-res-dirihlet benötigen. Wir plotten Fehlershätzer, Oszillationen und extrapolierten



124 Numerishe ExperimenteEnergiefehler über der benötigten Zeit, die wir in Experiment 7.2.1 de�niert haben. Wir sehen, dass dieadaptiven Algorithmen sih auh bezüglih des Zeitaufwandes besser verhalten als die uniforme Variante.Die Di�erenz der benötigten Zeit für eine gewisse Genauigkeit des Energiefehlers ist in diesem Experimentniht mehr so massiv wie in Experiment 7.2.1.7.4 Abshlieÿende BemerkungenWir haben in zwei Experimenten jeweils h − h/2-Shätzer und gewihteten Residualshätzer verglihen.Das Prinzip des h−h/2-Shätzers ist äuÿerst einfah und kann auf beliebige Probleme angewandt werden,während die Herleitung des Residualshätzers an der zugrundeliegenden Gleihung hängt und daher auhanalytish aufwändiger ist. Für den h − h/2-Shätzer spriht ebenfalls, dass der Aufwand für die Imple-mentierung sehr gering ist und Shätzer von diesem Typus auh in bestehende Softwarebibliotheken ohnegroÿen Aufwand eingep�egt werden können. Im Gegensatz dazu ist der Aufwand für die Implementierungdes gewihteten Residualshätzers enorm. Der Shätzer benötigt zunähst stabile Routinen für die Auswer-tung der Integraloperatoren. Um dem fastlinearen Aufwand einer shnellen Randelementmethode gerehtzu werden, müssen diese Routinen aber so gestaltet sein, dass sie die Auswertung separat für die Basis-funktionen des zugrundeliegenden Ansatzraumes zulassen, sodass die Matrix aller Auswertungen shnellaufgestellt werden kann. Die Aufnahme eines Shätzers von diesem Typus in eine bereits bestehende Biblio-thek ist daher mit groÿem Aufwand und der genauen Kenntnis dieser Bibliothek verbunden. Bezüglih derRehenzeiten ist zu sagen, dass sih für den Residualshätzer in den hier getätigten Experimenten bessereRehenzeiten als für den h−h/2-Shätzer einstellen. Theoretishe Überlegungen in diesem Rahmen zeigen,dass die Algorithmen, die mit einem h − h/2-Shätzer arbeiten, mindestens den zweifahen Aufwand derAlgorithmen mit einem Residualshätzer haben. Ein Nahteil des h−h/2-Shätzers ist auÿerdem, dass seineZuverlässigkeit äquivalent zur Saturationsannahme ist. Während die Konvergenz der Algorithmen für beideShätzertypen sihergestellt ist, so ist die Quasioptimalität nur durh Verwendung des Residualshätzersbewiesen. Wir sehen aber experimentell, dass beide Shätzertypen auf die theoretish vorausgesagten Kon-vergenzraten führen.
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Abbildung 7.1: Die benötigten Zeiten für das Aufstellen der Matrix V und der Berehnung des gewihtetenResidualshätzers ρℓ. Die Daten enstammen dem Experiment 7.2.1. Es werden die benötigten Zeit-en für uniforme Netzverfeinerung und adaptive Netzverfeinerung, gesteuert durh den Algorithmussolve-res-weaksing, geplottet. Anstatt dem in einer normalen Implementierung nötigen Aufwand O(N2)erhalten wir nah einer kurzen Anlaufphase, die dem Overhead durh die Implementierung der shnellenMethode geshuldet ist, einen fast-linearen Aufwand O(N log(N)).

Abbildung 7.2: Die Geometrien mitsamt der Startgitter E0 für die Experimente 7.2.1 (links) und 7.2.2(rehts).
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Abbildung 7.3: Oben: Experiment 7.2.1 auf dem L-förmigen Gebiet mit Algorithmussolve-res-weaksing 5.21: Konvergenz des gewihteten Residualshätzers und des Energiefehlersim adaptiven und uniformen Fall.Unten: Experiment 7.2.1 auf dem L-förmigen Gebiet mit Algorithmus solve-hh2-weaksing 5.15:Konvergenz des h− h/2-Shätzers und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.



7.4 Abshlieÿende Bemerkungen 127

Abbildung 7.4: Die Gitter E10, E20, E30 und E42, die von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden.
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Abbildung 7.5: Die Gitter E10, E20, E30 und E42, die von von Algorithmus solve-hh2-weaksing erzeugtwerden.
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Abbildung 7.6: Vergleih des h − h/2 Fehlershätzer µ̃2ℓ aus Algorithmus solve-hh2-weaksing und desgewihteten Residualshätzers ρ2ℓ aus Algorithmus solve-res-weaksing in Experiment 7.2.1. Oben: Fehler-shätzer und Energiefehler über der Anzahl der Freiheitsgrade. Unten: Fehlershätzer und Energiefehlerüber der Zeit, die für die Berehnung benötigt wird.
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PSfrag replaements ρ2ℓ uniform
|||φ− Φℓ|||2V uniform
ρ2ℓ adaptiv
|||φ− Φℓ|||2V adaptivuniformadaptivAbbildung 7.7: Vergleih der Rehenzeiten von adaptiven und uniformen Verfahren. Die obere Abbildungzeigt den h−h/2-Fehlershätzer µ̃2ℓ und den extrapolierten Energiefehler |||φ−Φℓ|||2V für eine uniforme Folgevon Gittern sowie für den Algorithmus solve-hh2-weaksing. Die untere Abbildung zeigt den gewihtetenResidualshätzer ρ2ℓ und den extrapolierten Energiefehler |||φ− Φℓ|||2V für eine uniforme Folge von Gitternsowie für den Algorithmus solve-res-weaksing.
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Abbildung 7.8: Oben: Experiment 7.2.2 auf dem Fihera Würfel mit Algorithmussolve-res-weaksing 5.21: Konvergenz des gewihteten Residualshätzers und des Energiefehlersim adaptiven und uniformen Fall.Unten: Experiment 7.2.1 auf dem Fihera Würfel mit Algorithmus solve-hh2-weaksing 5.15: Konvergenzdes h− h/2-Shätzers und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.
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Abbildung 7.9: Die Gitter E10, E17, E23 und E29, die von von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugtwerden.
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Abbildung 7.10: Die Gitter E7, E14, E21 und E27, die von von Algorithmus solve-hh2-weaksing erzeugtwerden.
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Abbildung 7.11: Die Geometrie Γmitsamt dem Startgitter E0 für das Experiment 7.3 zum Dirihletproblem.
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Abbildung 7.12: Oben: Experiment 7.3 auf dem L-Blok mit Algorithmussolve-separate-res-dirihlet 5.23: Konvergenz des gewihteten Residualshätzers, der Oszilla-tionen und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.Unten: Experiment 7.3 auf dem L-Blok mit Algorithmus solve-hh2-dirihlet 5.16: Konvergenz des
h− h/2-Shätzers, der Oszillationen und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.
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Abbildung 7.13: Die Gitter E10, E20, E30 und E41, die von von Algorithmus solve-separate-res-dirihleterzeugt werden.
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Abbildung 7.14: Die Gitter E5, E8, E13 und E18, die von von Algorithmus solve-hh2-dirihlet erzeugtwerden.
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Abbildung 7.15: Vergleih des h− h/2 Fehlershätzer µ̃2ℓ aus Algorithmus solve-hh2-dirihlet und desgewihteten Residualshätzers ρ2ℓ aus Algorithmus solve-separate-res-dirihlet in Experiment 7.3.Oben: Fehlershätzer, Oszillationen und Energiefehler über der Anzahl der Freiheitsgrade. Unten: Fehler-shätzer, Oszillationen und Energiefehler über der Zeit, die für die Berehnung benötigt wird.
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