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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine mathematisch fundierte Konvergenztheorie fiir adaptive Galerkin-
verfahren fiir Randintegralgleichungen entwickelt. Dabei wird auf die vorhandene Konvergenztheorie fiir
adaptive Finite Elemente Methoden (AFEM) zuriickgegriffen. Die dafiir entwickelten Werkzeuge erfordern
Aussagen lokaler Natur und kénnen daher nicht unmittelbar fiir die Analyse adaptiver Randelementmeth-
oden verwendet werden, da in diesem Fall die Operatoren und natiirlichen Normen nichtlokal sind.

Kapitel Bl befasst sich mit Gittern und den diskreten Raumen stiickweiser Polynome, die den Galerkin-
verfahren zugrunde liegen. Es werden vorhandene Aussagen zur Optimalitit des Netzabschlusses bei lokaler
Verfeinerung eines Gitters erweitert indem wir die bisher nétigen Annahmen an das grobste Gitter entfer-
nen. Dadurch werden die Voraussetzungen, unter denen quasioptimale Konvergenz einer AFEM gezeigt wer-
den kann, verringert. Des Weiteren werden Approximationsaussagen von Quasi-Interpolationsoperatoren in
gebrochenen Sobolevréumen gezeigt, wofiir Resultate aus der Theorie der Interpolationsrdume verwendet
werden.

Als Modellprobleme werden im Weiteren Randintegralgleichungen fiir das Dirichlet- und Neumannprob-
lem der Laplacegleichung betrachtet. In Kapitel @l werden die zugehorigen Randintegraloperatoren definiert.
Durch die Anwendung von Resultaten der Regularitidtstheorie fiir partielle Differentialgleichungen werden
neuartige inverse Ungleichungen fiir diese Randintegraloperatoren gezeigt.

Das Kapitel Bl beinhaltet die Konvergenz- und Quasioptimalitdtstheorie von adaptiven Galerkinver-
fahren fiir Gleichungen, die das Einfachschichtpotential enthalten. Es werden zwei Arten von a-posteriori
Fehlerschitzern betrachtet: zum einen sogenannte h — h/2-Fehlerschétzer, die darauf beruhen, den Fehler
durch Verfeinerung des Ansatzraumes zu schitzen. Zum anderen gewichtete Residualschétzer, die darauf
beruhen, den Fehler des (berechenbaren) Residuums zu schétzen. Im Falle des Dirichletproblems werden
die gegebenen Randdaten zusétzlich durch diskrete Funktionen approximiert. Dazu werden die Operatoren
verwendet, fiir die in Kapitel Bl Approximationsaussagen in Sobolevrdumen gebrochener Ordnung gezeigt
werden. Es wird die Konvergenz fiir adaptive Algorithmen, die durch h — h/2-basierte oder gewichtete
residuale Fehlerschétzer gesteuert werden, gezeigt. Dazu wird das Konzept der Fehlerschdtzerreduktion ver-
wendet, laut welchem es hinreichend ist, die Kontraktion der Fehlerschétzer bis auf eine Nullfolge zu zeigen.
Im Falle des gewichteten Residualschétzers werden dazu die inversen Ungleichungen fiir Randintegralop-
eratoren benotigt, die in Kapitel @l bewiesen werden. Davon ausgehend wird die quasioptimale Konvergenz
fiir adaptive Algorithmen, die durch den gewichteten Residualschitzer gesteuert werden, gezeigt. Damit ist
Folgendes gemeint: wenn es, ausgehend von einem festen Startgitter, eine beliebige Folge von Gittern gibt,
die eine gewisse Konvergenzrate fiir die zugehorigen Schétzer garantiert, dann wird diese Rate auch durch
den adaptiven Algorithmus erreicht. Fiir den Beweis dieser Aussage werden vorhandene Werkzeuge aus
der Konvergenztheorie fiir AFEM auf den Fall von nichtlokalen Operatoren und Normen verallgemeinert.

In Kapitel [f werden die Resultate, die fiir Gleichungen mit dem Einfachschichtpotential erhalten wur-
den, fiir Gleichungen mit dem hypersinguldren Integraloperator gezeigt.

In Kapitel [[ werden numerische Resultate vorgestellt, welche die Theorie aus den vorangegangenen
Kapiteln unterstiitzen und die Effizienz von adaptiven Verfahren im Allgemeinen zeigen sollen. Es wer-
den verschiedene Experimente fiir Gleichungen mit dem Einfachschichtpotential durchgefiihrt, wobei die
zugrundeliegende Implementierung schnelle Verfahren fiir die Berechnung der diskreten Randintegraloper-
atoren verwendet.






Abstract

The purpose of this work is to establish a convergence theory for adaptive Galerkin methods for boundary
integral equations. For adaptive Finite Element Methods (AFEM), such a theory has been developed in
the last 15 years. However, the ideas developed for AFEM cannot be used directly in boundary element
methods, as the underlying operators and norms are non-local.

Chapter Bl deals with meshes and spaces of piecewise polynomials, which are used for the Galerkin
discretization of the underlying problems. The existing results on the optimality of the mesh closure in
the case of local mesh-refinement are generalized in that previous assumptions on the coarsest mesh are
removed. Hence the conditions under which adaptive Finite Element Methods are guaranteed to converge
are relaxed. Furthermore, (local) approximation properties in Sobolev space of non-integer order are shown
for various quasi-interpolation operators.

In this thesis, the boundary integral equations arising from the Laplace equation are used as model
problems. For the 4 classical boundary integral operators associated with the Laplace operator, novel
inverse estimates are shown. To that end, results of elliptic regularity theory are exploited. These inverse
estimates are the key to the convergence analysis in the chapters Bl and [6

Chapter [l is concerned with the convergence and quasi-optimality of adaptive Galerkin methods for
equations involving the simple layer potential. We use two different approaches for a-posteriori error es-
timation. First, we consider h — h/2-based error estimators, where solutions to uniformly refined meshes
are used to estimate the error. Second, we deal with weighted residual error estimators, which use the
equations’ residual to estimate the error. For the Dirichlet problem, we additionally approximate the given
boundary data by discrete functions. To that end, we use quasi-interpolation operators that were analyzed
in chapter Bl We prove convergence of adaptive algorithms steered by either h — h/2-based error estimators
or weighted residual error estimators. To that end, we use the concept of estimator reduction: to show
convergence of the estimator, it suffices to show that it is a contraction up to a zero sequence. In the
case of the weighted residual estimator, we employ the inverse inequalities for boundary integral opera-
tors. Furthermore, we prove the quasi-optimality of adaptive algorithms steered by weighted residual error
estimators. Quasi-optimality means the following: assume that there is an arbitrary sequence of meshes,
starting from a fixed coarse mesh, such that the error estimator converges with a certain rate. Under this
assumption, we show that the proposed adaptive algorithm exhibits the same rate for the underlying error
estimator. To prove this kind of statement, we use tools from the convergence theory for adaptive Finite
Element Methods, which we transfer to BEM.

In chapter [0l we show the convergence and quasi-optimality of adaptive algorithms for equations in-
volving the hypersingular integral operator. We use the same approaches as for the simple layer potential
in chapter

Chapter [1 contains several numerical experiments for equations with the weakly singular integral op-
erator. We consider Symm’s integral equation and the Dirichlet problem for the Laplace equation. The
experiments support the developed analytical results and show the efficiency of the adaptive algorithms.
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Kapitel 1

Einfuhrung

Die mathematische Modellierung von physikalischen, 6konomischen, chemischen oder mechanischen Proble-
men fiihrt oft auf partielle Differentialgleichungen, die im Normalfall numerisch (d.h. am Computer) gelost
werden miissen. Computer konnen nur endlich viele Zahlen speichern und auch die Zeit fiir Berechnun-
gen ist endlich, sodass die zugrunde liegenden Gleichungen oder Geometrien diskretisiert werden miissen.
Betrachten wir zum Beispiel den simulierten Crashtest eines Autos, bei dem an gewissen Punkten auf
der Karosserie die Spannungen und Verformungen berechnet werden, wahrend das Auto in einer Simula-
tion gegen eine Wand fihrt. Heuristisch ist klar, dass der Crash den Motorraum stark verformt, wihrend
das Heck des Autos eher unbeschadet bleibt. Es scheint also 6kologischer und billiger, die vorhandenen
Rechenkapazititen auf jene Stellen zu konzentrieren, an denen sie gebraucht werden, ndmlich vorne. Die
Entscheidung iiber die richtige Verteilung der Rechenkapazitéten ist vor allem bei komplizierten Problemen
eine Angelegenheit, die genaue Kenntnis des zugrundeliegenden Problems beim Anwender solcher Meth-
oden erfordert. Methoden, die die vorhandenen Ressourcen effizienter niitzen oder automatisch optimal
verteilen, sind an dieser Stelle gefragt.

In mathematischer Terminologie handelt es sich bei Methoden, die selbststéindig die vorhandenen Ka-
pazitdten verteilen, um sogenannte adaptive Algorithmen. Diese Algorithmen entscheiden ohne Zutun des
Anwenders, in welche Teile des Problems sie verstirkt Ressourcen investieren miissen, um deren optimale
Nutzung zu erreichen. Fiir die Finite Elemente Methode (FEM) wird Adaptivitit schon seit iiber dreifig
Jahren erfolgreich eingesetzt, aber eine mathematische Theorie, welche beweist, dass adaptive FEM die
Ressourcen optimal verteilt, wurde erst in den letzten zehn Jahren entwickelt. Die sogenannte Randele-
mentmethode (BEM), eine zur FEM verwandte Methode, ist in diesem Kontext noch nicht analysiert.
In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit der Konvergenztheorie fiir adaptive Randelementmethoden und
erreichen dabei (zumindest fiir die betrachteten Modellprobleme) denselben Stand wie fiir FEM.



2 Einfithrung

1.1 Konvergenz adaptiver Finite Elemente Methoden

Die Entwicklung der Konvergenztheorie fiir adaptive Finite Elemente Methoden (AFEM) hat, wie bereits
erwiahnt, in den letzten zehn Jahren erhebliche Fortschritte gemacht. Wie so oft wurden adaptive Algo-
rithmen zunéchst fiir die Poissongleichung

—Au=f inQ

1.1
u=0 aufl (1.1)

betrachtet, die uns auch in dieser Arbeit als Modellproblem dienen soll. Ein Durchlauf des adaptiven
Algorithmus fiir diese Gleichung hat typischerweise die Form

[solve] — [estimate] — [mark] — [refine] (1.2)

In einem Durchlauf wird, ausgehend von einem groben Gitter &, aus dem aktuellen Gitter & ein neues
Gitter £py1 in folgender Weise erzeugt: zuerst wird in Modul die Galerkinl6sung von (L)) auf dem
Gitter & berechnet. Ausgehend von dieser Galerkinlésung werden im Modul fiir jedes Element
E € & ein Fehlerindikator ny(E) bestimmt. Das Modul wahlt auf Basis dieser Fehlerindikatoren
eine Menge M, C &, aus, die verfeinert werden sollen, und schlieflich erzeugt das Modul ein
Gitter 11, indem zumindest alle Elemente aus M, verfeinert wurden. Iterierte Anwendung liefert de-
mentsprechend eine Folge & geschachtelter Gitter sowie die Folgen der zugehorigen Galerkinlosungen Uy
und Fehlerschitzer ny, = (ZEe& ng(E)Q)l/Q.

Die erste Arbeit, die sich mit dem Problem der Konvergenz fiir eine AFEM der Form (L2]) beschéftigt,
ist [BV84] aus dem Jahre 1984, in der Konvergenz und Quasioptimalitit fiir eine AFEM fiir eine eindi-
mensionale Diffusionsgleichung bewiesen wird. In der Arbeit von Willy Doérfler [Doér96] aus dem Jahre
1996 wird zum ersten Mal Konvergenz einer AFEM in 2D bewiesen. Dafiir wird eine Markierungsstrategie
eingefiihrt, die fortan eine wichtige Rolle fiir die Konvergenztheorie spielen wird. Dabei wird im Modul
ausgehend von einem Parameter 0 < 6 < 1 eine Menge M, C &, von Elementen zur Verfeinerung
markiert, die

0 m(BE)?< > m(E)

Ee& EeM,

erfiillt. Es wird bewiesen, dass die Folge der Galerkinfehler [[|u — Upl||, wobei [| - [|| = [V - [, die
Energienorm bezeichnet, eine beliebige Genauigkeit erreicht, solange nur das grobe Gitter die rechte Seite
f zur Geniige auflost, das heifst
o fllzo@ < & = limsup flu = Tel| S e
€No

Hier und in weiterer Folge bedeutet die Notation A < B, dass A < C' - B, wobei C' > 0 eine generische
Konstante ist, die nicht von ¢ abhéngt.

Diese Feinheitsannahme wird in den Arbeiten [MNS00IIMNSO02| durch die Betrachtung von sogenannten
Oszillationstermen vermieden. Es passiert ndmlich unter Umstinden, dass Uy11 = Uy, sodass der Galerk-

infehler in diesen Schritten stagniert. Dies tritt aber nur auf, wenn die Gitter &1 und & das Datum f
nicht zur Geniige auflésen. In den Arbeiten [MNSO00,[MNS02] wird daher der Term

oscy(F) := Z ||hz(f—f£)||%2(E)

Ee&y
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verwendet, um das Gitter zusédtzlich an den Stellen zu verfeinern, an denen oscy grof ist. Hier ist hy die
lokale Gitterweite, und f; eine stiickweise konstante Approximation an f. Durch die Verwendung dieser
Osrzillationsterme wird sichergestellt, dass der Galerkinfehler bis auf die Oszillationen kontrahiert. Das
heifst, es gilt fiir ein 0 < K < 1 die Abschétzung

llw = Uil < #lllu = Uelll + osce.

Die erste Arbeit, in der auch Konvergenzraten fiir AFEM bewiesen werden, ist [BDD04]. In dieser
Arbeit wird jedoch ein zusitzlicher Coarsening-Schritt eingebaut, der schlieRlich in [Ste07] wegdiskutiert
wird. Die Arbeit [CKNSO8| aus dem Jahre 2008 fasst schlieflich alles Wissen zusammen und die darin
angegebenen Beweise bilden auch die Grundlage fiir weitere Betrachtungen und Verallgemeinerungen. Als
Quasioptimalitit adaptiver FEM versteht man die folgende Forderung, die selbstverstéindlich auch auf
andere Verfahren {ibertragbar ist. Angenommen, es gibt eine Folge von Gittern (g'g)geNo, die allesamt
Verfeinerungen von & sind, sodass fiir ein s > 0 die algebraische Konvergenz

U S (#E — #&)°

gilt. Hier bezeichnet vy eine interessierende Grofe, die zum Gitter gg gehort. Dann soll der adaptive
Algorithmus eine Folge von Gittern (&¢),cy, erzeugen, die ebenfalls

ve S (#E — #&)°

erfiillt. Die Grofe vy kann zum Beispiel der Diskretisierungs- oder der Datenfehler, der Fehlerschétzer oder
auch eine Summe von interessierenden Grofen sein. In aktuellen Beweisen fiir AFEM wie in [CKNSO0g]
ist v7 = [|u — Upl||* 4 osc?. Quasioptimale Konvergenz eines adaptiven Algorithmus besagt also, dass der
Algorithmus mit den ihm zur Verfiigung stehenden Informationen und Mitteln eine asymptotisch optimale
Netzfolge findet.

1.2 Konvergenz adaptiver Randelementmethoden

Eine der ersten Arbeiten, die sich mit der Konvergenz von ABEM beschiftigt, ist [FLOPI0]. Dort werden
sogenannte h — h/2-Schétzer n, in einem adaptiven Algorithmus verwendet, um Kontraktionsgrofen fiir
AFEM und ABEM herzuleiten, wie es auch in [CKNSQS] fiir Residualschétzer in AFEM gemacht wird.
Unter einer Kontraktionsgrofe versteht man eine Grofe Ay, die

App1 < KAy

fiir ein 0 < x < 1 erfiillt. Typischerweise hat eine solche Grésse die Form A, = |||u — Uy|||? + AnZ, wodurch
Konvergenz des adaptiven Algorithmus folgt. Ein wesentlicher Teil, der bereits in der letztgenannten Arbeit
enthalten ist, wird schlieRlich in der darauf folgenden Arbeit [AFLP12] abstrahiert, um das Konzept der
Fehlerschatzerreduktion einzufithren. Es wird gezeigt, dass es fiir die Konvergenz eines adaptiven Verfahrens
hinreichend ist, die Abschétzung

Net1 < kne + Cl|Upr1 — Ul



4 Einfithrung

fiir ein 0 < kK < 1 zu zeigen. Die a-priori Konvergenz der Losungen Uy, die bereits in bewiesen
wird, liefert ||Upr1 — Uyl|| — 0 und somit auch 7, — 0. Unter der Annahme, dass der Fehlerschétzer 7,
zuverlissig ist, d.h. |||u — Uyl|| < ne, folgt Konvergenz |||u — Uyl| — 0.

In der Arbeit [AFGT12| wird eine 2D-BEM fiir ein gemischtes Randwertproblem betrachtet. Um ein
Verfahren zu erhalten, welches nur mit diskreten Integraloperatoren (also Matrizen) arbeitet, werden die
Randdaten approximiert: das Neumanndatum wir durch die Lo-Orthogonalprojektion auf den Raum der
stiickweise Konstanten approximiert, wihrend das Dirichletdatum mit nodaler Interpolation durch eine
affine, stetige Funktion angenihert wird. Der adaptive Algorithmus wird durch h— h/2-Schétzer gesteuert,
und zuséitzlich werden sogenannte Oszillationsterme verwendet, um den Fehler bei der Approximation der
Daten adaptiv mitzusteuern. Schliesslich wird die Konvergenz dieses adaptiven Verfahrens bewiesen.

Die Idee hinter den h — h/2-Schétzern, die in den erwdhnten Arbeiten verwendet werden, ist es, die
Galerkinlosung U ¢ zu einem uniform verfeinerten Gitter g’g zu verwenden, um den Fehler durch die Heuristik
lllw— Ug|l| ~ |||Us — Ug||| zu schiitzen. In der FEM sind die zugrundeliegenden Energienormen typischerweise
lokal, d.h.

0P = > 0 11

Ee&y

Dies liefert also unmittelbar einen Fehlerschéitzer, der in einem adaptiven Algorithmus verwendet werden
kann. Fiir Randelementmethoden sind die Energienormen aber typischerweise nichtlokal, d.h.

(R [ R r=%

Ee&y

und dies gilt nicht einmal bis auf Konstanten, wie Gegenbeispiele aus [Fae93|, Satz 24] und [CF01, Theorem
3.1 und 3.2] zeigen. Hier offenbart sich bereits eine der Schwierigkeiten in der Herleitung und der Analyse
von adaptiven Algorithmen fiir Randelementmethoden: die zugrundeliegenden Operatoren und Normen
sind nicht lokal, und miissen daher zum Beispiel durch lokal definierte Grofen abgeschéitzt werden.

Das Manko von h — h/2-Schétzern ist es, dass sie nur unter der sogenannten Saturationsannahme

llu — Telll < Csatlllu — Uglll,  Coat € (0,1)

zuverlissig sind. Fiir die FEM wird in der Arbeit [DN02] bewiesen, dass der Galerkinfehler bei der Approx-
imation der Funktion w aus ([LI]) durch stiickweise quadratische Polynome besser ist als durch stiickweise
lineare Polynome, das heiflt es gibt ein 0 < xk < 1, sodass

1/2

llw = Tell < slllw = Uell + | D2 100 = £ 1700 (1.3)
ZGN[

wobei (7@ € SZ(&), Uy € Si(&) die FEM-Losungen von u sind, N, die inneren Knoten des Gitters, w,
der zum Knoten z gehdrige Knotenpatch und f, eine konstante Appr0x1mat10n von f auf w,. In der
Arbeit [FLOPT0] wird (I3) fiir U, € S'(&;) mit einem bisecs-verfeinertem Gitter £ bewiesen.

Fiir BEM ist die Saturationsannahme, auch in der Form (L3)), offen. In der Arbeit [CP12] wird daher
in den adaptiven Algorithmus ein numerischer Test der Saturationsannahme eingebaut, um sie gegebenen-
falls zu erzwingen. Dieser erweiterte Algorithmus wird dann durch h — h/2-Schétzer gesteuert, und seine
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Konvergenz wird gezeigt. Die Optimalitéit eines adaptiven Algorithmus basierend auf Wavelets wird in der
Arbeit [DHS07] gezeigt. Es wird bewiesen, dass der Algorithmus eine beliebige Genauigkeit erreichen kann,
wobei die Anzahl der verwendeten Freiheitsgrade proportional zu der bendtigten Anzahl eines Algorithmus
ist, der volle Information iiber die Lésung zur Verfiigung hat.

Damit ist die vorhandene, veroffentlichte Literatur zur Konvergenz adaptiver Randelementmethoden
auch schon erschopft. Im Zuge der Promotion sind 6 Arbeiten [AFFT12al[AFF12bl[FKMPI11[FFKP12,
KPP12,[KOP12] entstanden, die nun in der vorliegenden Dissertation in einen gemeinsamen Rahmen ein-
geordnet werden und vollstindig ausgearbeitet sind. Ferner enthalten der Abschnitt und das Kapitel
auch origindre Resultate, die bisher noch nicht Teil einer wissenschaftlichen Arbeit sind. Parallel zum
Entstehen dieser Arbeit wurde der Preprint verdffentlicht. Darin beweist der Autor die Optimal-
itdt adaptiver Randelementmethoden fiir Algorithmen mit gewichteten Residualschétzern. Die Resultate
der Arbeit [GanIl] bendtigen einen C'-Rand als zugrundeliegende Geometrie, wodurch polygonale oder
polyhedrale Gebiete ausgeschlossen sind. Weiters werden nur Galerkinverfahren niedrigster Ordnung betra-
chtet. Diese Annahmen werden wir nicht treffen, das heifst, polygonale und polyhedrale Gebiete sind durch
die Analysis dieser Arbeit abgedeckt, als auch die Anwendung von Galerkinverfahren mit Ansatzfunktionen
héherer Ordnung.

1.3 Die Modellprobleme

In dieser Arbeit betrachten wir zum Dirichlet- und Neumannproblem der Laplacegleichung &quivalente
Randintegralgleichungen. Es bezeichne I' C 9 einen Teil des Randes einer offenen Menge 2 C R?. Zum
einen betrachten wir die sogenannte schwach singuldre Integralgleichung: finde ¢ € H*I/Q(F), sodass

Vo= f (14)

fiir ein gegebenes f € HY?(I'). Fiir I' = dQ und f = (1/2 4+ K)up ist diese Gleichung dquivalent zum
Dirichletproblem der Laplacegleichung

—Au=0 in

uw=up aufl.

Es ist dann ¢ = 0,u die Normalenableitung der Losung wu. Die zweite Gleichung, die wir untersuchen
werden, ist die sogenannte hypersinguldre Integralgleichung: finde v € Hi/z(l“), sodass

Wov=g (1.5)

fiir ein gegebenes g € H-Y2(I'). Fiir I' = 9Q und g = (1/2 — K')uy ist diese Gleichung dquivalent zum
Neumannproblem der Laplacegleichung

—Au=0 in €

Opu=uy aufl.

Es ist dann v = u|p die Spur der (bis auf additive Konstante eindeutigen) Losung u. Die Operatoren V,
K, K’ und W sind Randintegraloperatoren. Exemplarisch erwiithnen wir hier die Definition des Einfach-
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schichtpotentials V', das fiir eine Funktion ¢ € Li(I") gegeben ist als

Vo) = = [ 22 ar(y).

dr ) |x -yl
N

Die Definitionen und Eigenschaften der Randintegraloperatoren finden sich in Abschnitt .11

1.4 Aufbau der Arbeit und wesentliche Resultate

Kapitel

Zunéchst kldren wir die notige Notation und fithren die Sobolevrdume ein, im Rahmen derer die von uns
betrachteten Gleichungen (L4]) und (LI) wohlgestellt sind. Diese Funktionenrdume kénnen dquivalent auf
verschiedene Arten definiert werden. Da wir jede dieser Arten benutzen werden, geben wir Resultate zur
Aquivalenz der verschiedenen Definitionen an.

Kapitel

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den diskreten Riumen, die wir in den folgenden Kapiteln
verwenden werden, um die betrachteten Gleichungen numerisch zu 16sen. Da wir uns mit adaptiven Al-
gorithmen beschéaftigen, verwenden wir einen Grofsteil dieses Kapitels darauf, die im Weiteren verwendete
lokale Netzverfeinerungsstrategie namens Newest Verter Bisection zu definieren und ihre Eigenschaften zu
zeigen. Am wichtigsten ist dabei zweifellos die Optimalitétsabschitzung fiir den Netzabschluss aus Lem-
ma [B.14] die ein entsprechendes Resultat aus und [Ste08b] verallgemeinert. Dabei stellt sich die
Frage, ob der Netzabschluss, der zusétzlich zu den markierten Elementen M, C &, weitere Elemente ver-
feinert, um héngende Knoten zu vermeiden, kontrollierbar ist. Die Abschétzung # M, < #&p11 — #E& gilt
trivialerweise, aber die umgekehrte Abschétzung #&11 — #& < C#M, kann nicht mit einer von ¢ un-
abhingigen Konstanten C' > 0 gelten, wie ein Gegenbeispiel in [NVII] zeigt, welches wir in Abbildung
in Abschnitt angeben. Es stellt sich heraus, dass die gesamte Historie der getétigten Markierungen
miteinbezogen werden muss, das heifit

/-1

#E — #E < Cap Y #M,. (1.6)

J=0

Die Konstante C),y, hngt in der Arbeit zunéchst nicht von &) oder anderen involvierten Grossen
ab, dafiir ist jedoch eine Bedingung an das grobste Gitter & sicherzustellen. Fiir die Anwendung der Newest
Vertex Bisection ist auf dem grobsten Gitter & fiir jedes Element E € & eine sogenannte Referenzkante
zu wihlen. Die Bedingung, unter der in den Arbeiten [BDD04.Ste08b| die Abschitzung (LH) gezeigt wird,
fordert eine spezielle Verteilung dieser Kanten. Da es aber keine effizienten Algorithmen gibt, um diese
Bedingung sicherzustellen, werden wir zeigen, dass (LG auch ohne diese Bedingung gilt. Wir erhalten dann
in Chyp eine Abhéngigkeit vom grobsten Gitter &. Zusammengefasst beweisen wir das folgende Resultat,
welches in Lemma B.14] formuliert ist.

Theorem. Unabhdngig von der Wahl der Referenzkanten auf &y gilt die Abschitzung (L6l). Die Konstante
Cuyb hdngt nur vom Anfangsgitter & ab. |
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Danach definieren wir Rdume von stiickweisen Polynomen, die wir verwenden werden, um die Losun-
gen ¢ beziehungsweise v der Modellprobleme zu approximieren. Wir verwenden die unstetigen, stiickweise
polynomiellen Funktionen PP¢(&y) und die global stetigen Varianten SP¢(&y). Dabei ist p; eine beliebige
Polynomgradverteilung auf dem Gitter &;.

In Abschnitt B4 beschéftigen wir uns mit einer Frage, die uns im Rahmen der Konvergenzanalyse fiir
das Dirichletproblem mit Datenapproximation begegnen wird. Dort bendtigen wir die H'-Stabilitit der
Lo-Projektion I, auf die stiickweise affinen, global stetigen Funktionen S'(&), das heift

HVFHZUHLQ(F) < CstabHvFuHLg(I‘) fir alle u € Hl(l“).
Die vorhandene Literatur [CT87[BX91BPS02)Ste01l[Car02l[Car04] zeigt diese Stabilitét unter Annahmen

an die Gitter beziehungsweise die Netzverfeinerungsstrategie, siehe dazu auch die kurze Diskussion in der
Einleitung zu Kapitel Bl die wir in unserer Arbeit nicht voraussetzen wollen. Wir werden die Resultate,
die wir fiir den Beweis des Netzabschlusses erhalten haben, mit Ideen aus der Arbeit [Car(4] kombinieren
und beweisen so das folgende Resultat, welches in Theorem formuliert und bewiesen wird.

Theorem. Es sei (£, (eg)pes,) ein Gitter mit einer beliebigen Referenzkantenverteilung und & = refine(&y)
ein Gitter, welches durch Newest Vertex Bisection aus &y erhalten wird. Dann gilt fiir die Lo-Projektion

I, auf SY(&) die Abschitzung
HVFHZUHLQ(F) < CstabHvFuHLg(I‘) f’lZ?” alle u € Hl(l“).
Die Konstante Cggap, > 0 hangt nur von & ab. [ |

Des weiteren zeigen wir Approximationsaussagen fiir Quasi-Interpolationsoperatoren in Sobolevriumen
gebrochener Ordnung. Typischerweise haben Quasi-Interpolationsoperatoren Jy, die in Rdume stiickweiser
Polynome auf einem Gitter SP(&y) abbilden, Approximationseigenschaften der Form

lu— Jeul oy S NheVrullpoey  wnd  ([Ve(u = Jou)| oy S 1Vrul sy m),

wobei hy die lokale Netzweite und Vr den Oberflichengradienten bezeichnet. Fiir uniforme Gitter kann
aus diesen Abschétzungen sofort eine Aussage in Sobolevrdumen gebrochener Ordnung gewonnen werden,
das heifst

= Jeulgiraqey S B2l .

Da, wie bereits gesagt, die natiirlichen Normen in Sobolevréumen gebrochener Ordnung nicht summierbar
sind, ist es technisch aufwendig, solche Abschétzungen in gebrochenen Normen zu erhalten. Wir verwenden
Resultate der Interpolationstheorie, genauer gesagt Resultate zur Interpolation zwischen gewichteten Lo-
Réumen, die wir auf gewichtete Sobolevraume verallgemeinern, um das folgende Resultat zu zeigen, welches
in Theorem formuliert ist.

Theorem. Fiir 0 < s <1 und eine beliebige, H*(T')-stabile Projektion P, auf SP(E;) gilt
(1 = Pe)gllszs(r) < Cape min {[1hg™*Vrgll Ly, 17 Ve(1 = Po)gll oy }

fiir g € HY(T') beliebig. Die Konstante Capx > 0 hingt nur ab von 0 < s < 1, von der Formregularititskon-
stante des Glitters £, von der Operatornorm von Py und vom Rand T. [ |

Schliesslich fiihren wir in Abschnitt inverse Ungleichungen fiir die definierten diskreten R&ume
PPe(Ey) und SP¢ (&) an.
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Kapitel 4]

In diesem Kapitel definieren wir zunéichst die Randintegraloperatoren V, K, K’ und W, die bereits in
Abschnitt 3] vorgekommen sind. Wir zitieren Stabilitdts- und Elliptizitdtsaussagen, die fiir die eindeutige
Losbarkeit unserer Modellprobleme vonnéten sind. In Abschnitt 2] wenden wir uns schliefilich dem wichtig-
sten Teil dieser Arbeit zu, den inversen Ungleichungen fiir die Randintegraloperatoren. Exemplarisch sei
hier die inverse Ungleichung fiir das Einfachschichtpotential V' in ihrer einfachsten Form angefiihrt, die
neben den Ungleichungen fiir die iibrigen Integraloperatoren das technische Herzstiick dieses Kapitels in
Theorem 4] bildet.

Theorem. FEs sei I' der Rand eines beschrinkten, polyhedralen Lipschitzgebietes Q C R?, d € {2,3} und
&y ein lokal quasi-uniformes Gitter auf I'. Dann gilt

1y >V eVl Loy < ClPel 5o fiir alle &, € PO(E)),

™)

wobei die Konstante C' > 0 nur von I' und der Formregularitit von & abhdngt. |

Die typische Beweistechnik fiir inverse Ungleichungen besteht darin, Norméaquivalenzen der Form

IVUel ) < ClUll, 5 fiir alle Uy € PY(E) (1.7)

auf einem Referenzelement  auszunutzen und ein Skalierungsargument anzuwenden. Die Konstante C' > 0
in (I7) ist aufgrund der fixen Dimension des Raumes P!(E) beschriinkt. Das Problem bei den inversen
Ungleichungen fiir Randintegraloperatoren ist jedoch, dass die Operatoren, in diesem Fall das Einfach-
schichtpotential V', nicht lokal sind, und daher die Konstante C' in Abschitzungen der Form ([L7)) von
der Dimension des Raumes V(P°(&)) abhiingt, die aber nicht fixiert werden darf. Um dieses Problem zu
umgehen, teilen wir auf einem Element F € &, das Potential im wesentlichen gem#f

V(@) = V(®|E) + V(Pelr\£)

in einen Nahfeldanteil V(®¢|r) und einen Fernfeldanteil V (®¢|r\g) auf. Die Nahfeldanteile kénnen dann
durch die klassischen Beweistechniken fiir inverse Ungleichungen behandelt werden, da die Dimensionen
der zugrundeliegenden Raume fixiert werden kénnen. Fiir die Fernfeldanteile werden wir auf Resultate aus
der Regularititstheorie zuriickgreifen. Die Regularitdt der Losung u einer partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung Lu = 0 kann im Inneren des zugrundeliegenden Gebietes €2 durch eine inverse Ungleichung
vom Typ

I1D%ull Ly, < BVl Ly(5,40)

gezeigt werden. Hier sind B, C Q und B,;; C Q Kugeln vom Radius r beziehungsweise r + h mit
dem gleichen Mittelpunkt. Eine solche Abschétzung ist also eine inverse Ungleichung, da die zweiten
Ableitungen durch den Gradienten abgeschitzt werden. Das Fernfeld des Einfachschichtpotentials er-
fiillt bekanntermafen eine Transmissionsgleichung in dem Sinne, dass im Inneren Q und im AuReren
Qext .= R3\ Q die Laplacegleichung erfiillt wird, der Sprung verschwindet und fiir die Normalenableitung
vilntV(<1>5|p\ B) = —P|n\ g gilt. Auf E gilt aber ®|p\ p = 0, und wir kénnen schliefen, dass der Fernfeldan-
teil lokal um das Element £ harmonisch ist. Daher konnen wir dort den Oberflichengradient ViV (®¢[r\ )
mit Hilfe einer Spurungleichung durch die zweite Ableitung auf Kugeln, deren Mittelpunkte auf F liegen,
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abschitzen. Das obige Resultat aus der Regularitétstheorie wird dann als inverse Ungleichung dienen, mit
der wir den Fernfeldanteil verarbeiten kénnen. Dies ist nur ein grober Umriss des Beweises, beschreibt
aber die wesentliche Idee. Wir werden also in Abschnitt inverse Ungleichungen fiir alle beteiligten In-
tegraloperatoren nachweisen, die explizit in der lokalen Gitterweite hy, und dem lokalen Polynomgrad py
formuliert sind.

Kapitel Bl und Kapitel

In diesen beiden Kapiteln beschiftigen wir uns mit der Konvergenztheorie fiir die h-Version der Ran-
delementmethode fiir die Gleichungen ([4]) und (LH). In Kapitel 0l liegt der Fokus auf Gleichungen vom
Typ (4), die schwach singuldre Integraloperatoren enthalten. Kapitel [@ erweitert die erhaltenen Resultate
dann auf Randintegralgleichungen vom Typ (L), die hypersingulire Operatoren enthalten. Exemplarisch
erkldren wir hier nur Kapitel Bl in welchem wir zu Beginn die zu diskretisierenden Gleichungen einfiihren.
Ausgehend vom Modellproblem (I4]) werden dies die schwach singuldre Gleichung

Vo=f
und das Dirichletproblem
Ve =(1/2+K)f

sein. Ab nun nehmen wir an, dass die lokalen Polynomgrade fixiert sind, das heift wir fordern p;, = p
fiir ein fixes p € Ny. Wir definieren drei Galerkinverfahren fiir die Approximation von ¢ durch stiickweise
Polynome PP (&) auf einem Gitter &, deren Losungen mit &, bezeichnet werden:

e Das Galerkinverfahren fiir die schwach singulire Integralgleichung: finde ®, € PP(&;), sodass

(VO W) = (f,T,) fiir alle Uy € PP(Ey), (1.8)

e das Galerkinverfahren fiir das Dirichletproblem: finde ®, € PP(&y), sodass

<V‘I>g,\I/g> = <(1/2 + K)f,\I/g> fiir alle ¥y € Pp(gg), (19)

e und das Galerkinverfahren fiir das Dirichletproblem mit Datenapproximation: finde ®, € PP(&),
sodass

<V‘I>g,\lfg> = <(1/2 + K)ng,\I/g> fiir alle ¥y € Pp(gg) (1.10)

Beim Galerkinverfahren fiir das Dirichletproblem mit Datenapproximation bezeichnet Pyf eine diskrete
Approximation an f. Die Idee hinter diesem Verfahren ist es, dass nur diskrete Integraloperatoren betra-
chten werden miissen.

Die adaptiven Algorithmen, die wir analysieren werden, sind von der Form

[solve| — [estimate] — [mark] — [refine]

Das Modul beinhaltet die Berechnung der Galerkinlosung ®, der diskretisierten Gleichung und ist
daher fiir die theoretische Konvergenzanalyse nicht weiter von Interesse. Das Modul beinhaltet die
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Verfeinerung durch Newest Vertex Bisection, die bereits weiter oben erwihnt wurde. Wichtig ist zunéchst
das Modul , dass die Berechnung der a-posteriori Fehlerschitzer 7, auf Grundlage von bekannten
Grofsen beinhaltet. Dabei heifst ein Fehlerschitzer 7, zuverldssig, wenn er eine obere Schranke fiir den
Galerkinfehler ist, also

1 = Pelll < 72

erfiillt. Hier ist |||-[|| =~ ||-[| -1 /2(r) die zugrundeliegende Energienorm im Falle des Einfachschichtpotentials.

Wir formulieren zwei adaptive Algorithmen, die sich durch das Modul unterscheiden, welches die
Markierungsstrategie enthilt. Dabei verwenden wir die zwei folgenden Varianten:

1. Die kombinierte Variante: Wihle eine Menge M, C &, kleinster Kardinalitdt, die

0> m(E)?< > m(E) (1.11)

Ee&, EeM,
erfiillt.

2. Die separierte Variante: Wir nehmen an, der Fehlerschétzer ist vom Typ 7'[2 = 7'12 ot 7'22 ‘-
Gilt 7'22 0 < 197'12 ¢, dann wihle eine kleinste Menge M, C & mit

th Z T10(E)? < Z m(E)*. (1.12)

Ee& EeM,

Gilt 7'2275 > 197'1275, dann wahle die kleinste Menge My C & mit

02 Z o(E)? < Z T0(E)?. (1.13)

Ee&, EeMy

In der separierten Variante wird iiblicherweise 71 o den Galerkinfehler schétzen, wéhrend 73 ¢ die Datenoszil-
lationen schitzt, und wir werden diese Variante verwenden, wenn wir Optimalitit eines Algorithmus mit
Datenapproximation zeigen wollen.

Wie bereits erwihnt, wird fiir einen Konvergenzbeweis die a-priori Konvergenz der Losungen ®, bendtigt,
womit wir uns in Abschnitt beschiftigen. Die Frage, die sich dabei stellt, ist, ob die Galerkinlésungen
®, € PP(&) der Gleichungen (LR)—(LI0) fiir eine geschachtelte Folge von Gittern 41 D & a-priori gegen
eine Funktion ¢, konvergieren, das heifst

lim [ oo — ¢l = 0. (1.14)
{—00

Ein Resultat aus der Arbeit [BV84], welches wir in Lemma B zitieren, stellt die a-priori Konvergenz (IL14])
sicher, sofern nur ®, die Orthogonalprojektion von ¢ ist.

e Fiir adaptive Galerkinverfahren fiir die schwach singuldre Gleichung (L) oder das Dirichletprob-
lem (L9) konnen wir daher das existierende Resultat aus [BV84] nutzen, um die a-priori Konver-

genz (LI4]) zu erhalten.
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e Bei adaptiven Galerkinverfahren fiir das Dirichletproblem mit Datenapproximation (LI0) ist jedoch
®, die Bestapproximation der Losung ¢y von

Vo= (1/2+ K)P,f.

Daher werden wir in Lemma [5.10] zunéchst auf die a-priori Konvergenz von P, f eingehen. Da das
Datum f im Raum H'/?(T') gemessen wird, werden wir an dieser Stelle die H'-Stabilitiit der Lo-
Projektion auf S'(&,) verwenden, die wir in Kapitel B] bewiesen haben.

Der darauf folgende Abschnitt 5.3list der Konvergenz adaptiver Algorithmen mit zugrundeliegenden
h — h/2-Schétzern gewidmet. Ist &, € PP(E;) die Galerkinlosung einer der Gleichungen (L8)-(LI0), und
@g € Pp(g’g) die Galerkinlésung derselben Gleichung auf dem uniform verfeinerten Gitter g’g, so kann
der Galerkinfehler durch die Heuristik |||¢ — ®||| & |||®; — ®]|| geschitzt werden. Da diese Fehlerschiitzer
nichtlokal sind, werden in der Arbeit lokalisierte Varianten eingefiithrt. Wir geben hier exemplarisch
den lokalisierten Schéatzer

fie = [y (1 = 72) 4|y (1.15)

an, wobei 7} die Ly-orthogonale Projektion auf den Raum PP (&) ist. In Lemma 512 geben wir 4 Varianten
des h—h/2-Schétzers fiir die schwach singulire Integralgleichung an, die allesamt bereits der letztgenannten
Arbeit analysiert wurden, wo ihre Effizienz und Zuverlissigkeit unter der Saturationsannahme bewiesen
wird. Im Falle des Dirichletproblems mit Datenapproximation werden wir in Lemma .14 zeigen, dass unter
der Annahme f € H'(') die Summe aus Galerkinfehlerschiitzer und Datenoszillationen

0sCq 1= th}/QVF(l —Po) fllzom)

ebenfalls effizient und unter der Saturationsannahme zuverldssig ist. Die Konvergenz des adaptiven Algo-
rithmus fiir die schwach singulire Gleichung wurde bereits in [AFLP12] gezeigt, wir beweisen zusitzlich die
Konvergenz des adaptiven Algorithmus fiir das Dirichletproblem mit Datenapproximation in Lemma
Beziiglich der optimalen Konvergenz von h — h/2-artigen Algorithmen gibt es auch fiir FEM keine Resul-
tate, weshalb Resultate fiir BEM zur Zeit noch nicht betrachtet werden. Davon abgesehen sind die h —h/2
Schitzer, wie bereits erwdhnt, nur unter der Saturationsannahme zuverldssig, daher sind die Resultate zur
Konvergenz gewissermafen unbefriedigend.

In Abschnitt [5.4] betrachten wir daher eine andere Art, den Galerkinfehler zu schitzen. In den Ar-
beiten [CMSOILICMPS04] werden sogenannte gewichtete Residualschiitzer py vorgestellt, die das berechen-
bare Residuum in einer lokalisierten Norm messen. Diese Fehlerschétzer sind immer zuverlassig, und wir
definieren drei adaptive Algorithmen, die durch diese Schitzer gesteuert werden:

e solve-res-weaksing zur Losung der schwach singuléren Gleichung mit Residualschitzer. Dabei ist
o) € PP(&) die Galerkinlosung (L8)), die Fehlerindikatoren sind von der Form

pe(E) = ||y *Vr (V& = f) | Lo (1.16)

und wir verwenden die kombinierte Markierungsstrategie.
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e solve-res-dirichlet zur Losung des Dirichletproblems mit Datenapproximation mit Residualschétzer
und Dérfler-Markierung. Dabei ist &, € PP(&y) die Galerkinlosung (L3]), die Fehlerindikatoren sind
von der Form

pu(E) = 12 Ve (V& = (1/2+ K)) lILa(m). (L17)
und wir verwenden die kombinierte Markierungsstrategie.

e solve-separate-res-dirichlet zur Losung des Dirichletproblems mit Datenapproximation mit
Residualschitzer und separater Markierung. Dabei ist ®y € PP(&;) die Galerkinlosung (LI0), die
Fehlerindikatoren sind von der Form

T} =Tie+ T30 = pi +oscf, (1.18)
wobei
pe(E) = B> Ve (VO; — (1/2 + K)Pef) || () (1.19)
und
1/2 P
osce = [[hy 2 (1 = 7)YV fll Loy, (1.20)

wobei 7} die La-Projektion auf den Raum PP (&) bezeichnet. Diese neue Definition der Datenoszilla-
tion erlaubt, lokale Orthogonalitdtseigenschaften auszunutzen, die beim Beweis der Optimalitét notig
sein werden. Wir zeigen in Lemma 5201 dass der Fehlerschitzer 7, eine zuverlissige obere Schranke
fiir den Galerkinfehler [[|[¢ — ®y]|| ist.

Die Konvergenz dieser drei Algorithmen zeigen wir mit Hilfe des Schétzerreduktionsprinzips, welches ab-
strakt in eingefiihrt wurde, um die Konvergenz adaptiver Algorithmen fiir FEM und BEM zu
beweisen. Dieses Prinzip besagt, dass ein Fehlerschitzer gegen 0 konvergiert, sofern er bis auf eine Null-
folge eine Kontraktion ist. Fiir zuverldssige Fehlerschiitzer, die dieses Prinzip erfiillen, folgt unmittelbar
die Konvergenz des adaptiven Verfahrens. In unserem Fall ist die Fehlerschitzerreduktion jeweils von der
folgenden Form:

e In Lemma [5.24] zeigen wir folgendes: der Algorithmus solve-res-weaksing erfiillt mit einem 0 <
k<1

Pir1 < Rpp + Creal|Pe1 — @ell>, (1.21)

e In den Lemmata B.25] und (.26 zeigen wir folgendes: die Algorithmen solve-res-dirichlet und
solve-separate-res-dirichlet erfiillen mit einem 0 < k < 1

e < F1E + Crea (I1Per = P f 20 2py + 1 @11 — @0l]?) (122)

An dieser Stelle kommen die inversen Ungleichungen fiir die Integraloperatoren zum FEinsatz, denn die
zusatzlichen Terme in der Schétzerreduktion sind zunéchst von der Form

1/2
thLVV(‘I)zH — @)l Loy
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Hier wird also die Differenz zweier Galerkinlgsungen in einer zu starken Norm gemessen. Terme dieser Arte
schitzen wir mit Hilfe der inversen Ungleichungen fiir Integraloperatoren durch die Energienorm ab, so
wie es die a-priori Konvergenz verlangt.

In Abschnitt beschéftigen wir uns schlieflich mit der Quasioptimalitit der Algorithmen
solve-res-weaksing und solve-separate-res-dirichlet. Die Quasioptimalitit fiir den Algorithmus
solve-res-dirichlet werden wir nicht betrachten. Es sei aber erwihnt, dass ein Optimalitéitsresultat
fiir diesen Algorithmus moglich ist, wie in [FEKP12| vorgefiihrt wird, wenn P, als Scott-Zhang Projektion
gewihlt wird.

e In Theorem [(28 konstruieren wir zuerst eine Kontraktionsgrofe fiir den Algorithmus
solve-res-weaksing von der Form

Ag:=llp = ell® + Aof = .

Dabei niitzen wir die Schétzerreduktion ([2I)) fiir diesen Algorithmus. Aufgrund des Terms |||®pyq —
®[|? in (CZT) ist der Fehlerschiitzer keine Kontraktionsgréfe. Betrachten wir aber eine Summe von
Fehlerschatzer und Galerkinfehler, so konnen wir Orthogonalitdten ausnutzen, um zu zeigen, dass
diese Summe kontrahierend ist.

e Fiir den Algorithmus solve-separate-dirichlet enthéilt die Schiatzerreduktion (L22]) den zusétz-
lichen Term |[[(Ppy1 — Pp)f H%ﬂ /2(r)" Im Allgemeinen besitzt der Operator P, in diesem Fall keine
Orthogonalitétseigenschaften, weswegen wir daraus auch keine Kontraktionsgrofe gewinnen kénnen.
Wir gehen daher anders vor: wir bezeichnen die Galerkinlgsung von (L3]) zu den exakten Daten mit

O7* € PP(&) und betrachten zusitzlich den zugehorigen Fehlerschétzer pex ¢, das heifst

pes = By Ve (VT — (1/2 + K) ) Loy

Wir bemerken, dass dieser Schiitzer nur theoretisch von Interesse ist, ®** oder pey ¢ miissen an keiner
Stelle des Algorithmus berechnet werden. Wir zeigen in Lemma[5.20] dass die Galerkinfehler |||¢p—®,/||
und |[||¢ — ®¢¥||| bis auf Oszillationen dquivalent sind und dass die Fehlerschétzer py und pex ¢ sogar
lokal &quivalent bis auf globale Oszillationsterme sind. Daraus schlieflen wir in Lemma (.27 dass
die separate Markierungsstrategie fiir 7'52 = p% + osc% die Dorfler-Markierung fiir TGQX = pgx ¢+ osc%
impliziert. Dies erlaubt uns wiederum, die Schétzerreduktion fiir 7. , von der Form 7

2 ~_2 ex ex (|2
Tox 41 < KTe o+ CredH‘I)Hl — 0y HH—1/2(F)-

zu beweisen. Wir konnen dann, wie bereits fiir den Algorithmus solve-res-weaksing, eine Kontrak-
tionsgrofse der Form

— ex 12 2 L2 .2
Aex,ﬁ C |||¢ - (I)K ||| + >‘Tex,€ - Tex,ﬁ =Ty
herleiten, wie wir in Theorem [5.29] formulieren und beweisen.

Wir beweisen dann die diskrete lokale Zuverldssigkeit des residualen Fehlerschitzers in Lemma [5.301 Dabei
schitzen wir die Energie der Differenz zweier Galerkinlosungen durch den Schétzer auf den verfeinerten
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Elementen ab, das heifst

18, = @ell> S D pelB)*.
Ecwp(Ry)

Hier ist ®, die Galerkinlosung auf einer Verfeinerung &, von &y, und wy(R,) sind alle Elemente, die an
den verfeinerten Elementen anstofen, R, := (& \ &) anstofen. Der Beweis dieser Aussage erweitert die
Lokalisierungstechniken des Zuverléssigkeitsbeweises von [CMS0I] in dem Sinne, dass wir eine passende
Testfunktion abziehen.

Schliesslich beweisen wir die Optimalitdt der Markierungsstrategien.

e Fiir den Algorithmus solve-res-weaksing zeigen wir in Lemma [B.31] dass eine Verfeinerung &,
eines Gitters &, fiir das p? < k.p7 gilt, bereits die Dérfler-Markierung (LII) mit dem Schitzer p,
erfiillt. Es muss dabei 0 < 6 < 6, gelten, wobei 0 < 6, < 1 explizit angegeben werden kann, und die
Konstante k4 von 6 und 6, abhingt.

e Fiir den Algorithmus solve-separate-res-dirichlet zeigen wir in Lemma [£.32] dass eine Ver-

feinerung &, eines Gitters &, fiir das 762X7 L, < ,'4,(7'62X ¢ gilt, bereits die separate Markierungsstrate-

gie (CI2)—(TI3) mit dem Schétzer 7, aus [I8 erfiillen muss. Dabei darf 0 < 03 < 1 beliebig gewihlt
werden, wihrend 0 < 67 < 0,1 und 0 < ¥ < 9, gelten muss und 6, 1 und J, explizit angegeben
werden.

Am Ende von Kapitel [l definieren wir die Approximationsklassen und beweisen die Quasioptimalitét
der Algorithmen solve-res-weaksing und solve-separate-res-dirichlet. Die Appoximationsklassen

sind folgendermafsen definiert: Ausgehend von einem beliebigen Gitter & auf I' C 02 definieren wir fiir
s > 0 folgende Approximationsklassen:

e Es sei ¢ die schwache Losung der schwach singuldren Integralgleichung. Mit

|p|s := sup N° inf p,,
N>0  &€Tn

wobei p, der Fehlerschitzer (LI0) auf dem Gitter &, ist, definieren wir

P EA; = |g|s < 0.

e Es sei ¢ die schwache Losung des Dirichletproblems und f das Dirichletdatum. Mit

|p, fls := sup N° inf 7,
N>0  &x€Tn

wobei 7, der Fehlerschitzer (LI8) auf dem Gitter &, ist, definieren wir

(6, f) € Ay =19, fls < 0.
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In Worten bedeutet das, dass wir ausgehend von & eine Folge von Gittern (g'g)geNo finden, sodass der
jeweilige Fehlerschétzer auf dieser Folge von Gittern sich verhélt wie

70 S (#E — #E&) 75

In dieser Folge von Gittern miissen die aufeinanderfolgenden Gitter keine Verfeinerungen voneinander
sein, wir kdnnen diese Folge beliebig wihlen. Die Optimalitdtsaussagen beweisen dann, dass die Algorith-
men solve-res-weaksing und solve-separate-res-dirichlet ausgehend von & eine Folge von Gittern
(€0)gen, finden, sodass

0 S (#E — #E0)°

gilt, also der Fehlerschitzer auf dieser automatisch generierten Folge von Gittern bereits mit der optimalen
Rate fillt. Wir formulieren und beweisen diese Aussagen in den Theoremen [(.34] und .35}

Theorem. Algorithmus [0.2]], solve-res-weaksing zur Lisung der schwach singuldren Integralgleichung
erfillt folgendes: Fs existiert eine Konstante 0 < 0, < 1, sodass fiir alle Parameter 0 < 6 < 0, gilt: Die
Galerkinlosungen ®p und die Gitter &, die von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden, erfillen

Cratlllé = el < pe < Coplls (#€: — #E0) ™"
falls ¢ € Ay ist fiir s > 0. Die Konstante Copy hidngt nur von 0, s, p und dem groben Gitter & ab. |

Theorem. Algorithmus [1.23, solve-separate-res-dirichlet zur Lisung des Dirichletproblems erfiillt
folgendes: Fiir beliebiges 0 < 6o < 1 ezistieren Konstanten 0 < 0, 1,9, < 1, sodass fiir alle Parameter
0 <0 < b1 und 0 <V < 9, qilt: Die Galerkinlosungen @, und die Gitter &, die von Algorithmus
solve-separate-res-dirichlet erzeugt werden, erfillen

Coitllld — @olll < 7 < Coptl @, flex.s (FEe — #E0) %,

falls (¢, f) € Ay ist fir s > 0. Die Konstante Copy hangt nur von 0, s, p und & ab. Hier ist

’(baf’ex,s ‘= sup N® inf Tex,x+
N>0 E«€TN

In Kapitel [0l werden wir die Analysis, die wir in Kapitel [l fiir die schwach singulére Integralgleichung
durchgefiihrt haben, auf die hypersingulire Integralgleichung iibertragen. Die Ideen sind dabei die gleichen,
deswegen werden wir hier nicht mehr darauf eingehen. Die Quasioptimalitdtsaussagen fiir die zugehorigen
adaptiven Algorithmen finden sich in den Theoremen und Die Vorgehensweise ist dabei im
Wesentlichen die Gleiche wie in Kapitel Bl

Kapitel [7]

Im letzten Kapitel présentieren wir einige numerische Experimente, die die vorangegangenen theoretischen
Aussagen visualisieren sollen. Dabei betrachten wir nur die schwach singulére Integralgleichung und das
Dirichletproblem sowie Galerkinverfahren niedrigster Ordnung. Zunéchst gehen wir in Abschnitt [[J] kurz
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auf die Implementierung der numerischen Beispiele ein. Wir verwenden sogenannte Hierarchische Matrizen
und den ACA-Algorithmus zur schnellen Assemblierung und Verwendung der diskreten Integraloperatoren.
Die etwas technische Implementierung des gewichteten Residualschitzers wird ebenfalls kurz besprochen.
In Abschnitt [[2T] 16sen wir ein Schirmproblem mit einer L-férmigen Geometrie. Wir verwenden zwei
adaptive Algorithmen, die wir im theoretischen Teil dieser Arbeit analysiert haben. Einerseits einen durch
den h — h/2-Schitzer iy (LID) gesteuerten Algorithmus, den wir solve-hh2-weaksing nennen, anderer-
seits den durch den gewichteten Residualschétzer p, (LI6]) gesteuerten Algorithmus solve-res-weaksing.
Fiir beide Algorithmen untersuchen wir die Konvergenzrate, als auch die Effektivitdt im Vergleich zu ein-
er uniformen Netzverfeinerung durch einen Vergleich der Konvergenzraten als auch der fiir eine gewisse
Genauigkeit benotigten Rechenzeiten. In Abschnitt 16sen wir die schwach singulédre Integralgleichun-
gen durch dieselben Algorithmen auf einem Fichera Wiirfel. Im letzten Abschnitt [[3] wenden wir uns dem
Dirichletproblem auf einem L-Block zu. Wir geben die exakte Losung so vor, dass wir durch uniforme Net-
zverfeinerung keine optimale Konvergenzrate erreichen kénnen. Wir betrachten wieder zwei Algorithmen,
die im theoretischen Teil dieser Arbeit analysiert wurden. Einerseits einen durch einen h — h/2-Schitzer
und Oszillationen gesteuerten Algorithmus, den wir solve-hh2-dirichlet nennen, andererseits den durch
den Schétzer 7, (LI8) gesteuerten Algorithmus solve-separate-res-weaksing. Fiir beide Algorithmen
visualisieren wir die Konvergenzraten und vergleichen die Rechenzeiten mit der einer uniformen Netzver-
feinerung.

1.5 Weitere Anwendungen der Resultate

Wihrend die Resultate in den Kapiteln [ und [6ldie Konvergenz und Optimalitétstheorie fiir adaptive Ran-
delementmethoden (zumindest fiir die Laplacegleichung) auf den gleichen Stand bringen wie in der Theorie
adaptiver FEM, so sind die die dafiir benétigten Resultate in den vorherigen Kapiteln von zusétzlichem
Interesse:

e Das Resultat zum Netzabschluss ohne weitere Annahmen an die Referenzkantenverteilung des An-
fangsgitters in Lemma B I4]verringert die Annahmen, unter denen Optimalitidt von AFEM sichergestellt
werden kann und erweitert daher sdmtliche Resultate zu AFEM in 2D, die Newest Vertex Bisection
verwenden.

e Die H!'-Stabilitit der Lo-Projektion kommt in verschiedensten Bereichen zum Einsatz, fiir einen
kurzen Uberblick zu diesen Anwendungen verweisen wir auf [BPS02]. Unter der Voraussetzung, dass
Newest Vertex Bisection als lokale Netzverfeinerung angewendet wird, erweitert das Resultat zur
H!-Stabilitét in Theorem die in der Arbeit [BPS02] angefiihrten Anwendungen.

e Approximationsresultate sind klassische Werkzeuge der numerischen Analysis. Das Resultat aus The-
orem [3.20] erlaubt Approximationsaussagen fiir gebrochene Sobolevriaume auf lokal verfeinerten Git-
tern und ist daher fiir Randelementmethoden eine vielféltig einsetzbare Aussage.

e Die inversen Ungleichungen fiir die Randintegraloperatoren aus Abschnitt wurden bisher in der
Literatur noch nicht betrachtet. Eine Ausnahme bildet die Arbeit [Gan1T], die zeitgleich mit dieser
Dissertation entstanden ist. Solche inversen Ungleichungen kénnten in Zukunft von unabhéngigem
Interesse sein. Wir verweisen auf die Arbeit [AFFT12b], in der mit Hilfe der inversen Ungleichungen



1.5 Weitere Anwendungen der Resultate 17

fiir die Integraloperatoren die Effizienz des gewichteten Residualschétzers fiir eine 2D-BEM auf lokal
verfeinerten Gittern bewiesen wird.






Kapitel 2

Funktionenraume

In diesem Kapitel wird zunéchst die Notation festgelegt. Wir fithren Sobolevraume auf Gebieten und Réin-
dern ein. Fiir Letzteres halten wir uns zunéchst an [SS11], bemerken dann allerdings, dass wir eine dquiv-
alente Definition durch sogenannte Interpolationsrdume erhalten kénnen, fiir welche wir einige wichtige
Resultate anfithren. Wir definieren Dualrdume im Sinne des erweiterten Lo-Skalarproduktes und schliefsen
das Kapitel mit der Definition des Spuroperators und der verallgemeinerten Normalenableitung.

2.1 Notation

Punkte im R? bezeichnen wir mit dicken Buchstaben, z.B.: x = (21,...,z4). Die Euklidische Norm eines

Vektors x € R? bezeichnen wir mit |x| := (x-x)'/2. Ein Multiindes ist ein d-Tupel & = (e, ..., o) € Ng.

Wir schreiben auch 0 = (0,...,0), und wir verwenden die Schreibweise x* := H;-lzl w?j fiir einen Vektor

x € R?. Fiir eine differenzierbare Funktion u : R* — R und einen Multiindex o € Ng bezeichnet
olely

D%y i= ———————
Qxt-- - Ol

die a-te Ableitung. Hier ist |a| := 3.% | o; die Ordnung von cv.

Ist A: X — Y ein linearer, stetiger Operator zwischen zwei Banachrdumen X und Y, so schreiben
wir A € L(X,Y) und bezeichnen mit || Al x—y, oder kurz ||A||, die Operatornorm. Die Notation A < B
bedeutet A < C' - B, wobei C' > 0 eine generische Konstante ist, die nicht von interessierenden Grofen
abhéngt. Die Schreibweise A ~ B bedeutet sowohl A < B als auch B < A.

2.2 Sobolevraume

Als Standardreferenzen verweisen wir auf [Ada75,Tar07]. Es bezeichnet Q@ C R? fiir d € {2,3} ein
beschrinktes Lipschitzgebiet mit Rand 92 und I' C 00 eine zusammenhéngende Teilmenge. Wir wer-
den im folgenden immer I' schreiben, damit kann also der Rand 0€) oder eine Teilmenge davon gemeint
sein. Der Raum Lo((2) ist der Raum aller quadratisch integrierbaren Funktionen, und (-, )z, (q) bezeichnet
das Lo ()-Skalarprodukt. Die Sobolevriume H¥(Q) fiir k € N> sind definiert als

HA(Q) = {u € Ly(Q) | D% € Ly(R) fiir alle o € N¢ mit || < k:} .
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Hier bezeichnet D%u die a-te schwache Ableitung von u, d.h.:

/ Du(x)é(x) dx = (— 1)l / w(x)D2(x)dx  fiir alle ¢ € C5°(Q).
Q

Der Raum H¥() wird versehen mit dem Skalarprodukt (-, ) (), definiert durch
(w,0) ey = Y, (D%, D*)r,q),
0<ax| <k
zu einem Hilbertraum mit der Norm
lulfrey = D 1D%ullZ,q).
0<|a <k

Es folgt unmittelbar H°(Q) = Lo(1).
Fiir relle Zahlen s = k + o mit k € Ny, 0 € (0,1) definiert man Sobolevraume H?*({2) mit gebrochenem
Index folgendermassen: Die Slobodeckij-Seminorm ist gegeben als

1/2
[ulrro(@) = (. u) e )
mit
) (v(x) = v(y))
(u,v) o (@ // ‘X_y‘d-‘r?tf dx dy.
Der Raum H?*(Q2) ist dann definiert als C"X’(ﬁ)”-”m(m, wobei
HUH?{S(Q) = ”uH?{k(Q) + Z \Dauﬁfs(g)-

a=k

Fiir den Lipschitzrand 9Q von Q kénnen Sobolevriume H*(99) auf verschiedene Arten definiert werden.
Wir verwenden die Definition "durch Hochheben” aus [SS11], Kapitel 2.4]. Abhingig von der Glattheit des
Randes 99 kénnen Sobolevriume nur mit beschrinktem Index definiert werden, mit [SST1], G1. 2.84] gilt
genauer: die Rdume H*(99) konnen fiir den Rand 9f) eines Gebietes 2 definiert werden, wenn

0 < s <1 fiir ein Lipschitzgebiet €2, 2.1)
0 < s < k fiir ein C*-Gebiet Q. '

Ist I' & 0N eine echte, messbare Teilmenge von 90 mit |I'| > 0, so definieren wir fiir 0 < s < 1 die
Sobolevraume

H*(T) := {ulp | ue H*(8Q),supp(u) c T}
mit der Norm ||ul| 7, ) = lw* || &5 (902), wobei u* die Fortsetzung von u durch 0 bezeichnet. Wir bemerken,
dass fiir I' = 0Q die Gleichheit H*(I") = H*(I") gilt. Weiters fithren wir fiir I' = 99 den Raum

H3(T) = ueHS |/ 0}
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ein. Um die Félle I' = 02 und I' & OS2 gleichzeitig behandeln zu konnen, definieren wir

H5(') falls T G 99

CHE -
S(I)  falls T = 09.

Wir bendtigen auch den Raum H; (R3), den wir als den Raum aller stetigen linearen Funktionale u
auf C§°(IR?) definieren welche die Eigenschaft haben, dass pu € H*(R3) ist fiir alle ¢ € C§°(R3). Der
Raum Hﬁ)C(R?’) ist nicht normierbar - allerdings kann man eine Metrik bzw. eine Topologie definieren. Wir
bendtigen die folgende Aussage, die in [SS11, Theorem 2.6.7 (c)] angegeben wird.

2.1 Theorem. Eine lineare Abbildung A : E — H; (R3) von einem normierten Raum E ist genau dann
stetig, wenn fiir alle ¢ € C§°(R3) eine Konstante C, < oo ezistiert, sodass

lpAull s msy < Collullg  fiir alle u € E.
|

Wir bemerken, dass dieses Theorem nicht nur fiir R®, sondern auch fiir beliebige unbeschrinkte Mengen
wie z.B. Q% gilt.

Zur Definition einer dquivalenten Norm auf H!(T) folgen wir [Ver84|Néd01]: Fiir ein Element u € H(T)
kann fast iiberall auf T' ein Vektor Vu(x) € R? definiert werden, sodass

ull Loy + Vel oy
eine dquivalente Norm zur H'(T")-Norm ist. Fiir glatte Funktionen u in R? und x € T gilt
Vu(x) = Vru(x) + n(x) - Vu(x) - n(x),
weswegen Vr auch als Oberflichengradient bezeichnet wird. Wir bemerken, dass fast iiberall auf I' die
Abschétzung |Vru(x)| < 2|Vu(x)| gilt, woraus ||[Vrul|z,ry < 2[|Vullz,r) folgt.
2.3 Interpolationsraume

Sobolevraume mit gebrochenem Index kénnen dquivalent als Interpolationsrdume definiert werden, siehe
[BL76.Tri95,[McL00]. Wir werden diese Darstellung von Sobolevriumen nutzen, aus diesem Grund geben

wir hier eine kurze Einfiihrung.

Fiir zwei Banachridume By, B mit stetiger Einbettung By C By definieren wir das K-Funktional

K(t,u) = inf ([lu—vlls, +llvlls)

fiir alle w € By und ¢t > 0. Fiir p € [1,00], 0 < 6 < 1 definieren wir den Interpolationsraum [BO,Bl]ap
durch

[Bo, Bilg,y = Boy = {u € Bo | [l ), <}
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wobei
00 1/p
9 dt .
tPK(t u)P— fiir p € [1, 00),
HUH[B(),Bﬂe’p = 5 t
SUPo<t<oo (t_gK(t, u)) fiir p = 0.

Die Riaume [By, B1], , sind wieder Banachraume. Ausserdem gelten die folgenden Aussagen, die beispiel-
sweise in [Tri95, Theorem 1.3.3] und [BL76, Theorem 3.4.1] bewiesen werden:

2.2 Theorem. Fiir zwei Banachriume By, By mit stetiger Einbettung B1 C By gilt:
1. Fiir0< 0y, <6; <1l und1 <p<q< o gelten die stetigen Einbettungen

B1 - [30731]61,;) C [BQ,Bl] (- BQ.

02,9

2. Im Falle By = By gilt [Bo,Bl]ap = By mit dquivalenten Normen

lallz, = (08 (1 = ))"/7 [lall 5,5, -

3. Fiir a € By gilt

%
lalligo.11,,, < Cosllalll,llal,.

Fiir o ¢ Ny konnen nun die Raume H?(€2) bzw. H(I') in dquivalenter Weise als Interpolationsrdume
definiert werden, siehe [SS11, Proposition 2.3.11 und Proposition 2.4.3].

2.3 Proposition. Sei () ein beschrinktes Lipschitzgebiet oder C*-Gebiet mit Rand T'. Fiir o = k+s € R\Nj
gilt

HO(Q) = [H'f(ﬂ), H'fﬂ(ﬂ)] N

Erfillt zusdtzlich k + 1 die Bedingung 2.10), so gilt

HO(T) = [H’f(r), H’f“(r)} N

Das folgende Theorem erlaubt es, einen linearen, beschrinkten Operator zwischen jeweils stetig einge-
betteten Banachrdumen auch als linearen, beschrankten Operator zwischen den Interpolationsrdumen aufz-
ufassen und die entstehende Abbildungsnorm zu kontrollieren, siehe [Tar(7, Lemma 22.3|.

2.4 Theorem (Interpolationstheorem). Bezeichne mit A; und B; firi € {0,1} zwei Paare von Banachriu-
men mit stetigen Einbettungen A1 C Ag und By C By. Ist T : A; — B; ein linearer, beschrinkter Operator
fir i € {0,1}, dann ist auch T : Ag, — By, ein linearer, beschrinkter Operator mit

—0 0
|’THA<9,p_>BQ,p S HT”}40—>B0 ”THAl—)Bl
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Wir werden im Zuge dieser Arbeit zwischen diskreten Unterrdumen von Sobolevriaumen interpolieren.
Die resultierende Interpolationsnorm ist aufgrund der endlichen Dimension der diskreten Rdume dquivalent
zu der Norm die entstehen wiirde, wiirde man zwischen den ursrpiinglichen Sobolevriaumen interpolieren.
Das folgende Lemma aus [AL09) liefert hinreichende Bedingungen, unter denen die Aquivalenzkonstanten
nicht von den diskreten Raumen abhéngen.

2.5 Lemma. Fiir zwei Hilbertraume By und By seien zwei Unterriume EO und El mit der gleichen Norm
gegeben. Es existiere ein Opemtor I, der B; stetig nach B fir i € {0, 1} abbildet, sodass die Normen
nicht von den B abhdngen. Zusdtzlich sei I eine Projektion auf BO Dann gilt

1Tl 5,
Hu”[émél}@ = Hu”[Bo,Bﬂg f'l”" alle u € [307B1]97

und die Aquivalenzkonstanten hingen nur von den Normen Iz 5 firie{0,1} und 0 ab.

Beweis. Laut Vorraussetzungen des Lemmas ist die Identitdt eine stetige Abbildung von B; nach B; fiir
i € 0,1. Laut dem Interpolationstheorem 2.4 ist die Identitidt dann auch eine stetige Abbildung von
[Bo, B1)g nach [By, By]p mit

HUH[BoyBllegnuH[Eoﬁl]e

fiir alle u € [§0,§1]9. Sei andererseits u € [§0,§1]9. Laut Definition ist dann u € EO, also gilt u = Tu da
I eine Projektion auf By ist. Eine weitere Anwendung des Interpolationstheorems 2.4 zeigt, dass I stetig

von [By, Bi]p nach [§0,§1]9 abbildet mit einer Stetigkeitskonstanten, die nur von den Normen |I]|; 5
fiir i € {0,1} und 0 abhéngt. Wir schliefen

lell g, 5, = ITullz, 5, S lllimo.5ule
falls u € [EQ,B}]@. O

2.4 Dualraume

Seien X und X; zwei Hilbertrdume mit stetiger Einbettung X; C Xy. Ein Element z{, € X{, wirkt durch
xo € Xo > x((z9). Fiir ein Element z; € X; definiert also z; — z{(z1) ein Element aus X{, da

|26 (z1)] < llzollxgllz1llxe < Cllapllxg lzllx,
Ausserdem gilt

o)l o g ]

H%HX' = sup = ||330HX{)-

r1€X1 H$1HX1 x1€X0o HleXo

Man definiert die Einbettung Xy — X/ fiir 9 € X und z1 € X; formal durch

(@1, Ix0 (%0)) x, % x7 = (@1, Ix0 (T0)) x0x x5 = (%1, 20) X0
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wobei Jx, : Xo — X{, den Riesz-Isomorphismus bezeichnet. Es ist leicht einzusehen, dass durch diese
Definition der dualen Klammer Jx,(xo) ein stetiges, lineares Funktional auf X; definiert. Es gilt also
auch die stetige Einbettung X, C X|. Hier ist Vorsicht geboten: X; ~ X/ gilt laut dem Satz von Riesz,
wenn die beiden Rdume durch das Skalarprodukt auf X, identifiziert werden. Fiir die Einbettungen X; C
Xo ~ X, C X{ wird jedoch stets das Skalarprodukt auf X verwendet. Prézise kann dies folgendermafen
formuliert werden.

2.6 Lemma. Seien X1, Xo zwei Hilbertraume mit stetiger Einbettung X1 C Xo. Bezeichne die Riesz-
Abbildung mit Jx, : Xo — X{, d.-h.: Jx,(x0) = yo — (z0,Y0)x,- Dann ist Jx, : Xo — X eine stetige,
lineare Abbildung, und Jx,(Xo) ist dicht in X7. |

Wir kénnen also die duale Klammer (-, ) x, « x; auf X { erweitern. Die Dichtheitsaussage aus dem vorigen
Lemma besagt dann, dass fiir ;1 € X und alle € > 0 ein zfj € X, existiert, sodass

‘(1’1 7‘%.11>X1 XX{ - (1’1, xS)X()’
sup

r1€X1 ||$1HX1

ist. In diesem Sinne definieren wir fiir I' C Q und 0 < s < 1 den Raum H~* (T") als den Dualraum von
H#*(I') im eben besprochenen Sinne mit dem Lo-Skalarprodukt. Weiters definieren wir H~*(I") als den
Dualraum von H*(I'). Fiir ein Gebiet Q definieren wir H () als den Dualraum von H*(£) ebenso. Wir
haben bereits bemerkt, dass fiir I' = 9Q die Riume H*(I') und H*(T') iibereinstimmen, daher tun dies
auch ihre Dualrdume.

2.5 Diverses

Auf Lipschitzgebieten kann ein Spuroperator definiert werden, siehe [McL00, Theorem 3.37], und fiir die
hier angegebene, stirkere Aussage [CosS8|.

2.7 Theorem (Spuroperator). Fir ein Lipschitzgebiet Q mit Rand T’ = 0Q und 1/2 < s < 3/2 existiert
ein Operator v € L(H*(Q), H*~Y2(T')) mit

viontgo =|r fir alle p € Co(ﬁ).
[ |

Analog kénnen wir auf dem AuRengebiet Q%' := R?\ Q einen Spuroperator v§* definieren - die
Aussagen aus dem letzten Theorem gelten dann analog. Genauere Kontrolle iiber die Lo(I')-Norm einer
Funktion aus H'(Q) liefert das folgende Resultat.

2.8 Lemma (Spurungleichung). Bezeichne I' C R3 eine Hyperebene und B C R? eine Kugel mit Mit-
telpunkt in I' und Radius rg. Fs existiert eine Konstante Cy. > 0 mit

_ 1 .
Co Null, np) < EHUH%Q(B) +lull ) IVullys))  fiir alle w € H'(B). (2.2)

Die Konstante Cyy hangt nicht von I';, B und u ab.
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Beweis. Wir betrachten zuniichst die Referenzkonfiguration I' = R2 mit der Einheitskugel B = By (0) C R3.
Die multiplikative Spurungleichung [BS08, Theorem 1.6.6] liefert

1812, g, < Clall o I8l 5, < Clall 5@l 5, for all e HY(B),

wobei By := {x € B | z3 > 0}. Die rechte Seite kann nun weiter abgeschétzt werden durch

. - - - . 1/
il 5 Il 5y = (112, 5, + 112, 5, IV 2, 5)

SN, 5, + 18,5198 1, 5
und durch Skalierungsargumente erhilt man das Gewiinschte. O

Neben dem Spuroperator werden wir auch die Normalenableitung benétigen. Folgendes Theorem definiert
eine verallgemeinerte Normalenableitung, indem die Formel der partiellen Integration gefordert wird, und
ist zu finden in [McL00, Lemma 4.3].

2.9 Theorem (Verallgemeinerte Normalenableijung). Es sei ) ein zusammenhdngendes Lipschitzgebiet
mit Rand T := 0Q. Fir uw € H'(Q) und f € H-Y(Q) mit —Au = f im schwachen Sinne ezistiert ein
g€ H V(') mit

<g776ntv>H—1/2(F)xH1/2(F) = (Vu, V”)Q - <f7v>ﬁ71(Q)XH1(Q) fiir alle v € Hl(Q)

Wir nennen i := g die verallgemeinerte Normalenableitung von u, denn fiir u € H?(2) gilt Opu = vi"u

fast dberall auf . |

Wie im Falle des Spuroperators kénnen wir auch die verallgemeinerte Normalenableitung ~v§** fiir das
AuRengebiet Q' definieren.






Kapitel 3

Diskrete Raume

Die Gleichungen, die wir numerisch zu l6sen beabsichtigen, sind im Rahmen der unendlich-dimensionalen
Funktionenrdume aus dem ersten Kapitel gestellt. In diesem Kapitel fithren wir endlichdimensionale Teil-
rdume ein, die aus stiickweise polynomiellen Funktionen auf einem Randgitter bestehen. Adaptive Algorith-
men miissen in der Lage sein, solche Gitter lokal zu verfeinern. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten,
dazu siehe [Ver96]. Wir benutzen dazu die sogenannte Newest Verter Bisection-Strategie, deren Definition
ebenfalls in der Arbeit [Ver96] zu finden ist. Der Grund fiir diese Wahl ist, das diese Verfeinerungsstrategie
Eigenschaften hat, die in (aktuellen) Beweisen fiir Optimalitdtsaussagen adaptiver Algorithmen bendotigt
werden. Zur lokalen Verfeinerung eines gegebenen Gitters £ wéhlen wir eine Menge von markierten El-
ementen My C &, die wir auf jeden Fall verfeinern wollen. Da wir uns auf reguldre Gitter beschrinken
(d.h. keine hingenden Knoten zulassen wollen), wird schlieklich eine Menge R, 2 M, von Elementen
verfeinert werden. Es stellt sich natiirlich die Frage, ob #R, durch #M, beschréinkt werden kann. Ein
einfaches Gegenbeispiel aus [NVT1I] (welches vor Lemma B.I4] angegeben wird) zeigt aber, dass dies nicht
moglich ist. Gliicklicherweise stellt sich heraus, dass es fiir quasioptimale Konverenzraten von adaptiven
Algorithmen geniigt, die gesamte Historie von Markierungen miteinzubeziehen, d.h. eine Abschétzung der
Form

-1

#HE —H#E S #M,

J=0

ist hinreichend. Diese Abschéitzung wurde zum ersten Mal in [BDD04] unter gewissen Annahmen an das
Anfangsgitter & bewiesen. Es gibt leider keine effizienten Algorithmen, um diese Annahme sicherzustellen
- davon abgesehen scheint sie in Experimenten nicht nétig zu sein. Fiir eine uniforme Verfeinerung von &
kann diese Annahm jedoch ganz leicht sichergestellt werden, allerdings startet der adaptive Algorithmus
dann mit einem Gitter, dass vier Mal so grof$ ist. Dies ist fiir Randelementmethoden, deren Systemmatrizen
vollbesetzt sind, unattraktiv. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Optimalitdtsabschétzung fiir
den Netzabschluss ohne jegliche Annahmen an &y. Dabei werden wir ausnutzen, dass ein beliebiges Gitter
&y lokal immer die Annahmen der Arbeit [BDDO04] erfiillt, und diese Beobachtung wird uns schlieflich
erlauben, das Resultat der letztgenannten Arbeit zu erweitern. Fiir eine genauere Diskussion, wie diese
Erweiterung zu verstehen ist, und welche Auswirkung es hat, die Annahme von fallen zu lassen,
verweisen wir auf Bemerkung
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Im weiteren Verlauf werden wir Rdume von stiickweisen Polynomen definieren und Approximation-
soperatoren in diese Rdume betrachten, zum Beispiel die Scott-Zhang Projektion J; aus [SZ90] oder die
Lo-Projektionen. Wir werden uns dann folgenden Fragen zuwenden, die in den spéteren Kapiteln essentielle
Bedeutung haben werden:

Der Quasi-Interpolationsoperator J; hat die Approximationseigenschaften

|u = Joullpy () S diam(E)[|Vull 1, w,(2))
V(v = Jeu)l o2y S NIVl Loy

Ist diam(E) ~ hy mit einem FE-unabhéngigen hy, dann liefert das klassische Interpolationstheorem [24]
sofort

lu = Joul| ) S by~ lull )

Die Frage, die sich im Rahmen von lokal verfeinerten Gittern stellt, ist, ob auch

= Jeull sy S Ny~ ull gy

gilt, wenn hy die lokale Netzweite beschreibt. Es wird sich herausstellen, dass dies gilt, und wir werden dazu
auf Resultate der Interpolation von gewichteten Lo-Raumen zuriickgreifen, wie sie in [Tar07] verwendet
werden.

Eine weitere Frage, die in diesem Kapitel beantwortet werden soll, beschéftigt sich mit der Frage, ob
auf einer Folge von Netzen, die durch den NVB-Algorithmus erzeugt wird, eine uniform stetige Folge von
Lo-Projektionen auf den Raum der global stetigen, stiickweise linearen Funktionen besitzt, d.h.

”VFHZUHLQ(I‘) < Cstab”vf‘u”LQ(F) fir alle u € Hl(l“)

mit einer f-unabhéngigen Konstante Cgi,p,. Diese Figenschaft wird sich bei der Konvergenz adaptiver Ver-
fahren mit Datenapproximation als wesentlich herausstellen, wenn die Datenapproximation durch die giin-
stige Lo-Projektion durchgefiihrt wird. In der Literatur finden sich verschiedene Arbeiten, die sich mit der
Frage beschiftigen, ob man die Stabilitdtskonstanten der Folge (IIy)scn uniform in ¢ beschréanken kann. So
beschiiftigt sich zum Beispiel die Arbeit [CT87] mit der Stabilitiit in den Rdumen WP, Fiir uniforme Gitter
ist die Aussage zu finden in der Arbeit [BX91]. Eine Erweiterung auf Gitter mit kontrollierter Anderung des
Flicheninhalts der Elemente ist in beschrieben und wurde schlieklich [Ste01] auf Sobolevriume mit
gebrochenem Index angegeben. Schliesslich wurden die Resultate aus [CT87]| und [BPS02] zusammenge-
fasst in [Car02]. Die erste Arbeit, die keine Kontrolle iiber Fliche oder Durchmesser forderte, war [Car04].
Dort wird ein modifizierter NVB-Algorithmus zur lokalen Netzverfeinerung verwendet, und die Stabilitét
wird unter einer abgeschwichten BDD-Bedingung gezeigt. Keines der Resultate in den zitierten Arbeiten
ist jedoch unmittelbar auf den Fall einer beliebigen Folge von formreguliren Gittern anwendbar, deren
grobstes Gitter eine beliebige Verteilung von Referenzkanten hat. Wir werden in Abschnitt [3.4] einen Be-
weis der Stabilitdt in diesem Fall geben, d.h., nach Wahl eines groben Gitters & ist die Konstante Cggap
fiir alle Gitter & = refine(&) gleichméssig beschriankt. Dabei werden wir im Wesentlichen auf Ideen
aus [Car04] zuriickgreifen und unsere Resultate zum Beweis der Optimalitéit des Netzabschlusses einfliefsen
lassen. Das Kapitel beschliefsen dann zwei klassische inverse Ungleichungen fiir Polynomriaume.
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3.1 Gitter

Ab nun bezeichnet I' C 9 immer eine Teilmenge eines stiickweise flachen Randes, ) ist also als polyed-
erférmig vorausgesetzt.

3.1 Definition. Als Gitter auf I' bezeichnet man eine endliche Partition & = {Ey,..., E,} von I' mit den
folgenden Eigenschaften:

(i) Die Elemente E; C I' sind offene, flache Dreiecke.
(i) T=U", F;.

(iii) Die Menge E;NE; fiir i # j ist entweder leer, ein gemeinsamer Knoten, oder eine gemeinsame Kante
von E; und E;.

Die lokale Gitterweite h € Loo(T) ist £-elementweise definiert als h|g := h(E) := |E|"/?,
und p € Loo(T) ist fiir E definiert als der Durchmesser der grofsten Kugel, die in E eingeschrieben werden
kann. Mit A/ bezeichnen wir die Menge aller Knoten eines Netzes £, mit K die Menge aller Kanten.

Besitzt ein Gitter einen Index, z.B. &, so schre1ben wir hy = h, p¢ = p usw. Zu jedem Element F
eines Gitters £ gibt es eine affine Abbildung I : FE— E, wobei E ein Referenzelement ist. Eine Folge von
Netzen (&y)sen heilt quasi-uniform, wenn es Parameter hy, py € R>qg gibt mit hy(E) ~ hy und ps(E) >~ py
fiir alle E € &. Eine Folge von Netzen (&)sen nennen wir lokal quasi-uniform, falls py und hy vergleichbar
auf benachbarten Elementen sind, also hy(E) ~ he(E’) und py(E) ~ pe(E') fiir alle ENE # (). Wir
definieren den Patch eines Elementes E € & als wy(E) := J{E' € & | E'N'E # 0}, sowie den grokeren
Patch w?(E) := U{E' € & | E'Nwi(E) # 0}. Fiir eine Teilmenge Ry C & bezeichnet w(Ry) die Menge
aller Elemente, die sich in einem Patch eines Elementes aus R, befinden.

Wir definieren die Formregularitdtskonstante o, durch

Oy ‘= max hZ(E)
Eeg po(E)’

und nennen eine Folge von Netzen (&p)pen y-formregulér, falls o, <« fiir alle £ € N gilt.

3.2 Newest Vertex Bisection

In diesem Abschnitt erkldren wir die lokale Verfeinerungsstrategie, die wir in den adaptiven Algorithmen
verwenden wollen. Auf I' sei ein Gitter & zusammen mit einer Verteilung (eg)pcg, von Referenzkanten
gegeben, d.h. zu jedem Element E € & sei eine Kante ex € Ky ausgezeichnet mit ep C E.

Das Paar (&, (ep) Ee&)) erzeugt einen eindeutigen Bindrbaum F in folgender Weise:
3.2 Definition. Der Bindrbaum [F ist definiert durch:

e Die Wurzeln von F sind gegeben durch die Menge &.
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e Jeder Knoten E in F hat zwei Séhne Fy, Fs, wobei gilt:
E:E_IUE) undEl,E2?é®a

und Fy, Fs entstehen aus F durch Bisektion entlang der Referenzkante e von E. Die Referenzkanten
von E7 und Fy werden dann gegeniiber des neuen Knotens gewihlt, sieche Abbildung B.], linkes Bild.

~ A~ S~
N A o o

Abbildung 3.1: Jedes Element E € & besitzt eine Referenzkante, in der obigen Grafik wird dies durch eine
zweite, rote Linie gekennzeichnet. Wird F verfeinert, so wird die Referenzkante geteilt, und ihr Mittelpunkt
wird zum neuen Knoten. Als Referenzkanten der Séhne wéhlt man die Kanten, die gegeniiber dem neuen
Knoten liegen (links unten). Um héngende Knoten zu vermeiden, geht man folgendermassen vor: Die
Menge der Kanten, die geteilt werden, wird erweitert, sodass fiir jedes Element FE, welches mindestens
eine markierte Kante hat, auch die Referenzkante markiert ist. Entsprechend der Anzahl der markierten
Kanten wird das Element in 2, 3 oder 4 Elemente geteilt.

3.3 Definition.

e FEine endliche Teilmenge £ C F nennen wir einen Teilbaum von F, falls

(1) Jeder Knoten in & \ & hat einen Vorgénger,

(2) Jeder Knoten in &£ hat entweder zwei Nachfolger oder keinen.
Jeder Teilbaum &£ C F erzeugt eine Partition von I', welche wir wieder £ nennen.

e Seien & und &, zwei Teilbdume von F mit & C &,. Dann nennen wir &, eine Verfeinerung von &.
Die Menge Rg, e, C & definiert durch

Re,—e, =&\ Ex

nennen wir die Menge der verfeinerten Elemente. Falls aus dem Kontext &, eindeutig hervorgeht,
schreiben wir auch einfach nur R,. Weiters definieren wir fiir zwei Gitter & und &, den Overlay
Er ® &, als die Partition von I', die durch den Teilbaum &, U &, erzeugt wird.

e Die Levelfunktion gen : F — N ist definiert durch gen(E) = 0 fiir alle F € & und gen(E’) =
gen(F) + 1 fiir alle Sohne E' von E.

e Es sei & C F ein Gitter. Fiir ein Element E € & definieren wir den Referenzkanten-Nachbar N (E)
als das Element E' € &, sodass E N E’ = eg. Ist ein solches Element E’ nicht vorhanden, dann
setzen wir N(E) = (). Ausserdem definieren wir N () := 0.
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Wir bemerken, daf ein Teilbaum &£ kein Gitter im Sinne der Definition BI] erzeugen muss, da die
induzierte Partition £& hidngende Knoten enthalten kann. Die folgenden Aussagen entstammen [NVI11],

[CKNSO8, Lemma 3.7| und [Sew72), Seite 17].

3.4 Lemma. Es sei (&, (eE)Ee&)) ein grobes Gitter.
o Es gibt Konstanten Cgigm > 0 und CH™ > 0, die nur von & abhingen, sodass

Cliam2 8 E)2 < | B2 < diam(E) < cYamg=een(E)/2 gy glle E € F.

o Fiir zwei Gitter & CF und & C F ist & ® Ex wieder ein Gitter, und es gilt

#E B E < #E + #E — #Eo-
o Erzeugt ein Teilbaum € C T ein Partition € von ', so ist diese v-formreqular, und ~v hdngt nur von
50 ab.
|

Wir fithren nun das Konzept der kompatiblen Teilbarkeit aus [Sew72] ein, welches besagt, dass sich die
Bisektion eines Elementes nicht weiter als zu seinem Referenzkantennachbar ausbreitet.

3.5 Definition. Es sei & ein Gitter.

e Wir nennen zwei benachbarte Elemente E, E' € & mit ENE' = e € K; kompatibel teilbar (k.t.) falls
e = ep = epr gilt. In diesem Fall ist also

N(E)=FE < N(E') = E.

e Wir nennen ein Element E € & isoliert wenn N(FE) # (), aber E und N(F) nicht kompatibel teilbar
sind, also falls N(N(FE)) # E.

e Wirnennen (&, (eg)peg,) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung, wenn es keine isolierten
Elemente gibt. Aquivalent dazu ist die folgende Aussage: teilen sich zwei Elemente eine Kante, und
ist diese Kante Referenzkante eines der beiden Elemente, so sind die beiden Elemente kompatibel
teilbar.

Wir formulieren nun den klassischen NVB-Algorithmus zur lokalen Verfeinerung eines Gitters (&, (eg)peg, )-
Die markierten Elemente, welche zur Verfeinerung ausgewéhlt sind, sammeln wir in My C &,. Der folgende
Algorithmus erzeugt nun ein Gitter (Ex41, (€£)geg,, ), in dem alle Elemente aus M, geteilt wurden.



32 Diskrete Raume

3.6 Algorithmus (refine). Input: Gitter (&, (er)rece,), Menge von markierten Elementen M, C &,
Index i := 0. Output: Gitter (E41, (€p)pee, ., )-

(o) Definiere die Menge von markierten Referenzkanten ICEO) ={eg | E € My}.

(1) Definiere IC;HI) = {BE | E € & sodass e € lCéi) fiir eine Kante e C E}

(ii) Falls ICg) - IC?H), erhohe Index i — i+ 1 und springe zu (i).
(13i) Verfeinere alle Kanten aus ICy) laut den Regeln aus Bild [31].

3.7 Definition.

e Entsteht das Gitter 41 aus dem Gitter & durch Anwenden von Algorithmus B.6], so schreiben wir

Eop1 = refine(é’g, Mg)

e Wir schreiben
&, = refine(&)

wenn wir sagen wollen, dass das Gitter & durch endlich viele Aufrufe von Algorithmus entsteht,
d.h. es gibt ein beliebiges, aber fixes n € N und Gitter &, ..., &, sowie beliebige My, ; C &y fiir
j=0,...,n—1, sodass

Eopj =refine(&ppj1, Myyjq) firj=1,...,.n—1,
und Epqyy = &,

e Fir £ € & bezeichnet chain(&, F) die endliche Folge von verschiedenen Elementen aus &, die
durch den Aufruf von refine(&, {E}) geteilt werden, d.h.: chain(&, F) = (E;)]_; mit By = E,
N(Ej) = Ej4 fiir j =1,...,n— 1. Die Linge n € N ist so gewihlt, dass entweder N(E,) = () oder
N(E,) € chain(&, {E}) gilt.

Im Folgenden benotigen wir Aussagen iiber die Eigenschaften von Gittern, die (lokale) Verfeinerungen
eines groben Gitters & mit einer BDD-Referenzkantenverteilung sind. Das folgende Lemma ist samt Beweis
zu finden in [Ste08bl Corollary 4.6] oder [BDD04, Lemma 2.2, (ii)].

3.8 Lemma. Bezeichne (50,(6E)E650) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung und & =
refine(&y) eine beliebige Verfeinerung. Dann gilt fir E € & mit N(E) # 0 einer der beiden folgenden
Falle:

(i) gen(E) = gen(N(FE)) und E, N(E) sind kompatibel teilbar, oder

(i1) gen(E) = gen(N(E)) + 1 und E ist kompatibel teilbar mit einem Sohn von N(E).

Wir erweitern dieses Lemma um eine Aussage, die wir im Folgenden bendtigen werden.
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B, B,

Abbildung 3.2: Zum Beweis von Lemma BIT] ().

3.9 Korollar. Bezeichne (50,(6E)E650) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung und & =
refine(&y) eine beliebige Verfeinerung. Dann gilt

lgen(Ey) — gen(E)| <1 fiir By, By € & mit E1 N Ey = e € Ky.

Beweis. Sei e eine Kante von &, an der zwei Elemente E;, Ey € & liegen, d.h.: E1NEy = e. Ist diese Kante
Referenzkante einer dieser beiden Elemente, so folgt die Aussage aus Lemma[3.8] Ist sie nicht Referenzkante
von einem der beiden Elemente, so betrachte die uniforme bisec;-Verfeinerung é\g := refine (&, &) von
Er. In gg ist e noch immer Kante, sie ist sogar Referenzkante der beiden anliegenden Elemente E} und
El, wie leicht aus Abbildung Bl zu ersehen ist. Daher gilt laut Lemma B.8] dass gen(E]) = gen(FEY}). Dies
bedeutet aber, das schon gen(F;) = gen(Es) gegolten hat. O

Im Weiteren wollen wir dhnliche Eigenschaften wie in den letzten zwei Aussagen fiir (lokale) Ver-
feinerungen eines Gitters mit beliebiger Referenzkantenverteilung zeigen. Dazu wird es sich als bequem
herausstellen, ein Element oder zwei benachbarte Elemente des groben Gitters & als “Teilgitter” zu be-
trachten. Eine (lokale) einfache Verfeinerung von & ist nicht notwendigerweise eine einfache Verfeinerung
von diesem Teilgitter. Wir halten aber im folgenden fest, dass eine (lokale) einfache Verfeinerung von &
auf einem Teilgitter dquivalent erhalten werden kann durch mehrere (lokale) Verfeinerungen von diesem
Teilgitter.

3.10 Lemma. Se: (50,(6E)E650) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Sei w C &y eine
Menge von Elementen. Wir definieren W := g, E. Bezeichne mit £ = refine(&) eine beliebige Ver-
feinerung. Das Teilgitter E|w erfillt dann

€’W = refine(&)\w).
|

Mit Hilfe von Lemma [BI0 konnen wir Lemma B.8 und Korollar auf Gitter mit beliebiger Referen-
zkantenverteilung erweitern.
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B £,

Abbildung 3.3: Zum Beweis von Lemma BIT] (3).

3.11 Lemma. Bezeichne (50, (BE)EG&)) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Dann gilt

(i)

Fir & = refine(&) gilt

lgen(E1) — gen(E»)| <2 fiir By, By € & mit By N Ey = e € Ky.

(ii) Sei & = refine(&y) und E € & mit gen(N(E)) > gen(E). Dann sind E und N(E) kompatibel

teilbar, und gen(N(F)) = gen(E) + 1.

Beweis.
ad(i): Da sich Eq und Ey eine Kante teilen, kénnen wir zwei getrennte Fille betrachten.

(1)

Die Elemente F7 und E5 haben denselben Vorfahren aus &y, und dieser sei mit E € &y bezeichnet.
Dann ist (&g, (eg)) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung. Laut Lemma B0 gilt

5@’]5 = refine(EO\E) (3.1)

und Ey, Ey € &. Nun ist es aber wegen (B.I]) moglich, Korollar B9 auf £ |r anzuwenden, woraus also
|gen(E1) — gen(Fsy)| < 1 folgt.

Die Elemente E; und E, haben nicht denselben Vorfahren aus £. Dann muss also E1 N Ey = e C
eo € Ko gelten, und E; hat einen Vorfahren Ej € &, wihrend Ej einen Vorfahren Ej € & hat mit
E{ # EY. Man beachte, dass Ef N E} = eq. Ist ey Referenzkante von E} und E), (siehe Abbildung

rechts), so ist <50\ E|UE)» (eo,eo)) ein Gitter mit BDD-Referenzkantenverteilung, und wir benutzen
wie in Fall (1) Korollar B9 um |gen(E;) —gen(E3)| < 1 zu erhalten. Analog kann der Fall betrachtet
werden, wenn ey weder Referenzkante von Ef noch von E) ist (siehe Abbildung [322] links).

Nun betrachten wir den Fall, dass ey Referenzkante von EY ist, aber nicht von Ej. Dieser Fall ist
prototypisch in Abbildung B3] (links) dargestellt. Eine beliebige Verfeinerung & von &, die also Ej
oder El teilen wiirde, muss aufgrund der speziellen Verteilung der Referenzkanten auf jeden Fall
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das Element Ef teilen, dies fiihrt auf Abbildung B3] (rechts). Es ist also £ := ((E%, EY), (eo, eo)) ein
Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung. Wir fithren eine neue Generations-Funktion gen’ auf
&' ein, indem wir gen'(E%) = gen’(E%) = 0 setzen. Dann ist also mit Lemma [B.10]

gg’E_éUE_é = refine(é"),
und Korollar B.9 liefert |gen’(F1) — gen’(E»)| < 1. Wir bemerken aber, dass gen|g; = gen’ + 1 und
gen|p; = gen' gilt, woraus also

|gen(Er) — gen(Ey)| < 2
folgt.
ad(ii): Wir zeigen
gen(N(E)) > gen(F) = E und N(F) sind kompatibel teilbar.

durch Kontraposition.

Wir starten mit der prototypischen Situation aus Abbildung B4l (links oben) mit £ = Ey und N(FE) =
E7 und nehmen an, dass gen(E7) > gen(Fs). Wir zeigen im weiteren, dass dieser Fall nicht auftreten kann,
indem wir durch geeignete Verfeinerungen einen Widerspruch zu (i) herstellen: Eine uniforme bisecs-
Verfeinerung von &y, eingeschriankt auf den betrachteten Patch, hat die Struktur aus Abbildung B.4] (rechts
oben). Markieren wir das ausgezeichnete Element, so erhalten wir die Situation in B4 (links unten).
Ausserhalb des abgebildeten Bereiches verfeinern wir das Gitter uniform, wihrend wir im inneren nur
das ausgezeichnete Element durch eine Bisektion teilen. Dies liefert schliefslich [34] (rechts unten). Es gilt
gen(E}) = gen(FE7) + 5 sowie gen(E)}) = gen(Ey) + 3. Weil wir gen(FE) > gen(Fs>) angenommen haben,
schliefen wir

gen(E}) = gen(Ey) + 5 > gen(Ey) + 5 = gen(E)) + 2,

was aber ein Widerspruch zu Punkt (%) ist. Daher mussten E; und E2 = N(E;) schon kompatibel teilbar
gewesen sein. Wir zeigen nun

gen(N(F)) < gen(E) + 1.

Angenommen, gen(N(E)) > gen(F) + 1 gilt fiir E € &. Laut dem in diesem Punkt bereits Gezeigten gilt
also, dass F und N(E) kompatibel teilbar sind. Wir betrachten also das Setting aus Abbildung (links
oben) mit F = E5 und N(FE) = E;. Wir nehmen an, dass gen(FE;) > gen(Es3) + 1 ist und verfeinern einmal
mit bisecs (Abbildung B3] rechts oben), und jeweils zweimal mit lokalem bisec;, sodass wir schlieflich die
Situation aus Abbildung (rechts unten) erhalten. Nun ist also gen(E]) = gen(E;) + 4 und gen(E)) =
gen(Esy) + 3. Dies fithrt auf

gen(E}) = gen(E;) + 4 > gen(Fs) + 5 = gen(E4) + 2.
Dies ist aber ein Widerspruch zu Punkt (i) und zeigt

gen(N(E)) = gen(Ep) < gen(E2) + 1 = gen(E) + 1.
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Abbildung 3.4: Zum Beweis von Lemma BIT] (7).

/N

Das ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung lokal ein BDD-Gitter ist, fithrt uns im Weiteren
zu folgenden Aussagen.

3.12 Lemma. Bezeichne (50, (eE)Ee&)) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung.

(i) Sei E € & = refine(&y) ein Element. Dann sind benachbarte Nachfahren von E mit gleichem Level
immer kompatibel teilbar.

(i1) Seien E, E' aus & mit E und E' kompatibel teilbar. Dann sind benachbarte Nachfahren Ey von E
bez. Nachfahren E} von E', die gleiches Level haben, kompatibel teilbar.

(iii) Sei E € & := refine(&y). Es gelte gen(N(E)) = gen(FE), und E und N(E) seien nicht kompatibel
teilbar. Dann muss die gemeinsame Kante von E und N(E) Teil einer Kante des gribsten Gitters
&y sein.

(iv) Sei E € & := refine(&y). Es existiere eine endliche Folge von paarweise verschiedenen Elementen
(Ej);.lzl mit B € &, E; = N(E;_1) und E; haben alle gleichen Level. Dann gilt schon n < Cehain
mit einer Konstanten Cuan € N, die nur von &y, aber nicht von & abhdangt.
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Abbildung 3.5: Zum Beweis von Lemma B.IT] (ii).

Bewezs.

ad (i): Aufgrund von Lemma B.I0] wissen wir

&g = refine(& k).

Danun (&g, eg) ein Gitter mit einer BDD-Referenzkantenverteilung ist, folgt die Aussage mit Lemma[B.8

ad (ii): Dies folgt analog zu Punkt (7).

ad (iii): Es gelte also gen(N(E)) = gen(F), und E und N (E) seien nicht kompatibel teilbar. Wéren E und
N(FE) Nachfahren eines Elementes E’ € &, so wiirde laut Punkt (i) gelten, dass E und N(F) kompatibel
teilbar sind, was aber den Annahmen widerspricht. Daher kénnen E und N(F) nur Nachfahren von zwei
benachbarten Elementen E' und E” aus & sein, also ist die gemeinsame Kante von F und N(FE) Teil einer

Kante aus KCp.

ad (iv): 0.B.d.A. gelte n > 3. Da die Elemente paarweise verschieden sind, konnen die Paare E;, E;y;
fir i € {1,...,n — 2} auf jeden Fall nicht kompatibel teilbar sein. Weiters gilt, dass die Referenzkanten
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der Elemente FE1,..., FE,_ 3 mindestens jeweils einen Knoten aus dem Gitter & beinhalten miissen. Denn
gibe es eine Referenzkante eines Fy mit k € {1,...,n — 3}, die keinen ihrer Knoten in & hat, so wéren
die beiden restlichen Kanten von Fjq nicht Teil von Kanten aus &. Damit hétten Ey; und Ej o aber
denselben Vater E € &. Dann miissten Ejy1 und Ej4o aber laut (i) kompatibel teilbar sein.

Wir schliefsen mit dem bisher Gesagten, dass die Referenzkanten der Elemente Fy, ..., F,_3 allesamt
mindestens einen Knoten aus dem Gitter & besitzen. Da aber Newest Vertex Bisection auf v-formregulére
Gitter fithrt, ist die Anzahl der Elemente, die an einem Knoten anstofen, uniform beschrinkt. Somit gilt
also

n—3 rg #NO,
woraus also n < C folgt. Nun wahlen wir Cepain := [C]. O

3.13 Lemma. Bezeichne (50,(6E)E650) ein Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Sei & =
refine(&y). Fiir alle E', die durch refine(&y,{E}) erzeugt werden, gilt dann

gen(E") < gen(FE) +2, sowie (3.2)
) gen(F)+2 Cd tC«diam ,
dist(E, E') < CgieCT™™ >~ 272 < 11_8271/22—@11(13 )/2, (3.3)
k=gen(E’)

wobei Cist := 2Cchain + 2°/2 nur von & abhingt und CY*™ in Lemma definiert ist.

Beweis. Die Eigenschaft B2) folgt unmittelbar aus den vorangegangenen Aussagen: Ist E’ Sohn eines
Elementes E aus chain(&y, E) mit gen(E) < gen(E), so folgt (3.2), da die Levelfunktion gen lokal um
hichstens 2 erhoht wird. Ist jedoch E’ Sohn von E aus chain(&, E) mit gen(E) > gen(E), so folgt aus
Lemma BT (i), dass E das letzte Element von chain(&, E) ist und dass gen(E) = gen(E) + 1. Daher
wird es nur einmal geteilt, sodass ([B:2]) folgt.

Zu [B3): Zuerst bemerken wir, dass die zweite Abschiatzung eine Anwendung der Rechenregeln fiir die
geometrische Reihe ist. Wir beschéftigen uns also im Folgenden mit der ersten Abschétzung. Mit E €
chain(&y, F) bezeichnen wir wieder den Vater von E’. Ist ¢/(F) := #chain(&, F) < 2, so gilt klarerweise
dist(E,E’) = 0 und die gewiinschte Abschitzung gilt. Wir nehmen also im folgenden ¢;(F) > 2 an und
zeigen die Aussage per Induktion nach gen(FE). Zunédchst sei gen(E) = 0 und chain(&y, E) = (Ej)ji(f)
Lemma 312 (iv) und Lemma B.IT] (ii) liefern c¢¢(E) < Cepain +1 und gen(Ey) =0 fir k=1,...,¢(E) — 1.
Aus der letzten Gleichheit schliefen wir mit Lemma B4, dass diam(Ey) < C4am Wir erhalten also

~1 co(B)—1
dist(E, E') < Z diam(Ey) < Z cdiam < o0, i o diamg =1
k=2

gen(E)+2

Aus der bereits gezeigten Abschitzung ([32) folgt gen(E’) € {1,2}, somit auch 271 < Z 27 k/2 Mit
k=gen(E")

2C chain < Cgist erhalten wir nun

gen(E)+2

dist(E, E') < CqieCT™™ Y~ 27k2,
k=gen(E")
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Dies zeigt die erste Abschitzung in ([B.3)) fiir gen(E) = 0. Wir nehmen nun an, diese Abschétzung gilt fiir
alle £ mit gen(E) < n. Nun sei F € & mit gen(EF) = n + 1 gewahlt. Wir wéhlen die ersten J Elemente
(Ej)}]:1 aus chain(&y, F) mit gen(E;) = gen(E) fiir j =1,...,J und gen(E 1) # gen(E) falls ¢,(E) > J.
Lemma (iv) besagt zunichst J < Cepain. Wir unterscheiden nun drei Falle:

(A) E e (Ej)}]:h

(B) E € chain(&, E)\ (E))7_,, ce(E) > J, und gen(Ey11) > gen(E),

(C) E € chain(&, E)\ (Ej)}]:p ce(E) > J, und gen(E 1) < gen(E).

Im Fall (A) gilt gen(E’) € {gen(E) + 1,gen(F) + 2} und dist(E, E') < Zk o diam(Ey). Im Fall (B) folgt
mit Hilfe von Lemma B.IT] (ii) dass gen(E 1) = gen( )+ 1 und E;4q1 und E; kompatibel teilbar sein
miissen. Daher muss wegen E € chain(&, E)\ (E ) _, also E = Ej;, gelten, und E wird nur einmal
geteilt. Daher erfiillt £ als Sohn von E also gen(E') = gen(E) + 1 = gen(E) 4+ 2. In den beiden Fillen
(A) und (B) gilt also

J
dlSt E El Zdlam Ek < CdlamZQ gen(Ey)/2 < Cchaincdiam2fgen(E')/2
k=2 k=2
gen(F)+2
= QC’ChaincdiamQ—(gen(E)-i-?)/Q < Cdistcdiam Z 9—k/2.
k=gen(E")

Im Fall (C) beniitzen wir die Dreiecksungleichung

J
dist(E, E') < dist(E 41, E') + diam(E41) + Y _ diam(Ey).
k=2

Da in diesem Falle gen(E ;1) < gen(E) gilt, folgt aus Lemma B.IT] (i), dass gen(E 41) = gen(Ey) — i
fir ¢ € {1,2}. Aufgrund der Induktionshypothese kénnen wir den ersten Term auf der rechten Seite
abschiitzen. Den zweiten Term schiitzen wir durch diam(E;,;) < Cdam2=(een(E)=9/2 ynd den dritten
Term durch diam(Ey) < C42m2-gen(E)/2 ah und erhalten

gen(E)—i+2
diSt(E,E,) < Cdistcdiam Z 2—k/2 + CdiamQ—(gen(E)—i)/Z + CchaincdiamQ—gen(E)/Q
k=gen(E")
gen(E)—i+2
_ Cdistcdiam Z 2714:/2 + Cdiamzfgen(E)/22i/2 + 2cchaincdiam27(gen(E)+2)/2. (34)
k=gen(E’)
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Im Fall i = 1 wird (34]) zu

gen(E)+1
diSt(E,E,) < Cdistcdiam Z 2—k/2 + CdiamQ—(gen(E)+2)/223/2 + QCchainCdiamQ_(gen(E)+2)/2
k=gen(E’)
gen(E)+1
< Cdistcdiam Z 2fk/2 + (2Cchain + 23/2)Cdiam2f(gen(E)+2)/2
k=gen(E’)
. gen(E)+2
_ CdiSthlam Z 2—k/2.
k=gen(E’)

Im Fall i = 2 wird (34]) zu

en(L
diSt(E,E,) < Cdistcdiam gz() 2—k/2 + Cdiam2—(gen(E)+1)/223/2 + 2cchainCdiam2—(gen(E)+2)/2
k=gen(E’)
gen(E)
< Cdistcdiam Z ka/2 + Cdistcdiamzf(gen(E)Jrl)ﬂ + Cdistcdiam27(gen(E)+2)/2
k=gen(E’)
gen(E)+2
— Cdistcdiam Z 2—k/2‘
k=gen(E’)

Dies zeigt also die erste Abschitzung in (3.3). O

Aussagen der Form #R, < C#M, fiir {-unabhingige Konstanten sind wiinschenswert, aber nicht
moglich, wie ein einfaches Gegenbeispiel aus [NSV09, Kapitel 4.5] zeigt, welches in Abbildung visual-
isiert ist. Es wird sich jedoch zeigen, dass eine schwichere Aussage fiir den Beweis der Quasioptimalitéit
von adaptiven Verfahren ausreichend ist, die die kumulativen Effekte der Markierung von allen bisherigen
Gittern des adaptiven Verfahrens miteinbezieht. Eine solche Aussage wurde fiir Gitter in R? mit einer BDD-
Referenzkantenverteilung in gezeigt und in [Ste08b] fiir hohere Dimensionen verallgemeinert. Es
stellt sich natiirlich die Frage nach effizienten Algorithmen, welche die BDD-Referenzkantenverteilung sich-
erstellen. Eine bisecs-Verfeinerung eines groben Gitters besitzt klarerweise immer eine BDD-Referenzkantenverteilus
aber dies vervierfacht die Anzahl der Elemente und ist fiir praktische Anwendungen von adaptiven Ran-
delementmethoden unvorteilhaft. Wir verallgemeinern daher die Aussagen beziiglich der Optimalitdt des
Netzabschlusses aus [BDD04] und [Ste08b] auf Gitter mit beliebiger Referenzkantenverteilung. Der Beweis
folgt im wesentlichen [NVTI], Kapitel 6.3], wird aber aufgrund leichter Anderungen angegeben.

3.14 Lemma. Die Verteilung der Referenzkanten auf & sei beliebig. Seien &, ..., &, Gitter und M; C &;
mit £ = refine(&j_1, M;_1) fiir alle j =1,..., k. Dann gilt

k—1
$E — #E0 < Cony S #M;  firk > 1,
§=0

und Cyuyp > 0 hdangt nur von &y ab.
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Abbildung 3.6: Ein Gegenbeispiel aus [NV11] dazu, dass die Anzahl verfeinerter Elemente nicht durch die
Anzahl der markierten Elemente abgeschitzt werden kann. Wir starten mit dem Gitter links oben, und
fithren eine beliebige Anzahl von biseco Schritten durch (in diesem Fall 5), um die Konfiguration rechts
oben zu erhalten. Dort markieren wir dann das eingefirbte FElement. Die Regeln fiir den Netzabschluss
besagen, dass wir die Kanten markieren miissen, die links unten eingezeichnet sind. Wir schlieffen also, dass
wir die Elemente, die rechts unten eingefiirbt sind, verfeinern miissen. Es ist also # M, = 1, aber #R, = 6.
Wir kénnen dies fiir eine beliebige Anzahl von bisecy-Schritte durchfithren, ganz allgemein erhalten wir
dann #M; =1 und #Ry ~ {. Eine Abschéitzung #R, < #M, = 1 kann also nicht gelten.
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Beweis. Die Schreibweise £ = refine(&y) kiirzt laut Definition folgenden Sachverhalt ab: Fiir j = 1,... k&
gibt es Gitter £ und Mengen M;_; C &;_1 sodass

5]' = refine(Sj_l, Mj_l).

Wir definieren fiir die paarweise disjunkten Mengen M die Menge M := Uf;ol M und eine Funktion
A & x M — Ry folgendermafen: Zuerst wihlen wir zwei Folgen positiver Zahlen (ag);” 5 und (be)ye,,
mit den Eigenschaften

dag=tA<oo, Y 27y =B<oo, infbas=c>0

>—2 >0 21
und by > 1. Ein Beispiel fiir eine giiltige Wahl fiir diese Folgen ist in Bemerkung B.15] angegeben. Die
Funktion A wird nun definiert als
falls dist(E, E,) < C3B278*¥)/2 yund gen(E) < gen(FE,) + 2,

sonst.

ME,E,) = {ggen(E*)gen(E),

Die Konstante Cy ist definiert als C)y := Cdam <1 + Cdlsf /2). Wir zeigen im Folgenden

> ME,E,) <C® fiiralle E, € M und (3.5)
Eeik\&)

> ME,E,)>Cs fiiralle E € &\ & (3.6)
E,eM

mit Konstanten Cg, C® > 0. Die Kombination aus den letzten beiden Abschitzungen ergibt das Gewiin-
schte:

k—1
Cs#E—#E) < D> D MNEE)= Y. > MNEE)<CH¥M=0C%>"#M,;.

EEgk\go E.eM E.eM Eegk\&) 7=0
Wir zeigen zunichst ([B.3): Sei dazu ein E, € M gegeben. Wir definieren fiir g € Ny mit 0 < g <
gen(E,) + 2 eine Teilmenge von & durch
Ek(Ey,g) = {E € & | dist(E, E,) < CxB2792 und gen(E) = g} .

Nun gilt fir 0 < g < gen(E,) + 2, dass diam(FE,) < ¢dismg—gen(E)/2 < g9odiamg=9/2 ynd diam(E) <
CYiamo=9/2 fiir alle E € & (E,,g). Wir schliefen, dass die Anzahl der Elemente in & (FE,,g) uniform
beschrankt sein muss,

#&:(Eerg) < O
mit einer Konstante C's > 0. Daraus folgt nun

gen(Ey)+2

Z )‘(Ev E*) = Z Z Agen(E,)— Clﬂ Z Qg =

Ee&i\& = Ee&,(Ex,9) l==2
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Nun zeigen wir ([B.6]): Betrachte ein beliebiges Element Ey € &\ &y. Es gibt dann einen Index 1 < kg < k
sodass Ey € &, und Ey ¢ E,—1. Daher gibt es ein By € My,—1 C M, sodass Ey durch die Teilung von
By erzeugt wird. Iterativ erhalten wir so eine Folge (E~)Jf1 C M sodass E; durch die Teilung von F;

entsteht, und eine streng monoton fallende Folge (k) -1, sodass ky = 0. Mit Lemma [B.T3] schlieken wir
gen(Ej;1) > gen(E;) — 2. Wir wihlen den kleinsten Tndex s € N, sodass gen(Fs) < gen(Ep) ist, und
bemerken, dass gen(Ep) — 2 < gen(FEs).

Fiir 1 < j < s und £ > 0 definieren wir die Menge

Ek(Eo,1,7) =={E € {Ep, ..., Ej_1} | gen(E) = gen(Ep) + i}

und m(i, j) := #Ek(Ey, 1, j). Induktive Anwendung der Dreiecksungleichung gibt

dist(Ep, E

I Mu

dist(E;—1, i)—i—Zdiam(E,)

Nun wenden wir Lemma 313 und Lemma [3.4] an, und erhalten

. CdiSthiam d en(F;—1)/2 dlam] . en(E;)/2
dlSt(EOan)SWZ2 & i—1 +C 22 g

o i=1
. Cus A

< gt (14 s ) 3o
| i=0 (3.7)
7j—1

=C, Z 27gen(Ei)/2
1=0

= Cy ) mli,§)2 B2,
1=0

Wir machen nun eine Fallunterscheidung fiir m, um die letzte Summe weiter abzuschétzen:
(i) m(i,s) < b; fiir alle ¢ € N. Damit folgt aus (3.1
s .
dist(Eo, B) < Cy278F0)/2 3 "p,07i/2 — ¢ pa-een(Fo)/2,
i=0

Die Definition von A besagt dann

Z )\ E07 > )\(E07 )
E.eM

Aufgrund der Wahl von s gilt nun gen(FEs) — gen(Ep) € {—1, —2}, und es folgt

)\(Eo,ES) = Ogen(E,)—gen(Eo) > min(a_g, a_1) > 0.
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(ii) Es existiert ein ¢ > 0 mit m(i,s) > b;. Fiir alle ¢ mit dieser Eigenschaft existiert ein kleinstes s(7)
sodass m(i,s(i)) > b;. Sei nun i* € argmin s(i). Insbesondere gilt 1 < s(i*) < s, und da m(s, j)
ieN
m(i (1)) >
monoton steigend in j ist, gilt

m(i,s(i*) —1) <b; fiir alle i > 0. (3.8)
Die Wahl von i* besagt weiters
m(i*, s(i%)) > bys. (3.9)

Aus (B8) folgt wie in Punkt (i), dass fiir beliebiges i € N fiir alle £ € & (Fy,1,s(i*)) gilt, dass
dist(Ep, E) < CyB2&n(F0)/2 st * = 0, so ist zumindest Ey € E:(Fo,0,5(0)). Gleichung (33)
besagt aber m(0,s(0)) > by > 1. Also existiert ein E’ € E(FEp,0,s(0)) N M, und wir erhalten

> AMEo, Ey) = M(Eo, E') = ag > 0.
E.eM

Ist aber i* > 0, so gilt klarerweise Ey ¢ E(Fo,*, s(i%)), also gilt E(Fo,*, s(i*)) € M. Es gilt per
Definition A(Ey, E') = a;+ fiir alle E' € & (Fy,*, s(i*)). Daraus folgt

ST Ao, E.) > S AEe B = m(i,s(i*))a

E,eM E, €&k (Fo,i*,s(i*))
> byxa;+ > inf bja; = ¢ > 0.
i>1

Setzen wir Cg := min {a_2,a_1,ag, c}, so erhalten wir (B.0)).

O

3.15 Bemerkung. Eine giltige Wahl fiir die Folgen (as);2 ., und (b);2,, ist zum Beispiel b(¢) = 2/3 und
a(—2) =1, af) = (£ +2)~2 fiir £ > —1.

3.16 Bemerkung. Verwendet man die BDD-Referenzkantenverteilung aus [BDDOJ|], so ist die Konstante
Chuwvt beschrinkt - und zwar unabhdngig vom Gitter £y. In unserem Fall hangt die Konstante Clyy, jedoch am
Glitter &y, ist aber zumindest unabhdngig von der Wahl der Referenzkantenverteilung. Dies liegt daran, dass
wir eine sehr pessimistische Wahl fiir die Konstante Cepain aus Lemmal3 12 getroffen haben, die bereits die
schlechteste Wahl fiir die Referenzkantenverteilung abfdngt. Um das einzusehen, wdhle man einfach eine
Kette von Elementen als grobstes Gitter &y. Wir postulieren daher, dass die Konstante Cyyy, tatsdchlich
von der Linge der Ketten im groben Gitter & abhingt. Die Referenzkantenverteilung in ist so
gewdhlt, dass diese Ketten die Linge 2 haben, sodass die kleinst magliche Konstante Cyyy, erhalten wird.
In unserem Fall erhalten wir die grosste Konstante Cyyy, die fir das Gitter £y mdglich ist. Dies wird die
Optimalitdtsaussagen von adaptiven Algorithmen nicht beeinflussen, ist aber natirlich ein Punkt, iber den
man sich bei der Wahl der Referenzkanten Gedanken machen muss.
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3.3 Polynomriaume

Polynomriume auf dem Referenzelement E = conv {(0,0), (1,0), (0,1)} bezeichnen wir als
PP(E) := span{z’y® | 0 <i+k < p}.

Fiir ein Element E € & mit E = conv {bg, by, bs} lautet die Element-Abbildung

R? —R?
Fg:< . ~
X = BgX+bg

mit Bg = (b — by | ba — by). Ist fiir ein Gitter £ eine Polynomgradverteilung py = (pg)peg, mit pp € Ny
fiir alle E € & gegeben, dann definieren wir Rdume von stiickweisen Polynomen als

~

PP(E) ={u € Lo(T') | uwo Fg € PPE(E) fiir alle E € &},
SPbe (8@) = 'pp(gz) N CO(F).

Ist der Polynomgrad auf allen Elementen gleich p, so schreiben wir auch PP(&y) und SP(&y). Wir nennen
eine Polynomgradverteilung p;, = (_pE) peg, lokal quasi-uniform, wenn pg vergleichbar auf benachbarten

Elementen ist, also pg ~ pg fir ENE # (). Ist & C 41, dann fordern wir immer, dass PP¢(&;) C
PPe+1(Ep1 1) beziehungsweise SP¢(Ey) C SP+1(Epyq).

3.4 Die Ls-Projektion
Die Ly-Projektionen 7} : Lo(I') — PP¢(&) und II} : Ly(T') — SP¢(&y) sind definiert als

(709, %)L, = (9,%¢)L, fiir alle ¥y € PP(Ey),
(I} g,Ve)r, = (9, Vo), fiir alle Vp € SP¢(&).

Fiir konstantes py schreiben wir einfach nur p in dieser Notation. Wenn p = 0, schreiben wir auch 7y := 775 ,

wenn p = 1, schreiben wir auch II, := II. Da II, nach S'(&) C H'(&,) abbildet, stellt sich die Frage,
ob und unter welchen Vorraussetzungen an die Gitter & die Folge von Lo-Projektionen (II;)sen uniform
H'(I')-stabil ist, d.h.

”VFHZUHLQ(F) < Cstab|]VpuHL2(p) fir alle u € Hl(l“) (3.10)

mit einer Konstante Cgap, > 0, die unabhéngig von w und ¢ ist. Da Normen auf endlichdimensionalen
Riumen Aquivalent sind, folgt, dass auf einem festen Gitter & die Abbildung II, stabil in H'(T) ist und
die Konstante Cgyap nur von &, aber nicht von u abhingt. Wir beweisen in diesem Abschnitt, dass die
La-Projektionen (I1y),c, auf einer Folge von Gittern, die durch den Algorithmus refine [3.6] erzeugt wird,
uniform H'-stabil sind.

Dazu fiihren wir zusétzliche Notation ein. Die Knoten des Elements E seien bezeichnet durch (g 11, 2(g 9]
und z(g 3). Die Massenmatrix eines Elementes ist dann definiert als

ME € RSXS, (ME)U = /SD[EJ‘](X)SD[E,]'](X) dx fir F € gg und i,j = 1,2,3.
E
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Hier bezeichnet ¢, € S'(&) die Hutfunktion zum Knoten z, € Np. Fiir jeden Knoten 2, sei eine Zahl
di € R, gewihlt sodass djp; ~ |E|Y/? ~ diam(E) fiir alle E € & und i = 1,2,3. Wir definieren eine
Matrix Ag durch

(Ap) € R¥3 (Ap); = 6ij fiir alle B € & und 4,j = 1,2,3.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas aus [Car04] kann die H!-Stabilitét von I, aus lokalen Abschiitzungen fiir
die Eigenwerte von Mg und Ap gewonnen werden.

3.17 Lemma. FEs sei & ein vy-formreguldres Gitter auf I', und fir alle E € & gelte

Ol o xTAZMpAEx < x ' Mpx < CypapupX | ALMpx  fiir alle x € R? (3.11)

stab:low

mit Konstanten Cgabilow > 0 und Cyianeup > 0, die nicht von E € & abhingen. Dann ist 11, H'-stabil (310)
und die Konstante Cgar, > 0 hdngt nur von Csabilow, Cstabup Und der v-Formregularitdtskonstante ab.

Beweis. Mit J, : HY(I') — SY(T') bezeichnen wir einen Clément-artigen Quasi-Interpolationsoperator
wie sie zum Beispiel in [CI&ET5| oder [SZ90] konstruiert werden, siehe auch [SST1,, Theorem 4.3.28] Diese
Operatoren sind stabil und haben Approximationseigenschaften: Es gilt

IVrdeully ey S IVrull ey  und = Jeullpymy S 1heVrull Ly, 2))

fiir alle w € H'(T") wobei die involvierten Konstanten nur an der y-Formregularitiitskonstante hingen. Eine
inverse Ungleichung und Stabilitdt von J; liefern

IVeIleu| @y < IVrIew — Jou)l o) + IVedeull ey S Iy (Mew — Jou) |y oy + I Veull @y, (3.12)

wobei die Konstanten wieder nur an der y-Formregularititskonstante hingen. Wir definieren ¢, := Il,u —
Jou € SY(&) und zeigen die Abschitzung Hh;lngLQ(p) SNVl - Mit xp = (qp1) qe2 qp3) | 8ilt
aufgrund der oberen Abschétzung in (BI1)) die Ungleichung

||hg_1c.7€||%2(1‘) = Z hK(E)72XEMEXE < Cstab:up Z hﬁ(E)72XgA2EME'XE

Ee&, Ee&y
3
qE,i
= Cstab:up Z Z %/@[E,i](ﬂ = Cstab:up /pz%,
Ee& i=1 (Bl T

wobel wir p, = Z?Zl qjd;2g0j € SY(&) gesetzt haben. Da II, als La-Orthogonalprojektion auf S'(&)
Orthogonalitdtseigenschaften besitzt, gilt

/ pede — / pe(Tpu — Jyu) = / pe(u — Jeu) < hepell ooy IV rull Loey-
I I I

Wir erhalten schlieflich

1he el 7, () S Cstabeup 1 oepel| Loy Vel Lory.
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-2

Mit yg = (q[EJ}d[_EZ’H,q[EQ]d[_EZm,q[E73]d[E’3])T = he(T)"2 Agxg gilt aufgrund der unteren Abschiitzung

in (B1D)

Ihepell 7y = Y he(T)?yEMpys = Y h(T) *xpAETMpALx s
Ee& Eeg&,

< Cstab:low Z hﬁ(T)_QX—lE—‘MEXE = Cstab:low ||h21C.MH%2(F)'

Ee&,

Die Kombination der beiden letzten Abschétzungen liefert

177 el Loy S IV Pull Loy

Da ¢ = Ilfu — Jyu gewéhlt wurde, konnen wir diese Abschétzung in ([B.12) einsetzen und erhalten das

Gewitinschte.

Wir benétigen folgende elementare Abschitzung:

O

3.18 Lemma. Es seien a,b,c > 0 und M > 1 reelle Zahlen mit M—' < a,b,c < M und ¢ = 1/(ab). Dann

gilt

a+bt+ctat+b 4t <20+ M+ M.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir M > 1 und a,b > 1 annehmen. Wir schreiben
a=pM und b = qgM mit q,p € [1/M,1]. Aus ¢=! < M folgt sofort pgM < 1. Daher geniigt es, die Maxima

der Funktion
f(p,q) = pM +qM +1/(pgM?) +1/(pM) + 1/(¢M) + pgM*
auf der kompakten Menge
K = {(q,p) € [1/M,1]* | gpM < 1}
zu bestimmen. Fiir fixes ¢ € [1/M, 1] gilt

of 1 1

i = M- ——— — —— + qM>.
ap (p,q) TR v

Fiir p € (1/M,1) gpM < 1 gilt 1 < p>M? und somit

9 1 1
—f(p,q)>M———M+qM2:—(q2M2—1)ZO,
Op q q

wobei die letzte Abschétzung aus ¢ € [1/M, 1] folgt. Die bedeutet insbesondere, dass die Funktion f(-,q)
ihr Maximum auf der kompakten Menge K, := {p € [1/M,1] | gpM < 1} in einem der Punkte
{1/M,1/(¢gM),1} annimmt. Fiir fixes p € [1/M, 1] gilt analoges fiir die Funktion f(p,-). Fiir ¢ = 1/(pM)

1st

_ 1 1 1
f(p) = f(p,1/(pM)) :pM+5+M+W+p+M
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konkav, da

82f 1 1
— > 0.
8p p3 i pK

Wir schliefen daraus, dass die Funktion f ihr Maximum nur in den Punkten (1/M,1/M),(1/M,1) oder
(1,1/M) annehmen kann. Dort gilt aber

FQA/M1I/M)=6<2(1+M+ M)
UM, 1) = £(1,1/M) = 2(1 + M + M),
wodurch der Beweis abgeschlossen ist. U

Das folgende Lemma zeigt nun, dass eine entsprechende Wahl der Zahlen dj, die H'-Stabilitiit von II,
nach sich zieht.

3.19 Lemma. Fs sei & ein vy-formregulires Gitter auf I, und fir alle E € & seien die folgenden Ab-
schdtzungen giltig:

d(E,i) o
— <y firi,j=1,2,3 (3.13)
dig,j)
und
dir -
—1 o B o iri=1,2 14
Cm S 0 (E) <(g firi=1,2,3 (3.14)

wobei Cs, Cg > 0 Konstanten sind. Dann ist 11, stabil in H*(I') @I0) und die Konstante Csiay, hingt nur
von (g, (g sowie von 7y ab.

Beweis. Laut gilt fiir ein Element E € & das Skalierungsargument
IBElx"x <x'Mpx < |E|x"x, (3.15)
wobei die Konstanten nur von ~ abhéngen. Zusammen mit der unteren Abschéitzung in (8.I4]) erhalten wir
x AZMpAix < |E|(ALx) T (A%x) < qﬁl]E\ x'x < qﬁleMEx.

Dies zeigt die untere Abschatzung in ([B.I1). Wir zeigen nun die obere Abschitzung in (B]II) Wir wihlen
ein Referenzelement E fiir das dessen lokale Massenmatrix geschrleben werden kann als M]k =1+ 5Jk

Fiir ein beliebiges Element E € & gilt dann Mg = ref]E\M Wir definieren zwei Matrizen A g und A E
durch

Ap = AQEME + MEA2 = Cref|E| (AQEﬁ + ﬁ/\%) = ref|E| ;&E
Aufgrund der Symmetrie von A und Mg gilt XTMEAEX = (AQEX)TMEX = XTAQEMEX und daher

x Apx = 2x' A2Mgx. (3.16)
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Wir definieren eine weitere, symmetrische Matrix By durch

~ ~ —~ —~ dig s d —
Bp)i = (A AAZY) = (ApMAZ! + AZIMAg) = (28 L TERY bp o
(B < BETE >jk < BNV A E>jk (d[E,k} Jrd[E,j]) "

Laut Proposition 6.1] ist der kleinste Eigenwert von By gegeben durch

3. d?. o\ 1)2
_ [E.5]
>\min =5- < Z d2 )
Gok=1"[Ek]
Aus Lemma [3.18] folgt
. .
dgEJ] <3421+ 72 +72) < 24.95 < 25, (3.17)

jok=1"[E.K]

und somit Ay, > 0. Man beachte, dass Ay, nur von CE] abhéngt. Es folgt die positive Definitheit von B E
Y By > Anny'y fiiry € R?
Fiir y = Apx gilt wegen (314) y 'y ~ x ' x, und wir schlieRen
x Mpx ~ |E|x'x~ |E|ly 'y < |E|y 'Bpy = |E|x ' Apx ~ x' Apgx = 2x ALMpx,

wobei die letzte Gleichheit aus ([BI6]) folgt. Dies zeigt also die obere Abschétzung in (BI1)), wodurch der
Beweis abgeschlossen ist. O

3.20 Theorem. Es sei (&, (eg)reg,) ein Gitter mit einer beliebigen Referenzkantenverteilung und & =
refine(&y) ein Gitter, welches durch Algorithmus refine erzeugt wird. Dann gilt fir die Lo-Projektion
Iy auf SY(&) die Abschitzung

HVI‘HKUHLQ(F) < CstabHVpuHLQ(p) fiir alle u € Hl(l“).
Die Konstante Csar, > 0 hangt nur von (&, (eg)reg,) ab.

Beweis. Wir wollen Lemma[B.I9lverwenden und werden daher fiir jeden Knoten zj, € A eine Zahl dj, € R,
wiéhlen und die hinreichenden Bedingungen (3I3]) und ([BI4) nachweisen. Fiir Knoten z;, z;, € Ny definieren
wir eine Zahl §(z;, z,) € Ny durch

o 6(zj,2) := 0 falls z; = 2y,
o 0(zj,2k) :=1falls zj, 2, € E fiir ein E € &

e 0(2j,2k) := N fir die kleinste Anzahl N > 2 an Elementen Ey,...,Ey € E mit z; € Ey, E;NE; €
Kefirj=1,...,N —1, und z; € Ey.

Wir definieren nun die Zahlen d;, durch

- .— in 2(26(z,F)—gen(E))/2 - )= mi .
dj : glel(%Q i , wobei d(zj,F): Zkg\l/%Eé(z],zk). (3.18)
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e Wir beweisen zunéchst die Abschitzung ([B.I3]). Dazu wihlen wir ein Element E € & sowie Knoten
zj, 2z, € Ny E. Sei E' € & ein Element fiir das dj, = 2(26(zx, E") ~gen(E")) /2 gilt. Definitionsgemafs ist
dann d; < 229z, E)—gen(E)/2 ynd |§(z, E') — 8(2;, E')| < 1, und es folgt

d. 9(28(z.E")—gen(E"))/2
-1 < <
d = 2080k E)—gen(EN)/2 =

9(8(z,E")=0(=1,E") < 9 < 1t

e Nun zeigen wir d; < Oyl hy(E) fiir B € & und z; € NyN E: Es ist §(z;, E) = 0, und mit Lemma [5.4]

folgt daher B

dj < 278nE2) < oLl |BIYV2 <Ll h(R).

diam

e Wir zeigen nun die untere Abschétzung in (BI4) fiir beliebige £ € & und z; € Ny N E. Wir
withlen ein Element F' € & mit d; = 2(2%(z,F)~gen(E))/2 Eg gilt nun gen(E) < gen(E’), denn aus
gen(E) > gen(E') wiirde

9(20(z4,B)—gen(E))/2 _ g-gen(B)/2 _ gsen(F)/2 < p(20(z B ~gen(E)/2 _ .

folgen - dies kann aber aufgrund der Wahl von E’ nicht sein. Wir schliefen also mit Lemma [3.4]
d? — 926(2j,E")—gen(E') _ 9—gen(E) 926(2;,E")—|gen(E')—gen(E))

. -2 / ’
> (Cdlam> hg(E)Q 225(z]~,E )—|gen(E’)—gen(E)|

Angenommen es gilt §(z;, ') = N. Dann gibt es laut Definition einen Knoten z, € & N E’ und
Elemente Ei,...,Ey sodass z; € Ey, E; N Ej1 € Ky fiir j=1,...,N — 1, und 2, € Ey. Da das
Gitter & - formregular ist, ist die Anzahl der Elemente, die an einem Knoten anstossen konnen,
beschrinkt durch eine Konstante C7 > 0, die nur von abhangt Es gibt also n Elemente Ei,... En
m1tn<N+2CmundE1 EEﬂE]_HGICgfurj—l .n—1und E, = E'. LemmaB]II(')

besagt auferdem |gen(E ) — gen(EJ+1)| < 2, woraus

n—1
jgen(E) — gen(E)] < 3" [gen(E;) — gen(Bjer)| < 2(n — 1)
7j=1
folgt. Wir schliefen
225(Zj,E/)7\gen(E/)7gen( )| > 92N - 2(n—1) 2 4Cm

und daraus schlieflich

2 > (Cdiam) 9214y, (B2,

diam?’

e Die Definition (g := max {C’ ! (C’dmm)_1 2172%} schliesst den Beweis ab.
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3.5 Approximationsresultate

Die spéter betrachteten Verfahren zur Approximation der Losungen von Randintegralgleichungen sind
optimal in dem Sinne, dass sie fiir ein fixes Gitter die bestmogliche Approximation finden (Céas Lemma).
Es scheint daher sinnvoll, die Giite solcher Bestapproximationen in bestimmten Normen zu bestimmen.
Des Weiteren benétigen wir oft Operatoren, die bestimmte Approximationseigenschaften besitzen. Wir
betrachten zuerst die Approximationseigenschaften der Lo-Projektion auf unstetige, stiickweise Polynome.

3.21 Theorem (Ls-Projektion auf PP). Es sei I' C 9T, ein Gitter & auf T' und p € N gegeben. Fiir
ue H¥(I'),0<s<1, und 0 <r <1 gilt

v = myull Ly (gy < Capxllhiull s k),
[ — 7Pul| r-r 0y < Capxcl|Bg " ull s (-
Die Konstante hangt nur von I, der Formregularitatskonstante v und s ab.

Beweis. Fiir die erste Abschitzung ist der Beweis ist fiir p = 0 in [Ste08al, Theorem 10.2] angegeben,
und folgt fiir p € N ganz einfach aus der Bestapproximationseigenschaft von m}. Der Beweis der zweiten
Abschitzung folgt dann aus der ersten wie in [Ste08al, Corollary 10.3]. O

Der Beweis der folgenden Aussage findet sich in [SZ90] oder [SSII, Theorem 4.3.28].

3.22 Theorem (Scott-Zhang). Fir I' C JI', ein Gitter & auf T’ und p € N existiert eine Projektion
Jp o Lo(I') — SP(&), sodass Jy stetig ist in H*(T') fiir alle 0 < s < 1. Ausserdem gilt fir E € &
lu = Joull Loy < CllheVrull L w, ()
IVr(u = Jou)| 1,5y < CIVEUl| Ly, (B))-
Der Operator Jy kann so gewihlt werden, dass fiir Funktionen v € HY(T') mit v|or € SP(Elor) die Randw-

erte erhalten bleiben, d.h (Jyv)|sor = v|sr. Dann ist der Operator allerdings nur mehr definiert und stetig
in H¥(T') fir1/2 < s < 1. [ |

Misst man nun den Approximationsfehler in einer gebrochenen Norm ||-[| s (r) fiir s € (0, 1), so erwartet
man Aussagen der Form

lu = Jeull grery < Cllhg™*Vrul|nyry.-

Fiir quasiuniforme Gitter, d.h. hy(E) ~ hy fiir alle E € & folgt dies einfach durch Anwenden des Inter-
polationssatzes 2.4l Tm Folgenden werden exaktere Resultate der Interpolationstheorie verwendet, um dies
auch fiir lokal quasi-uniforme Gitter zu zeigen.

3.23 Definition. Die lokal gemittelte Gitterweitenfunktion hy € S'(&) ist fiir jeden Knoten z € A
definiert durch

he(z) = max{hy(E) | E € & with z € E}. (3.19)

Fiir lokal quasi-uniforme, formreguliare Gitter ist 7Lg € S'(&) lokal dquivalent zur Gitterweite hy €

PY(E).
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3.24 Lemma. Fs gilt
Cflﬁg S hg S Cl Eg und ‘VF?L@’ S CQ. (3.20)

punktweise auf I'. Die Konstante Cy hdngt nur von der Konstante in der Definition der lokalen Quasi-
Uniformitdat ab, Co hdngt zusdatzlich von der Formregularitdtskonstante oy ab.

Beweis. Die erste Abschéitzung h~h folgt unmittelbar. Fiir die zweite Ungleichung betrachten wir folgende
Abschétzungen:

IVehlE ) S IEITIVERIL, &) S 1B pe(B) IRl ) S 1B pe(B)*he( B)?| E|

Die erste Ungleichung folgt hier aus einem einfachen Skalierungsargument, die zweite folgt aus der inversen
Ungleichung [GHS05, Proposition 2.9], und die letzte Ungleichung folgt aus der lokalen Quasi-Uniformitét.
O

Wir leiten nun eine Abschitzung fiir die Interpolationsnorm zwischen H ! und einem gewichteten H'-
Raum her. Dazu definieren wir den Raum H'(hy) als den Raum H!(T') mit der Norm

lal3s i,y o= IetllZ, oy + e Vel ).
Wir verzichten in der Ausfithrung dieses Resultates auf den zusétzlichen Index T'.

3.25 Lemma. Firuec H' und 0 < 0 < 1 gilt
Con Nl gy gy < IOV vl + 7l (321)
Die Konstante Ciny > 0 hdangt nur von 0 und |T'| ab.

Beweis. Laut Definition ist

(e 9]

dt

2 _ —26 24

Hu”[Hl(E[),Hl]g _/t K(t,u) t’
0

mit dem K-Funktional aus Abschnitt 2.3l Zuerst ersetzen wir K durch ein Ks:

2
K(t,u)2 = < inf Huh”Hl(ﬁg) + tHulqu) ~ . inf ”uh”iﬂ(ﬁz) + t2”u1H§{1 =: Kg(t,u)Q.

u=up+u =uptu1
Nun wéhlen wir die Zerlegung
: £
u(e) = un(@) + ur(@) == p(@)ule) + (1 - (@) ule) mit P(r) = ———
hi(z) + t2
und erhalten

K (t,u)? < /\Wﬁi + |Vr(u) PR + 2 (1 — )ul® + 2[Vr (1 - ¢) u) [*dD
T

_ - (3.22)
- / pulh2 4+ £2](1 — )uf dT + / V() 272 + 2|Vr (1 — ) w) .
I IR
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Fiir den Integranden des letzten Integrals in (3.22]) erhalten wir
Vr(@w)Ph + 2|V (1= $) w) |* = [uVre + 9 Vrul?hi + [uVr(1 = ¥) + (1 - ) Vrul®
= B [uVrg|® + 20 V(1 = ) + 77 [ Vrul* + £](1 - ¢) Vel
+ 2h3up Vi - Viu + 26%u(1 — ) V(1 — 1) - V.
Die letzte Zeile im obigen Ausdruck verschwindet, denn
213V - Vru + 20%u(1 — ) V(1 — ) - Vou = 2u(hiy — t3(1 — 4)) Ve - Vru

und es gilt ﬁ%w —t2(1 —4p) = 0 laut Definition von . Es ergibt sich schlieflich

Kolta < [ 10uPR + 211 = 0P dr + [ uveof + 2alTr(1 - ) dr
I
+ /ﬁmvpuﬁ + t2|(1 — ¢)Vru)? dr.
I

Setzen wir die letzte Abschéitzung in die Definition der Interpolationsnorm ein, erhalten wir

[e.9]

) - dt
sy gy, S [ €2 [ 10uPR+ 210 - wpular

0 T

T - dt
+/t29/h,§\uvmpy2 + t2u?| V(1 — )y2dr— (3.23)

0 I

T ~ dt
+/t29/h§|vau|2+t2|(1 — )vpu|2dr—

0 T

Wir schitzen nun jeden der drei Summanden separat ab. Dazu verwenden wir die Identitat
[pul?hi + £2](1 = )ul® = v (£2h7)/ (] + 1),

die Substitution ¢ = sh; und den Satz von Fubini um den ersten Summanden wie folgt abzuschéitzen:

(e o]

~ 2h2 dt
/t29/|z,z)u|2h§+t2|(1 |2dF / /t 20 __ £ _—qr
n2 42t
0 r
201 27 —20+2
/32+1 / w?hy 242 dr ).

0

Analog folgt fiir den dritten Summanden in ([B.23])

00 00
—260+1

[ [Biwoveep + 20 - wvearar § = ([ 5

0 T 0

ds / |V pu|2hy 202 df)
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Nun schétzen wir den zweiten Summanden in ([B:23]) ab. Es gilt

2t27LgVF7L5
—-Vr(l—¢)=Vpp = —————.
r(1 =) T (h? + 2)?

Zusammen mit der Substitution ¢ = sk, und dem Satz von Fubini ergibt sich

o0

~ At4h2 |V phyl?
/t—%/h%yuva+t2u2\vp(1— \er / / 20 AR Vrhel“ dt
0 r h2+t2) ‘

—4 (/%@) (/u2h£_20|vl‘ﬁg|2dr>
0 I

Aus Lemma B24 wissen wir, dass |Vrhy| ~ 1. Insgesamt erhalten wir also
71-6 T1-6 76
el s g gy, S It~z + (B0 cullzy + g %ulzs.

Die Aussage e < 1 aus Lemma schliesst den Beweis der Aussage ([B.2I]) ab. O
3.26 Theorem. Se: 0 < s < 1. Setze
o Py = J; die Scott-Zhang Projektion aus Theorem [3.22, oder
o Py: H5(T') — SP(&) eine H*(I")-stabile Projektion.
Dann gilt
11 = Po)glliry < Cope min { 1AL Vgl 112 Ve (1 = Pogllzam} (3.24)

fiir g € HY(T) beliebig. Die Konstante Capx > 0 hingt nur ab von 0 < s < 1, von der Formregularititskon-
stante ~y, von der Operatornorm von Py und vom Rand I'.

Beweis. Laut Theorem B.22] gilt fiir J; die Approximationseigenschaft

(1= J)gllromy S [1heVrgllrym (3.25)

und die Stabilitdtseigenschaft

IVe(1 = Jo)gllomy S IVrglleam (3.26)

Dies ist gleichbedeutend zu
1= Joglle. S N9l g,y wnd (1= Jogllm S lgllm

fiir alle g € H' = H' (Eg). Wir wenden das Interpolationstheorem auf die letzten beiden Ungleichungen an
und benutzen ([B.21]), um

1L = Toglms S N9l oy am, S e Vrgllzs + (1R *gll,
[ ( 4)7 ]s
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fiir alle g € H' zu erhalten. Die letzte Abschitzung kénnen wir nun auch zeigen, wenn P, als H*(I")-stabile
Projektion gewdhlt wurde. Wir bemerken P,J;g = Jyg und verwenden die Dreiecksungleichung und die
Stabilitdt von Py, dies zeigt

11 =Pe)gllzs < (1= Jo)gllzs + [Pe(t = Je)g) | zs < N(1 = Je)gl s
fiir alle g € H'. Es gilt weiters (1 — Py)(1 — J;) = (1 — Py) und (1 — Jy)g € H', somit erhalten wir weiter
11 =Po)gllre = (1 =B = gl S oy V(L = Jo)gllzs + 1y *(1 = Je)gll 2.
fiir alle g € H'. Wegen hy ~ he und den Abschétzungen (3.25)-([3.26) gilt
1= Po)gllae < IRy Ve(t = T)gllz, + g * (1 = Jo)glz, < 15 VrgllL-

Wir verwenden ein weiteres Mal die Projektionseigenschaft (1 —P;)? = (1 —P;) sowie (1 —P;)g € H! und
schlieffen

11 = Pogllrr= = (1 = Bo)(1 = Bo)gllrr= S Iy *Vr(L = Pz,
Die Kombination der letzten beiden Abschitzungen zeigt das Gewiinschte. O

Wir benétigen das folgende Resultat, dessen Beweis in [AFKT12, Proposition 8] zu finden ist.

3.27 Proposition. Bezeichne (50, (eE)Eeé‘o) ein Gitter und & = refine(&)) eine beliebige Verfeinerung.
Mit der Scott-Zhang-Projektion J; auf SP(Ey) gilt fiir alle E € &

(1= )Vrgl Loy < V(1 = J0)gllLy() < Caiell(1 =70V gl Ly (3.27)

Die Konstante Cqiy > 1 hdngt nur von I', p und &y ab. |

3.6 Inverse Ungleichungen

Folgende Inverse Ungleichung stammt aus [Geo08, Theorem 3.9] und ist eine Verallgemeinerung von [GHS05),
Theorem 3.6].

3.28 Proposition. Fs sei I’ C 9Q, & ein vy-formreguldres Gitter auf T und py eine Polynomgradverteilung
auf E. Dann gilt

15 el ey < Come el goryory  fiir alle W € PO(E)

h,/? .
| q/gHLQ(F) < Cun|Well gorjoqpy i alle Wy € PP(€) falls pe > 1
mit einer Konstante Ciyy > 0, die nur von der Formreqularitdtskonstante v abhdngt. |

Wir benétigen auch eine inverse Ungleichung, die die H'-Seminorm durch die H'/2-Norm abschétzt.
Der Beweis der folgenden Abschitzung ist eine Verfeinerung von [GeoO8, Theorem 3.3].
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3.29 Proposition. Fs sei I' C 0, & ein y-formreguldres Gitter auf I’ und py eine Polynomgradverteilung
auf E. Dann gilt

mit einer Konstanten Ciyy, > 0, die nur von der Formregularititskonstante v abhdngt.

p1/2

Z—ZVI‘GK

» < CianGZHHl/?(F) fir alle Gy € sz(gg)

luucs

Beweis. Laut [Scho8, Theorem 4.76] gilt auf dem Referenzelement F die inverse Ungleichung
IV(Ge o Fi)l, ) S PEIG o Fall, 5
fiir alle Gy € SP¢(&y). Durch ein Skalierungsargument und eine Summe iiber die Elemente erhalten wir
H%VFGKHLQ(F) S NGl Ly ry-

Es gilt auch [V Ve| p,ry < [[Vell g1y, sodass die Bildung des Gradienten V; +— V1 eine stetige Abbildung
zwischen den folgenden beiden Paaren von Riumen ist:

(8P &), |- Nl ry) = (PP HED N - Nl o)
(SPED, N - o)) = (PPTHED, I zatur)) -
wobei die Gewichtsfunktion wy € Loo (") gegeben ist durch wy := hy/p?. Die Stetigkeitskonstanten hiingen

dabei nicht von & oder p; ab. Wenden wir nun das Interpolationstheorem 2.4l an, erhalten wir fiir 0 < 8 < 1
die Stetigkeit in

(%€ - Do) + (5P - )]y = [ (PP ED N Drainty ) (PP ED N - o)
Wir bezeichnen diese beiden Interpolationsrdume kurz als Sy und Py. Es gilt also

IVeVillp, S 1IVells,-

Die Normen in der letzten Abschétzung stammen nicht aus der Interpolation der entsprechenden Sobolev-
rdume, sind jedoch zu solchen &quivalent: In Lemma wahlen wir I = 7, als die Lo(T")-orthogonale
Projektion nach PP¢~1(&,) und erhalten

HVI‘VEHPG ~ HVFWH[(L27||'||L2(wz))7(L2,II-||L2)]0

Im zweiten Fall wihlen wir I = J, als Scott-Zhang Operator [SZ90]. Dies ist eine Lo- und Hj-stabile
Projektion. Mit Lemma erhalten wir wieder

[Vellsy =~ ||WH[(L2,||-||L2),(H1,||-||H1)]0'

Die Norm || - H[( ist dquivalent zur Norm || - wi—0); Wobei die Konstanten nicht
14

Loy ) (L2l 2], Iz
von ¢ abhingen [Tar(7, Lemma 23.1]. Die Wahl # = 1/2 schliesst den Beweis ab. O



Kapitel 4

Integraloperatoren

Zunichst fithren wir in Kapitel 1] die Potentiale des Laplace-Operators und die dazugehorigen Randin-
tegraloperatoren ein. Wir zitieren die bendtigten Aussagen zur Regularitdt und Beschréinktheit derselben.
Das Hauptresultat dieses Kapitels, die inversen Ungleichungen fiir die Integraloperatoren, erldutern und
beweisen wir im zweiten Kapitel. Dabei handelt es sich um Aussagen der Form

Angemerkt sei an dieser Stelle, das diese inversen Ungleichungen fiir quasi-uniforme Gitter ganz einfach
durch Anwenden des Interpolationssatzes 2.4 und der Abbildungseigenschaften aus Theorem gezeigt
werden konnen. Die Beweise fiir lokal quasi-uniforme Gitter benotigen einige technische Resultate, die im
Weiteren angegeben werden. Ahnliche Resultate werden in [GanI1] mit Wavelet-Techniken bewiesen, wobei
jedoch I' als C™! gefordert wird und nur Riume niedrigster Ordnung betrachtet werden. Wir werden die
inversen Ungleichungen in ihrer allgemeinsten Form explizit in der Netzweite und im Polynomgrad angeben.

Inverse Ungleichung beweist man typischerweise, indem man ein Skalierungsargument verwendet und
auf den Referenzelementen ausnutzt, dass die pull-backs der diskreten Funktionen aus einem Raum sind,
dessen Dimension unabhéngig vom betrachteten Gitter beschrinkt ist. Daher kann man Norméquivalenz
verwenden, wobei die auftretenden Konstanten unabhéngig vom Gitter beschrinkt sind. Fiir Funktionen
aus z.B. VPY(&) ist dies nicht mehr mdglich, da der Operator V nicht-lokal ist. Das bedeutet, dass zwar
auf jedem Element E € & die Funktion V', fiir ein ¥, € PY(&) aus einem endlichdimensionalen Raum
ist, jedoch ist dessen Dimension nicht mehr unabhéngig vom Gitter beschrinkt. Um dieses Problem in den
Griff zu bekommen, bemerken wir zuerst, dass die klassischen Argumente auf sogenannte Nahfeldterme
V(¥¢|g) anwendbar sind, sodass also nur noch die Fernfeldterme V (¥, — ¥y|g) betrachtet werden miissen.
Diese Terme sind aber, wie wir zeigen werden, lokal harmonisch, und erlauben daher eine Abschétzung
durch eine Caccioppoli-Ungleichung, also eine inverse Ungleichung fiir Losungen von PDEs.

h,/?
A vpvqu(

L(T) < H‘I’K”H—lm(p) fiir alle ¥, € PP¢(&).

4.1 Integraloperatoren fiir die Laplacegleichung

Im Folgenden bezeichnet G die Fundamentallosung des Laplaceoperators —A in 3D,

11

g EH'

G(z)
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Alle folgenden Resultate gelten selbstverstindlich auch in 2D, dort ist die Fundamentallgsung des Laplace-
operators gegeben durch G(z) = —1/(27)log |z|. Fiir eine Funktion v € L1(012) definiert man das Ein-
fachschichtpotential V und das Doppelschichtpotential K in x € R? \ 092 durch

/G x—y)u(y)dl(y) und (Kv)(x)= /Bn(y)G(x—y)v(y) dl'(y).
[%9]

Die Eigenschaften der Potentiale V und K sind [SSITIMcL00/Ver84] entnommen und im folgenden Theorem

zusammengefasst.

4.1 Theorem. Sei Q ein beschranktes Lipschitzgebiet mit Rand T' := 9Q und v € L1(T"). Dann gelten
folgende Aussagen:

(i) Vv, Kv e C®(RI\T).
(ii) —AVu(x) = —AKv(x) =0 fir x € R*\T.
(iii) Fiir s € [—1/2,1/2] gilt
Ve L(HY*3(T), HEE (RY),
K € L(HY?*(), H'**(Q)),
Kc L(H1/2+5(F) H1+S(Qext))

loc
(iv) Fiir ¢ € H-Y2(T') und ¢ € H'/?(T) gelten die Sprungbedingungen
Vgl =0e H/(T),

| =
(K] = € H/(ID),
bi"'Vel = —¢ € HAT),  und
MKy =0€e H V(D).
(v) Es gilt
0 fiir x € Q¢
(K1)(x) =4 -1 firxeQ

-5 firxeTl.

Vermége des vorigen Theorems sowie den Eigenschaften des Spuroperators 7™ aus Theorem 7] und
der Normalenableitung 71" aus Theorem 9] definieren wir die Randintegraloperatoren

V 1nt V

K= + WK,
(4.1)
K/ = + ’Yintv

W= — th
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Man nennt V' das Einfachschichtpotential, K das Doppelschichtpotential, K’ das adjungierte Doppelschicht-
potential und W den hypersinguléren Integraloperator. Folgendes Theorem aus [Ver84] zeigt die Abbil-
dungseigenschaften der Randintegraloperatoren.

4.2 Theorem. Sei I' = 02 der Rand eines Lipschitz-Gebietes. Fir alle s € [—1/2,1/2] gilt dann

V c L( 1/2+S H1/2+8( ))’

KG L(H1/2+8 H1/2+S( )
(H 1/2+s 71/2+s(r))7

W c L(H1/2+S 1/2+S(F)).

Fiir T G 09 gilt fir alle s € [—1/2,1/2] sogar
Ve L(}~Ifl/2+3(]:w)’1-_[1/2+s(r))7
W e L(ﬁ'l/2+8(r)’H71/2+s(F)).
|

Um lésbare schwache Formulierungen fiir die Gleichungen zu bekommen, die wir im Weiteren zu l6sen
beabsichtigen, bendtigen wir zusitzlich zur Stetigkeit auch die Elliptizitdt der Randintegraloperatoren V
und W. Die Aussagen folgen fiir I' = 92 aus [SS11, Theorem 3.5.3] und fiir ' & 9 aus [SS11l, Theorem
3.5.9].

4.3 Theorem. Es sei I' C 9Q der Rand oder Teil des Randes eines Lipschitzgebietes. Die Randintegral-
operatoren V € L(HY/2(T), HY/*(T)) und W € L(HY*(T'), HY4(T)) sind elliptisch,

<V¢ ¢>H1/2(F)><H 1/2(F) ~ ||71Z)HH 1/2( ) fur a’lle ¢ € ﬁ71/2(r)5

771/2
<WU’U>H_1/2(F)><ﬁi/2(F) ~ ”U”ﬁl/Q(F) f’lLT’ alle v € Hy / ( )

Insbesondere sind

m : H’%/ = <V.’.>H1/2(F)><I§—1/2(F) und (42&)
m : H’IQ/V = <W'7'>H—1/2(F)Xﬁi/2(r) (42}))

dquivalente Normen auf ﬁ*I/Q(F) beziehungsweise ffi/z(l“), und die Aquivalenzkonstante bezeichnen wir
mit Ceq. [ |

4.2 Inverse Ungleichungen fiir Integraloperatoren

Im Folgenden werden wir inverse Ungleichungen fiir die diskreten Raume VPP¢(E,), K'PP¢ (&), WSPt(Ey)
und KSP¢(&) herleiten. Folgendes Theorem stellt das Hauptresultat dieses Abschnittes dar. Der Beweis
wird am Ende des Kapitels gefiihrt, nachdem wir alle notigen Hilfsmittel gesammelt haben.
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4.4 Theorem. Es sei I' = 09 der Rand eines beschrinkten, polyhedralen Lipschitzgebietes Q C R, & ein
lokal quasi-uniformes Gitter auf I', sowie py = (po,g)Ece, eine lokal quasi-uniforme Polynomgradverteilung
auf & mit ppp > 1 und B > 0. Dann existieren Konstanten cV  CK CcE oW > 0, sodass fur alle

~ mv? mv? mv? mv
Y € Lo(T) und v € HY(T') folgende Abschitzungen gelten:

5 il
i

1/2 v
<
VF VT/} La(T) CIHV <‘

. > (4.3a)
. ) (4.3b)

1

‘ p

/2
o < CcK! (
B ¢ Lo (F) inv

hz/2 < - Z_ ‘
| o7 VKU oy S Come Wl + H V) (430)
h1/2 W 2
L <C . i ( . 4.3d
], o, < O (1ol + | S e ) (1.3

Im Falle B =0 gelten obige Abschdtzung fir p,p > 0. Fir ¥, € PP(E) und Vy € SPL(Ey) gilt sogar

1/2
v < CY 1%l 5 4.4
||, < G ey (4:42)
hi/? / ‘ ‘ hy'? v
1/2 - K"V ~K'W, < Cowll¥ell & 4.4b
-/ el| oy T oy = GVl (40
Bl/2 1/2
‘#Vr(l/ZJrK)VgHL + ||k o < O lVillzoagey (4.4c)
2 2
hé/Q K
||, o, < CORIVEl ey (4.40)

mit anderen Konstanten, die aber ebenfalls nur von v und der Formreqularitatskonstante von py abhdngen.
Diese Abschdtzungen gelten auch ohne py auf der linken Seite, dann hdngen die Konstanten jedoch von py
ab. Ist ' C 0Q nur ein Teil des Randes, so gelten obige Abschditzung fir V- und W ebenfalls. |

Zunichst die notwendige Notation. Fiir ein § > 0 definieren wir eine Umgebung eines Elementes F € &
durch

ECUg:= U B25h¢(E)(X)-
xelR

Die Formregularitiat der Gitter & erlaubt es, § > 0 und zusétzlich ein M € N so zu wéhlen, sodass Ug N T’
im Patch von E enthalten, ist, i.e.

ugnrc |J F, (4.5a)
E’ng(E)

und sodass die Uberdeckung I' C | pes, UE lokal endlichen Overlap hat, i.e.

#{Up | E€ & and x € Ug} < M for all x € R3, (4.5b)
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Unabhiingig von einem beliebigen Gitter & auf I' ist es mdglich, eine Menge U C R? und eine Funktion
¢ € C§°(R3) zu withlen mit

U UecU und ¢fy=1 (4.6)
Ee&,

Im Folgenden bezeichnen wir fiir eine Funktion ¢ € Ly(I') das Nah- und Fernfeld von u = V1) auf einem
Element E durch

WY = V(xugar),

ug = V(xru,)-
Hier ist x,, die charakteristische Funktion einer Menge w C I'. Wir bemerken, dass upz™ + u%r = u fiir
alle E € & gilt. Fiir das Doppelschichtpotential gehen wir #hnlich vor: Es sei ¢, € S'(&) die Hutfunktion

zum Knoten z € Ny, d.h. ¢, (2') = §,.» mit dem Kronecker-Delta. Fiir jedes Element E € & definieren wir
eine Funktion ¢p durch

$YE ‘= Z Pz-

2€NNwe(E)

Es gilt dann
eelrvs =1, @BIMw@E) =0, lleele =1, and ||[Vrep|lre ~ he(E)". (4.7)

Fiir eine Funktion v € H'(T) teilen wir das Doppelschichtpotential w = Kv auf einem Element E € & in
Nah- und Fernfeld durch

wE™ = K((v = cp)pp) and wig := K((v——cp)(1-¢n)), (48)

wobei die Konstante cp € R spéter gewéhlt wird. Wir bemerken die folgende Eigenschaft, die aufgrund
von Theorem [.T] (v) erfiillt ist: Es gilt

w+cp = wEY +w’  in Q, (4.9)

w = w%ear + ,waar in Qext

fiir alle £ € &. Wir starten mit den inversen Ungleichungen fiir die Fernfeldanteile. In den folgenden
zwei Lemmas beniitzen wir Resultate der Regularitidtstheorie, um die zweite Ableitung des Fernfeldes lokal
durch die erste Ableitung abzuschétzen.

4.5 Lemma (Caccioppoli-Ungleichung fiir V). Es gilt uf|q € C°(Q), ufa|gex € C°(Q%Y) und uld'|y;, €
C>(Ug). Weiters gilt die Abschatzung

1
2, far 1
|D“uf HL2(BM,3(E)(X)) <o -

cacc b (E) Hvu%rHLQ(B%hZ(E)(X)) firx € I, (4.10)

wobei die Konstante C'g;lféc > 0 nur von der ~v-Formregularitat von & abhdngt.
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Beweis. Die Regularitiit von u!&" auf Q und Q™ folgt aus [SSII, Theorem 3.1.1]. Laut [SS1I, Theorem
3.1.16] gilt fiir das Fernfeld uf" € H1(Q) x HL (Q%), und laut [SSIIl Proposition 3.1.7 und Theorem
3.3.1] 16st es das Transmissionsproblem

—Aufr = 0 in QU Qe

[u%r] = 0 in Hl/Z(F)’ (4 11)
el = —xrp,  in HOVA(T), '
u%‘"(x) = O1/]x]) fir |x] = occ.

Hier bezeichnet [-] den Sprung iiber I'. Fiir fixes x' € F und eine Testfunktion v € D(Bagy, (g)(x')) folgt
durch partielle Integration

(ulr | —Av) = — / ul A dx
Basn,(r)(@')
= - / ul Av dx — / ul Av dx
Basn,(m)(x")NS2 Basn,(m)(@")NE2ext

_ far int, far int int, far
== / Aug'vdx — (NN ug",v) + (", 0 ug)
Basn, (k) (x)NG

far ext, far ext ext, far
- Augrvdx — (37 ug", v) + (70,6 ugh)

Bash, () (@")NQext

S Au%‘rv dx — <[’ylu%r] ,v) + (Onv, [U%rb

Basn,(m) (@ )N(QUQeXT)

Der erste und dritte Term verschwinden aufgrund von (&II]). Wegen T’ N Bogp,, gy (x') € U verschwindet
auch der zweite Term, und es folgt —Aufd" = 0 auf Bash,(py(x') im distributionellen Sinne. Aus dem
Weylschen Lemma [Mor08, Theorem 2.3.1] folgt dann ufi" € C™(Bagp, () (X))-

Die Abschitzung ([@I0) folgt nun aus [Mor08 Lemma 5.7.1]: Sind B, C B, Kugeln mit den Radien
0<r<r+hundu € HY(B,4), u € H*(B,) mit Au = f € Ly(B,,1,) auf B,,},, dann garantiert besagtes
Lemma die Abschitzung

1 1
I1D%ull 2,y S 2B, + 7 IVullz2s,,,) + ﬁHUHB(BTM)

wobei die Konstante, die sich hinter < versteckt, nur an der Dimension d des zugrundeliegenden Raumes

hingt. Wir verwenden die letzte Abschétzung fiir u = u%‘" — cp mit cp = fB%h (%) ufgr(y) dy, worauf
4

eine Anwendungen der Poincaré-Ungleichung die Abschitzung ([AI0) liefert. O

Analog zum vorigen Resultat kdnnen wir die gleiche Aussage fiir das Fernfeld des Doppelschichtoper-
ators zeigen.
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4.6 Lemma (Caccioppoli-Ungleichung fiir K). Es gilt witr|o € C®(Q), Wi |gex € C®(Q™) und Wiy, €
C>®(Ug). Weiters gilt die Abschatzung

1 ..
H‘D2wfarHL2 B5hZ(E)(x)) ngéc h ( ) ||vwaar||L2(nghZ(E)(x)) fur X e E? (4]‘2)

wobei die Konstante Cgacc > 0 die gleiche ist wie in Lemma[{.]
Beweis. Laut [SSI1] 16st das Fernfeld wiar € H(Q2) x HL (Q°) das Transmissionsproblem

—Awl = 0 in QU Q=Y

Wil = (v—rcg)(l-pp) aufl,
[y = 0 auf I, (4.13)
wir(x) = O(1/|x]) fiir [x| — oo.

Im Gegensatz zum Transmissionsproblem, welches von 1% gelost wird, sind hier Sprung und Normalensprung
tiber T' vertauscht. Trotzdem ist (1 — ¢g) = Olrny, = 0, und wir kénnen die selben Argumente wie im
Beweis von Lemma (3] verwenden. O

Die Lemmas und haben wir lokal auf Kugeln formuliert. Im folgenden Lemma benutzen wir
Covering-Argumente, um diese Abschédtzungen auf ein Element E hochzuziehen. Dies ist ebenfalls als
inverse Ungleichung aufzufassen: laut dem Spursatz 2.8 miissten wir die Spur des Gradienten eigentlich
durch die zweiten Ableitungen im Raum abschétzen. Diese konnen wir aber aufgrund der Lemmas
und durch den Gradienten abschitzen, wobei wir h-Potenzen verlieren.

4.7 Lemma. Fir alle E € & und vfar € {ufEar,waar} qilt
hl/2 far < ||V far 4.14
|| v HL2 H 'U HL2 UE) ( : )

mit C = C’fsg im Falle v} = uf3" und C = C’glf im Falle vi3" = w!a Die Konstante C > 0 hingt nur von
I und der ~v-Formregularitit von &y ab.

Beweis. Esist F := {Bs(x) | x € E'} eine Menge von abgeschlossenen Kugeln mit supge r diam(B) = 0 <
oo, und E ist die Menge ihrer Mittelpunkte. Laut Besicovitch’s Covering Theorem [EG92] 1.5.2] existieren
eine Konstante Ny, die nur von der Raumdimension d abhéingt, sowie paarweise disjunkte, abzdhlbare
Teilmengen G; C F fiir j = 1,..., Ng mit

Ec(vj U B.

j=1Beg;

Ausserdem gibt es eine Konstante Ny, sodass nur Ny viele Elemente aus Q\] = {Basn,(2)(X) | Bsp,(p)(x) €
G;} sich iiberlappen. Fiir B := By, (x) und B:= Bosp, (x) folgt mit (Z2) und EIQ) bzw. @I2)

far far far far
IV 7, (somy S i (E) V012 ) + V0% ) | D0 )

1

< far far
S o (Vo B + 1901, )
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Wir erhalten also

Ny
N N,
far far far diVd far
Vg HL2 < E E Vvg HL2 BmE)Nhg E E [Vog L(B he(E )HV ||L2(UE),
i=1 BeG; =1 peg;

woraus (AI4]) folgt. O

Wir wenden uns nun den Nahfeldanteilen zu.

4.8 Lemma. Fir jedes Element E € & sei eine Funktion VE € PO(E;) mit supp(VY) C we(E) gegeben.
Dann gilt

1/2
PO S A RUSESe . DI o L7 7 e
EES@ E'Egz
wobei Cg nur von der v-Formregularitdt von & abhdngt.
Beweis. Sei E € & beliebig, aber fix. In x € R\ T gilt
v (wE 1 /
TN -5 3 W) /v ar(y),

E'cwy(E

wobei WF(E') = UF|p eine Konstante ist. Die Anzahl der Elemente in wy(E) ist aufgrund der ~-
Formregularitidt des Gitters & uniform beschrinkt und wir erhalten

VUEAES Y e /\v —far)”
E'w(E)

Aufgrund der Formregularitit gibt es eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir jedes E' € wy(F) gilt, dass Ug C
Bepy(p)y(ber), wobei By, (g)(bgr) die Kugel mit Radius chy(£) mit Mittelpunkt im Schwerpunkt bgs von
E’ ist. Wir integrieren iiber Ug und erhalten die Abschitzung

/|v17(xlff)|2dx§ S wiE / /(v ‘dl“ >2dx
Ug FE'

Up E'ew(E)

S Z w7 (BN / ( / ﬁdr()’))de’

!
B'€w,(E) Beny(5)(bgr)  Beny(g)(bp )N g

wobei I'gr die von E’ aufgespannte Hyperebene ist. Durch Skalierungsargumente erhalten wir

~ 1 2
JIvrwracs S wEEPE® [ ([ pare)
Up Brew(E) Bi(0) Bi(0)rRI-1

/( / ﬁdf(y))zdx<oo

Bi(0) B3 (O)QRd_l

Wir bemerken
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und erhalten somit

= 1/2
/ VPR xS S WEE)Ph(EP S [hPUEI, 0
Us B/ Cwy(E)

Multiplikation mit pZ?f und die Summe {iber alle £ € & zeigt die gewiinschte Abschitzung. O

4.9 Lemma (Nahfeld von V). Es gzlt ulr|p e HY(T), ulsar|g € HI(Q) und

V int near 2 slp 1/2 (4 15)
' = “near :
Ec& L2(B)
Ausserdem gilt
near slp hy )2
Z 2,8 Hvu ”LQ(UE) = Cnear w‘ (416)

peg, "

Die Konstante C'fé%r > 0 hdngt nur von I' und der vy-Formregularitit von & und py ab.
Beweis. Laut ist V€ L(Lo(T'), H(T")). Fiir fixes E € & gilt daher

IV wE™ | Ly ) < IV (@xupnr) ey S 1xvsar e = 1911, @wanr)-

Wir summieren iiber &, verwenden die Eigenschaft (4.5D]) und kommen schlieflich zu

1 2 1n! pel r 1n n r
ST llng Vet |2, g = S 1Bl 2 IV e s 12,
Ee& Eeg,

1/2
< S B 21, wenry = 1000013 0y
Ee&y

Dies zeigt ([{I5).
Nun wenden wir uns ({I6) zu. Es bezeichnet m, die Lo(T)-Orthogonalprojektion auf P°(&). Wir

far __

schreiben uf#™ = V(s (Xt pn0))+V (¥XUsar —me(¥XUAD))- Aus supp(¥xugar) C we(E) folgt supp(me(xupnr)) C
we(E), wodurch wir Lemma I8 mit UF = my(¢xy,nr) anwenden konnen. So kommen wir zu

Z pZJ%;ﬁ‘|V‘7(7T£(¢XFmUE))H%2(UE) S Z 72[3”}@/ W(T/)XFHUE)HLQ(W(E) ~ th p?¢||L2(F),
Ee&, E€&,

wobel wir im letzten Schritt die lokale Stabilitédt von m, ausgeniitzt haben. Mit der Dreiecksungleichung
erhalten wir dann

near 1/2 _ ~
Z pz HVU ||L2(UE) 172 / P?¢||%2(F) + Z pg,J%JBHVV(ZZ)XI‘mUE - Hf(¢XFﬂUE))||%2(UE)a (4.17)
E€&, Ee&y

und es reicht, die Summe auf der rechten Seite durch th pr 1/1”%2(” abzuschétzen. Laut Theorem B.21]

gilt fiir v € HY/2(T), dass |jv — mv”%Q(F) S D opes, hg(E)HvH?{l/Q(E). Daraus folgt unmittelbar

—~1/2 —-1/2 —1/2
I8z 2 (0 = o) 3,0y = Ik 0 = mehy P 0) a0y S D W03y < W0l
Ee&,
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Daher gilt fiir supp(w) C wy(F)

[(w = mew)||g-1/2qry = sup (w—mw,v— )
U€ﬁ1/2 T
[lv]|=1
1/2 —1/2
S (w = 70 Ly s 1y 2 (0 = 700 | oy

ueHl/Q(F)
llvll=

1/2
S 120 L g (1))

Laut Theorem BT gilt V € L(HY/2(I), H}

L (R9)). Beniitzen wir die Funktion ¢ aus (@8] und Theorem 2],
so folgt schliefslich

—2 T 7 —2
> 2 IVV (@oxrav, — mo(Wxrs ), S D pe 2 lxraus — Te(Wxrrvp) 1512
Ee&, Eeg,

—2 1/2
< 2P0, )

Ee&y
1/2
< Ing P12 -
Zusammen mit der Abschitzung ([AIT7) erhalten wir das Gewiinschte. O

4.10 Lemma (Fernfeld von V). Fiir eine Funktion ¢ € Ly(T') gilt

int, far 1/2 — fr 1/2
> IR Ve I ) S D Ik o Ve I ) < G (1002 + I 20000 1))
Ee&, E€&,

wobei die Konstante Cg nur von ', der vy-Formregularitiat von & und py, U und ¢ aus (L8) abhdngt.

Beweis. Die lokale Fernfeldabschitzung ([AI4]) aus Lemma [£7 und die Dreiecksungleichung zeigen

1/2 ar ar T near
S Iny?p, Vil 1,0 S > pe VU130 S D0 IVVOIL, 0 + D pop IVUE™ |3, 0,

Ee&) Ee&, Ee&) Ee&,
(4.18)

Der erste Term auf der rechten Seite wird durch die Stabilitéit von V aus Theorem BT die Overlap-
Eigenschaft (£.5D]) und Theorem 2] abgeschitzt:

D IVVOIL, @) S IVVEIZ @) S 1015

Ee&,

Hier ist U C R® mit |, g, Ug C U aus (L6]), welches unabhéingig von ¢ gewihlt werden kann. Den zweiten
Term in (AI8) schitzen wir mit (£I0) ab. O

4.11 Lemma. Fiir ¢ € Ly(T) und v € HY(T') gilt vi*ular € Ly(T) sowie viMw! € Lo(T'). Ausserdem gilt

I it o) = 100 ey o ate e & (4.19)
I o) = 100w 1) ) |
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Beweis. Laut Theorem gilt K'¢p € Loy(8Q) fiir ¢ € Ly(T). Da K = —1/2 + +"V_ muss also auch
Ainty far — WintV(T/)XF\UE) € Ly(09) sein.

Analog gilt fiir v € H'(I), dass Wv € Ly(T') ist. Es ist aber 4w = A0 [ (y — ¢5)(1 — @), und
(v —cg)(1 — pg) € HY(T'). Im Weiteren beweisen wir die Aussage fur uldr die Aussage fiir wir folgt
genauso.

Wir wéhlen eine Funktion 7, sodass ufarn € C*(R3) und n = 1 in einer Umgebung von E gilt. Fiir
beliebiges v € H(Q) ist

<71 ufarn :/v far V’U—i—/A far
= /UVU%TVU—}—/ farVan+2/VufarV17v+/ufarAnv

= /Vu%rV(nv) —i—/Au%rn—i—/VnV u%‘rv / farAm)
Q Q

= (MU, no) + (Gnn, ugv).
Aus ’ymt far ¢ Lo(T") und 0yn € Lo(T") folgt dann
(71 (u%rn)’ U)L2(F) = (r)/lufﬁ%ra nv)Lz(F) + (81’177’ u%rv)Lg(F) fiir alle v € Hl(Q)

Der Raum H'/?(T) ist der Raum der Spuren der Funktionen aus H'(Q), und H'/?(I") ist dicht in Lo(T),
sodass die letzte Gleichheit auch fiir v € Lo(I") mit supp(v) C E richtig ist. In diesem Fall vereinfacht sie
sich zu

(1 (), v) () = (B, v) 1y fiir alle v € Ly(E).

far

Aus Theorem B wissen wir, dass 1 (ul'n) = 0, (u2'n), und aufgrund der speziellen Gestalt von 7 schliefen
Wir On (uld'n) = On(uld") auf E. Es folgt also

(Ontus", v) 1y () = (rL(WE M), V) 15 (m) = (MUE, V) ) fir alle v € Ly(E),

womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Inverse Ungleichungen fiir W und K

Nun wenden wir uns den entsprechenden Abschétzungen fiir das Doppelschichtpotential K zu. Zunéchst
fithren wir eine Poincaré Ungleichung auf Elementpatches an.

4.12 Lemma (Poincaré Ungleichung auf Patches). Es sei v € HY(T'). Fiir jedes E € & gibt es eine Zahl
cp € R, sodass

[0 = cellL,w2iey) < GrmlheVrolln, w2z, (4.20a)

(v = ce)eellma) < Gl Vroll L, w2 z) (4.20b)
1/2

(v = cr)epllmrr < gl by Vol L, w2m)) (4.20¢)

wobei die Konstante C'yy nur von der v-Formregularitdt von & abhdngt.
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Beweis. Die Abschitzung (£20al) folgt aus einer klassischen Poincaré-Ungleichung die mit [DS80, Theorem
7.1] auf einen Patch verallgemeinert werden kann. Es gilt auferdem
IVr (v = ce)pr) |L,m) < (v —ce)Vreell L, + lveVr(v — cg)llr,m
< IVreelLomllv = celln,wz @) + 1€l L@Vl wz )
S ”VFUHL2(w§(E))7

wobei wir in der letzten Abschéitzung bereits (£20al) und die Eigenschaften (A7) der Funktion ¢ g verwendet
haben. Wegen

10 =)ol = 10 = c)erllym + IV (0 — cr)er) 12,0

zeigt dies (4.20D).

Nun widmen wir uns [@E20d). Mit Proposition 23 kénnen wir H'/2(T) als Interpolationsraum zwischen

Ly(T') und HY(T) schreiben. Theorem 2.2] besagt dann || - HHI/Q(F) S llze@ |l e ry, und wir schliefen
< 1/2
I(v = ex)epllmamy S (v = en)esll i) |0 — cx)esl i
1/2
S heVrol e s HVrvHL/ ()

1/2
~ ||,/ Vol L, 2 m))-
Ol

4.13 Lemma (Nahfeld von K). Es sei v € HY(T). Dann gilt fir das Nahfeld W von w = Kv die
Abschdatzung

—2 int  near dl 1/2 —
3 (B py 2 Ve w3, oy < o2l *py PVl - (4.21)
Ee&,
Weiters gilt
—2 near near dl
Z pZ,EﬁO\Vw 2 wpnoy + VwE HLQ(UEerxt)) < ode |ihy*p; VFU”%Q(F)- (4.22)

Ee&,

Die Konstante C’f}éﬁr hangt nur von I' und der Formregularitdtskonstanten von & und py ab.

Beweis. Mit Theorem folgt, dass 7K = K — 3 HYT') — HY(I) stetig ist. Unter Beachtung von

9B Lo we(my) = 1 und [IVropl] o, gy = he(E)~? folgt
IV wis™ |17, m) < Ve wiE 17,0 S 10 = er)erli w, i) S 1VrollLywz ey
wobei im letzten Schritt (£.20D]) verwendet wurde. Multiplikation mit hg(E)pZ?f und Summation iiber alle

E € & schliesst zunéichst den Beweis der Abschétzung (L21]) ab, wobei die Formregularitéit von p, und &
eingeht.
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Nun zu Abschétzung @22). Laut Theorem BT (#4i) gilt K € L(HY?(T), HL (Q>%)) und K € L(H'*(T), H(2)).
Wir beniitzen die Definition von U und ¢ aus (6] zusammen mit Theorem 21} wodurch sich

1/2
19wk 12w + V08 12, wpnaey < 10 = ep)orl 2y S 10 2Vroll2, o m)

schliefen lédsst - in der letzten Abschiatzung wurde (£20d) verwendet. Multiplikation mit p[éﬁ und Auf-
summieren iiber E € & liefert ({22), wobei die Formregularitit von py und & eingeht. O

4.14 Lemma (Fernfeld von K). Es sei v € HY(T'). Dann gilt fir das Fernfeld wi von w = = Kv die
Abschdatzung

1/2 —
S I 5P R S S I w1, e < g (0207 el + Nl )
Ee&, Ee&

wobei die Konstante C11 nur von T, der v-Formregularitit von & und py sowie U und ¢ aus (L8) abhdingt.

Beweis. Die lokale Fernfeldabschétzung aus Lemma 71 zeigt

1/2 — f dl -2 :
> I p Tl < Gl 3w IV 0
Ecé&, i

(4.23)
dl —2 far dl far
= Chy Z pz,Eﬁ”VW 7 HL2 UpnQ) + Char Z sz va 7 ”LQ(UEerxt)
Ee&, Ee&y
Es gilt wir = K(g—cg) — wi?, die Dreiecksungleichung liefert somit
1/2 — ~ ~
> 1Ry ?p, VR S Y <HVK(U — BT, wpna) T IVE (v - CE)”%Q(UEerxt)>
Ec&, Beg, (4.24)
—20 Vaphear Vaphear -
+ Z pog (IVwg ||L2(UEmQ) + [[VwE ||L2(UEerxt)
Ee&,
Die zweite Summe auf der rechten Seite kann mit Abschitzung (£22) aus Lemma gegen
Ségrnh;/?p; VI"UH% ) abgeschiitzt werden.
Um die erste Summe abzuschiitzen, gehen wir so vor: Laut B gilt K € L(H1/2( ), H1(2)) sowie
K e L(HY?(T), 10C(Qe"t)) Ausserdem werden wegen (£9) in Q die Identitit VK¢ = V(—¢) = 0 und in

Qe<t die Tdentitit VKc = VO = 0 erfiillt. Dies fiihrt zu

> <HV[?(U —cn)lT,wana) T IVE (v - CE)H%Q(UEerxt)>
Ee&y

= > (HVKUH%Q(UEHQ) + HVKUH%Q(UEerxt)) S ol 2y
Ee&

wobei wir im letzten Schritt wieder die Menge U und die Funktion ¢ aus sowie Theorem 2.1l verwendet
haben. O
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Beweis von Theorem [} Wir zeigen zunichst die Abschitzungen (E3al)-(£3d) fir den Fall ' = 9Q.
Den Fall, das T' eine echte Teilmenge von 052 ist, werden wir am Ende des Beweises auf den ersten Fall
zuriickfiihren. Danach werden wir klassische inverse Ungleichungen anwenden, um die Aussagen fiir diskrete
Funktion zu verschéarfen.

e Wir zeigen zuerst (43a)). Wir schreiben das Quadrat der linken Seite als Summe iiber die Elemente
und teilen auf jedem Element F € & in Nah- und Fernfeld V¢ = ufgr +ug?:

1/2 — 1/2 —
g VeV l2 = S I o Ve Vel g

Ee&y
Z Hhﬁ pﬁ 6VI"Ymt farHL2 + Z ||hz pz 5VF,71nt nearHL2
Ee& E€&,

Anwenden der Lemmata .9 und 10 zeigt nun (Z3al).

e Nun zeigen wir ([AL3D): Wir schreiben das Quadrat der linken Seite als Summe iiber die Elemente
und teilen auf jedem Element F € & in Nah- und Fernfeld:

1/2 — _
1y *p, CKIR, = D he( By 1K (Wxupnn) 3, + D he(E)pg 2 1K (oxevup) 130
Ee&, Ee&y
(4.25)

Aus K': L(Ly(T), Ly(T)) folgt fiir den Nahfeldanteil in (E2H)

S e B I Wxvend) sy < 3 he(E)pp 21K Wxweer) 2,0

E€&, Ee&y
—2 1/2 —
<N B 01, oy S kg0 0112,y
Ee&

wobei wir in der letzten Abschitzung die Overlap-Eigenschaft 5Dl und die lokale Quasi-Uniformitiit
von & und py verwendet haben.

Aus K/ = —1/2 4"V folgt zuniichst K’ (vxr\vy)lE = Y"™uf2r. Fiir den Fernfeldanteil in @25) gilt
mit Lemma [£.1T]

1K (Oxr\up) Ea(m) = I B 1o m) = 100t | Lo m) < IVUE 1o

Wir erhalten somit

Y b B g 1K Wxeup) T, my < D heE)pg i IVUg 117, g
Ee&, Eeg,

und konnen weiter Lemma .10 abschatzen.

e Nun zeigen wir ([@3d): Es gilt K = 1 + %i)ntf{ in HY/2(T"). Da laut den Abbildungseigenschaften
K : L(HY(T), HY(T)) gilt, ist 7" Kv € H'(T). Es zeigt sich

||h;/2p€ VFKUHLQ(F) — Hh;/2p£ ﬁvr( _}_,yiont_[})v

La(I)

1/2 2 in
k07 29r0 Loy + 100y PV e Kol

IN
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Fiir eine Konstante ¢ gilt Vpe = 0 und wegen Theorem E1] (v) auch ’y(i)ntf( ¢ = —c. Ausserdem gilt
YK (g — cp) = w4+ w3 Wir nutzen diese Identitéiten aus und erhalten fiir den zweiten Term
in der letzten Abschétzung

2 1n 1n
hy 20 Vit Kol iy = Y he(E)pp 2 Ve K (g — ca)ll? s

Ee&
S Y (B Ve w13 ey + D he(E)pg i I Ve w13, o
Ee&y E€&,

(4.26)

Der erste Term wird mit Lemma [A.13] beschrankt,

1/2
S~ he(E)p, Ve w3, ey < CER[lhy*p, PV rul],
Ee&

der zweite Term mit Lemma [£T4l Insgesamt erhalten wir also
1/2 1/2 —
1t 2 e Kol ) < Nol3asa ry + 11207 P03 -

e Nun zeigen wir ([£3dl): Wir schreiben das Quadrat der linken Seite als Summe iiber die Elemente.
Anschliefend nutzen wir die Tatsache, dass wegen Theorem L] (v) Konstanten im Kern von W =
—yM K liegen und teilen auf jedem Element in Nah- und Fernfeld:

1/2 — _ _
g g P Woll2 ey = S he(EYp 2 IW (v = cr)erll2 i + D he(E)ppn IW (@ —cp)(1 = ¢p)l2, )
Ee&, Eeg,
(4.27)
Laut Theorem E2ist W € L(H'(T'), L2(I")), woraus wir
IW (g = ce)erllt i) S 9 = ea)erling S IVl e m)

schlieffen. Multiplikation mit hg(E)pz_%B und Summation iiber E € & liefert

—92 2
> By IW (g = cr)erllm S D heEwpp IVeoll], i S I P Vol ey,
Ee&, Eeg,

wobei wir die Formregularitit des Gitters & und die lokale Quasi-Uniformitit von p, ausgenutzt
haben. Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (@27 ist wegen W = ~nt K

f: f; f:
W (v = cp)(1 = )1, = I Wi 17, m) = 10awi (17, 5) < IVWE |7, 5)-

Lemma T4 liefert somit

1/2 — 2 — ar
S 2p W w = en) (1 = el e < D I 2P VIR ey S I Py P01y oy + (0130 -
Ee&, Eeg,
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Um die Aussagen fiir diskrete Funktionen zu zeigen, wenden wir auf (Z3al)-(4.3D]) die inversen Ungleichun-
gen aus Proposition ([B:28) an - gleichermassen schlieften wir auf die inversen Abschétzungen fiir K und
W fiir diskrete Funktionen, indem wir auf ([{3d)-(4.3d) die inverse Abschitzung ([B3.29) anwenden. Nun
wenden wir uns dem Fall T' ¢ 0Q zu. Fiir eine Funktion ¢ € Lo(T") ist die Fortsetzung durch 0, 1;, im
Raum Ly (0€), und [|9)]] g-1/2p) = 19l - 1/2(90)- Wir denken uns das Gitter & auf 0Q fortgesetzt und
v (15
LQ(BQ < inv (

erhalten mit dem bisher Gezelgten
/2 <
1/1‘ L2(39)>
inv <H¢HH 1/2(T + LQ(F)

Die Ungleichung fiir W koénnen wir analog verallgemeinern. Damit haben wir also alle Ungleichungen fiir
V und W auch fiir I' C 0N gezeigt. O

1/2 1/2

=VrV 1/1‘

p




Kapitel 5

h-Adaptivitat fur die schwach singulare
Integralgleichung

Gegenstand der Betrachtungen dieses Kapitels ist die so genannte schwach-singuldre Integralgleichung
Vo=t (5.1)

mit dem Einfachschichtpotential V aus @I). Hier ist f € HY/2(I") gegeben, gesucht wird ¢ € H~1/2(I).
Wir betrachten zunéchst die zugehorigen Variationsformulierungen, deren eindeutige Losbarkeit durch das
Lemma von Lax-Milgram [SS11, Lemma 2.1.51] folgen. Die bendtigten Voraussetzungen, um dieses Lemma
anwenden zu konnen, finden sich in Theorem .3l Wir werden im Folgenden immer nur die Gleichung (&.1)
betrachten, die erkldarenden Worte am Anfang dieses Kapitels treffen aber natiirlich auch auf die hyper-
singuldre Gleichung aus Kapitel [0l zu. Im Wesentlichen beantwortet dieses Kapitel die Frage nach der
Konvergenz und der Quasioptimalitit von adaptiven Algorithmen zur numerischen Losung von (5.)).
Die in dieser Arbeit betrachteten Algorithmen haben typischerweise die Form

olve] — [csvimave] — [marE] — [refime] 52)

Wir beschreiben zunéchst kurz die Funktionen der einzelnen Module:

Dieses Modul berechnet zu einem gegebenen Gitter & eine Approximation ®, an ¢. Typis-
cherweise wird das die Galerkinapproximation von ¢ sein.

Wir nehmen an, ein Fehlerschiitzer 77 = > Fes, 7(F)? steht zu unserer Verfiigung, der
den Beitrag des Fehlers |||¢p — ®@||| lokal auf allen Elementen E schétzt.

Basierend auf den Indikatoren 7,(FE) wihlt dieses Modul eine Teilmenge M, C & von Ele-
menten, die im letzten Modul verfeinert werden.

Ausgehend von der Menge My, die im vorigen Modul ausgewdhlt wurde, bestimmen wir
ein lokal verfeinertes Gitter £4; und starten den Algorithmus von Neuem.

Fiir die Wahl der Indikatoren 7, werden wir zwei strukturell verschiedene Ansétze benutzen. Zum einen
betrachten wir die h — h/2-Strategie, die darauf beruht, den Energiefehler einer diskreten Approximation
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®, der exakten Losung ¢ von (B.I)) durch den Ansatz
6 = @ellf ~ [[| e — Pl

zu schitzen. Hier ist @g eine bessere Approximation an ¢ als ¢, es war. Was wir genau damit meinen,
werden wir weiter unten in Abschnitt formulieren. Es stellt sich heraus, dass diese Fehlerschatzer
immer effizient sind, das bedeutet, dass sie den wahren Fehler nicht iiberschétzen. Die Zuverldssigkeit,
also die Eigenschaft eines Schétzers, den wahren Fehler nicht zu unterschétzen, ist bei h — h/2-Schétzern
aquivalent zur sogenannten Saturationsannahme (2.15), die wir explizit als wahr voraussetzen werden. Fiir
Randintegralgleichung ist die Energienorm ||| - ||| &quivalent zu einer (negativen) Sobolevnorm gebrochener
Ordnung. Laut den Definitionen der Sobolevraume solcher Art aus Kapitel @list die Energienorm eine nicht-
lokale Norm, wodurch man in erster Instanz den Beitrag eines Elements zum Gesamtfehler nicht bestimmen
kann. Durch sogenannte Lokalisierungstechniken, die auf Approximationsaussagen und Bestapproximation-
seigenschaften beruhen, kann man dquivalente, lokale Fehlerschitzer herleiten, die global dquivalent zum
h — h/2-Fehler in der Energienorm sind. Wir halten uns dabei an [FLP0S| und in Kapitel [ an [EFGP12].

Die zweite Art von Fehlerschétzern, die wir betrachten wollen, sind sogenannte residuale Fehlerschdatzer.
Dabei wird das zum Galerkinfehler dquivalente Residuum V®, — f geschétzt. Laut den Abbildungseigen-
schaften der Randintegraloperatoren (4.1]) hat dies wieder in einem Sobolevraum mit gebrochenem Index
zu geschehen, was erneut den Einsatz von Lokalisierungstechniken nétig macht, die sich nun durch Orthog-
onalititseigenschaften herleiten lassen. Wir halten uns dabei an [CMS01] und in Kapitel [ an [CMPS04].
Wie man schon aus der FEM weiss, sind Fehlerschétzer dieser Bauart strukturell immer zuverldssig, siehe
dazu auch [Ver96].

Eine weitere Unterscheidung treffen wir abhéngig von der rechten Seite von (5.1I]). Hat die rechte Seite
die Form (K + 1/2)f fiir gegebenes f, so werden wir auch f durch eine diskrete Funktion approximieren,
bevor wir die Galerkinlésung berechnen. Dies hat den Vorteil, dass black-box artige Verfahren wie z.B.
H-Matrizen, Fast-Multipolverfahren oder ACA verwendet werden kénnen, um auch das Doppelschichtpo-
tential K schnell zu berechnen. Schnelle Verfahren fiir die Auswertung von K f gibt es selbstverstédndlich,
siehe dazu die Arbeiten [Sch94[CvPS09]. Wir verfolgen aber den Ansatz, dass ja bereits die Galerkinmatrix
zum Einfachschichtpotential V' durch ein schnelles Verfahren aufgestellt werden muss. Das Verfahren, dass
dabei verwendet wird, wollen wir auch fiir K verwenden. Dies ermdglichen wir aber gerade dadurch, dass
wir f durch eine diskrete Funktion ersetzen. Die Approximation der Daten fiihrt zu einem weiteren Fehler,
den wir Datenoszillation oscy, nennen wollen. Approximieren wir die rechte Seite also, so werden wir den
Fehler oscy ebenfalls in unseren Fehlerindikator miteinbeziehen miissen.

Fiir die Markierung der Elemente in Modul benutzen wir zwei verschiedene Strategien. Die er-
ste, vorgeschlagen in der Arbeit [Dor96], in der Konvergenz einer adaptiven Finite-Element Methode fiir
das Poissonproblem gezeigt wird, beruht darauf, eine Menge an Elementen M, kleinster Kardinalitat zur
Markierung auszuwéhlen, sodass die Summe der lokalen Fehler auf Elementen aus My einen fixen prozen-
tualen Beitrag zum Gesamtfehler liefert. Die zweite Strategie ist eine sogenannte separierte Strategie. Falls
der Fehlerindikator eine Summe aus zwei Grossen ist (zum Beispiel Fehlerschétzer und Datenoszillationen),
so markieren wir, abhéngig davon, welcher Teil grofer ist, nur mit dem einen beziehungsweise dem anderen
Teil. Wir werden weiter unten noch auf die Notwendigkeit dieser Markierungsstrategie eingehen.

Fiir die lokale Verfeinerung im letzten Schritt verwenden wir den NVB-Algorithmus refine aus
Kapitel B2l Das erste Problem, dass wir betrachten wollen, ist die Frage nach der Konvergenz

[l — @elll =0
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der adaptiven Algorithmen. Wir benutzen dazu das Konzept Fehlerschitzerreduktion aus [AFLP12|. Die
Idee dabei ist, eine Abschéitzung der Form

To+1 < KTy + 0(1) (5.3)

mit einem 0 < kK < 1 zu zeigen. Eine simple Rechnung zeigt dann, dass 7o — 0 gilt. Unter der Annahme,
dass der Fehlerschitzer zuverléssig ist, folgt daraus auch die Konvergenz der diskreten Losungen gegen
die exakte Losung. Die Nullfolge in (B.3]), die wir nur kurz als o(1) geschrieben haben, wird die Norm der
Differenz zweier diskreter Losungen [||[®; — ®y41]/| und gegebenenfalls der approximierten Daten sein. Um
sicherzustellen, dass ein solcher Term auch tatséchlich eine Nullfolge ist, werden wir uns in Kapitel
zunéchst mit der a-priori Konvergenz der adaptiven Algorithmen auseinandersetzen. Wir stiitzen uns dabei
auf ein Resultat aus der Arbeit [BV84], in dem gezeigt wird, dass die Bestapproximation zu geschachtelten
Unterrdumen eines Hilbertraumes immer konvergiert; klarerweise wissen wir a-priori nichts iiber diesen
Grenzwert, ausser seine Existenz. Trotzdem kdénnen wir daraus schliessen, dass die Norm der Differenz
zweier Galerkinlosungen gegen 0 konvergiert.

Fiir adaptive Algorithmen, die auf der h — h/2-Strategie basieren, ist die Konvergenz der Verfahren zur
Zeit State of the Art.

Fiir adaptive Verfahren, die residuale Fehlerschitzer verwenden, ist es jedoch moglich, quasi-optimale
Konvergenzaussagen zu erhalten. Ausgehend von der Fehlerschitzerreduktion (5.3]) ist es moglich, eine
sogenannte Kontraktionsgrofie zu definieren. Dies ist eine Grosse Ay =~ 74, die in jedem Schritt des Algo-
rithmus kontrahierend ist, d.h.

Ag+1 S KJA[ (54:)

gilt mit einem 0 < k < 1. Insbesondere folgt aus (5.4]) die Konvergenz des adaptiven Algorithmus. Die Idee,
eine Kontraktionsgrofe zu betrachten, stammt aus der Arbeit [MNO5]. Dort wird Konvergenz einer AFEM
bewiesen indem gezeigt wird, dass die Summe aus Galerkinfehler und Oszillationen eine Kontraktionsgrofse
bildet. In der Arbeit [CKNSO8| wird gezeigt, dass fiir ein AFEM die Summe aus Galerkinfehler und
Fehlerschatzer kontrahierend ist, und diesem Zugang werden wir im Weiteren folgen. Die Kontraktionsgrofe
wird also iiblicherweise eine Summe aus Galerkinfehler und Fehlerschétzer

Il — @|[* + A7f

sein. Der Galerkinfehler [[|¢— ®||| an sich ist keine Kontraktion, denn es kann der Fall ®,,; = ®, auftreten.
Wenn das geschieht, so folgern wir aus (5.3]), dass zumindest der Fehlerschétzer eine Kontraktion ist, denn
in diesem Fall ist der Term, den wir als Nullfolge geschrieben haben, wirklich 0. Es verbliifft also nicht,
dass eine solche Grosse tatsichlich in jedem Schritt kontrahierend sein kann.

Ausgehend von der Kontraktionsgrofe Ay ist es moglich, die Optimalitédt der Markierungsstrategie zu
zeigen, die bisher auf die Abschitzungen (2.3 und (5.4]) gefiihrt hat. Genauer gesagt meinen wir damit,
dass es eine Konstante 0 < 6, < 1 gibt, sodass fiir ein beliebiges Gitter £ 2 &, und beliebiges 0 < 6 < 60,
ein 0 < ry < 1 existiert, sodass das Folgende gilt:

7 <kt = 077 < Y To(E)? (5.5)
EceR,
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Auch dies scheint eine Eigenschaft zu sein, die heuristisch erfiillt sein muss, um einen optimalen Algorithmus
zu erhalten.

Wir miissen uns noch darauf einigen, was wir unter Quasioptimalitéit verstehen wollen. In dieser Arbeit
meinen wir damit das Folgende: Wenn es, ausgehend von einem groben Gitter & und einer Zahl s > 0,
eine beliebige Folge von Gitter (&), gibt, sodass 7, = O(N~*) ist, dann soll auch der adaptive Algorith-
mus eine Folge von Gittern liefern, fiir die die berechneten Fehlerschitzer die Rate O(N~*) haben. In
Anbetracht der Abschétzung fiir den Netzabschluss aus Lemma B.14] miissen wir also eine Abschitzung fiir
# M, herleiten, und dafiir wird uns (5.5]) helfen. Die Definition der Approximationsklasse erlaubt es uns
namlich, ein Gitter zu wihlen, fiir das wir die linke Seite von (B5.5]) sicherstellen kénnen, und daher haben
ist auch die rechte Seite erfiillt. Wir wihlen aber #M, gerade als die Menge geringster Kardinalitdt mit
dieser Eigenschaft - daher bekommen wir also eine Abschéitzung fiir #M,.

Wir geben nun die zu l6senden Variationsformulierungen und die dazugehérigen Galerkinverfahren an.

5.1 Proposition (Schwach singulire Integralgleichung). Es bezeichnet ) ein Lipschitzgebiet und I' C 0€.
Fiir gegebenes f € H'Y/?(T) existiert eine schwache Lisung ¢ € H-'/2(I') des Variationsproblems

<V¢’w>H1/2(F)><ﬁ—1/2(F) = <fﬂ/f>H1/2(F)Xg_1/2(p) fiir alle ¢ € ﬁ_l/Q(F)7 (5.6)
wobei V' das Einfachschichtpotential aus ([EI) ist. [

5.2 Proposition (Dirichletproblem). Es bezeichnet 0 ein Lipschitzgebiet und T' = 0. Fiir gegebenes
f € HY*(T') eistiert eine schwache Lisung ¢ € H-Y/2(T) des Variationsproblems

<V¢7w>H1/2(I‘)><H—1/2(I‘) = <(1/2 +K)f7w>H1/2(I‘)><H—1/2(I‘) fﬁ?” alle Ib S H‘l/Q(F), (57)
wobei V' das Einfachschichtpotential und K das Doppelschichitpotential aus (&) sind. |

Nun ersetzen wir in den Variationsformulierungen (5.6) und (5.7)) die unendlichdimensionalen Test- und
Ansatzraume durch diskrete Rdume. Analog zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen ¢
von (.6]) beziehungsweise (5.7) beweist man die eindeutige Losbarkeit im Fall diskreter Réume.

5.3 Proposition (Galerkinverfahren fiir die schwach singulire Integralgleichung). Es existiert eine ein-
deutige Galerkinlosung ®, € PP(Ey)

<V¢€,Q£>H1/2(F)Xﬁ,1/2(r) — <f’\1]€>H1/2(F)Xﬁ71/2(F) fi[:'r alle \IIK S Pp(gf)- (5-8)
|

Analog konnten Galerkinverfahren fiir das Dirichletproblem erstellt werden. Die Berechnung der
rechten Seite ben6tigt dann jedoch die Auswertung des Doppelschichtpotentials, wofiir Methoden aus [CvPS09
[SST1)ISch98| verwendet werden. Fiir den Einsatz anderer schneller Methoden, wie zum Beispiel hierarchis-
cher Matrizen oder der Fast-Multipol-Methode, ist es sinnvoll die Daten f der rechten Seite durch diskrete
Funktionen zu approximieren.

5.4 Proposition (Galerkinverfahren fiir das Dirichletproblem). Bezeichne mit Py : H'/2(I') — SPH1(&)
eine H'/2(T')-stetige Projektion. Es ewistieren eindeutige Galerkinlosungen ®5 € PP(E,) und ®, € PP(&)

<V‘I>2X , \I/Z>H1/2(F)><ﬁ_1/2(1‘) = <(K + 1/2)f R \I]£>H1/2(F)><ﬁ_1/2(l’)’ f’fl:?" alle ¥, € Pp(gg) (59
<V(I>Z ) \I/Z>H1/2(F)><I§_1/2(F) = <(K + 1/2)]P’gf s \I/Z>H1/2(F)><ﬁ—1/2(F) fﬁ?” alle \Ifg € Pp(gg) (5.10
[ |

)
)
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5.1 Adaptiver Algorithmus

Die adaptiven Algorithmen, die im Folgenden angewendet werden sollen, werden nun abstrakt angefiihrt.
In der Einleitung zu diesem Kapitel haben wir die einzelnen Teile bereits angesprochen. Es folgt also nun
eine saubere Definition. Wir bemerken, dass mit ¢ die exakte Losung und ®, die Galerkinlésung eines
beliebigen Problemes gemeint ist, auch wenn in den folgenden Abschnitten diese Notation explizit fiir die
schwach singulére Gleichung verwendet wird. Alles, was also in diesem Abschnitt 5] gesagt wird, bezieht
sich auf ein beliebiges Problem, das in das Framework von Galerkinverfahren passt.

Die Fehlerindiktatoren 74, welche die Algorithmen steuern werden, schreiben wir als Summe von lokalen
Grofsen,

1/2

Ty = Z 7'g(E)2 ,

Ee&y

wobei 7y(FE) fiir jedes Element E € & eine berechenbare Grofe ist. Besteht 7, aus zwei Summanden, so
schreiben wir

1/2

7= | Y T1e(E)? + mou(E)?
Ee&,

Typischerweise wird 71 ¢ ein Fehlerschitzer und 7o, die zugehorige Datenoszillation sein. Die folgenden
Eigenschaften eines Schitzers 7, werden sich als wichtig erweisen.

5.5 Definition. Es bezeichne ||| - ||| eine der Energienormen aus (d.2]). Wir nennen einen Fehlerschétzer 7y
fiir den Fehler ||| — @[] zuverlédssig, wenn

lp = @elll < Crare,
und effizient, wenn
72 < Cett|¢ — 2l
mit Konstanten Ciel, Cog > 0 gilt.
Wir werden nun die beiden Algorithmen anfiihren, die wir im Folgenden verwenden werden.

5.6 Algorithmus (solve-combined). Input-Parameter: Grobes Gitter (£o, (er)ges,), Parameter 0 < 6 <
1, Zihler ¢ := 0.

(1) Berechne die Galerkinlosung ®, auf &.
(11) Berechne die Verfeinerungsindikatoren my(E) fir alle E € &.

(13i) Wiahle eine kleinste Menge My C & mit

> n(E)? =601, (5.11)
EeMy
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(iv) Verfeinere die markierten Elemente: Ey,1 = refine(Ey, My).
(v) Setze £+ £+ 1 und gehe zu (i).

5.7 Algorithmus (solve-separate). Input-Parameter: Grobes Gitter (o, (er)ges,), Parameter 0 <
01,05,9 < 1, Zihler £ := 0.

(1) Berechne die Galerkinlosung ®, auf &.
(ii) Berechne die Verfeinerungsindikatoren my(E) fir alle E € &.

(113) Gilt 7'2275 < 797'1275, dann wdihle eine kleinste Menge My C E; mit

> B =0ty (5.12)
EeM,

(iv) Gilt 73, > 912, dann wihle eine kleinste Menge M, C & mit

> mu(E)? > by73,. (5.13)
EeMy

(v) Verfeinere die markierten Elemente: 11 = refine(Ey, My).

(vi) Setze ¢+ €+ 1 und gehe zu (i).

Man zeigt leicht, dass die kombinierte Markierungsstrategie (B.11]) von Dorfler starker ist als die separate

Markierungsstrategie (5.12)), (B.I3).

5.8 Proposition. Die Markierungsstrategie (5I2)—(EI3) impliziert die Markierungsstrategie (GIIl) mit
0 :=min{6;(1+9)" 1, 0(1+9" )"} <1 fir 7 =72, + 735,

Beweis. Ist 7'22,£ < 797'12,0 dann sehen wir
=i+ 75 < L+ 0), < (L+9)07 1 e(Me)? < (1+9)07 (M),
Im Fall 7'2275 > 197'1275 sehen wir
T =i 7o < (L0, < (L4970 5 (Me)? < (1497105 77 (M),

wodurch das Gewiinschte gezeigt ist. O

5.2 A-priori Konvergenz des adaptiven Algorithmus

Die Algorithmen [5.6lund B.7 konvergieren unter bestimmten Voraussetzungen an ihre Bestandteile a-priorsi.
Dies wurde schon in [BV84] erkannt, wo auch der Beweis des folgenden Lemmas zu finden ist.
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5.9 Lemma (A-priori Konvergenz der Galerkinlosungen). Gegeben sei ein Hilbertraum (H, ||| - |||) und eine
Folge von abgeschlossenen, geschachtelten Unterraumen X, C H, das heiffit Xy C Xyqq. Firu e H sei Uy
die Bestapprozimation beziiglich Xy,

—Uy||| = mi = Vil

e~ Uil = i [~ Vil

Dann ezistiert der Limes lim Uy, € H und es gilt lim |||Up+1 — Ug||| = 0. [
{—00 {—00

Es sei bemerkt, dass Lemma nicht die Konvergenz des adaptiven Algorithmus gegen die exakte
Losung u zeigt. Dies wird erst durch die sogenannte Fehlerschdtzerreduktion sicher gestellt. Wir werden
Lemma aber nur verwenden, um zu zeigen, dass die zusétzlichen Terme in den Schitzerreduktionsaus-
sagen Nullfolgen sind.

5.10 Lemma (A-priori Konvergenz der Datenapproximation in H'/2(T)). Es gelte SP*1(£,) C SPT(Epy1)

und f € HYD). Ist Py : HY?(I') — SPYY(&)) die H'/?(T)-orthogonale Projektion, dann existiert der Limes

foo = zlim P,f in HY/?(T). Im Fall p = 0 ezistiert der Limes foo = zlim I, f in H'/?(T). Hier bezeichnet
— 00 — 00

I, die Ly(T)-orthogonale Projektion auf S*(E), siehe Abschnitt[3F)

Beweis. Falls P, die H'/? (T")-orthogonale Projektion ist, kann unmittelbar Lemma [5.9 angewendet werden.

Sei nun p = 0, und f € HY(T) werde mit der Ls(T)-orthogonalen Projektion II, : Lo(T) — S(&)
approximiert. Laut Lemma existiert der Limes foo = glim IIyf in Lo(T). Laut Theorem B20] ist II,

[e.e]

stabil in H*(I"), daher ist die Folge II,f uniform beschriinkt in H'(I'), besitzt also eine in H'(I') schwach
konvergente Teilfolge IIy, f, deren Limes wir mit fs bezeichnen wollen. Da die Einbettung H LT) ¢ Ly(T)
kompakt ist, konvergiert die Folge IIy, f stark in Ly gegen foo, und es folgt foo = foo Mit dem selben
Argument hat jede Teilfolge von Iy f eine Teilfolge, die schwach in H'(T') gegen f., konvergiert, daher
konvergiert die urspriingliche Folge II, schwach gegen f.o, wegen der kompakten Einbettung H'(I') C
H'Y2(T) auch stark in H'/2(T). O

Wie wir schon oft erwdhnt haben, wird sich herausstellen, dass die Folge der Fehlerschitzer 7, bis auf
eine gewisse Nullfolge immer eine Kontraktion ist. Um daraus die Konvergenz der Fehlerschitzer gegen 0
sicherzustellen, benutzen wir das folgende Lemma. Der Beweis ist in [AFLP12, Lemma 2.3] zu finden.

5.11 Lemma (Schitzerreduktion impliziert Schitzerkonvergenz). Angenommen, die Folge der Fehler-
schatzer (1¢)sen, erfillt die Schatzerreduktion

Tr41 < qre+ oy fiir alle £ € Ny,

wobei 0 < g < 1 und (ay)een, eine nichinegative Nullfolge ist. Dann gilt 7o — 0. |

5.3 h — h/2-Fehlerschitzer und Konvergenz

Wir beschreiben zunéchst h — h/2-Schétzer, die den Diskretisierungsfehler von (5.8]) und (G.I0) messen.
Ist & ein Gitter, so bezeichnen wir ab nun mit

& = refine(&)
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das uniform verfeinerte Gitter, das heifst, alle Kanten aus & werden geteilt. Das folgende Resultat findet sich

n [FLP08, Theoreme 3.2 und 3.4] fiir den Fall von Elementen niedrigster Ordnung. Der Beweis fiir hoheren
Polynomgrad lisst sich jedoch wortwortlich iibertragen, siehe fiir den 2D Fall, weswegen wir
ihn hier nicht anfiihren.

5.12 Lemma (h — h/2-Schitzer fiir das Einfachschichtpotential). Es bezeichne ®, die Galerkinlosung
der schwach singuldren Gleichung (5.8) oder des Dirichletproblems ([LI0). Fiir die schwach singulire Gle-
ichung (BR) bezeichnet By € PP(E;) die Galerkinlisung

<V‘$Z7‘T’£>H1/2(F)Xg_1/2(r) = <f’@f>H1/2(F)xﬁ—l/2(F) fiir alle = Pp(g’g).
Fiir das Dirichletproblem (GI0) bezeichnet ®, € PP(E,) die Galerkinlésung
(V‘/I\)z ) ‘T’£>H1/2(F)Xﬁ—1/2(p) = ((K + 1/2)P€fa@K>H1/2(F)xﬁ*1/2(r) fiir alle (I\’z € pp((cfg),
Definiere die h — h/2-Fehlerschatzer

o= (1= @l e = 0 = )l

b~ ¢ 7 L v (5.14)
peo= @)l B = I8,

Dann sind alle Fehlerschatzer dquivalent,
[e o fig == T¢ = 1),

wobei die A'quz'valenzkonstanten nur von der Konstante Capx aus Lemma [3.21, der Konstante Ci,, aus
Proposition [3.28 und der Aquivalenzkonstante Coq aus Theorem [{.3 abhdingen. |

Wir bemerken nun, dass die Fehlerschétzer aus dem vorigen Theorem im Falle der schwach singuldren
Gleichung (B.8]) allesamt effizient und, unter der sogenannten Saturationsannahme, zuverlissig sind. Dies
wird ebenfalls in [FLP0OS8| Proposition 1.1] bewiesen.

5.13 Lemma. Im Falle der schwach singuliren Gleichung ([B.8) sind alle Fehlerschatzer aus ([BI4) ef-
fizient, und unter der Saturationsannahme

llé — @ellly < Cratllld — Telllv (5.15)

mit Csar € (0,1) sind alle Fehlerschitzer zuverldssig. [ |

Der Beweis des vorigen Theorems beniitzt die Galerkinorthogonalitidt. Da ein datengestortes Galerkin-
verfahren (B.I0) fiir das Dirichletproblem nicht die exakte rechte Seite sieht, ist die Galerkinorthogonalitét
nicht vorhanden, und man muss anders vorgehen. Es kommen sogenannte Datenoszillationen ins Spiel, die
den Fehler messen, der durch die Approximation der Dirichletdaten entsteht.

5.14 Lemma. Sei f € H'(I') das Datum der rechten Seite von (B.1) und (&) ey, eine Folge von Gittern,
die durch den Algorithmus refine erzeugt wird. Definiere die Oszillationen

oscs = ||hy/* V(1 = Po) fll Lory- (5.16)
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Mit ¢y € {ng, Mg, e, e} gilt dann die Effizienz
Cof e < 6 — ®lllv + oscy. (5.17)

Bezeichnet @2" die Galerkinlosung des exakten Problems (B.9) auf Pp(gg), so gilt unter der Saturationsan-
nahme

ll¢ — @F|lv < Caatllld — 7y (5.18)
mit Csay € (0,1) auch die Zuverlissigkeit
Crat ¢ = Pelllv < 72+ oscy. (5.19)

Die Konstante Cegr hdngt nur von der Konstante Capyx aus Theorem und der Stabilitatskonstante von
V: H‘1/2(F) — H1/2(F) ab, die Konstante Cyel nur von Cgyy und Cypy.

Beweis. Laut Lemma geniigt es, die Zuverlissigkeit und Effizienz fiir 1y zu zeigen. Wir schitzen den
Fehlerschitzer durch
e = [[®e = elllv < [l[Pe = DTl + [[|PF — Pelllv
< [[®e — @F¥([v + 197 — @F%[llv + |27 — Pelllv

ab. Die Stabilitdt der Galerkinprojektionen beschrinkt den ersten und dritten Term, und wir erhalten mit
Theorem [3.20]

e S =Pef vy + 197 = SFF([v S osce + |97 — STy

Wir kénnen ®7* und @;}"X auch im Rahmen der schwach singuléren Gleichung (5.8]) 16sen (wir wihlen einfach
die richtige rechte Seite), und aus Lemma [G.I3erhalten wir dann die Effizienz |||®¢* —</I;‘§X|||V <||[¢—25||v-
Die Bestapproximationseigenschaft der Galerkinprojektionen besagt |||¢ — ®7*|||y < |[|[¢ — ®¢[||y/, wodurch
die Effizienz (B.I7) gezeigt ist. Um die Zuverldssigkeit (5.I9) zu zeigen, gehen wir folgendermassen vor: Da
wir die Saturationsannahme (B.I8) fiir die Galerkinlosungen mit nicht-gestorter rechter Seite angenommen
haben, gilt die Zuverléssigkeit [||¢ — ®7*|||v < ]H:IS;?X — ®¢¥|||y aus Lemma BE.13l Damit schliefen wir

llo — Qelllv < [l — 2FF(llv + 27 — Pelllv S (197 — 2F¥[lv + 197 — Lelllv-

Da ®* die Galerkinapproximation von @2" ist, gilt H@ZK -l < H@ZK —®||ly, und wir schitzen weiter
ab
¢ = Pelllv < M1F* = Pellly + (I[P — Pelllv
< 10y = Belly + 1~ By + 197~ .

Der erste Term auf der rechten Seite ist 7, die letzen beiden Terme sind wegen der Stabilitidt der Galerk-
inprojektion beschrénkt durch || f — Py f|g1/2(r) < 0sce, wobei Theorem B.26] verwendet wurde. O

Wir fithren nun zwei Algorithmen an, in denen der Fehler durch die h—h/2-Strategie gemessen wird. Im
Falle der schwach singuldren Gleichung geschieht dies durch den Einsatz der Schéitzer uy oder py. Wollen
wir das Dirichletproblem 16sen, so miissen wir zusétzlich die Oszillationen oscy aus (5.I0) beriicksichtigen.
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5.15 Algorithmus (solve-hh2-weaksing zur Losung der schwach singuliren Gleichung). Gegeben sei ein
grobes Gitter (&, (eg)res,) auf I' C 0Q, ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € Nog. Wir verwenden Algorithmus
solve-combined mit Inputparameter (€, (eg)peg,) und 0 und

o Oy ist die Galerkinlosung der schwach singuldren Integralgleichung (B.8]),
o 7(E)? = u(E)? oder 7o(E)? = [iy(E)? mit den Schétzern aus (5.14).

5.16 Algorithmus (solve-hh2-dirichlet zur Losung des Dirichletproblems). Gegeben sei ein grobes
Gitter (£, (ep)peg,) auf T = 99, ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € No. Wir wihlen P, : HY/?(T) —
SPTY(&) als H'/?(T)-orthogonale Projektion. Im Fall p = 0 kann auch Py := I, gewihlt werden. Wir
verwenden Algorithmus solve-combined mit Inputparameter (&, (eg)peg,) und 0 und

o O, ist die Galerkinlosung des Dirichletproblems mit gestorter rechter Seite (B.10),

o 7(E)? = uy(E)? + oscy(E)? oder 7¢(E)? = [ig(E)? + oscy(E)? mit den Schitzern aus [B.I4) und den
Oszillationen aus (5.10).

Wir zeigen nun Konvergenzaussagen fiir die h — h/2-Strategie. Wir betrachten zunéchst die schwach
singulare Integralgleichung (5.0]).

5.17 Lemma (Konvergenz von solve-hh2-weaksing). Fiir Algorithmus[21J, solve-hh2-weaksing gilt

lim 7, = 0.
{— 00

Unter der Saturationsannahme ([BI5) gilt insbesondere Konvergenz Zlim lllp — @ell| = 0.
—00

Beweis. Der Beweis fiir den Fall niedrigster Ordnung, das heifit p = 0, ist in [AFLP12] Theorem 4.1 (ii)]
zu finden und kann wortwortlich auf den Fall héhere Polynomgrade iibertragen werden. O

Folgendes Theorem liefert die Konvergenz des adaptiven Algorithmus [B.16] fiir das Dirichletproblem
mit Datenapproximation.

5.18 Lemma (Schitzerreduktion von solve-hh2-dirichlet). Fir Algorithmus[iI0, solve-hh2-dirichlet,
gilt

e S R1 + Crea (18641 = BelZs oy + IPessf = Pef pasogr )

mit einer Konstante 0 < k < 1, die nur von 6 abhdngt. Die Konstante Cieq > 0 hdangt nur von 0, &, 02
und p ab. Es ist

lim 7, = 0,
l—00

und unter der Saturationsannahme (B.I5)) gilt insbesondere Konvergenz zlim lllp — @¢|l| = 0.
—00
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Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir 7o = piy. Auf jedem Element E € &4 gilt

(1 =77 ) @es1 — o)l Loy < N1 Prr1 — Pell Ly (i)
Wir konnen dadurch 7y, abschétzen und erhalten

1/2 = 1/2
20 = A (1 =72 ) ®eall2, + 1AV e(f = Posa )2,
1/2

1/2 > 1/2 = 2

< (12 (1 =78, )®ellzy + (1B (1 = 78, ) @ers — Bo)llzs)” + 1 Ve (f = Pesi f)II3,
1/2 = 1/2 1/2

= (I3 (1 =7, )Pl + 11 (Pert — Bo)llry)” + 105V (f = Pesr f)IIZ,,

Die Youngsche Ungleichung fiir 6 > 0 und die inverse Abschitzung aus Lemma zeigen

1/2 = S A = 1/2

2 < ()3 (1= 75 )@, + CR( 40D [@en = oldmre + B3V = Prsa 13-
Den Osrzillationsterm konnen wir durch die inverse Abschétzung aus Lemma [3.29 genauso behandeln,
1/2 1/2 1/2 2
103 Ve (f =Pt DR, < (I Ve(f = Pef)llze + e} Vo (Pesaf = Pef)llzs)
1/2 _
< (L D)y Ve(f = Pef) 17, + Ol + 67D [Pesr f = Bef 3
sodass wir schlieflich zu
1/2 = 1/2
R < (14 8) (I3 (1=, DBl + 1AV (f — Buf)l3, ]
+ i1+ 57 [1Bee1 = Bell2yuo + IPesaf = Pef I0]

gelangen, wobei C12 von den Konstanten der inversen Ungleichungen [3.28 und B.29abhéngt. Wir betrachten
den ersten Term auf jedem Element E € &,

1/2 ~ 1/2 .
A(B) = |3 (1= 7, )8l iy + 1AV = Pef) ) filr B € &
Ist E € My, so gilt hyr1|r < qhy|g und
(1 =77 )Pl Loy < N1 = 7)) Pl Ly ()
und wir erhalten
A(Mz) < QTg(./\/lg)2. (5.20)
Sollte jedoch E € &\ My sein, so kénnen wir durch
1/2 =~ 1/2
AE) < 020 = 7082 ) + 11V el — Pug)I2, ) = BV,

schlieRen. Aus dieser Abschitzung erhalten wir nun A(E \ My) < 70(E \ My)?. Zusammen mit (520)
erhalten wir

A(E) = AMy) + A(E\ Me) < qre(Me)? + 76(Ec\ My)* = 77 + (¢ — 1)7e(My)?
< (1+(qg—1)0)77,
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sodass also fiir alle § > 0 gilt, dass
T < (1+6)(1+ (¢ — 1)) 77 + C’|j|22|(1 +671) [H‘T’ZH - (/ISZH?{—IN + [Per19 — Pegll 3y,

Mit 6 klein genug definieren wir & := (14-8) (1+(g—1)8) < 1. Dies zeigt zunéichst die Schitzerreduktion. Um
Lemma B ITlanwenden zu konnen, bleibt also zu zeigen, dass die letzten beiden Terme der rechten Seite eine
Nullfolge bilden. Zunéchst gilt wegen der a-priori Konvergenz der Daten aus Lemma [5.10] dass Py f — foo
in H'/2(I") existiert, somit ist der letzte Term bereits eine Nullfolge. Mit <I>eX € Pp(é'g) bezelchnen wir die

Galerkinlosung des Dirichletproblems (B.9) mit rechter Seite foo. Weil PP (&) C PP(Epyq) gilt, folgt mit
Lemma [0} dass @, — ¢o in HV/2(T). Es ist

oo = Relllv < lldoo — X elllv + 19 ¢ — Selllv,

und der erste Term der rechten Seite geht damit gegen 0. Der zweite Term geht wegen der Stabilitdt der
Galerkinmethode und der a-priori Konvergenz der Daten ebenfalls gegen 0,

I1955,¢ = Pelllv S 11(1/2 + K)(foo = Pef)ll iz ey S oo = Pefllgrr2y = 0

Damit bildet auch der erste Term in der Schitzerreduktion eine Nullfolge. Lemma [5.11] besagt daher, dass
7 — 0 fiir £ — oo. O

5.4 Gewichteter residualer Fehlerschitzer und Konvergenz

Die h — h/2-Schétzer aus dem letzten Kapitel sind nur unter der Saturationsannahme (G.I3]) zuverléssig.
Da diese Annahme bisher nur fiir die FEM bewiesen ist [DN02|, sind die Konvergenzaussagen fiir die
h — h/2-Schétzer also gewissermassen unvollsténdig.

Das Residuum V®,— f ist jedoch berechenbar, und wie man aus der FEM weiss, sind Fehlerschétzer, die
darauf aufbauen, strukturell immer zuverldssig. Wir haben hier aber, wie bereits bei der h — h/2-Strategie,
das Problem, dass wir das Residuum ebenfalls in einer gebrochenen Norm, némlich H'/?(I") messen miissen.
Um also lokale Beitriige zu erhalten, ist eine Lokalisierung dieser Norm vonnéten. In [CMS01], Corollary
4.2] wird die Zuverldssigkeit des folgenden gewichteten Residualschétzers bewiesen.

5.19 Lemma (Zuverléssigkeit des gewichteten Residualschétzers). Ist ®, € PP(Ey) die Galerkinldsung der
schwach singuldren Integralgleichung (B.8)), dann definieren wir

pe(E) = |0y * Ve (Ver — )l Lys)- (5.21)

Es gilt das Folgende: Es existiert eine Konstante Cial, die nur von I', 9Q und der Form der Elemente und
Elementpatches (nicht aber von ihrer Grofie) abhingt, sodass

Cral Clllo — @dllli < o7 - Z pe(E)?
Ee&,

Analog zu den h—h/2-Schétzern beruht der Beweis des letzten Lemmas auf der Galerkinorthogonalitét.
Wir miissen also im Falle von approximierten Dirichletdaten wieder Datenoszillationen einbauen.
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5.20 Lemma (Zuverlissigkeit fiir den gewichteten Residualschitzer mit Datenapproximation). Sei f €
HY(T') das Datum der rechten Seite des Dirichletproblems [51) und (€0)yen, eine Folge von Gittern, die
durch den Algorithmus refine erzeugt wird. Ist ®, € PP(&y) die Galerkinlosung des gestorten Dirichlet-
problems ([BI0), dann definieren wir Schétzer und Oszillationen durch

pe(E) = by *Vr(V, — (1/2 4+ K)Pof) Lo und — osco(E) = ||hy> (1 = 7)Vr fll o). (5.22)

Weiters definieren wir den ungestorten Fehlerschdtzer durch

. 1/2 ex
Prr= Y pexelE)?  mit  p2 (E) = |[h*Ve(VOF — (K +1/2) 13,1, (5.23)
Ee&y

wobei ®F* die Galerkinlosung (B9) zum ungestorten Dirichletproblem bezeichnet. Es gelten folgende Ab-
schdtzungen:

Cax (16 = @l + 05c0) < 6 = ellly + osce < Conc (|6 = Bl + 050) (5.242)
Cal (D pexel ) +oscd) < 3 pulE)? +0sF < Con( D penelB)? + 05t (5.24b)
EeMy EeM, EeM,

wobei My C & eine beliebige Teilmenge ist. Die Konstante Cox > 1 hangt nur von I', von p und von &
ab. Insbesondere ist der gewichtete Residualschdtzer zuverldssig,

Cratll6 = @[3 < p7 + osci, (5.25)
wobei die Konstante Ciq nur von T', 082, von p und von & abhdingt.

Beweis. Der Operator Py wurde als H'/2 (T")-stabile Projektion vorausgesetzt. Zusammen mit der Stabilitét
und Linearitit des Galerkinverfahrens und dem Approximationssatz [3.26] folgt

97" = @elllv S I = Pefll ey S = Jeflmrzmy S by >0 (1 = J) fl () (5.26)

wobei Jy 1 Lo(I") — SP(&p) der Scott-Zhang Operator ist. Aufgrund von Proposition B.27ist die rechte Seite
durch oscy beschriankt, und zusammen mit der Dreiecksungleichung folgen die Abschéitzungen in (5.24al).

Nun zeigen wir (5.24D).

1/2 ex 1/2
3 pedE? S p BV + 0PV (B — B2, ) + 1y V(K +1/2)(1 = B fI2, 1
EeM, EeMy

Den mittleren Term auf der rechten Seite schitzen wir mit der inversen Ungleichung (4£3a)) fiir V und (5.20])
ab, wihrend wir fiir den letzten Term die Dreiecksungleichung, die inverse Ungleichung ([{3d) fiir K und
den Approximationssatz [3.26] verwenden. Dies liefert

1/2 ex ex
> VeV (@ — )3, 1y < [1Br — @I S osc
1/9 1/2
by V(K +1/2)(1 = o) 13,0y S by > V(1 = PO £113 0.
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Den rechten Term der zweiten Zeile schitzen wir mit der inversen Ungleichung [3.29] ab und erhalten

thQVr(l —Po) fll o < Hh;/QVr

(
< thQVF(
< [Ihy*vr(1
< In*vre(

T f N oy + 10> Vr(Je = Po) fll Loy

1—Jp)

1= Jo) Loy + 1(Je = Po) fll ey
)
)

Jo) flloy + 11 = J) fll ey + 11 =Po) fll ey

= Jo) fllLa(r)s
wobei wir im letzten Schritt wie in (5.26]) argumentiert haben. Erneut zeigt Proposition B:27] dass die
rechte Seite durch oscy beschriinkt ist. Somit gilt die erste Abschitzung in (5.240), die zweite Abschiitzung
folgt analog.

Die Zuverlassigkeit (5.25]) sieht man nun folgendermassen ein: Mit der Dreiecksungleichung, der Zu-
verlissigkeit aus Lemma B.J9 fiir pex ¢, der Abschitzung (5.26) und der ersten Abschétzung in (5.24D))
gilt

¢ = Pelllv: < Il — @&y + 1Pr = PF[lv S pexce + 08ce S pe + 0scy,

womit (.20 gezeigt ist. O

Wir fiihren nun drei Algorithmen an, in denen der Fehler durch den gewichteten Residualschéitzer
gemessen wird. Im Falle der schwach singuldren Integralgleichung geschieht dies durch den Schéitzer py,
im Falle des Dirichletproblems werden wir, wie bereits im h — h/2-Fall, die Datenapproximation durch
Ostzillationen steuern.

5.21 Algorithmus (solve-res-weaksing zur Losung der schwach singuliren Gleichung). Gegeben sei ein
grobes Gitter (£, (er)pes,) auf I' C 0Q ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € No. Wir verwenden Algorithmus
solve-combined mit Inputparameter (£, (eg)peg,) und 0 und

o Oy ist die Galerkinlosung der schwach singuldren Integralgleichung (B.8]),
o 7(E)? = po(E)? mit dem Schitzer aus (5.21)).

5.22 Algorithmus (solve-res-dirichlet zur Losung des Dirichletproblems). Gegeben sei ein grobes
Gitter (£, (ep)peg,) auf T C 99, ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € No. Wir wihlen P, : HY/?(T) —
SPTY(&) als H'/?(T)-orthogonale Projektion. Im Fall p = 0 kann auch Py := I, gewihlt werden. Wir
verwenden Algorithmus solve-combined mit Inputparameter (€, (eg)peg,) und 0 und

o O, ist die Galerkinlosung des Dirichletproblems (5.9]),
o 7(E)? = p(E)? + osce(E)? mit Schitzer und Oszillationen aus (5.22).

5.23 Algorithmus (solve-separate-res-dirichlet zur Losung des Dirichletproblems). Gegeben sei
ein grobes Gitter (£, (ep)pes,) auf T' C 09, ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € Ny. Wir wahlen P, :
HY2(I') — SPYY(&) als HY?(T)-orthogonale Projektion. Im Fall p = 0 kann auch Py := Tl gewdihlt
werden. Wir verwenden Algorithmus solve-separate [0 mit Inputparameter (£o, (eg)reg,) und 6 und

o O, ist die Galerkinlosung des Dirichletproblems (5.9]),
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o 7(E)? = py(E)? + oscy(E)? mit Schitzer und Oszillationen aus (5.22).

Wir zeigen nun die Schétzerreduktion fiir die drei angefithrten Algorithmen. Fiir solve-res-weaksing
und solve-res-dirichlet miissen wir dazu die Schétzer betrachten, fiir den Algorithmus
solve-separate-res-dirichlet konnen wir uns mit Hilfe von Proposition B.8 auf die Aussage fiir
solve-res-dirichlet zuriickziehen.

5.24 Lemma. Fir Algorithmus[0.Z]], solve-res-weaksing, gilt
p?—l—l < @Pz% + Cred|||q)f+1 - ‘1>£|||%/

Die Konstante 0 < k < 1 hdngt nur von 0 < 6 < 1 ab, die Konstante Cyeq zusdtzlich von p, & und T .
Insbesondere gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,

Jim pe = lim {[|¢ — @l = 0.
Beweis. Anwenden der Dreiecksungleichung und der Young’schen Ungleichung liefert fiir § > 0
piar = I3 Ve (Ve = O,
< (I BV e (Ve = Doy + 15TV (@es = 20| 1a(r))? (5.27)
<A+ 0)n Ve (Ve — I, + 1+ 0 VEV (Resr — 2013, 1y
Den ersten Term betrachten wir elementweise:

1/2 1/2 1/2
g AV (Ve — D2 ,m = Y. IhAVeVe = HI,m+ Y. IBAVEV R~ 3,0
EeM, Ee&E\ M,

Fiir markierte Elemente E € My gilt hyy1|p < qhe|p mit ¢ = 2712 < 1, da E zumindest geteilt wird.
Elemente E € & \ M, erfiillen zumindest hyy1|s < hylg, sodass wir also

qpe(E)? fir £ € My,
pe(E)? fir e &\ My

erhalten. Aufgrund der Markierungsstrategie (m gilt
1/2
/2 Vr(Vee— DI, m <a Y. pE?+ 3. peBEP =pi—1—q) > pu(E)?

EeM, Ee&E\ M, EeM,
< (1-0(1-q))p;.

1/2

Wir setzen die letzte Abschitzung in (.27) ein und erhalten

pE < (L+8)(1—0(1—q)p? + (145 Dy VeV (es1 — 202,

Nun wéhlen wir 6 > 0 klein genug, sodass K = (1 + ) (1 — (1 —¢)f) < 1. Zusammen mit der inversen
Abschitzung fiir V aus (£Zal)) und der Norméaquivalenz |||-[|[y ~ [|-|| 5- 2 schliefen wir auf die Schitzerre-
duktion

Pie1 < Rpf + Creall|Pes1 — ol

Laut Lemma [59]ist der letzte Term dann eine Nullfolge, und wir schliefsen gemeinsam mit der Zuverlés-
sigkeit von p; und Lemma [5.I1] auf hm pe = hm l¢ — ®4|llv = 0, was zu zeigen war. O
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5.25 Lemma. Fir den Algorithmus[5.29, solve-res-dirichlet, gilt
2 ~ 2 2 2
1 < R7E + Crea (I1Pest = P f 20y + @1 = eIl

Die Konstante 0 < k < 1 hdangt nur von 0 < 0 < 1 ab, die Konstante Cyeq zusdtzlich von p, & und T.
Insbesondere gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,

lim 7, = lim (p; + oscy) = lim |||¢ — Dyl||y = 0.
L—r00 L—00 £—r00

Beweis. Wir beniitzen die Abkiirzung f; := (1/2 + K)Pyf. Iteratives Anwenden der Dreiecksungleichung
und der Youngschen Ungleichung liefert

1/2 _ s 1/2
21 <+ O3 VE (Ve — 2, + (L + 6"+ )b Ve (Ffear — fol 2wy
+ (140 A+ 8D hA VeV (@est — 2013, r) (5.28)
+(1+ 0k =7 Ve f 2,

mit beliebigen 9§, § > 0. Wir betrachten den ersten und den vierten Term auf der rechten Seite gemeinsam.
Der Operator 775 1 ist die Bestapproximation in Ly, und wie im Beweis von Lemma [b.24] erhalten wir dann

qre(E)?  fiir E € M,

1/2 1/2
||h€j/LlVr(V‘1>z - fé)”%g(E) + ||hzi1(1 - W?ﬂ)vrf”%z(E) < {TZ(E)Z fiir £ € &\ My

mit 0 < ¢ < 1. Argumentieren wir wieder wie im Beweis von Lemma [5.24] erhalten wir mit der Dorfler-
Markierung

/2 (VEe — fI3 0 + 1A (1 = 70, Ve FI2 0y < (101 - q)) 7. (5.29)

Ausserdem gilt mit der Dreiecksungleichung, der inversen Ungleichung aus Theorem 4] fiir K sowie der
inversen Abschitzung aus Proposition [3.29]

1/2
”hz./HvF(fZJrl fo)ll Loy < max {Ciny, 2G5} |(Pesa — Po) £l ravepy.- (5.30)
Wir setzen (2.29) und (530) in (528)) ein, wenden die inverse Ungleichung aus Theorem A4l fiir V' und
Norméiquivalens || - [l == | - | -1/z(ry an und erhalten

2y <(1+6) (1-0(1 - g)) 72
+C* 1+ )1+ 0)(Pess = Po) fll312ry
+ (CeqCin (14671 (1 + 071 Perr — el
wobei wir €' := max {Cinv,2CE, } gesetzt haben. Wir wihlen § > 0 so, dass (1 + ) (1 —6(1 — q)) < 1 ist,

demnach gilt die Schétzerreduktion. Um Lemma (.11l anwenden zu konnen, bleibt also zu zeigen, dass die
letzten beiden Terme der rechten Seite der Schitzerreduktion eine Nullfolge bilden. Zunéchst gilt wegen
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der a-priori Konvergenz der Daten aus Lemma 10, dass Pof — foo in HY 2(T) existiert, somit ist der
zweite Term bereits eine Nullfolge,

|(Pes1 — Pf)fHHl/z(F) — 0.

Wir betrachten den letzten Term: mit &, € PP(&,) bezeichnen wir die Galerkinlésung des Dirichletprob-
lems (5.9) mit rechter Seite foo. Weil PP(E;) C PP(Epy1) gilt, folgt mit Lemma (0

O, = poo  in H VAT
Ausserdem gilt wegen der Stabilitdt der Galerkinmethode und der a-priori Konvergenz der Daten
20 — Pelllv S 11(1/2 + K)(foo = Pef)lmrrery S 1foo = Pefllgarery — O
Aus diesen beiden Beobachtungen folgt unmittelbar
¢ = Relllv < lllpoo — B elllv + D5, = Pelllv — O

sodass also [[|[®¢11 — P¢l[[y — 0. Lemma B.IT] besagt schlieklich, dass 7 — 0 fiir £ — oo und durch die
Zuverléssigkeit (5.25]) gilt daher auch limy_, |||¢ — ®¢l||y = 0. O]

5.26 Lemma. Fir den Algorithmus[5.23, solve-separate-res-dirichlet, gilt

21 <7+ Craa (| Besr = PO f gy + 1241 — Bell)

Die Konstante 0 < k < 1 hdngt nur von 0 < 01,602,9 < 1 ab, die Konstante Croq zusdtzlich von p, & und
I". Insbesondere gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,

lim 7, = lim (pg + oscy) = lim |||¢ — Pyl||y = 0.
{—00 l—o0 {—00

Beweis. Da die separate Markierungsstrategie von Algorithmus (23] laut Proposition B.8] die Dorfler-
markierung (5.I1]) nach sich zieht, folgt dies unmittelbar aus Lemma [5.25] O

Es stellt sich als schwierig heraus, eine Kontraktionsgrofe fiir den AlgorithmusBb.22lsolve-res-dirichlet
zu bekommen, siehe dazu die Diskussion vor Theorem [(.29]
Fiir den Algorithmus [0.23] solve-separate-res-dirichlet ist dies aber moglich, wenn wir die Kontrak-
tionsgrofe mit der Galerkinlosung der exakten rechten Seite f definieren. Der Fehlerschétzer, den wir dazu
betrachten miissen, ist der Folgende. Wir bemerken, dass dieser Schiatzer nur von theoretischem Interesse
ist und in einem adaptiven Algorithmus nicht berechnet werden muss.

5.27 Lemma. Wir verwenden Algorithmus[.23, solve-separate-res-dirichlet. In jedem Schritt be-
trachten wir zusdtzlich

Tex,Z(E)2 = pex,Z(E2) + och(E)Q,

wobei pex ¢ der Schitzer aus ([B23) ist und oscy in (B22) definiert wurde. Dann gilt das Folgende: Die
separierte Markierungsstrategie (5I2)) und (BI3) fir 7, impliziert Dorflermarkierung fir Tex o

0 Text(B)> < Y 7exu(E), (5.31)

Ee&y EeM,
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wobei 0 < 0 < 1 von 01,05,9 und Cex abhdngt. Ausserdem gilt die Schdtzerreduktion
2 ~_ 2 X X (112
Toxt+1 < FTox o+ Crea |7 — 77|77 (5.32)

Die Konstante 0 < k < 1 hangt nur von 61,05,9 und Cey ab, die Konstante Creq zusdtzlich von p, &y und
T.

Beweis. Im Fall osc? < 9p? ist wegen (5.24T)

ot < Cexi < Cex(1 4 0)p]. (5.33)
Die Markierungsstrategie (5.12) und (524D liefern

0107 < pe(My)? < Cox (Pex,e(Me)? + 05¢7) < CoxTex,o(Me)? + Cex9p},

wodurch wir

(01 — Cex®)pi < CoxTex o(My)?
erhalten. Setzen wir dies in die Gleichung (5.33]) ein, sehen wir

Col (01 = Coxt?) (1 +0) 178 ¢ < Tee( M),

und fiir geniigend kleines ¢ > 0 erhalten wir C2(61 — Cex?)(1+9) 7! € (0,1). Ist andererseits osc? > Jp7,
dann ist aufgrund von (GI3])

Os72 ¢ < 05Cex (pF + 05¢7) < 02Cex(1 + 0 osc?
< Cox (1 + 97 Hoscp(My)? < Cox (1 4+ 97 Ter o (M)
Wir schliefsen also
2C (1 + 07712 ) < Tex o (My)?

und es ist oC (1 +971) 71 € (0,1). Mit 0 := min {Ce2(01 — Cex?) (1 +9) 1 00 (1 4+ 9711} < 1
erhalten wir dann (B31). Die Schétzerreduktion von 7. folgt dann genauso wie in den Beweisen der
Lemmata und B.25] O

5.5 Gewichteter residualer Fehlerschatzer und Quasioptimalitit

Zuniéchst bestimmen wir eine Kontraktionsgrofe fiir den gewichteten Residualschétzer im Falle der schwach
singuldren Integralgleichung.

5.28 Theorem (Kontraktion fiir schwach singulére Integralgleichung). Fiir Algorithmus 521,
solve-res-weaksing, gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < A,k < 1, sodass der Quasi-Fehler
in jedem Schritt eine Kontraktion ist, d.h.:

Appr < KAy mit Ap = ||o — D3 + A7 ~ pi.

Die Konstanten A und k hdngen nur vom Adaptivitatsparameter 0, von &, von I' und von p ab. Insbesondere
folgt daraus lim |||¢ — @[]y = 0= lim p,.
{—00 {—00
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Beweis. Aufgrund der Schachtelung PP(Ey) C PP(Ep41) und der Galerkinorthogonalitét
=0

(& — o1, Worr) for all Wyiy € PP(Ert1),

gilt
¢ — Pesallls = o — Rellli — 1 Pegr — el
Die Fehlerschatzerreduktion aus Lemma lautet
Per1 < R i+ Credll|Pe1 — @el3- (5.34)

Wir addieren die Galerkinorthogonalitit und die Fehlerschétzerreduktion, wobei wir die zweite mit einem
0 < A < 1 gewichten, welches AC.oq < 1 erfiillt, und erhalten

Appr = 16 = @eallll + Mofa < ¢ — ellf + AR pf + (ACrea — 1) @41 — Pl

~ (5.35)
< ¢ — @elll} + AR p7-

Wir wéhlen ¢ > 0, spalten einen Teil des Galerkinfehlers ab und benutzen die Zuverldssigkeit von p, aus
Lemma (.19,

llé = el + X% o7 < (1= Ae)[lld — Pellli + AR + Clge) o7 < A, (5.36)

wobei k := max{l —\e, K+ C%e} ist. Da A > 0 und 0 < % < 1 gilt, konnen wir £ > 0 klein genug wiihlen,

T

um 0 < k < 1 zu erhalten. Die Kombination von (5.33]) und (5.36]) liefert die Kontraktionseigenschaft. [J

Im Falle des Dirichletproblems beinhaltet die Schétzerreduktion aus Lemma den Term ||Ppyqf —
Pof| HY/2(T) der dann auch in der Kontraktionsgrofse auftauchen wiirde. Das Problem dabei ist, dass
wir im Allgemeinen keine Orthogonalitdtseigenschaften von P, zur Verfiigung haben, um einen solchen
Term zu kontrollieren. Wir gehen deshalb anders vor und verwenden die Kontraktionseigenschaft von 7y,
aus Lemma [5.27] das solche Terme nicht beinhaltet. Der Beweis der folgenden Aussage iibertrégt sich
wortwortlich von Lemma

5.29 Theorem (Kontraktion fiir Dirichletproblem). Fiir Algorithmus[5223, solve-separate-res-dirichlet,
gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < A,k < 1, sodass der Quasi-Fehler des ungestirten Problems
in jedem Schritt eine Kontraktion ist, d.h.:

Aex,ﬁ-{-l < ’{Aex,ﬁ mit Aex,ﬁ = |||(JS - q>2x|||%/ + )‘Tezx,f = 7_eZX,Z'

Die Konstanten A und k hdngen nur vom Adaptivitdtsparameter 6, von &y, von ', von p und von Ce ab.

|
Wir zeigen nun die diskrete lokale Zuverlassigkeit fiir den gewichteten Residualschitzer.

5.30 Lemma (Diskrete lokale Zuverléssigkeit). Fiir ein beliebiges grobes Gitter &y seien zwei Verfeinerun-
gen &, = refine(&y) und & = refine(&y) gegeben, sodass E, feiner ist als &y, £, = refine(&y). Es beze-
ichnen ®, € PP(E,) und &, € PP(&) die Galerkinlosungen der schwach singuldren Integralgleichung (B.8]).
Fiir die verfeinerten Elementen Ry = &\ Ex gilt

#w (Rf) < C(lilr #RK
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und

1/2
liee = ®.lv < Cae (S pu(B?) (5.37)
Eew(Re)

wobei pe(E) wie in (2ZI)) definiert ist. Die Konstanten Cgiy, Cy. > 0 hingen nur von p, I' und & ab. Die
Aussage gilt auch mit den Galerkinlosungen ®¢ und ®7* des Dirichletproblems (B.9) und pexs aus (5.22).

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur im Falle der schwach singuldren Gleichung, da man fiir das Dirich-
letproblem analog argumentieren kann. Die Abschitzung #w(Ry) < C),#Re gilt, da wir aufgrund von
Lemma B4 mity-formreguldren Gittern arbeiten. Daher ist die Anzahl der Elemente in einem Patch uni-
form beschriankt. Wir zeigen nun (B.37). Aus &, — &, € PP(&,) folgt

2 = @elll} S (V(Ps = @), @i = D) = (f = Vg, B — ).
Mit 7, € S'(&) bezeichnen wir die Hutfunktion fiir den Knoten z € Ny. Die Menge aller Knoten, die in

den verfeinerten Elementen liegen, bezeichnen wir mit NJ* := Nj N (UR£>- Zusitzlich definieren wir die

Schicht an Elementen, die um die verfeinerten Elemente liegen, als Sy := w(Ry) \ Ry. Wir haben also eine
disjunkte Zerlegung

w(Re) =ReUSy und & = ReU(E \ w(Re))USe
Nun definieren wir den Operator my : PP(E,) — PP(&) elementweise auf £ durch

U, g sonst.

mg(\I/*)’E = {
Es gilt nun
(f=V&, VUor = (f = V&, (1 —me)¥s)r
= ()" n(f = V&), (1—m)T,)r

zGNZR
= (> n(f=V®), Wr — (D n(f = V&), Wl ys,)r-
zeNJ zeNJ

Die erste Gleichheit folgt aus der Galerkin-Orthogonalitéit auf PP(&),
die zweite Gleichheit aus supp((1 —my)¥,) C Ry. Die dritte Gleichheit folgt aus der Definition von my.
Wir schliefsen

(f =V, Wr < || Y n(f = VO gz o1Vl gr-12ry

ZENZ?’
ST (f = Ve 2y 12T 2 wsy)
zeNR
o (5.38)
<| Z n:(f — V(I)Z)HHU?(F)”\I]*”H—l/Q(F)
zENZR

1R ST (f = VO ey 1Y 0l 2y
ZENZR



5.5 Gewichteter residualer Fehlerschitzer und Quasioptimalitét 93

wobei wir hy = h, auf Sy ausnutzen. Die inverse Ungleichung aus Proposition liefert
—-1/2
(F=Vo, Whr S {1 n:(f = Vel + 1h 2 Y n(F = VO llawy | 112y
zENF 2EN

Der erste Term auf der rechten Seite kann analog zu [CMS01] abgeschétzt werden: Zuerst zerlegen wir die
Menge der Knoten N, = |JI | N}, wobei die N} paarweise disjunkt sind und supp(ns, ) Nsupp(n.,) = 0 fiir
alle z1 € N}, 20 € N mit i # j gilt. Mit w, := supp(n.) folgt aus [CMS01, Lemma 2.1]

IS Vel 33| S wtr-ved),.

2ENR =1 zeNFON (5.39)
S Y nlf = VO,
zGNZR

Analog zu [CMSO01l, Theorem 3.2| erhalten wir

In:(f — VCI)Z)”?{lM(wZ) < m=(f = VCI)Z)”?{U%F)
S n(f = Ve)lr2w)ln=(f = Vo)l g1 (.) (5.40)
S he(1 4+ 1) Ve (f = V)72

wobei die letzte Abschétzung aus der Friedrisch’schen Ungleichung folgt. Aus (V(®, — ®/),xg) = 0 fiir
xe € P°(T;) und Poincaré’s Ungleichung erhalten wir

IV (f = Ve lr2(w,) < N(Vn)(f = Ve lr2ww) + 11:V(f = V@)l 120,
Sk = Vellr2(w.) + IV = Vel r2(w) (5.41)
SV =Ve)lr2(.)

Die Abschitzungen (5.39)—-(5.41]) ergeben

1/2
I 0l = VO 2y S 1V = VO 12 nmy (5.42)
ZENZR

Der zweite Term auf der rechten Seite von (B.38]) wird analog abgeschétzt,

> h P = Vel
zeJ\/ZRﬂ/\/Z

S Z diam(wz)lenz(f_VCI)Z)H%Q(%)

zeNF

1/2
<N V@~ V)| 2a.

zeNF

182 ST na(f = V) 2ay <

z GJ\/ZR

iM:
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Aus (B4T)) folgt

1y 3" 0(f = Velzwy S 10>V (f = V)l r2(wire))- (5.43)
ZENZR

Wir setzen ¥, = &, — ®,. Einsetzen von (0.42)) und (5.43)) in (5.38)) liefert dann

1/2
H](b* - (I)Z‘H%/ = <f - V(bg,\I/*> 5 Hh/ V(f - V(I)Z)”LQ(W(RZ)) ”(I)* - ‘I)éHﬁfW(r)-
Ol

Die Kontraktionseigenschaften aus den Theoremen [5.28und 529 stellen unter gegebenen Markierungsstrate-
gien sicher, dass die Grofen Ay kontrahierend sind. Es ist heuristisch klar, dass fiir einen effizienten Al-
gorithmus auch die umgekehrte Aussage gelten muss, denn sonst wiren die Markierungsstrategien eine
schlechte Wahl. Wir formulieren dies Heuristik in den folgenden beiden Lemmata.

5.31 Lemma (Optimalitat des Dorfler-Markings fiir schwach singuliare Gleichung). Es gibt eine Konstante
0 < 0, <1, sodass das Folgende gilt: Fiir jede Verfeinerung &, von &, d.h. £, = refine(&y), gilt

pi <repp = 07 < Y pu(E)
Eew(Ry)

fiir alle 0 < 0 < 0, und Ky = % <1 — %) € (0,1/2). Die Konstante 0, hingt von I', & und p ab.
Beweis. Auf & N &, gilt hy = hy. Es gilt

S (B = 1hy >V (VE, — N e

Ee&NEs
1/2
< 2[|hY >V eV (D — )T, ene) T2 D, px(E)
Ee&EnEs
< 2(Ci‘r<vceq)2|||‘1)£ - (I)*Hﬁ/ + 2 Z P*(E)2
Ee&nEx
wobei wir im letzten Schritt die inverse Ungleichung aus Theorem 4] fiir V' und Norméquivalenz ||| - |||y ~
|| - Hﬁ_l/Q(F) angewendet haben. Wir schliefen
Yo B =2 Y puBE)? <2(CiCeg)? B — D4l (5.44)

Ec&iNEs Ee&nés

dies fiithrt schlieflich auf
pE=202< Y p(BEP+ Y pE)Y =2 ) pu(E)

EGEK\E* Ee&NEs Ee&EnEs
< D peE) +2(Cify Cog) |0 — il
EEE{\E*

< (1+2(CYCeqCan)?) Y. pul(B),
Ecw(Ry)
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wobei wir fiir die letzte Abschétzung die diskrete lokale Zuverldssigkeit aus Lemma 530 verwendet haben.
Aufgrund der Wahl von &, gilt

(1= 2807 = pi — 26.p7 < pf — 207 < (14 2(C,CeqCar)®) D> pe(E)%.
Eew(Ry)

Setzen wir
. 1
T 14 2(CY CoqCarr)?

mv

*

dann gilt 0 < 0, < 1 und wir erhalten das Gewiinschte. O

5.32 Lemma (Optimalitdt der seperaten Markierung fiir Dirichletproblem). Fliir beliebiges 1 < 03 < 0
gibt es Konstanten 0 < 0,1,9, < 1, sodass das Folgende gilt: Fiir jede Verfeinerung &, von &g, d.h.
&, = refine(&), gilt

Z pe(E)* > 01p7 falls osc? < 9p?
2 2 Eew(Re)
Toex < KT, - 5.45
ok = x e Z osco(E)? > Og0sc;  falls osc? > 9p?. (5.45)
Eew(Ry)

fiir alle 01 € (0,041), ¥ € (0,9,) und k. = ﬁfé—l)'

Beweis. Auf ENE, gilt hy = hy, woraus mit Bestapproximationseigenschaft von 7P fiir die Oszillationsterme

1/2 1/2
1121 = )V f112 U ene.) = 102 (0= TVEFI2 e

folgt. Es gilt daher

1/2 ex 1/2
> Texel(B)? = lhy* V(v ey — I ene) + 1ha/*(1 — TV f 11U enes)
E'Egzﬂg*
1/2 ex ex
< 2|2 VrV (@5 — )12, e,
1/2 ex
20 Ve (VO — DE,ere.) T oseu(E N €,

und wir erhalten mit der inversen Abschitzung (£3al) und Norméaquivalenz

D TetB)? =2 ) men(E)? < 2(CY,Ceq)? 05 — 07
Ee&NEs Ee&nEs

Die letzte Abschitzung entspricht gerade (5.44]) im Beweis von Lemma [5.31], wodurch wir weiter vorgehen
konnen wie dort und schliefslich die Optimalitidt der Dorfler-Markierung

1 0
sy (1og) e = 03e s ¥ ndBP 5.10
* Eew(Ry)
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fiir alle 0 < 6 < 6, erhalten. Sei nun 6 € (0, 1) beliebig, aber fest. Wir wéhlen 9, € (0,1) so klein, dass
0, —9 1—065 1

Uy < =C° und k:=—"""""—-¢€(0,-).
e Cox(1+07") 07

Aus (B48) erhalten wir durch diese Wahl von &
EEQX*SKTXZ = 0, xZ< Z Texé (547)

Eew(Ry)
mit einem 6, welches 0, /2 < 6 < 6, erfiillt. Wir setzen
0,1 = C20 — VU,

und bemerken 6, ; € (0,1).
Nun sei ¥ < 9, und 61 < 0, 1. Wir definieren

1— 0,
Cex(1+971)’

Ky 1=

und wegen ¥ < 9, gilt auch r, < k. Wir kénnen nun (5.45) zeigen. Dazu sei also 75 , < KuT2 - Dak, <k
gilt, erhalten wir aus (5.47)

07—62)(,( < Z TeX,K(E)2- (548)
Eew(Re)
Ist die Bedingung osc? < ¥p? erfiillt, so liefert zweimalige Anwendung von (5.24B) und (5.48)
0p7 < C, HTXZ < Cox Z Text(E)? < C§X< Z pe(E)? —1—0ch> < C2 ( Z pe(E)? +19p%>,
Ecw(Ry) Ecw(Ry) Ecw(Ry)
woraus wir
(Ce20 = V)p < pe(B)?
€w(Ry)
schliefen kénnen. Aufgrund der Definition von 6, ; erhalten wir wegen ¥ < 9, somit
0o} <Oe1pt < Y pu(E)
Eecw(Ry)
Ist andererseits die Bedingung osc% > ﬂp% erfiillt, so ist
Z oscy(F)? = Z 08¢, (E)? < 72, < Ryt ot < FxCex (p7 + 0scf) < K Cox(1+ 9 Hosc]
Ee&EnEs Ee&EiNEs
Aufgrund der Definition von &, ist dies dquivalent zu
Ba0sci < Z oscy(E)? < Z oscy(E)?,
EEgz\g* EEW('Rz)

womit der Beweis abgeschlossen ist. O
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Wir definieren nun die Approximationsklassen, fiir deren Elemente die vorgestellten adaptiven Algo-
rithmen quasi-optimal konvergieren.

5.33 Definition (Approximationsklassen fiir adaptive Algorithmen). Es sei & ein beliebiges Gitter auf
I' C 99Q). Wir definieren fiir s > 0

|p|s := sup N® inf py,
N>0 E«€TN

wobei p, den Fehlerschitzer (5.21]) auf dem Gitter &, bezeichnet. Wir die Approximationsklasse A; durch
P €Ay <= |d|s < 0.
Weiters definieren wir

|, fls := sup N° inf 7,
N>0

5*6 N

wobei 72 := p? + osc? mit Schitzer und Oszillationen aus (5.22)) ist. Dann definieren wir die Approxima-
tionsklasse Ay durch

(6, f) € Ay =9, fs < 0.

Nun koénnen wir die quasi-optimale Konvergenzrate fiir den gewichteten Residualschétzer beweisen.

5.34 Theorem. Wir verwenden Algorithmus [2.2]], solve-res-weaksing, zur Lisung der schwach sin-
guldren Integralgleichung [5.0. Dann existiert eine Konstante 0 < 0, < 1, sodass fir alle Parameter
0 < 0 < 0y gilt: Die Galerkinlosungen ®, und die Gitter &, die von Algorithmus [L.21 erzeugt werden,
erfillen

Cratllé = @elll < pe < Copel¢ls (#E — #E0) ™", (5.49)
falls ¢ € Ay ist fiir s > 0. Die Konstante Cop hdngt nur von 0, s, p und dem groben Gitter & ab.

Beweis. Wir setzen 2 := 6,0% mit einem 0 < § < 1, welches wir spiter wihlen werden. Wegen ¢ € A,
konnen wir ein Gitter & wihlen, sodass

H#E — #E < |p|V%e™V*  und p? < 2. (5.50)
Wir betrachten den Overlay &, := & @ &.. Es gilt

1/2
= 12V (Ve ~ )0
< o||pl/? 2 1/2 2

177"V e (V®e = f)I7, @y + 205" VeV (@4 = S)|7, 1y
< 2p€ +2( 1nv) H‘(I) - H‘V

<2 (14 (ChCexCea)”) P2,
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wobei wir im letzten Schritt die inverse Ungleichung (£3a)) fiir V' angewendet haben. Aufgrund von (5.50)
und der Wahl von ¢ folgt

p3g2(1+(cmvc C. ))W-

Nun wihlen wir 0 < § < 1 so, dass p? < /ﬁz*pl? mit k. aus Lemma [B.3T] gilt, und schlieRen mit diesem
Lemma

O0p; < > pulE).

Eew(Ry)
Da aber M, als minimale Menge mit dieser Eigenschaft gew#hlt wird, sehen wir
#Mﬁ < #W(Rf) < C(lﬂr#Rf < C(lllr(#g* - #gf) < C(lllr(#gs - #50),
woraus wir mit (5.50) und der Wahl von ¢ die Abschétzung
s _—1/s S ¢— s) —1/s

#My < Cploly/*e 1/ < Cly lof}/ 671/ @, Y
erhalten. Wegen
/s - A—1/(2s)

(c2, + )\)*1/(28)

rel

gilt also
#M S [l AT,

Wir verwenden Lemma B4 und setzen obige Abschétzung ein, um

-1 -1

—1/(2
#Er — E0 < Cupy Y #M; S [olV/* S A7)

§=0 §=0

zu erhalten. Induktives Anwenden von Theorem ergibt Ay < k“"7A; und somit

AT < le=3)/@5) A7),

Aufgrund der Konvergenz der geometrischen Reihe ergibt sich

{—1

_ s s) < 1 B .

#o— €0 S G AT YT ) < Ol gl <m‘1>%”(2),
7=0

beziehungsweise A;p < |@ls (#E¢ — #E)~F mit einer Konstanten, die nur von 6, s, p und &y abhiingt. Laut
Theorem G528 gilt damit auch py < CoptC2 4 |5 (#E¢ — #E0) ™ ° mit einer Konstanten Cypy, die nur von 0,
s, p und &y abhéngt. Dies zeigt die zweite Abschitzung in (5:49). Die erste folgt aus der Zuverlissigkeit
des Schétzers py aus Lemma [5.19] O
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5.35 Theorem. Wir verwenden Algorithmus [1.23, solve-separate-res-dirichlet, zur Losung des
Dirichletproblems [0 Fiir beliebiges 0 < 8y < 1 ezistieren Konstanten 0 < 60,1,9, < 1, sodass fiir
alle Parameter 0 < 01 < 0,1 und 0 < ¥ < ¥, gilt: Die Galerkinlosungen ®, und die Gitter &, die von
Algorithmus [1.23 erzeugt werden, erfillen

rel |||¢ ‘I)€||| ST S Copt|¢a f|exs (#Eﬁ - #50) ) (551)

falls (¢, f) € Ay ist fiir s > 0. Die Konstante Copy hingt nur von 6, s, p und & ab. Hier ist

|¢af|ex,s ‘= Sup N? inf Tex, -
N>0 E€eT N

Beweis. Die erste Abschitzung in (B.51]) folgt aus der Zuverlissigkeit (0.23]), der Rest des Beweises beschéftigt
sich deshalb nur mit der zweiten Abschitzung. Da (¢, f) € A, ist, gilt wegen (5.24D]) auch |¢, flex,s < 0o.
Gehen wir analog dem Beweis von Theorem .34 vor, so finden wir ein Gitter &, := E.DEp mit Te2x, L < HZ*T‘?X ’
mit x, aus Lemma (.32l und

HRy < HE, — #E4 < HE — #E0 < |6, [l L.
Wegen Lemma .32 erfiillt w(Ry) die separierte Markierungsstrategie - weil aber M, als Menge kleinster
Kardinalitdt mit dieser Eigenschaft gewéhlt wird, ist dann

My < #w(Ry) < Clyle, FIY267 @) e

ex,s ,

Wir erhalten also wie im Beweis von Theorem 3 AY2 < C2 10, flex,s (#E — #E0)~°. Mit den Ab-

ex,{ ~
schitzungen (5.24D) und Aey ~ 72, erhalten wir damit auch 70 < ¢, flex,s (#E — #&0) ™", was zu zeigen
war. O






Kapitel 6

h-Adaptivitat fur die hypersingulare
Integralgleichung

In diesem Kapitel entwickeln wir die Theorie zur Konvergenz und Quasioptimalitit von adaptiven Algo-
rithmen zur Losung der hypersinguldren Integralgleichung

Wu=g

mit dem hypersinguliren Randintegraloperator W aus (4I). Wir gehen analog vor wie beim Einfach-
schichtpotential. Da viele der Aussagen sich fast wortwortlich reproduzieren lassen (modulo der Wahl der
richtigen inversen Ungleichungen und Approximationsaussagen aus den vorigen Kapiteln), werden wir nicht
alle Beweise angeben, sondern nur die, die sich in der Beweisfithrung von ihren Gegenstiicken unterscheiden.
Zu Beginn fiithren wir die zu 16senden Gleichungen und die Galerkinverfahren an.

6.1 Proposition (Hypersingulire Integralgleichung). Es bezeichnet Q ein Lipschitzgebiet und T' C 0 eine

zusammenhdangende Teilmenge. Fiir gegebenes ¢ € H*I/Q(I‘) existiert eine schwache Losung u € I:T*l/Q(F)
des Variationsproblems

(Wu,v) fir alle v € Ni/Q(I’). (6.1)

H-1/2(T)x HY*(r) — <¢’U>H*1/2(F)><ﬁi/2(f‘)
[ |

6.2 Proposition (Neumannproblem). Es bezeichnet ) ein Lipschitzgebiet und T' = 0). Fiir gegebenes
¢ € H-V/2(T) existiert eine schwache Lisung u € Hi/2(I’) des Variationsproblems

<WU7U>H—1/2(F)XH1/2(F) = <(1/2 - Kl)¢7v>H—l/2(F)><Hi/2(F) f'U,'l" a’”e S H"}/2(P) (62)
|

Analog zur schwach singuldren Integralgleichung stellen wir nun die Galerkinverfahren auf. Fiir das
Neumannproblem (6.2]) wollen wir die Daten ¢ wieder durch diskrete Funktionen approximieren.
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6.3 Proposition (Galerkinverfahren fiir die Hypersinguldre Integralgleichung). Es ezistiert eine eindeutige
Galerkinlosung Uy € SE(Ep) == SP(E) N ﬁiﬂ(l‘) von (61

(WU, , V) fiir alle Vy € SP(E)). (6.3)

H- 1/2(F)><H1/2(F) = <¢,W>H71/2(F)Xg*1/2(r)
|

6.4 Proposition (Galerkinverfahren fiir das Neumannproblem). Bezeichne mit Wf_l : La(T) — PP=Y(&)
die Lo-Projektion. Es existieren eindeutige Galerkinlosungen U* € SY(&;) := SP(E) N H*l/Q(F) und Uy €
SX (&)

<WUEX ) W>H*1/2(I‘)><H1/2(I‘) = <(1/2 - K/)¢a W>H*1/2(F)><Hi/2(1‘) fdlr alle ‘/K € Sf(gf) (64)
<WU[ , VZ>H*1/2(I‘)><H,}/2(I‘) = <(1/2 — K’)ﬂ-gflgb’ V5>H71/2(I‘)><Hi/2(l’) fﬁ?” alle Vg < Sf(gg) (6.5)

6.1 h — h/2-Fehlerschitzer und Konvergenz

Analog 7zu Abschnitt .3 stellen wir in diesem Kapitel Fehlerschiatzer im Rahmen der hypersinguléren
Gleichung vor, die auf der h — h/2-Technik beruhen. Fiir den 2D-Fall wurden solche Schéitzer bereits
in [EFGP12] analysiert. Die Konvergenzanalysis zugehoriger adaptiver Verfahren lisst sich in 2D wie in
Abschnitt 53] durchfithren. Die Techniken fiir den 2D-Fall lassen sich leider nicht vollstéindig auf nach 3D
iibertragen, denn ein Fehlerschitzer vom Typ i, aus (6.6]) enthélt einen moglicherweise nichtlokalen Op-
erator Jy, fiir den lokal keine Approximationseigenschaften genutzt werden kénnen. Es wird also vonnéten
sein, .JJ; mit Hilfe von Proposition gegen einen lokalen Operator auszutauschen, um dieses Problem
in den Griff zu bekommen. Zunéchst betrachten wir aber Fehlerschitzer, die wir analog zu denen aus
Lemma definieren. Der Beweis iibertrigt sich analog und wurde, wie bereits erwihnt, fiir 2D in der
Arbeit [EFGP12] vorgefiihrt, weswegen wir an dieser Stelle darauf verzichten.

6.5 Lemma (h — h/2-Schétzer fiir die hypersinguldre Gleichung). Es bezeichne V; die Galerkinlosung der
hypersinguliren Gleichung [6.3)) oder des Neumannproblems ([6.3). Fiir die hypersingulire Gleichung ([6.3))
bezeichnet Vy € Sp(c‘fg) die Galerkinlosung

~

<W@’ﬁz>H*1/2(F)Xﬁi/2(F) = <¢ U >H 1/2(F)><H1/2( ) fiir alle ﬁf € Sf(gﬁ)

Fiir das Neumannproblem (B3) bezeichnet Vi € SP(E;) die Galerkinlésung
~ o~ —1 = .. -
<WV[ s UZ>H—1/2(F)><H1/2(F) = <(1/2 — K’)ﬂ'? ¢, UZ>H—1/2(I‘)><H,1/2(f) fur alle Ug S Sf(gg)
Definiere die h — h/2-Fehlerschdtzer

me = 110 - Udlw W= = J)ellw

I 7 _ (6.6)
pe = k> Ve = U0, fie = hy*Vr(1 = J)Uel L,
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wobei Jy die Scott-Zhang Projektion auf SY (&) ist. Dann sind alle Fehlerschitzer dquivalent,
foe = fig 22 1g = 1,

wobei die Aquivalenzkonstanten nur von Capx aus Theorem [2.20, von Ciny aus Proposition und der
Aquivalenzkonstanten Ceq aus Theorem [{.3 abhdngen. n

Analog zu den Lemmata B.I3] und B.14] gelten die folgenden Aussagen. Der Beweis von Lemma ist
in [EFGP12] zu finden, der Beweis von Lemma folgt dann aus Lemma wie im Falle des Einfach-
schichtpotentials.

6.6 Lemma. Im Fulle der hypersinguliren Gleichung ([G3)) sind alle Fehlerschitzer aus ([68) effizient, und
unter der Saturationsannahme

[lw = Uelllw < Csatlllu — Uelllw (6.7)
mit Csat € (0,1) sind alle Fehlerschitzer zuverldssig. [ |

6.7 Lemma. Sei ¢ € Lo(I") das Datum der rechten Seite von (6.2) und (&)een, eine Folge von Gittern,
die durch den Algorithmus refine erzeugt wird. Definiere die Oszillationen durch

1/2 _
oscg = [|hy"* (1 = 72 1)|| Ly ry- (6.8)

Mit 14 € {ng, Mg, poe, f1e} gilt dann Effizienz
Ot < lJu— Uil + oser. (©9)

Bezeichnet @ex die Galerkinlosung des exakten Problems (6.4 auf Sp(gg), so gilt unter der Saturationsan-
nahme

llu = U<llw < Csatllle — U|llw (6.10)
mit Csay € (0,1) auch die Zuverlissigkeit
Crat llu = Uelllw < 72 + oscy. (6.11)

Die Konstante Ceg hingt nur von der Konstante Capx aus Theorem [3.21) und der Stabilititskonstante von
W : H1/2(F) — H_1/2(F) ab, die Konstante Crel nur von Csay und Capy. [ |

Wie wir bereits am Anfang dieses Abschnittes erwidhnt haben, werden wir statt dem Scott-Zhang
Operator J;, den Operator 77! verwenden, um einen h — h/2-Fehlerschiitzer zu definieren, fiir den wir
Konvergenz zeigen konnen.

6.8 Korollar. Mit der Notation aus Lemma[6] definieren wir den Schdtzer
~ 1/2 _ =
fie := by (1 = 7 ) Vel ar)-

Im Falle der hypersinguldren Gleichung (63)) ist fip effizient und unter der Saturationsannahme (6.7) auch
zuverlissig, wobei die Zuverldssigkeitskonstante von p abhdngt. Im Falle des Neumannproblems (6.3]) ist
fig +oscy mit den Oszillationen (6.8]) zuverlissig und effizient, wobei die Zuverlissigkeitskonstante ebenfalls
von p abhdngt.
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Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Lemma [6.6] Lemma und Proposition B.27 O

Wir geben nun zwei adaptive Algorithmen an, die mit jz; und im Falle des Neumannproblems zusétzlich
durch oscy gesteuert werden.

6.9 Algorithmus (solve-hh2-hypsing zur Losung der hypersinguldren Gleichung). Gegeben sei ein
grobes Gitter (&, (ep)pes,) auf T C 0, ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € N. Wir verwenden Algo-
rithmus solve-combined [2.6 mit Inputparameter (Lo, (er)Ees,), 0 und

o Uy ist die Galerkinlosung der hypersinguldren Integralgleichung ([63),
o 7(E) = 1y(E) mit dem Schitzer fiy aus Korollar[6.8.

6.10 Algorithmus (solve-hh2-neumann zur Losung des Neumannproblems). Gegeben sei ein grobes
Gitter (o, (er)pes,) auf I' = 08, ein Parameter 0 < 6 < 1 und p € N. Wir verwenden Algorithmus
solve-combined mit Inputparameter (&, (eg)res,), 6 und

o Uy ist die Galerkinlosung des Neumannproblems mit gestorter rechter Seite (6.3]),

o 7(E)? = 1ig(E)? + oscy(E)? mit dem Schitzer [i; aus Korollar 6.8 und Oszillationen oscy aus Lem-
ma [6.7

Wir zeigen nun die Schitzerreduktion fiir diese beiden Algorithmen. Zuerst betrachten wir den Fall der
hypersinguldren Integralgleichung. Die Schétzerreduktion fiir solve-hh2-neumann wird mit den gleichen
Techniken bewiesen, deshalb verzichten wir auf einen Beweis.

6.11 Lemma (Konvergenz von solve-hh2-hypsing). Fiir Algorithmus solve-hh2-hypsing [6.9 gilt
Tir1 < R7f A+ CrealllUssa — Uellliy

mit einer Konstante K, die nur von 0 abhdangt.. Die Konstante Cioq > 0 hdngt nur von 6, p und & ab.
Insbesondere folgt

lim 7, = 0.
{—00

Unter der Saturationsannahme [ gilt insbesondere Konvergenz Zlim llw — Upl||w = 0.
—00

Beweis. Zunichst gilt [|hy (1 — 72 ) (VrUe1 = Vi) | Lowy = 12 (VrUe1 — V00 | Ly (ry» Zusammen

mit der Dreiecksungleichung fiihrt dies auf
1/2 ~1 - 1/2 - -
o1 < g (1= 7L ) Vel oy + 1153 (Vo0 = VrU0) laq)- (6.12)

Auf markierten Elementen £ € My C & gilt wegen hyy1 < ghy und der Bestapproximationseigenschaft
der Operatoren P!

1/2 — = 1/2 =5
lhy/2 (1= 72 VeO2 ) < alhy (10— 7)VeOel2, ).
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wihrend auf unmarkierten Elementen E € & \ M, zumindest
1/2 -1 = 1/2 ~1 -
||hzi1(1 - 7T§+1)VFU€||%2(E) < ||hz/ (1- 775 )VFUEH%Q(E)
gilt. Wegen des Dorflermarkings und ¢ < 1 gilt daher
1/2 - =
1hy! (1 — T DVEU L,y < are(Me)? + 76(Ee\ Mo)* = 77 + (g — D)7e(Me)* < (1 + (¢ — 1)6)77.
Wir setzen dies in (6.12)) ein, benutzen fiir den zweiten Term die inverse Ungleichung aus Proposition [3.29]
und erhalten mit der Youngschen Ungleichung und der Norméquivalenz || - [[lw == || - || 71,2 )
Tep1 < (14+0)(1+ (g = DO)7e + (14 6)(Ciny Ceq) Il Ues1 — ey

Die Wahl eines geniigend kleinen ¢§ zeigt zunéchst die Schitzerreduktion. Mit Lemma schliefien wir,
dass der zweite Term eine Nullfolge ist. Das Schitzerreduktionsprinzip aus Lemma [E.1T] besagt schliefslich

zlim ¢ = 0, und da 7, unter der Saturationsannahme zuverléssig ist, folgt damit auch die Konvergenz in
— 00

der Energienorm. O

Das folgende Theorem liefert die Schétzerreduktion fiir den Algorithmus [6.10] und wird analog zu
Lemma .18 bewiesen.

6.12 Lemma (Konvergenz von solve-hh2-neumann). Fiir Algorithmus solve-hh2-neumann [6.71] gilt
2 ~ 2 -1 —1y 4112 7y 7712
To+1 < RT; + Cred (H(Wf - 7T§+1 )¢||H*1/2(I‘) + |||U€+1 - Uf|||W)

mit einer Konstante k, die nur von 6 abhdngt. Die Konstante Creq > 0 hdngt zusdtzlich von p und & ab.
Insbesondere folgt

lim Ty = 0.
f—r00
Unter der Saturationsannahme [610 gilt insbesondere Konvergenz Klim lllw — Ulllw = 0. [ |
—00

6.2 Gewichteter residualer Fehlerschitzer und Konvergenz

Analog zu Abschnitt [5.4] beschéftigen wir uns nun mit gewichteten residualen Fehlerschiatzern fiir die
hypersingulére Integralgleichung. Schétzer dieser Art werden in der Arbeit [CMPS04] analysiert. Zunéchst
fithren wir daraus die Definition des Schitzers und seine Zuverldssigkeit an. Lemma folgt wieder aus
Lemma und einer Dreiecksungleichung.

6.13 Lemma (Zuverlissigkeit des gewichteten Residualschiitzers fiir W). Ist U, € SY(&) die Galerkinli-
sung der hypersinguldren Integralgleichung (€3), dann definieren wir
1/2
pe(B) = 11> (WU = 0)|a(m). (6.13)

Nun gilt das Folgende: Es existiert eine Konstante Cie, die nur von I' und einer oberen Schranke fir die
Formregularititskonstante ~ abhdngt, sodass

C M~ Ul < 7 = 3 pulY
Ee&
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6.14 Lemma (Zuverlissigkeit des gewichteten Residualschétzers fiir das Neumannproblem). Ist U, €
SY(&E) die Galerkinlosung des Neumannproblems ([B.3), dann gilt mit py(E) := Hh;/2(WUg - (1/2 -
K’)ﬂ'?ilqb)HLQ(E) die Zuverldssigkeit

Cretllle = Uellffy < pf + osc

rel

mit den Oszillationen aus Lemmal[67. Die Konstante Cye1 hingt nur von T' und einer oberen Schranke fir
die Formregularititskonstante v ab. |

Wir geben nun die adaptiven Algorithmen an, deren Konvergenz und Quasioptimalitit wir zeigen
mochten. Anders als im Falle der schwach singuldren Gleichung wird hier die Datenapproximation durch
einen Operator mit lokalen Orthogonalititseigenschaften realisiert, sodass wir die separierte Markierungsstrate-
gie nicht verwenden miissen.

6.15 Algorithmus (solve-res-hypsing zur Losung der hypersinguldren Gleichung). Gegeben sei ein
grobes Gitter (£, (er)Ees,), ein Parameter 0 < 0 < 1, und p € N. Wir verwenden Algorithmus
solve-combined mit Inputparameter (&y, (eg)res,), 0 und

e Uy ist die Galerkinlosung der hypersingularen Gleichung (6.3)),
o 7y(E) = pi(E) mit dem Schatzer ([6.13).

6.16 Algorithmus (solve-res-neumann zur Losung des Neumannproblems). Gegeben sei ein grobes Git-
ter (o, (eg)Ees,), ein Parameter 0 < 0 < 1, und p € N. Wir verwenden Algorithmus solve-combined
mit Inputparameter (&, (eg)Ees,), 6 und

e Uy ist die Galerkinlosung des Neumannproblems (6.3)),
o (E)? = py(E)*+osci(E)? mit dem Schétzer aus Lemma[6.17 und den Oszillationen aus Lemma[G7

Analog zu Lemma konnen wir Schitzerreduktion und somit auch Konvergenz des Galerkinver-
fahrens fiir die hypersingulére Integralgleichung und das Neumannproblem zeigen. Der Beweis wird analog
gefiihrt und wird deshalb nicht angegeben.

6.17 Lemma. Fir Algorithmus[6.10, solve-res-hypsing, gilt
pir1 < Fpf + CreallUea — Udllfiy-

Die Konstante 0 < k < 1 hangt nur von 6 ab, die Konstante Creq zusdtzlich von p, & und I'. Insbesondere
gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,

lim py = lim ||U — Uy|||lw = 0.
£—00 £—00

6.18 Lemma. Fiir den Algorithmus[6.16, solve-res-neumann, gilt
~ -1 -1
iy < Frf 4 Crea (0 = )82y + 1021 — Uil )

Die Konstante 0 < k < 1 hangt nur von 6, die Konstante Creq zusdtzlich von p, &y und T' ab. Insbesondere
gilt Konvergenz des adaptiven Algorithmus,

lim 7, = lim (p; + oscy) = lim [||U — Uyl/|w = 0.
{—00 {—00 £—00
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6.3 Gewichteter residualer Fehlerschitzer und Quasioptimalitit

Die Kontraktionsgrofe fiir die hypersingulire Integralgleichung kann analog wie im Fall der schwach sin-
guldren Integralgleichung hergeleitet werden.

6.19 Theorem (Kontraktion fiir hypersinguldre Integralgleichung). Fiir Algorithmus [G.13,
solve-res-hypsing, gilt das Folgende: Es existieren Konstanten 0 < A,k < 1, sodass der Quasi-Fehler in
jedem Schritt eine Kontraktion ist, d.h.:

Appr < KAp mit Ag = ||u— U3 + Aoz =~ p3.

Die Konstanten \ und s hdngen nur vom Adaptivitdtsparameter 0, p und &y ab. Insbesondere folgt daraus
lim |||[U — Uy||lw =0 = lim py. [
{—r00 l—00

Nun leiten wir eine Kontraktionsgrofe fiir das Neumannproblem mit approximierten Daten her. Im
Gegensatz zum Dirichletproblem approximieren wir hier die Daten mit einem lokal definierten Operator
b 71, wodurch wir keine separate Markierungsstrategie brauchen, um die Quasioptimalitit zu beweisen.
In Lemma 527 hatten wir im Falle des Dirichletproblems aus der separaten Markierung mit dem gestorten
Fehlerschitzer das Dorflermarking (B.31)) fiir den ungestorten Fehlerschétzer geschlossen. Damit konnten
wir eine Schitzerreduktion (2.32) zeigen, in der die nichtlokalen Datenapproximationsoperatoren nicht
auftauchten. Im Falle der hypersinguldren Gleichung sind die Datenapproximationsoperatoren jedoch lokal
und besitzen auch Orthogonalititseigenschaften, die man benutzen kann um aus der Schitzerreduktion aus
Lemma[6. I8 direkt eine Kontraktionsgrofe abzuleiten. In [FEKP12| wird die separate Markierungsstrategie
auch fiir das Dirichletproblem umgangen, indem lokal definierte Operatoren wie z.B. der Scott-Zhang
Operator oder die nodale Interpolation in 2D zur Datenapproximation verwendet werden. Wir bezeichnen
mit uy die schwache Losung des Neumannproblems mit approximierten Daten

(Wu,v) =((1/2 = K')n}~ fiir alle v € H./*(T).

'6,v)
H-1/2(T)x HY*(T) @5 0) g2y (1)

6.20 Theorem (Kontraktionsgrofe fiir das Neumannproblem). Fiir Algorithmus solve-res-neumann
qilt das Folgende: Fs existieren Konstanten 0 < A < 1, a > 0, sodass eine Kontraktionsgrifie A, existiert
die aquivalent zum Fehlerschdtzer ist, d.h.

Appr <A mit Agi=lug = Ugllfy + A7 + aosc] ~ 77

Die Konstanten A, « hdangen nur vom Adaptivitditsparameter 0, von p, & und I' ab. Insbesondere folgt
daraus lim ||u — Uyl = 0 = lim 7.
{—00 {—00

Beweis. Wir benutzen zuerst die Galerkinorthogonalitit
lluesr = Uesillffy = luess = Uellliy = NUer1 — Uellly
und die Schitzerreduktion aus Lemma [6I8 um
Ap1 <llueer = Uellliy = 110es1 = Uellffy
+ XErf + ACrea (At = 7 )01 s2ry + Vi1 = Vel Zjoy )

+ aoscg +1
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zu schliefien. Wir kombinieren die Dreiecksungleichung, die Youngsche Ungleichung und die Stabilitét

—1 —1
llwesr = wellfy < Cstanll(mg ) =75 )bl gr-12(ry

aus Theorem .3 und erhalten

lluesr = Uelllfy < (1 + 8)lllue = Uelllfy + (1 + 671 llugsr — welllfy

< (1+ 9)llue = Uelly + (1 + 5~ CRab (= )l 1o,

Wir schlieffen daraus

Aprr < (14 6)[[ue = Uellfy + Ar77
+ (ACred — Dl U1 — Uty
+ (1 + 07103, + ACreq) | (mh ) — Wﬁ)il)ﬁbuz—l/%r) + aoscz ;.

Wir wihlen 0 < A < 1 80, dass ACieq — 1 < 0 ist und kommen zu der Abschitzung

Appr < (1+0)[lue = Uelllfy + Arrf
2 p—1 p—1 2 2 (6.14)
+ ((1+ 6 1) C3ap + ACrea) [|(m)y — 7 )l 3r—1/2(p) + QOsCry -
Nun kiimmern wir uns um die Oszillationsterme. Aus der Identitat
-1 -1 —1\_p—1 1 -1 1
(77§+1 —m ) =01- )7T§+1 =Q1-m )(Wfﬂ —m )

und der Approximationseigenschaft von 77 ~1 aus Theorem B2 erhalten wir

— — 1/2 — —
Iy =78 el -1y < Capxllby > (780 — 70 el oy

Wir setzen dies in (6.14) ein und definieren o := ((1 +6 02, + )\C'red) C?. ., wodurch wir

apx’
Apr < (L4 0)lue = Uellffy + Xar
1/2 —
+a (2w = 76N oy + oscia )

erhalten. Wir benutzen hyyq; < hy und die Tatsache, dass 772:11 auf jedem Element E € &1 die Lo-
Orthogonalprojektion ist, um auf

1/2 — 1/2 — —1 1/2 —1
g () = 78 Gl + 05ty < kg > () = 72 D6l + Iy (1 = 70 D)8l
1/2 —1
:M/wﬁﬁw&m:MZ
zu kommen. Dies liefert schliefilich

Appp < (14 9)|||ue — Ug|||W + )\m'g + aoscg (6.15)



6.3 Gewichteter residualer Fehlerschiatzer und Quasioptimalitét 109

e~ < p? < 72 und die offensichtliche Abschitzung osc? < 72,
um fiir ein € die rechte Seite von (6.I5]) umzuschreiben als

Wir benutzen die Zuverlissigkeit C_

_ AR+ 2¢ a—¢
A1 <(14+6—-¢C 612)|||W - Ug|||%/v + )‘fTZZ + QTOSC%.

T

AR + 2¢
A

« streng monoton steigt. Daher kénnen wir ein § > 0 so klein wihlen, sodass sowohl 0 < 1+ 0 — 501;12 <1

als auch « > ¢ erfiillt ist. Schliesslich ist

Wir wéahlen zunéchst € > 0 so klein, dass 0 <

< 1ist. Wir bemerken, dass fiir 6 — 0 der Parameter

App1 < KAy

O

AR+ 2 —
mitn:max{l—l—é—ale_elQ,%,a 6}<1.
«

Als néchstes zeigen wir die diskrete lokale Zuverléssigkeit fiir den gewichteten Residualschitzer im Falle
der hypersinguldren Gleichung.

6.21 Lemma (Diskrete lokale Zuverléssigkeit fiir die hypersingulire Integralgleichung). FEs bezeichne &,
eine beliebige Verfeinerung von &, und U, € SE(E,) und Uy € SY(&;) bezeichnen die Galerkinlésungen der
hypersinguldren Integralgleichung (63)). Fir die verfeinerten Elementen Ry = &\ &, gilt dann

1/2
e = Udllw < Cae S pe(B)?) (6.16)
Ecwe(Ry)
wobei pe(E) wie in (6I3) definiert ist. Die Konstante Cq, > 0 hangt nur von p, & und I' ab.

Beweis. Der Beweis folgt im Wesentlichen der Idee von [CKNS08, Lemma 3.6]. Ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit nehmen wir an, dass | J R, zusammenhéngend ist. Es ist

U = Uellffyr = (W (Us = Up),Us = Up) = (¢ = WU, Uy = Up).
Fiir eine beliebige Funktion V, € SP(&,) gilt mit der Scott-Zhang Projektion J; : Lo(T") — SP(&p)
(6 —=WU, Vi) =0 = WUy, Vi — Vi) = (¢ — WU, Vi — JeVi) Lo(w(Ry))
< 116 = WU aguironlIhg (Vi = TV oo
< 1hy"*(6 = WU aomon I Val g2 ry-
Die Wahl V, = U, — U; und die Norméquivalenz || - Hﬁl/Q(F) ~ ||| - |[[w schliefen den Beweis ab. O

6.22 Lemma (Diskrete lokale Zuverldssigkeit fiir das Neumannproblem). Es bezeichne &, eine beliebige
Verfeinerung von &, und U, € SY(&,) und Uy € SY(&) bezeichnen die Galerkinlésungen des Neuman-
nproblems (G3)). Fir die verfeinerten Elementen Ry = &\ Ex gilt

1/2
e = Ualllw < Can( Y2 7(B)?) (6.17)
Ecwi(Ry)

Die Konstante Cq, > 0 hdngt nur von p, & und I' ab.
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Beweis. Mit dem Hilfsproblem
(WU V) = ((1/2 = K')nb~ e, v, fiir alle V, € SP(E,)
gilt wegen Lemma die diskrete lokale Zuverlissigkeit
1U: = Uellify < pe(w(Re))*.
Ausserdem ist wegen der Stabilitéit der Galerkinprojektionen
U = Ullllw < Curanll (72 ™ = 76l 1720y < CstabCap 11" (1™ = 8l o) < ChtanCaposce(Re).

Eine Anwendung der Dreiecksungleichung und die Summe der letzten beiden Abschiatzungen zeigt das
Gewiinschte. O

Analog zu der Optimalitidt des Dorfler-Markings B.3T] im Falle der schwach singulédren Gleichung zeigt
man dies auch fiir die hypersingulére Gleichung. Der Beweis lésst sich direkt iibertragen und wird deshalb
nicht angegeben.

6.23 Lemma (Optimalitiat des Dorfler-Markings fiir die hypersinguliare Gleichung). Es gibt eine Konstante
0 < 0, <1, sodass das Folgende gilt: Fiir jede Verfeinerung &, von &, d.h. £, = refine(&y), gilt

P<kapp = 0p < Y. pu(E)
Ecwp(Ry)

mv

der Aquivalenzkonstanten Ceq aus Theorem [4.5 und Cqy, aus Lemma [6.21] [ |

fiir alle 0 < 6 < 0, und k, := 3 <1 - %) € (0,1/2). Die Konstante 0, hingt ab von CY aus Theorem [J3}

Fiir den Algorithmus solve-res-neumann ist die Kontraktionsgréfe aus Theorem anderer Natur
als im Falle des datengestdrten Dirichletproblems, denn dort haben wir die Kontraktionsgrofse durch ein
Hilfsproblem mit exakter rechter Seite definiert. Der Beweis ist langlicher, folgt aber leicht mit den bisher
gezeigten Techniken.

6.24 Lemma (Optimalitit des Dorfler-Markings fiir das Neumannproblem). Es gibt eine Konstante 0 <
0, < 1, sodass das Folgende gilt: Fiir jede Verfeinerung &, von &;, d.h. &, = refine(&y), gilt

7'3 < /{*7'(2 — 97’€2 < Z Tg(E)2
EEUJ[(R[)

fiir alle 0 < 0 < 6, und k. == % <1 — %) € (0,1/2).
Beweis. Wir halten fest, dass

1™ = 7l 172y < 2Capeosc(w(Ry)) (6.18)
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gilt. Weiters ist wegen hy = h, auf & N &, die Abschétzung
pe(€NE) = by > (WU — (1/2 — Kl 0| iesre
< |02 W (U = U aesrey + 102 (WUL = (1/2 = K272 0) | Lyene.)
+ 0212 = K@ = a2 e e
< Canth«Tg(w(Rg)) + pe(ENE) + QCg\,C’apxosc@(w(Rg))

erfiillt, wobei wir im letzten Schritt folgendes verwendet haben: die inverse Ungleichung fiir W aus (4.4)
und die diskrete lokale Zuverlissigkeit aus Lemma fiir den ersten Term, die Definition von p, fiir den
zweiten Term, sowie die inverse Ungleichung fiir K/ aus (£4]) und die Ungleichung (6.I8)) fiir den letzten
Term. Dies zeigt

2
pu(E N EN? = 20.(E N1 € < 2 (CCae + 205 Cupx ) Telw(R1)).

Nun folgt wegen oscy(Ep N E,)% = osc, (& N E,)? insgesamt
(1= 2k,)77 =77 = 26,70 <77 — 217 < 7(Re)* + 1e(Ee N E)? = 27 (Ee N EL)°
= 7o(Re)* + pe(Ee N ED? — (14 6)pu(Er N EL)°
< (14 2(Cl,Car + 20K Cap)?) 7o(w(R))?.

Definieren wir

1
1+ 2(CY Caie + 20K Copx)?

mv

=
dann gilt 0 < 6, < 1 und wir erhalten das Gewiinschte. O

Wir definieren nun die Approximationsklassen fiir die hypersinguldre Integralgleichung (6.1]) und das
Neumannproblem (G.2]).

6.25 Definition (Approximationsklassen fiir adaptive Algorithmen). Wir betrachten die Algorithmen [G.T5]
solve-res-hypsing, und [6.J6] solve-res-neumann. Es sei & ein beliebiges Gitter auf I' C 0Q. Wir
definieren fiir s > 0

luls :== sup N* inf p,,
N>0 &€y

wobei p, den Fehlerschitzer (613) auf dem Gitter £, bezeichnet. Dann definieren wir die Approximation-
sklasse A durch

u € As = |uls < 0.
Weiters definieren wir fiir s > 0

lu, @ls := sup N?® inf 7,

5* ETN

wobei 72 = p? + osc? den in Algorithmus solve-res-neumann verwendeten Fehlerschiitzer auf dem Gitter
&, bezeichnet. Dann definieren wir die Approximationsklasse A, durch

(u, @) € Ag <= |u, ¢|s < 0.
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Es gelten nun folgende Quasioptimalitdtsaussagen fiir die hypersinguldre Integralgleichung (G.I) und
das Neumannproblem (6.2]). Fiir die hypersingulire Integralgleichung geben wir den Beweis nicht an, da
er analog zu Theorem [5.34] gefithrt werden kann.

6.26 Theorem. Wir verwenden Algorithmus[6.1], solve-res-hypsing, zur Lisung der hypersinguldren
Integralgleichung [61. Dann ezistiert eine Konstante 0 < 6, < 1, sodass fir alle Parameter 0 < 0 < 0, gilt:
Die Galerkinlosungen Uy und die Gitter &y, die von Algorithmus 613 erzeugt werden, erfiillen

Cfelllllu —Ulllw < pe < COpt|u|s (#E — #50)73 ) (6.19)
falls u € A, ist fiir s > 0. Die Konstante Copy hdngt nur von 0, s, p und & ab. [ |

Da die Kontraktionsgrofe fiir das Neumannproblem von anderer Struktur ist als in den bisher betra-
chteten Fillen, gehen wir im folgenden Beweis nur auf die dadurch entstehenden Unterschiede ein.

6.27 Theorem. Wir verwenden Algorithmus[6.16, solve-res-neumann, zur Losung des Neumannprob-
lems [61. Dann existiert eine Konstante 0 < 0, < 1, sodass fir alle Parameter 0 < 6 < 0, gilt: Die
Galerkinlosungen Uy und die Gitter &y, die von Algorithmus 616 erzeugt werden, erfillen

C;allmu - UK‘HW <71 < Copt‘u7 ¢’8 (#gf - #80)_8, (6.20)
falls (u, @) € Ay ist fiir s > 0. Die Konstante Copy hdngt nur von 0, s, p und & ab.

Beweis. Wir setzen ¢2 = 57'52 mit einem 0 < § < 1, welches wir spater wihlen werden. Wegen U € Ag
konnen wir ein Gitter £ wihlen, sodass

H#E. — #E < |u, plse™V*  und 72 < &%
Wir betrachten den Overlay &, := & @ &.. Fiir die Oszillationen gilt
osc? < osc?. (6.21)
Fiir den Schéatzer p, gilt
1/2 _
pe = |02 (WU, = (1/2 — K') 72 70) | 1
< (WU = (1/2 = K")Y72 7 ) | Loy + 10> W (U = U2)l| oy
IR y2 = Kbt — TP N6 () (6.22)
< pe + O CegllUx = Uelllw + CEI(m2™ = 721l 121y
< pe + CXKIH’U* - Uam%/v + Cg\iC’apXoscg.

Insgesamt gilt daher wegen der diskreten lokalen Zuverlassigkeit aus Lemma [6.22
2 <12 < 07,

und der Rest des Beweises iibertragt sich wortwortlich von Theorem [E.34] O



Kapitel 7

Numerische Experimente

In diesem Kapitel prisentieren wir numerische Experimente, um die vorangegangenen theoretischen Re-
sultate zur Konvergenz und Quasioptimalitit zu visualisieren. Gleichzeitig wollen wir untersuchen, wie
sich adaptive Algorithmen beziiglich kritischen Ressourcen wie Rechenzeit und Implementierungsaufwand
verhalten. In Abschnitt [[J] werden wir auf die Implementierung eingehen und grob die wichtigsten Details
festhalten. Wir beschréinken unsere Experimente auf die schwach singulidre Integralgleichung und Galerk-
inverfahren niedrigster Ordnung. Es werden die Algorithmen

solve-hh2-weaksing
solve-res-weaksing [5.2]]
solve-hh2-dirichlet
solve-separate-res-dirichlet [0.23

untersucht, wobei wir, wie erwdhnt, den Fall niedrigster Ordnung betrachten. In den Definitionen der
Algorithmen und der Fehlerschétzer ist demnach p = 0 zu setzen, und die diskreten Galerkinlésungen
stammen aus dem Raum der stiickweise Konstanten P%(&;). Zum Vergleich werden wir die Fehlerschéitzer
und Energiefehler auch auf uniformen Folgen von Gittern berechnen. Unter einer uniformen Folge von
Gittern verstehen wir eine Folge (&) gy, mit €511 = refine(E;), sodass alle Kanten geteilt werden. Das
heifst, auf jedem Element E € &; wird die Verfeinerungsregel aus Abbildung Bl (rechts) angewendet.

7.1 Implementierung

Da die Fundamentallésungen von partiellen Differentialgleichungen im Allgemeinen nichtlokal sind, fiihrt
die Galerkinmethode fiir Randintegraloperatoren auf vollbesetzte Matrizen. Dies bedeutet, dass bei N
Freiheitsgraden bereits fiir das Assemblieren und fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation mit einem Aufwand
von O(N?) zu rechnen ist. Um diesen Aufwand zu reduzieren, gibt es verschiedene Ansiitze zur Ma-
trixkompression. In der hier vorgestellten Implementierung approximieren wir die vollbesetzten diskreten
Integraloperatoren durch sogenannte Hierarchische Matrizen [Hac99Hac09], die fiir das Assemblieren und
die Matrix-Vektor-Multiplikation auf einen Aufwand O(N log(NN)) fithren.
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Desweiteren ist die Berechnung der Eintrdge der Galerkinmatrizen ein weiterer subtiler Punkt. Fir
allgemeine Integralkerne beschreibt [SS11, Chapter 5] eine Klasse von Quadraturmethoden zur Berechnung
der Galerkineintrige. Fiir spezielle Klassen von Gittern und Kernfunktionen gibt es analytische Formeln
fiir die Auswertung der diskreten Integraloperatoren

Voy(x) und KU(x)

fiir ®, € PY(&) und U, € SY(&), zum Beispiel in [RS07] fiir Dreiecksgitter. In [Mai00] gibt es fiir den
Fall von achsenparallelen Rechtecksgittern und monomischen Ansatzfunktionen héherer Ordnung sogar
analytische Formeln fiir die Matrixeintrige der Galerkinmatrizen. Da wir Dreiecksgitter verwenden, be-
nutzen wir die Formeln aus [RSO7] zur Auswertung, und ersetzen im Falle der Galerkineintrige das dussere
Integral durch eine Quadraturregel.

Wir halten aufserdem fest, dass wir keinerlei Optimierung dahingehend betrieben haben, bei adaptiven
Netzverfeinerungen Teile der Matrizen wieder zu verwenden, wie es zum Beispiel in [Djo06| vorgeschlagen
wird.

7.1.1 HILBERT3D

Die im Zuge dieser Arbeit entwickelte und fiir die numerischen Experimente verwendete Bibliothek
HIiLBERT3D [MK12] ist eine Bibliothek zur adaptiven Losung von Galerkinverfahren fiir Randintegralgle-
ichungen. Die Bibliothek wurde in C++ implementiert, um so eine leichte Anbindung an C und dadurch
an bereits existierende Bibliotheken wie LAPACK, BLAS oder HLIB zu erméglichen.

7.1.2 Quadraturformeln

Wir verwenden eine 7-Punkt-Quadraturformel quad. z auf Dreiecken aus [Str71], die gegeben ist auf dem
Referenzelement E = conv {(0,0), (1,0), (0,1)} als

7
/ () dx ~ quad, (@) = S wr ja(Rn). (7.1)
J =1

E

Die Koordinaten und Gewichte sind in Tabelle [[I] angegeben. Die zugehérigen Quadraturformeln auf
beliebigen Dreiecken E bezeichnen wir mit quady; .

7.1.3 Die Berechnung der Matrixeintrige

Wie bereits weiter oben erwihnt, erfolgt die Berechnung der Matrixeintrdge durch analytische Formeln
fiir das innere Integral und numerische Quadratur fiir das duRere Integral. Wir folgen hier der in [RS07]
angegebenen Vorgangsweise. Im Folgenden sei ein Gitter

& ={E1,...,En}

gegeben. Bezeichnet y; die charakteristische Funktion eines Elementes E;, dann ist eine Basis von P°(&)
gegeben durch {x1,...,xn}. Die Galerkinmatrix fiir das Einfachschichtpotential ist gegeben durch

Vie= Vi) = [ [ 6= y)driy) dr). (7.2)

Ej Ey,
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7.5 | Yr,j | Wr,j |
(6 —/15)/21 | (6 —+/15)/21 | (155 — +/15)/2400
(9+2V15)/21 | (6 —+/15)/21 | (155 — v/15)/2400
(6 —/15)/21 | (94 2v/15)/21 | (155 — +/15)/2400
(6 ++/15)/21 | (9 —2v/15)/21 | (155 ++/15)/2400
(
(

(6 ++15)/21 | (64 /15)/21 | (155 + /15)/2400
(9 —2v15)/21 | (6 +/15)/21 | (155 + v/15)/2400
1/3 1/3 9/80

~ O O = W N —[~.
\_/\_/\_/\_/\_/\_/

Tabelle 7.1: 7-Punkt Gauss Quadratur auf dem Referenzelement E

7 Ly sy [ wsy

L[[1/61/6] 1/6
21 2/3|1/6| 1/6
31 1/6|2/3|1/6

Tabelle 7.2: 3-Punkt Gauss Quadratur auf dem Referenzelement E

n [RS07, Abschnitt C.2.2] werden analytische Formeln fiir die Auswertung des Einfachschichtpotentials

Vxi(x /Gx y)dl(y)

fiir x € R? angegeben. Die Galerkineintriige berechnen sich dann als
Vjk ~ quady g, (V).

Wir bezeichnen im Weiteren mit {1,..., ¢y} die Basis von S'(&;) aus Hutfunktionen, das heiRt, sind
{x1,...,xp} die Knoten aus dem Gitter &, so gilt ¢;(x;) = d; ; mit dem Kronecker Delta. Die Eintrége
des Doppelschichtpotentials sind dann gegeben durch

K = (Kor ;) / / Oty C(x — ¥)o(y) d(y) dT()

E;j supp(px)

-/ ¥ / On(y) G (x — ¥) i (y) dT(y) dT(x).

E; ECSsupp(er)

n [RS07, Abschnitt C.2.1] finden sich analytische Formeln fiir die Auswertung von

Kppu(x / Oniy)G(x — ¥)pily) dT(y) dT(x),

wenn E C supp(py) ist. Die Galerkineintrige berechnen sich dann als

K, ~ quady g, > EKgpn
Eesupp(er)
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Fiir dieses semi-analytische Verfahren zur Berechnung der Matrixeintrige ist dem Autor keine Fehler-
analyse im Sinne des Lemmas von Strang bekannt. Die Arbeit [GS97] beschéftigt sich jedoch mit einem
semi-analytischen Ansatz auf quasiuniformen Rechtecksgittern. Auf Basis einer Quadraturregel, die kon-
stante Funktionen exakt integriert wird gezeigt, dass eine summierte Quadraturregel auf die richtige Kon-
vergenzordnung fithrt, sofern nur die Anzahl M der Teilintervalle fiir die summierte Quadraturregel eine
von der Gitterweite h abhéngige Ungleichung erfiillt [GS97, Theorem 7.1]. Integriert die zugrundeliegende
Quadraturregel Polynome vom Grad 1 exakt, so wird gezeigt, dass die summierte Quadraturregel auf
die richtige Konvergenzordnung fiihrt, falls die Anzahl der Teilintervalle M grofs genug ist, und diese
Schranke héngt nicht von der Gitterweite h ab [GS97, Theorem 7.2]|. In [SS11, Chapter 5] werden volld-
iskrete Verfahren auf uniformen Gittern analysiert, und es wird gezeigt, dass die Quadraturordnung fiir die
Nahfeldterme logarithmisch in der Netzweite, also wie |log h|, steigen muss. Fiir Fernfeldterme, das heisst
dist(E;, Ej) ~ 1, kann die Quadraturordnung unabhéngig von h gewéhlt werden (siche [SS11, Remark
5.3.31]). Dieser volldiskrete Ansatz wird in [GHS00] fiir lokal quasi-uniforme Gitter analysiert.

7.1.4 Matrixkompression

Wir verwenden sogenannte Hierarchische Matrizen [Hac99,[Hac09], um die vollbesetzten Matrizen V und
K effizient zu speichern und zu verwenden. Die Fundamentallésung des Laplace-Operators

1 1

oY =

ist fiir x = y singulér, sonst jedoch ist sie glatt, und daher ist ein Matrixeintrag V; fiir weit entfernte
E; und Ej, gut zu approximieren. Fiir ein 7 > 0 definiert man sogenannte n-zuldssige Blocke Z x J der
Indexmenge {1,..., N} x {1,..., N} durch

min{diam U supp(ep;), diam U supp(¢;)} < ndist(diam U supp(y; ), diam U supp(v;)). (7.3)
€L jeTJ €L jeJ

wobei ¢; und 1); zugehorige Basis- bzw. Testfunktionen sind. In unserer Implementierung wéhlen wir n = 1.
Auf n-zuldssigen Blocken ist die Fundamentallosung glatt, und man approximiert einen Matrixblock Vz 7
durch eine Niedrigrangmatrix, d.h.

V77 =UV" mitUeR#¥** und v e R#/*F

mit einem kleinen k. Die C-Bibliothek HLIB, die wir in unserer Implementierung verwenden, implemen-
tiert eine solche Matrixstruktur in der Klasse supermatrix, als auch Funktionen zur Bestimmung von
n-zuldssigen Blocken sowie Routinen zur Matrix-Vektor-Multiplikation und der iterativen Losung von lin-
earen Gleichungssystemen. Zur Berechnung der Niedrigrangmatrizen U und V verwenden wir den ACA-
Algorithmus aus [Beb00], der ebenfalls in der HL1B implementiert ist. Wir bemerken noch, dass die Zulés-
sigkeitsbedingung (7.3]) in der HLIB nicht in dieser Form implementiert ist, sondern durch sogenannte
Bounding Boxes realisiert wird. Dies sind minimale, achsenparallele Boxen, die den Tréger einer Basisfunk-
tion umfassen. Wie weiter oben bereits gesagt, reduziert sich der Speicheraufwand sowie der Zeitaufwand
fiir die Berechnung der Matrix V und der Matrix-Vektor-Multiplikation von O(N?) auf O(N log(N)). Dies
ist auch in Abbildung [Tl ersichtlich, in der die Zeit fiir das Aufstellen der Matrix V visualisiert wird.
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7.1.5 Implementierung des Residualschitzers und der Oszillationen

Zur Berechnung des Residualschétzers py aus (0.2I]) beziehungsweise (5.22)) und den Oszillationen aus (5.10])
und ([.22) ist es notwendig, das Quadrat des Oberflichengradienten zu integrieren. Dazu verwenden wir
folgende Aussage aus [SS11], Lemma 4.3.4].

7.1 Lemma. Fir ein Element E gilt

Dabei ist mit den Definitionen aus Abschnitt[3.3

u(x) := u(Fp(x))

IVrulll, e = = [ (Vi) G5 Vi) dx. (7.4)

| =
@\

mit der Elementabbildung Fg,

Gl = \EF ( [ba — bol|? —(b1—b0,b2—bo>>
~ |E]2 \~(b1 —bg,bs — by) b1 — Dol
mit den Knoten bg, b1, by des Elements E, und V ist der Gradient in den Koordinaten von R2. |

Fiir die Randintegraloperatoren V und K stehen uns analytische Formeln fiir die Auswertungen V ®,(x)
bzw. K'V,(x) fiir diskrete Funktionen ®, € P°(&,), V; € SY(&) zur Verfiigung, siehe Abschnitt [ T3l Fiir
Funktionen w, fiir die wir nur die Auswertung zur Verfiigung haben, kénnen wir die Berechnung von vu
approximativ durchfiihren. Wir gehen dazu folgendermafen vor: mit Ly € P?(E A) k=1,...,7, bezeichnen
wir die Lagrangepolynome zu den Quadraturpunkten X7 = (274, y7x) aus der 7- Punkt Quadraturregel
aus Tabelle [Tl das heifit Lj(x7,;) = 6. Wir approximieren den Gradienten Vi in einem Punkt x € E
durch

Schliesslich ersetzen wir die Lo-Norm ([4]) durch eine 3-Punkt Quadraturformel, deren Knoten und
Gewichte in Tabelle [[.2] angegeben sind, sodass wir

6

IVrull?, ) ~ :g: Z J<Z k(x3,5) (%7 1) 1ZVLk (x3,,)U X7k)> (7.5)
=1

erhalten. Verwenden wir die Methode (T3] fiir die Berechnung der gewichteten Residualschitzers (B.21])
beziehungsweise (5.22)), so ist das Einfachschichtpotential V&, fiir ein ®;, € P°(&) und eventuell auch
das Doppelschichtpotential K'V; fiir ein V, € S'(&) auf den Quadraturpunkten jedes Elementes E € &
auszuwerten. Daher hétte eine naive Implementierung den Aufwand O (N 2). Wir umgehen dieses Problem,
indem wir die Matrix der Auswertungspunkte ebenfalls durch eine Hierarchische Matrix approximieren.
Wir sammeln zuerst die Menge aller Auswertungspunkte

%5} e = AFE(X78) bh=1,...6 -
Jljedg EEE,
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Im Falle des Einfachschichtpotentials ist das Ziel die Berechnung der Matrix V2 € R#J x RV gegeben
durch

= V) (x;)-

Die Eintriage dieser Matrix kénnen wir, wie bereits erwahnt, analytisch berechnen. Fiir einen Auswer-
tungspunkt x; wihlen wir als Tréger das Element E' € £ mit x; € E, sodass wir n-zuldssige Blocke fiir die
Indexmenge J x {1,..., N} definieren kénnen. Wir approximieren Veval qurch eine hierarchische Matrix,
sodass wir durch die Matrix-Vektor-Multiplikation

Veval (I)Z

die Auswertung von V@, in allen notigen Punkten mit Aufwand O(N log(NN)) realisiert haben. In Abbil-
dung [CT]ist ersichtlich, dass die Auswertung des Einfachschichtpotentials durch eine hierarchische Matrix
tatsichlich fast-linearen Aufwand O(N log(N)) hat. Die Implementierung der Oszillationen (5.16]) erfolgt
ebenfalls auf Basis von Lemma[lJ] wéhrend die Implementierung der Oszillationen (5.22)) durch Quadratur
des exakten Oberflichengradienten erfolgt. In beiden Féllen sind keine nichtlokalen Operatoren beteiligt.

7.1.6 Lo6sen und Vorkonditionieren des linearen Gleichungssystems

Im Zuge der adaptiven Algorithmen miissen wir lineare Gleichungssysteme
Vx=Db (7.6)

mit der Matrix V aus (T.2)) 16sen. Laut [AMT99, Theorem 2.1] und [AMT00] gilt fiir die Konditionszahl
der Matrix V

fima |
cond(V) < N/2 (—) .

hmin

Auf einer Folge von adaptiv verfeinerten Gittern steigt die Konditionszahl also kubisch mit dem Quotient
zwischen groftem und kleinstem Elementdurchmesser. Fiir lokal verfeinerte Gitter ist dieser Anstieg der
Konditionszahl problematisch fiir das Losen des Systems. Verwendet man die Diagonalmatrix D mit D ; :=
V; j, so gilt ebenfalls laut [AMT99, Theorem 2.1] und [AMT00] fiir das vorkonditionierte System

D /2vD /2y = D /?p, (7.7)
dass die Konditionszahl der Systemmatrix sich verhélt wie
cond(D~Y/2vD~Y/2) < N1/2,
Zur Losung des linearen Systems verwenden wir daher ein GMRES-Verfahren mit der Vorkondition-

ierung (7). Die Implementierung erfolgt durch einen GMRES-Solver aus der HLIB, der entsprechend
modifiziert wurde.
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7.2 Schwach singulire Integralgleichung
In diesem Abschnitt 16sen wir die schwach singuldre Integralgleichung (5.6]) mit rechter Seite f =1, d.h.
Vo =1.

Die Galerkinlosung auf einem Gitter & ist demnach gegeben durch (&.8) mit p = 0. Wir wenden die adap-
tiven Algorithmen solve-hh2-weaksing [5.2T]und solve-res-weaksing[5.I5lan, um die exakte Losung zu
approximieren. Als zugrundeliegende Geometrien dienen uns ein L-formiger Schirm und Fichera’s Wiirfel.

7.2.1 L-formiges Gebiet

Im ersten Experiment ist die zugrundeliegende Geometrie ein L-férmiger Schirm I', welches zusammen mit
dem grobsten Gitter & und der gewihlten Referenzkantenverteilung in Abbildung [7.2] (links) dargestellt ist.
Die exakte Losung ¢ besitzt starke Kantensingularitdten, daher erwarten wir fiir uniforme, isotrope Gitter
eine Konvergenzordnung von |[|¢ — ®|||ly = O(N~1/4), vergleiche [CMSQI]. Fiir einen adaptiven Algorith-
mus, der eine Folge von isotropen Gittern erzeugt, erwarten wir eine Konvergenzordnung von |[||¢— ®|||y =
O(N~Y2), vergleiche ebenfalls [CMS01]. Wir verwenden die Algorithmen solve-res-weaksing .21
solve-hh2-weaksing sowie eine uniforme Folge von Gittern, fiir die wir ebenfalls den h — h/2-
Schétzer iy und den gewichteten Residualschétzer p, berechnen. Aus den Berechnungen des Algorith-
mus solve-res-weaksing extrapolieren wir eine Energienorm von [||¢[|?- ~ 8.2844. Die Berechnung des
quadrierten Energiefehlers kann aufgrund der Galerkinorthogonalitéit mit

e — @ell5 = @l — el

erfolgen.

Algorithmus solve-res-weaksing

Wir verwenden Algorithmus solve-res-weaksing[5.21] der durch den gewichteten Residualschétzer p, (5.21])
gesteuert wird. Als Adaptivititsparameter wihlen wir # = 0.5. In Abbildung [[.3] (Oben) werden der ex-
trapolierte quadrierte Energiefehler |||¢ — ®/(||}, und der quadrierte gewichtete Residualschétzer p?, die von
Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden, iiber der Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusét-
zlich werden Energiefehler und Fehlerschitzer fiir den uniformen Fall geplottet. Wie zu sehen ist, liefern
die Algorithmen die erwarteten Konvergenzordnungen. In Abbildung [T4] plotten wir vier Gitter, die von
Algorithmus solve-res-weaksing in den Schritten 10, 20, 30 und dem letzten Schritt 42 erzeugt werden.
Da die exakte Losung ¢ Kantensingularititen besitzt, stellt sich die erwartete Verfeinerung entlang der
Aussenkanten ein.

Algorithmus solve-hh2-weaksing

Wir verwenden Algorithmus solve-hh2-weaksing [0.15] der durch den h — h/2-Schitzer p, (14) ges-
teuert wird. Als Adaptivititsparameter wihlen wir @ = 0.5. In Abbildung [Z3] (Unten) werden der ex-
trapolierte quadrierte Energiefehler [|¢p — ®[||?- und der quadrierte h — h/2-Schitzer [i7, die von Algo-
rithmus solve-hh2-weaksing erzeugt werden, iiber der Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusétzlich
plotten wir diese Grofen auch fiir eine Folge von uniformen Gittern. Wie in Abbildung [Z3] (Unten) zu
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sehen ist, stellen sich die erwarteten Konvergenzraten ein. In Abbildung plotten wir die vier Gitter,
die von Algorithmus solve-hh2-weaksing in den Schritten 10, 20, 30 und dem letzten Schritt 42 erzeugt
werden. Erwartungsgemif stellt sich eine Verfeinerung entlang der Aussenkanten ein.

Vergleich zwischen h — h/2-Schiitzer und gewichtetem Residualschiitzer

In Abbildung (oben) vergleichen wir die Konvergenzraten fiir Schéitzer und Energiefehler der beiden
Algorithmen solve-hh2-weaksing und solve-res-weaksing. Die Energiefehler der beiden Algorithmen
sind dabei von der gleichen Gréfsenordnung. Wir schliefsen, dass die beiden Algorithmen in diesem Kontext
Gitter derselben Qualitét erzeugen.

Vergleich des Zeitaufwandes zwischen uniformer und adaptiver Verfeinerung

Die Analysis dieser Arbeit besagt, dass die von den adaptiven Algorithmen solve-hh2-weaksing und
solve-res-weaksing erzeugten diskreten Losungen gegen die exakte Losung konvergieren und dass der
Algorithmus solve-res-weaksing eine optimale Konvergenzrate fiir den Fehlerschitzer liefert. Ein interes-
santer Aspekt ist, wie sich diese Algorithmen beziiglich der Zeit verhalten, die fiir eine gewisse Genauigkeit
bendtigt wird. Wir wollen also die Genauigkeit der diskreten Losungen iiber der Zeit, die fiir ihre Berech-
nung notig ist, plotten. Da ein adaptiver Algorithmus die ganze Historie von Verfeinerungen und Losungen
benotigt, konnen wir uniforme und adaptive Verfahren nicht mit derselben Zeitmessung ausstatten, daher
messen wir die Zeiten unterschiedlich. Beide Verfahrenstypen starten zunéchst in jedem Experiment mit
dem selben groben Gitter &.

e Fiir ein uniformes Verfahren ist ¢y, die Zeit, die in Summe bendtigt wird, um

— das grobe Gitter & ¢ mal uniform zu verfeinern und so &, zu erhalten,
— die Daten (d.h. die diskreten Integraloperatoren) auf dem Gitter & zu berechnen,

— die Galerkinlosung ®, auf dem Gitter £ zu berechnen.

e IMiir ein adaptives Verfahren ist t,q.p¢ in einer kumulativen Weise definiert, um dem adaptiven
Algorithmus Rechnung zu tragen. Wir definieren t,4ap,—1 = 0, und t4q.p ¢ berechnet sich dann in
Summe aus

— der bisherigen Zeit taqap ¢—1,
— der Zeit um die Daten (d.h. die diskreten Integraloperatoren) auf dem Gitter & zu berechnen,
— der Zeit, um auf & zu 16sen und den Fehlerschétzer zu berechnen,

— der Zeit, um das néchste Gitter £ zu berechnen.

In Abbildung [.7] plotten wir die Fehlerschitzer und die extrapolierten Energiefehler der adaptiven Al-
gorithmen sowie einer uniformen Folge von Gittern iiber der Zeit, die fiir die Berechnung nétig ist. In
Abbildung (unten) vergleichen wir die Algorithmen solve-res-weaksing und solve-hh2-weaksing
beziiglich der Zeit, die fiir die Berechnung einer gewissen Genauigkeit notig ist. Die interessierende Grofe
ist dabei der Energiefehler, und wir sehen, dass der Algorithmus solve-res-weaksing um einen Faktor
3-4 schneller ist. Dies liegt daran, dass zur Berechnung des h — h/2-Schétzers i, die Galerkinlosung auf
einem uniform verfeinerten Gitter berechnet werden muss, wihrend fiir die Zeit fiir die Berechnung des
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gewichteten Residualschétzers py durch die Anzahl der Auswertungspunkte zur Approximation des Ober-
flichengradienten bestimmt wird. Dies entspricht nicht ganz der Erwartung. Fiir den h — h/2-Schétzer ji,
wird auf dem uniform verfeinerten Gitter das Einfachschichtpotential V € R*VX4N herechnet, wihrend fiir
den gewichteten Residualschiitzer p, das Einfachschichtpotential V € RV*N auf dem groben Gitter sowie
die Auswertung des Einfachschichtpotentials berechnet werden muss. Wie in Abschnitt angegeben,
werten wir das Einfachschichtpotential an 7 Punkten auf jedem Element aus, die Matrix der Auswer-
tungspunkte ist also von der Grofe 7N x N. Insgesamt benotigt die Berechnung des h — h/2-Schétzers also
den doppelten Aufwand als die Berechnung des Residualschétzers, ist in diesem Experiment unerwarteter-
weise 3 — 4 mal so teuer.

7.2.2 Fichera’s Wiirfel

In diesem Experiment ist die zugrundeliegende Geometrie I' die Oberfliche des sogenannten Fichera Wiir-
fels, welcher zusammen mit dem grobsten Gitter & und der gewéhlten Referenzkantenverteilung in Ab-
bildung [T2] (rechts) dargestellt ist. Durch Extrapolation der von solve-res-weaksing berechneten Daten
erhalten wir eine extrapolierte Energie von |[¢|||?, ~ 8.113212833.

Algorithmus solve-res-weaksing

Wir verwenden zunéichst wieder Algorithmus solve-res-weaksing[5.21] der durch den gewichteten Resid-
ualschétzer p, (B.21I)) gesteuert wird. Als Adaptivititsparameter wihlen wir, wie vorher, § = 0.5. In
Abbildung (oben) werden der extrapolierte quadrierte Energiefehler [|¢p — ®[||?- und der quadrierte
gewichtete Residualschatzer p?, die von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden, iiber der An-
zahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusétzlich werden Energiefehler und Fehlerschétzer fiir den uniformen
Fall geplottet. Fiir den uniformen Algorithmus beobachten wir fiir Schétzer und Energiefehler eine sub-
optimale Konvergenzrate O(N?/6), wihrend Algorithmus solve-res-weaksing die fiir isotrope Gitter
optimale Konvergenzrate O(N~1/2) liefert. ITn Abbildung plotten wir vier Gitter, die von Algorith-
mus solve-res-weaksing in den Schritten 10, 17, 23 und dem letzten Schritt 29 erzeugt werden. Wir
beobachten, dass sich die uniforme Netzverfeinerung nur an den konvexen Kanten einstellt, wihrend zu
den Kanten an der Innenseite des ausgeschnittenen Teils nicht verfeinert wird. Dies entspricht auch der
Erwartung. Mit g = —1ist (—1/2 4+ K)g = 1, wir l6sen also die Gleichung

Vé=1=(-1/2+K)g,

die eine dquivalente Formulierung eines Aufenraumproblems ist, siehe [SSI1, Section 3.4.2.2]. Fiir den
Aufsenraum sind die Kanten der einspringenden Ecke des Wiirfels konvex, wihrend alle anderen Kanten
einspringende Kanten sind, an denen also generische Singularititen erwartet werden.

Algorithmus solve-hh2-weaksing

Nun verwenden wir Algorithmus solve-hh2-weaksing[5.15] der durch den h — h/2-Schitzer i, (514) ges-
teuert wird. Als Adaptivitdtsparameter wiahlen wir abermals § = 0.5. In Abbildung [Z.8] (unten) werden der
extrapolierte quadrierte Energiefehler |[|¢ — ®¢|||?- und der quadrierte h — h/2-Schétzer iZ, die von Algo-
rithmus solve-hh2-weaksing erzeugt werden, iiber der Anzahl NV der Freiheitsgrade geplottet. Zusétzlich
plotten wir diese Grofen auch fiir eine Folge von uniformen Gittern. In Abbildung plotten wir die vier
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Gitter, die von Algorithmus solve-hh2-weaksing in den Schritten 7, 14, 21 und dem letzten Schritt 27
erzeugt werden. Wir erhalten qualitativ dasselbe Verhalten wie fiir den Algorithmus solve-res-weaksing.

7.3 Dirichletproblem

In diesem Abschnitt 16sen wir das Dirichletproblem (5.7)
Vo=(1/2+K)f

Die Galerkinlosung auf einem Gitter & ist demnach gegeben durch (LI0) mit p = 0. Wir werden die
Algorithmen solve-hh2-dirichlet und solve-separate-res-dirichlet verwenden, um die
exakte Losung ¢ zu approximieren. Den fiir die Datenapproximation auf einem Gitter £ notigen Operator
withlen wir als die Ly(T")-Orthogonalprojektion auf S'(&;), das heifit wir setzen P, = II,. Als Geometrie
dient die Oberfliche T' des L-Blocks Q = [~1,1]* \ [0,1]? x [~1,1], die in Abbildung [ZT1] mitsamt der
gewihlten Referenzkantenverteilung dargestellt ist. Wir verwenden Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) mit r > 0,
¢ €[0,27) und z € R und definieren die Funktion

2 3
— 2/3 1 — —
u(r, p,z) =r“°sin <3 (cp—i— 277)) .

Es gilt —Au = 0 und u € H®/375(Q) fiir alle ¢ > 0. Wir withlen das Dirichletdatum als f = ~&u und
bemerken, dass ¢ € H/6—¢ (T") gilt. Das Datum f verschwindet an den beiden einspringenden Seitenflichen,
und daher gilt f € H%/3~¢ (T). Fiir eine uniforme Folge von Gittern erwarten wir daher eine Konvergenzrate
O(h?/372) = O(N~1/3+2) fiir den Fehlerschiitzer und den Energiefehler, jedoch O(R7/6-5) = O(N~7/12+¢)
fiir die Datenoszillationen. Durch Extrapolation der von einer uniformen Folge von Gittern berechneten
Daten erhalten wir eine Energie von |[|¢|||?, ~ 1.937780194756554.

Algorithmus solve-separate-res-dirichlet

Wir verwenden Algorithmus solve-separate-res-dirichlet (23] der durch den gewichteten Residu-
alschitzer py (5.22) und die Datenoszillationen oscy aus (5.22)) gesteuert wird. Als Adaptivitatsparameter
fiir die separate Markierungsstrategie wihlen wir #; = 6, = ¥ = 0.5. In Abbildung (oben) werden
der extrapolierte quadrierte Energiefehler |||¢ — @[/, der quadrierte gewichtete Residualschiitzer p? sowie
die Datenoszillationen osc%, die von Algorithmus solve-separate-res-dirichlet erzeugt werden, iiber
der Anzahl N der Freiheitsgrade geplottet. Zusétzlich werden Energiefehler und Fehlerschétzer fiir den
uniformen Fall geplottet. Wie zu sehen ist, liegen die Kurven fiir den quadrierten Energiefehler und den
quadrierten Fehlerschitzer parallel zu O(N~2/3). Die quadrierten Datenoszillationen fallen im uniformen
Fall wie erwartet mit einer Rate von O(N~7/6). Der adaptive Algorithmus liefert nicht die optimale Kon-
vergenzordnung von O(N~3/2) fiir die quadrierten Grofen, sondern eine geschiitzte Rate von O(N~4/3).
Die Singularitdt der Spur f liegt, wie wir bereits bemerkt haben, an den einspringenden Ecken der Ober-
und Unterseite des Gebietes, wihrend die Singularitit der exakten Losung ¢ liegt dagegen an der einsprin-
genden Kante des Gebietes. Da die separierte Markierungsstrategie jeweils nur mit dem Fehlerschatzer py
oder mit den Oszillationen osc, markiert, erklért sich das stufenformige Verhalten der Graphen fiir p, und
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oscy im adaptiven Fall in Abbildung [Z.121 In Abbildung [Z13] plotten wir wieder 4 Gitter, die in den Schrit-
ten 10, 20, 30 und 41 erzeugt werden. Die Singularitét der exakten Losung ¢ entlang der einspringenden
Kante ldsst eine Verfeinerung in diesem Bereich erwarten, die sich, wie in den Abbildungen zu erkennen
ist, auch einstellt.

Algorithmus solve-hh2-dirichlet

Wir verwenden Algorithmus solve-hh2-dirichlet mit dem Adaptivitatsparameter § = 0.5. Durch
die Definition des h—h/2-Schéitzers piy aus Lemma[5.12 muss die Galerkinlosung @, € PY(&) nicht berech-
net werden, stattdessen ist in jedem Schritt die Galerkinlosung P, e PO (Eg) auf dem uniform verfeinerten
Gitter Eg zu berechnen. Implementierungstechnisch ist es daher ratsamer, die Galerkinlésung ‘I)g c Po (Eg)
zur rechten Seite II,f € S(&;) mit der Ly-Projektion II, auf S'(&;) zu definieren, das heift

<V(I)€’WK>H1/2(F)X]§—1/2(F) = <(K + 1/2)Hff’W€>HI/Q(F)X1§—1/2(F) fiir alle \Ilﬁ € ’Pp(gf)
Ausserdem wihlen wir die Oszillationen nicht wie in (5.16]), sondern durch (5.:22]), das heiftt
12 ~
oscg = |[hy""(1 = 7))V fll oy, (7.8)

wobei 7, die Lo-Projektion auf Po(g'g) bezeichnet. Durch diese Modifikationen, die die Implementierung
wesentlich vereinfachen, nimmt die Schétzerreduktion aus Lemma [5.I8] die Form

21 < R+ Crea (18ers = Belfy-aqey + 1Hersf = e I or))

an, sodass der Algorithmus nach wie vor konvergent ist. In Abbildung (unten) plotten wir die quadri-
erten Grofen Fehlerschiitzer, Oszillationen und Energiefehler, die von Algorithmus solve-hh2-dirichlet
erzeugt werden. Parallel plotten wir diese Grofen fiir eine uniforme Folge von Gittern. Fiir die uniforme
Folge von Gittern erhalten wir wie im vorigen Experiment eine Konvergenzrate von O(N~%/3) fiir den
quadrierten Energiefehler und den quadrierten Fehlerschitzer. Die quadrierten Oszillationen fallen wie er-
wartet mit einer Rate von O(N~7/6). Algorithmus solve-hh2-dirichlet liefert eine Konvergenzrate von
(’)(N*4/3) fiir die quadrierten Grofen. In Abbildung [CT4] plotten wir die 4 Gitter, die in den Schritten 5, 8,
13 und 18 erzeugt werden. Wie zu erwarten stellt sich die Verfeinerung entlang der einspringenden Kante
ein.

Vergleich zwischen h — h/2-Schitzer und gewichtetem Residualschiitzer

In Abbildung (oben) vergleichen wir die Konvergenzraten fiir Schitzer und Energiefehler der beiden
Algorithmen solve-hh2-dirichlet und solve-separate-res-dirichlet. Anders als in Experiment [[.2.7]
ist kein massiver Unterschied der Grofsenordnungen von h—h/2-Schitzer und Residualschétzer zu erkennen,
jedoch ist die Differenz von Schétzer und tatséchlicher Energienorm fiir den Residualschétzer geringer.

Vergleich des Zeitaufwandes zwischen uniformer und adaptiver Verfeinerung

In Abbildung [[I6] vergleichen wir die Zeiten, die die Algorithmen solve-hh2-dirichlet
und solve-separate-res-dirichlet benotigen. Wir plotten Fehlerschéitzer, Oszillationen und extrapolierten
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Energiefehler iiber der bendtigten Zeit, die wir in Experiment [[.2.T] definiert haben. Wir sehen, dass die
adaptiven Algorithmen sich auch beziiglich des Zeitaufwandes besser verhalten als die uniforme Variante.
Die Differenz der benotigten Zeit fiir eine gewisse Genauigkeit des Energiefehlers ist in diesem Experiment
nicht mehr so massiv wie in Experiment [[.2.11

7.4 Abschlieffende Bemerkungen

Wir haben in zwei Experimenten jeweils h — h/2-Schétzer und gewichteten Residualschitzer verglichen.
Das Prinzip des h — h/2-Schétzers ist dufserst einfach und kann auf beliebige Probleme angewandt werden,
wahrend die Herleitung des Residualschitzers an der zugrundeliegenden Gleichung héngt und daher auch
analytisch aufwéindiger ist. Fiir den h — h/2-Schétzer spricht ebenfalls, dass der Aufwand fiir die Imple-
mentierung sehr gering ist und Schétzer von diesem Typus auch in bestehende Softwarebibliotheken ohne
grofen Aufwand eingepflegt werden kénnen. Im Gegensatz dazu ist der Aufwand fiir die Implementierung
des gewichteten Residualschitzers enorm. Der Schitzer benttigt zunéchst stabile Routinen fiir die Auswer-
tung der Integraloperatoren. Um dem fastlinearen Aufwand einer schnellen Randelementmethode gerecht
zu werden, miissen diese Routinen aber so gestaltet sein, dass sie die Auswertung separat fiir die Basis-
funktionen des zugrundeliegenden Ansatzraumes zulassen, sodass die Matrix aller Auswertungen schnell
aufgestellt werden kann. Die Aufnahme eines Schéitzers von diesem Typus in eine bereits bestehende Biblio-
thek ist daher mit groffem Aufwand und der genauen Kenntnis dieser Bibliothek verbunden. Beziiglich der
Rechenzeiten ist zu sagen, dass sich fiir den Residualschétzer in den hier getétigten Experimenten bessere
Rechenzeiten als fiir den h— h/2-Schitzer einstellen. Theoretische Uberlegungen in diesem Rahmen zeigen,
dass die Algorithmen, die mit einem h — h/2-Schitzer arbeiten, mindestens den zweifachen Aufwand der
Algorithmen mit einem Residualschitzer haben. Ein Nachteil des h—h/2-Schétzers ist auferdem, dass seine
Zuverlassigkeit dquivalent zur Saturationsannahme ist. Wahrend die Konvergenz der Algorithmen fiir beide
Schétzertypen sichergestellt ist, so ist die Quasioptimalitit nur durch Verwendung des Residualschétzers
bewiesen. Wir sehen aber experimentell, dass beide Schitzertypen auf die theoretisch vorausgesagten Kon-
vergenzraten fiihren.
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Abbildung 7.1: Die bendtigten Zeiten fiir das Aufstellen der Matrix V und der Berechnung des gewichteten
Residualschitzers p;. Die Daten enstammen dem Experiment [[2.J] Es werden die bendtigten Zeit-
en fiir uniforme Netzverfeinerung und adaptive Netzverfeinerung, gesteuert durch den Algorithmus
solve-res-weaksing, geplottet. Anstatt dem in einer normalen Implementierung nétigen Aufwand O(N?)
erhalten wir nach einer kurzen Anlaufphase, die dem Overhead durch die Implementierung der schnellen

N)).

Methode geschuldet ist, einen fast-linearen Aufwand O(V log(

Abbildung 7.2: Die Geometrien mitsamt der Startgitter & fiir die Experimente [L.21] (links) und
(rechts).
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Abbildung 7.3: Oben: Experiment [211 auf dem L-formigen Gebiet mit Algorithmus
solve-res-weaksing (2T} Konvergenz des gewichteten Residualschétzers und des Energiefehlers
im adaptiven und uniformen Fall.

Unten: Experiment [20] auf dem L-formigen Gebiet mit Algorithmus solve-hh2-weaksing .15
Konvergenz des h — h/2-Schitzers und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.
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Abbildung 7.4: Die Gitter £19, 20, 30 und 49, die von Algorithmus solve-res-weaksing erzeugt werden.
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Abbildung 7.5: Die Gitter &1, E20, E30 und E42, die von von Algorithmus solve-hh2-weaksing erzeugt
werden.
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Abbildung 7.6: Vergleich des h — h/2 Fehlerschitzer ﬁ% aus Algorithmus solve-hh2-weaksing und des
gewichteten Residualschétzers pg aus Algorithmus solve-res-weaksing in Experiment[Z.2.]] Oben: Fehler-
schitzer und Energiefehler iiber der Anzahl der Freiheitsgrade. Unten: Fehlerschitzer und Energiefehler
iiber der Zeit, die fiir die Berechnung benotigt wird.
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Abbildung 7.7: Vergleich der Rechenzeiten von adaptiven und uniformen Verfahren. Die obere Abbildung
zeigt den h— h/2-Fehlerschiitzer i und den extrapolierten Energiefehler |||¢—®,|||?- fiir eine uniforme Folge
von Gittern sowie fiir den Algorithmus solve-hh2-weaksing. Die untere Abbildung zeigt den gewichteten
Residualschiitzer p? und den extrapolierten Energiefehler |[|¢ — ®,|||?- fiir eine uniforme Folge von Gittern
sowie fiir den Algorithmus solve-res-weaksing.
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Abbildung 7.8: Oben: Experiment [[22] auf dem Fichera  Wiirfel

mit  Algorithmus

solve-res-weaksing (2]} Konvergenz des gewichteten Residualschétzers und des Energiefehlers

im adaptiven und uniformen Fall.

Unten: Experiment [.2.T] auf dem Fichera Wiirfel mit Algorithmus solve-hh2-weaksing 5. 15} Konvergenz
des h — h/2-Schétzers und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.
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J

Abbildung 7.11: Die Geometrie I" mitsamt dem Startgitter & fiir das Experiment [[.3lzum Dirichletproblem.
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Abbildung 7.12: Oben: Experiment  [[3  auf dem L-Block mit Algorithmus
solve-separate-res-dirichlet (.23} Konvergenz des gewichteten Residualschitzers, der Oszilla-
tionen und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.

Unten: Experiment auf dem L-Block mit Algorithmus solve-hh2-dirichlet Konvergenz des
h — h/2-Schétzers, der Oszillationen und des Energiefehlers im adaptiven und uniformen Fall.
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Abbildung 7.13: Die Gitter ¢, 20, E30 und &41, die von von Algorithmus solve-separate-res-dirichlet
erzeugt werden.
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<

Abbildung 7.14: Die Gitter &, &, £13 und &g, die von von Algorithmus solve-hh2-dirichlet erzeugt
werden.
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Abbildung 7.15: Vergleich des h — h/2 Fehlerschiitzer 17 aus Algorithmus solve-hh2-dirichlet und des
gewichteten Residualschétzers pl% aus Algorithmus solve-separate-res-dirichlet in Experiment [7.3]
Oben: Fehlerschitzer, Oszillationen und Energiefehler {iber der Anzahl der Freiheitsgrade. Unten: Fehler-
schitzer, Oszillationen und Energiefehler iiber der Zeit, die fiir die Berechnung benétigt wird.
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Abbildung 7.16: Vergleich der Rechenzeiten von adaptiven und uniformen Verfahren. Oben: h — h/2-
Fehlerschitzer i, Oszillationen osc? (T.8) und extrapolierter Energiefehler [[|¢ — ®,|||?, fiir eine uniforme
Folge von Gittern sowie fiir den Algorithmus solve-hh2-dirichlet. Unten: gewichteter Residualschétzer
p3, Oszillationen osc? und extrapolierter Energiefehler [|¢ — @,|||?, fiir eine uniforme Folge von Gittern

sowie fiir den Algorithmus solve-separate-res-dirichlet.






Literaturverzeichnis

[Ada75]

[AFF*12a]

[AFF*12b]

[AFG*12]

[AFK*12]

[AFLP12]

[ALOY]

[AMT99]

[AMTO00]

[BDD04]

Robert A. Adams. Sobolev Spaces. Academic Press, 1975.

Markus Aurada, Michael Feischl, Thomas Fiihrer, Michael Karkulik, Jens Markus Melenk,
and Dirk Praetorius. Inverse estimates for elliptic integral operators and application to the
adaptive coupling of FEM and BEM. Technical report, Institute for Analysis and Scientific
Computing, TU Wien, 2012. in preparation.

Markus Aurada, Michael Feischl, Thomas Fiihrer, Michael Karkulik, and Dirk Praetorius.
Efficiency and optimality of some weighted-residual error estimator for adaptive 2d boundary
element methods. ASC Report 25, Institute for Analysis and Scientific Computing, TU Wien,
2012.

Markus Aurada, Michael Feischl, Petra Goldenits, Michael Karkulik, Markus Mayr, and Dirk
Praetorius. Convergence of adaptive bem for some mixed boundary value problem. Appl.
Numer. Math, 62:226-245, 2012.

Markus Aurada, Michael Feischl, Josef Kemetmiiller, Marcus Page, and Dirk Praetorius. Fach
H'/2_stable projection yields convergence and quasi-optimality of adaptive fem with inhomo-
geneous dirichlet data in R%. Technical Report 03, TU Wien, 2012.

Markus Aurada, Samuel Ferraz-Leite, and Dirk Praetorius. Estimator reduction and conver-
gence of adaptive bem. Appl. Numer. Math, 62:787-801, 2012.

Mario Arioli and Daniel Loghin. Discrete interpolation norms with applications. SIAM J.
Numer. Anal., 47(4):2924-2951, 2009.

Mark Ainsworth, William McLean, and Thanh Tran. The conditioning of boundary element
equations on locally refined meshes and preconditioning by diagonal scaling. STAM J. Numer.
Anal., 36(6):1901-1932 (electronic), 1999.

Mark Ainsworth, Bill McLean, and Thanh Tran. Diagonal scaling of stiffness matrices in the
Galerkin boundary element method. ANZIAM J., 42(1):141-150, 2000. Papers in honour of
David Elliott on the occasion of his sixty-fifth birthday.

Peter Binev, Wolfgang Dahmen, and Ron DeVore. Adaptive finite element methods with
convergence rates. Numer. Math., 97(2):219-268, 2004.



142

LITERATURVERZEICHNIS

[Beb00]

[BL76]

[BPS02]

[BS0S]

[BVS4]

[BX91]

[Car02]

[Car04]

[CFO1]

[CKNS08]

[Clé75]

[CMPS04]

[CMS01]

[Cos88|

[CP12]

Mario Bebendorf. Approximation of boundary element matrices. Numer. Math., 86(4):565—
589, 2000.

Joran Bergh and Jorgen Lofstrom. Interpolation spaces. An introduction. Springer-Verlag,
Berlin, 1976. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, No. 223.

James H. Bramble, Joseph E. Pasciak, and Olaf Steinbach. On the stability of the L? projection
in H'(Q). Math. Comp., T1(237):147-156 (electronic), 2002.

Susanne C. Brenner and L. Ridgway Scott. The mathematical theory of finite element methods,
volume 15 of Texts in Applied Mathematics. Springer, New York, third edition, 2008.

Ivo Babuska and Michael Vogelius. Feedback and adaptive finite element solution of one-
dimensional boundary value problems. Numer. Math., 44(1):75-102, 1984.

James H. Bramble and Jinchao Xu. Some estimates for a weighted L? projection. Math.
Comp., 56(194):463-476, 1991.

Carsten Carstensen. Merging the Bramble-Pasciak-Steinbach and the Crouzeix-Thomée crite-
rion for H'-stability of the L2-projection onto finite element spaces. Math. Comp., 71(237):157-
163 (electronic), 2002.

Carsten Carstensen. An adaptive mesh-refining algorithm allowing for an H! stable L? pro-
jection onto Courant finite element spaces. Constr. Approz., 20(4):549-564, 2004.

Carsten Carstensen and Birgit Faermann. Mathematical foundation of a posteriori error esti-
mates and adaptive mesh-refining algorithms for boundary integral equations of the first kind.
Engineering Analysis with Boundary Elements, 25(7):497 — 509, 2001.

J. Manuel Cascon, Christian Kreuzer, Ricardo H. Nochetto, and Kunibert G. Siebert. Quasi-
optimal convergence rate for an adaptive finite element method. SIAM J. Numer. Anal.,
46(5):2524-2550, 2008.

Philippe Clément. Approximation by finite element functions using local regularization.
RAIRO Analyse Numérique, 9(R-2):77-84, 1975.

Carsten Carstensen, Matthias Maischak, Dirk Praetorius, and E. P. Stephan. Residual-based a
posteriori error estimate for hypersingular equation on surfaces. Numer. Math., 97(3):397-425,
2004.

Carsten Carstensen, Matthias Maischak, and Ernst. P. Stephan. A posteriori error estimate
and h-adaptive algorithm on surfaces for Symm’s integral equation. Numer. Math., 90(2):197—
213, 2001.

Martin Costabel. Boundary integral operators on Lipschitz domains: elementary results. STAM
J. Math. Anal., 19(3):613-626, 1988.

Carsten Carstensen and Dirk Praetorius. Convergence of adaptive boundary element methods.
J. Integral Equations Appl., 24:1-23, 2012.



LITERATURVERZEICHNIS 143

[CT87]

[CvPS09]

[DHS07]

[Djo06]

[DNO2]

[Dir96]

[DS80]

[EFGP12]

[EFLFP09]

[EG92|

[Fae93|

[FFKP12]

[FKMP11]

[FLOP10]

[FLPOS]

Michel Crouzeix and Vidar Thomée. The stability in L, and VVp1 of the Ls-projection onto
finite element function spaces. Math. Comp., 48(178):521-532, 1987.

Alexey Chernov, Tobias von Petersdorff, and Christoph Schwab. FExponential convergence
of hp quadrature for integral operator with gevrey kernels. Technical Report 2009-03, ETH
Ziirich, 2009.

Wolfgang Dahmen, Helmut Harbrecht, and Reinhold Schneider. Adaptive methods for bound-
ary integral equations: complexity and convergence estimates. Math. Comp., 76(259):1243—
1274, 2007.

Jelena Djokic. Efficient update of hierarchical matrices in the case of adaptive discretisation
schemes. PhD thesis, Universitiat Leipzig, 2006.

Willy Dorfler and Ricardo H. Nochetto. Small data oscillation implies the saturation assump-
tion. Numer. Math., 91(1):1-12, 2002.

Willy Dorfler. A convergent adaptive algorithm for Poisson’s equation. STAM J. Numer. Anal.,
33(3):1106-1124, 1996.

Todd Dupont and Ridgway Scott. Polynomial approximation of functions in Sobolev spaces.
Math. Comp., 34(150):441-463, 1980.

Christoph Erath, Stefan Funken, Petra Goldenits, and Dirk Praetorius. Simple error estimators
for the galerkin bem for some hypersingular integral equation in 2d. Applicable Analysis, 2012.

Christoph Erath, Samuel Ferraz-Leite, Stefan Funken, and Dirk Praetorius. Energy norm
based a posteriori error estimation for boundary element methods in two dimensions. Appl.
Numer. Math., 59(11):2713-2734, 20009.

Lawrence C. Evans and Ronald F. Gariepy. Measure theory and fine properties of functions.
Studies in Advanced Mathematics. CRC Press, Boca Raton, FL, 1992.

Birgit Faermann. Lokale a-posteriori-Fehlerschdtzer bei der Diskretisierung von Randintegral-
gleichungen. PhD thesis, Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel, 1993.

Michael Feischl, Thomas Fiihrer, Michael Karkulik, and Dirk Praetorius. Quasi-optimal con-
vergence rates for adaptive boundary element method with data approximation. Technical
report, Institute for Analysis and Scientific Computing, TU Wien, 2012. in preparation.

Michael Feischl, Michael Karkulik, Jens Markus Melenk, and Dirk Praetorius. Quasi-optimal
convergence rate for an adaptive boundary element method. ASC Report 28, Institute for
Analysis and Scientific Computing, TU Wien, 2011.

Samuel Ferraz-Leite, Christoph Ortner, and Dirk Praetorius. Convergence of simple adaptive
Galerkin schemes based on h — h/2 error estimators. Numer. Math., 116(2):291-316, 2010.

Samuel Ferraz-Leite and Dirk Praetorius. Simple a posteriori error estimators for the h-version
of the boundary element method. Computing, 83(4):135-162, 2008.



144

LITERATURVERZEICHNIS

[Gan11]

[Geo08]

[GHS00]

[GHS05]

[GS97]

[Hac99]

[Hac09]

[KOP12]

[KPP12]

[Mai00]

[McL00)]

[MK12]

[MN05]

[MNS00]

[MNS02]

Tsogtgerel Gantumur. Adaptive boundary element methods with convergence rates. Technical
report, arXiv, 2011.

Emmanuil H. Georgoulis. Inverse-type estimates on hp-finite element spaces and applications.
Math. Comp., 77(261):201-219 (electronic), 2008.

I. G. Graham, W. Hackbusch, and S. A. Sauter. Discrete boundary element methods on general
meshes in 3D. Numer. Math., 86(1):103-137, 2000.

Ivan G. Graham, Wolfgang Hackbusch, and Stefan A. Sauter. Finite elements on degenerate
meshes: inverse-type inequalities and applications. IMA J. Numer. Anal., 25(2):379-407, 2005.

R. D. Grigorieff and I. H. Sloan. Galerkin approximation with quadrature for the screen
problem in R3. J. Integral Equations Appl., 9(4):293-319, 1997.

Wolfgang Hackbusch. A sparse matrix arithmetic based on h-matrices. I. Introduction to
h-matrices. Computing, 62(2):89-108, 1999.

Wolfgang Hackbusch. Hierarchische Matrizen: Algorithmen und Analysis. Springer, 2009.

Michael Karkulik, Giinther Of, and Dirk Praetorius. Convergence of adaptive 3d bem for weak-
ly singular integral equations based on isotropic mesh-refinement. ASC Report 20, Institute
for Analysis and Scientific Computing, TU Wien, 2012.

Michael Karkulik, David Pavlicek, and Dirk Praetorius. On 2d newest vertex bisection: Opti-
mality of mesh-closure and H'-stability of Lo-projection. ASC Report 10, Institute for Analysis
and Scientific Computing, TU Wien, 2012.

Matthias Maischak. The analytical computation of the galerkin elements for the laplace, lamé
and helmholtz equation in 3d-bem. Technical report, Institute fiir Angewandte Mathematik,
Universitdat Hannover, 2000.

William McLean. Strongly elliptic systems and boundary integral equations. Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 2000.

Markus Mayr and Michael Karkulik. Hilbert3D User Manual, 2012.

Khamron Mekchay and Ricardo H. Nochetto. Convergence of adaptive finite element meth-
ods for general second order linear elliptic PDEs. SIAM J. Numer. Anal., 43(5):1803-1827
(electronic), 2005.

Pedro Morin, Ricardo H. Nochetto, and Kunibert G. Siebert. Data oscillation and convergence
of adaptive FEM. SIAM J. Numer. Anal., 38(2):466-488 (electronic), 2000.

Pedro Morin, Ricardo H. Nochetto, and Kunibert G. Siebert. Convergence of adaptive finite
element methods. SIAM Rev., 44(4):631-658 (electronic) (2003), 2002. Revised reprint of
“Data oscillation and convergence of adaptive FEM” [STAM J. Numer. Anal. 38 (2000), no. 2,
466-488 (electronic); MR1770058 (2001g:65157)].



LITERATURVERZEICHNIS 145

[Mor08]

[Nedo1]

[NSV09)

[NV11]

[QV94]

[RS07]

[Sch94|

[Schos]

[SewT72]

[SS11]

[Ste01]

[Ste07]

[Ste08a]

[Ste08b]

Charles B. Morrey, Jr. Multiple integrals in the calculus of variations. Classics in Mathematics.
Springer-Verlag, Berlin, 2008. Reprint of the 1966 edition.

Jean-Claude Nédélec. Acoustic and electromagnetic equations, volume 144 of Applied Math-
ematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 2001. Integral representations for harmonic
problems.

Ricardo H. Nochetto, Kunibert G. Siebert, and Andreas Veeser. Theory of adaptive finite
element methods: an introduction. In Multiscale, nonlinear and adaptive approxzimation, pages
409-542. Springer, Berlin, 2009.

Ricardo H. Nochetto and Andreas Veeser. Primer of adaptive finite element methods. In
Multiscale and Adaptivity: Modeling, Numerics and Applications, CIME Lectures. Springer,
Berlin, 2011.

Alfio Quarteroni and Alberto Valli. Numerical approzimation of partial differential equations,
volume 23 of Springer Series in Computational Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1994.

Sergej Rjasanow and Olaf Steinbach. The fast solution of boundary integral equations. Math-
ematical and Analytical Techniques with Applications to Engineering. Springer, New York,
2007.

Christoph Schwab. Variable order composite quadrature of singular and nearly singular inte-
grals. Computing, 53(2):173-194, 1994.

Christoph Schwab. p- and hp-finite element methods. Numerical Mathematics and Scientific
Computation. The Clarendon Press Oxford University Press, New York, 1998. Theory and
applications in solid and fluid mechanics.

Edward Granville Sewell. Automatic generation of triangulations for piecewise polynomial
approzimation. PhD thesis, Purdue University, 1972.

Stefan A. Sauter and Christoph Schwab. Boundary element methods, volume 39 of Springer
Series in Computational Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2011. Translated and expanded
from the 2004 German original.

Olaf Steinbach. On the stability of the Lo projection in fractional Sobolev spaces. Numer.
Math., 88(2):367-379, 2001.

Rob Stevenson. Optimality of a standard adaptive finite element method. Found. Comput.
Math., 7(2):245-269, 2007.

Olaf Steinbach. Numerical approzimation methods for elliptic boundary wvalue problems.
Springer, New York, 2008. Finite and boundary elements, Translated from the 2003 German
original.

Rob Stevenson. The completion of locally refined simplicial partitions created by bisection.
Math. Comp., T7(261):227-241 (electronic), 2008.



146

LITERATURVERZEICHNIS

[Str71]

[S790]

[Tar07]

[Tri95]

[Ver84|

[Ver96|

Arthur H. Stroud. Approzimate calculation of multiple integrals. Prentice-Hall Inc., Englewood
Cliffs, N.J., 1971. Prentice-Hall Series in Automatic Computation.

L. Ridgway Scott and Shangyou Zhang. Finite element interpolation of nonsmooth functions
satisfying boundary conditions. Math. Comp., 54(190):483-493, 1990.

Luc Tartar. An introduction to Sobolev spaces and interpolation spaces, volume 3 of Lecture
Notes of the Unione Matematica Italiana. Springer, Berlin, 2007.

Hans Triebel. Interpolation theory, function spaces, differential operators. Johann Ambrosius
Barth, Heidelberg, second edition, 1995.

Gregory Verchota. Layer potentials and regularity for the Dirichlet problem for Laplace’s
equation in Lipschitz domains. J. Funct. Anal., 59(3):572-611, 1984.

Riidiger Verfiirth. A review of a posteriori error estimation and adaptive mesh-refinement
techniques. Wiley-Teubner, 1996.



LEBENSLAUF

Institut fiir Analysis und Scientific Computing Tel.: +-+43 1 58801-10154
Wiedner Hauptstrafe 8-10 Mail: michael.karkulik@tuwien.ac.at
1040 Wien http://www.asc.tuwien.ac.at/~mkarkulik/

PERSONLICHE DATEN

Name Michael Karkulik
Geburtstag 12. Juni 1983
Geburtsort Steyr
Staatsbiirgerschaft Osterreichisch
AUSBILDUNG
seit 07/2009 Technische Universitit Wien
Doktoratsstudium

07/2009 — 10/2012  Mitglied des FWF Forschungsprojekts ,,Adaptive Boundary
Element Method“ gefordert durch den Fonds zur Forderung der wissen-
schaftlichen Forschung (P21732)

10/2004 — 04/2009 Technische Universitit Wien
Diplomstudium Technische Mathematik
Abschluss mit Auszeichnung
Titel der Diplomarbeit: ,Quasi-Interpolation Operators for
hp-Finite Element Methods*

10/2003- 10/2004  Johannes Kepler Universitit, Linz
Diplomstudium Technische Mathematik

10/1997- 06/2002  Hohere Technische Bundeslehranstalt Steyr
Fachbereich Elektronik — Technische Informatik
Abschluss: Matura



PUBLIKATIONEN, PREPRINTS UND ARBEITEN

M. Aurada, M. Feischl, T. Fiihrer, M. Karkulik, J. M. Melenk, D. Praetorius:
Classical FEM-BEM coupling methods: nonlinearities, well-posedness, and adaptivity,
accepted for publication in Computational Mechanics (2012).

M. Aurada, M. Feischl, M. Karkulik, D. Praetorius:
A posteriori error estimates for the Johnson-Nédélec FEM-BEM coupling,
Eng. Anal. Bound. Elem., 36 (2012), 255-266.

M. Aurada, S. Ferraz-Leite, P. Goldenits, M. Karkulik, M. Mayr, D. Praetorius:
Convergence of adaptive BEM for some mixed boundary value problem,
Appl. Numer. Math., 62 (2012), 226-245.

M. Aurada, M. Ebner, M. Feischl, S. Ferraz-Leite, P. Goldenits, M. Karkulik, M. Mayr, D. Praetorius:
HILBERT-A MATLAB Implementation of Adaptive 2D-BEM,
ASC Report 24/2011, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitat Wien, 2011,
ISBN 978-3-902627-04-9.

M. Aurada, M. Feischl, T. Fiihrer, M. Karkulik, D. Praetorius:
Efficiency and optimality of some weighted-residual error estimator for adaptive 2D boundary
element methods,
ASC Report 15/2012, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitit Wien, 2012,
ISBN 978-3-902627-05-6, S. 1-27.

M. Feischl, M. Karkulik, J. M. Melenk, D. Praetorius:
Quasi-optimal convergence rate for an adaptive boundary element method,
ASC Report 28/2011, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitat Wien, 2011,
ISBN 978-3-902627-04-9.

M. Karkulik, G. Of, D. Praetorius:
Convergence of adaptive 3D BEM for weakly singular integral equations based on isotropic
mesh-refinement,
ASC Report 20/2012, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitat Wien, 2012,
ISBN 978-3-902627-05-6, S. 1-25

M. Karkulik, D. Pavlicek, D. Praetorius:
On 2D newest vertex bisection: Optimality of mesh-closure and H!-stability of L,-projection,
ASC Report 10/2012, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitit Wien, 2012,
ISBN 978-3-902627-05-6, S. 1-28.



M. Feischl (Supervisors: M. Karkulik, D. Praetorius):
Optimality of adaptive 2D boundary element method,
Diplomarbeit, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitat Wien, 2012.

M. Karkulik (Supervisor: J. M. Melenk):
Quasi-Interpolation Operators for hp-Finite Element Methods,
Diplomarbeit, Institut fiir Analysis und Scientific Computing, Technische Universitiat Wien, 2009.



	Einführung
	Konvergenz adaptiver Finite Elemente Methoden
	Konvergenz adaptiver Randelementmethoden
	Die Modellprobleme
	Aufbau der Arbeit und wesentliche Resultate
	Weitere Anwendungen der Resultate

	Funktionenräume
	Notation
	Sobolevräume
	Interpolationsräume
	Dualräume
	Diverses

	Diskrete Räume
	Gitter
	Newest Vertex Bisection
	Polynomräume
	Die L2-Projektion
	Approximationsresultate
	Inverse Ungleichungen

	Integraloperatoren
	Integraloperatoren für die Laplacegleichung
	Inverse Ungleichungen für Integraloperatoren

	h-Adaptivität für die schwach singuläre Integralgleichung
	Adaptiver Algorithmus
	A-priori Konvergenz des adaptiven Algorithmus
	h-h/2-Fehlerschätzer und Konvergenz
	Gewichteter residualer Fehlerschätzer und Konvergenz
	Gewichteter residualer Fehlerschätzer und Quasioptimalität

	h-Adaptivität für die hypersinguläre Integralgleichung
	h-h/2-Fehlerschätzer und Konvergenz
	Gewichteter residualer Fehlerschätzer und Konvergenz
	Gewichteter residualer Fehlerschätzer und Quasioptimalität

	Numerische Experimente
	Implementierung
	Hilbert3D
	Quadraturformeln
	Die Berechnung der Matrixeinträge
	Matrixkompression
	Implementierung des Residualschätzers und der Oszillationen
	Lösen und Vorkonditionieren des linearen Gleichungssystems

	Schwach singuläre Integralgleichung
	L-förmiges Gebiet
	Fichera's Würfel

	Dirichletproblem
	Abschließende Bemerkungen

	Lebenslauf

