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Kurzfassung

Bei mechanischen Systemen, bei denen Parameter periodisch von der Zeit abhdngig sind,
spricht man von parametererregten Systemen. Sind diese Abhédngigkeiten der Parameter
zeitperiodisch, so kann es hierbei abhédngig von der Frequenz (2 der Parametererregung
zu negativen oder auch positiven Effekten auf die Stabilitit des Systems kommen. Eine
Steigerung der Stabilitat (Parameterantiresonanz) tritt u. U. dann auf, wenn (2 gleich der
Differenz zweier Eigenfrequenzen des Systems ist. Die Stabilisierung tritt deswegen ein,
weil periodisch Energie in hohere Schwingungsmoden transferiert wird, in denen die
modalen Dampfungen grofier sind. Die im System enthaltene Energie kann dort schneller
dissipiert werden.

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, solche parametererregte Mehrfreiheitsgrad-
Drehschwinger-Systeme unter Erregung in Anti-Resonanz zu untersuchen. Im Be-
sonderen wird die Frequenz des angesprochenen Energietransfers in der Anti-Resonanz
analytisch bestimmt und ihre Abhéngigkeit von Parametern sowie ihr Einfluss auf das
Verhalten des Systems diskutiert. Die gemachten Ergebnisse werden numerisch durch
Simulationen beispielhaft iiberpriift. Es werden auch Parameterstudien durchgefiihrt
und alle analytisch gefundenen Zusammenhinge numerisch validiert.

Dazu wird im ersten Teil der Arbeit ein Zweifreiheitsgrad-System untersucht. In ei-
nem weiteren Teil der Arbeit wird dann gezeigt, dass die am Zweifreiheitsgrad-System

gemachten Ergebnisse auf Mehrfreiheitsgrad-Systeme tibertragbar sind.

Schlagworter: Parametererregte Schwingungen, Parameterantiresonanz, Stabilitét,

Tondl-Effekt, quasimodaler Energietransfer



Abstract

This Master Thesis deals with parametrically excited systems, which means some of the
system parameters are varied over time. Because this variation is periodic, these systems
are called time-periodic. Depending on the frequency (2 of this time-periodic variation of
the parameters, one can observe positive and negative effects on the stability of the sys-
tem. An increase of the stability (parameter anti-resonance) can possibly be seen for values
of (2 which are equal to a difference of two natural frequencies of the system. The reason
for this increase of the stability can be explained by a periodic transfer of energy from the
lower to the higher mode.

The goal of this Master Thesis is to study such time-periodic, parametrically excited
systems in anti-resonance. A special focus is put on calculating the frequency of the men-
tioned energy transfer and on a discussion of its dependence on parameters and its in-
fluence on the behaviour of the system. The obtained results are numerically verified by
simulations of exemplary systems. Parameter studies and validations of all analytically
achieved findings are carried out, too. A two degree of freedom system is studied first.
It is then shown that all results for this simple system can be applied to multi degree of

freedom systems.

Key words: parametrically excited vibrations, parametric anti-resonance, stability, Tondl

effect, quasimodal energy transfer
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1 Einleitung

Seit der ersten Veroffentlichung zum Thema Anti-Resonanz bei parametererregten Syste-
men von TONDL [13] im Jahr 1998, die seine bis zu einem Jahrzehnt dlteren Ergebnisse zu
diesem Thema biindelte, wurden viele Eigenschaften dieses Phanomens auf theoretische
aber auch experimentelle Weise u.a. von ECKER [4], ABADI [1] und DOHNAL [3] einge-
hend untersucht. Allmahlich kommt es auch zu ersten Anwendungen dieser Erkennt-
nisse als Konzept der Stabilisierung von instabilen Systemen. So konnte beispielsweise
2012 die Effektivitat der Parametererregung hinsichtlich der Stabilitidt an mechanischen
Filtern fiir elektrische Signale im Bereich der Mikro-Elektro-Mechanischen Systeme [15],
[9] gezeigt werden.

Dabei blieb der eigentliche physikalische Mechanismus der Parameterantiresonanz je-
doch weitgehend unbeachtet. ECKER ET PUMHOSSL [6] zeigten erst 2012 an einem unge-
dampften System in aller Deutlichkeit, dass Parameterantiresonanz darauf beruht, dass
die Energie von der ersten Schwingungsmode des Systems in hohere tibertragen wird.
Dieser Energietransfer erfolgt periodisch mit einer Frequenz, welche sehr viel kleiner ist,
als die Eigenfrequenzen eines solchen Systems.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, das Phinomen von Parameterantiresonanzen an
Mehrfreiheitsgrad-Drehschwingern ndher zu untersuchen und vor allem die Frequenz
des zuvor erwdhnten Energietransfers zu studieren.

Die Arbeit ist dazu in drei Teile gegliedert: In Teil I wird dazu in Kapitel 2 zunéchst
ein Zweifreiheitsgrad-System modelliert. In Kapitel 3 wird erldutert, wie die Stabilitdt
eines solchen Systems numerisch untersucht werden kann. Die in Kapitel 3 dargestellte
Methode wird in Kapitel 4 auf das in Kapitel 2 prasentierte System angewendet um das

allgemeine Verhalten eines solchen parametererregten Systems beispielhaft zu erldutern.



In Teil II wird das in Kapitel 2 eingefiihrte Zweifreiheitsgrad-System hinsichtlich der
Frequenz des Energietransfers zwischen den beiden Schwingungsmoden untersucht, zu-
ndchst bei Parametererregung durch die Variation der Steifigkeit einer Drehfeder (Ka-
pitel 5), dann bei Parametererregung durch die Variation des Massentrdgheitsmoments
eines Korpers des Systems (Kapitel 6). Die gefundenen Ergebnisse werden anschlieffend
in Kapitel 7 durch Untersuchungen an einem System mit konkretem Parametersatz nu-
merisch validiert. Es werden auch Parameterstudien vorgenommen.

In Teil III wird zu Beginn gezeigt, dass die in Teil II gefundenen Ergebnisse auf Syste-
me mit beliebig vielen gekoppelten Drehschwingern iibertragen werden kénnen. Es wird
in Kapitel 8 beschrieben, wie die Frequenzen zwischen den einzelnen Schwingungsmo-
den zu berechnen ist. Es werden dann in Kapitel 9 geddmpfte Mehrfreiheitsgrad-Systeme
diskutiert. Die Ergebnisse aus beiden Kapiteln werden in Kapitel 10 fiir einen konkreten
Parametersatz numerisch untersucht und numerische und analytische Ergebnisse vergli-
chen.

Im abschliefSenden Kapitel 11 werden alle in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse

restimiert und ihre Bedeutung auch in Hinsicht auf mogliche Anwendungen diskutiert.



Teil 1

Grundlagen



2 Modellbildung

2.1 Mechanisches Modell

Wird ein mechanisches System parametererregt, so ist Parameterresonanz zwar schon bei
einem Einfreiheitsgrad-, Parameterantiresonanz aber erst ab einem Zwei-Freiheitsgrad-
System beobachtbar. Bevor spéater auf ein Mehrfreiheitsgrad-System tibergegangen wird,
soll in diesem Teil der Arbeit des einfacheren Verstindnisses wegen mit einer minimal

moglichen Zahl von Freiheitsgraden - also zwei - gearbeitet werden.

7

km(t):cm kiy, ¢y

Abbildung 2.1: Betrachtetes Zwei-Freiheitsgrad-System
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Betrachtet wird ein lineares Zwei-Freiheitsgrad-Drehschwinger-System (siehe Bild 2.1)
mit den Korpern 1 und 2 (Massentragheitsmomente I;(t) und I). Korper 1 ist hierbei
mit dem Inertialsystem tiber eine Drehfeder mit der Steifigkeit ko () und einen visko-
sen Drehdampfer mit der Dampfungskonstanten cy; verbunden. Mit dem Korper 2 ist
Korper 1 tiber eine Drehfeder mit der Steifigkeit ki, und einen viskosen Drehddmpfer
mit der Dampfungskonstanten ¢, gekoppelt. I; () und ko; (¢) sollen zeitvariant sein von
der Form I1(t) = I} (1 +¢1 cos(Q t+¢*)) und ko1(t) = kop (1 + €2 cos(Q t)). Alle
tibrigen Grofien sind zeitunabhingig. Es wurde zwar gezeigt [3], dass auch die Variati-
on einer Dampfungskonstanten tiber der Zeit positive Effekte hinsichtlich der Stabilitat
des Systems bewirken kann. Der Effekt ist allerdings nicht so grofs, wie bei der Variation
konservativer Parameter des Systems.

Die Verdrehung des Korpers 1 gegeniiber dem Inertialsystem ist 7y, die des Korpers
2 ist 7.

Die Bewegungsgleichungen des Systems ergeben sich zu

M(t) 4+ Cq+K(t)y=0. (2.1)

Dabei ist () eine Ableitung beziiglich der Zeit ¢.

Die zeitabhéngige Massenmatrix M (t) kann zerlegt werden in

11 0 % Il 0
M(t) = Mo+ M, (t) = +e1 cos(Qt+¢*) , (2.2)
0 I 0 0

die zeitunabhédngige Dampfungsmatrix C ergibt sich zu

c— co1 +C12 —C12 2.3)

—C12 C12
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und die zeitabhédngige Steifigkeitsmatrix K(t) zu

koi +kiz —ki2 koi O
K(t) =Ko+ K, (t) = + e cos(Nt) , (2.4)

wobei fiir €1 und ¢, gelten soll: e1, e < 1.

Damit lasst sich Gl. (2.1) umschreiben zu

MOI)‘/_‘_C"Y—FKO'Y:_MPE(t);Y_KPE(t)fY' (2.5)

2.2 Berechnung der Eigenfrequenzen

Zum weiteren Vorgehen ist es sinnvoll, die Bewegungsgleichungen quasimodal zu redu-
zieren. Dazu ist es zundchst notwendig, die Eigenkreisfrequenzen zu bestimmen.

Fiir das System ohne Parametererregung ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu

Myy+Cy+Kyy=0. (2.6)
Gl. (2.6) lasst sich auf ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung erweitern:

= 2.7)

e |7 = = A . (2.8)
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Mit dem Ansatz [y 4]T = yeM folgt daraus das Eigenwertproblem

(A—A)v =0. (2.9)

Die Eigenwerte A; = p; & iw; sind paarweise konjugiert komplex und die Imaginarteile
w; die Eigenkreisfrequenzen des geddmpften Systems. Die vier komplexen Eigenvekto-
ren v; haben jeweils zwei konjugiert komplexe Eintrdge ¢;; & ix;;, deren Realteile ¢;; die
Eigenformen des geddmpften System darstellen.

Ist C = 0, so vereinfacht sich das Eigenwertproblem: Die Eigenwerte A; sind rein ima-
gindr und die Eigenvektoren v; rein reell. Das Eigenwertproblem ldsst sich dann schrei-

ben als

(K — w?My)p =0, (2.10)

wobei gilt g, = [pi @]t

Die Eigenkreisfrequenzen ergeben sich dann zu

| Likip + I (kor + k12) Lkip + I (kor +k12) \* ko1 ki
“i2 T J 2L I = 2L I, A (2.11)

und die Eigenvektoren zu

. 1
@ = , (2.12)

k1»
kip—I w;?

wobei eine Normierung ¢;; = 1 gewédhlt wurde.
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2.3 Quasimodale Reduktion

Werden die Eigenvektoren ¢ beziiglich dem zeitunabhéngigen Teil Mo der Massenma-

trix normiert, so dass gilt

@ Mog; = 1. (2.13)

So erhilt man mit GL. (2.12) und Gl. (2.2) die normierten Eigenvektoren zu

w2l —kip
AN L2+ (k2 —2kppw2 1) +k3,
@ = Vit L2+ (B,—2kpw2h) h+k3, I ' (2.14)
_ ki
\/wi411 122+(k%szkuwizll)Ierk%le
Die Eigenvektoren ¢; konnen dann zur Modalmatrix ® = [p; ¢,] zusammengefasst

werden.

Die Verdrehungen ¢ = [y 2] gegeniiber dem Inertialsystem werden mit ¢ = ®u
auf die quasimodalen Verdrehungen u transformiert. Bei einem linearen, zeitunabhidngi-
gen System wie Gl. (2.6) wiirde das dazu fiihren, dass die Gleichungen entkoppelt wiir-
den. Die Transformation hétte auch eine modale Reduktion zur Folge, d. h., die Verdre-
hungen u wéren die modalen Verdrehungen des Systems. Das ist beim vorliegenden Sys-
tem nicht der Fall.

Die Gleichungen werden nicht entkoppelt, weil die Transformation zwar zu einer Ent-
kopplung der Gleichungen beziiglich der linken Seite (zeitinvariante Terme), aber gleich-
zeitig zu einer Kopplung beziiglich der rechten Seite (zeitvariante Terme) fiihrt. Aufier-
dem kann nicht ldnger von einer Transformation auf modale Verdrehungen gesprochen
werden, weil das Eigenwertproblem, was zu diesen Moden fiihrt, nur fiir lineare, zeitu-
nabhéngige Gleichungssysteme gilt. Da die Zustandsgrofien, auf die transformiert wird,
tiir die hier betrachteten Fille (e1, e, < 1) hinsichtlich ihrer Eigenschaften, nicht aber ma-
thematisch mit den modalen Verdrehungen tibereinstimmen, so soll hier von quasimodalen

Verdrehungen die Rede sein. Nach einer solchen quasimodalen Transformation lasst sich
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Gl. (2.5) schreiben als

@' My @it + @' CPit + O KogPu = @M, it + @K, Du. (2.15)

Wegen Gl. (2.13) gilt

— 0 —
i+ Ziu+ Au = n o g (I; &1 cos(Qt + ¢*)it + ko1 €2 cos(Q t)u).

—P11 $21 —4%1
(2.16)

Es lasst sich auflerdem zeigen (siehe bspw. [12]), dass die Spektralmatrix A eine Diago-

nalmatrix mit den Quadraten der Eigenkreisfrequenzen als Eintrage ist:

w% 0
A= . (2.17)
0 w?

Die Eigenkreisfrequenzen sollen so benannt werden, dass gilt w; < ws.
Im Fall von Proportionalddimpfung, d. h., wenn die Dampfungsmatrix C sich durch Li-
nearkombination von dem zeitunabhingigen Teil My der Massenmatrix und dem zeitu-

nabhéngigen Teil Ky der Steifigkeitsmatrix bilden ldsst, gilt zudem (siehe z.B. [12])

201w 0
z- | . (2.18)

0 20w

Im folgenden soll fiir die Dampfungsmatrix C gelten

C =5 Ko (2.19)

mit é < 1.
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Die modalen Dampfungen (; ergeben sich dadurch zu

gi=22 (2.20)

24 Normierung der Bewegungsgleichungen

Zur Reduktion der Anzahl der Parameter konnen die modalen Bewegungsgleichungen
Gl. (2.16) auf eine Eigenzeit T = (2 t definiert {iber die Parametererregerfrequenz (2 nor-

miert werden. Dabei gilt % =0 diT. Gl. (2.16) wird damit zu

s 0 Y1 — @2 —
u + 02 u + 0?2 y— P11 P11 P21 (mPE(T)uN + koo (1)) .
w3 w5 2
0 o 0 & —¢11 P21 Py

(2.21)

Hierbei stellt ()’ = 4 eine Ableitung nach der Eigenzeit T dar. Wegen w; < w; gilt dabei:
B=m<m=%
Die Parametererregung m,. durch den zeitvarianten Anteil der Massenmatrix M(t)

ergibt sich zu

Le
Mpy = % cos(T + ) (2.22)

und die Parametererrung k,, durch den zeitvarianten Anteil der Steifigkeitsmatrix K(t)

zu

koie2
kPE = 02

cos(T) . (2.23)
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Fiir das weitere Vorgehen ist es zudem notwendig mit g = [u] u5 u} ul]T auf ein System

von Differentialgleichungen erster Ordnung tiberzugehen:

1000 00 0 0
0100 00 0 0 /
+ ) Mpg | 4 =
0010 00 ¢11 @uoen
0001 00 guen ¢y (2.24)
0 0 1 0 0 0 00
0 0 1 0 0 00 .
i . + e | 4
—Y 0 =59 0 ~¢f —puexn 00
2 2
0 _% 0 —5% —puga  —¢y 00

2.5 Einfiihrung eines numerischen Modells

In Kapitel 5, Kapitel 6, Kapitel 8 und Kapitel 9 werden analytisch Ndherungslosungen
von Gl. (2.24) bzw. GI. (2.21) berechnet. Um die mit dieser Ndherung gemachten Feh-
ler durch Simulationen abschétzen zu konnen, ist es notwendig ein numerisches Modell
aufzustellen. Des Weiteren soll das numerische Modell benutzt werden um das generelle
Verhalten des System zu untersuchen und darzustellen. AufSerdem ist ein solches Modell
dort von Vorteil, wo analytische Vorgehensweisen an ihre Grenzen stofien, um wenigs-
tens noch {iber numerische Methoden das Verhalten des Systems untersuchen zu kénnen.
Die entsprechenden Werte der Parameter sind in Tabelle 2.1 gelistet. Alle Parameter sind
einheitenlos und haben bis auf die Dampfungskonstanten und die Amplituden der Pa-
rametererregung den Betrag 1. Der Parametersatz hat keinen konkreten Bezug zu einem
mechanischen oder elektro-mechanischen System.

Die in Tabelle 2.1 angegebenen Werte fiihren auf die ungedampften und gedampften

Eigenkreisfrequenzen und Parameterantiresonanzfrequenzen nach Tabelle 2.2.
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Tabelle 2.1: Parametersatz des numerischen Modells
Parameter Wert

Massentragheitsmomente [} =1, =1

Steifigkeiten kpn =k =1
Dampfungen co1 = c12 = 0.025
Amplituden der €1 =6 =02
Parametererregung

Tabelle 2.2: Aus dem Parametersatz abgeleitete Grofien des numerischen Modells

Grofle Wert

ungedampfte Eigenkreisfrequenzen w; = 0.618034, w, = 1.618034
gedampfte Eigenkreisfrequenzen wy,, = 0.618036, w;,, = 1.617724
1. Parameterantiresonanzfrequenz =~ (2p = wy —w; =1

quasimodale Dampfungen {1 =7.725-1073,{, = 20.225- 103
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3 Stabilitdt linearer, zeitabhangiger

Differentialgleichungssysteme

Die Stabilitdt linearer, zeitabhdngiger Differentialgleichungssysteme kann nicht, wie es
bei linearen, zeitunabhédngigen Systemen der Fall ist, iiber die Berechnung der Eigenwer-
te der Jakobimatrix erfolgen, weil die Jakobimatrix in diesem Fall per Definition zeitab-
hingig ist, was damit auch fiir ihre Eigenwerte gilt. Analytisch kann die Stabilitét sol-
cher Systeme beispielsweise tiber die Tondl-Floquet Methode, die Methode der Harmo-
nischen Balance, die Method of Multiple Scales, oder wie in Teil II und III mit der Mitte-
lungsmethode nach Krylov-Bugoljobov bestimmt werden. Numerisch hingegen kann die
Stabilitét solcher Systeme mit der Floquet-Methode (siehe bspw. [10], [14]) oder der Hill-
Methode bewertet werden. Erstere findet in dieser Arbeit Anwendung und soll deswegen
im folgenden kurz erldutert werden.

In Kapitel 2 konnten die Bewegungsgleichungen auf ein Differentialgleichungssystem

erster Ordnung der Gestalt

q = f(q(1),Q,7) (3.1)

gebracht werden, wobei (2 ein beliebiger aber fester Parameter ist, der spéater variiert

werden soll. Man kann nun annehmen, dass die Losung q(7) von der Gestalt
q(t) = 4o(7) + Aq(7) (3.2)

ist. Dabei ist g,(7) der periodische Anteil der Losung mit konstanter Amplitude und
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Aq(7) eine zusétzliche Stérung. Die gesamte Losung ¢(7) ist dann und nur dann stabil,

wenn die folgende Bedingung gilt

q(t+T) < 4(7), (33)

d. h., wenn die Losung nach einer Periode T des periodischen Anteils der Losung mit
konstanter Amplitude nicht grofser ist als zuvor. Diese Bedingung ist d4quivalent zur Be-

dingung

Aq(t+T) < Aq(7). (34)

Setzt man Gl. (3.2) in Gl. (3.1) ein, entwickelt man den Ausdruck fiir g = g, + Aq in eine
Taylorreihe um g, und vernachléssigt man dabei nichtlineare Terme der Stérung Ag, so

erhilt man schliefdlich
Aq' = JAq(7), (3.5)

wobei die Jakobimatrix J(gq(7),Q,7) = % im Fall eines linearen Systems gleich
der Systemmatrix A(t, () ist (9’ = A(7,Q)q(7)). Ein Satz von Fundamentallésungen

AQ(t + T) der Stérung Aq nach einer Periode T ldsst sich schreiben als

AQ(T + T) = RAQ(1). (3.6)

Dabei ist Q(7) ein Satz von Fundamentalldsungen zu Beginn der Periode T. Die Mono-
dromiematrix R, die beide Sdtze von Fundamentallosungen zu einander in Beziehung
setzt, kann im Fall linearer Differentialgleichungssysteme durch N-fache Integration

der Systemmatrix A mit N von einander unabhingigen Anfangsbedingungen gebildet
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werden. N ist hierbei die Anzahl von Gleichungen des Differentialgleichungssystems
q = A(t,2)q(7).
Vergleicht man GI. (3.6) und GL. (3.4), so sieht man, dass fiir eine stabile Losung g fiir

die Betrdge aller Eigenwerte ¢, der Monodromiematrix R gelten muss

|0u] = leig(R)[ < 1. (3.7)

Die Eigenwerte ¢, der Monodromiematrix R werden nach dem franzosischen Mathema-
tiker GASTON FLOQUET (1847-1920) Floquet-Multiplikatoren genannt.

Fiir Systeme linearer, zeitabhdngiger, gewohnlicher Differentialgleichungen mit dissi-
pativen Termen, wie im hier dargestellten Fall, wird der Ausdruck AQ(t+ T) = RAQ(71)
gleichbedeutend mit Q(7 + T) = RQ(7). Wegen der Linearitit der Differentialgleichun-
gen existiert nur eine Losung. Diese ist wegen der im System enthalten Dampfung und

nicht vorhandener, von den Zustandsgrofien unabhidngigen Krafte fiir T — 0 Null.
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4 Effekte bei Parametererregung

In diesem Kapitel sollen Effekte, wie sie an parametererregten System auftreten, beispiel-
haft an dem in Kapitel 2 vorgestellten Zwei-Freiheitsgrad-System unter Parametererre-
gung durch periodische Variation der Steifigkeit ko (t) gezeigt werden. Die Massentrag-
heitsmomente bleiben konstant tiber der Zeit.

Berechnet man, wie in Kapitel 3 beschrieben, die Floquetmultiplikatoren in Abhédn-
gigkeit der Parametererregungsfrequenz (2 (siehe Bild 4.1), so kann die Stabilitdt des

Systems beurteilt werden.

1.1

1.05F -

maz(|pn|)

095 B

0.9

Wy — Wi w1 wy +w

Abbildung 4.1: Wert des betragsmaéfiig grofiten Floquetmultiplikators in Abhdngigkeit

von der Parametererregungfrequenz (2

Der grofite Floquetmultiplikator wird in zwei Bereichen der Parametererregungsfrequenz
betragsmaflig grofer als 1. Diese Wertebereiche der Parametererregungsfrequenzen lie-

gen in der Ndhe von (2 = 2w; und (2 = w; + wy. Die Amplituden der Losungen fiir
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q(7) wachsen im Bereich dieser Frequenzen abhéngig von den Anfangsbedingungen ex-
ponentiell {iber der Zeit an. Das System ist in der Ndhe dieser Stellen der Parametererre-
gungsfrequenz deswegen instabil.

Diese Instabilitdten sind allgemein unter dem Begriff Parameterresonanzen bekannt.
Die Verwendung des Begriffs Resonanz anstelle von Instabilitit ist historisch begriindet.
Mit Resonanzen haben diese Instabilitidten allerdings nur gemein, dass sie auf ein endli-
ches Intervall der Parametererregungsfrequenz (2 begrenzt und zudem im Allgemeinen
schmal sind und damit durch Steigerung von (2 tiberfahren werden konnen. In Zwei-
Freiheitsgrad-Systemen treten primédre Parameterresonanzen auf, wenn fiir die Parame-

tererregungsfrequenz (2 gilt

i=12 keN (4.1)

und Parameterkombinationsresonanzen, wenn (2 die Werte

w1t W
PRK/E K — k

0 , keN (4.2)

annimmt [4], [5]. Dabei sind w; die Eigenkreisfrequenzen des Systems. Die Instabilitit
bei (2 = 2w; ist eine solche primédre Parameterresonanz und jene bei (2 = w; + w, eine
Parameterkombinationsresonanz. Es ldsst sich numerisch [9] und analytisch [2] zeigen,
dass fiir (2, ; und gerade Werte fiir k eine Periodenverdopplung eintritt, d.h. dass das
System mit halber Frequenz der Parametererregung schwingt.

Dass keine Parameterresonanzen fiir hohere Werte von k auftreten, bzw. tiberhaupt
keine primére Parameterresonanz (2, > = 2% in Abhdngigkeit der zweiten Eigenkreis-
frequenz wy, hat den Grund, dass das System geddmpft ist. Parameterresonanzen fiir
beliebige Werte von k treten nur bei ungeddmpften Systemen auf. Sie werden mit stei-

gendem k schmaler und verschwinden mit steigender Dampfung.
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Eine lokales Minimum und somit eine signifikante lokale Steigerung der Stabilitdt tritt
beim betrachteten System bei einer Parametererregungsfrequenz (2 = wy — wj auf. Die-

ses Phdnomen, dass das System an Stellen

_ w1 — wy|
PARK k

@] , kelN (4.3)

einen deutlichen Zuwachs an Stabilitit erfihrt, ist als ,,Parameterantiresonanz” bekannt
und wurde zuerst von TONDL [13] beschrieben. Dieses Verhalten ist besonders deswegen
von Bedeutung, weil es auch erhalten bleibt, wenn das System beispielsweise durch das
Hinzufiigen einer negativen Dampfung, fiir (2 = 0 instabil wird.

Modifiziert man das in Kapitel 2 dargestellte System dergestalt, dass Korper 2 mittels
eines Drehddmpfers mit negativer Dampfungskonstante cp; = —0.05 gegen das Inerti-
alsystem gefesselt wird (siehe Bild 4.2) so ergibt sich der in Bild 4.3 dargestellte Verlauf
des Betrags des maximalen Floquetmultiplikators max(|¢,|) in Abhingigkeit von der Pa-
rametererregungsfrequenz (2: Das System ist dann tiberhaupt nur noch in einem kleinen

Bereich um (2 = w, — w; stabil.

7 ?_fcofo

km(t);cm ki, ¢y

LN () s

Y1 Y2

Abbildung 4.2: Systemerweiterung durch einen Selbsterregungsmechanismus in Form

eines Drehdampfers mit negativer Ddimpfungskonstanten cq
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1.25 T T

1.2 o

1.1

maz(|pn|)

1.05

0.95 : :

Q2

Abbildung 4.3: Wert des betragsmaflig grofiten Floquetmultiplikators in Abhdngigkeit
der Parametererregungfrequenz (2 beim modifizierten System nach

Bild 4.2

Solch eine negative Dampfungskonstante ist die einfachste Art Selbsterregung zu model-
lieren. Selbsterregung tritt bei Drehschwingungssystemen in der Praxis in vielerlei Form
auf. Eine besonders hdaufige Art der Selbsterregung ist jene durch Stick-Slip-Effekte. Der-
artige Probleme treten bei Walzanlagen, beispielsweise in der Stahl- oder Papierproduk-
tion oder auch bei Zentrifugen auf. Sie stellen bei der Auslegung der Dampfer immer
wieder eine Herausforderung dar. Deswegen ist gerade fiir solche Systeme eine mog-
lichst gute Ausnutzung der im System vorhandenen Dampfung und ein zusitzlicher
Dampfungseffekt, wie er durch Parametererregung mit Parameterantiresonanzfrequenz
geschieht, wichtig.

Das Phanomen der Parameterantiresonanz wurde in den letzten beiden Jahrzehnten
haufiger untersucht und diskutiert. Der physikalische Mechanismus, der diesem Phéno-
men zu Grunde liegt, wurde allerdings wenig behandelt. Erst ECKER ET PUMHOSSL [6]
konnten zeigen, dass der Stabilitdtsgewinn in der Parameterantiresonanz darin begriin-
det liegt, dass ein Energietransfer zwischen den Schwingungsmoden stattfindet.

Unterliegt das in Kapitel 2 beschriebene, aber ungeddmpfte Zwei-Freiheitsgrad-

System (cp1 = cgp = 0) einer Parametererregung mit Parameterantiresonanzfrequenz so
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wird periodisch Energie von der einen zur anderen quasimodalen Schwingungsform
(,Quasimode”) iibertragen (siehe Bild 4.4). Bricht man die Parametererregung zu einem
gewissen Zeitpunkt ab, so bleiben die in der ersten und zweiten Quasimode gespeicher-
ten Energien konstant tiber der Zeit (siehe Bild 4.5).

Betrachtet man das System nun mit Dampfungskoeffizienten cy; = cpp = 0.025 und

bringt keine Parametererregung in das System ein, so erkennt man, dass die Energie der

w2

2
w1) = 6.85 mal schneller dissipiert wird als die der ersten

zweiten Quasimode %—zi = (
Quasimode (siehe Bild 4.6). Unterliegt das System nun Parametererregung, so wird pe-
riodisch Energie aus der ersten Quasimode in die zweite Quasimode transferiert (siehe
Bild 4.7). Da die quasimodale Dampfung in der zweiten Quasimode grofier ist, wird die
gesamte im System enthaltene Energie nun wesentlich schneller dissipiert. Bricht man
die Parametererregung zu einem bestimmten Zeitpunkt ab, so wird ab diesem Zeitpunkt
keine Energie mehr von der ersten in die zweite Quasimode transferiert. Die zu diesem
Zeitpunkt in der zweiten Quasimode gespeicherte Energie klingt rasch ab und die ge-
samte Energie des Systems ab diesem Zeitpunkt wesentlich langsamer als zuvor (siehe
Bild 4.8).

Die Frequenz dieses Energietransfers ist wesentlich langsamer, als die erste oder zwei-

te Eigenkreisfrequenz des Systems. Diese Frequenz zu bestimmen, soll Ziel der folgenden

Kapitel sein.
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Abbildung 4.4: Simulation der Verdrehungen 7, bzw. quasimodale Verdrehungen 1/,

des ungeddmpften Systems mit Parametererregung mit (2 = wy — wy

tiber der Eigenzeit T mit den Anfangsbedingungen 71 =1, 72 = 71

J2=0
2 2
1 ‘ 1t
= of \ 5 0
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1 0.5 ‘ | ‘ \ ‘\”
|
g \ s 0 ‘ ‘
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Abbildung 4.5: Simulation der Verdrehungen <, /, bzw. quasimodale Verdrehungen 4/,

des ungeddmpften Systems mit abschnittsweiser (0 < T < 100) Parame-

tererregung mit (2 = wy — w; tiber der Eigenzeit T mit den Anfangsbe-

dingungeny; =1, 72 =71 =72 =0
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Abbildung 4.6: Simulation der Verdrehungen -y; /, bzw. quasimodale Verdrehungen u /»
des gedampften Systems ohne Parametererregung iiber der Eigenzeit T

mit den Anfangsbedingungeny; =1,7, =31 =j2 =0

T
(]

o350 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Y2
<

0 50 100 150 200 250 300 200 250 300

Abbildung 4.7: Simulation der Verdrehungen 7/, bzw. quasimodale Verdrehungen u /,
des gedampften Systems mit Parametererregung mit 2 = wy, — w tiber

der Eigenzeit T mit den Anfangsbedingungen y; =1, 72 =1 = 72 =0
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Abbildung 4.8: Simulation der Verdrehungen 7/, bzw. quasimodale Verdrehungen u /,
des geddmpften Systems mit abschnittsweiser (0 < T < 100) Parameter-

erregung mit (2 = w; — wy liber der Eigenzeit T mit den Anfangsbedin-

gungeny1 =1, =91 =72 =0
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5 Mittelungsmethode fiir zeitabhingige
StEiﬁngit k01 (t)

Um die Frequenz des modalen Energietransfers zu berechnen, werden Naherungslosung
der Differentialgleichung Gl. (2.24) fiir verschiedene Arten der Parametererregung ge-
sucht.

Im folgenden soll nur die Steifigkeit ky; harmonisch tiber der Zeit variiert werden. Das
Massentrdagheitsmoment I; soll konstant iiber der Zeit sein. Das System soll weiterhin

ungeddmpft sein. Wenn dabei kp1e; = ¢ < 1 gelten soll, wird Gl. (2.21) zu

2

& 0 9 euen| e
'+ | u=— " — cos(T)u. (5.1)
w) 2 0
0 & P11 921 Py

Die Frequenz der Parametererregung darf um kleine Werte o von (29 abweichen.

Q=0Qy+eo+0O() (5.2)

Es soll eine Ndherung erster Ordnung durchgefiihrt, d. h., Terme hoherer Ordnung wer-

den vernachléssigt. Deswegen gilt

1 1 QO—EO'

Q Qy+er+0(2) 03+ O(2)
1 03—20pe0 1 20

- = v = 2:___
:Qz Qé + O(€) _()(2) Qg

(5.3)
+ O(&?).
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Gl. (5.1) lasst sich daher umschreiben zu

2 0 2
o Ui y— é | P g cos (1)
0 73 0 PnPn 93
(5.4)
2n1w10 0
e U+ 0.
0 212w 0

Es werden die Gleichungen nun dergestalt transformiert, dass die Transformation von u

die Losung der nicht parametererregten Gleichungen ist (siehe [3]). Fiir diese gilt ¢ = 0.

Das fiihrt zu dem Ansatz:

uj = x;cos(1; T) +y;sin(y; T), (5.5)
up = —x; 1; sin(y; T) +y; 1 cos(1; T). (5.6)
Die Ableitung von Gl. (5.5) nach der Eigenzeit T ergibt aber gerade
ui = xjcos(1; T) — x; 1; sin(y; T) + yisin(y; T) +yi n; cos(n; T). (5.7)
Konsistenz von u} (Gl. (5.6)=Gl. (5.7)) ist daher nur gegeben, wenn gilt
x}cos(n; T) + yisin(y; T) = 0. (5.8)
Die Ableitung von Gl. (5.6) nach der Eigenzeit liefert
= —xly; sin(y; T) — x; 47 cos(n; T) + i ni cos(n; T) — y; y? sin(y; T) . (5.9)

uj
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Da sich einige Terme autheben, erhdlt man durch Einsetzen in GL. (5.4)

— x} y;sin(n; T) + vy} i cos(y; T) = Ei(x1,y1,%2,2), (5.10)

€
N2
‘QO

wobei sich die Eintrége F; der vektoriellen Funktion F mit den Abkiirzungen cos(#;; T) =

¢ij, sin(1;; T) = s;; darstellen lassen als

F = ZCBU (xj i +yj s]-) cos(T) —2w; ;0 (x; ¢;i +y; s;). (5.11)
]

Dabei sind 51-]- die Eintrdge der Parametererregungsverteilungsmatrix (PE-

Verteilungsmatrix) )

90%1 P11 ¢21
P11 ¢21 4’%1

S
I

(5.12)

Stellt man Gl. (5.8) nach x; bzw. y; um und setzt in Gl. (5.10) ein, so lasst sich mit Hilfe

von sin?(#; T) + cos?(17; T) = 1 die linke Seite umformen zu

o sin y—cos(ii T) o Mi%
x; n; sin(1; T) + X; Sin(n; 7) ;i cos(n; T) = Sn(n; 1)’
Yt LU BN N 7./
Yi~cos(y 7y 1 SIn0n T) -y coslyi T) = 250 s
so dass sich schliefflich mit dem Zustandsvektor x = [x1 y1 X2 yz]T die jeweils i-te

Gleichung des Gleichungssystems (5.4) umformen lédsst in zwei Gleichungen der Form

xl/' = %Fi(fx, T) S; = EFI‘S(x/ T) ’
0;71 (5.13)
o LT

miti = 1,2. Die rechten Seiten der Gleichungen kénnen in eine endliche Summe der Form
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Ff(x, 1) =) Fy(x 1) (5.14)

zerlegt werden, wobei jeder Summand Fi;f(x, T) periodisch in T ist. Wie im einzelnen
bei den jeweiligen Produkten von harmonischen Funktionen zu verfahren ist, um sie in
Summen zu wandeln, ist in Anhang A beschrieben.

Die gemittelte zeitliche Anderung der Kosinus- bzw. Sinusamplitude %;/ bzw. ij; der

quasimodalen Verdrehung u; ist

xi = /mz Je(x, T) d,

];;:gi’zzn;'r/m 2 kx T)

(5.15)

Der so entstehende Fehler u — # ist dabei von der Ordnung e. Ist Tj ;7 , so ist das In-
tegral tiber den jeweiligen Term F; (x, T) konstant. Nur wenn fiir die Periode des jewei-
ligen Terms Fy; (x, T) gilt Ty = %7—?, dann ergibt das Integral tiber diesen Term F;; (x, T)
einen resonanten Term in ¥'. Ist 7, — 171 = 1 (w2 — w1 = Q) werden einige Terme reso-

nant und man erhélt aus Gl. (5.15)

f'/——s @ — win;oY;
i Q% i y] inioyi |,

A {ﬁ]f + winio%;
yi_ngm 4 ] inioxi

und in Matrixnotation (wie auch in [1], [3] gezeigt)

0 —w1o 0 %@11?21
w10 0 0
¥ — é ! . i onen £=Aypx.  (5.16)
0 0 ﬁ?llfpﬂ 0 — W

4602 P11921 0 W 0
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Schliefilich liefert die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems

det(A1 — Ayy) =0 (5.17)

die Figenwerte A; deren Imagindrteile die gesuchten Frequenzen des Energietransfers

von der einen in die andere Quasimode sind.

5.1 Parametererregung ohne Frequenzabweichung

Fiir den Fall der Parametererregung ohne Frequenzabweichung ist (2 = 2y, d.h.c =0

und Ay wird zu

0 0 0 g
0o o0 —-L o
Ap(p) oo = 2082 (ngm o . (5.18)
0 0 & 0 0
1
-2 0 0 0

Die charakteristische Gleichung Gl. (5.17) des Eigenwertproblems ist dann

2 4
4, 42 [ EP11PA 2 € P11921 1

= 1
AT A ( 4:.(20 ) w1w2+( 400 > w%w% 0 (5 9)

und deren Losung der doppelte, rein imaginédre, konjugiert komplexe Eigenwert

€ Q11921
A=0t+ti———"o—. 5.20
0 14[20,/w1w2 ( )
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Der Imaginérteil w,__ des Eigenwertes A ist dabei die gesuchte Frequenz des quasimo-

Trans

dalen Energietransfers

€ 0119n
Wrpans = 400 /—wlwz : (521)

Man beachte, dass w = Wy, (@11, P21, w1, w2) mit Gl (2.14) und Gl. (2.11) eine ge-

Trans

schlossene analytische Funktion darstellt. Fiir sonst feste Parameter des Systems und im

Bereich kleiner Werte fiir € ist w____ also linear abhédngig von .

Trans

Wird die Amplitude 5, der Parametererregung auf konstanten Wert gehalten, d. h.,
0

wird e mit ¢ = ¢y (23 angepasst, so ergibt sich w, = wTranS(g—i) als Funktion des Ver-

Trans

héltnisses z—i der Eigenkreisfrequenzen bzw. der normierten Eigenkreisfrequenzen Z—i Die

Frequenz w,___ des quasimodalen Energietransfers fallt monoton mit steigendem Verhalt-

Trans

nis der normierten Eigenkreisfrequenzen Z—i und verlduft asymptotisch gegen Null (siehe

Bild 5.1).

WTrans

Abbildung 5.1: Die Frequenz w,_  in Abhédngigkeit des Verhiltnisses % der Eigenkreis-

frequenzen bzw. der normierten Eigenkreisfrequenzen %

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung GI. (5.18) lautet

fi = A;k COS(wTrans,l T) + Bl>|< Sin(wTrans,l T) + CZ* COS(wTrans,Z T) + l)l>|< Sin(wTrans,Z T) * (522)
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Durch die Vielfachheit 2 des Eigenwertes, d.h. weil w;_ ., = wy, ., = Wy, gilt, lassen
sich die Gl. (5.22) schreiben als:
JEl‘ = Ai COS(wTrans T) + Bi Sin(wTrans T) . (523)

Durch die Kopplung der Gleichungen des Differentialgleichungssystems sind die Losun-
gen auch gekoppelt. Die Parameter A; und B; sind von einander abhdngig. Durch Einset-
zen in Gl. (5.18) lassen sich diese gegenseitig ausdriicken, so dass man fiir die gendherte

Losung x schreiben kann

1= Al COS(wTrans T) + Bl Sin(wTrans T)’

]/_1 = A2 COS(CU T) + B2 Sin(wTrans T)’

Trans

4 0 (5.24)
Xy = 2Wians® 201 [—BZ cos(wTranS T) + A» Sin(wTrans T)] ’
€ 911921
4 (@)
o = EW1rans £ 2001 [Bl COS(wTrans T) — A4 sin(mens T)] .
€ P11921

Dabei konnen die verbleibenden Parameter A;, By, A und B; tiber die Anfangsbedin-
gungen ¥(T = 0) = Xy bestimmt werden. Die Anfangsbedingungen ¥; erhilt man mit
GL (5.5) und Gl. (5.6) aus den Anfangsbedingungen it(7t = 0) = i1 fiir die quasimodalen

Verdrehungen:

100 0
00 L 0

X = ! U . (5.25)
01 0 0
00 0 L
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Die gesamte gendherte Losung # fiir den zeitlichen Verlauf der quasimodalen Verdrehun-

gen kann dann durch Einsetzen geschrieben werden als

il; = %; cos(n; T) + ¥; sin(y; 7). (5.26)

Zudem kann iiber die Ndherungslosung i fiir den zeitlichen Verlauf # der quasimodalen

Verdrehungen auch die Energiedifferenz AE,, zwischen der Energie E_, des Systems

S

im Ausgangszustand und der Energie E = E .o T AE,, zum Zeitpunkt, wenn alle

ges, Trans ges,0

Energie in die zweite Quasimode transferiert wurde, abgeschitzt werden.

5.2 Parametererregung mit geringer Frequenzabweichung

Betrachtet man den allgemeinen Satz von Gleichungen Gl. (5.16) fiir die Naherung der
Amplituden der quasimodalen Verdrehungen, so wird schnell klar, dass die Eigenwer-
te A; der Systemmatrix Ay ) in analytischer Darstellung sehr umfangreich werden. Die
charakteristische Gleichung des zugehorigen Eigenwertproblems ist zu lang um hier an-
gegeben zu werden. Thre Losung sind die zwei rein imagindren konjugiert komplexen

Eigenwerte

/\i = :i:wTransll/Z =

j: (4w2+4w1)0\/(4w12w24—8w13wz3+4w14w22)(72+w1w2(20247112§0212+(—8w1w23—8w13w2)02—(2024)1124)212 .
:l: € w1y

409?
(5.27)
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Fiir sonst feste Parameter ldsst sich damit die Abhangigkeit der Frequenz w,__ des qua-

simodalen Energietransfers in Abhédngigkeit kleiner normierter Frequenzabweichungen

o= Q_SQO der Parametererregungsfrequenz (2 um 2y untersuchen. Mit betragsma-
B8ig wachsendem ¢ wachst auch w,_ symmetrisch um ¢ = 0 parabelférmig an (siehe

Bild 5.2).

WTrans

Abbildung 5.2: Frequenz w,__ des quasimodalen Energietransfers in Abhangigkeit klei-

Trans

ner Frequenzabweichungen ¢ der Parametererregungsfrequenz (2
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6 Mittelungsmethode fiir zeitabhingiges

Massentrigheitsmoment [;(¢)

Im folgenden soll nun das Massentragheitsmoment I; () harmonisch iiber der Zeit vari-
iert werden. Die Steifigkeit ko; hingegen soll konstant tiber der Zeit sein. Das System soll

weiterhin ungedampft sein. Wenn dabei I;¢; = ¢ < 1 gelten soll, dann wird GI. (2.21) zu

o0 —¢3 —Pu 9P| e
w4+ | © 2 lm= 1 rer cos(T)u’ . (6.1)
0 & —Pu ¢n  —95

Da die Phasenverschiebung i beziiglich der Phase der Kosinusfunktion des zeitabhan-
gigen Anteils der Steifigkeit ko; angegeben werden soll, dieser hier aber nicht auftritt, so
erscheint auch ¢ nicht in den obigen Gleichungen.

Analog zu Kapitel 5 wird nun die Parameteranregungsfrequenz (2 um kleine Werte &0 va-
riiert und eine Naherung erster Ordnung durchgefiihrt, wodurch sich Gl. (6.1) umformen

lasst zu

2 0 _ 2 _
o UN |- é P11 (P112(P21 cos(T)u”
0 3 0\ \—puuon —o9y
(6.2)
211w 0 0
e ul| +0(2).
0 21’]26020’

Die Gleichungen werden nun dergestalt transformiert, dass die Transformation von u die

Losung der ungestorten Gleichungen ist. Analog zu Kapitel 5 ergibt sich daraus
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— x; msin(; T) + y; nicos(; T) = Fi(x1,y1,%2,92), (6.3)

€
02
QO

wobei sich die Eintrdge F; der vektoriellen Funktion F hier ergeben zu

2
Fi = Z (Pi]' (_X} 17]' S]' — Xj 17]2 C]' + y; 17]' C]‘ — y]' 17]2 S]') COS(T)
j=1

—2w;n; o (x; ¢; +y; si) 64)

2
— 21 Dij ((—x; 77]'2 + y}- 1i) ¢j+ (—y; 17]2 — x; 1j) sj) cos(T)
]:

-2 w; N o (xl- Ci +yi 51') .

Damit folgen analog zu Kapitel 5 die gemittelten zeitlichen Anderungen der Kosinus-

bzw. Sinusamplituden ;' bzw. ; der quasimodalen Verdrehungen u; zu

ij

5 = &
l Q% i

o € Ty
g Q%Wi(

® el

P%ﬁ—%Wﬂ—WWWJ/
(—fj 1’]]2 + y']' 77]) + w,-mmf,-)

-

und in Matrixschreibweise
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1 0 sz g
W2 P11 921
0 1 L vrc B
“angy 1 0
0 sczzl;%s%ﬂ 0 1 (6.5)
0 — w10 0 — —wfgtffl
Bl o g g e |
wj&ﬁm 0 Wy 0

6.1 Parametererregung ohne Frequenzabweichung

Durch Multiplikation mit der Inversen der linken Seite von Gl. (6.5) und dem Setzen von

o = 0 lasst sich das Differentialgleichungssystem

X = Ay o—0 (6.6)

0O —a O b
a 0O -b 0

AL(t),0=0 = (6.7)
0 c 0 —d

ist, mit a, b, c und d als Abkiirzungen fiir die Ausdriicke

2

q = € wlq)%lq)%l (68)
£0097, 93, — 160
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b dewrQop11921

_ , (6.9)
1,93, — 160
dew1QoP11921
= (6.10)
11921 0
d 82 wzqo%l ¢%l (611)

a EZQOQ”%‘P% - 1608 .

Analog zum Vorgehen in Kapitel 5 bei der Berechnung der Frequenz des quasimodalen

Energietransfers bei zeitvarianter Steifigkeit ky; kann nun die charakteristische Gleichung

det(A1 — Ay ,—g) =0 (6.12)

gebildet werden, deren Losung nach Streichen von Termen hoherer Ordnung in e die

Form

€ 011921 \/88 (wl + (Uz) P11921 /W1W3 0(2) — 3260160203

P ) (6.13)

Mp =

€ P11921 \/—88 (w1 + (Uz) Q11921 / W1W2 Q% - 32(,01(,02.(23

P (6.14)

A34 =

annimmt. Da gilt, dass 32w w223 > 8¢ (w1 + wy) P11921 /w1w; 23, sind die Eigenwerte
A rein imagindr und jeweils konjugiert komplex. Die beiden Frequenzen des quasimo-
dalen Energietransfers bei zeitvariantem Massentragheitsmoment I; lassen sich in erster

Naherung also schreiben als

€ P11¢21 \/—88 (w1 + wp) Pr1¢21 /W12 Q3+ 32w1wr 2]

(UTrans,l - 29/20(5) ’ (615)
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€ P11921 \/88 (w1 + W) Pr1921 /W12 Q3+ 32w1wH 2

(UTrans,Z - 29/2.(28 (616)

Fiir kleine Werte von ¢ sind dhnlich wie in Kapitel 5 auch hier die Frequenzen in erster
Néherung linear abhédngig von ¢. Die allgemeine Losung von Gl. (6.5) kann man analog

zu Abschnitt 5.1 schreiben als

'fi = Ai COS(wTrans,l T) + Bi Sin(wTrans,l T) + Ci COS(wTrans,Z T) + Di Sin(wTrans,Z T) * (617)

Allerdings gelingt es im Gegensatz zu der Losung aus Abschnitt 5.1 nicht, sie weiter zu

vereinfachen, weil w; | # w gilt. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in Gl. (6.6) kann

Trans,2
tiber Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem aufgestellt werden, dass in
vier Untergleichungssysteme zerlegt werden kann. Deren Losung sind die Parameter A;,
B;, C; und D; in Abhédngigkeit von vier {iber die Anfangsbedingungen zu bestimmende
Parameter. Dabei ergeben sich die Anfangsbedingungen X analog zu Abschnitt 5.1 mit

Gl (5.5) und Gl. (5.6) aus den Anfangsbedingungen it(t = 0) = i1 fiir die quasimodalen

Verdrehungen:

100 0
00 L 0

Xg = ! g . (6.18)
01 0 0
00 0 L

Die Parameter A;, B;, C; und D; in Abhdngigkeit der Parameter Aj, B1, C; und D; kénnen

Tabelle 6.1 entnommen werden mit den Konstanten 4, b, c und d nach Gl. (6.8) - Gl. (6.11).
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Tabelle 6.1: Parameter A;, B;, C; und D; der Losung Gl. (6.17) der Differentialgleichung

Gl. (6.6) in Abhdngigkeit der iiber die Anfangsbedingungen zu bestimmen-

den Parameter A, By, C; und D,

Parameter Abhédngigkeit Betrag

—bw? —abd+b?%c

Trans,1

(bd+ab)w

Trans,1

bw? +abd—b%c

Trans,1

(bd+ab)w

Trans,1

—bw? —abd+b2%c

Trans,2

(bd+ab)w

Trans,2

+bw? +abd—b%c

Trans,2

(bd+ab)w

Trans,2

3 2
wTrans,l +waTrans,l ta wTrans,l

(bd+ab)w

Trans,1

—w? +becw +a?

Trans,1 Trans,1 wTrans,l

(bd+ab)w

Trans,1

Wi 2
wTrans,Z +waTrans,2 +a wTrans,Z

(bd+ab)w

Trans,2

—ws +becw. +a?

Trans,2 Trans,2 wTrans,Z

(bd+ab)w.

Trans,2

dew? —a%d+abe

Trans,1

(bd+ab)w

Trans,1

—dw? +a%d—abc
Trans,1

(bd+ab)w

Trans,1

2 2
dwTranS,Z a“d-+abc

(bd+ab)w

Trans,2

—deo? 29_
dwTrans/z—i—a d—abc

(bd+ab)w

Trans,2
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Die Ndherung # Losung der quasimodalen Verdrehungen u erhilt man durch Einsetzen

der Losung X in Gl. (5.5) analog zu Abschnitt 5.1 mit

ii; = X; cos(n; T) + ¥ sin(y; 7). (6.19)

Im Gegensatz zur Losung des durch die zeitvariante Steifigkeit parametererregten Sys-
tems hdngen nicht nur die, die Amplitude und Form des schnellen Losungsanteils be-

stimmende, Parameter, sondern auch die Frequenz w des Energietransfers von den

Trans

Anfangsbedingungen ab. Je nach Wahl der Anfangsbedingungen kann die Frequenz

w, . des Energietransfers weitgehend beliebige Werte im Intervall [w an-

Trans Trans,1” wTrans,Z ]

nehmen.

Wie schon bei der Naherung der Losung der Schwingung der modalen Verdrehungen
bei Parametererregung mit zeitvarianter Steifigkeit ky; kann {iber die Naherungslosung
tir @ fiir den zeitlichen Verlauf der quasimodalen Verdrehungen auch die Energiediffe-

renz AE . zwischen der Energie E_ ; des Systems im Ausgangszustand und der Energie

E = E,, + A,

ges,Trans ges,0

zum Zeitpunkt, wenn alle Energie in die zweite Quasimode

S

transferiert wurde, abgeschitzt werden.

6.2 Parametererregung mit geringer Frequenzabweichung

Wie fiir den Fall der Parametererregung mit =zeitabhdngiger Steifigkeit ko;
kann auch fiir den Fall der Parametererregung mit zeitabhdngigem Massen-
tragheitmoment [; das FEigenwertproblem fiir das Differentialgleichungssystem
X' = Ajy)ezo0 X fiir die quasimodalen Verdrehungen bei geringer Frequenzabwei-
chung von )y gelost werden. Allerdings ist im Gegensatz zur Parametererregung

mit zeitabhdngiger Steifigkeit kyp; nicht nur die charakteristische Gleichung, son-

dern auch deren Losungen zu umfangreich um hier dargestellt zu werden. Dennoch
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des quasimodalen Energietransfers von

Trans

kann die Abhidngigkeit der Frequenz w
kleinen Abweichungen ¢ der Parametererregungsfrequenz (2 von (2 analytisch unter-
sucht werden (siehe Bild 6.1). Als Frequenz des quasimodalen Energietransfers wird
hier w,_ = = M gesetzt. Die Frequenz gilt fiir alle Anfangsbedingungen
ug = [a,0]T, uj, = [0, 0]T mit a > 0, also fiir Anfangsbedingungen, bei denen die gesamte
Energie in der ersten Quasimode gespeichert ist. Wie auch bei Parametererregung mit
zeitabhédngiger Steifigkeit zeigt w, _ parabelférmige Abhdngigkeit von ¢. Allerdings
ist dieser Zusammenhang nicht symmetrisch beziiglich o = 0, sondern beziiglich eines
Werts o, _ > 0. Das heifst das Minimum von w,,___ liegt nicht bei der Parametererre-

Trans,min

_ verschobenen Parametererregungsfrequenz

Trans,min

gung mit (g, sondern bei einer um oy,

Trans,min

WTrans
e
N\,

. w +w . . ..
Abbildung 6.1: Frequenz w,, = —= Tl des quasimodalen Energietransfers in in

Trans

Abhidngigkeit kleiner Abweichungen ¢ der Parametererregungsfrequenz

() von ()
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7 Numerische Validierung und Parameterstudie

Mit dem in Abschnitt 2.5 erstellten numerischen Modell sollen die in Kapitel 5 und
Kapitel 6 erarbeiteten Ergebnisse beispielhaft numerisch untersucht werden. Es soll
auch eine exemplarische Beurteilung der Giite der gemachten Naherungen erfolgen.

Parameter sollen variiert und die Einfliisse dieser Variationen diskutiert werden.

7.1 Parametererregung durch zeitvariante Steifigkeit ko; ()

7.1.1 Parametererregung ohne Frequenzabweichung

Zunichst soll das numerische Modell unter Parametererregung ohne Frequenzabwei-
chung betrachtet werden. Die Parametererregung hat also die Gestalt k,, = &5 cos(7)
mit (2 = )y = wy — w;. Fiir den gewdhlten Satz von Parametern (siehe Abschnitt 2.5)
ergibt sich nach GI. (5.21) die Kreisfrequenz des quasimodalen Energietransfers zu

w, = 0.0224. Werden die Anfangsbedingungen mit ug = [1 0 0 0]T gewahlt, so er-

Trans
gibt sich xq ebenfalls zu xy = [1 0 0 0]T. Damit ergeben sich die Parameter A; und B;
zu Ay =1,B; =0, Ay = 0und B, = 0. Die Néherung # (siehe Bild 7.1, ff.) fiir die

quasimodalen Verdrehungen u des Systems lésst sich also schreiben als

T) cos(wi T) = c0s(0.0224 T) cos(0.618 T) (7.1)
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und

_ 4w, OQowl |
) = —— —gin(w

¢ o2l 7) sin(wy T) = —0.6180sin(0.0224 7) sin(1.618 7). (7.2)

Trans

Wie bereits in Kapitel 5 angesprochen, kann mit Hilfe der Kenntnis der Ndherungslosung

i1 der quasimodalen Verdrehungen die Differenz AE,, der Energie E_; des Systems im

es,0

Ausgangszustand und der Energie E =E,., +AE,, desSystems zu dem Zeitpunkt,

ges,Trans ges0
an dem alle Energie in die zweite Quasimode transferiert wurde, ndherungsweise berech-
net werden. Fiir die gewdhlten Anfangsbedingungen gelingt dies recht einfach: Fiir die
Betrége der Eigenvektoren gilt ¢, | = |¢,|. Deswegen hat die potentielle Energie E,_,(¢1)
in Abhéngigkeit des ersten Eigenvektors einen geringeren Betrag als die potentielle Ener-

. . . . Owl ..
gie E_,(¢2) des zweiten Eigenvektors. Die Amplitude —A; % der Hiillkurve der

. . . Eges 0 +AEges Epot (1)
zweiten modalen Verdrehung u; ist also um einen Faktor a = T "E (o)
ges,0 pot

ringer als die Amplitude A; der Hiillkurve der ersten modalen Verdrehung u;. Es gilt

also

4(‘)Trelns‘()()(’(]l — EgeS,O + AEgeS Epot (q)l)

€ q011 q)21 Eges,O Epot(q)z) (7 3)
4w, Qowl\? E '
= AE,, = ( “ttans” 20 ) lP2) E .o
’ epug2l /) E(¢1) B

Im betrachteten Fall ergibt sich die Energie E . , = E_,, des Systems zum Anfangszeit-
punkt zu E_, = 0.191 und die Energiedifferenz zwischen erster und zweiter Quasimo-

de zu AE,, = 0.309. Die numerisch ermittelte Energiedifferenz (siehe Bild 7.5) liegt bei
AE, ... = 0.441. Die analytisch ermittelte Energiedifferenz weicht also um —29.9% von
der numerisch ermittelten ab.

Daraus ergibt sich, dass auch die analytisch berechnete Amplitude der Hiillkurve

der zweiten quasimodalen Verdrehung von der numerischen berechneten verschieden
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ist: Der Betrag a = \/ Eges£ e Lpal2)

E (o) = 0.6180 der analytisch ermittelten Amplitude
ges,0 pot

weicht um —11.5% von dem Betrag a,, . = 0.694 der numerisch ermittelten ab (Bild 7.3

und Bild 7.4).
Wie ebenfalls Bild 7.3 und Bild 7.4 entnommen werden kann, weicht hingegen die
numerische Kreisfrequenz des quasimodalen Energietransfers nur geringfiigig von der

analytisch berechneten ab. Die relative Abweichung der analytisch bestimmten Kreisfre-

quenz zur numerisch bestimmten betragt —1.36%.

0.8 T T T

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6-

- I 1 1
Oi§.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Abbildung 7.1: Erste quasimodale Verdrehung: Néherung it/ (i) (gestrichelt) und Simu-

lationsergebnis ui/num(u (durchgezogen) fiir die Anfangsbedingun-

1,num )

genug = [1 0 0 0] tiber den Zeitraum v = [0 -Z—]T
Trans

Fiir den gewdhlten Parametersatz kann der Zusammenhang zwischen der Frequenz w_,_
des Energietransfers und & numerisch tiberpriift werden. Dazu werden fiir verschiedene
Werte von ¢ die Bewegungsgleichungen des Systems iiber eine ausreichend lange Zeit
simuliert. Durch Hilbert-Transformation des Ergebnisses dieser Simulation kann schlief3-
lich die Hiillkurve dieser quasimodalen Verdrehungen u bestimmt werden (siehe An-
hang B). Die Frequenz der Hiillkurve kann dann mit der schnellen Fouriertransformati-
on ermittelt werden. Die Iteration iiber einen Bereich von ¢ fiihrt zu einem numerischen

Zusammenhang zwischen der Frequenz w,__ des quasimodalen Energietransfers und e.

Trans
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1.5 T T

0.5

-0.5

- 1 I
1i8.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 7.2: Zweite quasimodale Verdrehung: Naherung i1} (iiy) (gestrichelt) und Si-

mulationsergebnis u) (u, ..) (durchgezogen) fiir die Anfangsbedin-

T T

2wTrans

gungen #y = [1 0 0 0]" iiber den Zeitraum 7 = [0

1.5 T T

Uy

1200 || LS 11114

pord by “[F

. i
] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
T

Abbildung 7.3: Ergebnis fiir die erste quasimodale Verdrehung u; der Simulation des
Systems mit u9 = [1 0 0 O0]T und die zugehorige Hiillkurve
Aqcos(wy, . T)

Trans
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0.8 T T

0.6 LTI AT

0.4

02F I \

-0.2 u W / V U | u

-0.61 PN RS

Uz
=

i

N I i I i
0'80 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Abbildung 7.4: Ergebnis fiir die zweite quasimodale Verdrehung u; der Simulation

des Systems mit u9 = [1 0 0 0]T und die zugehorige Hiillkurve

a Ay sin(wy, . T)
0.8 T T
0.7
0.6 'WNMM ﬂ ﬂ JV\MWW

Eges

LT A
J

0.1
0

i i
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
T

Abbildung 7.5: Gesamtenergie E ., fiir die Simulation des Systems mit up = [1 0 0 0]T
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Der Vergleich von numerischem und analytischem Zusammenhang zwischen w,__und ¢

Trans
bestitigt die lineare Abhédngigkeit der Frequenz des Energietransfers von ¢ (siehe Bild 7.6)
tiir kleine Werte von e. Fiir das im Parametersatz gewéhlte ¢ = 0.2 ergibt sich die zuvor
erwdhnte Abweichung, fiir ¢ = 0.4 eine Abweichung von ca. 7%. Die analytische Losung

unterschatzt den Einfluss von ¢ auf w.___ fiir grofier werdende Werte von € zunehmend.

Trans

0.05 T T T T
0.045+ =

0.04

0.035 ol

0.03 o

T
\
1

0.025 A

WTrans
A

0.02 .

0.015 e

0.01

0.005F : b

Abbildung 7.6: Numerische (durchgezogene) und analytische (gestrichelte) Losung fiir

den Zusammenhang zwischen der Frequenz w des quasimodalen

Trans

Energietransfers und der Amplitude ¢ der Parametererregung

Im Zuge von Parameterstudien kann die Abhédngigkeit der Frequenz w__ _ des quasi-

Trans

modalen Energietransfers von den Parametern I, und kip durchgefiihrt werden (siehe
Bild 7.7). Eine Variation der Parameter I; und kg ist nicht sinnvoll, weil damit auch Ein-
fluss auf die Amplitude der Parametererregung genommen wird. Es ldsst sich aber jeder
Satz von Parametern so skalieren, dass er auf kg; = I; = 1 und beliebige Werte fiir k15, I»

abgebildet werden kann. Wie in Kapitel 5 ausgefiihrt, ist die Frequenz w.___. des quasimo-

Trans

dalen Energietransfers eine Funktion des Verhdltnisses der Eigenfrequenzen w; und w;
sowie von &. Die Darstellung von w.,__ in Abhdngigkeit von I, und ki, ist aber deutlich

anschaulicher und fiir das Verstindnis des Verhaltens von w zweckdienlich. Wie aus

Trans

Bild 7.7 ersichtlich fillt die Frequenz w__  des quasimodalen Energietransfers monoton

Trans

mit zunehmendem I und ky, und verlduft asymptotisch gegen Null.
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Abbildung 7.7: Frequenz w,___ des quasimodalen Energietransfers in Abhidngigkeit der

Trans

Parameter I, und ki,
7.1.2 Parametererregung mit geringer Frequenzabweichung

Mit dem numerischen Parametersatz ldsst sich die in Abschnitt 5.2 gefundene Abhdngig-
keit der Frequenz w__  des quasimodalen Energietransfers von der Grofie o der Stérung

der Parametererregung (2 beziiglich (2 iiberpriifen. Die Frequenz w_ . wird dazu wie

Trans
zuvor lber Zeitsimulation, schnelle Fourier-Transformation und Hilbert-Transformation
bestimmt (siehe Anhang B). Das Ergebnis kann Bild 7.8 entnommen werden. Zum Ver-
gleich ist die analytische Losung nach Abschnitt 5.2 ebenfalls dargestellt. Die numerisch
berechnete Losung ist geringfiigig um 2 - 107> gegen ¢ = 0 verschoben. Sie weist auch
geringfiligig grofiere Werte als die numerische Losung auf. Es kann dennoch im Rahmen
der numerischen Genauigkeit gesagt werden, dass beide Losungen weitgehend {iberein-
stimmen. Wie bereits in Kapitel 5 gezeigt wurde, haben schon kleine Abweichungen der
Parametererregungsfrequenz (2 von (), signifikante Auswirkungen auf die Frequenz

w des quasimodalen Energietransfers. Nimmt o Werte von nur 0.08 an, was bei dem

Trans

gewihlten Parametersatz einer Anderung der der Frequenz (2 um 1.6% entspricht, so

andert sich w____ bereits um 4.9%.
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0.025 T T

0.0245

0.024

0.0235

WTrans
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Abbildung 7.8: Analytische Losung (durchgezogen) und numerische Losung (gestri-

chelt) fiir die Abhédngigkeit der Frequenz w.,,_ . des quasimodalen Ener-

Trans

gietransfers von der Abweichung ¢ der Parametererregung (2 von ()

7.2 Parametererregung durch zeitvariantes Massentrig-

heitsmoment I, ()

7.2.1 Parametererregung ohne Frequenzabweichung

Zunichst soll das numerische Modell unter Parametererregung ohne Frequenzabwei-
chung betrachtet werden. Die Parametererregung hat also die Gestalt m,; = £ cos(7)
mit Q2 = (Qy = wy — w;. Fir den gewdhlten Satz von Parameter (siehe Abschnitt 2.5)
ergeben sich nach Gl (6.15) und Gl. (6.16) die Kreisfrequenzen des quasimodalen Ener-

gietransfers zu wy,, ., = 0.0218 und w,, , = 0.0229. Werden die Anfangsbedingungen

s,2
mit ug = [1 0 0 0]T gewdhlt, so ergeben sich die Anfangsbedingungen xq ebenfalls zu
xo = [1 0 0 0]T. Durch Lésen eines linearen Gleichungssystems lassen sich die Parameter

A1, B1,Cq, D1 bestimmen zu
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Ap = 0.488081
B, =0

(7.4)
C; = 0.511919
D; = 0.

Da der Betrag |C1| vom Betrag |A1| mit |g—11| < 0.5% nur geringfiigig abweicht und die
Summe der Parameter B, und D5 lediglich B, + Dy = 0.0112 < 1 ist, kann man die Na-
herungslosung i (siehe Bild 7.9, ff.) der quasimodalen Verdrehungen u# mit Gl. (6.19) und
den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen (siehe Anhang A) schreiben

als:

l/_ll -1 COS( |wTrans,1 ; wTrans,2| T) COS( wTrans,l ;— wTrans,Z T) cos (wl T)
(7.5)
w. —w w + w.
1/_12 — 0617996 COS(’ Trans,1 2 Trans,Z‘ T) Sln( Trans,1 2 Trans,2 T) Sin(wz T)

Man beachte, dass die Harmonischen cos(w; T) und sin(w; 7) einer doppelten Am-

plitudenmodulation unterliegen. Zuséatzlich zur gemessen an den Eigenkreisfrequen-

wTrans,l +

. . . w e
zen wi; und w; langsamen Amplitudenmodulation mit 2 tritt eine noch

wesentlich langsamere (hier etwa vierzig mal langsamere) Amplitudenmodulation mit

|w —w |
Trans,1 > Trans,2 auf.

So wie in Abschnitt 7.1 kann auch hier die Energiedifferenz zwischen erster und zwei-
ter Quasimode ermittelt werden. Diese Differenz ist der Betrag an Arbeit, der durch die
Parametererregung am System zu leisten ist, um die Schwingung von der ersten in die

zweite Quasimode zu transferieren. Es gilt

pot((Pl)

E.,+AE
By+ Dy = \/ e

ges,0

(7.6)

E
E
E,.(¢2)
= AE, = | (By+Dy)* 2222 1) . E_..
& <( ) Epot(qol) 8 o
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0.8 T T T

0.4

0.2

Abbildung 7.9: Erste quasimodale Verdrehung: Néherung it (i1 ) (gestrichelt) und Simu-

lationsergebnis u;,num(u (durchgezogen) fiir die Anfangsbedingun-

1,num )

genug = [1 0 0 0] tiber den Zeitraum v = [0 -Z—]T
Trans

1.5 T

0.5

Abbildung 7.10: Zweite quasimodale Verdrehung: Naherung i} (iiy) (gestrichelt) und Si-

mulationsergebnis u - (u (durchgezogen) fiir die Anfangsbedin-

2num )

n]T

Trans

gungenug = [1 0 0 0] tiber den Zeitraum 7 = [0 5
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—

Abbildung 7.11: Ergebnis fiir die quasimodale Verdrehung u; bei Simulation des Sys-

tems mit up = [1 0 0 O0]F und die zugehorige Hiillkurve

1 . COS (wTrans,Z ;wTrans,l T)

////
1 N

e

Abbildung 7.12: Ergebnis fiir die quasimodale Verdrehung u; bei Simulation des Sys-

tems mit up = [1 0 0 O0]7 und die zugehorige Hiillkurve

. w. —w.
0.6180-sm< sz Vtans1 T)
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Wie in Abschnitt 7.1 ergibt sich hierbei die Energie E __, = E_,, des Systems zum An-

ges,0 pot,0

fangszeitpunkt zu Eges = 0.1910. Damit nimmt die Energiedifferenz zwischen erster und

,0
zweiter Quasimode den Betrag AE . = 0.309 an. Da die analytisch ermittelten Amplitu-
den der zweiten quasimodalen Verschiebung bei Parametererregung durch zeitvariante
Steifigkeit und zeitvariantes Massentragheitsmoment gleich sind, ist auch die berechnete
analytische Energiedifferenz AE, gleich. Die numerischen Werte der Energiedifferenzen
unterscheiden sich aber, so dass bei zeitvariantem Massentragheitsmoment eine grofse-
re Ubereinstimmung zwischen numerisch berechneter Energiedifferenz AE gosnum = 0-376
und der analytisch gendherten besteht. Die relative Abweichung der analytisch genédher-
ten zur numerisch berechneten Losung betragt —17.82%.

Die Abweichung zwischen den Amplituden der Hiillkurven der Naherungslosung
und der numerisch berechneten Losung ist verschwindend gering.

Wie Bild 7.11 und Bild 7.12 enthommen werden kann, wird die numerisch berech-
nete Kreisfrequenz des quasimodalen Energietransfers etwas unterschitzt. Die relative

Abweichung der analytisch gendherten Kreisfrequenz w,_. = w = 0.022354

Trans

zur numerisch bestimmten w = 0.023015 betragt —2.9%.

Trans,num

0.65 T T

0.6

) ‘%m
“ M

I AR Y A W S
J \q Mo T N/

d L/

Eges

=
e

0.2

i | I |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
T

Abbildung 7.13: Gesamtenergie E, fiir die Simulation des Systems mit ug = [1 0 0 0]T
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Auch fiir die Parametererregung iiber ein zeitabhdngiges Massentragheitsmoment kann
wie in Abschnitt 7.1 eine Validierung des in Kapitel 6 gefundenen Zusammenhangs zwi-

schen der Frequenz w___ des Energietransfers und e geschehen.

Trans

Dies geschieht hier exemplarisch fiir w = M Allerdings gilt der hier

Trans

gefundene Zusammenhang immer, solange sich w,__ als Linearkombination von w

Trans Trans,1

und w darstellen ldsst. Der Vergleich von numerischem und analytischem Zusam-

Trans,1

menhang zwischen w,___ und ¢ bestdtigt die ndherungsweise lineare Abhangigkeit der

Trans

Frequenz des Energietransfers von ¢ fiir kleine Werte von ¢ (siehe Bild 7.14). Fiir den im
Parametersatz gewdhlten Wert ¢ = 0.2 ergibt sich die zuvor erwdhnte Abweichung von
2.9%. Fir ¢ = 0.4 betrdgt die Abweichung ca. 14%. Die analytische Losung unterschétzt

den Einfluss von € auf w fur groBler werdende Werte von ¢ zunehmend und zwar

Trans

starker als in Abschnitt 7.1 bei Parametererregung iiber eine zeitabhédngige Steifigkeit.

0.06 T

0.05+

0.04-

0.03+

WTrans

0.02 i

0.01 g

Abbildung 7.14: Numerischer (durchgezogener Graph) und analytischer (gestrichelter

Graph) Zusammenhang zwischen der Frequenz w.,, . des quasimoda-

Trans

len Energietransfers und der Amplitude ¢ der Parametererregung

Wie in Abschnitt 7.1 kann auch fiir die Parametererregung mit zeitabhdngigem Massen-

tragheitsmoment [ (t) auf Grundlage der gefundenen Ergebnisse eine Parameterstudie

_ wTrans,l +

w,
Trans,2 : 1e-
s = > des quasimodalen Energie

tiir die Abhéngigkeit der Frequenz w

transfers von den Parametern I, und ki, durchgefiihrt werden (siehe Bild 7.15). Die
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Frequenz w,__ féallt monoton mit zunehmendem I und kj; asymptotisch gegen Null. Es

Trans

ergibt sich also der selbe qualitative Zusammenhang zwischen w._ und I, k1, wie in

Trans

2}
2 0015
<> ".“.‘...""‘"
e e S S S S S S S S IO ST T T
0.005 .’.’:’-""“"’-.‘-0 .
. o e e e e e e e e e e e T e e e
L e e e e e e e e e e e e e e e e o T e
e e e e
B e e e e e e e e e e s et e e
= B e e e e —~
B e e e e e e
R e e e 0
R e e e e e
e e e e e
e e e
e e e e e e
e e ===
=S=s=——————————— e e
e e e
s ===

)
|
i
i

I

wTrans,l +

Abbildung 7.15: Frequenz w,_ = sz“‘“S'Z des quasimodalen Energietransfers in

Trans

Abhéngigkeit der Parameter I und ki

7.2.2 Parametererregung mit geringer Frequenzabweichung

Es soll der in Abschnitt 6.2 gefundene Zusammenhang zwischen der Frequenz w.,,__ des

Trans

quasimodalen Energietransfers und kleinen Abweichungen ¢ der Parametererregungs-

frequenz (2 von () iiberpriift werden. Dazu wird w,_  analog zu Abschnitt 7.1.2 nume-

Tran:

risch bestimmt und tiber ¢ iteriert. Das Ergebnis dieser numerischen Untersuchung ist zu-
sammen mit der analytischen fiir den untersuchten Parametersatz in Bild 7.16 dargestellt.

Wihrend das Minimum der analytischen Funktion w,_ . () mit oy, = 0.012 nur

Trans,min’30

gering gegen Null verschoben ist, liegt das Minimum des numerisch gefundenen Zu-

sammenhangs mit o, .. = 0.07 deutlich im positiven Bereich. Auch liegt das Mi-

nimum hier mit w = 0.0219 um 1.8% niedriger als bei der analytischen Losung.

Trans,min,num

Der Zusammenhang zwischen der Frequenz w. __ des quasimodalen Energietransfers

Trans
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und kleinen Stérungen ¢ der Parametererregungsfrequenz wird mit der Naherung also
nur qualitativ richtig erfasst. Schon fiir sehr kleine Storungen o = [—0.05 + 0.05] er-
gibt sich eine Differenz zwischen numerischer und analytischer Losung von bis zu 10%.
Um den Zusammenhang zwischen w,__ und ¢ fiir den vorliegenden Satz von Parame-
tern besser ndhern zu konnen, wire die Berticksichtigung zumindest von Termen zweiter
Ordnung in ¢ notwendig. Nimmt ¢ einen kleineren Wert an als den hier verwendeten von
¢ = 0.2, so ist eine bessere Ubereinstimmung von numerischer und analytischer Lésung
zu erwarten.

Generell kann gesagt werden, dass kleine Abweichungen der Parametererregungsfre-

quenz (2 von (2 signifikante Auswirkungen auf die Frequenz w____ des quasimodalen

Trans

Energietransfers haben.

0.027 .

0.026

0.025+-

WTrans

0.024

0.0231- P .

0.022

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Abbildung 7.16: Analytische Losung (durchgezogen) und numerische Losung (gestri-
chelt) fiir die Abhédngigkeit der Frequenz w,_  des quasimodalen Ener-

gietransfers von der Abweichung ¢ der Parametererregung (2 von ()
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8 Ungedampfte n-FHG-Systeme

Das in Kapitel 2 gezeigte 2-Freiheitsgrad-System kann leicht auf n Freiheitsgrade erwei-

tert werden (siehe Bild 8.1).

ko (), c k,,c Kiyiyns Clne
/// 01 » Lol 12 12 (n=1)ns> “(n=1)n

Abbildung 8.1: Auf n Freiheitsgrade erweitertes System

Fiir solche Mehr-Freiheitsgrad-Systeme kann gezeigt werden (siehe Kapitel 10 (4-FHG-
System) und [7] (3-FHG-System)), dass bei einer Parametererregung mit Parameter-
erregungsfrequenz (2 = |w; — wy| nur ein Energietransfer zwischen I-ter und m-ter
Quasimode und umgekehrt stattfindet. Die Schwingungen der tibrigen Quasimoden
bleiben von der Parametererregung unbeeinflusst. Die Anordnung der Korper muss
dabei nicht zwingend in der Art, wie in Bild 8.1 gezeigt sein. Sie ist vielmehr beliebig.
Beim Aufstellen der Bewegungsgleichungen sind lediglich die in Abschnitt 8.1 und

Abschnitt 8.2 aufgefiihrten Kriterien zu erfiillen.
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Fiir ein solches n-dimensionales Problem wird die symmetrische PE-Verteilungsmatrix @

(siehe GI. (5.12)) zu

P11 P11 P11 P21 - P11 Pul
@ _ 9011.(P21 9021.(P21 cet 9021.%1 8.1)
P11 Pn1 P21 Pl - Pnl Pl

Dabei ist @) jeweils der erste Eintrag des [-ten normierten Eigenvektors entsprechend

Kapitel 2.

8.1 Frequenzen bei zeitabhingiger Steifigkeit ko; ()

Unter der Voraussetzung, dass die Losungen aller Quasimoden bis auf die /-te und m-te
nicht durch die Parametererregung mit (2 = |w; — w,| beeinflusst werden, kann fiir die
Schwingung in der /-ten und m-ten Quasimode das durch Parametererregung mit der
zeitabhdngigen Steifigkeit ko1 (f) gekoppelte Differentialgleichungssystem in Analogie zu

Gl. (5.1) angegeben werden:

w_i 0 4)2 P11 Pm1 €
u + | € ek " ) ror cos(T)u. (8.2)
0 & P Pm1 Pyn

Die Differentialgleichungen aller anderen Quasimoden sind von diesen beiden entkop-
pelt. Man beachte, dass die Form der Differentialgleichung unabhangig von der Anord-
nung der Korper des Modells, d.h. unabhingig von Massen-, Dampfungs-, und Steifig-
keitsmatrix ist. Es gibt lediglich drei Voraussetzungen: Es darf nur eine Steifigkeit {iber
der Zeit harmonisch variiert werden. Diese Steifigkeit muss eine Drehfeder charakterisie-
ren, die nur einen Korper gegen das Inertialsystem fesselt, d.h. die Steifigkeit darf nur an

einer Stelle der Steifigigkeitsmatrix stehen. Weiterhin miissen die Gleichungen so sortiert
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werden, dass die Parametererregung in der ersten Zeile steht, d.h. die variierte Steifigkeit
darf nur im ersten Eintrag der Steifigigkeitsmatrix stehen.
Analog zu Kapitel 5 ergibt sich die Frequenz des quasimodalen Energietransfers fiir

ungestOrte Parametererrung (0 = 0) zu

€ P11 Pm1
w = -1 8.3
Trans 400 \/ Wy, (8.3)

Die Amplitude der Schwingung der m-ten Quasimode ist dabei fiir m > [ um den Faktor

a grofser als die der I-ten Quasimode:

4 0
a= FWrans = 21 < 1. (8.4)
EP11Pm1

8.2 Frequenzen bei zeitabhingigem Massentrigheitsmo-
ment [ ()

Die Unabhingigkeit der Schwingung der I-ten und m-ten Quasimode gilt auch fiir eine

Parametererregung mit zeitabhdngigem Massentragheitsmoment I;(t). Das gekoppelte

Differentialgleichungssystem kann fiir die Schwingung in der I-ten und m-ten Quasimo-

de in Analogie zu Kapitel 6 angegeben werden mit

2

o 0 P pnem | e
u' 4| ° o= i , rer cos(T)u” . (8.5)
0 & P Pm1 Py

Analog zu Abschnitt 8.1 gilt auch hier, dass die Form der Differentialgleichung unab-
hingig von der Anordnung der Korper des Modells, d.h. unabhingig von Massen-,

Dampfungs-, und Steifigkeitsmatrix ist. Es gibt lediglich zwei Voraussetzungen: Es darf
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nur ein Massentrdagheitsmoment iiber der Zeit harmonisch variiert werden und die Glei-
chungen miissen so sortiert werden, dass die Parametererregung in der ersten Zeile steht,
d.h., das variierte Massentrdgheitsmoment muss als erster Eintrag in der Massenmatrix
stehen.

Die Frequenzen des quasimodalen Energietransfers fiir ungestorte Parameterregung

resultieren dann zu

€PnPm \/_88 (w + wm) P11Pm1 /W Wm Q% + 32@1“]ng
wTrar\s,l = 29/208 ’

(8.6)

_ E9nPm \/88 (Wi + W) Pr1Pm1 /W10 QF + 3201w (2}

CL)Trans,Z - 29/2.(28 (87)
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9 Geddimpfte Mehrfreiheitsgrad-Systeme

Analog zu Kapitel 8 konnen die Frequenzen der quasimodalen Energietransfers auch fiir
gedampfte und tiber eine zeitabhdngige Steifigkeit ko1 (¢) (siehe Bild 8.1) parametererreg-
te Mehrfreiheitsgrad-Systeme bestimmt werden. Wie in Kapitel 8 beschrieben, tritt nur
eine Kopplung der quasimodal reduzierten Bewegungsgleichungen auf, deren Frequen-
zen die Parameterantiresonanzfrequenz bilden. Die beiden Gleichungen, welche die /-te

und m-te Quasimode koppeln, sind

204 0 0 2
u” + e w + | , |u=— Yoo 9ngm % cos(T)u. (9.1)
0 207 0 F4 PP Py

Wie bereits in Kapitel 2 beschrieben, sollen die modalen Dampfungen {; von der Form
(i = % sein, d. h., es soll Proportionalddampfung vorliegen.
Im Unterschied zu Kapitel 5 werden die Eintrdge F; der vektoriellen Funktion F aller-

dings zu (vergleiche [3])

F; = Qo p wi(—xi i s+ yi mi ¢i) + Z qsij(xj ¢j +yisj)cos(T) — 2wimio(x; ¢ + y; s;) (9.2)
j
miti =V mund j = [V m. Der Parameter y = g ist dabei das Verhéltnis des Proportio-

nalitdtsfaktors § der Dimpfungen zu der Amplitude ¢ der Parametererregung.
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Damit ergeben sich die Ndherungslosungen fiir x; und y; zu

2

- Qo o _ . Pij_ _

X; = Q_% (_;1/12 Oa)iz X; + 4117]iyi —C(Jiyl') ’ (93)
2

I Qo > P _

vi= o7 (—%w? i 41;]ixi +wixi> , (9.4)

beziehungsweise in Matrixnotation (vergleiche [1], [3]) zu

w? 0y 0
—pU—5 —wr 0 T P1Pm1
w? 0 O
[ =<0 0
e w)o “HY3 T PngPm 0 L <
X =— X x = Agppx. (9.5
{2 0 o'y . :
T, P11Pm1 I3 m
Q w3 Q
— s Pn¢m 0 W —p

Wird nur die ungestorte Parametererregung mit 2 = (2 betrachtet, so ergeben sich die

Eigenwerte der Matrix Ay p zu

S raR) |y it 2ot @ ol)
N 40 4wlwm .(20 ) '

Ist ) < ¢ < 1 dann ist die Frequenz des quasimodalen Energietransfers

Pr1Pm1
w. —e Pnfm 9.7
Trans,D 84 /—wl wm QO ( )

dass heifst, es gilt

9.8)

~
Trans,D Trans *
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Die Frequenz des Energietransfers unterscheidet sich in erster Naherung also nicht von
der fiir das ungeddmpfte System bestimmten. Es gilt auch fiir den gedampften Fall, dass
die Frequenz des Energietransfers linear von ¢ abhédngt.

Der Realteil #{A} ist unter der gemachten Einschriankung ¢ < 1 unabhéngig von e.
Fiir kleine Werte von ¢ ist die Stabilitdt des Systems, bzw. die Abklingzeit der Schwingun-
gen der Korper also unabhéingig von der Amplitude der Parametererregung.

Fiir eine Parametererregung mit zeitabhidngigem Massentragheitsmoment I (#) ist
tiir gedampfte Systeme eine analytische Berechnung der Eigenwerte der Systemmatrix
Aj),p der gekoppelten Bewegungsgleichungen der I-ten und m-ten Quasimode prak-
tisch nicht moglich. Die Ausdriicke werden selbst fiir den Fall ¢ = 0 zu lang, um noch
ausgegeben zu werden. Fiir eine analytische Studie der Stabilitdt des Systems kann das
Hurwitz-Kriterium angewendet werden [3]. Die Berechnung der Frequenz des quasimo-

dalen Energietransfers ist fiir den geddmpften Fall analytisch de facto nicht moglich.
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10 Numerische Validierung fiir ein

4-FHG-System

Die in Kapitel 8 bestimmten Frequenzen des Energietransfers und die Tatsache der Unab-
hédngigkeit der durch die Parametererregung gekoppelten Quasimoden von allen ande-
ren soll in diesem Kapitel an einem 4-Freiheitsgrad-System entsprechend Bild 8.1 gezeigt

werden. Die Parameter des System sind in Tabelle 10.1 und Tabelle 10.2 gelistet.

Tabelle 10.1: Parametersatz des numerischen Modells
Parameter Wert

Massentrdagheitsmomente [; =1

Steifigkeiten kij=1
Dampfungen cij = 0.025
Amplituden der g1 =¢e =02
Parametererregung

Tabelle 10.2: Aus dem Parametersatz abgeleitete Grofien des numerischen Modells

Grofse Wert
Eigenkreisfrequenzen (wp; = w;) wy = 0.347, wp =1, w3 = 1.532, wy = 1.879
quasimodale Dampfungen {1 =4.341-1073, 7, = 12.499- 1073,

73 =19.148 1073, 74 = 23.486 - 1073

Bei Mehrfreiheitsgradsystemen kann es vorkommen, dass bestimmte Parameterantireso-
nanzfrequenzen nicht vorhanden sind, weil sie von Parameterresonanzfrequenzen {iiber-
lagert werden. Dies ist insbesondere fiir kleine Parameterantiresonanzen haufig der Fall,
weil sich fiir schwach geddmpfte Systeme im Bereich kleiner Frequenzen die Parameter-

resonanzen fiir hohere n hdufen (siehe Kapitel 4).
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10.1 Parametererregung durch zeitvariante Steifigkeit

ko1 ()

Bild 10.1 zeigt die Zeitsimulation des 4-Freiheitsgrad-Systems unter Parametererre-
gungsfrequenz (2 = w3 — wy bei zeitabhédngiger Steifigkeit ko (f) mit den Anfangswerten

u = [0,1,0,0]T. Die Hiillkurven up;—o cos(w;  T) der zweiten quasimodalen Ver-

Trans

. . 4wy Ow; . . .
drehung und die Hiillkurve uzltzow sin(w,,, . T) der dritten quasimodalen
Verdrehung sind fett dargestellt. Die im System gespeicherte Energie wird offensichtlich
nur von der zweiten in die dritte Quasimode und umgekehrt transferiert. Die Ampli-

tuden der Schwingungen der Verdrehungen der ersten und vierten Quasimode fallen

vernachldssigbar klein aus.

2 T T
50
-20 50 l(I)O 150 200 275I_0 300 350 460 4%0 500
_20 50 l(I)O 1%0 260 275I_0 300 35‘0 460 4:‘30 500
& oA S0 ARNMRAA s
-20 ;0 l(I)O 15‘0 260 25I0 360 35‘0 460 4%0 500
2 : 7 ‘ ‘
S0
-20 50 l(I)O 150 200 275I_0 300 350 460 45‘0 500

Abbildung 10.1: Zeitsimulation der quasimodalen Verdrehungen u1_4 mit den Anfangs-

werten u = [0,1,0,0]T, &' = 0 und die Hiillkurven Upp—o cos(wy,  T)

Trans

4w, Qwy
bzw. iy pq—dns =22

ey T) bei Parametererregungsfrequenz

sin(w

Trans

QZ(U;;—(Uz



10.2. PARAMETERERREGUNG DURCH ZEITVARIANTES MASSENTRAGHEITSMOMENT I (¢) 67

10.2 Parametererregung durch zeitvariantes Massentrag-

heitsmoment [, (¢)

Bild 10.2 zeigt die Zeitsimulation des 4-Freiheitsgrad-Systems unter Parametererre-
gungsfrequenz (2 = wy — wy bei zeitabhidngigem Massentragheitsmoment [ (#) mit den
Anfangswerten u = [0,1,0, O]T. Die Hiillkurven der zweiten und vierten quasimodalen
Verdrehung sind fett dargestellt. Die im System gespeicherte Energie wird nur von der
zweiten in die vierte Quasimode und umgekehrt transferiert. Die Amplitude der Schwin-
gung der Verdrehung der dritten Quasimode fllt vernachldssigbar klein aus. Die Am-
plitude der Schwingung der Verdrehung der ersten Quasimode nimmt zwar relevante
Betrédge an, es ist aber keine signifikante Verdnderung der in der ersten Quasimode ge-
speicherten Energie tiber der Zeit sichtbar (siehe Bild 10.3). Es wird offenbar ein vernach-
lassigbar geringer Teil der durch die Parametererregung ins System eingebrachten Ener-

gie in der ersten Quasimode gespeichert, aber keine Energie zwischen erster und zweiter

Quasimode tibertragen.
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Abbildung 10.2: Zeitsimulation der quasimodalen Verdrehungen u;_4 mit den Anfangs-

werten u = [0,1,0,0]T, ' = 0 und die Hiillkurven mit Frequenz w

Trans

bei Parametererregungsfrequenz (2 = wy — w»
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Abbildung 10.3: Gesamtenergie E . und in den einzelnen Quasimoden i = 1,2,3,4 ge-
speicherte Energie Eges ; aus der in Bild 10.2 dargestellten Zeitsimulation

des 4-FHG-Systems

10.3 Gedampftes System unter zeitvarianter Steifigkeit
ko1 ()

Wie in Bild 10.4 zu sehen ist, bildet die in Kapitel 9 analytisch bestimmte Losung den tat-
sdchlichen Verlauf der Schwingungen der quasimodalen Verdrehungen unter Umstianden
nicht genau ab. Dieses Verhalten scheint auch dadurch begiinstigt zu werden, dass eine
Modulation der quasimodalen Verdrehungen im betrachteten Fall kaum noch sichtbar
ist.

Berechnet man die Floquetmultiplikatoren, kann man im Rahmen einer Stabilitéts-
analyse (siehe Kapitel 3) den Wert des betragsmaflig grofiten Floquetmultiplikators ¢, in
Abhiéngigkeit von e auftragen (siehe Bild 10.5). Im Bereich sehr kleiner Werte (¢ — 0) der
Amplitude ¢ der Parametererregung ist max(|o,|) = f(¢), d. h. die Stabilitat des Systems,
konstant. Der in Kapitel 9 gefundene Zusammenhang, dass fiir ¢ < 1 der die Stabili-
tit bestimmende Wert $8{A} unabhingig von e ist, kann also fiir den vorliegenden Fall

bestitigt werden.
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Abbildung 10.4: Zeitsimulation der quasimodalen Verdrehungen u#1_4 mit den Anfangs-
werten u = [0,1,0,0]T, #’ = 0 und die analytischen Hiillkurven bei

Parametererregungsfrequenz (2 = wy — wq

Fiir groflere Werte von ¢ beginnt max(|o,|) progressiv zu fallen, was einer raschen Zu-
nahme der Stabilitdt des Systems entspricht. Ab &5 = 0.18 tritt dann eine Séttigung von
max(|o,|) ein. Bei einem bestimmten Wert ¢ = 0.31 gibt es eine Unstetigkeit im Verlauf
von max(|ox|). Dieser beginnt mit groler Steigung monoton zu wachsen, wird groier 1
und néhert sich schliefilich asymptotisch einem deutlich tiber 1 liegenden Wert.

Es ist also keineswegs so, dass grofSe ¢ und entsprechend hoher Energieaufwand bei
der Parametererregung zwangsweise entsprechend grofie Wirkung hinsichtlich der Sta-
bilitdt des Systems entfalten. Dass im gezeigten Fall bei ¢, eine Unstetigkeit auftritt und
max(|o,|) fiir groflere Werte von ¢ iiber 1 steigt, hangt mit dem gewihlten Parametersatz
zusammen: Die Parameterantiresonanzfrequenz w, — w; liegt sehr nahe bei 2 w; (siehe
Bild 10.6). Da mit € nicht nur die Breite der Parameterantiresonanzen sondern auch die
der Parameterresonanzen steigt, beriihren sich bei ¢, beide Bereiche: die beiden Effekte
beginnen, sich gegenseitig auszuldschen, bis die Resonanz schliefslich tiberwiegt.

Zuvor aber tritt bei 5 die bereits erwdhnte Siattigung der Stabilitét ein. Dafiir kann es
verschiedene Griinde geben. Moglicher Weise liegt dieser asymptotischen Naherung an

einen konstanten Wert die Tatsache zu Grunde, dass w zwar mit ¢ steigt, ab einer be-

Trans
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stimmten Frequenz aber mehr Energie in die hohere Quasimode iibertragen wird, als in
einer Viertelperiode des Energietransfers dissipiert werden kann. Diese Energie wird an-
schlieSend wieder in die hohere Mode transferiert. Vielleicht ergibt sich daher aus hohe-
rem ¢ kein Stabilitditsgewinn mehr. Unter Umstdnden wiegen auch Anteile der, durch die
Parametererregung pro Zeiteinheit ins System eingebrachten, Energie die in gleicher Zeit
dissipierte Energie auf. Erhoht man beispielsweise im vorliegenden Fall ¢ = 0.2 auf 0.3,
so sinkt max(|o,|) um ungefahr 1%. Die Abklingzeiten sind in beiden Fillen vergleichbar
(siehe Bild 10.8 und Bild 10.9). Allein die maximale Energie des Systems steigt bei der Er-
hohung auf ¢ = 0.3 aber um 75%. Der gesamte Energieaufwand der Parametererregung

steigt noch wesentlich stérker.

1.15

maz(|pn|)

0.9 | | | | | | |

Abbildung 10.5: Wert des betragsmafsig grofiten Floquetmultiplikators ¢, in Abhangig-

keit von der Amplitude ¢ der Parametererregung
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Abbildung 10.6: Wert des betragsmafiig grofiten Floquetmultiplikators ¢, in Abhdngig-

keit von der Frequenz (2 der Parametererregung bei ¢ = 0.2

0 50 100 150 200 250

o vAMVMVM/\I/\/\/\/\/\/\IW\/\(\MMMMMM AMAAAAD {\M/\ M
2 A A UUU\}\)UU\JU

0 50 100 ; 150 200 250

S A AL AR A AN D

g AR R TR R
-0'20 5I0 100 150 260 250
0.2 T T T

T 0 A nadanandh Mo anfanandh V/\A Py /\‘/\ M iadan aatan {\/\MAAMA/\{\I\M\AAMMA

3 VWY VA AARAATRS i YV i VY Vv Vv v v VVVVVV\N\I v VVUVVVVV\JVV\/\/\/V
-0'20 5|0 100 ; 150 260 250

Abbildung 10.7: Zeitsimulation der quasimodalen Verdrehungen u;_4 mit den Anfangs-
werten u = [0,1,0,0]7, #/ = 0 bei Parametererregungsfrequenz 2 =

wy —wi,e=04
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Abbildung 10.8: Gesamtenergie E, und in den einzelnen Quasimoden i = 1,2,3,4 ge-
speicherte Energie Eqes; aus einer Zeitsimulation des mit Parameterer-

regungsfrequenz (2 = wy — wj erregten 4-FHG-Systems mit ¢ = 0.2
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Abbildung 10.9: Gesamtenergie E, und in den einzelnen Quasimoden i = 1,2,3,4 ge-
speicherte Energie Egs; aus einer Zeitsimulation des mit Parameterer-

regungsfrequenz (2 = wy — w; erregten 4-FHG-Systems mit e = 0.3
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11 Fazit und Ausblick

Die Frequenz w,__ des quasimodalen Energietransfers konnte in Kapitel 5 und Kapi-

Trans
tel 6 fiir einen Zweifreiheitsgrad-Drehschwinger nach Kapitel 2 mit beliebigem Parame-
tersatz analytisch bestimmt werden. Die Restriktion hierbei war, dass fiir die Amplitude
der Parametererregung gilt, ¢ < 1. Dabei liefs sich feststellen, dass diese Frequenz fiir
sonst feste Parameter im Fall der Parametererregung iiber eine zeitabhédngige Steifigkeit
linear von der Amplitude ¢ der Parametererregung abhidngt. Es konnte fiir ein solches

System weiter gezeigt werden, dass w,__. mit steigendem Verhdltnis der Eigenfrequen-

Trans

zen des Zweifreiheitsgrad-Systems asymptotisch gegen Null geht. Des weiteren wurde
ersichtlich, dass wenn die Frequenz (2 der Parametererregung geringfiigig von (2 mit

2 = () + & 0 abweicht, w,___ symmetrisch um ¢ = 0 parabelféormig wachst. Fiir den

Trans

Fall der Parametererregung iiber ein zeitabhingiges Massentragheitsmoment ergab die
Losung des Differentialgleichungssystems des langsamen Teils der Schwingungen zwei

geringfligig voneinander abweichende Frequenzen w und w

Trans,1 Trans,2 *

Die Frequenz der
Energieiibertragung hiangt hier also von der Gewichtung der beiden Frequenzen und da-
mit von den Anfangsbedingungen ab. Es wurde ebenfalls gezeigt, dass die Frequenz des

Energietransfers w; = = f(wy. (€), wy,.,(€)) linear von e abhingt, solange sich w

Trans Trans

als Linearkombination von w,_ , und w,_ , bilden ldsst. Auch fiir den Fall der Parame-
tererregung tiber ein zeitabhdngiges Massentragheitsmoment wurden geringe Frequenz-
abweichungen der Parametererregung von der Parameterantiresonanzfrequenz 2y un-

tersucht und die Auswirkung auf w,__ fiir eine bestimmte Klasse von Anfangswerten

Trans

studiert. Hier zeigte sich auch eine parabelférmige Abhéngigkeit der Frequenz des qua-

simodalen Energietransfers, allerdings ohne die Symmetrie beziiglich o = 0.
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Samtliche in Kapitel 5 und Kapitel 6 gefundene analytische Ergebnisse konnten in Kapi-
tel 7 numerisch validiert werden. Es wurde sowohl fiir die Parametererregung mit zeit-
abhingiger Steifigkeit, als auch fiir die mit zeitabhdngigem Massentragheitsmoment ge-
zeigt, dass die Frequenz w,_  des quasimodalen Energietransfers fiir kleine Werte von e

linear mit € steigt. Fiir grofiere Werte steigt w,___ tiberproportional mit €. Es wurde fiir bei-

Trans
de betrachtete Arten der Parametererregung die Schwingung der quasimodalen Verdre-
hungen fiir einen gewdhlten Parametersatz gendhert und mit numerischen Simulations-
ergebnissen verglichen. Unterschiede in beiden Losungen wurden sichtbar, blieben aber
im Hinblick auf die Naherung gering. Bei Betrachtung kleiner Abweichungen der Fre-
quenz (2 der Parametererregung von (2p um ce zeigte der Vergleich des numerischen und
des analytischen Zusammenhangs zwischen ¢ und ¢ bei zeitabhédngiger Steifigkeit gerin-
gere Abweichungen als bei zeitabhdngigem Massentrdgheitsmoment. Die Unterschiede
lassen sich moglicherweise durch zu starke Verletzung der Restriktion ¢ < 1 mit dem
gewdhlten ¢ = 0.2 erkldren.

In Teil III konnte aufgrund der Entkopplung der parametererregten von allen iibrigen
Quasimoden die Ergebnisse des Zweifreiheitsgrad-Systems auf ein Mehrfreiheitsgrad-
System aus beliebig vielen gekoppelten Drehschwingern iibertragen werden. Die Anord-
nung der Korper ist dabei beliebig, solange die Parametererregung nur an einem Korper
angreift. An die Bewegungsgleichungen wurde dann lediglich die Anforderung gestellt,
dass sie so sortiert werden, dass der iiber der Zeit harmonisch variierte Term jeweils
im ersten Eintrag der entsprechenden Matrizen steht. Die Frequenz des quasimodalen
Energietransfers konnte sowohl fiir Parametererregung iiber zeitabhédngige Steifigkeit als
auch tiber zeitabhingiges Massentragheitsmoment fiir beliebige Parameterantiresonan-
zen, d.h. fiir Kopplung zweier beliebiger Quasimoden analytisch berechnet werden.

Es konnte dann in Kapitel 9 auch die Frequenz w des Energietransfers fiir ein

Trans,D

Mehrfreiheitsgrad-System mit Dampfung fiir den Fall der Parametererregung iiber eine
zeitabhédngige Steifigkeit bestimmt werden. Hier zeigte sich, dass die Frequenzen fiir den
gedampften Fall ndherungsweise die gleichen Werte annehmen, wie im ungedampften,

d.h., dass gilt w ~w

Trans,D Trans *
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Die gefundenen Losungen wurden fiir einen speziellen Parametersatz in Kapitel 10 nu-
merisch validiert. Dabei liefs sich tiber Berechnung der Floquetmultiplikatoren bei Varia-
tion von ¢ zeigen, dass die Stabilitdt des Systems fiir ¢ < 1 tatsdchlich konstant ist und
fiir grofse € auch gegen einen konstanten Wert strebt.

Viele reale Systeme des Maschinenbaus lassen sich iiber ein Mehrfreiheitsgrad-Modell
wie in Kapitel 8 abbilden. Dazu zdhlen Antriebsstriange aller Art, zum Beispiel bei Walz-
anlagen in verschiedensten Bereichen. Die Parametervariation kann hierbei als Steuerung
auf den Motor aufgebracht werden. Beispielsweise kann hierfiir eine bereits bestehende
Regelung des Motors genutzt werden und die Verstarkungen der zuriickgefithrten Zu-
standsgrofien periodisch variiert werden [6]. Alle Ergebnisse dieser Arbeit konnen dann
beim Verstdndnis des Verhaltens des Systems helfen.

Obwohl wesentliche Fragen zum physikalische Mechanismus der Parameterantireso-
nanz durch die Arbeit beantwortet werden, bleiben einige Fragen offen. Die Moglichkeit
einer analytischen Berechnung einer optimalen Amplitude ¢ der Parametererregung be-
ziiglich der maximaler Stabilitdt oder gar eines Kosten/Nutzen-Verhdltnisses kann mit
der Restriktion ¢ < 1 beispielsweise nicht erfolgen. Die Frage nach einer wirtschaftlich
sinnvollen Amplitude der Parametererregung ist aber bei der Dimensionierung eines rea-
len Systems von zentraler Bedeutung. Wenn diese Frage analytisch nicht geklart werden
kann, dann ist es sinnvoll zumindest numerische Studien fiir grofsere ¢ durchzufiihren -
auch um die in Kapitel 10 gemachten Interpretationen des Verlaufs fiir max(|o|) zu tiber-
priifen. Von Interesse ware auch der physikalisch-experimentelle Nachweis der hier ge-
zeigten Ergebnisse. Zudem sollten Systeme untersucht werden, bei denen Steifigkeit und
Massentragheitsmoment gleichzeitig oder auch Parameter der Elemente zwischen den

Korpern variiert werden.
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Anhang

A Identititen von Produkten trigonometrischer

Funktionen

Aus den Additionstheoremen (siehe bspw. [11]) konnen folgende Zusammenhinge ge-

bildet werden:

Produkte von Funktionen mit gleichem Argument

1
sin?(w; T) = E(l — cos(2w; T))
. 1
sin(w; T) cos(w;) = = cos(2w; T)

2

1
cos?(w; T) = 5(1 + cos(2w; T))
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Produkte von Funktionen mit unterschiedlichem Argument

sin(w;) sin(wj) = % [cos((w; — wj) T) — cos((w; + wj) T))]

= CoSs MT sin wi_wjr
- 2 2

sin(w;) cos(w;j) = % [(sin((w; — wj) T) + sin((w; + wj) 7))]

N —

cos(wj) cos(wj) = = [(cos((w; — wj) T) 4 cos((w; + wj) T))]

O el I S AT e
N 2 2

B Hilbert-Transformation

Die Hilbert-Transformierte 7 {x (f)} eines reell- oder komplexwertigen Zeitsignals x(f)

ist definiert [8] als

H{x (1)} = l/"o ) gy

TJ—cot —t*

Eine wesentliche Eigenschaft der Hilbert-Transformation ist die Filterung. Ist x(f) das

Produkt zweier Zeitsignale x1 (t) und x(t), so gilt

HA{x1(t) xx2()} = H{x1(t) } x x2(f) = x1(¢) * H {x2(8) },

mit * als Faltungsoperator. Sind x1 (f) und x,(#) harmonisch, so ldsst sich durch geeignete

Wabhl eines Beobachtungszeitpunktes ty das Signal x(¢) immer darstellen als
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x(t) = x1(t)x2(t) = Arc1Azco.

mit den Abkiirzungen Ajc; = Ajcos(Qit + ) und Axcp = Apcos(t). Weil die
Hilbert-Transformierte von cos(«) die harmonische Funktion sin(a) ist, lasst sich das Teil-

signal x; des Zeitsignal x(t) berechnen tiber
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