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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiéftigt sich mit der optimalen Investitions-Riickversicherungsstrategie
fiir ein Jump-Diffusion Risikomodell mit Investment und proportionaler Riickversicherung,
in welchem der Schadenprozess als Compound Poisson Prozess modelliert wird und
der Investitionsprozess dem CEV-Modell folgt. Von wesentlichem Interesse ist das op-
timale Investitions-Riickversicherungsproblem der Maximierung des erwarteten exponen-
tiellen Nutzens eines Endvermogens, welches eine wichtige Rolle in der Finanzmathe-
matik als auch in der aktuariellen Praxis spielt. Durch die Verwendung der stochas-
tischen Kontrolltheorie lassen sich explizite Ausdriicke fiir die optimale Investitions-
Riickversicherungsstrategie wie auch fiir die Wertfunktion herleiten. Des Weiteren sind
numerische Analysen angefithrt, um die Auswirkung der Modellparameter auf die opti-

malen Strategien zu verdeutlichen.



Abstract

This thesis is about the optimal reinsurance-investment problem for the jump-diffusion
risk model with investment and proportional reinsurance in which the aggregate claim
process is a compound Poison process perturbed by diffusion and the investment pro-
cess follows the CEV-model. The main focus is on studying the optimal investment-
reinsurance problem of maximizing the expected exponential utility of terminal wealth
which is an important and commonly-adopted function in the financial mathematics and
actuarial practice. Explicit expressions for the optimal strategies and value functions are
derived by using techniques of stochastic control theory. Also some numerical analysis are

presented to illustrate the impact of some model parameters on the optimal strategies.
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Kapitel 1
Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit liegt darin, das optimale Investitions-Riickversicherungsproblem der Ma-
ximierung des erwarteten exponentiellen Nutzens durch die Herleitung expliziter Ausdriicke fiir
die optimalen Strategien und Wertfunktionen zu 16sen. Hierfiir werden Grundlagen der stochas-
tischen Analysis, der stochastischen Kontrolltheorie und verschiedene Modelle vorausgesetzt,

auf welche in den Kapiteln zwei bis fiinf néher eingegangen wird.

Kapitel 2 beschiftigt sich mit den Grundlagen der stochastischen Analysis, in welchem die
Begriffsdefinitionen eines stochastischen Prozesses als auch einer Brownschen Bewegung an-
gefithrt sind. Weiters wird auf das Kernstiick der stochastischen Analysis, die [to6-Formel, wie
auch auf die It6-Prozesse niher eingegangen. Ein weiterer Bestandteil dieser Grundlagen stellt
die Einfiihrung der stochastischen Differentialgleichung dar und auch die Existenz von Lésungen

wird kurz erlautert.

In Kapitel 3 wird eine Einfiihrung in die stochastische Kontrolltheorie vorgenommen und die
Begriffe Kontrollprozess, Zustandsprozess, Zielfunktional und Wertfunktion werden eingefiihrt.
Dariiber hinaus wird aus dem Bellman Prinzip die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung her-
geleitet, welche in spéateren Kapiteln 6fters Anwendung finden wird. Diese Gleichung ist eine

notwendige Bedingung fiir die Wertfunktion und fithrt somit zum Verifikationstheorem.

In Kapitel 4 wird die Maximierung des erwarteten Nutzens fiir eine geometrische Brownsche
Bewegung als Aktienpreis betrachtet. Einfiithrend wird sowohl das Nullnutzenprinzip als auch
die Nutzenfunktion vorgestellt. Weiters wird auf eine der frithesten Anwendungen der stochas-
tischen Kontrolltheorie im Bereich der Finanzmathematik eingegangen; das klassische Portfo-

liooptimierungsproblem von Merton.

Anschlielend wird in Kapitel 5 das Modell der konstanten Elastizitit der Varianz, oder auch
als CEV-Modell (Constant elasticity of Variance Model) bezeichnet, vorgestellt. Dieses bietet
eine geeignete Alternative zum Black-Scholes-Modell. Das CEV-Modell tréagt zur empirisch be-



legten, negativen Korrelation zwischen Aktienkurs und Volatilitdt bei und kann entsprechend

in die Klasse der stochastischen Volatilitdtsmodelle aufgenommen werden.

Das Kapitel 6 ist der optimalen Investitions-Riickversicherungsstrategie fiir ein Jump-Diffusion
Risikomodell gewidmet. Zuerst erfolgt die Modellbildung und Erlduterung der verschiedenen
Modellparameter und anschliefend werden im Unterkapitel Optimale Resultate explizite Aus-
driicke fiir die optimalen Strategien und Wertfunktionen durch Verwendung der stochastischen
Kontrolltheorie hergeleitet. Durch numerische Analysen soll der Einfluss der Modellparameter

auf die optimalen Strategien verdeutlicht werden.

In Kapitel 7 wird eine Monte Carlo Simulation durchgefiihrt, um den Vergleich einer opti-

malen Strategie mit einer einfachen Strategie zu veranschaulichen.

Die verwendeten Programme fiir die numerischen Analysen in Kapitel 6.3 und fiir die Mon-

te Carlo Simulation in Kapitel 7 werden im Anhang vorgestellt.



Kapitel 2

Grundlagen der stochastischen

Analysis

2.1 Stochastische Prozesse, Brownsche Bewegung !

Ein zufilliger Vorgang, welcher mit der Zeit ablduft, soll durch einen stochastischen Prozess
modelliert werden. Unter solch einem Vorgang versteht man zum Beispiel den Zerfall einer ra-
dioaktiven Probe, einen Aktienkurs als auch die Schwerpunktsbewegung eines Fahrzeuges auf
unebenem Untergrund. Fiir weitere Beispiele siehe [2]. Dies motiviert zur folgenden Begriffsde-

finition.

Definition 2.1.1 Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Z,Z) ein mit einer o-Algebra
versehener Raum und I eine Indexmenge (zum Beispiel: =R, I=Ny, I=[a,b] ). Fin stochastischer
Prozess X ist eine Familie von Zufallsvariablen (X;)ier bzw. Xy : Q — Z,t € I. Als Pfad oder
Trajektorie eines Prozesses bezeichnet man fir jedes w € Q die Abbildung X (.,w) : t — X (t,w).

Durch die Definition eines stochastischen Prozesses lidsst sich nun der Begriff ” Brownsche Bewe-
gung” genauer diskutieren, wobei sich diese Arbeit hierbei nur auf die wenigen, fiir [to-Integrale
relevanten Aspekte beschriankt. Eine Brownsche Bewegung wird hiufig auch als Wiener-Prozess
bezeichnet, weil Norbert Wiener (1894-1964) als erster (1923) dafiir ein mathematisch korrektes
Modell schuf. Die Brownsche Bewegung ist eine der wichtigsten stetigen stochastischen Pro-
zesse. Einerseits hat sie interessante mathematische Eigenschaften andererseits ist es moglich
viele weitere Prozesse, wie in etwa stetige Martingale und Diffusionsprozesse, durch Brownsche
Bewegungen mathematisch auszudriicken. Das Ito-Integral hat in dem Letzteren sogar seinen

Ursprung. Mehr dazu siehe [2].

Definition 2.1.2 Es sei (Q, F,P,{Fi}er) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Prozess
(Wi)ter heifst Brownsche Bewegung, falls fiir s < t gilt:

ISiehe [3], S. 18 ff



1. Standard Brownsche Bewegung: Wy = 0 P-fast sicher.

2. Unabhingige Inkremente: Fir alle s,t € (0,00) ist Wy — Wy unabhingig von Fs.
3. Stationdire Inkremente: Fiir alle s,t € (0,00) gilt Wy — W 4 Wi_s 4 N(0,t —s).
4. Pfade: (Wy)ier hat P-fast sicher stetige Pfade.

Definition 2.1.3 Der Prozess Xy = ut + oW, heifst lineare Brownsche Bewegung mit Drift
u und Volatilitiat . Als geometrische Brownsche Bewegung bezeichnet man den Prozess M =

exp{ L X}, welcher die Martingaleigenschaften erfiillt.

2.2 Ito-Prozess und Ito-Formel

Das Kernstiick der stochastischen Analysis wird gebildet durch die Ito-Formel, welches ihr ein
Profil verleiht, das sich deutlich von der reellen Analysis unterscheidet. Sie wird in den folgenden
Kapiteln immer wieder beno6tigt werden. In [1] findet man eine detaillierte Herleitung der Ito-

Formel und Erlduterung eines Ito-Prozesses.

Definition 2.2.1 Es sei (Q, F,P,{Fiticr) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (Z, Z)
ein Mefraum. Ein Prozess (Xi)ier heifft progressiv messbar bzgl. der Filtration {Fi;}ier, falls
fir allet > 0 und s <t die Abbildung

X:[0,t] xQ—Z, (s,w)— X(s,w)

B([0,t]) ® Fi-messbar ist.

Definition 2.2.2 (Eindimensionaler It6-Prozess) Es sei (0, F,P,{Fi}t>0) ein Wahrschein-
lichkeitsraum, (Wy)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung beziiglich der Filtration {Fi}+>0
und Xg eine Fo-messbare Zufallsvariable.

(Xt)e>0 ist ein Ito-Prozess, falls gilt

t t
Xy = Xo + / ugds + / vsdWs,
0 0

wobei us und vs progressiv messbar sind und die Bedingungen IP’(fg luslds < o0) = 1 und
fg vids < 00) =1 erfiillen.

Mittels Kurzschreibweise ldsst sich ein Ito-Prozess darstellen als dX; = uds + vdW.

Satz 2.2.3 (Eindimensionale It6-Formel) Es sei (X;);>0 ein It6-Prozess mit Werten in
UCRund f:[0,00) x U — R eine Funktion mit Werten in C%2. Dann ist f(t, X;) ein

1t6-Prozess und es gilt

3f 10°f 2 tof
X Xo) Xo)us + = 27 (5, X )02 9L (s, X )oud WV,
f(t. X1) = f(0, Xo) / s + 5, (5, Xs)u +28w2(8 ) ds+/0 83:(5 Jvsd



Aber auch die mehrdimensionale It6-Formel ist fiir die mathematische Anwendung von grofler

Bedeutung.

Definition 2.2.4 (Mehrdimensionaler It6-Prozess) Es sei (Q,F,P,{F;}i>0) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und Wy = (Wi, ..., W) T eine n-dimensionale Brownsche Bewegung, falls
W} fiir i = 1,...,n unabhingige Brownsche Bewegungen und adaptiert beziiglich der Filtration
{Fi}t>0 sind. Weiters sei Xo eine Fo-messbare Zufallsvariable.

FEin n-dimensionaler Prozess (X¢)i>0 heifit Ito-Prozess, falls gilt
dXt = btdt + O'tth,

wobei by ein n-dimensionaler Vektor und o; eine nxm-dimensionale Matriz bestehend aus ad-

aptierten Prozessen ist.

Satz 2.2.5 (Mehrdimensionale It6-Formel) Es sei(X;);>0 ein n-dimensionaler Ité-Prozess
und f € CY2, sodass fir j,k = 1, ...,n die quadratischen Kovarianzprozesse (Xk,Xj>t existieren

und stetig sind. Dann ist f(t, X;) ein mehrdimensionaler Ito-Prozess und es gilt

k k yj
ft, X3) = £(0, Xp) /8 (s, Xs) ds+2/ 8kSX )X+ Z/@k@j )d(X X)

mit (X%, X7, fo oo ")y ds.

2.3 Stochastische Differentialgleichung >

Man betrachte eine n-dimensionale Brownsche Bewegung (W;)¢>0, eine Drift b : [0,T] x R" —
R™ und eine Diffusion o : [0,T] x R” — R™*™  wobei beide Abbildungen messbar sind.

Als stochastische Differentialgleichung bezeichnet man eine Gleichung der Form

t ¢
X :Xo—i—/ b(s,XS)ds—i—/ o(s, Xs)dWs (2.1)
0 0
oder in symbolischer Schreibweise
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

Eigentlich sind es n Gleichungen der Form dX} = bi(t, X;)dt + > p_, o*(t, X;)dWF. Losungen

dieser stochastischen Differentialgleichung werden als stochastische Diffusion bezeichnet.

Definition 2.3.1 Ein Prozess (Xt)t>0 heiffit Losung der stochastischen Differentialgleichung
(2.1), falls gilt:

2Vgl. [3], S. 22 f



(Xt)e>0 erfillt die stochastische Differentialgleichung,
(Xt)e>0 ist adaptiert,
fg |bi(s, Xs)|ds < oo P-fast sicher Vi =1,...,n und

fg(aij)zds < 00 P-fast sicher Vi, j =1,...,n.



Kapitel 3

Einfiihrung in die stochastische

Kontrolltheorie

3.1 Einfiihrung

Es sei (2, F, P, {Fi}tejo,r) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, wobei die Filtration die Be-
dingungen der Stetigkeit und der Vollstéindigkeit erfiillt. Des Weiteren sei W, = (W}, ..., W) T
eine n-dimensionale Brownsche Bewegung. Dies motiviert folgende Begriffsbildung nach [5, S.
5-9]

Der Kontrollprozess (u;).c(o,] ist ein beziiglich der Filtration progressiv messbarer Prozess
mit Werten in U C RP und kann als eine kontrollierbare Variable interpretiert werden. Die An-
zahl der Aktien in einem Portfolio entspricht einer solchen kontrollierbaren Variable und auch

die Dividendenausschiittung stellt einen Kontrollprozess dar.

Der Zustandsprozess (X;)ic[o,7] beschreibt den Zustand des Systems durch die stochastische
Differentialgleichung
d(X) = b(t, Xy, ue)dt + o (t, X, ue)dWr, (3.1)

wobei fiir die Komponenten gilt b : RT x R® x U — R"*, ¢ : RT x R® x U — R™™ und
t € [0,T]. Durch einen Zustandsprozess (X¢)c[o,7] kann somit zum Beispiel das Vermogen eines

Investors beschrieben werden.
Das Zielfunktional ist gegeben durch
T
Itr,u) =B [ (s, Xy u)ds + 6(T X)X, = g,
t

wobei ¢ die laufenden Kosten und ¢ die Endkosten beschreibt.



Die zuléssigen Kontrollprozesse A(t,x) sind progressiv messbare Prozesse beziiglich der
Filtration, sodass die Differentialgleichung zur Beschreibung des Zustandsprozesses eine eindeu-

tige Losung aufweist und weiters das Zielfunktional wohldefiniert ist (also J (¢, x,us) # £00).

Die Wertfunktion wird beschrieben durch

V(t,z) = sup J(t,x,u).
u€A(t,z)

Ziel ist es, V(0,z) zu berechnen und die optimale Kontrolle u* so zu bestimmen, dass die
Gleichung J(0, z,u*) = V (0, z) erfiillt ist.

3.2 Das Bellman Prinzip und die Modellierung der
Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung

Man betrachte den Generator, welcher die Anderungen eines Prozesses misst,

LF := lim E[f(saXs) - f(t,a:)|Xt = 1;]
s\t s—1

mit dem Definitionsbereich DL = {f sei messbar, sodass der Grenzwert fiir alle ¢t und = definiert

ist}. Weiters gilt fiir

02
bi(t, (¢,
+ Z x) + P a” x) axﬁmj

mit Funktionen aus der Menge C1% := { f]a d = Vi,j =1,...,n stetig}, dass

ot 817
DL = 12
und 2
R S VPNV R I o NP i |
oder
of 1
Lf = E 4 bef(t, q:) + itr(a(t, l’)Da:xf(ta :U)),

wobei D, f den Gradient von f bezeichne, tr die Spur, D,,f die Hesse Matrix und a(t,x) =
o(t,z)o " (t,r) die Diffusionsmatrix. Siehe [5] fiir mehr Details.

Somit kann die It6-Formel folgendermaflen geschrieben werden



Das Bellman Prinzip (siehe [6]) ist fiir ¢; > ¢ gegeben durch

t1

V(t,z) = sup IE[/ o(s, Xs,us)ds + V(t1, Xy, )| Xt = ).
u€A(t,z) t

Falls man sich im Intervall [t,¢;] optimal verhilt und auch iiber den Zeitpunkt ¢; hinaus, so

erhilt man ein globales Optimum.

Zur Modellierung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung sei vorausgesetzt, dass die Wertfunk-
tion V(¢,z) glatt genug ist, sodass die folgenden Umformungen durchgefiithrt werden kénnen.
Die Vorgangsweise zur Herleitung dieser Gleichung ist analog zu [5, S. 11-12].

Im ersten Schritt wendet man die It6-Formel (3.2) auf V(¢;, X¢,) an und erhilt

t1
X
V(t1, Xy,) =V (t,z) +/ <8V(;; ) + D,V (s, Xs)b(s, Xs, us)
t

1 h
+ Etr(a(s,Xs,us)DmV(s, XS))>ds + / o(s, Xs)D,V (s, X, us)dWs.
¢

Im néchsten Schritt stellt man das Bellman Prinzip unter folgender Annahme auf: Die Wert-
funktion V'(t, X;) sei so, dass das stochastische Integral ein Martingal ergibt. Somit verschwindet
das stochastische Integral unter dem Erwartungswert im Bellman Prinzip.
h hrovi(s, X
V(t,z) = sup IE[/ (s, Xs,us)ds + V(t,x) +/ <(;’5)
) t t S

u€A(t,x

1
+ D,V (s, Xs)b(s, Xs,us) + §tr(a(s,XS, us)DmV(s,Xs))>ds|Xt = 7]

Weiters kiirzt sich die Wertfunktion aus dem Prinzip heraus. Durch die Division mit dem Faktor

(t1 —t) und der Grenzwertbildung tlimt vereinfacht sich das Bellman Prinzip zu
1—

AV (t, X)

1
5 + D,V (t, X)b(t, X,u) + itr(a(t,X, u)DmV(t,X))) },

0=sup? o(t,z,u) +
uelU

=LYV (t,x)

woraus die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung folgt

0 = sup{p(t,z,u) + L*V(t,x)}. (3.3)

uelU
Unter den bestehenden Bedingungen ist die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung eine notwen-
dige Bedingung fiir die Wertfunktion V (¢, z). Umgekehrt stellt sich natiirlich die Frage: Falls
V(t, ) die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung erfiillt, ist V' (¢, ) dann eine Wertfunktion? Dies

fiihrt somit zum Verifikationstheorem.



3.3 Verifikationstheorem!

Die zuldssigen Kontrollprozesse A(t, ) seien so, dass

1. der Kontrollprozess (uy)c[o,r) ein progressiv messbarer Prozess ist, der E| ftT |us|[?] < oo
erfiillt.

2. Y(ut)eeo,r) € A(t, 7) die stochastische Differentialgleichung in (3.1) eine eindeutige Losung
hat, welche E[ sup || X,|%] < oo erfiillt.
t<u<T

3. das Zielfunktional J(t, z, us) wohldefiniert ist.

Satz 3.3.1 (Verifikationstheorem) FEs sei ¢(t,z,u) so, dass die Bedingungen |o(t, z,u)| <
Co(L+ [l + lull®), llo(t, z,u)l> < Co(1+ ||z + [[ull?) erfillt sind.
1. Falls &(t,x) die folgenden Bedingungen erfiillt
o O(t,x) € C1?
o |2(t,2)] < CP(1 +||z[)

o sup{p(t,z,u)+ L D(t,z)} =0,
uelU
dann gilt ¢(t,z) > V(t,x).
2. Falls (uy)iepo,r) € A(t, ), dann gilt &(t,z,) = V(t,z) und u* ist die optimale Kontrolle.

Fiir einen Beweis des Verifikationstheorems siche [5, S. 12-13].

Vegl. 5], S. 16 f
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Kapitel 4

Maximierung des erwarteten
Nutzens fiir eine geometrische
Brownsche Bewegung als

Aktienpreis

4.1 Das Nullnutzenprinzip 1

Ein Versicherungsunternehmen bietet einem Versicherungsnehmer Versicherungsschutz gegen
die Bezahlung einer Préamie. Fiir den Versicherungsnehmer wird somit, durch das Zahlen einer
fixen Pramie, das Risiko kalkulierbar. Zur Ermittlung der Prémienhohe gibt es verschiedene
Pramienkalkulationsprinzipien, die als Funktionale auf dem Raum der Schadenvariablen defi-

niert sind.

Eine Moglichkeit zur Bestimmung der Pramie bietet das Nullnutzenprinzip. Hierbei wahlt das
Versicherungsunternehmen seine Pramie geméfl einer Nutzenfunktion [(.), an welche die An-

forderungen
e monoton steigend '(.) > 0 und
e konkav !”(.) <0

gestellt werden. Eine solche Funktion ordnet jeder Geldmenge x > 0 den Nutzen [(x) fiir das
Versicherungsunternehmen zu. Fiir detailliertere Erlduterungen sei auf [8] verwiesen und fiir

weitere Pramienkalkulationsprinzipien auf [7].

Fiir eine Nutzenfunktion ist die dazugehorige Risikoaversion r(z) definiert durch

1Siehe [7], S. 20 ff
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r(z) = —ll,((gf)).

Sei nun z der Uberschuss des Versicherungsunternehmens vor Ubernahme des Risikos, dann
ist  + P — S der Uberschuss danach, wobei P die Primie modelliert und S die Schiden be-
schreibt. Dem stehen die Nutzen [(x) und I(z+P —S) gegeniiber, wohingegen der zweite Nutzen

eine Zufallsvariable ist, die von S abhéngt.

Das Nullnutzenprinzip verlangt nun, dass der Nutzen vor Versicherungsiibernahme gleich dem

erwarteten Nutzen nach Versicherungsiibernahme ist und ist gegeben durch

I(z) = Eli(z + P - S)].

4.2 Portfoliooptimierungsproblem von Merton

Eine der frithesten Anwendungen der stochastischen Kontrolltheorie im Bereich der Finanzma-
thematik stellt Merton “s klassisches Portfoliooptimierungsproblem dar. Das Portfolioproblem
befasst sich mit der optimalen Investitions- und Konsumstrategie eines rationalen Investors.
Dieser muss Entscheidungen treffen, um eine gewisse Nutzenfunktion zu maximieren. Die For-

mulierung des Portfolioproblems von Merton erfolgt analog zu [8].

Man betrachte das Portfolio eines Investors, welches aus zwei Assets, einem risikolosen und
einem risikoreichen Asset, besteht. Der Preis p(s) eines risikolosen Assets ist entsprechend
dp = prds, wihrend der Preis S(s) eines risikoreichen Assets durch dS = S(uds + odW (s))
gegeben ist. Die Variablen r, u, o sind Konstanten mit » < u, o > 0 und W(s) bezeichnet die
Brownsche Bewegung. Es sei z(s) das Vermdgen des Investors zum Zeitpunkt s, 7(s) der Anteil
des Vermogens im risikoreichen Asset und c(s) die Konsumrate. An 7(s) sind keine Bedingun-
gen gekniipft, dafiir ist es notwendig, dass x(s) > 0 und ¢(s) > 0 sind. Somit dndert sich z(s)

entsprechend der stochastischen Differentialgleichung
dx = (1 — W(S)).%'(S)Tds + m(s)z(s) <uds + UdW(S)) — ¢(s)ds. (4.1)

Der Prozess wird gestoppt, falls das Vermogen x(s) Null betréigt (Ruinzeitpunkt). Somit ergibt
sich das Zeitintervall O = (0, 00) fiir das Vermogen z(s). Der Kontrollprozess ist ein zweidi-
mensionaler Vektor u(s) = (ui(s),ua(s)) mit ui(s) = 7(s) und ua(s) = c(s), unter der Ne-
benbedingung us(s) > 0. Entsprechend ist die Menge der zuldssigen Kontrollprozesse gegeben
durch A = (—00,00) x [0, 00). Die laufenden Kosten sind angegeben mit L(x,ve) = I(v2), wobei

l(c) den Nutzen der Konsumrate ¢ > 0 bezeichnet und v = li?tl c(s). Es sei angenommen, dass
S.

1(0) =0, '(0") = 400, I'(c) > 0,1"(c) <0 fiir ¢ > 0.
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Das Problem ist die Maximierung des insgesamt erwarteten Nutzens, diskontiert durch 5 > 0,

J(x;u1,u2) = Ew[/T e*'le(c(s))ds], (4.2)

0

wohingegen 7 = 400 oder 7 fiir den Ruinzeitpunkt steht und die Notation E,[.] gleich der
Schreibweise E[.| Xo = z] ist.

Fir v = (v1,v2) € A ist der Generator —L" eines autonomen Markov Prozesses von folgen-

der Form 5 5 o
ovix

—L'®(z) = D, + (1 —1r)v12Py + rad, — va®,,

wobei ®(z) aus dem Verifikationstheorem in Satz 3.3.1. hervorgeht und die partiellen Ableitun-
gen &, und P, stetig sind.

Somit kann die Gleichung (5.8) aus [8, S. 13 Proof of Theorem 5.1.] in die folgende Form

gebracht werden

2,2,..2

fP = H})E}X[ Qup + (10— 1) 012P,] + T2, + gg}é[l(m) — va®,]. (4.3)
Genauer gesagt, falls [ ersetzt wird durch —I, dann besteht das Problem in der Minimierung
von —J. Somit muss —® die entsprechende Gleichung (4.3) erfiillen, aber mit min anstelle von
max und [ muss ersetzt werden durch —I. Folglich hat diese die Form von [8, S. 13 Proof of
Theorem 5.1. Gleichung (5.8)] und die Wertfunktion V (¢, x) sollte anwachsen auf dem Intervall
[0,00). Zudem hat das Portfolioproblem eine linear-konkave Struktur, was bedeutet, dass V (¢, z)
konkav ist. Entsprechend ist fiir x > 0 eine Losung von (4.3) gesucht mit &, > 0, ®,, < 0 und
oo = lim P,.
z—0t
Durch eine elementare Berechnung erhélt man die folgenden Kandidaten fiir eine optimale

Investitions- und Konsumstrategie

" (n—r)Pa(s) -
uy(z) = T o 2aBan(s) us = (I") 71 (®z(2)). (4.4)
Nun sei angenommen, dass |
l(c) = ;ny ,0<y <1, (4.5)

wohingegen diese Nutzenfunktion vom Typ HARA (hyperbolische absolute Risikoaversion) ist.
Fine Vielzahl von Nutzenfunktionen fiir das Problem von optimalen Investitionsstrategien wurde
zum Beispiel von Karatzas in [19] behandelt.

Eine Losung von (4.3) ist gegeben durch

®(z) = Kz fiir eine Konstante K. (4.6)
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Entsprechend eingesetzt in (4.4) erhilt man

w—r 1
uj(z) = T—7)0? uz(z) = (vK) Tz (4.7)
Es sei bemerkt, dass u](z) nicht von x abhéngt und u3(z) linear in z ist.
Somit erfolgt die Bestimmung der Konstante K durch Substitution der Gleichungen (4.6) und
(4.7) in (4.3). Folglich erhélt man eine nichtlineare Gleichung fiir K, welche eine positive Losung

aufweist, vorausgesetzt
2

(b —r)*y
B> 2071 =) +ry.
Nun sei zu priifen, ob uj(z) und wj(x) tatsdchlich optimale Strategien sind und ob ®(x) der

maximal erwartete diskontierte Nutzen ist. Dies erfolgt direkt durch Uberpriifung der Gleichung
O(x) = J(z;u7, uy), fir alle z > 0. (4.8)

Da uj(x) konstant ist und u3(z) linear in x ist, erfiillt *(s) die lineare stochastische Differen-
tialgleichung (4.1), welche explizit gelost werden kann. Dadurch erhélt man, dass z*(s) > 0 fiir

alle s > 0. Somit ist 7% = +00. Wie im Beweis von Theorem 5.1 in [8] sei

e
O(z) = Eq [7/ e 5 (wp(a*(5))) ds + e D (1)) |, fiir jedes b > 0.
0

Da ®(z*(t1)) > 0 bedeutet das durch (4.7), dass
Em[/ e P35 (x*(s))"ds] < oo.
0

Weiters ist W(z*(s)) = K(x*(s))” und somit erhdlt man (4.8) durch den Grenziibergang
t; — 00, sodass e PR, [2*(t1)]” gegen O strebt.

Bemerkung: In diesem Modell gibt es keine Moglichkeit, sowohl Vermégen zu erzeugen als
auch einen einmaligen Ruin zu erreichen. Das Problem, welches formuliert wurde, ist d&quivalent

zu einem unter den Nebenbedingungen z(s) > 0 und 7 = 400 in (4.2).

Bemerkung: Karatzas-Lehoczky-Sethi-Shreve zeigte in [9], dass das Portfolioproblem von Mer-
ton eine explizite Losung besitzt, selbst wenn [(c¢) nicht die spezielle HARA Form in (4.5) auf-
weist.

Falls u1(s) > 1, so ist der Term (1 —wu;(s))z(s) in (4.1) negativ. Dieser Term steht fiir das Geld,
dass sich der Investor ausgeliehen hat. Es wurde implizit angenommen, dass das Geld mit der
gleichen Rate r, wie die Riickzahlungsrate fiir ein risikoloses Asset, zur Verfiigung gestellt wird.
Falls die Rate des geliechenen Geldes grofier ist als r, so existiert keine explizite Losung ®(x).

Dieser Fall wurde von Fleming-Zariphopoulou in [10] behandet.
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FEine weitere Vereinfachung im Portfolioproblem ist die Ignorierung der Transaktionskosten.
Wenn diese im Modell inkludiert wéren, so wiirde man auf ein stochastisches Problem in der
Kontrolltheorie vom singuléren Typ stolen. Mit dieser Thematik setzt sich auch Fleming in [5]

auseinander.

4.3 Maximierung des erwarteten Endnutzens fiir ei-

ne geometrische Brownsche Bewegung >

4.3.1 Das Modell

In diesem Modell wird vorausgesetzt, dass die Standardannahmen fiir zeitstetige Finanzmodelle

gelten. Dies bedeutet, dass
e kontinuierliches Handeln erlaubt ist und
e keine Transaktionskosten inkludiert sind.

Ausgehend davon, dass nur eine risikoreiche Aktie fiir den Investor existiert, ist der Preis dieser
zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch P;. Weiters wird angenommen, dass der Preisprozess der Aktie

die stochastische Differentialgleichung
dP, = P,hdZ,
erfiillt, wobei (Z;)¢>0 eine Brownsche Bewegung mit Drift ¢ und Diffusion o ist, sodass gilt
dZ, = pdt + odwV, (4.9)

wohingegen 1 und ¢ Konstante sind und (Wt(l))tz() eine standard Brownsche Bewegung bezeich-

net. Somit folgt der riskante Aktienpreis einer geometrischen Brownschen Bewegung.

Des Weiteren sei der Risikoprozess (Y;):>0 gegeben, welcher eine weitere Brownsche Bewegung
mit Drift @ und Diffusion /5 darstellt. Der Prozess (Y;):>0 erfiillt die stochastische Differential-
gleichung

dY; = adt + BdW?, (4.10)

fiir die Konstanten o und /3 als auch fiir die Brownsche Bewegung (Wt@))tz().

Die Brownschen Bewegungen (Wt(l))tzo und (Wt(2))t20 sind zueinander korreliert und der Kor-

relationskoeffizient ist gegeben durch p, sodass E[Wt(l)Wt(Q)} = pt gilt.

2Sjche [11], S. 939 ff
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Der Prozess (Y;):>0 wiirde zum Beispiel in einer Schaden-Unfall Versicherung einen Schaden-
prozess (eingenommene Primien abziiglich der geleisteten Schadenzahlungen) modellieren. In

der klassischen Risikotheorie lésst sich der Schadenprozess (Y/}/)tzo darstellen durch
N
Y= pt — Z Cia
i=1

wobei p die eingenommene Prémie ist, /Ny die Schadenanzahl gegeben als Poisson Prozess mit
Intensitdt A und C; die Schadenhohe des i-ten Schadens. Weiters ist C; fiir i+ = 1,..., N; eine
Folge von unabhingigen und ident verteilten Zufallsgréfien. Somit wird Zivztl C; als Compound
Poisson Prozess bezeichnet. Fiir weitere Informationen beziiglich Risikomodelle siehe [12]. In
diesem Fall haben sich schon mehrere Mathematiker mit einer Diffusionsapproximation (mehr
dazu in [13] und [14]) des Schadenprozesses befasst und die Parameter in (4.10) lassen sich
darstellen durch
a=p—AE[CY] , 5% = AE[C?].

Somit lasst sich der Parameter « als relativer Sicherheitszuschlag eines Schadenprozesses inter-

pretieren.

Der Investor ist berechtigt zur Investition seines Vermdgens in die risikoreiche Aktie. Entspre-
chend wird die Menge des investierten Geldes zum Zeitpunk ¢ unter der Investitionsstrategie f
als (f+)i>0 bezeichnet, wobei (f;);>0 ein zuléssiger, adaptierter Kontrollprozess ist. Dieser erfiillt
fiir alle 7' die Bedingung fOT fAdt < .

Weiters beschreibe th das Vermogen des Investors zum Zeitpunkt ¢ unter der Strategie f mit

Xo = x. Dieser Prozess lasst sich entwickeln zu
dx{ = fdz, + dv, , Xo =z, (4.11)

wohingegen Z; und Y; zuvor definiert wurden. Die Substitution von (4.9) und (4.10) in (4.11)

zeigt, dass der Vermogensprozess der stochastischen Differentialgleichung
f_ (1) (2) _
dX] = (fip+ @)dt + frodW; " + AW~ | Xo ==z

folgt. Da (Wt(l))tzo und (Wt(Q))tZO korrelierte standard Brownsche Bewegungen sind mit Kor-

relationskoeffizient p, ist die quadratische Variation des Vermogensprozesses gegeben durch
d(X)e = (ffo® + 5% + 2pa B fr)dt

und der Generator (fiir den Kontrollprozess f;) ist von der Form

£g(t2) = g0+ (i + @)ge + 3 (F20% + 6+ 205 )gea,
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wobei die partiellen Ableitungen g¢¢, ¢, und g¢,, stetig sind.

4.3.2 Maximierung des exponentiellen Nutzens

Es sei angenommen, dass der Investor an der Maximierung des Nutzens seines Endvermogens
zum Zeitpunkt 7" interessiert ist. Die Nutzenfunktion sei gegeben durch [(x), welche die Bedin-
gungen !’ > 0 und !” < 0 erfiillt. Weiters bezeichne V' (¢, x) den maximal erreichbaren Nutzen

des Investors im Zustand x zum Zeitpunkt ¢, sodass gilt V (¢, ) = sup E[Z(X:J;)\th = z] und es
f

sei (f;)o<t<r die optimale Strategie.

Man nehme an, dass die Nutzenfunktion einer exponentiellen Nutzenfunktion der Form

g
l(w) = A~ Je 0 (4.12)

entspricht, fiir v+ > 0 und # > 0. Diese Nutzenfunktion weist einen Risikoparameter 6 vom
—l/,/(i) = 6 ersicht-

(z)
lich ist. Solche Funktionen spielen eine wesentliche Rolle in der Versicherungsmathematik als

Typ CARA (konstante absolute Risikoaversion) auf, wie aus der Tatsache

auch in der aktuariellen Praxis, da diese die einzigen Nutzenfunktionen sind, unter welchen
das Nullnutzenprinzip eine faire Pramie ergibt, unabhéngig von der Hohe der Reserven eines

Versicherungsunternehmens. Dies fithrt zu folgendem Theorem.

Theorem 4.3.1 Die optimale Strategie zur Maximierung des erwarteten Nutzens zum Endzeit-

punkt T ist die Investition der Konstante

fr M % zu jedem Zeitpunkt t <'T (4.13)
o

t 529

und die optimale Wertfunktion ist gegeben durch

V(t,z)=\— %e:ﬂp{—ﬁx +(T—1)-Q(0)}, (4.14)

wobei Q(.) eine quadratische Funktion ist definiert durch

Q(0) :92352(1—,)2) (o ”ﬂ‘) —1(3)2. (4.15)

o 2\o

Beweis: Fiir das Maximierungsproblem des Nutzens vom Endvermégen zu einem fixen End-

zeitpunkt T sei die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung fiir ¢ < T gegeben durch

sup{LIV (t,2)} =0, V(T,z) = I(z), (4.16)
f

wobei V(t,x) = sup ]E[l(X%)]Xf = z]. In anderen Worten, fiir jedes (¢,x) muss die nichtlinea-
/

re partielle Differentialgleichung (4.16) gelost werden und des Weiteren muss der Wert fi(x)
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gefunden werden, welcher die Funktion
1
Vit (futa)Vet g (1267 + 8% + 2008 ) Va (4.17)

maximiert, wobei die partiellen Ableitungen V;, V, und V., stetig sind.

Es sei angenommen, dass die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung (4.16) eine klassische Losung
V(t,x) besitzt, die die folgenden Bedingungen V,, > 0 und V,, < 0 erfiillt. Durch differenzieren
von (4.17) beziiglich f erhélt man den Optimierer

P M(Vx)_@. (4.18)

t 02 \ Vs o

Durch Einsetzen dieser optimalen Strategie in (4.17) ist die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung

fiir die Wertfunktion V (¢, ), nach einigen Vereinfachungen, gegeben durch

BNy L mNEVE L s o
Vi + (a - )Vx 2(0) 7t g0 Ve =0 fir b < T (4.19)
V(T,z) = I(z) (4.20)

Es sei bemerkt, dass sich die partielle Differentialgleichung (4.19) doch deutlich unterscheidet
von der iiblichen Form einer Nutzenmaximierung fiir einen normalen Investor (wenn o = =
p = 0). Diese Thematik wird beispielsweise behandelt in [18] oder auch in [19].

Das Interesse gilt jedoch der exponentiellen Nutzenfunktion I(z) = A — %e*(’x . Um die partielle

Differentialgleichung (4.19) zu l6sen, sei eine Losung der Form

V(t,z) =X — %e:vp{—@x +9(T —1)} (4.21)

gesucht, wobei g(.) eine geeignete Funktion ist. Des Weiteren erhilt man fiir diese Losungform

folgende partielle Ableitungen

Vilt,z) = (V(t,z) = A) - (=¢'(T — 1)) (4.22)
Vot z) = (V(t,z) — ) - (—6) (4.23)
Viz(t, ) = (V(t,2) — A) - (67). (4.24)

Die Nebenbedingung V (T, z) = l(z) = A — Je~ %" impliziert, dass g(0) = 0 gelten muss. Durch
Einsetzen von (4.22), (4.23) und (4.24) in (4.19) und nach einigen Vereinfachungen wird vor-
ausgesetzt, dass g(1" — t) die Gleichung

0= —g/(T—)+ %52(1 L ”ﬂ)e - 1(H)Q = _J(T—1+QO) (425

o 2\o

erfiillt. Durch Integration und die Beachtung der Bedingung ¢(0) = 0 erhilt man schliellich die
Wertfunktion (4.14).
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Da nun die Werftunktion in expliziter Form vorhanden ist, kann die optimale Kontrolle einfach
bestimmt werden. Durch Substitution der Werte fiir V,.(¢,z) und V. (¢,z) aus (4.23) und (4.24)
in (4.18) erhélt man die optimale Kontrolle (f;)o<:t<7 in (4.13).

Es bleibt noch zu priifen, ob die Kontrolle (f;)o<t<7 und die Wertfunktion V' (¢, z) tatséchlich
optimal sind. Um dies zu zeigen, sei zuerst bemerkt, dass unter der soeben bewiesenen Stra-

tegie der resultierende optimale Vermdgensprozess (th Jo<t<T eine Brownsche Bewegung mit

konstanter Drift und Diffusionskoeffizienten der folgenden Form ist

ax!" = (“2 + (a- pﬁ“))dw \/(“)2 + A1 — p2)dWs,

o260 o o

wobei (W;)¢>0 eine weitere standard Brownsche Bewegung ist. Dies erhélt man durch Substi-
tution der Kontrolle (4.13) in die stochastische Differentialgleichung fiir den Vermogensprozess
und nach weiteren Vereinfachungen. Da somit die Wertfunktion zweimal stetig differenzierbar
ist, sind alle Bedingungen des Verifikationstheorems erfiillt, was impliziert, dass die Kontrolle
(f)o<t<r in (4.13) und die Wertfunktion V'(¢,z) in (4.14) optimal sind. O

Bemerkung: Alternativ kann auch das Martingale Optimality Principle (siehe [4]) verwen-
det werden um zu zeigen, dass unter der Strategie (f;)o<t<r die Wertfunktion V (¢,z) in (4.14)

ein Martingal ist. Und daraus kann schliefflich auf die Optimalitdt geschlossen werden.

Bemerkung: Ein Argument gegen die Verwendung der exponentiellen Nutzenfunktion in der
Praxis ist, dass diese zu einer Strategie fithrt unter welcher das Vermégen negativ werden kann.
Dies ist allerdings ein wichtiger Einwand fiir einen normalen Investor, infolgedessen gibt es alter-
native Nutzenfunktionen unter welchen die Ruinwahrscheinlichkeit bei Null liegt. Jedoch kann
der Ruin fiir das hier betrachtete Modell nicht mit Wahrscheinlichkeit Eins vermieden werden

(da Y; eine Brownsche Bewegung ist). Somit ist dieses Argument hier nicht von Bedeutung.

Bemerkung: Hailang Yang und Lihang Zhang haben sich in ihrer Arbeit (siehe [17]) auch
mit der Maximierung des exponentiellen Nutzens unter einem fixen Endzeitpunkt befasst. Im
Gegensatz zu dem gerade vorgestellten Modell betrachten sie zwei Assets, ein risikoloses Asset
und ein risikoreiches Asset. In diesem Modell ist die investierte Geldmenge in dem risikorei-
chen Asset unabhéngig vom Vermogenslevel. Diese Tatsache lédsst sich darauf zuriickfiihren,
dass die exponentielle Nutzenfunktion eine konstante absolute Risikoaversion aufweist. Falls
Anspriiche vorhanden sind, welche vom Versicherer erfiillt werden miissen und die Nutzenfunk-
tion exponentiell ist, so ist die investierte Geldmenge in dem risikoreichen Asset unabhingig
vom Vermogen des Investors, wenn nur ein risikoreiches und ein risikoloses Asset am Markt
zur Verfiigung stehen. Des Weiteren wurde in diesem Paper auch die Problematik des generel-
len optimalen Kontrollproblems und der Maximierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir ein

Versicherungsunternehmen behandelt.
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Ferguson [16] hat unter der Annahme eines normalen Investors (o = 8 = 0) und eines zeitdiskre-
ten Modells herausgefunden, dass die optimale Strategie die Investition einer fixen Konstanten
ist, falls man an der Maximierung des Nutzens eines Endvermdgens unter einer exponentiellen
Nutzenfunktion wie I(x) = —e~%% [16, S. 180-181] interessiert ist. Es wurde vermutet, dass sich
eine solche Strategie allgemein asympthotisch optimal verhilt fiir das Kriterium der Maximie-
rung der Uberlebenswahrscheinlichkeit bzw. bei der Minimierung der Ruinwahrscheinlichkeit

fiir einen Wert von 6.
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Kapitel 5

Das CEV-Modell !

Das Modell der konstanten Elastizitét der Varianz, oder auch als CEV-Modell (Constant Elasti-
city of Variance-Model) bezeichnet, stellt eine optimale Alternative zum Black-Scholes-Modell
dar. In diesem Diffusions Modell geht man davon aus, dass der risikoneutrale Prozess fiir den

Aktienkurs der stochastischen Differentialgleichung
dSt = (7’ - Q)Stdt + O'Stath (51)

folgt, wobei r den risikolosen Zinssatz bezeichnet, ¢ die Dividendenrate, W eine Brownsche
Bewegung, o einen Volatilititsparameter und o eine positive Konstante 2. Die Volatilitit des

Aktienkurses ist gegeben durch 05’3—1, welche vom Aktienpreis S; abhéingt.

Somit ergeben sich fiir die Konstante o die folgenden drei Fiille.

e Fiir a < 1 steigt die Volatilitdt mit sinkendem Aktienkurs. Somit ergibt sich eine d&hnliche
Wahrscheinlichkeitsverteilung wie fiir Aktien mit mehr Wahrscheinlichkeitsmasse im lin-

ken Rand der Verteilung und weniger Wahrscheinlichkeitsmasse im rechten Rand.

e Fiir a > 1 steigt die Volatilitdt mit steigendem Aktienkurs und man erhilt eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit mehr Wahrscheinlichkeitsmasse im rechten Rand der Vertei-

lung und weniger Wahrscheinlichkeitsmasse im linken Rand.

e Fiir @ = 1 entspricht das CEV-Modell der Annahme eines GBM-Modell (geometrische

Brownsche Bewegung).

Dies stimmt mit einem Volatility Smile iiberein, bei dem die implizite Volatilitdt eine steigende
Funktion des Aktienkurses ist. Somit modifiziert das CEV-Modell die Volatilitdt durch eine
zum Aktienkurs inverse Funktion. Daher triagt das CEV-Modell zur empirisch belegten negati-
ven Korrelation zwischen Aktienkurs und Volatilitéit bei. Entsprechend kann das CEV-Modell

Vgl. [21], S. 675 f
2Siche [22], S. 145 ff
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in die Klasse der stochastischen Volatilitdtsmodelle aufgenommen werden, wobei in diesem Fall

die Volatilitat eine deterministische Funktion der Zufallsvariable .S; ist.

Im Gegensatz zur geometrischen Brownschen Bewegung, kann auch eine negative Losung der
stochastischen Differentialgleichung (5.1) auftreten, sofern keine Einschrinkungen erfolgen. Fiir
den Preisprozess einer Aktie ist dies jedoch inakzeptabel, sodass eine absorbierende Barriere
bei Null gefordert werden muss. Falls S; = 0 sollte S, = 0 fiir alle u > ¢ gelten. Es sei be-
merkt, dass eine reflektierende Barriere bei Null nicht ausreicht, denn falls der Aktienkurs eines
Unternehmens auf Null fillt, so fiihrt dies zum Bankrott der Firma und der Aktienpreis kann
nicht mehr positiv werden. Die absorbierende Barriere bietet eine Moglichkeit dieses Problem

zu iiberwinden, da diese iibereinstimmt mit dem Konkurs eines Unternehmens.
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Kapitel 6

Optimale Investitions-
Riickversicherungsstrategie fiir ein

Jump-Diffusion Risikomodell

6.1 Modellbildung

Ausgehend von einem vollstandigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) wird in diesem Modell
vorausgesetzt, dass kontinuierliches Handeln erlaubt ist. Die verfiighare Information zum Zeit-
punkt ¢ wird modelliert durch die vollsténdige Filtration {F}}, welche vom Prozess (X¢)i>0 ge-
neriert wird. Die Investitions-Riickversicherungsstrategie (A, q) sei F-vorhersehbar und erfiille
die Bedingung E[ fOT A?S?ﬂ ds] < oo fiir alle T' < oo. Solche Strategien werden als zulédssig be-
zeichnet und die Menge aller zulissigen Strategien sei gegeben durch II. Weiters bezeichne C'1+?
den Raum der Funktionen ¢(t, z, s), sodass ¢ und die partiellen Ableitungen ¢, ¢u, dra, Pus, s
und ¢, stetig sind auf [0,7] x R x R. Die folgende Modellbildung erfolgt analog zu [24].

In einem klassischen Jump-Diffusion Risikomodell (siche zum Beispiel [23]) ist der Reserve-

bzw. Surplusprozess gegeben durch
dX; = cdt — dCy 4 09d By,

wobei ¢ die Pramienrate bezeichnet, C; die aggregierten Schiden zum Zeitpunkt ¢, o9 > 0
eine Konstante und (B¢)¢>o eine standard Brownsche Bewegung. Es sei angenommen, dass
Cy = vaz(f) Y; ein Compound Poisson Prozess ist mit homogenem Poisson Prozess (N(t)):>0
und Intensitét A\. Des Weiteren sei (Y;);>1 eine Folge von positiven unabhéngigen ident verteilten
Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung F'(y) und Mittelwert E[Y;] = u. Die momentener-
zeugende Funktion von Y; ist gegeben durch My (r) = E[e™?]. Es wird vorausgesetzt, dass die

Schadenanzahl N (t) unabhéngig ist von der Schadenhohe Y;, ¢ > 0. Der Diffusionsterm oodB;
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beschreibt die zusétzlichen Kleinschéden, welche fiir die Unsicherheit verbunden mit dem Versi-
cherungsmarkt oder dem wirtschaftlichen Umfeld stehen. Es wird zusétzlich angenommen, dass
E[Ye™Y] = M (r) existiert fir 0 < r < ¢ und lLIIéE[YBTY] = oo fiir einige 0 < ¢ < +4o0.
Auflerdem sei die Cramer-Lundberg Gleichung (siehe [12]) erfiillt.

Als wirksames Instrument zur Risikoreduzierung sei dem Versicherungsunternehmen die Riick -
versicherung eines Bruchteils der Schiden mit der Eigenbehaltsquote ¢ € [0, 1] erlaubt. Somit
ist der Versicherer an einem Schaden der Hohe Y; mit ¢Y; beteiligt und der Riickversicherer
iibernimmt dementsprechend (1 — q)Y; des Schadens. Weiters sei d(¢q) die Pramie des Riickver -
sicherers fiir die Aufrechterhaltung des Versicherungsschutzes. Die verbleibende Pramie fiir den
Versicherer ist nun gegeben durch ¢ —d(g). In diesem Modell wird angenommen, dass der Versi-
cherer eine dynamische Strategie ¢ = (¢¢)¢>0 wihlen kann und dies fithrt zur kontinuierlichen An-
passung der Eigenbehaltsquote. Des Weiteren wird vorausgesetzt, dass die Riickversicherungs-

pramie §(g) in Abhéngigkeit vom Erwartungswert-Prinzip

8(g) =1 +n1-qgIu

kalkuliert wird, wobei n > 0 der Sicherheitszuschlag des Riickversicherers ist. § = ﬁ -1
entspricht hingegen dem Sicherheitszuschlag des Versicherers. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit wird angenommen, dass n > 6 gilt. Damit die Nettogewinnbedingung ¢ — (1 +7)(1 —
@)Ap — gAp > 0 erfiillt ist, wird vorausgesetzt, dass

¢g=>q:=1-

I |

gilt.

Zuséatzlich zur Riickversicherung ist es fiir den Versicherer moglich, das gesamte Surplus in
den Finanzmarkt, bestehend aus einem risikolosen Asset (Bond oder Bankkonto) und einem ri-
sikoreichen Asset (Aktie oder Investmentfond), zu investieren. Der Preisprozess eines risikofreien
Assets ist gegeben durch

dR; = rRdt,

wobei r > 0 die risikofreie Zinsrate ist. Ein hiufig verwendetes Modell fiir den Aktienpreisprozess
ist die geometrische Brownsche Bewegung, sodass der Aktienpreisprozess (S¢)i>0 die folgende

stochastische Differentialgleichung
ClSt == CLStdt + O'Stth

erfiillt, in welcher a > r und o positive Konstanten bezeichnen. Diese reprisentieren die erwar-
tete sofortige Rendite des risikoreichen Assets, die Volatilitét des risikoreichen Assetpreises und

des Weiteren sei (W;):>0 eine standard Brownsche Bewegung.
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In diesem Kapitel wird der CEV Aktienpreisprozess betrachtet, in welchem die Volatilitdt sto-
chastisch anstatt konstant modelliert wird. Somit folgt der CEV Aktienpreisprozess der sto-

chastischen Differentialgleichung
dS, = Si(adt + o SP dW),

wohingegen [ ein konstanter Parameter ist, fiir welchen die Bedingung 8 < 0 gilt. In diesem

Modell ist die momentane Volatilitéit des risikoreichen Assetpreises gegeben durch JSE .

Es bezeichne A; die totale Geldmenge, welche zum Zeitpunkt ¢ in das risikoreiche Asset un-
ter der Investitionsstrategie A investiert wird. Den Annahmen von Browne in [11] folgend, sei
A; < 0 oder auch A; > X; erlaubt. Somit ist der Versicherer zu einem Leerverkauf des ri-
sikoreichen Assets (A; < 0) befugt als auch zur Entlehnung von Geld um in das risikoreiche
Asset (A; > X;) zu investieren. Des Weiteren sei (X;);>o der Surplus Prozess, sodass X; das
Vermogen des Versicherers zum Zeitpunkt ¢ beschreibt, falls die Investitionsstrategie A und
die Riickversicherungsstrategie ¢ angenommen werden. Da jede Geldmenge, welche nicht in
das risikoreiche Asset investiert wird, im risikolosen Asset gehalten wird, entwickelt sich der

Surplusprozess zu

ds, dR
dX, = At?tt + (X, — At)?: + (¢ — 8(qr))dt — qudCy + quoodBy

= <T‘Xt +(a—1r)As + (9 -n+ 1+ 9)qt) )\,u> dt + Atan)th — q;dCy + qroodBy. (6.1)

Zur Vereinfachung sei angenommen, dass die beiden standard Brownschen Bewegungen (B):>0

und (W3)¢>0 unabhéngig sind.

Bemerkung: Wie schon im CEV-Modell in Kapitel 5 angefiihrt, reduziert sich der Preispro-
zess des risikoreichen Assets zu einer geometrischen Brownschen Bewegung falls 8 = 0 ist. Falls
B < 0, so wichst die momentane Volatilitit o; = O'Stﬁ mit fallendem Aktienpreis und es wird
eine Verteilung mit schweren linken Enden generiert. Falls jedoch S > 0, so ist die Situation

umgekehrt und wird unrealistisch fiir das Modell.

Nun sei angenommen, dass der Versicherer an der Maximierung des erwarteten Nutzens sei-
nes Endvermogens zum Zeitpunkt 7' interessiert ist. Wie iiblich wird von der Nutzenfunktion [
verlangt, dass diese monoton wachsend (I’ > 0) und konkav (I” < 0) ist. Das Problem kann nun
folgendermaflen formuliert werden

( [r‘r}qgtgnE[l(XT)], (6.2)
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wobei

dS, dR
dXt = At?tt + (Xt - At)?tt + (C — (5(qt))dt — qtdCt + th'odBt

dS, = Sy(adt+ oS> dWy).
Des Weiteren wird angenommen, dass dem Modell die exponentielle Nutzenfunktion

l(x) = —;e_”‘r

zu Grunde liegt fiir v > 0. Diese Nutzenfunktion weist einen konstanten absoluten Risikopa-
ramter v (vom Typ CARA) auf.

Die zugehorige Wertfunktion ist gegeben durch

Vi(t.r.s) = max EI(X)|(X0S0) = (r.9)] (6.3)

Aus Kapitel 3.2 geht hervor, falls die Wertfunktion V (¢, z,s) € C2, so erfiillt diese die Hamilton-
Jakobi-Bellman Gleichung

sup EA’qV(t, x,8)=0,t<T (6.4)
(A,9)€Rx[q,1]

mit der Nebenbedingung
V(T,x,s) =1(z). (6.5)
LA bezeichnet den Generator des Surplus Prozesses, welcher von den Kontrollvariablen (A, q)
kontrolliert wird. Nach Anwendung der It6-Formel auf die Wertfunktion erhélt man
LYY (t ) =V, + (m +(a=r)A+ (O —-—n+(1+ n)q))\u)Vm + asVs
1 1
+ §(A20232’8 + qQJg)Vm + 502325”1/55
+ 02 A826 4+ 1V + AE[V (t, 2 — qY, s) — V(t,z, 5)].

Wird das Verifikationstheorem aus Kapitel 3.3 auf dieses Modell angewendet, ergibt sich fol-

gendes Theorem.

Theorem 6.1.1 Sei W € C%? eine klassische Lisung von (6.4), welche auch (6.5) erfiillt.
Somit stimmt die Wertfunktion V (t,x,s) aus (6.3) mit W iberein. Weiters sei (A*,¢*) € R x
[q, 1], sodass die Gleichung

LYCV(tz,8) =0

fiir alle (t,x,s) € [0,T) x R x R erfiillt ist. Entsprechend ist die Strategie
(A* (t7 X72k7 St)a q* (ta X;(a St))
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fir das Problem in (6.2) optimal mit E[l(X})|(X},S) = (x,s)] = V(t,z,s) und (X[ )i>0 be-

zeichnet den Reserve- bzw. Surplusprozess unter dieser optimalen Strategie.

6.2 Optimales Resultat

In diesem Unterkapitel wird die Losung des Optimierungsproblems in (6.2) durch die Ver-
wendung des Verifikationstheorems 6.1.1 behandelt. Analog zu [11] wird die Hamilton-Jakobi-

Bellman Gleichung (6.4) geldst mittels eines Ansatzes von der Form
1 HT—t)
V(t,z,s) = ——exp{—vae +g(t,s)}, (6.6)
v

wobei g(t, s) eine geeignete Funktion ist, sodass der Losungsansatz (6.6) eine Losung der Hamilton-
Jakobi-Bellman Gleichung (6.4) ist. Die Nebenbedingung V (T, z, s) = [(x) impliziert

g(T, 8) =0. (67)

Es seien g, gs und gss die partiellen Ableitungen von ¢(t,s). Aus (6.6) erhélt man die entspre-

chenden partiellen Ableitungen

Viz = V(t, z, 5) (2> (T=1), (6.8)
Vis = V(t,,5)(g2 + gss),

Vs = Vee =V (8, x, S)(—V@T(T_t)gs),

E[V(t,z —qY,s) — V(t,z,5)] = V(t,z,s)( My (vge"T=1) — 1).

~

Diese partiellen Ableitungen aus (6.8) substituiert in die Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung
(6.4) ergeben

0 = gi+ (n—0)Auve" ™™ + asg, + $025272(ge2 + gas) — A -
+inf{A1(A, )} + inf{falg, )}, LT (6.9)

wobei

1
fi(At) = —(a—r)Ave" T 4 §A202526y262T(T*t) — Ao yer (Tt g (6.10)
und
folg,t) = —q(1 + n)Auuer(T*t) + AMy (vge" T + 1q2<72y2¢32’ﬂ(T7t). 6.11
59790
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Die Ableitung von fi(A,t) nach A liefert den Minimierer

" a—r 1
At = (m +$gs) ;6 r(T-1) (612)

und entsprechend ist der Minimumwert gegeben durch

l/a—r 2
fl(A;‘,kvt):_§< o5 +03ﬁ+1gs) .

Ahnlich kann durch das Differenzieren von fa(q,t) beziiglich ¢ gezeigt werden, dass fo konvex

in ¢ ist und der Minimierer ¢;(¢) die folgende Gleichung erfiillt
M1+ n)p — ofn = AMi(n), (6.13)

wobei n = vge" ™) und MY, (vge" ™) = E[Ye”qer<T7t)Y] gilt. Da (6.13) eine Gleichung fiir n
darstellt, ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 6.2.1 Die Gleichung (6.13) hat eine eindeutige positive Lisung p.

Fiir einen Beweis sei auf [24] verwiesen.

Aus diesem Lemma, folgt, dass vqi(t)e" ™= = p gilt und somit

q(t) = ge_r(T_t). (6.14)

Die Variable p ist eine Konstante, welche nur abhéngig ist vom Sicherheitszuschlag 7, der Scha-

denshoéhenverteilung und dem Parameter oyg.

Da fiir die Eigenbehaltsquote gilt ¢ € [q, 1], werden fiir die optimale Riickversicherungsstrategie
die folgenden drei Félle betrachtet.
e Fall 1:n§ci\i:odern>‘;i:undp§1/.
In diesem Fall ist 2 < 1 und somit ¢ (t) < 1 fiir alle t € [0, 7. Seitg = T—211n ((1—%)%),

so ist die optimale Riickversicherungsstrategie gegeben durch

[
PEDEES? 0<t<to,
i Le=r(T=t) 4 <t <T.

e Fall 2:n>‘i\i:undy<p<uerT.
Sei t; =T — LIn 2. Daraus folgt £ > 1 und daher ¢i(t) <1 fiir t € [0,¢1) bzw. ¢1(¢) > 1

fiir t € [t1,T]. Wobei nun die optimale Riickversicherungsstrategie gegeben ist durch

1— % 0<t<tg,
q = ge*T(T*t% to <t <t (6.16)
1, th<t<T.
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e Fall 3: n > U)\i: und p > ve'l.
In diesem Fall erhiilt man ¢;(¢) > e > 1 fiir alle ¢ € [0,7] und daher ¢f = 1.

Bemerkung:
e Falls Ze7™" > 1, so gilt g < Le™" fiir alle ¢ € [0, 7], welches eine triviale Nettogewinn-
bedingung impliziert.
e Falls fe_rT < 1und g > £, so folgt g > qi(t) fiir alle t € [0, T] und somit ¢f =q.

e Falls e < 1 und Le™™" < g < £, so existiert ein to, sodass gilt g1 (tg) = g. Deswegen
wurde in den Fiéllen 2 und 3 angenommen, dass die Bedingung 2e™"7 < g < £ gilt.

Nachdem nun die optimale Riickversicherungsstrategie bestimmt ist, ist der Wert von fa(q, 1)

fiir g/ gegeben durch

—g(1 4 n)Aum + AMy (qgm) + 1g202m?, ¢ =7,
folai 1) = 3 =(L+m)up + MMy (p) + 303, @ = (o) (6.17)
~(+ ) 4 AMy (m) + ofm®,gf =1

wobei m = ve "IV f1(Af,t) und fa(g},t) eingesetzt in die beiden Infima der Gleichung (6.9)
ergeben die folgende Differentialgleichung

1 9 9849 (a—r)* o
gt +8rgs + 50 S Jss — WS + Mt = 0, (618)

wobel
M; = (1 — ) uve™ ™D — X+ fo(gf,t).

Analog zu [25] wird die Gleichung (6.18) gelost durch Definition einer neuen Funktion h(t,y) :=
g(t,s) mit y = s72%. Durch die Verwendung dieser Transformation &ndert sich die Gleichung

(6.18) zu
(@ —1)?
202

Somit ist der Losungsansatz (6.6) eine Losung der Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung (6.4)

hi — 2rByhy + 202 B2yhy, + o*B(2B + 1)h, — y+ M, =0. (6.19)

falls h(t, y) eine Losung der partiellen Differentialgleichung(6.19) mit der Nebenbedingung h(7T,y) =
0 ist.

Um diese Gleichung fiir A zu l6sen, wird analog zu [24] von einer Losung der Form
h(t,y) = J(t)y + K(t) (6.20)

ausgegangen und die Nebenbedingung h(T,y) = 0 impliziert J(T') = 0 und K(T) = 0. Durch
die Substitution von (6.20) in die partielle Differentialgleichung (6.19) ergibt sich

(a—r)?
202

J(tyy + K'(t) — 2rByJ(t) + 02828 + 1)J(t) — y+ M, =0.
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Durch Koeffizientenanpassung erhélt man

T(t) = 2rBJ (1) — @ — 0,
K'(t) + 0?B(28 + 1)J(t) + M = 0.

Falls eine Losung von

! _ _ (a=r)® _
{ J(t) —2rBI () — 5= =0, 6.21)
J(T) =0,
und eine Losung von
/ 2 _
{ K'(t) + 02B(28 + 1)J (t) + M; = 0, (6.22)
K(T)=0,

existiert, so ist (6.20) eine Losung der partiellen Differentialgleichung (6.19). Die Losung der
linearen gewohnlichen Differentialgleichung (6.21) ist gegeben durch

TP (k) S I S 6.23
() 4rfBo? ( ) ( )

Aus (6.22) erhédlt man

T
K@) = [ 0®828+1)J(u) + Mudu

T
_ / (a—r)*(28+1) (e72rBT=w) _ 1) 4 (n — ) Apwe™ T — X + fo(q, u)du

T
- L)+ / fold ) du

wobei
Lt) = L) = =28 (1 - e-2rB(T 1))
) T1) (a=r)*(3B+1) (6.24)
= O (er 70 — 1) — (=R EHD L 3 (1 —0),
und
Nl(t)7 qt av
/ falay, =93 Na2t), @ =a(?),
NS(t)7 9y = 17
mit
M) = —1ig(1 + ) Auv(er@=1 — +)\f0 ' My (vge™)du
+41rq2021/2( 2r(T—t) _ 1)’
No(t) = (AMy(p) = (L+n)hup + 505p°)(T — t), (6.25)
N3(t) = L+ (T = 1)+ X [T My (ver™)du
_'_4117(78”2(621”@4) _ 1)_
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Zusammengefasst hat man nun die folgenden Resultate.

Lemma 6.2.2 Die Lésung der partiellen Differentialgleichung (6.18) mit der Nebenbe-
dingung (6.7) ist gegeben durch

g(t5) = J(t)s™ + K (1),
wobei J(t) in (6.23) gegeben ist und fir K(t) gilt

L)+ M(t), ¢ =7
K(t) =4 L)+ Na(t), q = a(t),
L(t) + N3(t), q =1,

mit L(t) und N;(t) firi=1,2,3 entsprechend definiert in (6.24) und (6.25).

Nun fehlt nur noch die optimale Investitions-Riickversicherungsstrategie fiir das Jump-Diffusion
Risikomodell, welche sich aber aufgrund der bereits vorhandenen Resultate einfach herleiten

lasst.

Theorem 6.2.3 Es sei angenommen, dass p die eindeutige positive Lisung der Gleichung
(6.13) ist. Definiere

gi(t.s) = J()s™* + L(t) + Ni(1),

g2(t.s) = J()s™* + L(t) + Na(1),

gs(t.s) = J()s™ + L(t) + Ns(1),

und

ks = g3(t1,s) — g2(t1,s)),
ky = go(to,s) + ks — gi(to, s) = k1 + ks,

wobei J(t), L(t) und N;(t) fir i = 1,2,3 in (6.23),(6.24) und (6.25) gegeben sind. Sei ty =
T — %ln((l - %)%) und ty =T — Lin(2).

Somit ist die optimale Investitionsstrategie fiir das Riickversicherungs-Investitionsproblem
(6.2) gegeben durch

a—rT

* - 1 —r(T—
Aj :< = —26J(t)>s 25-;6 (T—),

oder dquivalent

x _ _a=r _org(T—t) —28 AT _p(T-1)
Al <1 e 1)>s e , (6.26)

fir alle t € [0,T].

Fiir die optimale Riickversicherungsstrategie ergeben sich die folgenden drei Fille.

2 2
e Fall 1: Fulls n < U)%: oder n > % und p < v,
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so ist die optimale Riickversicherungsstrategie gegeben durch

0
o 1-¢, 0<t< to,
P 2T, <<,

und die entsprechende Wertfunktion ist

Vit o = | el bt k) te D).
7x7 S) =
7%637]){77/1:67‘(71_15) +92(t’ 8)}7 te [t07T]
0'211
o Fall 2: Fualls n > /\07 und v < p <ve'l,

so ist die optimale Riickversicherungsstrategie gegeben durch

1—%, 0<t<to,
g = Le"T0 tg <t <ty
1, t <t<T.

Entsprechend erhdlt man als Wertfunktion

—%emp{—yxeT(T_t) + g1(t,s) + ka}, t€0,t0),
V(t,z,s) = —%%P{—VMT(T_“ +g2(t,s) + ks}, t € [to,t1),
—Lexp{—vwerT=Y + gs(t,s)}, tet,T].

2
e Fall 3: Falls n > 0)%: und p > ve',
so ist die optimale Riickversicherungsstrategie gegeben durch
qt = 17

und die entsprechende Wertfunktion ist

1
V(t,z,s) = ——exp{—vee" T + g3(t,s)} , t € [0,T].
v
Um zu sehen, dass V (¢, z,s) € C12, betrachte man folgende Bemerkung.

Bemerkung: Da
gi(to,s) + k1 = ga(to, s)
g1(to,s) +ka = ga(to,s) + ks,
92(to, ) +ks = gs(t1,s)

ist V (¢, z, s) eine konstante Funktion fiir alle (t,z,s) € [0,7] x R x R. Auflerdem gilt

P = g (t075)7

gi(to,s) = J'(to)s 2 + L'(to) + (L +n)Aup — AMy (p) — 3
gé tl,S p2 = gé(tl,S),

(tr,s) = J'(t)s™ + L'(tr) + (1 +m)Aup — AMy (p) — 5

32



wobei gl(t,s) die erste Ableitung von g;(t,s) beziiglich ¢ ist. In (6.8) wurde V(¢,z,s) € C12

gew#hlt, somit ist diese eine klassische Losung der Hamilton-Jakobi-Bellman Gleichung (6.4).

In der folgenden Bemerkung wird das Verhalten der optimalen Investitionsstrategie fiir ver-

schiedene Falle studiert.

Bemerkung: Sei g(t) = e 28Tt (0 <t < T. Dann ist g(T) = 1 < g(t) < g(0) = e~ 287 fiir
alle t € (0,7). Aus der Investitionsstrategie A} in (6.26) ergeben sich folgende zwei Fille.

e Fall 1: Falls g(0) < 1+ 22, so ist A} > 0 fiir alle t € [0, T7.

a—r’

e Fall 2: Falls g(0) > 1+ az_TT, so existiert ein ty € [0, 7], sodass g(tp) = 1+ %
Wenn 0 < t < tg, so gilt g(t) > g(to) und somit Af < 0.
Falls jedoch tg < t < T, so erhilt man g(¢) < g(t9) und dadurch A; > 0.

Entsprechend bei ¢ = ¢ ergibt sich ¢g(t) = g(top) und daher A} = 0.

6.3 Numerische Analyse

Durch eine numerische Analyse erhéilt man, dass die Losung der Gleichung (6.13) in Abhéngigkeit
von 1 wichst. Dies bedeutet, dass eine teurere Riickversicherungspriamie zu einer hoheren op-
timalen Figenbehaltsquote fiithrt. Des Weiteren verringert sich die Lésung mit dem Wert von
o3. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass eine Verunsicherung hinsichtlich der Schiiden zu einem

hoheren Risikotransfer des Versicherers auf den Riickversicherer fiihrt.

Eine weitere numerische Analyse zeigt, dass die optimale Riickversicherungsstrategie in Ab-
héngigkeit von t wichst. Des Weiteren impliziert ein héherer Wert fiir n auch einen héheren
Wert fiir ¢*. Dies beschreibt die intuitive Beobachtung, dass der Versicherer durch den Kauf ei-
nes geringeren Anteils an Riickversicherung einhergehend auch einen hoheren Anteil eines jeden
Schadens behélt falls die Riickversicherungsprdmie weniger wird. Wenn n = 6 = 1, so erhélt
man ¢ = 0. Dies bedeutet, dass die Nettogewinnbedingung fiir jedes ¢ € (0, 1] erfiillt wird. In
diesem Fall wird die optimale Riickversicherungsstrategie ¢* im Intervall (0, 1] betrachtet. Mehr
dazu siehe [24].

Darauffolgend wird in einem numerischen Beispiel der Effekt verschiedener Modellparameter

auf die optimale Investitionsstrategie A; veranschaulicht.

Beispiel: In diesem Beispiel sei angenommen, dass die Schadenhéhe Y; unabhéingig und ex-

ponentiell verteilt ist mit dem Parameter i

Es sei T = 10, r = 0.3, v = 0.2 und ¢? = 1. Die Resultate sind in den Abbildungen 6.1,
6.2 und 6.3 dargestellt.
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In Abbildung 6.1 sei s = 5, a = 0.35 und A; ist geplottet fir 8 = —0.6,—0.4, —0.2,0. Falls
B8 =—-0.4,-0.2,0 so erhélt man

2r

a—rT

g(0) = e 2T <1 4

und somit Ay > 0 fiir alle ¢ € [0,10]. Wenn 8 = —0.6 so ergibt sich entsprechend

2r

a—rT

g(0) = e 2T > 1 4
und es existiert ¢ty = 2.8751 sodass

Af <0, 0<t<28751
A =0, t=28751
Af >0, 28751 <t <10.

Anhand Abbildung 6.1 ist ersichtlich, dass eine groflere Investition erwiinscht wird, sobald der
Zeitpunkt T erreicht wird. Andererseits geht aus der Abbildung 6.1 hervor, dass ein gréferer
Wert fiir 8 (und somit eine hohere Volatilitdt) nicht unbedingt weniger Investition impliziert,
speziell wenn ¢ niedrig ist. Die optimale Investitionsstrategie fiir das GBM-Modell (5 = 0) ist
nicht unbedingt niedriger als jene fiir das CEV-Modell (8 < 0).

Der Effekt von B auf die optimale Investitionsstrategie

1.4 ‘ ‘
———B=-06
12} —B=-04}
———B=-02

o ——B=0
S 1f
s
[
S o8l
S
£
¢ 06f
g
o
g oaf
2
o
] L
2 o2

ok ———

-0.2 .

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 6.1: Der Effekt von B auf die optimale Investitionsstrategie Ay

In Abbildung 6.2 sei 3 = —0.6, a = 0.35 und A} geplottet gegen t fiir s® = 0.2108,0.3241, 0.5173.
Wie auch in Abbildung 6.1 ist in Abbildung 6.2 ersichtlich, dass eine groBere Volatilitit os?

nicht notwendigerweise weniger Investition impliziert.
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Die optimale Investitionsstrategie

Der Effekt von o sP auf die optimale Investitionsstrategie

25 ; ‘ ‘ ‘ ; ; ; ;
osP=0.2108
osP=0.3241

2+ B :
0s”=0.5173

15+ 1

l, 4

0.5 ]

O, 4

iy , , , , , , ,

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 6.2: Der Effekt von 0s” auf die optimale Investitionsstrategie A}

In der Abbildung 6.3 sei § = —0.6, s = 5 und A} geplottet ¢ fiir a = 0.35,0.45,0.55. Aus dieser

Abbildung geht hervor, dass eine erwartete hohere Rendite a nicht unbedingt mehr Investition

voraussetzt.

Die optimale Investitionsstrategie

Abbildung 6.3:

Der Effekt von a auf die optimale Investitionsstrategie

a=0.35
a=0.45
a=0.55|]

10

Der Effekt von a auf die optimale Investitionsstrategie A}
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Kapitel 7

Monte Carlo Simulation einer
einfachen Strategie im Vergleich zu

einer optimalen Strategie

Die Monte Carlo Simulation eines stochastischen Prozesses ist ein Verfahren zur Erzeugung von
zufilligen Ergebnissen fiir den Prozess. In dieser Arbeit wird die Monte Carlo Simulation dafiir
eingesetzt, um einen besseren Vergleich zwischen einer optimalen und einfachen Strategie zu
entwickeln. Des Weiteren ist der Quellcode fiir die unterschiedlichen Simulationen von Surplus

und Zielfunktional bei optimaler bzw. einfacher Strategie im Appendix B angefiihrt.

7.1 Monte Carlo Simulation einer optimalen Strate-
gie
Angenommen, die erwartete Rendite fiir eine Aktie betrdgt 5% per annum, der anfingliche
Aktienkurs liegt bei 100, das anfiingliche Vermogen betragt 100, die Konstante § ist -0.6 und
die Standardabweichung der Rendite ist mit 20 % per annum gegeben. Es ist also a = 0.05 und
o = 0.20. Angenommen At = 0.01, dies bedeutet, dass die Anderungen des Aktienpreisprozes-
ses in Zeitintervallen der Linge 0.01 Jahre (also 3,65 Tage) betrachtet werden. Fiir die weiteren
Parameter gelten folgende Annahmen: Sicherheitszuschlag des Versicherers § = 1, Sicherheits-
zuschlag des Riickversicherers 7 = 1.5, Intensitédt A = 3, Mittelwert u = 1, konstanter absoluter

Risikoparameter v = 0.2, Zinsrate r = 0.3 und s = 5.

Der Surplusprozess einer optimalen Strategie (siehe Kapitel 6.1, Gleichung 6.1) wird beschrieben
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durch

dX; = (rXt +(a—71)AF+ (0 —n+(1+ 0)q2<))\,u> dt + AfoSPAW, — qtdCy + qfood By
- <0.3Xt +(0.35 — 0.3)A7 + (1— 1.5+ (1+1)g}) - 3- 1)dt

+ A5 -1- 8798w, — ¢} dCy + ¢} dB.
Durch Diskretisierung erhélt man folgenden Surplusprozess

AX, = (rXt Fla—m)Al+ (0 —n+(1+ e)q:)m) At + AroSPAW, — ¢ AC, + gfogAB;
- (0.3Xt +(0.35— 0.3)A7 + (1— 1.5+ (14 1)g}) - 3- 1) At

+ A7 - S7OOAW, — gf AC, + ¢f ABy,

wobei fiir A7 und ¢ die optimale Investitions-Riickversicherungsstrategie aus Theorem 6.2.3
verwendet wird.

Des Weiteren gilt AXy := X;11 — X; fur ¢ = 0,...,t — 1 und sowohl AW, als auch AB; sind
zufillige Werte aus der Normalverteilung. Die Schadenhohe Y; sei eine positive Zufallsvaria-
ble und die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung durch P(N;y; — Ny) = AAt gegeben, wobei
P(Sprung tritt in At auf) = P(U; € [0, AAt]) mit U, gleichverteilt auf [0, 1].

Der CEV Aktienpreisprozess (siehe Kapitel 6.1) wird beschrieben durch

dS; = Sy(adt+ cS’dW;)
= S,(0.35dt + S, *Cawy).

Bezeichnet S; den Aktienpreis zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ und AS den Anstieg des

Aktienkurses innerhalb des néichsten kleinen Zeitintervalls At, dann gilt

AS; = Si(aAt+ oSPAW) (7.1)
= 5:(0.35At + S;OCAW), (7.2)

wobei AS; := S;41 — S, fiir i =0,...,t — 1 gilt und AW, ein zufilliger Wert aus der Normalver-

teilung ist.

Die Ergebnisse aus der Simulation des Surplusprozesses bei optimaler Strategie werden in der
Tabelle 7.1 und entsprechend in der Abbildung 7.1 veranschaulicht und zeigen einen méoglichen
Surplusverlauf bei einer optimalen Strategie, die durch das wiederholte Ziehen eines zufilligen
AWy aus N (0, At), AB; aus N (0, At), Uy aus U(0,1) und Y; entsteht.

Diese Werte ensprechen nur einem méglichen Verlauf, da andere Zufallszahlen zu anderen Sur-
plusbewegungen fithren. Somit ist der letzte Surpluswert von 101.9614 als Zufallswert am Ende

von zehn Zeitintervallen, also am Ende eines Zehnteljahres, zu interpretieren.
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Surplus  zu | zufélliger | zufdlliger | zufélliger zufélliger Anderung des Sur-
Beginn  des | Wert von | Wert von | Wert von Y; | Wert von U, | plus wéhrend des
Zeitraums AW, AB; Zeitraums

100 0.6232 0.7990 35.1660 0.8308 0.2905

100.2905 0.9409 -0.9921 58.5264 0.5497 -0.1157

100.1748 0.2120 0.2379 91.7194 0.2858 0.3791

100.5539 -1.0078 -0.7420 75.7200 0.7537 0.6854

101.2393 1.0823 -0.1315 38.0446 0.5678 -0.0032

101.2361 0.3899 0.0880 7.58H4 0.0540 0.2928

101.5289 -0.6355 -0.5596 53.0798 0.7792 0.5755

102.1044 0.4437 -0.9499 93.4011 0.1299 0.1035

102.2078 0.7812 0.0593 56.8824 0.4694 0.1979

102.4058 -0.8217 -0.2656 1.1902 0.3371 0.7858

103.1916

Tabelle 7.1: Simulation eines Surplusverlaufes bei optimaler Strategie fiir 10 Zeitintervalle

der Linge At = 0.01.

103.5

Monte Carlo Simulation einer optimalen Strategie
T T

T T T
103}
1025}
X 102}
c
(]
[=2]
g
S 1015}
>
101f
1005}
100 ‘ ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 6 7 8 9 10 11

Abbildung 7.1: Simulation eines Surplusverlaufes bei optimaler Strategie fiir 10 Zeitin-
tervalle der Linge At = 0.01.

Fiir die Veranschaulichung des Zielfunktionals wird eine Mittelung tiber 1000 Monte Carlo Simu-
lationen einer optimalen Strategie fiir 50 Zeitintervalle, also fiir ein halbes Jahr, durchgefiihrt.

In den Abbildungen 7.2, 7.3, 7.4 werden die Auswirkungen verschiedener Modellparameter auf
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das Zielfunktional verdeutlicht.

x 10*2 Der Einfluss von B auf die Monte Carlo Simulation einer optimalen Strategie

Zielfunktional
w

Zeit t

Abbildung 7.2: Finfluss von [ auf das Zielfunktional

x 10*° Der Einfluss von n auf die Monte Carlo Simulation einer optimalen Strategie

Zielfunktional
w

Zeitt

Abbildung 7.3: Finfluss von n auf das Zielfunktional
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x 10*°Der Einfluss von a auf die Monte Carlo Simulation einer optimalen Strategie
T

a=0.02
a=0.05
a=0.1

25}

Zielfunktional

Zeit t

Abbildung 7.4: Finfluss von a auf das Zielfunktional

7.2 Monte Carlo Simulation einer einfachen Strate-
gie

Bei der Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie werden die Inputparameter analog

zur optimalen Strategie gewéhlt und die Eigenbehaltsquote ¢ wird mit 0.8 angenommen.

Der Surplusprozess einer einfachen Strategie wird, wie auch bei der optimalen Strategie, be-

schrieben durch

AX, = (0.3Xt +(0.35— 0.3) A+ (1— 15+ (1+1)gs) - 3 1) At
+ At . S;O'ﬁAWt — thCt + thBt,

wobei die optimalen Strategien Ay und ¢ durch die einfachen Strategien A; und ¢; ersetzt wer-
den. Fiir die einfache Investitions-Riickversicherungsstrategie wird ein zeitlicher Mittelwert der
optimalen Investitions-Riickversicherungsstrategie verwendet. Des Weiteren gelten die selben

Annahmen, welche auch bei der optimalen Strategie getroffen wurden.
Die Ergebnisse aus der Simulation des Surplusprozesses bei einfacher Strategie werden in der

Tabelle 7.2 und entsprechend in der Abbildung 7.5 veranschaulicht und zeigen einen méglichen

Pfad eines Vermogens, das auf diese Weise erzeugt wird.
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Surplus zufilliger | zufélliger | zufélliger zufalliger Anderung des Sur-
Beginn Wert von | Wert von | Wert von Y; | Wert von U; | plus wéahrend des
Zeitraums AW, A B, Zeitraums

100 -0.4326 -1.6656 81.4724 0.9058 0.1000

100.1000 0.1253 0.2877 12.6987 0.9134 0.3859

100.4859 -1.1465 1.1909 63.2359 0.0975 0.5929

101.0788 1.1892 -0.0376 27.8498 0.5469 0.2855

101.3642 0.3273 0.1746 95.7507 0.9649 0.3619

101.7261 -0.1867 0.7258 15.7613 0.9706 0.4759

102.2020 -0.5883 2.1832 95.7167 0.4854 0.7299

102.9319 -0.1364 0.1139 80.0280 0.1419 0.3792

103.3111 1.0668 0.0593 42.1761 0.9157 0.3136

103.6247 -0.0956 -0.8323 79.2207 0.9595 0.2279

103.8526

Tabelle 7.2: Simulation eines Surplusverlaufes bei einfacher Strategie fiir 10 Zeitintervalle
der Lange At = 0.01.

104

Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie
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Abbildung 7.5: Simulation eines Surplusverlaufes bei einfacher Strategie fiir 10 Zeitinter-
valle der Lange At = 0.01.

Es ist wichtig, sich vor Augen zu halten, dass die Tabelle nur einen moglichen Verlauf des

Vermogens zeigt. Andere Zufallszahlen wiirden zu anderen Surplusbewegungen fithren. In der Si-

mulation kann jedes kleine Zeitintervall At verwendet werden. Mit dem Grenziibergang At — 0

erreicht man die vollstindige Beschreibung des Surplusprozesses. Der letzte Surpluswert von
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118.3541 in Tabelle 7.2 kann als Zufallswert der Surplusverteilung am Ende von zehn Zeitin-
tervallen, das bedeutet, am Ende eines Zehnteljahres, angesehen werden. Durch wiederholte
Simulationen der Surpluswerte, wie in Tabelle 7.2, erhélt man eine vollstédndige Wahrscheinlich-

keitsverteilung fiir den Surplusprozess am Ende dieses Zeitraums.

Fiir die Berechnung des Zielfunktionals wird eine Mittelung iiber 1000 Monte Carlo Simula-
tionen einer einfachen Strategie fiir 50 Zeitintervalle, also fiir ein halbes Jahr, durchgefiihrt. Die
Auswirkungen verschiedener Inputparameter auf das Zielfunktional werden in den Abbildungen

7.6, 7.7, 7.8 veranschaulicht.

x 10*2Der Einfluss von B auf die Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie

——p=-04
———B=-06

Zielfunktional
w

Zeitt

Abbildung 7.6: Finfluss von [ auf das Zielfunktional
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x 10*2Der Einfluss von n auf die Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie

n=1
———n=15
5t n=2

Zielfunktional
w

Zeitt

Abbildung 7.7: Einfluss von n auf das Zielfunktional

x 10%° Der Einfluss von a auf die Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie
a=0.02
a=0.05
25 a=0.1

Zielfunktional

Zeitt

Abbildung 7.8: Einfluss von a auf das Zielfunktional

43



7.3 Monte Carlo Simulation einer einfachen Strate-
gie im Vergleich zu einer optimalen Strategie

In diesem Unterkapitel wird die optimalen Strategie mit einer einfachen Strategie verglichen,
indem die beiden Zielfunktionale der Monte Carlo Simulation gegeniibergestellt werden. Die

Inputparamter werden analog zu den Kapiteln 7.1 und 7.2 angenommen.

Die Zielfunktionale einer moglichen optimalen, als auch einer einfachen Strategie fiir 100 Zeit-

intervalle, also fiir ein Jahr, konnen sich entsprechend der Abbildung 7.9 entwickeln.
Da andere Zufallszahlen zu anderen Zielfunktionalen fithren, kénnte der Verlauf des Zielfunk-

tionals einer optimalen und einer einfachen Strategie auch wie in Abbildung 7.10 dargestellt,

verlaufen.

x 10'° Vergleich einer optimalen Strategie mit einer einfachen Strategie

3 T T T T
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Abbildung 7.9: Simulation des Zielfunktionals zum Vergleich einer optimalen Strategie
mit einer einfachen Strategie.
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x 10*° Vergleich einer einfachen Strategie mit einer optimalen Strategie
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Abbildung 7.10: Simulation des Zielfunktionals zum Vergleich einer optimalen Strategie
mit einer einfachen Strategie.
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Anhang A

Programme fiir das numerische

Beispiel

Die Programme zum numerischen Beispiel in Kapitel 6.3 wurden mit MATLAB (Version R2007a)
geschrieben. Beispielhaft wird zuerst das Programm fiir den Effekt von 5 auf die optimale In-
vestitionsstrategie A¥ abgebildet, als nichstes das Programm fiir den Effekt von os” auf die
optimale Investitionsstrategie Af und zum Schluss das Programm fiir den Effekt von a auf die

optimale Investitionsstrategie Aj.

Der Effekt von B auf die optimale Investitionsstrategie A:
function[var] = beispiel631()
t=[0:1:9];
T = 10;
r=0.3;
nu = 0.2;
sigma = 1;
s = 5;
a = 0.35;
betal = —0.6;
beta2 = —0.4;
betad = —0.2;
betad = 0;
A =0
B = 0;
C =0;
D =0;
for i = 1 : length(t)
AG) = (1 _ a2_—rr(e—2r~betal~(T—t(:)) _ 1))8—2-beta1 sigz:ﬂ;rnu e—r(T—t(z));
B() = (1 _ %(e—2r-beta2-(T—t(z)) _ 1))3—2-beta2 sig‘:n_at‘nu e—r(T—t(z));
ci) = (1- %(e—2r-beta3-(T—t(t)) _ 1))8—2-beta3 sig-:n;_rnue—r(T—t(t));
D(i) = (1 _ %(e—2r-beta4-(T—t(1)) _ 1))8—2-beta4 sig:n:inu e—r(T—t(:));
end
figure(1)
X =1 : length(t);
plot(X,A,X,B,X,C,X,D);
legend('8 = —0.6’,’ B = —0.4',/ B = —0.2',) B = 0');
xlabel(’t’);
ylabel(’Die optimale Investitionsstrategie’);
title(Der Effekt von B8 auf die optimale Investitionsstrategie’);

Der Effekt von os? auf die optimale Investitionsstrategie A:
function[var] = beispiel632()

t=[0:1:9];
T = 10;
r = 0.3;
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nu = 0.2;

s =5;

a = 0.35;

beta = —0.6;
sigmal = i-bzel‘?f;
sigma2 = —r(l‘:sft“;;
sigma3 = —1)—2‘5:::;
A =0

B = 0;

C =0;

for i = 1 : length(t)

AG) = (1 _ az—rr (e—2r~beta~(’1‘—t(1)) _ 1))3—2-beta sig:xa_{:nu e—f‘(T—"-(‘));
B(i) = (1 _ a2—rr (e—2r-beta-(T—t(t)) _ 1))8—2-beta Sig:l;;nue—r(T—t(z));
c) = (1 _ a.2—rr (e—2r-beta.-(T—t(1.)) _ 1))5—2-beta sig:l;;nu e—r(T—t(:));
end

figure(1)

X =1: length(t);

plot(X,A,X,B,X,C);

legend('os? = 0.2108’,' 0sP = 0.3241’,' 0sP = 0.5173");

xlabel(’t’);

ylabel(’Die optimale Investitionsstrategie’);

title('Der Effekt von osP auf die optimale Investitionsstra.tegie');

Der Effekt von a auf die optimale Investitionsstrategie A:
function[var] = beispiel633()

t=[0:1:9];
T = 10;
r=0.3;

nu = 0.2;
sigma = 1;

s = 5;

beta = —0.6;
al = 0.35;
a2 = 0.45;
a3 = 0.55;

A =0;

B = 0;

C =0;

for i = 1 : length(t)

AG) = (1 _ alz:r (e—2r.beta~(T—t(i)) _ 1))8—2-beta si;l}:;:zu e—r(’I‘—t(i));

B(@) = (1 _ ai’:r (e—2rAbeta-(T—t(i)) _ 1))3—2~beta a2—r e—r(T—t(z‘));

X sigma-nu X
c() = (1 _ asz:r (e—2r-beta-(T—t(:)) _ 1))3—2-beta si;ﬁa—au e—r(T—t(t));
end
figure(1)

X =1: length(t);

plot(X,A,X,B,X,C);

legend(‘a = 0.35"," a = 0.45’,’ a = 0.55");

xlabel(’t’);

ylabel(’Die optimale Investitionsstrategie’);

title('Der Effekt von a auf die optimale Investitionsstrategie’ );
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Anhang B

Programme fiir die Monte Carlo

Simulation

Des Weiteren werden die Programme der Monte Carlo Simulation zum Verlgeich von
optimalen und einfachen Strategien vorgestellt. Die Programme zur Monte Carlo Simula-
tion in Kapitel 7 wurden mit MATLAB (Version R2007a) geschrieben. Beispielhaft wird
zuerst das Programm zur Berechnung des Vermdgens bei einer einfachen Strategie an-
gefithrt und dann das Programm zur Berechnung des fiir Surpluses bei einer optimalen
Strategie. Anschlieend wird das Programm zur Berechnung des Zielfunktionals einer
einfachen Strategie, des Weiteren das Programm zur Berechnung des Zielfunktionals ei-
ner optimalen Strategie und zum Schluss das Programm fiir den direkten Vergleich von

optimaler und einfacher Strategie présentiert.

Monte Carlo Simulation des Vermdgens mittels einfacher Strategie
function[var] = einfacheStrategie(a, b, q, dt)
%a=0.05 b=-0.6 q=0.20 dt=1/100
%Simulation Vermégen
theta = 1;
nue = 0.2;
lambda = 3;
eta = 1.5;
r=0.3;

T = 101;
e = 0.8; %eigenbehaltsquote
mu = 1;

s = 5;

%Simulation 1
X (1) = 100; %Surplus
S(1) = 100; % Aktienpreis
A(1) = 0; %optimale Investitionsstrategie
q(1) = 0; %optimale Riickversicherungsstrategie
rho(1) = 0; %16sung
alpha(1) = 0;
k=0;
for o =1:100
A(0) = (1 — a2_—rr . (emp_z'r'b'('r_") —1))- s—2b . ;;‘re . ezp—r(T—o);
rho(o) = nue - e - exp™(T—9);

a(0) = B2 - eap™7(T0);

- exp
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end

z1 = sum(A(1,:))/100;

22 = sum(q(1,:))/100;

for m =1 : 100

k(m) = m;

dW (m) = randn();

dB(m) = randn();

Y (m) = rand() - 100;

U(m) = rand();

if U(m) >0

if U(m) < lambda - dt

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)®dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — 7) - 21 + (theta — eta + (1 + eta) - z2) - lambda - mu) - dt + z1 - ¢ - S(m)?dW (m) — 22 - Y(m) + 22 - cdB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

else

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)?dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — 7) - z1 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + z1 - ¢ - S(m)?dW (m) + 22 - cdB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

else

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)2dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - 21 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + 21 - ¢ - S(m)de(m) + 22 - edB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

end

var = X;

%Plot

figure(1)

Y =1:length(k) +1;

plot(Y, X);

legend(’Simulationl’);

ylabel(’ Vermégen X(t)’);

xlabel(’ Zeit t');

title(’Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie’);

Monte Carlo Simulation des Vermdgens mittels einer optimalen Strategie
function[var] = optimaleStrategie(a, b, g, dt)
%a=0.05 b=-0.6 q=0.20 dt=1/100

theta = 1;

nue = 0.2;

lambda = 3;

eta = 1.5;

r=0.3;

T = 101;

e = 0.8; %eigenbehaltsquote

mu = 1;

s =5;

%Simulation Vermégen

X (1) = 100; %Surplus

S(1) = 100; %Aktienpreis

A(1) = 0; %optimale Investitionsstrategie

q(1) = 0; %optimale Riickversicherungsstrategie
rho(1) = 0; %l6sung

alpha(1) = 0;
k = 0;

for m =1 : 100
k(m) = m;

dW (m) = randn();

dB(m) = randn();

Y (m) = rand() - 100;

U(m) = rand();

if U(m) >0

if U(m) < lambda - dt

A(m) = (1 - a—r (emp—Z-r-b-(T—m) —1)- s—2b, a—r | emp_r(T_m);

2r c-nue
rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);
h — -
alm) = om0 % r(r—m),

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)2dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g(m)) - lambda - mu) - dt + A(m) - ¢ - S(m)2dW (m) — g(m) - Y (m) + q(m) - cdB(m);
X (m + 1) = X(m) + delta(m);

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

else

A(m) =1 — a—r (emp_2'r'b'(T_m) —1)- s—2b, a—-r | emp_r(T_m);

27 c-nue
rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);
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q(m) = T . ezp=r(T—m),

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)®dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g¢(m)) - lambda - mu) - dt + A(m) - ¢ - S(m)?dW (m) + q(m) - cdB(m);
X (m + 1) = X(m) + delta(m);

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

else

A(m) = (1 - az—rr . (emp—2-'r-b-('1"—m) —1))- s—2b, ca:;‘:; . ezp_r(T_m’);
rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);

g(m) = T . ezp=r(T—m);

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)2dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g(m)) - lambda - mu) - dt + A(m) - c - S(m)de(m) + g(m) - edB(m);
X (m + 1) = X(m) + delta(m);

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

end

var = X;

%Plot

figure(1)

Y =1:length(k) + 1;

plot(Y, X);

legend(’Simulationl’);

ylabel(’ Vermégen X(t)’);

xlabel(’ Zeit t’);

title('Monte Carlo Simulation des Vermégens mittels einer optimalen Stra.tegie');

Monte Carlo Simulation des Zielfunktionals mittels einer einfachen Strategie
function[var] = Strategiel(a, b, q, dt)

%a=0.05 b=-0.6 q=0.20 dt=1/100

%fiir unterschiedliche Werte von beta= — 0.4, —0.6
%einfache Strategie

theta = 1;

nue = 0.2;

lambda = 3;

eta = 1.5;

r = 0.3;

c=1;

T = 50;

e = 0.8; %eigenbehaltsquote

mu =1;

s =25;

X (1) = 100; %Surplus

S(1) = 100; %Aktienpreis

A(1) = 0; %optimale Investitionsstrategie

q(1) = 0; %optimale Riickversicherungsstrategie
rho(1) = 0; %l6sung

alpha(1) = 0;

k = 0;

b3 = —0.4;

b4 = —0.6;

%fiir b3

matrix3 = zeros(1000, 50);

ziel3 = zeros(1, 50);

foro=1:50

A(o) = (1 — % . (e:z;p_z""b3'(T_°) -1))- §—2b3 | % . ezp—r(T—o);
rho(o) = nue - e - exp™(T—9);

q(0) = T2 . eap=r(T—0);

end

z1 = sum(A(1,:))/50;

22 = sum(q(1,:))/50;

for i = 1:1000

form =1:50

k(m) = m;

dW (m) = randn();

dB(m) = randn();

Y (m) = rand() - 100;

U(m) = rand();

if U(m) >0

if U(m) < lambda - dt

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)?3dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — 7) - 21 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + z1 - ¢ - S(m)?3dW (m) — 22 - Y (m) + 22 - cdB(m);
X (m + 1) = X(m) + delta(m);

l(m+1) = — - - exp(—nue - X(m +1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

else

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)*3dW (m));
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delta(m) = (r - X(m) + (a — 7) - z1 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + z1 - ¢ - S(m)®3dW (m) + 22 - cdB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1) = —# - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

else

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)?3dW (m));

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - 21 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + 21 - ¢ - S(m)b3dW(m) + 22 - edB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

U(m +1) = — 553 - exp(—nue - X(m +1));

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

end

matrix3(i,:) = 1;

end

for n =1:50

z = sum(matrix3(:, n))/1000

ziel3(1,n) = z

end

%fiir b4

matrix4 = zeros(1000, 50);

ziel4 = zeros(1, 50);

for o =1:50

A()=(1- % . (ezp_2'r'b4'(’r_°) —1))- s—2b4 ;;1’;: . emp—r(T—o);
rho(o) = nue - e - exp™(T—9);

a(0) = 20) . egp—r(T=0);

end

z1 = sum(A(1,:))/50;

22 = sum(q(1,:))/50;

for i =1 : 1000

for m =1:50

k(m) = m;

dW (m) = randn();

dB(m) = randn();

Y (m) = rand() - 100;

U(m) = rand();

if U(m) >0

if U(m) < lambda - dt

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)?4dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — 7) - z1 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + 21 - ¢ - S(m)?4dW (m) — 22 - Y (m) + 22 - cdB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1) = — nie - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);
else

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)P4dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - 21 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + 21 - ¢ - S(m)b4dW(m) + 22 - edB(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1) = —n}‘e - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

else

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)®4dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — 7) - 21 + (theta — eta + (1 + eta) - 22) - lambda - mu) - dt + 21 - ¢ - S(m)®4dW (m) + 22 - cd B(m);
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1)=— n::.e - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

end

matrix4(i,:) = I;

end

for n =1:50

z = sum(matrix4(:, n))/1000
ziel4(1,n) = z

end

%Plot

figure(1)

Y =1:length(k) +1;

plot(Y, ziel3, Y, ziel4, );
legend('beta=-0.4",’ beta=-0.6");
ylabel(’ Zielfunktional’);

xlabel(’ Zeit t’);

title(Der Einfluss von beta auf die Monte Carlo Simulation einer einfachen Strategie’);

Monte Carlo Simulation des Zielfunktionals mittels einer optimalen Strategie

%a=0.05 b=-0.6 q=0.20 dt=1/100
function[var] = Strategie(a, b, g, dt)
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%fiir unterschiedliche Werte von beta= — 0.4, —0.6
%einfache Strategie

theta = 1;

nue = 0.2;

lambda = 3;

eta = 1.5;

r=0.3;

c=1;

T = 50;

e = 0.8; %eigenbehaltsquote

mu = 1;

s = 5;

X (1) = 100; %Surplus

S(1) = 100; % Aktienpreis

A(1) = 0; %optimale Investitionsstrategie
q(1) = 0; %optimale Riickversicherungsstrategie
rho(1) = 0; %l6sung

alpha(1) = 0;

k=0;

b3 = —0.4;

b4 = —0.6;

%fiir b3

matrix3 = zeros(1000, 50);

ziel3 = zeros(1, 50);

for i =1 :1000

for m =1:50

k(m) = m;

dW (m) = randn();

dB(m) = randn();

Y (m) = rand() - 100;

U(m) = rand();

if U(m) >0

if U(m) < lambda - dt

A(m)=(1-— a—r (ezp—z-r-b3-(T—m) -1)- §—2b3 a—r | ea:p_'(T_m);

2r c-nue
rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);
h — -
g(m) = %eﬂl - exp—T(T—m),

alpha(m) = S(m) - (adt + ¢ - S(m)?3dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g(m)) - lambda
X (m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1)= —n}‘e - exp(—nue - X(m + 1));

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

else

A(m)=(1— % . (emp_2'r'b3'(T_m) —1))- §—20b3 g;‘:'e . ezp_r(T_m);
rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);

g(m) = T . ezp=r(T—m);

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)*3dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g¢(m)) - lambda
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1)=— n}m - exp(—nue - X(m + 1));

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

else

A(m)=(1 - % . (emp—2-r-b3-(T—m) —1))- §—2b3 :;:‘e . emp—r(T—m);
rho(m) = nue - e - exp™(T—m),

q(m) = &AM . egp=r(T—m);

alpha(m) = S(m) - (adt + ¢ - S(m)*2dW (m));
delta(m) = (r - X(m) + (a — ) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g(m)) - lambda
X(m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1)=— nie - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

end

matrix3(i,:) = 1;

end

for n =1:50

z = sum(matrix3(:, n))/1000
ziel3(1,n) = z

end

%fiir b4

matrix4 = zeros(1000, 50);
zield = zeros(1, 50);

for i = 1:1000

form =1:50

k(m) = m;

dW (m) = randn();
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dB(m) = randn();

Y (m) = rand() - 100;
U(m) = rand();

if U(m) >0

if U(m) < lambda - dt

A(m) =1 - % . (ezp—2~r~b4~(T—m) —1))- g—2b4 |

rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);
ho(m) — —
q(m) = T . egp—r(T—m);

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)?4dW (m));

i
c-nue * TP

a —r(T—m);

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g¢(m)) - lambda - mu) - dt + A(m) - ¢ - S(m)?4dW (m) — g(m) - Y (m) + q(m) - cdB(m);

X(m + 1) = X(m) + delta(m);
I(m+1) = _n}w - exp(—nue - X(m + 1));

S(m + 1) = alpha(m) + S(m);
else

A(m)=(1-— a—r . (ezp—2~rrb4~(T—m) —1))- g—2b4

2r
rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);
h — -
q(m) = %eml - exp—T(T—m),

alpha(m) = S(m) - (adt + ¢ - S(m)?4dW (m));

a—r | —r(T—m).
c-nue ° €TP ’

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g¢(m)) - lambda - mu) - dt + A(m) - ¢ - S(m)?4dW (m) + q(m) - cdB(m);

X (m + 1) = X(m) + delta(m);

I(m+1) = _n}ua - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

else

A(m) =1 — 02_1-r . (ezp—2-r-b4-(T—m) —1)- s—2b4 |

rho(m) = nue - e - exp™(T—™m);
a(m) = ThoUm) o p—r(T—m),

alpha(m) = S(m) - (adt + c - S(m)®4dW (m));

a—r —r(T—m).
c-nue * €TP ’

delta(m) = (r - X(m) + (a — r) - A(m) + (theta — eta + (1 + eta) - g(m)) - lambda - mu) - dt + A(m) - c - S(m)b4dW(m) + g(m) - edB(m);

X(m + 1) = X(m) + delta(m);
I(m+1)=— n}m - exp(—nue - X(m + 1));
S(m + 1) = alpha(m) + S(m);

end

end

matrix4(i,:) = 1;

end

forn =1:50

z = sum(matrix4(:, n))/1000
ziel4(1,n) = z

end

%Plot

figure(1)

Y =1:length(k) + 1;
plot(Y, ziel3, Y, zield4, );
legend('beta=-0.4’,’ beta=-0.6");
ylabel(’ Zielfunktional’);
xlabel(’ Zeit t');

title(/Der Einfluss von beta auf die Monte Carlo Simulation einer optimalen Strategie’);
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