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Kurzfassung i

Kurzfassung

Im Zentrum dieser Arbeit steht die geometrische Analyse von F-Mechanismen,
also eines Getriebetyps, der im Rahmen einer Zusammenarbeit mit der Fa. Feh-
rer in Linz als mogliche Variante diskutiert worden ist. Es handelt sich dabei
um ebene parallele 3-RRR Roboter mit drei synchron angetriebenen Kurbeln.
Dieser Getriebetyp erlaubt es, durch eine (elektronisch durchfithrbare) Anderung
der Phasenverschiebungen wahrend des Betriebes den moglicherweise gednderten
Bedingungen angepasst zu werden.

In der Einleitung wird nach einer detaillierten Definition der F-Mechanismen
gezeigt, dass im gleichsinnigen Fall die Umkehrbewegung von derselben Art ist.
Anschlieflend werden einige Beispiele vorgefiihrt, die bereits die Vielfalt der damit
erzeugbaren Zwangldufe demonstrieren, aber auch deren Tiicken, denn das Ge-
triebe muss nicht voll umlauffihig sein. Deshalb treten auch bei der Verwendung
von professioneller Getriebe-Software hidufig ungeklérte Schwierigkeiten auf.

Im zweiten Kapitel wird eingehend auf die graphische Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsanalyse eingegangen. Es zeigt sich bald, dass die Konstruktion
des Geschwindigkeitsplanes sowie jene der Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsvektoren nicht so unmittelbar moglich ist wie man das vielleicht erwar-
tet. Vielmehr fithren alle diese Konstruktionen auf ein- und dieselbe Aufgabe
der Projektiven Geometrie: Es ist ein Dreieck zu konstruieren, dessen Fcken auf
vorgegebenen Geraden liegen und dessen Seiten durch drei gegebene kollineare
Punkte gehen. Dieser linear durchfithrbaren Konstruktion wird ein ganzer Ab-
schnitt gewidmet mit der Diskussion aller Sonderfille.

Die graphischen Verfahren zeigen bereits, dass es Positionen gibt, in wel-
chen kein Polplan méoglich ist, sowie andere mit unendlich vielen Losungen. Das
fiihrt zu den Begriffen von singuldren und zweifach singuldren Lagen, wobei der
erste natiirlich mit jenem aus der Robotik iibereinstimmt. Derartige Lagen las-
sen sich sehr einfach geometrisch kennzeichnen, namlich durch kopunktale Lage
der Tragergeraden der Arme bzw. durch zusétzliche Kopunktalitit von gewissen
Parallelen. Spéater stellt sich heraus, dass in der Regel die singuldre Positionen
Umkehrlagen sind und die zweifach singuldren Positionen Verzweigungslagen.

Das dritte Kapitel bringt die analytische Behandlung der F-Mechanismen.
Wie zu erwarten, fithren die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsanalyse auf
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lineare Gleichungssyteme. Die Bedingungen fiir deren Losbarkeit bestéitigen er-
neut die vorhin bereits erwahnten geometrischen Kennzeichnungen der singuléren
Lagen. Die analytische bzw. algorithmische Beschreibung der Zwangldufe bei F-
Mechanismen fiihrt auf ein algebraisches Problem 6. Grades. Mit Hilfe von Maple
lassen sich die Zwangldufe numerisch analysieren. Dass auch diese Berechnung der
Zwanglaufe nicht standardméfig gelost werden kann, beweist die Tatsache, dass
die professionelle und weit verbreitete Getriebeentwurf-Software SAM 6.1 haufig
keine zufriedenstellenden Resultate liefert.

Geeignete Maple-Ausgaben zeigen, dass die Frage nach der Umlauffihigkeit
der Kurbeln keine so einfache Antwort hat wie etwa die Grashof-Bedingungen fiir
Doppelkurbelgetriebe. Vielmehr kann ein und derselbe F-Mechanismus mehrere
Zwanglaufe gestatten, und es kann Verzweigungsstellen geben und auch isolierte
Positionen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Ausgabe eines Diagramms, wel-
ches den Drehwinkel ¢ der Gangebene in Abhéngigkeit vom Antriebswinkel ¢ der
ersten Kurbel darstellt. Allerdings kann es passieren, dass der Drehwinkel ¢ die
zugehorige Position noch nicht eindeutig festlegt. So gibt es z.B. F-Mechanismen,
bei welchen die Gangebene eine krummlige Translation vollfiihrt.

Anhand des genannten (¢, p)-Diagramms erkennt man auf einen Blick die Zu-
sammenhangskomponenten, also die Zwanglaufe, sowie die durch vertikale Dia-
grammtangenten gekennzeichneten Umkehrlagen. Die Doppelpunkte gehoren in
der Regel zu Verzweigungsstellen; sie sind zweifach singulér. Ein problemlos lau-
fender F-Mechanismus ist nur moglich, wenn in dem (¢, ¢)-Diagramm der Graph
einer umkehrbaren Funktion ¢(t) enthalten ist. Diese Eigenschaft ist allerdings

nicht invariant gegeniiber einer Anderung der Phasenverschiebungen.
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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Definition der F-Mechanismen

Abbildung 1.1: Schema eines (gegensinnigen) F-Mechanismus

Definition 1.1. Unter einem Fehrer-Mechanismus (kurz: F-Mechanis-

mus) verstehen wir im folgenden eine 8-gliedrige kinematische Kette mit fol-
genden Merkmalen (siehe Abb. 1.1):



2 1. Einfiihrung

1. Es gibt drei mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit w umlaufende Antriebs-
kurbeln X1, 35, Y3 mit den Lagerpunkte Ay, By bzw. Cy und den Kurbelend-
punkten Ay, B; bzw. C;. Deren Langen seien mit ay, by bzw. ¢; bezeichnet.
Die Kurbeln ¥; und Y3 drehen stets in demselben (mathematisch positiven)
Sinn. Die Kurbel 35 kann positiv oder negativ drehen. Bei negativem Dreh-
sinn dieser Kurbel sprechen wir von einem gegensinnigen F-Mechanismus,
sonst von einem gleichsinnigen.

2. Das Gangsystem Y = 3, enthélt drei Punkte As, B, Cs, die mit den
Kurbelenden A;, By bzw. C jeweils durch Stdbe Y4, X5 bzw. X der Lingen
as, by bzw. ¢y verbunden sind.

3. Durch zwei kontinuierlich verstellbare Phasenverschiebungen ¢, und 0. zwi-

schen den Kurbeln Y5 und ¥; bzw. zwischen 3 und ¥J; sind wihrend des
Betriebes Modifikationen des Zwanglaufes /% moglich.
Dabei definieren wir d. als von der Zeit ¢ unabhéngige Differenz der Dreh-
winkel der Kurbeln CoC; € 3 und AgA; € ¥, also d. = @39 — ©19, und
im gleichsinnigen Fall analog 0, = w99 — ¢10. Im gegensinnigen Fall messen
wir die Phasenverschiebung 4, als jenen Winkel, den in der Ausgangslage
t := 19 = 0 die von Ay nach rechts weisende Kurbel AgA; mit der Kurbel
By B; einschliefit, also 0, = ¢20(0) — ¢10(0).

Ziel der Untersuchungen sind lokale Analysen wie die Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsanalyse und damit zusammenhéngend die Frage nach singuldaren
Positionen, aber auch globale Fragen wie die analytische Beschreibung des Me-
chanismus oder Bedingungen fiir die volle Umlauffahigkeit. Man kann ndmlich
nicht erwarten, dass bei willkiirlich gewdhlten Abmessungen des Lagerdreiecks
AgByCy und des Gangdreiecks Ay ByCy sowie beliebigen Léangen aq, by, ¢; der An-
triebskurbeln und as, by, co der Verbindungsstibe die Kurbeln voll umlauffihig
und damit der Mechanismus iiberhaupt mit konstantem w lauffiahig ist.

Wir bezeichnen gelegentlich die Seitenldngen des Rastdreiecks mit ag, by bzw.
¢o und jene des Gangdreiecks mit as, b3 bzw. c3.

Bemerkung 1.1.
(i) Wir sprechen im folgenden vom Rast- oder Lagerdreieck AqByCy und vom

Gangdreieck Ay ByCy, obwohl diese Punktetripel auch kollinear sein diirfen.

(ii) Die Forderung nach gleicher Antriebsgeschwindigkeit fiir alle Kurbeln l&sst
sich natiirlich auch mechanisch realisieren durch geeignete Riemen- oder
Zahnradergetriebe oder im gleichsinnigen Fall auch durch Parallelkurbeln.



1.2 Erste Eigenschaften 3

1.2 Erste Eigenschaften

Es gibt verschiedene Griinde, warum dieser Mechanismus genauer analysiert wer-
den soll:

e Die Niitzlichkeit dieses Mechanismus ergibt sich aus der Tatsache, dass er
lediglich Drehgelenke enthélt und schnell laufende periodische Zwangldufe
ermoglicht.

e Durch Anderungen der Parameter ist eine Vielfalt von Zwangliufen moglich
(sieche Abschnitt 1.2.2).

e Die Moglichkeit, sogar wihrend des Laufes mittels Variation der Phasen-
verschiebungen den Zwangliuf abzuéndern, ist ein zusétzlicher Vorteil.

e Der Mechanismus weist gewisse Symmetrien auf, die im folgenden noch
erldutert werden.

Hinsichtlich der angesprochenen Symmetrien ist festzuhalten, dass die drei
Antriebe iiber die Lager Ay, By und Cjy untereinander gleichwertig sind, sofern
von der besonderen Rolle von B, abgesehen wird, ndmlich, dass dort auch eine
gegenldaufige Antriebsrichtung moglich ist.

Der F-Mechanismus ist, wie schon der Name sagt, ein Mechanismus und kein
Roboter. Ebene parallele Roboter, wo die Gangebene ¥ iiber drei Zweischlage, al-
so mittels 3 x 2 Antriebswinkel, oder iiber drei Teleskopbeine gesteuert wird, sind
vielfach untersucht worden; im Abschnitt 1.2.3 gibt es diesbeziigliche Referenzen.
Ein Mechanismus ist nicht programmierbar, aber dafiir einfach aufgebaut, und
er kann sehr schnell laufen. Den F-Mechanismus zeichnet zusétzlich die Modifi-
zierbarkeit des Zwanglaufes wihrend des Betriebes aus.

Der F-Mechanismus ist auch als eine Art verallgemeinertes Koppelgetriebe zu
sehen: Anstelle von zwei Armen gibt es drei Armpaare.

1.2.1 Bewegungsumkehr

Der gleichsinnige Fall weist eine weitere Symmetrie auf:

Satz 1.1. Bei einem gleichsinnigen F-Mechanismus ist die Umkehrbewegung
Yo/37 zu X7/%0 (siehe Abb. 1.2) von gleichem Typ, also ebenfalls ein gleich-
sinniger F-Mechanismus ist.

Beweis: Wie bei dem Beweis des Satzes von Roberts konnen wir die Stabpaare
(A()Al, A1A2>, (B(]Bl, BlBg), (C()Cl, 01C2) jeweils durch eine zusitzliche Ecke
Az, B3 bzw. C3 zu Parallelogrammen ergénzen (linkes Bild in Abb. 1.2). Dann
drehen die neu dazugekommenen Parallelogrammseiten Ay Az, BsBs bzw. CoCs
gegeniiber Yy mit derselben Winkelgeschwindigkeit w wie die Antriebskurbeln.
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Abbildung 1.2: Die Umkehrbewegung eines gleichsinnigen F-Mechanismus
ist von gleichem Typ

Sie haben also im gleichsinnigen Fall auch untereinander gleiche Winkelgeschwin-
digkeiten, gleichgiiltig, gegeniiber welchem System diese gemessen wird. Auch
allfillige Phasenverschiebungen stimmen mit jenen zwischen den Antriebskur-
beln iiberein.

Bei der Umkehrbewegung ¥4 /37 wéhlen wir die Arme Ay A3, By B3 und Cy,Csy als
neue Antriebskurbeln AgA;, ByB; und CyC; und treiben sie mit derselben Win-
kelgeschwindigkeit gegeniiber dem neuen Rastdreieck AqByCy (= fritheres Gang-
dreieck A3 ByC5) an (rechtes Bild in Abb. 1.2).

Im ungleichsinningen Fall wéire der gemittelte Drehwinkel von A Az und By Bs
gegeniiber dem Raststystem >, ebenso wie jener von AgA; und ByB; konstant.
Das gilt aber nicht fiir die Drehwinkel gegeniiber einem bewegten System wie z.B.
YJ7. Deshalb ist die Umkehrbewegung eines gegensinnigen F-Mechanismus nicht
mehr von diesem Typ. |

Bemerkung 1.2. Auch wenn das Ausgangsgetriebe voll umlauffahige Antriebs-
kurbeln aufweist, muss dies nicht gleichzeitig fiir die Umkehrbewegung gelten,
denn dann miissten beim Ausgangsgetriebe die Kurbeln AgA;, ByB; und CyC;
wihrend eines Umlaufes auch gegeniiber 7 voll umlauffahig sein.
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1.2.2 Formenreichtum der Zwangliaufen

Die folgenden vier Beispiele sollen die Vielfalt der durch einen F-Mechanismus
erzeugbaren Zwanglaufe illustrieren:

Abbildung 1.3: Beispiel eines gleichsinnigen F-Mechanismus
(Ausgabe der Getriebeentwurf-Software SAM 6.1)

Beispiel 1.1. Abbildung 1.3 zeigt einen vollstdndig umlaufenden F-Mechanismus
zu den Abmessungen

A()B(] = 300, B()C(] = 3712, A()Co - 4040,
a; = 84 (177°), by =104 (103°), ¢ = 107 (312°),
o = 185, bg = 117, Co — 185,
AQBQ - 205, BQCQ - 250, A2C2 - 117
Dieses Getriebe wurde mit Hilfe der Getriebeentwurf-Software SAM 6.1 der Firma

ARTAS-Engineering Software analysiert. Das der Bildschirmausgabe entnomme-
ne Bild zeigt als Resultat die Bahnkurve eines Punktes der Gangebene.

Beuspiel 1.2. Vernadelungsmechanismus:

Abbildung 1.4 zeigt einen gegensinnigen F-Mechanismus, bei dem das Gangdrei-
eck in eine Strecke ausgeartet ist. Von der dargestellten Position aus vollfiithrt
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Cy

Abbildung 1.4: Ein ausgearteter gegensinniger F-Mechanismus (As = By),
genutzt fiir den Entwurf einer Vernadelungsmaschine

das Gangsystem Y; eine krummlinige Translation ldngs der Bahn des Punktes
Ao = Bs, einer Kniekurve. Das Getriebe wird nach verdndertem Zusammenbau
(neuer “assembly mode”) noch weitere Zwanglaufe zulassen. So konnte z.B. das
Parallelogramm A; A;C5C, durch ein Antiparallelogramm ersetzt werden.

Die beschriebene krummlinige Translation zeigt das Schema eines Entwurfs
fiir eine Vernadelungsmaschine der Firma Fehrer: Ein Brett von Nadeln mit Wi-
derhaken zerfranst ein von links nach rechts laufendes Textilband (als blaue Dop-
pellinie dargestellt) zu Fliesmaterial.

Bei ¢ = 0°, also 0, = 180°, ist die Kniekurve aus Symmetriegriinden gerad-
linig; sie entspricht damit einem ruhenden Textilband. Durch Anderung von ¢
wird der Zwanglauf einer sich éndernden Geschwindigkeit des zu “vernadelnden”
Textilbandes angepasst.

Abbildung 1.5 zeigt in der oberen Zeile verschiedene Formen der Kniekurve
zu den Abmessungen

ApBy = 140.0mm, a; =b; =c¢; =22.5mm, ay = by = ¢y = 110.0mm.

In der unteren Zeile sind die jeweiligen Relativbahnen der Nadelspitze dargestellt,
und zwar zur Antriebsgeschwindigkeit der Kurbeln von 3000 U/min und zur je-
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fﬁ i I
e — —k
@ =10.0° 4.0° 8.0° 12.0° 16.0°
Relativbahn bei 3000 U/min und Bandgeschwindigkeit v in m/min:
—
- -t - - -
v=100 15.0 30.0 45.0 60.0

Abbildung 1.5: Verschiedene Bahnkurven bei Variation
der Phasenverschiebung ¢, = 180° + ¢

weiligen Bandgeschwindigkeit v, in Meter pro Minute. Bei weniger schlanken
Relativbahnen wiirden die Nadeln zu stark gekriimmt und daher abbrechen.

Beispiel 1.3. Krummlinige Translation lings Koppelkurve:

Nach [22, Abb. 54, S. 72] sind Koppelkurven stets auch als Bahn einer Ecke
X eines Zweischlages zu erzeugen, also als Bahn bei einem Gelenkfiinfeck mit
zwel gleich schnell angetriebenen Antriebskurbeln (siehe linkes Bild in Abb. 1.6).
Durch Parallelverschiebungen des rechten Teils, also der Kurbel ByB; und des
Armes B X, entstehen Kurbeln ByB;, CyC und anschliefende Arme By B bzw.
C1C5 eines gleichsinnigen F-Mechanismus, bei welchem die Ecken des Gangpold-
reiecks Bahnen beschreiben, die zur gegebenen Koppelkurve schiebungsgleich lie-
gen (Abb. 1.6, rechts). X7 durchlduft eine krummlinige Translation.

Grundsétzlich kénnen bei diesem F-Mechanismus Verzweigungen zu anderen
Zwanglaufen nicht ausgeschlossen werden. Auch ist dieser F-Mechanismus nur
dann voll umlaufend, wenn bei der zugrundeliegenden Erzeugung der Koppel-
kurve des Punktes X als Punktbahn eines Koppelgetriebes keine Fernpolstellung
auftritt, also keine Lage mit w = 0.
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Abbildung 1.6: Aus dem Zweischlag (Bild links) zur Erzeugung einer Koppelkurve
c als Bahn des Punktes X wird ein F-Mechanismus (Bild rechts) zur Erzeugung
einer krummlinigen Translation von Y7 entlang der Koppelkurve ¢

Abbildung 1.7: F-Mechanismus zur krummlinigen Translation entlang einer
Koppelkurve, analysiert mit der Getriebeentwurf-Software SAM 6.1
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Beuspiel 1.4. Dauerstillstand:

Die Vielfalt der durch F-Mechanismen erzeugbaren Zwanglaufen wird auch deut-
lich durch eine Kuriositéit, ein F-Mechanismus mit einem “Dauerstillstand” von
Y7 (siche Abb. 1.8). Man muss nur das Gangdreieck kongruent zum Rastdreieck
wiéhlen und jeweils iibereinstimmende Léngen der Kurbeln und der anschliefen-
den Arme. Dann lisst der F-Mechanismus eine Position mit Ay = Ay, By = By
und Cy = Cf zu, unabhéingig von der Stellung der Kurbeln und egal, ob es sich
um einen gleichsinnigen oder gegensinnigen F-Mechanismus handelt.

w

Abbildung 1.8: Die Gangebene hat einen Dauerstillstand, doch ist dies nicht der
einzige Zwanglauf, wie die Position A,B5CY des Gangdreiecks im rechten Bild
beweist

Das rechte Bild in Abb. 1.8 zeigt, dass noch andere Positionen von Y7 moglich
sind. Es wird sich herausstellen (siche Abb. 3.6 auf Seite 65), dass es im gleich-
sinnigen Fall genau zwei Positionen der Antriebskurbeln gibt, in welcher der
Dauerstillstand in einen anderen Zwanglauf 7 /%, verzweigt werden kann (siehe
Abb. 3.7 von Seite 67).

Bespiel 1.5. Allgemeiner Zwanglauf:

Die Abb. 1.9 zeigt den Zwanglauf eines gegensinnigen F-Mechanismus, welcher in
der Folge mehrfach als Beispiel benutzt wird, z.B. in den Abbildungen 3.5, 3.11
und 3.9. Die zugehorigen Abmessungen lauten:

Rastdreieck: Ay = (0.0, 0.0), By = (52.5, 8.0), Cy = (40.0, 99.0),
Kurbelldngen: a; = 19.0, by = 14.0, ¢; = 16.0,
Phasenverschiebungen: 9, = 243°, 6. = —15°,

Armléngen: ay = 35.0, by = 34.0, ¢ = 54.0,

Gangdreieck: A, = (0.0, 0.0), By = (40.0, 18.0), Cy = (—7.0, 28.0).
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Abbildung 1.9: Zwanglauf des gegensinnigen F-Mechanismus aus dem Beispiel 1.5

1.2.3 F-Mechanismen — ebene parallele 3-RRR Roboter
mit gekoppelten Antrieben

Im Sinne der Getriebesystematik ist der F-Mechanismus ein ebener paralleler 3-
RRR Roboter mit synchronen Antrieben. Derartige 3-RRR Roboter steuern die
Gangebene iiber drei ‘Zweischlage’, also iiber drei RRR-Mechanismen AgA;A,,
ByB1Bs; und CyC1C5, indem die Drehwinkel der ‘aktiven’ ersten Glieder AgA;,
ByB; und CyC kontrolliert werden.

Es gibt viele Publikationen {iber derartige ebener Roboter, die ja oft als Vor-
stufe rdumlicher paralleler Roboter angesehen werden. Hier eine kleine Literatur-
auswahl:

e Die Vorwirts- und Riickwdirtskinematik ebener paralleler 3-RRR Roboter
wird z.B. in [17], [13] oder [9] diskutiert. Die Website [1] bietet eine inter-
aktiv steuerbare Simulation eines derartigen parallelen Manipulators.

e Die Dynamik derartiger Manipulatoren wird z.B. in [18] behandelt,
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e zur zugehorigen Singularititenanalyse siehe z.B. [12], [3], [25], [4] oder [7].
Wie durch Einfiigung eines redundanten Parameters Singularitdten vermie-
den werden konnen, ist z.B. in [5] nachzulesen. Das Bewegungsverhalten in
der Néhe von Singularitidten wird z.B. in [20] diskutiert.

e Eine algorithmische Analyse des Arbeitsraumes von ebenen parallelen 3-
RRR Robotern ist in [19] zu finden.

Zu ebenen parallelen 3-RRR Robotern mit gekoppelten, also synchronen An-
trieben ist dem Autor nur die Publikation [6] aus dem Jahr 2003 bekannt. Darin
geht es hauptséichlich um den Einfluss der Antriebsgeschwindigkeiten der aktiven
Glieder auf die Singularitdten. Der Fall eines F-Mechanismus, also mit gleichen
Antriebsgeschwindigkeiten bei den drei aktiven Gliedern wird dort nicht geson-
dert diskutiert.
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1. Einfiihrung




Kapitel 2

Graphische (Getriebeanalyse

2.1 Polplan

Der F-Mechanismus umfasst neben dem Rastsystem X sieben bewegte Systeme
31, ..., 27, die drei Antriebskurbeln, die drei Verbindungsarme und das Gangsy-
stem (siehe Abb. 1.1). Bekanntlich gehort in jedem Augenblick zu jedem System-
paar 3;, ¥; ein Relativpol P;j = P;; (oder kurz ij mit ¢ < j) als Momentanpol der
Bewegungen ¥;/%; und X;/%;.
8 8.7
(2) ST

Es gibt insgesamt
Relativpole, die aber nicht notwendig paarweise verschieden sind. Wir sind in
erster Linie an dem Relativpol P = 07 interessiert, dem Momentanpol der Bewe-
gung des Gangsystems Y; gegeniiber dem Rastsystem 3.

Fiir je drei Systeme >J;, ¥;, ¥, gilt der Dreipolsatz von ARONHOLD und , KEN-
NEDY), welcher besagt, dass die drei Pole P;;, P, und Pj; auf einer Polgeraden
Giji (kurz ijk bei i < j < k) liegen. Es gibt

8\ 8.7.6
(3) 5y

Polgeraden, die aber wiederum teilweise zusammenfallen kénnen. Die Gesamtheit
dieser Pole und Polgeraden nennt man den augenblicklichen Polplan der kinema-
tischen Kette.

Wir beginnen mit der graphischen Konstruktion des Polplanes, weil diese
einerseits doch keine reine Standardaufgabe ist und ihre Diskussion andererseits
doch bereits auf spezielle Positionen eines F-Mechanismus hinweist.

Bei der graphischen Ermittlung des Polplanes kann man wie folgt vorgehen
(sieche Abb. 2.1): Die Lagerpunkte Ay, By und Cy sind die Pole 01, 02 bzw. 03.
In den Kurbelenden Ay, B; und C liegen die Relativpole 14, 25 bzw. 36 und in
den Gelenkspunkten Ay, B, und Cs schliellich die Relativpole 47, 57 bzw. 67.
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Nachdem die Winkelgeschwindigkeiten der drei Antriebskurbeln Y, ¥y und
Y3 als gleich bzw. entgegengesetzt gleich vorausgesetzt sind, sind im gleichsinni-
gen Fall die Relativpole 12, 23 und 13 die Fernpunkte der Seiten des Dreiecks
AgByCy, also der Polgeraden 012, 023 bzw. 013 (Abb. 2.1). Im gegensinnigen
Fall fallen die Relativpole 12 bzw. 23 in die Mittelpunkte der Seiten AyBy bzw.
ByCy (Abb. 2.2). In jedem Fall sind diese drei Relativpole kollinear, denn sie
gehoren der Polgeraden 123 an.

Co=03 ™
,// \ w
56y . ,// '
0O / 37 ]
\ \ 36

/ /d\*"": \
e ! Z\:7
/ At 57
47 ; . }1\\ \\
// /// . t“i \\\\\\ \
74 : B )
w /17 = 27 \
o\ p BAL
//// 5 \\\\‘
& N, L2
Ag=01 w\ By=02
13 = @ V23
G

Abbildung 2.1: Konstruktion des Polplanes im gleichsinnigen Fall

Nun ist es zweckméfBig, zunéchst die Relativpole 17, 27 und 37 zu bestimmen:
Diese liegen einerseits auf den Triagergeraden der Arme ¥4, Y5 bzw. Y, also auf
den Polgeraden 147, 257 bzw. 367. Andererseits sind die Verbindungsgeraden
von 17, 27 und 37 die Polgeraden 127, 237 bzw. 137, und diese gehen durch die
bekannten Relativpole 12, 23 und 13, die ihrerseits stets kollinear sind.

Die Konstruktion der Relativpole 17, 27 und 37 fiithrt somit zu einer klas-
sischen Aufgabe aus der Projektiven Geometrie, die im folgenden ausfiihrlich
diskutiert und gelést wird.
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Abbildung 2.2: Konstruktion des Polplanes im gegensinnigen Fall
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2.2 Eine Aufgabe der Projektiven Geometrie

Aufgabe: Gesucht sind drei Punkte X;, i = 1,2,3, die einerseits auf vorgegebe-
nen Geraden g; liegen und andererseits paarweise mit vorgegebenen Punkten Y;
kollinear sind. Dabei sollen die Punkte Y1,Ys,Y3 auf einer Geraden y liegen. Es
sind demnach kollinear die Tripel { X1, Xo, Y3}, {Xo, X3, Y1}, { X3, X1, Ya} sowie
von vornherein {Y1,Ys, Y3} (siehe Abb. 2.3).

Bemerkung 2.1. Eine analoge Aufgabe fiir n Punkte X;, n > 3, mit y als Fern-
gerade wird von P. PAMFILOS in [14] behandelt.

2.2.1 Der allgemeine Fall

Abbildung 2.3: Konstruktion der Lésung im generischen Fall

Eine triviale Losung besteht darin, X7, X5 und X3 auf der Trégergeraden y
der Y; zu wéhlen, also als Schnittpunkte X; = (¢; y), i = 1,2, 3. Zur Bestimmung
weiterer Losungen besprechen wir vorerst den generischen Fall, bei welchem keine
zusétzlichen Inzidenzen bestehen. Dann kénnen wir wie folgt vorgehen (siehe
Abb. 2.3):

Wir wéhlen einen beliebigen Punkt 1 € ¢g; und projizieren ihn iiber Y5 nach
2 € go. Nun miisste der dritte Eckpunkt auf den Geraden x := [1Y5] und 2’ :=
[2Y1] liegen und natiirlich auch auf g3. Offensichtlich gilt
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Bei x = y liegen 1 und 2 auf y; somit ist auch ' = y. Die obige Projektivitit
zwischen den Geradenbiischeln Y5 und Y; ist eine Perspektivitdt mit der Achse
p, d.h.,

Y(z) & Vi), (2.1)

Wird 1 im Schnittpunkt G' = (g192) gewéhlt, so fallt auch der Schnittpunkt (za')
dorthin; die Perspektivitéitsachse p geht also stets durch G.

Ist nun p verschieden von g3, so bleibt fiir X3 die einzige Losung im Schnitt-
punkt (gsp). Sie ist nichttrivial, sofern dieser Schnittpunkt nicht zuféllig auch auf
y liegt, also p, g3 und y kopunktal sind.

Hingegen gibt es genau dann unendlich viele Losungen, wenn p = g3 gilt.
Abb. 2.4 zeigt diesen Fall; zwei der unendlich vielen Losungen eingezeichnet.
Offensichtlich entstehen zwei Dreiecke, die beziiglich des Zentrums G und der
Achse y perspektiv sind.

Dieser Fall mit unendlich vielen Losungen ist wie folgt zu kennzeichnen:

e die drei Geraden g;, g» und g3 sind kopunktal, und

e auf der Trigergeraden y gibt es eine Involution mit Y; — Y/ = (q1y),
Yy = Y] = (goy) und Y3 — Yy := (g3y).

Letzteres folgt aus dem Desargues’schen Involutionssatz, wonach die Gegenseiten-
paare des Vierecks X7 X, X3G die Gerade y in den Punktepaaren einer Involution
schneiden miissen.

2.2.2 Sonderfille

Welche Voraussetzungen hinsichtlich der generischen Lage waren bei den oben
Begriindungen wirklich erforderlich? Die Argumentation basierte auf

g1 7& 92, Yi 7é )/'2’ }/E% g 91, 92, Yi € 92, }/2 g 91, G g Y. (22)

Wir wollen einen Teil der Ausnahmefille diskutieren:
Beginnen wir mit dem Fall, dass alle obigen Voraussetzungen bis auf die letzte
zutreffen:

A) Gey:
Auch dann muss die Perspektivitidtsachse p durch den Schnittpunkt G = (g192)
gehen, denn wenn wir (siehe Abb. 2.5) zwei verschiedene Punkte 1 und X; auf
g1 wihlen und die zugehorigen Geraden = = [1Y3] und 2’ = [2Y]] bestimmen,
so zeigt sich, dass diese beiden Annahmen einander in einer Elation mit dem
Zentrum G und der Achse y entsprechen.

Der bei G € y ebenfalls mogliche Fall mit p = g3, also mit unendlich vielen
Losungen, ist wie folgt zu kennzeichnen (vgl. Abb. 2.6):
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Abbildung 2.4: Annahme zur Grundaufgabe mit unendlich vielen Losungen
fiir Xy, X5, X3, wovon zwei eingezeichnet sind

Abbildung 2.5: Konstruktion Abbildung 2.6: Unendlich viele Lésungen
im Sonderfall G € y fir X;X5X3 im Fall G € ¢

e die drei Geraden g¢;, g» und g3 sind kopunktal, und

e die vier Geraden ¢, go, g3,y durch G bestimmen dasselbe Doppelverhéltnis
wie die vier Punkte Y7, Y5, Y3, G auf y.

Letzteres folgt aus

— Xz
G(gl7927937y) A [X1X3](X17X£7X37Y) A Yy (YE’nGaYVbYVZ)7
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was die Gleichheit der Doppelverhéltnisse

(g19295y) = (Y3GY1Ys) = (V1 Y2 Y5G)

impliziert.

B) g1 =¢ound Y1,Y5, Y5 & g1 :

Nun ist p = g1, und das Losungstripel artet aus in X; = Xy = X3 = (g193) (siehe
Abb. 2.7).

Z/~;"‘0Y3\ v g3
TTm=ol Y
P=91=92 1:2 X, =Xo=X;
Abbildung 2.7: Lésung Abbildung 2.8: Losung
im Sonderfall g; = g im Sonderfall Y3 € g9
C) Ys€g:

Nun gilt fiir die moglichen Paare (X1, X3) Xy = Y3 oder X7 = G = (9192)
(Abb. 2.8). Die zugehorigen Geraden x = [X;Y5] und 2/ = [X,Y)] treffen sich bei
Y1 # Y3 in Y5 oder in anderen Punkten von p = [GY3]. Die ‘Perspektivitétsachse’
p geht wieder durch G, und fiir die Losung gilt X; = G und X3 = (pgs). Natiirlich
treten auch hier bei g3 = p = [GY3] wieder unendlich viele Losungen auf, die alle
die Ecke X; und die hindurchgehenden Seiten g, und g3 = p gemein haben.

Ohne auf weitere Sonderfille einzugehen fassen wir zusammen:
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Lemma 2.1. Hinsichtlich der Losung der auf Seite 16 formulierten Aufgabe gilt:

1. Abgesehen von der trivialen Lisung, wo die Punkte X1, Xo, X3 aufy, der
Trigergeraden von Yy, Yo und Ys, gewdhlt werden, gibt es unter den Vor-
aussetzungen (2.2) eine weitere Losung mit X3 = (pgs), wobei p die durch
G = (g192) gehende Achse der Perspektivitit (2.1) ist. Bei X5 € y fallt
diese Lésung allerdings mit der trivialen Ldsung zusammen.

2. Unter den Voraussetzungen (2.2) gibt es genau dann unendlich viele nicht-
triviale Losungen, wenn die Geraden gi,gs, g3 kopunktal sind und auf der
Geradeny die Schnittpunkte Y, mit g; firi = 1,2,3 den Punkten'Y; in einer
Involution entsprechen. Je zwei Lésungsdreiecke sind perspektiv beziiglich
des Zentrums G und der Achse y.

3. Die obige Lisungsmethode bleibt giiltig, wenn abgesehen von G € y alle an-
deren Bedingungen aus (2.2) erfillt sind. Es bleibt in der Regel eine eindeu-
tige nichttriviale Losung, aufSer die Geraden gy, g2, g3 sind wieder kopunktal
und es gilt die Doppelverhdltnisgleichheit (g1 g2 93y) = (Y1 Y2 Y3 G). Dann
existieren unendlich viele Losungen, die wiederum paarweise perspektiv sind
bzgl. G und y.

4. Ahnliche Aussagen gelten auch noch, wenn ein Y; auf einem g; liegt bei
t # 7. Dann enthdlt jedes Losungsdreieck die Geraden g; und g; als Seiten.
Abermals ist die Kopunktalitat der g1, go, g3 eine notwendige Voraussetzung
fir die FExistenz von unendlich vielen Losungen.
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2.3 Konstruktion des Polplans

Wir wenden nun die Losungsstrategie der Aufgabe von Seite 16 auf die Konstruk-
tion des Polplanes an und erkldren damit die Konstruktionen in den Abbildungen
2.1 und 2.2:

2.3.1 Allgemeiner Fall

Die in der Aufgabe auf Seite 16 gegebenen Geraden ¢, g2, g3 und y sind nun zu
ersetzen durch die Polgeraden 147, 257, 367 und 123. Anstelle der Punkte X7,
Xy, X3, Yy, Y5 bzw. Y3 geht es der Reihe nach um die Relativpole 17, 27, 37, 23,
13 bzw. 12. Aus den Bedingungen (2.2) fiir die Losung der Aufgabe von Seite 16
ergeben sich als Bedingungen fiir die Durchfiihrbarkeit der Konstruktion

147 # 257, 23#13, Ys & 147,257, 23 & 257, 13 & 147. (2.3)

Gibt es ein Losungsdreieck 17 27 37 (siehe Abb. 2.1 auf Seite 14 oder Abb. 2.2
auf Seite 15), so ist dieses perspektiv zum Dreieck der Lagerpunkte AyByCy

Cop=03¢

Abbildung 2.9: Die triviale Losung der Grundaufgabe ist hier nicht zuléssig, denn
die rot-strichlierten Verbindungen von Ay, By, Cp mit den Schnittpunkten
17,27,37 zwischen 123 und 147, 257 bzw. 367 sind nicht kopunktal.
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beziiglich der Relativachse 123, denn die entsprechenden Seiten [AgB,| = [01 02]
und [17 27], also die Polgeraden 012 und 127, gehen beide durch 12 und so weiter.
Also gibt es auch ein Zentrum, und dieses ist als Schnittpunkt der Polgeraden

017, 027 und 037 der Pol 07 der Bewegung Y7 /% .

2.3.2 Die triviale Losung

Neben der eben beschriebenen Losung gibt es noch die triviale:

Die entsprechenden Losungspunkte unserer Aufgabe von Seite 16 sind kollinear
und nicht alle identisch und daher auf der Polgeraden 123 gelegen. Das hie-
Be, 17 = 123 N 147, 27 = 123 N 257 und 37 = 125 N 367. Doch dann ist nicht
garantiert, dass diese Losung auch zuldssig ist, d.h. dass ndmlich die Verbindungs-
geraden [Ag 17], [By 27] und [Cy 37] wirklich kopunktal sind. Bei den Annahmen
in den Abbildungen 2.1 und 2.2 sind sie es nicht, wie fiir den gegensinnigen Fall
Abb. 2.9 zeigt. Bei jenen in den Abbildungen 2.12 und 2.13 — alles Fille mit
unendlich vielen Losungen — sind sie es hingegen, wie Abb. 2.10 zeigt.

Abbildung 2.10: Hier ist auch die triviale Losung fiir den Polplan richtig

Generell gilt:
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Lemma 2.2. Bilden die Lagerpunkte Ag, By, Cy ein Dreieck und geht die Polgera-
de 123 durch keinen Lagerpunkt, so ergibt die triviale Lésung fiir die Relativpole
17, 27 und 37, namlich

17=123N 147, 27=1235N257, 37= 128N 367

genau dann Geraden [Ag 17], [By 27] und [Cy 37] durch einen gemeinsamen Punkt
07, wenn auf der Polgeraden 123 die Punktepaare (17, 23), (27, 13) und (37, 12)
einer Involution angehdren oder einen Punkt gemein haben.

Beweis: Wenn die Geraden [Ay17], [By27] und [Cj37] kopunktal sind, dann
folgt die Behauptung aus dem Desargues’schen Involutionssatz fiir das Viereck
Ao By Cy 07 und die Gerade 123.

Liegt umgekehrt eine Involution vor, so bestimmt der Schnittpunkt von [Ay 17]
und [By 27] einen Punkt 07. Dieser bildet mit Ay, By und Cj ein Viereck und eine
Involution auf 123, die mit der gegebenen identisch sein muss; also ist [Cy 07] =
[Co 37].

Haben die drei Punktepaar einen Punkt gemeinsam, so ist dieser bereits mit 07
identisch. O

In den Féllen, wo die nichttriviale Losung mit der trivialen zusammenfallt, ist
diese tatsdchlich auch zuléssig:

Lemma 2.3. Sind bei der oben beschriebenen Konstruktion des Polplans die
Perspektivititsachse, die Trdgergerade 367 des Armes C1Cy und die Polgerade
123 kopunktal, so ist die triviale Lisung gleichzeitig zuldssig, denn die Geraden
[Ag 17], [Bo 27] und [Cy 37| sind kopunktal.

Beweis: Jedes Hilfsdreieck 123 (schwarz punktiert in Abb. 2.11) ist zum Rast-
dreieck AgByCy perspektiv beziiglich der Polgeraden 123. Daher gibt es auch ein
Zentrum Z und eine perspektive Kollineation mit diesem Zentrum, mit der Achse
123 und den Punktepaaren 1 +— Ay, 2 — By und 3 — Cj. Gleichzeitig wird die
Polgerade 147 auf [Ag 17] abgebildet, ferner 257 auf [B, 27] und die Achse p auf
[Cy 37]. Daher geht der Hilfspunkt G in den Pol 07, den gemeinsamen Punkt von
[Ay 17], [By 27] und [C) 37] iiber. O

Es sind also nur die nichttrivialen Losungen zuldssig, aufler diese fallt mit
der trivialen zusammen oder, wie wir gleich in Satz 2.4 sehen werden, es gibt
unendlich viele Losungen.
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Abbildung 2.11: Wenn die beiden Losung zusammenfallen, dann ist auch
die triviale zuléssig

2.3.3 Unendlich viele Losungen

Satz 2.4. Gegeben sei ein eines F-Mechanismus, dessen Lagerpunkte Agy, By und
Cy ein Dreieck bilden:

1. Fiir den Polplan gibt es entweder genau eine Losung oder unendlich viele
Lésungen.

2. Es gibt genau dann unendlich viele Pole 07, wenn die Trdgergeraden 147,
257, 367 der Arme AyAs, B1Bs bzw. C1Cs durch einen Punkt G gehen
und ein Dreieck von Relativpolen 17, 27 und 37 existiert, dessen Seiten der
Reihe nach die Relativpole 12, 23 bzw. 13 enthalten.

3. Fir letzteres ist kennzeichnend, dass auf der Polgeraden 123 bei G ¢ 123
eine Involution existiert, welche die Schnittpunkte mit den Geraden 147,
257 und 367 der Reihe nach auf die Relativpole 23, 13 bzw. 12 abbildet. Bei
G € 123 miissen die drei Tragergeraden 147, 257 und 367 zusammen mit
123 dasselbe Doppelverhdltnis bestimmen wie die Pole 23, 13, 12 zusammen
mit dem Punkt G.

4. Beide Aussagen zusammengenommen sind dquivalent zur Existenz einer
Polaritit, welche dem Punkt G die Polgerade 123 und den darauf gelegenen
Relativpolen 23, 13, 12 der Reihe nach die Trigergeraden [A1As] = 147,
[By1Bs] = 257 bzw. [C1Cs] = 367 der Arme zuordnet.

5. Wenn es unendlich viele Losungen gibt, so liegen die Relativpole 07 auf
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Abbildung 2.12: Position eines gleichsinnigen F-Mechanismus
mit einparametriger Losung fiir Polplan

Beweis: Ad 4) Dass die Félle mit unendlich vielen Losungen fiir den Polplan
durch die Existenz einer Polaritéit zu kennzeichnen sind, ergibt sich bei G € 123
aus der Doppelverhéltnistreue einer Polaritit, bei G ¢ 123 aus der Spurinvolution

in GG, also der Involution konjugierter Geraden durch G bzw. konjugierter Punkte
auf 123.

Ad 5) Die jeweiligen Relativpole 07 (oder 07) sind die Schnittpunkte der Geraden

017 und 027, die einander in einer Perspektivitiat Ay A By entsprechen, nachdem
12

[A1 A5](17) N [B1Bs](27) ist und der Relativpol 12 auf [AgBy| = 012 liegt.

Man kann dies auch mit einer perspektiven Kollineation mit Zentrum G und
Achse [AgBy| begriinden, welche 17, 27 und 07 in 17, 27 bzw. 07 iiberfiihrt. Diese
Argumentation bleibt giiltig, wenn zuféllig Ay auf 747 oder By auf 257 liegt. Es
kann sogar passieren, dass alle Pole 07 mit G zusammenfallen, wie Abb. 2.22 auf
Seite 37 zeigt. O

Bemerkung 2.2. 1. Eine andere Kennzeichnung der in Satz 2.4,2. und 3. ge-
nannten Fille mit unendlich vielen Polen 07 folgt in Satz 2.6, 3 (siehe auch
die Abbildungen 2.19, Seite 33, und 2.21, Seite 35).

2. Was es fiir die momentane Bewegung der Gangebene Y; bedeutet, wenn
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Abbildung 2.13: Position eines gegensinnigen F-Mechanismus
mit einparametriger Losung fiir Polplan

unendlich viele Pole 07 moglich sind, wird im Abschnitt 2.4 geklart (siehe
dazu auch die Bemerkung 2.5 auf Seite 36 sowie Satz 3.10 auf Seite 64).
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2.3.4 Kollineare Lagerpunkte

Liegen die Lagerpunkte Ag, By, Cy auf einer Geraden, so fallt diese mit der Pol-
geraden 123 zusammen. Wir kénnen nicht mehr von perspektiven Dreiecken
AoBoCy und 17 27 37 sprechen. Die zur trivialen Losung gehorigen Geraden
[Ag 17], [Bo27) und [Cy37] sind ebenfalls mit 123 identisch; der gemeinsame

Punkt 07 bleibt unbestimmt.

Abbildung 2.14: Fall mit kollinearen Lagerpunkten

A) Gleichsinniger Fall:

Ist der F-Mechanismus gleichsinnig, so fallen alle drei Relativpole 12, 13 und 23 in
denselben Fernpunkt (siche Abb. 2.14). Die frithere Konstruktion zur Ermittlung
von 07 versagt. Hier kann man wie folgt vorgehen:

Wir suchen zunéchst wieder die Relativpole 17, 27 und 37. Sie liegen einerseits
auf den Tragergeraden der Arme Ay Ay, By By bzw. C1C5, also auf den Polgeraden
147, 257 bzw. 367. Andererseits sind die Verbindungsgeraden von 17, 27 und 37
mit den Lagerpunkten Ay, By bzw. Cy die Polgeraden 017, 027 bzw. 037 und
daher kopunktal, denn sie treffen sich im gesuchten Pol 07.

Wir wihlen daher einen Punkt 1 auf 7/7 und verbinden diesen mit dem
Fernpunkt 12. Auf dieser Verbindung liegen als Schnittpunkte mit 257 bzw. 367
die Punkte 2 und 3. Projektion von 1 aus Ay, von 2 aus By und 3 aus Cj fiihrt
bei Variation des Punktes 1 zu perspektiven Geradenbiischeln

PAB pPBC

Ao([A01]) A Bo([Bo2]) & Co([Co3)).
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Auch wenn 1, 2 und 3 als Fernpunkte der Polgeraden 147, 257 bzw. 367 gewiahlt
werden, erhalten wir Punkte der jeweiligen Perspektivitatsachsen (Abb. 2.14).

Wir suchen diejenige Position des Punktes 1 € 017, bei welcher die Geraden
[Ao 1], [Bo 2] und [Cy 3] kopunktal sind.

Sind die Perspektivititsachsen p4p und pge verschieden, so ist deren Schnitt-
punkt der hier eindeutige Pol 07 (sieche Abb. 2.14). Fallen hingegen die Perspek-
tivitdtsachsen zusammen, so gibt es unendliche viele Losungen. Nachdem die
Perspektivitatsachsen durch die Schnittpunkte der Polgeraden (147 257) bzw.
(257 307) gehen, ist pap = ppe nur beim Zusammenfallen dieser Schnittpunkte,
also bei kopunktalen 147,257, 367 moglich. Zudem miissen die Schnittpunkte
von 147, 257 bzw. 367 mit der Verbindung 012 der Lagerpunkte dasselbe Teil-
verhéltnis bilden wie Ag, By und Cj.

Wenn wir bei pap = ppc die Punkte 1, 2 und 3 wieder als Fernpunkte wéhlen,
muss als Schnittpunkt der Geraden [Ag 1], [By 2] und [Cy 3] ein und derselbe Punkt
G der Perspektivititsachsen entstehen. Somit sind in diesem Fall die Parallelen
durch Ay, By bzw. Cy zu den Tréigergeraden der zugehorigen Arme kopunktal
(vgl. Satz 2.6,3 auf Seite 36).

Sind umgekehrt sowohl die Tréagergeraden der Arme als auch die jeweiligen
Parallelen durch die Ecken des Rastdreiecks kopunktal, so haben psp und pgc

Abbildung 2.15: Ausnahmefall mit kollinearen Lagerpunkten
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Abbildung 2.16: Kollineare Lagerpunkte und unendlich viele Losungen
fiir den Polplan

zwei verschiedene Punkte gemein. Also sind sie identisch.

Diese Begriindung mittels Perspektivitdten versagt nur, wenn Ay € 147, By €
257 oder Cy € 367 gilt, wenn also eine Kurbel und der anschliefende Arm auf
dieselbe Gerade fallen (vgl. Abb. 2.20). So erhélt man z.B. bei By € 027 (siehe
Abb. 2.15) den Pol 07 als Schnittpunkt von 027 mit der Perspektivitéitsachse
pac, und offensichtlich fallt 07 nach By.

Unendliche viele Losungen treten nur bei 027 = pac auf (siche Abb. 2.16).
Dann treffen sich die Trégergeraden der drei Arme in By, und ihre Schnittpunkte
mit einer beliebigen Parallelen zu 123 miissen dasselbe Teilverhéltnis bilden wie
die Lagerpunkte. Auch haben die durch Ay, By bzw. Cj gelegten Parallelen zu den
Trigergeraden einen Punkt G gemein (vgl. Satz 2.6,3 auf Seite 36); das ergibt
sich, wenn wie oben 17 als Fernpunkt gewéhlt wird. Umgekehrt folgt daraus
027 = Pac-

B) Gegensinniger Fall:

Diese Konstruktion mittels Perspektivitatsachsen funktioniert auch im gegensin-
nigen Fall, obwohl dort auch das frither beschriebene Verfahren giiltig bleibt. Dass
die nach dem fritheren Verfahren ermittelte Losung immer auch zuléssig ist, also
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zu kopunktalen Geraden [Ay 17|, [By 27] und [C 37| fithrt, kann nun aber nicht
mit Hilfe des Satzes von Desargues begriindet werden.

Hier ist zunéchst zu zeigen, dass auf der Trigergeraden 123 der Lagerpunkte
eine Involution mit den Punktepaaren Ay — 23, By — 13 und C — 12 vorliegt.
Nachdem 13 ein Fernpunkt ist, ist By notwendigerweise der Zentralpunkt. Nun
ist 12 der Mittelpunkt von AyBy und 23 Mittelpunkt von ByCy. Daher gilt fiir
die vorzeichenbehafteten Absténde

BQAO . 3023 = B()CQ . B()]_2 = %BQAQ . BQCO,

und dies kennzeichnet die Involution. Ahnlich wie in Lemma 2.2 garantiert die-
se Involution die Existenz eines gemeinsamen Punktes von [Ag 17], [By27] und

[Cy 37].

Satz 2.5. Gegeben sei ein F-Mechanismus, dessen Lagerpunkte Ay, By und C
kollinear und paarweise verschieden sind:

1. Fiir den Polplan gibt es entweder genau eine Losung oder unendlich viele
Lésungen.

2. Im gleichsinnigen Fall gibt es genau dann unendlich viele Pole 07, wenn die
Tragergeraden 147, 257, 367 der Arme Ay Az, B1Bs bzw. C1Cy durch einen
Punkt G gehen und deren Schnittpunkte mit 123 oder einer Parallelen dazu
dasselbe Teilverhiltnis bilden wie die Lagerpunkte. Aquivalent dazu ist, dass
neben 147, 257 und 367 auch die jeweiligen Parallelen durch Ag, By bzw.
Coy kopunktal sind.

3. Im gegensinnigen Fall gibt es genau dann unendlich viele Pole 07, wenn die
Bedingungen aus Satz 2.4,3 erfillt sind.



2.4 Graphische Geschwindigkeitsermittlung 31

2.4 Graphische Geschwindigkeitsermittlung

Bei dem Standardverfahren der graphischen Geschwindigkeitsanalyse werden die
Geschwindigkeitsvektoren durch in den Bahnpunkten angeheftete Pfeile darge-
stellt. Dabei wird ein geeigneter Geschwindigkeitsmafistab M, verwendet, etwa
M, = M;/w, denn hier stimmt die Linge des Geschwindigkeitspfeiles im End-
punkt A einer mit der Winkelgeschwindigkeit w um Ag rotierenden Kurbel iibe-
rein mit der Kurbellinge AgA.

Dreht man iiberdies alle Geschwindigkeitspfeile durch 90°; so ist fiir je zwei
Punkte A, B desselben Systems die Verbindungsgerade der Pfeilspitzen parallel
zur Verbindung der Bahnpunkte A, B. Dreht man im Sinn von w, so endet der
gedrehte Geschwindigkeitspfeil des Kurbelendes A genau im Lagerpunkt Aj.

2.4.1 Diskussion der Fialle

A) Gleichsinniger F-Mechanismus:

Abbildung 2.17: Konstruktion von Bahngeschwindigkeiten im gleichsinnigen Fall
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Abbildung 2.18: Konstruktion von Bahngeschwindigkeiten im gegensinnigen Fall

Wir wenden dieses Verfahren zunéchst auf den gleichsinnigen Fall eines F-
Mechanismus an (siehe Abb. 2.17): Dann sind A;Ag, B; By, C1Cy die gedrehten
Geschwindigkeitspfeile der Kurbelenden. Die gedrehten Geschwindigkeitspfeile
der Punkte A, By, C5 liegen einerseits auf den durch Ag, By bzw. Cy gelegten
Parallelen g1, g2, g3 zu den Armen A;A,, B1Bs bzw. C1Cy. Andererseits bilden
diese Pfeilspitzen ein zum Gangdreieck As BoCy zentrisch dhnliches Dreieck.

Die Konstruktion dieser Geschwindigkeitsspitzen ist somit abermals ein Son-
derfall der oben auf Seite 16 erkliarten Grundaufgabe. Die dort verwendeten Stiitz-
punkte Y7, Y5, Y3 sind die Fernpunkte der Seiten des Gangdreiecks As BoCs und
damit wiederum kollinear, wie dort gefordert.
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Zur Konstruktion wéhlen wir einen Punkt 1 auf ¢g; . Wir legen durch diesen
die Parallele zu A5 Bs und schneiden sie mit g, . Hierauf ergénzen wir diese beiden
Punkte zu einem zum Dreieck (punktiert dargestellt in Abb. 2.17), das zentrisch
ghnlich ist zum Gangdreieck. Die dritte Ecke dieses Dreiecks liegt fiir jede Wahl
von 1 € g, auf einer Geraden p durch den Schnittpunkt G = g; N gs .

e Schneidet p die Gerade g3 in einem Punkt X3, so ist dies die Spitze des
gedrehten Geschwindigkeitspfeiles von Cy (sieche Abb. 2.17).

e [st p parallel, aber verschieden von g3, so gibt es keine Losung, oder —
anders ausgedriickt — die Geschwindigkeiten der Ecken Ay, By und Cy des
Gangdreiecks werden unendlich grof.

e Fallt p mit g3 zusammen, so gibt es unendlich viele Losungen (Abb. 2.19).

Abbildung 2.19: Bahngeschwindigkeiten in Position mit einparametriger Losung

Die Tragergeraden der gedrehten Geschwindigkeitspfeile von A X7, By Xo,
C5 X3 sind die Bahnnormalen der Ecken A, B, und C5 des Gangdreiecks beim
Zwanglauf Y7 /3y und schneiden einander deshalb im Relativpol 07. Dieser ist das
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Zentrum der Perspektivitiat zwischen dem Gangdreieck A, BoCs und dem Dreieck
der Pfeilspitzen X7 X5 X3 (siehe Abbildungen 2.17 und 2.19).

Der Fall, bei welchen p zu g3 parallel ist, erfordert eine zusétzliche Analyse
(siehe Abb. 2.20): Diejenige Streckung, welche das mit der Ecke 1 beginnende
Hilfsdreieck auf das Gangdreieck abbildet, fithrt G in den Schnittpunkt G der
Trigergeraden ¢;, go der Arme A; Ay bzw. By Bs iiber und die Achse p in eine
dazu parallele Gerade durch Cy , also bei p || g3 in die Tragergerade von CC5 .
Damit sind dann die drei Tragergeraden kopunktal.

Umgekehrt folgt auf analoge Weise aus der Kopunktalitdt der Tréagergera-
den die Parallelitdt zwischen g3 und p. Wir werden derartige Positionen eines
F-Mechanismus als ‘singulér’ bezeichnen; die Gangebene X7 ist bei festgehalte-
nen Antriebskurbeln, also bei vy, = vp, = v, = o, noch immer infinitesimal
beweglich mit dem Pol G' = 07.

B) Gegensinniger F-Mechanismus:

Liegt ein gegensinniger F-Mechanismus vor, so dreht die Kurbel By B; gegenléufig.
Deshalb ist nicht By, sondern der dazu beziiglich B; symmetrische Punkt B der
Endpunkt des gedrehten Geschwindigkeitspfeiles von B; (siehe Abb. 2.18 und
2.21). Durch diesen Punkt By hat man nun die Parallele ¢go zum Arm By B, zu
legen, um die Gerade go der Grundkonstruktion zu erhalten. Alles andere bleibt
unverandert.

Abbildung 2.20: Ist p parallel zu g3, so sind die Triagergeraden
der Arme Ay A, B1Bs und C;C5y kopunktal
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Abbildung 2.21: Bahngeschwindigkeiten bei einem gegensinnigen
F-Mechanismus in einer Position mit einparametriger Losung

2.4.2 Singulare Positionen

Definition 2.1.

1. Eine Position eines F-Mechanismus heifit singuldr, wenn bei stillstehenden
Antriebskurbeln, also bei w = 0, wenigstens eines der beteiligten Systeme
Y., 1€{4, ..., 7}, infinitesimal beweglich ist.

2. Eine Position eines F-Mechanismus heifst zweifach singuldr (kurz 2-
singuldr), wenn bei gegebener Antriebsgeschwindigkeit w der lokale Frei-
heitsgrad eines der beteiligten Systeme mindestens 2 betrdigt.

Bemerkung 2.3. Der lokale Freiheitsgrad eines bewegten Systems ist gleich der
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Dimension des Vektorraumes der moglichen Geschwindigkeiten des Systems —
unabhéngig von der Antriebsgeschwindigkeit (vgl. Abschnitt 3.2). Der lokale Frei-
heitsgrad eines Mechanismus ist gleich dem Maximalwert der lokalen Freiheits-
grade der beteiligten Systeme.

Aus der in Lemma 2.1 zusammengefassten Losung der Aufgabe von Seite 16 sowie
aus Satz 2.4 folgt:

Satz 2.6. 1. Eine Position eines F-Mechanismus ist genau dann singuldr,
wenn die Tragergeraden der Arme A1As, B1Bsy und C1Cy kopunktal sind
(vgl. [12, p. 670], 1995).

2. FEine Position des F-Mechanismus ist genau dann zweifach singuldr, wenn
der Polplan nicht eindeutig ist (vgl. Sdtze 2.4, 2—4, und 2.5, 2-3).

3. Eine Position des F-Mechanismus ist genau dann zweifach singuldr, wenn
die Tragergeraden der Arme A1As, B1Bs und C1Cy einander in einem
Punkt G treffen und ebenso die durch Ay, By (bzw. im gegensinnigen Fall
By) bzw. Cy gelegten Parallelen g1, go und g3 in einem Punkt G.

Bemerkung 2.4. Man ist vielleicht geneigt, die in der Definition 2.1 unter 1. ge-
nannte Positionen als ‘infinitesimal beweglich’” oder ‘wackelig’ zu bezeichnen. Es
ist jedoch zu beachten, dass jede Position eines Zwanglaufes eine Geschwindig-
keitsverteilung besitzt, also infinitesimal beweglich ist. Kennzeichnend fiir eine
hier als ‘singulér’ bezeichneten Position ist, dass die Gangebene trotz angehal-
tenen Antriebes infinitesimal beweglich ist. Ist die Position nicht sogar zweifach
singulér, so ist in diesen Lagen gar kein Antrieb iiber die Kurbeln moglich, denn
dann wiirden die Geschwindigkeiten der Ecken des Gangdreiecks unendlich grof.
Diese Positionen sind vergleichbar mit Totlagen eines Armes bei einer Kurbel-
schwinge oder Doppelschwinge. Wird eine Totlage als Anfangslage gewéhlt, so
ist gar kein Antrieb mittels des zweiten Armes; der Ubertragungswinkel ist ex-
trem ungiinstig.

Bemerkung 2.5. Auch bei Koppelgetrieben gibt es Lagen mit nicht eindeutigem
Polplan, ndmlich die Durchschlaglagen. Diese sind immer auch Verzweigungsla-
gen; es gibt zwei verschiedene Momentanpole; der lokale Freiheitsgrad ist > 1.
Man kann demnach erwarten, dass in zweifach singuldren Positionen eines F-
Mechanismus Verzweigungen zwischen Zwanglaufen stattfinden kénnen.

Beweis: Ad 1) Bei festgehaltenen Antriebskurbeln, also bei va, = v, = v, = o,

fallen die Bahnnormalen der Ecken des Gangdreiecks in die Trigergeraden der
Arme A1A2, BlBg bzw. 0102.

Ad 2) Liegt der Polplan vor, so gibt es eine einparametrige Losung fiir die Wahl
der Geschwindigkeiten. Wird ndmlich die Winkelgeschwindigkeit eines Systems
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Abbildung 2.22: Grenzfall G = G: Die Winkelgeschwindigkeit
von Y, /¥ ist unabhéngig von w festsetzbar

willkiirlich vorgegeben, so sind nach dem Dreipolsatz die Winkelgeschwindigkei-
ten aller anderen Systeme fixiert. Eine zweiparametrige Losung ist somit nur
moglich, wenn der Polplan nicht eindeutig ist.

Dies tritt nur dann auf, wenn bei der Konstruktion der gedrehten Geschwin-
digkeitspfeile die Gerade p zusammenfillt mit gs. Damit geht g3 durch den
Schnittpunkt G von g; und g, und Abb. 2.20 zeigt, dass dann auch die Triger-
geraden der Arme kopunktal sind.

Sind umgekehrt beide Geradentripel kopunktal, so fillt mit Abb. 2.20 die
Achse p mit g3 zusammen. Also gibt es wesentlich verschiedene Losungen fiir die
Geschwindigkeitsverteilung. Es liegt also eine zweifach singulédre Lage vor. Eine
dazu dquivalente Kennzeichnung ist in Satz 2.4, 2 zu finden.

Man kann auch wie folgt argumentieren: Sowohl G, als auch G sind méogliche
Endpunkte der gedrehten Geschwindigkeitspfeile. Der erste Fall entsteht, wenn
die Antriebskurbeln starr bleiben; der zweite tritt auf, wenn der auf g; frei wihl-
bare Punkt 1 in G gewihlt wird.

Der Fall G = G ist ein Grenzfall: Nun sind die Antriebskurbeln jeweils kolli-
near mit den anschlieenden Armen (siche Abb. 2.22). Hier sind alle Gangpole 07
tdentisch, d.h. die Gangebene ¥; hat nur den lokalen Freiheitsgrad 1, aber ihre
Winkelgeschwindigkeit gegeniiber dem Rastsystem ist frei, also unabhéngig von
der Antriebsgeschwindigkeit w wéhlbar. Es gibt eine einparametrige Losung fiir
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die Relativpole 17, 27 und 37, jeweils zentrisch d&hnlich zum Dreieck der Lager-
punkte. Diese Lage ist also definitionsgeméfl ebenfalls zweifach singulér, wenn-
gleich der lokale Freiheitsgrad von ¥, nicht grofler als 1 ist. |
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2.5 Graphische Beschleunigungsermittlung

Nun soll gezeigt werden, dass auch die am F-Mechanismus auftretenden Beschleu-
nigungen graphisch konstruierbar sind. Wir verzichten hier allerdings auf eine
ausfithrliche Falldiskussion und beschrdnken uns auf einen gleichseitigen Fall.
Zudem setzen wir eine konstante Antriebsgeschwindigkeit voraus, obwohl diesel-
be Methode auch noch funktioniert, wenn augenblicklich gerade eine oder beide
Phasenverschiebungen verédndert werden.

Wie vorhin sei M, = M;/|w| als Geschwindigkeitsmafistab und dementspre-
chend M, = M;/w? als Beschleunigungsmafistab gewihlt. Dann haben die Be-
schleunigungsvektoren der Kurbelenden A;, B; bzw. Cy ihre Spitzen genau in
den jeweiligen Lagerpunkten Agy, By bzw. Cy. Wir stellen die Beschleunigungs-
vektoren durch Pfeile dar, die ihren Endpunkt im Bahnpunkt haben. Dies dient
einerseits rein optisch der besseren Unterscheidung von Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsvektoren. Es erinnert andererseits daran, dass die Pfeile auch als
Krifte interpretiert werden kénnten, die auf den jeweiligen Massenpunkt wirken.

Nachdem die Langen der Arme A;As, B1 B, und C;C5 konstant sind, gilt fiir
die Beschleunigungen der jeweiligen Endpunkte die im Lemma 3.4 auf Seite 46
formulierte und in Abb. 3.2 gezeigte Beziehung

_ n t
ag, =ag, tay, 4 Hay,a,

wobei ay, 4, mittels va,4, = v4, — va, mit Hilfe des Hohensatzes konstruierbar
ist.

Dies fiithrt zu Geraden hy, he bzw. hg, auf welchen die Spitzen der Beschleu-
nigungsvektoren aa,, ap, bzw. ac, liegen miissen. Nun sind die Spitzen derart
zu wahlen, daf} der Zerlegungssatz aus Lemma 3.4 auch fiir die Seiten des Gang-
dreiecks Ay BoCy gilt, also z.B.

_ n t
aB2 - aA2 + aBQAQ + aBgBl )

wobei a’p, 4, nun iiber den Hohensatz aus vp,4, = vp, — V4, zu konstruieren ist.

Nun gehen wir dhnlich wie bei der Geschwindigkeitsanalyse vor: Wir wéhlen
als moglichen Anfangspunkt von ay4, einen Punkt 1 € h; und konstruieren daraus
mittels aj;, ,, den Anfangspunkt 2 € hy von ap,. Mittels ag, ,, und ag, 5, bekom-
men wir einen Anfangspunkt 3 von ac, als Schnitt zweier Geraden k; und ko;
die eine davon ist orthogonal zur Seite [A2C5], die andere orthogonal zu [AyBs).
Allerdings wird der Schnittpunkt 3 = (kik2) nicht so wie gefordert auf hg liegen.

Wird 1 € hy verindert, so bildet der Anfangspunkt des in Cy endenden Vek-
tors ag, 4, + 1A eine zu h; kongruente und parallele Punktreihe /. Dasselbe gilt
fir den Anfangspunkt des in By endenden Vektors aly, 4, + 1—Ag>, der orthogonal
zu [Ag By auf hy projiziert wird, um Punkt 2 zu ergeben. Also bildet 2 € hy eine
zul € hl_a;hnliche Punktreihe. Der Anfangspunkt des in Cy endenden Vektors
ag, g, + 28> durchléuft eine zu hy kongruente und parallele Punktreihe hs.
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Abbildung 2.23: Konstruktion von Beschleunigungen im gleichsinnigen Fall

Dies zeigt insgesamt, dass bei Anderung von 1 € hy die Geraden k; und ks,
zueinander dhnliche Parallelbiischel bilden. Deren Erzeugnis, der Ort der Schnitt-
punkte 3, ist eine Gerade p, die wir nur noch mit sz schneiden miissen, um den
Anfangspunkt 3 von ac, zu finden. Dies ergibt riickwirkend auch die Anfangs-
punkte 1 von as, und 2 von ap,. Nun kann der zweite Satz von Burmester
(vergleiche die Bemerkung 3.2 auf Seite 44) zur Kontrolle herangezogen werden:
Die Anfangspunkte von ay,, ap, und ac, bilden ein zum Gangdreieck Ay ByCly
gleichsinnig dhnliches Dreieck 123.



Kapitel 3

Analytische (Getriebeanalyse

3.1 Allgemeines

Um im d-dimensionalen euklidischen Raum E? einen Zwanglauf des Gangrau-
mes Y; gegeniiber dem Rastraum >y darzustellen, setzen wir in beiden Rdumen
kartesische Koordinatensysteme voraus. Dann gibt es zu jedem Zeitpunkt eine
Transformationsgleichung zwischen dem Gangkoordinatenvektor x eines beweg-
ten Punktes X € ¥; und dem Rastkoordinatenvektor xq, des augenblicklich mit
X deckungsgleichen Punktes X, € Y. Diese Vektorgleichung hat die Bauart

Xg=1uy+ Ax.
Dabei ist die Matrix A € R%*? eigentlich orthogonal, also
AAT =1; und det A(t) =1

mit I; € R™>? als Einheitsmatrix. uy gibt die Rastkoordinaten des Ursprungs
des Gangkoordinatensystems an. Wir wollen im folgenden die Punkte mit ih-
ren Koordinatenvektoren identifizieren, d.h. wir sprechen dort, wo es zu keinen
Missverstandnissen kommen kann, kurz vom “Punkt x” statt vom “Punkt X mit
dem Koordinatenvektor x”.

Wir setzen einen zweifach stetig differenzierbaren Zwanglauf >; /%, voraus.
Dann gibt es einen Parameter ¢ aus einem Intervall I C R und zweifach stetig
differenzierbare Funktionen

I =Rt ug(t) sowie I — R> ¢ At),
so dass gilt
¥ /S0 X0 =up(t) + A(t)x mit A(t) A(t)" =1;, det A(t)=1. (3.1)

Bei konstantem x beschreibt die Funktion x((¢) in der Rastebene die durch ¢
parametrisierte Bahn des im Gangraum 2; festen Punktes x.
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3.1.1 Geschwindigkeiten

Der Ableitungsvektor x, = % ergibt zu jedem Zeitpunkt die Rastkoordinaten
des augenblicklichen Geschwindigkeitsvektors v des in ¥; festen Punktes x ge-
geniiber ¥, den Vektor der Fihrungsgeschwindigkeit v/. Wird zudem noch eine
Relativbewegung x = x(t) des Punktes x gegeniiber J; zugelassen, so folgt nach
Differentiation

vl = x, = <i10+AX> + Ax.

Der letzte Summand gibt die Rastkoordinaten v{ des Vektors v der Relativ-
geschwindigkeit an. Auf der linken Seite der Gleichung steht der Vektor v der
Absolutgeschwindigkeit. Das ergibt insgesamt (in Rastkoordinaten)

ve = vl + v (3.2)

Der Ausdruck fiir die Rastkoordinaten des Vektors der Fiithrungsgeschwindigkeit
kann noch umgeformt werden, indem wir in v = 10, + Ax die Gangkoordinaten
x des Punktes aus ¥; durch dessen augenblickliche Rastkoordinaten x, ersetzen
gemaf

x = A" (xg — up).

Dies fithrt bei x = o auf
vi0 = Vg =uy — AATuO + AATXO.

X

Nun fassen wir die von x; unabhéngigen Summanden zusammen in
R i AT
Vo:=1Uyg— AA ug (3.3)

und beachten weiters, dass fiir orthogonales A die Matrix A AT schiefsymmetrisch
ist, denn aus A(t) A(t)" = I; = konst. folgt durch Differentiation

AAT + AAT = AAT + (AANY =1, =0,
mit Oy € R4 als Nullmatrix. Damit ist bei S := A AT
ST=(AAT)T =—AAT = -5,
Somit bleibt fiir den Vektor der Fiihrungsgeschwindigkeit die Darstellung
vl =vo+Sxp bei ST =-S5 (3.4)

mit xg als augenblicklichen Rastkoordinaten des in ¥; festen Punktes x und mit v,
als Vektor der Fiihrungsgeschwindigkeit des augenblicklich mit dem Rastursprung
deckungsgleichen Punktes aus ¥; .
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Lemma 3.1. Zu jedem Zeitpunkt eines Zwanglaufes ¥;/3q in E? gibt es einen
Vektor v, und eine schiefsymmetrische Matriz S derart, dass fir die Fihrungs-
geschwindigkeit vi0 des Punktes x € ¥; mit den augenblicklichen Rastkoordinaten
Xp ngt

Vio =vVo+ 5Xg.

Als Differenz der Fithrungsgeschwindigkeitsvektoren zweier Punkte p,q € %;
entsteht der “Geschwindigkeitsvektor von q um p”. Geméaf (3.4) erhélt man hiefiir

Vap :=Vq — Vp =5 (q— D).

Dieser Vektor steht auf der Verbindungsstrecke der beiden Punkte normal, denn
wegen der Schiefsymmetrie von S ist die quadratische Form xS x die Nullform.
Somit gilt fiir das Skalarprodukt

(a—p)- (vg—vp)=(q—p)'S(q—p)=0.

Dies ist dquivalent zu

Abbildung 3.1: Projektionssatz

Lemma 3.2. (Projektionssatz)

Fiir je zwei Punkte p,q desselben Systems ¥; haben die Vektoren der Fiihrungs-
geschwindigkeiten ng bzw. Vﬁlo gleiche Komponenten in Richtung der Verbin-
dungsstrecke, also in Richtung von q — p.

Bemerkung 3.1. Bei ebenen Zwanglaufen ist dieser Satz dquivalent zu der im Ka-
pitel 2.4 und inbesondere in den Abbildungen 2.18 bis 2.22 verwendeten Methode
der gedrehten Geschwindigkeiten aus [22, S. 23].

3.1.2 Beschleunigungen

Durch erneute Differentiation der parametrisierten Bahn x(¢) des Punktes x aus
Y; erhalten wir dessen Beschleunigungsvektor

2
30 . d X0
ax i XO i W .
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Aus %o =19+ Ax + Ax entsteht
%o = (g + Ax) + 2A% + A%.

Der letzte Summand ergibt die Rastkoordinaten aj des Vektors a” der Relativ-
beschleunigung, also der Beschleunigung des Punktes x relativ zur Gangebene.
Der Klammerausdruck entsteht bei x = o und heifit Fihrungsbeschleunigung ag.
Der noch ausstindige Summand

al = 2Ax = 2Av"

betrifft die Coriolisbeschleunigung. Wir erhalten insgesamt als Vektor der Abso-
lutbeschleunigung

al = al + a + aj . (3.5)

Nun formen wir noch den Vektor der Fiihrungsbeschleunigung um, indem

wir wiederum die Gangkoordinaten des Punktes x durch seine Rastkoordinaten
gemiB x = AT (xg —ug) ersetzen:

ag = ﬁo + AAT(XO — 110) = (uo — AATUO) + AATXO . (36)

Der erste Summand stellt die Fiihrungsbeschleunigung des augenblicklich mit
dem Rastursprung deckungsgleichen Punktes (x, = o) aus X; dar. Wird die
schiefsymmetrische Matrix S = AAT = —S7 differenziert, so entsteht S =
AAT + AAT also

AAT =8 —AAT =5 — (AAT)(AAT) =S —-88T =5+ 52
als Zerlegung der bei ag auftretenden Matrix A AT in einen schiefsymmetrischen

und einen symmetrischen Anteil.

Lemma 3.3. Zu jedem Zeitpunkt eines Zwanglaufes ¥;/3q in E? gibt es einen
Vektor a, und eine schiefsymmetrische Matriz S, die Ableitung der Matriz aus
Lemma 3.1, so dass fiir die Fiihrungsbeschleunigung a?l des in 3; ruhenden Punk-
tes x mit den augenblicklichen Rastkoordinaten xo gilt:

a’ = a, + (5 + 52)xq.

Bemerkung 3.2. In dem Sonderfall d = 2 ist die Matrix S + S? iibrigens skalare
Vielfache einer eigentlich orthogonalen Matrix, denn bei

. 0 s . ' 2 —82 S
S_<—s 0) ist S+5 —( s —52)'

Dies gilt auch fiir die Summe I+ S+ 52 mit der Einheitsmatrix. Damit kommt
man zum zweiten Satz von Burmester, wonach bei einer Darstellung der Be-
schleunigungsvektoren durch im jeweiligen Bahnpunkt endende Pfeile die von
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den Anfangspunkten gebildete Figur stets gleichsinnig dhnlich ist zu jener der
Bahnpunkte. Ebenso gibt es dem zweiten Satz von Mehmke entsprechend eine
gleichsinnige Ahnlichkeit zwischen den Bahnpunkten und den Spitzen der je-
weiligen, im Beschleunigungsplan — also mit gemeinsamem Anfangspunkt —
aufgetragenen Beschleunigungsvektoren.

Als Differenz der Beschleunigungsvektoren zweier Punkte p,q € ¥; entsteht
der “Beschleunigungsvektor von q um p”. Geméafl (3.6) erhilt man hiefiir

Aqp ::aq—ap:(S+S2)(q—p):S(q—p)+Squ.

Wegen der Schiefsymmetrie von S steht der erste Summand S (q — p) auf der
Verbindungsstrecke der beiden Punkte normal.

Will man aqp, in zwei Komponenten zerlegen, wovon die eine normal und die
andere parallel zum Verbindungsvektor ist, also

At n
Agp = Ayp T A

qp ’
so hat die von q nach p weisende Normalbeschleunigung ag,, wegen 52 =-8T78
die Lange
P-a)' (S+5)(a-p) _[(a-p)'S']IS@-P)] _ VepVar _ Vel
la—pll la —pll la—pll lla-p]

Dies erklért den in Abb. 3.2 gezeigten Zusammenhang zwischen den Fiihrungsbe-
schleunigungen der Punkte p und q aus ;. Stimmt man den Beschleunigungs-
mafstab M, durch den Wahl
M;
M, = A
auf den Langenmafistab M; und den Geschwindigkeitsmafistab M, (siehe Sei-
te 31) ab, so ist die Lénge der Normalbeschleunigung ||a? || nach dem Hohensatz

konstruierbar.

Abbildung 3.2: Konstruktion der Fithrungsbeschleunigung
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Lemma 3.4. Fliir je zwei Punkte p, q desselben Systems ¥; hat die Differenz der

Vektoren der Fiihrungsbeschleunigungen ai'? bzw. aﬁ) eine Darstellung

agp = aq —ap = (5 + SQ)(q -p)= agp + azp

mat aﬁlp normal zu q — p und ag, in der Richtung von q nach p, wobei (siehe
Abb. 3.2)

_ [Vap|l?
la — p|?

||V01p||2
T, also ag, =

|,
la—pl|

(a—p).

ZP” =

Bemerkung 3.3. Der in Abb. 2.23 auf Seite 40 gezeigten graphischen Beschleuni-
gungsanalyse eines F-Mechanismus liegt genau die in Abb. 3.2 dargestellte Zu-
sammensetzbarkeit aq = a, + agp + ag, zugrunde.
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3.2 Analytische Geschwindigkeitsanalyse beim
F-Mechanismus

Nun spezialisieren wir die Ergebnisse {iber die Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen von Zwangliufen im E¢ auf den Fall d = 2 und analysieren einen F-
Mechanismus.

Nach Lemma 3.1 ist die Verteilung der Fiihrungsgeschwindigkeiten der Punkte
x € Y festgelegt durch einen Vektor v, € R? und eine schiefsymmetrische Matrix
S € R**2. Wir setzen an:

. T . 0 T3
VO—<x2> und S_<—x3 O)' (3.7)

Wenn wir alle am F-Mechanismus auftretenden Punkte A;, B; und C}, mit ihren
Rastkoordinatenvektoren a;, b; bzw. c; identifizieren, so gilt fiir die Rastkoordi-
naten der Geschwindigkeitsvektoren

Va, =Vo+Say, Vp,=Vo+Sby, v, =vo+Scs. (3.8)

Nachdem die Winkelgeschwindigkeiten w der Kurbeln gegeben sind, sind die
Geschwindigkeitsvektoren der Kurbelendpunkte a;, b; und ¢; bekannt, namlich

Va, = w(a;—ag)t = wD(a; —ag) 01
Ve, — +w(by — byt = +wD(by —by) mit D — <1 O). (3.9)
Ve, = w (Cl — CQ)J' = wD (Cl — C())

Das hochgestellte Symbol + kennzeichnet die positive Vierteldrehung; D ist die
zugehorige (schiefsymmetrische) Darstellungsmatrix.
Der Projektionssatz (Lemma 3.2), auf die Arme angewendet, fithrt zu

(az —a;) (Va, —Va,) = 0
(b2 —b1)(Vb, — Vi) = 0 (3.10)
(c2—¢1) (Ve = Ve,) =0

Wenn wir darin die Werte aus (3.8) und (3.9) einsetzen, so entsteht ein lineares
Gleichungssystem fiir diejenigen drei Unbekannten (xy, zo, x3), welche gemaf (3.7)
den augenblicklichen Geschwindigkeitszustand von ; festlegen.

Hinsichtlich der Losbarkeit dieses linearen Gleichungssystems Mx = s sind
die drei Moglichkeiten zu unterscheiden: Das System ist

(i) eindeutig losbar, d.h. der Rang der Koeffizientenmatrix M ist gleich 3 ;

(ii) wnlosbar, d.h. der Rang der Koeffizientenmatrix M ist < 3 und auch kleiner
als jener der erweiterten Koeffizientenmatrix Mo, = (M]s); oder
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(iii) mehrdeutig losbar, d.h. der Rang der Koeffizientenmatrix M ist < 3 und
die Elemente in der Absolutspalte s sind in derselben Weise linear abhéngig
wie die Zeilen der Koeffizientenmatrix.

GeméB Definition 2.1 ist der Fall (i) ist durch ‘nicht singulér’ charakterisiert und
(iii) durch ‘zweifach singuldr’. (ii) und (iii) zusammengenommen sind dquivalent
zur Singularitédt der augenblicklichen Position von ;.

Satz 3.5. Die augenblickliche Geschwindigkeitsverteilung des Systems Y7, also
die Komponenten (x1,z3) von vo und der Eintrag xs an der Stelle (1,2) der
schiefsymmetrischen Matrix S losen das lineare Gleichungssystem Mx ='s mit

(a1 — ag)T det(al, ag) wdet(ag —a, a1 — ao)
M = (bl — bg)T det(bl, bg) ) = +w det(b2 — bl, b1 — bo) (311)
(c1 —cy)" det(cy, co) wdet(ce — €1, €1 — Cyp)

Dabei gilt:

1. Der Rang der Koeffizientenmatriz M ist genau dann < 3, wenn die Position
singuldr ist.

2. Das Gleichungssystem hat genau dann mehr als eine Losung, wenn eine
zweifach singuldre Position vorliegt.

Beweis: Nach Einsetzung von (3.8) und (3.9) in (3.10) entsteht — wir schreiben
nur die mittlere dieser Gleichungen in Matrizenform an —

(b2 —bl)T [VO+Sb2 :F(,UD (bl —bo)] =0.

Beim Ausmultiplizieren treten Bilinearformen auf mit den schiefsymmetrischen
Koeffizientenmatrizen S bzw. D. Driicken wir diese Formen in Koordinaten der
beteiligten Vektoren aus, so erkennen wir

u' Sv = x3(uv, — uyv,) = v3det(u, v), u' Dv = —det(u,v). (3.12)

Wir kénnen daher die mittlere Gleichung aus (3.10) auch schreiben als

2

(bg — bl)T < il ) + T3 det(bg,bl) = JFw det(b2 — bl, bl — bo), (313)

nachdem det(by — by, by) = —det(by, by) = det(bsy, by) ist. O

Die geometrischen Bedeutungen von (ii) und (iii) folgen unmittelbar aus
Satz 2.6. Trotzdem wollen wir sie in der Folge auch noch auf analytische Weise
bestatigen. Wir beginnen mit der Kennzeichnung der Singularitét:
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A) Die Koeffizienten von x;, xs und x3 in der linearen Gleichung (3.13) sind
bis auf die Reihenfolge und die Vorzeichen identisch mit den Koeffizienten in der
Gleichung der Verbindungsgeraden von by und by, also der Triagergeraden des
Armes B;B;, denn bei homogener Schreibweise ist

1 1 det(bl, bg)
b1 X b2 = blm X me = bly — bgy .
bly bzy b2m - blx

Somit ist ein nichttrivialer Defekt der Koeffizientenmatrix M von (3.10) dqui-
valent zur linearen Abhéngigkeit der drei Geradengleichungen, also zur Ko-
punktalitdt der Tragergeraden der Arme Ay Ay, B1 By und C1Cy, wie bereits in
Satz 2.6, 1 formuliert worden ist.

B) Nun soll auch noch auf direktem Weg bestétigt werden, dass die obige Be-
dingung (iii) dquivalent ist zu den in Satz 2.4,2 und 3 angegebenen Kennzeich-
nungen und ebenso zu jener in Satz 2.6,3. Dass erstere auf Involutionen bzw.
Doppelverhéltnisgleichheiten beruhen und damit projektiv invariant formulierbar
sind, iiberrascht nicht wegen der bekannten projektiven Invarianz der infinitesi-
malen Beweglichkeit und auch des lokalen, also ‘infinitesimalen’ Freiheitsgrades
von Stabwerken [11, 23, 24, 21, §].

Mit (3.13) ist (iii) dquivalent zur Rangbeziehung Rg (M) = Rg (Mew) < 3,
wobei

(al— ag)T det(al, a2) wdet(ag— a;, a;— ao)

Mcrw = (M‘ S) = (bl— bg)T det(bl, bg) :I:w det(bg— bl, bl— bo) (314)
(c1—co)" det(cy, co) wdet(co— €1, €1— Cp)

Wir betrachten die Geradenkoordinaten der in Satz 2.6, 3 genannten Parallelen
g1, go und g3 zu den Armen und beginnen mit dem gleichsinnigen Fall (siehe
Abbildungen 2.17 und 2.19):

Die Gerade gy ist parallel zu By B, und geht durch By . Also lauten ihre ho-
mogenen Geradenkoordinaten

1 0 det(bg, ba — by)
g2: box (by—by)=| box | X | box—b1z | = b1y — bay .
bOy b2y - bly b2:c - bl:c

Die Kopunktalitdt der Parallelen g;, go und g3 ist dquivalent zu

(a2 — al)T det(ao, Ay — al)
det G =0 mit G := (b2 — bl)T det(bo, b2 — bl)
(co—c1)"  det(cy, ca —c)

Sind die Triagergeraden der Arme bereits kopunktal vorausgesetzt, also det M = 0
mit der Matrix M aus (3.14), so ist die Singularitét der Matrix G dquivalent zur
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Singularitit der Matrix G — M, denn wegen der Ubereinstimmung der ersten
beiden Spalten in G und M ist det(G — M) = det G — det M. Nun ist

(ag —ay)" det(ag, ay —a;) — det(ay, as)
G — M = (b2 — bl)T det(bo, b2 — bl) — det(bl, bg) 5
(cg —cy)"  det(co, co —c;) —det(cy, c3)

wobel — wir schreiben wieder nur die mittlere Zeile —

det(bo, b2 — bl) — det(bl, bg) = det(bo, b2 — bl) — det(bl, b2 — bl)
= det(bo — bl, b2 — bl)
= det(bg — bl, bl — bo)

Damit gilt unter der Voraussetzung det M =0
detG =0 <= Rg(Myyw) <3.

Im gegensinnigen Fall muss die Gerade g, durch das Spiegelbild By von B bzgl.
By gelegt werden (siehe Abbn. 2.18 und 2.21). Damit haben wir oben den Vektor
by durch by = 2b; — by zu ersetzen, und in der mittleren Zeile von GG — M bleibt

det(Bo, b2 — bl) — det(bl, b2) = det(2b1 — bo, b2 — bl) — det(bl, b2 — bl)
= det(b1 — b(), b2 — bl)
= — det(b2 — bl, b1 — bo)

Wir erhalten also auch im gegensinnigen Fall die rechte Spalte aus der erweiterten
Koeffizientenmatrix M, gemaf (3.14).

Korollar 3.6. Die Gangebene X7 hat genau dann einen Stillstand, wenn jeder
Arm mit der zugehorigen Kurbel kollinear liegt und diese Geraden nicht kopunktal
sind (siehe Abb. 3.3).

Beweis: Fiir einen Stillstand ist gemé8 (3.7) (x1,x2,23) = (0,0,0) kennzeich-
nend. Es darf also das Gleichungssystem M x = s geméfl (3.11) nur die triviale
Losung besitzen. Also muss das Gleichungssystem homogen sein mit Rg M = 3.
Die einzelnen Eintrége in der Absolutspalte wie etwa det(bs — by, by — bg) ver-
schwinden genau dann, wenn jede Antriebkurbel mit dem anschliefenden Arm in
dieselbe Gerade fillt. O
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Abbildung 3.3: Die Gangebene hat trotz w # 0 augenblicklich einen Stillstand
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3.3 Analytische Beschleunigungsanalyse beim
F-Mechanismus

Die Geschwindigkeitsanalyse fithrte auf das lineares Gleichungssystem (3.11) fiir
die Unbekannten (z1, xq, z3), die ihrerseits den Vektor v, und die schiefsymmetri-
schen Matrix S geméf (3.7) festlegen. Dabei ist nach Lemma 3.1 v, = v, + 5% .
Fiir die Fiihrungsbeschleunigung des Punktes mit der Rastkoordinate xq gilt
nach Lemma 3.3
ay = a, + (S + 5% %

(0 (0 ys
a0—<y2) und S_<—y3 O)’ (3.15)

Fiir die Ecken des Gangdreiecks erhalten wir somit die Beschleunigungsvektoren

Wir setzen an

aazzao+(5+52)a2, abzzao—l—(S’—i—Sz)bg, acQ:ao+(S+S2)c2
) 2
bei (S + S2%) = < T3 ) (3.16)

—Y3 —I3

Unter Voraussetzung einer konstanten Antriebsgeschwindigkeit w lauten die Be-
schleunigungen der Kurbelenden

2 2 2
a,, = —w-(a; —ag), ap, = —w(b; —by), a, =—w(c; —cp).
Nach Lemma 3.4 ist — wir schreiben wieder nur die mittlere Gleichung —
_an t
ab2 - abl - ab2b1 + ab2b1
mit

an - _ ||‘/b2bl||2 (b —b)
baby ||b2 o b1H2 2 1)-

Der Vektor ay ;, ist orthogonal zum Arm by — by . Daher folgt
(ap, — ap,) - (b2 —by) = ap,p,, - (by = b1) = —vip,, = — (v, — vp,)".

Nach Einsetzung der Werte aus den Gleichungen (3.7), (3.8), (3.9) sowie (3.16)
entsteht daraus

<a0 + (S + S?)by + w(by — b0>) (by —by) = — (Vo + Sby FwD(b — by))?.

Dies ist eine lineare Gleichung in den Unbekannten i, 4., ys, ndmlich unter
Beriicksichtigung von (3.12) in Matrizenform

(b2 — bl)T ( z; ) — Y3 det(bl,b2> — Ig b;—(bg — bl) + w2(b1 - bo)T(bg — bl)
= — (Vo +Sby TwD(by —by))" (Vo + Sby TwD(b; — by)).
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Wegen S'S = 22l,, DD = I, und S'D = —x31, = D'S folgt weiter

(bl — bg) - Qo T+ Ys det(bl, bg) = —.C(,’% b2 . (b2 — bl) + w2(b1 — bo) . (b2 — bl)
+ [v2 + 22 b3 + w?(b; — bg)? + 223 det(v,, by) £ 2w det(v,, by — by)
:|:2(A),I'3 b2 : (bl - bo)] .

Wir fassen zusammen:

Satz 3.7. Die augenblickliche Beschleunigungsverteilung des Systems X7, also die
Komponenten (y1,y2) von a, und der Eintrag ys an der Stelle (1,2) der schief-
symmetrischen Matriz S losen das lineare Gleichungssystem My = t mit der
Koeffizientenmatriz M aus (3.11). Die Absolutspalte lautet

vZ+zla) - ay + 2r3det(ve, az) + 2wrsay - (a; — ag)
+ 2w det(v,, a; — ag) + w?(a; — ag) - (az — ag)

V(2) == .Tg b1 o b2 = 2.T3 det(vo, b2) + 2(,4.)1‘3 b2 o (bl — bo)
+ 2w det(vo, b1 — b()) = w2(b1 — bo) . (bg — bo)

v2 + 22 ¢y - ¢y + 2wz det(v,, €2) + 2wxs €y - (€1 — C)
+ 2w det(v,, €1 — ¢o) + w?(c; — ¢p) - (€2 — o)

(3.17)

Bemerkung 3.4. Dass das lineare Gleichungssystem fiir die Beschleunigungen die-
selbe Koeffizientenmatrix M hat wie jenes fiir die Geschwindigkeiten, iiberrascht
nicht. Man kennt dies von der Definition der infinitesimalen Beweglichkeit hoherer
Ordnung (siehe [15]).

Hinsichtlich der Losungsmenge sind auch hier wieder die Félle (i), (ii) und
(iii) von Seite 48 zu unterscheiden. Wegen der Ubereinstimmung der Koeffizi-
entenmatrizen in (3.11) und (3.17) ist der Fall (i), also Rg (M) < 3, wiederum
durch die Kopunktalitit der Trigergeraden der drei Arme gekennzeichnet. Einfa-
che geometrische Charakterisierungen der Falle (ii) und (iii) sind allerdings nicht
zu erwarten, denn die Komponenten (z1,xs, z3) der Losung von (3.11) tauchen
linear und im Quadrat auf der rechten Seite von (3.17) auf.

In dem Fall eines Geschwindigkeitsstillstandes (v, = o, x3 = 0) — geo-
metrisch gekennzeichnet in Korollar 3.6 — bleiben in der Absolutspalte t nur
die jeweils letzten Summanden {ibrig. Damit verschwinden zusétzlich die Be-
schleunigungen nur dann, wenn neben det(a; — ag, ay — ag) = --- = 0 auch
(a; —ag) - (ag — ag) = --+ = 0 ist. Die erste Bedingung bedeutet Kollinearitét,
die zweite Orthogonalitéit. Es bleibt einzig die Moglichkeit ag = ag, by = by und
cy = cy. Das gibt genau die als Beispiel 1.4 auf Seite 9 genannte ‘Kuriositét’
eines Dauerstillstandes von Y.
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3.4 Darstellung des Zwanglaufs .7/

V AO T By

Abbildung 3.4: Schema eines (gegensinnigen) F-Mechanismus

Nun wenden wir uns dem Zwanglauf 7/, bei einem F-Mechanismus (siehe
Abb. 3.4) zu und diskutieren, wie wir dessen Positionen berechnen kénnen.

Die Bewegung eines beliebigen Punktes X € X7 gegeniiber ¥, ist ansetzbar
als

xo=w(t) + Alt)x mit ) = (o0 TEEM L ()

Darin ist ug(¢) die im Rastkoordinatensystem (zg, o) dargestellte und zunéchst
unbekannte Bahn des Ursprungs U des Gangkoordinatensystems (x7,y;) in X7.
Mit ¢70(t) ist der Drehwinkel des Gangkoordinatensystems gegeniiber dem Rast-
koordinatensystem in ¥y bezeichnet. x; sind die Gangkoordinaten eines Punktes
X € Y7 und x( die Rastkoordinaten des augenblicklich deckungsgleichen Punktes
aus 2.

Fiir eine numerisch Darstellung von 3;/%, setzen wir in der orthogonalen
Matrix A(t) die trigonometrischen Funktionen sin ¢z und cos @7y in bekannter
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Weise als rationale Funktionen an mittels

©70(t) 2f 1—f?

[ = tan und daher sin g7 = T+ Cos Y79 = sl

also

1 1—f? —2f oo
10 =15 (Lo ) e = s
Wir bezeichnen die Gangkoordinaten der Punkte Ay, By bzw. C5 in Y7 mit ayr,
b7 und cyj7. Damit kénnen wir ihre Bahnen im Rastsystem darstellen als

ag(t) = uo(t) + A(t)ayy,
bjo(t) = uo(t) + A(t)bgr,
Co0(t) = uo(t) + A(t)cayr.

Wegen der gegebenen Winkelgeschwindigkeiten der drei Antriebskurbeln sind die
Bahnen der Kurbelenden A;, B; bzw. C ansetzbar als

cos wt cos(Fwt + 6,
ayo(t) = a ( sin wt ) , bio(t) = b ( sin((iwt + 63 ) ’

cult = (St =00

mit aq, by, ¢; als Kurbellingen (Abb. 3.4).

Die Bewegung Y; /%, wird nun festgelegt durch die konstanten Langen as, by
bzw. ¢y der Arme A; Ay, B1Bs bzw. C1C5. Dies ergibt die quadratischen Bedin-
gungen

(azp(t) — a1|0(t))2 a2 = konst.
(bajo(t) — byjo(t))” = b2 = konst. , (3.19)
(copo(t) — cl‘o(t))2 = ¢5 = konst .

Aus diesen drei Gleichungen miissen die Unbekannten (f, u,, u,) mit

berechnet werden.

Der geometrische Hintergrund dieses Eliminationsprozesses ist wie folgt: Bei
voriibergehend festgehaltenem Antriebsparameter ¢ liegt Cy einerseits auf einem
Kreis mit der Mitte C;, andererseits auf der Koppelkurve mit den Lagerpunkten
Aj und By und der Koppel A, B;. Im generischen Fall sind Koppelkurven trizirku-
lare Kurven 6. Ordnung [22, S. 106]. Nach dem Satz von Bézout gibt es abgesehen
von den je dreifach zu zdhlenden absoluten Kreispunkten 6-2—2-3 = 6 mogliche
Punkte (5, wobei natiirlich auch paarweise konjugiert Schnittpunkte auftreten
konnen.
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Lemma 3.8. Die Berechnung der Position von Y7 aus gegebenen Endpunkten
Ay, By, Cy der Kurbeln ist ein Problem 6. Grades.

Die mittlere Gleichung aus (3.19) lautet ausfiihrlich, wenn wir das Symbol
e(p) = (cosp,sinp) " fiir den Einheitsvektor mit dem Polarwinkel ¢ verwenden,

[Wy + Abyyr — bre(fwt + 6,)]° = b2,
also wegen ATA = I, und e(p)? =1
ug + 2 (A b2|7 — ble(iwt + 51)))—'—110 = bg — b% - b§|7 + lee(i—wt + 5b)TA b2‘7 .

Wir koénnen den quadratischen Term u? eliminieren, wenn wir von der ersten
Gleichung aus (3.19) die zweite bzw. die dritte Gleichung subtrahieren. Es bleibt
ein in den Komponenten (u,,u,) von ug lineares Gleichungssystem

2 [(agr — bayr) TAT —are(wt) " + bre(Fwt + 6,) T ug =

a; — b3 — ai + b7 — a3, + b3, + 2a1e(wt) "Aagy; — 2bie(fwt + 3,) 'A by,
2 [(agr — copr) TAT — are(wt) T + cre(wt +6.) "] ug =

ay —¢5 — af + ¢ —aj; + c3; +2ae(wt) TAay; — 2cie(wt +d.) 'Acyy,

welches wir nach (u,, u,) auflosen kénnen. Wir erhalten jeweils rationale Funktio-
nen von f; sowohl der Zéhler, als auch der Nenner sind vom Grad 4 . Diese werden
in eine der Gleichungen aus (3.19) eingesetzt, was eine Bestimmungsgleichung fiir
f ergibt. Nach Lemma 3.8 gibt es bis zu 6 verschiedene Nullstellen, die {ibrigens
alle reell sein konnen, wie das (t, p79)-Diagramm in Abb. 3.8 auf Seite 68 zeigt.
Diese Nullstellen miissen in der Losung des obigen linearen Gleichungssystems
substituiert werden und ergeben so die zum gegebenen ¢ gehorigen Position von
Y7, also ug(t) und A(t).

Wie wir bei einer numerischen Analyse fiir hinreichend nahe t-Werte die zu
Zuordnung zwischen den Nullstellen dieses Polynoms 6. Grades, also zwischen
den ‘zusammengehorigen’ Drehwinkeln ¢7o(¢) herausfinden kénnen, wird anhand
des folgenden Maple-Programms erldutert.

Abschlieflend noch ein Hinweis auf die Ldsbarkeit des obigen linearen Glei-
chungssystems fiir (u,, u,), in dessen Koeffizienten zunéchst noch die Unbestimm-
te f(t) = tan(yro/2) vorkommt. Das System ist iiber dem Korper R(f) eindeu-
tig 1osbar, denn die Unbestimmte f ist niemals Nullstelle einer algebraischen
Gleichung wie etwa jener, die das Verschwinden der Koeffizientendeterminante
ausdriickt.

Ist schliefllich zu gegebenem Antriebswinkel ¢ das f und damit der Drehwinkel
w70 numerisch gefunden und wird dieser Wert in die Losung eingesetzt, so kann es
nur dann keinen eindeutigen Wert fiir u, oder u, geben, wenn f eine Nullstelle des
Nenners ist und moglicherweise auch eine der Zéhler. Ein derartiger Sonderfall
ist tatséchlich moglich.
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Geometrisch bedeutet dieses Einsetzen in die Losung, dass das Gangdreieck
bereits bis auf Parallelverschiebungen eindeutig festgelegt ist. Es muss nur derart
eingepasst werden, dass die Ecken Ay, By und C5 der Reihe nach auf den Kreisen
mit den Mitten Ay, By bzw. C; und den Radien as, by bzw. ¢y liegen. Liegt A,
auf dem Kreis (A1; as), so liegt By auf einem geeignet parallel verschobenen Kreis
und andererseits auf (By;by). Diese Kreise haben entweder 0, 1, 2 oder unendlich
viele Punkte gemein, wobei letzteres nur bei as = by moglich ist. Analoges gilt
fiir Cy. Auch muss die Seite BoC5 einen vorgeschriebenen Anstieg haben.

Beim Beispiel 1.3 auf Seite 7 treten unendlich viele Losungen auf; ein mogli-
cher Zwanglauf des F-Mechanismus ist eine krummlinige Translation. Treten in
einem Fall zwei verschiedene Losungen auf, so gibt es zu gewissen Lagen der Kur-
belenden A;, By und C; zwei parallel verschobene Positionen des Gangdreiecks.
Daher miissen dann die Punkte A;, B; und C; genau auf den untereinander paral-
lelen Streckensymmetralen der jeweils zwei Positionen von As, By bzw. () liegen.
Wir verzichten allerdings darauf, fiir derartige Konstellationen eine analytische
Bedingung anzugeben.

Lemma 3.9. Zu einer nach dem oben beschriebenen Verfahren bestimmten Null-
stelle f gibt es in der Regel eine eindeutige Position der Gangebene. Wenn al-
lerdings fiir spezielles t und f die Koeffizientendeterminante des obigen linearen
Gleichungssystems verschwindet, so konnten auch zwei oder unendlich Losungen
existieren, wobei letzteres nur bei as = by = co maoglich ist.
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3.5 Eine Maple-Prozedur zur Berechnung des
Zwanglaufs >; /%

Zu Beginn werden die notwendigen Daten eingegeben, also die Koordinaten des
Rastdreiecks und des Gangdreiecks sowie die Langen der Kurbeln und Arme,
dann die Phasenverschiebungen samt Angabe, ob der F-Mechanismus gleichsinnig
oder gegensinnig ist. Dazu kommen noch die Grenzen fiir den Antriebswinkel so-
wie die Anzahl der zu berechnenden Zwischenlagen. Aus programmiertechnischen
Griinden sind einige Abweichungen von der fritheren Bezeichnung unvermeidlich.
So wird z.B. der Tangens des halben Drehwinkels ¢y der Gangebene mit ¢ oder
thew bezeichnet, wihrend die Antriebswinkel der einzelnen Kurbeln ff1, ff2 bzw.
ft3 heiflen.

> restart:

> with(linalg) :with(plots):

— — — Rastdreieck, Gangdreieck, Kurbel- und Armldingen:
A0:=[0,0]: B0:=[52.5,8]: C0:=[40,99]:
A2g:=[0,0]: B2g:=[40,18]: C2g:=[-7,28]:
lal:=19: 1bl:=14: 1lcl:=16:

1a2:=35: 1b2:=34: 1c2:=54:

— — Angabe, ob gleichsinnig (+1) oder gegensinnig (—1) :
omegab:=-1:

— — Phasenverschiebung in Grad bei B bzw. C:
phasgradb:=243: phasgradc:=-15:

phasb:=evalf (phasgradb*Pi/180) : phasc:=evalf (phasgradc*Pi/180):
— — Grenzen fuer Antriebswinkel:

pi:=evalf(Pi): x:=evalf (326%Pi/180):
epsilon:=pi: mitte:=x:

start:=mitte-epsilon: ende:=mitte+epsilon:

— — — Anzahl der Zwischenlagen sowie w als Schrittweite fiir t:
> anz:=200:

> dif:=ende-start: w:=dif/anz:
— — — Index der ersten Lésung:
> idx0:=1:

V V| V | V.V V V

VvV V V |

Nun setzen wir die Punkte Ay, B; und Cy in Abhéngigkeit vom Tangens f,
f2 bzw. f3 der halben Antriebswinkel an. Daneben wird der Drehwinkel ¢ := @7
eingefiihrt. Ferner fithren wir den Schiebvektor trans = (u, v) := uy ein sowie die
orthogonale Matrix dreh := A und setzen in Abhéngigkeit davon die Ecken des
Gangdreiecks an:

> Arm:=[((1-£°2)/(1+£°2)), (2%f/(1+£°2))]:
> Al:=A0+lal*(subs(f=f1,Arm)):

> B1:=BO+1blx*(subs(f=f2,Arm)):

> C1 :=CO0+lcl*(subs(f=£f3,Arm)):



3.5 Eine Maple-Prozedur zur Berechnung des Zwanglaufs >, /%,

59

— — — Ansatz fiir Gangdreieck:

trans:=[u,v]:

co:=(1-t"2)/(1+t"2): si:=2%t/(1+t"2):
dreh:=matrix(2,2, [co,-si,si,co]):
A2:=simplify(matadd(evalm(dreh &* A2g),trans)):
B2:=simplify(matadd(evalm(dreh &* B2g),trans)):
C2:=simplify(matadd(evalm(dreh &* C2g),trans)):

V V V V V V

Aquivalent zum Gleichungssystem (3.19) sind nun die Gleichungen AG1 = 0,

AG2=0und AG3 =0:

al:=coeff(AG1,u"2):

a2:=coeff (AG2,u"2):

V V V V V V

a3:=coeff (AG3,u"2):

2 _

AG1:=numer (simplify(((A2[1]-A1[1])"2+(A2[2]-A1[2])"2)-1a272)):
AG2:=numer (simplify(((B2[1]1-B1[1]) "2+ (B2[2]-B1[2])"2)-1b272)):

AG3:=numer (simplify (((C2[1]-C1[1])~2+(C2[2]-C1[2])"2)-1c272)):

Es folgt die Elimination von u3 = u? + v? durch Differenzenbildung. Wir beriick-
sichtigen dabei nur die Koeffizienten a; von u?. Es verbleiben zwei lineare Glei-

chungen eq[1] und eq[2], die wir nach v und v auflésen:

eq[1] :=eval (numer (combine (a1*xAG2-a2+%AG1))) :
eq[2] :=eval (numer (combine (a1*AG3-a3*AG1))) :
Gl:=collect(expand(eq[1]), [u,v]):
G2:=collect(expand(eq[2]), [u,v]):

— — — Aufstellung des linearen Gleichungssystems fiir u und v:
P:=coeff(Gl,u): Q:=coeff(Gl,v):
S:=coeff(G2,u): T:=coeff(G2,v):
R:=-subs(u=0,v=0,G1) : U:=-subs(u=0,v=0,G2):
mat:=matrix(2,2, [P,Q,S,T]):

vec:=[R,U]:

— — — Losung des linearen Gleichungssystems:

> loesung:=linsolve(mat,vec):

> uu:=loesung[1]:

> vv:=loesung[2]:

vV V V V

V V V V V

— — — Diese Losung wird in die linke Seite AG1 der ersten Gleichung eingesetzt:

> tt:=numer (simplify(subs(u=uu,v=vv,AG1))):

Hinsichtlich der Losbarkeit dieses Gleichungssystems ist der Kommentar auf

Seite 56 zu beachten.
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3.5.1 Die Hauptschleife im Maple-Programm

Wir bezeichnen die einzelnen Werte der Antriebswinkel fiir die Kurbeln AgA;,
ByB; bzw. CyCy der Reihe nach mit ff1[i], ff1[:] bzw. ff3[i], i = 1,..., anz, und
beginnen mit der Hauptschleife des Programms:

> for i from O to anz do

> ff1[i] :=start+i*w:

> ff2[i] :=omegab*ff1[i]+phasb:

> f£f3[i]:=ff1[i]+phasc:

> tt_wertel[i] :=[fsolve(evalf (subs(fl=tan(ff1[i]/2),f2=tan(ff2[i]1/2),
f3=tan(£f£3[i]/2),tt)))];

Bei ¢ = 0 wéhlen wir eine der Nullstellen willkiirlich aus (siche Abb. 3.5).
> t_neul0] :=tt_werte[0] [idx0] :

Andernfalls fragen wir die Anzahl der Nullstellen ab mittels

> nbr[i] := nops(tt_werte[il);

und suchen fiir festes ¢ diejenige Losung tt_werte[d][j], 1 < j < nbr[i], welche
dem aus der vorangegangenen Position berechneten N#herungswert naeh[i] =
tneul? — 1] 4+ dtpen[i — 1] am néchsten kommt. Dies geschieht wie folgt:

> naeh[i]:= t_neuli-1] + dt_neuli-1];
> idx[i]:= 1;
> for j from 2 to nbr[i] do
if abs(tt_werte[i] [j]l-naeh[i])<abs(tt_werte[i] [idx[i]]-naeh[i])
then idx[i]:= j fi
od;

Danach setzen wir

> t_neuli] :=tt_wertel[i] [idx[i]l]:

Bei der hier vorgeschlagenen Auswahl der ‘richtigen’ Nullstelle sind drei
Umsténde zu beachten:

o tt_werte[i][j] sowie t,ey[i] sind Tangenswerte von halben Drehwinkeln oz,
und diese werden bei @7y = 180° unendlich grol und wechseln bei
einer geringfiigigen Uberschreitung ihr Vorzeichen. Deshalb miissen bei
tt_werte[s][j] > 1 oder tt_werte[i|[j] < —1 die jeweiligen Kehrwerte, also
die cot-Werte bei den Groflenvergleichen zur Auswahl der néchstgelegenen
Losung herangezogen werden. Die in diesem Sinn verbesserte Version des
Maple-Codes lautet nun
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Abbildung 3.5: Vier verschiedene Positionen der Gangebene Y, des gegensinni-
gen F-Mechanismus aus dem Beispiel 1.5, Seite 9 zu gegebenem Antriebswinkel
t = 146°; die Drehwinkel ¢7y der Gangebene sind der Reihe nach —75.688°,
—55.562°, —18.443° sowie —0.982° (vgl. dazu das (t, ¢79)-Diagramm in Abb. 3.11
auf Seite 73).

> idx[i]:= 1;
> if abs(naeh[i])<2 then
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for j from 2 to nbr[i] do
if abs(tt_werte[i] [j]l-naeh[i]) <
abs(tt_werte[i] [idx[i]]-naeh[i]) then idx[i]:= j fi
od
else
for j from 2 to nbr[i] do
if abs((1/tt_wertel[i] [j1)-(1/naeh[i])) <
abs((1/tt_werte[i] [idx[i]])-(1/naeh[i]))
then idx[i]:= j fi
od
fi;
> t_neuli] :=tt_wertel[i] [idx[i]l];

Ist man exakt in einer singuléren Lage, so scheitert die nachstehend gezeigte
Geschwindigkeitsanalyse wegen der verschwindenden Koeffizientendetermi-
nante des zugehorigen linearen Gleichungssystems (Satz 3.5, 1).

Ist der verfolgte Zwanglauf nicht umlauffihig, so wachsen in der Néahe des
Kurbelstillstandes — wenn also die Position von X7 singulér, aber nicht
zweifach singuldr wird (vgl. Satz 2.6) — die Geschwindigkeiten iiber al-
le Grenzen. Daher wird die iiber die Geschwindigkeitsanalyse berechnete
Néherungslosung keinen guten Vergleich ermoglichen.

Wenn die Anzahl der Nullstellen zwischen zwei Schritten wechselt — was
natiirlich bedeutet, dass einer der Zwanglaufe nicht umlauffidhig ist —, dann
wird das Programm zu einem anderen Zwanglauf wechseln, was sich in
einem “Sprung” bei der Animation duflert. Bei der Getriebeanalyse mit
der Getriebesoftware SAM bleibt der Mechanismus an derartigen Stellen
iiberhaupt stehen — wie iibrigens gar nicht so selten ohne erkennbaren
Grund auch bei anderen Stellen, z.B. dann, wenn eine Kurbel und der
anschlieende Arm in einer Strecklage sind.

Bemerkung 3.5. Auf die Frage der Umlauffihigkeit wird noch im néchsten Ab-
schnitt 3.6 eingegangen.

Als letzte Aktion innerhalb der Schleife berechnen wir einen Néherungswert fiir
den Drehwinkel der néchsten Position. Dazu fithren wir eine Geschwindigkeits-
analyse gemafl Satz 3.5 durch:

> Al:
> Bl:
> C1:
> di:

=A0+lal*(subs(f=tan(ff1[i]l/2) ,Arm));
=BO+1bl*(subs(f=tan(ff2[i]/2) ,Arm));
=C0+1cl*(subs(f=tan(£ff3[i]/2),Arm)) ;
=A1-A0: d2:=B1-B0O: d3:=C1-CO:

— — — Geschwindigkeitsvektoren der Kurbelenden:
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>
>
>

>
>

>

V VV V V V V VYV VYV YV VYV V.YV

/I V V V V V V V V

V V V V V

vAl:=wkx[-d1[2],d1[1]]:

vB1:=wxomegab* [-d2[2] ,d2[1]]:

vC1l:=wkx[-d3[2],d3[1]]:

— — Ansatz fiir Geschwindigkeitsverteilung der Gangebene:
X[i]:=[x1[i],x2[i]]:

Y[i] :=matrix (2,2, [0,-x3[i],x3[1],0]):

— — Aufstellung des Gleichungssystems (3.11):

uu_werte:=evalf (subs(fi=tan(ff1[i]/2),f2=tan(£f£f2[i]1/2),
f3=tan(ff3[i]/2),t=t_neuli],uu));

vv_werte:=evalf (subs(fl=tan(ff1[il/2),f2=tan(£ff2[i]l/2),
f3=tan(ff3[i]/2),t=t_neulil,vv));
transm:=[uu_werte,vv_werte] :

c2:=evalf (subs(t=t_neuli] ,co)):

s2:=evalf (subs(t=t_neul[i],si)):
drehm:=matrix (2,2, [c2,-s2,82,c2]):

A2:=convert (evalf ((matadd(evalm(drehm &* A2g),transm))),list):
B2:=convert (evalf ((matadd(evalm(drehm &+* B2g),transm))),list):
C2:=convert (evalf ((matadd(evalm(drehm &+* C2g),transm))),list):

vA2:=simplify(matadd(evalm(Y[i] &* A2),X[i])):
vB2:=simplify(matadd(evalm(Y[i] &* B2),X[i])):
vC2:=simplify(matadd(evalm(Y[i] &* C2),X[i])):
V11l:=matadd(vA2,-vAl): V12:=matadd(A2,-A1):
V21:=matadd(vB2,-vB1): V22:=matadd(B2,-B1):
V31:=matadd(vC2,-vCl): V32:=matadd(C2,-C1):
GL1:=simplify(innerprod(V11,V12));
GL2:=simplify(innerprod(V21,V22));
GL3:=simplify(innerprod(V31,V32));

— — Koeffizientenmatrixz und Absolutspalte des Gleichungssystems:

Pl:=coeff(GL1,x1[i]): P2:=coeff(GL2,x1[i]): P3:=coeff(GL3,x1[i]):
Q1l:=coeff(GL1,x2[i]): Q2:=coeff(GL2,x2[i]): Q3:=coeff(GL3,x2[i]):
Rl:=coeff(GL1,x3[i]): R2:=coeff(GL2,x3[i]): R3:=coeff(GL3,x3[i]):

T1:=-subs(x1[i]=0,x2[1]=0,x3[i]=0,GL1):
T2:=-subs(x1[i]=0,x2[1]=0,x3[1i]=0,GL2) :
T3:=-subs(x1[i]=0,x2[1i]=0,x3[1]=0,GL3) :
mat:=matrix(3,3,[P1,Q1,R1,P2,Q2,R2,P3,Q3,R3]):
vec:=[T1,T2,T3]:

— — Bestimmung der Losung:

losung:=linsolve(mat,vec):

x1[i]:= losung[1]: x2[i]:= losung[2]:

x3[i]:= losung[3]:

dt_neuli] := eval((1+t_neulil*t_neul[i])*x3[i]/2):
od:
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Hinter der vorletzten Programmzeile steht die folgende Uberlegung: Wir su-
chen eine Naherungswert fir t,e,[i + 1] in der Form #,e,[i] + dtyen[i] nach dem
Muster

fla+h) ~ f(z)+ hf' ()

mit = als Antriebswinkel ¢ und mit A als Schrittweite w, denn w war die “Win-
kelgeschwindigkeit’ der Antriebskurbeln im obigen Programmcode (Seite 63) bei
der Festsetzung der Geschwindigkeitsvektoren vA1, ... der Kurbelenden Ay, ...
Die Funktion f ist tan ¥ mit ¢ = @7o(t), und dabei ist h o gleich der Lésung
x3 in dem linearen Gleichungssystem zur Geschwindigkeitsanalyse. Daher ist

d d h¢ T3\t
dineuli] = hd—J; = h@ (tan g) = (1 + tan? g) 7@ = (1 + (tneu[i])Z) 32[] .

3.5.2 Verzweigungslagen

Satz 3.10. Eine Position von X; bei einem F-Mechanismus ist genau dann eine
Verzweigungsstelle zwischen verschiedenen Zwangliufen mit verschiedenen Mo-
mentanpolen, wenn augenblicklich nicht nur die Trdgergeraden der Arme Ay As,
BBy und C1C5 kopunktal sind, sondern auch

e im gleichsinnigen Fall die jeweiligen Parallelen durch die Lagerpunkte Ag,
By bzw. Cy,

o um gegensinnigen Fall die jeweiligen Parallelen durch Ay und Cy sowie durch
den zu By bzgl. By symmetrischen Punkt By.

Beweis: Wie bereits im Satz 2.6,2 vermerkt, bedeuten zwei verschiedene Mo-
mentanpole, dass der Vektorraum der momentanen Geschwindigkeitsverteilun-
gen mindestens zweidimensional, die Position also nach Definition 2.1 zweifach
singuldr ist. Der Rest folgt aus Satz 2.6. O

Bemerkung 3.6. Es ist zu vermuten, dass selbst dann, wenn die Momentanpole
der beiden Zwangldufe zusammenfallen, der lokale Freiheitsgrad mindestens 2
betrégt.

Trifft man im Laufe des Programmlaufes exakt auf eine Verzweigungsstelle,
was nach Satz 3.5 mittels einer Ranganalyse feststellbar ist, so sollte man den An-
triebswinkel geringfiigig abdndern, um doch eine eindeutige Néherungslosung be-
rechnen zu konnen. Damit wird ndmlich vermieden, dass man zu einem ‘falschen’
Zwanglauf abzweigt (siehe dazu auch die Bemerkung auf Seite 62).

Will man bei dem Beispiel von Seite 9 mit dem Dauerstillstand eine Ver-
zweigungsstelle in einen anderen Zwanglauf konstruieren, so muss man (siehe
Abb. 3.6) eine kopunktale Position der Antriebskurbeln finden. Nachdem im
gleichsinnigen Fall die Winkel zwischen je zwei der drei Kurbeln AygA;, ByB; und
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Abbildung 3.6: Die Verzweigung von dem Dauerstillstand (vgl. Abb. 1.8) bei ei-
nem gleichsinnigen F-Mechanismus in einen anderen Zwanglauf erfolgt in der Po-
sition A} B]C] mit kopunktalen Trégergeraden der Arme (und zugleich Kurbeln).
Nach einer 180°-Drehung aller Kurbeln gibt es erneut eine Verzweigungslage mit
demselben Pol 07.

CoC konstant bleiben, liegen die Schnittpunkte der zugehorigen Trégergeraden
nach dem Peripheriewinkelsatz jeweils auf einem Kreis durch zwei Lagerpunkte.
Der Pol 07 der Verzweigungslage ist demnach der Restschnittpunkt von zwei der-
artigen Kreisen und somit eindeutig. Zu diesem Pol gibt es zwei Positionen, deren
Antriebswinkel sich durch 180° unterscheiden (sieche auch das (¢, p70)-Diagramm
in Abb. 3.8 auf Seite 68 sowie in Abb. 3.13 auf Seite 76).

Im gegensinnigen Fall sind die méglichen Verzweigungspole Schnittpunkte
zwischen einer gleichseitigen Hyperbel (als Erzeugnis ungleichsinnig kongruenter
Geradenbiischel) und einem Kreis. Daher sind bis zu 3 derartige Pole moglich
und somit bis zu 6 Verzweigungsstellen.

3.5.3 Verschiedene Ausgabemoglichkeiten

Welche Graphikausgabe auch immer gewiinscht wird, stets beginnt man mit der
Berechnung der einzelnen Positionen, und zwar derjenigen zu den vorhin gespei-
cherten Drehwinkeln e, [] :

— — — Berechnung der Positionen:

> for i from O to anz do
> AA1[i] :=A0+lal*(subs(f=tan(ff1[i]/2),Arm));
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> BB1[i] :=BO+1bl*(subs(f=tan(ff2[i]/2),Arm));
> CC1[i]:=CO+1lcl*(subs(f=tan(ff3[i]/2),Arm));
> uu_werte:=evalf (subs(fi=tan(ff1[il/2),f2=tan(£ff2[i]/2),
f3=tan(ff3[i]/2),t=t_neuli],uu));
> vv_werte:=evalf (subs(fl=tan(ff1[i]/2),f2=tan(ff2[i]l/2),
f3=tan(ff3[i]/2),t=t_neulil,vv));
— — — Sollte die Koeffizientenmatriz des zugehorigen Gleichungssystems 0 sein
(Lemma 3.9), so kommt es hier zu einer Division durch 0:
> trans2:=[uu_werte,vv_werte];
c2:=evalf (subs(t=t_neuli] ,co)):
s2:=evalf (subs(t=t_neul[i],si)):
dreh2:=matrix (2,2, [c2,-s2,82,c2]):
AA2[i] :=convert (evalf ((matadd(evalm(dreh2&*A2g) ,trans2))),list):
BB2[i] :=convert (evalf ((matadd(evalm(dreh2&*B2g) ,trans2))),list):
CC2[i] :=convert (evalf ((matadd(evalm(dreh2&*C2g) ,trans2))),list):
— — — Die Schleife ist noch nicht abgeschlossen!

V V V V Vv V

Soll mit Maple eine Animation des Zwanglaufes erzeugt werden, muss man
nach der Berechnung der Positionen innerhalb der Schleife wie folgt vorgehen:

— — — Es werden die Elemente der Animation definiert:

Dreieck[i] :=polygonplot ([AA2[i] ,BB2[i],CC2[i]],color=red):

Gelenk_aO1[i] :=polygonplot ([AO,AA1[i]],thickness=2):

Gelenk_al2[i] :=polygonplot ([AA1[i],AA2[i]],thickness=2):

Gelenk_b01[i] :=polygonplot ([BO,BB1[i]],thickness=2):

Gelenk_b12[i] :=polygonplot ([BB1[i] ,BB2[i]],thickness=2):

Gelenk_c01[i] :=polygonplot ([CO,CC1[i]],thickness=2):

Gelenk_c12[i] :=polygonplot ([CC1[i],CC2[i]],thickness=2):

> od:

— — — Ende der Schleife:

> Konfiguration:=seq(display(Dreieck[i],Gelenk_aO1[i],Gelenk_bO1[i],
Gelenk_c01[i] ,Gelenk_al12[i],Gelenk_b12[i],Gelenk_c12[i]),
i=1..anz):

— — — Befehl zur Ausgabe der Animation:

> display(Konfiguration,scaling=constrained, insequence=true);

V V V V V V V

Die hier erfolgte Trennung der Streckenziige AgA;As usw. in jeweils zwei Zei-
len hat den alleinigen Grund darin, dass die verfiighare Version von Maple hier
zusétzliche Geraden einfiigt, die dann den Betrachter eher verwirren. Der Befehl
‘scaling=constrained’ garantiert ein mafistabsgetreues Bild.

Eine Darstellung der Punktbahnen (z.B. Abb. 1.9 auf Seite 10 oder Abb. 3.7)
gelingt bei der verwendeten Maple-Version (Maple 7) durch folgenden Trick: Wir
speichern bei der Berechnung der Ecken As[i],... des Gangdreiecks immer auch
den jeweiligen Vorgénger mit ab und lassen anschlieend die Verbindungssehnen
zeichnen.
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Abbildung 3.7: Zwanglauf als Verzweigung des Dauerstillstandes
aus dem Beispiel 1.4

> AA2[i] :=convert (evalf ((matadd(evalm(dreh2&*A2g) ,trans2))),list):
DD2[(i+1)]:=AA2[i]:
> BB2[i] :=convert (evalf ((matadd(evalm(dreh2&*B2g) ,trans2))),list):
EE2[(i+1)]:=BB2[i]:
> CC2[i] :=convert (evalf ((matadd(evalm(dreh2&*C2g) ,trans2))),list):
FF2[(i+1)]:=CC2[i]:
— — — Befehle zur Ausgabe der Plots:
> for i from 1 to anz do
Bahn_a[i] :=polygonplot ([DD2[i],AA2[i]],thickness=1,color=red):
Bahn_b[i] :=polygonplot ([EE2[i],BB2[i]],thickness=1,color=blue):
Bahn_c[i] :=polygonplot ([FF2[i],CC2[i]],thickness=1,color=green):
od:
> display({seq(Bahn_a[i],i=1..anz)},scaling=constrained,
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Abbildung 3.8: Drehwinkel 7y als Funktion des Antriebswinkels ¢ zu den Daten
des gleichsinnigen F-Mechanismus mit dem Dauerstillstand aus dem Beispiel 1.4
von Seite 9. Eine Verzweigung vom Dauerstillstand aus (siehe Abb. 3.6) ist bei
Antriebswinkeln von etwa t = 24.5° und 204.5° méglich.

view = [-10..100,-10..100]);
> display({seq(Bahn_b[i],i=1..anz)},scaling=constrained,
view = [-10..100,-10..100]);
> display({seq(Bahn_c[i],i=1..anz)},scaling=constrained,
view = [-10..100,-10..100]);
— — — Zur Darstellung einzelner Positionen des Gangdreiecks:
> display({seq(Dreieck[20*i],i=1..(anz/20))},scaling=constrained,
view = [-10..100,-10..100]);

Auch hier wurden die Bahnen getrennt voneinander ausgegeben, um zu ver-
meiden, dass Maple zusétzliche Streckenbilder einfiigt. Die jeweils gleichen Bild-
grenzen in ‘wview/...] sind notwendig, damit die Bilder der einzelnen Bahnen
vergleichbar und im Fall einer PostScript-Ausgabe iibereinander kopierbar sind.

Will man eine Ubersicht dariiber haben, zu welchen Antriebswinkeln (hier mit
ff1[i] bezeichnet) wieviele Positionen der Gangebene Y7, also wieviele Drehwinkel
w70 moglich sind, kann man die zu diskreten f fi-Werten gehorigen ¢ro-Wert (hier
tt_werte[i][7]) — jeweils im Gradmafl — in einem Diagramm zeichnen lassen (siehe
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Abbildungen 3.8, 3.11 oder 3.13). Zuvor muss man allerdings ff1 auf das Intervall
0, 27] normieren:

> for 1 from O to anz do

prov:=start+i*dif/anz:

if prov>(2*pi)
then ff1[i] :=prov-(2*pi) elif prov<0
then ff1[i] :=prov+(2*pi)
else ff1[i]:=prov

end if;

od:

Es war bei Maple 7 nicht moglich, das Diagramm direkt zeichnen zu lassen, wenn
zu verschiedenen t-Werten unterschiedliche Losungsanzahlen auftreten. Deshalb
wurde die Maximalanzahl loesg der jeweils auftretenden Losungen ermittelt, und
dort, wo die tatséchlich Losungsanzahl geringer war, wurde das Array der @ro-
Werte mit Nullen aufgefiillt:

> grd:=180/pi:
> for i from 1 to anz do
AA1[i] :=A0+1lal*(subs(f=tan(ff1[i]/2),Arm)):
BB1[i] :=BO+1bil*(subs(f=tan(ff2[i]/2) ,Arm)):
CC1[i] :=CO+1lcil*(subs(f=tan(f£f3[i]1/2) ,Arm)):
for j from 1 to nbr[i] do
XX[i,j]:= [ff1[il*grd,arctan(tt_werte[i] [j])*2*grd];
od;
if nbr[il]<loesg then
for j from (nbr[i]+1) to loesg do
XX[i,jl:=[0,0];
od
end if;
od:

— — — Wir wandeln das zweidimensionale Array der XX in ein eindimensionales:
> for i from 1 to anz do

for j from 1 to loesg do
YY[(i-1)*loesg+jl:= XX[i,j];
od
od;
> pointplot({seq(YY[i],i=1..(anz*loesg))},color=red,axes=boxed,
symbol=CIRCLE, symbolsize=8) ;

Die Diagrammpunkte mit vertikalen Tangenten gehtren zu Umkehrlagen
der Antriebskurbeln, sofern nicht die Tangente die Diagrammkurve hier durch-
setzt. Die Doppelpunkte (Selbstschnitte) der Diagrammkurve bestimmen Ver-
zweigungslagen des F-Mechanismus, sofern nicht (vgl. Lemma 3.9) an dieser Stelle
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die Koeffizientendeterminante des linearen Gleichungssystems fiir ug = (uy, u,)
(Seite 56) verschwindet.

Um so wie in Abb. 3.9 den Verlauf aller moglichen Positionen der Ecken des
Gangdreiecks darstellen zu lassen, gibt es folgende Moglichkeit:

100 q

—20 -

—20 0 20 40 60 80

Abbildung 3.9: Bahnen der Ecken des Gangdreiecks bei den Positionen des gegen-
sinnigen F-Mechanismus aus Beispiel 1.5 von Seite 9 (siehe auch Abb. 3.11). Die
zum Antriebswinkel 0.5° gehorigen beiden Ausgangslagen sind besonders hervor-
gehoben. Die strichlierte Lage gehort zu dem umlauffahigen Zwanglauf, der auch
in Abb. 1.9 auf Seite 10 dargestellt ist.

> aa:=pointplot({seq(AA[i],i=1.. (anz*loesg))}, color=blue, axes=boxed,
symbol=CIRCLE, symbolsize=6,scaling=constrained):
bb:=pointplot ({seq(BB[i],i=1.. (anz*loesg))}, color=red, axes=boxed,
symbol=CIRCLE, symbolsize=6,scaling=constrained):
cc:=pointplot({seq(CC[i],i=1.. (anz*loesg))}, color=green, axes=boxed,
symbol=CIRCLE, symbolsize=6,scaling=constrained):
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> display(aa,bb,cc);

Die Abbildung 3.9 zeigt ein Beispiel dazu.

Zu einer Auswahl der jeweiligen Zusammenhangskomponenten und damit zum
Zeichnen der eigentlichen Bahnkurven (so wie in Abb. 1.9) kommt man nur, wenn
man — so wie oben auf Seite 60 beschrieben — bei der numerischen Berechung
der néchsten Position die Geschwindigkeitsanalyse aus der vorhergehenden Lage
heranzieht, also die Prozedur von Seite 62.
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3.6 Zur Umlauffihigkeit eines F-Mechanismus

Eine notwendige Bedingung fiir die Umlauffihigkeit ist, dass die maximale und die
minimale Entfernung zwischen A; und B; innerhalb der Grenzen liegen, welche
das Polygon A; A% B, B1 mit den Seitenlingen as, ¢z = Ay By und by zuléisst, d.h.,

minA131 Z min{|03 — a9 —b2|, |03+CL2 —b2|, |03+CL2 —bg‘},
maXA131 S CL2+b2—|—03.

In den Lagen, wo die Distanz A;B; einen Extremwert annimmt, ist sie augen-
blicklich stationdr. Die Geschwindigkeiten von A; und B; stimmen deshalb mit
jenen eines Koppelgetriebes mit den Lagerpunkten Ay und By und der Koppel
Ay By iiberein. Im gleichsinnigen Fall sind die Winkelgeschwindigkeiten der bei-
den Kurbeln gleich; deren Relativpol 14 ist der Fernpunkt der Geraden AgBy.
Beim gegensinnigen Mechanismus sind die Winkelgeschwindigkeiten der Kurbeln
entgegengesetzt gleich; die Triagergerade der Koppel geht durch den Mittelpunkt
von AgBy.

Al

Abbildung 3.10: Positionen mit extremer Distanz A; By, links maximal
im gleichsinnigen Fall, rechts lokales Extrem im gegensinnigen Fall

Lemma 3.11. Hinsichtlich der Extrema der Distanz A1 By wdhrend eines vollen
Umlaufes eines F-Mechanismus gilt:

o Im gleichsinnigen Fall liegt genaw dann ein Extremum vor, wenn die Ver-
bindungsgerade Ay By parallel zur Seite AgBy des Rastdreiecks ist.

e Im gegensinnigen Fall ist fiir einen Extremwert notwendig, dass die Gerade
A1 By den Mittelpunkt der Strecke AgBqy enthilt.

Verschiebt man in jeger Lage die Strecke AgA; parallel durch By zu %Xl, SO
entsteht ein Polygon A;A;B; mit konstanten Seitenlangen. Wihrend A; A; seine
Richtung beibehéilt, dreht sich A; B; voll herum. Die Extrema sind daher

|AgBy — \/a% + 02 — 2a1b; cos by| < A1 By < AgBy + \/a% + b2 — 2a,by cos .
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Dies ergibt insgesamt:

Satz 3.12. Die folgenden Ungleichungen sind fiir einen voll umlauffihigen gleich-

sinnigen F-Mechanismus notwendig:

min{\c;), —ag — b2|, ‘03 + ag — bg‘, |(23 + az — b2|} <

co—i—\/a%—i—b%—Zalblcoséb < a9+ by +c3,

min{|as — by — ¢2l, |ag + ba — ca|, lag + by — co|} <

CLo—I-\/b%—{—C%—leClCOS((SC—éb < ag+ by +co,

min{|b3 — Cy — a2|, |b3 + co — CL2|, |b3 “+co — a2|} <

bo—{—\/a%—{—c%—Qalclcoséc < ag+bg+cy.

co — \/a% 4 b% — 2a1b; coséb‘ :

ag — \/b%—i- c?—2bycy cos(d.—dp)

)

bo — \/a3 + ¢ — 2ayc1 cos b,

I

Fiir gegensinnige F-Mechanismen konnen die Extremwerte der Distanzen

A1 By, BiC7 und A;C} nur numerisch bestimmt werden. Deshalb gibt es fiir diese
keine expliziten notwendigen Bedingungen.

Aus den Diagrammen in den Abbildungen 3.11 und 3.8 kénnen wir allerdings
ablesen, dass die Suche nach hinreichenden Bedingungen erfolglos sein wird:
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Abbildung 3.11: Drehwinkel ¢y als Funktion des Antriebswinkels ¢ zu den Daten
des gegensinnigen F-Mechanismus aus dem Beispiel 1.5 von Seite 9 (siehe auch
Abb. 3.5). Dort werden die vier Positionen des Gangdreiecks zum Antriebswinkel

t = 146° gezeigt.
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Korollar 3.13. FEs gibt keine Bedingungen fiir die Umlauffihigkeit eines F-
Mechanismus, die nach Art der Grashof-Bedingungen fiir Doppelkurbelgetriebe
allein in Form wvon Ungleichungen fir die Kurbel- und Koppellingen, die Sei-
tenlingen des Gang- und Rastdreiecks sowie die Phasenverschiebungen formu-
lierbar sind.

Beweis: Die Abbildung 3.11 zeigt, wie bei den Abmessungen von Beispiel 1.5
(Seite 9, siehe auch Abb. 3.5) der Drehwinkel @7y des Gangsystems ¥; von dem
Antriebswinkel ¢ abhéngt. Offensichtlich gibt es einen umlauffihigen Zwanglauf
und daneben einen zweiten, der nicht umlauffahig ist.

Ein weiteres Indiz fiir das Fehlen derartiger Bedingungen ist das Beispiel aus
Abb. 1.8 auf Seite 9, denn offensichtlich ist der triviale “Zwanglauf” mit dem
Dauerstillstand voll umlauffihig, und zwar voéllig unabhéngig von den Léngen
a; = ag, by = by und ¢; = ¢ und den Phasenverschiebungen ¢, und ¢.. Das
zugehorige (t, pr70)-Diagramm ist in Abb. 3.8 dargestellt. O

Umkehrlagen sind singulédr; daher sind in diesen nach Satz 2.6,1 die Tréger-
geraden der Arme A;As, By B> und C;C5 kopunkal. Dafiir gibt es auch noch eine
andere Erkldarung: Nach dem Beweis von Lemma 3.8 sind die zu gegebenem An-
triebswinkel gehérigen Positionen von C'y als Schnittpunkte zwischen einer Kop-
pelkurve zum Gelenkviereck A; A3 By By und dem Kreis (C;¢q) konstruierbar.
Bei einer Umkehrlage miissen zwei Losungen zusammenfallen; die Kreisnorma-
le C5C ist gleichzeitig Bahnnormale des Koppelgetriebes, geht also durch den
Schnittpunkt von A; Ay und By Bs.

Auf dhnliche Weise lassen sich bei einem F-Mechanismus Positionen angeben,
die moglicherweise isoliert und zweifach singulér sind: Lésst man den dritten
Antrieb iiber den Zweischlag CyCC5 voriibergehend weg, so ist ein zweiparamet-
riger Bewegungsvorgang des Gangdreiecks festgelegt. Fiir alle daraus auswéhlba-
ren Zwangléufe liegen die augenblicklichen Momentanpole auf einer Geraden, der
Polachse [2, 16]. In Abb. 3.12 ist diese Polachse blau eingezeichnet. Sie enthélt
beispielsweise den Pol 03 jenes Zwanglaufes, bei welchem das Gangdreieck mit
dem Arm A; A, starr verbunden ist, oder den Pol 04, wenn das Gangdreieck mit
dem Arm B; B, starr verbunden wird. Wir konnen aber auch beide Antriebsarme
festhalten; der verbleibende Zwanglauf ist durch das oben genannte Gelenkvier-
eck festgelegt und hat den Pol 05. Ein Vergleich mit Abb. 2.14 auf Seite 27 zeigt,
dass es sich bei der Polachse genau um die Perspektivititsachse psp handelt. Sie
enthélt auch den Schnittpunkt der durch Ag bzw. By gelegten Parallelen zu A; A
bzw. By By — und zwar als Pol jenes Zwanglaufes, dessen Winkelgeschwindigkeit
mit jener der Antriebskurbeln iibereinstimmt (15 und 25 sind Fernpunkte).

Liegt nun der Eckpunkt Cy augenblicklich auf der Polachse, so befindet er
sich in einer kurvenliufigen Lage und damit auf der Grenzlinie seiner Bahn. Dazu
gehort der Rand jenes Bereiches, den (5 im Laufe des zweiparametrigen Bewe-
gungsvorganges iiberstreicht.



3.6 Zur Umlauffihigkeit eines F-Mechanismus 75

Abbildung 3.12: Hier liegt Cy auf der Grenzlinie des iiber die ersten beiden
Kurbeln definierten zweiparametrigen Bewegungsvorganges

Liegt C5 so wie in Abb. 3.12 auch auf dem Rand jenes Bereiches, der iiber
den Zweischlag CyCCy erreichbar ist, so handelt es sich gemafl Satz 2.6,3 um
eine zweifach singuldre Position der Gangebene. Es ist dies moglicherweise ei-
ne nur infinitesimal bewegliche isolierte Position, dann nédmlich, wenn — so wie
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Abbildung 3.13: W&hlt man bei den Abmessungen von Abb. 3.12 den Lager-
punkt Cy an der Stelle 04, so ist die gegebene Position nicht isoliert, sondern eine
Verzweigungslage, wie dieses (t, ¢79)-Diagramm fiir ¢ = 64.59° zeigt.

in Abb. 3.12 — die mit Hilfe des Zweischlags bzw. des oben genannten zwei-
parametrigen Bewegungsvorgangs von der Ecke (s iiberstrichenen Bereiche als
Durchschnitt lokal nur einen gemeinsamen Randpunkt aufweisen. Andernfalls ist
die vorgegebene Position eine Verzweigungsstelle, wie das (t, p7)-Diagramm in
Abb. 3.13 zu jener Variante von Abb. 3.12 zeigt, bei welcher C, deckungsgleich
mit dem Punkt 04 gewahlt wird.
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