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Einleitung

Die Operatortheorie befasst sich vorwiegend mit der Untersuchung beschrinkter linearer Ab-
bildungen. Eines ihrer grundlegenden Ziele ist, zu bestimmen, wann zwei beschrénkte lineare
Operatoren T und T auf einem Hilbertraum H unitir dquivalent sind. D.h. unter welchen Be-
dingungen ein unitérer Operator U auf H existiert, sodass T = U*TU.

Fiir einige Klassen von Operatoren spielt hierbei die Spektraltheorie eine wesentliche Rolle.
Im letzten Jahrhundert hat man auf diesem Gebiet grofle Fortschritte erzielt. Es gibt jedoch
etliche Operatoren, auf die man diese Theorie nicht anwenden kann.

Gegen Ende der 1970er Jahre begannen die beiden Mathematiker M. J. Cowen und R. G. Dou-
glas mit dem Studium einer Klasse von Operatoren, deren Punktspektrum eine offene Teilmenge
der komplexen Zahlenebene umfasst. Fiir einen separablen Hilbertraum H, ein beschrinktes Ge-
biet @ C C und eine natiirliche Zahl k € N definierten sie die Menge By (€2) aller beschrénkten
linearen Operatoren T" auf H mit folgenden Eigenschaften (siche [1], Definition 1.2):

CD1) Q Co(T)={A € C: (T — AI) ist nicht invertierbar}.
CD2) Fiir alle A € Q ist ran(T — A\I) = H.

(CD1)
(CD2)
(CD3) Fiir alle A € Q ist dimker(T — ) = k.
(CD4) cls {ker(T — AI) : A € Q} = H.

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit dieser Klasse von Operatoren, welche heutzutage
als Cowen-Douglas-Operatoren bekannt sind. Wir werden dabei einige dquivalente Bedingungen
herausarbeiten, unter denen zwei Operatoren T und T aus Br(2) unitar dquivalent sind.

Im ersten Kapitel befassen wir uns ausfithrlich mit Banachraum-wertigen analytischen Funk-
tionen in mehreren Variablen, da diese in der gesamten Arbeit sehr haufig auftreten. Wir zeigen
unter anderem die wichtige Tatsache, dass jede analytische Funktionen lokal in eine Mehrfach-
potenzreihe entwickelt werden kann. Als Grundlage dienen uns hierfiir die Skripten [7] und [8]
zu Vorlesungen von Michael Kaltenbéck und das Buch [9] von Steven G. Krantz.

In Kapitel 2 betrachten wir Fredholm-Operatoren. Hierbei orientieren wir uns an dem Buch
[4] von Harro Heuser. Direkt aus der Definition der Cowen-Douglas-Operatoren geht hervor, dass
der Operator (T'— AI) fir alle T' € B, (£2) und alle A € Q ein Fredholm-Operator mit konstantem
Index k ist. Mit I : H — H bezeichnen wir dabei die Identitdt auf H. Ausgehend von dieser
Eigenschaft zeigen wir, dass fiir jeden Operator T aus By (§2) die Abbildung

L9 = GrthH)
U A = ker(T — Al

analytisch ist. D.h. zu jedem Punkt w € Q gibt es eine offene Umgebung A,, C Q und analytische
Funktionen v; : A, — H,j = 1,...,k, sodass ker(T' — AI) = span{y1(A),...,v(A)} fir alle
A € Ay. Dabei bezeichnen wir mit Gr(k, H) die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume des
Hilbertraumes H. Diese Beobachtung bildet in den Artikeln [1] und [2] den Grundstein aller
weiteren Untersuchungen.

ii



Einleitung iii

Im dritten Kapitel fithren wir Mannigfaltigkeiten und Vektorbiindel ein. Bei den Definitionen
und grundlegenden Aussagen halten wir uns an das Buch [10] von Raymond O. Wells und an
das Skriptum [5] von Michael Kaltenbéck. In Abschnitt 3.2 zeigen wir, dass fiir eine analytische
Funktion f: Q — Gr(k, H) die Menge

Ef:={(\z) € QxH:z€ f(\)}

ein Hermite’sches Vektorbiindel vom Rang k iiber ) darstellt. Im darauffolgenden Abschnitt 3.3
beweisen wir unter Anleitung von [1] den Stabilitdtssatz. Dieser besagt, dass zwei analytische
Funktionen f, f : Q — Gr(k, H) unter der zusétzlichen Voraussetzung

clsU{f()\):)\GQ}:clsU{f(/\):)\eQ}:H

genau dann kongruent sind, wenn die zugehorigen Hermite’schen Vektorbiindel Ey und E'y dqui-

valent sind. Dabei nennt man die analytischen Abbildungen f und f kongruent, falls es einen
unitéren Operator U auf H gibt, sodass f(\) = Uf()) fiir alle A € Q.

In Kapitel 4 tragen wir die Resultate aus den Kapiteln 2 und 3 zusammen. Wir zeigen, dass
zwei Operatoren T und T aus B () genau dann unitir dquivalent sind, wenn die analytischen
Abbildungen t : A — ker(T' — M) und 7 : X\ — ker(T — AI) kongruent sind. Nach den Uberlegun-
gen von Kapitel 3 ist dies wiederum genau dann der Fall, wenn die zugehorigen Hermite’schen
Vektorbiindel

Er:={(\2) e Qx H:zecker(T—A)} und E;:={(\z) GQXH:xEker(T—)\I)}

dquivalent sind.

Im letzten Kapitel befassen wir uns mit verallgemeinerten Cowen-Douglas-Operatoren. Fir
ein n-Tupel T = (T1,...,T,) beschrinkter linearer Operatoren auf einem separablen Hilber-
traum H und einen Punkt A = (\y,..., ;) aus dem Vektorraum C” definieren wir hierfiir den
beschriankten linearen Operator

D | H — H"
T2 2 = (T =MDz, ... (T, — M\ I)z).

Fiir zwei natiirliche Zahlen k,n € N und ein beschrinktes Gebiet 2 C C" betrachten wir dann
die Menge B} (2) aller n-Tupel T mit folgenden Eigenschaften:

(VCD1) Fir alle A € Q ist ran®1_) C H™ abgeschlossen.
(VCD2) Fiir alle A € Q ist dimker®p_y = k.
(VCD3) clsU{kerDr_,: A€ Q} =H.

Die Idee dieser Verallgemeinerung stammt aus [2]. Wir folgen in diesem Kapitel jedoch in erster
Linie der Arbeit [3] von R. E. Curto und N. Salinas. Wieder sind wir an der Frage interessiert,
wann zwei n-Tupel T und T aus B} (2) komponentenweise unitér dquivalent sind, d.h. wann es
einen unitdren Operator U auf H gibt, sodass Tj = U*T;U fir alle j € {1,...,n}. In Abschnitt
5.1 dibertragen wir etliche Aussagen aus dem vierten Kapitel auf die Klasse B} (£2). Danach
beschreiben wir in den Abschnitten 5.2 und 5.3 , kanonische Modelle“ fiir verallgemeinerte Cowen-
Douglas-Operatoren.

An dieser Stelle m6chte ich mich noch bei Michael Kaltenbéck fiir die sorgfiltige Betreuung
meiner Diplomarbeit bedanken.

Wolfgang Carl Wien, 5. August 2012



Kapitel 1

Analytische Funktionen

1.1 Analytische Funktionen in einer Variable

Zu Beginn dieser Arbeit wollen wir Banachraum-wertige analytische Funktionen betrachten. Sei
dazu (X, ||-||x) stets ein Banachraum tiber C und Q C C offen. Mit X’ := L(X, C) bezeichnen
wir den topologischen Dualraum von X.

Definition 1.1.1. Eine Funktion f : Q — X heifit analytisch, falls fir alle A € Q2 der Grenzwert
h) —
TR~ )

h—0 h
heC

f'N) =

in X existiert. Man nennt f schwach analytisch, falls fiir alle £ € X’ die Funktion £o f: Q — C
analytisch ist.

Ist f:Q — X analytisch und A € €, so sind die partiellen Ableitungen a%f()\) und 8%f()\)
definiert als

0 o FOER) - f(N) 9 o fFOVHiR) — fF(N)
o) = }133%T und 5o f() = %13}) ; .

Da der Grenzwert f'(\) € X existiert, muss 5~ 0 f(\) = %&lf(/\) = f(\) gelten.
Definiert man die Wirtinger-Ableitungen df(\) und df()\) durch
1/0 0 500 = L[5 9
01N = 5 (5of ) = i3 1)t T70) = 5 (- F ) 45100

so folgt Of(\) = f/(\) und 9f(\) =0 ~
Fiir héhere Ableitungen verwenden wir die iibliche Notation 9% f(A) und 0% f(\) fiir k € N.

Bemerkung 1.1.2. Jede analytische Funktion f : 2 — X ist wegen
’ fOA+ h H

IFO+B) = FOILx = IA - \

stetig. Ist (Y, ||||y) ein weiterer Banachraum iiber C und T € L(X,Y), so ist mit f auch die
Funktion T'o f : Q — Y analytisch, da

(Tof)A+h) = (To f)(N) FO+R) = FN)Y hoso
h :T< h )h T

f'(N) e Y.

Jede analytische Funktion ist also auch schwach analytisch.
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Fur w € C und r > 0 definieren wir

Ur(w AeC:|A—w| <r},
oU, (w AeC:|]A—w|=r}und
Ur(w) := Uy (w) U U (w).

):
)

—~=

Definition 1.1.3. Sei w € C und r > 0. Fiir eine stetige Funktion g : U,(w) — X definieren wir
das Kurvenintegral

2m
j{ g(¢)d¢ = /g(w + rett)ire' dt
oU, (w) 0

als Banachraum-wertiges Riemann-Integral.

Lemma 1.1.4. Sei f : Q@ — X analytisch, w € Q beliebig und r > 0, sodass U.(w) C Q, dann
gilt die Cauchy’sche Integralformel

_ 1 f(Q)
=5 ¢ T i vacuw.
U, (w)

Beweis. Sei & € X', dann ist die Abbildung Z o f : Q — C analytisch. Also gilt die klassische
Cauchy’sche Integralformel (siehe z.B. [11], Lemma 2.1.8) und man erhélt

R 1 t(f(<)) (1 f(©)
95(f()\)):27m. % C—)\d<$<2m' j{ Hd().

U, (w) U, (w)
Damit gilt
. 1 f(Q) I
—_— = X
x(f(/\) 5 j{ 7}\d( 0, VieX,
AU, (w)
woraus die Behauptung mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach folgt. O

Lemma 1.1.5. Sei (Y, ||ly) ein weiterer Banachraum tber C. Fir x € X seien

[ = LX)Y) o 5 v
T'{ A o= TN und Tx'{ A = TNz

Dann ist T genau dann analytisch, wenn T, fir alle © € X analytisch ist. In diesem Fall gilt
TNz = (T,)' (N) fir alle x € X.

Beweis. (=) Fiir beliebiges z € X gilt

- T' Nz

H T(A+ h)x — T(\)z
h

T =T
- H (A + h})L n T/()‘)H Al 2% o,
Y

also (T,)'(\) =T (M.
(<) Sei w € Q beliebig und r > 0, sodass U,.(w) C Q. Dann gilt laut Voraussetzung und

Lemma 1.1.4 )
TNz = —
Wz =55 ]{

U, (w)

z(of ¢, VAeU.(w),ze€X.

Es ist zu zeigen, dass der Grenzwert

lim T(w+ h) —T(w)
h—0 h
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in £(X,Y) existiert, was aber dquivalent zur Cauchy-Bedingung

lim T(w+h)-T(w) T(w+g)—T(w) 0 (11)
h,g—0 h g

ist. Fiir h # g mit 0 < |h|,|g| < & definieren wir den Operator

F(h7 g) =

_ 1 {T(w—&—h)—T(w) T(w+g)—T(w)
h—g

0 — P } € L(X,Y),

und erhalten fiir beliebiges x € X

1 1 <(1h>_% <1)_%
—(w —w —(w+ —w
T (R, gz, = g f T(O)z ( + B _ ¢( gg ) ¢l =
U, (w) Y
1 1
omi % e —wrac-w | =
U, (w)
1 1
il T d
- 27Tan({) ey (C—(w+h))(§—(w+g))(§—w)’ ‘=
2 2N\%?1 4
<5 el (2) = 3 s, 1@l = 0 <o

Nach dem Satz von der gleichméfigen Beschrinktheit existiert nun eine Konstante C' > 0, sodass

IT(h,g)|| <C fiir alle h # g mit 0 < |h, |g| < §, womit die Giiltigkeit von (1.1) folgt. O

Korollar 1.1.6. Sei [ : Q — X eine Funktion. Ist £ o f : Q — C fir alle £ € X' analytisch,
dann ist f analytisch.

Beweis. Wir fassen X als abgeschlossenen Teilraum des Bidualraumes X" := £(X’,C) auf und
betrachten f als Abbildung von 2 nach £(X’,C). Nach Voraussetzung ist

I { Q - C
LA = fNE=2(F(N)
fiir alle # € X’ analytisch. Mit Lemma 1.1.5 ist damit f analytisch. O

Korollar 1.1.7. Sei (Y, ||-|ly) ein weiterer Banachraum iber C und T : Q — L(X,Y). Ist die
Abbildung

Q —- C
g (T'(- : N
§ITC)e) { A= g(T(N)
fiir alle § € Y’ und alle x € X analytisch, dann ist T analytisch.

Beweis. Laut Voraussetzung und Korollar 1.1.6 ist die Abbildung A — T'(A\)z fir alle z € X
analytisch. Nach Lemma 1.1.5 ist damit 7" analytisch. O

Lemma 1.1.8. Seien X,Y und Z Banachriume tber C und 0,Q C C offen mit QN Q # 0.
Sind die Abbildungen T : Q — L(X,Y) und S : Q — L(Y,Z) analytisch, so ist auch die
Zusammensetzung S()T(-) : (AN Q) = L(X,Z) : A= S(A)T(N) analytisch und es gilt

(SOTE) () = ST (V) + S (NT(N), YAren.
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Beweis. Fiir A € QN Q gilt

SO+ h)T(A+ h) — S(\T(N)
h

T\ +h)—T(\)  S(A+h)—S(\)
h + h
2200 ST (N + ST (NT(N).

=S(A+h) T(\)

O

Lemma 1.1.9. Sei X ein Banachraum tber C, Q C C offen und T : Q — L(X) analytisch.
Sind die Operatoren T(A) € L(X) fiir alle X\ € Q invertierbar, dann ist auch die Abbildung
T()™t:Q— L(X): A= T\t analytisch und es gilt

(T()™)
Beweis. Wir bezeichnen mit Inv(£(X)) die Menge der invertierbaren Operatoren aus L£(X).
Aus der Funktionalanalysis ist bekannt (siehe z.B. [6], Lemma 1.1.9), dass diese Menge offen
ist und dass die Abbildung Inv(£(X)) — Inv(£(X)) : S — S~! stetig ist. Die Abbildung
T()™1:Q — L(X): A= T(\) — T(\)~! ist also als Zusammensetzung stetiger Abbildungen
stetig. Far A € Q gilt nun

T(A+h)~L =T (\)!
h

!

) =-TN)'T'"NTN)Y, vae.

L T(A+h)—T(N)
h
220 T T (NT() L

=-T(\+h) T(\)!

1.2 Analytische Funktionen in mehreren Variablen

Wir wollen nun Banachraum-wertige analytische Funktionen in mehreren Variablen betrachten.

Sei dazu n € N fest und C™ der Vektorraum iiber C mit Basis {ey,...,e,}, wobei

e1 :=(1,0,...,0), e2:=(0,1,0,...,0), ..., ey:=(0,...,0,1).
Fiir zwei Vektoren A = (A1,...,A,) und w = (wy,...,w,) aus C™ definieren wir das Skalarpro-
dukt

n
<)\, w) = Z )\j w;.
j=1
Damit wird C™ zu einem n-dimensionalen Hilbertraum iiber C. Weiters definieren wir fir A € C™

[Allz = VA A

Fir w € C™ und r > 0 definieren wir
Dl w) :={AeC":|\j —w;| <r,Vje{l...n}},
oD} (w) :=={AeC": |\j —w;|=r,Vje{l...n}} und
Dp(w) := Dyt (w) U D} (w).
Sei wieder Q2 C C" offen.

Definition 1.2.1. Eine Funktion f : Q — X heift analytisch, falls sie in jeder Variable analytisch
ist, d.h. falls fiir jedes A € Q und alle j € {1,...,n} der Grenzwert

i SO R = FOV)

h—0 h
hec

in X existiert.
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Bemerkung 1.2.2. Ist X = C? fiir ein d € N, so ist eine Funktion f = (f1,...,fs) : @ — C?
genau dann analytisch, wenn die Funktionen f : @ — C fiir alle k¥ € {1,...,d} analytisch sind.

Ist f:Q — X analytisch und A € Q, so definieren wir analog zum eindimensionalen Fall fiir
j €{1,...,n} die partiellen Ableitungen

Oy em i JATRE) Q) D s, FOFhe) - F)
Ox; h—0 h 0y; h—0 h

sowie die Wirtinger-Ableitungen

010 = 5 (0 = i3 0) . G = g (o) +igp ).

Wie im eindimensionalen Fall folgt d; f(\) = 0 und

O+ hej) = FN)

0;f(\) = lim . ,
fiir alle A € Q und j € {1,...,n}. Es gilt nun eine weitere Verallgemeinerung der Cauchy’schen

Integralformel.

Lemma 1.2.3. Sei f: Q — X analytisch, w € Q beliebig und r > 0, sodass D?(w) C 2. Dann

gilt
= o b Gy i
U (wy,) U, (w1)

fir alle A € DY (w).

Beweis. Nach wiederholter Anwendung von Lemma 1.1.4 folgt

_ 1 f()‘la"'a)‘nflagn) -
f()\)*% j{ =\, d¢, =
oU (wn)
_ 1 f<)\1a--~7)\n72agn717<-n) _
" (i) 7{ f ot = An )G = Ay Do =

AU, (wy,) U, (wr—1)

dGy - dGp.

1 F(GryeeniGa)
% (Cl —Al)"'(cn_)\n)

oU(wn)  OU(w1)
O

Wir werden nun das Konzept der Potenzreihen in einer Variable verallgemeinern zu Potenz-
reihen in mehreren Variablen, den sogenannten Mehrfachpotenzreihen. Dabei orientieren wir uns
an dem Skriptum [7] von Michael Kaltenbéck und Lukas Parapatits.

Im Folgenden sei A eine beliebige aber fest gewahlte abzidhlbare Menge.
Definition 1.2.4. Sei b, € X fiir jedes a € A. Dann ist eine Mehrfachreihe zunéchst rein formal
definiert als
S

a€cA
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Wir wollen die Summe einer Mehrfachreihe als Grenzwert eines Netzes interpretieren. Hierfir
betrachten wir die Menge f(A) aller endlichen Teilmengen von A. Diese bildet zusammen mit der
Inklusion C eine gerichtete Menge. Ist nun b, € X fiir jedes a € A, so ist

(Z)
aEM MEf(A)

also ein Netz in X tber der gerichteten Menge (f(A4), C). Die Konvergenz einer Mehrfachreihe
ist nun wie folgt definiert.

Definition 1.2.5. Sei b, € X fiir jedes a € A. Die Mehrfachreihe »
falls das Netz (Za M ba)

aca ba heiit konvergent,
in X konvergiert. In diesem Fall setzen wir

Z bor 1= MlerI(IA) Z bar

acA

Mej(A)

Die Mehrfachreihe heifit absolut konvergent, falls das Netz (Y cpy [1ballx )
giert.

MEf(A) in R4 konver-

Bemerkung 1.2.6. Sei b, € X fiir jedes o € A. Dann gilt:

(i) Das Netz (X car 1ballx )Mef(A) ist monoton wachsend. Es konvergiert also genau dann,
wenn es beschrinkt ist, d.h. falls supy/eia) 2aenr Iballx < 00. Dabei gilt

D lballx = b Z [1bal x -

acA aEM

(ii) Konvergiert die Mehrfachreihe )
M, € §(A), sodass

b, absolut, so existiert zu jedem € > 0 eine Menge

> lballx <e

acA\M.
Fir zwei Mengen My, My € f(A) mit My, Ms O M, erhélt man damit

a€cA

Doba= D bafl = D bam D b <
a€M; a€Ms X €M\ Ms €M\ M, X
< D balix < D llballx <e
Q€M AM, €A\ M.

Das Netz (Zae M ba) Mef(A) ist also ein Cauchy-Netz in X und somit konvergent. Jede
absolut konvergente Mehrfachreihe ist daher auch konvergent.

Lemma 1.2.7. Sei b, € X fir jedes « € A und (A;);er eine Partition von A in hochsten
abzéhlbar viele Mengen. Dann konvergiert die Mehrfachreihe ) . 4 ba genau dann absolut, wenn
Y icl 2oaea, 1ballx < o0o. In diesem Fall gilt

S Y b Y
i€l a€A; acA
Beweis. Aus Bemerkung 1.2.6 folgt
DD ballx = sup > sup D> lballx = sup sup Z > lballx =

il aEA; Jef(I) ieg Mi ef(A)aeM Jef(I) Me;(l i) ied aEM,;

= sup sup D lbally = —p, Z lallx = > Iballx

JEf(I)Mef(UiEJAL) aeM ) M acA



1.2 Analytische Funktionen in mehreren Variablen 7

wobei zu beachten ist, dass diese Ausdriicke Elemente von Ry U {oco} sind. Die Mehrfachreihe
> wca ba konvergiert also genau dann absolut, wenn ), ;> c 4. [[ballx < co. Ist das der Fall,
so gilt Y- ca, Iballx < 00,V i € I, womit fiir jedes i € I die Mehrfachreihe ) 4. bo absolut
konvergiert. Auflerdem ist wegen

D

el

S

a€A;

S D bl <o

i€l a€A;

auch die Reihe >, ;> c 4, ba absolut konvergent.
Ist nun € > 0, so existiert eine Menge M € f(A), sodass } e\ [0allx < e Weiters

existiert eine Menge J € f(I), sodass } ;e\ 7 2aea, l|ballx <. Indem wir J ndtigenfalls groBer
machen, kénnen wir annehmen, dass M C J,.; A; gilt. Zu jedem i € J existiert nun eine
Menge M; € §(A;), sodass >0 4\, Iballx < 27, wobei wir mit #.J die Méchtigkeit von J

bezeichnen. Indem wir die Mengen M; notigenfalls grofer machen, kénnen wir hierbei annehmen,

dass M C Uz'e ;7 M;. Insgesamt erhédlt man damit
S SETED SN I
i€l a€A; a€A X
U222 b= 2 ball HI2D ba=) D bl FD D ba= D baf <
i€l acA; i€J a€A; X ieJ a€A; i€J a€M; X i€ aEM; acA X
€
< D el +>0 D Mballx + Y Ibally < s+ g te =k
iGI\J a€A; ied OLGA,;\M,; OLGA\]\/[
O
Korollar 1.2.8.
(i) Ist B eine weitere abzihlbare Menge und by g € X fiir alle « € A und 8 € B, so gilt
DD bas= Y bas=) D bas
acA pBeB (a,B)EAXB BeEB acA
falls Z(aﬁ)eAxB lbaslly < 00 oder dquivalent dazu ) 4 ZﬁEB lba,sll 5 < 00.
(ii) Ist A =Ny und by € X fiir a € N§, so gilt fir jede Permutation o von {1,...,n}
D oba= > v X b
aENg ad(l)ENg aa(n)ENo
falls EaeN{; ballx < 00 oder dquivalent dazu Eam)eNO e Zag(n)ENO lballx < .
(iii) Sei X eine Banach-Algebra und aj € X fir alle j € {1,...,n} und k € Njj. Konver-
gieren die Reihen ) ycn Q1ks -5 D pen, n.k absolut und definiert man fir o € Ng die

Summanden by, = a1, - Cn,q, , SO ist auch ZaeNg ba absolut konvergent und es gilt

S ba:< 3 aLm)...( > anyan)

aeNy a1ENg an €Ny

Beweis. Betrachtet man die Partition A x B = Uae a{a} x B, so folgt die erste Aussage direkt
aus Lemma 1.2.7. Die zweite Aussage folgt durch wiederholte Anwendung der ersten. Fiir die
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letzte Aussage sei A € f(Ni) beliebig und N := max {a; : @ € A,j € {1,...,n}}. Dann gilt

N N

N N
Z [ballx < Z Z lat,a: =+ @ llx < Z Z lata:llx - lananllx =

acA

_ < Z ||a1,mlx) < i ||a1,m||x) < ( 3 fla, a1||X> ( i law'x) <o

a1=0 a1=0 a1=0 a1=0

Die Mehrfachreihe ) b, konvergiert also absolut und aus Punkt (i¢) erhdlt man

aeNY
Y= 3 ot = (2 ) (2 )
OZENH' a1 €Ny an €Ny a1 €Ny an €Ny
O
Bevor wir nun Mehrfachpotenzreihen betrachten kénnen, bendtigen wir noch ein paar Defi-
nitionen. Mit N bezeichnen wir die Menge aller Multiindizes o = (a1, ..., o) mit a; € Ny fiir
alle j € {1,...,n}. Summe und Differenz zweier Multiindizes sind komponentenweise definiert.
Die Vektoren e, ..., e, seien wie in C" definiert durch e; := (d1;,...,9n;).

Des Weiteren definieren wir fiir einen Multiindex oo € Nj und einen Punkt w € C™

n n n
— aj — _ — ,
—ij , al .—Haj! und |o| := E aj.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Fiir zwei Multiindizes «, § € Njj schreiben wir a > 3, wenn «; > §; fur alle j € {1,...,n} gilt.

Definition 1.2.9. Seien A\,w € C" und b, € X fiir a € Njj. Eine Mehrfachreihe der Gestalt
fo) = ZaeNg bo (A — w)® heilit Mehrfachpotenzreihe mit Anschlussstelle w.

Bemerkung 1.2.10. Ist > bo (A —w)® eine konvergente Mehrfachreihe, so ist

( > ba(A - w)")
aEM Mef(NgG)

ein Cauchy-Netz in X. Es existiert also eine Menge My € f(Nj}), sodass

Zb)\w Zb)\w

aEe My a€Msy

aeNY

<1
X

fiir je zwei Mengen My, My € §f(Ni) mit My, My 2 My. Fiir 8 € Np\ M, gilt also

> ba(A=w)* = > ba(A—w)”

a€MoU{B} a€My

[bs(X = w)”| <1

X:

X

Setzt man C := maxqen, [|ba(A — w)¥|| x, so folgt insgesamt ||by, (A — w)¥||x < max{1,C} fiir
alle o € Nj.

Lemma 1.2.11 (Abel’sches Lemma). Sei w € C" und b, € X fir o € Nj. Konvergiert die
Mehrfachpotenzreihe f(\) = ZaeNg bo(A—w)® in einem Punkt z € C™ mit z; # w;,j =1,...,n,
dann konvergiert sie absolut und gleichmdfsig auf jeder kompakten Teilmenge von

Dz(w) = {)\ eC": |/\J —wj| < |Zj —wj|,Vj S {1,...,n}}.
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Beweis. Da die Mehrfachreihe ZaeNg bo(z — w)® laut Voraussetzung konvergiert, existiert eine
Konstante C' > 0, sodass ||bs(z — w)*||x < C fiir alle @ € Nj. Sei K C D,(w) kompakt, dann
existieren 7; € Rmit 0 < r; < |z; —wj|,j =1,...,n und

KQ{AE(C":|)\j—wj\§rj,j:1,...,n}.

Fir A € K gilt nun

n _ mN —wi \ Y
162 (r = w)lx = flba [TOG = w)™ || = flba [T = wi)*| - H(;wj)
j=1 X j=1 X j=1 J J
<C :Cpa7
=117 T Wy

T

Zj_wj’ <l,7=1,...,nund p:=(p1,..., pn)-
Es bleibt also zu zeigen, dass die Mehrfachreihe > p* konvergiert. Sei dazu A € f(N§') und
N := max{ai ta€Ni€ {1,...,n}}. Dann gilt

mit p; :=

aeNY

N N N N
IVED DERD VNI O D B Wy
aEA a,=0 a1=0 a1=0 an=0
o0 o0
() (T a)=pex
Ot1:0 an:()
Damit ist SUPAf(Ng) Y aen P < D < oo, was die Behauptung zeigt. O

Korollar 1.2.12. Sei w € C" und b, € X fir o € Nj. Existiert r > 0, sodass die Mehrfachpo-
tenzreihe f(\) = ZaeNg; bo (A —w)® fir alle A € D*(w) konvergiert, so konvergiert fiir beliebiges
j€{1,...,n} die Mehrfachpotenzreihe

g baj (A —w)*™%
aeNy
a]‘ZI

absolut und gleichmdfig auf jeder kompakten Teilmenge von D*(w).

Beweis. Seien j € {1,...,n} und A € D! (w) beliebig gewahlt. Dann existiert ein u € DI (w),
sodass |A\; — w;| < |p; — w;| fir alle ¢ € {1,...,n}. Da laut Voraussetzung die Mehrfachreihe
ZaeNg bo (1 — w)® konvergiert, existiert eine Konstante C' > 0, sodass ||bs (1 — w)%||x < C fir

ﬂ’ <1lfirie{l,...,n} und p:= (p1,...,pn), so gilt fiir

M — W4

alle o € Njj. Definiert man p; :=
jedes o € Ny mit o; > 1

pafej C

= Qi
py = ws| = [y — wj

a—ej

[bacj (A = w)* = || ¢ = [[bacy; (1 — w)* |

Fiir A € §(Np) gilt nun

> ap* < ( i pi”) ( i O‘jP?j1> < i pff") < o0

aEN a1=0 a;=1 an,=0
g >1

Da A € D (w) beliebig war, folgt die Behauptung mit Hilfe von Lemma 1.2.11. O
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Lemma 1.2.13. Sei w € C" und by, € X fir a € Nyj. Existiert r > 0, sodass die Mehrfachpo-

tenzreihe EaeN(; bo (A — w)® fiir alle X € DI'(w) konvergiert, so ist die Funktion

[ D}w) — X
f'{ A ZaeNgba()‘_w)a

analytisch. Insbesondere gilt

0 f(N) = Y bacj(A—w)*"%, VA€ Dw),j€{1,...,n},
aeNY

wobei letztere Mehrfachpotenzreihe absolut und gleichmdf$ig auf jeder kompakten Teilmenge von
D (w) konvergiert.
Beweis. Sei 0.B.d.A w = 0. Laut Korollar 1.2.12 konvergiert fiir j € {1,...,n} die Mehrfachpo-
tenzreihe

g(N) = Z b j A* T

n
a€eN]
ajZI

absolut und gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von D!*(0).
Sei A € D*(0) und 0 # h € C, dann gilt

f()\+he}jl)_f(>\) _g()\): Z ba/\(lll

()\J + h’)aj - A_;XJ a:l]
R VA RO
aeNY h
oy =2

Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes folgt fir o; > 2

()\j +h)aj - )\?j aj—1 o Qi k—2\o;—k
- — ;] :hZ(k>h PV

k=2

Mit der Abschétzung

(011-]) < k(k—1) (‘ZJ) = ooy — 1)<O,f_22)’ vk=2

und dem binomischen Lehrsatz folgt weiters

Qg o

> (k) B2 10197+ < ey = D)(IA]+ 4 ])*
k=2

Insgesamt erhalten wir damit

H A+ hej) = FN)

DIy <1l Wonllx astos = DI QA1 2 g
X

n
aeNy
aj>2

Fiir || hinreichend klein konvergiert die Mehrfachreihe auf der rechten Seite laut Korollar 1.2.12

und es folgt
A+ he;) — f(A

Da A € D?(0) und j € {1,...,n} beliebig waren, zeigt dies die Behauptung. O

lim
h—0
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Als Folgerung der bisherigen Uberlegungen erhalten wir, dass Mehrfachpotenzreihen beliebig
oft stetig partiell differenzierbar sind. Fiir eine hinreichend oft partiell differenzierbare Funktion
f € — X, einen Punkt A € 2 und einen Multiindex o € N definieren wir hierfiir

O“f(A) =07 --- 07" f(A) und
97 f(A) =07 -0 f(N).

Korollar 1.2.14. Sei w € C" und b, € X fir o € Nj. Existiert r > 0, sodass die Mehrfachpo-

tenzreihe ZaeNg bo (A —w)® fir alle A € D,(w) konvergiert, so ist die Funktion

[ DY w) — X
f'{ A Tacn balA - w)e

beliebig oft stetig partiell differenzierbar und es gilt

P F(N) E:b (A —w)? B ¥V xeD'w),pBeNp.
aeNY
a>pB

Die Mehrfachpotenzreihe konvergiert dabei absolut und gleichmafig auf jeder kompakten Teil-
menge von DI'(w). Insbesondere ist

by, = Y vaenn

Beweis. Die erste Behauptung folgt mittels vollstindiger Induktion nach |3| = Y 1 | 3; aus
Lemma 1.2.13. In der Tat gilt fir j € {1,...,n}

Zb (A —w),

CEEN”
>1

was die Behauptung fiir alle 8 € N§ mit |5| = 1 zeigt. Sei nun m € N und gelte die Behauptung

fir alle 8 € N§ mit |8| = m. Fur 8 € Nj mit |8] = m + 1 existiert mindestens ein j € {1,...,n},
sodass 3; # 0. Wegen |8 — ¢;| = || — 1 = m folgt nun

07 ) = 05 (¢ = 97 1(O)) )

aeNT
a>p—e;
|
= > bagrm g (A mw)
CKEN" (OZ—/B)
a>B

was die Behauptung fiir alle 5 € N mit |3] = m + 1 zeigt. Setzt man A = w, so folgt daraus
O f(w) = bg - Bl O

Als néchstes zeigen wir, dass jede analytische Funktion lokal in eine Mehrfachpotenzreihe
entwickelt werden kann und somit beliebig oft stetig partiell differenzierbar ist. Im Beweis dieser
Aussage geht wesentlich ein Satz von Friedrich Hartogs ein, welcher besagt, dass jede nach De-
finition 1.2.1 analytische Funktion stetig ist. Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir den
Leser auf das Buch ,Function theory of several complex variables* von Steven G. Krantz.
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Satz 1.2.15 (Hartogs). Sein € N, C C™ offen und f : Q — C analytisch. Dann ist f stetig.
Beweis. Siche [9], Theorem 1.2.5. O

Korollar 1.2.16. Sei f : Q — X analytisch und K C Q kompakt. Dann ist f auf K beschrankt,
d.h. es gilt supycg || f(A)]| x < 0.

Beweis. Wir definieren fiir A € K das lineare Funktional

‘- { X = C
MU E e 2 ()

und betrachten die Familie {€ : A € K}. Wegen |2(f(A))] < ||2] - || f(A)]|x sind die Funktionale
&y fiir alle A € K beschréankt mit ||Ex]| < [|f(N)|lx. Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt, dass
es zu jedem A € K ein &) € X’ gibt, sodass ||Zx]| = 1 und 2x(f(X)) = ||f(N)||x. Insgesamt ist
also ||Ex] = ||f (V)] x fiir alle A € K.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Familie {€) : A € K} punktweise beschrankt ist. Sei
dazu & € X' beliebig aber fest gewéhlt. Dann ist die Funktion & o f : Q@ — C analytisch und
damit laut Satz 1.2.15 stetig. Da K kompakt ist, gilt also

sup |ExZ| = sup |2(f(N))] = Cs < 0.
AEK AeK

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist damit die Familie {€) : A € K} gleichméBig beschrénkt,
d.h. es gilt

sup [|f(A)[x = sup [|Ex] = C < oco.

AEK AeK

O

Lemma 1.2.17. Sei f: Q — X analytisch, w € Q beliebig und r > 0, sodass D*(w) C Q, dann
ist f beliebig oft stetig partiell differenzierbar und es gilt

fO) =Y ba(A=w)*, ¥V XeD}(w),

aeNY

mit

_0%fw) 1 FG,iG)
bo= =0 = (2mi)n ?{ j{ (€L — w1) L (G — wyy) @t dGy -+ - dp.
oUr(wn)  OUp(w1)

Die Mehrfachpotenzreihe konvergiert dabei absolut und gleichmdfig auf jeder kompakten Teil-
menge von DI*(w).

Beweis. Sei A € DI*(w) beliebig, dann gilt fiir j € {1,...,n}

G=A Grwp Gwi =y wy) G w1 -
Fir ¢; € 0U, (w;) ist /C\J-.:Z;J: = ‘/\j;w"l < 1, womit die geometrische Reihe
J J

j;i <Aj<—1ﬂj)aj<_ 1
;=0 Cj—wj 1_)‘177%

G —wj

absolut und gleichméflig in ¢; auf OU,(w;) konvergiert. Um die Notation zu vereinfachen, sei
1:=(1,...,1) € Ny. Dann gilt fur ¢ € 9D}(w) laut Korollar 1.2.8 (#i)

1 1 N
T 2 T

a€eNy
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wobei diese Mehrfachreihe absolut und gleichméBig in ¢ auf 0D (w) konvergiert. Laut Lemma
1.2.3 gilt nun

f) = : 7{ 7{ (71d<1"'d<n

aUr(wn) a[J'r('wl)

- O e d
- . f Z (C_w)a+1(>\ ) dCl d(n

U, (wn)  OU,(wy) “ENG

Nach Korollar 1.2.16 ist f : @ — X auf der kompakten Teilmenge 0D (w) C € beschrénkt.
Somit konvergiert auch die Mehrfachreihe

f(Q) o
2 T
absolut und gleichméBig in ¢ auf 0D (w). Sind ((a,...,(n) € U, (wa) X -+ x U, (wy,) fest
gewahlt, dann gilt also
f(©) a f(©) a
Zn (¢ —w)ett (A —w)® dG = Z ]{ (¢ —w)ott (A —w)® dG. (12)
AU, (w1) a€eNg (’KENOBUT(wl)

Fir o € N gilt nun

f(©)
€= weH
BUT(U)])

(A —w)* dGy

N — .|
Lol I e

< 2mr sup
(eaDy j=1

X (w

womit die Mehrfachreihe auf der rechten Seite von (1.2) absolut und gleichméBig in ((a, ..., ()
auf U, (wz) X -+ x U, (w,,) konvergiert. Fiir ((3,...,(,) € OU,(w3) X -+ x U, (wy,) gilt damit

> (Cf(uf))aﬂ()\ —w)* d¢1dG =
AU, (ws) U, (wy) “ENG

Z j{ j{ (C_f(uf))aH(A—w)“ d¢y d¢a.
ENG 5V, (wa) AU, (w1)

Analog zu obigen Uberlegungen folgt insgesamt

_ 1 MO e de (o w)e
=3 G o f g e G

€Ny U, (wn) AU, (w1)

wobei diese Mehrfachreihe absolut konvergiert. Da A € D! (w) beliebig war, folgt die Behauptung
aus Lemma 1.2.11 und Korollar 1.2.14. O

Korollar 1.2.18 (erster Identititssatz). Sei f : Q — C analytisch und A C Q ein Gebiet, d.h.
offen und zusammenhdingend. Hat die Menge N := {\ € A : f(\) = 0} nichtleeres Inneres, so
ist N = A.

Beweis. Wir definieren M C A durch M := naeNg {Xe A:9>f(\) = 0}. Die Menge M ist
abgeschlossen, da fiir & € N die Funktion A — 0% f(\) stetig ist als Funktion von A nach X. Ist
w im Inneren von N, dann gilt 9% f(w) = 0 fiir alle « € Nj}, also w € M. Damit ist das Innere
von N in M enthalten und M insbesondere nichtleer.
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Es bleibt zu zeigen, dass M auch offen ist. Sei dazu \g € M beliebig und r > 0, sodass
Dr(Xo) C Q, dann gilt laut Lemma 1.2.17

fy= 3 LI e —0, wae prO),

ol
a€eNy

also ist DJ*(\g) im Inneren von A. Damit ist M offen, da das Innere von N in M enthalten ist.
Da A zusammenhingend ist, muss M = A sein. Wegen M C N folgt insgesamt N = A. O

Korollar 1.2.19 (zweiter Identitatssatz). Sei f : Q@ — X analytisch, A C Q ein Gebiet und
Y C X ein abgeschlossener Unterraum. Hat die Menge Ay = {\ € A : f(\) € Y} nichtleeres
Inneres, so ist Ay = A.

Beweis. Angenommen Ay # A, dann gibt es ein w € A mit f(w) € X\Y. Da Y abgeschlossen
ist existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ein & € X', sodass Z(y) = 0 fiir alle y € Y, aber
Z(f(w)) # 0. Da laut Voraussetzung die Menge {A € A : Z(f(A\) =0} 2 {A e A: f(\) €Y}
nichtleeres Inneres hat, ist dies ein Widerspruch zu Korollar 1.2.18, weil £o f : 2 — C analytisch
ist. O

Um bei dem néchsten Resultat die Notation etwas tibersichtlicher zu gestalten benétigen wir
eine Verallgemeinerung des Binomialkoeffizienten fiir Multiindizes. Sind «, 5 € N und ist a > 8

so definiert man
(5) = () () = 5
/B . 61 ﬁn B'(Oé—ﬁ)'

Analog zum eindimensionalen Fall gilt

(5)-Go)+ (")
B B—ej B
fiur alle j € {1,...,n} und alle o, § € Nj mit o > 8 > e;.

Lemma 1.2.20 (Leibniz’sche Regel). Seien X,Y und Z Banachriume iber C und Q,Qccn
offen mit QN Q # 0. Sind die Funktionen T : Q — L(X,Y) und S : Q@ — L(Y, Z) analytisch, so
ist auch die Zusammensetzung S()T(-) : (AN Q) = L(X, Z) : X\ S(N\)T(N\) analytisch und fiir
alle A € QN Q und alle o € N} gilt

s = 3 (§)eswerTon. (13)

0<p<a

Beweis. Da eine Funktion in mehreren Variablen genau dann analytisch ist, wenn sie in jeder
Variable analytisch ist, folgt die Analytizitdt der Abbildung S(-)7'(-) direkt aus Lemma 1.1.8.

Wir zeigen die Giiltigkeit von (1.3) mittels vollstandiger Induktion nach |«| = Z?Zl a;. Aus
Lemma 1.1.8 folgt (1.3) fiir alle @ € Nj mit |o| = 1. Sei also m € N und gelte (1.3) fiir alle
a € Nj mit |a] < m. Ist nun o € Nj mit || =m + 1 und a; > 0 fiir ein j € {1,...,n}, so gilt
| —e;| = |a] — 1 = m und damit laut Induktionsvoraussetzung

0 (SOTC) ) = 85 (¢ 07 (SOT()(€)) (A) =
- < Z (“;")aBS(c)aaefﬁT(@)(A):

_ ( ‘ef) ST 97Is(N9* TN =

O<,3<a ej 0<o<e;
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- ¥ <a_ef)aﬁ5(x)aaﬁT(A)+ 3 (a_8?>855(k)8°‘"T(A)=

osiza—e, v P )57 \P 6
=y (O‘)@ﬁS(A)aa—ﬁT(A).
0<B<a B

1.3 Koanalytische Funktionen

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch koanalytiche Funktionen betrachten. Dazu sei
(X, ||l x) wieder ein Banachraum tiber C, n € N und  C C™ offen.

Definition 1.3.1. Wir nennen eine Funktion f : Q — X koanalytisch, falls fir alle A € Q und
alle j € {1,...,n} der Grenzwert

i SO Toe) = FOY

h—0 h h—0 h
heC heC

in X existiert.

Bemerkung 1.3.2. Setzt man Q* := {\ : A € Q}, so ist eine Funktion f : @ — X genau dann
koanalytisch, wenn die Funktion f : Q* — X : A — f()) analytisch ist. In diesem Fall gilt fiir
A€eQundje{l,...,n}

by g S hey) = FO)
O3/ = [ h B0 h
Weiters folgt leicht, dass fiir eine koanalytische Funktion f : Q — X stets 9;f(A) = 0 und

_ A+ he;) — f(A
3,00 = Ji T =IO

fiir alle A € Q und alle j € {1,...,n} gilt. Mittels vollstandiger Induktion nach |«| folgt daraus

I*fN) =0°f(X), YaeN xeqQ.

Ist nun w € Q und r > 0, sodass DP*(w) C €2, dann folgt aus Lemma 1.2.17 die Giiltigkeit von

f =3 HIW G me vaeprw).

al

aeNY

wobei diese Mehrfachpotenzreihe absolut und gleichméf8ig auf jeder kompakten Teilmenge von
D7 (w) konvergiert.

Lemma 1.3.3. Seien (Hy, (-,-)m,) und (Hs, (-, )u,) Hilbertrdume tber C. Dann ist eine Abbil-
dung T : Q — L(Hy, H2) genaw dann analytisch, wenn die Abbildung T(-)* : Q — L(Ha, Hy) :
A= T(AN)* koanalytisch ist.

Beweis. Identifiziert man den Dualraum H{ mit H; und den Dualraum H) mit Hs, so ist die
Abbildung T laut Korollar 1.1.7 genau dann analytisch, wenn fiir alle z € H; und alle y € Hy
die Abbildung

<T(~):I:,y>H2 Q= C: A (TN, y>H2

analytisch ist. Wegen (T'(MN)z,y)m, = (2, T(N)*y)m, = (T'(N)*y,x)y,, ist dies dquivalent dazu,
dass die Abbildung

<T(~)*y,x>H1 N—->C: A= <T()\)*y,:c>H1
fir alle z € H; und alle y € Hs koanalytisch ist. Nach Korollar 1.1.7 ist das aber genau dann
der Fall, wenn die Abbildung T'(-)* : Q@ — L(Hz, H1) koanalytisch ist. O



Kapitel 2

Fredholm-Operatoren

2.1 Fredholm-Operatoren

Definition 2.1.1. Seien X und Y Banachrdume und 7' € £(X,Y). Dann sind der Nulldefekt
nul 7" und der Bilddefekt def T von T definiert als

nul7 :=dimker7” und def7 :=dimY/ranT.
Ist zumindest eine dieser Zahlen endlich, so definieren wir den Indezr ind T von T durch
indT :=nulT — def T.

Fiir n € Ny setzen wir dabei co — n := 0o und n — 0o := —o0.

Definition 2.1.2. Fiur Banachrdume X und Y definieren wir

Foul(X,Y) :={T € L(X,Y) :nulT < oo und ranT ist abgeschlossen},
Faet(X,Y) :={T € L(X,Y) : def T < 0},
Fs(X,Y) := Fou(X,Y) U Faer(X,Y) und
F(X,Y) = Fau(X,Y) N Faet (X, Y).

Operatoren T' € F(X,Y) heiflen Fredholm-Operatoren und Operatoren T' € Fg(X,Y) nennt man
Semi-Fredholm-Operatoren.

Lemma 2.1.3. Sei X ein Vektorraum tber C und F ein linearer Teilraum von X, sodass
dim X/F < oo. Dann g¢ibt es einen linearen Teilraum E von X mit dimE = dim X/F und
X=FE+F.

Beweis. Fiir x € X bezeichnen wir mit [z] = 2+ F = {& +y : y € F} € X/F die Aquiva-
lenzklasse von z. Ist {[b1],...,[bn]} eine Basis von X/F, so sind die Elemente by,...,b, € X
linear unabhéngig. Fiir E := span{by,...,b,} gilt also dim F = dim X/F. Zu x € X existie-
ren nun arg,...,a, € C, sodass [z] = Y. | o;[b;]. Damit ist f := = — Y I a;b; € F und
T = Z?zl ab; + f € E+ F. Un zu zeigen, dass die Summe direkt ist, sei € E N F und
at,...,a, € C, sodass x = Y1 | a;b;. Dann gilt [0] = [z] = >, ay[b;], woraus ay = -+ =
a,, = 0 folgt. Insgesamt ist also X = E + F. O

Lemma 2.1.4. Sei X ein Vektorraum tber C und E ein endlich-dimensionaler linearer Teilraum
von X . Ist F ein linearer Teilraum von X, sodass X = E+4+F, dann gilt dim X/F = dim E < co.

Beweis. Ist {b1,...,b,} eine Basis von E, so sind die Elemente [b1],...,[b,] € X/F wegen
E N F = {0} linear unabhéngig. Sei nun [z] € X/F beliebig. Dann gibt es ein e € E und ein
[ € F, sodass x = e + f. Es existieren also ay,...,a, € C, sodass e = Y_I" | a;b; und damit
(2] = [e] = Y, a;[b;] gilt. Die Menge {[b1],..., [b,]} ist also eine Basis von X/F. O

16
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Lemma 2.1.5. Sei (X, ||'||x) ein Banachraum iber C und E ein endlich-dimensionaler linearer
Teilraum von X. Dann existiert eine stetige Projektion P: X — X mitran P = E.

Beweis. Sei {by,...,b,} eine Basis von E. Definiere fiir j € {1,...,n} die linearen Abbildungen
fi + E — C durch f;(b;) := 0;;, ¢ = 1,...,n. Da auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen
sémtliche Normen dquivalent sind, existiert eine Konstante C' > 0, sodass fir x = > | 2;b, € E

i@ < Yo 1f@) =) el < Cllzlly, Vjed{l,... ,n}.
i=1 i=1

Nach dem Satz von Hahn-Banach existieren also Funktionale F; € X' mit Fj’ p = [ und
|F;(z)] < C||z||x fir alle 2 € X. Sei nun

P:X o X:xe Y Fi(a)b;
j=1

Dann ist P eine Projektion auf F und | P|| < C’Z;;l 16,1 x - O
Korollar 2.1.6. Sei X ein Banachraum tber C und E ein endlich-dimensionaler linearer Teil-
raum von X. Dann gilt:

(i) Es existiert ein abgeschlossener linearer Teilraum F von X, sodass X = E + F.

(i) E ist abgeschlossen.

Beweis. Nach Lemma 2.1.5 gibt es eine stetige Projektion P : X — X mit ran P = E. Setzt
man F := ker P, dann ist F' abgeschlossen und es gilt X = ran P + ker P = E + F. Weiters ist
E =ran P = ker(I — P) ebenfalls abgeschlossen. O

Lemma 2.1.7 (Satz von Kato). Seien X und Y Banachriume dber C und T € L(X,Y). Ist

dimY/ranT < oo, so ist ranT abgeschlossen.

Beweis. Da kerT' C X abgeschlossen ist, ist der Faktorraum X/ker T versehen mit der Norm

i+ Ker Tl eer o= _inf o = 2l1x

ein Banachraum. Laut Lemma 2.1.3 existiert ein linearer Teilraum Yy von Y mit dimY, =
dimY/ranT, sodass Y = ranT + Y. Da Y, nach Korollar 2.1.6 abgeschlossen ist, ist der Pro-
duktraum (X/kerT) x Yy versehen mit der Summennorm

(=] P+ = llz +ker Tl x/ ke + [ylly
ebenfalls ein Banachraum. Wir betrachten nun die lineare Abbildung

. { (X/kerT) x Yy — Y
T:

([z].y) = Tz+y.
Diese ist wegen Y = ranT + Yy surjektiv. Gilt 7([z],y) = T +y = 0 fiir ein Paar ([z],y) €
(X/kerT) x Yy, dann folgt Tx =-—yeranTNYy = {0}, also y = 0 und damit auch = € ker 7,
also [z] = [0]. Dies zeigt, dass T bijektiv ist. Dariiber hinaus ist T beschrankt, denn fiir alle
([x],y) € (X/kerT) x Yy gilt

I7([2] )lly = I T2 +ylly < |Tally +[lyly = _iof [T =2y + [lylly <
<ITI jnf lle = zlx +llylly <max{1, |TI} - [I([z], )]+
Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist 7" also offen, womit 7! : ¥ — (X/ ker T) x Y} stetig

ist. Definiert man den abgeschlossenen Teilraum Xo = (X /kerT) x {0} von (X/kerT) x Yy, so
folgt nun aus der Stetigkeit von 7!, dass (7)1 (X,) = T'(Xo) = ran T abgeschlossen ist. [J
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Lemma 2.1.8 (Indextheorem von Atkinson). Seien X,Y und Z Banachrdume, T € F(X,Y)
und S € F(Y,Z). Dann ist SoT € F(X,Z) und es gilt ind(S o T) = ind(S) + ind(7T).

Beweis. Wir definieren zunéchst den linearen Teilraum Y7 := ranT Nker S von Y. Klarerweise
ist dimY; < dimkerS = nulS < oo. Da ranT und ker .S abgeschlossen sind, existieren laut
Korollar 2.1.6 (abgeschlossene) lineare Teilraume Y> und Y3 von Y, sodass

ranT =Y, +Y, und kerS =Y +Ys.

Dabei gilt ranT NY3; = {0}, denn aus y € ranT NY5 folgt y € ranT Nker S = Y; und damit
y €Y1 NYs; ={0}. Wegen ranT C ranT + Y3 gilt weiters dimY/(ranT + Y3) < dimY/ranT =
def T' < co. Laut Lemma 2.1.3 existiert also ein weiterer linearer Teilraum Y, von Y, sodass

Y=ranT+Y3+Y,=Y1 + Y2 +Y3+ Y,
Mit Lemma 2.1.4 gilt also

def T =dimY/ranT = dimY3 + dimY; und (2.1)
nul S = dimker S = dim Y7 + dim Y3.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass S(Ya+Yy) = S(Y2)+S(Ya) gilt. Sei dazu z € S(Y2)NS(Ya)
beliebig. Dann existiert ein yo € Y3 und ein y4 € Yy, sodass z = S(y2) = S(y4) ist. Es ist also
y2 —ys € (Y2 +Yy) Nker S = {0}. Daraus folgt yo = y4 € Yo NY, = {0}, also z = 0. Damit gilt

ranS = S(Ye +Yy) =S5(Y2) + S(Ya) =S(Y1 +Y2) + S(Yy) =ran(SoT) + S(Va).
=ranT
Wegen Yy Nker S = {0} ist S|Y4 : Yy — S(Y4) bijektiv und somit dim S(Yy) = dimY,. Wegen
def S < oo existiert laut Lemma 2.1.3 ein linearer Teilraum Zy von Z mit dim Zy = def S, sodass

Z =ranS + Zy. Es ist also Z =ran S + Zy = ran(S o T) + S(Ys) + Zy. Nach Lemma 2.1.4 ist
daher

def(SoT) =dim Z/ran(S o T) = dim Zy + dim S(Yy) = def S + dim Y, < oo. (2.3)

Laut Lemma 2.1.7 ist damit ran(S o T') abgeschlossen.

Nun wollen wir zeigen, dass nul(S o T) = nulT + dimY; ist. Wegen nulT < oo existiert ein
linearer Teilraum Xy von X, sodass

ker(SoT) =ker T + Xj.

Dabei ist T'(Xg) = T'(ker T + Xo) = T'(ker(SoT)) CranT Nker S = Y7. Um zu zeigen, dass hier
Gleichheit gilt, sei y € Y7 beliebig. Dann existiert ein € X, sodass y = T'(x). Wegen y € ker S
gilt 0 = S(y) = S(T'(x)), also x € ker(SoT) und damit y € T'(ker(SoT)). Es ist also T'(Xy) = Y;.
Nun ist T|X0 : Xo — T(Xo) bijektiv, womit dim Xy = dim T'(X() = dim Y; ist. Daraus folgt

nul(SoT)=dimker(SoT)=dimker T+ dim Xo = nul T + dimY; < oo. (2.4)
Aus den Gleichungen (2.1) — (2.4) folgt schliefllich

ind(SoT)=nul(SoT)—def(SoT)=nulT +dimY; —def S — dim Y, =
=(dimY; +dimY; —def §) + (nul T — dim Y3 —dimYy) =
= (nulS —def S) + (nulT — def T') = ind S + ind T.
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Aus der Theorie der Fredholm-Operatoren geht hervor, dass fiir zwei Banachrdume X und Y
die Menge der Semi-Fredholm-Operatoren von X nach Y eine offene Teilmenge aller beschrankten
linearen Operatoren von X nach Y ist. Fiir einen Beweis dieser interessanten Tatsache verweisen
wir den Leser auf das Buch ,Funktionalanalysis: Theorie und Anwendung* von Harro Heuser.

Satz 2.1.9. Seien X und Y Banachriume und T € Fs(X,Y). Dann existiert ein p > 0, sodass
fir alle S € L(X,Y) mit ||S]| < p auch T+ S ein Semi-Fredholm-Operator ist und ind(T + S) =
ind(T') gilt. Die Menge Fs(X,Y) ist also offen in L(X,Y).

Beweis. Siehe [4], Satz 82.4. O

Lemma 2.1.10. Seien X undY Banachraume tiber C und T € F(X,Y). Sei weiters P : X — X
eine stetige Projektion mit ran P = kerT und Q : Y — Y stetige Projektion mit ran(@Q =ranT.
Dann ezistiert ein Operator S € F(Y, X) mit

SoT=1Ix—P und ToS=0Q,
wobei wir mit Ix die Identitat auf X bezeichnen.

Beweis. Laut Voraussetzung gilt X = ran P + ker P = ker T + ker P. Die Einschrinkung
Ty := T’kerP :ker P —ranT

ist somit eine bijektive beschriankte lineare Abbildung. Da ker P C X und ranT C Y als abge-
schlossene Teilraume von Banachraumen ebenfalls Banachrdume sind, ist Ty nach dem Satz von
der offenen Abbildung offen. Damit ist T}, L ranT — ker P stetig.

Sei ¢ : ker P — X : x +— x die identische Einbettung von ker P in X. Definiert man

S:=10Ty'oQ e LY, X),

so gilt laut Lemma 2.1.4 dimker S = dimker@ = dimY/ran@Q = dimY/ranT < oo und
dim X/ran S = dim X/ ker P = dimran P = dimker T' < co. Aus Lemma 2.1.7 folgt, dass ran S
abgeschlossen ist, also S € F(Y, X). Um den Beweis abzuschlieflen, sei z = z1 + 22 € X mit
x1 € ran P = ker T und x5 € ker P. Dann gilt

SOszTO_loQOTxng()_loTx2za:g:x—xl:(IX—P)x.
Analog gilt fiir y = y; + y2 € Y mit y; € ran @ und y, € ker Q)
ToSy=ToTy ' oQy =ToT, 'y1 =y1 = Qy.
O

Proposition 2.1.11. Sei X ein Banachraum tber C und F ein linearer Teilraum von X mit
dim X/F < co. Dann ist F' genau dann abgeschlossen, wenn es eine stetige Projektion P : X —
X mitran P = F gibt.

Beweis. (=) Laut Lemma 2.1.3 existiert ein endlich-dimensionaler Unterraum E von X, sodass
X = E+F. Damit gibt es eine (eindeutige) Projektion @ : X — X mitran@Q = E und ker@Q = F'.
Wir wollen nun zeigen, dass der Graph von @ abgeschlossen ist. Sei dazu (z,,),en eine Folge von
Punkten z, € X, fiir welche die beiden Limiten x := lim, o0, und y := lim,_ . Q(x,)
existieren. Da ran @) als endlich-dimensionaler Unterraum abgeschlossen ist, muss y € ran Q) sein.
Es existiert also ein z € X mit y = Q(z). Laut Voraussetzung ist auch ker @) = F' abgeschlossen,
also ist limy, o0 n —Q(2,) = 2—Q(2) € ker Q. Daraus folgt Q(z)—Q(z) = Q(x—Q(z)) = 0, also
Q(x) = Q(z) = y. Dies zeigt, dass der Graph von @ abgeschlossen ist. Also ist @) nach dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen stetig. Mit @ ist nun auch P := (I — Q) eine stetige Projektion,
wobei wir mit I die Identitdt auf X bezeichnen. Auflerdem gilt ran P = ran(I — Q) = kerQ = F.
(<) Sei P : X — X eine stetige Projektion mit ran P = F', dann ist F' = ker(I—P) abgeschlossen.

O
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Definition 2.1.12. Sei X ein Banachraum iiber C und 7' € £(X). Wir nennen w € C einen
Stabilititspunkt von T, wenn (T — wl) € F(X) und es eine Umgebung von w gibt, auf der
A+ dimker(T — AI) konstant ist.

Satz 2.1.13. Sei X ein Banachraum tber C, T € L(X) und w € C ein Stabilitdtspunkt von T.
Sei weiters {by,...,bi} eine Basis von ker(T — wl). Dann gibt es eine offene Umgebung A von
w und analytische Funktionen v; : A — X,j=1,...,k, sodass v;(w) =b; fir alle j € {1,...,k}
und ker(T — M) = span{y1(A), ..., (A)} fir alle A € A.

Beweis. Laut Lemma 2.1.5 und Proposition 2.1.11 gibt eine stetige Projektion Py : X — X auf
ker(T — wI) und eine stetige Projektion P,y : X — X auf ran(T — wl). Aus Lemma 2.1.10 folgt
die Existent eines Operators S € F(X) mit So (T — wl) =1 — Pye-

Mit Ay :={A € C: |[A—w| < ||S||7t} ist der Operator (I — (A —w)S) € L(X) fiir alle A € A4
invertierbar, wobei

(I-A—ws) ' =35 —w)",
n=0

Diese Reihe konvergiert beziiglich der Operatornorm. Die Abbildung A — (1 — (A — w)S)_l von
A nach £(X) ist somit analytisch. Wir betrachten nun fiir A € A; den Operator

PO i=T—(I—(\—w)S) oS0 (T =) e L(X).
Aus dieser Definition folgt zunichst P(\)x = z fir alle x € ker(T — AI), also
ran P(A) D ker(T — AI), VA€ A
Weiters gilt laut obigen Uberlegungen fiir A € A,
So(T—1IN) =50 ((T—wl)—(A—w)) =TI~ Per — (A —w)S
und damit
PO =T—(I—A=w)S) "o (I=A=w)S = Per) = (I = (A= w)S) " © Peer.

Daraus folgt
dimran P(\) = dimran Pyey = dimker(T — wl), V A€ A;.

Auflerdem existiert laut Voraussetzung eine offene Umgebung As von w, sodass
dimker(T — wl) = dimker(T' — XI), ¥V A€ Ag.
Setzt man A := A; N Ag, so folgt insgesamt
ran P(A) = ker(T — A\I), VA€ A.

Definiert man schliefflich fir j € {1,...,k} die analytischen Funktionen

A = X
YA = PO,
dann gilt erstens v;(w) = P(w)b; = Pyerb; = b; fiir alle j € {1,...,k} und zweitens

span{vy1(A), ..., 7N} = P(A\)span{by, ..., by} =ker(T — A\I), VX e€A.



Kapitel 3

Mannigfaltigkeiten und
Vektorbiindel

3.1

Mannigfaltigkeiten

Definition 3.1.1. Sei (M, T) ein topologischer Raum und d € N.

Eine bijektive Abbildung ¢ : U, — D, heiit Karte auf M mit Werten in C?, falls () #
Uy, CMund 0 # D, C C? offen sind, und ¢ ein Homéomorphismus ist, wobei Uy, und D,
mit der Spurtopologie versehen werden.

Ist ¢ : U, — D, eine Karte, so bezeichnet man die Abbildung ¢! : D, — U, als
FEinbettung.

Zwei Karten ¢ : U, — D, und 9 : Uy — D, auf M mit Werten in C? heifien analytisch
vertraglich, falls U, N Uy = 0 oder die Abbildung

o ¢_1|¢(U¢ﬂUu‘») : @(UW NUy) — 1/)(U[P NUy)
analytisch ist.

Ein d-dimensionaler Atlas auf M ist eine Menge A von Karten ¢ : U, — D, auf M mit
Werten in C?, sodass

M=|]U,
peA

und je zwei Karten aus A analytisch vertréglich sind.
Ist A ein d-dimensionaler Atlas auf M und ¢ eine Karte auf M mit Werten in C%, so
nennen wir ¢ vertraglich mit A, falls auch AU {¢} ein Atlas auf M ist.

Einen zweiten Atlas A’ auf M nennen wir dquivalent zu A, wenn auch AU A’ ein Atlas
auf M ist.

Definition 3.1.2. Ist (M, T) ein topologischer Raum, der das Hausdorff’sche Trennungsaxiom
erfiillt und eine abzéhlbare topologische Basis besitzt, und ist d € N und A ein d-dimensionaler
Atlas auf M, so nennt man das Paar (M, A) eine d-dimensionale (komplexe) Mannigfaltigkeit.

Beispiel 3.1.3. Fiir M = C¢ ist idga : M — C? : X\ — X offensichtlich eine Karte und {idca} ein
d-dimensionaler Atlas. Also ist (C%, {idga}) eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit. i

21
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Beispiel 3.1.4. Ist (M, .A) eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit und O C M offen, dann ist auch
(O, B) mit
B:={plo:pc AU,NO #0}

eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn man O mit der Spurtopologie versieht. f

Beispiel 3.1.5 (Produktmannigfaltigkeiten). Sei (M, .A;) eine d;-dimensionale Mannigfaltigkeit
und (Ms, As) eine do-dimensionale Mannigfaltigkeit. Definiert man fir ¢; € A; und 2 € Az

1 X p2 1 Uy, X Up, = Dy, X Dy, = (z,y) = (91(), 02(y))
und versieht M := M; x M, mit der Produkttopologie und dem Atlas
A= {p1 X @211 € A1, 2 € A},

so ist (M, A) eine (d; + da)-dimensionale Mannigfaltigkeit. f

Beispiel 3.1.6 (Matrizen mit vollem Rang). Fir k,n € N mit k <n sei My, ,(C) die Menge aller
k x n Matrizen mit Rang k. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass M}, ,(C) eine (k- n)-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist.

Fir e {1,...,n} und I = {41,...,4} C {1,...,n} definieren wir die lineare Abbildung

) cr — ¢t
PIEY O d) = s Aiy)-

Fiir A € CF*™ sei

pr(ar)
A = € Ckxz,
pr(ax)
wobei wir mit a;,j = 1,...,k die Zeilenvektoren der Matrix A bezeichnen. Weiters definieren wir

die Indexmenge 7 := {{il, it C{l, o nt i <da <o < zk} und fiur I € Z die Mengen
Vi :={A € CF*" : det(Af) # 0}.

Mit dieser Notation gilt
My (C) = [ J Vi

Da die Abbildungen p; : C* — CF und det : C*** — C stetig sind, sind die Mengen V; C CF*"
offen. Damit ist My ,,(C) C C**" offen. Die Menge C**™ aller k x n Matrizen kann auf natiirliche
Weise mit C*™ identifiziert werden und ist somit eine (k-n)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nach
Beispiel 3.1.4 ist damit auch My ,,(C) eine (k - n)-dimensionale Mannigfaltigkeit. f
Beispiel 3.1.7 (GraBmann’sche Mannigfaltigkeiten). Fiir einen endlich-dimensionalen Vektor-
raum V iiber C und eine natiirliche Zahl & < dim(V') ist die Gramann’sche Mannigfaltigkeit
Gr(k,V) definiert als die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume von V. In diesem Beispiel
zeigen wir, dass fir k,n € N mit k¥ < n die Menge Gr(k,C™) eine k - (n — k)-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist.

Wir verwenden die Notation aus Beispiel 3.1.6 und definieren die Abbildung

| Mp,(C) — Gr(kC™)
T A +— span{ai,...,a},

wobei wir mit a;,j = 1,...,k wieder die Zeilenvektoren von A bezeichnen. Die Abbildung = ist
offensichtlich surjektiv. Wir versehen Gr(k, C™) mit der finalen Topologie beziiglich 7, d.h. mit
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der feinsten Topologie, sodass 7 stetig ist. Eine Teilmenge O C Gr(k,C™) ist dabei genau dann
offen, wenn 771(0) C M, ,,(C) offen ist.

(1) Wir zeigen zunéchst, dass Gr(k,C") das Hausdorf’sche Trennungsaxiom erfiillt. Fiir
beliebiges A € C™ definieren wir hierfiir die Abbildung

d { G’I’(k,(cn) — R+
g X = [Px(A) = All2,

wobei wir fiir X € Gr(k,C™) mit Py : C* — X die orthogonale Projektion bezeichnen. Fiir eine
Matrix A € My, (C) bilden die Zeilenvektoren a;,j = 1,...,k nach Definition eine Basis von
7(A). Nach dem Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren existiert eine Matrix A €
My, »(C), deren Zeilen paarweise orthogonal sind und fiir die 7T(A~) = m(A) gilt. Die Abbildung

A — A ist dabei stetig. Sind aj,j=1,...,k die Zeilen der Matrix A, dann gilt

k ~
<)‘7 aj >
P, A) =

Tr(A)( ) jz::l <Zij,2ij>

aj.

Die Abbildung dy o7 : My, ,(C) - Ry : A A s | Pr(ay(X) — Al|2 ist also stetig. Damit ist auch
die Abbildung dy : Gr(k,C") — R stetig, da wir Gr(k,C™) mit der finalen Topologie beziiglich
m versehen haben. Sind nun X,Y € Gr(k,C™) verschieden, dann existiert sicher ein w € C",
sodass dy,(X) # dyw(Y). Damit gibt es offene Umgebungen Ox von d,,(X) und Oy von d,,(Y)
mit Ox N Oy = (). Die Urbilder d;'(Ox) und d_,'(Oy) sind nun disjunkte offene Umgebungen
von X bzw. Y, denn aus Z € d'(Ox) Nd,'(Oy) wiirde d,,(Z) € Ox N Oy folgen.

(2) Wir wollen nun Karten auf Gr(k, C™) definieren. Dazu sei bemerkt, dass fiir zwei Matrizen
A, B € My, »(C) genau dann w(A) = 7(B) gilt, falls es eine Matrix T € GLj(C) := M}, 1(C) gibt,
fir die A = T - B gilt. Weiters iiberlegt man sich leicht, dass fiir A € C**", T € GL;(C) und
TeTstets (T -A)=T- Ay gilt.

Definiert man fiir I € Z die Menge U; := 7(V;), dann gilt klarerweise V; C 7= 1(U;). Ande-
rerseits existiert zu A € 771(Uy) ein B € V; mit 7(B) = 7(A). Laut obigen Uberlegungen gibt
es also ein T' € GLy(C), sodass A =T - B gilt, woraus A € V; folgt. Damit ist V; = #~(U) und
die Mengen (Ur)er stellen eine (endliche) offene Uberdeckung von Gr(k,C") dar.

Fiir I € T bezeichnen wir mit I’ := {1,...,n}\I das Komplement von I und definieren

U — (Ckx(n—k)
PIEV X & A7'-Ap, A€ rl(X) beliebig.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da zu A,B € 7 1(X) ein T € GL;(C) existiert, sodass
A =T - B und damit

A;Y A =(T-B);'-(T-B)p=(T-B;)™'-T-Bp=B;'-Bp

gilt. Um zu zeigen, dass o stetig ist, sei O C C**("=k) offen. Die Abbildung ¢; o 7|y, : Vi —
Ck*(n=k) . Ay A7 Ap ist (nach der Cramer’schen Regel) stetig, also ist

(promly)7H(0) = (nlvy) " o g7 (0) =77 o (0) C Vi

offen, womit ¢;*(0) C Uy offen ist.

Als néchstes zeigen wir, dass ¢ ein Homéomorphismus ist. Wir bezeichnen mit P; € GL,,(C)
jene Permutationsmatrix, fiir die - Pr = (pr(x), pr (x)) fiir alle z € C™ gilt und mit Ey, € GL(C)
die Einheitsmatrix. Fiir Q € C**("=k) gei [E},, Q] € My ,(C) jene Matrix mit den Zeilenvektoren
(ej,q5),7 =1,...,k, wobei e; die Einheitsvektoren des CF sind und q; die Zeilenvektoren der
Matrix Q. Wir definieren nun die Abbildung

. Ckx(nflc) - U
I'{ Q — =(EQ| P).
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Diese ist als Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig. Fiir Q € CF*("=F) gilt

0ro%r(Q) = pron([Ey, Q- Pr)=E;'Q=Q.
Fiir A € V7 ist A7 € GLg(C) und damit 7(A) = n(A; " A) = n([Ey, A7 - Ap] - Pr). Daraus folgt
vropr(n(A)) = ¢r(A7" - Ap) = n(A).
Also ist ¢y = 90;1 und 7 : Uy — Ck*(n=k) somit ein Hombomorphismus.

(3) Seien nun ¢ und ¢; zwei Karten auf Gr(k,C"™). Zu X € U; N U, existieren also zwei
Matrizen Q, R € CF*("=F) sodass

X =7n([E, Q] - Pr) = n([Ek, R] - Py).
Damit gibt es eine Matrix T' € GLj(C), sodass
[Ey,Q)-Pr=T-[Ex,R|-P; < [Ex,Q=T:[EyR] Py P!
gilt. Sei

<P11 P12

.= P;-P; ' € GL,(C),
Py Pzz) T ©

mit Py; € Cka,Plg € Ckx(nsz)’le € C=k)xk ynd Py € Cn=F)x(n=k) Damit ist
[Ex,Q|=[T,T-R]-P;-P;'=[T-Py+T-R-Py,T-Pyy+T-R- Py
also
Epy=T-(Pu+R-Pn) wnd Q=T (Pi2+R-P).
Daraus folgt, dass die Matrix (Py; + R - Po;) € C*** invertierbar ist und die Abbildung

@1 o (p;l’w(UzﬂUJ) : (IDJ(UI n UJ) — (Ckx(n—k)

gegeben ist durch
R (Pi1+R-Po) ' (P2 + R Pa).

Nach der Cramer’schen Regel ist diese Abbildung analytisch.

(4) Ist schliefllich C eine abzéihlbare topologische Basis von CF*(n=F) " dann sieht man leicht,
dass
B:={p;(C):1€Z,CeC}

eine abzdhlbare topologische Basis von Gr(k,C™) ist.

(5) Als letzten Punkt wollen wir noch zeigen, dass die Abbildung 7 : My, ,(C) — Gr(k,C")
analytisch ist. Sei dazu B € My, ,(C) beliebig und I € Z, sodass B € V;. Dann ist die Abbildung

promoidcrxn |V1 (V= CRX(=k) gy AI_1 < Ap
nach der Cramer’schen Regel analytisch, womit 7 analytisch ist. f

Lemma 3.1.8 (Lindeldf). Sei (X,7T) ein topologischer Raum und (U;)icr eine offene Uber-
deckung von X. Hat (X,T) eine abzihlbare topologische Basis, dann existiert eine héchsten
abzihlbare Teilmenge J C I, sodass X = UjeJ U;.

Beweis. Ist B eine abzéhlbare Basis von (X, 7), so gibt es zu jedem ¢ € I und jedem z € U; ein
B;, € Bmit z € B; , CU;. Mit Bist auch C := {B, , : i € I,z € U;} hochstens abzéhlbar. Also
existieren ¢, € I und x, € U;,,n € N, sodass C = {B;, 5, : n € N}. Ist nun « € X beliebig, so
gibt es laut Voraussetzung ein ¢ € I, sodass € U;. Wegen B, , € C gibt es ein n € N, sodass
x € B, 5, = Big CU;. Daaber auch B;, ., CU, ,folgt x € U;,. O

n)
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Korollar 3.1.9. Ist (M, A) eine Mannigfaltigkeit, so gibt es einen Atlas B C A, der aus hochs-
tens abzdahlbar vielen Karten besteht.

Beweis. Da (U,),c.a eine offene Uberdeckung von M ist, folgt die Behauptung direkt aus Lemma
3.1.8. O

Lemma 3.1.10. Sei M eine Menge versehen mit einer Familie (U;);er von Teilmengen von M
und injektiven Abbildungen ¢; : Uy — C™, i € I, sodass die folgenden Figenschaften gelten:

(a) Fir jedes i € I ist ¢;(U;) CC™ offen.
(b) Fiir allei,j € I ist ;(U;NU;) CC™ offen.
(¢) Fir allei,j € I ist entweder U; NU; = 0 oder die Abbildung

pj o Qai—l i (Ui : (pl(Uz n Uj) — gﬁj(Ui N UJ)

analytisch.
(d) Es gibt eine hichstens abzihlbare Teilmenge J C I, sodass M = Uje.} U;.

(e) Zux,y € M mitx #y gibt esi,j € I und offene Teilmengen V- C ;(U;) und W C ¢;(U;),
sodass x € ;' (V), y € <pj_1(W) und @; H(V) N <pj_1(W) =0.

Setzt man
B = {p; (V) i€,V Cpi(U;) offen},

so kann M zu einer n-dimensionalen Mannigfaltighkeit gemacht werden, welche T (28) als Topo-
logie tragt und {@; : i € I} als Atlas hat.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass das Mengensystem B die Eigenschaften einer topologischen
Basis erfiillt. Seien dazu i, j € Tund V' C ¢;(U;), W C ¢;(U;) offen, sodass go{l(V)ﬂng;l(W) # .
Ist 2 € ¢; Y(V) N <pj71(W) C U; NU;j beliebig, so liegt ¢;(x) offensichtlich in der nach Punkt
(b) offenen Menge W N ¢, (U; N U;). Damit liegt ¢;(z) in der nach Punkt (c) offenen Menge
VN o gpj_l(W N ;(U; N U;)). Insgesamt gilt also = € ¢; *(V N ;0 <pj_1(W Ne;(U;NT;))) <
<pi_1 (V) ﬁgaj_l (W), was die erste Eigenschaft einer Basis zeigt. Dass dieses Mengensystem dariiber
hinaus die Menge M {iberdeckt, folgt direkt aus Punkt (d).

Wir versehen nun M mit jener Topologie, welche B als Basis hat. Damit ist fiir jedes i € I die
Menge U; offen und die Abbildung ¢; stetig. Um zu zeigen, dass auch die Umkehrabbildungen
stetig sind, sei ¢ € I beliebig und O C U; offen. Da ‘B eine Basis ist, existiert zu jedem x € O ein
j € I und eine offene Teilmenge W C ¢;(Uj), sodass x € cpj_l(W) C O. Damit ist z € U; N Uj
und ¢;(x) liegt in der nach Punkt (b) offenen Menge W N ¢;(U; N U;). Insgesamt liegt ¢;(x) in
der nach Punkt (c) offenen Menge ¢; o w;l(W Ne;(U;NU;)) C ¢;(0), womit ¢;(0) offen ist.
Die Menge {¢; : ¢ € I} ist also ein n-dimensionaler Atlas auf M.

Laut Punkt (e) erfillt M klarerweise das Hausdorff’sche Trennungsaxiom. Es bleibt also zu
zeigen, dass M eine abzéhlbare topologische Basis besitzt. Sei dazu € eine abzéhlbare topologische
Basis von C™ und J eine hochstens abzéahlbare Teilmenge von I, sodass M = e U;. Dann ist

das Mengensystem _
B = {p;(C):j € J,CECCC (U}

ebenfalls abzahlbar. Ist j € J und V' C ¢;(U;) offen, dann gilt V = J{C € €: C C V}, also
‘P;l(v) = U{go;l(C’) :Ce€:CCV}h

Daraus folgt, dass B eine Basis von M ist, denn man kann jede offene Teilmenge O von M
darstellen als O = J,;c; 0 NU;j = U;¢; (p}l(wj(O nU,)). O



3.1 Mannigfaltigkeiten 26

Definition 3.1.11. Seien (M, A) und (N, B) Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N
heifit analytisch, falls es zu jedem x € M eine mit A vertrigliche Karte ¢ mit @ € U, und eine
mit B vertrégliche Karte ¢ mit f(U,) C Uy, gibt, sodass

wofogp_l:Dw%D¢

analytisch ist. Die Menge aller analytischen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit
Hol(M, N). Eine bijektive Abbildung f : M — N nennen wir bianalytisch, wenn f € Hol(M, N)
und f~! € Hol(N, M).

Lemma 3.1.12. Seien (M, A) und (N, B) Mannigfaltigkeiten. Fine Abbildung f : M — N ist
genau dann analytisch, falls [ stetig ist (als Abbildung zwischen topologischen Rdumen) und fir
jede mit A vertrigliche Karte ¢ und jede mit B vertrigliche Karte ¢ mit U, N f~1(Uy) # 0 die
Abbildung

-1 ) -1
Yo fop "P(Uapmfil(Ui/l)) '(p(Uthf (Uw)) — Dy
analytisch ist.

Beweis. (=) Sei f : M — N analytisch und « € M beliebig. Seien ¢ und ¥ Karten wie in
Definition 3.1.11 mit x € U, dann ist

flo, =0t oWofop ) op:Usm N

als Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig. Da Uy offen ist, folgt die Stetigkeit von f an
z. Da x € M beliebig war, ist f stetig.

Seien nun ¢ und ¢ (mit A bzw. B vertriigliche) Karten, sodass U, N f~*(Uy) # 0. Wegen der
Stetigkeit von f ist U, N f~1(Uy) offen. Sei A € o(U,N f~1(Uy)) beliebig und y := ¢~ ()). Seien
¢ und ¢ Karten wie in Definition 3.1.11 mit y € Uyz. Setzt man D := p(Ugz NU, N f~1(Uy)), so
ist D C (U, N f~1(Uy)) offen, A € D und

Yofop |, =@op )o(hofop ) o(poyp )|, D — Dy

als Zusammensetzung analytischer Funktionen analytisch. Da A € p(U, N f~1(Uy)) beliebig war,
folgt die Behauptung.

(<) Sei x € M beliebig, ¢ eine Karte auf M mit € U, und ¢ eine Karte auf N mit
f(z) € Uy. Da f stetig ist, ist U := U, N f~1(Uy) eine offene Umgebung von . Mit ¢ ist
klarerweise auch ¢ := g0|U eine mit A vertriagliche Karte auf M. Nach Voraussetzung ist nun

pofop l:p(U) = Dy
analytisch. O

Korollar 3.1.13. Seien M, N und L Mannigfaltigkeiten. Sind f : M — N und g : N — L
analytisch, dann ist auch go f : M — L analytisch.

Beweis. Sei x € M beliebig und ¢ eine Karte auf M mit z € U,. Zu f(z) € N existiert laut
Voraussetzung eine Karte ¢ auf N mit f(z) € Uy und eine Karte v auf L mit g(Uy) C U,,
sodass

yogot~t: Dy — D,

analytisch ist. Wegen der Stetigkeit von f ist nun die Menge U := U, N f~(Uy,) eine offene
Umgebung von z mit f(U) C Uy und go f(U) C g(Uy) C U,. Mit ¢ ist auch ¢ := |y eine (mit
dem Atlas auf M vertrigliche) Karte auf M. Nach Lemma 3.1.12 ist schliefilich die Abbildung

yogofo¢ t=(yogoyy Mo (o fogp ') :¢(U)— D,

als Zusammensetzung analytischer Abbildungen analytisch. O
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Korollar 3.1.14 (dritter Identititssatz). Sein € N, Q C C" ein Gebiet und M eine Man-
nigfaltigkeit. Sind die Abbildungen f : Q — M und g : Q@ — M analytisch und hat die Menge
M:={AeQ: f(N\) = g(N\)} nichtleeres Inneres, so ist M = Q.

Beweis. Da f und g stetig sind, ist die Menge M abgeschlossen beziiglich der Spurtopologie auf
). Betrachtet man die Menge

Ni={AeQ: f(A\) =g} NQ,

so gilt also NV C M. Weiters ist die Menge N laut Voraussetzung nichtleer und offensichtlich
ebenfalls abgeschlossen beziiglich der Spurtopologie auf Q. Um zu zeigen, dass A/ auch offen ist,
sei w € N beliebig und ¢ : U, — D, eine Karte auf M mit f(w) = g(w) € U,. Da f und g
stetig sind, ist die Menge U := f~}(U,) N g~*(U,) eine offene Umgebung von w. Daraus folgt
Un{rxeQ: f(\) = g()\)}o # (). 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass U zusammenhéngend ist.
Die Abbildungen

ngOf’U:U—>D</J und <pog’U:U—>D¢

sind laut Lemma 3.1.12 analytisch, und die Menge {A € U : ¢ o f(A) = ¢ o g(A)} hat laut
obigen Uberlegungen nichtleeres Inneres. Nach dem zweiten Identitiitssatz (Korollar 1.2.19) gilt
also p o f(A) = @og(N) fur alle A € U. Da ¢ bijektiv ist, folgt daraus U C N, also ist A/ offen.
Insgesamt folgt Q = N = M. O

3.2 Vektorbiindel

Definition 3.2.1. Sind F und M Mannigfaltigkeiten und ist 7 : E — M analytisch und k£ € N,
dann nennt man das Tripel (7, E, M) ein (komplexes) Vektorbindel vom Rang k iiber M, falls
folgende Eigenschaften gelten:

(VB1) Fiir jedes z € M ist E, := 7~ !(z) ein k-dimensionaler Vektorraum iiber C.

(VB2) Zu jedem z € M gibt es eine offene Umgebung O, C M von z und eine bianalytische
Abbildung
¢:7 1 (0;) = O, x CF,

sodass fiir jedes y € O, erstens ¢(E,) C {y} x C* und zweitens die Abbildung
by i=p2od|, B, 2 {y} x C* 22 Ck

ein Vektorraumisomorphismus ist, wobei wir mit py : M x C¥ — CF die Projektion auf
die zweite Komponente bezeichnen.

Den Raum F nennt man Totalraum, und M nennt man Basisraum des Biindels. Die Abbildung
7 heilt Bindelprojektion. Fiir & € M nennt man den Raum E, Faser iiber z. Das Paar (¢, O,,)
heifit Biindelkarte oder lokale Trivialisierung.

Beispiel 3.2.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit und 7 : M x C* — M die Projektion auf die erste
Komponente. Dann ist (7, M x C¥, M) ein Vektorbiindel vom Rang k iiber M. f

Definition 3.2.3. Sei X ein Banachraum iiber C, k,n € N und Q C C" offen. Wir bezeichnen
mit Gr(k, X) die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume von X und nennen eine Abbildung
f:Q — Gr(k, X) analytisch, falls zu jedem w € 2 eine offene Umgebung A,, C 2 und analytische
Funktionen v; : A, = X, j =1,..., k existieren, sodass

f()‘) :Span{71(/\)v"'a7k()‘)}7 VAEAy.
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Lemma 3.2.4. Sei X ein Banachraum iber C, k,n € N und 2 C C™ offen. Dann induziert jede
analytische Funktion f : Q — Gr(k,X) ein Vektorbindel vom Rang k tber Q. Der Totalraum
und die Biindelprojektion sind gegeben durch

Er={(\2)eQxX:z€ fN} und m;:E;f —Q:(\z)— A\

Beweis. (1) Wir zeigen zuerst, dass Ey eine (n+ k)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Laut Vor-
aussetzung existieren zu jedem w € 2 eine offene Umgebung A, C  und analytische Funktionen
v Ay — X,i=1,...,k,sodass f(\) =span{~{"(A),..., 7 (\)} fir alle A € A,,. Fur A € A,
definieren wir 7,,(A\) € £(CF, f()\)) durch

k
Yo(A) : CF = f(N) 10— Zvj i (A).

Da {7{*(A), ..., v (N\)} eine Basis von f(\) darstellt, ist ,,(\) invertierbar. Sei nun

7N Ay) — A, xCF
. f
W”‘{ Az) o (V) ).

Zu jedem w € ) gibt es also eine offene Umgebung A,, C Q und eine bijektive Abbildung
P * W;l(Aw) — Ay xCF.Fiir w € Q ist die Menge A,, x CF klarerweise offen in C" x CF ~ CntF,
Fiir w,p € Q ist die Menge <pw(7r]71(Aw NAL) = (AyNA,) x CF ebenfalls offen. Weiters ist
die Familie (A, )weq eine offene Uberdeckung von €2, womit laut Lemma 3.1.8 eine hochstens
abzéhlbare Teilmenge A C Q existiert, sodass Q = (J,,c, Aw. Die Familie (w}l(Aw))weA ist nun
eine abzihlbare Uberdeckung von E. Damit sind die Punkte (a), (b) und (d) von Lemma 3.1.10
bereits erfiillt.

Um die Giltigkeit von Punk (¢) zu zeigen, seinen w,u € € beliebig. Um die Notation zu
vereinfachen sei A := A, NA,,. Falls A # (), so miissen wir zeigen, dass

0w o 0 aer T (A 0) = (A7 (V) T yu (M)
analytisch ist. Das ist aber dquivalent dazu, dass die Abbildung

IR R X
Yoo () W(')'{ A : Yoo (A) (M)

analytisch ist. Man beachte, dass man Lemma 1.1.9 hier nicht unmittelbar anwenden kann, da fir
A € A der Definitionsbereich der Abbildung 7,,(A)~* von A abhiéngt. Um also zu zeigen, dass die
Abbildung v, (-)"'v,(-) analytisch ist, wihlen wir Ay € A beliebig aber fest. Laut Lemma 2.1.5
existiert eine stetige Projektion P : X — X mit ran P = f()\g). Wir bezeichnen mit 7 : X — X
die Identitdt und definieren die Abbildung

R:A = LX) : A= (I—P)+5%N)vw(ho) L P.

Fiir alle v € CF und alle w € Q ist die Abbildung v,(-)v : Ay — X @ A = (Mo laut
Voraussetzung analytisch. Also ist fiir jedes © € X die Abbildung R(-)z : A = X : A = R(\)x
ebenfalls analytisch, womit laut Lemma 1.1.5 auch die Abbildung R : A — £(X) analytisch ist.

Wir bezeichnen mit Inv(£(X)) die Menge der invertierbaren Operatoren aus £(X). Aus der
Funktionalanalysis ist bekannt (siehe z.B. [6], Lemma 1.1.9), dass diese Menge offen ist. Nun ist
R(Ao) = I invertierbar, womit wegen der Stetigkeit von R ein § > 0 existiert, sodass Dj(A\g) € A
und sodass fiir alle A € D (\g) auch der Operator R(\) € £(X) invertierbar ist. Mit R ist laut
Lemma 1.1.9 schlieBlich auch die Abbildung R(-)™' : DF(Xo) — L£(X) : A — R(A)~! analytisch.

Fir A € DF(M\o) und = € f(A\o) ist R(A\)x = Yuw(A\)yw(Xo) "'z, also ist die Einschrinkung
R0 1 F(Ao) = f(N) bijektiv und (R(A)|£(x0)) ™" = Yw(Xo)yw(A)~t. Insgesamt folgt damit
fur A € Dg()\())

)0 = 70(h0) T RO ().
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Die rechte Seite ist nun als Zusammensetzung analytischer Funktionen analytisch auf D ()¢). Da
Ao € A beliebig war, folgt daraus, dass die Abbildung v, (-)~!v,() : A — £(C*,C*) analytisch
ist. Damit gilt auch Punkt (¢) von Lemma 3.1.10.

Fir den Punkt (e) seien (w,x), (i, y) € Ey verschieden. Ist w # p, so gibt es klarerweise eine
offene Umgebung U,, € A,, von w und eine offene Umgebung U,, C A, von y, sodass U,,NU,, = 0.
Damit ist (w,z) € ¢,' (U x CF), (11, ) € 0, (U, x CF) und @' (U x CF) N, 1 (U, x CF) = 0.
Fiir w = pist p € Ay und @ (w, ) # 0w, y). Damit gibt es eine offene Umgebung U, C
A, x CF von ¢, (w, z) und eine offene Umgebung U, C A, x C¥ von ¢,,(p, y) mit U, NU, = 0.
Es folgt (w,2) € 93, (Us), (1,y) € 93" (Uy) und ¢3,' (Uz) Ny, (Uy) = 0.

Mit Lemma 3.1.10 kénnen wir also E; zu einer (n + k)-dimensionalen Mannigfaltigkeit ma-
chen, welche {p,, : w € Q} als Atlas hat.

(2) Nun konnen wir zeigen, dass (m, Ef,2) ein Vektorbiindel vom Rang k iiber (2 ist. Da fiir
jede Karte ¢, die Abbildung 770 @, : Ay, x CF — A, 1 (A\,v) — X offensichtlich analytisch ist,
ist die Abbildung 7y : Ef — Q: (A, z) — A analytisch.

Sei A € Q beliebig, aber fest gewihlt. Laut Voraussetzung ist f(\) ein k-dimensionaler Vek-
torraum tiber C. Definiert man fiir Ey y := 7r]71()\) = {A} x f(\) die Abbildungen

. Ef’,\XEf’)\ — Ef’)\ ) { (CXEf,)\ — Ef’)\
“'{ (A2 = ety VGO o (),

so ist (E'f x,+x,-x) ebenfalls ein k-dimensionaler Vektorraum iiber C.

Als lokale Trivialisierung bei w € € kénnen wir einfach die Karte ¢, : ﬂJfl(Aw) — A, x Ck
nehmen. Diese ist bianalytisch, da je zwei Karten analytisch vertriglich sind. Weiters ist fir jedes
fest gewiihlte A € A, erstens ¢, (Ef,) = {\} x C¥ und zweitens die Abbildung

P 0 (’Ow|Ef,A : Ef,)\ — Ck : ()\, ;U) — vw()\)_lx
ein Vektorraumisomorphismus. O

Definition 3.2.5. Sei (7, E, M) ein Vektorbiindel und O C M offen. Ein analytischer Schnitt
von E tber O ist eine analytische Abbildung £ : O — E, sodass 7o {(z) = « fiir alle z € O. Die
Menge aller analytischen Schnitte von E iiber O bezeichnen wir mit I'(O, E).

Proposition 3.2.6. Sei X ein Banachraum iber C, k,n € N und Q@ C C" offen. Sei weiters
f:Q— Gr(k,X) analytisch und (w5, E;,Q) das zugehorige Vektorbindel, d.h.

Er={(\z)eQxX:zef(A)} und mp:Ef—Q:(\z)—> A

Ist A CQ offen und £ € T'(A, Ey), dann ist die Abbildung

A - X
MO8 N s moé())

analytisch, wobei wir mit mo : E; — X : (A, x) — x die Projektion auf die zweite Komponente
bezeichnen. Ist umgekehrt o : A — X analytisch mit no(X) € f(A) fiir alle A € A, dann ist

. A — Ef
"'{ A= (Am()

ein analytischer Schnitt von Ef dber A.

Beweis. Sei A C Q offen, w € A beliebig aber fest und
w7 (D) = Ay X C s (A, 2) = (A 7(V) )

eine Karte auf E; mit w € A,, C Q (sieche Beweis von Lemma 3.2.4).
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1) Fir die erste Aussage sei £ € I'(U, E¢). Nach Lemma 3.1.12 ist dann die Abbildung
f

) AﬂAw — (AmAw)XCk
wwO£|AﬂAw' A = @wof(A):()\,’yw()\)_loﬂzog()‘))

analytisch. Damit ist aber

J ANA, = X
m0E|ana, ¢ N o m0€() = 7N 0 7w(N) om0 £(N)

als Zusammensetzung analytischer Abbildungen ebenfalls analytisch. Da w € A beliebig war,
zeigt dies die Behauptung.
(2) Sei nun 7y : A — X analytisch mit 72(\) € f()) fiir alle A € A, und

. A = Ef
”'{ A= (AmO).

Wir miissen zeigen, dass die Abbildung
O 017|AOA CANA, = (ANA,) X CF:e ()\,Ww()\)*l 0772()\))

analytisch ist. Sei dazu Ay € ANA,, beliebig. Wir bezeichnen mit P : X — X wieder eine stetige
Projektion mit ran P = f(\¢) und definieren die Abbildung

R:ANA, = LX) : A= (I —=P)+vu(N)7w(Xo) P

Wie im Beweis von Lemma 3.2.4 folgt, dass es dann ein § > 0 gibt, sodass R(A) fiir alle A € D} (o)
invertierbar ist und R(-)™! : D%¥(Xg) = L£(X) : XA — R(A\)~! analytisch ist. Weiters gilt

Y EN) 0 ma(N) = Yw(Xo) Lo RN " oma(N), VA€ DF(No).

Die rechte Seite ist als Zusammensetzung analytischer Funktionen analytisch auf DJ(\g). Da
Ao € AN A, beliebig war, folgt daraus die Behauptung. O

Definition 3.2.7. Sei (M, A) eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung f : M — C
heifit C°°-Abbildung, falls es zu jedem x € M eine mit A vertrdgliche Karte ¢ : U, — D, mit
x € U, gibt, sodass die Abbildung

fop™t: D,—C

beliebig oft reell stetig partiell differenzierbar ist, wenn man D,, als Teilmenge von R2? guffasst.
Die Menge aller C*°-Abbildungen von M nach C bezeichnen wir mit C*°(M, C).

Bemerkung 3.2.8. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so ist jede analytische Funktion f : M — C eine
C*>°-Abbildung. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch, d.h. es gilt Hol(M,C) C C*°(M,C).

Definition 3.2.9. Sei (7, E, M) ein Vektorbiindel. Eine Hermite’sche Metrik h auf E ist eine
Zuordnung eines Hermite’schen inneren Produkts h(z) = (-,")g, : E; X E, — C zu jeder Faser
E, des Biindels, sodass fir jede offene Teilmenge O C M und je zwei analytische Schnitte
&,n eI (0, F) die Abbildung

0O —- C
€0 { 2 2 Mo enne) = (nato),

eine C*°-Abbildung ist. Ein Vektorbiindel (7, £/, M), auf dem eine Hermite’sche Metrik h definiert
ist, heilt Hermite’sches Vektorbiindel und man schreibt dafiir auch (7, E, M, h).

2



3.3 Der Stabilitdtssatz 31

Lemma 3.2.10. Sei (H,(-,-)u) ein Hilbertraum tber C, k,n € N und 2 C C" offen. Sei weiters
f:Q— Gr(k,H) analytisch und (wy,E;,Q) das zugehorige Vektorbindel, d.h.

Ef={(\z)eQxH:z€e f(AN)} und 7p:E;f - Q:(\z)— A
Definiert man fir A € Q die Abbildung

oy 4 Eax B = C
hf()‘)<’>Ef,x'{ (Nz);(Ny) = (@),

so ist (my, Ey,Q, hy) ein Hermite’sches Vektorbindel vom Rang k dber €.

Beweis. Dass fiir jedes A € Q die Abbildung (-, -) g, , ein Hermite’sches inneres Produkt auf £y »
ist, folgt leicht aus der Definition der Vektorraumstruktur auf Ey ) (siche Beweis von Lemma
3.2.4) und der Tatsache, dass (-,-) g ein Hermite’sches inneres Produkt auf H ist.

Sei nun A C Q offen und &,n7 € I'(A, E¢). Wir bezeichnen mit mo wieder die Abbildung
mo 1 Ef — H : (A, x) — x. Nach Proposition 3.2.6 sind dann die Abbildungen m 0§ : A — H
und 73 01 : A — H analytisch. Damit ist aber

A = C
<£7n>(-)-{ A (6, 0(N) g, | = (m20E(N), mon(N)),

eine C*°-Abbildung. O

3.3 Der Stabilitatssatz

Definition 3.3.1. Seien (7g, E,M,hg) und (7p,F, M, hp) zwei Hermite’sche Vektorbiindel.
Ein isometrischer Vektorbindelisomorphismus ist eine bianalytische Abbildung

d:F— F,

sodass fiir alle x € M erstens ®(E,) = F, und zweitens die Abbildung ®, := ®|g, : B, — Fy
ein isometrischer Vektorraumisomorphismus beziiglich hg(x) und hp(z) ist. Zwei Hermite’sche
Vektorbiindel, zu denen ein isometrischer Vektorbiindelisomorphismus existiert, nennt man dqui-
valent. Sie heiflen lokal dquivalent, falls es zu jedem x € M eine offene Umgebung O, C M und
einen isometrischen Vektorbiindelisomorphismus ®o, : 75" (0,) — 7' (0,) gibt.

Definition 3.3.2. Seien H; und Hs Hilbertrdume tiber C. Ein Operator U € L(H;, H3) heifit
ungtdr, falls UU* = Iy, und U*U = Iy, gilt.

Bemerkung 3.3.3. Ist U € L(Hy, Hy) unitér, so ist U invertierbar und U~! = U* € L(Hy, Hy).
Auflerdem gilt
<UxaUy>H2 = <U*U‘ray>H1 = <xay>}'—]17 wayGHla

womit U ein isometrischer Isomorphismus ist. Umgekehrt kann man zeigen, dass jeder isometri-
sche Isomorphismus zwischen Hilbertrdumen unitér ist.

Definition 3.3.4. Sei H ein Hilbertraum iiber C, k,n € N und 2 C C" offen. Zwei analytische
Abbildungen f : Q — Gr(k, H) und f : Q — Gr(k, H) heiflen kongruent, falls es einen unitéren
Operator U € L(H) gibt, sodass f(A) = U f(A) fur alle A € €.

Lemma 3.3.5. Sei (H,(-,-)u) ein Hilbertraum iber C, k,n € N und Q C C" offen. Sind die
analytischen Abbildungen f : Q — Gr(k,H) und f : Q — Gr(k,H) kongruent, dann sind die
zugehorigen Hermite’schen Vektorbindel (g, E¢,Q, hy) und (Wf,Ef”,Q, hf) aquivalent.



3.3 Der Stabilitdtssatz 32

Beweis. Laut Voraussetzung existiert ein unitirer Operator U € L(H) mit f(\) = Uf(\) fiir
alle A € Q. Wir definieren die Abbildung

P : E{f — E]; : ()\,.’E) — ()\,Ux)

Diese ist offensichtlich bijektiv mit Inverser ' : E; — Ey : (A, x) = (A, U*z). Um zu zeigen,
dass @ bianalytisch ist, sei w € ) beliebig und seien

Pw W;I(Aw) — Ay xCF (N z) = (N, (N tz) und
P TF YA = Ay x CF - (N 2) = (N, Fw(N) ')

Karten auf Ef bzw. Ef mit w € Ay, A, C Q. Wie im Beweis von Lemma 3.2.4 folgt nun, dass
die Abbildungen

Guwo®o vy AL naLyxer t () = (A Fw(N) UYL (A)v)  und
P o ® "o ¢;1|(Awﬂﬁw)x€k t(A ) = (/\7 Vw(/\)ilU* '71110‘)”)
analytisch sind. Da w € Q beheblg war folgt daraus, dass ® bianalytisch ist.
Fir A € Qgilt Ey =7, YO = {Arx f(A )und Ef ':wjjl( ) = {A}x f(A), also ®(Ef ) =
E 7 - Aus der Linearitét von U und der Definition der Vektorraumstruktur auf Ey » und E

folgt direkt die Linearitdt der Abbildung @ := @|g,, : Efx = Ej . Fir (A, 2),(A,y) € EfA
gilt weiters

<<I)()‘7x)7(1)()‘7y)>]3ﬁ <U$ Uy>H <£L' y> <(A’x)’()\’y)>Ef,>\’

also ist @) ein isometrischer Vektorraumisomorphismus.
Insgesamt ist @ : By — F 7 also ein isometrischer Vektorbiindelisomorphismus. O

Proposition 3.3.6. Sei X ein Banachraum iber C, k,n € N und Q C C"™ ein Gebiet. Ist die
Abbildung f : Q — Gr(k,X) analytisch, dann gilt

cs| J{f(N) :xe Q) =ds| J{f(\) : A e}

fir jede nichtleere offene Teilmenge Qo von £Q.

Beweis. Sei Y := cls|J{f(\) : XA € Qo}. Angenommen es existiert ein z¢ € cls{f(A) : A € Q}
mit zg ¢ Y, dann gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein £ € X', mit #(z¢) = 1 und
Z(y) = 0 fiir alle y € Y. Wir betrachten nun die Menge

M={NeQ:2(f(\) ={0}}° na.

Diese ist laut Voraussetzung nichtleer und offensichtlich abgeschlossen beziiglich der Spurto-
pologie auf Q. Um zu zeigen, dass sie auch offen ist, sei w € M beliebig. Dann gibt es eine
offene Umgebung A,, C € von w und analytische Funktionen v}’ : A,y — X,j = 1,...,k mit
F(A) =span{y{*(A), ..., v (M) }Hfuralle A € A,,. O.B.d.A. kénnen wir annchmen, dass A,, zusam-
menhingend ist. Da A,, eine Umgebung von w € M ist, gilt {\ € Q: #(f(\)) = {0}}°NA,, # 0.
Also hat fiir j € {1,...,k} die Menge N := {\ € A,, :  07}()) = 0} nichtleeres Inneres, denn

NP 2 A€ Aua(F(N) = {01} = {A € Q: 2(F(N) = {0}}" N Ay, #0.

Nach Korollar 1.2.18 gilt N; = A, fir alle j € {1,...,k}, und damit A,, C M. Also ist M offen.
Da © zusammenhéngend ist, gilt M = Q

Laut obigen Uberlegungen gilt nun 2(f(w)) = {0} fiir alle w € M = €, woraus #(x¢) = 0 folgt,
was ein Widerspruch ist. O
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Proposition 3.3.7. Sei X ein Banachraum dber C, n € N und A C C" offen. Ist v: A - X
analytisch, w € A beliebig und r > 0, sodass D?(w) C A, dann gilt

cls {0%y(w) : e e N§ } = cls {y(A) : A € D}*(w)}.

Beweis. (C) Wir zeigen mittels vollstindiger Induktion nach |a| = Y"1, oy, dass 9%v(¢) €
cds{y(\) : X € D(w)} fiir alle « € Ny und alle ¢ € DJ(w) gilt. Fiir j € {1,...,n} und
¢ € D}w) gilt

he:) —
9,2(0) = iy 1610 =10

ecls{v(\): A€ D} (w)},

was die Behauptung fiir alle & € N mit || = 1 zeigt. Sei jetzt m € N, sodass die Behauptung fiir

alle a € N mit |a| = m gilt. Fir o € Njj mit |a| = m+ 1 existiert mindestens ein j € {1,...,n},
sodass a; > 0 gilt. Wegen | — €| = |a| — 1 = m gilt nun analog zu obigen Uberlegungen
aa—ej h ) 8a—€j
8%v(¢) = lim V(¢ + hey) 1) ¢ gis {y(\) : A e D (w)},

h—o0 h

fir alle ¢ € DI*(w).
(2) Fiir A € DI*(w) gilt laut Lemma 1.2.17

y(A) = Z ao‘zgw) A —w)* ecs{0%y(w) : « € Ny },
aeNy

was die andere Inklusion zeigt. O

Definition 3.3.8. Ein topologischer Raum (X, T') heifit separabel, falls er eine abzéahlbare dichte
Teilmenge enthalt.

Lemma 3.3.9. Sei (X, ||-||x) ein Banachraum dber C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist separabel.
(ii) Es gibt eine abzihlbare Teilmenge B von X, sodass X = cls{b: b € B}.

Beweis. (i) = (ii) Sei A eine abzéhlbare dichte Teilmenge von X. Dann gilt
A Cspan{a:a€ A} C X,

woraus X = cls{a : a € A} folgt.
(#) < (i) Sei B eine abzahlbare Teilmenge von X, sodass X = cls{b: b € B} und C eine
abzéhlbare dichte Teilmenge von C. Wir betrachten die abzidhlbare Teilmenge

A= {;gjbj:neN,gj €Cb; € B}

von X und zeigen A = X. Seien dazu € X und ¢ > 0 beliebig aber fest gewiihlt. Dann existiert
ein yo € span{b : b € B}, sodass ||z — yol|x < &/2. Seien A1,..., A\, € C und by,...,b, € B,
sodass yo = .71 A\jb;. Fiir j € {1,...,n} sei § € C, sodass |\; —&;| < /(23227 [|bjllx), dann
gilt fir y .= 377, &by € A

n
[z —yllx <llz—wollx +llyo —yllx <e/2 e N =& Ibilx <e.
o =
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Lemma 3.3.10. Sei X ein Banachraum tber C, k,n € N und Q C C™ ein Gebiet. Existiert
eine analytische Funktion f : Q — Gr(k,X) mit clsU{f(A\) : A € Q} = X, so ist X separabel.
Genauer gilt: Ist w € Q und A, eine offene Umgebung von w, sodass analytische Funktionen
vt Ay = X, 5 =1,...,k existieren mit f(A) = span{y1(A),..., (N} fir alle X € A, dann
15t
s {0%y;(w):j € {1,....,k},a e Nj} = X.

Beweis. Sei w € €2 beliebig. Dann gibt es eine offene Umgebung A, von w und analytische
Funktionen v; : A, — X,j = 1,...,k, sodass f(\) = span{y1(N),..., ()} fiir alle A € A,,.
Ist » > 0, sodass D*(w) C A, so folgt aus den Propositionen 3.3.6 und 3.3.7

cds{0%y;(w):je{l,....k},a e Ng} =cls{v;(A) : j € {1,...,n}, € D(w)} =
:clsU{f(/\) : A€ D} w)} :clsU{f()\) tAEQ} =X,

Laut Lemma 3.3.9 ist X insbesondere separabel. O]

Proposition 3.3.11. Sei (H, (-, )p) ein Hilbertraum dber C. Sei weiters (Hy)nen eine Fol-
ge von endlich-dimensionalen Unterrdumen von H, sodass Hy C Hyy1 fir alle N € N und
Unen Hn dicht ist in H. Fir N € N sei Py € L(H) die orthogonale Projektion auf Hy . Sind
V und W zwei endlich-dimensionale Unterrdume von H, dann gilt

PNV = PyW fiir alle N € N s V=W.

Beweis. Die Implikation (<) ist trivial.

(=) Wir zeigen zuerst, dass limy_,oo Pyz =  fir alle © € H. Seien dazu x € H und € > 0
beliebig. Laut Voraussetzung existiert ein xg € |Jy ey Hy mit ||z —zol|z < §. Sei Ng € N, sodass
o € Hy,, dann gilt fiir alle N > Ny

|Pne —x||g = |Pne — Pyxo + Prvao —zl|g < ([Pl +1)[|z — zollm < e.

=Zo <1

Also gilt limy_, oo Pnz = .
Fiir x1,..., 2, € H bezeichnen wir mit G(z1,...,x;) € C¥** die Gram-Matrix, d.h.

G('/Ijla"'7xk)i7j = <.Z‘i,l‘j>H, Vi je {1,...,]{5}.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass det G(x1, ..., x) # 0 genau dann, wenn die Elemente
Z1,...,T) linear unabhangig sind.
Sei nun vy, . . ., vx eine Orthonormalbasis von V. Aus obigen Uberlegungen und der Stetigkeit

der Abbildung det : C¥** — C folgt
det G(PNvl, N ,PN’Uk) I\H—oo> detG(vl, N ,Uk) = 1,

womit es ein N; € N gibt, sodass det G(PNvl,...,Pva) # 0 fiir alle N > N;. Fir N > N;

definieren wir U{V = Doy

und induktiv fur j =2,...,k

IPrnville
i1 U
N ._ N\ NN .Y
uj = Pyvj — E <Pij,vn >an y Uy = W
n=1 g 7
Dann ist {vd,..., 02} eine Orthonormalbasis von PyV und induktiv zeigt man leicht, dass

limy_s 00 vjv =v; fir alle j € {1,...,k}.
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Wir bezeichnen fiir N € N mit 7Y € L£(H) die orthogonale Projektion auf PyV und mit
my € L(H) die orthogonale Projektion auf V. Dann gilt fiir x € H und N > N

M)~

v =l = || 32 o) es — (a0, <

1

IA
]~ S

Kz v3) s = (o) s + (v s = (@0 ) g g <

Jj=1

Cauchy-Schwarz
(o vy = o)+ [0yl os =0l <

hE

1

k
<2l 3 os = o)l
j=1

<.
I

Daraus folgt limy oo Ty = Ty beziiglich der Operatornorm auf £(H).

Fiir N € N sei nun 7}, € £L(H) die orthogonale Projektion auf PyW und my € L(H) die
orthogonale Projektion auf W, dann folgt véllig analog zu obigen Uberlegungen limy_, o, iy, =
mw beziiglich der Operatornorm auf L(H). Laut Voraussetzung gilt PyV = PyW fiir alle N € N,

woraus wg = ﬂ'VA{, fir alle N € N folgt. Insgesamt gilt also my = limy_, wg = limy_oo 7T{,VV =
mw und damit V = W. O]

Satz 3.3.12 (vierter Identitatssatz). Sei (H,(-,-)m) ein separabler Hilbertraum iber C, k,n € N
und Q@ C C" ein Gebiet. Sind f : Q — Gr(k,H) und g : Q@ — Gr(k,H) analytisch und hat die
Menge M :={\ € Q: f(\) = g(\)} nichtleeres Inneres, dann ist M = Q.

Beweis. Wir betrachten die Menge

Ni={AeQ: f(A) =g} N

Diese ist laut Voraussetzung nichtleer und offensichtlich abgeschlossen beziiglich der Spurto-
pologie auf Q. Um zu zeigen, dass sie auch offen ist, sei w € N beliebig. Dann existiert eine
offene Umgebung A; von w und analytische Funktionen v; : Ay — H,j = 1,...,k, sodass
FA) = span{y1(N), ..., v (A} fir alle A € A;. Weiters existiert eine offene Umgebung Ay von
w und analytische Funktionen &; : Ay — H,j = 1,...,k, sodass g(\) = span{& (\),...,&(N)}
fur alle A € As.

Da H ein separabler Hilbertraum ist, existiert eine abzahlbare Orthonormalbasis {b; : i € N}
von H. Fiir N € Nsei Hy :=span{b; : 1 <i < N} und Py € L(H) die orthogonale Projektion
auf Hy. Dann gilt

N oo
PN$ZZ<$’bi>Hbi RS (x,bj)pgb; =2, VaeH.
i=1 i=1
Fiir 1,...,2, € H bezeichnen wir mit G(z1,...,zx) € CFk**¥ die Gram-Matrix, d.h.

G(xlw-ka)i,j = <f£i,fﬂj>H, V Z,j c {].,,k}

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass det G(x1, ..., x) # 0 genau dann, wenn die Elemente
x1,..., %y linear unabhéngig sind. Es gilt also det G(y1(w),...,vx(w)) # 0. Da die Abbildung
det : CF** — C stetig ist gilt

det G(Pyvi(w), ..., Pnyr(w)) D220 et G(mn(w),...,m(w)) #0,
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womit ein Ny € N existiert, sodass det G(Pp,v1(w), ..., Px,7k(w)) # 0. Aus der Stetigkeit der
Funktionen v;,j = 1,...,k folgt nun die Existenz einer offenen Umgebung Az von w, sodass
det G(Pnyv1(N), - .., Prnyyi(A)) # 0 fiir alle A € Ag. Um zu zeigen, dass auch

det G(Pyyi(A),- .., Pyve(N) #0, VA€ Ag, N > N, (3.1)

gilt, sei Z?zl a; Pyy;(A) = 0 fir ein A € Az, ein N > Ny und a1,...,0; € C. Dann gilt
Z§:1 a;7;(A) € ker Py = Hy, C Hy, = ker Py, , also 25:1 a; Pn,7v;(A) = 0. Da die Elemente
Pnyvi(A), ..., Pn,vk(A) linear unabhéngig sind, folgt daraus ay = - -+ = ay, = 0, womit auch die
Elemente Pnvy1(A), ..., Pyyk(A) linear unabhéngig sind. Also gilt (3.1).

Analog folgt die Existenz eines Index Ny € N und einer offenen Umgebung A4 von w, sodass

det G(Pn&i(N), ..., Pn&(N) #0, YA€ AL N> N, (3.2)

gilt. Sei nun A := A1 NA;NA3N A4 und Ny := max(Ny, Na). O.B.d.A. kénnen wir annehmen,
dass A zusammenhéngend ist.

Als nichstes wollen wir zeigen, dass A C N. Sei zunéchst N > Ny beliebig aber fest gewihlt.
Da Hpy ein N-dimensionaler Vektorraum iiber C ist, existiert ein Vektorraumisomorphismus
Uy : Hy — C¥. Nach Beispiel 3.1.7 ist Gr(k,C") eine Mannigfaltigkeit und die Abbildung
7 My n(C) = Gr(k,CN) : A~ span{ai,...,ax} analytisch, wobei wir mit ai,...,a; € CV
wieder die Zeilen der Matrix A bezeichnen. Wir definieren nun die Abbildungen

U Pryi(A)
F:A—)Mk’N(C)I/\i—) :
U N Pyyi(A)
und
U N PynEL(N)
G:A = Myn(C): As :
U N PnER(N)

Diese sind wegen (3.1) und (3.2) wohldefiniert. Da die Funktionen ; und ¢; fir j € {1,...,k}
analytisch sind, sind auch F und G analytisch (als Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten).
Die Abbildungen WPy f: A — Gr(k,CY) : A 10 F(A\) und UxPyg: A — Gr(k,CN) : A
mo G()) sind also nach Korollar 3.1.13 analytisch als Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten.
Da A eine offene Umgebung von w ist, gilt AN {X € Q : f(A) = g()\)}o # (). Die Menge
{A € A: UnPyf(N) = UnPng(N)} hat also nichtleeres Inneres, womit laut Korollar 3.1.14
Uy Pnf(A) = UnPyg(A) fir alle A € A gilt. Insgesamt erhalten wir

Py f(A) = Png(A), VAEAN =N,

Aus Proposition 3.3.11 folgt nun f(X) = g(\) fir alle A € A, also A C A. Damit ist NV auch
offen, und es folgt A = Q und daraus schliefllich M = Q. O

Satz 3.3.13 (Stabilitétssatz). Sei (H,(,-)m) ein separabler Hilbertraum iber C, k,n € N und
QO C C™ ein Gebiet. Seien weiters f: Q — Gr(k,H) und f : Q — Gr(k, H) analytisch mit

ads| J{r aet =as| J{f(V):req} =H.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Die Abbildungen f und f sind kongruent.
(i4) Die Hermite’schen Vektorbiindel (wy, Ey,Q,hy) und (75, E7,Q,h;) sind dquivalent.
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(i4i) Die Hermite’schen Vektorbiindel (m¢, Ey,Q,hy) und (w5, Ef,Q, hf) sind lokal dquivalent.

(iv) Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge A von ), sodass die Hermite’schen Vektorbindel
(ﬂ'f,ﬂ';l(A),A,hf) und (ﬂf,wj;l(A),A,hf) daquivalent sind.

Beweis. (i) = (ii) Sind f und f kongruent, so sind laut Lemma 3.3.5 die zugehérigen Hermi-

te’schen Vektorbiindel dquivalent. Die Implikationen (i7) = (#ii) = (iv) sind trivial.

(iv) = (i) Schritt 1: Laut Voraussetzung existiert eine nichtleere offene Teilmenge A; von
Q und ein isometrischer Vektorbiindelisomorphismus ¢ : W;I(Al) — W;l(Al). Sei w € Ay

beliebig aber fest gewdhlt. Dann existiert eine offene Umgebung Ay, C Q) von w und analytische
Funktionen ~; : Ay — H,j =1,...,k mit f(A) = span{y1(A\),...,v(\)} fir alle A € Ay. Wir
setzen A := A; N Ay, Fiir j € {1,...,k} ist laut Proposition 3.2.6 die Abbildung

n;: A — Ef A ()\,’Y]()\))

ein analytischer Schnitt von Ey iiber A. Wegen ®(X,7v;())) € Ejf , fiir alle A € A, ist damit
die Abbildung ®on; : A — E ein analytischer Schnitt von Ej tiber A. Wir definieren nun fiir
j €{1,...,k} die (laut Proposition 3.2.6) analytischen Abbildungen

it A= H:X— Ta0®on;(N),

wobei 7y : Ef — H (A, y) — y. Fiir beliebiges A € A folgt aus ®(Ey ») = E; , und der Linearitét
von ®|p, , und 7, die Giiltigkeit von fO) = span{31 (), ..., 3% (A\)}. Da ®|g, , auBerdem eine
Isometrie ist, folgt fiir alle 4,5 € {1,...,k} und alle A € A

)3 (N) g = (@O %N), 8 (N) g, | =
= {0 X gy, = (i) 1) g

Da die Abbildungen v; und 4; fiir j = 1,..., k analytisch sind, gilt fiir o, 3 € N§ weiters

(3.3)

05 (¢ (50250 )W =0 (¢ 3 (D) T ), ) ) =

0s<7<p —0, falls 7£0

= 0°(¢ = (W0 D)) ) V) =
= % (S) . o )y -

<o<
Ososa =0, falls 00

= (0%v%(N), 3ﬁ7j()‘)>H

(3.4)

und genauso
9% (= (30 35(0)) ) V) = (975 (N), 073, (A)) - (3.5)
Aus (3.3), (3.4) und (3.5) folgt nun
(0%7(A), 0795 (N)) y = (9°%:(N), 077;(N))

fir alle 7,5 € {1,...,k}, alle a, 8 € Njj und alle A € A.

Schritt 2: Fiir beliebiges o € A kénnen wir nun einen linearen Operator

Vo ispan {0%y;(p) : j € {1,... . k},a e Ng } — cls {9°%;(n) : j € {1,...,k},a € Nj'}
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definieren durch
V(0% () :== 0% (), Vje{l,....k},a € Nj.
Der Operator V, ist wegen

(Vi (0% (1)), Vi (0% (1)) ) 5y = (0°F:(1), 0°%; (1)) y = (0% %i (), 0° (1))

eine Isometrie und daher insbesondere beschrankt. Es existiert also eine eindeutige isometrische
Fortsetzung von V), auf cls {0%y;(u) : j € {1,...,k},o € Ny}, welche wir mit U, bezeichnen.
Da U, isometrisch ist, ist ran U, abgeschlossen. Weiters folgt aus der Definition von V,,, dass
ran U, D span {9%;(u) : j € {1,...,k},a € Ny }. Laut Lemma 3.3.10 ist aber

cds{0%y;(w):je{l,....k},a e Ny} =H und cls{0°y;(n):j€{1,...,k},a e Ny} = H,

also gilt ranU,, = H. Somit ist U, € L(H) ein unitdrer Operator.

Schritt 3: Als néchstes zeigen wir, dass die Definition von U, unabhéngig von ¢ € D} (u) ist.
Sei dazu ¢ € D?(u) beliebig, j € {1,...,k} und 8 € N} dann gilt (siehe Korollar 1.2.14)

9xtBa . HotPA.
D)= 3 TYJ(“)((,#)Q wd %50 = Y TW,J(“)(C*#)*
aENy ) €Ny '

Ist nun Uy € L£(H) der zu ¢ gehorige unitére Operator, dann folgt

Z Uy (8a+ﬁ7j (,U,))

U,u (aﬁfyj(c)) = o (C - :u)a =
aeNy
a+B5 .
= Z W(( —p)* = (‘36%(0 = Uc(aﬁ'yj((:))’
aeNy '

fiur alle j € {1,...,k} und alle § € Ny, also Uy = U, fiir alle { € D} ().

Schritt 4: Setzen wir U := U, € L(H), dann gilt FON) = Uaf(X) = Uf(N\) fiir alle A € DX (u).
Die Menge {A € Q : f(A) = Uf(M\)} hat also nichtleeres Inneres. Da die Abbildungen f : Q —
Gr(k,H) und Uf : Q — Gr(k, H) analytisch sind, folgt daraus mit Hilfe von Satz 3.3.12

FO) =UFN), Vieq.



Kapitel 4

Cowen-Douglas-Operatoren

4.1 Cowen-Douglas-Operatoren

Im Folgenden sei (H, (-, )x) stets ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum iiber C.
Falls nicht anders angegeben bezeichnen wir mit 2 C C ein beschrinktes Gebiet und mit £ € N
eine beliebige natiirliche Zahl.

Definition 4.1.1. Sei k € N und © C C ein beschrénktes Gebiet. Wir bezeichnen mit B (Q2) die
Menge aller Operatoren T' € L(H) mit folgenden Eigenschaften:

CD1) Q Co(T)={A € C: (T — AI) ist nicht invertierbar}.

(CD1)

(CD2) Fiir alle A € Q ist ran(T — \) = H.

(CD3) Fiir alle A € Q ist dimker(T — AI) = k.
(CD4) cls|U{ker(T — X)) : A€ Q} = H.

Operatoren T € B () nennt man Cowen-Douglas-Operatoren.

Bemerkung 4.1.2. Man beachte, dass By (2) = 0, falls H ein endlich-dimensionaler Hilbertraum
oder € C C unbeschriankt ist.
Bemerkung 4.1.3. Fir einen Operator T' € L£(H) mit den Eigenschaften (CD1) und (CD2) ist
die Eigenschaft (CD3) &quivalent zu

(CD3*) Es existiert ein w € 2, sodass dimker(T — wl) = k.

Fiir beliebiges A € Q ist ja def(T' — AI) = dim H/ran(T — AI) = 0, also (T — AI) € Faer(H) und
ind(T—AI) = dim ker(T'—AI). Da die Abbildung A — ind(T'—AI) laut Satz 2.1.9 lokal konstant ist
und © laut Voraussetzung zusammenhéngend ist, folgt daraus dim ker(T'—AI) = dim ker(T — uI)
fir alle 4 € Q. Die Bedingung (CD3) besagt also ,nur“, dass dimker(T — AI) endlich ist und
damit (T — M) € F(H).

Beispiel 4.1.4 (Linksshift, Teil 1). Sei H = (*(N) := {(@n)nen : @ € C, 307 |z,|> < o0}
versehen mit dem Skalarprodukt

<(xn)n€N7 (yn)n€N>22(N) = Z:lxn yn

Wir definieren den Linksshift S € £(¢?(N)) durch

S(.’El,wg, .. ) = (.7;2,.’173, . )

39
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Fir A € D ={¢ € C:|¢| <1} gilt 300 A D2 =5 (A" = ﬁ < 00, also ist
A=) on = (1, M, 02,...) € £2(N). Weiters gilt
(S=AI)(1,A X% = (AN N ) = A (LA M%) = (0,0,...).
Ist umgekehrt (S — AI)(z1,22,...) = 0 fiir eine Folge (2, )nen € (3(N), so folgt
Tp=ATp 1, VNn>2 & (Tp)nen =21 (1, \N%..).

Es ist also D C ¢(S) und dimker(S — AI) =1 fir alle A € D.
Um die Giiltigkeit von ran(S—AI) = H fiir alle A € D zu zeigen bendtigen wir die Adjungierte
S* € L(F2(N)) von S. Man iiberlegt sich leicht, dass

S*<.’L‘1,I2,...) = (0,1‘1,3’,‘2,...), v (xn)nEN-

Daraus ergibt sich S o .S* = I. Fiir A € D ist also (S — M) = S o (I — AS*). Wegen |[|A\S*|| =
[A] - 15|l = |A| < 1 ist der Operator (I — AS™*) invertierbar und es folgt

(S—=A)o(I-AS*)toS*=8o0(I—-AS*)o(I—-AS*)"toS* =1

Es ist also ran(S — M) = H fiir alle A € D. Der Operator S € L(¢*(N)) erfiillt somit die
Eigenschaften (CD1) — (CD3) fiir k = 1 und 2 = D. Um zu zeigen, dass S € B (D) ist, benétigen
wir eine dquivalente Formulierung von (CD4), die wir in Korollar 4.1.13 beweisen. f

Definition 4.1.5. Fiir einen Operator T € B (£2) definieren wir
Er={(\z)eQx H:xecker(T—A)} und 7r:Er—Q:(\z)— A\
Fiir A € Q sei weiters Ep ) = 7' (\) und

)= o { (B0 2 e
Satz 4.1.6. Sei T € B(Q2), dann ist die Abbildung
£ { Q — Gr(k,H)
A = ker(T — )
analytisch.

Beweis. Laut Voraussetzung gilt dimker(T' — AI) = k fir alle A € Q. Also ist die Abbildung
t : Q — Gr(k,H) wohldefiniert. Da auflerdem (T — M) € F(H) fir alle A € , folgt die
Behauptung aus Satz 2.1.13. O

Korollar 4.1.7. Sei T € B(Q2), dann ist (v, E7,$, hr) ein Hermite’sches Vektorbiindel vom
Rang k dber Q.

Beweis. Die Abbildung ¢ : @ — Gr(k,H) : A — ker(T — AI) ist laut Satz 4.1.6 analytisch.
Aus Lemma 3.2.4 und Lemma 3.2.10 folgt nun direkt, dass E; = Ep eine (k + 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit und (77, ET, Q, hr) ein Hermite’sches Vektorbiindel vom Rang k iiber Q ist. [

Korollar 4.1.8. Sei Qg eine nichtleere, offene und zusammenhdngende Teilmenge von ). Dann
ist Br(Qo) 2 Br(Q).

Beweis. Sei T € By(Q2) beliebig. Wegen Q¢ C Q, gelten die Eigenschaften (CD1) — (CD3) tri-
vialerweise auch fiir Qg. Da die Abbildung ¢ : Q@ — Gr(k, H) : A — ker(T — AI) laut Satz 4.1.6
analytisch ist, folgt aus Proposition 3.3.6 die Giiltigkeit von

cls| J{ker(T — AT) : X € Qo} = cls| J{ker(T — AT) : A € Q} = H.

Insgesamt ist also T € B (). O
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]?eﬁnition 4.1.9. Seien H; und H, Hilbertrdume iiber C. Zwei Operatoren T' € L(H;) und
T € L(Hz) heiBen unitdr dquivalent, falls es einen unitdren Operator U € L(H1, Hz) gibt, sodass
Ur=1TU.

Satz 4.1.10. Zwei Operatoren T, T € B () sind genau dann unitir dquivalent, wenn die zuge-
horigen analytischen Abbildungen

‘- Q — Gr(k,H) J i Q — Gr(k,H)
A = ke(T=X) " U N = ker(T - D)

kongruent sind.

Beweis. (=) Sei U € L(H) unitér, sodass T = U*TU. Dann gilt fiir A\ € Q und = € H
(T-M)Uz=0 & UT-XN)Uzx=0 < (T—-M)z=0.

Damit gilt ker(T — M) = Uker(T — X) fiir alle A € Q. Die Abbildungen ¢ und  sind also
kongruent.

(<) Sei W € L(H) unitér, sodass ker(T — X ) = W ker(T — \I) fiir alle A € Q. Dann gilt fiir
A€ Qund z € ker(T — \)

W*TWaz —Tax = W AWz — Az = 0.

Wegen clsU{ker(TN— M) : X € Q) = H folgt daraus Tx = W*TWz fiir alle z € H. Die
Operatoren T und 7T sind also unitéar dquivalent. O

Korollar 4.1.11. Seien T, T € B(Q). Dann sind folgende Aussagen Gquivalent:
(i) Die Operatoren T und T sind unitir dquivalent.
(ii) Die Hermite’schen Vektorbindel (mp, Ep,, hr) und (74, E7,Q, hy) sind dquivalent.
(itt) Die Hermite’schen Vektorbindel (wr, Er,Q, hr) und (74, E4,Q, hy) sind lokal dquivalent.

(iv) Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge A von ), sodass die Hermite’schen Vektorbindel
(WT,W;l(A),A,hT) und (WT,W%l(A),A,hT) dquivalent sind.

Beweis. Da fiir die laut Satz 4.1.6 analytischen Abbildungen

;e Q — Grk H) 4 i Q — Gr(kH)
A = kee(T=X) " U N = ker(T - A)

die Voraussetzung
ds| J{t(N):xeQ} =ds| J{IN):AeQ} =H
erfiillt ist, folgt die Behauptung direkt aus dem Stabilitdtssatz (Satz 3.3.13) und Satz 4.1.10. O

Lemma 4.1.12. Sei A C C offen und k € N. Sei weiters T € L(H) mit den Eigenschaften
(CD1) - (CD3). Sind v; : A — H,j = 1,...,k analytische Funktionen mit ker(T — X\I) =
span{y1(A),...,vk(N)} fir alle A € A, dann gilt

(i) (T — A)0™~;(A) =m - 0™ 1 (N) fiir alle j € {1,...,k},\ € A,m € N und
(ii) ker(T — AI)™ = span {0";(A) : j € {1,...,k},n€{0,...,m —1}} fir alle A € A,m € N.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst (i) durch vollstandige Induktion nach m. Seien dazu A € A und
Jj € {1,...,k} beliebig aber fest gewahlt. Fiir ( € A gilt laut Voraussetzung v;(¢) € ker(T — (1),
also T;(¢) = ¢;(¢). Fir m =1 gilt also

T(97;(N) = 3¢ = T;(C)) (A) = (¢ = ¢15(€)) (A) = 13(X) + Ad7;(N)
und damit (T — AI)0vy;(A) = v;(A). Sei nun m € N beliebig und gelte
(T — MO v;(A) = m - 0™ 1y;(N),
dann folgt durch Differenziation
=" (A) + (T = A" Ty () = m - 9™ y;(N)

und damit (7' — A)0™ Ly (X)) = (m + 1) - 0™~;(N). Also gilt (4).
Den Punkt (44) kénnen wir nun ebenfalls durch vollstdndige Induktion nach m zeigen. Laut
Voraussetzung gilt (é¢) fiir m = 1. Sei also m € N beliebig und gelte

ker(T — AI)™ = span {9"v;(A) : j € {1,...,k},n € {0,...,m — 1}}.
Aus (i) folgt
(T = X)™MO"v,;(A) =mly;(N), Yjie{l,... k} (4.1)

Fir j € {1,...,k} ist also 0™7;(\) € ker(T' — AI)™ "1, aber 9™;(\) ¢ ker(T — AI)™. Um zu
zeigen, dass die Menge {9™y1(A), ..., 0™y,(A)} C ker(T — AI)™ ! linear unabhéngig ist, gelte
Z§=1 a; 0™, (A) = 0 fir gewisse a1, ..., ax € C. Dann folgt aus (4.1)

k k
0= (T-A)" <Z%’ am%'(/\)) = m!Z%‘ %5 (A),

und damit a3 = --- = ax = 0. Insgesamt ist also die Menge
B:={0"y;(\) :je{l,....k},ne{0,...,m}} C ker(T — AI)™*!
linear unabhéngig. Nach dem Indextheorem von Atkinson (Lemma 2.1.8) gilt nun
dimker(T — AXI)™ " = ind(T — AXI)™! = (m + 1)ind(T — M) = (m + 1)k,
womit B eine Basis von ker(T — \)(™*1) ist, was die Giiltigkeit von (ii) zeigt. O

Korollar 4.1.13. Sei k € N und Q C C ein beschrinktes Gebiet. Sei weiters T € L(H) mit den
FEigenschaften (CD1) — (CD3). Dann ist die Eigenschaft (CD4) dquivalent zu

(CD4*) Es existiert ein w € €2, sodass cls|J { ker(T —wI)™ :m € N} = H.

Beweis. Sei w € Q) beliebig. Da die Abbildung ¢ : @ — Gr(k,Q) : A — ker(T — AI) laut Satz
4.1.6 analytisch ist, gibt es eine offene Umgebung A C 2 von w und analytische Funktionen
vi A= H,j=1,...,k mit ker(T — A\I) = span{y1(\), ..., v(\)} fir alle A € A. Aus Lemma
4.1.12 folgt

clsU{ker(T —wl)™ :m e N} =cls {9"y;(w) : j € {1,...,k},n € No}.
Sei r > 0, sodass m C Q, dann folgt aus den Propositionen 3.3.6 und 3.3.7
s {0"yj(w) :je{l,... . k},neNg} =cls{v;(A) :je{l,....k}, € Up(w)} =
= clsU{ker(T —A):AeUp(w)} = clsU{ker(T — M) : X e Q).
Insgesamt gilt also
cs|J{ker(T —wl)™ : m € N} = cls|_J { ker(T — AI) : A € Q},

was die Behauptung zeigt. O
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Beispiel 4.1.14 (Linksshift, Teil 2). Wir verwenden die Notation aus Beispiel 4.1.4 und betrachten
wieder den Linksshift S € ¢?(N). Wir haben bereits gezeigt, dass S die Eigenschaften (CD1) —
(CD3) fir £k = 1 und Q = D erfiillt. Nun wollen wir zeigen, dass S die Bedingung (CD4*) fiir
w = 0 erfiillt. Dazu definieren wir zunéchst

€j 1= ((51j,52j753j,...)€£2(N), VjeN.
Dann ist {eq, ez, ...} eine Orthonormalbasis von ¢2(N). Weiters gilt
ker S™ =spanfe; : 1 <j<m}, VmeN

und damit
clsU {ker S™ :m € N} = cls{e; : j € N} = (*(N).

Insgesamt ist also S € B (D). i

Lemma 4.1.15. Ist (H,(-,-)u) ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum iber C,
dann gilt H = (*(N), d.h. es gibt einen isometrischen Isomorphismus ¥ : H — (*(N).

Beweis. Sei {b, : n € N} eine Orthonormalbasis von H. Fir z € H und n € N definieren wir
(U2), := (x,b,) 5. Die lineare Abbildung ¥ : H — (?(N) : 2 — Wz ist wegen der Parseval’schen
Gleichung

lzll} = (2, 2) gy = > N ba)yl>, VoeH
n=1

wohldefiniert und isometrisch. Um zu zeigen, dass ¥ surjektiv ist, sei (z,)nen € £2(N) beliebig.

Dann gilt
Hzxnbn H:Z‘zn| < 00,
n=1 n=1

also ist = := ZZO=1 Tpb, € H und (Vz),, = (x,b,)g = x, fir alle n € N. Insgesamt ist ¥ ein
isometrischer Isomorphismus. O

Proposition 4.1.16. Sei (H,{-,-)n) ein Hilbertraum dber C, k € N und Q@ C C offen. Sei
f:Q — Gr(k,H) analytisch, w € Q und {by1,...,b,} eine Orthonormalbasis von f(w). Sei
weiters Ay C Q eine offene Umgebung von w und v; : Ay — H,j = 1,...,k analytisch, sodass
vi(w) =b; fir alle j € {1,...,k} und f(X) =span{y1(A),...,v(\)} fir alle A € A;.

Dann g¢ibt es eine offene Umgebung Ay von w und analytische Funktonen #; : Aoy — H fir
j=1,...,k, sodass

1. 4j(w) = b; fir alle j € {1,...,k},
2. f(A) =span{51(N), ..., %(A)} fir alle X € Ay und
3. (3i(N),b5) ;= 65 fiir alle i,j € {1,...,k} und alle X € As.
Beweis. Fiir A € Ay sei C(\) € C**¥ definiert durch
C(N)ij = (vi(A),bj)u, Yi,je{l,... k}.

Da die Funktionen v;,5 = 1,...,k analytisch sind, ist die Abbildung C' : A; — CkxE . )\
C(\) analytisch. Weiters gilt laut Voraussetzung C(w) = I, € GL(C), wobei wir mit I; die
Einheitsmatrix bezeichnen. Es existiert also eine offene Umgebung As C A; von w, sodass die
Matrix C(\) fir alle A € Ay invertierbar ist. Nach Lemma 1.1.9 ist somit auch die Abbildung
C()™t i Ay — CF* : X — C(\)~! analytisch. Wir definieren nun fiir j € {1,...,k} die

Abbildungen
k

ﬁj:AQ%H:A*—)Z(C()\)fl)

i=1

Yi(A)-

Jst
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Diese sind analytisch und wegen C(w) = Ij gilt 4;(w) = v;(w) = b; fir alle j € {1,...,k}.
Um zu zeigen, dass die Elemente 41 (\), ..., 9% (\) fiir alle A € Ay linear unabhéngig sind, gelte
Z§=1 a;%;(A) = 0 fiir ein A € Ay und gewisse o, ..., a; € C. Es ist also

k k k k
0= Z a; (Z (C’(/\)*l)m 71(,\)) = Z < a; (C()\)l)j,i) v (A).
: =

i=1

Daraus folgt E?Zl aj (C(/\)_l)jl_ =0 fiir alle ¢ € {1,...,k}, was dquivalent zu

(a1,...,05) - C(A\)~'=(0,...,0) e CF
ist. Es muss also a; = -+ = o, = 0 gelten. Dies zeigt

span{¥1(A), ..., 4r(A)} = span{y1(A), ..., (M)} = f(A), VA€ Ag.
Um den Beweis abzuschliefien, sei bemerkt, dass die Gleichung C(\)~! - C(A\) = I}, fiir X € Ay
aAquivalent ist zu
k
D A(CN), CWNey =iy, Vijed{l, ..k}
=1
Fird,j € {1,...,k} und A € A, gilt also

k k
Sig = > (CN),, (e by)py = <Z N, w(A),bj>H = (5i(N):b5) s

£=1 =1
woraus die letzte Behauptung folgt. O

Definition 4.1.17. Sei X ein Banachraum iiber C, k,m € N und 2 C C ein Gebiet. Zwei
analytische Abbildungen f, f : Q — Gr(k, X) stimmen in w € Q von m-ter Ordnung fiberein,
falls es offene Umgebungen A, A C Q von w und analytische Funktionen v; : A — X,7; : A —
X,j=1,...,k gibt, sodass

1. f(A) =span{y(A),...,v(N)} fiir alle A € A,
2. f(\) =span{71(\), ..., 3% (N)} fiir alle A € A und
3. 0"yj(w) = 0"y;(w) fir alle j € {1,...,k} und alle n € {0,...,m}.

Definition 4.1.18. Sei X ein Banachraum iiber C, k,m € N und Q C C ein Gebiet. Zwei
analytische Abbildungen f,f : Q = Gr(k,X) berihren einander von m-ter Ordnung, falls zu
jedem w € 2 ein unitidrer Operator U,, € L(H) existiert, sodass die Abbildungen fund U, f in
w von m-ter Ordnung {ibereinstimmen.

Satz 4.1.19. Seien T, T € Bi(Q) und t,t : Q@ — Gr(k, H) definiert durch t(\) := ker(T — \I)
und £(\) := ker(T — AI). Fiir w € Q und m € N sei weiters N = (T — wI)|xer(r—wrym+1 und

N~ (T — WI)|yep(P—prym+1- Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt einen unitiren Operator U, € L(H), sodass die Abbildungen t und Uyt in w von
m-ter Ordnung tbereinstimmen.

(i) Die Operatoren NLm] und NLm] sind unitdr dquivalent.
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Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, sei H := ker(T —wI)™+! und Hy := ker(T —wI)™+.
Die Rdume H; und H> sind als abgeschlossene lineare Teilrdume des Hilbertraumes H ebenfalls
Hilbertraume. Weiters gilt fir x € H; klarerweise (T — wl)z € ker(T — wI)™ C Hy, also kann

man N als Element von £(H;) auffassen. Analog gilt NI € £(H,). Die Operatoren Ni™ und

Nl[um] sind also per definitionem genau dann unitir dquivalent, wenn es einen unitédren Operator
W € L(Hy, Hy) gibt, sodass WNq[Um] = NQW]W.

(=) Laut Voraussetzung gibt es zu w € € einen unitdren Operator U, € L(H), offene
Umgebungen A;A C Q und analytische Funktionen 4; : A — H,%; : A — H,j = 1,...,k,
sodass

o Uy ker(T — AI) = span{1(A), ..., Jx(\)} fur alle A € A,
e ker(T — A1) = span{71(\), ..., 3 (\)} fiir alle A € A und
o 0"y;(w) = 0"4;(w) fur alle j € {1,...,k} und alle n € {0,...,m} gilt.

Fir j € {1,...,k} sei v; := U} 45,5 = 1,..., k. Dann sind die Funktionen ~v; : A — Gr(k, H)
analytisch und es gilt

ker(T — AI) = span{y1(A\),...,(N)}, VA€ A.
Weiters folgt aus obigen Eigenschaften
0" (w) = Upd™vj(w), Vje{l,....k},ne{0,...,m}.
Laut Lemma 4.1.12 (ii) gilt auflerdem

Hy = ker(T — wI)™* = span{0™y;(w) : j € {1,...,k},n €{0,...,m}} und
Hy = ker(T — wI)™ ™ = span{0"¥;(w) : j € {1,...,k},n € {0,...,m}}.

Sei also j € {1,...,k} und n € {1,...,m}, dann folgt aus Lemma 4.1.12 (i)
U Ny (07 (w)) = Uy (T = wI)(9"y5(w)) = U (n - 9" v;(w))
=n-0""15;(w) = (T — wh)d"5;(w) = Ng"U, (0", (w))
Fir j € {1,...,k} (und n = 0) gilt
UuwNg" (75 (wo)) = 0 = N (3;(wo)) = NJU (v (w)).

Definiert man W := Uy |y, : Hi — Hs, dann ist W unitir und es gilt WNI[Um] = Ni[um]W. Die
Operatoren Ni[um] und NLm] sind also unitar dquivalent.

(<) Laut Voraussetzung existiert ein unitdrer Operator W € L(Hy, Hz) mit WN =

Nq[ﬂm}W. Wegen dim H; = dim Hy < oo existiert laut Lemma 4.1.15 ein isometrischer Isomor-

phismus V : Hi* — Hs-. Wir bezeichnen mit ¢y : Hy — H und 13 : H3- — H die identischen
Einbettungen und mit Py, € £(H) die orthogonale Projektion auf H; und definieren

Uy :=t10WoPy, +i20Vo(l—Py,)e€LH).
Dann gilt fiir = z; + 7o € H mit x; € H; und 7o € Hi- mit Hilfe des Satzes von Pythagoras
U3y = (W1 + Vsl = (War|F + [Vl = el + lzallfr = 20+ z2llf = 23

Also ist Uy, € L£(H) unitér und es gilt U, Nia = NI"U, 2 fiir alle o € ker(T — wI)™+!.
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Unser Ziel ist es zu zeigen, dass £ und U,,t in w von m-ter Ordnung iibereinstimmen. Sei dazu
{b1,...,bi} eine Orthonormalbasis von ker(T" — wI). Dann ist {Uy,b1, ..., U,br} eine Orthonor-
malbasis von ker(T — wl). Laut Satz 2.1.13 und Proposition 4.1.16 gibt es offene Umgebungen
A,A C Q von w und analytische Funktionen v A — H 7 A = H,j=1,...,k, sodass
erstens

Uut(A) = span{Uum (V) ... U1V A € A, E(A) = span{Fi(A), ..., (W)} V A € A,

zweitens
vi(w) =bj,  Fj(w) =Uybj, Vje{l,... k}

und drittens
(0"i(w),bj) ;= (8"%i(w), Uwby), =0, Vi,je{l,....k},neN (4.2)
gilt. Wir zeigen nun

U (0™ (w)) = 0"y;(w), Vjie{l,....,k},ne{0,...,m} (4.3)
durch Induktion nach n. Sei dazu j € {1,...,k} beliebig aber fest gewéhlt. Fiir n = 0 gilt
Uwyj(w) = Uybj = 7j(w). Sei also n € {0,...,m — 1} und gelte Uy, (9™v;(w)) = 9"%;(w). Dann
gilt laut Lemma 4.1.12 (i)

NI (U0 (w) — "1 (w)) = NIU 0"y (w) — NI o5, (w) =
= Uy NIy (w) — N0 H15;(w) = (n + 1) (U0 (w) — 9"%;(w)) = 0.
Also ist Uy, 0"y (w) — 0"H17;(w) € ker(T — wl) = span{Uyby, ..., Uyby}. Firi € {1,...,k}
gilt aber wegen (4.2)
(U0 My (w) — 0" (w), Uwbi) ;= (U0 (w), Unbs )y — (0" 14 whi) =
= (0" (w), i), — (8" (w), Unb; > =0-0=0,

woraus Uy, 0" 1y;(w) = 9"F15;(w) folgt. Damit ist (4.3) gezeigt, also stimmen ¢ und Uyt in w
von m-ter Ordnung iiberein. O

Korollar 4.1.20. Seien T, T € Bi(Q) undt,t: Q — Gr(k, H) definiert durch t(\) := ker(T—\I)
und () := ker(T — XI). Fiir \ € Q und m € N sei weiters N[m] (T — M) |xer(r—rrym+1 und

N;m] = (T - A |yex(F—arym+1- Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Die Abbildungen t und t beriihren einander von m-ter Ordnung.

(i) Fir alle A € Q sind die Operatoren N)[\m] und N)[\m] unitdr dquivalent.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.1.19. O



Kapitel 5

Verallgemeinerte
Cowen-Douglas-Operatoren

Im Folgenden wollen wir eine Verallgemeinerung der Cowen-Douglas-Operatoren betrachten,
welche zum ersten Mal in den Arbeiten [1] und [2] von M. J. Cowen und R. G. Douglas beschrieben
wurde. Wir orientieren uns dabei an dem Artikel [3] von R. E. Curto und N. Salinas.

5.1 Verallgemeinerte Cowen-Douglas-Operatoren

Sei (H, (-,-)g) wieder ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum iiber C. Fiir n € N
definieren wir das kartesische Produkt H" := H?Zl H und versehen es mit dem Summenskalar-
produkt

n

<(:171, ces ), (Y1, - - ,yn)>Hn = Z(a:j,yj>H.

Jj=1

Damit wird H” zu einem Hilbertraum iiber C. Des Weiteren sei L"(H) := H;‘L:1 L(H) versehen
mit der Summennorm

Ty, Tl =D IIT5 )
j=1

Fir T = (Th,...,T,) € L"(H) und A = (A1,...,\n) € C" sei der Operator Dp_y € L(H,H™)
definiert durch

o JH - H
T 2 = (T =MDz, (T — \)3).

Definition 5.1.1. Seien k,n € N und 2 C C" ein beschrénktes Gebiet. Wir bezeichnen mit
B () die Menge aller n-Tupel T = (T1,...,T,) € L™(H) mit folgenden Eigenschaften:

(VCD1) Fir alle A € Q ist ran®1_) C H™ abgeschlossen.
(VCD2) Fiir alle A € Q ist dimker ®1_ ) = k.
(VCD3) clsU{kerDr_,: A€ Q} =H.

Lemma 5.1.2. Sein € N und Q C C" offen. Fir ein n-Tupel T = (Ty,...,T,) € L"(H) mit
der Eigenschaft (VCD3) gilt

T,T; = TyT,, Yi,je{l,...,n}.

47
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Beweis. Seien i,j € {1,...,n} beliebig aber fest gewihlt. Fir jedes A = (A1,...,\,) € Q ist
offensichtlich ker Dp_y = (I _, ker(T,, — A 1). Ist also A € Q und = € ker D_,, so folgt aus

m=1

der Linearitidt der Abbildungen T; und Tj die Giiltigkeit von
T;Ti(z) = T;(N\jz) = \Ti(z) = Ajhie = Ao = N (x) = Tj(MNx) =TT (x).
Ebenfalls aus der Linearitat der Abbildungen T; und 7} erhdlt man damit
T;Tj(z) = T;T;i(z), Vze spanU {kerDr_\: A€ Q}.

Da die Abbildungen T; und T; aulerdem stetig sind, ergibt sich daraus und wegen der Eigenschaft
(VCD3) die Behauptung. O

Definition 5.1.3. Fir T € B}(Q2) sei
Bt = {()\,:c) EOxH:x¢€ ker@T_)\} und 7 Ep — Q:(\z)— A\
Fiir A € Q definieren wir weiters E ) := 7p' (A) und

— (. . : ET’A " ET’A -
hr = (., >ET7>\ : { (()\,1')7()\724)) — (z,Y)H.

Satz 5.1.4. Sei T € Bp(Q) und w € Q beliebig. Dann gibt es eine offene Umgebung A,, C Q
von w und eine analytische Funktion Ty, : A, — L(CF, H), sodass

ranTy(A) =ker®p_ und Typ(w) Ty(A) =1Ick, VAEA,.

Beweis. Laut Voraussetzung ist ran®r_,, € H" abgeschlossen und damit ein Hilbertraum
iiber C. Betrachtet man ®r_,, als beschridnkten linearen Operator von H auf ran ®r_,,, so ist
Dr_w € F(H,ran Dp_,,) mit nul Op_,, = k und def D_,, = 0. Ist Pye, € L(H) die orthogonale
Projektion auf ker ®1_,,, dann existiert laut Lemma 2.1.10 ein Operator S e Fran®r_y,, H)
mit S o Dp_y = Iy — Pror. ISt Pean € L(H™) die orthogonale Projektion auf ran Dr_,,, so ist
S:=S50Pq, € L(H™, H), und es gilt weiterhin S o Dr_,, = Iy — Pyer-

Setzt man A, = {A € C" : ||A — w2 < ||S]| 7'}, dann gilt fir A € A, und z € H

1Dr—w| 3 = (1 = w), .o, O = wa)a) ||, = Z Ai = wil® ||l = A = w3 - |zl

und damit
1S 0 Dxr-wl < IS [Pr-wll = [IS] - ] = wll, < 1.

Der Operator (Ig — S oDx_y) € L(H) ist also fiir alle A € A,, invertierbar mit
o0
(In —SoDxw) ' =) (SoDr )™, VAEA,.
m=0

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Abbildung A, — L(H, H™) : A — D _,, analytisch ist.
Nach Lemma 1.1.5 ist dies dquivalent dazu, dass die Abbildung A,, — H" : A — D_,x fiir alle
x € H analytisch ist. Um das zu zeigen, seien © € H, A € A,, und j € {1,...,n} beliebig. Dann
gilt

..,0,()\j+h—wj)x—()\j—wj)x,O,...,O) =

—
=

(9)\+hej7wx - @)\,wx) =

S| =

==

—~
=

,0,hz,0,...,0) 22% (0,...,0,2,0,...,0) € H".
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Damit ist auch die Abbildung A,, — L(H) : A = (Ig — S 0 D_,,) analytisch. Mit Hilfe von
Lemma 1.1.9 folgt nun, dass die Abbildung A,, — L(H) : A = (Ig — S 0Dy_,)" ! ebenfalls
analytisch ist.

Wir betrachten fir A € A,, den Operator

P =1y —(Ig—So0Dy_y) toSoDr_, € L(H).
Aus dieser Definition folgt zunéchst P(\)x = z fiir alle € ker ®1_ ), also
ran P(A) DkerDr_y, Ve A,. (5.1)
Auferdem ist laut obigen Uberlegungen

SO@Tf)\:SO(Qwa_@)\fw) =500y —S0Dy_y =
:IH_Pkcr_SOQ)\fw

und damit

PA)=1In—(Ig —SoDxy-w) ' o(Ilg = S0y — Pier) =

=(Ig —SoDy_y) ' 0 Prer

Daraus folgt

dimran P(A\) = dimker O_,, = dimker ®p_», VA€ A,,. (5.2)
Aus (5.1) und (5.2) ergibt sich insgesamt

ran P(A) =ker®r_), VAe€A,.

Ist nun V : C* — ker ®p_,, ein isometrischer Isomorphismus, so ist die Abbildung

o Aw = L(CH)
YN = PM\)oV

analytisch und fir alle A € A, ist ranT'(A) = ran P(\) = ker ®p_j.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei A € A, beliebig. Aus So®r_,, = I — Pye, folgt zunéchst
Pier 0 Sz = 0 fiir alle € ran D_,,. Fiir alle 2 € (ran Dy _,, )" ist aber Sz = S0 Pnz = 0, und
somit Py 0S =0 € L(H™, H). Daraus folgt schlielich

Fw(w)*rw(A) = V*P(w)*P()\)V = V*Pker(IH —-So "D/\—w)_lpkerv =

=V Prr D (S0Ds )"V =V Prar(S0Dr0y)"V =V* PV = Is.
m=0 m=0

O
Korollar 5.1.5. Sei T € B} (Q2), dann ist die Abbildung

L9 = Gk H)
’ A= ker@T_A

analytisch.

Beweis. Sei w € 2 beliebig. Laut Satz 5.1.4 existiert eine offene Umgebung A C € von w und
eine analytische Funktion I' : A — £(CF, H) mit

ranl'(A) = kerDr_), VAeA.

Definiert man also fiir j € {1, ..., k} die (laut Lemma 1.1.5) analytischen Funktionen v; : A — H
durch 7;(A) :=T'(\)e;, dann gilt

span{y1(A),...,7%(N)} =T (\)span{eq,...,ex} =kerDr_), VA€ A.
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Korollar 5.1.6. Sei T € Bj}(Q2), dann ist (mr, E1,$Q, hrt) ein Hermite’sches Vektorbindel vom
Rang k tber Q.

Beweis. Laut Korollar 5.1.5 ist die Abbildung t : Q@ — Gr(k, H) : A — ker ®_) analytisch. Aus
Lemma 3.2.4 und Lemma 3.2.10 folgt, dass Ey = Er eine (n + k)-dimensionale Mannigfaltigkeit
und (7, ET,Q, ht) ein Hermite’sches Vektorbiindel vom Rang k iiber (2 ist. O

Korollar 5.1.7. Ist Qg eine nichtleere, offene und zusammenhdngende Teilmenge von 2, dann

ist B1(Q) 2 BI(Q).

Beweis. Sei T € B (). Klarerweise erfiillt T € £™(H) die Bedingungen (VCD1) — (VCD3) auch
fiir alle A € Q¢ C Q. Da die Abbildung t : Q@ — Gr(k,H) : A — ker ®1_» nach Korollar 5.1.5
analytisch ist, gilt laut Proposition 3.3.6 auflerdem

cls{ker®p_x : A€ Qp} =cls{kerDp_r: A€ Q} = H.
Es ist also T € B (o). O

Definition 5.1.8. Seien H; und H, Hilbertrdume tiiber C. Wir nennen zwei n-Tupel T =

(Ty,...,T,) € L*(Hy) wnd T = (Ty,...,T,) € L"(H>) komponentenweise unitir dquivalent,
falls es einen unitdren Operator U € L(H1, H) gibt, sodass UT; = T;U fir alle j € {1,...,n}.

Satz 5.1.9. Zwei n-Tupel T, T € Br () sind genau dann komponentenweise unitir dquivalent,
wenn die zugehorigen analytischen Abbildungen

o = Gk H) (9 = Gr(k H)
i {)\ o kaDp, M t'{ A o ker®g

kongruent sind.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass
kerCDT,\—mker (T; — A\;I) und kerCDTA—mker (T; — M\I), Y AeQ.
j=1 j=1

(=) Sei U € L(H) unitir, sodass UT; = T;U fiir alle j € {1,...,n}. Dann gilt fiir A € Q,z €
Hundie{l,...,n}

(T; = DUz =0 < UNT,—\DUz=0 < (T, NIDz=0,

woraus ker(T; — \;I) = Uker(T; — \;I) folgt. Damit ist

ﬂker T, — \I) ﬂUker T, — \I) (ﬂker -—)\I):UE()\), VaeQ.

Die Abbildungen t und t sind also kongruent. 3
(«=) Sei W € L(H) ein unitérer Operator, sodass t(\) = Wt()) fiir alle A € . Dann gilt fiir
i€{l,...,n}, € Qund x € kerDg_, = (;_, ker(T; — \;I)

W*TiWa — Tyx = W* (T; — i)Wz = 0.
:)\ia: =0
Wegen clsJ{ker D1 : A € Q} = H folgt daraus WT; = T;W fiir alle j € {1,...,n}. Die
n-Tupel T und T sind also komponentenweise unitir dquivalent. O
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Korollar 5.1.10. Seien T, T € B} (). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die n-Tupel T und T sind komponentenweise unitir dquivalent.

(ii) Die Hermite’schen Vektorbindel (mr, B, hr) und (14, E4,Q, hy) sind dquivalent.
(iii) Die Hermite’schen Vektorbindel (mr, B, Q, ht) und (7g, B4, Q, hi) sind lokal dquivalent.

(iv) Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge A von ), sodass die Hermite’schen Vektorbindel
(WT,m}l(A),AﬁT) und (WT,W%l(A),AﬁT) dquivalent sind.

Beweis. Da fiir die laut Korollar 5.1.5 analytischen Abbildungen

9 5 GrkH) S [ Q o GrkH)
t'{ P t'{ A o kerDg

die Voraussetzung
cds| J{t(N):ae Q) =ds| J{tN):reQ}=H
erfiillt ist, folgt die Behauptung direkt aus dem Stabilitatssatz (Satz 3.3.13) und Satz 5.1.9. O

Die Aussage von Satz 5.1.4 motivierte R. E. Curto und N. Salinas zu folgender Definition
(siehe [3], Definition 2.3).

Definition 5.1.11. Sein € N und 2 C C” ein beschrinktes Gebiet. Wir bezeichnen mit BY (€2)
die Menge aller n-Tupel T = (11, ...,T,) € L"(H) mit folgenden Eigenschaften:

(CS1) Fir alle A € Q ist ran ®1_) C H™ abgeschlossen.

(CS2) Zu jedem w € Q existiert eine offene Umgebung A,, C € und eine analytische Funktion
Ty : Ay — L(F2(N), H), sodass fiir alle A € A,,

kerI'y(A) = {0} und ranT,(A\) =kerDr_j.

(CS3) clsU{kerDr_r: A€ Q} =H.

Definition 5.1.12. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir fiir k¥ € NU{oco} den
Vektorraum (3 := {(&;)k_, : ¢; € C, 25:1 €;|? < 0o} und versehen ihn mit dem Skalarprodukt

k

<(§j)?:1a (Cj)§:1>ei = Zgj zj.

Damit wird (% zu einem Hilbertraum tiber C.

Definition 5.1.13. Sein € Nund A C C” ein beschrianktes Gebiet. Fiir £ € NU{co} bezeichnen
wir mit A7 (A) die Menge aller n-Tupel T = (T1,...,T,) € £"(H) mit folgenden Eigenschaften:

(A1) Fur alle A € A ist ranDr_) C H" abgeschlossen.

(A2) Es existiert eine analytische Funktion I' : A — L£(¢2, H), sodass fiir alle A € A

kerI'(A) = {0} und ranI'(\) =ker®r_,.

(A3) clsU{kerDr_r: A€ A} =H.

Fiir eine Funktion I' : A — L(/3, H) wie im Punkt (A3) definieren wir Kr : A x A — L(¢%)
durch Kr(A, p) :=T(p)*T(N) fir alle A\, u € A.
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Lemma 5.1.14. Sein € Nk € NU {oo} und Q@ C C" ein beschrinktes Gebiet. Dann ist ein
n-Tupel T € L"(H) genau denn ein Element von By (), wenn es um jeden Punkt w € Q eine
zusammenhdngende offene Umgebung A,, C Q g¢ibt, sodass T ein Element von A} (A,,) ist.

Beweis. (=) Sei T € B(Q) und w € Q beliebig aber fest gewdhlt. Dann existiert laut Satz
5.1.4 bzw. Definition 5.1.11 eine offene Umgebung A,, C € von w und eine analytische Funktion
Ty Ay — L(02, H), sodass erstens ker I',,(A) = {0} und zweitens ranI',,(\) = ker D _, fiir alle
A€ Ay gilt. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass A,, zusammenhéngend ist. Die Eigenschaften
(A1) und (A2) sind damit bereits erfiillt. Die Eigenschaft (A3) folgt aus Korollar 5.1.7.

(<) Existiert zu jedem Punkt w € Q eine zusammenhéngende offene Umgebung A,, C Q,
sodass T € A} (Ay), so ist erstens ran®p_y C H" fiir alle A € Q abgeschlossen und zweitens
cls{ker®r_» : A € Q} = H. Ist k = oo, so gilt also T € B2 (). Ist k € N, so folgt aus der
Eigenschaft (A2), dass dimker ®p_y = k fiir alle A € Q gilt. Damit ist T € B} (Q). O

5.2 Hilbertraume mit reproduzierendem Kern

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit funktionalen Hilbertrdumen beschéftigen. Als Grundlage
dient uns hierfiir neben dem Artikel [3] auch das Skriptum [8] von Maximilian Kleinert.
Im Folgenden sei €2 eine beliebige nichtleere Menge und (G, (-, -)¢) ein Hilbertraum iber C.

Definition 5.2.1. Eine Abbildung K : Q x Q — £L(G) heifit
1. Kern auf Q x Q, falls K(\, u)* = K(u, \) fiir alle A\, p € Q.

2. positiver Kern auf Q x Q, falls fiir je endlich viele Aq,...,\,, € Q die Operatormatrix
(K (X, )‘Q))Zqzl positiv semidefinit ist, d.h. falls

m

> (KA A)Tp, g)p 20, Va1, 2 € G

p,q=1

Lemma 5.2.2. Fir einen positiven Kern K : Q x Q = L(G) gilt K(\, p)* = K(u, \) fir alle
A€ Q.

Beweis. Da K ein positiver Kern ist, gilt zunéchst (K (A, Az, x)g > 0 fir alle z € G und X € Q.
Weiters gilt fiir alle x1,z5 € G und Ay, Ay € Q

2
0< Z <K(/\p,/\q)mp,xq>G =

p,q=1

= (K(\, )\1)331,$1>G + (K (A, )\2)3717$2>G + (K (X2, )\1)$27$1>G + (K (X2, )\2)$2,$2>G-

Also ist (K(A1, A2)z1,z2)a + (K(A2, \1)x2,z1)¢ € R fir alle 21,20 € G und alle A\, Ay € Q.
Setzt man x1 = z9, dann folgt ([K(A1,A2) + K(A2, A1)]z,2)¢ € R fir alle z € G. Also ist
[K(A1,A2) + K(X2, A1)] € L(G) selbstadjungiert, d.h.

KA1, X2) + K (A2, A1) = K(A1, A2)* + K(Ag, Ay)* (5.3)

Setzt man 1 = iz, so ergibt sich (i[K (A1, A2) — K (A2, \)]z, 2)¢ € R fiir alle z € G. Also ist
auch i[K (A1, A2) — K (A2, \1)] € L(G) selbstadjungiert, d.h.

i[K (A1, A2) — K(A2, A1)] = —i[K (A1, A2)" — K (A2, M1)7]
= K()\l, /\2) — K()\27>\1) = —K(>\1,)\2)* + K()\Q,)\l)*. (54)

Addiert man nun die Gleichungen (5.3) und (5.4), so folgt K (A1, Aa) = K (A2, A1)*. O
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Definition 5.2.3. Wir bezeichnen mit §F(£2, G) den (komplexen) Vektorraum aller Funktionen
von 2 nach G. Die Vektorraumoperationen seien dabei punktweise definiert, d.h. es gelte

(af +bg)(N\) =af(N) +bg(N\), V f,g€F(RQ,G), a,beC, X e .

Ein Hilbertraum H heifit funktionaler Hilbertraum auf Q, falls er ein linearer Teilraum von

F(Q, G) ist.

Definition 5.2.4. Fin funktionaler Hilbertraum H heifit Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
(abkiirzend schreiben wir RKHS), falls fiir alle A € Q das Punktauswertungsfunktional

JH = G
ﬂ”'{f - I

stetig ist.

Definition 5.2.5. Sei (H, (-,-)#) ein funktionaler Hilbertraum. Eine Abbildung K : Q x Q —
L(G) heift reproduzierender Kern von H, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(RK1) Firalle A € Qund z € Gist K(A, )z : Q@ — G : p— K(A, p)x ein Element von H.
(RK2) Fir alle A € Q,x € Gund f € H gilt (f(N\),z)g = (f, K(\,-)z)n.

Lemma 5.2.6. Sei (H, (-, )%) ein funktionaler Hilbertraum. Dann ist H genau dann ein RKHS,
wenn er einen reproduzierenden Kern K : Q x Q — L(G) besitzt. In diesem Fall ist K eindeutig
bestimmt und es gilt K(\, p) = E(p)E(N)* fiir alle A, pn € Q.

Beweis. (=) Sei (H, (-,-)3) ein RKHS. Wir betrachten die Abbildung
K { OxQ — L(G)

L (A = E(wEN)”
Da laut Voraussetzung E(p) € L(H,G) und E(N\)* € L(G,H) fir alle A\, u € Q gilt, ist diese
Abbildung wohldefiniert. Seien nun A € Q und z € G beliebig aber fest gewéahlt. Dann ist
E(\)*z € H und es gilt

(B 2) (1) = E@ B = KO\ p)z, ¥ peq.

Es ist also E(A\)*z = K (A, )z € H. Des Weiteren folgt daraus

(fN),z)a = (ENf,x)a = (f, EQ) ) = (f, KA, )1)3

(«<=) Die Abbildung K : Q x Q — L(G) erfillle die Bedingungen (RK1) und (RK2). Sei
A € Q beliebig aber fest gewahlt. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt, dass
die Abbildung H — C: f — (f, K(\,-)z)y fir alle x € G stetig ist. Aus der Eigenschaft (RK2)
folgt damit, dass fiir alle x € G auch die Abbildung

H—C: f s (B )

stetig ist. Wir wollen nun zeigen, dass der Graph von E()) abgeschlossen ist. Sei dazu (f,)nen
eine Folge in H, fir welche die beiden Limiten f := lim, o fr € Hund y :=lim,, o0 E(N) fr € G
existieren. Dann gilt fiir alle z € G

<E()‘)fnax>G m <E()‘)f7I>G und <E(>‘)fn7I>G ‘n’__)i.i) <y,$>G,

also y = E(\)f. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt nun die Stetigkeit von E(\).
Da X € Q beliebig war, ist H somit ein RKHS.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei K : Q x @ — L(G) eine weitere Abbildung mit den
Eigenschaften (RK1) und (RK2). Fiir alle A € Q,2 € G und f € H gilt also

Daraus folgt K()\, )z = E(\)*z, also K(\, p)z = E(u)E(\)*z fir alle \,p € Qund z € G. [
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Lemma 5.2.7. Sei (H,(:,-)n) ein RKHS mit Kern K. Dann gilt:
(i) K ist ein positiver Kern auf  x Q.

(i) cls{K(\,)z: A€ Qzxe G} ="H.

(i) Fiir X € Q gilt | K\ M) = [|EN) |2

(iv) Fir jede Teilmenge A C Q ist die Familie {E(X) : X € A} genau dann gleichmafig be-
schrankt, wenn die Familie {K(\,\) : X\ € A} gleichmdfig beschrankt ist, d.h. es gilt

sup [EQV)| < oo sup [K(A,N)] < .
AEA AEA

In diesem Fall folgt aus der Konvergenz in H die gleichmdfige Konvergenz in §(A, G).
(v) Fiir A € Q ist ker K(\, X) = ker E(\)*.

Beweis. Fir A € Q bezeichnen wir mit E(\) : H — G wieder das Punktauswertungsfunktional.
Dann ist laut Lemma 5.2.6 der Kern K gegeben durch K(\, p) = E(p)E(A)* fir alle A,y € Q.
(7) Seien A1,..., A\ € Q und z1,...,2,, € G beliebig, dann gilt

Z (K (X\ps Ag)Tp, Tq) ;= Z (EOp)E(\) Tp,2q) =
p,q=1 p,q=1
- < Z E(Ap) xp, Z E()\q)*xq>H > 0.
p=1 g=1

(ii) Sei f € span{K(\,-)z : A € Q,x € G}*, dann folgt aus der Eigenschaft (RK2)
(fN), 2y = (f, K\ )z), =0, VAEQzed.

Also muss f = 0 sein. Damit ist cls{K(\,")z: A € Q,xz € G} =H.
(#i7) Sei X € Q beliebig aber fest gewéhlt. Dann gilt zunéchst

IO = IEQEXN[ < IEQ)] - IIEX)*] = [EO]*
Umgekehrt folgt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
1B (|3, = (B2, BQ\)z)y = (BN EW) @, 2)¢ < |[EQEN| - |l2llg, Ve,
also |[EN)|?2 = [EOV)*|12 < |[EA)E\)*|| = || K (A, M), was die Behauptung zeigt.
(tv) Sei A C Q und gelte supyca [|E(N)]| < oo. Ist nun (fy,)nen eine konvergente Folge in H

und f :=lim,_, f,, dann gilt

lim sup [[f(A) = fa(Mllg = lim sup [[EQA)(f — fa)llg < lm sup [[EN)[| - [[f — fally = 0.
AEA n=00 A A n—=00 AcA

n— o0

Die andere Aussage folgt direkt aus Punkt (ii4).
(v) Sei A € Q beliebig aber fest gewéhlt. Ist z € ker K (A, \), so folgt

0= <K()")‘)$7$>G = <E()‘)E()‘)*x’x>G = <E()\)*1‘,E()\)*LL‘>H,

also x € ker E(A)*. Ist umgekehrt « € ker E(\)*, so gilt K(A\, Nz = E(A)E(\)*z =0. O
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Satz 5.2.8. Sei K : Q x Q — L(G) ein positiver Kern. Dann existiert genau ein RKHS H,
sodass K der reproduzierende Kern von H ist.

Beweis. (1) Wir betrachten den linearen Raum
D :=span{K(\, )z : A€ Q,z € G} CF(Q,G)

und definieren fir f = Z 1 K(Ap,-)zp und g = Z 1 K (g, )yq aus D

g>D = ZZ<K(/\P’MQ)$p’yq>G- (55)

p=1g=1

Um zu zeigen, dass (-, -)p wohldefiniert ist, nehmen wir an, dass f auch eine andere Darstellung
besitzt. Sei also f =321 K(Ap, )z, = Z£=1 K (Cp, -)zp, dann gilt

4 n n L n
:ZZ (Cps Hq) vayq> Z<ZK(vaﬂq)zmyq>G:Z<f(ﬂq)vyp>c:
p=1qg=1 q=1 p*l q=1
- Z<ZK > Mg J“10’?!<1> ZZ<K po 1) TpsYa) g = (J29) p-
g=1 p=1 p=1gq=1

Wegen K (A, p)* = K(u, \) fur alle A, p € Q gilt Entsprechendes, wenn g eine andere Darstellung
hat. Also ist (-, -)p wohldefiniert und man tiberprift leicht, dass (-, -)p in der ersten Komponente
linear ist. Weiters gilt fir alle A\, p € Q und alle z,y € G

(KO w)z,y) o = (2, KO 1) y) i = (2, K (1, Ny) , = (K (1, Ny, )

woraus (f,g)p = (g, f)p fur alle f,g € D folgt. Da K laut Voraussetzung positiv ist, gilt
auflerdem

<f7f>p = Z <K(/\pv /\q)xpazq>g >0, VfeD,
P,q=1
womit (-,-)p eine positiv semidefinite Hermite’sche Sesquilinearform ist. Angenommen es ist
(f,)p =0 fir ein f = Z;nzl K(X\p,-)xp € D. Dann folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung (f,g)p = 0 fir alle g € D. Sind p € Q und y € G beliebig, und setzt man
= K(u, )y, so erhélt man

Z xp) >G:<f(/“‘[’)?y>c':07 VueyedG,

p=1

also f(u) = 0 fir alle g € Q. Damit ist (-, -)p sogar positiv definit. Der Raum (D, (-, -)p) besitzt
also eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Hilbertraum-Vervollstdndigung, welche wir im
Folgenden mit (D, (-, -)p) bezeichnen.

(2) Nun wollen wir zeigen, dass fiir jedes A € Q der lineare Operator Ey : D — G : f — f())
beschrankt ist. Sei dazu A € Q beliebig aber fest gewihlt und f = Z;"Zl K(¢p,-)zp € D. Dann
folgt fir alle y € G aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

(Exfoy) Z(K o Np y) e = (KO ) < KO vl =
- ||f||D\/ Ay KO = [F oV KONy w)a < [|F o[yl o v IE O -

Setzt man y = E) f, so folgt daraus

B < VI -
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Es existiert also eine eindeutige lineare Fortsetzung von £ auf D, welche wir mit £ bezeichnen.
D.h. esist E\ € L(D,G) und E)|p = E).
(3) Wir betrachten nun die Einbettung

Aus der Linearitit von E:'A folgt leicht die Linearitdt von E.Fir f e Dgilt Ef = A — E\ f) =
(A~ Exf) = f, womit E|p = Ip. Da D in D dicht liegt, folgt aus obigen Uberlegungen weiters

(Exf.y)e=(F. KO\ )y)p YAEQ feDyed.

Ist nun Eyf = 0 fiir ein f € ZA)A, so folgt daraus, dass f = 0 sein muss. Die Abbildung E ist also
injektiv. Setzt man H := ran E' und definiert auf H das innere Produkt (-, )3 durch

<Ef’E9>H = (f,9)p, YV fg€D,

so ist H ein funktionaler Hilbertraum auf Q und E : D — H unitir. Weiters stimmt fiir alle
A € Q das Punktauswertungsfunktional E(\) : H — G : Ef — (Ef) (M) wegen (Ef) (\) = Erf
mit dem Operator Ey o E* € L(H,G) iiberein und ist somit stetig. Der Raum H ist also ein
Hilbertraum mit reproduzierendem Kern. Wegen E|D = Ip ist K(\, )z € H fiir alle A € Q und
alle z € G. Auflerdem gilt fiir alle A € Q, 2 € G und Ef ceH

(ENEf,2), = (Exf.x), = (£ KO\ )z)p = (Bf, EK(\,)z), = (Ef,. K\, )x),, .

Nach Lemma 5.2.6 ist K somit der reproduzierende Kern von H.

(4) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien (H1, (-, )%, ) und (Ha, (-, )%, ) zwei Hilbertraume
mit reproduzierendem Kern K. Laut Lemma 5.2.7 (ii) enthalten beide Rdume den Raum D
als dichten linearen Teilraum. Wegen der Eigenschaft (RK2) ist auf diesem das jeweilige innere
Produkt gegeben durch (5.5). Also ist id : (D, (-, )2,) — (Ha, (-, )n,) : [ — f eine Isometrie. Es
existiert also eine eindeutige isometrische Fortsetzung von id auf 1, welche wir mit id bezeichnen.
Fiir A € Q seien Ej(\) € L(H1,G) und E5()\) € L(Hs,G) die Punktauswertungfunktionale.
Dann gilt (Ea()) 0 id)|p = E1(A)|p, woraus Ey(X) o id = E1(\) folgt. Fiir f € H; gilt demnach
(idf)(\) = Ex(N) oidf = Ey(\) f = f() fiir alle A € Q, also ist id : H1 — Ha die Identitéit. [

Definition 5.2.9. Sei n € N. Fiir j € {1,...,n} definieren wir die koanalytischen Funktionen
Z; :C" = C: (M,..., An) = Aj. AuBerdem definieren wir Mz, : §(Q,G) — §(Q,G) : f—Z; - f
und setzen Mz := (Mz,,..., Mz,).

Definition 5.2.10. Sei n € N. Fiir eine offene Teilmenge 2 C C™ bezeichnen wir mit (2, G)
den Vektorraum aller G-wertigen koanalytischen Funktionen auf (2. Ein Hilbertraum # heifit
koanalytischer funktionaler Hilbertraum auf Q, falls er ein linearer Teilraum von A(Q, G) ist.

Lemma 5.2.11. Sein € N,k € NU{oco} und A C C" ein Gebiet. Weiters sei T € Aj(A) und
I':A— L2, H) analytisch mit ker T'(\) = {0} und ranT'(\) = ker Dp_ fiir alle A € A. Dann
existiert ein eindeutiger RKHS Hr C A(A, £2), dessen reproduzierender Kern gegeben ist durch
Kt (siehe Definition 5.1.13) und ein unitiarer Operator Ur € L(H,Hr), sodass UrT} = Mz, Ur
fiir alle j € {1,...,n}.

D.h. T* ist komponentenweise unitir dquivalent zum n-Tupel (Mz, |4y, - .., Mz,

Hr) S Cn('HF)
Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

[ H — AA, )
UF'{ z (/\|—>I‘k()\)*x).
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Um zu zeigen, dass Ur wohldefiniert ist, sei z € H beliebig. Fiir A € A ist I'(\)* € L(H, (%), also
T'(X\)*z € 2. Weiters folgt aus Lemma 1.3.3, dass die Abbildung I'(-)*z : A — 2 : A\ = T'(\)*z
konanlytisch ist, da I' : A — L£(¢%, H) analytisch ist.

Als néichstes wollen wir zeigen, dass Ur injektiv ist. Angenommen es gilt Urz = 0 € A(A, £3)
fiir ein # € H. Es ist also I'(A\)*z = 0 € £2 fiir alle A € A, und damit

<F(/\)*Jc,§>li = (&, T(N)E), =0, VIeA el

Da fiir alle A € A aber ranT'(\) = ker ®1_» und laut Korollar 5.1.7 aulerdem cls | J{ker D_» :
A € A} = H ist, muss x = 0 sein.
Sei nun Hr := ran Ur und das Skalarprodukt darauf definiert durch

<Up33, Upy>F =(x,y)y, Va,yecH

Damit wird Hr zu einem Hilbertraum iiber C und Ur € L(H,Hr) zu einem unitdren Operator.
Weiters ist fiir A € A das Punktauswertungsfunktional E(\) : Hr — 3 : f — f()\) stetig, denn
zu f € Hr existiert ein z € H, sodass f = Urx, womit

[FMlz = TN 2ll2 < (T Nzl = [T - 1Tzl = T [l

gilt. Es ist also [|[E(N)|| < [[T(N)|| fiir alle A € A.

Sei nun j € {1,...,n} beliebig aber fest gewiihlt. Dann ist fiir alle A € A und £ € £2 laut
Voraussetzung I'(A)§ € ker ®1_y C ker(T; — A\;1), also T;I'(A)¢ = A T(A)E. Damit gilt fiir alle
A€ Aundz e H

(UrT2)(0) = TO) T} o = (LT) ' = (AT () o =
=NT(N)@ = X, (Urz)(A) = (Mz,Urz) (M)

Also gilt UrT; = Mz, Ur und damit Mz, |3, = UrT; U € L(Hr).

Es bleibt zu zeigen, dass Kr : Ax A — L(£3) : (A, ) = T'(u)*T'(\) der reproduzierende Kern
von Hp ist. Laut Lemma 5.2.6 reicht es zu zeigen, dass Kr die Eigenschaften (RK1) und (RK2)
erfiillt. Seien dazu A € A und & € £2 beliebig aber fest gewihlt. Dann gilt fiir alle u € A zunéchst
Kr(A, p)€ =T (p)*T(N)¢ = (UrT'(A)€) (), womit die Funktion Kp(X, )¢ = UpI'(A)¢ ein Element
von Hr ist. Ist nun f € Hp und =z € H, sodass f = Urx, dann gilt

(FN), € = ((Urz)(N), e = (T2, £) 0 =
= (2,T(A)¢) , = (Ura, UrT(A\)E) = (f, Kr (X, )€) .
O

Korollar 5.2.12. Sein € N,k € NU{co} und Q C C" ein Gebiet. Zwei n-Tupel T, T € AP(Q)
sind genaw dann komponentenweise unitdr dquivalent, wenn die n-Tupel Mz|y. und Mz|y.
komponentenweise unitdar dquivalent sind.

Beweis. Da laut Lemma 5.2.11 die n-Tupel T* und Mz|z,. bzw. T* und Mz|3;. komponenten-
weise unitir dquivalent sind, folgt die Aussage direkt aus obigem Lemma. O

Im restlichen Teil dieser Arbeit wollen wir der Frage nachgehen, unter welchen Bedingungen
an einen Kern K : QxQ — £(¢3) ein funktionaler Hilbertraum H auf Q existiert, sodass fiir jedes
Jj €{1,...,n} die Einschrinkung Mz, |3, ein Element von £(#) ist und das n-Tupel (Mz|#)* ein
Element von B} (£2) ist. Das néchste Lemma ist bereits ein erster Schritt in diese Richtung.

Sei (G, (-,-)¢) wieder ein beliebiger Hilbertraum tiber C, n € N beliebig aber fest gewihlt
und Q C C"™ offen.
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Lemma 5.2.13. Flir eine Abbildung K : Q x Q — L(G) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es existiert ein eindeutiger RKHS H, sodass K der reproduzierende Kern von H ist und es
gilt Mz, |y € L(H) fiir alle j € {1,...,n}.

(ii) Es gibt eine Konstante C > 0, sodass fiir je endlich viele \°, ..., A™ € Q und xg, ..., 2Zm € G

m m

D= XN =\ (KW A2, ), S C D (KN, A2, 20)

p,q=0 p,q=0

In diesem Fall ist {K(X, ")z : 2 € G} C ker D vy, )< fiir alle A € Q.

Beweis. (i) = (ii) Sei K der reproduzierende Kern des Hilbertraumes (H, (-, -)% ). Dann gilt fur
alle A\ e Qe eG,feHund je{1,..., n}

(f. M2 KN ey, = (Mz, £ K )z),, = (PO, 2)g = (LK Dz,
woraus {K(\, )z : 2z € G} C(;_, ker ((ng l2)* — AjI3) = ker D vy, )-—x fiir alle A € Q folgt.
Weiters gilt damit fiir alle A € Q und x € G
= sup ||©M§f||7-t" > HTDM;KO\")‘%HH" _ ||©>\K()‘ )']CH?-[?7 H>‘H ||©>\H
ren Ml KOSzl [ ONELPY : ’
also supycq [|[Da]] < [|[Dm=]. Sind nun A°,...,A™ € Q und zq, ...,z € G beliebig, und setzt
man f := Z;n:() K (NP, )z,, dann folgt daraus mit Hilfe der Eigenschaft (RK2)

[fiva

m

DW= AN =X\ (K (W, Ay, 2,),, =

p,q=0
m n

= D> = AN = XKW, )z, K(X, )2y, =

p,q=0 j=1
= (AP — 20 L - q_ )0 q . _
_ <;(AJ YK, )xp,qgo(xj AV KA, )xq>H

1= 11M-

m 2
|0z, =) KO 2| = [Daazrof 3. <
p=0

j=1
< [@nzo|* - 1715 = 10naz = Do |- 17115, < (2 Onaz])” - 1515 =
= 4| Dne|* D (KW XDy, 7).,
p,q=0

(i3) = (i) Wir zeigen zunéichst durch vollstdndige Induktion nach m, dass K ein positiver
Kern ist. Fiir m = 0 gilt laut Voraussetzung (K (X, Az, z) > 0 fiir alle A € Q und alle € G. Sei
also m € N beliebig und gelte

m

S (KN Az, 20) >0, VAL AT E€Quay,. . 2 €G.
p,q=1
Dann folgt fiir alle A\°, ..., A™ € Q und zq,..., 2, € G
m m
C Y (KW Ay, 2g) = > (W= AN = X\)en (KW, Ay, 24 ), =
P,q=0 p,g=1

Z Z KNP X (N = X0z, (D = AD)zg) , > 0.
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Damit ist K ein positiver Kern auf Q x Q. Nach Satz 5.2.8 existiert also ein eindeutiger RKHS
H, sodass K der reproduzierende Kern von H ist.

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei \° € € beliebig aber fest gewihlt und zg := 0 € G. Wir
betrachten den laut Lemma 5.2.7 dichten Teilraum D := span{K(\,-)z : A € Q,z € G} von H
und definieren fiir j € {1,...,n} die linearen Abbildungen Z; : D — H durch

Zi (KX, )z) == (A = ADK(\, )z, YAeQaed.
Aus der Giiltigkeit von Punkt (44) und der Eigenschaft (RK2) folgt

m m
<3 (> T SN - MK, ) =
i=1 p=1 q=1 M
= > (W= XN =\ (KW A2y, 20), < C Z K\ M)ap, 20), =
P,q=0 P,q=0
= O( XKW Jay Y KO, Jay )
p=1 g=1
womit die Abbildungen Z;, j = 1, ..., n beschrénkt sind. Es existieren also eindeutige beschrankte

lineare Fortsetzungen von Z; auf H, die wir mit Zj bezeichnen. D.h. es gilt Zj € L(H) und
Zilp = Z; fir alle j € {1,...,n}.

Um den Beweis abzuschliefen, zeigen wir, dass (Z; + MI)* = Mz, |3 fir alle j € {1,...,n}.
Seien dazu f € H und g = Z;nzl K(X, )z, € D beliebig. Dann gilt wegen der Eigenschaft
(RK2)

<ngf,g>H:< f,ZK (P, - :cp>H Z(A FOP) ),

p=1
und

(f,(Z; + \2D)g),, = <f,z>\pK (P, )xp>H - Z<X5f()\p),xp>(;,
p=1
was die Behauptung zeigt. Es ist also Mz, |y € L(H) fiir alle j € {1,...,n}. O
Lemma 5.2.14. Seien K bzw. K die reproduzierenden Kerne der RKHS Hy bzw. Hy. Es gelte:
o Fir alle X € Q ist ker K(\, \) = ker K(\, \) = {0}.
e Firalle j € {1,...,n} ist M; := Mz, |y, € L(Hk) und M; := Mz, |», € L(Hg).
o Firalle \ € Q ist {K(\,)x: 2 € G} =ker Dpp-_y und {K(\, )z : ¢ € G} = ker Dyp._ -

Falls es einen Operator X € L(H z, Hi) gibt, sodass XMj = M;X firalle j € {1,...,n}, dann
existiert eine Abbildung ®x~ : Q — L(G), sodass

(i) X*K(\, )z =K\, )®x-(\)z fir alle A € Q und alle z € G.
(i) (XF)(N\) = Bx-(\)*F(N) fiir alle f € Hp und alle X € Q.

(iii) Es existiert ein C > 0, sodass fiir je endlich viele \*,...,\™ € Q und x1,...,2, € G die
folgende Ungleichung gilt
m m
D> (@x- M) KW A)Dx-(W)ap, ), < C Y (KW, Ay, 24) -

p,q=1 p,q=1
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Gilt umgekehrt die Ungleichung aus Punkt (iii) fiir eine Abbildung ® : Q — L(G), so gibt es
einen eindeutigen Operator X € L(H i, Hk), sodass XM; = M; X fir alle j € {1,...,n}.

Beweis. Fiir A € Q bezeichnen wir mit E(\) : Hg — G : f — f(\) bzw. EQ\) : Hp —
G : f — f(A) die Punktauswertungsfunktionale auf Hx bzw. Hy. Nach Lemma 5.2.6 gilt
K\ p) = E(uEN* und K(\,u) = E(u)E\)* fir alle \,u € Q. Fiir alle A € Q ist laut
Lemma 5.2.7 und laut Voraussetzung ker E(\)* = ker E( )* = {0} und ran E(\)* = {E(\)*x
r€G}={K0\)r:r€G}=kerDy-_, sowie ran E(\)* = ker Dy . Da ker Dpp-_y und
ker Dy, als abgeschlossene Teilrdume von Hilbertrdumen ebenfalls vollstdndig sind, sind die
Operatoren F(\)* und E(\)* nach dem Satz von der offenen Abbildung stetig invertierbar.

Sei zuniichst X € L(H -, Hx) und gelte X M; = M; X fiir alle j € {1,...,n}. Wir bezeichnen
mit I bzw. I; die Identitdten auf Hx bzw. H . Dann gilt fir A € Q

X*(M; = NIg) = (M; = NIg)X*, Vjie{l,....n},
woraus X *(ker Opnp«_y) C ker O ., folgt. Wir definieren nun die Abbildung

2 = L(G)
(I’X*'{ A = (BN toX*o BN

Die Giiltigkeit von Punkt (¢) ist damit klar. Fir den zweiten Punkt seien f € Hyz, A € Q und
x € G beliebig, dann gilt

(XO),2) g = (XFEN2),, = (XK ), =
= (/. KA ,~)<I>X*(A>I>HR = (), x-(Nz) = (Px- (N F(N), ) -

Seien nun A',... A" € Qund 21,..., %, € G beliebig. Wir setzen f := 377" | K(\?,-)z, und
erhalten aus der Eigenschaft (RK2)

> {@x- M) KW A)Dx- (W), )y = 3 (KW, A)Dxe (A, Dx-(A)g) =
p,g=1 p,q=1

(KOF, ) x- (AP)ay, KAL) Px- (A)ag)y, =

NIERINGE

= <X*K(>‘p7')$P7X*K(>\q7')mQ>HK = HX*f||2 S
p,q=1
<X Al = X017 D (KO, A2y, 24)
P,q=1

Sei umgekehrt ® : Q@ — L(G) eine Abbildung, welche die Ungleichung in Punkt (i4i) erfiillt. Wir
betrachten wieder den laut Lemma 5.2.7 dichten Teilraum Dy := span{K (X, )z : A € Q,z € G}
von Hy und definieren die lineare Abbildung Y : D — H durch

V(KA )z) ==K\, )Nz, YAeQureq.

Aus der Giiltigkeit von Punkt (4i7) und der Eigenschaft (RK2) folgt nun leicht die Beschréanktheit
der Abbildung Y, denn fiir A',...,\? € Q und z1,...,2, € G gilt

<ZK(AP’ (AP xp’z (A7) mq> - Z <(I)X*(Aq)*K(Apv)‘q)éX*()\p)xp@OG <
p=1 q=1 M p,q=1

m m

<C Z KW, X2y, 20, <ZK (P, - a:p,ZK()\q,-)a:q>H .
q=1 K

p,q=1
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Es existiert also eine eindeutige beschrénkte lineare Fortsetzung von Y auf Hy, die wir mit Y
bezeichnen. D.h. es ist ¥ € L(H,Hz) und Y|DK =Y.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Y*]\ij = Mjf/* fir alle j € {1,...,n} gilt. Dazu bemerken
wir, dass fiir beliebige f € Hz, A€ Qund z € G

(O w)g = VL EN )y, = (LYK ), =
= (f,K(\, .)@(A)@HR = (f(N),2(N)z), = (PN fF(N),2),
gilt. Es ist also
(MY F)(N) = NN F(A) = @) A (N) = 2N (M, f)(A) = (VM f) (),

was die Behauptung zeigt. Die Abbildung X := Y* € L(Hp, Hi) hat also alle gewiinschten
Eigenschaften und ist eindeutig bestimmt durch (X f)(-) = ®(-)*f(-) fiir alle f € H 3. O

Bemerkung 5.2.15. Seien K und K zwei positive Kerne auf Qx €, welche die Voraussetzungen von
Lemma 5.2.14 erfiillen. Angenommen die n-Tupel Mz|3, und Mz . sind komponentenweise
unitér dquivalent und U € L(H g, H ) ist der zugehorige unitédre Operator, dann existiert laut
obigem Lemma eine Abbildung @y« : @ — L(G), sodass Oy« (A) fiir alle A € Q invertierbar ist
und fiir alle A, p € Q

KA p) = E(uEN)" = E(WUU EA)" = (U E(p)") U EA)" =
— (B(p)* @y (1)) BN Bu- (A) = Bu- (1) B B - () = B (1) K (11, )@= (V)
gilt. Das folgende Lemma ist eine Umkehrung dieser Aussage.

Lemma 5.2.16. Sei Hi ein RKHS mit reproduzierendem Kern K. Weiters sei ® : Q — L(G),
sodass ®(N) fiir alle A € Q invertierbar ist. Dann ist

= [ QxQ — L(G)
K'{ o) = @) KO, 1))

ein positiver Kern auf Q x Q und der Operator

. Hr — Hp
U'{ P (e BT TO)

unitdr, wobei wir mit Hy den zu K gehérigen RKHS bezeichnen.
Ist auferdem Mz, |3, € L(Hi) fir ein j € {1,...,n}, so gilt Mz, |y, = UMz, |4, U* € L(HE).

Beweis. Dass K ein positiver Kern auf Qx € ist folgt leicht aus der Annahme, dass K ein positiver
Kern ist und ®(\) fiir alle A € € invertierbar ist. Laut Satz 5.2.8 existiert also ein eindeutiger
RKHS H i mit Kern K. Wir betrachten wieder die laut Lemma 5.2.7 dichten Teilrdume

Dg :=span{K(\,)z: A€ Q,x € G} und Dy :=span{K(\,-)z: X € Q,z € G}
von Hyi bzw. H i und definieren den linearen Operator V : Dy — H i durch
V(K )z) == K\ )®\N)z, YAeQzeq.
Fiir beliebige A\',...,A™ € Q und z1,...,2,, € G gilt nun

HZK (WP, )B(NP)z,, 1

Z <K()\P7 A)D(NP)z, @(Aq)mq>c _

Z< (AP Ny, 2g) = HZK()\”,-)JU,)
p=1

p,q=1

‘ 2

Hv(;f((v,.)%) y

K
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womit V' isometrisch ist. Folglich existiert eine eindeutige isometrische Fortsetzung von V auf
H i, welche wir mit V' bezeichen. D.h. es ist V € L(Hyz,Hk) und V|p, = V. Da V eine

Isometrie ist, ist ran V abgeschlossen. Wegen ran V D Dk muss also ran V = Hy sein, womit V
ein unitdrer Operator ist.
Fir f € Hg, A € Q und z € G gilt nun

<(V*f)(>\)7x>c = <V*f’f<()" )x>HK = <f7V(K(>" )x)>’HK =
= ([LEN)2Nz),, = (fN), @(N)z) 5 = (2N f(N), 2) -

Definiert man den unitéiren Operator U := V* € L(Hx, Hz), so gilt

Uf=(¢—2(Q)"f(C), V/[feHk.
Falls Mz, |3, € L(Hk) fiir ein j € {1,...,n}, dann gilt fiir alle f € Hx und alle A €

(UMz,£)(A) = @A) A f(N) = L@\ fF(N) = (Mz,Uf)(N),

woraus die letzte Behauptung folgt. O

5.3 Verallgemeinerte Bergman-Kerne

Im Folgenden sei wieder n € N beliebig aber fest gewéhlt und 2 C C™ offen und nichtleer. Weiters
sei (G, (-, -)¢) ein beliebiger Hilbertraum iiber C.

Definition 5.3.1. Sei X ein Banachraum iiber C, n € N und 2 C C" offen. Wir nennen eine
Funktion f : Q x Q — X sesquianalytisch, falls sie in der ersten Variable analytisch und in der
zweiten Variable koanalytisch ist. D.h. falls die Funktion f : Q x Q* — X : (\,p) = f(\7)
analytisch ist. Dabei fassen wir Q x Q* = {(\,z) : A, u € Q} als (offene) Teilmenge von C*" auf.

Bemerkung 5.3.2. Ist f : Q2 x Q — X eine sesquianalytische Funktion und f tOXx Q= X
(A1, A2) = f(A1, A2), so existiert fiir jedes Paar (wy,wz) € 2 xQ und alle «, 5 € N die Ableitung
0P f(wy,Wp) = 040 9(0F) () (w1, wa) =

= 8(“’0)5(0’ﬂ)f(w17w2) e X.

Ist r > 0, sodass D?"(wy,wg) = D*(w;) x D*(wg) C 2 x Q, dann gilt laut Lemma 1.2.17 fiir
alle ()\1,/\2) cQxN

. _ (e.B) § i _
FOL ) = fA ) = Y w(h —w)*(Ay — Wp)” =
(a,B)ENE xN2 (o, B)!
_ oy HODFOB) f(w, 1wy)
- alp!

(A1 — w1)*(A2 —W2)",
(,8)END X NP

wobei diese Mehrfachpotenzreihe absolut und gleichméflig auf jeder kompakten Teilmenge von

D?" (w1, ws) konvergiert.

Bemerkung 5.3.3. Um fiir p € N eine Matrix der Gestalt (M), <, Dotieren zu konnen,
bendtigt man eine Totalordnung der Menge Nj. Wir werden hierfiir stets die kolexikographische
Ordnung verwenden. Fir o = (o, ...,ap,) und 8 = (64, ..., ) aus N} gilt dabei

a <keler gy (a = B) \% (an < ,Bn) \%

V(Eme{l,...,n—l}:(Vje{m—i—l,...,n}:ajzﬂj)/\(am<6m)).
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Definition 5.3.4. Fiir einen sesquianalytischen Kern K auf Q x € definieren wir fiir w € Q und
p € N die Operatormatrix 9(K, w, p) durch

MK, w, p)g.0 =0V K(w w), 0<a,b<p.

Wir nennen einen sesquianalytischen Kern K reguldr, falls fiir alle w € 2 und alle p € Nj die
Operatormatrix (K, w, p) positiv semidefinit ist.

Lemma 5.3.5. Sei H ein koanalytischer funktionaler Hilbertraum auf Q und K : Qx Q — L(G)
der reproduzierende Kern von H. Dann gilt:

(i) Die Abbildung K ist sesquianalytisch.

(ii) Fiir alle w € Q,z € G und o € N} ist VK (w, )z : Q — G : p v OO K (w, p)x ein
Element von H und fir alle f € H gilt

<(§af(w), I>G = <f, 8(0"0)K(w7 )17>H

(iii) Ist Q zusammenhdingend, so gilt cls {0*O K (w, ")z : « € N§,z € G} = H fiir alle w €
und cls{K(\, )z : A € Az € G} =H fir jede offene nichtleere Teilmenge A von Q.

(iv) Ist Q zusammenhdngend und G ein separabler Hilbertraum, so ist auch H ein separabler
Hilbertraum.

(v) Der Kern K ist regulir, d.h. fir alle w € Q und alle p € N§} gilt

Z <8(°"0)5(0’ﬁ)K(w,w)l‘a,$,5>G >0, Vaxo,...,z, €G.
0<a,B<p

Beweis. (i) Wir betrachten die Abbildung E : Q@ — L(H, G) : A — E()\), wobel wir fiir A € Q mit
E()\) wieder das Punktauswertungsfunktional bezeichnen. Um zu zeigen, dass diese Abbildung
koanalytisch ist, miissen wir zeigen, dass die Abbildung £ : Q* — L(H,G) : A — E(X) analytisch
ist. Laut Lemma 1.1.5 ist dies dquivalent dazu, dass fiir alle f € H die Funktion

EOf Q=G A= ENf=fN)

analytisch ist. Das gilt aber, da laut Voraussetzung H C 2A(Q2, G). Fiir festes u € Q ist also die
Funktion K (u,-) : Q@ — L(G) : A = K(u, \) = E(A\)E(u)* koanalytisch. Aus Lemma 1.3.3 folgt,
dass die Abbildung E(-)* : Q@ — L(G,H) : A — E()\)* analytisch ist. Fiir festes u € § ist also die
Funktion K (-, p) : @ = L(G) : A= K(\, u) = E(p)E(N)* analytisch.

(74) Seien w € Q,x € G und a € N beliebig. Da die Abbildung E(-)*z : Q@ — H : A — E(\)*z
laut Punkt (i) analytisch ist, existiert die Ableitung 8*(E(-)*z)(w) € H, und fiir p € Q gilt

0% (E()"z)(w)(p) = E(u)o* (E() z)(w) = 0%(E(p) E() =) (w) =
— 0% (K (-, p)2) (w) = 0O K (w, p)e.
Die Funktion 9“0 K (w, )z : @ — G : p + @O K (w, u)x ist also ein Element von H. Fiir
f € H gilt somit
(0% f(w),x) g = I(EC)f,2) g (w) = 0°(f, B()x),, (w) =
= ([,0%(E()z)(w)),, = (£, K (w,)z),,.

(#i1) Sei w € Q beliebig und f € span {8("‘70)K(w, Jr:aeNj,x e G}l, dann gilt

<5af(w),m>a = <f,6(a’0)K(w, ):E>,H =0, VaeNj,zedG.
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Es ist also 0% f(w) = 0 fiir alle o € Nj. Da f koanalytisch und © zusammenhingend ist, folgt
daraus, dass f = 0 sein muss.
Ist A C Q nichtleer und offen und f € span{K(\, )z : z € G, € A}, so gilt

(), 2)e = (f, K\, )x)5 =0, VzeGNeA,

also f(A) =0 fiir alle A € A. Da f koanalytisch und Q zusammenhéngend ist, folgt daraus, dass
f =0 sein muss.

(iv) Sei w € Q beliebig und A eine abzidhlbare dichte Teilmenge von G. Dann folgt aus den
Uberlegungen zu Punkt (iii), dass span {8("’0)K(w, Jx:a € Nj,z € A} dicht liegt in #. Nach
Lemma 3.3.9 ist ‘H somit separabel.

(v) Seien p € Nj und w € Q beliebig. Des Weiteren sei z, € G fiir jedes a@ € Nj mit
0<a<p Wegen K(\, ) = E(p)E(N)* fir alle A, p € Q, gilt zunédchst fir j € {1,...,n}

E(WEMN+ he))" — E(u)E(MN)* .
0,1 () = Jim PUOEAT I Z BB _ o, () )
L he ) BN — E(WEN* = .
wnd By KO ) = im ZUFRVEXZEWEQ_ g () ()
Daraus erhélt man fiir 4,5 € {1,...,n} und a1, ay € Ny die Giiltigkeit von

05 0,3 K (A, ) = 072 (B()) ()05 (E()*) (V)

und damit fiir o, 8 € Nj

9 ODIORN K (N, ) = 57 (E(-)) ()0 (E()*) (V).

Mit Hilfe von Punkt (i¢) ergibt sich nun fiir a, 8 € Nj mit 0 < o, 8 < p

<8(a’0)5(0’ﬂ)K(w,w)xamg)G = <(§6 (E())(w)o*(E (-)*)(w)xmxg>G =
= (E()0* (E()") (w)za, 0% (E() 25) (w)),, =
= (07 (E() wa) (), 07 (E() zp) (w)),,

woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 5.3.6. Sein € N und Q C C" ein Gebiet. Des Weiteren sei H ein koanalytischer RKHS
auf Q mit reproduzierendem Kern K : QxQ — L(G). Dann existiert zu jeder nichtleeren offenen
Teilmenge A wvon § ein eindeutiger koanalytischer RKHS Ha, dessen Kern gegeben ist durch
K|axna. Die Einschrankungsabbildung

. H — Ha
RA'{f = Il

ist dabei ein unitirer Operator. Ist dariiber hinaus Mz, |y € L(H) fir ein j € {1,...,n}, so gilt
Mz, |3, = RAMz, |9 R € L(HA).

Beweis. Sei A C € nichtleer und offen. Wir betrachten die Einschriankungsabbildung

Rx: { H — AAG)
i U
Diese ist offensichtlich linear. Um zu zeigen, dass sie injektiv ist, gelte Raf = f|a = 0 fiir ein

feHCANG). Da f koanalytisch und 2 zusammenhingend ist, folgt daraus f(\) = 0 fiir
alle A € 2, also f = 0.
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Sei nun Ha :=ran Ra und das Skalarprodukt darauf definiert durch
<f|A,g|A>rHA = <fag>va Vf,gGH

Damit wird Ha zu einem Hilbertraum iiber C und Ra € L(H,Ha) zu einem unitiren Operator.
Um zu zeigen dass Ha ein RKHS mit reproduzierendem Kern K|axa ist, reicht es laut Lemma
5.2.6 zu zeigen, dass K|axa die Eigenschaften (RK1) und (RK2) erfullt. Seien hierfiir A €
A und z € G beliebig aber fest gewdhlt. Da K der reproduzierende Kern von H ist, ist die
Funktion K(\,-)z : @ — G : p — K(X\ p)z ein Element von . Damit ist aber die Funktion
RA(K(A,-)x) = K\, )z|a : A = G p— K(\, p)z ein Element von Ha. Fir beliebiges f € H
gilt weiters

<f|A7K()‘>')'T|A>HA = <f,K()\,)$>H = <f()‘)7x>g = <(f|A)()‘)7x>Ga

womit die Eigenschaften (RK1) und (RK2) gezeigt sind. Laut Satz 5.2.8 ist H eindeutig be-
stimmt.
Angenommen Mz |y € L(H) fiir ein j € {1,...,n}. Dann gilt fiir alle f € H und alle A € A

(RaMz, 5 f)(N) = (Mz, [ f)(N) = X - f(N) = Aj - (Raf) (V) = (Mz, e Raf) (N,
was die letzte Behauptung zeigt. O

Satz 5.3.7. Sei K : QxQ — L(G) ein sesquianalytischer Kern und w € ), sodass die Operator-
matriz M(K, w, p) fir alle p € NJ positiv semidefinit ist. Weiters sei r > 0, sodass DP*(w) C §2
und A, = DI (w). Dann existiert ein eindeutiger koanalytischer RKHS M., auf A, sodass
K|a,xnA, der reproduzierende Kern von H,, ist.

Beweis. (1) Wir betrachten den linearen Raum
D,, := span {8(0"0)K(w, Jz:aeNg,ze G} CAA,,G)

und definieren fiir f = Y 9@OK(w, )z, und g= Y. 9BDK(w, )ys aus D,
0<a<p 0<p<r

(Fr9)p. = Y > (00O K(w,w)za,ys) - (5.6)

0<a<p0<p<r

Um zu zeigen, dass (-,-)p, wohldefiniert ist, nehmen wir an, dass f die beiden Darstellungen

w

f= 3 09K (w, Jroa= Y 09K (w,- )z, besitzt. Aus

0<a<p 0<a<o
508 90 ¢ (1, w)z = §P = 8O K (w, Qz)(w), Vzed (5.7)

folgt die Giiltigkeit von

(F)p, = D, D>, (0O K(w,w)Ea,yp), =

0<a<o 0<B<T

2. < > 56(8(“’0)K(w")f?a)(w)vyﬂ> -

0<B<T 0<a<oc

> <5ﬂ( ) 5(“’O)K(w7')i“a)(w),y5

0<B<r 0<a<o

) <5ﬁ( > 8(Q’O)K(ww)wa)(w),yﬁ

0<B<T 0<a<p
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Wegen K (A, u)* = K(u,\) fir alle A\, u € Q gilt Entsprechendes, wenn ¢ eine andere Darstel-
lung hat. Also ist (-,-)p, wohldefiniert, und man tberpriift leicht, dass (-, )p, in der ersten
Komponente linear ist. Weiters gilt fiir alle a, 8 € N§j und alle z,y € G

K(¢.&),y)q ) (w,w) =
€ (2, K(G€)"y) ) (w,w) =

<5(a’0)5(0,ﬁ)K(w7 w)z, y> — 9(:,0)5(0,5) )
)

€ (2, K(,Oy)g ) (w,w) =
)
(

(s
— 5(0,8) g(0) ((C
(6

— 50,8 §(e.0)

= 9090 ((6,0) > (w, K (€, Q) ) (w,w) =
= <x,8(ﬁ’0 0 K (w, w) > = (0 8,0)9(0:2) K (w, w y,x>G,

woraus (f, g)p,, = (9, f)p, fiir alle f,g € D,, folgt. Da laut Voraussetzung aufferdem

w

(£ £, = D, (V9K (w,w)ze,25), >0, V¥ fEDy

0<a,B<p

gilt, ist (-,)p, eine positiv semidefinite Hermite’sche Sesquilinearform.

Angenommen es ist (f, f)p, = 0 fiir ein f = Zo<a<p @O K (w, Yo € Dy, dann folgt aus
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (f, g)p, = 0 fir alle g € D,,. Sind § € Nj und y € G
beliebig, und setzt man g := 9% K (w, -)y, so erhilt man mit Hilfe von (5.7)

(oa)p, = 3 (OODFTON K (w, whry), =

0<a<p

= (7 X FOKw, Jaa)w).y) = (9 fw).y) =0.

0<a<p

Also gilt 0° f(w) = 0 fiir alle 8 € NZ, woraus f()\) = 0 fiir alle A € A,, folgt. Demnach ist (-, -)p,,
sogar positiv definit. Der Raum (Dy, (-,)p,,) besitzt somit eine bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmte Hilbertraum-Vervollstindigung, welche wir mit (D,,, (-, ~>@w) bezeichnen.

(2) Als néchstes wollen wir zeigen, dass der lineare Operator Ey : D, — G : f — f()\) fur
jedes A € A,, beschrinkt ist. Hierfiir betrachten wir zunéchst die Menge f(N{}) aller endlichen
Teilmengen von N{. Diese bildet zusammen mit der Inklusion C eine gerichtete Menge. Fiir
A€ A, und A € §(Nj) definieren wir den Operator K 5 : G — D,, durch

A — a
Kyaz = Z (Tw) O OK (w, )z, Yzed.
acA ’

Aus der Definition des Skalarprodukts auf D,, und mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-
chung erhilt man fiir beliebiges x € G

2 _ A =w)*A=)" 0505
||K>\,A:E||ﬁw = Z < 0 0 K(w,w)x,z>G <

alp!
G )\ (5.8)
- Z ' ' w) 8(04’0)5(()’5)K(w,w) ||1‘||é :
a,BEA « B o

Also ist K o € L(G,D,) fiir alle A € A, und alle A € §(NZ). Um zu zeigen, dass (K a0) aefm)
ein Cauchy-Netz ist, bemerken wir zunéchst, dass fiir A\, u € A,

A= w) (@ —1)" o=
K\ p) = jg: ( lﬂ;' ) @0 HOB) K (), w)
(a,B)ENZ xNZ o
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gilt, wobei diese Mehrfachpotenzreihe absolut und gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge
von A, X A, konvergiert (vgl. Bemerkung 5.3.2). Sei nun A € A, beliebig aber fest gewéhlt.
Dann existiert zu jedem & > 0 eine endliche Teilmenge A° C NZ", sodass

2.

(0, B)ENG™\ A=

(A —w)*(A = )"

ol @ 0HOB K (w, w)

<e. (5.9)

£(@)
Sei A, eine endliche Teilmenge von Nf, fiir die A C A, x A. gilt. Sind nun Ay, Ay € §f(N§) mit

A1 D Ay D A, soist Aj\Ay € NZ\A. und damit (A;\Az2) x (A1\Ag) C N2"\A¢. Daraus folgt
mit Hilfe der Gleichungen (5.8) und (5.9)

2 2
[Eanz — Ky aol|s, = [ Exananels, <e-lzlle, Vzed
Sind allgemeiner Ay, Ay € f(N§) mit Ay, Ag D Ag, soist Ay, As O (A1 NA2) D A., womit
[Banw = Exaollp, <2vElalg, VzeG

gilt. Das Netz (K a)aejvy) ist also ein Cauchy-Netz in L(G,Dy). Da A € A, beliebig war,

existiert demnach fiir jedes A € A,, der Limes K) := 1imA€f(N3) Ky € L(G, ﬁw)
Als nachstes zeigen wir, dass

IKA? < KA N, YA€,

gilt. Seien dazu A, u € Ay, und x,y € G beliebig, dann ist

(Ko Kato, = i, (K, =
. (A —w)*(m —w)” 5

=1 @0 §OB) K (w, w)z, = 5.10

Ae%?&@a%< ol (way), = (610

= (K(\ w)z,y)

woraus die Behauptung mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt.
Um schliellich zu zeigen, dass fiir jedes A € A,, der Operator F) beschriankt ist, wihlen wir
f=Y0er H0@YK(w, )z, € D, beliebig. Dann gilt fiir alle A € A, und alle y € G

(o) = 30 (o 0O K (w Nray)

al
a€EA

N—w)P _
G B ) -

aEA ’ BENy ’ (5_11)

Mgfr(lll\l" Z Z < alﬁl Oémé(o,ﬁ)K(w’w)ggo"y>a -

acA BeM

= Jim (F R a)s, = (5K, < Ifle, - W Iyl

Daraus folgt
[Exl < KA < VIE ML VA€ Ay,

womit Ey auf kompakten Teilmengen von A,, sogar gleichméBig beschrénkt ist. Fir alle A € A,
existiert also eine eindeutige beschrinkte lineare Fortsetzung von E\ auf D,,, welche wir mit E)
bezeichnen. D.h. es ist E) € L(D,,, G) und E) = FE\.

Duw
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(3) Wir betrachten nun die Einbettung

E.{ﬁw = (A, G)
' f = (A= E\f).

Aus der Linearitdt von E), folgt leicht die Linearitit von EA’; Weiters gilt E|p, = Ip,, denn fiir
[ €Dy gilt Exf = E\f= f(\) fiir alle A € A, womit Ef = f ist. Als nichstes wollen wir
zeigen, dass F injektiv ist. Dazu bemerken wir zunéchst, dass aus (5.11) die Giiltigkeit von

(Bxf.y)g= ([ K)p . VI EDwAEA,yeC (5.12)

folgt, da D,, dicht liegt in D,. Ist nun fe D,, und gilt E,\ f =0 fiir alle A € A, so gilt fiir alle
A€ A, und alle y € G

0= <y7 EA‘kf>G = <K)\y7 f>@w = AGI}f?I\lTS) <K)\7Ay7 f>f)w =

1
= i — 9O K (w, - A —w)®
iy 2 (G 90V . £, =)

wobei letztere Mehrfachpotenzreihe absolut konvergiert. Die laut Lemma 1.2.13 analytische Funk-
tion

- A, — C
’ A = ZaeNgba(/\—w)o‘

mit b, = <$ 8(0’0)K(w,-)y,f>l5w,a € Nj, stimmt also mit der Nullfunktion {iberein. Aus
Korollar 1.2.14 folgt b, = ;0h(w) = 0 fiir alle @ € Nj. Fiir alle « € Nj und alle y € G ist
also <$8(Q’O)K(w, )y, f>ﬁw = 0. Da D,, in D,, dicht liegt, muss f = 0 sein. Dies zeigt, dass die
Einbettung E:Dy — S(AAM, G) injektiv ist.

Setzt man H,, := ran F' und definiert auf H,, das innere Produkt (-, )3, durch

<EAf7EA‘g>Hw = <fag>ﬁw7 vageﬁwv

8o ist ‘H,, ein funktionaler Hilbertraum auf A, und E: ﬁw — H,, unitdr. Weiters stimmt das
Punktauswertungsfunktional E(\) : H, — G : Ef (E'f) (A\) wegen (Ef) () = Eyf fiir alle
A € A, mit dem Operator EyoE* € L(Hy, G) tiberein und ist somit stetig. Der Hilbertraum
H., ist also ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern.

A xA, Uberein-

w w

(4) Nun wollen wir zeigen, dass der reproduzierende Kern von #,, mit K
stimmt. Da E unitéar ist, gilt

E(WEWN* = (E,E*) o (ExE*)" = B, B}, Y A\ucA,.
Aus (5.12) folgt weiters B3 = K, fiir alle A € A, wodurch mit Hilfe von (5.10)
(E(WEWN) z,y); = (EuBSw,y), = (Biz, Bly)p = (Kaa, Kuy) s = (KO )z, y)

fiir alle A\, p € Ay, und alle z,y € G gilt. Also ist E(u)E(N)* = K(\, p) fiir alle A\, p € A, was
die Behauptung zeigt. Laut Satz 5.2.8 ist H,, eindeutig bestimmt.

(5) Zum Abschluss des Bewei§es zeigen wir, dass H,, sogar ein koanalytischer funktionaler
Hilbertraum ist. Eine Abbildung E f € H,, ist laut Korollar 1.1.6 genau dann koanalytisch, wenn
fiir jedes z € G die Funktion

(Ef)()a)g: A = C: X ((Ef)(N),7),,
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koanalytisch ist. Wegen

(Ef)N),2) = (B (ES),2); = (Ef,ENz),, = (Ef,EEx), = (f,K\xt)s

ist dies dquivalent dazu, dass die Abbildung

Ay, — Dy
I(C)w:

A= Ka=) Ma(a’O)K(w,~)x

aeNY
analytisch ist. Dies folgt aber direkt aus Lemma 1.2.13. Also ist H,, C (A, G). O

Bemerkung 5.3.8. (i) Sei K : & x Q — L(G) ein reguldrer sesquianalytischer Kern. Fiir jedes
w € Q wahlen wir » > 0, sodass D?(w) C Q und definieren fiir den Rest dieses Abschnitts
den Raum #,, als jenen koanalytischen RKHS, dessen reproduzierender Kern gegeben ist durch
KDy w)xDp(w)-

(#4) Ist H ein koanalytischer RKHS auf €2, so stimmt fir jedes w € Q der Hilbertraum H,,
mit dem Hilbertraum H pn (., iiberein (vergleiche Lemma 5.3.6).

(i77) Fiir X € Ay, := D™ (w) und A € f(N}) sei der Operator Ky o € L(G,D,,) wieder gegeben
durch \
Ky px = Z %8@0)}(( Jzr, Vzel
acA ’

und K := limpeqvg) Kxa € L(G, Dy). Des Weiteren sei K(X,-) : G — Hy : x — K(\,-)x. Wie
im Beweis von Satz 5.3.7 folgt, dass K (A, -) beschréinkt ist. Betrachtet man wieder die Einbettung
E :Dy — Hy so gilt K(\,-) = FE oK), denn fiir alle z € G und alle u € A,, ist einerseits

_ «@
KA\ p)x= lim Qw)?
ACf(ND) = al

OO K (w, p)z,

da K sesquianalytisch ist und andererseits
EAKA:E :EA’LK)\x:EA’L lim Kyarz= Ilim EA'LK,\A:Ef lim FE, Kyax
( )(U) i " oreimg) ety HEN Acjg) !
)\ _ «
= lim 7( w)

Aef(Ng) e a!

O K (w, p)z.
Lemma 5.3.9. Sei K : Q x Q — L(G) ein sesqianalytischer Kern und w € Q beliebig. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Operatormatriz M(K, w, p) ist fir alle p € Ny positiv semidefinit und fir j € {1,...,n}
iStAd%jLHw S E(?{w).

(ii) Es gibt eine Konstante Cy, > 0, sodass fir alle p € Ny und alle xo,...,z, € G

- 1 a—ej, ej
E: E: <(a—'%JKB——eﬁ 1 0) §(0,8~ )Kxu’w%muxg>

i=1le;<a,B<p
< Cy Z < 8(0‘ 058 (w,w)xa,xﬁ>G.

0<a,B<p

(5.13)

Beweis. (i) = (ii) Sei w € Q beliebig aber fest gewihlt und r > 0, sodass D7 (w) C Q. Wir
setzen wieder A, := D7?(w) und und betrachten den laut Satz 5.3.7 eindeutig bestimmten
koanalytischen funktionalen Hilbertraum #,, auf A,,, dessen reproduzierende Kern gegeben ist
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durch K|a, xa,- Laut Lemma 5.2.13 ist {K(X, )z : 2 € G} C ker D, ) flir alle A € Ay,
also gilt

(Mz, = \)K(\, )z =0, VAcA,zeGje{l,. .. n} (5.14)
Wir wollen nun durch vollstdndige Induktion zeigen, dass daraus

D= 0K\ Je ;>0
0 , Q= 0

1
208, = 2K e = { T o (5.15)

fir alle A € Ay, € Nj,z € Gund alle j € {1,...,n} folgt. Seien dazu x € G und j € {1,...,n}
beliebig aber fest gewdhlt. Wir betrachten die Abbildung E(-)* : Ay — L(G, Hw) : A — E(N)*,
wobei wir fir A € A, mit E(\) € L(Hy,G) das Punktauswertungsfunktional bezeichnen. Im
Beweis von Lemma 5.3.5 haben wir gezeigt, dass die Abbildung E(-)* analytisch ist und

OCOKN, )z =0"(E()*z)(\), YA€A,,aeNy,zeq

gilt. Insbesondere ist K(A,-)z = E(\)*z fir alle A € A, und alle € G. Ist nun a € N} mit
a; = 0, so folgt aus (5.14)

1 * * 1 * *

— (M2, = )0 (E()"2)(\) = —0%(Mz, = p; () (E()"z)(\) =0,
wobei wir mit p; : C* — C die Projektion auf die j-te Koordinate bezeichnen. Wegen (5.14) gilt
9
sz
also ist (Mz, — X;)9;(E(-)*)(\) = E(\)*x fir alle A € A,,. Fir o € N§ mit «; = 1 folgt daraus
wegen ol =II7" ;! = (a — e;)! die Giiltigkeit von (5.15).

Ist nun m € N und gilt (5.15) fiir alle & € Nj mit a; < m, so folgt zunéchst fiir A € A,,

1 m—1 * _
o T EO ) =

0=0;(Mz, —p;()) (E()"2)(N) = —=EN)"z + (MZ, = X;) 5—(E())(A), VA€ Ay,

=03 (¢ (g O (B ) ) =

9, (c - oz, - @)a;"—l(E(-)*x)(o) () =

_
(m—1)!
1 1

:—76’”1 A+ ———(Mz — X)) (E(-)*z) (A
und damit (ME*J - Aj)a;ﬂ (EG) )N =m- 8;”_1(E( )*z)(A) fiir alle A € A,,. Wegen Tty 1),
folgt daraus die Giiltigkeit von (5.15) auch fiir alle & € Nj mit a; = m, wenn man auf beiden
Seiten der letzten Gleichung den Operator 0%~ "™ ¢ anwendet.
Ist nun f = Zo<a<p L@ K (w, )z € Dy, beliebig, so gilt

S X (e M K wrars) =

j=le;j<a,B<p

=m

:Z Z <ma(a 6]70)K( )xa,ﬁa(ﬁ €0 K(w,-)x5>H =

—€
j=le;j<a,f<p ]) v

—ZH (02, = w5) e, = P8zl < [OMzu[* U130, =

=[O ul’ X (o 00T K w,w)ra s )

131
0<a,8<p alf!
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(i1) = (i) Wir zeigen zunichst durch vollstédndige Induktion nach |p| = >°7_, p;, dass die
Operatormatrix MM (K, w, p) fiir alle p € Njj positiv semidefinit ist. Fiir p = 0 € Nj} steht auf der
linken Seite von (5.13) kein Summand, womit 0 < (K (w,w)z, z)¢ fur alle z € G gilt. Fir p € Ny
mit |p| =11ist p=e; fiirein j € {1,...,n} und damit

1 _
Cy 0<zﬁ:< <a!—ﬁ!a(a70)6(0,5)[{(w,w>xa,x5>G > <K(w,w)xej,xej>G >0,

fir alle g, z.; € G. Ist nun m € N und die Operatormatrix (K, w, p) fiir alle p € Nf mit
|p| < m positiv semidefinit, so ist wegen |p — e;| = |p| — 1 die Operatormatrix IM(K,w, p — e;)
fir jedes p € Ny mit |p| = m und alle j € {1,...,n} positiv semidefinit. Mit (5.13) folgt daraus,
dass fiir jedes p € N§ mit |p| = m auch die Operatormatrix M (K, w, p) positiv semidefinit ist.
Die Operatormatrix (K, w, p) ist also fir jedes p € N positiv semidefinit, womit es nach
Satz 5.3.7 einen eindeutigen koanalytischen funktionalen Hilbertraum H,, auf A,, gibt, sodass
KA, xa, der reproduzierende Kern von H,, ist. Wir betrachten wieder die dichte Teilmenge

w

D,, := span {8(0"0)K(w, Jr:aeNj,x e G} CA(A,,G)

von H,, und definieren fiir j € {1,...,n} die linearen Operatoren Z; : D, — H,, durch

L 00K (w, )z, a; >0

7 (% 0(0) K (w, )x) = { (a—e;)! 0 oy =0 VaeN;zed.

Aus der Ungleichung (5.13) folgt direkt, dass diese Operatoren beschrénkt sind.AEs existieren
also eindeutige beschrankte lineare Fortsetzungen von Z; auf H,,, welche wir mit Z; bezeichnen.
Fiir A € A, und A € §(N3) definieren wir wieder K 5 € £(G,D,,) durch

A—w)”
Kyaz = Z % OOK (w, )z, Yred.
acA

Dann gilt fiir alle A € A, und alle x € G (vgl. Bemerkung 5.3.8)

. A —w)®
Z;K(\, )z = lim Z;Kyyz= lim Y A=w)? e K (w, )z =
AEf(ND) AEH(NG) £ (v —ej)!
;>0

)\ —w (O‘*ej) a—e
(m_)e.)'a( VK (w, o =
€A 377

wobei wir mit I € £(H,,) die Identitit bezeichnen. Da die Menge {K(A, )z : A € Ay, z € G}
laut Lemma 5.2.7 ebenfalls dicht liegt in H,,, folgt daraus, dass Mz, [x, = Z; + w;I € L(Hu)
fir j € {1,...,n} gilt. O
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Lemma 5.3.10. Sei Q@ C C" ein Gebiel. Seien Hx bzw. Hy zwei koanalytische funktionale
Hilbertraume auf Q0 mit reproduzierenden Kernen K bzw. K. Es gelte

e Fiir alle X € Q ist ker K(\, \) = ker K(\, \) = {0}.
e Firalle j € {1,...,n} ist M; := Mz, |y, € L(Hk) und M; := Mz, |», € L(Hg).
o Firalle \ € Q ist {K(\,")x:2 € G} =ker Dpp-—y und {K(\, )z : 2 € G} = ker Dyp. .
Dann sind folgende Aussagen daquivalent:
(i) Es existiert ein Operator X € L(Hp,Hi), sodass X M; = M; X fiir alle j € {1,...,n}.
(i) Es gibt eine analytische Abbildung ® : Q — L(G) und eine Konstante C' > 0, sodass fiir
alle A € Q,p € Ny und alle xg,...,x, € G

)) A@0HOT K (X, N) @~ B(N)

> (X > ! o7 (a—o)! 2o 3) , <

0<a,B<p  0<o<a 0<7<p (5.16)

<c Y < L0 DFOD K, )\)ma,x5>

0<a,B<p

(iii) Es gibt eine analytische Abbildung ® : Q — L(G), eine Konstante C > 0 und ein w € €,
sodass fir dieses w die Ungleichung (5.16) fir alle p € N§ und alle o, ...,z, € G gilt.

Beweis. (i) = (i) Wir bezeichnen fiir A € Q mit E(\) € L(Hgk,G) und E(\) € L(Hz,G)
wieder die Punktauswertungsfunktionale und definieren die Abbildung

Q - L(G)
D N -1
A= (EN*) T oX*oE(N).
In Lemma 5.2.14 haben wir gezeigt, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Aus Lemma 5.3.5 wis-
sen wir, dass die Abbildungen E(-)* : Q — L(Hk,G) : A= E(A)" und E(-)* : Q = L(Hg,G) :
A +— E(\)* analytisch sind. Aus den Lemmata 1.1.9 und 1.1.8 folgt, dass die Abbildung ® eben-

falls analytisch ist. Weiters gilt X*E(\)* = E(\)*®()\) fiir alle A € Q. Aus der Leibniz’schen
Regel (siehe Lemma 1.2.20) folgt daraus

* Qo * _ a! o en * a—o
X0 (EC) )N = ) oo —o)! 97 (E()")(N)o*~7d(N),
0<o<a
fiir alle A € ©Q und alle o € Nj. Weiters bemerken wir wieder, dass
O*(E()z)(\) = OK(A )z und 0% (E()*z)(\) = O R N,z

fiir alle A € Q,z € G und alle a € Ny gilt.
Insgesamt ergibt sich damit fur f =Y 0<a<p a,B(“ DK(N, )z € Dy

aw o )\))* @0 5O (X N) 9@ B(\)

Z < Z Z olr! ’ (a—0)! xmx,@>G=

0<a,B<p 0<o<a0<7<pB

* [ * 1
= Y (x aa( DK Yz, X 50 OK (X, ) ﬁ> =X fI15, <
0<a,8<p

IN

R S SRR L o@0)z0.8
I 1 e = XU D2 (0 @ P IOP KO N, s

0<a,B<p
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fir alle X € Q,p € Nj und o, ...,z, € G. Die Inklusion (i7) = (i) ist trivial.

(13) = (i) Sei @ : Q — L(G) analytisch, C > 0 und w € , sodass fir alle p € Nj und
alle xg,...,z, € G die Ungleichung (5.16) gilt. Wir betrachten den laut Lemma 5.3.5 dichten
Teilraum

D,, := span {G(Q’O)K(w, Jr:aeNg,ze G} = span {0% (E(-)"z)(w) : a € Nj,x € G}
von Hg und definieren die lineare Abbildung Y : D,, = H 3 durch
y(aa (E()*z) (w)) = 0°(B()*®()x)(w), VaeNyzed.
Analog zu obigen Uberlegungen gilt fiir alle « € N und alle z € G

al

0 (ECy@0)z) () = 3T s 0O R (w, )0 b (w)a,

Y]
I C o)!

womit aus der Ungleichung (5.16) folgt, dass der Operator Y beschriankt ist. Es existiert also
eine eindeutige beschrankte lineare Fortsetzung von Y auf Hy, welche wir mit Y bezeichnen.
Dh.esist Y € L(Hkg,Hz) und Yip, =Y.

Um den Beweis abzuschlieflen wollen wir zeigen, dass Y*M = Mj}A’* fir alle j € {1,...,n}.
Dazu sei r > 0, sodass D7 (w) C Q. Dann gilt fiir alle A € D?(w) und alle z € G

YE\) 'z = Yf( > %aa( ()*:ﬂ)(w)) =

a€eNy

= 3 o e By e () (w) = BOY RN,

ol
aeNy

also ist VE(A)* = E(\)*®()\) fiir alle A € D?(w). Da die Abbildungen YE(-)* : Q — L(G, H)
und E(-)*®(-) : Q — L(G,Hf) analytisch sind, folgt daraus mit Hilfe von Korollar 1.2.19 die
Giiltigkeit von

ENY*=d(N)*E(\), YAeq

Fir alle f € Hy,j € {1,...,n} und alle A € Q gilt also
ENY M, f = @\ EQNM; f =X\ EQA)f = EWY™f = EQ)M;Y™f,
womit der Punkt (i) fiir X := V* € L(Hz, Hx) gilt. O

Definition 5.3.11. Wir nennen eine Abbildung ® : Q@ — L(G) eine analytische Kern-Transfor-
mation, falls ® analytisch und ®(\) fiir alle A € Q invertierbar ist.

Lemma 5.3.12. Sei K : QxQ — L(G) ein reguldrer sesquianalytischer Kern und ® : Q@ — L(G)
eine analytische Kern-Transformation. Dann ist auch

=~ [ QxQ = L(G)
K'{uw>w () K (A 1) ()

ein requldrer sesquianalytscher Kern.

Beweis. Da ® laut Voraussetzung analytisch ist, folgt aus Lemma 1.3.3, dass die Abbildung
B()*: Q= L(G) : A~ &(N)* koanalytisch ist. Mit K ist also auch K sesquianalytisch.

Um zu zeigen, dass K regulér ist, sei w € € beliebig aber fest gewihlt und r > 0, sodass
Dr(w) C Q gilt. Wir setzen wieder A,, := DP*(w). Laut Satz 5.3.7 existiert ein eindeutiger ko-
analytischer funktionaler Hilbertraum #,, mit reproduzierendem Kern K|a, xa, . Daraus folgt,
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dass der Kern K|a, xa, positiv ist. Laut Lemma 5.2.16 ist damit auch K|a, xa, ein positi-
ver Kern, und es existiert ein unitirer Operator U € L(Hy, Hu), wobei wir mit H,, den zu
K| AnxA, gehorigen RKHS bezeichnen. Zu jedem f € H., gibt es also ein g € H,,, sodass
f = Ug. Damit ist 7, auch ein koanalytischer funktionaler Hilbertraum, womit die Operator-
matrix M(K|a,xa,,w,p) = M(K,w,p) laut Lemma 5.3.5 fiir alle p € NI positiv semidefinit

ist. Da w € €2 beliebig war, ist K somit regulér. O

Definition 5.3.13. Sei K :  x Q — L£(G) ein regulérer sesquianalytischer Kern und w € Q
beliebig. Wir nennen einen Kern K,, : A, X A, — L(G) eine Normalisierung von K bei w,
falls A, C Q eine offene Umgebung von w ist und es eine analytische Kern-Transformation
®: Ay — L(G) gibt, sodass

Ky p) =) KA, w)®(A) und K,(\w)=Ig, YAueclA,
gilt, wobei wir mit I € L(G) die Identitidt auf G bezeichnen.

Proposition 5.3.14. Sei (G, (-, )¢) ein Hilbertraum iber C und T € L(G) positiv, d.h. es gelte
(Tz,z)g > 0 fir alle x € G. Dann existiert eine eindeutige Quadratwurzel S von T, d.h. ein
positiver Operator S € L(G), sodass SoS =1T.

Beweis. Siehe [6], Korollar 1.4.13. O

Lemma 5.3.15. Sei K : Q x Q — L(G) ein reguldrer sesquianalytischer Kern und w € Q. Dann
gilt

(a) Genau dann ezistiert eine Normalisierung von K bei w, wenn K (w,w) invertierbar ist.

(b) Sind K1, Ko zwei Normalisierungen von K bei w, dann gibt es eine offene Umgebung A C Q
von w und einen unitiren Operator W € L(G), sodass K1(A,pu) = W*Kao(\, )W fiir alle
A €A,

Beweis. (a) Ist K,, eine Normalisierung von K bei w und ® : A,, — £(G) eine analytische
Kern-Transformation, sodass

KA p) =) KA, p)®(A) und K,(\w)=Ig, VAuelA,

gilt, so ist K (w,w) = (®(w)*) " K, (w, w)®(w)~t = (®(w)*)"1®(w) ! invertierbar.

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass K (w, w) invertierbar ist. Wir bezeichnen mit Inv (£(G)) die
Menge der invertierbaren Operatoren aus £(G). Aus der Funktionalanalysis ist bekannt (siehe
z.B. [6], Lemma 1.1.9), dass diese Menge offen ist. Des Weiteren ist die Abbildung K(-,w) :
Q = L(G) : A\ =» K(\w) laut Voraussetzung analytisch und daher auch stetig. Da K(w,w)
invertierbar ist, existiert somit eine offene Umgebung A,, von w, sodass K (A, w) fiir alle A € A,,
invertierbar ist. Nach Lemma 1.1.9 ist mit K (-, w) auch die Abbildung K(-,w)™ : A, — L(G) :
A~ K(\,w)~! analytisch.

Nun ist der Operator K(w,w) € L(G) positiv, da wir vorausgesetzt haben, dass der Kern K
regulér ist und daher

<K()\,)\)J;,x>G >0, YieQured

gilt. Nach Proposition 5.3.14 existiert also eine Quadratwurzel K (w,w)”> von K (w,w). D.h. es
ist K (w,w)”? € L(G) positiv mit K (w,w)”*K (w,w)”* = K(w,w). Da K (w,w) invertierbar ist,
muss K (w,w)"? bijektiv sein. Aus dem Satz von der offenen Abbildung folgt, dass die Inverse
(K (w, w)l/z)f1 ebenfalls stetig ist.

Wir definieren nun die Abbildung

[ Ay = L(G)
‘b'{ A= KO\ w) LK (w, w)'/?
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und betrachten den Kern

AL = LG
Kw'{ Ap) = () K, ) @(A).

Nach obigen Uberlegungen ist ® analytisch und ®(\) fiir alle A € A,, invertierbar. Die Abbildung
® ist also eine analytische Kern-Transformation. Auflerdem gilt fiir alle A € A,

K,(\w) =P(w) K\, w)®(\) = (K(w,w)flK(w,w)l/Q)*K()\,w)K()\,w)flK(w,w)l/2 =
= K(w,w)"”?K(w,w) ' K (w,w)"/* = I,

wobei wir benutzt haben, dass (T1)* = (T*)~! fiir alle T € Inv (£(G)) und jeder positive
Operator selbstadjungiert ist. Der Kern K, ist also eine Normalisierung von K bei w.

(b) Seien K7 : Ay x Ay = L(G) und K3 : Ay x Ay — L(G) zwei Normalisierungen von K
bei w. Es gibt also analytische Abbildungen ® : A; — £(G) und ¥ : Ay — £L(G), sodass

Ki(p)=2)* KA, w)®(\) und Ko\ p) =T(p) " K\ p)PA), VApeANA,
gilt. Fir A := A; N Ay gilt
K1\ 1) = @(0)* (P (1)) " Ko (A )T (V) 1(N), VA pe A,

Definiert man die Abbildung © : A — L£(G) : A — ¥(A)"1®()), so ist O(N) fiir alle A € A

invertierbar, und es gilt
Ki(A p) = ©() K2 (A, 1)O(N), VA peA.
Da K7 und K> Normalisierungen von K bei w sind, gilt weiters
Ig = Ki(A w) = O(w)" Kz (A, w)O(A) = O(w)"O(X), VAE€A,

woraus O(A) = (@(w)*)fl fiir alle A € A folgt. Setzt man also W := O(w), so ist W € L(G)
unitdr und erfillt die gewiinschte Eigenschaft. O

Lemma 5.3.16. Seien Hx bzw. Hy zwei koanalytische funktionale Hilbertridume auf €2 mit
reproduzierenden Kernen K bzw. K. Es gelte

o Fir alle \ € Q sind K(\, \) und K(\, \) invertierbar.

e Firalle j € {1,...,n} ist Mj := Mz, |3, € L(Hk) und M; := Mz, |», € L(Hg).

o Firalle \ € Q ist {K(\,-)x: 2 € G} =kerDpp-—y und {K(\, )z : 2 € G} = ker Dyp. .
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) Es existiert ein unitirer Operator U € L(Hk,Hg), sodass UM; = MjU fiir alle j €

{1,...,n}.

(ii) Es existiert eine analytische Kern-Transformation ® : Q — L(G), sodass

K\ p) = () KA\ p)®(), VA pe

(iii) Es gibt Normalisierungen K., von K und K, von K bei einem w € Q und einen unitdiren
Operator W € L(G), sodass Ky(\,pn) = W*Ky,(A\, )W fiir alle A\, u in einer offenen
Umgebung von w.
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Beweis. (i) = (i1) Diese Inklusion folgt aus Lemma 5.2.14 (siehe auch Bemerkung 5.2.15).

(i) = (iii) Sei w € Q beliebig aber fest gewihlt. Nach Lemma 5.3.15 existieren Norma-
lisierungen K,, von K und K, von K bei w. Wir bezeichnen mit ¥ : A, — £L(G) bzw.
U : A, — L£(G) die zugehdrigen analytischen Kern-Transformationen. D.h. fiir A := A, N A,
gilt

Ko\ p) = V() KO m)¥(N) und  Ky(Ap) = T() KA @) T(N), VA peA.
Laut Voraussetzung gilt nun

BuOhp) = ()" () KO, )N F(N), ¥ A€ A,

=K(\p)

womit K, auch eine Normalisierung von K bei w ist. Laut Lemma 5.3.15 existiert ein unitérer
Operator W € L(G), sodass K, (A, ) = W*K,,(A, p)W fir alle A\, u € A gilt.

(iii) = (i) Seien W : Ay, — L(G) und ¥ : A, — £(G) analytische Kern-Transformationen,
sodass

Ky p) = U(u) KO, ) ¥ und KA\, p) = U(u) KO m)P(N), VA peld,NA,

gilt, und sei W € £(G) unitir, sodass K, (A, p) = WK, (A, p)W fiir alle A, gt in einer offenen
Umgebung A’ von w gilt. Wir wéihlen r > 0, sodass A := D?(w) C A, N A, NA’ gilt, und
definieren die Abbildung

A = LG
9'{ A= T)WFE(N) L

Klarerweise ist O(A) fir alle A € A invertierbar. Nach den Lemmata 1.1.9 und 1.1.8 ist ©
analytisch. Weiters gilt fir alle A\, u € A
O(u)" KA 1)O(N) = (¥(p)") ™ W (p)* (Ayu)‘if(/\)W T~
= (W))W, )W B () (5.17)
= (U()) T KwA )TN = K\ )
Da die Kerne K und K laut Voraussetzung reguldr sind, existieren laut Satz 5.3.7 eindeutige
koanalytische funktionale Hilbertrdume #H,, und H,,, sodass K|axa der reproduzierende Kern

von My, und K [axa der reproduzierende Kern von H,, ist. Nach Lemma 5.3.6 existieren unitére
Operatoren Ra € L(Hk,Hyw) und Ra € L(Hz, Ho), sodass fiir alle j € {1,...,n}

Mz, |y, = RaMz, |3, RA € L(Hw) und Mz, |y = RAMz, |, RA € L(Hy).

Weiters existiert wegen (5.17) laut Lemma 5.2.16 ein unitérer Operator V € £(Hay, Huw), sodass
V Mz, |y, = Mz, |5 V firalle j € {1,...,n}. Insgesamt erhalten wir

RAVRAMz |3, = RAV Mz, |3, Ry = RAMz, | VRA = Mz, |3, RAV R,
woraus die Behauptung fiir den unitdaren Operator U := R*AVR A € L(Hi, H) folgt. O

Lemma 5.3.17. Sei K : Q x Q — L(G) ein regulirer sesquianalytischer Kern und w € §).
Weiters sei C,, > 0, sodass fir alle p € N und alle o, ...,z, € G die Ungleichung (5.13) aus
Lemma 5.3.9 (it) fir K gilt. Ist ® : A — L(G) eine analytische Kern-Transformation mit w € A
und definiert man K(\, p) := ®(u)* K (X, p)®(\) fir alle A\, € A, so gilt die Ungleichung (5.13)
auch fir den Kern K.



5.3 Verallgemeinerte Bergman-Kerne "

Beweis. Sei C,, > 0, sodass die Ungleichung (5.13) fiir alle p € N§j und alle zo,...,z, € G gilt.
Weiters sei ® : A — £(G) eine analytische Kern-Transformation mit w € A und der Kern K auf
A x A definiert durch K (), p) := ®(u)* K (X, p)®(\) fiir alle A,y € A.

Sei r > 0, sodass DP*(w) € A und H,, jener koanalytische funktionale Hilbertraum, dessen
reproduzierender Kern gegeben ist durch K| Dr(w)xDr(w)- Dann folgt aus Lemma 5.3.9, dass
Mz, |y, € L(Hy) fir alle j € {1,...,n}. Da K laut Lemma 5.3.12 ebenfalls ein regulirer
sesquianalytischer Kern ist, existiert ein eindeutiger koanalytischer funktionaler Hilbertraum
7:[“,, dessen reproduzierender Kern gegeben ist durch K [AxA-

Nach Lemma 5.2.16 existiert nun ein unitirer Operator U € L£(Ha, Ha), sodass Mz g, =

UMz, |y, U* € L(Hy) fiir alle j € {1,...,n} gilt. Aus Lemma 5.3.9 folgt, dass die Ungleichung
(5.13) auch fiir den Kern K|axa und damit natiirlich auch fiir den Kern K gilt. O

Definition 5.3.18. Seien (X, ||||x) und (Y, ||-|]y) Banachraume und M ein linearer Teilraum
von X. Ein Operator T € L(X,Y") heiit nach unten beschrinkt auf M, falls es eine Konstante
C > 0 gibt, sodass

ITally > Cllally, Ve

Lemma 5.3.19. Seien (X, ||-|x) und (Y,|||ly) Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T
genau dann nach unten beschrankt auf X, wenn T injektiv und ranT abgeschlossen ist.

Beweis. (=) Laut Voraussetzung existiert eine Konstante C' > 0, sodass ||[Tz||y > C||z|x fir
alle x € X. Damit ist T klarerweise injektiv. Sei nun (y,)nen eine konvergente Folge aus ranT
und y := lim, ey yn. Dann gibt es zu jedem n € N ein z,, € X, sodass y,, = T'z,,, wobei

1Tzn = Tzmly = 1T (@0 —zm)lly = Cllzn —2mllx, YVn,meN.

Daraus folgt, dass (2, )nen eine Cauchy-Folge ist. Fir z := limpen @, gilt dann y = lim,eny T2, =
Tx € ranT, womit ranT abgeschlossen ist.

(«<) DaranT C Y als abgeschlossener Teilraum eines Banachraumes ebenfalls vollstédndig
ist, folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung, dass T' : X — ranT offen ist. Damit ist
T7!:ranT — X stetig und

lelly = |77 T2, <177 |T2ly, VzeX.
O

Lemma 5.3.20. Sei Hy ein koanalytischer funktionaler Hilbertraum auf 2 mit reproduzieren-
dem Kern K. Weiters sei Mz, |3, € L(Hk) fiir alle j € {1,...,n} und K(w,w) fir ein w €
invertierbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Operator D m.l,,, )<—w ist auf {K(w, )z : 2 € G}t nach unten beschrinkt.
(ii) Der Operator Dz, ) —w ist auf {K(w,-)z|a, : © € G} nach unten beschrinkt.

(iii) Es existiert eine Normalisierung K wvon K bei w und eine Konstante Cy, > 0, sodass fiir
jedes p € N§ und alle zg,...,z, € G

1 I
(2,0) 5(0,8)
Cuw E <a!ﬂ! O\ K (w, w)xa,x5>G <
0<a,<p
(5.18)

S Y (g 9 O8O R, wyra, )

j=1le;j<a,B<p (O‘_ej)'(ﬁ_ej)- a’

In diesem Fall sind die Teilrdume {K(w, )z :z € G} C Hx und {K(w,")z|a, : € G} C Hy
abgeschlossen.
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Beweis. (i) < (ii) Sei r > 0, sodass D?(w) C Q und A,, := D?(w). Wir bezeichnen mit H,,
wieder jenen koanalytischen funktionalen Hilbertraum, dessen Kern durch K|a, xa, gegeben
ist. Nach Lemma 5.3.6 existiert ein unitdrer Operator R, € L(Hk,Hw), sodass Mz |3, =
R, Mz, |3, Ry, € L(Hy) fiir alle j € {1,...,n}, was aber dquivalent ist zu

[(Mg] |7.[w)* — ’LUjIHw]Rw = Rw [(ngh.[K)* — ijHKL V] S {]., .. .,n}.

Der Operator D (|, )« —w ist also genau dann auf {K(w, )z : z € G} nach unten beschrinkt,

wenn der Operator D (v, )+ —w auf Ry ({K(w,-)z : € G}*) nach unten beschréinkt ist. Nun
gilt aber

fe{Kw )z:zeG?t <« ([ K(w,)z), =0VzelG &

& <wa,RwK(w,-)x >H =0,V eG@ < R,fe{K(w, )x|a,:x€ G}L7

=K (w,")x|a,,

also ist Ry, ({K(w,)z: 2z € G}') = {K(w,)z|a, : € G}*. Des Weiteren gilt R, ({K(w, ")z :
z € G}) = {K(w,")z|a, : z € G}, woraus folgt, dass {K(w, )z : © € G} genau dann abgeschlos-

sen ist, wenn {K (w,-)x|a, : © € G} abgeschlossen ist.

(i) = (#i) Da K(w,w) invertierbar ist, existiert laut Lemma 5.3.15 eine Normalisierung
K von K bei w. D.h. es existiert eine offene Umgebung A C € von w und eine analytische
Kern-Transformation ® : A — £(G), sodass

K p) =0 K\ w)®(\) und K\w)=1Ig, VY \upcA.

Sei r > 0, sodass D?(w) C A und A,, := D*(w). Weiters sei H,, jener koanalytische funktionale
Hilbertraum, dessen Kern gegeben ist durch K|a, xa,. Nach Lemma 5.3.12 ist mit Ko, xA,,
auch K |a,xA, €in reguldrer sesquianalytischer Kern, womit es einen koanalytischen RKHS Ho
gibt, sodass K |a, xA,, der reporduzierende Kern von H,, ist. Laut Lemma 5.2.16 ist der Operator

V-{ Ho — Huo
Lf e OO = (A @) (V)

unitdr und es gilt Mz, |5z = VMz |y, V* € L(H,) fiir alle j € {1,...,n}. Analog zu obigen
Uberlegungen folgt, dass D |, )*—w genau dann auf {K(w,-)z|a, : € G}* nach unten
beschrénkt ist, wenn Dy, ) —w auf V ({K(w,")z|a, : = € G}*) nach unten beschrénkt ist.
Weiters gilt

V ({K(w,)z|a, 7€ GH) = {V(K(w,)z|a,) 12 € G} = {2()*K(w, )z|a, 17 € G} =
= {®( ) K(w, )®(w)z|a,): z € G}t = {K(w, )z|a, : 2 € G}
da ®(w) € L(G) invertierbar ist. Analog erhilt man
V({K(w,)zla, sz € G}) = {K(w,)z|a, : © € G},
womit {K(w,-)z|a, : ¢ € G} genau dann abgeschlossen ist, wenn {K(w,-)z|a, : = € G}
abgeschlossen ist.
Als néchstes wollen wir zeigen, dass
{K(w,)z|a, : 2 € G} =cls {a<a70>f<(w7 Jyla, o € Ng\{(0,...,0)},y € G}. (5.19)
Aus K(\,w) = Ig fiir alle A € A,,, folgt *O K (w, w) = 0 fiir alle o € N2\ {0}. Es gilt also

<8(a70)f((w, Yy, K (w, ):1:>,}_~L = <8(‘X’0)[~((w,w)y,x>G =0, Vuz,yeGacNj\{0},
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was die Inklusion ,,D“ zeigt. Fiir die andere Inklusion sei f € {K(w,-)z|a, : 2 € G} beliebig.
Wir wissen, dass die Teilmenge D, := span {G(Q’O)f((w, Jy:a eNpy € G} dicht liegt in H,.
Zu jedem € > 0 existiert also ein fo =3 4 @O K (w, )y, € Dy, mit |f = fll;, < e Definiert
man g. =Y, 0O K (w,)ys, so gilt
a#0
15 = el = { WO il 00
w 0 ,0¢ A..

Falls 0 € A, gilt aber

~ 2 - ~
1K (w,)y5]|57. = (K (w, )95, K (w,)95) 5, = (K(w,w)y5,95) = W51
und y§ = fe(w). Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung erhélt man

<f6(w)’f8(w)>g = <f€’[~((w7')f6(w)>7.2w = <f - f&)f((wa )fa(w)>7_"[w <
T 7 A I s

also | K (w, )y§llg, = luglla = If-(w)]le < e. Insgesamt ergibt sich damit
If— 95||7:[w =|f—fe+ fe _96||7-Zw <|f- f6||7-2w + I fe = g€||73[w < 2e.

Zu jedem e > 0 existiert also ein g. € span {0V K (w, )y : a € N3\{0},y € G}, sodass
|f = g:llz, < 2e. Daraus folgt f € cls {0V K (w,-)y : a € Nj\{0},y € G}, also die Inklusion
77g“'

Aus Lemma 5.2.13 wissen wir, dass {K(w, )z : 2 € G} Cker D nmy,, y—w gilt. Ahnlich wie
im Beweis von Lemma 5.3.9 folgt schlieflich fir f =} .., L IO K (w, o € Dy

e, e el —¢)!

Jj=le;
1 ) 2
= [Pzt w7, Z CIAP =C|f 3T 00K (w, Jaa|| = (520
o<a<p Huw
—c ¥ < L @050
= alfl (w,w)xa,xﬁ>c.

0<a,f<p

(#31) = (ii) Ist K eine Normalisierung von K bei w, fiir welche die Ungleichung (5.18) gilt,
so folgt aus (5.20), dass D(m|,, )-—w auf cls {00 K (w, )y : « € Ng\{0},y € G} nach unten
beschréinkt ist. Wegen (5.19) ist D |, )<—w somit auf {K(w,)z|a, : = € G} nach unten
beschrénkt.

Es bleibt zu zeigen, dass {K(w,-)z|a, : © € G} C H,, abgeschlossen ist. Dazu betrachten
wir den linearen Operator K (w,-) : G — H, : = K(w,-)z|a,. Wegen

HIN{(w, )x|a,, ;w = <K'(w, -)x|4\w,K’(fw7 ')x|Aw>7-lw = <K’(w,w)x,x>G =(r,2)g = Hx||é,

ist der Operator K (w,-) € £L(G, H.,) eine Isometrie, womit ran K (w,-) = {K(w, -)z|a, : 2 € G}
abgeschlossen ist. O
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Definition 5.3.21. Wir nennen einen sesquianalytischen Kern K : Q x Q — £(G) einen verall-
gemeinerten Bergman-Kern, falls

(BK1) Zu jedem w € ) existiert eine Konstante ¢,, > 0, sodass fiir alle p € Njj und alle
zo,..., Ty €G

Cuw zn: Z < 11 | a(aieJ’O)g(O’ﬁiej)K(wv w)xaa mﬁ>G =

j=1e;<a,B<p (a—e;) (B —e))!
< ¥ <L PO FOD K (1, ) 25
= alf! Y W)Tar T5)
0<a5<p

(BK2) Zu jedem w € 2 existiert eine Normalisierung K, von K bei w und eine Konstante
Cw > 0, sodass fiir alle p € Nij und alle zg,...,z, € G

1 _
Z <— 8(0"0)6(0’5)Kw(w, W) T, x5>G <

alp!
0<a,B<p B

- 1 a—e; 2(0,8—e;
gcwz Z <(a—ej)'(6—ej)'a( 3:0) 50,8 J)Kw(w,w)xmzﬁ>a.

i=le;<a,B<p ' '

Lemma 5.3.22. Sei K : Q x Q — L(G) ein verallgemeinerter Bergman-Kern und w € €.
Weiters sei r > 0, sodass D7 (w) C Q und Ay, := D*(w). Dann gilt:

(i) Der Operator K(w,w) € L(G) ist invertierbar.
(i) Fir alle j € {1,...,n} ist Mz, |3, € L(Hw)-
(iii) Fir alle X € A, ist {K(\, )z

A, - T E G} = keIQ(M?mw)*_)\,
(iv) Fiir alle X € A, ist ran D (nip,,, )< —x © My, abgeschlossen.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 5.3.9 folgt aus der Eigenschaft (BK1), dass die Operatormatrix
M (K, w, p) fir alle p € N§ positiv semidefinit ist. Laut Satz 5.3.7 existiert somit ein eindeutiger
koanalytischer RKHS H,,, sodass K|a, xa, der reproduzierende Kern von H,, ist. Aus Lemma
5.3.9 folgt weiters, dass Mz, |+, € L(H,) fiir alle j € {1,...,n}. Aus Lemma 5.2.13 erhélt man
daraus die Giiltigkeit von

{K()\, ~).’£|Aw X e G} - ker@(Mz\Hw)*—)\’ VAeA,. (521)

Aus der Eigenschaft (BK2) und Lemma 5.3.15 folgt zunéchst, dass K(\,\) € L(G) fur alle
A € Q invertierbar ist. Sei nun p € A, beliebig aber fest gewdhlt und § > 0, sodass DY (1) C A,,.
Wir setzen A, := DJ(p) und bezeichnen mit H,, jenen koanalytischen RKHS, dessen reprodu-
zierender Kern gegeben ist durch K|a,xa,. Wegen der Eigenschaft (BK2) kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass es zu u € € eine Normalisierung K,, von K|a,xa, bei ¢ und eine Konstante
Cy > 0 gibt, sodass fiir alle p € N§ und alle zg,...,z, € G

3 < 1 3(“’0)5”*‘*)1(”(%#)%,x5>GS

alg!
0o B<p alp!
n 1 B
<C < [)(afej,O)a(O,ﬁ*ej)Kt(’u’N)ma’xﬁ> )
L B * :
Aus Lemma 5.3.20 folgt damit, dass D i, ) —pu auf {K(p,-)z|a, : © € G} nach unten

beschrankt und {K(u, )z|a, : © € G} C H,, abgeschlossen ist.
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Ist nun f = f1 + fo € ker® vy, ) —p mit fi € {K(y,")z[a, : * € G} und fo €
{K(u,")x|a, : * € G}, so gilt wegen (5.21)
0= HQ(M?h{w)**MfHH" = HQ(M?‘HW)**MJ%HH;}] 2 Cullfally,

fiir eine Konstante C, > 0, womit fo = 0 sein muss. Also ist f € {K(u,-)z|a, : © € G} und damit

ker ® (v, ) - © {K (1, )2]a, ¢ € G} Wegen Lemma 5.3.19 ist ran® iy, y+—n € Hi,
abgeschlossen. Da p € A, beliebig war, zeigt dies die Behauptung.

Satz 5.3.23. Sein € N, Q C C" ein beschranktes Gebiet und k € NU {oco}. Dann gilt
(a) Fir T € A7 (Q) ist Kr (siehe Definition 5.1.13) ein verallgemeinerter Bergman-Kern.

(b) Ist K : Q x Q — L(£2) ein verallgemeinerter Bergmann-Kern und w € §) beliebig, so gilt
(Mzl3, )" € Ap(Aw).

Beweis. (a) Sei T € A?(Q). Dann existiert eine analytische Funktion I' : Q — L(/3, H), sodass
kerI'(A) = {0} und ranT'(\) =ker®r_,, Ve

Definiert man Kt : Q x Q — L£(£3) durch Kp(\, p) := T'(u)*T(A), so gilt Kr(A, u)* = Kr(u, A),
womit Kt ein sesquianalytischer Kern auf € x € ist. Laut Lemma 5.2.11 existiert ein eindeutiger
koanalytischer RKHS Hp, dessen reproduzierender Kern gegeben ist durch Kt und ein unitérer
Operator Ur € L(H,Hr), sodass UrT; = Mz, Ur fiir alle j € {1,...,n}. Der unitire Operator
Ur ist dabei gegeben durch

H — H
UF:{ v oo (Ao T(O)).

Daraus folgt einerseits, dass Kt reguldr ist (siehe Lemma 5.3.5), und andererseits, dass Mz, |3, €
L(Hr) fir alle j € {1,...,n}. Nach Lemma 5.3.9 erfiillt KT somit bereits die Eigenschaft (BK1).

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Kr(\,\) € L(¢3) fiir alle A € A, invertierbar ist. Sei
dazu A € A,, beliebig aber fest gewéhlt. Ist « € ker K (A, A), so gilt

0= (Kr(\ Nz, z),, = (T TN, z) 5 = (T2, TV )z) , = [Tz,

woraus © = 0 folgt, da kerI'(A) = {0} gilt. Weil ranT'(\) = ker®x_, abgeschlossen ist,
gilt (ker'(A)*)* = ranT'(X), also ranI'(A\)* = ranT'(A)*|anr(n) = ran Kp(A,A). Nun ist aber
{0} = kerT'(\) = (ranT'(A\)*)*, womit ranT'(\)* dicht liegt in ¢2. Nach dem Satz vom ab-
geschlossenen Bild ist ranT'(A)* aber abgeschlossen, da ranI'(\) abgeschlossen ist. Insgesamt
erhilt man ran Kp(\,A\) = (2. Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist Kp(A,\) somit
stetig invertierbar.

Um den Beweis von Punkt (a) abzuschliefien, reicht es laut Lemma 5.3.20 zu zeigen, dass der
Operator D v_y,,.)—x auf {K(\, )z :a € 23+ nach unten beschriinkt ist. Dazu bemerken wir
zunéchst, dass aus

Tj — )\jIH = Uf\k [(M3j|7’lr)* — )\jlyr] Ur, V] S {1, . ,n} (5.22)
die Giiltigkeit von Up(ker @T,A) = ker® vy, ) - folgt und damit

(KN Dz :xe By ={T()' TNz :x € i} ={U TNz :x €3} =
= Up(ranI‘()\)) = Up(keI'@T_)\) = kerD(M?‘HF)*_)\

gilt. Weiters folgt aus (5.22), dass ranD(MﬂHF)*_k C Hp abgeschlossen ist, da ran®t_) C H"
laut Voraussetzung abgeschlossen ist. Nach Lemma 5.3.19 ist der Operator Q(Mz\ﬂp)** \ also
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auf (ker D vy, ) - »)T nach unten beschrinkt. Laut Lemma 5.3.20 erfiillt Kt somit auch die
Forderung (BK2).

(b) Sei K : QxQ — L(£2) ein verallgemeinerter Bergman-Kern und w € Q beliebig. Sei wieder
r > 0, sodass D?(w) C Qund A,, := D}(w). Dann existiert laut Lemma 5.3.22 ein koanalytischer
RKHS H.,, sodass K|a,xa, der reproduzierende Kern von H,, ist und Mz, l#, € L(H,) fir
alle j € {1,...,n}. Nach Lemma 5.3.22 ist fiir A € A,

ker D n_j,, ) —a = 1K\ )zla, 12 € 23,

n
w

und ran® (v, )~ x € Hy, abgeschlossen. Mit Lemma 5.3.5 folgt daraus

cls| J{ker Dnacfy, - 1 A € A} = cls{K (X, )z|a, 1 7 € (G, A € A} = Hy,

womit die Punkte (A1) und (A3) erfiillt sind. Fiir den Punkt (A2) betrachten wir fiir A € A,
das Punkauswertungfunktional E(X) : H,, — £2 : f + f(A) und definieren die Abbildung

r A = LG Hy)
YA e BV

Diese ist laut Lemma 5.3.5 analytisch und fir A € A, gilt

ker'(A\) = ker E(A)* = ker K(A\,A) = {0} und
ranT(\) = {E\)*z:x € 3} = {K(\, )z

A, €L} =Ker Dy, )e -
Insgesamt ist also (Mz|y, )* € A(Ay). O

Bemerkung 5.3.24. Seien k,n € N und Q@ C C™ ein beschrianktes Gebiet. Ist T € By (), so
existiert laut Satz 5.1.4 zu jedem w € Q eine analytische Funktion Iy, : A,, — £(CF, H), sodass

ranl,(A) =ker®Dr_) und Ty(w) Ty(A) = Ik, VAEA,.

Setzt man wieder Kt (A, p) := Ty(u)*Tyw(A) fiir alle A\, u € A, so ist Kr,, also selbst eine
Normalisierung von K, bei w. Zwei n-Tupel T, T € B(Q) (mit k € N) sind also laut Lemma
5.3.16 genau dann komponentenweise unitar dquivalent, wenn es einen Punkt w € 2 und einen
unitéiren Operator W € L(C*,CF) gibt, sodass Kz (X, ) = W*Kp,, (X, p)W fiir alle A,z in einer

gewissen Umgebung von w, wenn man I';, und l;w so wahlt wie in Satz 5.1.4.
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