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Kapitel 1

Einleitung

Fine erste Verbindung zwischen Genetik und Mathematik stellte bereits 1866 der Naturforscher
Gregor Johann Mendel her, der sich mit der Vererbung bei Erbsen beschéftigte. Seine allseits
bekannten daraus gewonnenen drei Vererbungsregeln bilden eine wichtige Basis fiir die Gesetze
und Modelle, welche in dieser Arbeit beschrieben werden:

Neben den biologischen Grundlagen, welche in Kapitel 3 aufgrund ihrer Bekanntheit nur kurz
wiederholt werden, werden in Kapitel 2 die mathematischen Grundlagen erarbeitet. Es handelt
sich hierbei um die Theorie der Markov-Ketten, welche nach dem russischen Mathematiker An-
drei Markov benannt sind.

Rund 40 Jahre wurde den Ergebnissen von Mendel keine grofie Aufmerksamkeit geschenkt,
bis schliellich der britische Mathematiker Godfrey Hardy und der deutsche Vererbungsforscher
Wilhelm Weinberg das nach ihnen benannte Hardy-Weinberg-Gesetz formulierten:

Danach bleiben fiir eine ideale Population die Allelhdufigkeiten p; der Allele A; bereits ab der
ersten Generation konstant, wiahrend die Genotyphéufigkeiten P;; ab der zweiten Generation
konstant bleiben. Die Grundlage fiir den Beweis, welcher in Kapitel 4 gezeigt wird, bilden die
Mendel’schen Vererbungsregeln.

Kurze Zeit danach gewann das Gebiet der Biomathematik an Bedeutung und immer mehr Wis-
senschaftler beschéftigten sich damit. So auch der amerikanische Genetiker Sewall Wright und
der britische Mathematiker Sir Ronald Fisher:

Nach ihnen ist eines der einfachsten mathematischen Modelle der Populationsgenetik benannt,
welches in Kapitel 6 diskutiert wird. Die Populationsgréfie wird nicht mehr als unbegrenzt
angenommen, wodurch anstatt der bisherigen deterministischen Betrachtungsweise ein stochas-
tischer Zugang gewihlt werden muss. Dabei entsteht die (n + 1)-te Generation durch zufélliges
Ziehen mit Zuriicklegen von Genen der n-ten Generation. Zusammen mit der Theorie aus Ka-
pitel 2 lassen sich sogenannte Ubergangswahrscheinlichkeiten berechnen, welche dann diverse
Eigenschaften des Modells liefern.

Ziel dieser Arbeit ist es, dieses einfache Modell mit einem Allelvorrat von zwei Allelen an einem
bestimmten Genort zu verallgemeinern, indem man einerseits ein- beziehungsweise zweiseitige
Mutation und/oder Selektion hinzufiigt, andererseits den Allelvorrat auf unendlich viele Allele
vergroflert.

Das in Kapitel 7 vorgestellte Moran-Modell ist nach dem australischen Statistiker Patrick
Moran benannt. Gegeniiber dem Wright-Fisher-Modell hat es den Vorteil, dass Ergebnisse



sehr hiufig explizit angegeben werden konnen. Da es pro betrachteten Zeitpunkt im Gegen-
satz zum Wright-Fisher-Modell nur eine ,,Geburt® und einen , Sterbefall* gibt, gilt fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeiten pij = 0 fiir |i —j| > 1. Dadurch reduziert sich die Ubergangsma-
trix zu einer Tridiagonalmatrix, was unter anderem ermoglicht, dass viele Ausdriicke bei diesem
Modell explizit bestimmt werden kénnen.

Auch in diesem Kapitel wird zuerst ein Grundmodell mit einem Allelvorrat von zwei Allelen
an einem Genort diskutiert, welches dann durch Hinzufiigen von Mutation und Selektion oder
durch Vergroflern des Allelvorrats verallgemeinert wird.

Als letztes Modell wird das Cannings-Modell, welches vom amerikanischen Mathematiker Chris
Cannings entwickelt wurde, kurz vorgestellt. Es handelt sich hierbei um eine Verallgemeinerung
des Wright-Fisher-Modells. Das Cannings-Modell dient in dieser Arbeit vor allem der Berech-
nung der drei in Kapitel 8 definierten effektiven Populationsgréfien.

Betrachtet man Populationen, die bestimmte zusétzliche Eigenschaften, wie zum Beispiel zwei
unterschiedliche Geschlechter, aufweisen, so liefern Berechnungen mit der tatséchlichen Po-
pulationsgrofle keine befriedigenden Ergebnisse. Um die Realitit besser anndhern zu konnen,
verwendet man je nach Problemstellung die passende effektive Populationsgréfie. Dadurch wird
eine Basis fiir Modelle, welche der Realitdt immer néher kommen, geschaffen.



Kapitel 2

Markov-Ketten

Da der mathematische Teil dieser Arbeit auf der Theorie der Markov-Prozesse! aufbaut, wird
zu Beginn ein kurzer Uberblick dariiber gegeben. Neben wichtigen Definitionen enthilt dieses
Kapitel auch spiter benétigte Eigenschaften®. Da die genannten Sitze und Eigenschaften zwar
Basis fiir viele noch folgende Aussagen sind, jedoch nicht zur Kernaussage dieser Diplomarbeit
gehoren, werden die Aussagen nur teilweise bewiesen. Fiir Beweise der restlichen Aussagen sei
auf entsprechende Fachliteratur verwiesen.

Definition 2.1 Ein F-wertiger stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen
(Xt)tGT mit X; : QO — FE.

Definition 2.2  Ein stochastischer Prozess (X;),. heifit Markov-Prozess mit Zustandsraum
E genau dann, wenn fiir alle t; € T mit tg <t; <--- <tpy1und Ey,..., B, ., € E,n €N, die
Markov-Eigenschaft

P (Xti+1 = Et¢+1 | Xto = Etoa .- "th' = Eti) =P (th‘+1 = Et¢+1 | th' = Eti)

erfiillt ist.
Definition 2.3 Ein Markov-Prozess mit diskretem Zustandsraum F heifit Markov-Kette.

Die Besonderheit eines Markov-Prozesses und damit insbesondere einer Markov-Kette ist, dass
die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs zu Xy, , nur vom Zustand in Xy, abhéingt. Markov-
Ketten sind durch ihre Anfangsverteilung, ihren Zustandsraum und ihre Ubergangswahrschein-
lichkeiten p;; = P (X,41 = Ej | X;, = E;) eindeutig bestimmt.
Definition 2.4 Ein Zustand E; € F heifit:

i) absorbierend, falls p; = 1 gilt.

ii) rekurrent, falls P(X,, = E; fir einn > 1 | Xo = E;) = 1 gilt.

iii) transient, falls er nicht rekurrent ist.

Bemerkung. Sobald der absorbierende Zustand Ej; erreicht wird, verbleibt der Prozess laut
Definition darin, und es kann kein anderer Zustand mehr eintreten.

!Andrei Andrejewitsch MARKOV, russischer Mathematiker, *14. Juni 1856 in Rjasan, 120. Juli 1922 in
Petrograd;
’Die hier erwihnten Aussagen stammen grofiteils aus [1, §2.12].
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Definition 2.5 Fiir die Menge A der absorbierenden Zustinde sei die Absorptionszeit 4
definiert durch

ta:=inf{n >0| X, = E;,E; € A}

Definition 2.6  Eine Markov-Kette mit Zustandsraum E = {Fy, ..., Fj/} und Ubergangs-
matrix P = (p;;) hat eine stationdre Verteilung ¢ = (oo, ..., ¢n), falls ¢ = ¢P gilt. Fiir alle

E; € E ergibt sich daher
G =Y ¢ipy mit > ¢i=1
i€E icE

Bemerkung. Wie bereits in dieser Definition wird auch im Folgenden der Zustand FE; teil-
weise mit ¢ identifiziert.

Im Anschluss finden sich vier spéter benotigte Eigenschaften von Markov-Ketten, wobei bis auf
Widerruf vorausgesetzt sei, dass Fy und Ej; absorbierende Zusténde sind:

i) Die durchschnittliche Absorptionszeit ¢; bei urspriinglichem Zustand E; erfiillt

P L+ opit; i=1,...,M—1 2.1)
o i=0,M '
Bemerkung. Diese Gleichheit ist relativ einfach einzusehen:
Startet man in einem absorbierenden Zustand, so ist die durchschnittliche Absorptionszeit
natiirlich 0. Daher gilt tg = t); = 0.

Startet man jedoch in einem nichtabsorbierenden Zustand, so gilt: Ist der nach einem
Schritt erreichte Zustand absorbierend, so benttigt man keine weiteren Schritte. Ist der
nach dem ersten Schritt erreichte Zustand E; jedoch wiederum nichtabsorbierend, braucht
man weitere ¢; Schritte um einen absorbierenden Zustand zu erreichen. Es ergibt sich daher

M—1
ti = pio-l+piv-1+ Zpij(1+fj)
j=1

M M-1
= sz‘j + Z Dijt;
7=0 j=1

M

to=tpr=0 T
TR 1) pid
=0

ii) m; sei die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der absorbierende Zustand Ej; unter der
Bedingung X,, = E; letztlich erreicht wird. Es gilt die Rekursion

M
T = Zpiﬂrja m=0,mmv =1 (2.2)
=0

Bemerkung. Ausgehend vom Zustand E; summiert man also iiber alle moglichen
Zustédnde Ej, j = 0,..., M, wobei stets mit der Wahrscheinlichkeit 7;, dass vom je-
weiligen Zustand F; der absorbierende Zustand E); erreicht wird, multipliziert wird. Dies
entspricht einfachen Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung, weswegen auf eine exakte
Beweisfithrung hier verzichtet wird.

Die Bedingung my = 0 gilt, da Ey ebenfalls als absorbierend angenommen wird.



iii)

iv)

p;; sei die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass Xp41 = Ej; unter den Bedingungen, dass
X,, = E; und der absorbierende Zustand Ej; letztendlich eintritt. Da es sich bei X um eine
Markov-Kette handelt, ergibt sich mit einfachen Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung
die Identitét

Pij = pz‘j# (2.3)
Beweis.
p;; = P(Xin1 = Ej| Xy = E;, By tritt letztendlich ein)

P (Xi41 = Ej und E) tritt letztendlich ein | X; = Ej)
P (E)y tritt letztendlich ein | X; = E;)

PijT;
i

Startet man im Zustand F;, so beschreibt fij die durchschnittliche Anzahl des Eintretens
von Zustand E; bis schlieflich einer der beiden absorbierenden Zusténde Ey oder Ejf
eintritt. Es gilt die Rekursion

M
tij = Zpikfkj + di5, toj = tmj = 0. (2.4)
k=0
Bemerkung. Hier kann wie in der Bemerkung von Punkt ii) argumentiert werden.

Falls im Zustand Ej; gestartet wird, ist dieser bereits vor dem ersten Ubergang einmal
eingetreten. Daher ergibt sich das Kronecker3-Symbol 5ij4.

Bemerkung. Mithilfe der ¢;; aus (2.4) kann die durchschnittliche Absorptionszeit t;
aus Punkt i) als

U

QMS

dargestellt werden. Summiert man in (2. 4) nun auf beiden Seiten iiber alle j =0,..., M,
so ergibt sich mit obiger Darstellung auch auf diese Weise die Rekursion aus (2.1):

M
t_i = Z fij
j=0

7=0 k=0
M M
= 3 (| 4
k=0 7=0
M
= Zpiktk +1
k=0
3Leopold KRONECKER, deutscher Mathematiker, *7. Dezember 1823 in Liegnitz, 129. Dezember 1891 in
Berlin;
45, = {0 i
1 i=3j



Hierbei ist zu erwéhnen, dass die Bedingungen ¢p; = tjr; = 0 aus (2.4) die Bedingungen
to =ty = 01in (2.1) liefern.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt wurde, ist fiir das spéter betrachtete Moran-Modell die
Matrix P der Ubergangswahrscheinlichkeiten eine Tridiagonalmatrix. Das heifit, dass nur die
I"JbergangsWahrscheinlichkeiten Dii, Dii+1 sowie p;;—1 ungleich Null sind. In diesem Fall lassen
sich viele der oben angefiihrten Ausdrucke explizit bestimmen.

Zur Erleichterung und besseren Ubersichtlichkeit fithren wir die Notationen

Ai = Dl
Hi = Pii—1
po = 1
| R 07
= —— fir k=1,....M -1
Pk Al A b

ein.

Falls sowohl Ej als auch Ej; absorbierend sind, ergibt sich in diesem Fall mit p;; =1 — p; — A;
fiir (2.2) das System

i i .
= i1+ ——m; i=1,....M—1
i+ -1 Ai + 1 il

T

welches mit den Bedingungen w9 = 0 und mp; = 1 die Losung

_ Pot.etpic
po+ ...+ prm—1

i=1,...,M—1 (2.5)

i
besitzt.

Die néchsten zwei Vereinfachungen von (2.4) fiir ¢;; werden hier ohne Beweis aus [1, S.91-92]
zitiert:
Existieren wie bisher zwei absorbierende Zustéinde Ey und Ej;, so gilt

(A—m) 124 pw

tij = el I b (2.6)
i) g P . )
p’;ig_’“ j=i+1,...,M—1.

Existiert nur der absorbierende Zustand Ej, so gilt weiterhin ¢; = ij\io tij. Jedoch gilt

)) j=1,...,i @)

1 Jj—1 I A
W (1 + 2 (Hk:l i

tij=q" PERRY
A A 1 L
tuiﬂz#l---llj =i4+1,.... M
Existiert kein absorbierender Zustand, so gibt es eine stationdre Verteilung ¢ = (oo, ..., o),
welche durch

Ao Al
¢i = pp———— (2.8)

- i

gegeben ist. Dabei muss ¢g so gewahlt werden, dass fo\io ¢; = 1 erfiillt ist.



Bemerkung. Diese Darstellung ergibt sich aus Definition 2.6:
Da p;; = 0 fiir |i — j| > 1, reduziert sich das System ¢ = ¢P, wobei P die Tridiagonalmatrix
der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist, auf

(i +Xi)oi = Giriprit1 + Nic10i1
S Mit1Pit1 — N = i — Ni—10i-1

Definiert man v; := pi; — Ai—1¢;—1, so gilt also

Vip1 =i
Da A_1 = po = 0, folgt fiir ¢ = 0:

0 = pio1— oo

S o1 = —do

Wegen 11 = 0 folgt ¢; =0 fiir alle s = 1,..., M und daher

A.
Gip1 = ——¢;, firi=0,....,M—1
141

womit sich die gesuchte Behauptung ergibt.



Kapitel 3

Mendel’sche Vererbungslehre

Der Augustinerménch Gregor Mendel® gilt als Pionier der Genetik. Die Ergebnisse seiner Kreu-
zungsversuche mit Erbsen vertffentlichte er 1866 in der Publikation ,, Versuche iiber Pflanzen-
Hybriden®“:

i)

ii)

iii)

Uniformitétsregel

Kreuzt man homozygote - also reinerbige - Eltern, so sind alle Nachkommen der ers-
ten Tochtergeneration gleich. Mendel kreuzte in seinem Versuch rezessive weif3blithende
und dominante violettblithende reinerbige Erbsenarten, wobei die Tochtergeneration aus-
schlieBlich aus violettblithenden Erbsen bestand. Neben dem Phénotyp’ stimmt auch der
Genotyp® aller Nachkommen iiberein:

AA
x| A | A
an L2 Aa | Aa
a | Aa | Aa

Spaltungsregel

Kreuzt man diese Tochtergeneration wiederum, so treten im dominant-rezessiven® Erb-
gang violett- und weilblithende Erbsen im Verhiltnis 3:1 auf. Im intermedisiren'’ Erbgang
ist das Verhéltnis von violett-, lila- und weifiblithenden Erbsen 1:2:1.

Aa
x | A a
An A | AA | Aa
a | Aa | aa

Unabhéngigkeitsregel
Kreuzt man homozygote Eltern, welche mehrere verschiedene Merkmale aufweisen, so
kommt es in der zweiten Tochtergeneration bereits zu neuen Merkmalskombinationen.

5Gregor Johann MENDEL, katholischer Priester und Botaniker, *20. Juli 1822 in Heinzendorf, 16. Jénner
1884 in Briinn;

Svergleiche [7] und [9]

"Als Phiinotyp wird das Erscheinungsbild bezeichnet.

8Als Genotyp oder Erbbild wird die exakte Genpaarung an einem Ort bezeichnet.

9Ein Allel wird dominant genannt, falls es andere Gene iiberstimmt. Andernfalls handelt es sich um ein
rezessives Gen.

0Hjerbei kommt es zu einer Merkmalskoppelung des rezessiven und dominanten Allels.
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Gregor Mendel wurde durch das Kreuzen von dominanten glatten (B) gelben (A) Erbsen
mit rezessiven runzeligen (b) griinen (a) Erbsen darauf aufmerksam.

% [BA DA | Ba| ba |
BA || BA | BA | BA | BA
bA || BA | bA | BA | bA
Ba || BA | BA | Ba | Ba
ba || BA | bA | Ba | ba

Das Ergebnis waren glatte gelbe, glatte griine, runzelige gelbe und runzelige griine Erbsen
im Verhéltnis 9:3:3:1, welches obiger Tabelle zu entnehmen ist.

Erfolgreich war sein Experiment aufgrund der Homozygositit der verwendeten Elterngene so-
wie des gliicklichen Zufalls, dass bei den untersuchten Merkmalen keine Koppelung der Gene
auftrat. Es zeichnete also stets nur ein Gen fiir ein beobachtetes Merkmal verantwortlich. Tre-
ten hingegen Merkmalskoppelungen auf, so kann es zu entsprechenden Abweichungen kommen.
Mendel zeigte mit seinen Versuchen, deren Ergebnisse rein auf Gesetzen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung beruhen, dass Erbmerkmale als diskrete Teilchen anzusehen sind.

Bestiitigt wurden die Mendel’schen Regeln erst um 1900 von de Vries!!, Correns'? und Tschermak-
Seysenegg!3.

"1Hugo DE VRIES, holldndischer Biologe, *16. Februar 1848 in Haarlem, 121. Mai 1935 in Lunteren;

12Carl CORRENS, deutscher Botaniker, *19. September 1864 in Miinchen, 114. Februar 1933 in Berlin;

13Erich TSCHERMAK-SEYSENEGG, ésterreichischer Botaniker und Genetiker, *15. November 1871 in Wien;
$11. Oktober 1962 in Wien;
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Kapitel 4

Hardy-Weinberg-Gesetz

In diesem Kapitel betrachten wir eine sehr grofle Population mit nicht {iberlappenden Gene-
rationen ohne Migration, Selektion und Mutation. Auflerdem sollen ausschliellich Zufallspaa-
rungen'?® stattfinden. Populationen, die all diese Eigenschaften besitzen, wobei nicht nur von
einer grofien, sondern von einer unbegrenzten Population ausgegangen wird, nennt man ideal.
Die deterministische Betrachtung ist in diesem Fall wegen der nahezu verschwindenden Varianz
aufgrund der grofien Individuenanzahl gerechtfertigt:

Mit der Kenntnis der Mendel’schen Regeln konnten Hardy!® und Weinberg!® 1908 folgende Ge-
setzméiBigkeit, welche nun als Hardy-Weinberg-Gesetz bekannt ist, beweisen:

Satz. (Hardy-Weinberg-Geset2'")
In einer idealen Population gilt:

a) Die Allelhdufigkeiten!® p;, i = 1,...,n, bleiben von der ersten Generation weg stets un-
verédndert.

b) Die Genotyphéufigkeiten
po_ ol =]
) . .
pipj 1#J

bleiben fiir alle 4,7 = 1,...,n ab der zweiten Generation, also der ersten Tochtergenera-
tion, unverindert.

Erfiillt eine Population diese Bedingungen, so befindet sie sich im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht.

Beweis. Das Genpaar eines Individuums besteht aus einem Gen des Vaters und einem
Gen der Mutter. Es ist allerdings nicht von Bedeutung welches Gen von, wem stammt. Da-
her wird zwischen den Genotypen A;A; und A;A; nicht unterschieden, woraus fiir die Geno-
typhéufigkeiten sofort P;; = Pj; folgt. Die moglichen Genotypen der Population sind daher

i) A;A;,Vi=1,...,n, (homozygot) und

Mauch ,random mating® oder Panmixie genannt

15Godfrey Harold HARDY, britischer Mathematiker, *7. Februar 1877 in Cranleigh, t1. Dezember 1947 in
Cambridge;

1Wilhelm WEINBERG, deutscher Arzt und Vererbungsforscher, *25. Dezember 1862 in Stuttgart, 127. No-
vember 1937 in Tiibingen;

"vergleiche [10, §23] und [4, §1.2]

18 Als Allele werden alle moglichen Auspriagungen eines Gens an einem Locus (Genort) bezeichnet.

11



ii) A;A; fiir ¢ # j, (heterozygot)

Die Allelhéufigkeit p; des Allels A; ist somit durch

1 . .
pi=35 2Pz‘z'+zpij+zpji :sz’j Vi=1,...,n
i#] i) j=1

gegeben. Damit kann man nun auf die Genotyp- und Allelhdufigkeiten der ersten Tochterge-
neration (PZ’] und p}) schliefen. Das Punnett-Schema!? ist ein einfacher Weg, die benstigten
bedingten Wahrscheinlichkeiten zu erhalten. Fiir & # [ und ¢ # [,k ergeben sich folgende
Moglichkeiten, aus denen die Genkombination A;A; hervorgehen kann:

A A; AiA;
X Al Al X Az Al
AiAi A, [ A4, | AA Aidy Ay | ApAi | AgAi
X Az Ak X Az Al
Aidy A, | ALA; | ARAL Aidy A, | AL A | ARA

Aus diesen Tabellen kann man die benstigten Wahrscheinlichkeiten fiir die Berechnung von P
fir k # [, i # k, [ ablesen:

axf P(axpB) | P(AjA|ax pB)
AjAp x AjA; | APy Py :
AiAp x AjAp | 8Py Py 2

Daraus ergibt sich mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

P = ) P(AAi|axB)P(axp)

axf

= Pi+2) PuPa+) Pi+2) > PiPa

k#i ki k#i 1<k
1#1

= Pi+2) PuPi+ | Y Pu| | Px Y Pu
ki ki I#i,k

= (Pat+d_Pu| | Pit) Pa
ki 1#i

= p;

19Reginal PUNNETT, britischer Genetiker, *20. Juni 1875 in Tonbridge, t3. Januar 1967 in Bilbrook;
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Zur Berechnung von Pi’j mit ¢ # j betrachten wir wieder jene Paarungen, aus denen die Kom-

bination A;A; hervorgehen kann. Fiir & # 4, [ # j und (k,l) # (j,4) ergeben sich mit den
Punnett-Schemata

AjA; AjA;
X | A A; X 4; Aj
Aidi A; A,LA] AIAJ AlAk Ay, AkA] AkA]
A A, AiA;
x| A | A X | A A;
Aidi 7 AiAj | A4 Aid Aj | AjAi | AjA;

A; Ay,

die bendtigten Wahrscheinlichkeiten:

axf P(axp) | P(AA; | axp)
AzAz X AjAj QPfL’inj
Az'Ak X AjAj 4Pikij
A,Az X AjAl 4]Diinl
AZ‘Aj X AZAJ 4P2
AiAk X AjAl 8Pikle

N SIS S e

Analog zur obigen Rechnung erhélt man

P, = %ZP(AiAj | x B) P (a x B)

axf

= PuPjj+) PaPj+Y PiPa+Pj+Y Pu| > P

. . . —
gl 1#9 i (k)£ (1)

= Pi| P+ P+ Px|Py+ Y Pu|+Pj

7 i (205
= |Pi+D_ P | P+ P
ki l#j

= DiDj

und damit die zweite Aussage des Satzes.
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Die biologisch wichtige erste Aussage folgt unmittelbar aus der mathematisch einfachen Rech-

nung
n n n
=D Py= ppi+vi=pi| > pitpi| =pi} pi=p
j=1 i J#i =1
womit das Hardy-Weinberg-Gesetz bewiesen ist. |

Bemerkung. Die Genotyphéufigkeiten der Tochtergeneration berechnen sich aus den Al-
lelhaufigkeiten der Elterngeneration.

Beispiel.  Als Beispiel soll der Hardy-Weinberg-Gleichgewichtszustand fiir zwei Allele be-
stimmt werden?°:

Sei p die relative Haufigkeit des dominanten A1-Gens, ¢ = 1 — p die relative Hiufigkeit des
rezessiven As-Gens. Auflerdem seien fiir die Genotypen Aj A1, A1As und As Ay die relativen
Haufigkeiten durch D, H und R mit D + H + R = 1 gegeben. Dann ergibt sich der Zusammen-
hang

1 1
D+§H:p und R—|—§H:q

Laut dem Hardy-Weinberg-Gesetz fiir n = 2 Allele befindet sich die Population im Hardy-
Weinberg-Gleichgewicht, falls

D=p? H =2pg R=¢’
gilt.

H? = 4DR ist somit eine notwendige Bedingung fiir das Hardy-Weinberg-Gleichgewicht. Fol-
gende Rechnung zeigt, dass sie auch hinreichend ist:

1 \? 1
i <D+2H> :D2+DH+1H2:D2+DH+DR:D
1 1 1., )
2pg = 2(D+5H)(;H+R)=2DR+DH+RH+ H =DH+RH+H =H
2 1 ? 1 2 2 2
¢ = (;H+R) = H'+HR+R*=DR+HR+R* =R

Heterozygote Genotypen nehmen ihre maximale Héufigkeit bei p = ¢ = % an. Es miissen also

zu Beginn gleich viele A1-Gene und As-Gene vorhanden sein.

De Finetti-Diagramme?! werden verwendet, um die Genotyphiufigkeiten einer diploiden Popula-
tion graphisch darzustellen. Hierbei wird die geometrische Eigenschaft, dass fiir einen beliebigen
Punkt in einem gleichseitigen Dreieck die Summe der Normalabstdnde zu den drei Seiten gleich
der Hohe des Dreiecks ist, ausgenutzt. Fiir die Verwendung in der Populationsgenetik wird die
Hohe mit Eins fest gew&hlt. Liegt ein Punkt auf der Hardy-Weinberg Parabel, so befindet sich
die Population im Gleichgewicht. O

20vergleiche [9, §2.23]
21Bruno DE FINETTI, italienischer Statistiker, *13. Juni 1906 in Innsbruck, t20. Juli 1985 in Rom;
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(a) Population im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht (b) Population nicht im Gleichgewicht

Abbildung 1: de Finetti-Diagramme mit Hardy-Weinberg-Parabel (erstellt in MATLAB)

Bemerkung. Ab der ersten Tochtergeneration bleiben die Genotyphéufigkeiten laut dem
Hardy-Weinberg-Gesetz unverédndert und die Population befindet sich im Hardy-Weinberg-
Gleichgewicht. Geometrisch betrachtet, entspricht der erste Zeitschritt der zur x-Achse ortho-
gonalen Projektion eines beliebigen gegebenen Punktes auf die Hardy-Weinberg-Parabel.

Bemerkung. Da in der Realitéit Populationen nie unendlich grof3 sind, betrachtet man hiufig
Modelle fiir Populationen mit einem Genpool der Groflie 2V, das heifit diploide Populationen
der Grofle N beziehungsweise haploide Populationen der Grofie 2V. Dadurch ist eine determi-
nistische Betrachtung nicht mehr gerechtfertigt, und man wahlt einen stochastischen Zugang.
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Kapitel 5

Selektionsmodell

In diesem Kapitel wird sowohl die zeitdiskrete als auch zeitstetige Version des Fundamental-
satzes der natiirlichen Selektion behandelt. Zuvor betrachten wir allerdings das zeitdiskrete
Selektionsmodell:

5.1 Zeitdiskretes Selektionsmodell

Im Unterschied zu idealen Populationen tritt in realen Populationen hiufig Selektion auf: Dabei
unterscheiden sich die Genotypen durch unterschiedliche Sterblichkeit und/oder Fruchtbarkeit.
Im Folgenden wird Selektion ausschlieBlich durch unterschiedliche Uberlebenschancen bis ins
fortpflanzungsfahige Alter der Individuen modelliert. Wir betrachten also eine bis auf Selektion
ideale Population, welche die Bedingungen des Hardy-Weinberg-Gesetzes erfiillt. Wie auch in
Kapitel 4 sind die n Allelhdufigkeiten durch p;, i = 1,...,n, gegeben. Da ausschlielich Zu-
fallspaarungen stattfinden, ergibt sich fiir das Genpaar (A;, A;) in der Tochtergeneration im
Neugeborenenstadium die Haufigkeit p;p;.

wj; bezeichne die Uberlebenswahrscheinlichkeit bis ins fortpflanzungsfihige Alter eines Indivi-
duums mit dem Genpaar (4;, 4;).

Bemerkung.
i) Die Konstanten w;; werden Fitnessparameter oder Selektionskoeffizienten genannt.

ii) Die Fitnessparameter werden in diesem Abschnitt als zeitlich konstant angenommen.

)
ili) wi; > 0 fir alleé,j =1,...,n.
)

iv) Da fiir die Genpaare (A;, A;) und (A4;, A;) kein Unterschied in den Genotypen A;A; =
AjA; ist, gilt w;; = wj. Damit ist die Selektionsmatrix W = (wjj); j=1,...,n symmetrisch.

Betrachten wir eine Population mit N diploiden Individuen, so besitzen p;p; N der Nachkom-
men das Genpaar (A;, A;), wovon w;jp;p; N das fortpflanzungsfihige Alter erreichen. Insgesamt
erreichen dieses Alter pro Generation Zf «—1 WrsPrpsN Individuen.

Unter allen fortpflanzungsfiahigen Nachkommen ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit p;j des
Genpaares (A;, A;) im fortpflanzungsfahigen Alter beziehungsweise im Neugeborenenstadium
der Tochtergeneration aufgrund der Zufallspaarung

ol = wijpip; N _ WijPiPj
" Z:},szl WrsPrPs N 225:1 WyrsPrPs
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pj sei die Wahrscheinlichkeit des Allels A; in der Tochtergeneration. Dann gilt wegen p;; = p’;

1 n 1 n n i .
P = §Zp;j+§zp;i :Zp;-j firi=1,...,n.
j=1 j=1 j=1
Insgesamt ergibt sich

=1 WijPj

P =piemr——————— furi=1,...,n.
' ' 225:1 WyrsPrPs

Diese Gleichung beschreibt die Wirkung der Selektion auf die Genh&aufigkeiten der einzelnen
Generationen. Mit einem Vektor p € Sy, := {q € (R)™ | S_I_, ¢; = 1} liisst sich diese Gleichheit
auch darstellen als

P =P (5.1)

5.2 Fundamentalsatz der natiirlichen Selektion

Zeitdiskrete Version

Wir betrachten nun eine diploide Population der Gréle N mit den n verschiedenen Allelen A,
j=1,...,n. Der Ausdruck p- Wp aus (5.1) kann als mittlere Fitness der Population, das ist
die durchschnittliche Uberlebenswahrscheinlichkeit eines zufillig der Population entnommenen
Individuums vom Neugeborenenstadium ins fortpflanzungsfihige Alter, interpretiert werden.
Diese mittlere Fitness besitzt nun folgende Eigenschaft:

Satz. (Fundamentalsatz der natiirlichen Selektion)
Fiir die mittlere Fitness p - Wp einer Generation und die der Tochtergeneration gilt

p-Wp' >p-Wp,
wobei Gleichheit genau fiir p’ = p gilt.

Bemerkung. Die mittlere Fitness kann von einer Generation zur nichsten also nicht abneh-
men, da sie wichst oder zumindest gleich bleibt?2.

Zeitstetige Version??

Wir betrachten wiederum eine diploide Population, wobei nun die Annahme getrennter Ge-
nerationen nicht mehr beriicksichtigt wird. Sei N;(t) die Anzahl des i-ten Allels in der Ge-

samtpopulation zum Zeitpunkt ¢, dann gilt >°°_,; N;(t) = N(¢) fiir alle t € Ry und damit fiir
die relative Héufigkeit des i-ten Allels p;(t) = ZX;((;)). Weiters definiere man fiir den Vektor der

Allelh#ufigkeiten p(t) = (p1(t),...,pn(t)) die Fitness des Allels A; durch

:(p(t) = > wigps (1) (5.2)
j=1

22Der Beweis ist zum Beispiel in [4, S. 17-19] angefiihrt.
% Dieses Kapitel orientiert sich an [10, §24-25]
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sowie die mittlere Fitness der gesamten Population durch
n
o(p(t)) = > pi(H)@i(p(t)).
i=1

Mit den Anderungsraten ®;(p(t)) fiir N;j(t) und ®(p(t)) fiir N(t) gilt trivialerweise
Ni(t) = ®i(p(t))Ni(t)
N(t) = @(p(t))N(t)

Mit p@(t) _ Ni()) N(t)—Ni(t)N(

= OE t folgt nun direkt die Differentialgleichung

pi(t) = pi(t) (i(p(t)) — ®(p(t))), i=1,...,n.

Die Differenz ®;(p(t)) — ®(p(t)) ist somit die Anderungsrate fiir p;(t):

(5.3)

(5.4)

Ist die Fitness eines Allels grofier als die mittlere Fitness der Gesamtpopulation, so wichst seine

relative Hiufigkeit. Ist sie jedoch kleiner, so nimmt die relative Hiufigkeit ab.

Satz. (Fundamentalsatz der natiirlichen Selektion)

Sei p(t) eine Losung von (5.4) mit p(0) € Sy, := {p € (RJ)™ | i, pi = 1}. Dann ist die mittlere

Fitness ®(p(t)) eine monoton wachsende Funktion, die

n

O(p) =2 pi(®i(p) —2(p)°, pESn
=1

erfiillt. Insbesondere gilt die Aquivalenz

®(p) = 0 © p ist Gleichgewicht.

Beweis.  Sei p(t) eine Losung von (5.4) mit p(0) € S,,. Wegen der Symmetrie von F' gilt:

d (5.3) d «— (5.2) d —
—& = — i P =" — iiDiDj
720 g ;le (p) o > " wi;pip

ij=1

n n n
= 2> wiypipj =2 Py wijp;
=1 j=1

,5=1

—
ot
N

~

n n
. (5.4)
2% Bi(p)pi = 2 pi®i(p) (Bi(p) — B(p))
i=1 i=1
n n n n
= 22]9@(1)?—QZpZ(I)Z(I)—Qsz(I)l‘I)—l-Qsz(DZ(I’
i=1 i=1 i=1 =1
Zn p—]_ n n n n
L =
= 2> pid; —4) p®i®+2) p®i®Y p
i=1 i=1 i=1 j=1
= 2) p®f—4) pi®®+2) pid’
i=1 i=1 i=1
n
= 2> pi(®i(p) — @ ()
i=1
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An dieser Formel erkannt man, dass <I>(p) = 0 genau dann, wenn fiir jedes i = 1,...,n entweder
p; = 0 oder ®; (p) — ® (p) = 0 gilt. Ist dies der Fall, befindet sich die Population im Gleichge-
wicht. |

Es kann gezeigt werden, dass die Losung p(t) von (5.4) mit p(0) € S, fir t — oo gegen die
Menge der Gleichgewichte konvergiert. Eine Verscharfung dieser Aussage ist, dass die Losung
nicht nur gegen die Menge der Gleichgewichte, sondern gegen ein Gleichgewicht konvergiert?*.

2Ayergleiche [10, §26]
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Kapitel 6

Wright-Fisher-Modell

6.1 Neutrales Wright-Fisher-Modell

125 t26

Das einfachste stochastische Modell* in der Populationsgenetik ist nach Sewall Wright“°und Sir
Ronald A. Fisher?” benannt. Es handelt sich um ein zeitdiskretes Modell fiir diploide Individuen
einer Population, die vorerst folgende vereinfachende Annahmen erfiillt:

i) diskrete nichtiiberlappende Generationen: Dadurch werden die Genpools der einzelnen
Generationen getrennt.

ii) gleiche Fitness der einzelnen Allele verhindert das Auftreten von Selektion: Dadurch hat
kein Allel Vor- oder Nachteile bei der Fortpflanzung.

keine Verdnderung der Gene durch Mutation

iv) keine Ab- oder Zuwanderung von Genen durch Migration

)
)
v) konstante Populationsgrofe: Jede Generation verfiigt iiber genau 2N Gene.
vi)

,random mating“: Es finden ausschliellich Zufallspaarungen statt.

Aufgrund dieser Eigenschaften werden Modelle solcher Art als neutral bezeichnet. Vorerst sei
angenommen, dass an einem Locus lediglich die Allele A; und Ay zur Auswahl stehen.
Aufgrund der Zufallspaarungen ist es moglich, anstatt der N diploiden Individuen 2N haploide
Individuen zu betrachten. Der Genpool mit 2N Genen der (n + 1)-ten Generation entsteht durch
zufalliges Ziehen mit Zuriicklegen der Gene aus der n-ten Generation. Bezeichne X, die Anzahl
der A;-Gene in der n-ten Generation, dann ist X, eine Zufallsvariable mit Merkmalsraum
{0,...,2N}, die mit einer Bernoulli-Zufallsvariablen

ng =

)1 Aj-Allel wird mit Wahrscheinlichkeit p gezogen
0 As-Allel wird mit Wahrscheinlichkeit 1 — p gezogen

als

2N
Xn = Z Yn,i
=1

#Pvergleiche [1, §3]

26Sewall WRIGHT, amerikanischer Biologe und Genetiker, *21. Dezember 1889 in Melrose; 13. Miirz 1988 in
Madison;

27Sir Ronald Aylmer FISHER, britischer Biologe und Mathematiker, *17. Februar 1890 in London, 129. Juli
1962 in Adelaide;
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dargestellt werden kann. X,, ist als Summe von Bernoulli-Verteilungen binomialverteilt mit
Bin(2N, p). Die Wahrscheinlichkeit, dass in der (n+1)-ten Generation j A;-Gene auftreten, falls
in der n-ten Generation i A;-Gene vorhanden waren, liefert die Ubergangswahrscheinlichkeiten

pig =P (Xns1 = | Xu=i) = (25\7) <2§v>] <1 - 2§V>2N_j. (6.1)

Mit (6.1) erkennt man, dass es sich bei der Zufallsvariablen X um eine Markov-Kette mit
Ubergangsmatrix P = (p;;) handelt. Ebenfalls mit (6.1) erhilt man die absorbierenden Zustéinde
0 und 2N: Gilt fiir ein ng € N X,,;, = 0 oder X,,, = 2N, so gilt das auch fiir alle n > ny.

Es ergeben sich nun folgende Fragen:

i) Wie grof ist bei gegebenen X,, = i die durchschnittliche Zeit t;, bis ein absorbierender
Zustand erreicht ist?

ii) Wie oft tritt im Durchschnitt der Zustand j ein, bevor ein absorbierender Zustand erreicht
wird?

Diese Fragen konnen eigentlich mit (2.1) und (2.4) beantwortet werden. Da es aber Schwierig-
keiten bereitet, explizite Losungen zu finden, wollen wir folgende Approximationen betrachten:
Laut (2.1) gilt fiir die durchschnittliche Absorptionszeit ¢; einer Markov-Kette

M

Eizl—i—zpijfj, EOZEMZO.

j=0
W4&hlt man im betrachteten Modell M = 2N und ﬁ = z fest, wihrend ﬁ = x + dx mit §(z)
als Zufallsvariable gewihlt wird, so lisst sich obige Gleichung mit ; = #(z), wobei £ € C?(R)
angenommen sei, schreiben als

Hz) = 14+ > Pz a+on)t(z+ix)

62=0, 75 .-, 1
= 1+E[t(z+dz)] (6.2)

Da t(x) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion der stetigen Variablen x ist, existiert die
Taylor?®-Reihe:

) (g

)( n
p ) (6x)

t(x+o0x) = i
n=0

2
= t(x)+ (6z) ' (z) + wg)t_”(ac) +...

womit sich unter Beriicksichtigung von Termen bis zur Ordnung 2 die Approximation

E [(6z)?]
2

ergibt. Mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten aus (6.1) folgt

= $0) ()6 ()"

t(x) ~1+t(x)+E[6z]t(x) + t"(z) (6.3)

Jj=0
2N . j . 2N —j 2N . j . 2N—j
1 2N J J 2N J J
= — Z«j . . 1- _Zi ' . -4
oN [\ ;) \aw IN 2"\ ;)N IN
r ..
= ﬁ<1_l)_0

28Brook TAYLOR, britischer Mathematiker, *18. August 1685 in Edmonton, 129. Dezember 1731 in London;
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und

ot - (5 ) (-5
N 41222%02—2@“2) (25V> <2jv>j<1—2jv>mj

j=0
1 Ji(2N +2Ni—1i)
~ 4N? [ 2N
i(2N — i)

8N3
z(1—z)

2N

— 2+ 2‘2]

Damit erhélt man die approximierte Differentialgleichung
z(1 — x)t"(x) ~ —4N. (6.4)
Durch zweimaliges Integrieren erhélt man mit ¢,d € R

t'(r) ~ —4Nlx+4Nkn(l—z)+c
t(x) ~ —AN(zlnz—2)+4N(1—-z—(1—2)In(l —x)) + cx +d.

Mit den Randbedingungen ¢(0) = #(1) = 0 folgt fiir die mittlere Absorptionszeit ¢(z) die ein-
deutige Losung

t(z) = —4AN (zlogz + (1 — z)log(1 — x)) (6.5)

Beispiel. 2 Betrachtet man fiir die Anfangshiufigkeiten von A; die Werte ﬁ beziehungs-
weise 1, so ergibt sich fiir die durchschnittliche Absorptionszeit

()
(3)

Wihrend es bei gleicher Hiufigkeit von A;- und As-Genen sehr lange dauert bis Absorption ein-
tritt, ist das bei einem sehr kleinen Anteil von A1-Genen in der Population eher rasch der Fall. [J

Q

2+ 2log (2N) Generationen

Q

2,8 N Generationen

Da in diesem Modell fiir die Wahrscheinlichkeit 7; wegen (2.2) m; = ﬁ gilt, folgt fiir die
Wahrscheinlichkeit pj; aus (2.3)

o () ()

Aufgrund der Fixation des Ai-Gens muss pro Generation mindestens ein A;-Gen produziert
werden. p;; ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass die restlichen 2N — 1 Gene genau j — 1 Aq-
Gene erzeugen. Analog zu vorhin erfiilllt die bedingte mittlere Absorptionszeit

E [(62)?]
2

t*(z) = 1+ t*(x) + E [62] £ (z) + (x), (6.7)

2 Dieses Beispiel stammt aus [1, S. 93]
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Mit (6.6) ergibt sich fiir die gesuchten Werte

wor = $ () 1) (se) )

1=

- 5 () () ) ()

1 2N +2Ni—1 .
2N< 2N _’>
2N — 1
4N?
1—=z

2N

und

wtor) = 5 () 1) () ()
< (5 ) () ) ()

J=1

1 (2N?46N% —3Ni+2N?%?*—3Ni*+4* (2N +2Ni — i) L2
~ AN? 2N? N !

1 2 2. . 2 | 2
= W@N +2N?%* —3Ni— Ni* 4 i%)
_ N+ Ni—i2N—i
B 4N3 2N

x 1 /N
= —[=(—+N-1 1-—

v (v (F o)) oo
o r(l-x)
N o
Bemerkung. i kann in der letzten Approximation die Werte 1,...,2N annehmen. Definiert

man die Funktion B(i) := % (% + N — 1) fiir grofles, festes IV, so zeigt sich, dass fiir den Grof3-
teil der moglichen Werte von ¢, der Funktionswert sehr nahe an 1 liegt. Daher wird fiir diese
Approximation der Wert 1 gewahlt.

Es ergibt sich fiir die Differentialgleichung (6.7) die Approximation
_ 1 _
(1 —z)t* () + 2% (1—2)t*"(z) = —2N
Die Losung dieser Differentialgleichung unter den Bedingungen ¢*(1) = 0, lim,_,ot*(z) < oo

und z = p lésst sich durch Trennen der Variablen sowie Variation der Konstanten berechnen.
Fiir die homogene Losung ergibt sich

21 — z)t*(z) + (1 — 2)t*"(x) = 0
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womit durch zweimaliges Integrieren mit ¢,d € R

Frr)=-<+d
@=-+
folgt. Der Ansatz t*(x) = —@ + d liefert

_ d(z) c(x)

t(z) = — =

() prai
_ d(x) 2d(x) 2c(x)
#'(z) = — e x(Q - :U(s

Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung ergibt

N = (1-2) (_c’(x) N c(x)) ) <_c”(x) L 2(@) QC(x))

x 2

4N
1—=x

s d'(x) =
und zweimaliges Integrieren folglich mit cg,c; € R
c(r) =4N(1 —x)log(l —x) —4AN(1 — z) + cox + c;.
Die allgemeine Losung ist daher durch

Fla) = -9 g ynl=®
T

1—
log(l—x)+4N7x—co—C—1+d
x T

gegeben. Die gegebene Bedingung t*(1) = 0 liefert ¢ = —c¢y. Mit lim, o t*(2) < co und x = p
erhilt man schliefflich die gesuchte Losung

1-p

t*(p) = —4N log(1 — p)

Beispiel. 3% Es gelte wieder p; = ﬁ und py = %:

t*(p1) ~ 4N —2 Generationen
t*(p2) =~ 2,8N Generationen

Die lange Absorptionszeit fiir ps lisst darauf schlieBen, dass der grofite Eigenwert der Ubergangs-
matrix von der Gréfenordnung 1 ist. Der Mathematiker Feller3! hat 1951 die Eigenwerte erst-
mals explizit angegeben3?:

(2N)(2N —1)--- (2N —j+1)

Aj = N j=1,2,...,2N (6.8)

O
Das neutrale Wright-Fisher-Modell fiir zwei Allele lédsst sich sehr einfach auf k Allele verallge-
meinern:

3Dieses Beispiel findet man auch in [1, S.94].

3'William FELLER, amerikanischer Mathematiker, *7. Juli 1906 in Zagreb, t14. Jinner 1970 in New York
City;

32In Abschnitt 7.1 wird eine allgemeine Form fiir die Eigenwerte einer Verallgemeinerung des Wright-Fisher-
Modells angegeben.
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Dazu sei k > 2, k € N, beliebig. Die Zufallsvariablen X;(n), i = 1,...,k, geben die Anzahl der
A;-Gene zum Zeitpunkt n an. Daher muss Zle X; = 2N gelten, womit k — 1 Elemente des
Vektors (X7, ..., X)) unabhéngig sind.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich eine Multinomialverteilung

P(Xin+1) | Xi(n),i=1,...,k) = Hle(Xz'(nH))!E( SN ) . (6.9)

Abschlieflend sollen in diesem Teil noch Wahrscheinlichkeiten fiir die Fixierung eines Alleltyps
angegeben werden. Gesucht sind also Absorptionswahrscheinlichkeiten g; ¢ im Zustand Ej be-
ziehungsweise ¢; o im Zustand Eay. Mit (6.1) folgt unmittelbar, dass es sich bei (X,,) - wegen
E(X, | Xn—1 = i) = 2N 5% = i fast sicher fiir alle n > 1 - um ein beschréinktes Martingal®
handelt. Daher konvergiert aufgrund der Martingaleigenschaften (X,,) fast sicher gegen einen
Grenzwert X.

Damit kann nun gezeigt werden, dass fiir ein beschrénktes Martingal (X,,) die Absorptions-
wahrscheinlichkeiten durch

{ .
qi,QNzl—qi70:ﬁ7 VZ€{0,72N}

gegeben sind.

Beweis. Seii € {0,...,2N} beliebig. Weil X, fiir alle n denselben Wertebereich hat und X,
fiir n — oo fast sicher gegen X, konvergiert, folgt P(X,, = X fiir fast alle n > 0)=1. Die
Werte von X konnen also nur absorbierende Zustédnde sein. Mit den Martingaleigenschaften
und der gleichgradigen Integrierbarkeit von (X,,) gilt dann

2Ngion = E;Xoo = E;Xo =1

Weiters kann die Varianz von (X,) mit o; =1 — 3; = ﬁ und Kk =1 — ﬁ fiir alle n > 0 als

Var(X,) = (1 — ") (EXo)(2N — EXy) + " Var(Xo)

dargestellt werden:

Beweis. Es gilt mit der bedingten Varianz die Identitat
Var(X,) =EWVar(X, | Xn-1)) + Var(E(X,, | X,-1))
Wegen E(X,, | X;,—1) = X,,—1 fast sicher und P(X,, | X;,—1) ~ Bin(2N,ax, ,) gilt mit dem

Verschiebungssatz von Steiner3
Var(Xn) = EQ@2Nox,_,8x,.,)+Var(Xn1)
= (1-rEX,-12N - X,,—1)) + Var(X,—1)
= (1-r)2NE(X, 1) —Var(X, 1) — (E(X,_1))}) + Var(X,_1)
= (1-r)(EXo)(2N —EXy) + cVar(X,—1)

33Ein Martingal ist eine Folge (Mo, Ma,...) von integrierbaren Zufallsvariablen, welche die Bedingung
E(Mn | ]\407 ]\/[17 ey Mn—l) = Mn—l erfiillen.
34Jakob STEINER, schweizer Mathematiker, *18. Mirz 1796 in Utzenstorf, t1. April 1863 in Bern;
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Damit folgt

n—1
Var(X,) = w"Var(Xo)+ (1—r)>_ #(EXo)(2N — EXo)
j=0
= K"Var(Xo) + (EXo)(2N —EXo)(1 — &) (1 + K + K% + -+ &"71)
= k"Var(Xo) + (1 = k")(EXp)(2N — EX)p)

|
Fiir das Wright-Fisher-Modell gilt fiir eine beliebige Anfangsverteilung mit obigen Aussagen fiir
allen >0

(EX,)2N —EX,) = E(Xo2N — EX)) — Var(X,)
= k"(E(Xo(2N —EXy)) — Var(Xp))
= k"(EXo)(2N — Xp)
< E(2ax,0x,) = K'E(2ax,Bx,)

wobei E(2ax, Sx,, ) der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass zwei zufillig gezogene Gene der n-ten
Generation vom gleichen Typ sind, und daher die Heterozygositét als

h(n) := E(2ax, fx,)

definiert wird.

Bemerkung. Die Heterozygositit nimmt unabhéngig von der Anfangsverteilung geometrisch
ab.

6.2 Wright-Fisher-Modell mit Mutation

Angenommen im Modell aus Abschnitt 6.1 sei Mutation erlaubt: Ein A;-Gen mutiert also mit
Wahrscheinlichkeit © > 0 zu einem As-Gen, wobei die Mutation von As-Genen zu A;-Genen
vorerst noch ausgeschlossen sei. Sind in der n-ten Generation also i von insgesamt 2N Genen
A;-Gene, so zieht man in der (n + 1)-ten Generation mit der Wahrscheinlichkeit z%]_\,") ein

A;-Gen. Damit ergeben sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten

w= () () (-5

Von besonderem Interesse ist die durchschnittliche Zeit ¢ bis zur Ausloschung aller A;-Gene.
Analog zur Herleitung von (6.4) bendtigt man fiir die allgemeine approximierte Differential-

gleichung (6.3) die beiden Erwartungswerte E [6z] und E [(6z)?]. Mit den direkt dariiber an-

gefiihrten Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich fiir festes = oy und u ~ %

et = 3 () () () (-5

=0
_ QL(iu_u)—i) — —uz
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und

ol = 3 () () () (- 52)

§=0
i(l—u), . W Pl —w) P
(1 —u) 22 9 9
= — 2+ —— (2u—2Nu* —u° —1
oN o (2 w - —1)
_ x(l—-mx)
~ 2N

Damit ergibt sich fiir die durchschnittliche Zeit bis zur Ausléschung aller A;1-Gene die approxi-
mierte Differentialgleichung

—4Nuzt' (x) + (1 — 2)t"(z) = —4N,

welche man durch die Substitution ¢'(p) = v(p), Trennen der Variablen sowie Variation der
Konstanten 16st. Da dies zu unhandlichen Ausdriicken in der ldnglichen Rechnung fiihrt, sei
hier nur die Losung unter den Bedingungen ¢(0) = 0 und lim,_,1 t(z) < oo fiir  # 1 mit
0 = 4Nu angegeben??:

- P 4N -1 ' 4N -1 1-0
i) = |~ (- ~1)d — = - (1-0- dz (6.1
0= [ =g (-2 vt [ g0 (1 —p)"") dr (6.10)
Fiir § = 1 erhélt man die Lésung durch Grenzwertbildung.

Beispiel. Wir betrachten einen Genpool der Gréfie 2N = 107, wobei die Mutationswahr-

scheinlichkeit u gleich 1079 ist. Dann ergeben sich fiir die durchschnittliche Dauer bis zur
Ausléschung aller A1-Gene folgende Werte:

)
)

Mutiert jedoch jedes tausendste A;-Gen, das heiit u = 1073, wihrend die anderen Werte
unverdndert bleiben, so ergibt sich

0

(1
t(l()e’) ~ 88 Generationen

3,1-10% Generationen

Q

225 Generationen

Q

9788 Generationen

Q

Diese nur exemplarisch gewéhlten Beispiele liefern bereits ein Bild, in welchen Zeitdimensionen
eine Ausloschung eines einzelnen Gens stattfinden kann: Wihrend in dem Beispiel fiir p = 1076
bei einem Genpool von 107 Genen die Ausléschung in relativ kurzer Zeit erfolgt, dauert es ver-
gleichsweise sehr lange, falls die Hilfte des Genpools aus A;-Genen besteht. O

35vergleiche [1, S. 95-96]
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Sei nun auch die Mutation von As-Genen zu Ai-Genen mit der Mutationsrate v moglich.
Da Ai-Gene weiterhin mit der Mutationsrate u zu As-Genen mutieren, verdndern sich die
Ubergangswahrscheinlichkeiten zu

b <2;V> (iu —u) ;\(IQN_Z-)UY (1 il —w) —;\(fQN—i)v)m_j. (6.11)

Es existiert eine stationédre Verteilung ¢ = (¢y, ..., ¢2n), deren exakte Losung aufgrund der
komplexen Struktur eher schwierig ist. Fiir eine Approximation wird auf [1, §5.6] verwiesen.
Der Erwartungswert p und die Varianz o? der stationiiren Verteilung kénnen jedoch mit dem
bereits Erarbeiteten berechnet werden:

Laut Definition 2.6 gilt ¢ = ¢P mit P = (p;;) aus (6.11).
Betrachte den Vektor 7 = (1,2,...,2N). Dann gilt mit der Darstellung fiir den Erwartungswert
w= ¢t = ¢pPr.

Fiir die ¢-te Komponente von Pt gilt

o = (7)) (M) (1

= i(l—u)+ (2N —i)v,

wobei die zweite Gleichheit lediglich der Erwartungswert einer Binomialverteilung ist. Damit
erhélt man

2N
p=0oPr = Y ¢;(i(l—u)+ (2N —i)v)
=1

= p(l—u) +v@N - p)

ut+v

Sp = 2N (6.12)

Die Varianz kann man natiirlich auf analoge Weise berechnen®®. Hier soll aber ein anderer
Rechenweg aufgezeigt werden>:

Ty, bezeichne die relative Haufigkeit des A1-Gens in der Population zum Zeitpunkt n. Damit
gilt fiir die Genhéufigkeit zum Zeitpunkt n + 1

Togl | Tn =2, (1 —u)+ (1 —zp)v+e=x,(1 —u—2v)+v+e,

wobei e etwaige Abweichungen reprisentiert und daher Ele] = 0 gilt. Mit der Notation y, =
ZTp(l —u —v) 4 v ergibt sich mit x,,11 | £ = yn + €

Elzp i1 | 2] = Elyp + 2yne + €7 | 2],
Wegen Ele] = 0 folgt
Ele’] = Ele’] - (Ele])* = Var(e),
wobei in diesem Fall

Var(e) = yn(lm; yn)

36siehe zum Beispiel [12, S. 315-316]
37vergleiche [3, S. 307-309]
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gelte. Damit ergibt sich

Yn(l —y y 1
Bl ) =B [+ 2 B [0k (1- )|

AuBerdem ergibt sich mit p/ := E[z2] und E[y,] = p (1 —u —v) +v

ElyZ] = /(1 —u—v)? + 2uv(l —u — v) +v*.

Insgesamt erhilt man daher mit p = 7+ - da hier der relative Anteil betrachtet wird, féllt der
Faktor 2N weg -

W= “(1_g§”)+”+<1—2§\,> (11— u—v)?+ 2u0(1 — u—v) +0°)
, v 1-2N-1)(2—-u—v)v

- = .
a u+v 2N —(2N —-1)(1 —u—v)?

Mit dem Verschiebungssatz von Steiner erhélt man die Varianz

9 , 9w 1
C (u+v)214 (4N —2)(u+v) — (2N — 1) (u +v)?

Ohne an Genauigkeit zu verlieren, kann man in obiger Formel (2N —1) durch 2N ersetzen. Mul-
tipliziert man zusitzlich mit (2N)2, um wieder zu Geburten und Sterbefillen zuriickzukehren,
so erhélt man die in [12] angegebene Form

9 4N%uv

~ NI
O T 02 (dNu + ANv +1) (6.13)

Mit diesen soeben berechneten Eigenschaften der stationédren Verteilung kann die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit Ps, dass zwei Gene, welche durch Zufallspaarung vereint werden, vom
gleichen Typ sind, beantwortet werden:

Ist die Hiufigkeit der A;-Gene x, so folgt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit Py = 22+ (1 —x)2.
Der Erwartungswert davon ist 1 — 2E[z] + 2E[22]. Fiir u = v und 6 = 4Nwu liefert das mit (6.12)
und (6.13) einen approximierten Wert von 11%;9.

Alternativ lisst sich die Wahrscheinlichkeit P», dass zwei zufillig gezogene Gene vom gleichen
Alleltyp sind, wie folgt berechnen:

Zwei zufillig gezogene Gene einer beliebigen Generation haben mit Wahrscheinlichkeit ﬁ ge-
meinsame beziehungsweise mit Wahrscheinlichkeit 1— ﬁ verschiedene Eltern, welche jedoch mit
Wahrscheinlichkeit P> vom gleichen Alleltyp sind. Wahrend die Wahrscheinlichkeit, dass keines
der Gene oder aber beide Gene Mutanten sind, (1 —u)? +u? betriigt, ist die Wahrscheinlichkeit,

dass eines der beiden Gene mutiert ist, gleich 2u(1 — ). Zusammen ergibt das

(1 1 9 9 1
Py = <2N + (1 2N> P2> (w4 (1 —u)?) + (1 2N> (1—P) (2u(l —u))  (6.14)
Mit 6 = 4Nwu folgt nach einigen rein algebraischen Rechenschritten

1+ 4Nu — 4Nu?

1+ 8Nu— 8Nu?
1+6

1+ 20

P =

Q
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Angenommen es existieren nun k verschiedene Allele und es tritt ausschliellich symmetrische
Mutation zwischen diesen k Allelen auf, dann gibt es eine stationire Verteilung fiir die An-
zahl der Alleltypen. Der Erwartungswert und die Varianz lassen sich analog zu (6.12) und
(6.13) berechnen. Ist die Mutationsrate u, das heiit P(A; mutiert) = u fiir alle 4, so gilt
P(A; mutiert zu Aj) = 2. Aufgrund der Symmetrie ist die durchschnittliche Anzahl von
A;-Allelen in der stationdren Verteilung %

Mit gleichen Argumenten wie oben lésst sich die Wahrscheinlichkeit P, wie folgt berechnen:

Py = (;V+<1—£V>P2> (u2+(1—u)2)+(1—2§\7) (1—P2)2“k(:1__1“).

Mit 8 = 4Nw folgt wiederum nach einigen Rechenschritten

—k+ 1+ 2uk —4ANu — 20k + 4Nu?
—k+ 1+ 2uk — 4Nuk — 2u?k + 2Nu?
F(1—2u) =140 koo 1-2u 1
k(1—2u)—1+k0 ~ 1—-2u+60 1+6

Py

(6.15)

Fiir £ = 2 stimmt die Wahrscheinlichkeit daher mit (6.14) iiberein, falls man w vernachléssigt.
Auflerdem erkennt man hier bereits, dass fiir sehr kleine 6, die Wahrscheinlichkeit ungefahr
1 betrdgt. Daher ist es in diesem Fall sehr wahrscheinlich, dass ein einziges Allel sehr hiufig
vorkommt, wihrend die restlichen nahezu vernachldssigbare Haufigkeit haben.

Existieren unendlich viele verschiedene Allele, so ist Mutation ein wesentlicher Faktor:
Vorhandene Allele mutieren mit der Rate u zu Alleltypen, welche bisher noch nie aufgetreten
sind, wodurch sténdig neue Allele entstehen. Sei fiir alle i € N X;(n) die Anzahl der Gene vom
Alleltyp A; in der n-ten Generation und u die Mutationsrate. Dann ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass in der (n+ 1)-ten Generation Y; Gene vom Typ A; sind und Y} verschiedene
neue Alleltypen auftreten, die Multinomialverteilung

00 1w\ Y
P(Yo,Yi,...| X1, Xa,...) = H‘(”?iv()l'/')un <X(21N>> Vi=12..  (6.16)

i=1
Bemerkung.

i) Im zweiten Produkt wurde der Faktor zum Index 0 - gegeben mit u - aus dem Produkt
gezogen, da er unabhéngig von ¢ ist. Deshalb startet dieses Produkt mit Index 1.

ii) Aufgrund der Voraussetzung stirbt jeder Alleltyp nach einer gewissen Zeit aus.
Da es nicht von Bedeutung ist, welches Allel genau betrachtet wird, betrachten wir nun eine
Population mit 2N Genen mit der Struktur {a,b,c,...}. Es existieren also

a  Gene von einem Alleltyp
b Gene eines anderen Alleltyps

¢ Gene eines weiteren Alleltyps

In einer Population der GroBle 2N gibt es genauso viele unterschiedliche Strukturen, wie es
Partitionen der Zahl 2N in den natiirlichen Zahlen gibt: {2N}, {2N — 1,1}, {2N —2,2}, {2N —
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2,1,1},...,{1,1,...,1}. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den einzelnen Strukturen
werden durch (6.16) beschrieben. Mithilfe der Markov-Theorie ldsst sich zeigen, dass es trotz
der hohen Anzahl an moglichen Zustéinden eine stationéire Verteilung der Strukturen gibt:

Sei P3' die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufillig aus der n-ten Generation gezogene Gene vom
gleichen Alleltyp sind. Es gilt daher, dass entweder

i) keines der Gene mutiert ist oder
ii) beide Gene von einem Vorfahren abstammen oder
iii) die Gene Vorfahren vom gleichen Alleltyp haben.

Damit gilt

1 1
P =1 —u)? | — 1—— | P}).
g == (g o+ (15 ) )
Die Population befindet sich im Gleichgewicht, falls P} = P2"+1 = P, gilt:
1 1
P, = (1-u)?(—=— 1—— | P
2 = 0= (o (1 29) %)
1
2N
1

1+0

S Py =

%

Lasst man im Modell fiir £ Allele k gegen unendlich laufen, so erhélt man, wie in (6.15) ersichtlich
ist, die gleiche Approximation. Analog sei P3' die Wahrscheinlichkeit, dass drei zufillig gezogene
Gene vom gleichen Alleltyp sind. Mit Wahrscheinlichkeit i~y stammen alle drei Gene von

(2N)?
einem, mit Wahrscheinlichkeit 3((2211\[\,;21) von zwei und mit Wahrscheinlichkeit (2N_(;J)\(,§év =2 von
drei Vorfahren ab. Daraus ergibt sich insgesamt die Formel
prt Z Um0 L soN 1Py @N - 1)@N - 2)P)
3 —W(JF( - 1P+ (2N - 1)(2N - 2)P3),

womit man im Gleichgewicht nach einigen Umformungsschritten die Approximation

2 2!

~
~

N— P~
2460 7 (1+6)2+0)

erhilt. Induktives Fortsetzen fiir wachsende Anzahl an Genen liefert die gesuchte approximierte
Wahrscheinlichkeit

Py

o (i—1)!
Fi~ (1+60)2+6)...(i—1+86)

dass 7 zufillig gezogene Gene vom selben Alleltyp sind.

Beispiel.  Die folgende Tabelle soll eine ungefihre Grofienordnung dieser Wahrscheinlichkei-
ten vermitteln. Fiir dieses Beispiel wurde die Gréfe des Genpools mit 2N = 107 festgelegt:

H u=10"" \ uw=10"3 ‘
P, 4.1072 | 5-107°
Pio 1077 7-1073
Pio || 4-10723 [ 10727
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Bemerkung. Die Wahrscheinlichkeit P; kann auch als Wahrscheinlichkeit, dass alle i gezo-
genen Gene vom gleichen Alleltyp sind, interpretiert werden. Die betrachtete Struktur ist dann
einfach {i}.

In der Populationsstruktur {i — 1,1} gibt es neben i — 1 gleichen Genen noch ein dazu verschie-
denes Gen. Die Wahrscheinlichkeit, dass i gezogene Gene genau diese Struktur aufweisen, ergibt
sich als Differenz der beiden Wahrscheinlichkeiten P;_; und F;. Es gilt also P;_11 = P — F;.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P({i—1,1}) ist fir ¢ > 3 durch ¢ (P;—1 — P;) gegeben. Insgesamt
gilt die Approximation

i(i —2)10
1+6)2+0)...(i—1+0)

P{i—1,1}) ~

Auf analoge Weise kann man die Strukturwahrscheinlichkeiten fiir alle méglichen Populations-
strukturen erhalten. Eine Moglichkeit der Darstellung ist die nach Warren J. Ewens benannte
,Ewens Sampling Formula”38:

Sei A = (A1, Ay,...,A,) € N* der Vektor, in dem der j-te Eintrag die Anzahl der ver-
schiedenen Gene, welche genau j-mal in der Stichprobe der Groflie n vorkommen, angibt. Mit
a=(ay,az,...,a,) € N* und S,(0) =60(1+0)...(n —1+0) gilt

= n = 0%
P(A=a)= Sn(‘g)jl_[1 @) (6.17)

Notwendigerweise gilt 7, jA; = >, ja; = n. Da (6.17) als

nlf2=i=19

P(A = a) - lal . .nanal! .. CLn‘Sn (6)

notiert werden kann, lésst es sich mit 2?21 Aj = K und Z?zl a; = k nach Summation schreiben

als3?

|5 6*
5u(6) "

P(K =k)= (6.18)

wobei S¥ der Koeffizient von 6% in S,(0) ist. Damit folgt fiir die durchschnittliche Anzahl an
Allelen pro Generation®

0 0 0

EFK) = 14+ —— 4+ — 4 oo p— 1
(K) HE N A Ty R i gy (6.19)
und weiters
n—1 ]
K) = 0 . 2
Var(K) ;(9+j)2 (6.20)

Wir wollen uns nun der Frage widmen, wie viele verschiedene Alleltypen durchschnittlich zum
Zeitpunkt n existieren.
Dafiir betrachten wir ein Allel Ag, welches nach einer gewissen Anzahl an Generationen aus-

sterben wird. Vor dem Aussterben existiert das Allel Ap mit der Wahrscheinlichkeit ﬁ in

38vergleiche [1, S.114]
39Der Beweis wird zum Beispiel in [5, S.141] ausgefiihrt.
“OFiir die einzelnen Schritte sei auf [6, §41] verwiesen.
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der Population. Damit ist die Hiufigkeit von Aj eine Markov’sche Zufallsvariable mit der
Ubergangsmatrix P = (p;j) mit den Eintrdgen

by — <2jv> (i(;@)] (1 . Wf]v_j

Die durchschnittliche Zeit E(T"), welche das Allel Ay in der Population existiert, kann daher
angegeben werden. Die durchschnittliche Anzahl an neuen Allelen pro Generation betrégt 2N w.

Auflerdem ist die durchschnittliche Anzahl an verschwundenen Allelen pro Generation gegeben

E(K

durch den Quotienten %. Damit muss fiir stationére Zustdnde

E(K) = 2NuE(T)

gelten, da dann auch die durchschnittliche Anzahl an verschwundenen Allelen pro Generation
2Nu betréigt. (6.10) mit p = 5 liefert eine numerische Approximation fiir E(T'), und damit
erhélt man schlieflich mit numerischen Hilfsmitteln?! :

1

1 T
2N

E(K) z@—i—/ o (1—2)""da.

Eine bessere Approximation erhélt man, indem man ein Intervall (z1, x2) mit ﬁ <x1 <x9 <1,
in dem die betrachteten relativen Héaufigkeiten liegen, wéhlt:
2 g

E(K (21,25)) z/ - a) e

1
Mit dieser Approximation und der Betrachtung, dass ein Allel mit Hiufigkeit = mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 — (1 — )™ in einer Stichprobe vom Umfang n enthalten ist, folgt, dass die
durchschnittliche Anzahl an verschiedenen Allelen in einer Stichprobe der Grofie n gleich

X

/1(1 -l e
0

ist. Dieser Wert ist gleich E(K) aus (6.19).
Die Funktion

h(z) = g (1—a)""

wird Hiufigkeitsspektrum®? genannt. h(x)dz gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Allel mit ei-
ner Haufigkeit, welche im Intervall (z, z+dx) liegt, in der Population vorkommt. In Abh#ngigkeit
von # kann man das Haufigkeitsspektrum folgendermaflen beschreiben:

Wihrend es fiir # << 1 ein Allel mit hoher und wenige andere mit niedriger Haufigkeit gibt,
ist es fiir § >> 1 am wahrscheinlichsten, dass es sehr viele Allele mit niedriger Haufigkeit gibt.
Es ist selten der Fall, dass es einige wenige Allele gibt, die sich im mittleren Haufigkeitsbereich
befinden.

Bemerkung. Diverse Ergebnisse des Wright-Fisher-Modells fiir unendlich viele Allele bleiben
fiir kompliziertere Modelle, wie zum Beispiel Modelle mit Beriicksichtigung zweier Geschlechter
oder geographischer Unterschiede, korrekt, falls = 4N u gewihlt wird*3.

“IDiese Niherungen wurden aus [1, S.115] iibernommen, und werden daher hier nicht bewiesen.
“siehe [2, S. 89-92]
435iehe auch Kapitel 8
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6.3 Wright-Fisher-Modell mit Selektion und Mutation

Tritt in einer Population neben Mutation auch Selektion auf, so wird diese durch unterschied-
liche Fitnesswerte modelliert:

Fiir zwei Allele kénnen also die drei Genotypen A1 A1, A1 As und As As mit den zeitlich konstan-
ten Fitnesskoeffizienten wi1, wio und wsy auftreten. Ist x wieder die Haufigkeit der A1-Gene in
der Population, so ist die mittlere Fitness w definiert durch

2

W = r*wi + 22(1 — p)wiz + (1 — ) wz

Die einzelnen Eintriige der Ubergangsmatrix erfiillen wie bisher
IN\ - W
pij = < i >P§(1 —pi)?N (6.21)
mit

([m2w11 +x(1— x)wlg} (1—wu)+ [l’(l —z)wiz + (1 — :L”)ngg} U) ,

S

pi =

wobei x = ﬁ gilt. Anhand dieser Wahrscheinlichkeiten kénnen bereits einige qualitative Aus-
sagen getroffen werden:

i) Tritt keine Mutation auf, das heifit gilt u = v = 0, so konnen die beiden absorbierenden
Zustiande X = Ejy beziehungsweise X = Fsy erreicht werden.

ii) Fiir u > 0, v = 0 kann es zur Ausléschung des A;-Genes kommen.
iii) Analog kann es fiir v > 0 und u = 0 zur Ausléschung des As-Genes kommen.
iv) Gilt hingegen u > 0 und v > 0, so kann ein stationérer Zustand existieren.

Da fiir Modelle mit Selektion und Mutation quantitative Aussagen schwer zu treffen sind, wird
fiir entsprechende Approximationen auf [1, §5] verwiesen.

Hier werden nun Approximationen fiir Modelle mit Selektion, jedoch ohne Mutation, das heif3t
u = v = 0, betrachtet:

Dazu seien, wie in [1, §1.4], w13 = 1+ s, wiz = 1 + sh und wyy =1 fiir ein s =~ % und h € ]Rar.
Mit o« = 2N s, festem = = ﬁ und x +dx = ﬁ, wobei dx wiederum die Zufallsvariable ist, lésst
sich Gleichung (2.2) analog zu (6.2) und (6.3) schreiben als

m(z) = > Pz a+ir)w(x+ o)
S2=0, 55 ,-..,1
E[(6x)"] ,

%

7(z) + E [0z] 7' (z) + 5 T (z)
Fiir E [02] und E[(6z)?] ergibt sich nach etwas algebraischer Rechenarbeit mit (6.21), u = v = 0,

a = 2Ns sowie 1 = 2Nx:

E[6z] = 221\[:]'—2' 2N sw(z —h—hx)+z \’ - st(z —h—ha) +ax \2N
— P 2N \ j sz(x + 2h — 2hz) + 1 sz(x + 2h — 2hx) + 1
_az(l —a)(z +h - 2ha) »
B IN + O(N™%)
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und

=
g
S
I
(]

<.
Il
=)

N j—i\? (2N se(z —h—hz)+z \’ {— st(z —h—hx)+z \2N
2N J sz(x 4+ 2h —2hz) + 1 sz(x 4+ 2h —2hz) + 1
z(1 —x) 9
= — N
s TOWT)
Insgesamt ergibt sich die approximierte Differentialgleichung

(2ax + 2ah — dahz) 7' (z) + 7" (x) = 0.

Die Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich leicht aus

= —(2az + 2ah — 4ahx),

durch zweimaliges Integrieren mit cg, d € R sowie ¢ := e“ € R:

log(n'(z)) = —az?®—2ahz + 2ahz® + ¢
='(z) = cexp(—az® - 2ahz + 2aha?)
m(x) = c/ exp(—az? — 20hz + 2ahz?)dz + d
0

Zusammen mit den normierenden Randbedingungen 7(0) = 0 und w(1) = 1 ergibt sich die
Losung

fox exp (—az2 — 2ahz + 2ahz2) dz
fol exp (—az? — 2ahz + 20h2?) dz

m(x) =

(6.22)

Beispiel. %! Der Einfluss von Selektion auf die Fixationswahrscheinlichkeiten soll hier anhand
eines einfachen - jedoch bereits aussagekriftigen - Beispiels aufgezeigt werden:

Dazu sei die GenpoolgroBe 2N = 2-10%, s = 10~* und h = 0.5 gewihlt. Fiir diese Wahl von h
sind die Fitnessparameter gegeben durch wi; = 1+ s, w12 = 1+ § und wae = 1. Die Fitness
der heterozygoten Genpaarungen liegt also genau in der Mitte zwischen den Fitnesswerten der
entsprechenden homozygoten Paarungen. Die Losung (6.22) vereinfacht sich in diesem Fall zu

() = Jy exp (—az) dz _ 1= exp(—a:c)‘
fol exp (—az)dz 1 —exp(—a)

Damit gilt 7(0.5) = 0.9999546. Betrachtet man hingegen das Beispiel ohne Selektion, also s = 0,
so ergibt sich 7(0.5) = 0.5. Trotz des sehr kleinen Selektionsvorteils pro Generation ergibt sich
iiber die lange Zeit, bis schliellich Fixation eines Gens eintritt, ein erheblicher Vorteil. U

“Dieses Beispiel stammt aus [1, §3.2].
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Kapitel 7

Moran-Modell

7.1 Neutrales Moran-Modell

Das neutrale Moran-Modell wurde 1958 von Patrick Moran®® entwickelt. Der Vorteil dieses Mo-
dells gegeniiber dem Wright-Fisher-Modell ist die Anwendung expliziter Ausdriicke fiir diverse
Eingaben. Wir betrachten also zu diskreten Zeitpunkten n = 1,2,3... eine haploide Population
der Grofle 2IN. Pro Zeitpunkt wird ein Individuum zufillig gewahlt, welches sich fortpflanzt,
und danach eines um zu sterben. Damit bleibt die Populationsgréfie immer konstant.

Angenommen wir betrachten 2N Gene, welche aus dem Allelvorrat {A;, A2} gewéhlt werden
konnen. Dann ergibt sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten:

Falls zum Zeitpunkt n die Anzahl der A;-Gene gleich 7 ist, so existieren zum Zeitpunkt n + 1
genau

i) i — 1 A;-Gene, falls sich ein As-Gen fortpflanzt und ein A;-Gen stirbt:
i 2N —i  i(2N — i)

i o= —— — 7.1
Pii-1 9N 2N (2N)? (7.1)
ii) i+ 1 Aj-Gene, falls sich ein A;-Gen fortpflanzt und ein As-Gen stirbt:
i 2N —1  i(2N —1
Piji+1 = = ( ) (7:2)

2N 2N (2N)2

iii) @ A;-Gene, falls sich ein A;-Gen fortpflanzt und ein A;-Gen stirbt oder falls sich ein
As-Gen fortpflanzt und ein As-Gen stirbt:
i i 2N —i2N —i i?+ (2N —1)?

Pi = 9NaN T AN Tan T (2N

Da die restlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten gleich 0 sind, ist P = (pij) eine Tridiagonal-
matrix.

Sind i A1-Gene vorhanden, so liasst sich die Fixationswahrscheinlichkeit von A; sehr einfach
berechnen:

Mit der Notation p; := pji—1, A\i := p;i+1 folgt aufgrund der Gleichheit von (7.1) und (7.2)

po = 1
Ly 177 ..
= P PR e k=1,...,2N — 1.
Pk A b

45Patrick Alfred Pierce MORAN, australischer Statistiker, *14. Juli 1917 in Sydney, 119. September 1988 in
Canberra;
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Da fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit laut (2.5)

_ po+ ...+ pic1
po+ ...+ pan-1

i
gilt, ergibt sich somit der Wert

Yol
T = ——— = ——.
ot 2N
Auch einige weitere Eigenschaften aus Kapitel 2 lassen sich mit diesen Ubergangswahrschein-
lichkeiten und oben angefiihrter Notation explizit berechnen:
So tritt beispielsweise ein transienter Zustand E; t;;-mal ein, bis schliefllich ein absorbierender

Zustand eintritt, wobei in diesem Fall wegen (2.6)

0 j=0,2N

= QARED =1
2N§ j=i+1,...,2N -1

gilt. Damit ergibt sich einerseits sofort mit (2.3) nach Multiplikation mit :—Z = %

0 j=0,2N

™ 2N (2N —i)j . .

ty = N j=1,...,%
2N j=1+1,...,2N -1

und andererseits folgt fiir die durchschnittliche Absorptionszeit bei anfinglich transientem Zu-
stand

LoN - AN
ti = 2N - 7.3
¢ ZQN_]'—'_'Z]' (7.3)
j=1 Jj=i+1

und damit wiederum

. 2N —i) [ j .
< _— 9N ON —i—1
t ;2]\/—]' + 1
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Beispiel. 46 Sei i = 1. Es existieren also bis auf ein A;-Gen nur As-Gene. Dann gilt fiir alle
j=1,...,2N —1:

£ = 2N(@2N -1)

Die durchschnittliche Fixationszeit ist also genau das Produkt der Anzahl der moglichen Ge-
burten und Sterbefille. O

Fiir dieses Modell wollen wir auch die Eigenwerte explizit berechnen:
Um die Eigenwerte angeben zu kénnen, verwenden wir den folgenden Satz, welcher im Jahr
1974 vom amerikanischen Mathematiker Chris Cannings bewiesen wurde.

Bemerkung. Chris Cannings entwickelte ebenfalls ein Populationsmodell, welches einen all-
gemeineren und realistischeren Zugang als das Wright-Fisher-Modell darstellt. Ohne in dieser
Arbeit genauer darauf einzugehen, soll die Idee kurz vorgestellt werden, um in Kapitel 8 und
den darunter angefiihrten Beweis damit arbeiten zu kénnen:

Zu diskreten Zeiten n = 0,1,2... sei die Populationsgréfie mit 2N fest gewéhlt. Die Vererbung
basiert auf folgender Annahme:

Betrachtet man gleichgrofie Teilmengen von Nachkommen der Population zum Zeitpunkt n, so
haben all diese die gleiche Verteilung zum Zeitpunkt n + 1.

Hat das i-te Gen also y; Nachkommen, so folgt einerseits y1 + y2 + - - - + yony = 2N, und ande-
rerseits ist die Verteilung von (y;,y;, ..., yx) unabhéngig von i, j,..., k.

Diese Annahmen schlieflen nicht aus, dass ein Gen sowohl zum Zeitpunkt n als auch zum Zeit-
punkt n 4+ 1 lebt.

Das Wright-Fisher-Modell ist daher nur ein Spezialfall des Cannings-Modells, in dem
(y1,92,-..,y2n) - wie in (6.9) zu sehen ist - multinomialverteilt sind.

Satz. Seip;; = P(Xiy1 =F;j | Xy =E;) furi,j =0,1,...,2N. Dann sind die Eigenwerte der
Matrix (p;j) gegeben durch

A =1
/\j = E(ylyg...yj), j:1,2,...,2N, (74)

wobei y;, i = 1,...,j, die Anzahl der Nachkommen des i-ten Gens angibt.

Beweis. 47Sei P = (pij). Angenommen, es exisitiert eine nichtsingulére Matrix Z und eine
obere Dreiecksmatrix A, sodass PZ = ZA. Aufgrund der Nichtsingularitit von Z existert die
Inverse Z~!, und es gilt P = ZAZ~!. Die Eigenwerte von P stimmen also mit jenen von A
iiberein. Die besondere Struktur von A liefert sofort die Eigenwerte A\; = a;; von A. Fiir Z = (zy)
sind die Matrixeintréige fiir k,1 = 0,1,...2N definiert als z;; = k'. Daraus ergibt sich fiir das
Element am Schnittpunkt der Zeile ¢ mit der Spalte j der Matrizen PZ bezichungsweise Z A

2N
k=0

2N J
(ZA)U = Zakjik = Zakj’ik (76)
k=0 k=0

“®Dieses Beispiel stammt aus [1, S.105].
“"Der Beweis orientiert sich an [1, §3.3].
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Nun gilt, dass (7.5) als E ({X;1}? | X; = E;) und (7.6) als a;; (i(i —1)...(i — j + 1)) + wei-
tere Terme geschrieben werden kann. Die a;; sind also genau dann Eigenwerte von P, falls
E ({Xip1} | Xe =4) =aj; (i(i —1)... (i — j + 1)) + weitere Terme gilt.

Im Cannings-Modell gilt ganz allgemein die - hier nicht bewiesene - Gleichheit

E({Xi} | Xe=i) = E{yi +y2+...+y} (7.7)
= By} +...+G6GE—-1)...0— 7+ 1) E(yiy2...yj)
Damit folgt aj; = E(y1y2...y;) fiir alle j =0,1,...,2N. [ |

Wir betrachten nun aus der Gesamtheit von 2N Genen j Gene. Dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eines dieser Gene fiir die Fortpflanzung gew#hlt wird, gleich der Wahrscheinlichkeit, dass
eines dieser Gene stirbt und betrigt somit QLN Da ein Gen in diesem Modell iiblicherweise ein
Nachkomme seiner selbst ist, kann das Produkt y1y2 ... y; nur die Werte 0, 1 und 2 annehmen:

0, falls eines der betrachteten j Gene stirbt ohne sich fortgepflanzt zu haben.
Y1y2 ...y; = 2, falls sich eines der betrachteten j Gene fortpflanzt ohne danach zu sterben.

1, sonst.
Damit und mit (7.4) folgt fiir die gesuchten Eigenwerte
A = 1
v o= o) ) (o )
2j(2N —j)—j(@2N —j)—j(@2N - 1)
(2N)°

= 1+

jG -1 :
1—=—=r =1,2,...,2N
(2N>2 Y ] Y 9 9y
Beispiel. Berechnung der Eigenwerte des Wright-Fisher-Modells:
Mit (7.4) sowie dem Erwartungswert einer Multinomialverteilung gilt

Ajo= Ey...y)
) >2N_Zyi

- Z‘“Zyﬂ/z---yj EN) <j> ' <1_]
yl'y]'(2N—y1——yj) 2N 2N

(2N)(2N —1)...(2N — j + 1)
(2N)I

Die Darstellung stimmt mit den von Feller in (6.8) berechneten Eigenwerten iiberein. O

7.2 Moran-Modell mit Mutation

Im ersten Schritt trete ausschliefSlich Mutation von A;-Genen zu As-Genen mit der Wahrschein-
lichkeit u > 0 auf. Da keine Mutation von Ay nach A; stattfindet, sterben die A1-Gene eventuell
nach einer gewissen Zeit aus. p;; ist wieder die Wahrscheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt n + 1
j A1-Gene vorhanden sind, wenn zum Zeitpunkt n die Anzahl der A1-Gene ¢ war. Wie in Ab-
schnitt 7.1 gilt p;; = 0 fiir j ¢ {¢ —1,4,i+1}. Fiir die restlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten
gilt:

Falls zum Zeitpunkt n die Anzahl der A;-Gene gleich 7 ist, so existieren zum Zeitpunkt n + 1
genau
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i) i — 1 A;-Gene, falls sich entweder ein As-Gen fortpflanzt und ein A;-Gen stirbt oder ein
A1-Gen, welches zu einem As-Gen mutiert, sich fortpflanzt und ein A;-Gen stirbt:

i(2N — i) N ui?
(2N)? (2N)?

Piji—1

i) i+1 Aj-Gene, falls sich ein A;-Gen fortpflanzt und ein As-Gen stirbt, wobei hier lediglich
nichtmutierte Gene betrachtet werden:

i(2N — )
Piitl = “aNE (1—wu)
iii) i A1-Gene, falls weder i + 1 noch i — 1 A;-Gene existieren:

Pii = 1—pii-1— Ppii+1

Ist auch Mutation von As-Genen zu A;-Genen mit der Wahrscheinlichkeit v > 0 moglich, dann
ergeben sich analog zu oben die Ubergangswahrscheinlichkeiten

i(2N — i) ui?
ii-1 = —oamg (L — g = Mi
Pt = Ty (70T g T
i(2N — i) v(2N —i)?
i i = ——(1- — T = A
Piji+1 (2N>2 ( U) + (2N>2 A
Pii = 1—pii-1— Pii+1

In diesem Fall existiert fiir die Anzahl der A;-Gene eine stationdre Verteilung ¢, welche ex-
akt mithilfe von (2.8) angegeben werden kann. Da dies zu eher unhandlichen Ausdriicken und
langlichen Rechnungen fiihrt, sei auf [1, S.107] verwiesen.

Beispiel. Dieses Beispiel zeigt die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir das Moran-Modell mit
ein- und zweiseitiger Mutation in Abhéngigkeit von der relativen Anfangshaufigkeit des A;-Gens.
Um den Unterschied auch in der Graphik darunter gut zu erkennen, sind die Inputparameter
mit 2N = 5000, u = % und v = 1—15 gewdhlt.
Wihrend bei einseitiger Mutation die absolute Anzahl der A;-Gene natiirlich im Laufe der Zeit
immer schneller kleiner wird, muss man bei zweiseitiger Mutation in Abhéngigkeit von der An-
fangshéufigkeit des A;-Gens argumentieren:
Es existiert ein im Allgemeinen reelles ¢ € [0,2N], das pec—1 = peet1 erfiillt. Ist die An-
fangshiufigkeit des A;-Gens kleiner als 55, so nimmt die Anzahl der A;-Gene zu, bis schlielich
eine stationéire Verteilung eintritt. Ist die Anfangshiufigkeit des A;-Gens jedoch gréfler als 5%,
so nimmt die Anzahl der A1-Gene ab und die der anderen Gene zu.

O
Wir betrachten nun eine Approximation der stationidren Verteilung:

Aus (73) folgt nach einigen Umformungsschritten und Abschitzungen fiir den Logarithmus mit

_ i
P=13N

t(p) ~ —(2N)* (plogp + (1 — p)log(1 — p))

Dieser Ausdruck ist sehr &hnlich zu (6.5): Der Faktor 2N tritt auf, weil einerseits Todesfille
und Geburten betrachtet werden, andererseits aber Generationen. Da die effektive Populations-
groBe im Wright-Fisher-Modell die Hilfte der effektiven PopulationsgréBe®® im Moran-Modell

48Dafiir sei auf Kapitel 8 verwiesen.
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betrégt, tritt noch ein Faktor 2 auf.

Mit (2.7) und den UbergangsWahrscheinlichkeiten fiir Mutation in beide Richtungen folgt mit
6 = 2Nu, p = 5% und x = 5% schlieBlich aus den #;; eine Approximation fiir die Anzahl der

Geburten und Sterbefiille®?

B ([0 [ )

7.3 Moran-Modell mit Selektion

In diesem Abschnitt betrachten wir das Moran-Modell mit Selektion, welche durch unterschied-
liche Sterberaten modelliert wird:

Falls die Anzahl der A;-Gene zum Zeitpunkt n gleich i ist, so stirbt als néchstes Gen ein A;-Gen
mit der Wahrscheinlichkeit mﬂzit;]\f—z) mit 71,72 € R.
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich damit: Falls zum Zeitpunkt n die Anzahl der
A1-Gene gleich 7 ist, so existieren zum Zeitpunkt n + 1 genau

i) i —1 A;1-Gene, falls sich ein Ag-Gen fortpflanzt und ein A;-Gen stirbt:
2N —1 Ul’i

o 7.8
Pii-1 2N mi+na(2N — 1) (7.8)
ii) i+ 1 A;1-Gene, falls sich ein A;-Gen fortpflanzt und ein As-Gen stirbt:
. ON — i
i el i) (7.9)

Phtl = 9N mii+ m(2N — 1)
iii) ¢ A;-Gene, falls weder ¢ + 1 noch i — 1 A;-Gene existieren:

Pii = 1—pii-1—Ppiit1

siche zum Beispiel [1, S. 108]
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Anhand dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten kann man folgende Félle unterscheiden:

i) Gilt n1 = 2, so tritt keine Selektion auf, da p;;—1 = pii+1 gilt.

ii) Fiir n1 < 2 gilt p; ;-1 < pii+1. Damit hat das A;-Gen einen selektiven Vorteil gegeniiber

dem As-Gen.
iii) Fiir 1 > 2 gilt p;i—1 > pii+1. Damit hat das A;-Gen einen selektiven Nachteil gegeniiber
dem As-Gen.
Beispiel. Wir betrachten eine Population mit einem Genpool der Gréfle 2N = 5000 und dem

Allelvorrat {A1, As}.
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Abbildung 4: Ubergangswahrscheinlichkeiten: Dii—1 — — = Pijit1 *" (erstellt mit MAT-

LAB)

y Pis —

O
An den gegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten erkennt man, dass es sich bei der Matrix
dieser Wahrscheinlichkeiten wiederum um eine Tridiagonalmatrix handelt. Fiir die Eigenwerte
dieser Matrix existiert bis heute keine geschlossene Form. Allerdings lassen sich diverse Ergeb-
nisse aus Kapitel 2 anwenden: So gilt zum Beispiel mit der Notation aus dem eben genannten
Kapitel

po = 1
L M g
J
T ()
jl;[ﬂj 1

Die Fixationswahrscheinlichkeit des A;-Gens lidsst sich nun mit (2.5) bestimmen:

i
- (3)
2
2N
(2
2
Ohne diesen Rechenweg genauer nachzupriifen, soll hier eine andere recht einfache Berechnungs-
art®® der Fixationswahrscheinlichkeit gezeigt werden:

T =

Overgleiche [3, S.155-157] und [8, S.119]
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Da fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pii+1 + Pii—1 +pii =1 (7.10)
gilt, folgt die Differenzengleichung
T = Ti+1Pii+1 + Ti—1Pii—1 + TiDii-

Aufgrund der Selektion gilt weiters mit

piier="pii
1,1+ m 1,0—

und (7.10)
@ﬂ'i-i-l - (1 + 772) mi+mio1 = 0
m m
oo <1+m>c+m — 0
2 2

Daraus ergeben sich fiir ( die beiden Werte 1 und %, womit die allgemeine Lésung

)
™ =C1+Co <771>
2

mit c1, co € R lautet. Mithilfe der beiden Randbedingungen w9 = 0 und mon = 1 ergibt sich

i
- (3)
2
2N
(2
72
Bemerkung. Es gibt natiirlich auch Ansétze mit unterschiedlichen Geburtenraten und einer

Kombination aus unterschiedlichen Geburten- und Sterberaten. Da diese Ansétze sehr dhnlich
zum oben angefithrten Fall sind, werden sie hier nicht extra diskutiert.

T, =

7.4 Moran-Modell fiir unendlich viele Allele

Wie im Modell fiir zwei Alleltypen liegt fiir diese Art des Moran-Modells ein bestimmter Sterbe-
und Geburtenprozess vor. Analog zum Wright-Fisher-Modell fiir unendlich viele verschiedene
Alleltypen ist ein Nachkomme mit der Wahrscheinlichkeit u ein neuer noch nie dagewesener Al-
leltyp. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten bilden wieder eine Tridiagonalmatrix, deren Eintréige
- genauso wie bereits im Moran-Modell mit beidseitiger Mutation - durch

N i(2N — i) (1 — v) + us?
Dii—1 (2N)2
i(2N —i)(1 — u) + v(2N —i)?
Dii+1 = 3
(2N)
Pii = 1—pii-1— Piit1

gegeben sind. Wihlt man ein Allel, so kann keine Aussage iiber ein stationéires Verhalten ge-
macht werden. Betrachtet man hingegen eine bestimmte Genstruktur, so existiert wie in den
vorherigen Modellen eine stationédre Verteilung. Der Unterschied besteht darin, dass eine exakte
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Wahrscheinlichkeit fiir jede beliebige Struktur angegeben werden kann.
Sei nun f; die Anzahl von Alleltypen mit genau j Genen in der Population. Dann gilt | iJ Bj =
2N. Die stationiire Verteilung gibt der australische Statistiker Albert Trajstman in [11] so an:

(2N)162=5 5
P(/B17"‘7/82N): X
Sav (0) T2, 5% ;!
mit S;(0) = 0(0 +1)...(0 +j — 1) und 6 = 2% Weil in diesem Modell nicht die effektive

Populationsgrofle verwendet wird, weicht 8 von jenem des Wright-Fisher-Modells ab. Diese
Gleichung entspricht mit n = 2N der von Ewens entwickelten Formel (6.17), wodurch die
gleichen Folgerungen wie in Abschnitt 6.2 giiltig sind. Allerdings kénnen im Gegensatz zum
Wright-Fisher-Modell - wie bereits ganz zu Beginn des Kapitels erwihnt - explizite Ausdriicke,
wie zum Beispiel das Haufigkeitsspektrum, angegeben werden, welche in [1, S.118-119] zu finden
sind.
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Kapitel 8

Effektive Populationsgrofien

Obwohl das Wright-Fisher-Modell in der bisher behandelten Form fiir die Beschreibung biologi-
scher Zusammenhéinge ungeeigneter als das Cannings-Modell oder das Moran-Modell ist, wird
es aufgrund des groflen theoretischen Wissens dariiber sehr hiufig verwendet. Damit diverse
Aussagen in vorhergehenden Kapiteln auch fiir Populationen mit zusétzlichen Eigenschaften,
wie zum Beispiel bei Unterscheidung zweier Geschlechter, korrekt bleiben, verwendet man die
sogenannten effektiven Populationsgrofien:

Definition 8.1
i) Die effektive Populationsgroéfie beziiglich der Eigenwerte ist definiert als

.t
2 (1= Az’

NEW.. (8.1)

wobei Az der groBte Eigenwert ungleich Eins der Ubergangsmatrix des betrachteten
Modells ist.

ii) Die effektive Populationsgroie beziiglich Inzucht ist definiert als
Nli=-— 8.2
S (8.2)

wobei my die Wahrscheinlichkeit ist, dass zwei zufillig gezogene Gene die gleichen Eltern
haben.

iii) Die effektive Populationsgrofie beziiglich der Varianz ist definiert als

N(y‘" . 1 z,(1 =)

- 8.3
2Var(xpt1 | zn)’ (8:3)

wobei x,, den relativen Anteil der A;-Gene zum Zeitpunkt n angibt.

8.1 Cannings-Modell

Ohne viel iiber das Cannings-Modell zu wissen, da es nur sehr kurz in der Bemerkung in Ab-
schnitt 7.1 erwéhnt wurde, werden in diesem Teil die drei verschiedenen effektiven Populations-
grofen fiir das Cannings-Modell mit nichtiiberlappenden Generationen explizit bestimmt:

Fiir die Berechnung von NFW muss zuerst der grofte Eigenwert ungleich Eins bestimmt wer-
den. Laut (7.4) gilt \a = E(y1y2). Da y; die Anzahl der Nachkommen des i-ten Gens ist,
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folgt Z ,Y; = 2N und damit Var(zjzgl y;) = 0. Wir definieren Var(y;) =: o2 fiir alle
1=1,...,2N. Mit der Identitét

2N 2N-1 2N
Zyj ZV(LT yj) +2 Z Z Cov (yi,y5) (8.4)
Jj=1 J=1 k=j+1
folgt aufgrund der Symmetrie
2No? +2N(2N — 1)Cov(yi,y;) = 0 (8.5)
2
o
C LY = — 8.6
g Ov(y’bﬂy]) 2N_ 1 ( )
Insgesamt ergibt sich fiir den Eigenwert mit dem Verschiebungssatz von Steiner und E(y;) = 1,
i=1,...,2N, da jedes Gen im Schnitt genau einen Nachkommen hat,
A = E(y1y2)
= Cov(yr,y2) + E(y1)E(y2)
o2
)

Die effektive Populationsgrofie beziiglich der Eigenwerte ist laut Definition (8.1) daher durch

2N —1
EW __
N = 202

gegeben.

Fiir die effektive Populationsgrofie beziiglich der Varianz muss ein Ausdruck fir Var(X,41 | Xp)
gefunden werden: Angenommen es existieren ¢ A;-Gene zum Zeitpunkt n, das heifit es gilt
X, = i. Dann sortiert man die Gene so, dass die ersten ¢ Gene A;i-Gene sind. Das heifit
y1 + ...+ y; sind die gesamten Nachkommen aller A;-Gene. Dann folgt mit (8.4) und (8.5) -
(8.6)

Var(Xps1 | Xn=1) = Var(yr + ...+ )
= do? +i(i — 1)Cov(y1, yo)
i(2N —i)o?
2N —1
. . . _ Xn‘
Damit gilt mit x, = 53:
zp(1 — x,)0?

Var(zps1 | n) = SN 1
und mit (8.3)

2N —1
202

Ng/a'r —

Zur Berechnung der effektiven Populationsgrofie beziiglich Inzucht sei wieder um y; die Anzahl
der Nachkommen des i-ten Gens der n-ten Generation. Damit gilt fol y; = 2N, und die
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Wahrscheinlichkeit P,, dass zwei zuféllig gezogene Gene der (n + 1)-ten Generation gleiche El-
tern haben bedingt unter gegebenen 1, ..., yan, ist nach einfacher Wahrscheinlichkeitsrechnung
gegeben durch

Fiir den Erwartungswert 7o dieser Summe gilt wegen E(y;) = 1, Var(y;) = 02 und der Symme-

trie
2N
n o= E(S MDD
’ £ 2N(2N - 1)
symm. 2N (E(y7) —E(y:))
a 2N (2N — 1)
=1 2N (E(yzz) - (E(yi))Q)
2N (2N — 1)
_ Var(y)
- (2N -1
T 2N -1
Damit folgt mit (8.2)
2N —1
I = —
Ne = 202

Bemerkung. Fiir das Cannings-Modell stimmen also alle drei oben betrachteten Arten der
effektiven Populationsgrofe iiberein.

Betrachtet man nur den fithrenden Term, so gilt fiir Modelle mit nichtiiberlappenden Gene-
rationen fiir die effektive Populationsgréfie N, = % Damit kann nun eine Verbindung zum
Wright-Fisher-Modell fiir unendlich viele Allele hergestellt werden:

Laut der abschlieBenden Bemerkung von Abschnitt 6.2 bleiben die Aussagen jenes Kapitels
richtig, falls # = 4N,u gew#hlt wird. Setzt man 6 = 4N.u = Y% 5o bleiben die Aussagen auch

o2
fiir das Cannings-Modell mit nichtiiberlappenden Generationen giiltig.

Fiir Modelle mit iiberlappenden Generationen ist eine sinnvolle Definition fiir die effektive Po-
pulationsgrofie 82]]\%, wobei s die Anzahl der Sterbefille pro Zeiteinheit und N, eine der drei
oben definierten effektiven Populationsgroflen ist. Da fiir Modelle mit nichtiiberlappenden Ge-
nerationen stets s = 2N gilt, ist diese Definition fiir beide Arten von Populationen anwendbar.
Weiters folgt mit dieser Definition auch sofort die effektive Populationsgréfe fiir das Moran-
Modell. In diesem Fall ist k¥ = 1, und damit ergibt sich NV = NI = NVar = %N. Die effektive
Populationsgrofle eines Moran-Modells ist also doppelt so grofl wie die effektive Populations-
grofle im Wright-Fisher-Modell:

Wihrend im Wright-Fisher-Modell o2 ~ 1 gilt, ist im Moran-Modell ¢? ~ % = % Der noch
auftretende Faktor ﬁ ergibt sich wiederum wegen der Betrachtung von Sterbefillen und Ge-
burten anstatt Generationen.
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Abschlielend betrachten wir noch die effektive Populationsgrofie beziiglich Inzucht N5 fiir das
Cannings-Modell fiir eine diploide Population. NI ist definiert als die reziproke Wahrschein-
lichkeit, dass zwei zufiillig gezogene Gene der (n+ 1)-ten Generation gleiche Eltern in der n-ten
Generation haben. Fiir das Cannings-Modell heiflt das anders formuliert:

Wihle aus der Generation n zwei Gene und schaue, ob zwei zufllig gewdhlte Gene der (n+ 1)-
ten Generation beide von einem Gen oder je von einem der beiden Gene der Generation n
abstammen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 79 ist dann der Erwartungswert von

N
Z yz+yN+z yz+yN+z_1)
c 2N(2N — 1) ‘

Sei nun O'?l die Varianz des diploiden Modells, so ergibt sich analog zu obiger Rechnung mit

N
_ (yi + yn+a) (Wi +yngs — 1)
m = B (Z_; 2J+V(2N—1)+ )

die gesuchte Populationsgrofie

Idi:4N—2
03+2'

Das diploide Cannings-Modell ist hierbei definiert als Cannings-Modell, in dem die Austausch-
barkeit, welche in Abschnitt 7.1 kurz erwéhnt wird, fiir diploide Individuen gilt. Mit zusétzlichen
Annahmen kann afl so gewihlt werden, dass N = N! d giltd?!.

8.2 Wright-Fisher-Modell

In diesem Abschnitt betrachten wir nun die effektiven Populationsgrofien fiir das Wright-Fisher-
Modell mit zusétzlichen Eigenschaften:

Existieren in einer Population zwei verschiedene Geschlechter, so seien N beziehungsweise
NY die Anzahl diploider ménnlicher beziehungsweise weiblicher Individuen der Population der
Grofle N. Da es sich um eine diploide Population handelt, erhilt ein Nachkomme je ein Gen
vom Vater und eines der Mutter, womit die Anzahl der A;-Gene zum Zeitpunkt n + 1 eine
Summe von Binomialverteilungen ist:

m m m
n+l - 7n+1 + 5n+1
w _ w w

Xn+1 - rYn—l—l + 5n+1

mit " ~ Bin(N™, 2)1(\77%:1)7 oy ~ Bin(N™, Q)J(V—”Z) und analog ', | ~ Bin(N", 2)1(\77”) O g~
Bin(N®, 5xi).
Damit existiert eine Ubergangsmatrix, deren gréofiten Eigenwert ungleich Eins wir nun benétigen,

um NEW zu berechnen. Dazu suchen wir eine Funktion, welche

=0 fiir absorbierende Zustidnde

Y(X™ X")
> (0 sonst

Slsiehe [1, S.122]
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erfiillt. Auflerdem soll fiir A > 0
E[Y (X341, Xph) | X5 X5 ] =AY,

gelten. Da solche Funktionen stets existieren, allerdings schwer zu finden sind, sei hier auf [1,
§3.7] verwiesen, wo die Losung

Y(Xm Xw):g Xm(2Nm—Xm) +Xw(2Nw—Xw) (11— (Xm_Nm)(Xw_Nw)
’ 2 (2N™)2 (2Nw)2 NMmNwW
mit C' = % (1 — /1= Nim — %) angegeben wird. Daraus ergibt sich
1 1 1 (N™ 4 Nw)2
A= - |[1— —— — 1 T )
2 ( AN™  4NW +\/ + (ANmNw)?2 >
- SNmNw SNmNw

Fiir die effektive Populationsgrofie beziiglich der Eigenwerte gilt also im Wright-Fisher-Modell
unter Beriicksichtigung zweier Geschlechter mit (8.1)

AN™NY

NEW ~ N

Fiir die Berechnung der effektiven Populationsgrofie beziiglich Inzucht benttigen wir die Wahr-
scheinlichkeit mo:

Zwei zufillig gezogene Gene einer Generation haben identische Elterngene, falls beide vom glei-
chen ménnlichen oder weiblichen Gen abstammen. 7 ist daher gegeben durch

1N-2 1 +1N—2 1
22N —12N™ 22N —12Nw’

Mit (8.2) gilt

1 AN™NY
N= — 2
€ 27’[‘2 N

Die Berechnung von N ist fiir eine zweigeschlechtliche Population mit bisherigen Mitteln
nicht moglich, da der Anteil an A;-Genen keine Markov’sche Zufallsvariable ist. Einen Weg
dieses Defizit der Definition zu umgehen, bieten sogenannte Quasi-Markov’sche Zufallsvaria-

blen. Ohne hier niiher darauf einzugehen, sei auf entsprechende Literatur®® verwiesen und nur
erwiahnt, dass

gilt. Damit sind auch in dieser Art von Modell alle effektiven Populationsgrofien von gleicher
Groflenordnung.

Fiir effektive Populationsgrofen mit anderen Eigenschaften der Population, sei auf [1, Seiten
124-126] und [8, Seiten 172-186] verwiesen.

®2siche zum Beispiel [1, §4]
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Bemerkung.

i)

ii)

Hier wurde fiir die Berechnung der effektiven Populationsgréfien immer nur eine zusétzliche
Annahme betrachtet. Natiirlich ist dies noch immer nicht sehr realitdtsnah, da die ver-
schiedensten Populationen eine Vielzahl individueller Eigenschaften aufweisen. Allerdings
ist die Verwendung effektiver Populationsgréfen ein Schritt in Richtung besserer Model-
lierung.

Obwohl die effektiven Populationsgréfien in den oben betrachteten Fillen von gleicher
Groflenordnung sind, ist dies nicht immer der Fall:

Betrachtet man zum Beispiel Populationen mit nichtkonstanter Grofle in der ein einziger
heterozygoter Elternteil eine sehr grofie Anzahl an Kindern bekommt, sind NFW und
NYar sehr grofl wihrend N/ ungefihr 1 ist.

Das lisst darauf schliefen, dass NF" und NY" eher durch die zukiinftige Evolution der
Population geprigt sind, withrend die vergangene Entwicklung N/ beeinflusst.

Je nach Erfordernissen muss daher die passende der drei effektiven Populationsgréfien
gewdhlt werden, um die beste Modellierung der Realitét zu bekommen.
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Kapitel 9

Schlussbemerkung

Ausgehend von den Mendel’schen Vererbungsregeln lasst sich eine Vielzahl verschiedener Mo-
delle, welche die Evolution von Genen beschreiben, entwickeln:

Deterministische Ansétze, welche bereits vor den stochastischen entwickelt wurden, lassen sich
lediglich durch die unbegrenzte Populationsgréfie rechtfertigen. Obwohl natiirlich diese Modelle
eine erste nicht zu verachtende Modellierung der Realitét bringen, ist trotz allem die Voraus-
setzung einer unendlich groflen Population nie gegeben.

Daher ist das Wright-Fisher-Modell, bei dem von einer konstanten Gréfie des Genpools von 2N
ausgegangen wird, bereits ein erster Schritt in Richtung realitédtsnaher Modellierung. Aufgrund
der einfachen Struktur dieses Modells ist das Wissen dariiber heute schon sehr grof. Dies ist der
Grund, warum man dieses Modell realistischeren Modellen in vielen Fillen vorzieht. Natiirlich
darf man auch die Verallgemeinerungen des Modells durch Mutation und Selektion nicht aufer
Acht lassen. Denn genau durch diese zusétzlichen Informationen, welche mehr oder weniger gut
modellierbar sind, riickt dieses Modell wieder ein Stiick niher an die Realitit.

Beim Cannings-Modell unterliegt die Evolution keiner Multinomialverteilung, wie es beim
Wright-Fisher-Modell der Fall ist. Das alleine ermoglicht natiirlich schon eine bessere Modellie-
rung der Realitét. Allerdings ist iiber dieses Modell (noch) nicht so viel bekannt wie {iber das
Wright-Fisher-Modell.

Einen ganz anderen Zugang wihlt das Modell von Moran. Dadurch ist es leichter zu handhaben
und mit den bis jetzt bekannten mathematischen Mitteln liefert es viele explizite Darstellun-
gen. Die Verallgemeinerungen durch Mutation, Selektion beziehungsweise durch Vergrofiern des
Allelvorrates erméglichen wie auch beim Wright-Fisher-Modell eine bessere Modellierung.

Unabhéngig vom betrachteten Modell ist die Definition von effektiven Populationsgrofien ein
groer Schritt: Durch eine teilweise recht einfache Berechnung der effektiven Populationsgrofe
kann das Modell erheblich verbessert werden.

Zusammenfassend hat jedes Modell, egal ob deterministisch oder stochastisch, seine Berechti-
gung. Um die beste Modellvariante fiir die Losung zu verwenden, muss man abhéngig von der
Aufgabenstellung die Vor- und Nachteile jedes einzelnen Modells abwiegen.

Weil die Forschung in diesem Gebiet noch relativ jung ist, werden immer wieder neue Ansétze
und Modelle entwickelt, wodurch die Realitdt besser modelliert werden kann.
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