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Ich mochte mich bei meinem Diplomarbeitsbetreuer Ao. Univ. Prof. Dr. Manfred
Kronfellner fur diverse Anregungen und hilfreiche Tipps bedanken.

Besonderer Dank gilt meinen Eltern, die mir mein Studium ermdglichten und mir wah-
rend des Studiums stets mit Rat und Tat zur Seite standen.
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1. Mathematik und Sport

Diese Kombination erzeugt bei vielen oft nur ein Achselzucken. Es scheint, als waren
diese beiden Begriffe weit voneinander entfernt. Aber so sieht es nur auf den ersten
Blick aus.

In den letzten Jahrzehnten vollzogen sich einschneidende Veranderungen der Le-
bensbedingungen des Menschen. Die standig wachsende Informationsfille erhdhte
die psychologische Belastung in der Sphare des Arbeitsprozesses und im Unterricht
in der Schule. Dies erfordert vom Menschen eine bestimmte physische und psychi-
sche Stabilitat.

Es ist unbestritten, dass sich die Beschaftigung mit dem Sport wohltuend auf die
geistige Tatigkeit und Psyche des Menschen auswirkt.?

Hirnforscher sind davon Uberzeugt, dass das Gehirn von sportlicher Aktivitat profi-
tiert. Wer sich bewegt, versorgt das Gehirn mit mehr Blut und somit auch mit mehr
Sauerstoff.?

Lernforscher halten dagegen, dass es keinen beweisbaren Zusammenhang zwi-
schen Sport und gesteigerten Denkleistungen gibt.*

Aggressionen, Stress und Blockaden lassen sich mit Sport abbauen — so gesehen ist
sportliche Betatigung mit Sicherheit auch fur das Lernen hilfreich.’

Sepp Herberger®, legendarer Trainer der deutschen Weltmeistermannschaft von
1954, brachte Fullball auf eine einfache Formel: ,Der Ball ist rund und das Spiel
dauert 90 Minuten®.’

Bei genauerem Hinsehen stellt man jedoch fest: Er irrte! Der Ball ist gar nicht rund.
Bei einem Spielgerat aus 12 Funfecken und 20 Sechsecken handelt es sich vielmehr
um ein abgestumpftes Ikosaeder. Dieses Beispiel aus der Geometrie zeigt: Es lohnt
sich, Sport aus dem Blickwinkel der Mathematik genau zu betrachten.®

Mit Beispielen aus dem Sport Iasst sich Mathematik fur Schiler spannend aufberei-
ten. Ob Weltrekorde prognostizieren oder optimale Wurf- und Schusspositionen er-
mitteln — in der Welt des Sports lasst sich vieles mit Hilfe der Mathematik beschrei-
ben, analysieren und berechnen.’

Anhanger komplexer Spiele wissen, dass im Sport und in sportlichen Spielen
Verstand, Bildung und Rechenvermogen bei weitem keine Uberflussigen Dinge sind.

2 vgl. Internetquellen: Walk 2011, S. 27ff.
3 Jacobs 2008, S. 12

* vgl. Jacobs 2008, S. 12

5 Jacobs 2008, S. 12

6 vgl. Wikipedia-Artikel: Sepp Herberger
" Dorn 1984, S. 62ff.

8 vgl. Gerecke 1984, S. 58ff.

o vgl. Internetquellen: CASIO Europe



Ein guter Tennisspieler muss Uber eine vielfaltige und ausgefeilte Schlagtechnik ver-
fugen. Dies allein aber genugt nicht. Steht er am Tennisplatz einem Gegner gegen-
Uber, entscheiden Taktik, Findigkeit, Berechnung und Voraussicht das Spiel. Ahnli-
che Uberlegungen lassen sich auch beziiglich anderer Sportspiele anstellen.

Der Sport wird immer intellektueller und damit auch die Anwendung mathematischer
Methoden. Es ist bekannt, dass man mit Methoden der mathematischen Statistik die
Zukunftsaussichten der Sportlerinnen bestimmen, die Messdaten bearbeiten und
auch die Belastbarkeit der Sportlerinnen kontrollieren kann.

Diese Diplomarbeit erstreckt sich Uber mehrere mathematische Teilgebiete und
schlagt eine Brlcke zwischen den Fachern Sport und Mathematik, wobei auch Stoff-
bereiche der Physik gestreift werden. Der mathematische Weg zur Ldsung bietet,
ebenso wie der sportwissenschaftliche Hintergrund, eine optimale Gelegenheit, sich
an Hand von realistischen Problemen aus dem Schileralltag mit wissenschaftlich
forschender Methodik und Denkweise auseinander zu setzen.

In den folgenden Kapiteln sind Beispiele angefuhrt, die fir den Unterricht geeignet
sind. Einige davon verlangen von der Lehrperson ein fundiertes Sportwissen, um den
Schulerinnen einzelne Aufgaben verstandlich zu machen und diese plausibel zu er-
klaren. Neben dem Kennenlernen mathematischer und sportlicher Inhalte werden
auch hohere Lernziele verfolgt. Die Entwicklung von Kreativitat und Individualitat
bzw. die Fahigkeit, eigenstandig Probleme zu l6sen, bilden eine Einheit mit kriti-
schem Denken und folgerichtigem Handeln. Durch den Einsatz von projektorientieren
Aufgaben werden auch Fahigkeiten wie Kooperation, Selbstorganisation und Ver-
antwortung gefordert.

Die gesellschaftliche Veranderung hat auch einen Wandel in der Lernkultur bewirkt.
Heute macht es nicht mehr viel Sinn, die Jugend lediglich mit Wissen voll zu stopfen,
Personlichkeitsbildung muss vermehrt in den Vordergrund ricken. Die Rolle der
Lehrperson ist einerseits die eines Wissensvermittlers, andererseits eines Organisa-
tors, der es versteht, helfend einzugreifen, wenn nétig.

Im ersten Kapitel werden allgemeine Gedanken zum projektorientieren und facher-
ubergreifenden Unterricht geduRert. Es werden Kompetenzen aufgezeigt, die durch
diese Unterrichtsform im besonderen Malde gefoérdert werden.

Danach wird Bezug zum Lehrplan genommen, in dem facherlibergreifendes und pro-
jektorientiertes Arbeiten an mehreren Textstellen verankert ist.

In dem Kapitel ,Praxisbeispiele aus dem Sport“ werden zunéchst Uberlegungen bzgl.
des optimalen Freiwurfs im Basketball angestellt.

Im Anschluss werden sportwissenschaftliche Aspekte tUber den menschlichen Korper
und die mathematische Betrachtung sportlicher Bewegungen beleuchtet.



Beispiele aus dem Fulball, der Leichtathletik und dem Bodenturnen bilden den Ab-
schluss dieser Arbeit.

Die Projektbeispiele unterscheiden sich in ihrem Aufbau und Umfang. Nahert man
sich z.B. im ersten Praxisbeispiel mit mehreren Arbeitsauftragen der Endldsung, so
wird man im zweiten Kapitel mit verschiedenen Problemstellungen aus der Sportbio-
mechanik konfrontiert. Diese Aufgaben werden in Arbeitsblattern verpackt und den
Schulerlnnen ausgehandigt. Teilweise werden in allen Praxisbeispielen ahnliche ma-
thematische Stoffinhalte behandelt, die aber jeweils in einem anderen Kontext ge-
deutet werden. Die Beispiele kdbnnen im Unterricht grundsatzlich in unterschiedlicher
Reihenfolge bearbeitet werden.

In der Literatur werden von den Autoren zur Losung der nachfolgenden Problemstel-
lungen jeweils verschiedene Technologien genutzt. Um einen groben Uberblick iber
die fur den Mathematikunterricht zu Verfigung stehenden Technologien zu erhalten,
werden in dieser Diplomarbeit zur Bewaltigung der einzelnen Aufgaben verschiedene
Technologien verwendet. Natlrlich kann man sich auch auf eine spezielle computer-
unterstitzte Losungsmaoglichkeit festlegen.



2. Projektorientierter und facherubergreifender Unterricht

Die Bedeutung des Projektunterrichts als Methode wird ausdricklich im Lehrplan be-
tont. Es ist die Chance, ein umfangreicheres Thema zu behandeln, facherubergrei-
fend zu arbeiten und Kompetenzen wie z.B.: Kooperation und Eigenverantwortlich-
keit der Schulerlnnen zu entwickeln.

Im traditionellen Unterricht werden Zielsetzung, Planung, Durchfihrung und Erfolgs-
kontrolle durch den/die Lehrerln im Rahmen vorgegebener Strukturen, wie Lehrplan
oder Stundenplan, durchgefuhrt. Lehrpersonen, die Unterricht in Form kognitiv domi-
nierter Lehrgange abhalten, beklagen sich haufig uber die Unkonzentriertheit und
fehlende Ausdauer der Kinder. Dem kann der Projektunterricht vielfach entgegenwir-
ken.™

Im Regelfall werden durch Ubereinkunft von Lehrerlnnen und Schiilerinnen die vor-
handenen Strukturen (Stundenplan, Stundeneinheit, Raum, Klassenverband, usw.)
teilweise aufgelost und in neue uUbergefuhrt. Diese Unterrichtsform fordert durch die
Verbindung von theoretisch-begriffichem Lernen und Lernen durch konkretes Han-
deln und Experimentieren im besonderen Mal3e jene Kompetenzen, die heute als
Schlusselqualifikationen angesehen werden:

Teamfahigkeit, Eigenverantwortlichkeit, Kommunikation und praktische Fertigkei-
ten.”

Grundsatzlich geht es also um elementare Bildungsinhalte, von denen ausgehend
sich komplexere Einsichten herleiten lassen.

Auf den Begriff ,Spezialisierung auf Zusammenhange® wird in der Literatur mehrmals
eingegangen.'? Schiilerlnnen diirfen nicht nur Experten fiir das Fachliche, fiir das
Teilhafte, sein, sondern Schule musse ebenfalls zur Spezialisierung auf Zusammen-
hange qualifizieren. Eine facherubergreifende Didaktik musse unter anderen die
Merkmale Problem- und Handlungsorientierung, Verantwortlichkeit, Lebensweltbe-
zug, Mitbestimmung, Vernetzung und Perspektivitit aufweisen.™

,Bildung muss sich als Prozess verstehen, in dem die Gesamtpersonlichkeit des
Schulers entwickelt werden soll. Das Einzelunterrichtsfach bietet nicht genigend ge-
eignete Ansatzpunkte, deshalb ist die Vernetzung mehrere Unterrichtsfacher von
Vorteil*."

Fur das Gelingen eines facherubergreifenden Projektunterrichts ist eine prazise Vor-
bereitung und das Einschatzen der Rahmenbedingungen eine wesentliche Voraus-
setzung. Inhalte und Thema sind zu diskutieren, Projekt-, Lernziele zu definieren,
sowie das Endergebnis und die Form festzulegen.'

"% vgl. Flitner 1987, S. 29ff.

" vgl. Flitner 1987, S. 29ff.

"2 vgl. Popp 1997, S. 147ff.

" vgl. Popp 1997, S. 149f.

" vgl. Flitner 1987, S. 73

& vgl. Internetquellen: Dorner



Wichtige Bereiche mussen in einer Arbeitstibereinkunft aller Beteiligten besprochen
werden:

e Wann werden auftretende Probleme diskutiert?

o Wer trifft wie, welche, Entscheidungen?

e Welche Kriterien der Schulerlnnenbeurteilung werden herangezogen?

e Wie wird die Verbindlichkeit der Arbeitsubereinkunft bestatigt?

e In welcher Form werden die Arbeitsablaufe festgelegt?

e Wer sind die Verantwortlichen fur die Gruppen, Dokumentation der Arbeitsvor-
gange usw.?

Des Weiteren muss der Bereich der Kommunikation innerhalb und auf3erhalb der
Gruppe durchdacht und organisiert werden: '

e Erstellen und Austausch von Projekttagebtichern

e z.B.: Mittels einer Pinnwand kann die Zusammenarbeit zwischen den Gruppen im
Unterricht sichergestellt werden

¢ Welche Informationen muss die Direktion bekommen? (z.B.: bzgl. Administration-
Abweichung vom Stundenplan usw.)

e Inwieweit werden die Eltern mit einbezogen (Elternabend)

o Offentlichkeitsarbeit (Plakate, Zeitungsartikel, usw.)

Der Projektunterricht ist durch einen klar erkennbaren Abschluss charakterisiert. Da-
durch ist die Gelegenheit gegeben, die Arbeitsergebnisse einer breiteren Offentlich-
keit zu prasentieren. AuRerdem muss den Schuilerlnnen Feedback gegeben werden.

Die Lehrerlnnen haben im Rahmen eines Projektunterrichts die Rolle von Lernbera-
terlnnen zu erfullen. Neben der Einbringung ihres fachlichen Wissens sollen sie die
Schulerlnnen vorrangig bei Planungs- und Entscheidungsprozessen unterstitzen. In
Reflexionsphasen sollen die Lehrpersonen den Schilerlnnen mit Hilfestellungen zur
Seite stehen."”

Eine grol3e Rolle dieser Unterrichtsform kommt auch im Bereich der Verbindung von
Schule und auferschulischen Institutionen vor. Darauf naher einzugehen wirde al-
lerdings den Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen. Tatsache ist, dass sich unser
Schulsystem in diesem Arbeitsbereich noch entscheidend weiterentwickeln muss, um
den Ansprichen der Gesellschaft, Wirtschaft und Politik zu gentgen.

S vgl. Internetquellen: Dorner
"7 vgl. Lang 2009, S. 578



3. Lehrplanbezug

In den Leitvorstellungen der Allgemeinen Bildungsziele werden erste Gedanken
zur Forderung eines facherubergreifenden und facherverbindenden Unterrichts ge-
aullert. Explizit wird gesagt, dass den Schulerlnnen durch die Vernetzung und Er-
ganzung einzelner fachspezifischen Aspekte der einzelnen Unterrichtsgegenstande
geholfen wird, sich den Herausforderungen des taglichen Lebens zu stellen.®

,Die einzelnen Unterrichtsgegenstande haben im integrativen Zusammenwirken —
z.B.: im Sinne des Projektunterrichts — ihren themenspezifischen Beitrag zu leisten.
[...]. Die Organisation kann uber langere Zeitraume, sowie Uber klassen- und schul-

stufeniibergreifend erfolgen*."

Die Kapitel Mathematik des Freiwurfs (vgl. Kapitel 4.1) und Mathematik des Kugel-
stoBens (vgl. Kapitel 4.4) eignen sich optimal fur einen fachertbergreifenden Unter-
richt mit dem Fach Bewegung und Sport. Hier kdnnen mathematische Ergebnisse
bzgl. des optimalen Abwurfwinkels beim Freiwurf oder beim Kugelstol3en im Sportun-
terricht mittels Videoanalyse Uberprift werden. Die Auswertung eines Freiwurf-
Videoclips kann z.B. mit der Bewegungsanalysesoftware Kinovea? erfolgen. Es ldsst
sich mit diesem Freeware-Programm nach geeigneter Kalibrierung mit einfachen
Werkzeugen nicht nur der Abwurfwinkel, sondern auch der zurtickgelegte Weg des
Balles und die momentane Ballgeschwindigkeit ermitteln. Zudem kdnnen auch meh-
rere Videoaufzeichnungen nach zeitlichem Abgleich simultan abspielt und miteinan-
der verglichen werden. Die einzelnen Messdaten lassen sich des Weiteren in Excel
exportieren.

Ein Projekt kann z.B. Uber mehrere aufeinander folgende Jahre oder gemeinsam mit
Parallelklassen durchgefuhrt werden.

Im Mathematik-Lehrplan?' fiir die 5. Klasse stellen u.a. das Aufstellen und Interpretie-
ren von Termen und Formeln, sowie das Beschreiben und Untersuchen von funktio-
nalen Abhangigkeiten im anwendungsorientierten Kontext wesentliche Unterrichts-
schwerpunkte dar. Die mathematische Erforschung der Hill'schen Gleichung in Kapi-
tel 4.2 kann in diesem Zusammenhang als wertvolles Beispiel angegeben werden. In
der 6. Klasse werden u.a. reelle Funktionen hinsichtlich ihrer Eigenschaften (Mono-
tonie, globale und lokale Extremstellen, usw.) untersucht. Im Zuge dieses Stoffkapi-
tels kann die Hil'sche Kurve noch einmal aufgegriffen werden. Durch das Kennenler-
nen des Differentialquotienten, ausgehend vom Differenzenquotienten in der 7. Klas-
se konnen u.a. Extremstellen durch Monotonietuberlegungen und Wendestellen
durch Uberlegungen bzgl. des Kriimmungsverhaltens berechnet werden. Die Ermitt-
lung der maximalen Muskelleistung kann hier als sinnvolle Aufgabe erwahnt werden.
Einfache Differentialgleichungen werden u.a. in der 8. Klasse gelost. Das Beispiel

"8 vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 2
" Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 11

2 ygl. Internetquellen: Kinovea

2 vgl. Internetquellen: bm:uk: Lehrplan Mathematik, S. 3ff.



Uber den Muskelaktivierungsvorgang in Kapitel 4.2 lasst sich in dieses Stoffkapitel
sehr gut einflgen.

In der Didaktik wird dieser Vorgang des Lernens auch als ,,Lernen in Phasen* be-
zeichnet. Begriffe, Definitionen und Formeln werden zunachst in der ersten Phase
auf einer intuitiven und anschaulichen Ebene behandelt und an einfachen Anwen-
dungen erprobt. In einer spateren Phase werden diese einfuhrenden Begriffe und
Beispiele noch einmal aufgegriffen und vertieft, ergénzt oder exaktifiziert.??

In den Aufgabenbereichen der Schule steht unter dem Aspekt Kompetenzen fol-
gendes geschrieben:

,Die Aufgabe des Lernens in der Schule ist die Entwicklung von Fahigkeiten wie u.a
Verantwortung Ubernehmen, mit anderen kooperieren, Initiative ergreifen und der

Gestaltung des sozialen Lebens innerhalb und auerhalb der Schule mitzuwirken“.%

In den nachfolgenden Projektbeispielen missen die Schilerlnnen zu einem grofden
Teil selbststandig Losungswege finden. Dabei erhalten sie die Mdglichkeit, ihren
Lernprozess selbst zu steuern und bekommen daher auch eine Ruckmeldung Uber
ihren Lernerfolg. Abrufbares Wissen bzw. erworbene Erfahrungen reichen dabei fur
die Lésungsfindung nicht immer aus. Die Infokasten sollen den Schulerlnnen mit ih-
ren Beschreibungen und Erlauterungen zu sportwissenschaftlichen und physikali-
schen Begriffen und Vorgangen helfen, Aufgabenteile zu verstehen und den Reali-
tatssinn und Zweck solcher zu erkennen.

Bei mehreren Aufgaben wechselt die Sozialform von der Einzelarbeit zur Partner-
und Gruppenarbeit. Auf die Unterrichtsform ,kooperatives Lernen“ wird auch im Bil-
dungsbereich Sprache und Kommunikation naher eingegangen. Ausdrucks-,
Denk-, Kommunikations- und Handlungsfahigkeiten sollen unter vielfaltigen Zugan-
gen in hohem MaRe erweitert werden.?*

Neu gewonnenes theoretisches Wissen soll nicht nur in der Schule mit den Mitschi-
lerinnen reflektiert werden, sondern soll auch ,nach aufl’en® getragen werden. Aul3er-
halb der Schule sollen die erworbenen Erkenntnisse im sozialen Austausch und Um-
gang mit anderen Uberpruft und angewendet werden.

Im Bildungsbereich Natur und Technik wird als Grundlage fir die Orientierung in
der modern gepragten Gesellschaft das Verstandnis flr Problemstellungen aus den
Bereichen Mathematik, Naturwissenschaften und Technik angesehen.25

2 ygl. Internetquellen: bm:uk: Lehrplan Mathematik, S. 2

2 ygl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 2f.
2 ygl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 3
% vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 4
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,Viele Naturphanomene lassen sich mit Hilfe der Mathematik adaquat beschreiben
und damit auch verstehen“:%

Formalisierung, Modellbildung und Abstraktionsvermdgen stellen hier wichtige Vor-
aussetzungen dar, um realitdtsbezogene Probleme l6sen bzw. analysieren zu kon-

nen.

Bei der Suche nach dem optimalen Freiwurf im Basketball im Kapitel 4.1 findet zu-
nachst der Abstraktionsprozess statt. Hier wird durch das Weglassen von Einzelhei-
ten bzw. Aufstellen von Modellannahmen (z.B.: Der Ball muss direkt, ohne jegliche
Korbbertihrung durch den Ring fallen) das reale Problem zu einem mathematischen
Modell transferiert. Dieses abstrahierte Modell muss prazise formuliert sein, bevor mit
der wissenschaftlichen Untersuchung begonnen werden kann. Auch reale Phanome-
ne wie z.B. eine Bananenflanke beim Ful3ball (vgl. Kapitel 4.3) lassen sich mit ma-
thematischen und physikalischen Methoden analysieren und verstehen.

Im Lehrplan fir das Fach Mathematik findet man unter dem Bildungsbereich Ge-
sundheit und Bewegung ebenfalls Querverbindungen zu dieser Arbeit. Die Bearbei-
tung von mathematisch beschreibbaren Vorgangen aus dem Gesundheitswesen
oder Sport sollen den Mathematikunterricht bereichern.?” Die Schiilerinnen sollen
dabei die Vielfaltigkeit der Mathematik erkennen.

Besonderer Bezug besteht in dieser Diplomarbeit zu dem unter den allgemeinen di-
daktischen Grundsatzen angefuhrten Aspekt Herstellen von Beziigen zu Lebens-
welt.

Durch die Bearbeitung von zeit- und lebensnahen Themen im Unterricht kdnnen die
Schulerinnen Einsichten und Kenntnisse gewinnen, die sich eigenstandig auf struk-
turverwandte Probleme iibertragen lassen.?® In den didaktischen Grundsitzen fiir
das Fach Mathematik steht geschrieben, dass anwendungsorientierte Themen die
Nutzlichkeit der Mathematik in verschiedenen Lebensbereichen verdeutlichen und
dazu motivieren, sich neues Wissen und neue Fahigkeiten anzueignen.29

Zum Beispiel lasst sich mit Hilfe einfacher mechanischer und physikalischer Gesetz-
maligkeiten die Belastung an der Achillessehne bei einem Einbeinstand feststellen
(vgl. Kapitel 4.2). Die Schuilerlnnen kdnnen mit diesem Wissen Belastungsanalysen
an weiteren Gelenkspunkten (z.B.: Ellbogen, Knie, usw.) durchfiihren. Mit zusatzli-
chem Input kann u.a. die tatsachlich auf Sportlerinnen einwirkende Kraft beim Gera-
tetraining im Fitnessstudio berechnet werden.

% Internetquellen: bm:uk: Lehrplan Mathematik, S. 2

2 ygl. Internetquellen: bm:uk: Lehrplan Mathematik, S. 2

% ygl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 7
2 vgl. Internetquellen: bm:uk: Lehrplan Mathematik, S. 2
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Im Unterricht sollen Aufgaben bzw. Projekte mit Mitteln der Informationstechnologie
bereichert werden.*® Auf die Unverzichtbarkeit von mathematiknahen Technologien
wie Computeralgebra-Systeme oder dynamische Geometrie-Software wird auch in
den didaktischen Grundsitzen fiir das Fach Mathematik hingewiesen.*’

In dieser Arbeit werden verschiedene Technologien vorgestellt und zur Lésung von
Aufgaben verwendet. Die Darstellung und Interpretation von Diagrammen und Tabel-
len stellen dabei sehr wichtige Lehrziele dar. So miussen im Kapitel 4.1 zunachst aus
selbst erstellten Graphiken und Tabellen Einsichten gewonnen werden, bevor mit der
Bearbeitung der nachsten Aufgabe fortgesetzt werden kann.

Im Punkt Sicherung des Unterrichtsertrages und Riickmeldungen; Leistungs-
beurteilungen wird auf den Einsatz von produktorientierten Arbeitsformen mit doku-
mentierender Komponente, wie z.B. Projektarbeiten unter Verwendung des Compu-
ters eingegangen.32 Die Entwicklung der Selbst- und Sachkompetenz steht hier im
Vordergrund.

Die Arbeitsblatter aus Kapitel 4.2 kénnen z.B. zu einer Portfolio-Arbeit zusammenge-
fasst und vor einzelnen Gruppen oder der gesamten Klasse prasentiert werden.

In dieser Arbeit werden unterschiedliche Themen aus dem Bereich der Sportwissen-
schaften behandelt. Diese Inhalte werden im Kernbereich der beiden Pflichtfacher
Bewegung und Sport und Mathematik wohl kaum Bericksichtigung finden. Im Erwei-
terungsbereich kann die Lehrperson eine individuelle Lehrstoffauswahl vornehmen.
Die Interessen und Begabungen der Schilerinnen sollen in dieser Entscheidung mit-
einbezogen werden. Sportwissenschaftliche Themen kénnen dann in diesem zeitli-
chen Rahmen ausfuhrlicher und vertiefend behandelt werden.

In einem Realgymnasium besteht aber auch die Mdglichkeit, ein vertiefendes Wahl-
pflichtfach oder eine unverbindliche Ubung ,Mathematik und Sport‘ zur allgemeinen
Interessens- und Begabungsforderung anzubieten, sofern es die finanziellen Mog-
lichkeiten der Schule erlauben.

Die Schulerlnnen haben in diesem Unterricht die Gelegenheit, ihre personlichen
Interessen und individuellen Begabungen zu entdecken und ihre Fahigkeiten,
Fertigkeiten sowie Kenntnisse in besonderer Weise zu entwickeln, zu entfalten, zu
erweitern und zu vertiefen. Forschendes und angewandtes Lernen soll in diesem
Gegenstand im Vordergrund stehen.*

% ygl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 7
¥ vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan Mathematik, S. 3

¥ vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan: Allgemeiner Teil, S. 8
3 vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan Freigegenstand, S. 1
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Im Lehrplan eines Realgymnasiums mit besonderer Berticksichtigung der sportlichen
Ausbildung ist im Gegensatz zu einem herkdmmlichen Realgymnasium (ohne Son-
derform) der Pflichtgegenstand ,Sportkunde® verankert. Das Wochenstundenausmalf
des Faches Sportkunde betragt in der 5. und 6. Klasse eine Stunde und in der 7. und
8. Klasse zwei Stunden. In einem herkdmmlichen Realgymnasium kann das Fach
Sportkunde jedoch auch als Wahlpflichtgegenstand angeboten werden.

In diesem Fach erwerben die Schilerinnen u.a. sportwissenschaftliche Kenntnisse in
grundlegender und exemplarisch vertiefter Form und wenden diese an der eigenen
Bewegungshandlung, sowie im eigenen sportpraktischen Handeln an. Die Unter-
richtsthemen der Sportkunde eignen sich vermehrt flr einen facheribergreifenden
Projektunterricht.3*

Im Lehrstoff des Gegenstandes Sportkunde der 5. bis 8. Klasse finden sich u.a.
Themen wie ,Bewegung und Bewegungslernen“ und ,Training“. Mehrere sportwis-
senschaftlichen Erkenntnisse aus diesen Themenbereichen wurden in dieser Arbeit
fur die Entwicklung der nachfolgenden Projektaufgaben verwendet.

Im Kapitel Bewegung und Bewegungslernen werden beispielsweise folgende Inhalte
behandelt:*
— Bewegungsbeschreibung, Bewegungsphase
— Erklarung von Bewegungsablaufen (Biologie und Umweltkunde/ Physik/ In-
formatik/ Bewegung und Sport)

Im Kapitel Training werden beispielsweise Grundkenntnisse Uber Leistungsoptimie-
rung und Tests vermittelt.

3 vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan Sportkunde, S. 1f.
3 vgl. Internetquellen: bm:uk Lehrplan Sportkunde, S. 2

13



4. Praxisbeispiele aus dem Sport

41 BASKETBALL: Mathematik des Freiwurfs

Das Thema Mathematik des Freiwurfs soll den Schulerlnnen in der Form eines projektartigen
Unterrichts mit zahlreichen einander aufbauenden Arbeitsauftrdgen naher gebracht werden.
Fir die Lésung einer Aufgabe wird die, in Kapitel 4.4 hergeleitete Bahngleichung einer Kugel
beim KugelstoRen verwendet. Es werden mathematische Stoffinhalte wie Trigonometrie,
Bewegungsgleichungen, Parameterfunktionen, Wurfparabeln und die Differentialrechnung
behandelt. Als lernunterstiitzende Technologie wird neben dem Taschenrechner das Com-
puteralgebra-System Wolfram Mathematica 8 verwendet. Grundkenntnisse im Umgang mit
diesem Programm werden vorausgesetzt. Es wird empfohlen diesen Unterrichtsvorschlag
facheribergreifend mit dem Fachern Bewegung und Sport und Physik durchzuflihren, um
einerseits die Motivation zur weiteren, tieferen Auseinandersetzung stets aufrechtzuerhalten
und um andererseits die Vielfalt und das Potential des Beispiels optimal auszuschpfen.

In der NBA-Profiliga in den USA spielen die Profis Gber 100 Spiele in einer einzigen Saison, be-
schrankt man sich in der folgenden Betrachtung auf die Korbwiirfe, so macht z.B. Dirk Nowitzki*®
(deutscher Basketballspieler, spielt bei den Dallas Mavericks) in der NBA-Saison 2010/2011 ungeféhr
26 Wirfe pro Spiel. Knapp 19-mal wirft er dabei aus dem Feld und 7-mal versucht er sein Gliick von
der Freiwurflinie. Seine durchschnittliche Trefferquote aus dem Feld betrégt 51,7 % und von der Linie
89,2 %.%

Arbeitsauftrag 1: Versucht im Bewegung und Sportunterricht von 10 Wurfen von der
Freiwurflinie so oft wie mdglich in den Korb zu treffen! Varuert bel weiteren 5 Wirfen

den Abwurfwinkel und die Abwurfgeschwindigkeit, das '
hei’t, probiert die Flugbahn des Basketballes flacher
bzw. steiler zu halten! Haben diese zwei GroRen ei-
nen Einfluss aufeinander? Schreibt eure Uberlegun-
gen ins Heft! Schafft ihr es einen Korb zu erzielen,
ohne dass der Ball das Brett bzw. den Ring berthrt?

Abb 1: Dirk Nowitzki beim Freiwurf
Lésungserwartung: (Bildrechte: Creative Commons)

Fir kleinere Abwurfwinkel braucht man entsprechend weniger Wurfkraft, das heif3t auch eine
geringere Ballgeschwindigkeit, da die Flugbahnlange des Balles kirzer wird. Bei groferen
Abwurfwinkeln bedarf es héherer Abwurfgeschwindigkeiten.®®

Arbeitsauftraq 2: Trifft der Ball den Korb?
2 S Die Messwerte der jeweiligen Ballpositionen (vgl. Abb. 2)
sind vorgegeben:

Ballposition (x | y)
x (Entfernung in m) y (Hohe in m)
0 2,2
0,8 3,76
3,2 4
Tab. 1

Abb. 2

vgl Wikipedia-Artikel: Dirk Nowitzki
vgl Internetquellen: NBA Saisonstatistik 2010/ 2011 von Dirk Nowitzki
vgl Ludwig 2008, S. 68
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Der Korb hangt in einer Hohe y, von fast genau 3,05 m. Die Entfernung des Abwurfpunkies vom
Korbmittelpunkt x, betragt 4,191 m.*® Der Innendurchmesser des Korbes betragt 45 cm. Die Dicke des
Ringes wird vernachlassigt. Der Umfang des Basketballs betragt 75 em.®

Die Flugbahn des Basketballs wird, da wir in unserem Modell die Luftreibung vernachlassigen und die
physikalischen GesetzmaRigkeiten des schragen Wurfs annehmen, eine Parabel sein. Wir setzen des
Weiteren fUr unsere Berechnungen voraus, dass der Ball direkt durch den Ring féllt. Das heif3t, er darf
nicht zuerst das Brett berihren und dann durch den Ring fallen oder den Ring beriihren.*'

Fragestellungen:
a) Trifft der Werfer in Abb. 2 in den Korb? Ermittle rechnerisch die zugehdrige Funkti-
onsgleichung zweiten Grades der Flugbahn des Balles!
b) Auf welchen Flugbahnen gelangt der Ball direkt durch den Ring? Bestimme die zuge-
horige Funktionsschar im Mathematica! Flhren alle Losungsfunktionen in der Praxis
zum Erfolg? Begruinde!

Lésungserwartung zu a):*
Wir nehmen zur Bestimmung der Funktionsgleichung eine allgemeine Gleichung zweiten
Grades an:

y=f(x)=a*x*+b*x+c mita,b,c €R

Aus der obigen Tabelle erhalten wir die Bedingungen
f(0) =2,2;f(0,8) =3,76 und f(3,2) = 4.
Die Funktionsgleichung der Bahnkurve des Mittelpunkts des Balles als Lésung des Glei-
chungssystems lautet somit
f(x) =~ —0,578 * x? + 2,413 * x + 2,2.
Erflllt jetzt diese Funktionsgleichung die Bedingung f(4,191) = 3,05, so geht auch der Ball
durch den Korb.
f(4,191) = 2,156
Der erhaltene Funktionswert erflillt nicht unsere geforderte Bedingung, was bedeutet, dass
der Ball nicht durch den Korb fallt. Woma@glich trifft der Ball nicht einmal den Korbring (mehr
dazu spater!). In der Basketballfachsprache nennt man einen solchen Wurf ,Airball*.*?

Lésungserwartung zu b):*
Soll der Ball im Korb landen, so muss seine Flugkurve durch den Anfangspunkt $(0|2,2) und
den Korbmittelpunkt K (4,191|3,05) gehen.

Unter Berlcksichtigung dieser Anfangsbedingungen erhalten wir folgende vereinfachte Funk-
tionsgleichung: f(x,a) ~ a * x? + (0,203 — 4,191 * a) = x + 2,2.

Nun gibt es unendliche viele Parabeln, die durch diese beiden Punkte gehen.
Nehmen wir flr die GréRRe a beliebige feste Werte an: a = {—0,3,—0,5,—1,—1,5}, so erhalten
wir nach Eingabe der unteren Befehl im Mathematica eine Losungsschar f (x, a):

In[1]:=a = {—0.3,-0.5,-1,-1.5}
In2:=fx_a_]:=a*x"2+ ((3.05—2.2)/4191 — 4.191*a) * x + 2.2

# vgl. Internetquellen: Basketball
0 vgl. Internetquellen: Basketball
“" vgl. Ludwig 2008, S. 64f.

“2 ygl. Ludwig 2008, S. 66

“ vgl. Phelps 2011, S. 347

“ vgl. Ludwig 2008, S. 67
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In[3]:= Plot[f[x, a], {x, 0.5}, AxesLabel — {x"Entfernung""[m]", "Hohe [m]"}, PlotLabel —
Style[f[x], {Blue, 11}], GridLines - {{0,1,2,3,4,5},{2,4,6,8,10}}, GridLinesStyle —
Directive[Dotted], Epilog — {PointSize[1/100], Point[{4.191,3.05}]}]

Sfx)

Hohe [m]

von oben:
a=-1.5
a=-1
a=-0.5
a=-0.3

- — - Entfernung x
1 2 3 4 \s [m] 5

sl

Abb. 3

Mogliche Interpretation:

Von den abgebildeten Parabeln wird die Flugkurve fir a = —0,3 zu flach sein und der Ball
vermutlich vom Ring abprallen. Bei der Funktion mit a = —1,5 kénnte der Ball womdglich
schon die Hallendecke berlhren, wahrend die beiden mittleren Flugparabeln mit bloRem
Auge am geeignetsten aussehen.

Anhand dieser Veranschaulichung tauchen jetzt neue interessante Fragestellungen
auf, wie z.B.: welche Wurfparabeln sind gerade noch erlaubt bzw. welche erlauben
dem/der Sportlerin die meisten Fehler. Findet man den Einfallswinkel a, unter dem der
Ball gerade noch durch den Ring fallt, so kann man die glltigen Wurfparabeln ausfindig
machen und Riickschliisse auf den Abwurfwinkel g ziehen.*

Diese Uberlegungen geben Hinweise fiir neue Unterrichtsschwerpunkte, die die Auf-
gabe bereichern und das mathematische Modellieren und die Herausbildung von Mo-
dellbildungsfahigkeiten weiter in den Mittelpunkt des Mathematikunterrichts riicken.*®

Der Mann hinter Nowitzkis Erfolg heit Holger Geschwindner*’, Privattrainer und Mentor von Dirk.
Dieser erzahlte der Wochenzeitung DIE ZEIT im Jahre 2004, dass er mithilfe der Mathematik Dirks
individuelle Wurftechnik weiterentwickelt hat. Der Ausgangspunkt seiner Uberlegungen war die Frage:
»,Gibt es einen Schuss, bei dem ich Fehler machen darf und der Ball trotzdem durch den Ring
fé/lt?[...]“.48 Er kam schlussendlich zum Ergebnis, dass fir einen optimalen Wurf der Einfallswinkel des
Basketballes durch den Ring nicht kleiner als 32° sein darf. (Gemeint ist hier der Winkel in Normwurf-
richtung (oder in der Sagittalebene). Es gibt auch eine seitliche Winkelabweichung von der Normwurf-
richtung (Lateralebene) — mehr dazu spater!).

Die Frage, wie er zu dieser Aussage kommt, kann als Beginn einer neuen interessan-
ten Problemstellung, einem Optimierungsproblem im Mathematikunterricht in Verbin-
dung mit dem Physikunterricht und Bewegung und Sport angesehen werden.

“ vgl. Ludwig 2008, S. 67

6 vgl. Henning & John 2011, S. 16

7 vgl. Wikipedia-Artikel: Holger Geschwindner

8 vgl. Henning & John 2011, S. 16. Zit. n. Internetquellen: Ewers
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Wiederrum wird davon ausgegangen, dass der Ball direkt, ohne jegliche Ringberihrung durch den
Korb fallt.

Arbeitsauftrag 3: Uberpriife Geschwindners Aussage beziiglich des Einfallswinkels
von 32°! Wie wirdest du den minimalen Einfallswinkel mathematisch definieren? Be-
rechne den Einfallswinkel @ mit Hilfe der gegebenen Skizze (vgl. Abb. 4)! Stelle an-
schlieBend die Gesamtsituation des Freiwurfs mit dem Einfalls- und Abwurfwinkel
schematisch dar!

Lésungserwartung:*
Der Einfallswinkel ist der Anstieg der Wurfparabel

auf der Hohe des Ringes.
Basketball

Der Umfang des Basketballs betragt 75 cm, welcher ;
. . U 75 cm a Ring
umgerechnet einen Radius von r = = ~
2%TT 6,28 R K
12 cm ergibt.
Man kann den gesuchten Winkel a in Abb. 4 mit den Abb. 4
trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Dreieck berechnen:
R = % =225cm
sina =2 =2 ~ 05333 - a = sin~ ! 0,5333 ~ 32,23°
R 22.5cm
Geschwindner hat also mit seiner Aussage Recht.
Unsere Freiwurfsituation lasst sich wie folgt schematisch veranschaulichen:
T y Flugbahn . T
KOxdye) |
/_< 7
's(0/m)* : %
; = i Wy
1 O: 1
3 E
e Korbentfernung x; '
bt I e e e e e e i > b
(0/0) v + X (a:
Abb. 5 R_”
Arbeitsauftrag 4: Bestimme die maximale seitliche Abweichung y
[°] von der Normwurfrichtung Wy bzw. in der lateralen Ebene! Nutze
daflr die gegebene Skizze (vgl. Abb. 6)! X,
Lésungserwartung:* ‘)'
Fir die Strecke Ar ergibt sich nach R —r = 10,5 cm.
Mit dem Tangens kann man sich jetzt den Winkel y ausrechnen:
tany =2 ~ 25 . 0,025 - y = tan~1 0,025 ~ 1,44° Abb. 6

Xp  419,1cm

“ vgl. Ludwig 2008, S. 68, Henning & John 2011, S. 16 und Mathelitsch & Thaller 2008, S. 92
% vgl. Ballreich 1992, S. 10
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Die maximale seitliche Abweichung ist sehr gering, was hochste Prazision beim Wurf — vor
allem in der lateralen Ebene — verlangt.

Arbeitsauftrag 5: Wie lautet die allgemeine Funktionsvorschrift im Arbeitsauftrag 2
b), wenn der Einfallswinkel 32° betragen soll? Von welchen GroRen hangt diese
Funktionsgleichung eigentlich ab?

Losungserwartung:

Die Zusatzbedingung “%1°D = £7(4,191) = —tan 32° = —0,66 wird in die 1. Ableitungsfunk-
tion f'(x) = 2 xa*x + 0,203 — 4,191 * a unserer bekannten Funktionsgleichung eingesetzt.
Daraus ergibt sich a ~ —0.206 und die gesuchte Funktionsvorschrift

f(x) = —0,206 * x> + 1.067 * x + 2,2.

Die Funktionsgleichung mit den Parametern a, b, c verandert sich, wenn man den Einfalls-
winkel a oder die Abwurfhdéhe h verandert. Durch die Bedingung f(0) = h ist der Parameter ¢
schon bestimmt, namlich ¢ = h. Die Abwurfhéhe hangt nattirlich auch im weiteren Sinne von
der Korpergrofde des/der werfenden Spielerln ab. Kleinere Spielerinnen haben normalerwei-
se auch kirzere Arme und werfen dadurch den Ball nicht so weit Giber dem Kopf ab. Bei ei-
nem Sprungwurf verandert sich die Abwurfhdhe zusatzlich.®’

Arbeitsauftrag 6: Bestimme fur die allgemeine Wurfparabel die Steigung im Punkt K
(vgl. Abb. 5) und schatze einen Maximalwert flir den Parameter a mit Hilfe der Be-
ziehung zum minimalen Einfallswinkel « ab!

Lésungserwartung:*
Die Gleichung aller Wurfparabel, die durch die Punkte S und K verlaufen, Iasst sich schrei-

ben als f(x,a) = a * x* + (y’;—;h —ax xk) * x + h und ergibt einmal nach x differenziert

—a * Xp.

f'(x) =2xqxx+ 2"
Xk

Da der Einfallswinkel @ > 32° sein muss bzw. die Steigung im Punkt K (xi|y,) < —tan 32°
muss gelten:

Yk

fl(xx) = ax*x, + < —tan32°

Xk

Diese Gleichung umgeformt ergibt die maximale Abschatzung fir a:

as__*()’k

+ tan 32°)
Xk Xk

Setzt man fir a Zahlenwerte ein, die diese Ungleichung erflillen, so erhalt man gultige Wurf-
parabeln, die durch den Ring fallen.

Arbeitsauftrag 7: Ermittle die Steigung im Punkt S (vgl. Abb. 5)! (Hinweis: Setze flr
den Parameter a den zuvor berechneten Term ein. Welche Ungleichung entsteht? Begriinde!
Vereinfache dann die Ungleichung so weit wie mdglich!)

5" vgl. Henning & John 2011, S. 17
%2 vgl. Ludwig 2008, S. 69
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Lésungserwartung:*
Die Steigungen der Parabeln im Punkt S(0]h) lauten f'(0) = y’;;h —a* Xx.

Der Parameter a in der nachfolgenden Gleichung ist nach Arbeitsauftrag 6 kleiner gleich als

seine maximale Abschatzung —xi * (y’;—_h + tan 32°). Letzterer Ausdruck nimmt einen nega-
k k

tiven Zahlenwert an. Auch nach der Multiplikation mit x;, andert sich das Vorzeichen nicht.
Wird eine negative Zahl abgezogen, so wird sie bekanntlich addiert. Da jetzt das a einen
kleineren oder gleichen negativen Zahlenwert als seine maximale Abschatzung besitzt, wird
daher ein gréRerer oder gleicher Zahlenwert addiert. Es entsteht schliellich folgende Unglei-
chung, die noch weiter vereinfacht werden kann:

Yk —h Yk —h [ 1 ()’k—h
—axxg = — =
Xk Xk Xk Xk

£/(0) = + tan 32°)] exe > 2+ 24 tan 320

Xk

Arbeitsauftrag 8: Um auf den Abwurfwinkel § schlieen zu konnen, fehlt dir noch
eine Beziehung zwischen der Steigung im Punkt S und dem Winkel g. Welche ist das
und wie lautet in weiterer Folge die allgemeine Gleichung fur den Abwurfwinkel?

Lésungserwartung:>
Der fehlende Zusammenhang kann schnell aus unserer Skizze entnommen werden:

f'(0) = tanp

Nachdem man diese beiden gefundenen Ausdriicke fir f'(0) gleichgesetzt hat, I6st man die
Gleichung nach g und erhalt schlussendlich

B(h) = tan™1(2 *

Vi~ h + tan 32°).

X
Arbeitsauftrag 9: Erstelle zunachst mit Mathematica eine Wertetabelle und stelle
dann den Abwurfwinkel in Abhangigkeit von der Abwurfhéhe graphisch dar! Nimm
an, deine Abwurfhohe h betrage ungefahr Kérpergrofde+5 cm! Entnimm aus der Gra-
phik deinen optimalen Abwurfwinkel und vergleiche ihn mit dem von Dirk Nowitzki
(h = 2,2m)! Was fallt dir dabei auf und was kann man daraus allgemein folgern?

Lésungserwartung:
Eine Wertetabelle 1asst sich in Mathematica wie folgt erstellen:

In die Inputzeile gibt man folgende Befehlsvorschrift ein:
in(11:= Grid[Table[{h, ArcTan[2 * (3.05 — h)/4.191 + Tan [32°]] * 180/Pi}, {h, 0,4.5,0.5}]]

Die Ausgabe erfolgt in dieser Form:

93 vgl. Ludwig 2008, S. 69
* vgl. Ludwig 2008, S. 69
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0. 64.32715555952994
0.5 61.49989314375111
1.  58.04534102693185
1.5 53.76445316326054
Out[1]= 2. 48.39029924433579
2.5 41.58381571128755
3. 32.972684746825536
3.5 22.29968504651084
4.  9.732496524954831
45 —3.838199671119633

Der Graph lasst sich mit folgender Eingabe zeichnen:

In[2]:= Plot[ArcTan[2 * (3.05 — h)/4.191 + Tan[32°]] * 180/Pj, {h, 0,4.5}, AxesLabel —
{"Abwurfhohe"h"[m]", "Abwurfwinkel [°]"}, PlotLabel —

Style[S[h], {Blue, 11}], GridLines —

{{0,1,2,3,4,{1.7, Red}, {2.2, Green}},{10,20,30,40,50,60}}, GridLinesStyle —

Directive[Dotted], Ticks —

{{0,0.5,1,3,4,{1.7,1.7,0.05, Directive[Red]}, {2.2,2.2,0.05, Directive[ Green]},2.5,3.5,4.5}, Automatic}]

Wir erhalten folgenden Zusammenhang zwischen Abwurfhéhe und Abwurfwinkel:
| )

Abwurfarnlel [°]

0f e S S S

SO ciiiitiiiiniiiiine ‘*x ........... ............ _______

a0f - e D RaE e Lo

AL ........ - ............ Mo .......

20f S T A L

f - S i A N

: - : 2N
' ! - ' ! ' ! = abwurhohe & [m]

Abb. 7
Ein/e Schiulerln ist 1,65 m grol3. Nach unserer Vorgabe wirft er/sie aus einer Héhe von 1,7 m
auf den Korb. Bei einer Abwurfhéhe von h = 1,7 m ergibt sich fir den/die Schilerln ein mini-
maler Abwurfwinkel von 8 ~ 52° (rechnerisch: = 51,8°). Im Vergleich zu ihm/ihr, reicht Dirk

bereits ein Winkel von 8 = 46° (rechnerisch: = 45,9°), um einen Korb zu erzielen.

Man kann allgemein festhalten, je groRer die Abwurfhéhe, desto kleiner der Abwurfwinkel.
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Abwurfwinkel schén und gut, aber was niitzt uns dieser Winkel, wenn der Ball zu langsam ab-
geworfen wird. Die Flugbahn wird zu kurz und der Ball wird voraussichtlich nicht einmal den
Ring erreichen. Auch bei einer zu hohen Geschwindigkeit des Balles wiirde sich kein Erfolg ein-
stellen. Es stellt sich die Frage nach der optimalen Abwurfgeschwindigkeit, bei welcher der Ball
ganz sicher durch die Korbmitte fallen wird.>

Dazu bedienen wir uns zunachst der bekannten Funktionsgleichung fir die vertikale Position
einer Kugel beim Kugelstolien und passen diese unserer Situation an.
Es gilt®:

2

f(x)=tan,8*x—g h.

2 02 (cos B)? *
Die Abwurfgeschwindigkeit v, der Abwurfwinkel § und Abwurfhéhe h sind hier unsere unbe-
kannten Parameter.

Arbeitsauftrag 10: Uberlege dir eine Vorgehensweise zur Bestimmung des funktio-
nalen Zusammenhangs v(f, h)! (Hinweis: Durch welche Punkte sollen die Wurfparabeln
verlaufen?) Erstelle dann mit Wolfram Mathematica ein Diagramm, in dem die Ge-
schwindigkeit in Abhangigkeit von dem Abwurfwinkel dargestellt wird! (Setze dabei
fur h deine personliche Abwurfhéhe und die Werte h = {2, 2,2,2,5,3,05} ein!) Was
bedeuten eigentlich diese Graphen? Wie verandern sie sich bei steigender Abwurf-
hohe? Welchen Schluss kann man daraus fur unseren optimalen Wurf ziehen?

Lésungserwartung:>’

Wenn man den Punkt S (0|h) in die Gleichung einsetzt, so hat man wieder das konstante
Glied als Abwurfstelle gefunden. Durch diesen Punkt verlaufen aber wieder unendlich viele
Parabeln, welche gar nicht durch die Mitte des Rings fallen. Deswegen fordern wir (vgl. Ar-
beitsauftrag 5), dass diese Wurfparabeln durch den Punkt K (x,|yy), also durch die Mitte des
Korbes, verlaufen missen und setzen daher diesen Punkt in die oben angefihrte Gleichung
ein. Es ergibt sich daher folgender Zusammenhang:

2
X
yk=tan,b’*xk—g k + h.

2 v (cos B)?

Man kann erkennen, dass hier nur noch eine Abhangigkeit zwischen den Parametern v und
B besteht.

Im nachsten Schritt wird die Gleichung nach v geldst und wir erhalten

.h) = g%
viBh) = 2% (xp xtan B+ h — yi) * (cos B)*
Setzt man die bekannten GréRen x;, = 3,05m, y, = 4,191 m ein und nimmt fir die Erdbe-
. m
schleunigung g = 9,815—2 an, so bekommt man
@B h) 172,307
vB k)~ 2% (4,191 =« tan B + h — 3,05) * (cos B)?"

% vgl. Ludwig 2008, S. 70
% vgl. Ludwig 2008, S. 71 und Mathelitsch & Thaller 2008, S. 91
7 vgl. Ludwig 2008, S. 71
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Die Darstellung der einzelnen Funktionen fir unterschiedliche h (exemplarisch wurde hier
h = 2,2 gewahlt) kann in dieser Form erfolgen:

In[1]:=h: = 2.2

In[2]:= pl = Plot[Sqrt[172.307/(2 * (4.191 * Tan[f * Pi/180] + h — 3.05) * Cos[f *
Pi/180] * Cos[f * Pi/180])], {6, 0,90}, PlotRange — {0,16}].

Die Ausgabe aller Funktionen mit geeigneter Graphikeinstellung kann mit folgendem Befehl

realisiert werden:
In[3]:=

Show[pl, p2,p3, p4, p5, PlotLabel — Style[v [,8]], Ticks —
Range 0,90,10,Range 0,16,2,GridLines—Range (J90,10,Range 0,16,2,GridLinesStyle—Direct
iveDotted,AxesLabel—Abwurfwinkel #1°],Abwurfgeschwindigkeit [m/s].

o v(f)
Abwurfoeschwindighkeit [mys ]
\ Y I"'. i
¥ \\
134 '\,\ 2, 0 \ :
\ '-\‘ = h=13
1k \ e o
NN N A h=22
§ e L
it i, o .S
e h=3.05
6F s -
4L
| IO S U S
: : i i ' ! : : Abwnrfwinkel 5[°]
1] 10 20 30 40 50 a0 70 a0 a0
Abb. 8

In der Abb. 8 geben die dargestellten Kurven die Relation der beiden Parameter § und
v(B, h) wieder, wobei der Ball ganz sicher durch die Korbmitte fallen wird.%®

Bei naherer Betrachtung der einzelnen Graphen fallt auf, dass bei gréReren Abwurfhéhen die
Umgebung um das Geschwindigkeitsminimum immer flacher wird.

Dies hat den Vorteil, dass man den Abwurfwinkel 8 etwas variieren kann, ohne dabei die
Abwurfgeschwindigkeit v stark verandern zu missen. Der/Die Spielerin kann sich also eine
maximale Unsicherheit im Abwurfwinkel erlauben, wenn er mdglichst mit geringer Geschwin-
digkeit abwirft.>® Die Abwurfgeschwindigkeit nimmt zuerst bis zum Geschwindigkeitsminimum
ab. Ab diesem Punkt steigt die Geschwindigkeit kontinuierlich mit dem Winkel an. Bei Ab-

wurfwinkeln kleiner tan™! (2 * y’;—_h + tan 32°) (vgl. Arbeitsauftrag 8) wiirde sich unabhangig
k
von der Abwurfgeschwindigkeit kein Korberfolg einstellen. Der Ball wirde hier womdglich

vom Ring abprallen. Zusammenfassend sollte die Abwurfgeschwindigkeit nicht zu stark ver-
andert werden, sie sollte stets auf einem konstant optimalen Niveau gehalten werden.

% ygl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 92
59 vgl. Mathelitsch & Thaller 2007, S. 31
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Um ein konstant optimales Geschwindigkeitsniveau zu erreichen, wird den Basketballspielerinnen
geraten ein Saiteninstrument (meist Violine) zu erlernen, um ihre Drucksensitivitat in den Fingern zu
erhéhen.®® Fiir unsere weitere Rechnung beschranken wir uns auf eine Abwurfhdéhe von h = 2,2 m.

Arbeitsauftrag 11: Bestimme im CAS die groRtmogliche Definitionsmenge von
v(B,2,2)! Ermittle auch die Monotonieintervalle und die lokale Extremstelle! Berechne
die Abwurfgeschwindigkeit an dieser Stelle!

Lésungserwartung:
Die Funktion kann an jeder Stelle § € R, ausgenommen an den Nullstellen des Nenners,
definiert werden.

Die Nullstellen des Nenners sind nach Anwendung des Produkt-Null-Satzes die Losungen
der beiden goniometrischen Gleichungen in R:

In[1]:=

Reduce[Cos[f * Pi/180] * Cos[fS * Pi/180] == 0, 8, GeneratedParameters — (Subscript[k, #]&)]
In[2):= FullSimplify[%]

out[2]:= k; € Integers&&(90 + f == 360k || == 90 + 360k;)

In[3]:=

Reduce[2 * (4.191 * Tan[f] + 2.2 — 3.05) == 0, B, GeneratedParameters — (Subscript[k, #]&)]
Inf4]:= FullSimplify[%]

out[4]:= k; € Integers&&p == 11.464963097339343 + 180.k;

Die groftmdgliche Definitionsmenge fur v(, 2,2) lasst sich somit als R\{90° + 360° * k;

~ 11,46° 4+ 180° = k} anschreiben.

Ubertragen auf unsere Situation, reicht es fir 8 die Werte 90° A =~ 11,46° auszuschlieRen,
das heift die Definitionsmenge ist | = 11,46° 90°].

Far die Bestimmung der Monotonieintervalle berechnen wir zunachst die Ableitung von v(B)
und suchen deren Nullstelle:

In[5]:= v[B_]: = Sqrt[172.307/(2 * (4.191 * Tan[f * Pi/180] + 2.2 — 3.05) * Cos[f = Pi/180] *
Cos[p * Pi/180])]

In[e]:= Solve[D[v[B], B] == 0, S]

out[6]:= {{B — —129.26751845133032},{B —» —39.26751845133033}, {8 —
50.73248154866967,—140.73248154866968

Als einzige sinnvolle Lésung unseres Nullstellenproblems erhalten wir § = 50,73°.

Die Definitionsmenge wird durch die einzige Nullstelle von v'(B) in zwei Monotonientervalle
geteilt, in denen v'(B) selbst keine Nullstellen aufzuweisen hat:
111,46°50,73°] ; [50,73°90°[

Ermittelt man jetzt an einer inneren Stelle, z.B.: f = 45° des Intervalls ]11,46° 50,73°[ das
Vorzeichen der Ableitungsfunktion, so kann man daraus direkt auf die Art der Monotonie
schlief3en:

% vgl. Ludwig 2008, S. 72 und Mathelitsch & Thaller 2008, S. 93
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in[71:= D[v[B], B]
Ini8):= FullSimplify[%]

Out[8]:=
0.07314674895108235Sec[-L-* Sec[-L 12 Tan[ 7B
4.640945485566491(— *cligg] T mSecliggl Tanligg) B
(—0.8499999999999996 + 4.191Tan[155])>  90(—0.8499999999999996 + 4.191Tan[:s])
Sec[%]2
—0.8499999999999996 + 4.19 1Tan[1n—£)]
In[9]:= B = 45 In[10:= 8 = 60
out[9]:= —0.031888422859123605 out[10]:= 0.05429080069994191

Da der erhaltene Wert fur v'(45°) ~ —0,032 < 0 ist und die Ableitungsfunktion v'(B) fir vV
im Intervall ]11,46° 50,73°[ stetig ist und keine Nullstelle besitzt, ist die Funktion v(g,2,2) in
diesem Intervall streng monoton fallend.

Nach Berechnung und analoger Argumentation ist die Funktion v(g,2,2) im Intervall
150,73° 90°[ streng monoton steigend.

Daher liegt bei einem Abwurfwinkel von 8 ~ 50,73° eine lokale Minimumsstelle vor. Die da-
zugehorige optimale Abwurfgeschwindigkeit errechnet sich mit inj11]:= v[50.73248154866967]

und betragt ungefahr outis]:= 7.09148 %

In der nachfolgenden Abbildung ist der Zusammenhang Abwurfwinkel und Abwurfgeschwin-
digkeit fur eine Abwurfhéhe von h = 2,2 noch einmal dargestellt:
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712 Lo Ll NG R . :
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72 e ‘.\:.__._ e 3 _.._;,:’ ........ e e :
TFO9] e .................. ".'-:E-.._é,_-—_--."'_ ........... , ...................
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To6 b R il .
T oL . i Co
TFO02 b .................... . ................ ...................
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Abb. 9

Mit einer letzten Untersuchung versuchen wir unser Modell des optimalen Basketballfreiwurfs
noch einmal zu prazisieren. Berucksichtigt man die Tatsache, dass der Durchmesser des Korb-
rings deutlich gréRer ist als der des Balles, so wird klar, dass auch Wurfe erfolgreich im Korb
landen, die von der optimalen Wurfparabel, welche genau durch die Korbmitte verlauft, abwei-
chen. Wir werden spater sehen, ob das Korbzentrum wirklich das bestmdgliche Wurfziel bei ei-
nem Basketballfreiwurf ist.®’

% vgl. Ludwig 2008, S. 73 und Mathelitsch & Thaller 2008, S. 93
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Arbeitsauftrag 12: Damit du als Expertln Bekannte bei der Ausflihrung eines Bas-
ketballfreiwurfs Tipps geben kannst, erstelle eine Tabelle, in der du fur die Abwurfhé-
hen aus Arbeitsauftrag 10, die jeweiligen optimalen Abwurfwinkel, Abwurfgeschwin-
digkeiten und den erlaubten Winkelbereich fiir den Abwurfwinkel berechnest!®? Inter-
pretiere deine Ergebnisse allgemein! (Hinweis: Berechne zur Uberpriifung des erlaubten
Winkelbereiches die Abweichung des Balles vom Korbmittelpunkt, den Einfallswinkel p und
den minimalen Einfallswinkel a!)

Zur Erinnerung:

2
Flugbahnverlauf einer Kugel: y; = tan = x;, — 7 * m +h

Funktionsgleichung der Wurfparabel: f(x,a) = a * x? + (y’;—_h —ax* xk) *xx + h
k
Berechnung des Einfallswinkels: —tanp = f' (x;)
Gegeben: x;, = 4,191 m, y, = 3,06 m, g = 9,81 sﬂz Korbradius R = 22,5 cm, Ballradius r = 12 cm

Losungserwartung:

Fir die Abwurfhéhe h = 2,2 m haben wir bereits im Arbeitsauftrag 11 folgende Daten ermit-
telt (analoge Berechnung flir andere Werte fur h):

Bei einem optimalen Abwurfwinkel von g =~ 50,73° (=Funktionsargument der lokalen Mini-
mumsstelle von v(,2,2)) ergibt sich eine optimale Abwurfgeschwindigkeit von v ~ 7,09 %

(=Funktionswert der lokalen Minimumstelle). Fir die Berechnung des minimal- und maximal
erlaubten Abwurfwinkels nutzt man die flr unsere Zwecke angepasste Bewegungsgleichung

_ _9,__x
Ye=tanfxx =S et h

Man spielt dort mit verschiedenen Abwurfwinkeln und lasst sich die Entfernung x [m] des
Balles zur Abwurfstelle bei gegebener Korbhéhe y,, Abwurfhdhe und optimaler Abwurfge-
schwindigkeit ausgeben. Mit dem Wissen von x;, des Durchmessers des Balles und des
Rings kann man jetzt mithilfe einfacher Streckensubtraktionen nachprifen, ob der Ball aus
seiner jeweiligen Position x durch den Ring fallt oder nicht. Zuséatzlich ist zu Uberprufen, ob
der Einfallswinkel p des Balles im Durchgangspunkt gréRer ist als sein jeweiliger minimaler
Einfallswinkel «.

Die Berechnung der Abweichung vom Korbzentrum und der beiden Einfallswinkel flir ver-
schiedene Abwurfwinkel und Abwurfhéhen (exemplarisch wurde hier h = 2,2 m gewahlt) lasst
sich im Mathematica wie folgt durchfuihren:

In[1]:= Clear[a]; Clear[x]; Clear[x1]; Clear[£]; Clear[a]; Clear[abweichung]; Clear[p]
In[2:=h = 2.2, g =9.81;v = 7.091482; 8 = 49; y = 3.05; xmax = 4.191;r = 0.12; R = 0.225

Berechnung der Entfernung Abwurfstelle zum Schnittpunkt der Flugkurve mit der Korbhéhe:
In[3]:= Solve[y == Tan[f * Pi/180] * x1 — g/2 * x172/(v"2 = (Cos[f * Pi/180])"2) + h, x1]
out3]:= {{x1 — 0.8976078121040955}, {x1 — 4.178814891979281}}

Inf4]:= x1 = 4.178814891979281

Berechnung der Abweichung vom Korbmittelpunkt [in m]:
In[5]:= abweichung = x1 — xmax
out[5]:= —0.012185108020719149

82 vgl. Ludwig 2008, S. 73
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Berucksichtigt man noch den Radius des Balles, so kommt man zur Erkenntnis, dass der
Ball eindeutig innerhalb des Bereiches |x;, — 0,225; x;, + 0,225][ liegt und somit ganz sicher,
ohne jegliche Berthrung durch den Ring fallt.

Berechnung des Koeffizienten a der Funktionsgleichung:
In[6]:= Solve[Tan[f * Pi/180] == (y — h)/x1 — a *x1, a]
outle]:= {{a - —0.22661005087217728}}

In[71:= a = —0.22661005087217728

Bestimmung der Funktionsgleichung der Wurfparabel:
In@gl:= f[x,a_ ] =axx"2+ (((y —h)/x1)—x1*a)*x+h
outjg]:= 2.2 + 1.1503684072210096x — 0.22661005087217728x>

Bestimmung der Ableitungsfunktion:

In9l= f'[x_a_] = D[f[x,a], x]
out[9]:=1.1503684072210096 — 0.45322010174435456x

Berechnung des Einfallswinkels p [in °]:
In[10]:= Solve[—Tan[p * Pi/180] == f'[x1, a], p]
out[10]:= {{p = 36.632813649978594}}

Berechnung des minimalen Einfallswinkels a [in °]:
In[11]:= Solve[Sin[a * Pi/180] == r/(R — Abs[abweichung]), «]
out[11]:= {{a = 34.32388063251955}}

Da die zweite Bedingung (Einfallswinkel > minimaler Einfallswinkel) auch erfiillt ist, kann man
sagen, dass der angenommene Abwurfwinkel im erlaubten Winkelbereich liegt. Driicken wir
den Abwurfwinkel auf 48° herunter, so wiirde sein Einfallswinkel knapp unter dem erlaubten
Minimalwert liegen. Das heif3t mit dem Winkel 8 = 49° haben wir auch gleichzeitig die grofite
untere Schranke unseres Winkelbereiches gefunden.

Die ermittelten Daten werden sinnvoll gerundet und Ubersichtlich in eine Tabelle eingetragen:

Abwurf- Optimaler Ab- Optimale Ge- Winkelbereich
hohe wurfwinkel schwindigkeit Abwurfwinkel
1,7m 54° 7,51 m/s 53°- 56°
20m 52° 7,26 m/s 51°- 55°
22m 51° 7,09 m/s 49°- 54°
25m 49° 6,85 m/s 46°- 53°
3,056 m 45° 6,41 m/s 41°- 50°

Tab. 2

Man erkennt, dass bei Zunahme der Abwurfhéhe auch der jeweilige erlaubte Spielraum beim
Abwurfwinkel gréRer wird. Allgemein heil3t das, dass groRe Spielerlnnen beim Abwurfwinkel
etwas mehr variieren dirfen als Spielerlnnen mit niedrigerer Kérpergréf3e. Aufgrund der klei-
neren Distanz zum Korb machen sich bei den ,Riesen” Winkelabweichungen nicht so stark
bemerkbar. Kleinere Spielerlnnen missen relativ zur Koérpergrofie und Abwurfhéhe einen
grofReren Héhenunterschied bewaltigen, was bedeutet, dass sie fur ihre Wirfe mehr Kraft
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aufwenden bzw. den Ball mit einer héheren Geschwindigkeit abwerfen missen, um einen
Korb zu erzielen.®®

Arbeitsauftrag 13: Zeichnet man die Wurfparabeln mit den gerade noch zulassigen
Abwurfwinkeln, so sieht man, dass sie alle im vorderen Teil des Korbes eintreffen.%*
Wie kann man die Wurfweite erhéhen, damit die Parabeln durch den hinteren Teil
des Korbes fallen? Welche Mdglichkeiten gibt es hier?

Lésungserwartung:®®

Bei steigendem Abwurfwinkel wird die Wurfweite des Balles immer kiirzer, da der Einfalls-
winkel auch immer gréfler wird. Verkleinert man jedoch kontinuierlich den Abwurfwinkel S8, so
wird der Einfallswinkel @ irgendwann, aufgrund eines kleineren y-Wertes des Maximums
seiner Wurfparabel, so klein sein, sodass der Ball womdéglich vom Ring abprallt. Der Weg
Uber den Abwurfwinkel fiihrt also nicht zum Ziel.

Die zweite Moglichkeit ware eine Erhdhung der Abwurfgeschwindigkeit. Bereits eine gering-
fugige Geschwindigkeitsanderung nach oben, wirde eine, vom Korbmittelpunkt ausgehende
horizontale Verschiebung des Schnittpunktes der Wurfparabel mit der Korbhéhe Richtung
Brett bewirken.

Arbeitsauftrag 14: Fir die Abwurfhdhe h = 2,2 m wird die optimale Abwurfge-
schwindigkeit um 0,02 = auf v = 7,11~ erhoht. Ermittle die gerade noch erlaubten

Abwurfwinkel fir diese optimierte Abwurfgeschwindigkeit und gib flr diese Grenzwin-
kel die Abweichung von der Korbmitte an? Welcher Einfallswinkel « ist bei diesen
Winkeln zu erwarten?® Vergleiche den erhaltenen Winkelbereich mit dem aus dem
Arbeitsauftrag 12! Was kannst du erkennen?

Losungserwartung:
Der Rechengang ist derselbe wie im Arbeitsauftrag 11. Wir andern nur den Wert der Ge-
schwindigkeit.

v= 17,11 m/s; h= 2,2 m; erlaubter Winkelbereich 48° bis 55°

Winkel 48° 51° 55°
Abweichung von der 0,2cm +2,7 cm -4,4 cm
Korbmitte
Einfallswinkel p 35,2° 39,8° 45,5°
Minimaler Einfallswin- 32,6° 37,3° 41,4°
kel a

Tab. 3

Durch diese geringflgige Geschwindigkeitserhéhung kénnen wir den Winkelbereich jeweils
um einen Grad nach oben und unten, also insgesamt um 2° erweitern. Diese Steigerung des
Winkelbereiches auf 48° bis 52° entspricht einer Verbesserung um 40 %.

53 vgl. Ludwig 2008, S. 73 und Henning & John 2011, S. 18
 vgl. Ludwig 2008, S. 74
% vgl. Ludwig 2008, S. 74
% vgl. Ludwig 2008, S. 75
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Zum Schluss, als Kronung des Beispiels behandeln wir eine utopische Fragestellung. Eine fir
unsere Basketballsituation unrealistische Aussage ist Ausléser von neuen Problemstellungen,
die nicht nur die Grenzen der Mathematik aufzeigen, sondern auch Einblick in die Welt der Phy-
sik gewahren.

Arbeitsauftrag 15: Diskutiere die Aussage: ,Der Einfallswinkel p betragt 90°“ kurz
mit deinem/r Sitznachbarln! Schreibt eure Uberlegungen nieder!

Losungserwartung:

Bei einem Einfallswinkel von 90° misste der Ball senkrecht durch den Ring fallen. Ware dies
der Fall, so wirde die Funktion am Durchgangspunkt einen unendlich groRen Anstieg besit-
zen, was aber nicht moglich ist.

Arbeitsauftrag 16: Wir nehmen einen Einfallswinkel von 89° an. Bestimme fir eine
Abwurfhohe von h = 2,2 m die Funktionsgleichung der Flugparabel und ihren hochs-
ten Punkt!

Lésungserwartung:

Geht man bei der Bestimmung der Funktionsgleichung bzw. des Maximums gleich vor wie im
Arbeitsauftrag 2 und 5, so erhalt man nach Eingabe folgender Befehle ins CAS die Loésun-
gen:

In[1]:= Solve[c == 2.2 && 3.05 == a * (4.191)"2 + b * 4.191 + ¢ && — Tan[89 * Pi/180] == 2
ax*4.191+ b,{a,b, c}]
outi1]= {{a » —13.718152514413195,b — 57.69559274505197,¢ - 2.2}}.

Die Funktionsgleichung lautet:

In2]:= f[x_]:= —13.718152514413195 * x*2 + 57.69559274505197 * x + 2.2.
In[3]:= Solve[D[f[x],x] == 0, x]

out[3]:= {{x — 2.102892232916684}}

Inf4]= £[2.102892232916684]
Outi4)= 62.863806928546985

Das Maximum ergibt sich in der Hohe von y,,,., = 62,86 m, also weit entfernt von realisti-
schen Hohen, die bei einem Basketballwurf erreicht werden konnen.

Im Physikunterricht konnte jetzt berechnet werden, welche Geschwindigkeit, Kraft, usw. ein
Mensch erzeugen muss, um einen Basketball auf diese Hohe zu beférdern. Ist ein Mensch
Uberhaupt zu einer solchen Leistung fahig? Wir wollen versuchen diese Fragen zu beantworten.

Arbeitsauftrag 17: Der Einfallswinkel soll wie schon zuvor 89° betragen. Der Bas-
ketball hat eine Masse von m = 570 g. Der Ball wird 0,3 s beschleunigt und dann mit
einer Geschwindigkeit (Betrag) v, (Luftwiderstand wird vernachlassigt) aus der Hohe
h = 2,2 m abgeworfen. Welche Abwurfgeschwindigkeit v, ist erforderlich, um den Ball
auf die zuvor im Arbeitsauftrag 16 errechnete Hohe zu beférdern? Welche Leistung
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ist daflir notwendig? Ist ein Mensch zu einem solchen Wurf fahig? Diskutiere das Er-
gebnis! (Info: Die hartesten Handballschlagwiirfe sind ~ 122"7m schnell®”)

Wir betrachten zuerst die Bewegungsgleichungen des Balls. Wir konnen die Bewegung
(schrager Wurf nach oben) in einen vertikalen und horizontalen Anteil zerlegen,
X(t) = vy *t

1
y(t)=—§*g*t2+vy0*t+h

wobei h die Abwurfhohe und v,, und v, die Geschwindigkeitskomponenten zum Zeitpunkt
t = 0 sind.

Die Geschwindigkeit v, wird in der Hohe des Extremums Null. Es gilt folgender vertikaler
Geschwindigkeitszusammenhang:
vy(t) = vy — g+t

Vyo

173/(tmax) =0 tymex = 7

tmax ist die Zeit, die der Ball benétigt, um die Hohe y,,, 4, ZU erreichen.

ES gilt: Y(tmax) = ¥ () = Ymax
Setzt man diesen Ausdruck in die Bewegungsgleichung flir y(t) ein, so erhalt man (bereits
vereinfacht):

1 vyoz
= — % — h
ymax 2 g +

Mit Aquivalenzumformungen und durch Einsetzen der bekannten Gréfen kommt man

zum Ergebnis: v,0 = /2 * g * (Vmax — h) ~ 34,5 %

Fir die Berechnung von v,,, verwenden wir die Anfangsbedingungen:
X(tk) =Xg = 4,191 und y(tk) =YV = 3,05

Setzt man diese Beziehungen in die Ausgangsgleichungen ein, so sieht man, dass man sich
aus der Gleichung (vertikaler Anteil) die Zeit t;, durch Ldsen einer quadratischen Gleichung
ausrechnen kann. Mit der Zeit ¢, ist Ubrigens die Zeit vom Abwurf bis hin zum Korbdurch-
gang gemeint. Als sinnvolle Losung fur t;, bekommt man t;, = 7 s.

X

Vo €rgibt sich aus der Gleichung flir die horizontale Richtung und betragt v,, = t—: ~ 0,6 %

Die Abwurfgeschwindigkeit v, errechnet sich mit dem pythagoraischen Lehrsatz:
ve = |v2, +v2 ~ 345
0 x0 0 Sy

Die gespeicherte kinetische Energie betragt beim Abwurf

*‘l}g

Exin = ~ 339,2].
Der Ball besitzt aufgrund seiner erhdhten Lage eine potentielle Energie von

Eppt =m=*g*h=12,3].

Die Gesamtenergie ist die Summe dieser beiden Energien und bleibt wahrend der Bewe-
gung stets gleich: E = Eg;, + Epos = 351,5]

&7 vgl. Internetquellen: RP Online
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Far die beim Abwurf erforderlich Leistung ergibt sich

dE
p=

——=1171,7W = 1,6 PS.
dt

Beim Handball wird der Ball bei den hartesten Wurfen bis zu 34 %schnell. Wir verlangen von

unserem/unserer Modellwerferln in etwa dieselbe Wurfgeschwindigkeit, jedoch nicht in hori-
zontaler Richtung, sondern beinahe senkrecht nach oben. Fuhrt man sich vor Augen, dass
der Ball aufgrund des groRen Abwurfwinkels nur schwer aus einer biomechanisch glnstigen
Position zu beschleunigen ist, so wird klar, dass dieser Wurf von einem Mensch nicht ausge-

fahrt werden kann.

Arbeitsauftrag 18: Fasse die wichtigsten Erkenntnisse und Aussagen dieses Pro-
jektbeispiels kurz zusammen! Was kannst du fur dich persénlich mitnehmen?

Losungserwartung:

Um einen Basketballfreiwurf erfolgreich zu verwandeln, bedarf es an einer fir die Korper-
groRe passenden Abwurfgeschwindigkeit. Diese sollte zunachst mit der angegebenen
Formel im Arbeitsauftrag 10 berechnet werden. Dass diese dann noch optimiert werden
kann, zeigten wir im Arbeitsauftrag 14.

Wir brachten auch in Erfahrung, dass gro3e Spielerlnnen beim Freiwurf einen Vorteil ge-
genuber kleineren Spielerinnen haben, da ihnen aufgrund ihres hoheren Abwurfes grofie-
re Winkelabweichungen gestattet sind. Sie kdnnen deshalb auch mit einer geringeren
Geschwindigkeit abwerfen, was auch bedeutet, dass sie den Ball geflihlvoller beschleuni-
gen konnen. Zusatzlich sparen sie aufgrund einer geringeren muskularen Anspannung
noch ein wenig Energie.®®

In einem bewegten Basketballspiel geht das Ganze nicht so leicht von der Hand. Hier wirft man
nicht nur aus unterschiedlichen Distanzen und es kommt auch der Gegner hinzu, iber den man
hinweg werfen muss. Nach Aussage von Holger Geschwinder liegt der optimale Abwurfwinkel
fiir Dirk Nowitzki bei 60°.%°

% vgl. Ludwig 2008, S. 75 und Thaller & Mathelitsch 2007, S. 31
% vgl. Ludwig 2008, S. 76
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4.2 KORPER: Mathematik hinter sportlichen Bewegungen

Dieser Projektvorschlag soll einen ersten Einblick in die Welt der Sportbiomechanik gewah-
ren. Mit Hilfe vereinfachter Modelle werden den Schilerlnnen zunachst biomechanische
Grundlagen vermittelt, um zu verstehen, wie sportliche Bewegungen berhaupt funktionie-
ren. Es werden Aufgaben zu verschiedenen Themen aus dem Sportbereich aufgezeigt und
naher untersucht. Die einzelnen Problemstellungen werden in Arbeitsblattern verpackt und
den Schilerlnnen zu Bearbeitung ausgehandigt. Die Arbeitsblatter setzen sich aus Aufgaben
mit unterschiedlichen Lehrzielen zusammen. So gibt es einerseits Beispiele, bei denen
Sachverhalte, GesetzmaRigkeiten und Diagramme erforscht, beschrieben und interpretiert
werden mussen, aber auch Beispiele, bei denen mit Hilfe mathematischer und auch physika-
lischer Beziehungen gesuchte GroRen berechnet werden mussen. Es werden dabei mathe-
matische Stoffinhalte wie Bewegungsgleichungen, Differential- und Integralrechnung und
Differentialgleichungen behandelt. Als lernunterstiitzende Technologien werden neben dem
CAS, die interaktive dynamische Mathematik-Software Geogebra und das Tabellenkalkulati-
onsprogramm Excel verwendet. Grundkenntnisse im Umgang mit diesen Programmen wer-
den vorausgesetzt. Auch grundlegende physikalische Kenntnisse aus dem Bereich Mechanik
fester Korper werden vorausgesetzt. Die Losungen zu den einzelnen Aufgabenstellungen
werden in den Arbeitsblattern sofort angegeben, um einen sofortigen Einblick in die jeweilige
Thematik zu erhalten. Im Anschluss an diese Arbeit werden die Arbeitsblatter im Kopierfor-
mat fir den Unterrichtseinsatz noch einmal angefiihrt. Einige Themen bieten sich flr den
Physikunterricht zur weiteren tieferen Behandlung optimal an und erméglichen somit einen
facherubergreifenden Unterricht mit Mathematik und Bewegung und Sport.
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4.21 Arbeitsblatt 1-1: Muskelkraft und Geschwindigkeit

Die Sportbiomechanik versucht Erscheinungen und Ursachen, sowie Wirkungen von Bewegun-
gen im Sport innerhalb einer biologischen Struktur (=menschlicher Organismus) mechanisch zu
beschreiben und zu erklaren.”® Um spater Sportbewegungen verstehen und analysieren zu
kdnnen, werden wir kurz zentrale Begriffe aus der Mechanik wie die Kraft (F = m * a), Arbeit

(W = F * s) oder Leistung (P = %) im biomechanischen Kontext diskutieren.”

Aufgabe 1: Lost in Partnerarbeit: Leistet Matthias Stei-
ner > (Olympiasieger 2008 in Peking) in dieser
sition Arbeit? Bevor ihr eure Antwort abgebt und
grundet, denkt daran, dass sein Korper irgendwann mu-

de wird und die 258 kg nicht mehr halten kann!

Antwort:

[Lésung: Nach der klassischen Definition aus der Physik W = F * s wird keine Arbeit verrich-
tet. Man bendtigt flir das Halten zwar eine enorme Kraft, doch dem Gegenstand wird keine
Bewegungsénderung erteilt. Die Ermidung seiner Arme zeigt jedoch, dass Energie umge-

setzt wird.]”?

Wir wollen nun die Krafte naher betrachten, die von einem Muskel hervorgerufen werden. Man
unterscheidet die grundsatzlich mdogliche Kraft eines Muskels Fy (Index H: Hil'sche Muskelkraft
— mehr dazu spater!) und die gerade gewollte bzw. tatsachlich auftretende Kraft F,, (Index M:
Momentan auftretende Muskelkraft — mehr dazu spater!). F; hangt nun von der Kontraktions-
geschwindigkeit v ab: Je gréRer die erforderliche Muskelkraft ist, desto geringer wird die Bewe-

gungsgeschwindigkeit.”

Aufgabe 2: Uberlege dir, durch welche Funktion (Annahme:F, und v > 0) der Kraft-
Geschwindigkeitszusammenhang eines Muskels dargestellt werden kann. Sind Ein-
schrankungen bei der Definition notwendig? Wenn ja, wie ist demnach die Funktion
zu verandern? (Hinweis: Es existiert eine realistische maximale Muskelkraft bzw. Kontrak-
tionsgeschwindigkeit.) Fuhre deine Veranderungsschritte an und begrunde! Skizziere

deine Uberlegung!

Uberlegungen [Lésung]:
Aufgrund der gegenlédufigen Beziehung zwischen Fy und v bietet
sich eine Funktion der Bauart Fy(v) = % an, die geometrisch

eine Hyperbel darstellt” (vgl. Abb. 11: blaue Kurve mitc = 1).
Da Fy und v in der Praxis nach oben hin beschrénkt sind, gehen
wir von Achsenschnittpunkten aus. Um diese zu erhalten,
schieben wir Fy (v) in die negative x-Richtung (Parameter b) und
in die negative y-Richtung (Parameter a). Es entsteht somit fol-
gende Funktion (vgl. Abb. 11: rote Kurve):

Fa) = [Fy(v) = ———a]

70 vgl. Willimczik 1989, S. 15 und Hochmuth 1982, S. 9

" vgl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 15 und Kraker & Paill 1990, S. 47, 60 und 66
& vgl. Wikipedia-Artikel: Matthias Steiner

73 vgl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 15

™ vgl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 16 und Willimczik 1989, S. 90

™ vgl. Wick 2005, S. 91

Skizze (grob):
Fulv)

Abb. 11
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4.2.2 Arbeitsblatt 1-2: Hill’sche Gleichung

Diese Kraft-Geschwindigkeitsbeziehung aus Aufgabe 2 wird in der Literatur als Hill'sche Glei-
chung bezeichnet. Sie gilt flir konzentrische Bewegungen (v > 0, siehe spater!) und Iasst sich

folgendermafien anschreiben:
c

v+b

Fy(w) = a.

Fy(v) die Muskelkraft und v die Kontraktionsgeschwindigkeit kennen wir bereits. Die Konstan-
ten a,b,c € R* sind Muskeleigenschaften, die von Mensch zu Mensch verschieden sind.”®

Aufgabe 3: Welche Dimensionen haben die einzelnen Muskelkonstanten a, b und
c, wenn Fy die Dimension einer Kraft [N] und v die Dimension einer Geschwindig-

keit [%] hat? (Hinweis: Die Einheit der Leistung ist das Watt [W = N *%].) Trage deine
Vermutungen in die nachstehende Tabelle ein! Versuche des Weiteren den Kon-
stanten die jeweils richtige Aussage uUber deren spezielle Muskeleigenschaft zuzu-

ordnen!

[Lbsung]:
Kon- Dimension/ Einheit Beschreibung’’
stante
[b] Geschwindigkeit [?] Zusammenhang mit der Reaktionskonstanten der flihrenden chemi-
schen Reaktion (=Ursache fiir eine Muskelkontraktion)
[c] Leistung [W] MaR fiir den Verbrauch an chem. Energie pro Zeitintervall (=chem.
Leistung) wéhrend der chemischen Reaktion
[a] Kraft [N] Zusammenfassung aller auftretenden ,Reibungskréfte“ wéhrend der
chemischen Reaktion
Tab. 4
Uberlegungen [Lésung]:

Setzt man die bekannten Einheiten der Gré3en Fy und v in die Hill'sche Gleichung ein, so
erhélt man folgenden Zusammenhang:

Fy(w) =

c
alm]zgq:;—w

Man kann erkennen, dass die Konstante a und der Ausdruckm%b die Dimension einer Krafft,
S

c
v+b

also die Einheit [N] haben miissen, damit eine Gleichheit beziiglich der Einheiten besteht. Es
ist naheliegend, dass die Grél3e b die Dimension einer Geschwindigkeit bzw. die Einheit [?]
hat, da ansonsten der Nenner des Bruches nicht weiter vereinfacht werden kann. Flir ¢ ver-
sucht man jetzt eine passende Einheit zu finden, sodass% = [N] gilt. Setzt man geeignet

N

ein bzw. nutzt einfach den Hinweis aus der Angabe, so ergibt fiir c die Leistungsdimension
bzw. die Einheit [W].

Aufgabe 4: In der Trainingslehre wird grundsatzlich zwischen drei Muskelarbeitswei-
sen unterschieden. Recherchiere im Sportkundebuch, welche das sind und wie sie
dort definiert sind? Uberlege dir zu jeder Arbeitsweise zwei Beispiele aus dem
Sport!™

7 vgl. Thaller 2006, S. 87, Mathelitsch & Thaller 2008, S. 18, Wick 2005, S. 91f. und Sust 2009, S. 50
7 vgl. Sust 2009, S. 50
78 vgl. Apolin & Red! 2006 (Band 2), S. 51ff. und Wick 2005, S. 92f.
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Sportbeispiel: 1) , 2)

Sportbeispiel:.1) , 2)

Sportbeispiel:. 1) , 2)

[Lésung”: Es wird zwischen der isometrischen (=Widerstand wird gehalten/ Sportbeispiele:
Haltetibungen beim Geréateturnen, Abfahrtshocke beim Skilauf), konzentrischen (=ein Wi-
derstand wird (iberwunden/ Beispiele: Klettern, Radfahren) und exzentrischen Muskelakti-
vitdt (=einem Widerstand wird nachgegeben, Beispiele: Bremsvorgédnge wie Telemark-
Landung beim Skisprung, Landung beim Weitsprung) unterschieden.]

Aufgabe 5: Bei welcher Geschwindigkeit kann laut Graph von Fy (v) = — — a der

v+b

Muskel die sogenannte isometrische Kraft F,,,,, aufbringen? Bestimme auch die ma-

ximale Kontraktionsgeschwindigkeit v,,,,?%° (Hinweis: Betrachte die Erklarungen in Abb.

121)
4 Muskelkraft
Fpax = b
exzentrisch
_ Frnax (isometrisch)

vmax -

konzentrisch
2

[Lbésung:
Fy(0) = Fpax © Fnax =£_ a

c
FH(Umax) =0 Vpax = o b]
e VDehnl_lr\g VVerkurzung . max

Abb. 12

Bei der konzentrischen Muskelarbeitsweise wird der aktive Muskel verkirzt und bei exzentri-
scher Kontraktion gedehnt. Man sieht, dass bei exzentrischer Kontraktion sogar noch groRere
Krafte auftreten als die bei isometrischen Bedingungen gemessene Maximalkraft E,,,, (vgl. Abb.
12). Schafft man es z.B. 100 kg auf den Schultern zu halten, so kdnnte man ca. 120 kg bis zur
Hocke absenken.®’

Aufgabe 6: Die Muskeleigenschaftswerte zweier Leichtathletinnen liegen vor.
Du als ihr Coach hast die Aufgabe ihnen Auskunft Uber ihren Ist-Leistungsstand zu
geben! Zeichne dazu beide Funktionen (Annahme: Fy und v > 0) mit veranderbaren
Muskelkonstanten in Geogebra und bestimme aussagekraftige Werte fur dein Feed-
back! Bei welcher Geschwindigkeit sind beide Muskel gleich kraftig? Wie grof} ist dort
die Kraft? Sind die Maximalkraftwerte der Sportlerinnen realistisch? Begrunde!

5000 m Lauferln a= 300 N b=0,7 m/s c=2200 W
Kugelstof3erin a=400 N b=0,4 m/s c=1700 W
Tab. 5

7 vgl. Apolin & Red! 2006 (Band 2), S. 51ff., Weineck 2004, S. 244. Zit.n. Harre 1976, S. 12f. und Martin 1977, S. 65 und Wil-
limezik 1989, S. 88f.

& ygl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 18 und Thaller 2003, S. 89

8 vgl. Willimezik 1989, S. 90 und Apolin & Redl 2006 (Band 2), S. 53
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Ausflihrung in Geogebra [Lésung]:

4500 [y al =400
s i bf— 04 - Abhangige Objekte
H ) f(x) = Wenn[x = 0, 2200 / (x + 0.7) - 300]
o — Te=2200 __cf=1700 “Fiso1 = (0, 3850)

Fiso sFiso2 = (0, 2842.86)
i g(x) = Wenn[x = 0, 1700 / (x + 0.4) - 400]
I + hix) = Wenn[f(x) = 0, f{x)]
3500 + kix) = Wenn[g(x) = 0, g{x)]
+ vmax1 = (3.85, 0)

\ + vmax2 = (6.63, D)
30005 | 4§ =(0.43, 1643.91)

2500\ |
2000
1500
1000

500

1} 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7

Abb. 13

Feedback fiir den/die KugelstoerlIn:

[Lésung: Deine Maximalkraft betrdgt 3850 N. Mit steigender Geschwindigkeit féllt jedoch d/e
Kraft stark ab, das heil8t dein Muskel ist wéhrend der Bewegung nicht so kréftig. Es ergibt

sich eine maximale Geschwindigkeit von 3,85 ? ]

Feedback fiir den/die 5000 m L&uferln:
[Lésung: Deine isometrische Kraft betrdgt ~ 2843 N. Dein Muskel ist auch bei héheren
Geschwindigkeiten kréftig. Deine maximale Kontraktionsgeschwindigkeit betrédgt ~ 6,63 % ]

Die beiden Muskeln sind bei einer Geschwindigkeit von [0,43 %] gleichkraf-
tig. Sie kdnnen dort eine Kraft von [= 1644 N] aufbringen.

Die Maximalkraftwerte sind

[L6sung: Z.B.: 3850 N entsprechen 385 kg. Eine solche Last kann ein Mensch nicht anhe-
ben.]
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4.2.3 Arbeitsblatt 1-3: Muskelleistung

Aufgabe 7: Leite allgemein die Formel fur die Berechnung der maximalen Muskel-
= F*v.)

Berechne diese dann fir die Muskelwerte des/der KugelstolRerin (a =400 N, b =
0,4 % c =1700 W)! Stelle mit Excel die funktionalen Zusammenhange F(v) und

leistung her! (Hinweis: Die mechanische Leistung ist definiert als P = % =

P(v) gemeinsam in einem Diagramm dar und kennzeichne in beiden Graphen die
maximale Leistung!

P(v) = [L6ésung: P(v) = Fy xv = (L - a) * V]

v+b

Uberlegungen:

, 20 d_P_ ’ r__~¢ (L_ ) — _bxe -
[Zwischenldsungen: = Fy »v+Fyxv' = wib)? ¥V (o) 1= (v+b)2 a

bx*c

Durch Nullsetzen dieses Ausdrucks erhélt man v, = —-b=09 ?

a

Die optimale Kraft betrégt F,,, = fa;C —a~904N.]

Prax =

[Lésung: Ppax = Fopt * Vopt =a*xb+c—2xVaxbxc =817 W]

Ausfihrung in Excel [L6sung]:

Pmax

3500 1 500

700

500

FIN] 200 | PIW]
—-—F[\_-r]

—-—P{\f}

1000 +

Abb. 14
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4.2.4 Arbeitsblatt 1-4: Muskelansteuerung

Jeder Muskel besteht aus mehreren Muskelfasern, die vom Gehirn aus tber einen Nerv ange-
steuert werden. Diese ,motorischen Einheiten“ bekommen den Befehl zu kontrahieren oder
nicht. Je mehr solcher Einheiten aktiviert werden, desto mehr Kraft steht fir eine Bewegung zur
Verfigung. Diese gerade gewollte bzw. tatsachlich wirkende Kraft F,, haben wir bereits im Ar-
beitsblatt 1 kurz angesprochen. Sie setzt sich zusammen aus der Aktivierungsfunktion A(t), die
Werte zwischen 0 (keine Ansteuerung, daher keine Kraft) und 1 (maximale Ansteuerung, iso-
metrische Kraft) multipliziert mit der theoretisch méglichen Kraft Fy. Es gilt: Fyy = A(t) * F. 82

Aufgabe 8: ,Die zeitliche Anderung der Anzahl der eingeschalteten motorischen Einheiten
ist proportional zur Zahl der noch nicht eingeschalteten, aber gleichzeitig einschaltbaren mo-
torischen Einheiten multipliziert mit einem konstanten Einschaltparameter S [s~1]“%
Versuche eine Gleichung aufzustellen, die diesen Sachverhalt (Aktivierungsvorgang)
beschreibt! Lose die Gleichung, wenn zum Zeitpunkt t = 0 noch keine motorischen
Einheiten aktiviert sind!

Uberlegungen [L6ésung®*:
n(t)... Anzahl der aktivierten motorischen Einheiten zum Zeitpunkt t
Nmax--- Maximal mégliche Anzahl von aktivierten motorischen Einheiten

Héufig werden solche Einschaltprozesse durch eine Differentialgleichung beschrieben:

dn(t)
Jr = Mmax n(t) = S * (Mpax —n(t))  n(0) =0, SER
Diese Gleichung kann mit der Methode der ,Trennung der Variablen“ oder mit CAS gelést
werden: — O _ g4 gt
Nnax—1(t)

Integriert man die Funktion nach der Zeitt, so erhalt man folgenden Ausdruck:

—n(In(t) —npexl) =S*t+C; C; €ER
—Sx*t C

|n(t) - nmaxl =e xe-l
n(t) =Cxe 5" + gy CEeR
n(0) = 0: C = —Npgy = N(t) = Ny * (1 — 75

Aufgabe 9: Bestimme die Aktivierungsfunktion A(t), welche durch n(t) = A(t) * nyax
gegeben istl Was stellen die Grolden A(t) und S dar? Vervollstandige den Text! Wie
lautet schlieBlich die Beziehung fur die tatsachlich wirkende Kraft Fy,?

A =
Die Aktivierungsfunktion bei maximaler willentlicher Anstrengung gibt an,

Der Einschaltparameter S (personenspezifisch) gibt
an. Je / S, desto / der Kurvenverlauf und desto

/ die Muskelansteuerung. [Auswahl: gréer, schneller, flacher, klei-
ner, steiler, langsamer]

8 ygl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 21f. und Weineck 2004, S. 90
& vgl. Schmalz 1994, S.76f.
¥ vgl. Sust 2009, S. 49f. und Thaller & Tilp 2004, S. 71 f.
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FM:

Uberlegungen [Lésung]:
Vergleicht man die Beziehung fiir n(t) aus Aufgabe 8 mit der aus der Angabe, so erkennt
man, dass die Aktivierungsfunktion A(t) durch A(t) = 1 — e™5*t gegeben ist.

Die Aktivierungsfunktion A(t) gibt an, wie viele von den maximal méglichen aktivierbaren
motorischen Einheiten gerade eingeschaltet sind.*°

Der Einschaltparameter S (personenspezifisch) gibt an, wie schnell der Muskel angeregt
wird. Je kleiner | gréer S, desto flacher | steiler der Kurvenverlauf und desto langsamer /
schneller die Muskelansteuerung.

Nach F,, = A(t) = Fy ergibt sich fiir die gerade gewollte Kraft: Fy; = (1 — e™5*t) x Fy

Aufgabe 10: Bei welchen Bewegungen ist die Geschwindigkeit der Aktivierung be-
sonders wichtig? Nenne zwei Beispiele aus dem Sport, bei denen die Ansteuerungs-
geschwindigkeit eine grof3e Rolle spielt!

Antwort:

Beispiele aus dem Sport: ,

[L6ésung: Bei kurz andauernden Bewegungen ist es entscheidend, so schnell wie méglich die
maximal verfiigbare Kraft zu entwickeln. Beim Absprung beim Hochsprung oder bei einem
Angriffsschlag beim Boxen ist eine schnelle Muskelaktivierung vonnéten.]

® Thaller & Tilp 2004, S. 71f.
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4.2.5 Arbeitsblatt 2-1: Bestimmung der eigenen Sprungkraft

Der nachfolgende Test zur Ermittlung der konzentrischen Sprungkraft wird in der Sportwissen-
schaft als Counter-Movement-Jump (CMJ)* bezeichnet:

Stelle dich mit gestreckten Beinen seitlich zu einer Wand und markiere mit den Fingerspitzen,
bei nach oben ausgestreckten Armen deine Standhéhe h,;,. Dann gehst du in die Hocke und
springst mdglichst gerade weit nach oben. Kennzeichne den Punkt, den du aus der Hockpositi-
on gerade noch erreichst (Hockhohe hy) und den maximal erreichbaren Punkt wahrend des
Sprungs (maximale Sprunghdhe h,,,, ). Die Differenz h,, — h, ergibt die Hocktiefe s bzw.
hmax — hqp die tatséchliche Sprunghdhe h. In unserem Sprungmodell setzten wir die vom Mus-
kel erzeugte Beschleunigungskraft Fy als konstant voraus.?’

Aufgabe 11: Bildet Paare und probiert den Test aus. Fullt die Datenfelder aus und
versucht gemeinsam die nachfolgenden Gesetze nachzuvollziehen!

Beschreibt in Worten, was genau mit diesen physikalischen Formeln berechnet wird!
(Hinweis: Siehe angegebenes Beispiel!) Setzt anschlieRend eure Werte ein und berech-
net! Interpretiert eure Ergebnisse mit Hilfe der Tab. 6!

Eingangsdaten: Objekt Leistung
Name des Springers: Masse: m= kg Mikrowslle 500- 800 W
Geschirrspuler 800- 1 kW

Standhohe: hab = m Hockhohe: ]’lg = m Haarfon 1- 1.4 KW
Hocktiefe: s~ m Max. Sprunghdhe: hqey ~ m | Elektro-Scooter | 1,4- 1,6 kW

. m . Motorsage 1,6- 2 kW
Erdbeschleunigung: g = 9,81 = Sprunghéhe: h = m T2h 6
Auswertung:

tVgp =4/2%g*h z_% [Geschwindigkeit fiir einen h hohen Sprung]

~ S—"; [Beschleunigung auf vy, tber h von Hockstellung bis Absprung]

Impuls, entspricht der ,Wucht®, mit

der man sich vom Boden abstoRt * P S
:Fp=m=xa=___ N [Kraft, um Masse auf v,,lber h zu beschleunigen]
ify=mxg=~___ N [Kraft, um die Erdanziehung zu tberwinden]
PPy = Fp+ = N [Gesamtkraft]
¢ Epin = m*:‘zlb ~ ] [Kinetische Energie am Ende der Beschleunigung]
St = :az ~ s [Absprungzeitpunkt]
p = Exin ~ W [Erbrachte Leistung am Ende der Beschleunigung]

Interpretation:
[Meine erbrachte Leistung beim CMJ entspricht z.B. der Leistung einer Motorsédge]

& vgl. Weineck 2004, S. 329
& vgl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 57 und Thaller 2003, S. 87
% vgl. Miiller 2009, S. 206
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4.2.6 Arbeitsblatt 2-2: Sprunganalyse mit Hilfe von Kraftmessplatten

In der Biomechanik und Sportwissenschaft werden fur die Bestimmung vertikaler und horizonta-
ler Kraftkomponenten Kraftmessplatten verwendet. Dabei lassen sich mit Piezo-Kraftsensoren,
die unter einer Messplatiform befestigt sind, Bodenreaktionskrafte messen. Auf der Oberflache
eines Piezokristalls (besteht z.B. aus Quarz) entsteht aufgrund der Einwirkung von Druck- oder
Zugkraften eine zur Kraft proportionale elektrische Spannung. Mit entsprechender Software
kénnen die erzeugten Spannungen erfasst und ausgewertet werden. Solche Kraftmessplatten
werden unter anderem bei sportmotorischen Leistungstests, im Weit-/ Hochsprung, im Gerate-
turnen, Schwimmsport sowie bei der Gang- und Laufanalyse eingesetzt.89

Aufgabe 12: Die Kraft F, in vertikaler Richtung in Abhangigkeit von der Zeit t eines
CMJ wurde mit einer Kraftmessplatte aufgezeichnet (vgl. Abb. 15). Ordne mit Pfeilen
den Sprungphasen die jeweils richtige Zeitspanne (A, B, usw.) und Aussage zu!

3500

Kraft [N]

A Landephase | F=Fc
| | | | |
: : ﬂ: I, : B Ausgangsstellung F=0
| | | 1 i
i :/ ‘ l : C Ausholphase F > Fa
I |
A B/Ci D E |
' —1 ' D Absprungphase F <Fac
I : % Y E ) Flugphase F>Fc
: ! Zeits)
: - |
I

i s 1 1 I 23 ) 15 “

Aufgabe 13: Wir betrachten den CMJ bis zum Erreichen der héchsten Position des
Kdérperschwerpunkts. Beantworte die nachfolgenden Fragen! Begrinde die Zusam-

menhange mit Hilfe von Differentialquotienten, namlich % und %l

a) Wie grol} ist die Geschwindigkeit, wenn der Korperschwerpunkt an der tiefsten

bzw. hochsten Stelle ist?
Antwort:

[Lésung: v ist die Steigung der Tangente der s,t-Kurve. Bei Extremwerten (Minima-

und Maxima) ist diese Steigung null. v ist daher bei den Extremwerten von s null.]

b) Wie grol ist die Beschleunigung, wenn die Geschwindigkeit ihren niedrigsten
(=wahrend der Abwartsbewegung des KSP) bzw. hochsten Wert (=unmittelbar

vor dem Absprung) erreicht?
Antwort:

[Lésung: a ist die Steigung der Tangente der v, t-Kurve. Bei Extremwerten (Minima

und Maxima) ist diese Steigung null. a ist daher bei den Extremwerten von v null.]

c) Nehmen wir den Landezeitpunkt in unser Betrachtungsfenster auf. Wie grol3
ist die Beschleunigung zum Zeitpunkt der Landung? Ist die Kurve an dieser

Stelle differenzierbar? Begrunde!

% vgl. Wick 2009, S. 144ff,
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Antwort: .
[Lésung: Zum Zeitpunkt der Landung weist die Kurve einen Knick auf. Das wiirde be-
deuten, dass sich v in Nullzeit von einem Wert auf den anderen verdndert. Die Be-
schleunigung wére also an dieser Stelle unendlich grol3. Die Kurve ist an dieser Stelle
nicht differenzierbar, weil sie dort nicht definiert ist.]

Aufgabe 14: Skizziere in den nachfolgenden drei Diagrammen den jeweils gesuch-
ten Funktionsverlauf! (Hinweis: Die abhangige Grofke s beschreibt hier den Weg des Kor-
perschwerpunkts.) Wie konntest du die gesuchten Funktion v(t) und s(t) mathema-
tisch beschreiben? Verwende fur diese Aufgabe deine Erkenntnisse aus Aufgabe 13!

Countermovement Jump Ldsung Countermovement Jump
2500 —— — . 2500 — 5
2000 E E 2000
= 1500 @ H Z 1500
PR 11| S S~ S LA : & 1000
soof & : Fy(t) 500
oL - a(t) === 0
0 05 1 m
20 5 -
H H H
10 E E .
£ : : :
e T s S ;
: : : :
%5 05 1 15
4 l{s). = ,
2t [Yg=0 : :
< . v = [ et + v, i<
B : : \’
— ] . - H
H : . 3
4 - - . -
i} 05 1 0 05 1 1.5
tis)
15015,=1 : b 15 5
. H H ¥
E ] EE Sk Rt E ............ i E 1 S~ p sy Jluitkhactei :
. -
~o5t : : s(t) = [V(t)dt +So o . : H
: H . .
% 05 7 75 05— — s s
is) ts)
Abb. 16 Abb. 17
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4.2.7 Arbeitsblatt 2-3: Belastung der Achillessehne

Wir nehmen an, dass die Krafte im rechten Winkel auf den Ful® wirken (vgl. Abb. 18).

Die vom Muskel erzeugte Beschleunigungskraft Fz kann in Aufgabe 15 vernachlassigt werden,
da hier der einbeinige Zehenstand betrachtet wird und keine Gelenksbewegung stattfindet.

Far Aufgabe 16 setzen wir eine gleichmaRig beschleunigte Bewegung und eine konstant wir-
kende Kraft Fy voraus.

Aufgabe 15: Uberpriife, ob die Aussage: ,Die Kraft an der
Achillessehne ist 2,5-mal so grol3, wie die Kraft am Ful3bal-
len“ stimmt!

Wie groR ist die Kraft F,am FuRballen? Uberlege! Bestim-
me dann die Kraft Fy, die auf die Achillessehne wirkt? (Hin-
weis: Wende das Hebelgesetz: Kraft*Kraftarm=Last*Lastarm an!

Verwende die Abmessungen aus Abb. 18!)

Uberlegungen [Losung’": Abb. 18: MaBe in cm

Am Fullballen driickt die Gewichtskraft F; auf den Boden.

Der Boden seinerseits (ibt die Kraft F; senkrecht nach oben auf den Full aus. Es gilt somit:
F, = F4. Die Kraft Fx auf die Achillessehne kann man mit dem Hebelgesetz berechnet wer-
den: Fx x ax = Fy * a;, wobei F, = F, ist.

Setzt man die gegebenen Werte ein, so ergibt sich fiir die Kraft Fy = F; * % = F; * 2,5.
k

Die Achillessehne wird mit einer 2,5-mal so gro3en Kraft belastet wie der FulRballen.

Aufgabe 16: Welche Krafte wirken bei einem senkrechten Sprung auf die Achilles-

sehne? Verwende deine Werte (Masse m = kg, Beschleunigung a = sﬂz

aus Aufgabe 11! Welche maximale Sehnenbelastung tritt auf? (Hinweis: Die Maximal-
kraft betragt in etwas das 1,5-fache der Durchschnittskraft.)

Die Belastung meiner Achillessehne betragt N.
Meine Achillessehne erfahrt eine maximale Belastung von N.
Uberlegungen [Lésung]:

Addieren wir zur bekannten Beschleunigung a noch die Erdbeschleunigung g dazu, so erhal-

ten wir nach Newton die Kraft F = m * (a + g).

Fiir eine Person (Masse m = 66 kg, Beschleunigung a ~ 14,72 2., Hocktiefe s = 0,5 und

s2’
Sprunghdéhe h = 0,75) ergibt sich eine Kraft von F = 1619 N, also ~ 809,5 N pro Ful3. Multip-
liziert mit dem Faktor 2,5 aus Aufgabe 15 erhélt man eine mittlere Belastung von =~ 2023 N
auf die Achillessehne. Fiir die maximale Belastung ergibt sich daher ~ 2023 N 1,5 =

3035 N.

Im Sport treten die groRten Krafte beim Beschleunigen und Abbremsen von bewegten Korper-
teilen auf. Beim Hochsprung wirken beim Absprung beispielsweise bis zu 18 000 N auf die
Achillessehne. Man konnte theoretisch mit dieser Sehne einen 1,8 t schweren PKW heben.

Der menschliche Korper besitzt keine starkere Sehne als die Achillessehne.*

% ygl. Apolin & Redl 2006, S. 95
9 vgl. Willimczik 1989, S. 93ff.
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4.2.8 Arbeitsblatt 2-4: Sprungkraftdiagnostik - Morgenstern (Teil 1)

Die Anderung des Impulses wird mit Ap = m * Av angegeben. Der Impuls p gibt die Wucht eines

Aufpralls an, z.B.: Tennisball auf einen harten Untergrund. Die Kraft F, die dem Ball beim Auf-
prall entgegenwirkt, ist definiert als Impulsédnderung pro Zeit, also F = i—’:. Diese Kraft erzeugt
einen Gegenimpuls, der das Eindriicken des Balles verursacht. Umgeformt ergibt sich Ap = F
At, wobei in dieser Gleichung p als Kraftsto3 bezeichnet wird. Es gilt schlieBlich die Beziehung:
F * At = Ap = m * Av. Fur zeitlich konstante bzw. verénderliche Krafte, stellt der Kraftsto3 den

Flacheninhalt unter dem Kraft-Zeit Verlauf dar (vgl. gelb schraffierte Flache in Abb. 19)93.

Aufgabe 17: In Abb. 19 wurde der Impuls eines Ten- P=wm
nis- und eines Cricketballes mit Hilfe der Beziehung RASATAS)

p = m * v berechnet. Uberpriife die Impuls-Ergebnisse Tpuls Cricka byl
durch Berechnung der Kraftstole mittels Integration! Vah s
(Hinweis: Es wird angenommen, dass die Balle auf einen ..‘fi/

harten Untergrund auftreffen und sich die Kraft linear mit der
Ballverformung erhéht. Zum Zeitpunkt Null findet noch keine
Ballverformung statt.)

Impuis Tennisball
0,057Kg*69M{5=3.9N*5

1
1
1
\
1
1
¥
1
1
)

Uberlegungen [Lésung]: Abb. 19
Der Kraftstol3 stellt, wie bereits schon gesagt, den Flacheninhalt zwischen zwei Zeitpunkten
unter der Kraft-Zeit-Funktion F(t) dar.

Die mathematische Formulierung dieses Satzes lautet: p = |, til F(t) dt.

Die Zeitdauer der Krafteinwirkung ist fiir den Tennisball t = 0,0039 s und fiir den Cricketball
tc =0,0013s. Zu diesen Zeitpunkten lassen sich die Kraftwerte F(ty) = 2000 N und
F(t;) = 9500 N ablesen.

Mit diesen Angaben lassen sich die linearen Funktionen fiir den Tennis- und den Cricketball

aufstellen:

Fr(t) = 220 st und F,(t) = =2

—_ % t
0,0039 0,0013

Durch Integration der Funktionen im jeweils vorliegenden Zeitintervall erhélt man folgende
KraftstéRe:

t
pr = [, Fr(t)dt =
pe = [°Fc(t)dt ~ 6,2 Ns

2000 t2

0,0039 2000 0,0039
) xt dt = *= o ~ 3,9 Ns

0 0,0039 0,0039

Die errechneten Krafsto3-Werte stimmen mit den in Abb. 19 angegebenen Impuls-Werten
tiberein.

Beim Cricket entsteht bei einem Aufprall eine ungefahr finfmal so grof3e Kraft als beim Tennis.
Der Grund dafir ist die groRere Masse des Cricketballes gegentiber der gelben Filzkugel. Der
Verformungsprozess des Balles lauft hier kirzer ab, wodurch gréRere Krafte entstehen. Des-
wegen wird einem auch schnell klar, warum Cricketspielerlnnen eine Schutzkleidung tragen und
Tennisspielerinnen keine.*

%2 ygl. Apolin & Redl 2006, S. 95ff.
% vgl. Wick 2005, S. 46f. und Hochmuth 1982, S. 36f.
% vgl. Apolin 2010, S. 24f.
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Aufgabe 18: Thomas Morgenstern® (6sterreichischer Skispringer und Sportler des
Jahres 2007 und 2011) besitzt bei einem CMJ folgendes Dynamogramm® (Kraft-
Zeit-Funktion):
F(t) = —44838 * t3 + 46956 « t2 — 9967 * t + 647,5; [to <t < ty]

Zeichne den Kraft-Zeit-Verlauf im angegebenen Intervall mit Geogebra!

Bestimme die gesuchten GroRRen im rechten Textfeld mit Hilfe der Graphik! (Hinweis:
Verschiebe die Funktion in den Koordinatenursprung. Bestimme mit Hilfe der neuen Funktion
den Kraftstol? graphisch und rechnerisch!) Bestimme dann seine vertikale Absprungge-
schwindigkeit v,;, und seine Sprunghdhe h! (Hinweis: Es gilt im freien Fall folgende Be-

ziehung: v, = +/2 * g = h (vgl. Arbeitsauftrag 11).) Setze schlussendlich die Ergebnisse
in den Luckentext ein!

Thomas Morgenstern zahlt mit einer Sprunghdhe aus dem Stand von cm und
einer Absprunggeschwindigkeit von %zu den absprungkraftigsten Springern
im Skisprungweltcup®’.

Ausflihrung in Geogebra [Lésung]:

Wir verschieben die Funktion (vgl. Abb. 20: blaue Kurve) um F; und berechnen die Nullstel-
len der verschobenen Funktion (vgl. Abb. 20: rote Kurve), welche spéter unsere Integrati-
onsgrenzen darstellen. Diese wurden graphisch bestimmt. Geogebra rechnet mit dem Befehl
Integral[Funktion, Startwert a, Endwert b] die Flache im Intervall [a, b] zwischen dem Funkti-
onsgraphen und der x-Achse aus.

F

1800
1600

1400

m= kg

F,

[m=;z66kg]

Q

1200

1000

800

F, = N [647,5 N]

Absprungzeitpunkt t_;:

Fy=m"g=647.5
[ 0 T A I N | T T T T T e

KraftstoR p:
Befehl in Geogebra:

p=253.228 Ns

-0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.3 035 04 045 05 0.55 06 0.65 0.7 0.75

tap = s [= 0,75 5]

=02 =
ty=0.2958 typ=0.7514

p = Ns
-400
[~ 253,2 Ns]

Abb. 20

Rechnerische Ausfiihrung [Lésung]:

F,(t) = F(t) — F; = —44838 x t3 + 46956 * t* — 9967 * t
p=[{PR(t) dt ~ [)7°(—44838 * t3 + 46956 * > — 9967 * t) dt ~
0
—44838x+t* n 46956%t3 _ 9967#t>2
4 3 2

075 ~ 253,21 Ns

% vgl. Wikipedia-Artikel Thomas Morgenstern
% vgl. Willimczik 1989, S. 47ff.
7 vgl. Internetquellen: Salzburger Nachrichten
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Da der KraftstoR | tto‘”’ F(t) dt eine Impulsénderung m * Av bewirkt, kann man aus der zweiten

Beziehung die Abfluggeschwindigkeit v, = % ~ 3,84 % ermitteln.’®

2
Fiir die Sprunghéhe ergibt sich aus h = ”Z“T’; ~ 0,75 m.%

Nachbemerkung: Die Kraft-Zeit Verlaufe sportlicher Bewegungen kénnen im Allgemeinen nicht
durch mathematische Funktionen beschrieben werden. Eine Integration in diesem Sinne ware
also nicht moglich. Eine numerische Methode zur Bestimmung des Kraftstof3es in diesem Bei-
spiel ware die Zerlegung des Flacheninhaltes unter der Kraft-Zeit Kurve in eine Summe von
Rechteckflachen, welche in [mm?] oder [cm?] angegeben werden. Diese werden dann nach
den Kraft- und Zeit-MaRstaben auf die Einheit des KraftstoRes [Ns] umgerechnet.'®

4.2.9 Arbeitsblatt 2-5: Sprungkraftdiagnostik - Morgenstern (Teil 2)

Entscheidend beim Skisprung ist ein zeitlich optimal koordinierter und explosiver Absprung. Die
Explosivkraft ist neben der Startkraft eine Teilkomponente der Schnellkraft und ist definiert als
der steilste Kraftzuwachs pro Zeiteinheit. Sie wird am Wendepunkt der Kraft-Zeit-Kurve gemes-
sen. Die Startkraft kennzeichnet den mittleren Kraftanstieg in den ersten 30 ms der Kraftentfal-
tung bei vorausgesetzter isometrischer Kontraktion. Der Schnellkraftindex ist der Quotient aus
dem Maximalkraftwert und der Zeit, die notwendig ist, um diesen Maximalkraftwert zu erreichen
(vgl. rot umrahmte Definitionen in Abb. 21)."""

Aufgabe 19: Bestimme Morgensterns Explosivkraft Fgyg, B oM

Startkraft Fgrx und Schnellkraft Fg,! (Hinweis: Ermittle zur e e o

Berechnung von Fgri und Fgi den zeitlichen Beginn ¢4, der T , =T~

Aufwartsbewegung des Kdrperschwerpunkts (vgl. Abb. 21). Wie 1 ~

grol} ist die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt? Nutze die E K -

bereits bekannte Beziehung: F, *dt =m=x*dv, um v(t) mit fx

v(0) = 0 zu berechnen!) ‘\K .
- Ay Zeit [ms]

Zur Erinnerung: F,(t) = —44838 = t3 + 46956 = t*> — 9967 * t

Berechnunqg der Explosivkraft:

Morgensterns Explosivkraft Fgyx =

v | =

Uberlegungen [Losung]:
F,(t) = —44838 = t3 + 46956 * t2 — 9967 * t
Da die Startkraft am Wendepunkt der Kraft-Zeit-Kurve gemessen wird, bilden wir zuerst die

zweite Ableitungsfunktion:

2
4EO _ 269028  t — 93912
dz2t

Man bestimmt die Nullstelle der zweiten Ableitungsfunktion:

% vgl. Hochmuth 1982, S. 37

% vgl. Thaller 2003, S. 87

100 gl Hochmuth 1982, S. 37
0" ygl. Weineck 2004, S. 241f.
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—269028 xt — 93912 = 0 = typ = 0,355 (Wendepunkt an der Stelle ty,p)
Die Explosivkraft ist die Steigung der Tangente im Wendepunkt der Kraft-Zeit-Kurve:

Fox = “200) — 134514+ tfp + 93912 * tyyp — 9967 ~ 6424,3 ~

Berechnungq der Startkraft:

Morgensterns Startkraft Fo;x =

v | =

Uberlegungen [L6sung]:

Die Hbhe des Kérperschwerpunktes nimmt, bevor der Kérper aufwérts beschleunigt wird,
seinen minimalen Wert an. Zu diesem Zeitpunkt ist die vertikale Geschwindigkeit gleich Null.
Die Nullstelle der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion wiirde uns demnach den zeitlichen Beginn
der Aufwértsbewegung liefern.

Die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion ergibt sich durch Integration der Gleichung F, = m * %

nach der Zeit und kann wie folgt angeschrieben werden:
v(t) = % * [ F,(t)dt + vy, mit der Anfangsbedingung v(0) = 0.

Integriert man jetzt nach der Zeit (vgl. Aufgabe 14) und fordert v(t) = 0, so erhélt man als
Nullstelle t,,; ~ 0,49 s, die den zeitlichen Beginn der Aufwértsbewegung darstellt.

Fz(tauf"'At)_Fz(tauf)
tauf"'At_tauf
lere Kraftédnderung im Zeitintervall [tq, s + At, tqyr], also direkt die Startkraft liefert.

Nun bildet man den Differenzenquotienten mit At = 0,03 s, der uns die mitt-

Setzt man richtig ein, so erhélt man fiir die Startkraft Frx ~ 3095 %

Berechnunq der Schnellkraft:

Morgensterns Schnellkraft Fs, =~

wl=

Uberlegungen [Lésung]:

Es liegt nahe, zuerst die Extremwerte bzw. die Nullstellen der Ableitungsfunktion der Kraft-
Zeit-Kurve zu finden.

Setzt man den erhaltenen Zeitwert t,,,, zuriick in die Kraft-Zeit-Funktion ein, so erhélt man
den dazugehérigen Funktionswert der Maximumstelle Fy, .

Lést man die nachfolgende Gleichung
0 = Lellmen) = 134514 5 £2, 4 + 93912 * tyqy — 9967
nach t,, .., SO bekommt man als Lésungen: = typa = 0,13 s oder tyqx = 0,57 s.

Blickt man zurtick auf die graphische Darstellung der Funktion (vgl. Abb. 20 im Arbeitsblatt
2-4), so kann man leicht einsehen, dass die Stelle t,,,, unsere gesuchte
le tax ISt timax Stellt eine Minimumstelle dar.

Das Verhéltnis der Anderung der Funktionswerte F,(tmqx) — F,(tqus) zur Anderung der

Argumente t,q, — tqyy €rgibt unseren Schnellkraftindex Fgy ~ 1985,4 %
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Nachbemerkung: Zum Zeitpunkt ¢, ist bereits eine positive Kraft F, oder eine Kraft F, die gro-
Rer ist als die Gewichtskraft F; vorhanden. Diese Kraft wird in der Sportbiomechanik als An-
fangskraft bezeichnet. Das biomechanische Prinzip der Anfangskraft besagt, dass eine Bewe-
gung, mit der eine hohe Endgeschwindigkeit erreicht werden soll, durch eine entgegengesetzt
gerichtete (Auftakt-)Bewegung einzuleiten ist. Durch das Abbremsen der Beugebewegung
durch positive, nach oben gerichtete Krafte ist zu Beginn der Streckbewegung bereits eine posi-
tive Anfangskraft fiir die Beschleunigung vorhanden, wenn sich der Ubergang fliissig vollzieht.
Der Kraftsto3 zu Beginn der Beschleunigungsphase wird dadurch vergr<'5[2~,ert.102 Beim Tennis
kann die Schwungbewegung und Schwunglibertragung auch mit dem Prinzip der Anfangskraft
erklart werden.'®

4.210 Arbeitsblatt 3-1: Sprung auf dem Mond

Eine weitverbreitete Hypothese ist, dass Astronautinnen am Mond, aufgrund der um ein Sechs-
tel geringeren Schwerkraft als auf der Erde sechsmal so hoch springen mussten.
Videoaufzeichnungen von Mondlandungen zeigen jedoch, dass sich diese Spriinge hinsichtlich
der Sprunghdhe nicht viel von Spriingen auf der Erde unterscheiden.

Wir gehen diesen Aussagen auf den Grund und nehmen in unserem nachfolgenden physikali-
schen Modell an, dass die Kraft Fg, die der Muskel auf den Boden austibt, konstant und auf der
Erde und Mond gleich groR ist."®

Aufgabe 20: Wie hoch und um welchen Faktor wirdest du am Mond (ohne Raum-
anzug) hoher springen? Verwende deine Sprungdaten aus Aufgabe 11! Vergleiche
anschlie3end dein Ergebnis mit dem deines Sitznachbarn/ deiner Sitznachbarin!
Wieso lasst sich eine allgemeine Aussage, um wie viel man in einem geringeren
Gravitationsfeld, z.B. am Mond, hdher springt als auf der Erde nicht formulieren?
(Hinweis: Was wurde im Arbeitsblatt 1-1 Gber Muskeleigenschaften gesagt?)

Interpretiere in diesem Zusammenhang die Ergebnisse einer Simulation fur zwei
Sportlerinnen in unterschiedlichen Gravitationsfeldern!

Meine Sprunghdhe betragt auf der Erde m und auf dem Mond m.
Das ist eine prozentuelle Steigerung von = %.
Uberlegungen [L6sung]'®:

Unter der Annahme, dass Fz konstant ist, bildet man das Verhéltnis der Sprunghdhen Z—M
E

(Indizes M ...Mond, E ...Erde) und setzt unter Berlicksichtigung der Gravitation gy, = % * g
JEx(Fg—-m+gpp) _ &*Fp—m+gg
gm*(Fp—m*gE) Fgp—mxgg
(m=283kg, Fg = 1628 N und h = s = 0,4 m) errechnet sich ein Verhéltnis von fast genau
11. Meine Sprunghéhe wiirde demnach auf dem Mond 4,4 m anstelle von lediglich 0,4 m auf
der Erde betragen. Das entspricht einer prozentuellen Steigerung um ~ 1100%.

ein, so ergibt sich bereits vereinfacht: Z—M = . Fiir meine Sprungdaten
E

192 ygl. Wick 2005, S. 120 und Hochmuth 1982, S. 163ff.
103 vgl. Internetquellen: Sport Multimedial

04 gl. Mathelitsch & Thaller 2008, S. 64f.

%5 ygl. Internetquellen: Rexin
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Hinweis: Die Sprunghéhe und Hochtiefe wurden bei dieser Simulation’ vom Boden weg gemessen.

Erde Mars Mond
Person 1 Person 2 | Person 1 Person 2 | Person 1 Person2
Sprunghéhe [m] 1,03 1,02 1,28 1,29 1,81 1,88
Absprunggeschw. [m/s] 1,13 1,03 1,55 1,55 1,68 1,73
Absprungzeit [s] 0,65 0,74 0,41 04 0,37 0,36
Energie [J] 230 221 155 155 131 136

Tab. 7: Person 1:m =70kg, fmax = 10000 N, v,0, = 2,5 %, Pmax = 1000W, A=55"1 s=0,7, v, =0
Person 2: m =70 kg, fnax = 9000 N, v, = 2,9 %, Pmax =900 W, A=85"1,5=0,7,v,=0

Diskussion [Lésung]:

Abgesehen von der Tatsache, dass ein Mensch am Mond ohne Raumanzug nicht lange
Uberleben wiirde, widerspricht unsere Modellannahme den Aussagen Uiber die Eigenschaf-
ten der Muskulatur im Arbeitsblatt 1-1. Es ist uns bereits bekannt, dass die Muskelkraft von
den verschiedenen motorischen Eigenschaften (z.B.: Kontraktionsgeschwindigkeit, Ansteue-
rung, usw.) einer Person abhéngig ist. Folglich wirkt sich auch die Gravitation je nach indivi-
dueller Eigenschaft unterschiedlich aus. Die Tabelle 7 zeigt zudem noch etwas Interessan-
tes: Eine Person 2, die auf der Erde niedriger springt als Person 1, kann auf dem Mond und
Mars der Sieger in diesem Hochsprungduell sein.”®”

1% vql. Internetquellen: Thaller
107 vgl. Thaller, Sust 2003, S. 66ff., Mathelitsch & Thaller 2008, S. 65 und Thaller 2003, S. 88f.
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4.211 Arbeitsblatt 3-2: Mondlandung der Apollo 16

Aufgabe 21: Die Bewegungsgleichung des freien Falls (ohne Luftwiderstand) lautet:
mx*a(t) = —mx g. Zeige, dass sich aus dieser Gleichung die Weg-Zeit-Beziehung
s(t) =—g * % + v, xt + 5, herleiten lasst! Beschreibe deine Vorgehensweise aus-
fuhrlich!

Uberlegungen [L6sung]:
Bei konstanter Erdbeschleunigung g erhélt man aus % = a durch Integration eine linear von
der Zeit abhdngige Geschwindigkeit: v(t) = —g * t + vy. Die Integrationskonstante v, bein-

haltet die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunktt = 0. Aus % = v erhélt man durch noch-

malige Integration schlieSlich die gesuchte Weg-Zeit-Beziehung: s(t) = —g * tz—z + vy *xt + S,
wobei s, der Anfangsweg zum Zeitpunkt t = 0 ist.

Aufgabe 22: Bestimme die Sprunghdhe des Apollo 16-Astronauten John Young'®
anhand der Sprungzeit! (Hinweis: Bestimme zunachst den Absprung- und Landezeitpunkt
und dann die Sprungzeit. Verwende fur die Sprunghéhenbestimmung die Formel aus Aufga-
be 21!) Der bekannte Filmstreifen (vgl. Abb. 22) wurde mit 30 f /s Bilder je Sekunde
libertragen! Hier ist nur jedes zweite Bild der Szene dargestellt.'®®

1
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e S A Thme " TR T S

THT

Abb. 22

Uberlegungen:

[Lésung: Im Bild 12: 23 springt Young ab und im Bild 13: 07 landet er wieder. Das sind insge-

Bildanzahl _ 445 147 s. Die

samt in etwa 44 Bilder. Die Sprungzeit betragt t,, = Bildgeschwindighelt — 30775

2 *
Sprunghdhe wird mit Hilfe der Gesetzméalligkeiten des freien Falls: h = (%M) * QTM = t’”’i—ng ~
0,44 m bestimmt.]

Aufgabe 23: Wie hoch wirde der Astronaut springen, wenn er den Sprung aus Auf-
gabe 22 auf der Erde durchgefiihrt hatte? Interpretiere dein Ergebnis!'"°

Uberlegungen:

1% \gl. Wikipedia-Artikel: John Young
109 . i

vgl. Internetquellen: Rexin
"% ygl. Internetquellen: Rexin
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2 2,
[Lbsung: h = w) 98— M98 9 64m. Eine solche Sprunghéhe aus dem Stand ist fiir
2 2 8

einen Menschen ohne Verwendung von Hilfsmitteln unméglich.]

Aufgabe 24: Es gibt nicht wenige Personen, die behaupten, dass die Wiedergabe-
geschwindigkeit des obigen Videos manipuliert sei. Um wie viel schneller/ langsamer
musste die Geschwindigkeit des Films gemacht werden, damit die errechnete
Sprungzeit und Sprunghdhe auf dem Mond annahernd den Ergebnissen auf der Erde
entsprechen?'"”

Uberlegungen:

[Lésung: Man Iést die Weg-Zeit Gleichung des freien Falls nach der Sprungzeit und erhéalt

tg = 2% fz;h ~ 0,6 s. Der Quotienti—’” ~ % = 2,45 sagt aus, um wie viel die Wiedergabe des
E E ’

Videos erh6ht werden muss.]

""" ygl. Internetquellen: Rexin
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4.3 FUSSBALL: Mathematik und Bananenflanken

FuRball ist der wohl beliebteste Sport der Welt. Millionen Menschen Uben ihn aus, und noch
weit mehr verfolgen ihn als Zuschauer. Dass beispielsweise im FulRball Elfmetertaktiken oder
Schisse mit Hilfe teilweise einfacher mathematischer und physikalischer Kenntnisse detail-
liert beschrieben und untersucht werden kénnen, ist vielen unbekannt. Dieser Projektvor-
schlag soll daher einen kurzen Einblick in die Welt der ,Ful3ballphysik“ geben und zur weite-
ren tieferen Behandlung und Umsetzung im Unterricht anregen. Es werden dabei mathema-
tische Stoffkapitel wie Trigonometrie, Differentialrechnung und Differentialgleichungen be-
handelt. Als lernunterstitzende Technologie wird der Tl Voyage 200 verwendet. Grund-
kenntnisse im Umgang mit diesem Medium werden vorausgesetzt. Auf grundlegende physi-
kalische Kenntnisse wird an gegebener Stelle eingegangen.

Am Fufballplatz, bei Nachwuchsspielen hért man beispielsweise von Trainerlnnen nach miss-
lungenen Offensivaktionen: ,Nicht einmal von 8 m Entfernung treffen wir das Tor. Das gibt's
doch nicht!“. Abgesehen davon, dass ein solcher Kommentar total unsinnig und demotivierend
fur das Team ist, stellt sich die Frage, ob es weniger verwerflich ist, aus 6 m, 8 m oder 10 m
Entfernung das Tor zu verfehlen. Um diesen Sachverhalt mathematisch zu untersuchen, neh-
men wir an, dass sich der/die Stirmerin entlang einer gedachten Linie parallel zur seitlichen
Torauslinie und orthogonal zur Torlinie in Richtung gegnerisches Tor bewegt. Der Normalab-
stand dieser Linie zum naheren Torpfosten ist d. Die Torbreite wird mit b angegeben. Zu jeder
Entfernung x des/der Stirmerln von der Torauslinie existiert genau ein ,horizontaler Ein-

schusswinkel &.'"?

Aufgabe 1: Veranschauliche diesen Sachverhalt zunachst in einer Skizze!

Beschrifte und benenne fehlende Gréflien! Bildet Paare und versucht gemeinsam
mehrere Losungsansatze fur einen funktionalen Zusammenhang zwischen x und €
zu finden! Vergleicht dann eure Ergebnisse untereinander!

12 vgl. Ambrus & Walsch 1996, S. 449ff. und Heinrich & Esper 2002, S. 2
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Lésungserwartung: Torlinie

Die Ansatze fir den funktionalen Zusammen- A
hang zwischen x und e kénnen unterschiedlich L {{,}\a
aussehen: o
e N i
c “\M. /\‘\d
Ansatz 1: d Pt «,
e =¢&(x 7K
® tana —tan B I " M
NaCh E=a— ﬁ und tan(a’ - ﬂ) = —1 : " Er————— %« N S Bewegungslinie
+tanaxtan des Stirmers
. . . b+d d
ergibt sich mit tana =—— und tan g = — fol- APb-23
. ) T | bxx
gende Beziehung: ¢(x) = sin YT

Ansatz 2:
a und B kénnen mit Hilfe der Winkelfunktionen bestimmt werden. Wegen ¢ = a — g gilt:

e(x) =tan™! ? —tan~14

Ansatz 3:

Wendet man den Kosinussatz (=Hauptbedingung) auf das Dreieck ASB an:
b2=a?+c?—2xaxcxcose , so erhdlt man durch &quivalentes Umformen
€ =cos ! a2+cz_b2. Die Strecken a und ¢ (=Nebenbedingungen) lassen sich wie folgt definie-

2xax*c

ren: a = a(x) =+/(b+ d)? + x? bzw. ¢ = ¢(x) = Vd? + x?

Man erhalt schlussendlich folgende Zielfunktion: e(x) = cos™! x> +brdrd?

J(b+d)2+x2x/d2+x2

Ansatz 4:

Neben der Loésungsmethode des systematischen Probierens durch maRstabliches Zeichnen
kann diese Aufgabe auch mit Hilfe geometrischer Kenntnisse und der analytischen Geomet-
rie geldst werden'"®. Auf diese Lésungswege wird aber nicht weiter eingegangen.

Aufgabe 2: Gibt es unter allen Einschusswinkeln einen maximalen? Falls ja, in wel-
cher Entfernung von der Torauslinie hat der/die Spielerin die gunstigste Schussposi-
tion? Sind alle erhaltenen Ldsungen realistisch? Begriinde! (Anleitung: Nimm als
Hauptbedingung Ansatz 3 aus der letzten Aufgabe an. Verwende als Nebenbedingungen
anstelle der Wurzelausdriicke zunachst die Abkurzungen a und c. Differenziere implizit und
vereinfache die Gleichung soweit wie moglich!)

Lésungserwartung:

Diese Extremwertaufgabe kann mit Hilfe der Differentialrechnung gel6st werden.

Der beste Schusswinkel ist gleichzeitig der Maximale: Es ist daher das Maximum der Funkti-
on &(x) gesucht.

Ausgegangen wird, wie bereits erwahnt vom Kosinussatz
b?=a?+c?—2*ax*cxcoSe.
Die erste Ableitung wird durch implizites Differenzieren nach x gebildet:
0=2*axa’"+2+xc*xc'—2x(a"xc*xcose+ax*c'xcose—a*cx*sinex¢")

"3 vgl. Ambrus & Walsch 1996, S. 451ff. und Heinrich & Esper 2002, S. 2
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Mit der fur lokale Maximumstellen notwendigen Bedingung ¢’ = 0 vereinfacht sich der Aus-

druck zu O=ax*xa + cxc'—(a"*c+ axc')*cose.
. . . . ! _ X — f ! — x — f -
Bildet man die Ableitungsfunktionen a’(x) = Toioie a bzw. ¢'(x) N und be

. . 24c2_p2
dient sich cose = =5

oo SO erhalt man nach Vereinfachungen schlielich die Gleichung

= 0=xx(4xa®*c?—(c*+a?) *(a® + c? — b?)).
Der Produkt-Null-Satz liefert die erste Lésung x; = 0. Diese Lésung ist sicherlich nicht unse-
re Gesuchte, da sich der/die Stirmerin in diesem Fall auf der Torlinie befindet und einen
Schusswinkel von 0° hat. Wir werden spater sehen, dass es mit einer speziellen Schuss-
technik trotzdem moglich ist, den Ball aus dieser Position in das Tor zu beférdern.

Vereinfacht man den zweiten Faktor des Produkts weiter zu
0=4xa?*c?—(@®+c)?+ @ +c?)xc? > 0=—(a?+cH)?+ (a? +c?) xc?
und setzt flr die Abkirzungen a und ¢ nun die Wurzelausdriicke ein, so ergibt sich in verein-
fachter Form:
0=—0b?+2xbxd)?+ (2*x24+2xd?>+2+b*d+ b?)b?

Nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen gleichartiger Terme entsteht schliel3lich we-
gen b # 0 eine Gleichung zweiten Grades

0=-b*d—d?+x?
mit den Losungen x;, 3 = +,/d * (d + b).

Die negative Lésung x, lasst sich streichen, da der/die Stirmerln unmdglich aus einer Posi-
tion hinter dem Tor treffen kann. Der/Die Stirmerin hat somit bei einer Entfernung von
x3(d) =+/d * (d + b) die bestmdgliche Schussposition. Es ergibt sich dabei ein maximaler

1 x%+d*(d+b)
Jb+ad)2+x2x/dZ+x2

Einschusswinkel von &(d, x) = cos™

Die rechnerische Uberpriifung der hinreichenden Bedingung €’ < 0 wird aufen vor gelas-
sen. In der nachsten Aufgabe wird graphisch gezeigt, dass es sich hier tatsdchlich um ein
Maximum handelt.

Aufgabe 3: Der/Die zuvor kritisierte Stirmerln soll sich auf einer gedachten Linie im
Abstand von d = 5m in Richtung Tor bewegt haben (vgl. Aufgabe 1). Das Tor ist
entsprechend der FIFA-Statuten 7,32 m breit. Uberpriife rechnerisch, ob die Trainer-
kritik von vorhin gerechtfertigt ist! Stelle mit dem TI-Voyage die Losungsschar
e(d,x) fur verschiedene d = {0, 5, 16,22} graphisch dar! Bestimme graphisch das
Maximum von (5, x)! Dokumentiere deine CAS-Eingabe griindlich!

Lésungserwartung:

Mit den Angaben fir d und b erhadlt man fir x = /5% (5+7,32) = 7,85m und fir ¢ =
-1 2x7,9 ~ °

€05 Tamsrtra '

Mathematisch gesehen, ist Giberraschenderweise der Zorn des/der Trainerin berechtigt, denn
der/die StUrmerln hatte bei seiner Schussabgabe aus 8 m tatsachlich den bestmdglichen
Schusswinkel. Ob der/die Trainerin das gewusst hat? Sicher Nicht!
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Graphische Darstellung der Funktion £(d, x) mit Hilfe des TI-Voyage:'*

Die Eingabe der Funktion e(d, x) erfolgt Uber den
Befehl F4-DEFINIER. Statt f(x) wird jetzt f(d, x) mit
dem Parameter d geschrieben. Bei der Eingabe des
[GRAPH]-Befehls geben wir anstelle des Parameters
eine Liste an, die die Werte enthalt, die der Parame-
ter annehmen soll. Diese Liste wird durch geschweif-

1 Fer T—[n' Fav 75 Fav
hd a AlgebralCalc Rndere]’Pr"gERIL.ésc.h ]

®Definier cl(d, ) =.Jd2 + %<

= Definier acd,x) =|(b+d)* +x2

(atd, )% +(c(d,

2-a(d,x)-c(d
Fertig

Fertig

Fertig

Fertig

" Definier f(d,x) =Cos'1[

" Graph f({0 5 16 223,x)

Graph £<{{0.5,.16,.22> x>

te Klammern begrenzt (vgl. Abb. 24).

Bevor die Funktionsschar allerdings gezeichnet
realistische [WINDOW]-
Einstellungen vorgenommen werden (vgl. Abb. 25):
Die x-Achse reprasentiert die Entfernung [m] des
Spielers zur Torauslinie. Hier sollte das Intervall
[0; 100] genugen. Auf der y-Achse wird die GroRe
des Schusswinkels [°] abgetragen. Der Darstel-

werden kann, mussen

lungsbereich betragt hier [0; 90].

Few | F2 FEw | F&¥ [F7

1 (L] $ii
- a Zoom|Spur [Heulei [Math|Zchn] - f i [« ]

MRIN GRED RFFROX FKT

Abb. 26

1 Fivw F: 4 F&* | FEv
*g Zoom[Spur [Heulei [Math|Zchn|»

Mz i ram

XCi7. 84857 uc:25, 00032
FIRIN GRD AFFROR TET
Abb. 27

Der FuBball im Flug

MAIN GED AFFROK FKT 18753

Abb. 24

e )

MAIN GRD AFFROX FET

Abb. 25

Die Lésungsschar e(d, x) ist in Abb. 26 dargestellt.
Mit steigendem Abstand d wird auch der Maximal-
winkel immer kleiner. Bei groltem seitlichem Abstand
zum Tor ist daher meistens eine Ballabgabe zu ei-
nem/einer besser postierten Mitspielerin sinnvoller,
als von dort selbst einen Torschuss abzugeben.

Abb. 27 zeigt die Funktion £(5,x). Das Maximum
wurde hier unter dem Menupunkt F5-[MATH] mit dem
Befehl Maximum bestimmt. Nach interaktiver Einga-
be der Unter- und Obergrenze erhalten wir dasselbe
Wertepaar wie zuvor bei der Rechnung.

ten eines FuRballs festhalten.

Bei der Berechnung des optimalen Basketballfreiwurfs lieRen wir nur die Gravitation als einzige
Kraft auf den Ball einwirken. Es ergaben sich schéne parabelférmige Flugkurven. Berlicksichtigt
man jetzt den Luftwiderstand, so wird die Flugbahnbestimmung eines FuRballs schon etwas
komplizierter. Bevor wir uns diesem Punkt im Detail zuwenden, wollen wir zunéchst grundle-
gende Aspekte Uber den Luftwiderstand und uber seine Auswirkungen auf die Flugeigenschaf-

Umstrémt die Luft den Ball im Flug, so entsteht hinter ihm eine WirbelstraRe (vgl. Abb. 28), die
hauptverantwortlich fir den Luftwiderstand ist. Diese Wirbel bilden sich durch das ungleichma-
Rige Ablosen der umstromenden Luft in einer dinnen Grenzschicht von der Oberflache des
FuBballs. Der Ball verliert an Bewegungsenergie und wird langsamer. Je héher die Ballge-
schwindigkeit, desto zeitiger erfolgt das Ablosen der Luft von der Oberflache des Balles und
desto mehr Wirbel werden erzeugt. Der Luftwiderstand erhoht sich.'"

" vgl. Heinrich & Esper 2002, S. 3
"5 ygl. Tolan 2010, S. 198ff.
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Aufgabe 4: In Abb. 29 ist die Luftwiderstandskraft in Vielfachen
des Ballgewichts als Funktion der Ballgeschwindigkeit darge-
stellt. Die rechte Achse reprasentiert die Widerstandskraft (in
Vielfachen des Ballgewichts), die der Luftwiderstand fir die
Bremsung des Balles aufbringt. Beschreibe den Kurvenverlauf
einer ideal glatten Kugel der Grolie eines Fullballs (vgl.
Abb. 29: schwarz gestrichelter Graph) und eines realen
FuBballs (vgl. Abb. 29: roter Graph) hinsichtlich der Mono-
tonie und besonderer Punkte!

Lésungserwartung:'"

o
[]

In etwa bis zum Maximum (bei ca. 75 kTm) der ;
schwarz gestrichelten Funktion steigt der "
Luftwiderstand der glatten Kugel mit dem ',/fu,‘ realer Fuball

Quadrat der Geschwindigkeit. Ab diesem
Punkt fallt der Luftwiderstand mit zunehmen-
der Geschwindigkeit stark ab, bevor er bei ca.

o
n
1

Seam

ideal glatte Kugel

o

. . . o 30 6o 9o 120
wieder schwach zunimmt. Der Luftwiderstand app. 29 Geschwindigkeit vdes Balls In km7h
eines realen Fuliballs kann durch eine monoton ansteigende Funktion ohne besondere Auf-

falligkeiten in ihrem Verlauf beschrieben werden. Der Luftwiderstand steigt hier nur fir kleine

Luftwiderstand in Vielfachen des Ballgewichtes
°
1

90 kTm bei weiter steigender Geschwindigkeit

Geschwindigkeiten mit dem Quadrat der Geschwindigkeit an. Bei ca. 100 kmeird der Ful3-

ball vom Luftwiderstand mit einer Kraft gebremst, die fast genau seinem Gewicht entspricht.

Aufgabe 5: Welche Konsequenz hatte der Einsatz einer ideal glatten Kugel aus Abb.
29 als Spielball fur das FuBballspiel? (Hinweis: Was passiert bei niedrigeren/hdheren
Geschwindigkeiten jenseits der kritischen Geschwindigkeit (=Funktionsargument des Maxi-
mum) mit dem Luftwiderstand? Uberlege dir, wie der Ball demnach durch die Luft fliegen
wiirde!) Flr welche Spielposition im FuRball ware diese Anderung bzgl. des Spielge-
rates besonders von Nachteil? Begrinde!

Lésungserwartung:'"’

Im FuBball erreichen Schisse oft Geschwindigkeiten von Uber 90 kTm Bei solchen Ge-

schwindigkeiten oberhalb der kritischen Geschwindigkeit (bei ca. 75 kTm) wirde der Luftwi-

derstand nach Abb. 29 bei fallender Geschwindigkeit zuerst bis zum Maximum zunehmen
und danach wieder abnehmen. Das heil3t der Ball wiirde zuerst langsamer und dann wieder
schneller werden. Torhiterlnnen wirden diese Regelanderung sicher nicht begriRen, denn
dann ware die Flugbahnbestimmung des Balles flir sie noch schwieriger.

Fir eine ideal glatte Kugel wirde der Luftwiderstand bis zur kritischen Geschwindigkeit zu-
nachst ansteigen und dann wieder abfallen. Die Flugkurve wirde merkwirdig aussehen. Man
spricht her von sogenannten ,Flatterballen®.

Der Grund fir den gleichmaRig ansteigenden Kurvenverlauf eines realen FuBballs (vgl. Aufgabe
4) ist, dass ein solcher FuBlball keine glatte, sondern aufgrund seiner Mulden und Nahte eine
raue Oberflache besitzt. Diese Oberflachenrauheit macht den Ball aerodynamisch stabiler und

1% ygl. Wesson 2006, S. 62ff,
17 ygl. Wesson 2006, S. 62ff. und Tolan 2010, S. 202f.
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verhindert das Auftreten einer kritischen Geschwindigkeit und somit auch das ,Flattern“ der Bal-
le bei groRen Geschwindigkeiten.118 Eine weitere Erklarung, warum Fullballstars den Jabulani-
Ball der WM 2010 nicht zum Flattern bringen kénnen, wird zu einem spateren Zeitpunkt abge-
geben. In der Praxis werden diese Luftwiderstandskurven im Windkanal gemessen und vom

Hersteller geheim gehalten.""

Aufgabe 6: Bei einem Torabsto durch den/die Torwartin wird ein FuRball unter ei-
nem Neigungswinkel a, mit einer Geschwindigkeit v, abgeschossen. Neben der
Gravitation F; wird jetzt auch der Luftwiderstand F; (vgl. nachfolgende Erklarung)
berucksichtigt. Der Wind und der Drall des Balles werden hingegen vernachlassigt.
Im Folgenden wird zunachst die Differentialgleichung fur die horizontale Ballge-
schwindigkeit v, hergeleitet! Erklare jeden einzelnen Schritt dieser Herleitung! (Hin-
weis: Uberlege dir anhand der Abb. 30, welche Kréfte bei dieser Bewegung auf den Ball ein-
wirken. In welcher mathematischen Beziehung stehen die auftretenden Krafte?)

Fir die Luftwiderstandskraft (Betrag), die ein bewegter Korper erfahrt, gilt die Beziehung

F, = %* ¢y * p * A = v%. Dabei ist ¢, der sogenannte Luftwiderstandsbeiwert, der die ,Wind-
schlupfrigkeit® eines Korpers angibt und p die Dichte des Stromungsmediums. Fur einen Ful3-
ball verwenden wir den c,-Wert einer Kugel (¢, = 0,4). Zur Vereinfachung wird c,, (geschwin-
digkeitsabhangig) als konstant angenommen. Die Luftdichte betrage p = 1,2 %. Die Quer-
schnittsflache A einer Kugel ist die Flache eines Kreises mit A =  * 2, wobei r den Radius ei-
nes FIFA-FuBlballs (r = 0,11 m, m = 0,43 kg) darstellt. v bezeichnet die Geschwindigkeit des

FuRballs relativ zur Luft. Die Luftwiderstandskraft wirkt der Bewegungsrichtung des FuBballs
immer direkt entgegen. Die Richtung dieser einwirkenden Kraft andert sich daher wahrend der

Flugphase des Balles permanent.'®

Die zugrundeliegenden Bewegungsgleichungen flr v g 5  Flugbahn eines Fubballs mit Luftwiderstand
lassen sich mit Hilfe des 2. Newtonschen Gesetz = Luftreibung .-~
© 5
(F = m * a) wie folgt herleiten:'?’ B F,T A
L @
= Wy
Horizontale Ballgeschwindigkeit v,: g
B Gravitation
(1) cosa = L
-FL \‘lﬁo———go—_ﬂ
20 30 40
(2) m*a, = _FL *cosa Flugweite des Balls inS;eter
d 1
(3)m*%=—5*cw*p*/l*v2*cosa Abb. 30
d
(4) %= —kxv?xcosa
dv
(5) d—t"=—k*vx*v

(6) %= —k x v, * /vxz + v,2

[Lésung: Das Verhéltnis aus (1) ergibt sich aus Abb. 30. F hat ein negatives Vorzeichen, da
die Luftwiderstandskraft dem Ball entgegenwirkt. In (2) wird die Gleichung umgeformt und

E, = m * a, genutzt. In (3) wird die Beschleunigung mit a,, = % und die Luftreibung F; = %*

18 ygl. Wesson 2006, S. 64f., Bray 2006, S. 106 und Tolan 2010, S. 202f.
"% vgl. Tolan 2010, S. 205
20 gl Tolan 2010, S. 200f. und Wesson, 2006, S. 188

21 ygl. Wesson 2006, S. 188f. und Oswald & Schneebeli 2004, S. 1
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cw * p * A x v2 angeschrieben. Nach der Division durch m werden in (4) alle konstanten Aus-
driicke durch die Variable k (= %) ersetzt. Bedient man sich der Beziehung v, = v *

cosa, so fihrt dies zur Gleichung in (5). Nach Einsetzen von v = /vxz + vy % ergibt sich

schlussendlich die Differentialgleichung fiir die horizontale Ballgeschwindigkeit v,.]

Aufgabe 7: Die Differentialgleichung fir die vertikale Ballgeschwindigkeit v, ist in
folgender Form gegeben: m *% = —F, *sina — F;. Leite diese Gleichung wie in

Aufgabe 6 ab! Schreibe das vorliegende Differentialgleichungssystem flur die Ballge-
schwindigkeit (unter Berucksichtigung des Luftwiderstands) an!

Lésungserwartung:'?
Dividiert man beide Gleichungen durch m, so erhalt man nach Einsetzen fur F; auf der rech-
ten Seite den Ausdruck 2224 der folglich mit k abgekurzt wird. Aus Abb. 30 kann man die

2xm
Beziehungen v, = v*cosa, v, = v *sina und v = /vxz + v, 2 entnehmen. Setzt man diese

Ausdriicke ein, so ergibt sich folgendes gekoppeltes Differentialgleichungssystem:

dv
{ d—tx=v’x=—k*vx* fv§+v§

dvy _

2 U’y=—k*vy*/v,§+v§—g

Aufgabe 8: Bestimme das Differentialgleichungssystem fur den zurtickgelegten Weg
(Flugbahn) des Fuliballes!

Lésungserwartung:
Die Ortsfunktion ist die Stammfunktion der Geschwindigkeitsfunktion. Integriert man die bei-
den Geschwindigkeitsfunktionen v, (t) und v, (t) nach der Zeit, so erhalt man die Ortskoordi-
naten s,(t) und s,(t) der Bahn des Balles™. Es kann somit folgendes Differentialglei-
chungssystem angeschrieben werden:

ds, .

% =Sy = Uy

ds, |

dr >y T W

Auch wenn man ¢, als konstant annimmt, kénnen diese gewohnlichen Differentialgleichungen
algebraisch nicht gelést werden. Mit dem Computer oder CAS konnen diese Gleichungen nu-
merisch ausgewertet werden.

22 ygl. Wesson 2006, S. 188f. und Oswald & Schneebeli 2004, S. 1
23 gl Spirig 2005, S. 1
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Aufgabe 9: Wir betrachten nun wieder den Torabstol3 aus Aufgabe 6. Es sind fol-
gende GroRen gegeben: ¢, =04, p = 1,2 "g , A=0,038m?, m=043kg, vy =33.3 T,
ay = 38,5° g =9,81 5_2' Ldse das leferentlalgIelchungssystem aus Aufgabe 7 und 8
numerisch mit dem TI-Voyage! Berlcksichtige folgende Anfangsbedingungen:
{vx(O) = vy * €0S @, 1y (0) = vy * sin
5¢(0) =0,5,(0) =0
und stelle die speziellen Losungskurven in geeigneten Diagrammen graphisch dar!
(Info: Betrachte die Graphen ausschlieRlich im ersten Quadranten!) Beschreibe und inter-
pretiere die Kurvenverlaufe!

. Dokumentiere deine CAS-Eingabe ausfuhrlich

Lésungserwartung:

Eingabe:
Mit dem Befehl [STO>] lassen sich bekannte Werte in Variablen abspeichern. Diese Funktion

nutzen wir und weisen % -k, 981 - g, 385—a, 33,3 > 10 zu (vgl. Abb. 31).

|F|lgebr*a Calc.lﬂ nde reTPrgEHTLosch 1

-412:((11)

T a3 * k 0212167
=9.81%9 2.81
=38.5+a 38.5
®33.333333333 » w0 33.33333

MAlN EDG RFFROX DGL_4/95

Abb. 31

Im [MODE] wird unter GRAPH der Punkt DIFFGLEICHUNG ausgewahlt (vgl. Abb. 32).

In den [Y=]-Editor werden die einzelnen Differentialgleichungen in folgender Form ange-
schrieben: v, - y3, v, - y4, v, - y3'(t), vy, - y4'(t), s, = y1'(t) und s, - y2'(t).
(Hinweis: Der Strich bedeutet die Ableitung nach der Zeit t. Anstelle des gewohnten unab-
hangigen Parameters x wird jetzt der Parameter t verwendet!) Die Funktionswerte der An-
fangsbedingungen werden fir t0 = 0 zu den zugehdrigen Gleichungen unter yil, yi2,yi3
und yi4 eingetragen (vgl. Abb. 33).

P H00US ™ ey e -- 2150 ¢ 1 Fresinn g
- — ﬁ RNia% feomren]
I:Ee-:te- 1T591t,e ZTSelt,e 3 iyl '=y3
PPNy ssunguonguns DIF=GLEICHUNG-> gil=0,
F|kt. Verzeichnis. viy2'=yd
angez, Ziffern. FLIESS [iq iz=0
Emkel'i"if"'"i' EBGENMRSS+ ¥ : 5 %
xponentialforma P .
kKomplexes Format.. REELL= ‘13?3:':‘;{5(3;’.”5 y4<y3
ektorformat ...... KRARTESISCH+ 3 5
~ Math AnzFmt....... ON= Jg4;=5—'k-(g)3 ag4 ‘yd-g
Enter=SICH ESC=HBER gl inig) Vv
ST vvr MWt EcwT o nrewIom 3 (t)=- ](*J(b'3“2"‘94“2)*93
MAIN EDG AFFROY bGL Hmn DG APFROY
Abb. 32 Abb. 33

Fir eine Ubersichtliche Graphik-Darstellung werden folgende [WINDOW]-Einstellungen vor-
genommen. Der Parameter diftol gibt beim Runge-Kutta Verfahren die Schrittlange zur L&-
sung der Differentialgleichung an. Der Parameter tstep kommt nur bei Euler-Verfahren zur
Anwendung. Mit ncurves kann man sich gleichmaRig Uber den y-Bereich verteilte Lésungs-
kurven zeichnen lassen (vgl. Abb. 34).
Befindet sich man im [Y=]-Editor, so kommt man unter F1-Format zu den Graphik-Formaten.
Hier wahlt man unter Lésungsmethode das Runge-Kutta Verfahren (Funktionsweise wird
nicht genauer erlautert) aus. Unter dem Punkt Felder kann das Zeichnen der Richtungsfelder
ein- bzw. ausgeschaltet werden (vgl. Abb. 35).
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Graphische Darstellung:

Im [GRAPH]-Editor werden fur die beiden Geschwindigkeits- und Ortsfunktionen die folgen-
den speziellen Lésungskurven angezeigt (vgl. Abb. 36 und 38). In Abb. 37 werden alle Funk-
tionen gemeinsam in einem Diagramm dargestellit.

|Fimgy Few [ F2 Y FL | Fev [.Fev (17 &1 FB_ || [Fimoy Fev | F2 | FL | Fov [ Fav |F7 ] F8_ | |1 Favr | F2 ™ 5w | Fav [F7 G
e zoan|spurNeuze i [3thlzenl~ & Jante )| [+ fmlzoonspur Neuze i nsthlzennl~ ¢ Jante || [ f|zoonspur NeuzeiMathlzemn]« ¢ Jante |
sx(tL)
wx ()
suct)
yy(t)
) t
MAIN EODG AFFRON DE-L MAIN EODG AFFRODX W.ﬁ.
Abb. 36 Abb. 38

Die Geschwindigkeitsfunktionen nehmen mit zunehmender Zeitdauer ab. v, (t) fallt dabei
rapider ab als v, (t), da bei der vertikalen Bewegung neben der Luftwiderstandskraft noch die
Gewichtskraft auf den Ball einwirkt. Hat der Ball keine vertikale Geschwindigkeit, so erreicht
er seine maximale Flughthe. Der Ball erreicht den Boden, wenn s, (t) Null wird. s, (t) liefert
uns an dieser Stelle die maximale Schussweite.

Aufgabe 10: Bestimme mithilfe der Wertetabellen die ungefahre maximale Flughche
und Schussweite des Balles! Ist diese Weite realistisch? Mit welcher Ballgeschwin-
digkeit muss der/die Sturmerin bei der Ballannahme (mit dem Ful® beim ersten Bo-
denkontakt des Balles) rechnen? Wie grof ist dabei der Aufprallwinkel?

Losungserwartung:

Wird der Ball standesgemal’ von der 5 m-Linie geradlinig abgeschossen, so landet er unge-
fahr auf der Héhe der Mittellinie. Die maximale Flughohe ergibt sich bei einer vertikalen Ge-
schwindigkeit gleich Null (vgl. Abb. 39: y4(1,62)) und betragt ~ 16,22 m.

Im [TABLE]-Editor werden die Wertepaare der ausgewahlten Funktionen in einer Tabelle
aufgelistet. Der Startwert und die Schrittweite lassen sich unter [TBLSET] konfigurieren.

Der schwarz hinterlegte Wert in Abb. 40 gibt die maximale Schussweite des Balles wider.
Nach t = 3,6 s und einer horizontal gemessenen Strecke von = 44,4 m trifft der Ball auf den
Boden auf. Das ist eine durchaus realistische Weite fur einen TorabstoR.

e h (F ] b
S e v =fEinstl e tJobSchel2 ios 218
Y ud 1t [ u2 |43 ud
1.6 [25.68916.219]11.959]. 20634 3,58 [a4.766]. 38129(6.929 |-
1,61 |25.809]16. 221]11.950]. 10793 3.59 (44,335, 255636 5053
[1.62 |25.928 ~5o8]. 00978 3.6 ~ 089496, 081 7] -
[1.65 |26.048]16.222[11.656] -. 0881 3.61 |44.472]-.0571]6.6501]
64|26, 16716, 22 |[11.868] . 1658 3.62 [d4.541] . 20426, B546]-
65 |26.285116. 218[11.638] -, 2852 S.6s [d4.609-. 5186 8111 14,
66 |26.404[16. 215]11.808] -, 3803 S.64 [44.677]-. 49956, rr6 14
.67 _|26.522116.211[11. 779| . 4073 S.65 a4, 75|~ 4836, r6a2]14.
2=16.221862150217 v1=44.40385067353
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Abb. 39 Abb. 40

59



Nach Ablesen der Geschwindigkeitskomponenten (v, — y3, v, — y4) aus Abb. 40 Iasst sich
die Gesamtgeschwindigkeit v und der Aufprallwinkel « leicht errechnen:

v=[n?+n?~ 6882+ (-1468)? ~ 1621 =

—1 7D
Vy =V *COSA & a = COS 1;"%64,9"

Der Ball kommt unter einem Winkel von = 64,9° und mit einer Geschwindigkeit von umge-
rechnet ~ 58,4 kTm bei dem/der Stirmerin an.

Die Annahme dieses Balles ist definitiv keine leichte Aufgabe, doch fiir unseren/unsere Stiirme-
rin mit Weltklasseformat sicherlich machbar.

Aufgabe 11: Wie weit wirde der Ball theoretisch fliegen, wenn er sich im Vakuum
fortbewegen wirde? (Hinweis: Verwende dafiir die bereits bekannte Bahngleichung im

xZ

Ortsraum: y(x) =tana*x—%* wobei y(x) und x in unserer Situation die

vo2x(cosa)? ’
Ortskoordinaten s, und s, sind! Verwende die Werte aus Aufgabe 9!) Stelle die Funktion
sy(t) mit/ohne Berucksichtigung der Luftreibung im Vergleich in einem Diagramm
graphisch dar! Betrachte die Funktionsverlaufe genau! Was fallt dir auf?

Losungserwartung:
Fordert man wie schon in Aufgabe 10 s, = 0 und formt die gegebene Bahngleichung nach s,
um, so erhalt man unter Verwendung von sin(2 *a) = 2 * sina * cos a folgenden verein-

fachten Ausdruck fir die Flugweite des Balles:

v * sin(2 * a)

Sy =~ ~11321m
g

Die Schussweite des Balles bei vernachlassigtem > Y rec
_ o ) 9 © e Zoon Spur Neuze i [Math[zchn| ¢ [ants |
Luftwiderstand ist in unserem Fall ungefahr 2,5-mal

so grof} als jene, bei der der Luftwiderstand entge-
genwirkt.

Stellt man beide Funktionen in einem gemeinsam
Diagramm anschaulich dar (vgl. Abb. 41), so erkennt
man, dass die obige Funktion symmetrisch um ihren ™= ST et i
Scheitelpunkt liegt. Die untere Kurve scheint asym-

metrisch zu sein.

sult)
ohne Luftw

sylt)
mit Luftw

Die Flugbahn, die ein Korper unter Einfluss des Luftwiderstandes und der Gravitation be-
schreibt, nennt man ,ballistische Kurve*“ ®* Der Ball fliegt, nachdem er die maximale Flughéhe
erreicht hat, nicht mehr so weit wie im Steigflug (vgl. Abb. 39 und 40: Wertevergleich der Funk-
tion y1). Wird der Luftwiderstand auRen vor gelassen, so ergibt sich bekanntlich eine parabel-
férmige Flugkurve des Balles.

24 ygl. Kraker & Pail 1990, S. 26
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Welches Geheimnis steckt hinter Eckballen, die direkt verwandelt werden oder Freist63en, die
in einem scharfen Bogen um die gegnerische Mauer ins Tor gezirkelt werden? Bei solchen
Kunstschiissen oder ,Bananenflanken®, wie man sie in Fullballfachsprache nennt, muss der
Ball in eine Rotation versetzt werden, sodass er sich wahrend seines Fluges um seine eigene
Achse dreht. Trifft der Ful® den Ball nicht mittig, sondern seitlich, so wird dieser ,angeschnitte-
ne“ Ball in Rotation versetzt. Die durch den Drall entstehende Kraft wirft ihn aus seiner geradli-

nigen Flugbahn und lenkt ihn in Drehrichtung des Balles ab. Es wird hier vom sogenannten
Magnus-Effekt gesprochen. Die Entstehung des Magnus-Kraft wird in Abb. 42 angedeutet.

125

Aufgabe 12: Beim Tennis spielt der Magnus-
Effekt auch eine grof3e Rolle. Welche Auswirkun-
gen hat er auf das Flugverhalten des Spielballes,
wenn der Ball einmal vorwarts (,Topspin®), ruck-
warts (,Slice®) bzw. gar nicht rotiert (,Drive“)? Be-
schreibe mit Hilfe von Abb. 43 (Links: Flugbahnen
bei gleicher Anfangsgeschwindigkeit und gleichem
Anfangswinkel, Rechts: Flugbahnen bei gleichem Auf-
treffpunkt)!

Abb. 43:

Lésungserwartung: '

: Topspin
./.,

Richtige Erklirung des Magnus-Effekts

A
lnMagr\uermh «

s _::j::::\: 9 verspatete Abldsung

~ . der Grenzschicht
SN

Asymmetrische Ablosung =S ——
der Grenzschicht durch schnellere Ablésung ™
Rotation des Balls der Grenzschicht

Abb. 42

Beim Topspin wird dem Ball ein Vorwartsdrall erteilt, sodass die Magnus-Kraft nach unten
wirkt und den Ball vor allem im zweiten Flugabschnitt stark nach unten druckt. Es ergibt sich
eine verklrzte Flugbahn. Beim ,Slice* dreht sich die Ballunterseite in Flugrichtung des Bal-
les. Durch diesen Rickwartsdrall entsteht eine flachere und langere Flugbahn gegenlber
einem Drive. Bei einem Drive wird die Bewegung lediglich durch die Luft abgebremst. Treffen
die Balle am selben Punkt auf, so fliegen Slices flacher und Topspin-Balle héher. Wahrend
zum Zeitpunkt des Auftreffens des Balls am Boden bei einem Drive der Einfallswinkel etwa
gleich dem Ausfallswinkel ist, so springen Slices steiler und Topspin-Balle flacher ab.

Die Magnus-Kraft (Betrag) lasst sich ausdriicken als: Fj; = %* cy *p*A*x1*w*v. Dabei ist

w die Winkelgeschwindigkeit (w = 2 *  * f) bzw. f die Frequenz, mit der der Ball rotiert. c,, ist
der Magnus-Koeffizient, der experimentell bei Kugeln zwischen 0,25 und 1 liegt. Die Quer-
schnittsflache A = 2 = = mit dem Ballradius r, die Luftdichte p und die Geschwindigkeit des Bal-
les v sind von fruher schon bekannt. Setzt man die Ausdriicke flr w und A ein und ersetzt die
konstanten GroéRen durch den Parameter 9, so ergibt sich: Fj; = 9 = f x v mit9 = ¢, * w2 *
r3 % p. Die Magnus-Kraft wirkt immer senkrecht zur Rotationsachse und zur Bewegungsrich-
tung des Balles (vgl. Abb. 42)."*

25 ygl. Falta 2006, S. 39 und Tolan 2006, S. 214ff.

26 ygl. Thaller & Mathelitsch 2006, S. 123f., Thaller & Mathelitsch 2007, S. 124f. und Apolin & Red! 2006 (Band2), S. 91f.

"2 vgl. Falta 2006, S. 39, Tolan 2006, S. 224f. und Wesson 2006, S. 192f.
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Aufgabe 13: Roberto Carlos'® (ehemaliger brasilianischer Nationalteamspieler) er-
Zielte im Spiel gegen Frankreich im Jahre 1997 ein legendares Freistoftor. Sein mit
voller Wucht geschossener Ball scheint zuerst deutlich rechts an der gegnerischen
Mauer ins Toraus zu gehen, doch im letzten Moment andert der Ball seine Flugrich-
tung und findet per Innenpfosten den Weg ins Tor (vgl. Abb. 44: braune Kurve)'?°.
(Annahme: Der Luftwiderstand wird vernachlassigt und es wird vorausgesetzt, dass die rote
Bahnkurve in Abb. 44 eine konstante Krimmung hat. Der Ball bewegt sich dann auf einer
horizontalen Kreisbahn in Richtung Tor. Die Rotationsachse des Balles soll senkrecht zum

Boden stehen.) Berechne den Kriimmungsradius R dieser Modellflugkurve mithilfe der
nachfolgenden schematischen Darstellung (nicht maRRstabsgetreu!) der FreistoR3situa-
tion!

Die Flugbahn des Balls

ROBERTO CARLOS

Abb. 44

Lésungserwartung:

Mit dem Satz des Pythagoras lassen sich zwei Beziehungen fiir die GroRe R? finden.
Nach Gleichsetzen dieser Ausdriicke ergibt sich die GroRe x, mit welcher man
schlie8lich den Krimmungsradius R ausrechnen kann. Es ergibt sich also folgender
mathematischer Rechenvorgang:

R? = 19% + x?
R? =102 + (x + 1,5)?
R =./19%2 + 86,252 = 88,32 m

}=>192+x2=102+(x+1,5)2=>x=86,25m

"2 ygl. Wikipedia-Artikel: Roberto Carlos

"2 vgl. Bray 2006, S. 95 und Tolan 2010, S. 222

730 ygl. Wesson 2006, S. 193f. und Apolin 2008, S. 22f.
3" ygl. Apolin 2009, S. 22f.
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Aufgabe 14: Mit welcher Rotationsfrequenz bzw. mit wie vielen Umdrehungen pro

Sekunde hat sich Carlos Ball ungefahr gedreht, wenn fur die Berechnung folgende

Werte zugrunde gelegt werden: ¢, = 0,75, p =1,2 = 0,11m, m=043 kg,

m3’
v =108 kTm ~ 30 ? und R = 88,32 m. (Hinweis: Magnus-Kraft Fyy =9 = f * v mit 9 = ¢, *

w2 x1r3 % p.)

Losungserwartung:
Die Magnus-Kraft fungiert als Zentripetalkraft.'** Setzt man daher beide Kraftterme gleich, so
kann man die Gleichung nach f auflésen:

FM=FZ

m * v _MmAY o
(:)f_ﬁ*R~ S

I*fxv=

Der Ball rotierte bei diesem Musterfreistol ungefahr 12-mal pro Sekunde um seine senkrech-
te Achse.

Bei gut geschossenen ,Sidespin“-Freistdf3en rotiert der Ball ungefahr mit 8 — 12 Umdrehungen
pro Sekunde. ,Topspin“-Schiisse sind bei Torhiitern besonders gefiirchtet, da sich hier der Ball
durch die nach unten wirkende Magnus-Kraft schnell senkt. Solche Schiisse kdnnen zudem
noch harter getreten werden als Sidespin-Schisse. Den Torhiterlennen bleibt dadurch noch
weniger Zeit zum Reagieren.133 Im Tennis hingegen sind bei Topspin-Ballen 80 Umdrehungen
pro Sekunde keine Seltenheit!"**

Aufgabe 15: Verwende die Angaben aus Aufgabe 14 und beantworte folgende Fra-
gen: Mit welcher seitlichen Kraft wird der Ball abgelenkt? (Annahme: Die Geschwindig-
keit aus Aufgabe 14 wird als konstant angenommen.) Berechne zum Vergleich auch die
Gravitationskraft (g = 9,81 sﬂz)! Welche seitliche Beschleunigung erfahrt der Ball? Wie
weit weicht der Ball von seiner normalen geradlinigen Flugbahn ab, wenn seine Flug-
zeit mit t =% grob abgeschatzt wird? (Hinweis: Wie lautet das Weg-Zeit Gesetz einer

gleichmafig beschleunigten Bewegung?)

Losungserwartung:

Setzt man die bekannten Werte ein, so ergibt sich eine Magnus-Kraft von = 4,4 N. Befanden
sich auf dem Ball vier Tafeln Schokolade a 100 g, so wirden sie auf ihn ungefahr dieselbe
Kraft auslben. Die Gewichtskraft ist hingegen mit ~ 4,2 N kleiner als die Seitenkraft. Dies
zeigt, dass die Magnus-Kraft wahrend der Flugphase des Balles die dominierende Kraft ist.
Aus dem 2. Newtonschen Gesetz (F = m * a) erhalt man eine Beschleunigung von = 10,2 sﬂz

axt?
2

~
=

Die seitliche Ablenkung des Balles von seiner geraden Flugbahn betragt demnach s =
5,8 m.

Wissenschaftler sind sich einig: Bei diesem Traumtor passte einfach alles. Die Schussharte, die ‘
richtige Rotation des Balles und die gro3e Entfernung zum Tor. Warum machte Carlos Ball aber
plétzlich eine scharfe Linkskurve? Dazu fanden sie heraus, dass der Luftwiderstand die Vor-
wartsbewegung des Balles ab einer bestimmten Entfernung bremst. Durch die Verringerung der ‘

32 ygl. Wesson 2006, S. 193f.
"33 ygl. Bray 2006, S. 108f,
34 vgl. Apolin 2011, S. 24
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Geschwindigkeit wird die Flugrichtung durch die Rotation starker beeinflusst. Deshalb krimmt
sich eine gute Banane gegen Ende ihrer Flugbahn besonders stark. Im Fall Carlos wiirde sich ‘
Ubrigens eine spiralférmige Flugbahn ergeben.135 Doch wo genau muss man den Ball mit dem

Fufd eigentlich treffen, um ihn in eine derart optimale Rotation zu versetzen? ‘

Aufgabe 16: Gibt es uberhaupt einen solchen optimalen Treffpunkt, bei dem die
grolRtmogliche Magnus-Kraft ausgeubt wird? Betrachte die nachfolgenden Abbildun-
gen und diskutiere qualitativ, welche Geschwindigkeit und Rotation dem Ball erteilt
wird und wohin er fliegen wirde, wenn man ihn genau dort (vgl. nachfolgende Abb.:
weilles Kreuz) mit dem Ful} treffen wirde! Welche Magnus-Kraft wurde in beiden
Fallen vorliegen? Beantworte dann die Eingangsfrage!

Treffpunkt in der Ballmitte Treffpunkt am aulersten Rand

\
N 4 N

Abb. 45 Abb. 46

>
-

Lésungserwartung:**®

Der Ball in Abb. 45 wiirde mit maximaler Geschwindigkeit abfliegen, aber keine Rotation er-
halten. Die Magnus-Kraft F), hangt vom Produkt aus der Ballgeschwindigkeit und der Rotati-
onsfrequenz ab. Da sich der Ball in diesem Fall nicht dreht, wirde f = 0 und somit auch
Fy = 0 sein. Das Leder wirde genau geradeaus fliegen.

Touchiert man den Ball hingegen so wie in Abb. 46, so wirde der Ball in eine extreme Rota-
tion versetzt werden. Das wirde im theoretischen Extremfall zu v = 0 und ebenso zu F, = 0
fuhren. Das Leder wirde so gut wie gar nicht nach vorne fliegen.

Es muss also zwischen der Mitte und dem auRersten Rand einen optimalen Treffpunkt geben,
bei dem die Magnus-Kraft maximal wird. In der Mathematik deutet eine solche Fragestellung auf
eine Extremwertaufgabe hin.

Aufgabe 17: Wie weit vom Mittelpunkt des Balles entfernt, muss man den Ball jetzt
treffen, um die groRtmogliche Magnus-Kraft (Fy, = 9 * f * v mit 9 = konst) bei gleich-
bleibender Schusskraft und somit die ,krummste” aller méglichen Bananenflanken zu
erzeugen? In der nachfolgenden Abbildung wird der Sachverhalt dargestellt. Stelle
die Hauptbedingung (HB) auf und subsituiere die Geschwindigkeit und Frequenz?

135

vgl. Internetquellen: Berres und Schéfer 2008, S. 16f.
"3 ygl. Tolan 2010, S. 227f.
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(Hinweis: Bestimme die beiden Kraftkomponenten F;; und F, der Kraft F mit Hilfe der Winkel-
funktionen und setzte sie in Beziehung mit den gegebenen Gleichungen!)

Erklérung™’:

F... Auf den Ful3ball Gbertragene (Schuss-)Kraft

Fy;... Kraft, die dem Ball in der Kontaktzeit t des Fules
mit dem Ball eine Geschwindigkeit v erteilt

Der optimale Treffpunkt fiir eine Bananenflanke

(F;; =m*a=m*%).

F, ... Kraft, die auf den Ball in der Zeit t ein Drehmoment
(M=F xroderM =] *%) auslbt und somit die Rotati-
onsfrequenz f bewirkt. Das Tragheitsmoment J gibt an,

wie schwer sich der Ball in Drehung versetzen lasst und
reprasentiert eine Konstante. r ist der Radius des Balles

Losungserwartung: Abb. 47
HB: Fyy =9 * f x v > maximal

Mit dem Cosinus Iasst sich die Beziehung F;; = F * cos @ und mit dem Sinus F|, = F *sina
aufstellen. Nimmt man jetzt die erste Gleichung her und setzt sie mit dem Ausdruck F;; = m *

%aus der Angabe gleich, so kann man sich problemlos das v ausdriicken. Es ergibt sich

Fxcos axt

m
Setzt man die beiden Gleichungen fir das Drehmoment M gleich und bedenkt, dass
Fx*sin ax*rxt
J*2*TT
ermitteln. Ersetzt man nun die Geschwindigkeit und die Frequenz in der HB durch diese er-

haltenen Ausdriicke, so erhalt man

F,=F=xsinaund w=2*m*f, so lasst sich mit Aquivalenzumformungen f =

Frsinasrst Frcosaxt _ OxF2xt2xrxsin axcos a

HB: Fy=9*fxv=79=* - maximal.

J*2%1T m 2*TTx J*m

Aufgabe 18: Stelle nun Nebenbedingungen (NB) auf, in denen die gesuchte Variable
x enthalten ist und I6se die Extremwertaufgabe mit CAS! Gib die optimale Entfernung
x im Bezug zum Ballradius r an!

Losungserwartung:
Fir die Nebenbedingungen lassen sich nach Anwendung der Winkelfunktionen folgende
Beziehungen anschreiben:

. x Vr2—x2 x2
NB:Sma=;undcosa= - =/1—ﬁ

Setzt man diese NB in die HB ein und eliminiert konstante Grof3en,

*F2xt2srssin axcosa  9xF2xt? x2 x2
HB: Fy = = xx*x [1-—==konstxx* |[1—=
2%T0x ¥ M 2%TTx ¥ M r2 r2

37 vgl. Tolan 2010, S. 228
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so erhalt man folgende vereinfachte Funktion:

x2
Fy(x) = x * 1_r_2

Als einzige sinnvolle Nullstelle der Ableitungsfunktion ergibt sich im Definitionsintervall [0; 7]
1
X —\/—E*r =~ 0,707 xr.

Die Schusskraftrichtung muss vom Ballmittelpunkt ca. 0,7 * r entfernt sein (vgl. Abb. 47), um
die groRtmdgliche seitliche Ablenkung bei konstanter Schusskraft zu bewirken.

Aufgabe 19: Zeige, dass die Stelle xz%*r eine Maximumstelle der Funktion

Fy:x — x * /1 - ’:—z im Intervall [0; ] ist! Wie groR ist die maximale Magnus-Kraft?

Lésungserwartung:
1

Aus Fy (0) = 0, Fy (Ti +7)

Die Funktion Fy;(x) ist in [0;

=1
T2
L
V2
fallend. Fy (x) besitzt in [0; r] an der Stelle x =

*r und Fy(r) = 0 ergibt sich:

* r] streng monoton steigend und in [\/ii* r;r] streng monoton

L. r ein Maximum
5 .

Die maximale Magnus-Kraft betragt demnach F,, = % xT.

Erstaunlich ist, dass Roberto Carlos bei seinem Freisto3 den Ball wirklich etwa 70 % vom Mit-
telpunkt entfernt getroffen hat. Das Tor gilt bis heute noch als eines der schénsten Freistof3tore
in der FuRballgeschichte.'®

38 ygl. Tolan 2010, S. 230
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4.4 LEICHTATHLETIK: Mathematik des KugelstoRens

KugelstofRen zahlt neben dem Speerwurf, Diskuswurf und Hammerwurf zu den technischen
leichtathletischen Disziplinen. Das sportmotorische Ziel beim KugelstoRen ist eine maximale
StoRweite.”® Um diese Weite zu erreichen, muss die Kugel mit der groBtmoglichen Geschwin-
digkeit abgeworfen werden. Nimmt man an, dass der/die Athletin die Kugel mit einer Anfangs-
geschwindigkeit v, in der Hohe h Gber dem Boden wegstoft, so lasst sich mit Hilfe des Abwurf-
winkels a, den der Geschwindigkeitsvektor mit der Horizontalen einschlieRt, leicht die Flugbahn
der Kugel bestimmen (vgl. Abb. 48). Aufgrund der hohen Masse und des relativ geringen Quer-
schnitts der Kugel (bei den Mannern: m = 7,26 kg und d = 13 cm) kann die Luftreibung ver-
nachlassigt werden. Es wirkt daher praktisch nur die Sto3kraft und die Schwerkraft mit der Erd-
beschleunigung g auf die Kugel."

Aufgabe 1: Zerlege die Geschwindigkeit
(Betrag) in ihre horizontale und vertikale
Komponente! Nutze dafur Abb. 48! Bestim-
me den Weg, den die Kugel in x bzw. y-
Richtung zurtcklegt! (Hinweis: Welche Bewe-
gung fihrt die Kugel in die jeweilige Richtung
aus?)

Losungserwartung:

Die Horizontalgeschwindigkeit betragt
v, = v * cos a und die Vertikalgeschwindigkeit v, = v x sina. In der Zeit t legt die Kugel den
Weg x(t) = v,  t. Der vertikale Weg setzt sich aus einer gleichmaRig linearen Bewegung
und einer durch die Schwerkraft verursachten beschleunigten Bewegung zusammen. Be-
rucksichtigt man die Abwurfhdhe h, so kann die vertikale Position der Kugel wie folgt ange-

Abb. 48

schrieben werden: y(t) = v, *t — % * g *t?+h.

Aufgabe 2: Diese beiden Parametergleichungen fur den zuruckgelegten Weg be-
schreiben die Bahnkurve des schiefen Wurfs. Drucke dir aus x(t) den Parameter t
aus und setze sie in y(t) ein! Ersetze die beiden Geschwindigkeitskomponenten
durch die zuvor bestimmten Ausdrucke und vereinfache!

Losungserwartung:
Die Bahnkurve der Kugel kann schlussendlich mit folgender Beziehung beschrieben werden:

g
=x*xtana —=*
y 2 vZxcosla

In der Literatur wird folgende Faustregel zur Maximierung der StoRweite angegeben:

Variiert man den Abwurfpunkt um 5 ¢cm nach oben, dann verlangert man die StoRweite um
5 cm. Bei einer Abwurfhdhe von Null ergibt sich der bekannte optimale Abwurfwinkel von 45°. 141
Da jeder/jede Athletln aus einer anderen Position abwirft, existieren verschiedene optimale Ab-
wurfwinkel. Diese Abwurfwinkel lassen sich mit Hilfe der Differentialrechnung und dem CAS
problemlos bestimmen. Entscheidend fiir groRe StoRweiten im Leistungssport ist aber eine ho-
he Abwurfgeschwindigkeit. Diese gilt es durch gezieltes (Schnellkraft-)Training zu entwickeln
und zu maximieren.'*?

"3 ygl. Ballreich & Kuhlow 1986, S. 89

™0 vgl. Ludwig 2008, S. 47f., Schrefl 2011, S. 25 und Willimczik 1989, S. 208
™" vgl. Schrefl 2011, S. 25

2 vgl. Ludwig 2008, S. 47
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4.5 BODENTURNEN: Mathematik des Flick-Flack

Das Thema Mathematik des Flick-Flack soll den Schilerlnnen in der Form von Arbeitsauf-
tragen naher gebracht werden. In den ersten drei Arbeitsauftragen werden von den Schle-
rinnen Informationen Uber die Flick-Flack-Bewegung gesammelt. Es wird auch Uber die Not-
wendigkeit der Kenntnis des Kérperschwerpunktes bei sportlichen Bewegungen gesprochen.
Im vierten Arbeitsauftrag wird ein Flick-Flack Sprung modelliert. Mehrere, stoffinhaltlich un-
terschiedliche Aufgaben werden hier von den Schilerlnnen selbststandig bearbeitet und ge-
I6st. Als lernunterstlitzende Technologie wird neben dem Taschenrechner die Mathematik-
software Mathcad 2001 Professional verwendet. Grundkenntnisse im Umgang mit diesem
Programm werden vorausgesetzt. Es werden in diesem Kapitel mathematische Stoffinhalte
wie Parabelgleichungen, Differential- und Integralrechnung und Fourier-Reihen behandelt.
Dieser Unterrichtsvorschlag eignet sich auch bestens flir eine facherlbergreifende Vernet-
zung mit Bewegung und Sport und/ oder Physik.

Arbeitsauftrag 1: Bildet Paare und informiert euch im Internet Uber den Bewe-
gungsablauf beim Flick-Flack (Handstutziberschlag rickwarts)!
Versucht dann folgende Fragen zu beantworten:

1) Was sind die Knotenpunkte der Bewegung?

2) Welche vorbereitenden Ubungen gibt es fiir Lernanfanger?

Lésungserwartung:'*

ad 1): Aus gebeugter Kniestellung wird mit den Armen Schwung geholt und riickwarts abge-
sprungen. In der ersten Flugphase sollte der Korper Uberstreckt werden. Das folgende Stut-
zen erfolgt mit einwarts gedrehten Handen. Der Abdruck vom Boden erfolgt durch Abbrem-
sen der Beugebewegung der Huftgelenke. In der zweiten Flugphase wird der Kérper dann
wieder langsam in Ausgangsposition gebracht.

ad 2): Die ,Brlcke" ist ein erster Schritt zum Flick-Flack. Man versucht dann, ausgehend von
der Bricke rickwarts in den Handstand zu gehen. Danach kann schon dynamischer bzw.
von einer erhdhten Plattform (z.B.: schraggestellter Kastendeckel) abgesprungen werden.
Der Handabdruck und Beinschlag kénnen noch in weiteren speziellen Ubungen geschult
werden.

Arbeitsauftrag 2: Wofur ist die Kenntnis des Korperschwerpunkt (KSP) innerhalb
der Biomechanik notwendig? Uberlegt gemeinsam!

Lésungserwartung:

Fir bestimmte Uberlegungen kann man sich vorstellen, dass alle duReren Krafte (z.B.:
Schwerkraft), die auf den Koérper einwirken, am theoretischen Massenzentrum, am KSP, an-
greifen. Drehungen wahrend Flugphasen erfolgen nur um Achsen, die durch den KSP ge-
hen.'

™3 vgl. Internetquellen: Nolden

" ygl. Baca 2010, S. 68 und Apolin & Redl 2006 (Band 1), S. 65
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Das Modell von Hanavan (1964) (vgl. Abb. 49) ist eines der bekanntesten mathematischen Mo-
delle zur individuellen Kérperschwerpunkt-Bestimmung. Dabei wird der Gesamt-KSP aus den
relativen Teilmassen und Teilschwerpunktlagen, der als starr angenommenen einzelnen Kor-
persegmente (15 Segmente) mit homogener Dichte bei definierter geometrischen Form nahe-
rungsweise berechnet. Auf die explizite Berechnung wird hier nicht naher eingegangen. In der
heutigen Forschung Ubernehmen komplexe Computerprogramme die Bestimmung des KSP.
Abb. 50 zeigt aus Griinden der Anschaulichkeit eine mogliche graphische KSP-Bestimmung
(Rot: Gelenkspunkte, Grin: Teilkdrperschwerpunkte, Blau: Teilschwerpunkte fir jeweils zwei
benachbarte Korperteile, Gelb: Gesamtkérperschwerpunkt).™®

9
H%
Jent
i
W

Abb. 49

Arbeitsauftrag 3: Versuche in der nachfolgenden
Bildreihe (vgl. Abb. 51) fur jede einzelne Korperstel-
lung den ungefahren KSP des/der Athletln zu bestimmen!
Zeichne ihn mit Farbe ein!

VAL AN

|
dr

Abb. 51

Lésungserwartung:

Al F A YA

Abb. 52

5 vgl. Willimezik 1989, S. 35ff.
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Arbeitsauftraq 4: Der Videoaufnahme eines Flick-Flack Sprungs wurden in gleichen

Wegstrecken folgende KSP-H6hen enthommen:

x: Sprungweite [m] 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 24 2,8
y: KSP-Hoéhe [m] 0,75 1,1 1,2 1,1 0,75 1,1 1,2 1,1
Tab. 8
a) Stelle die Datenpunkte mit Mathcad graphisch dar!
b) Fuhre in Mathcad aus: Nahere die erste Teilbewegung [0; 1,6] durch eine Pa-
rabel mit drei Stutzpunkten an und stelle sie graphisch dar!
c) Unter Voraussetzung, dass der Flick-Flack andauernd wiederholt wird, erhalt

man eine stuckweise stetige Funktion mit der Periodendauer T = 1,6. Definie-
re diese Funktion unter Verwendung der Modulo-Funktion in Mathcad und
zeichne sie im Intervall [0; 4 * T]!

Ermittle rechnerisch die Fourier-Reihe, der in Aufgabe b) aufgestellten Poly-
nomfunktion mit der Periode T = 1,6 und gib sie in der Sinus-Kosinusform an!
Berechne explizit die ersten drei Naherungsfunktionen!

Entwickle die Fourier-Reihe auch mit Mathcad! Zeige zudem, dass die zu un-
tersuchende Funktion eine gerade Funktion ist! Stelle die periodisch fortge-
setzte Funktion aus Aufgabe c) und die ersten drei Naherungsfunktionen im
Intervall [0; 2 * T] gemeinsam graphisch dar!

Berechne die Lange [m] der KSP-Bahn (beschrieben durch Parabelfunktion)
fur einen vollstandigen Flick-Flack Sprung [0;2 = T]! (Hinweis: Verwende die
SIMPSON’sche Formel fir n = 5 als Verfahren der numerischen Integration!)

Kontrolliere mit Mathcad das Ergebnis der handischen Rechnung aus f) und
bestimme zum Vergleich die Bahnlange des KSP bei Verwendung der dritten
Naherungsfunktion!

Berechne die durchschnittliche Geschwindigkeit des KSP, wenn angenommen
der Sprung 1,5 s dauert und eine gleichformige Bewegung (v = konst) vor-
liegt!
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Lésungserwartung:

a) Grafische Darstellung der Datenpunkte

Xy = (0 0.4 08 12 1.6 2.0 24 28 320

ypo= (075 1.1 1.2 1.1 075 1.1 1.2 1.1 0.75)T

1.5
@] (o]
o] (o] (o] o]
Yh 1~ 1
000
D (o] o]
0.5 | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
XW
Abb. 53

b) Anndherung durch Parabel

Der Funktionsansatz lautet dann:
2
yNaherung(x) — bo + blx + bz‘X

Die drei Stutzstellen sind: B0(0/0,75) B1(0,8/1,2) B2(1,6/0,75)

b0+bl-0+b2-0=0.75 b{J

2
bg+b1:0.8+b3:08 =12 |s0lve,| by | — (.75000000000000000000 1.1250000000000000000 —.70312500000000000000 )

2 b
by +by-1.6 + by 1.6 = 0.75 2
Somit lautet die Funktionsgleichung unser f(x) := 0.75+ 1.125-x — 0.703125-x°
Naherungsparabel:
x:=0,0.01..1.6
Abb. 54
fi(x
o ]
f i f {
0 0.3 1 1.5 2
X
Abb. 55
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¢) Im nachfolgenden Schaubild wurde die Polynomfunktion f(x) mit Hilfe der Modulo - Funktion periodisch
fortgesetzt -> f(z):

T:=16 Periode f(x) = 075+ 1.125-x - 0.703125-x

= Intervall fiir f{x
x:=0,001.T i £(z) = ~0.703125-(Jmod(z, T)|)? + 1.125-|mod(z, T)| + 0.75

z:= 0,i..4T Intervall fiir f(z)

100

15T :

....... 2T
f(x) .
.;,‘ 2
f(9) :
....... o5+
0 1 2 3 4 5 6 7
i,z
Abb. 56

d) Fourieranalyse — Rechnerische Losung:

Die Polynomfunktion f(x) = —0,703125* x? + 1,125*x + 0,75, 0 <x < T ist eine gerade
Funktion (spiegelsymmetrisch zur y-Achse< f(—x) = f(x)). Die Fourier-Reihe enthalt daher
keine Sinusgliede..

Somitist b,, = 0 firn = 1,2,3, ... und es qilt:
ao -
f(x) =7+Zan*cos(n*wo * X)
n=1

. . 2
mit der Kreisfrequenz w, = =

Berechnung des Fourier-Koeffizienten a,:

2 T 2
ao=7*ff(x)dx=16
() )

[—0,234375 * x3 + 0,5625 * x% + 0,75 * x]3° = 2,1

Berechnung der Fourier-Koeffizienten a,, (n = 1,2,3 ...):

2 T
a, =?*f f(x) *cos(n xwq * x) dx =
0
2 T
=7 * J (—0,703125 * x2 + 1,125 * x + 0,75) * cos(n * wy * x) dx =
0

T T

2
=7 * [—0,703125 * f x% x cos(n * wg * x) dx + 1,125 * f x * cos(n * wg * x) dx + 0,75
0 0
|_ 11 IZ

T
2
*f cos(n* wy * x) dx| = ?*(—0,703125*11+1,125*12+0,75*13)
0

I3
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Berechnung der Teilintegrale 1,, I, und I5:

T u=x%2 v =cos(n*wy*x)
I; =f Eﬂ*cos(n*wo*x) dx = , sin(n * wgy * x)
N w=2xx =T nrw,

Fir man eine partielle Integration durch, so ergibt sich

u=x v =sin(n*wy*x)
cos(n * wy * x)
n* W,

sin(n * wq * x) 2

2 .

=Xx“* — * | x*sin(n*wy*x)dx =
n* wq n* wq \-I«; = u'=1 v=-

Nach nochmaliger Integration erhalt man

,  sin(nxwg * x) 2 cos(n * wq * x) 1
=X°* - *{x *|— + *Jcos(n*wo*x) =

n* W n* w, n* w, n* w,
,  Sin(nxwg *x) 2 cos(n * wq * x) 1 sin(n * wq * x)
= X% % — x<{x *x|— + * =
n* wq n* w, n* w, n* w, n* w,

|, sin(nx wg *x) 2+ cos(n* wy *x) 2*sm(n*w0*x)]
= |x° = + x *

2

n* wg n2 * w n3 * wy3

Berucksichtigt man die Integrationsgrenzen und bedient sich w, = Z*T“ so lasst sich der Aus-
druck wie folgt vereinfachen:

0 1 0
——
77 sin(2 *mw*n) T 2+cos(2xm*n) 2*sin(2*m*n) T3
= _— * — =
2% 2% 2% 2 x % x n2
neT S N G
0 0

Das zweite Teilintegral kann wie folgt berechnet werden:

u=x v =cos(n*wy*x)

T
12=f eg*cos(n*wo*x)dx= _sin(n * wg * x)

0 u v’ w=1 n* wg
sin(n * wq * x) 1 ]
= X * — * | sin(n* wy *x)dx =
n* Wy n* wq
sin(n * wq * x) 1 cos(n * wq * x)
= X * —_ * | — =
n* Wy n* wo n*wo
1 1
[ sin(n*wo*x)+cos(n*w0*x)] sm(Z*n*n) cos(2 *m*n) cos(0)
= |x * —
2 2*71 2xT 2T
n*w n*w
0 0 - nz*(T)z nz*(T)z

Fir das dritte Teilintegral ergibt sich:
0

sin(n * wg * x)] sm(n * wo *T) sin(n *wo*0)

T
I3=f cos(n*a)o*x)dx=[
0

n* wg n*wg n* wg

Die Teilintegrale werden nun in a, = % * (—0,703125 « I; + 1,125 * I, + 0,75 * I3) eingesetzt.

Mit T = 1,6 lasst sich a,, weiter vereinfachen:
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—-0,703125%T?> —0,18

2 T°
= (0703 g T L2 0 0T O =~ e

2

Die Sinus-Kosinusform der Fourier-Reihe lautet also:
[ee]
Ao

f(x)=7+zan*cos(n*wo*x)z

n=1

2,1+Z—O,18 2% ) 05+i—o,w 3 03

~ — * ES * =~ * * *

> 2 cos(n 16 X) , 1 2 cos(3, n*Xx)
n=

Es ergeben sich folgende Naherungsfunktionen fur fortlaufende Werte von n:
n=1: fi(x) =1,05—-0,18 % cos(3,93 * x)
n=2: f,(x) =1,05—-0,18 * cos(3,93 * x) — 0,04 * cos(7,85 * x)

n=3: f3(x) = 1,05—-0,18 * cos(3,93 * x) — 0,04 * cos(7,85 * x) — 0,02 * cos(11,78 * x)

e) Fourieranalyse:

2
— fpep(2) = —0.703125-(|mod(z, T)| )* + 1.125: |mod(z, T)| + 0.75
o 2m Kreisfrequenz fper(z) ist eine gerade Funktion:  fper(z) = fper(-z)
T +

fper(0.4) = LOST  fp,(~0.4) = 1.087
z:=-T,-T+001..T

Da die Funktion fper(z) eine gerade Funktion ist, ergibt sich folgende Vereinfachung: b(n)=0

Berechnung der Fourier-Koeffizienten ag und an: n=0.4 fparabel (X} = 0.75 + 1.125-x — 0.703125-x"
T 2 2 T .
= ;J fparabel(¥) 4% a(n) = ;'j fparabel(x)-cos(n-e x) dx b(n) = ;'J Fparabel ()-sin{ ) dx
0 0 0
a{n) = b{n) =
2= 21 a0 [ 21 | o
a(l)  |-0.182 | 0]
-0.046 | 0]
-0.02 | 0]
-0.011 | 0]
Abb. 57
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k
. . o . ay
Entwickelte Fourier-Reihe in Sinus-Cosinusform: " . oy
fFour(X,k) = + Z (a(n) cos(n ® X))
n=1

fpe l2) = —0.703125-(|m0d(z,T)|)2 + 1.125-|mod(z. T)| + 0.75

T:=32
X= 0,L T zZ:= 0,l T Definitionsintervalle
100 100
Abb. 58

Graphische Darstellung der Funktion fper(z) und der ersten drei bzw. der 10. Naherungsfunktion:

1371

0.7 i } } 1 1 1

Abb. 59

f) Lange der KSP-Bahn — Rechnerische Lésung:

Es wird von der bekannten Parabelgleichung f(x) = —0,703125 * x% + 1,125 * x + 0,75 aus-
gegangen. Die Lange der KSP-Bahn kann mit der Integralformel flr die Bogenlange einer
Kurve in einem festgelegten Intervall berechnet werden.

Fir die Bogenlange s eines Funktionsgraphen y = f(x) im Intervall [a; b] gilt:
o= [ VITGP x
Differenziert man f(x) nach x, so ergibt s?ch:
y' =—-1,40625* x + 1,125
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Die Intervallgrenzen werden mit a = 0 und b = 1,6 festgelegt. Da sich f(x) nicht periodisch
fortsetzt, kann die Bogenlange nicht direkt flir den gesamten Sprungvorgang [0; 3,2] be-
stimmt werden. Es erscheint schlissig, die Bogenlange im Intervall [0; 1,6] zu berechnen und
das Ergebnis dann zu verdoppeln.

Es ergibt sich folgende Berechnung:

b 1,6
s= f J1+ @)% dx = V14 (—1,40625 * x + 1,125)2 dx
a 0

1,6
~ | 1,977 xx? — 3,164 * x + 2,265 dx
0

Das vorliegende Integral kann nur naherungsweise berechnet werden. Eine der effizientes-
ten Methoden zur Lésung solcher komplizierten Integrale ist die SIMPSON‘sche Regel.

Die SIMPSON-Formel wird in folgender Form angegeben:
be(X) dx ~ _b —a. [F(@) + f(B) + 4 (fxy) + fxz) + -+ + f(xpun—1)) +
a 6*n 25 (fx) + f(x)+... +f (x20n-2))]

Es wird von n =5 gleich breiten Doppelstreifen ausgegangen, wobei jeder die Breite

Ax = b_Ta = % = 0,32 hat. Der Abstand zweier aufeinander folgender Stltzpunkte ist jeweils

b—a
2%n’

Die Bogenlange betragt demnach:
1,6
s~ | 1,977 *x2 — 3,164 % x + 2,265 dx ~
0
032 [f(0) + f(1,6) + 4+ (f(0,16) + f(0,48) + f(0,8) + f(1,12) + f(1,44)) + _
T 6 2+ (£(0,32) + £(0,64) + £(0,96) + £(1,28))] -
0,32

*3547~1,89m

~
=~

Die Gesamtbogenlange bzw. die Lange der KSP-Bahn flir einen vollstandigen Flick-Flack
Sprung [0; 2 = T] ist dann:

Sges. =2*5~3,78m
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g) Berechnung der Linge der KSP-Bahn fiir einen vollstiandigen Flick-Flack Sprung:

Anndherung durch Fourier: Anndherung durch Parabel (T=1.6!):
ap k 1 {x) =075+ 1.125- —0703125-2
frour(%.K) = ) + Z a(n)-cos(n-o-x) Parabel\®) = % erE s %
n=1

_d
d fparabelabl (%) = fparabel (%)
trourabl(X) = d_XfFour(X,B)

T
. _ 2

T:=32 bogenlange - -—J J 1+ (fparabelabl(x)) " dx

T 0
bogenlanges. = J1 + (5 () dx

8 S¢four = FourAbl bogenlangegeqam = 2-bogenlange, .

0

bogenlanger, . = 3.687 bogenléingegesamt =3.784

Abb. 60

h) Geschwindigkeit des KSP — Rechnerische Losung:

Nach dem Weg-Zeit-Gesetz v = % der gleichférmigen Bewegung lasst sich nach Einsetzen

der Lange der KSP-Bahn und der Zeitdauer des Sprungs problemlos die durchschnittliche
Geschwindigkeit des KSP berechnen:
s 3,78m m km

~ ~ [ U2 © J—
o4 =~ o4

t 15s s h

7



5. Schlusswort

Es war mir in dieser Arbeit zunachst ein Anliegen darauf hinzuweisen, dass ein fa-
cherubergreifender und projektorientierter Unterricht das Interesse und die Motivation
der Schulerlnnen fordern kann. Dies wird vor allem durch die unterschiedlichen Auf-
gabenstellungen, die viele sportwissenschaftliche Aspekte naher beleuchten, hoffent-
lich erreicht.

Die Arbeit mit diesem Thema war fur mich sehr interessant, aber auch eine Heraus-
forderung, da sich in der Literatur bisher nur wenige Werke ausgiebig der Mathematik
im Sport bzw. der Mathematik hinter den Sportarten widmeten. Den Grol3teil meiner
Erkenntnisse bezog ich aus wissenschaftlichen Arbeiten zu diesem Thema, Verof-
fentlichungen in padagogischen Fachzeitschriften und aus sportwissenschaftlichen
Fachbuchern.

Besonders wichtig war mir die Entwicklung eines Beispiels zum Thema Ful3ball. Ich
wurde im Laufe meiner Tatigkeit als Nachwuchstrainer von meinen Torhutern oftmals
mit Aussagen Uber die ,bdsartigen Flatterballe® Uberschittet. Durch die intensive
Auseinandersetzung mit dieser Thematik weil} ich jetzt uber dieses Phanomen Be-
scheid und kann meinen Torhltern wohlwissend Auskunft geben.

Wahrend des Schreibprozesses sind auch viele neue ldeen fur weitere interessante
Unterrichtsstunden entstanden. Durch die tiefere Beschaftigung mit verschiedenen
Themen aus dem Bereich des Sports habe ich bereits eine umfangreiche Sammlung
von sportwissenschaftlichen Materialen fur den Mathematikunterricht erhalten, die ich
auch in meinen Unterricht einsetzen werde.

Als engagierter und wissbegieriger Sportler habe ich auch in Zukunft vor, standig ,am
Ball* zu bleiben und neueste sportwissenschaftliche Erkenntnisse, sowohl in meine
aulderschulische Arbeit als Trainer und Betreuer, als auch in den Unterrichtsalltag
einflieRen zu lassen.
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6. Anhang: Arbeitsblatter aus Kapitel 4.2 im Kopierformat

Arbeitsblatt 1-1: Muskelkraft und Geschwindigkeit

Die Sportbiomechanik versucht Erscheinungen und Ursachen, sowie Wirkungen von Bewegun-
gen im Sport innerhalb einer biologischen Struktur (=menschlicher Organismus) mechanisch zu
beschreiben und zu erklaren. Um spater Sportbewegungen verstehen und analysieren zu kén-
nen, werden wir kurz zentrale Begriffe aus der Mechanik wie die Kraft (F = m x a), Arbeit

(W = F * s) oder Leistung (P = %) im biomechanischen Kontext diskutieren.

Aufgabe 1: Lost in Partnerarbeit: Leistet Matthias Stei-
ner (Olympiasieger 2008 in Peking) in dieser Halteposi-
tion Arbeit? Bevor ihr eure Antwort abgebt und begrin-
det, denkt daran, dass sein Korper irgendwann mude
wird und die 258 kg nicht mehr halten kann!

Antwort:

Wir wollen nun die Krafte naher betrachten, die von einem Muskel hervorgerufen werden. Man
unterscheidet die grundsatzlich mdgliche Kraft eines Muskels Fy (Index H: Hil’'sche Muskelkraft
— mehr dazu spater!) und die gerade gewollte bzw. tatsachlich auftretende Kraft F,, (Index M:
Momentan auftretende Muskelkraft — mehr dazu spater!). F; hédngt nun von der Kontraktions-
geschwindigkeit v ab: Je gréRer die erforderliche Muskelkraft ist, desto geringer wird die Bewe-
gungsgeschwindigkeit.

Aufgabe 2: Uberlege dir, durch welche Funktion (Annahme:F, und v > 0) der Kraft-
Geschwindigkeitszusammenhang eines Muskels dargestellt werden kann. Sind Ein-
schrankungen bei der Definition notwendig? Wenn ja, wie ist demnach die Funktion
zu verandern? (Hinweis: Es existiert eine realistische maximale Muskelkraft bzw. Kontrak-
tionsgeschwindigkeit.) Fuhre deine Veranderungsschritte an und begrinde! Skizziere
deine Uberlegung!

Uberlegungen:

Skizze (grob):

Fy(w) =
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Arbeitsblatt 1-2: Hill’sche Gleichung (Teil 1)

Diese Kraft-Geschwindigkeitsbeziehung aus Aufgabe 2 wird in der Literatur als Hil’'sche Glei-
chung bezeichnet. Sie gilt flir konzentrische Bewegungen (v > 0, siehe spater!) und Iasst sich

folgendermalfien anschreiben:
c

v+b

Fy(v) = a.

Fy(v) die Muskelkraft und v die Kontraktionsgeschwindigkeit kennen wir bereits. Die Konstan-
ten a,b,c € R* sind Muskeleigenschaften, die von Mensch zu Mensch verschieden sind.

Aufgabe 3: Welche Dimensionen haben die einzelnen Muskelkonstanten a, b und
¢, wenn Fy die Dimension einer Kraft [N] und v die Dimension einer Geschwindig-

keit [?] hat? (Hinweis: Die Einheit der Leistung ist das Watt [W = N ?].) Trage deine
Vermutungen in die nachstehende Tabelle ein! Versuche des Weiteren den Kon-

stanten die jeweils richtige Aussage uUber deren spezielle Muskeleigenschaft zuzu-
ordnen!

Konstante Dimension/ Beschreibung
Einheit
Zusammenhang mit der Reaktionskonstanten der flihrenden chemi-
schen Reaktion (=Ursache fiir eine Muskelkontraktion)
MaR fiir den Verbrauch an chem. Energie pro Zeitintervall (=chem.
Leistung) wéhrend der chemischen Reaktion

Zusammenfassung aller auftretenden ,Reibungskréfte“ wéhrend der
chemischen Reaktion

Uberlegungen:

Aufgabe 4: In der Trainingslehre wird grundsatzlich zwischen drei Muskelarbeitswei-
sen unterschieden. Recherchiere im Sportkundebuch, welche das sind und wie sie
dort definiert sind? Uberlege dir zu jeder Arbeitsweise zwei Beispiele aus dem Sport!

Sportbeispiel: 1) , 2)
Sportbeispiel:.1) , 2)
Sportbeispiel:. 1) , 2)
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Arbeitsblatt 1-2: Hill’sche Gleichung (Teil 2)

Aufgabe 5: Bei welcher Geschwindigkeit kann laut ,r Muskelkraft
Graph von Fy(v) =ﬁ—a der Muskel die soge- emt\\ 9 O

nannte isometrische Kraft F,,, , aufbringen?
Bestimme auch die maximale Kontraktionsge-
schwindigkeit v,,,,,? (Hinweis: Betrachte die Erklarun-
gen in der nebenstehenden Abb.!)

konzentrisch

] VDehnung VVerkUrzung —

Fmax

vmax -

Bei der konzentrischen Muskelarbeitsweise wird der aktive Muskel verkirzt und bei exzentri-
scher Kontraktion gedehnt. Man sieht, dass bei exzentrischer Kontraktion sogar noch groRere
Krafte auftreten als die bei isometrischen Bedingungen gemessene Maximalkraft E,,,, (vgl. obi-
ge Abb.) Schafft man es z.B.: 100 kg auf den Schultern zu halten, so kénnte man ca. 120 kg bis
zur Hocke absenken.

Aufgabe 6: Die Muskeleigenschaftswerte zweier Leichtathletinen liegen vor.

Du als ihr Coach hast die Aufgabe ihnen Auskunft Uber ihren Ist-Leistungsstand zu
geben! Zeichne dazu beide Funktionen (Annahme: Fy und v > 0) mit veranderbaren
Muskelkonstanten in Geogebra und bestimme aussagekraftige Werte fur dein Feed-
back! Bei welcher Geschwindigkeit sind beide Muskel gleich kraftig? Wie grof} ist dort
die Kraft? Sind die Maximalkraftwerte der Sportlerinnen realistisch? Begrunde!

5000 m Lauferln a= 300 N b=0,7 m/s c=2200 W
Kugelstof3erin a=400 N b=0,4 m/s c=1700 W

Ausfiihrung in Geogebra:

Feedback fiir den/die Kugelstoerin:
Feedback fiir den/die 5000 m Lauferin:

Die beiden Muskeln sind bei einer Geschwindigkeit von %gleichkréftig.

Sie kénnen dort eine Kraft von N aufbringen.
Die Maximalkraftwerte sind
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Arbeitsblatt 1-3: Muskelleistung

Aufgabe 7: Leite allgemein die Formel fur die Berechnung der maximalen Muskel-

leistung her! (Hinweis: Die mechanische Leistung ist definiert als P = % = F:S =Fxv.)

Berechne diese dann fur die Muskelwerte des KugelstolRers (a =400 N, b = 0,4 %

c = 1700 W)! Stelle mit Excel die funktionalen Zusammenhange F(v) und P(v) ge-
meinsam in einem Diagramm dar und kennzeichne in beiden Graphen die maximale
Leistung!

P(v) =

Nebenrechnungen:

Pmax

Ausfiihrung in Excel:
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Arbeitsblatt 1-4: Muskelansteuerung

Jeder Muskel besteht aus mehreren Muskelfasern, die vom Gehirn aus Uber einen Nerv ange-
steuert werden. Diese ,motorischen Einheiten“ bekommen den Befehl zu kontrahieren oder
nicht. Je mehr solcher Einheiten aktiviert werden, desto mehr Kraft steht fir eine Bewegung zur
Verfigung. Diese gerade gewollte bzw. tatsachlich wirkende Kraft F,, haben wir bereits im Ar-
beitsblatt 1 kurz angesprochen. Sie setzt sich zusammen aus der Aktivierungsfunktion A(t), die
Werte zwischen 0 (keine Ansteuerung, daher keine Kraft) und 1 (maximale Ansteuerung, iso-
metrische Kraft) multipliziert mit der theoretisch moglichen Kraft Fy. Es gilt: Fyy = A(t) * Fy.

Aufgabe 8: ,Die zeitliche Anderung der Anzahl der eingeschalteten motorischen Einheiten
ist proportional zur Zahl der noch nicht eingeschalteten, aber gleichzeitig einschaltbaren mo-
torischen Einheiten multipliziert mit einem konstanten Einschaltparameter S [s~1]*

Versuche eine Gleichung aufzustellen, die diesen Sachverhalt (Aktivierungsvorgang)
beschreibt! Lose die Gleichung, wenn zum Zeitpunkt t = 0 noch keine motorischen
Einheiten aktiviert sind!

n(t)...
Nonax---

Beschreibung des Einschaltprozesses durch:

Lésung des vorliegenden Problems:

Aufgabe 9: Bestimme die Aktivierungsfunktion A(t), welche durch n(t) = A(t) * n,4,
gegeben ist! Was stellen die GroRen A(t) und S dar? Vervollstandige den Text!
Wie lautet schlie3lich die Beziehung fur die tatsachlich wirkende Kraft F,?

A =
Die Aktivierungsfunktion bei maximaler willentlicher Anstrengung gibt an,

Der Einschaltparameter S (personenspezifisch) gibt an.
Je / S, desto / der Kurvenverlauf und desto
/ die Muskelansteuerung. [Auswahl: gréBer, schneller, flacher, klei-

ner, steiler, langsamer]

FM:

Aufgabe 10: Bei welchen Bewegungen ist die Geschwindigkeit der Aktivierung be-
sonders wichtig? Nenne zwei Beispiele aus dem Sport, bei denen die Ansteuerungs-
geschwindigkeit eine grof3e Rolle spielt!

Antwort:

Beispiele aus dem Sport: ,
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Arbeitsblatt 2-1: Bestimmung der eigenen Sprungkraft

Der nachfolgende Test zur Ermittlung der konzentrischen Sprungkraft wird in der Sportwissen-
schaft als Counter-Movement-Jump (CMJ) bezeichnet:
Stelle dich mit gestreckten Beinen seitlich zu einer Wand und markiere mit den Fingerspitzen,
bei nach oben ausgestreckten Armen deine Standhéhe h,,. Dann gehst du in die Hocke und
springst mdglichst gerade weit nach oben. Kennzeichne den Punkt, den du aus der Hockpositi-
on gerade noch erreichst (Hockhohe hy) und den maximal erreichbaren Punkt wahrend des
Sprungs (maximale Sprunghdhe h,,,,). Die Differenz h,, — h, ergibt die Hocktiefe s bzw.
hmax — hqp die tatsachliche Sprunghohe h. In unserem Sprungmodell setzten wir die vom Mus-
kel erzeugte Beschleunigungskraft F als konstant voraus.

Aufgabe 11: Bildet Paare und probiert den Test aus. Fullt die Datenfelder aus und
versucht gemeinsam die nachfolgenden Gesetze nachzuvollziehen!
Beschreibt in Worten, was genau mit diesen physikalischen Formeln berechnet wird!
(Hinweis: Siehe angegebenes Beispiel!) Setzt anschlieRend eure Werte ein und berech-
net! Interpretiert eure Ergebnisse mit Hilfe der nebenstehenden Tabelle!

Eingangsdaten:

Name des Springers:

Standhdhe: hap = m

Hocktiefe: S = m

m

Erdbeschleunigung: g = 9,81 =

Auswertung:

Objekt
Mikrowelle
Masse: m = kg Geschirrspiiler
Hockhdhe:  hg =~ m Haarfon
Elektro-Scooter
Max. Sprunghohe: Ry, 4, = M| Motorsage
Sprunghthe: h=~___ m

Impuls, entspricht der ,Wucht®, mit

der man sich vom Boden abstoRt

Interpretation:

S
Q
S

Il

N

*
Q

*

=

Q

w |3

_ Vap ~ m
T 2ss 52
P =M*vy = Ns
Fp=mx*a= N
Eg =mxg= N
Fpes. = Fg + Fy ~ N
. msvg,
: Ekin 2 —]
2x%S
tap = = S
ab Vap ——
E .
P — kin W
tab

Leistung
500- 800 W
800- 1 kW
1- 1,4 KW
1,4- 1,6 KW
1,6- 2 kW
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Arbeitsblatt 2-2: Sprunganalyse mit Hilfe von Kraftmessplatten (Teil 1)

In der Biomechanik und Sportwissenschaft werden fir die Bestimmung vertikaler und horizonta-
ler Kraftkomponenten Kraftmessplatten verwendet. Dabei lassen sich mit Piezo-Kraftsensoren,
die unter einer Messplatiform befestigt sind, Bodenreaktionskrafte messen. Auf der Oberflache
eines Piezokristalls (besteht z.B. aus Quarz) entsteht aufgrund der Einwirkung von Druck- oder
Zugkraften eine zur Kraft proportionale elektrische Spannung. Mit entsprechender Software
kénnen die erzeugten Spannungen erfasst und ausgewertet werden. Solche Kraftmessplatten
werden unter anderem bei sportmotorischen Leistungstests, im Weit-/ Hochsprung, im Gerate-
turnen, Schwimmsport sowie bei der Gang- und Laufanalyse eingesetzt.

Aufgabe 12: Die Kraft F, in vertikaler Richtung in Abhangigkeit von der Zeit t eines
CMJ wurde mit einer Kraftmessplatte aufgezeichnet (vgl. nachfolgende Abb.).

Ordne mit Pfeilen den Sprungphasen die jeweils richtige Zeitspanne (A, B, usw.) und
Aussage zu!

00
Kraft [N]

A Landephase F=Fc
i —4 ; ! B Ausgangsstellung F=0
i WAl Iy |
' : :/ F 1 : C Ausholphase F>Fc
I ] I
1500 I I I
A: - /: C, D ~ : D Absprungphase F <Fc
) | r i I_F___,_,._.‘,_‘_________,_.___,.__x_‘
| ! ) ]
oo —7\"/ s u/\: E Flugphase F>Fa
P : : : Zeits)
| I

i s | E I 23 ) L5 “

Aufgabe 13: Wir betrachten den CMJ bis zum Erreichen der héchsten Position des
Korperschwerpunkts. Beantworte die nachfolgenden Fragen! Begrunde die Zusam-

menhange mit Hilfe von Differentialquotienten, namlich % und %!

a) Wie grol} ist die Geschwindigkeit, wenn der Korperschwerpunkt an der tiefsten
bzw. héchsten Stelle ist?

Antwort:

b) Wie grol ist die Beschleunigung, wenn die Geschwindigkeit ihren niedrigsten
(=wahrend der Abwartsbewegung) bzw. héchsten Wert (=unmittelbar vor dem
Absprung) erreicht?

Antwort:

c) Nehmen wir den Landezeitpunkt in unser Betrachtungsfenster auf. Wie grol3
ist die Beschleunigung zum Zeitpunkt der Landung? Ist die Kurve an dieser
Stelle differenzierbar? Begriinde!

Antwort:

85




Arbeitsblatt 2-2: Sprunganalyse mit Hilfe von Kraftmessplatten (Teil 2)

Aufgabe 14: Skizziere in den nachfolgenden drei Diagrammen den jeweils gesuch-
ten Funktionsverlauf! (Hinweis: Die abhangige GroRe s beschreibt hier den Weg des Kor-
perschwerpunkts.) Wie konntest du die gesuchten Funktion v(t) und s(t) mathema-
tisch beschreiben? Verwende fur diese Aufgabe deine Erkenntnisse aus Aufgabe 13!

Fy(t
a(t) ==

Countermovement Jump
2500 —— v e -
2000f ¢ e .
Z 1500f ¢ : :
Qoo s ¥ i | L :
500f o j
0 : -
0 05 1 15
20 [] ] ] b ] ]
3 s 1 s .
10} . H . H :
“g 3 ¢ 3 ] g
[ ] L L3 - [ ]
0 - OSSO — -
S :
1 ; & ¢ M
% 05 1 15
4 = - v
= & # L] L]
e SR :
- Y . . t
15 : . H -
S t & 3 :
- , & _I. L]
40 05 1 15
tis)
15F18,=1 T . : :
3 ¥: :
-1 -+ 1 el - -
- - & - w
s : 2 T :
—ost i 3 ¢ :
- = - - -
% 05 i 15

i(s)
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Arbeitsblatt 2-3: Belastung der Achillessehne

Wir nehmen an, dass die Krafte im rechten Winkel auf den Ful® wirken (vgl. nachfolgende Abb.).
Die vom Muskel erzeugte Beschleunigungskraft Fz kann in Aufgabe 15 vernachlassigt werden,
da hier der einbeinige Zehenstand betrachtet wird und keine Gelenksbewegung stattfindet.

Fur Aufgabe 16 setzen wir eine gleichmaRig beschleunigte Bewegung und eine konstant wir-
kende Kraft Fzvoraus.

Aufgabe 15: Uberpriife, ob die Aussage: ,Die Kraft
an der Achillessehne ist 2,5-mal so grol3, wie die
Kraft am Ful8ballen“ stimmt!

Wie groB ist die Kraft F,am FuRballen? Uberlege!
Bestimme dann die Kraft Fx, die auf die Achilles-
sehne wirkt? (Hinweis: Wende das Hebelgesetz:

Kraft*Kraftarm=Last*Lastarm an! Verwende die Abmes-
sungen aus der nebenstehenden Abb.!)

MaBe in cm

Kraft F;, am Ful3ballen:

Kraft Fx an der Achillessehne:

Aufgabe 16: Welche Krafte wirken bei einem senkrechten Sprung auf die Achilles-
sehne? Verwende deine Werte (Masse m = kg, Beschleunigung a = 7))

s2

aus Aufgabe 11! Welche maximale Sehnenbelastung tritt auf? (Hinweis: Die Maximal-
kraft betragt in etwas das 1,5-fache der Durchschnittskraft.)

Die Belastung meiner Achillessehne betragt N.
Meine Achillessehne erfahrt eine maximale Belastung von N.
Uberlegungen:

Im Sport treten die groRten Krafte beim Beschleunigen und Abbremsen von bewegten Korper-
teilen auf. Beim Hochsprung wirken beim Absprung beispielsweise bis zu 18 000 N auf die
Achillessehne. Man konnte theoretisch mit dieser Sehne einen 1,8 t schweren PKW heben.

Der menschliche Korper besitzt keine starkere Sehne als die Achillessehne.
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Arbeitsblatt 2-4: Sprungkraftdiagnostik - Morgenstern (Teil 1)

Die Anderung des Impulses wird mit Ap = m * Av angegeben. Der Impuls p gibt die Wucht eines
Aufpralls an z.B.: Tennisball auf einen harten Untergrund. Die Kraft F, die dem Ball beim Auf-
prall entgegenwirkt, ist definiert als Impulséanderung pro Zeit, also F = %. Diese Kraft erzeugt
einen Gegenimpuls, der das Eindricken des Balles verursacht. Umgeformt ergibt sich Ap = F *
At, wobei in dieser Gleichung p als Kraftstol3 bezeichnet wird. Es gilt schliellich die Beziehung:
F = At = Ap = m * Av. Fur zeitlich konstante bzw. veranderliche Krafte, stellt der Kraftsto den

Flacheninhalt unter dem Kraft-Zeit Verlauf dar (vgl. gelb schraffierte Fldche in Abb.).

Aufgabe 17: In der nebenstehenden Abb. wurde der [EPPERIT P=wm

Impuls eines Tennis-und eines Cricketballes mit Hilfe

der Beziehung p = m * v berechnet. Uberpriife die Im- P Impuls Cricketball
' 0,160KE*39MIs6.2N*s

puls-Ergebnisse durch Berechnung der Kraftsto3e mit- :‘/

tels Integration! (Hinweis: Es wird angenommen, dass die

Balle auf einen harten Untergrund auftreffen und sich die

Kraft linear mit der Ballverformung erhdht. Zum Zeitpunkt

Null findet noch keine Ballverformung statt.)

b

Impuls Ternisball
0,057K8*69Mis=3.9N*s

&y
]
1
]
i
1
]
L
(]
1

Mathematische Formulierung des Kraftstol3:

Berechnung:

Beim Cricket entsteht bei einem Aufprall eine ungefahr finfmal so grof3e Kraft als beim Tennis.
Der Grund dafur ist die groRere Masse des Cricketballes gegentber der gelben Filzkugel. Der
Verformungsprozess des Balles lauft hier kirzer ab, wodurch groRere Krafte entstehen. Des-
wegen wird einem auch schnell klar, warum Cricketspielerlnnen eine Schutzkleidung tragen und
Tennisspielerinnen keine.

Aufgabe 18: Thomas Morgenstern (Osterreichischer Skispringer und Sportler des
Jahres 2007 und 2011) besitzt bei einem CMJ folgendes Dynamogramm (Kraft-Zeit-
Funktion):

F(t) = —44838 * t3 + 46956 * t> — 9967 * t + 647,5; [to <t < ty]
Zeichne den Kraft-Zeit-Verlauf im angegebenen Intervall mit Geogebra!
Bestimme die gesuchten GroRen im rechten Textfeld mit Hilfe der Graphik! (Hinweis:
Verschiebe die Funktion in den Koordinatenursprung. Bestimme mit Hilfe der neuen Funktion
den Kraftstol® graphisch und rechnerisch!) Bestimme dann seine vertikale Absprungge-
schwindigkeit v,;, und seine Sprunghdhe h! (Hinweis: Es gilt im freien Fall folgende Be-
ziehung: v, =\/m (vgl. Aufgabe 11).) Setze schlussendlich die Ergebnisse in
den Luckentext ein!

Thomas Morgenstern zahlt mit einer Sprunghohe aus dem Stand von cm und
einer Absprunggeschwindigkeit von %zu den absprungkraftigsten Springern

im Skisprungweltcup.
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Arbeitsblatt 2-4: Sprungkraftdiagnostik - Morgenstern (Teil 1

Ausfiihrung in Geogebra:

)

Absprungzeitpunkt t,;:

tagp =S

Kraftstol p:
Befehl in Geogebra:

Rechnerische Ausfiihrung:

Berechnung der Absprunggeschwindigkeit:

Berechnung der Sprunghéhe:

Nachbemerkung: Die Kraft-Zeit Verlaufe sportlicher Bewegungen kénnen im Allgemeinen nicht
durch mathematische Funktionen beschrieben werden. Eine Integration in diesem Sinne ware
also nicht méglich. Eine numerische Methode zur Bestimmung des KraftstoRes in diesem Bei-
spiel ware die Zerlegung des Flacheninhaltes unter der Kraft-Zeit Kurve in eine Summe von
Rechteckflachen, welche in [mm?] oder [cm?] angegeben werden. Diese werden dann nach
den Kraft- und Zeit-MaRstaben auf die Einheit des KraftstolRes [Ns] umgerechnet.
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Arbeitsblatt 2-5: Sprungkraftdiagnostik - Morgenstern (Teil 2)

Entscheidend beim Skisprung ist ein zeitlich optimal koordinierter und explosiver Absprung. Die
Explosivkraft ist neben der Startkraft eine Teilkomponente der Schnellkraft und ist definiert als
der steilste Kraftzuwachs pro Zeiteinheit. Sie wird am Wendepunkt der Kraft-Zeit-Kurve gemes-
sen. Die Startkraft kennzeichnet den mittleren Kraftanstieg in den ersten 30 ms der Kraftentfal-
tung bei vorausgesetzter isometrischer Kontraktion. Der Schnellkraftindex ist der Quotient aus
dem Maximalkraftwert und der Zeit, die notwendig ist, um diesen Maximalkraftwert zu erreichen
(vgl. rot umrahmte Definitionen in der nachstehenden Abb.).

Aufgabe 19: Bestimme Morgensterns Explosivkraft Fgyg,
Startkraft Fgrx und Schnellkraft Fgi ! (Hinweis: Ermittle zur

Explosivkraft: EXK = AK/AL

Startkraft: SK = Ky/ts,
Schnellkralt: SKI = Kqpu/logs

’

Berechnung von Ferix und Fg, den zeitlichen Beginn tg,r der p—

Aufwartsbewegung des Koérperschwerpunkts (vgl. Abb. rechts).
Wie groR ist die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt? Nutze
die bereits bekannte Beziehung: F, * dt = m * dv, um v(t) mit
v(0) = 0 zu berechnen!)

Kraft

Y

Zur Erinnerung: F,(t) = —44838 = t3 + 46956 = t*> — 9967 * t Mg Zeit [ms]

Berechnunqg der Explosivkraft:

Morgensterns Explosivkraft Fgxx =~

v | =

Uberlegungen:

Berechnungq der Startkraft:

Morgensterns Startkraft Fsryx ~

w|=

Uberlegungen:

Berechnung der Schnellkraft:

Morgensterns Schnellkraft Fgy =~

wl=

Uberlegungen:
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Arbeitsblatt 2-5: Sprungkraftdiagnostik - Morgenstern (Teil 2)

Nachbemerkung: Zum Zeitpunkt ¢, ist bereits eine positive Kraft F, oder eine Kraft F, die gro-
Rer ist als die Gewichtskraft F; vorhanden. Diese Kraft wird in der Sportbiomechanik als An-
fangskraft bezeichnet. Das biomechanische Prinzip der Anfangskraft besagt, dass eine Bewe-
gung, mit der eine hohe Endgeschwindigkeit erreicht werden soll, durch eine entgegengesetzt
gerichtete (Auftakt-)Bewegung einzuleiten ist. Durch das Abbremsen der Beugebewegung
durch positive, nach oben gerichtete Krafte ist zu Beginn der Streckbewegung bereits eine posi-
tive Anfangskraft fir die Beschleunigung vorhanden, wenn sich der Ubergang fliissig vollzieht.
Der Kraftsto® zu Beginn der Beschleunigungsphase wird dadurch vergrofRert. Beim Tennis kann
die Schwungbewegung und Schwungibertragung auch mit dem Prinzip der Anfangskraft erklart
werden.
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Arbeitsblatt 3-1: Sprung auf dem Mond

Eine weitverbreitete Hypothese ist, dass Astronautinnen am Mond, aufgrund der um ein Sechs-
tel geringeren Schwerkraft als auf der Erde sechsmal so hoch springen mussten.
Videoaufzeichnungen von Mondlandungen zeigen jedoch, dass sich diese Spriinge hinsichtlich
der Sprunghdhe nicht viel von Spriingen auf der Erde unterscheiden.

Wir gehen diesen Aussagen auf den Grund und nehmen in unserem nachfolgenden physikali-
schen Modell an, dass die Kraft Fg, die der Muskel auf den Boden auslibt, konstant und auf der
Erde und Mond gleich groR ist.

Aufgabe 20: Wie hoch und um welchen Faktor wirdest du am Mond (ohne Raum-
anzug) hoher springen? Verwende deine Sprungdaten aus Aufgabe 11! Vergleiche
anschlie3end dein Ergebnis mit dem deines Sitznachbarn/ deiner Sitznachbarin!
Wieso lasst sich eine allgemeine Aussage, um wie viel man in einem geringeren
Gravitationsfeld, z.B. am Mond, hdher springt als auf der Erde nicht formulieren?
(Hinweis: Was wurde im Arbeitsblatt 1-1 Gber Muskeleigenschaften gesagt?)

Interpretiere in diesem Zusammenhang die Ergebnisse einer Simulation fur zwei
Sportlerinnen in unterschiedlichen Gravitationsfeldern!

Meine Sprunghdhe betragt auf der Erde m und auf dem Mond m.
Das ist eine prozentuelle Steigerung von = %.

Uberlegungen:

Diskussion:

Hinweis: Die Sprunghéhe und Hochtiefe wurden bei dieser Simulation vom Boden weg gemessen.

Erde Mars Mond
Person 1 Person 2 | Person 1 Person 2 | Person 1 Person2
Sprunghéhe [m] 1,03 1,02 1,28 1,29 1,81 1,88
Absprunggeschw. [m/s] 1,13 1,03 1,55 1,55 1,68 1,73
Absprungzeit [s] 0,65 0,74 0,41 04 0,37 0,36
Energie [J] 230 221 155 155 131 136

Person 1:m =70 kg, fnax = 10000 N, vy = 2,5% Pmax = 1000W, A=55"1, s=0,7, v, =0
Person 2: m = 70 kg, finax = 9000 N, v, = 2,9 % Pmax = 900W,A=85"1,5=0,7,v,=0

Interpretation der Simulationsergebnisse:
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Arbeitsblatt 3-2: Mondlandung der Apollo 16

Aufgabe 21: Die Bewegungsgleichung des freien Falls (ohne Luftwiderstand) lautet:
mx*a(t) = —m = g. Zeige, dass sich aus dieser Gleichung die Weg-Zeit-Beziehung

2
s(t) =—g * % + vy xt + 5, herleiten lasst! Beschreibe deine Vorgehensweise aus-
fuhrlich!

Herleitung der Weg-Zeit-Beziehung des freien Falls:

Aufgabe 22: Bestimme die Sprunghdhe des Apollo 16-Astronauten John Young an-
hand der Sprungzeit! (Hinweis: Bestimme zunachst den Absprung- und Landezeitpunkt
und danach die Sprungzeit. Verwende fir die Sprunghéhenbestimmung die Formel aus Auf-
gabe 21!) Der bekannte Filmstreifen (vgl. nachstehende Abb.) wurde mit 30 f /s Bilder
je Sekunde ubertragen! Hier ist nur jedes zweite Bild der Szene dargestellt.

't

Absprung im Bild: Sprungzeit: tyy = — = s
Landung im Bild: Sprunghéhe am Mond: h = ~ m

Bilderanzahl insgesamt:

Aufgabe 23: Wie hoch wirde der Astronaut springen, wenn er den Sprung aus Auf-
gabe 22 auf der Erde durchgeflhrt hatte? Interpretiere dein Ergebnis!

Sprunghéhe auf der Erde: h =

R
3

Interpretation:

Aufgabe 24: Es gibt nicht wenige Personen, die behaupten, dass die Wiedergabe-
geschwindigkeit des obigen Videos manipuliert sei. Um wie viel schneller/ langsamer
musste die Geschwindigkeit des Films gemacht werden, damit die errechnete
Sprungzeit und Sprunghdhe auf dem Mond annahernd den Ergebnissen auf der Erde
entsprechen?

Uberlegungen:
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