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Kurzfassung

Fiir das Erzeugen einer neuen Oberfliche in einem Festkorper oder einer Fliissigkeit ist
Energie aufzuwenden. Auf atomarer Ebene werden dabei ungeséittigte Bindungen er-
zeugt die eine erhohte Energie, die sogenannte Oberflichenenergie, zur Folge hat. Bei
diinnen Schichten wie Graphen kann diese Energie zu einer drastischen Verdnderung
der globalen Struktur fiihren [7]. Beispiele aus dem téglichen Leben, die ein vergleichba-
res Verhalten zeigen, treten beim Verformen von Kunststoftfolien iiber die Streckgrenze
hinaus auf [40]. Ahnliches gilt fiir das Wachstum von Blittern mit unterschiedlichen
Wachstumsgeschwindigkeiten [34]. Bei beiden Beispielen fiihrt eine gedinderte Bindungs-
konfiguration zu einem gedehnten Rand, der eine wellige Gleichgewichtskonfiguration
zur Folge haben kann. In der vorliegenden Arbeit steht der Einfluss einer freien Kante
auf die globale Konfiguration eines kreisformigen Graphenpatches im Vordergrund.

Im zweiten Kapitel wird eine molekularmechanische Modellierung vorgestellt [46]. Kleine
Einheitszellen werden zur Bestimmung der Kantenenergie bzw. -spannung fiir armchair-
und zigzag-Kanten verwendet. Graphen wird dabei mit Hilfe eines klassischen Vielteil-
chenpotentials, AIREBO [57] bzw. REBO [9, 10], beschrieben. Beide Potentiale sind fiir
die Modellierung von Kohlenwasserstoffen geeignet. Prinzipiell stimmen die erzielten
Ergebnisse mit jenen einer Ab initio Formulierung iiberein [28]. Eine genauere Analyse
zeigt, dass die Energien und Spannungen fiir armchair-Kanten grofer sind als jene fiir
zigzag-Kanten. Dieses Resultat steht im Widerspruch zu den Ergebnissen einer Ab initio
Modellierung. Die Grofsenordnung und das Vorzeichen der Kantenenergie und -spannung
werden richtig abgebildet. Die verdnderte Bindungskonfiguration fiihrt zu einer Druck-
spannung die stark am Rand konzentriert ist, unabhéngig von der Geometrie der Kante.
Der Randbereich “will” sich aufgrund der gednderten Bindungsstruktur ausdehnen, wird
aber von weiter innen liegenden Bereichen daran gehindert. Mit Hilfe einer empirischen
Kraftfeldformulierung wird der Einfluss der Druckspannung auf die globale Gleichge-
wichtskonfiguration eines kreisférmigen Graphenpatches studiert. An der freien Kante
tritt eine, in tangentialer Richtung, wellige transversale Verschiebung auf. In radialer

Richtung klingt diese Verschiebung rasch ab. Um den Einfluss eines Substrats auf die
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ausgebeulte Konfiguration zu untersuchen, wird eine zusétzliche Graphenschicht in Rech-
nung gestellt, die in der Ebene festgehalten ist und iiber die Van der Waals-Kraft mit
dem Patch interagiert. Eine entsprechende Formulierung im Rahmen der Kontinuums-
mechanik ermoglicht das Studium eines passenden Stabilitdtsproblems. Die verdnderte
Bindungskonfiguration fithrt zu einer mechanischen Spannung die am Rand konzentriert
ist. Diese Vorgehensweise liefert die Stabilitdtsgrenze fiir die Intensitat dieser Kanten-
spannung in der dimensionslosen Parameterebene.

Im dritten Kapitel werden die Plattengleichungen fiir eine nicht- Fuklidische Metrik her-
geleitet. Die Messung von Abstédnden auf einer Oberflache ist untrennbar mit dem Be-
griff des Metriktensors verbunden. Mit Hilfe einer vom Radius abhéngigen Stérung des
Metriktensors, die als target metric [40] bezeichnet wird, wird die geénderte Bindungs-
struktur des Graphenpatches im kontinuumsmechanischen Modell dargestellt. Der Ver-
zerrungstensor stellt sich als Differenz zwischen dem aktuellen und dem target metric
Tensor dar und bildet den Ausgangspunkt fiir die Herleitung der nichtlinearen F'éppl-von-
Kdrmdn Plattengleichungen fiir eine nicht- Fuklidische Kreisplatte. Die Formulierung des
target metric Terms muss eine Vergroferung des Umfangs direkt an der Kante liefern,
aber in radialer Richtung rasch abklingen. Die nichtlineare Bettung der Platte ist der
Van der Waals-Wechselwirkung nachempfunden, um eine Vergleichbarkeit der Resulta-
te mit der molekularmechanischen Formulierung zu gewéhrleisten. Im Plattenproblem
tritt keine externe Belastung auf, sondern nur ein Eigenspannungszustand aufgrund des
veranderten Metrikterms. Die lineare Stabilitdtsanalyse der nicht ausgebeulten Plat-
te liefert eine Stabilitdtsgrenze fiir die Intensitéit der ortsabhéngigen Storung des Me-
triktensors in Abhéngigkeit von der Steifigkeit der Bettung. Um die auf numerischen
Weg erzielten Ergebnisse zu verifizieren, wird eine Analyse der einzelnen Energieterme
durchgefiihrt. Der auf diese Weise erzielte Zusammenhang liefert den qualitativen Ver-
lauf der Stabilitatsgrenze. Kurven unterschiedlicher Beulmoden schneiden einander in
der dimensionslosen Parameterebene, wobei die Intensitdat der Storung und die Steifig-
keit der Bettung die entscheidenden Parameter sind. An einem solchen Schnittpunkt
wird eine nichtlineare Stabilitdatsanalyse durchgefiihrt, um zu klaren ob die beiden am
Schnittpunkt beteiligten Moden interagieren. Die komplexwertige Losung des linearen
Problems wird als Galerkin-Ansatz fiir das Randwertproblem verwendet, wobei nur die
fiihrenden nichtlinearen Terme betrachtet werden. Lineare Entfaltungsparameter fiir die
Steifigkeit der Bettung und die Intensitat des zuséatzlichen Metrikterms liefern zwei reelle
Verzweigungsgleichungen. Es zeigt sich, dass die am betrachteten Schnittpunkt beteilig-

ten Losungen an entsprechenden Stabilitdtsgrenzen subkritisch verzweigen. Es existiert
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zwar eine Interaktion beider Losungen zwischen den beiden Stabilitdtsgrenzen, allerding
gibt es keinen stabilen, zweiten Losungszweig. Aus diesem Grund brauchen die Terme
fiinfter Ordnung nicht weiter untersucht werden.

Fiir die Analyse des Nachbeulverhaltens jenseits der Stabilitdtsgrenze kommt ein dis-
kretes Modell zum FEinsatz. Die kontinuierliche Platte wird mittels eines Netzwerks aus
linear elastischen Federn diskretisiert. Die Federn sind so angeordnet, dass sie jeweils
die Kante eines gleichseitigen Dreieckes bilden. Die Verzerrungsenergie zufolge Biegung
aus der Plattenebene und Dehnung in der Plattenebene wird durch die Position der
Eckpunkte der Dreiecke und entsprechender Steifigkeiten bestimmt [52]. Der verdnder-
te Metrikterm des kontinuumsmechanischen Plattenmodells kann in sehr anschaulicher
Weise als eine passende Vergroferung der ungedehnten Federlangen im diskreten Mo-
dell abgebildet werden. Mit diesem Modell wird das Nachbeulverhalten der Kreisplatte

studiert.
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Abstract

To create a new surface in a solid or a liquid material, energy needs to be spent. On the
atomistic level dangling bonds are formed, which tend to be reconstructed accompanied
by an excess surface energy. For thin structures like graphene this energy can change the
global shape of the structure drastically [7]. There are also examples of such a behaviour
of thin structures in our every day’s life. Considering the stretching of pliable plastic
(garbage bag) past the yield point [40], or the effect of different growth in leaves [34]. In
both cases the change of the bonding configuration leads to an expanding edge and/or to
wrinkled equilibrium configurations, which are optimal from an energetic point of view.
In this work the effect of a free edge on the global behaviour of a circular graphene patch
is studied.

The second chapter is devoted to the molecular mechanics approach [46]. Small unit cells
are used to compute the edge energy and edge stress of armchair and zigzag edges re-
spectively. Graphene is modelled by classical multibody potentials called AIREBO [57]
and REBO [9] [10], which are reasonable for describing hydrocarbon structures. At first
glance the results are in good agreement with values obtained with Ab initio meth-
ods [28]. Tt is worth mentioning that the energies and stresses for armchair edges are
larger than for zigzag ones, which is inconsistent with Ab initio results. Nevertheless
the order of magnitude and the sign of edge energy and edge stress are correct. As a
result of the changed bonding configuration there is a compressive stress localised at the
edge, independent of the underlying geometry of the edge. With an empirical force field
formulation the effect of the compressive stress on the global configuration of a circular
graphene patch is studied. The free edge shows a wavy out of plane displacement in
the circumferential direction. In radial direction the displacement decays away from
the edge. To investigate the influence of a substrate on the buckled configuration, an
additional fixed graphene sheet interacting via the Van der Waals force is considered.
Formulating this problem in the framework of continuum mechanics, offers the possi-
bility of stating an appropriate stability problem. The aim of such an approach is to

obtain the stability boundary in the plane of suitable parameters.



In the third chapter the plate equations for a non-Euclidean metric are derived. The
question of measuring lengths on a surface is intrinsically tied to the metric tensor.
The expanding edge is modelled as a perturbation of the metric tensor of the elastic
plate, which is called target metric [40]. The strain tensor results from the difference
between the actual and the target metric tensor, and is the starting point of deriving the
nonlinear Féppl-von-Kdrmadn plate equations for a non-Fuclidean annular plate. The
formulation of the target metric term needs to model the elongated circumference just
near the edge, and decay very rapidly in radial direction. The nonlinear foundation of
the plate is modelled according to the Van der Waals interaction, in order to make the
results comparable with the molecular static ones. There is no external load, but the
attempt of the edge to increase its circumferential line due to the changed metric term.
Performing a linear stability analysis of the flat unbuckled configuration leads to the
stability boundary in the dimensionless parameter plane, namely the critical metric
coefficient as a function of the foundation stiffness. To validate the results obtained
from the numerical solution of the boundary value problem, a simple scaling analysis
is performed. The resulting scaling law reproduces the stability boundary qualitatively.
Curves of different modes of instability cross each other in the parameter plane. At
such a point a nonlinear analysis is performed, to answer the question if the two modes
may interact at this point. The complex solution of the linear analysis is used as a
Galerkin-ansatz for the boundary value problem with the leading nonlinear terms taken
into account. Linear unfolding parameters for the stiffness of the foundation and the
metric parameter respectively results in two real bifurcation equations. It turns out, that
both solutions bifurcate subcritical at the corresponding stability boundaries. Although
there exists a mode interaction between two boundaries, no stable secondary branch
remain. Therefore the resonant fifth order terms are not investigated.

To study the post buckling behaviour beyond the stability boundary a discrete model is
used. The continuous plate is discretised by means of a triangular spring network model.
For a network of equilateral triangles the stretching and bending energies of the plate
are represented as a function of the position of individual corners of the triangles [52].
The expanding edge can be defined very intuitively by increasing the equilibrium lengths
of corresponding springs. With this discrete formulation of the plate the postbuckling

configurations of the circular plate are computed.
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..." Weil die Menschen nur ein Einziges wollen und
preisen, weil sie, um sich zu sattigen, sich in das Einseitige
stiirzen, machen sie sich ungliicklich. Wenn wir nur in uns
selber in Ordnung wéren, dann wiirden wir viel mehr Freude
an den Dingen dieser Erde haben. Aber wenn ein UbermaR
von Wiinschen und Begehrungen in uns ist, so horen wir
nur diese immer an und vermdégen nicht die Unschuld der
Dinge auBer uns zu fassen. Leider heiRen wir sie wichtig,
wenn sie Gegenstande unserer Leidenschaft sind, und
unwichtig, wenn sie zu diesen in keinen Beziehungen
stehen, wahrend es doch oft umgekehrt sein kann.”

Ich verstand dieses Wort damals noch nicht so ganz genau,
ich war noch zu jung, und horte selber oft nur mein eigenes

Innere reden, nicht die Dinge um mich. ...

(Der Nachsommer, Adalbert Stifter (1805-1886))
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1. Einleitung

Die Erforschung von Nanostrukturen wurde aufgrund deren aufsergewohnlichen Eigen-
schaften in den letzten Jahren intensiv vorangetrieben. Sowohl auf experimenteller als
auch auf theoretischer Ebene sind Fortschritte in der Synthese entsprechender Struk-
turen, bzw. in der Berechnung ihrer Eigenschaften gemacht worden. Wie sehr dieses
Gebiet die Forschung der letzten Jahrzehnte gepragt hat, kann am Besten anhand der
Nobelpreise fiir Chemie 1996 und fiir Physik 2010 illustriert werden. Der Chemienobel-
preis 1996 wurde fiir die Entdeckung von sogenannten Fullerene [27] verliehen, deren
Existenz lange Zeit als umstritten galt. Im Jahre 2010 wurde der Physiknobelpreis fiir
die Synthese von Graphene [18] vergeben.

P
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Abbildung 1.1.: Graphen als iibergeordnete Struktur fiir Buckyballs, Carbon Nanotu-
bes und fiir Graphit [20](a). TEM-Aufnahme einer Graphenschicht, die

sich als zuféllige Anordnung von Fiinf-, Sechs- und Siebenecken dar-
stellt [19](b).

Bei diesen speziellen Erscheinungsformen von Kohlenstoff handelt es sich, wie bei den
bekannten Formen von Graphit und Diamant, um reine Kohlenstoffverbindungen. Abbil-

dung [[Tl(a) zeigt Graphen als hexagonale Grundstruktur, aus der Carbon Nanotubes und
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Graphit geformt werden kénnen. Um aus Graphen Buckyballs zu formen, sind zusétz-
lich 12 Fiinfecke erforderlich. Eine Transmissionselektronenmikroskop-Aufnahme einer
einzelnen Graphenschicht ist in Abb.[LLT(b) dargestellt, wobei die farbigen Linien zur

besseren Darstellung der auftretenden Vielecke dienen.

Graphen: Material der Zukunft!

Welche Eigenschaften machen Graphen zu einem Material der Zukunft? Eine der wich-
tigsten Eigenschaft ist die hohe Beweglichkeit geladener Teilchen (ca. 1000 mal so grofs
wie fiir Silizium), wodurch sich zahlreiche Anwendungen in der Halbleiterindustrie eroff-
nen [51]. Dartiber hinaus ist Graphen transparent, wodurch Anwendungen in Solarzellen,
lichtemittierenden Bauteilen bis hin zu Touchscreens moglich sind [8]. GEIM bezeichnet
Graphen als Wundermaterial und beschreibt in seinem Ubersichtsartikel [I9] alle Eigen-
schaften, die es so einzigartig machen.

Bezugnehmend auf diese Arbeit stehen vor allem die mechanischen Eigenschaften von
Graphen im Vordergrund. Mit einer gemessenen Bruchfestigkeit von ~ 42N/m [33] er-
reicht Graphen die theoretische Festigkeit, und stellt somit das stérkste unter allen heute
bekannten Materialien dar. Gleichzeitig besitzt eine einzelne Schicht die kleinste mogli-
che Ausdehnung in einer Richtung von nur einer Atomlage. Trotz dieser hohen Festigkeit
ist Graphen sehr elastisch, und kann elastische Dehnungen bis zu € = 20% erreichen,
mehr als alle anderen Kristalle [19]. Die Tatsache, dass die elektronischen und opti-
schen Eigenschaften sowie die Transporteigenschaften von Graphen mit Hilfe elastischer
Verformungen beeinflusst werden kénnen [45], erklért die Wichtigkeit der mechanischen
Eigenschaften fiir zukiinftige Anwendungen.

Mit einer dieser Fragestellungen wurde ich wihrend meines Aufenthaltes an der Rice Uni-
versity, Houston bei Prof. YAKOBSON konfrontiert. Gemeinsam mit meiner Vorgéangerin
in der Arbeitsgruppe publizierte Prof. YAKOBSON ein Arbeit, die den Einfluss der Kan-
tenenergie auf die globale Struktur von Graphenbéndern zum Thema hat [7]. Dariiber
hinaus wurden Kantenenergien und -spannungen mit einem klassischen Vielteilchenpo-
tential [9] berechnet. Abbildung[[2] zeigt graphisch aufbereitet die Grundaussage der
Arbeit [7], ndmlich dass lange schmale Graphenbénder ohne einer Belastung von aufen
eine wellige Gleichgewichtslage einnehmen. Der Grund fiir diese nichttriviale Lage ist in
der verdnderten Bindungsstruktur am Rand dieser Bénder zu suchen. Die in Abb.
dargestellten Ergebnisse wurden mit Hilfe passend gewahlter empirischer Potentiale im

Zuge einer molekulardynamischen Simulation erzeugt.
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300 K —

Abbildung 1.2.: Gleichgewichtslagen von Graphenbdndern fiir verschiedene Temperatu-
ren, berechnet mit einem Molekulardynamikprogramm [7].

Dariiber hinaus haben sich auch andere Autoren |28, [39, [54] dieses Problems angenom-
men, wobei unterschiedliche Modellierungen Verwendung fanden. JUN berechnet mit
Hilfe einer Ab initio-Formulierung den Einfluss der Kantengeometrie auf die Energie
und die Spannungen nahe dem Rand [28]. SHENOY hingegen verwendete ein Vielteil-
chenpotential und eine Finite Elemente-Formulierung zur Analyse der globalen Struktur
von Graphenbéndern [54].

Die Verwendung verschiedener physikalischer Modelle auf unterschiedlichen Léngenska-
len, unter Ausnutzung der jeweiligen Vorteile, ist mit dem Begriff Multiscale Modeling
verbunden. Im Zuge einer Multiscale-Analyse fliefen Simulationsergebnisse, die fiir ei-
ne Langenskala erzielt wurden, in das Modell der néchst groferen Léngenskala ein und
umgekehrt [36].
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Zeit

Lange

Abbildung 1.3.: Vier grofe Gruppen von physikalischen Theorien (Quanten Mechanik,
Molekular Dynamik, Monte Carlo, Kontinuums-Mechanik), aufgetra-
gen in Abhéngigkeit von der Zeit und Léange.

Abbildung [[.3] zeigt eine grobe Einteilung der verschiedenen Losungsansétze in Abhén-
gigkeit von der Zeit und der Lange.

Bei einer quantenmechanischen Simulation (Ab initio) miissen sehr wenige Grundan-
nahmen getroffen werden. Es wird auf Ebene der Elektronenstruktur simuliert, wodurch
aufgrund beschrankter Rechenkapazitit die Grofe der zu analysierenden Strukturen
beschrénkt ist. In der vorliegenden Arbeit werden lediglich publizierte Ergebnisse aus
quantenmechanischen Analysen zur Verifikation der molekulardynamischen Simulations-
ergebnisse verwendet.

Im Zuge einer molekulardynamischen Analyse werden die Wechselwirkungen zwischen
einzelnen Atomen stark vereinfacht mit Hilfe empirischer Potentiale beschrieben. Der
Vorteil dieser Formulierung ist die Grofe der berechenbaren Strukturen, die jene von Ab
initio-Formulierungen um Grofenordnungen tibertrifft. Im Kapitel 2] werden Ergebnisse
préasentiert, die mit Hilfe dieses Losungsansatzes erzielt wurden.

Die Grundidee bei der Monte-Carlo Simulation ist es, mit Hilfe stochastischer Algo-
rithmen zuféllig erzeugte Konfigurationen auszuwerten und so Informationen fiir den
néchsten Simulationsschritt zu gewinnen. Diese Simulationsmethode ist fiir viele An-
wendungen das einzige Verfahren, das in verniinftiger Rechenzeit brauchbare Resultate

liefert [1].
Die letzte Stufe der physikalischen Modelle beschreibt Konfigurationen auf makrosko-
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pischer Ebene. Im Kapitel B wird gezeigt, wie mit Hilfe bewahrter kontinuumsmecha-
nischer Konzepte das Verhalten eines Graphenpatches beschrieben werden kann. Fiir
die Beschreibung eines isotropen, linear elastischen Materials sind lediglich zwei Para-
meter notwendig. Das Ziel dieser Arbeit ist, auf Basis einer kontinuumsmechanischen
Darstellung des Problems ein entsprechendes Stabilitétsproblem zu formulieren. Diese
Vorgehensweise erlaubt die Berechnung kritischer Parameterwerte von der Intensitat des
zusétzlichen Metrikterms, fiir die eine triviale, d.h. nicht ausgebeulte Gleichgewichtslage
instabil wird. In weiterer Folge wird das Verzweigungsverhalten an der Stabilitédtsgrenze
und das Nachbeulverhalten analysiert.

Einen wichtigen Aspekt dieser Arbeit bildet der Vergleich der erzielten Ergebnisse, aus
molekularstatischen und kontinuumsmechanischen Formulierungen, mit publizierten Er-

gebnissen aus quantenmechanischen Analysen.
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Um in einem Festkorper oder einer Fliissigkeit eine neue Oberfliche zu erzeugen, ist
Energie aufzuwenden. Diese Energie ist in natiirlicher Weise vom jeweiligen Materi-
al abhingig, und wird im Folgenden als Oberflachenenergie v bezeichnet. Im Falle von
Fliissigkeiten wird die Oberflache vergrofsert, wobei die Oberflache pro Molekiil konstant
bleibt. In diesem Fall sind Oberflichenenergie und -spannung identisch. Beim Festkorper
kommt zu diesem Anteil noch ein elastischer hinzu, der einer Vergréferung der Oberfla-
che bei konstanter Anzahl von Molekiilen entspricht.
Bei der Analyse von Gleichgewichtskonfigurationen von Oberflichen bei Festkorpern
tritt die sogenannte Shuttleworth-Gleichung [55 [11] auf. In der urspriinglichen Formu-
lierung [55] verkniipft diese die Oberflichenspannung f mit der Oberflichenenergie -,
bzw. deren Ableitung nach der elastischen Dehnung e. Im Folgenden ist der unbekannte
Zusammenhang zwischen der Oberflichenenergie und der Verzerrung +(e) von Interesse.
Fiir kleine Verzerrungen (e < 1) kann dieser ndherungsweise durch eine Taylorreihe dar-
gestellt werden. Entwickelt man die Oberflachenenergie nach der Verzerrung und bricht
nach dem linearen Glied ab, so erhélt man
W) =y + | e+ O()
e=0 (2.1)
= + fe.

Gleichung (2.1]) stellt einen einfachen Zusammenhang zwischen Oberflachenenergie und
Oberflachenspannung unter der Voraussetzung kleiner Verzerrung in einachsiger Formu-
lierung dar.

Betrachtet man den Vorgang der Erzeugung neuer Oberflichen auf atomarer Ebene,
so miissen dort entsprechende chemische Bindungen aufgebrochen werden. Die dafiir
benotige Energie wird auf makroskopischer Ebene als Oberflichenenergie bezeichnet.
Besonders in der Bruchmechanik ist der Begriff der Oberflichenenergie in Verbindung
mit entsprechenden Bruchkriterien verbreitet [23].

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Einfluss der Oberflichenenergie auf die glo-
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bale Struktur von Graphen zu studieren. Es ist daher zunéchst notwendig diese Energie
zu berechnen. In diesem Kapitel soll eine atomistische Betrachtung in Form einer mole-
kularstatischen Analyse dargestellt werden. Alle Ergebnisse werden zuséitzlich mit jenen

aus der einschlagigen Literatur verglichen und diskutiert.

2.1. Molekularstatische Simulation

Im Zuge einer molekulardynamischen Analyse werden die klassischen Bewegungsglei-
chungen fiir jedes im System vorhandene Atom numerisch gelost. Die Interaktion zwi-
schen den Atomen wird mit Hilfe empirischer Potentiale beschrieben. Um den Einfluss
der Oberflichenenergie auf Graphen zu untersuchen, wird eine statische Analyse durch-
gefiihrt. Es werden also nur lokale Gleichgewichtslagen berechnet, ohne einen in der
Realitét stets vorhandenen Temperatureinfluss zu beriicksichtigen. Dieser quasistatische
Zugang wird auch bei Stabilitdtsproblemen der Kontinuumsmechanik gewahlt, der im
néchsten Abschnitt im Vordergrund stehen wird.

Mit Hilfe empirischer Potentiale werden die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen
Atomen beschrieben. Diese Potentiale werde als empirisch bezeichnet, weil ihrer For-
mulierung ad-hoc Néherungen zu Grunde liegen. Die dabei auftretenden freien Koef-
fizienten werden an experimentelle Ergebnisse oder quantenmechanische Rechnungen
angepasst [32]. Fir die Beschreibung von Kohlenstoffverbindungen eignet sich beson-
ders das REBO-Potential |9} [10] bzw. das AIREBO-Potential [57]. Beide Potentiale sind
im Molekulardynamikprogramm LAMMPS [46] implementiert, das fiir die Simulation
zur Anwendung gekommen ist. Die Form der verwendeten Potentiale ist im Anhang[C]
genauer diskutiert. Bevor die eigentliche Berechnung der Energien erfolgt, ist der Grund-

zustand, also der Zustand niedrigster Energie fiir Graphen zu bestimmen.

2.1.1. Grundzustand der primitiven Elementarzelle

Abbildung 2.TI(b) zeigt die primitive Elementarzelle, also jene Zelle mit der geringsten
Anzahl von Atomen, die mit periodischen Randbedingungen ein unendlich ausgedehn-
tes Graphene-sheet Abb. 2.1](c) repréisentiert Aufgrund der hexagonalen Struktur des
Gitters ergibt sich die in Abb.[2.Il(b) dargestellte Form der primitiven Elementarzelle.

Der entscheidende Parameter, der die Abmessung dieser Zelle bestimmt, ist der Abstand

!Die Darstellung atomarer Strukturen mittels Kugeln und Stibe ist eine hiufige und wird in die-
ser Arbeit durchgéngig verwendet. Gelegentlich werden zu Gunsten der Ubersichtlichkeit nur die
Bindungen représentierenden Stdbe gezeichnet.
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zwischen den beiden Kohlenstoffatomen acc. Die Position der beiden Kohlenstoffatome

innerhalb dieser Zelle ist beliebig, da diese Zelle ohnehin periodisch fortgesetzt wird.

(a)
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Cleichgewichtsabstand acc [A]

Abbildung 2.1.: Gesamtenergie der primitiven FElementarzelle in Abhéngigkeit vom
Gleichgewichtsabstand (a). Primitive Elementarzelle von den beiden
Vektoren d@; und @y aufgespannt (b). Hexagonales Gitter mit armchair-
Richtung (n,n) und zigzag-Richtung (n,0) (c).

Gesucht ist nun jener Wert fiir acc, bei dem die Gesamtenergie einen minimalen Wert
erreicht. Abbildung 21(a) zeigt die Gesamtenergie der primitiven Elementarzelle in Ab-
héngigkeit vom Abstand acc. Beide Potentiale (AIREBO & REBO) liefern denselben
Gleichgewichtsabstand ace =1, 397AH, aber verschiedene Energien. Weil im AIREBO-
Potential im Vergleich zum REBO-Potential zwei zusétzliche Energieterme berticksich-
tigt werden, ergibt sich ein Unterschied von 0, 766VH. Einerseits wird ein Torsionspo-
tential formuliert, das von der Lage von jeweils 4 Atomen abhéngt. Der zweite zusétzli-
che Beitrag im AIREBO-Potential beschreibt die Van der Waals-Wechselwirkung in der
Form des Lennard-Jones-Potentials. Fiir eine genau Darstellung der einzelnen Potentiale

sei auf den Anhang[Cl verwiesen.

21A = 10-10p,
31eV = 1,60217 107197
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2.1.2. Kantenenergie und -spannung

Aufgrund der einfachen zweidimensionalen Geometrie von Graphen kénnen durch Auf-
brechen einzelner kovalenter Bindungen zwischen Kohlenstoffatomen keine Oberflichen,
sondern nur neue Kanten gebildet werden. Aus diesem Grund wird im Folgenden von
Kantenenergie (edge energy) und Kantenspannung (edge stress) anstatt von Oberflé-
chenenergie und Oberflichenspannung die Rede sein [28]. Diese zusétzliche Energie ist
stark am neuen Rand konzentriert, aufgrund der dort aufgebrochenen Bindungen. Ab-
hangig von der Form des Randes konnen diese nicht abgesattigten Bindungen rekom-
binieren oder bleiben ungeséttigt. Kommt es zu keiner Schliefung des Randes, bzw. zu
einer Absittigung, verursacht die gednderte Bindungskonfiguration einen vergroferten
Gleichgewichtsabstand zwischen den Randatomen. Der Rand “will” seine urspriingliche
Lange verandern, wird aber durch weiter innenliegende Bereiche unveranderter Bin-
dungsstruktur dabei behindert. Je nachdem, ob sich der Rand verldangern oder verkiirzen
“will”, bewirkt diese Wechselwirkung eine negative bzw. positive Kantenspannung, die
eine Verdnderung der globalen Struktur zur Folge haben kann.

Zunéchst ist die Kantenenergie bzw. die -spannung fiir Graphen zu bestimmen. Es gibt
unendlich viele Mdoglichkeiten aus einem ausgedehnten hexagonalen Gitter eine Kante,
durch Aufbrechen von Bindungen, zu erzeugen. Allerdings ist jeder beliebige Kanten-
verlauf in einem hexagonalen Gitter eine Kombination aus armchair- und zigzag-Teilen.
Diese Tatsache kann durch rein geometrische Uberlegungen in Abb2.1](c) iiberpriift wer-
den. Nicht so offensichtlich ist die Tatsache, dass sich die Kantenenergie einer allgemeinen
Kante als Linearkombination aus den jeweiligen Energieanteilen von armchair- und zig-
zag-Kante darstellen lasst [37]. Die Berechnung der entsprechenden Energien beschrankt

sich daher auf diese beiden Félle der Kantengeometrie.
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armchair-Zelle (1 x 2)
(a) (b)

Einheitszelle zigzag-Zelle (3 x 1)

ey @
€y

Abbildung 2.2.: Die Einheitszelle (a) und zwei Beispiele grofserer Zellen (b) fiir die Be-
stimmung der Kantenenergie/-spannung.

Ausgangspunkt der Berechnungen ist die in Abb.[2.2](a) dargestellte Einheitszelle, be-
stehend aus 8 Atomen. Die beiden anderen in Abb. [22(b) dargestellten Zellen entstehen
durch mehrmaliges Kopieren der Einheitszelle in é€,- bzw. €,-Richtung. Werden die je-
weiligen Zellen in Richtung des roten Pfeils gemaft Abb. 222(b) periodisch fortgesetzt be-
trachtet, so entstehen freie Rénder mit entsprechender zigzag- bzw. armchair-Geometrie.
Das Molekulardynamikprogramm LAMMPS [46] bietet die Moglichkeit fiir eine vorge-
gebene Zelle anzugeben in welche Richtung diese periodisch fortgesetzt oder als eine
“echte” Kante in Rechnung zu stellen ist. Eine statische Rechnung sucht das Minimum
der Gesamtenergie und liefert den entsprechenden numerischen Wert. Es wird die ener-
gieminimale Lage der Atome in der jeweiligen Zelle gesucht, ohne die Abmessungen
der Zelle zu verdndern. Um nun den Einfluss einer Kante zu berechnen, sind stets zwei
Rechnungen durchzufiihren. Zunéchst wird die Energie Fperiodisch aus der in €,- und é-
Richtung periodisch fortgesetzten Zelle Abb. 2.3(a) berechnet. In einem zweiten Schritt
wird die Energie Fi.n derselben Zelle mit periodischen Randbedingungen in €, Rich-
tung (roter Pfeil in Abb.[2:3|(b)) ermittelt. Die gesuchte Kantenenergie ergibt sich somit
aus der Differenz beider Energien bezogen auf die doppelte Lénge der “echten” Kante,

gemaf

V(e) = 2L(e) (Eperiodisch — Eiante) - (2.2)

10
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armchair-Kante

L= SCLCC (1 + 6)
€x

Abbildung 2.3.: 1 X 2 armchair-Zelle mit periodischen Randbedingungen in €,- und €,-
Richtung (a), bzw. periodisch fortgesetzt nur in é€,-Richtung (b).

Die doppelte Lange ist deshalb zu verwenden, weil jeweils zwei freie Kanten der Lénge
L entstehen, wenn in der Richtung normal auf die freie Kante keine periodische Rand-
bedingung verwendet wird.

Um zu iiberpriifen ob die auf diese Weise berechnete Kantenenergie von der Breite der
jeweiligen Zelle unabhéngig ist, wurden fiir armchair- und zigzag-Kanten jeweils 10 ver-
schiedene Zellen unterschiedlicher Breite (B in Abb.[23|(a)) in Rechnung gestellt.

A
< L35 T o—o—o  AIREBO
S 1.30 + - -0—90—0 —0-0—0 —0--0—- 9 armchair
— ——  AIREBO
L2 T a4 Zigzag
2120 7 e+ REBO
% 115 1 OO e e e e e e e armehair
3 4+ REBO
<
=~ 1.05 1 1 1 1 1 —>

0 10 20 30 40 50 60

Bandbreite B [A]

Abbildung 2.4.: Berechnete Kantenenergie in Abhéngigkeit von der Bandbreite.

Abbildung 2.4] zeigt die Kantenenergien in Abhéngigkeit von der Bandbreite B, wobei
fiir ausreichend groftes B praktisch keine Abhéngigkeit von der Grofe der Zelle, sondern

nur vom verwendeten Potential und der Kantengeometrie erkennbar ist.

11
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Die Bestimmung der Kantenspannung fiir kleine Verzerrungen (e < 1) erfolgt mit Hilfe
von (2.1)). Zu diesem Zweck ist die Kantenenergie fiir verschiedene Werte der Verzerrung
zu berechnen. Abbildung[2.3] zeigt, dass die Abmessung der Zelle in jene Richtung ver-
dndert werden muss, die periodisch fortgesetzt wird. In Abb. 2Z5|(b) sind die berechneten
Energien Fiaye fiir eine (1 x 4) armchair- bzw. fir eine (4 x 1) zigzag-Zelle in Abhéngig-
keit von der aufgebrachten Verzerrung dargestellt. Die jeweiligen Energieverlaufe sind
allerdings in den Ursprung des Koordinatensystems verschoben, weil in weiterer Folge
nur die Steigungen von Interesse sind. Abbildung[Z5l(a) zeigt die mit (Z2]) berechnete
Kantenenergie, wobei die Abhéngigkeit von der Verzerrung in der Lénge L(e) bertick-
sichtigt wird. Um die Kantenenergie in Abhéngigkeit von der Verzerrung e zu berechnen,
sind wiederum fiir ein und dieselbe Zelle zwei Rechnungen mit verschiedenen Randbedin-
gungen durchzufithren, um mit den berechneten Energien geméf (2.2) die Kantenenergie

zu ermitteln.

Diskussion der Ergebnisse und Vergleich mit quantenmechanischer Rechnung

Die oben skizzierte Vorgehensweise wurde bereits im Zuge einer quantenmechanischen
Analyse [28] angewendet, und wie oben dargestellt fiir eine molekularstatische Simulati-
on mit LAMMPS adaptiert. Die Wahl der untersuchten Einheitszellen ist ebenfalls der
Arbeit [28] entnommen, was den direkten Vergleich der Ergebnisse zweier grundlegend
unterschiedlicher atomistischer Modelle erlaubt. Die graphische Darstellung der Resulta-
te einer quantenmechanischen Analyse sind der Arbeit [28] entnommen und in Abb.
angegeben. Die Gestaltung der Abb. wurde eben dieser Darstellung angepasst, um

einen direkten Vergleich der jeweiligen Ergebnisse zu erleichtern.

12
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Abbildung 2.5.: Energieverlaufe fiir 1 x4 armchair- bzw. 4 X 1 zigzag-Zelle. Die Steigung
der Kantenenergie reprasentiert entsprechend (2.1]) die Kantenspannung
(a). Energiedifferenz (2.2]) in den Ursprung verschoben (b).
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Abbildung 2.6.: Kantenenergie in eV/A, bzw. Gesamtenergie in eV (Insert) einer 1 x 4-
bzw. 4 x 1-Zelle in Abhéngigkeit von der Verzerrung aus einer Ab initio-
Rechnung [28].

Zusétzlich zu den beiden Abbildungen sind die entsprechenden Zahlenwerte in Tab. 2]

zusammengefasst.

13
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Tabelle 2.1.: Vergleich der Ergebnisse aus quantenmechanischer [28] und molekularsta-
tischer Rechnung.

Kantenenergie Kantenspannung  Abstand  Abstand

v in eV/A fineV/A acc in A akgite in A

armchair  zigzag armchair zigzag armchair  armchair
DFT [2§] 1,243 1,533 -2,64 -2,248 1,420 1,24
MM REBO 1,317 1,247 -1,061  -1,971 1,397 1,37
MM AIREBO 1,178 1,094 -1,128  -2,035 1,397 1,37

Bevor die Ergebnisse diskutiert und verglichen werden, sei folgende grundlegende Uber-
legung vorausgeschickt.

Betrachtet man eine armchair-Kante, so fallt auf, dass Kohlenstoffbindungen parallel
zur Kante verlaufen, vgl. Abb.[2:3|(b). Beide Bindungspartner haben jeweils einen unge-
sittigten Bindungsteil aufgrund der getrennten Bindungen, der die erhdhte Energie am
Rand verursacht. Diese freien Bindungsteile werden zwischen diesen beiden Kohlenstoff-
atomen eine stiirkere kovalente Dreifachbindung (sp') bilden, was mit einer niedrigeren
Energie verbunden ist. Diese stérkere Dreifachbindung zieht die beiden Bindungspartner
naher zueinander, wodurch der Bindungsabstand gegeniiber dem Gleichgewichtsabstand
acc einen geringeren Wert annehmen wird. Trotz dieses verringerten Abstandes nimmt
die Periodenléinge am Rand zu. Derselbe Vorgang der Sattigung von Bindungsteilen ist
im Falle einer zigzag-Kante Abb.[2.2(b) nicht moglich, weil die entsprechenden Atome
zu weit voneinander entfernt sind. Es besteht daher keine Moglichkeit die Energie zu
verringern. Aufgrund dieser Uberlegung muss einerseits die Kantenenergie einer arm-
chair-Kante tendenziell geringer sein als die einer zigzag-Kante, und andererseits ist
eine messbare Verdnderung des Abstandes zweier Kohlenstoffatome am Rand im Falle
einer armchair-Kante zu erwarten.

Die Ergebnisse aus der quantenmechanischen Analyse, Abb. bzw. Tab. 2.1l zeigen
sowohl die hohere Kantenenergie fiir eine zigzag-Kante im Vergleich zu einer armchair-
Kanten, als auch den kleineren Bindungsabstand (a¥#% < acc) fiir armchair-Bindungen
nahe der Kante. Die Ergebnisse der molekularstatischen Rechnung zeigen ebenfalls den
verminderten Atomabstand nahe der Kante im Falle der armchair-Kante. Die Berech-
nung der Kantenenergie allerdings liefert den grofseren Wert fiir eine armchair-Kante,
entgegen obiger Uberlegung und dem Ergebnis der DFT-Analyse. Ein weiterer Unter-
schied ist bei der Kantenspannung zu bemerken. Die Ab initio Rechnung liefert fiir die
zigzag-Kante die grofere Kantenspannung, wohingegen die klassische Rechnung der arm-

chair-Kante den groferen Wert zuordnet. Die unterschiedlichen Ergebnisse sind deutlich
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beim Vergleich der Abb. mit Abb. erkennbar.

Als eine mogliche Erklarung der hier offensichtlich auftretenden Unterschiede kann die
vereinfachende Modellierung chemischer Bindungen durch entsprechende nichtlineare
Federn angefiihrt werden. Umso interessanter ist die Tatsache, dass auch verschiedene
DFT-Analysen aufgrund unterschiedlicher Funktionale nicht dieselben Kantenenergien
bzw. -spannungen liefern. Eine Zusammenstellung unterschiedlicher Ergebnisse findet
man bei [39]. Bei den in dieser Arbeit verwendeten empirischen Potentialen muss man
sich immer der Zielsetzung der Entwickler bewusst sein. Es wurden verschiedene Einzel-
terme mit entsprechenden Konstanten zu einem Vielteilchenpotential zusammengebaut.
Die Vielzahl der im Potential auftretenden Konstanten wurde so gewahlt, dass quanten-
mechanische oder experimentelle Ergebnisse reproduziert werden kénnen. Es ist daher
nicht zu erwarten, dass die auf diese Weise gefundenen Potentiale alle chemischen und
physikalischen Eigenschaften hinreichend genau wiedergeben kénnen.

Obwohl die quantitativen Ergebnisse der klassischen Analyse offensichtlich nur in Bezug
auf die Grofsenordnung mit quantenmechanischen Rechnungen iibereinstimmen, wird der
qualitative Einfluss der Kante doch richtig erfasst. Das negative Vorzeichen der Kanten-
spannung zeigt eine am Rand wirkende Druckspannung an. Mit anderen Worten wird
die Ausdehnung des Randes durch weiter innen liegende Bereiche behindert, was mecha-
nisch durch die auftretende Druckspannung ausgedriickt wird. Ob und wie sich dieser
lokale Effekt am Rand auf die globale Struktur auswirkt, soll Gegenstand der weiteren
Ausfiihrung sein.

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, wie mit kleinen Zellen der Einfluss einer Kante be-
rechnet werden kann. Fiir die weitere Darstellung ist festzuhalten, eine Kante in einem
Graphene-sheet bewirkt eine am Rand konzentrierte Oberflichenenergie und eine daraus
resultierende negative Kantenspannung, unabhéngig von der Geometrie der betrachte-
ten Kante.

Um in weiterer Folge einen Vergleich mit einer kontinuumsmechanischen Analyse zu er-
moglichen, sind die elastischen Eigenschaften von Graphen von Interesse. Mit den bereits

verwendeten Zellen konnen diese sehr einfach bestimmt werden.

2.1.3. Elastische Eigenschaften von Graphen

Die fiir die Ermittlung der Kantenenergie bzw. -spannung verwendeten Zellen werden
nun fiir die Berechnung weiterer Eigenschaften von Graphen benutzt. Im vorigen Ab-
schnitt wurde mit dem REBO- und dem AIREBO-Potential die Kantenenergie bzw. die

daraus resultierende Kantenspannung berechnet. Die ermittelten Unterschiede zu quan-
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tenmechanischen Rechnungen erscheinen in Anbetracht der eigentlichen Zielsetzung einer
empirischen Formulierung von Kraftfeldern vernachlissigbar. Stehen die mechanischen
Eigenschaften einer Struktur im Vordergrund, so muss das empirische Potential die elas-
tischen Eigenschaften hinreichend genau abbilden kénnen. Im Folgenden geht es um die

Berechnung entsprechender Steifigkeiten, und deren Vergleich mit Ergebnissen einer Ab

initio Formulierung [30].

Abbildung 2.7.: Einheitszellen zur Bestimmung der Dehnsteifigkeit in armchair-
Richtung (a) bzw. zigzag-Richtung (b).

Zur Bestimmung der Dehnsteifigkeit werden Zugversuche an einer Zelle mit periodi-
schen Randbedingungen auf numerischen Weg durchgefiihrt. Abbildung 2.7 zeigt die
schon bei der Berechnung der Kantenenergie verwendeten Einheitszelle. In beide Rich-
tungen werden periodische Randbedingungen berticksichtigt. Es stellt sich die Frage in
welche Richtung die Zelle belastet werden soll, wobei fiir kleine Verzerrungen eine he-
xagonale Struktur als isotrop vorausgesetzt werden darf [31]. Die Zelle wird sowohl in
armchair- als auch in zigzag-Richtung belastet, wobei ein isotropes Verhalten fiir klei-
ne Verzerrungen als Verifikation der Simulationsergebnisse dient. Das Aufbringen eines
linearen Verschiebungsfeldes u gemifs AbbR2.7(a) bewirkt eine Belastung in armchair-
Richtung. Die Zelle wird schrittweise in €,-Richtung vergréfert, wobei aufgrund des
Poisson-Effekts eine Verschiebung in negativer €,-Richtung aufzubringen ist. Bei ge-
gebener Verschiebung w wird also jene Verschiebung senkrecht dazu ermittelt, die die
niedrigste Gesamtenergie liefert. Auf diese Weise kann mit periodischen Randbedingun-
gen in beiden Richtungen ein Zugversuch in armchair-Richtung realisiert werden. Mit
einer entsprechenden Vorgehensweise an der Zelle Abb.2Z7(b) wird ein Zugversuch in

z1gzag-Richtung durchgefiihrt.
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Abbildung 2.8.: Gesamtenergie pro Atom fiir Zugversuche geméfs Abb. 2.7in armchair-
bzw. zigzag-Richtung unter Verwendung des REBO und des AIREBO-
Potentials.

Abbildung 2.8 zeigt den zu erwartenden quadratischen Zusammenhang zwischen Ver-
zerrung und Energie im Bereich geringer Verzerrungen. Bei gleichem Potential ist der
Unterschied zwischen armchair und zigzag erst fiir grofsere Verzerrungen signifikant.
Eine Untersuchung dieses anisotropen nichtlinearen Verhaltens in Bezug auf die mecha-
nischen Eigenschaften ist bei [38] zu finden. Fiir die vorliegende Simulation ist die Rich-
tungsunabhéangigkeit der erzielten Ergebnisse fiir kleine Verzerrungen eine Bestédtigung
der korrekten Aufbereitung der Problemstellung fiir LAMMPS [46]. Der Unterschied
zwischen REBO und AIREBO wurde bereits bei der Untersuchung der kleinsten Ele-
mentarzelle im vorigen Abschnitt diskutiert. Die Steigung der jeweiligen Energieverldufe
ist proportional der mechanischen Spannung. Der verwendete Proportionalititsfaktor
und die damit verbundenen Abweichungen fiir die Werte der Festigkeiten bzw. Elastizi-
tatsmodule sind in der Literatur ausfiihrlich diskutiert ( Yakobson’sches Paradozon 25]).
Die Problematik ist jedoch offensichtlich in der nicht eindeutig definierbaren Dicke einer
Graphenschicht begriindet. Wenn Graphen als elastische Platte in einer kontinuums-
mechanischen Analyse modelliert werden soll, so sind die entsprechenden Dehn- und
Biegesteifigkeiten an einen endlichen Wert der Plattendicke gekniipft. Aber wie dick ist
eine Schicht bestehend aus hexagonal, eben angeordneten Kohlenstoffatomen?

Eine haufig anzutreffende Definition der Schichtdicke ist der Abstand zweier Graphen-
schichten in Graphit (Abb. I I(a)) h = 3,35A [50]. Dieser Wert wird fiir die folgenden,
in Tab. dargestellten, Vergleiche unreflektiert verwendet.
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Abbildung 2.9.: Spannungen in Abhéngigkeit von der in armchair- und zigzag-Richtung
aufgebrachten Verzerrungen (a). Der Spannungsverlauf fiir sehr kleine
Dehnungen (b).

Aus dem bekannten Verlauf der Verzerrungsenergiedichte der Einheitszelle bestimmt sich

die Spannung aus

o U 1 oU
" e, A AOh D
Die Flédche der jeweiligen Einheitszelle ist mit Hilfe des Gleichgewichtsabstandes zwei-
er Kohlenstoffatome einfach darstellbar, und betriagt fiir die in Abb.[2.7] dargestellte
Zelle A° = 6v/3a2 ~ 20, 3A%. Aus dem bekannten Verlauf der Energie (Abb.[28) be-
rechnet sich, unter Berticksichtigung der Definition der Spannung (Z3]), die Spannungs-

0;

(2.3)

Dehnungskurve des einachsigen Zugversuches, die in Abb. 2.9(a) dargestellt ist. Bemer-
kenswert ist die Tatsache, dass die beiden verwendeten Potentiale fiir kleine Verzerrun-
gen sehr dhnliche Kurven liefern. Fiir grofere Werte der Verzerrung sind die Kurven fiir
Belastungen in armchair- bzw. zigzag-Richtung deutlich verschieden. Fiir kleine Ver-
zerrungen ist in Abb.[29(b) der Zusammenhang zwischen Spannung und Verzerrungen
noch einmal dargestellt. Die Steigung dieser Geraden durch den Ursprung stellt den

E-Modul dar, der sich mit
1 9*U
=—— 2.4
A%h 0e? | __, (24)
berechnen lasst. Der Grund fiir die stark streuenden Ergebnisse der publizierten Wer-
te fiir die mechanischen Eigenschaften (eine Zusammenstellung ist bei [25] zu finden)
liegt in erster Linie an der Wahl der in Rechnung gestellten Schichtdicken. Eine Grofse

die bei Scheibenproblemen haufig auftritt, ist die Dehnsteifigkeit D = EZQ. Diese Gro-
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fse kann ohne der Definition einer Plattendicke direkt aus dem Energieverlauf Abb. 2.8
mit (2.4) berechnet werden. Fiir die berechneten Punkte in Abb. 2.8 liefert eine entspre-
chende Regressionsparabel die Grundlage fiir die Berechnung des E-Moduls geméf (2.4]).
Wird ein groferer Bereich fiir die Dehnung betrachtet, so ist ein Unterschied zwischen
armchair- und zigzag-Richtung zu bemerken. Fiir grofere Dehnungen zeigt die arm-
chair-Richtung eine grofere Steifigkeit (D = 310N/m) als fiir eine Belastung in zigzag-
Richtung (D = 272N/m). Dieses richtungsabhéngige Verhalten ist qualitativ bereits
anhand der unterschiedlichen Steigungen in Abb.[2.9 zu erkennen. Dieser Effekt wird
bei [25] genauer analysiert, spielt aber fiir kleine Werte (¢ — 0) keine Rolle, und wird
im Folgenden nicht weiter beriicksichtigt.
Eine weitere wichtige Grofse kann aus den bis jetzt erzielten Resultaten abgeleitet werden.
Bei vorgegebener Verschiebung in einer Richtung, wurde auf die dazu normal stehende
Richtung jene Verschiebung fiir die geringste Gesamtenergie gesucht. Dieser Zusammen-
hang liefert beispielsweise fiir den Zugversuch in armchair-Richtung die Poisson-Zahl
€

M= —g-
Bevor diese Ergebnisse in Bezug auf bekannte Resultate diskutiert werden, sei noch eine
weitere wichtige Grofe berechnet. Wird eine elastische Platte aus der Ebene herausge-
bogen, so leistet sie dieser Verformung einen Widerstand, der in der Biegesteifigkeit zum

Ausdruck kommt.
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(b)

Abbildung 2.10.: Beispiele zweier Einheitszellen zur Bestimmung der Biegesteifigkeit in
armchair- und zigzag-Richtung (a). (10,10) armchair- bzw. (20,0) zig-
zag-Zellen deren Gesamtenergie mit periodischen Randbedingungen in

axialer Richtung berechnet wird (b).

Aufgrund der Symmetrie einer hexagonalen Struktur sollte fiir kleine Verzerrungen keine
Richtungsabhéngigkeit beobachtet werden. Fiir die Berechnung der Biegesteifigkeit ist
ein gegebener Graphenstreifen zu einer Fliache bekannter Kriimmung zu verformen. Es
liegt daher nahe Kreiszylinder zu formen, deren Kriimmung sich aus dem Kehrwert des
Radius bestimmt. Um die Geometrie der auftretenden Zellen einfach zu gestalten wer-
den nur armchair- und zigzag-Richtungen beriicksichtigt. Abbildung [Z10(a) zeigt zwei
Beispiele solcher Zellen. Werden nun armchair- bzw. zigzag-Zellen zu Kreiszylindern
entsprechender Abmessung gebogen, so entstehen Strukturen, wie sie in Abb. 2. T0(b

dargestellt sind, die in axialer Richtung periodisch fortgesetzt Kohlenstoffnanoréhren
ergeben (vgl. Abb.[[I(a)). Abbildung 2Z.T0(b) zeigt somit die kleinste Zelle einer (10,10)
armchair- bzw. einer (20,0) zigzag-Nanorohre. Fiir langer werdende Streifen steigen der
Umfang und der Radius bei kleiner werdender Kriimmung. Der Grenzfall eines unendlich
grofsen Streifens entspricht dem unverformten geraden Grundzustand. Die Berechnung
des Gleichgewichtszustandes erfolgt bei periodischen Randbedingungen in axialer Rich-
tung, wobei die Abmessung der Zelle in dieser Richtung variiert wird. Der Zuwachs der

Verzerrungsenergiedichte aufgetragen iiber der Kriitmmung ist in Abb. 2.1T] dargestellt.

4Fiir alle raumlichen Darstellungen von Kohlenstoffverbindungen in dieser Arbeit, wurde das Darstel-
lungsprogramm fiir chemische Verbindungen JMOL [26] verwendet.
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Abbildung 2.11.: Zuwachs der Verzerrungsenergiedichte in Abhéngigkeit von der Kriim-
mung fiir armchair- bzw. zigzag-Richtung unter Verwendung des RE-
BO und des AIREBO-Potentials.

Ahnlich der Berechnung der Dehnsteifigkeit aus (2.4)) liefert

N

K
Ok?

(2.5)
"=0
die Biegesteifigkeit von Graphen, ohne der Wahl einer Schichtdicke. Gleichung (2.3])
driickt also die Steifigkeit als zweite Ableitung des Zuwachses der Verzerrungsenergie-
dichte nach der Kriimmung aus, wobei mit Multiplikation der entsprechenden Fléche
der betrachteten Einheitszelle die in Tab. angegebene Dimension erzielt wird. Die in
Abb. 2.11] dargestellten Ergebnisse zeigen sehr schon die Richtungsunabhéngigkeit der
Biegesteifigkeit. Der signifikante Unterschied zwischen den beiden Potentialen ist auf
die beiden zusétzlichen Terme im AIREBO-Potential, vgl. Anhang[Cl zuriickzufiihren.
Eine genauere Analyse des AIREBO-Potentials zeigt, dass das Lennard-Jones-Potential
die Biegesteifigkeit praktisch nicht beeinflusst, wohingegen der zusétzliche Torsionsan-
teil diese verringert. Abbildung 2. 11] zeigt zusétzlich zu den berechneten Werten zwei
Regressionsparabeln, die eine Bestimmung der jeweiligen Biegesteifigkeiten geméfs (2.5])

erlauben.
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Tabelle 2.2.: Vergleich der linear elastischen Materialkennwerte auf Basis einer mole-
kularmechanischen Rechnung mit Ergebnissen quantenmechanischer Rech-
nungen [30].

E-Modul® Dehnsteifigkeit Poisson-Zahl Biegesteifigkeit

E in TPa Din N/m i K in nNnm
DFT [30] - 315 0,149 0,238
REBO 0,897 304 0,11 0,24
AIREBO 0,911 310 0,13 0,15

“Fiir die Berechnung geméaf (2Z4]) wurde wie eingangs erwihnt h = 3, 35A [50] verwendet.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die beiden empirischen Potentiale die
Kantenenergie bzw. -spannung sowie die elastischen Eigenschaften von Graphen rich-
tig abbilden. Der Unterschied in den quantitativen Werten fiir Kantenenergie bzw.
- spannung fiir die beiden untersuchten Kantengeometrien ist beachtenswert, aber fiir
die weitere Darstellung ist lediglich die Druckspannung am Rand fiir den Einfluss auf
die globale Struktur entscheidend. Ein Vergleich der besprochenen Eigenschaften mit
entsprechenden Ab initio Analysen ist in den beiden Tabellen (Tab. 2.1l Tab.[2.2]) ange-
fiihrt.

2.2. Einfluss der Kantenenergie auf die globale

Struktur von Graphen

Im vorigen Abschnitt wurden stets Energien fiir Zellen mit einigen wenigen Atomen
berechnet, um den Einfluss einer Kante quantitativ zu beschreiben. Die unterschiedlichen
Resultate fiihren unweigerlich zur Frage: Wozu mit klassischen Kraftfeldern Strukturen
auf atomarer Ebene untersuchen? Die Antwort auf diese Frage liegt in der Grofe der
berechenbaren Strukturen mit empirischen Potentialen begriindet. Ab initio-Rechnungen
liefern zwar sehr genaue Werte fiir die Kantenenergie und -spannung, aber wie sich diese
auf grofere Strukturen auswirken, kann aufgrund numerischer Einschrankungen nicht

berechnet werden.
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Abbildung 2.12.: Rasterelektronenmikroskop-Aufnahmen von Graphenbéandern mit un-
terschiedlicher Vergroferung [12].

Abbildung 2.12] zeigt, dass sich Graphen unter Laborbedingungen keineswegs als flache
Struktur darstellt. In natiirlicher Weise ist eine Vielzahl von Effekten fiir diese globa-
le Form von Graphenbéndern verantwortlich. Dariiber hinaus ist es experimentell sehr
schwierig zu verhindern, dass sich die ungeséittigten Bindungen mit Bestandteilen der
umgebenden Atmosphére verbinden und so die Kantenspannung reduzieren. Ob und wie
sich allerdings die im vorigen Abschnitt berechnete Kantenspannung auf Graphen aus-
wirkt, soll die nun folgende molekularmechanische Analyse zeigen. Im Speziellen soll eine
kreisformige Graphenschicht untersucht werden. Im Gegensatz zu Graphenbdndern, die
von YAKOBSON [7] und anderen [54] [63] bereits analysiert wurden, ist die Kante einer na-
hezu kreisrunden Graphenschicht eine Kombination aus armchair- und zigzag-Anteilen.
Im molekularmechanischen Modell wird zusétzlich ein Substrat berticksichtigt, das iiber
das Lennard-Jones-Potential auf das Graphen einwirkt und als eine nichtlineare Bettung

aufgefasst werden kann. Dariiber hinaus wird fiir alle folgenden Simulationen nur mehr
vom AIREBO-Potential Gebrauch gemacht.

Abbildung 2.13.: Zwei verschiedene Startkonfigurationen (1090 Kohlenstoffatome) fiir
die Minimierung des Gesamtpotentials. Rein geometrisch konstruiertes
Patch (a), dasselbe Graphenpatch mit zuféllig verteilter Verschiebung
einzelner Atome in transversaler Richtung (b).
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Abbildung 213(a) zeigt ein Graphenpatch bestehend aus 1090 Kohlenstoffatomen, mit
einem Radius von R & 3nm. Aus geometrischen Griinden ist es nicht moglich, aus einem
hexagonalen Gitter einen perfekten Kreis zu schneiden. Die bestmdgliche Naherung eines
Kreises dieser Abmessung ergibt das in Abb.[213|(a) dargestellte Patch, dessen Kante
sich eindeutig aus armchair- und zigzag-Anteilen zusammensetzt. Mit der Energie eines
Atoms im Grundzustand Abb. 2.1l(a), der mittleren Kantenenergie aus Tab. 21 und der

Abmessung des Patchs kann die zu erwartende Gesamtenergie mit

EPatCh - EAtomNAtom + /YZR']T

= 7.2975-Y 1000 + 1,25 60A 7 ~ —7869¢V
Atom A

(2.6)

abgeschéatzt werden. Fiir die tatséchliche statische Energieminimierung des Patchs ist das
in LAMMPS implementierte nichtlineare konjugierte Gradientenverfahren (nach Polak-
Ribiere [46]) zur Anwendung gekommen. Die Startkonfiguration Abb. 2.13|(a) wurde aus
einer grofseren Graphenschicht herausgeschnitten, und liefert vor der Minimierung eine
Energie von F = —7865,06eV . Dieses Ergebnis beriicksichtigt also nur den Grundzu-
stand der Atome und den Einfluss der Kante, ohne eine Verschiebung der Atome. Diese
Gesamtenergie ist sehr nahe der Abschétzung (2.6]), in der keine Verformung berticksich-

tigt ist. Die Suche des Minimums liefert eine geringere Energie von
Ein =~ —7882,4¢€V, (2.7)

wobei die Struktur ihren nicht ausgebeulten Charakter behélt. Bei genauerer Analyse
der gefundenen Gleichgewichtslage ist der grofere Abstand zwischen einzelnen Rand-
atomen zu erkennen. Durch eine Verschiebung einzelner Atome in der Ebene, hat sich
die Gesamtenergie verringert. Es stellt sich aber die Frage ob diese Gleichgewichtslage
dem globalen Minimum dieser Struktur entspricht. Formal ist das Minimum auf einer
3 x 1090 = 3270 dimensionalen Energiefliche zu berechnen, von einem Startpunkt aus,
der moglicherweise weit von diesem gesuchten Punkt entfernt ist. Im Gegensatz zu einer
quasistatischen Analyse wird durch das Auftrennen der entsprechenden Bindungen am
Rand die “Last” unmittelbar auf die nicht ausgebeulte Struktur aufgebracht. Es besteht
also die Gefahr, dass die Minimierung des Gesamtpotentials nur ein lokales Minimum
liefert, welches sich in der Néhe der Startkonfiguration befindet. Um sich von dieser
Einschrinkung zu befreien, besteht die Moglichkeit, verschiedene Ausgangszustidnde, al-
so Positionen auf der Energieflache, zu probieren und die berechneten Energiewerte zu
vergleichen. Abbildung 2ZI3(b) zeigt eine derartige Moglichkeit mit zufillig verteilten
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Verschiebungen, einzelner Atome aus der Ebene heraus, eine alternative Startkonfigu-
ration fiir die Suche des globalen Minimums. Abbildung 2.14{(a) zeigt das Resultat der
Energieminimierung, mit einer Gesamtenergie von E = —7885, 73eV . Diese Energie ist

kleiner als die Losung bei der nur Verschiebung in der Ebene auftraten (2.7).

o s ST SEET

Abbildung 2.14.: Energieminimale Konfigurationen ohne Bettung (a), bzw. mit einer
Bettung (b).

Eine weitere Moglichkeit, sogenannte Energiebarrieren zu iiberwinden, besteht darin,
dem System kinetische Energie in Form von Temperatur zur Verfiigung zu stellen. Im
vorliegenden Fall wurde die Graphenschicht auf 700K 1000-Zeitschritte lang gehalten,
und anschlieffend innerhalb von 10000-Zeitschritten auf 0K abgekiihlt, wobei ein Zeit-
schritt 1fs = 107'°s entspricht. Diese molekulardynamische Analyse, die als simulierte
Abkiihlung (simulated annealing) [6] bezeichnet wird, wurde mit einem kanonischen En-
semble [41] realisiert. Am Ende der dynamischen Analyse wurde zusétzlich eine statische
Minimierung der potentiellen Energie durchgefiihrt. Das auf diese Weise erzielte Ergeb-
nis ist dem auf molekularstatischem Weg erzielten sehr &hnlich.

Um den Einfluss eines Substrates zu studieren, wurde dieselbe Analyse unter Beriick-
sichtigung einer zusétzlichen Graphenschicht durchgefiihrt. Alle Freiheitsgrade dieses
grofseren Patchs wurden gesperrt, wodurch zusétzlich die Wirkung der Van der Waals-
Kréfte in die Minimierung des Gesamtpotentials des kreisformigen Patchs eingehen.
In Abb.[2T4(b) ist die energieminimale Konfiguration des Graphenpatches unter der
Wirkung eines Substrates, dieses ist in Abb.[2I4|(b) nicht eingezeichnet, dargestellt.
Beim Vergleich beider Gleichgewichtslagen in Abb. [Z14]ist deutlich erkennbar, dass eine
Bettung die Amplitude der transversalen Verschiebung erwartungsgemaéfs reduziert, bei
gleichzeitiger Erhohung der Welligkeit in Umfangsrichtung.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass mit Hilfe des empirischen Potenti-
als AIREBO sowohl die Kantenenergie bzw. -spannung als auch die elastischen Eigen-
schaften bestimmt werden konnen. Ein Vergleich mit entsprechenden Ergebnissen aus

quantenmechanischen Analysen zeigt die Qualitéit dieses Potentials, wodurch eine Ver-
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2. Atomistische Betrachtung

wendung fiir die Simulation groferer Strukturen gerechtfertigt ist. In diesem Abschnitt
wurde fiir einen kreisformigen Graphenpatch der Einfluss der Kantenenergie auf die glo-
bale Form diskutiert. Die gednderte Bindungsstruktur am Rand bewirkt eine stark am
Rand lokalisierte Druckspannung, die eine Verformung des Randes aus der Ebene her-
aus bewirkt. Im néchsten Abschnitt geht es um eine Beschreibung dieses Problems im
Rahmen der Kontinuumsmechanik, mit dem Ziel, ein passendes Stabilitdtsproblem zu
formulieren. Die Qualitdt der kontinuumsmechanischen Formulierung ist in Bezug auf

die soeben angegebenen Resultate zu messen.

26



3. Kontinuumsmechanische

Betrachtung

In der Kontinuumsmechanik versucht man das Verhalten eines deformierbaren Korpers
auf analytische oder numerische Weise zu beschreiben, ohne dabei die atomare Struktur
explizit zu betrachten. Bei klassischen Fragestellungen werden Belastungen in Form von
Kréften bzw. Verschiebungen aufgebracht, und das Verschiebungs- bzw. Spannungsfeld,
das den entsprechenden Randbedingungen geniigt, berechnet. Soll mit dieser Vorgehens-
weise das Verhalten eines endlich grofsen Graphene-sheets beschrieben werden, ist man
mit dem Problem konfrontiert, dass keine dufsere Belastung im herkémmlichen Sinn
auftritt! Aufféllig ist weiters, dass gerade ein unbelasteter Rand Ausgangspunkt einer
verdnderten Gleichgewichtslage ist.

Viele physikalische Effekte fiihren zu einer Randinstabilitat, dhnlich der im Kapitel 2.2]
beschriebenen, ohne einer augenscheinlichen &ufseren Belastung. Ursachen dafiir konnen
plastische Verformungen [14], 16l [49], Phasentransformationen, Temperaturbelastungen
sowie Schwellen des Materials [24, 42] [66] sein. Dariiber hinaus gibt es auch Beriih-
rungspunkte mit der Biologie, wenn es um die Beschreibung der unterschiedlichsten
Blattformen mit welligen Réndern als Ursache eines inhomogenen Wachstumsprozesses
geht [34], 35].

Elastische Verzweigungsprobleme von trivialen Gleichgewichtslagen von Balken, Platten
und Schalen sind vor allem fiir Ingenieure von grofser Bedeutung. Die Modellierung von
Graphen, aber auch von Carbon Nanotubes, als isotrope Platten bzw. Schalen wurde
in der Vergangenheit erfolgreich durchgefiihrt [2 65] und soll auch hier die grundle-
gende Herangehensweise sein. Die oben aufgelisteten moglichen Quellen einer Randin-
stabilitdt konnen auf kontinuumsmechanischer Ebene als Eigenspannungszustand oder
als Eigenverzerrungszustand beschrieben werden. Ein Eigenspannungszustand erfiillt die
Gleichgewichtsbedingungen, tritt aber nicht zufolge dufserer Belastung, sondern aufgrund
anderer Effekte, auf. RAMMERSTORFER [16} [49] hat mit passend gewéhlten Eigenspan-

nungszustinden das Beulverhalten von Blechstreifen analysiert, das bei Kaltwalzvorgén-

27



3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

gen aufgrund inhomogener Reduktion der Blechdicke, also durch plastische Verformung,
beobachtet werden kann. Die Strategie, das Verzerrungsfeld passend zu modifizieren ist
eine allgemeinere, weil nur auf Ebene der Kinematik Verdnderungen gemacht werden.
Der Begriff der Verzerrung sowie die Aufgabe, Abstdnde auf Flachen zu messen, ist un-
trennbar mit dem Begriff der Metrik verbunden. Wenn in der weiteren Darstellung von
nicht- Fuklidischer Metrik die Rede sein wird, so ist damit eine fiir unsere Bediirfnisse
geeignete Modifikation der entsprechenden Metrik der Platte gemeint. Stellvertretend
fiir die Vielzahl von Arbeiten auf diesem Gebiet sei auf [4], 40, 53| verwiesen. Vor diesem
Hintergrund werden im néchsten Abschnitt die notwendigen Plattengleichungen herge-
leitet.

3.1. Herleitung der Foppl von Karman’'schen
Plattengleichungen mit nicht- Euklidischer
Metrik

Mit der Zielsetzung, das Verhalten von endlich grofsen Graphene-sheets als Stabilitats-
problem zu formulieren, sind die nichtlinearen Fdppl von Kdrmdn’schen (FvK) Plat-
tengleichungen in Polarkoordinaten gesucht. Die Herleitung kann prinzipiell auf zwei
Arten erfolgen. Die synthetische Methode der Herleitung geht in drei Schritten vor, um
die Belastungen mit den Verschiebungen in Verbindung zu bringen. Im Gegensatz dazu
wird bei der analytischen Vorgehensweise die Verzerrungsenergie der Platte nach den
Verschiebungen variiert. Diese Methode ist zwar mathematisch ein wenig aufwendiger,
liefert aber zuséatzlich zu den gesuchten partiellen Differentialgleichungen die Randbe-
dingungen des Problems. Nachfolgend werden beide Methoden angefiihrt, wobei der
analytischen Methode mehr Raum gewidmet ist. Der Grund dafiir liegt in der Schwie-
rigkeit der richtigen Formulierung der Randbedingungen fiir eine Platte mit verdnderter
Metrik begriindet.

Annahmen fiir die Herleitung der Plattengleichungen endlich grolRer
Durchbiegung

Unabhéngig von der verwendeten Methode sind die folgenden Annahmen fiir die weitere

Herleitung notwendig:

(I) Die Plattendicke h ist viel kleiner als der Radius R (h < R).
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3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

(IT) Der Betrag der transversalen Verschiebung ist von gleicher oder kleinerer Gro-
fenordnung wie die Plattendicke |w| < O(h), aber kleiner als die Abmessung der
Platte |w| < R.

(IIT) Der Betrag der Ableitungen ist klein |2%] < 1, |Z—Z| < 1.

(IV) In den Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen werden nur jene nichtlinearen Ter-

ow

me beriicksichtigt, die von g
T

und Z_Z abhéngen. Alle anderen nichtlinearen Terme

werden vernachlassigt.

(V) Alle Verzerrungskomponenten sind klein, somit kann lineares Materialverhalten

vorausgesetzt, und das Hooke’sche Gesetz angewendet werden.

(VI) Kirchhoff sche Hypothese: Spannungen, die Flichen zugeordnet sind, die parallel
zur Mittelfldche liegen, werden vernachléssigt 03; = 0;3 = 0 (= ebener Spannungs-

zustand). Die Verzerrungen sind iiber die Plattendicke linear verdnderlich.

Eine streng mathematische Rechtfertigung dieser erstmals von v. KARMAN [61] getrof-
fenen Annahmen ist bei AUDOLY [5] bzw. [13] zu finden.
Die FvK-Gleichungen in Polarkoordinaten mit den entsprechenden Randbedingungen

werden unter Verwendung dieser Vereinfachungen abgeleitet.

3.1.1. Die synthetische Herleitung

Prinzipiell ist diese Vorgehensweise jene, die in klassischen Lehrbiichern iiber Flachen-
tragwerke wie jenes von GIRKMANN [21] oder TIMOSHENKO [59], aber auch in moderner
Darstellung von AUDOLY [5] nachzulesen ist. Sehr oft reduziert sich die Herleitung auf
die Verwendung kartesischer Koordinaten, wodurch entsprechender Rechenaufwand fiir
das Transformieren der auftretenden Operatoren in andere Koordinatensysteme zu leis-
ten ist. Durch die Verwendung der Tensorrechnung koénnen die Grundgleichungen in einer
vom verwendeten Koordinatensystem unabhéngigen Form dargestellt werden, was den
mathematischen Mehraufwand rechtfertigt. Ein weiterer Vorteil dieser Herangehensweise
liegt in der anschaulichen Interpretation des modifizierten Metrikterms. Die Monogra-
phien von GREEN & ZERNA [22], FUNG [17] und KLINGBEIL [29] sind besonders den
Bediirfnissen des Ingenieurs angepasst, und im Folgenden wird der dort vorgezeichnete

Weg verfolgt.
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3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

Die Formidnderung in krummlinigen Koordinaterﬂ

Im ersten Schritt wird der Zusammenhang zwischen dem Verschiebungsfeld und dem

Verzerrungstensor mit Hilfe der Tensoranalysis abgeleitet.

3 x3
7:» >
U P
P R
x? x?
x! !
unverformter Zustand verformter Zustand

Abbildung 3.1.: Der Zusammenhang zwischen unverformten und verformten Zustand,
dargestellt in kérperfesten Koordinaten z°.

Abbildung B.1] zeigt einen Korper im unverformten bzw. im verformten Zustand, wobei
alle GroRen auf korperfeste Koordinaten des unverformten Ausgangszustandes (x!, 22, 2%)
bezogen werden. Ein beliebiger Punkt P mit dem Ortsvektor 7 erleidet eine Verschiebung
v und hat im verformten Zustand die neue Lage ﬁ, wobei alle Vektoren im korperfesten
Koordinatensystem a¢ dargestellt werden. Fiir eine iibersichtliche Darstellung wurden die
beiden Zustdnde in Abb. B.1] getrennt voneinander dargestellt. Es ist somit klar, dass die

Verschiebung ¢ keine Starrkdrperverschiebung beinhaltet. Wird nun der Zusammenhang

B .2 3 ool 02 03y =1 23
R(z* 2%, 2°) = (a", z%, 2°) + v(x", 2%, x°)
partiell differenzier, so erhilt man mit der Definition der kovarianten Basisvektoren im

aamﬁ, bzw. im verformten Zustand G; = gf,.

unverformten ¢; =

Mit den nun bekannten kovarianten Basisvektoren kann der kovariante Metriktensor fiir

L An einigen Stellen dieses Abschnitts wird von der Summationskonvention Gebrauch gemacht.
2Um die Darstellung iibersichtlich zu gestalten, werden partielle Ableitungen wie z.B. % mit r,,

abgekiirzt.
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den unverformten g;; sowie den verformten Zustand G;; mit
9ij = 9i " 9j Gij=G; Gy =gij+ g U, +0; Ui +U,; Uy

berechnet werden. Die Metriktensoren haben eine sehr anschauliche Eigenschaft: Sie

bestimmen die Grofse des Quadrates des jeweiligen infinitesimalen Bogenstiicks geméfs
ds? = gy;dz'da? dS? = G;da'da’, (3.1)

im unverformten bzw. verformten Zustand. Die Differenz der Quadrate der jeweiligen

infinitesimalen Bogenldngen vor bzw. nach der Verformung
ds? —ds? = Qeijdxid:cj

dient als Definition des Verzerrungstensors

1
5 (Gij — gi5) =

62‘]' =

N | —

Werden nun im obigen Ausdruck die Verschiebungen mit (A1) bzw. deren partielle Ab-
leitungen mit auf die kontravariante Basis bezogen, so ergibt sich der Green’sche-

Verzerrungstenso] zu

1
¢ij = 3 (vily + vsli + vils 0*];) - (3.3)

Im Verzerrungstensor (3.3) treten kovariante Ableitungen auf, die geméf der Ableitungs-
regel fiir Tensoren (A.4)) von den jeweiligen Christoffel-Symbolen ([A.3) abhéngen. Die
Spezialisierung auf ein bestimmtes Koordinatensystem spiegelt sich daher in den ent-
sprechenden Christoffel-Symbolen wieder, wodurch die Definition des Verzerrungsten-
sors (B.3) unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems ist. Fiir das vorliegende

Problem werden die Verzerrungen in Zylinderkoordinaten benotigt.

3Der senkrechte Strich symbolisiert die kovariante Ableitung bezogen auf die Basis des unverformten
Korpers ¢g*. Bezieht man sich auf den verformten Korper, ist die kovariante Ableitung in der Basis
G* zu bestimmen, was auf den Almansi’schen-Verzerrungstensor fiihrt.
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Die Formidnderung in Zylinderkoordinaten

Mit den korperfesten Koordinaten ! = r, 22 = ¢ und 23 = z ergeben sich die Metrik-

tensoren zu

1 0 0 1 0 0
g;=10 2 0 g"=10 % of, (3.4)
0 0 1 0 0 1

und daraus die Christoffel-Symbole (A.3)) zu
1 2 2 1
[og = —r Iy =15 = -

Fiir die Spezialisierung des Verzerrungstensors (3.3]) wird von der Annahme ([V]) sowie
von der Umrechnung des Verzerrungstensors auf physikalische Komponenten ([A.5) Ge-

brauch gemacht, was auf

Erpr = Uyp +§w,r 267’@ = Yro = ; (uw FrU, =V + W,y wacp)
U 1 1
€pp = + UV, + ﬁwup 26, = Vrz = Uyz W,y +wupwaz
1 2
€ = W,, +§w,z 26<pz = Yoz =TV, +wutp +watpw72

fiihrt. Unter der Annahme kleiner Plattendicke (Annahme () kann die z-Abhéngigkeit
der transversalen Verschiebung vernachléssigt werden (w(r, ¢, z) = w(r, ¢)), wodurch in
obigen Ausdriicken w,, = 0 zu beriicksichtigen ist. Dariiber hinaus liefert die Verwen-
dung der Kirchhoff ’schen-Hypothese (Annahme (VI))), aufgrund der Proportionalitét
zwischen Schubspannung und Schubverzerrung (8.12]),

=0 = _ W,e

€p: = U =10, tw,, =V =Uy)— 22—
r (3.5)

€, =0=u,,+w,, = U= Uy — 2W,, .

Da die Normalspannung (o.,) und die beiden Schubspannungen (o,, = 0., bzw. 0., =
0,,) aufgrund der Annahme (VI) Null sind, ergeben sich die Verschiebungen in der Plat-
tenebene als Summe der Verschiebungen der Mittelfliche (Index 0), sowie einem in z

linearen Anteil zufolge der transversalen Verschiebung (3.5]). Mit den Zusammenhén-
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gen (B3] ergeben sich die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen

1
Err UQ - +§w772« W,y (363“)
11 1, 1 1
€pp = o + 00 Jfﬁww W +ﬁw>w (3.6b)
_ (10, + + ) : : (3.6¢)
€ro = % UQyp TTVsr —Vp T Wy Wy < Tw”"‘»" T2w><p ’ e

Modifikation des Verzerrungstensors

Wie eingangs erwahnt, soll die kontinuumsmechanische Formulierung des Beulproblems
mittels verdndertem Verzerrungstensor erfolgen. Nachdem die Verzerrungen geméf (3.2])
von der Differenz der Metriken im verformten bzw. im unverformten Zustand berechnet
werden, liegt es nahe, den Verzerrungstensor mittels der Metrik im unverformten Zustand
zu verdndern. Aufgrund der Annahme ([V]) werden die z-Komponenten der auftreten-
den Tensoren unterdriickt. Definiert man den verédnderten Metriktensor als Summe des

Metriktensors (3.4]) und eines zusétzlichen Metriktensors mit

- ) 1 0 €rp €
Gap = Jap +gaﬁ = ( 2) + (A R LP) s (37)
0 r €rp  €pp

so kann daraus das Quadrat der Lénge eines infinitesimalen Bogenstiickes geméf (B3.1])
ds® = (1 + &) dr® + 26,,drdy + (1 + é,,) r’dp? (3.8)

bestimmt werden. Noch anschaulicher wird der Einfluss der verédnderten Metrik, wenn

man ein Bogenstiick in Umfangsrichtung (r = const, dr = 0)

ds = /1 + éy,(r)rde

betrachtet, und daraus den Umfang

27
U:/ ds = 2rmy/1 + € (T 3.9
i \/ 1+ Epp(r) (3.9)

berechnet. Mit é,,(r) > 0 kann also eine Vergroferung des Umfangs in Abhéngigkeit
vom jeweiligen Radius bewirkt werden. Wenn man sich vor Augen hélt, dass die Metrik

der unverformten Platte der zweidimensionalen Formulierung der ungedehnten Feder-
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lange einer eindimensionalen Feder entspricht, so vergrofert der positive Term é den
Gleichgewichtsabstand in Abhéngigkeit von der radialen Koordinate. In weiterer Folge
wird ein vom Rand der Kreisplatte sehr rasch abklingender Term (é,,) in Rechnung
gestellt, um die beim Graphene-sheet beobachtete, am Rand lokalisierte Dehnung, in
Umfangsrichtung zu berticksichtigen. Betrachtet man nun diese zusétzliche Metrik g;;
geméfh (3.7)) als kleine Storung der Metrik der unverformten Platte, und bezieht die Ver-
zerrungen auf die unverformte Platte, ergeben sich (der Index 0 wird hier unterdriickt)

folgende Verzerrungen

1
€Err = Uyp +§w,$ —RZW,pr _érr (310&)
11 1, (1 1 .
Cop = U + U Jfﬁww W +ﬁw>w ~ €pp (3.10Db)
1 1 1 R
€ro = Z (u7<P FTV, —U + W,y W, ) -z ;wmp _T_Qwﬂp — Erp- (310C)

In weiterer Folge ist die Tatsache, dass die Verzerrungen nicht unabhéngig voneinander
sind, von entscheidender Wichtigkeit. Zweimaliges Differenzieren der Verzerrung (3.3))
fiihrt, unter Vernachlissigung der quadratischen Terme, auf ;| = %(vl| jki +vjlirt). Die
Kompatibilitdtsbedingungen in krummlinigen Koordinaten ergeben sich durch Vertau-

schen von Indices und entsprechender Summation zu
eijlkl + ertlij — eirljt — ejilan = 0.

Die 81 Gleichungen, die obiger Ausdruck darstellt, reduzieren sich im vorliegenden Fall

auf nur eine einzige, in nicht trivialer Weise zu erfiillende Gleichung

s S S 2 5 s s
T Voo FVrprp = Ermspp T €osrr =T €ppsr +27 €0 - (3.11)

Die Bedingung ([B.11)) verkniipft nur die Verzerrungen des entsprechenden Scheibenpro-

blems, was durch den Index S angezeigt wird.

Das Materialgesetz

Unterstellt man linear elastisches Materialverhalten geméf Annahme (V) so liefert das

Hooke’sche Gesetz den Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen

Sag = 2G€a5 + 5a6)\€kk- (3.12)
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Fiir den ebenen Spannungszustand, entsprechend der Annahme (VI)), ergibt sich

E E E

1— 2 (€rr + pEpp) Opp = T2 (€pp + [HErr)  Opp = T+a

Opp =

€ro = GV (3.13)

Aufgrund der gegeniiber dem Radius als klein vorausgesetzten Plattendicke A (Annah-
me (Il), ist es in der Plattentheorie {iblich, die Spannungen tiber die z-Abmessung zu

integrieren, und so Kréfte bzw. Momente pro Langeneinheit zu definieren

h/2 h/2
Nag = / Uagdz Mag = / ZO'agdZ. (3.14)
—h/2 —h/2

Die Gleichgewichtsbeziehungen

Das Plattenbeulen soll als ein statisches Problem behandelt werden, wodurch die Gleich-
gewichtsbeziehungen anstelle der Bewegungsgleichung den Zusammenhang zwischen Be-
lastung und Spannung liefert. In Lagrange’scher Beschreibung sind die Gleichgewichts-

beziehungen in krummlinigen Koordinaten

(o)

zu erfiillen. Beriicksichtigt man nur lineare Terme, so erhélt man in radialer Richtung
Tpr + TOrrsr +0rprp —0pp = 0, (3.16)
bzw. in tangentialer Richtung
Tpprp +20,p + 1704, = 0. (3.17)

Aufgrund der Annahme (V1)) ergeben sich in den Gleichgewichtsbeziehungen in transver-
saler Richtung keine linearen Anteile, allerdings fithrt die Beriicksichtigung der fiihrenden

quadratischen Terme zu

2 1 1
Orr <;w7r +w7rr> + Orpyr Wy +0'r<p;w7r<p +Ur<p7r ;ww +Ur<p7<p ;U}, r
(3.18)

+‘7wﬁwvw 100050 T_wa =0.

Mit etwas Rechenaufwand fiihrt der synthetische Weg zu den gewiinschten FvK-Platten-

gleichungen. Aufwendiger ist die Formulierung der richtigen Randbedingungen, vor allem
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wenn es sich, wie im vorliegenden Fall, um einen freien Rand handelt. Im néchsten Ab-
schnitt wird daher die analytische Vorgehensweise verwendet, um die Plattengleichungen

und die entsprechenden Randbedingungen herzuleiten.

3.1.2. Die analytische Herleitung

Im Folgenden wird keine sprachliche Unterscheidung zwischen Verzerrungs- und Ergén-
zungsenergie getroffen, weil linear elastisches Materialverhalten (Annahme(V])) voraus-

gesetzt wird.

Das Variationsprinzip

Die gesuchten FvK-Gleichungen beschreiben den Gleichgewichtszustand der Kreisplatte,

daher konnen sie aus der Forderung nach Stationaritit des Gesamtpotentials
oU=0 (3.19)

gewonnen werden. Aufgrund der gewéhlten Formulierung des Problems tritt hier kein
Potential zufolge einer richtungstreuen, auferen Belastung auf, wie bei klassischen Beul-
problemen {tiblich. Es soll aber in weiterer Folge eine nichtlineare Bettung berticksichtigt
werden, wodurch sich das Gesamtpotential als Summe aus der Verzerrungsenergie der

Platte und jener der Bettung zusammensetzt, die es nun zu diskutieren gilt.

Verzerrungsenergie der Kreisplatte

Fiir den ebenen Spannungszustand (Annahme (VI))) ergibt sich die Verzerrungsenergie
pro Volumeneinheit in Polarkoordinaten

du 1 1

= 500p€ap = 5 (Orr€rr + Opp€pp + 20146r,) -

av 2 2

Mit Hilfe der Beziehungen (3.12) kénnen die Spannungen durch die Verzerrungen aus-

gedriickt werden, was auf

(Cinz;[ = 2(1 %/ﬂ) ((€rr + GW)Q —2(1 = p) (errew - 53@)) (3.20)

fiihrt. Annahme (I) legt nahe, die Verzerrungsenergiedichte iiber die als konstant vor-
ausgesetzte Dicke h in z-Richtung zu integrieren. Dieses Vorgehen wird zunéchst for-

mal durchgefiihrt. Es sei eine quadratische Form () definiert, die auf den Vektor ¢ =
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(€rr, €pp, €rp) gemials Q 1 e — (€. Q. €) wirkt.

1 p 0
RQ=1|n 1 0
0 0 2(1—p)

Die so definierte Matrix @ ist symmetrisch, und stellt eine Abbildung des mathemati-
schen Vektors der Verzerrungen ¢ auf die skalare Verzerrungsenergiedichte geméafs (3.20)
dar. Die bereits berechneten Verzerrungen (B.I0) werden in eine Verzerrung der Mittel-

ebene ¢’

0 1

€ = Uyp +§w772» _érr (321&)
1 1 1
0o _ 2 A
EWP = ;U + ;’U,Lp +2—7’2w7¢ —€pp (321b)
eggo = 2_7, (uw FrU, =V 4 W,y ww) - ércp, (321C)

und einen mit z multiplizierten Anteil ! gemif

1 1 1 1
g(z) = 60 +z 61 = (E(r]m Qoaw ng)zzo +z <_w7rr 5 _;wﬂ“ _ﬁwwg@ ) ﬁww _;wmp) (3-22)
aufgespalten. Der Anteil €° reprisentiert die Dehnung der Mittelfliche, und €' eine von
z abhéngige Dehnung zufolge der rdumlichen Kriimmung der Platte. Wird nun die Ver-

zerrungsenergiedichte iiber die konstante Plattendicke integriert, so ergibt sich unter
Verwendung von (3.22))

du E /W E Mo o 1

= €(2) .Q.€(2)dz = ——= e€+ze).Q. (e +2z¢)dz
IA ) |, AT Ty [l e e Ee)

~ Eh 1, 0 EhR? 1 1

Wie obiger Ausdruck zeigt, ist es gelungen, die Verzerrungsenergie aufzuspalten in einen
Term, der nur die Verzerrungen in der Ebene, und einen, der nur die linearen Verschie-
bungen aus dieser Ebene heraus beinhaltet. Diese Zwischenrechnung ist fiir kartesische
Koordinaten bei AUDOLY [5] zu finden. Dariiber hinaus ist zu bemerken, dass aufgrund

der Annahme ([V]) quadratische Terme auftreten, die eine vollstdndige Aufspaltung der
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Verzerrungsenergie zufolge Verschiebungen in bzw. aus der Plattenebene heraus ver-
hindern. Der erste Term beriicksichtigt, mit Ausnahme der zusétzlichen quadratischen
Terme, nur Verformungen, die bei Scheibenproblemen auftreten, wohingegen der zweite
fiir die Beschreibung von Platten mafigebend ist. Eine besonders kompakte Darstellung

beider Anteile der Verzerrungsenergie

D 2 2
Uscheibe = 5 /A (egr + E&P) - 2(1 - ,u) (Egregg@ - egap) dA (323)
K 2
Uplatte = 5} (Aw)” — (1 — p) [w, w]dA (3.24)
A
ergibt sich mit der Definition der Dehnsteifigkeit D = fhg und der Biegesteifigkeit

K = #ﬁﬂ), sowie dem Laplace-Operator

1 1
Aa = a,,, +;a,r +T—2a,w (3.25)

bzw. dem sogenannten Monge-Ampére-Operator

1 1 1 1
[a, b] = barr (;aar +T_2aag0go) + Gy (;bar +ﬁb><p<p )

1 1 1 1
—2 (;bmp _ﬁbw) (;amp _ﬁaup)

(3.26)

jeweils in Polarkoordinaten.

Verzerrungsenergie der nichtlinearen Bettung

Als Lagerung der Platte wird eine nichtlineare Bettung vorgesehen. Die Modellierung
der Bettung ist dem Potential der Van der Waalskrafte nachempfunden. Im moleku-
larstatischen Modell wird diese nicht gebundene Wechselwirkung zwischen Atomen des
Substrats und jenen der Graphenschicht mit dem Lennard-Jones-Potential (C.5)

£ = e[ (9) - (2)] (3.27)

beschrieben. Abbildung zeigt das Potential sowie die Kraft als Funktion des Abstan-
des. Diese Wechselwirkung in Form einer Kraft muss auf eine Kraft pro Flache, also einen
Druck umgerechnet werden, um als nichtlineare Bettung in der Plattengleichung bertick-
sichtigt zu werden. Abbildung B2(b) zeigt, dass zwei Kohlenstoffatome eine Fléche von
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AA = a%c?’—‘z/g einnehmen, somit einer Dichte von

2 2.2 Atome
p=-— = =39, 44— (3.28)
AA aécg\/g nm?2

entsprechen. Als nichtlineare Bettung soll die Wechselwirkung zweier Graphenschichten

verwendet werden.

(a) Platte —-=-=-=-=-=-=---- -~ (b)

e
| A

Substrat

Abbildung 3.2.: Mechanisches Modell zur Berechnung der nichtlinearen Bettung aus
der Van der Waals-Wechselwirkung (a). Abmessung der kleinsten Ele-
mentarzelle (b).

Um nun die Wirkung aller Atome in der unteren Schicht auf eine einzige Stelle der
oberen Schicht zu berechnen, ist iiber alle Kréafte zu integrieren. Die geometrischen Zu-
sammenhéange sind in Abb. [B.2(a) skizziert. Das dabei auftretende uneigentliche Integral

mit unbeschranktem Integrationsintervall

27 0
Z/{Bettung (f) = / / pELJ<\/m)Tde()O
0 0
12 o6

o
(G~ 3¢9

konvergiert aufgrund des endlichen Grenzwertes der Stammfunktion. Auf diese Weise

(3.29)

wird die Wirkung der gesamten unteren Graphenschicht, dem Substrat, auf einen Punkt
der oberen Schicht berechnet, wobei dem diskreten Aufbau durch die Dichte (3.28) im
verschmierten Potential Rechnung getragen wird. Aus der Ableitung nach dem Abstand
beider Schichten

(&) = po7 =2mp’e (U—G - 0—12) (3.30)

errechnet sich die gesuchte Formulierung der nichtlinearen Bettung [64] [47]. Offensicht-
lich ist der Gleichgewichtsabstand der beiden Schichten & = o = 3,4A kleiner als jener

39



3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

von zwei einzelnen Atomen ry = V20 =~ 3,816A. Grund dafiir ist die Wirkung der
benachbarten Atome in den Graphenschichten, wobei entsprechende Kraftkomponen-
ten, die in der Ebene auftreten, sich gegenseitig aufheben. Fiir die kontinuumsmecha-
nische Formulierung ist nur die transversale Verschiebung aus der Gleichgewichtslage
von Interesse, daher wird die Bettung in Abhéngigkeit von der Verschiebung aus der

Gleichgewichtslage heraus

o® ol o1 251
= 27p’ — ~ 2mpPe | 6w — —w® + —w’ £ ...
q(w) 7Tpe<(0+w)5 (o+w)11) 7Tpe<w —w + o

51 251
zk(w—6—w2+—w3i...)

o 602

) (3.31)

beriicksichtigt.
Mit der soeben formulierten nichtlinearen Bettung ergibt sich das Gesamtpotential aus
den beiden Verzerrungsenergien der Platte ([3.23]), (3.24]) sowie jener der Bettung (3.29)

AN
U= Z/{Scheibe + Z/{Platte + Z/{Bettung- (332)

Im Gegensatz zu klassischen Beulproblemen tritt im vorliegenden Fall vordergriindig
keine explizite dufere Belastung auf (W = 0), es sind somit alle Energieausdriicke for-

muliert.

Die Variation der Verzerrungsenergie

Die Anwendung des Variationsprinzips (8.19) auf die Gesamtenergie ([8.32)) liefert
U = oUs + dUp + oUp = 0, (3.33)

woraus die das Beulproblem beschreibenden, nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen zu gewinnen sind. Im integralen Ausdruck der einzelnen Verzerrungsenergien
B23) B24) und (B29) sind die Verschiebungen u, v und w, bzw. die auftretenden Ab-
leitungen nach den Koordinaten zu variieren.

Die Verschiebungen in der Plattenebene, radiale bzw. tangentiale, treten nur in der Ver-

zerrungsenergie der Scheibe (8.23)) auf. Die Variation von (8.23]) kann zunéchst mit (3.13)

und ([BI4) als
52/[5 — / NTT5€TT + N<p<p56<p¢ + 2N7"<p5€7’30 dA
A

40



3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

dargestellt werden. Betrachtet man nur die Variation der Verschiebungen in der Platten-
ebene (u, v), so erhdlt man mit (3.10)

1 1 1
Ug = / N,.0u,, —|—Nw(;5u + ;51},@ + Nw;(éuw +rév,, —iv) dA.
A

Mittels partieller Integration und dem Flachenelement in Polarkoordinaten

dA = r drdy vereinfacht sich der Integrand zu
// (Nyy + 7 Nypyr +Npro —Noy) 0 + (Nopgro +2Nypp + 7Ny, ) Sv dr dp = 0. (3.34)

Die bei der partiellen Integration auftretenden Randterme werden gesondert im néchsten
Abschnitt diskutiert. Aufgrund der Beliebigkeit der Variationen du bzw. dv miissen die
beiden Klammerausdriicke in (8334 unabhéngig voneinander erfiillt werden. Es handelt
sich dabei um die bereits hergeleiteten Gleichgewichtsbedingungen in 7- (3.16) bzw. -
Richtung (3.17). Beide Bedingungen koénnen auf die Losung einer einzigen Gleichung

zuriickgefiithrt werden, wenn eine Spannungsfunktion ®(r, ¢) mit folgender Definition

1 1 1 1
Nrr = ;(I)ar +ﬁq)73030 N<P<P = (I)arr NTSO = T_Q(b790 _;(I)’W’ (335)

eingefiithrt wird [58]. Das Scheibenproblem reduziert sich daher auf die Berechnung der
Spannungsfunktion ®. Die Bestimmungsgleichung fiir die Spannungsfunktion erhélt man
unter Zuhilfenahme der Kompatibilitdtsbeziehung (B:I1)), die einen Zusammenhang zwi-
schen den Verzerrungen in der Plattenebene darstellt. Die Verzerrungsanteile zufolge
tangentialer und radialer Verschiebungen, die bei klassischen Scheibenproblemen auftre-

ten, gewinnt man aus den Verzerrungen in der Mittelebene der Platte (3.2I]) gemé&f

1
S _ 0 2, A o 2 A
Err = U,y - 67»7» - §w7r +€rr - E (Urr - Mo-cpcp) - §w7r +€rr
S 0 2 ~ 2 ~
e =—(u+wv =€, — —=Ww,, +€ = —(Opp — WOr) — =W, +€
©wp r ( 7@) wp 27“2 ' pp E ( PP ) 27“2 2 pp
s 1 Y e ”
Vrp = . (up +1v, —v) = €rp — ;w,rww +26,, = Ecrw - ;w,rww +26.

(3.36)
Im obigen Ausdruck wurde vom Hooke’schen Gesetz (3.12) Gebrauch gemacht, das die
Verzerrungen der Mittelebene mit den Spannungen verkniipft. Werden diese Ausdriicke,
unter der Verwendung von (8.14]) und (3.35)), in die Kompatibilitdtsbeziehung (B.11) ein-
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gesetzt, erhélt man die nichtlineare partielle Differentialgleichung
2 1 3
A*® + Eh 5 [w,w]+ A | =0, (3.37a)

mit dem zusatzlichen Metrikterm

1 1 2 2

A= T_zérruptp _;€rr7r _;érapamp _T_zérapwp +€tptparr +;€<p<p7r . (337b)
Die iibersichtliche Form der Differentialgleichung (3.37) wird durch die Verwendung des

biharmonischen Operators

A’a = AAa (3.38)

(vel. B258)) und des Monge-Ampére-Operators (3.20)) erzielt.

Der Unterschied zur klassischen FvK-Plattengleichung in Polarkoordinaten besteht im
Ausdruck fiir den zusétzlichen Metrikterm (3.37h). Ein wichtiges Resultat der obigen
Herleitung aus dem Variationsprinzip ist die genaue Form der drei Metrikterme, mit der
sie in der nichtlinearen Differentialgleichung beriicksichtigt werden miissen.

Bis jetzt wurden nur Variationen der Verschiebungen u und v betrachtet, wobei diese
ausschliefslich in der Verzerrungsenergie der Scheibe (3.23]) auftreten. Im néchsten Schritt
sind die transversale Verschiebung w und deren auftretende Ableitungen nach den ent-
sprechenden Koordinaten zu variieren. Terme dieser Art treten in allen drei Energieaus-
driicken (3.23), (3:24) und (3:29) auf, die zusammen die Gesamtenergie (3.32)) darstellen.

Der Ausdruck fiir die Variation der Gesamtenergie nach der transversalen Verschiebung
oU = 0Us + dUp + dUp

1 1
= / (Nrrw,r +Nw_ww) ow,, + (pr—Qw,(p + Ny rw,, ) dw,,dA

A T T

K
+ 5/ 20w (Aw) — (1 — p)d([w, w])dA
A

51 251
—|—k/ (w——wz—l—iw?’i...)éwdfl
A

60 602

(3.39)

liefert nach ein- bzw. zweimaliger partieller Integration die gesuchte Differentialglei-
chung. Mit Hilfe der beiden Operatoren (B.38)) bzw. (8:26]) ergibt sich die zweite FvK-
Plattengleichung zu

KA*w — [@,w] + q(w) =0 (3.40a)
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mit dem Ausdruck fiir die nichtlineare Bettung

51 251
=k — =t ). .40b
q(w) <w o + ke ) (3.40b)
Die beiden nichtlinearen, partiellen Differentialgleichungen (3:37) und (340) stellen die
gesuchten FvK-Plattengleichungen fiir eine Kreisplatte mit nicht- Buklidischer Metrik

mit einer nichtlinearen Bettung dar.

Die Randbedingungen

Die Herleitung der FvK-Gleichungen aus dem Variationsprinzip heraus hat es notwendig
gemacht, einige Terme partiell zu integrieren. Die dabei auftretenden Randterme miissen
identisch verschwinden. Randterme, die an den Integrationsgrenzen in Umfangsrichtung

auszuwerten sind

2w

(Nrg) dul =0 (Nep) 00

0

2T
1
=0 (w,w —;w,w) ow,,

0

(10100 + s )0
HPW sy =W,y T 5 W, W,
r r? 0

21
= 0’
0

1 1 1
(—T—waw — Wy + (2 — 3);w,w —2(1— N)ﬁww +NppW, e +1“Nww,,n) ow

werden aufgrund der geforderten Stetigkeit der Verschiebungen bzw. deren Ableitungen
in Umfangsrichtung identisch erfiillt.
Den Randbedingungen an den Integrationsgrenzen in radialer Richtung muss erhohte
Aufmerksamkeit geschenkt werden. Wie sich spéter zeigen wird, sind diese Randbedin-
gungen fiir das in radialer Richtung zu formulierende Randwertproblem notwendig. Die
Variation der tangentialen Verschiebungen in der Plattenebene und die damit verbun-
dene partielle Integration fiihren auf Randterme der Form

R R

(Npp7)ou| =0 (Nyp 1) ov| =0,

0 0
die im Zentrum der Platte in trivialer Weise erfiillt sind. Fiir den zu behandelnden
Fall des freien Randes (r = R) sind die Verschiebungen beliebig und somit miissen die
entsprechenden Krifte verschwinden. Mit der Definition der Spannungsfunktion (3.33])

ergeben sich aus den beiden obigen Bedingungen die Randbedingungen fiir die Differen-
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tialgleichung der Spannungsfunktion (8:37) am freien Rand zu

1
(I)ar +Eq)7<p<p =0 (341&)
r=R
1
=0, =0, (3.41b)
r=R

Die Variation der transversalen Verschiebung (3.39]), bzw. die in weiterer Folge durchge-

fithrte partielle Integration fiihrt zu Randtermen der Form

1 1
W 10 ;w,r —|—T—2’w,W ow,,

1— 1 1
((Aw) T + K <_w7<p) TP _Nrrwar _;Nrcpwacp) 5’(1]

R
=0 (3.42a)

0
R

—0. (3.42D)
0

r r

Am freien Rand ist die transversale Verschiebung w und deren Ableitung w,, beliebig,
wodurch die entsprechenden Kozustandsvariablen, die Querkraft bzw. das Biegemoment,
Null sein miissen. Aus dem ersten Randterm (B.42al) folgt somit die Bedingung fiir ver-

schwindendes Biegemoment

=0, (3.43a)

bzw. aus dem zweiten Term (3.42D) die Bedingung fiir die Querkraft

~0. (3.43b)

r=R

1 1-— 1
V.= Qr + ;Mrgoacp X (Aw) or a (_wacp) rp

T r

Beim Klammerausdruck in (8.42h) handelt es sich um die “ Kirchhoff ’sche Ersatzquer-
kraft” V.. [I5], die sich aus einer effektiven Querkraft und der Projektion der richtungs-
treuen in der unverformten Plattenebene befindlichen Kréfte ergibt. Im vorliegenden
Problem sind diese Kréifte aufgrund der fehlenden duferen Belastung Null, wodurch sich
die Randbedingung auf (3.43D]) reduziert.

An dieser Stelle sei auf den Vorteil der analytischen Herleitung mittels Variationsrech-
nung hingewiesen, die als Nebenprodukt die beiden komplizierten Randbedingungen fiir
den freien Rand (3:43]) liefert. Ungleich schwieriger ist es, diese Randbedingungen auf
synthetischen Weg zu finden.
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Die Regularitiatsbedingungen

Neben den soeben formulierten Randbedingungen (3.41]) und (8.43]), die sich aus der Her-
leitung der FvK-Gleichungen ergaben, sind weiter sogenannte Regularitdtsbedingungen
anzugeben, um die Stetigkeit der jeweiligen Losung zu garantieren. Mit anderen Worten
fehlen noch vier Bedingungen, da es sich bei den FvK-Plattengleichungen um zwei Dif-
ferentialgleichungen vierter Ordnung handelt und erst vier Randbedingungen formuliert

wurden.

Formal sind die beiden FvK-Gleichungen ([B.37) und (340) der Form
A*G = F(r,p).

Aufgrund der unterstellten Form der ¢o—Abhéngigkeit der auftretenden Losungen (vergleiche
Ansatz ([8.69)) reduziert sich obige partielle Differentialgleichung auf ein Randwertpro-

blem der Form

mit dem linearen Operator £%a = LLa

1 2
La=ad"+ ;a’ — T:—Qa m € N. (3.44)

Bei der Losung dieser Differentialgleichung ist es vorteilhaft, den Operator aufzuteilen,

wodurch formal ein gekoppeltes System der Form

Lg1 = g2 (3.45a)
Lgy = f(r) (3.45D)

zu betrachten ist. Wenn die Inhomogenitit f(r) der Gleichung (3.45b]) im Definitions-
bereich (0 < r < R) stetig ist, kann sie fiir die Herleitung der Regularitdtsbedingungen
ignoriert werden. Es stellt sich also die Frage, welche Bedingungen zu erfiillen sind, dass

die Losung der Differentialgleichung
Lgy =0 (3.46)

keine Singularitdt im Definitionsbereich (0 < r < R) aufweist. Wie sich spéter zei-
gen wird, weisen die Losungen eine Singularitit fiir r — 0 auf, die es mit passenden

Bedingungen zu eleminieren gilt. Zur Klarung dieser Frage ist eine Fallunterscheidung
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notwendig.

em=20
In diesem Fall ergibt sich die Losung von (3.46]) zu

g2 = Cy +Calogr.

Die Forderung nach Stetigkeit der Losung kann somit durch die Randbedingung
gy(r=0) =0 — Cy = 0 erfiillt werden.

e m#0
Fiir nicht verschwindendes m ist die Formulierung der Randbedingung ein wenig
aufwendiger. Multiplikation von (3.46]) mit 2 liefert einer Fuler’sche Differential-
gleichung [56]

gr* + gyr — gam® =0,

die mit der Koordinatentransformation
r = et — 00 S t S th (347)

und der neuen Variable u = go(e') auf eine gewohnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung der Form

u —um? =0

umgeformt werden kann. Diese Gleichung mit w = (uy, uz)T als gekoppeltes System

erster Ordnung geschrieben ergibt

u = Au mit A=
m2 0

0 1] | (3.48)

Die den Eigenwerten der Matrix A (A; 2 = £m) zugeordneten Eigenvektoren span-

nen die Matrix P geméls

o[£

auf. Mit dieser Matrix kann das gekoppelte System (B.48)) in ein entkoppeltes Sys-

-m 0
0 m

tem

y =P 'APy mit P AP =
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iibergefithrt werden, das die Losung

B Cle—mt
Y= CQGmt

besitzt. Aufgrund der Koordinatentransformation (3.47) hat sich der urspriingliche
Definitionsbereich auf (—oco < ¢t < In R) geéndert, wodurch der Losungsanteil y;
fiir ¢ — —oo tiiber alle Grenzen wichst und daher unterdriickt werden muss. Die
Bedingung des verschwindenden Losungsanteiles y; am linken Rand des Definiti-

onsbereiches ergibt mit der Riicktransformation

die Bedingung fiir t - —o0

(ug—mu) =0 — o' —mu=0.

N | —

Wird jetzt auch noch die erste Koordinatentransformation (8.47) riickgéngig ge-
macht, so ergibt sich die gesuchte Randbedingung fiir r — 0

gor —gom =0 also gy = 0.

Zusammengefasst ergeben sich fiir Differentialgleichungen der Form (B8.43]), sofern Losun-
gen entsprechend dem Ansatz (3.69) gesucht werden, folgende Regularitdtsbedingungen
an der Stelle r =0

m=0: ¢,=0 ¢,=0 (3.49a)
m#0: ¢ =0 ga = 0. (3.49b)

Mit den Bedingungen (8.49) und den vier Randbedingungen (8.41]) und (B.43]) stehen die

notwendigen acht Bedingungen fiir die Losung der FvK-Plattengleichungen zur Verfi-

gung.
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3.2. Die qualitative Bestimmung der

Stabilitatsgrenze fiir den Metrikkoeffizienten

Bevor auf die Losung der FvK-Plattengleichungen eingegangen wird, soll eine Abschét-
zung der einzelnen Energieausdriicke den qualitativen Charakter der Stabilitdtsgrenze
vorwegnehmen. Im Kapitel 2.2] wurde gezeigt, dass die Kantenenergie die globale Form
eines kreisformigen Graphene-sheets verandert. Dariiber hinaus ist eine Vergréfserung der
Absténde zwischen den Atomen in Umfangsrichtung erkennbar. Wie soll dieses Phéno-
men in einer kontinuumsmechanischen Formulierung des Problems erfasst werden? Die
Antwort darauf wurde zum Teil schon in der Herleitung im vorigen Abschnitt geliefert,
wo zusétzliche Metrikterme é,3 in den Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (3.10])
beriicksichtigt wurden. Die drei verschiedenen zusatzlichen Metrikterme, einer in radia-
ler €., und einer in tangentialer Richtung €, sowie ein gemischter Term €,.,, beeinflussen
das Quadrat der Lénge eines infinitesimalen Bogenstiickes (B.8)). Welcher dieser Terme
beriicksichtigt wird und wie er formuliert wird, héngt vom zu modellierenden Phéanomen
ab. Die atomistische Rechnung hat gezeigt, dass die Kantenenergie bzw. -spannung am
Rand konzentriert ist, und in radialer Richtung schnell abklingt. Im Speziellen leistet der
Term €,,(r) geméaf (39) eine Verdnderung des Umfanges in Abhéngigkeit vom Radius,
was mit den Beobachtungen aus dem Kapitel 2.2]in Einklang gebracht werden kann. Fiir

das kontinuierliche Modell wird daher nur ein zusatzlicher Metrikterm der Form

r

eoo = 3 (E)" neN (3.50)

beriicksichtigt. An dieser Stelle muss betont werden, dass diese Wahl des zusétzlichen
Metrikterms vollkommen willkiirlich ist. Es wird sich im Zuge der analytischen Losung
der Scheibengleichung zeigen, dass aufgrund der Ortsabhéngigkeit dieses Metrikterms
ein Eigenspannungszustand auftritt. Mit entsprechend hohen, ganzzahligen Werten von
n wird sich eine rasch vom Rand (r = R) nach innen hin abklingende Umfangsdruck-
spannung einstellen. Der Metrikterm (B.50) stellt somit die Belastung der Kreisplatte
dar.

Im néchsten Schritt geht es um eine qualitative Abschitzung der Energieterme (3.23)),
(3:24)) und (3:29), wobei die Abhéngigkeit von den jeweiligen Steifigkeiten, dem Radius
der Kreisplatte und der Amplitude des zusétzlichen Metriktermes im Vordergrund steht.
Im Ausdruck der Verzerrungsenergie der Scheibe ([3.23) tritt der Metrikterm tber die

Definition der Verzerrung (B.21D]) auf. In erster Ndherung kann die Verzerrungsenergie
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in Abhéngigkeit von der Amplitude des zusétzlichen Metriktermes abgeschétzt werden,

und liefert
T
on+2°

Diese Abschéatzung vernachlissigt das noch unbekannte Verschiebungsfeld und beriick-

USCheibe ~ DBQRQ (351)

sichtigt nur den fiihrenden Term in Abhéngigkeit von (.

Fiir geringe Kantenenergien ist eine Dehnung der Platte in der Ebene zu erwarten,
ohne eine transversale Verschiebung. Wird ein kritischer Wert der Kantenenergie, al-
so der Amplitude des Metrikterms (B.50), erreicht, so ist es energetisch giinstiger auch
Verschiebungen in transversaler Richtung auszubilden. Mit anderen Worten tritt eine
nichttriviale Gleichgewichtslage dann auf, wenn diese eine geringere Verzerrungsenergie
als die triviale Lage besitzt. Direkt an der Stabilitdtsgrenze sind die Energien beider
Lagen identisch, was fiir die nun folgende qualitative Bestimmung der Stabilitatsgrenze
ausgenutzt wird. Um die Verzerrungsenergie zufolge einer transversalen Verschiebung
abzuschétzen, steht man vor dem Problem, dieses Verschiebungsfeld nicht zu kennen.
Mit der Annahme fiir die transversale Verschiebung w(r,¢) = & (}%)2 cosmy kann aus
der Verzerrungsenergie der Platte (3:24) der dominierende Term in Abhéngigkeit von m

bestimmt werden
K&mtr

Rz 4
Mit £ wird die Amplitude der transversalen Verschiebung am Rand bezeichnet. In Ab-

(3.52)

UPlatte ~

bildung B.3|(a) ist in griiner Farbe eine mogliche nichttriviale Lage mit der Wellenzahl
m = 5 skizziert. AbbildungB3[(b) zeigt schematisch die Verformung des Plattenrandes
mit der Amplitude £. Mit derselben vereinfachten Form des unbekannten Verschiebungs-

feldes kann der Energieterm der nichtlinearen Bettung (3.:29) mit
2p2
UBettung ~ ké R E (353)

angendhert werden, wobei lediglich der fithrende lineare Term der transversalen Verschie-
bung beriicksichtigt wird. Fiir eine qualitative Abschétzung der Stabilitétsgrenze ist ein
Zusammenhang zwischen der transversaler Verschiebung am Rand £ und der Amplitude
des zusatzlichen Metrikterms 8 zu formulieren. Um diese beiden Gréfsen in Verbindung
zu bringen, werden geometrische Zusammenhénge formuliert, die die Verschiebungen als
klein gegeniiber der Plattenabmessung voraussetzen. Der Winkel im Dreieck Abb. B3|(b)
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bestimmt sich aus

3/2
Q= arccos (%) ~ ;—i +0 ((%) ) ) (3.54)

und die Seiten des rechtwinkeligen Dreiecks erfiillen

R =(R,— &)+ (5—;)2 . (3.55)

Abbildung 3.3.: Skizze der trivialen (grau) und der ausgebeulten Lage (griin) einer Kreis-
platte (a). Ansicht des Kreissektors () entlang der €,-Richtung (b).

Der Zusammenhang (3.55) unterstellt, dass die kiirzere der beiden Katheten einen Teil

des unverformten Plattenrandes darstellt. Ein weiterer Zusammenhang kann iiber zwei

verschiedene Darstellungen der Linge des Kreisbogens Abb[B.3[(a) gewonnen werden
T
R,2a = R (1+ €,,) — (3.56)

Die beiden Ausdriicke (8.54) und (3.56]) in (8.55) eingesetzt, ergibt nach kurzer Rechnung
den wichtigen Zusammenhang
R? R?

2
S ora ™ O

(3.57)

der die transversale Verschiebung am Plattenrand in Abhéngigkeit von der Amplitude
des zusétzlichen Metriktermes darstellt.

Die gesuchte Stabilitdatsgrenze zeichnet sich durch die Koexistenz der trivialen und nicht-

20



3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

trivialen Gleichgewichtslage aus. Mit anderen Worten sind die entsprechenden Verzer-

rungsenergien beider Lagen direkt an der Stabilitdtsgrenze gleich

USCheibe = UPlatte + UBettung~

Mit Hilfe der spater verwendeten dimensionsbehafteten Grofen (8.66) und dem Zusam-

menhang (3.57)) liefert obige Beziehung den einfache Zusammenhang in dimensionsloser

B:\/”Zl (3m2+;b—42), (3.58)

der die Stabilitédtsgrenze fiir den Metrikkoeffizienten in der Parameterebene charakteri-

Form

siert.

33333333
I
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kritischer Metrikkoeffizient [3(m)

Steifigkeit

Abbildung 3.4.: Der kritische Metrikkoeffizient, aufgetragen iiber der dimensionslosen
Steifigkeit der Bettung fiir verschiedene Wellenzahlen, sowie fiir n = 10.

Abbildung B.4] zeigt den Zusammenhang ([B.58) fiir n = 10, wobei die Einhiillende die
Stabilitatsgrenze in der Parameterebene darstellt. Das Fehlen der beiden Moden (m = 0
bzw. m = 1) in obiger Darstellung wird im néchsten Kapitel diskutiert. Fiir den Expo-
nenten im zusétzlichen Metrikterm (B.50) wurde n = 10 gewéhlt, um die Vergleichbarkeit
mit den numerischen Resultaten des folgenden Abschnittes zu garantieren. Ohne die Lo-
sung der FvK-Plattengleichungen bestimmt zu haben, ist es durch einfaches Abschéitzen
von entsprechenden Energieausdriicken gelungen vorab die Losung des linearen Stabi-

litdtsproblems qualitativ zu bestimmen. Als Ergebnis kann festgehalten werden, dass

4Fiir eine bessere Darstellung der Stabilitiitsgrenze wird § quadratisch und 4 zur vierten Potenz in
Rechnung gestellt [62].
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mit grofser werdender Steifigkeit der Bettung eine grofsere Amplitude des zusétzlichen
Metrikterms notwendig ist, um die Stabilitdtsgrenze zu erreichen. Dariiber hinaus stellt
sich eine grofsere Wellenzahl in Umfangsrichtung bei der auftretenden nichttrivialen Lage
ein. Wie gut diese Abschatzung ist, wird im Kapitel B.3.2] diskutiert.

3.3. Losung der Foppl von Karman’'schen

Plattengleichungen

Fiir die genaue Bestimmung der Stabilitétsgrenze ist die Losung der FvK-Plattengleichung
(B317) und (3.40) notwendig. Mit der im vorigen Kapitel getroffenen Wahl des zusétzli-
chen Metriktermes (3.50) ist die Lésung von

A’® + Eh (% [w, w] + 8 (’;2) n(n + 1)) —0 (3.59)
KA*w — [®,w] + q(w) =0, (3.59b)

unter Beriicksichtigung der nichtlinearen Bettung

51 , 251
q(w):k:<w—6—gw +@w :i:) (3.59¢)
gesucht. Beim Plattenbeulen geht man im Allgemeinen davon aus, dass fiir unterkri-
tische Werte der Belastung die triviale, nicht ausgebeulte Lage der Platte eine stabile
Gleichgewichtslage darstellt. Mit der Zielsetzung, die kritische Last, also jene Last bei
der diese triviale Lage ihre Stabilitdt verliert, berechnen zu koénnen, ist zunéchst die

Losung des Scheibenproblems notwendig.

3.3.1. Die inhomogene Scheibengleichung

Im Gegensatz zum vorliegenden Problem wird bei klassischen statischen Scheibenproble-
men die Belastung iiber die entsprechende Randbedingung beriicksichtigt. Aus diesem
Grund ist bei [58] das homogene Scheibenproblem dargestellt.

Mit w(r,) = 0 vereinfachen sich die FvK-Plattengleichung (B359) zur inhomogenen
Scheibengleichung

Tn—2

A*Q = —Eh
B

n(n+1). (3.60)
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Sowohl die Geometrie als auch die Belastung, im vorliegenden Fall die gewéahlte ortsab-
hiangige Metrik, weisen Rotationssymmetrie auf. Aus diesem Grund kann die gesuchte
Spannungsfunktion ebenfalls als rotationssymmetrisch vorausgesetzt werden. Wenn die

Spannungsfunktion von ¢ unabhéngig ist, vereinfacht sich der biharmonische Opera-

tor (3.38), und aus (B.60) wird

2 1 1 rn—2
@ YT _(I)arrr __(I)Wr _(I)n" = —FEh
’ +T r2 +T3 g R"

nn+1).

Die Losung dieser Differentialgleichung lasst sich in geschlossener Form

n+2 1
@(T) = —EhBTRn 77,((2:_—7:7,))

angeben, wobei die Integrationskonstanten (C; bis C4) noch zu bestimmen sind. Zunéchst

s+ Cilogr + Cor®logr + Car® + Cy

werden die Krafte und Verschiebungen, die der gefundenen Spannungsfunktion entspre-
chen, angeschrieben. Aus der Definition der Spannungsfunktion (3.35]) berechnen sich

die jeweiligen Kréfte pro Langeneinheit

B r\* (1+n) 1
N,, = —Ehf <R) T T+ (2logr 1) +26 (3.61a)
N, ——Ehﬁ(i)nﬂ—ci+6(21 +3)+2C (3.61b)
A R/ n(2+n) L2 2\&08T 3 '
N, = 0. 3.61c
»

Der Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Spannungen (B:I3)), die Definition der
Schnittkréfte pro Léngeneinheit (8.14)) und die Beziehung zwischen Verzerrungen und
Verschiebungen (8.36)) liefern das Verschiebungsfeld der Scheibe

1 r" 1 — (1 +n) 1+p
— — {_Eh . 2(1— p)rlogr —r(1
u Eh{ r YO Ci—— +C2[2(1 —p)rlogr — 7 (1+ p)]
+C32r (1 — ,u)} + Cssin p + Cg cos ¢ (3.62a)
4
v = CQ% + C5cos p — Cg sin  + Crr. (3.62b)

Mit den Ausdriicken (3.61]) und (3.62)) ist die allgemeine Losung des inhomogenen Schei-
benproblems ([B.60) gefunden, die jetzt an die Randbedingungen angepasst wird.

Zunichst soll die Losung fiir eine Vollscheibe Giiltigkeit haben. Somit diirfen die Schnitt-
krafte (8.61a) und (3.61D)) fiir » — 0 nicht iiber alle Grenzen wachsen, was C; = Cy = 0
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bedingt. Aufgrund der Definition der Spannungsfunktion (3:35]) kann die additive Kon-
stante C4; Null gesetzt werden. Die Scheibe wird mit keiner dufseren Kraft belastet, daher
ist am freien Rand keine radiale Kraft (3.61a) N,,(R) = 0 zu erwarten. Diese Bedingung
liefert die fehlende Konstante
1 (1+n)
Cs = —Fhpf——.
3= 5 BhOT (24 n)
Die an die Randbedingung angepasste Spannungsfunktion und die entsprechenden Kréf-

te in der Scheibe ergeben sich zu

NS, = Ehﬁ% -+ ()] M=o

Die soeben berechneten inneren Kréfte erfiillen einerseits das Kraftegleichgewicht in -
(3.16) und p-Richtung ([B.I7), und zudem auch die Randbedingungen (8.41]). Aufgrund
der Rotationssymmetrie der auftretenden Kréfte ist zu erwarten, dass die sich einstellen-
den Verschiebungen, solange keine transversalen Verschiebungen auftreten, unabhéngig
von ¢ sind, wodurch sich in (B.62) C5 = Cs = 0 ergibt. Die letzte Integrationskonstante
ergibt sich zu C; = 0, weil die Verschiebung in tangentialer Richtung (3.62h) aufgrund
der fehlenden Schubspannung (o,, = N,,/h = 0) Null sein muss. Unter Beriicksichti-

gung aller Randbedingungen ergeben sich die Verschiebungen in der Scheibe zu

S = rﬁ ()1 = )+ (%)n L=p(l+n)| =0 wS=0, (3.64)

bzw. unter Verwendung von (B8.36) die Verzerrungen zu

& = e [ m =+ () () a1+ ) .
3.65
&S, = ﬁ (L4 m)(1 = )+ (%)" (1= p(1+m))].

An dieser Stelle sein darauf hingewiesen, dass der oben angegebene Losungsweg der
Darstellung des homogenen Scheibenproblems bei [58] folgt. Die Losung des inhomoge-
nen Scheibenproblems (B.60) wird mit einem Index S gekennzeichnet und ist mit der
Spannungsfunktion sowie den Kréften (3.63) und den Verschiebungen (3.64) gegeben.
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Abbildung 3.5.: Die Verzerrungen (3.65) fiir 41 = 0, 13 bzw. die Schnittgréfen ([3.63) auf-
getragen liber dem skalierten Radius.

Fiir den Exponenten im Ausdruck des zusétzlichen Metrikterms (3.50) wird n = 10
fiir die weitere Betrachtung gewahlt. Diese Wahl ist vollkommen willkiirlich und wird
anhand der erzielten Ergebnisse zu verifizieren sein. Dariiber hinaus wird fiir die wei-
tere Analyse die Poisson-Zahl mit p = 0,13, geméfs der molekularstatischen Analyse
(Tab.[22), in Rechnung gestellt.

AbbildungB.5(a) zeigt die Verzerrungen (B.65) in radialer bzw. tangentialer Richtung
zufolge der Losung des Scheibenproblems. Die tatsdchlich auftretende Verzerrung in
tangentialer Richtung am Plattenrand ist zwar positiv, aber um eine Groéfenordnung
kleiner im Vergleich zum zusétzlichen Metrikterm (3.50). Bereiche, die vom Rand weiter
entfernt liegen, behindern eine Dehnung in Umfangsrichtung. Dieser Widerstand macht
sich in Form einer Umfangsdruckspannung bemerkbar, wie sie in Abb. B.5(b) dargestellt
ist. Die Radialspannung ist geméfs der Randbedingung am Rand Null und {iberall in
der Platte positiv. Dieser Eigenspannungszustand ist eine Folge des ortsabhéngigen Me-
trikterms, der die Belastung der Scheibe darstellt. Die im &uferen Bereich der Scheibe
auftretende Druckspannung in Umfangsrichtung ist fiir das Instabilwerden der trivialen,
nicht ausgebeulten Lage verantwortlich. Um den kritischen Wert dieser Druckspannung,
also des Koeffizienten des Metrikterms [, zu bestimmen, ist die Losung der linearen

Plattengleichung zu berechnen.

3.3.2. Die lineare Plattengleichung

Die analytische Losung der Scheibengleichung (B.63]) verkniipft die Spannungen mit dem
Koeffizienten des zusétzlichen Metrikterms in eindeutiger Weise. Die Druckspannung na-

he dem Rand der Scheibe kann die triviale, nicht ausgebeulte Gleichgewichtslage instabil
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werden lassen. Die Frage nach dem kritischen Wert fiir den Metrikterm [ wird mit einer
linearen Stabilitdtsanalyse beantwortet. Zu diesem Zweck wird eine Koordinatentransfor-
mation durchgefiihrt. Die Losung des Scheibenproblems stellt die Referenzkonfiguration
dar, um die die Differentialgleichung (3.59h) linearisiert wird. Zusétzlich werden die ein-
zelnen Terme der Gleichung dimensionslos gemacht. Alle auftretenden Gréfsen werden
als Summe der Losung des Scheibenproblems (a%) und einem Produkt einer dimensions-
losen (a) bzw. einer dimensionsbehafteten Grofe (a*) dargestellt. Diese Vorgehensweise
fiihrt bei der transversalen Verschiebung (w® = 0), der Spannungsfunktion und den

Koeflizienten des zusatzlichen Metrikterms auf

w(r, p) = w*w(r, ) O(r, ) = @S(r, Q) + O*O(7, ) B =€p.

Die dimensionsbehafteten Grofen a* sind grundsétzlich beliebig, jedoch ist jene Wahl
zu favorisieren, bei der verschiedene Parameter moglichst gleiche Grofenordnungen im
betrachteten Parameterbereich aufweisen. Mit den dimensionsbehafteten Ausdriicken
K K
*— R P =K ey — = — 3.66
: v Eh © T EhR? (3.66)
und der partiellen Ableitung a,, = ri*a,,: ergibt sich aus (3.59h) die dimensionslose Plat-

tengleichung zu

A*w = [®,w] + 3

*4
7n(12++nn) {Au‘;(l — ) — (%w,,Jr:—QwW) nf”] - cI)iw*q(w*w).
(3.67)
Fiir kleine Werte des Metrikkoeffizienten 8 < P stellt die oben berechnete Losung
des Scheibenproblems mit w® = 0 das Verhalten der nicht- Euklidischen Platte dar.
Mit steigender Belastung in Form des Metrikkoeffizienten ist eine Verzweigung der Lo-
sung zu erwarten. Wird exakt der kritische Wert By erreicht, existieren sowohl die
nicht ausgebeulte, als auch eine ausgebeulte Losung mit verschwindend kleiner Ampli-
tude. Diese Koexistenz erlaubt die Berechnung des kritischen Koeffizienten mittels Ana-
lyse der um die Losung des Scheibenproblems linearisierten Differentialgleichung. Der
Monge-Ampére-Operator in der Differentialgleichung (3.67) beschreibt die Anderung des
Spannungszustandes fiir ein Ausbeulen aus der triviale Lage. Da im Verzweigungspunkt
die triviale und die nicht-triviale Losung koexistieren, kann mit dem Spannungszustand
der nicht ausgebeulten Lage, also der Losung des Scheibenproblems, gerechnet werden

(® = 0). Eine weitere Vereinfachung wird erzielt, wenn der Ausdruck fiir die nichtlineare

o6



3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

Bettung um die nicht ausgebeulte Lage (w® = 0) linearisiert wird. Unter Vernachlis-
sigung der Querstriche und der Verwendung der Steifigkeit der jetzt linearen Bettung

v = k% ergibt sich die lineare Differentialgleichung

1 1
PTG {Aw(l —r") — (;w,r —|—T—2w,w) n’r”} — yw. (3.68)

Um den interessanten Parameterbereich besser auflosen zu konnen, wird der Metrikko-
effizient § quadratisch, und die Steifigkeit der linearen Bettung = zur vierten Potenz
beriicksichtigt. Dieses Skalieren der beiden Parameter ist auch bei klassischen Beulpro-
blemen, wie sie etwa bei WANG [62] dargestellt sind, zielfithrend.

Losung der linearen Plattengleichung

Betrachtet man die Ergebnisse der atomistischen Rechnung (Abb. 2.14), so féllt die Peri-
odizitat der transversalen Verschiebung in Umfangsrichtung auf. Mit dieser Beobachtung
scheint es sinnvoll, auch der Losung des Plattenproblems einer derartige Periodizitéat zu

unterstellen. Die Verwendung des Produktansatzes
w(r, p) = g(r) cosmep m €N (3.69)

fiir die gesuchte Verschiebung ist daher gerechtfertigt. Der Ansatz (B.69) in (3.68)) ein-
gesetzt liefert

1+n . 1, m? "
529 = BQW [59(1 =T ) - (;9 - Fg) nr } - 7497 (3-70)

mit dem bereits definierten linearen Operator (B.44]). Mit dem speziellen Ansatz (3.69)
reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf ein Randwertproblem fiir die trans-
versale Verschiebung in Abhéngigkeit von der radialen Richtung. Zwei Randbedingungen
B43), die im Zuge der Herleitung aufgetreten sind, wurden bis jetzt noch nicht disku-
tiert. Der Ansatz (3.69) in diese beiden Randbedingungen fiir das Biegemoment und die

Querkraft eingesetzt, liefert

=0 (3.71a)

= 0. (3.71b)
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Die lineare Stabilitdtsanalyse reduziert sich auf die Losung eines Randwertproblems vier-
ter Ordnung (B.70) mit den zu erfiillenden kinetischen Randbedingungen (B.71]) und den
beiden Regularitiatsbedingungen (3.49]).

WANG [62] diskutiert das Beulverhalten einer Kreisplatte mit radialer duferer Druck-
belastung die auf einer Winklerbettung gelagert ist. Die dort angegebene analytische
Vorgehensweise fiihrt auf Besselfunktionen, deren Nullstellen nur numerisch angebbar
sind. In der vorliegenden Arbeit wird von vornherein eine Losung auf numerischen Weg
angestrebt. Mit Hilfe des Randwertlosers COLSYS [3], der in ein Homotopieverfahren
eingebettet ist, wird das Differentialgleichungssystem numerisch gelost.

Das Aufspalten der Differentialgleichung vierter Ordnung (3.70]) in zwei Differentialglei-

chungen zweiter Ordnung

Lg1 = g2
2

Lgs = 52ﬁ [92(1 —r") = (%gi - %gl) m*”] -0
ist aus numerischer Sicht vorteilhaft, obwohl COLSYS [3] grundsétzlich auch mit Dif-
ferentialgleichungen bis vierter Ordnung zurechtkommt. Bei der Formulierung der Re-
gularitdtsbedingungen (3.49) wurde ebenfalls diese Aufspaltung verwendet. Weil am zu
berechnenden Verzweigungspunkt die triviale Losung und die nicht-triviale Losung mit
verschwindender Amplitude koexistieren, muss eine zusétzliche Skalierungsnebenbedin-
gung vorgeschrieben werden. Diese als zusétzliche Differentialgleichung (3.72al) formu-
lierte Nebenbedingung skaliert den zum kritischen Wert des Metrikkoeffizienten zuge-
ordneten Eigenmode. Aufgrund der Koexistenz mit der nicht ausgebeulten Lage ist die-
se Nebenbedingung notwendig, weil ansonsten nur diese bestimmt werden wiirde. Die
Bedingung (872al) mit den entsprechenden Randbedingungen (Tabelle3d]) ist so for-
muliert, dass kein Eigenmode von vornherein ausgeschlossen ist. Die fiir die numerische

Losung aufbereiteten Differentialgleichungen

¢ =r(gp—1)7> (3.72a)
m? 1
9 = PrEs ;91 + g2 (3.72b)
m? 1 1+n 1 m?
n_ " o 2 - v 1_n_ P n| .4 372
92 2 g2 7“92 + (2 + 1) {92( ) (Tgl 2 gr | nr Yoo ( c)

beinhalten acht unbekannte Gréken z = (e, g1, g1, 92, g5, 3,7, m), wodurch ebenso viele

Randbedingungen zu formulieren sind. Tabelle B.I]stellt alle zu erfiillenden Bedingungen
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iubersichtlich zusammen.

Tabelle 3.1.: Rand- und Regularitdtsbedingungen fiir das Differentialgleichungssys-

tem (3.72)

Randbedingungen innen r = 0 Randbedingungen aufien r =1
e Skalierung des Eigenmodes (3.72a) e Skalierung des Eigenmodes (B.72al)
2

e Beschrianktheit der Losung von| e Biegemoment (3.71al)
(B.72D) (Bedingung (3.49)) g2+ g1 (p—1) +gm*(1 —p) =0

m=0:¢;=0 Feaft
m>0: g, =0 oQ/uerra (|m251) /
go+ (1 = w)m*(g1 — g1) = 0

e Beschranktheit der Losung von

(B 72d) (Bedingung (3.49))
m=20:g,=0
m>0:g,=0

e Homotopieparameter
B = 5+ AP

e Wellenzahl in Umfangsrich-

tung (3.69)

m €N

Die numerische Losung gliedert sich in zwei Schritte. Zunéchst wird fiir eine gewahlte
Wellenzahl m und eine beliebig gewéhlte Bettungsziffer v der zugehorige kritische Me-
trikkoeffizient 5 berechnet. Als Startlosung ist ein einfacher Verlauf der zu berechnenden
Grofsen zur Verfiigung zu stellen. Dieser erste Iterationsschritt liefert somit einen Punkt
auf der Losungskurve im Parameterraum. Im zweiten Schritt wird die Belastung als
Homotopieparameter interpretiert, und in Abhéngigkeit von einer passend gewéahlten
Schrittweite werden weitere Punkte auf der Losungskurve berechnet. Als Startlosung
wird immer der Losungsvektor des vorherigen Durchlaufes verwendet. Beide Schritte
sind fiir verschiedene Wellenzahlen zu wiederholen und liefern entsprechende Verlédufe,
wie sie die Kurvenschar in Abb.[B.6(a) in der Parameterebene darstellt.
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kritischer Metrikkoeffizient [3(m)

Steifigkeit

Abbildung 3.6.: Der kritische Metrikkoeffizient aufgetragen iiber der dimensionslosen
Steifigkeit der linearen Bettung. Die Einhiillende der Kurven fiir un-
terschiedliche Wellenzahlen m stellt die Stabilitédtsgrenze fiir 8 im li-
nearen Modell dar. Das Ergebnis der numerischen Analyse ist durch die
Kurvenschar (a) représentiert, zusétzlich ist das Ergebnis der bereits
diskutierten qualitativen Analyse (b) dargestellt.

Abbildung B.6l(a) bzw. (b) zeigt den Zusammenhang zwischen der Steifigkeit der Bettung
~v und dem kritischen Koeffizienten der Metrik §. Die Einhiillende dieser Kurven stellt
die Stabilitdtsgrenze dar. Fiir jeden Wert von m, mit Ausnahme von 0 und 1, ergibt
sich eine entsprechende Grenze zum instabilen Bereich. Der Fall m = 1 tritt deswegen
nicht auf, weil er einem Kippen der Platte, also einem Starrkérpermode, gleichkommt.
Dieser Mode tréagt daher nicht zur Verzerrungsenergie der Platte zufolge einer transver-
salen Verschiebung bei. Bei klassischen Beulproblemen, wie sie etwa bei [62] nachzulesen
sind, tritt der Fall m = 0 auf. Wirkt auf eine Kreisplatte eine Druckkraft am freien
Rand in der Plattenebene, so tritt ab einem bestimmten Wert der Bettungszahl ein
von ¢ unabhingiger Beulmode auf. Warum ein solcher Beulmode beim vorliegenden
Problem nicht auftritt, 14kt sich mit Hilfe der auftretenden Schnittkrifte kliaren. Bei
einer Kreisplatte mit &dufserer Druckbelastung liefert die Losung des Scheibenproblems
NE@ = N3 = —F, also eine in der gesamten Platte in radialer als auch in tangentia-
ler Richtung konstante Druckbelastung. Die entsprechende Losung fiir das vorliegende
Problem ist in Abb.B5(b) dargestellt. Die Platte ist fiir § > 0 lediglich in tangentialer
Richtung auf Druck belastet, wohingegen in radialer Richtung eine Zugbelastung im In-
neren der Platte wirkt.

Mit grofer werdender Steifigkeit der Bettung ist ein groferer Metrikkoeffizient notwen-
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dig, um die Stabilitdtsgrenze zu erreichen. Dariiber hinaus besitzt der sich einstellen-
de Eigenmode eine grofere Wellenzahl m. Abbildung 8.6 zeigt neben der numerischen
Losung des entsprechenden Stabilitédtsproblems auch die quantitative Abschétzung. Be-
merkenswert ist die Tatsache, dass der qualitative Verlauf der Stabilitdtsgrenze (8.58))

ohne der Losung der entsprechenden Gleichungen gefunden wurde.

3.3.3. Nichtlineare Stabilitatsuntersuchung

Aus Abb. ist ersichtlich, dass sich Kurven mit unterschiedlicher Wellenzahl schnei-
den. Um zu entscheiden welcher Beulmode an einem solchen Schnittpunkt auftritt, ist
eine nichtlineare Analyse notwendig. Ziel ist es, die Verzweigungsgleichungen abzuleiten,
die in Abhéngigkeit von den Parametern angeben welche Losung auftreten wird. Diese
Analyse wird exemplarisch fiir den Schnittpunkt zwischen dem 1. (m = 2) und dem
2. Mode (m = 3) durchgefiihrt, der in Abb. 3.1 vergrofert dargestellt ist.
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= I
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= 8.0 |
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|
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2 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
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Abbildung 3.7.: Bereich in der Parameterebene, in dem sich der 1. und der 2. Beulmode
schneiden.

Im verwendeten Produktansatz (3.69) wird die offensichtliche ¢-Abhéngigkeit der zu
erwartenden Losung mathematisch in Form einer cos-Funktion formuliert. Aufgrund der
Symmetrie der auftretenden Operatoren fiihrt eine ¢-Abhéngigkeit, ausgedriickt durch
eine sin-Funktion, zum selben Randwertproblem. Wenn es nun um die Analyse eines

Schnittpunktes im [3(7)-Verlauf zweier Beulmoden geht, ist dieser Tatsache im Ansatz
am kritischen Punkt (G5 = 9.2185, Vi = 2.3147) durch

w(r, ) = u(r) (T2c cos 2¢ + Tas sin 2¢) + v(r) (z3. cos 3¢ + w35 sin 3p) (3.73)
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3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

Rechnung zu tragen. Um zu klaren welche Terme in den Verzweigungsgleichungen zu
beriicksichtigen sind, ist der Ubergang auf komplexe Zahlen vorteilhaft. Mit den aus
der Euler’schen-Formel abgeleiteten Zusammenhingen 2cosme = e + e~ ™% bzw.
2i sinmep = e™? — e~ ergibt sich aus (3.73)) der komplexwertige Ansatz am kritischen
Punkt zu

w(r, ) = u(r) (22 e2? 4 7, e_’Q‘p) + v(r) (23 e3P 4 7, e_’?"p) , (3.74)

mit 2z = %(l’zc — ixog) bzw. z3 = %(l’gc — ixss). Die beiden radialen Eigenfunktionen
u(r) und v(r) sind die Losungen des Differentialgleichungssystems (3.72) fir die Wel-
lenzahl m = 2 bzw. m = 3 am Schnittpunkt beider Beulmoden in der Parameterebene.

Beide Funktionen liegen nur in numerischer Form vor und sind in Abb.[B.§| graphisch

dargestellt.
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Abbildung 3.8.: Die Eigenfunktionen wu(r) fiir m = 2 bzw. v(r) fiir m = 3 am Schnitt-
punkt beider Beulmoden in der Parameterebene.

Die gesuchten Verzweigungsgleichungen lassen sich aus einem komplexen Potential p-ter

Ordnung der Form

U= ZAP Zh zh Z Zh Ordnung p = Zpi (3.75)

p

ableiten, wenn man als neue Variablen

ZQ = 22€Z2£’0 Zg = 2362&’0
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3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

definiert. Die unbestimmten reellen Koeffizienten A, entstehen durch entsprechendes
Integrieren iiber die Plattenfliche. Bis zu welcher Ordnung p das Potential betrachtet
werden muss und welche Kombinationen der Exponenten p; notwendig sind, um das
Systemverhalten am kritischen Punkt zu beschreiben, soll die nun folgende Uberlegung
klaren. Das Potential muss in jedem Fall Rotationssymmetrie besitzen, was durch die
Bedingung

U(p) =U(p +0)

fiir beliebiges ¢ zum Ausdruck gebracht wird. Diese Forderung, angewendet auf (3.75]),

fithrt zum folgenden Zusammenhang

2(p1 —p2) +3(ps —ps) = 0.

Sollen Terme von 2. bis 5. Ordnung im Potential Beriicksichtigung finden, so hat man
es mit bis zu 121 verschiedenen Termen zu tun. Unter Verwendung der geforderte Ro-

tationssymmetrie bleiben lediglich 7 Terme im Potential zuriick

U = Ao 2525 + Ao 2323
= AQZOO 2222_22 + Allll 2212_212§Z_§ + A0022 Z:)?Z_g
== A3002 Z§2§ + A0320 ZSZ??

Das lineare Problem wird durch entsprechende quadratische Terme im Potential repra-
sentiert. Beriicksichtigt man nun Terme bis zur vierten Ordnung, so entspricht das einer
Analyse der fithrenden nichtlinearen Terme in den entsprechenden Systemgleichungen.
Diese werden im weiteren Verlauf dazu verwendet, Aussagen iiber die Stabilitidt auftre-
tender Losungen zu treffen. Bis zur vierten Ordnung treten komplexe und konjugiert
komplexe Koeffizienten stets paarweise mit gleichem Exponenten auf, woraus sich ein

reelles Verzweigungspotential und somit die beiden Verzweigungsgleichungen

Uz, = 0= Z5 (241100 + 4420023 + 2A1111 Z3)

(3.76)
U,z,= 0= Z5 (24011 + 4A0022Z3 + 2A1111 Z3)

ergeben. Der aufwendige Teil der nichtlinearen Analyse reduziert sich auf die Bestim-
mung der auftretenden Koeffizienten in ([B.70]), deren Vorzeichen und Groéfenordnung
das Verzweigungsverhalten bestimmt. Die allgemeinen Uberlegungen das Potential be-

treffend haben uns gezeigt, nach welchen Termen Ausschau zu halten ist.
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3. Kontinuumsmechanische Betrachtung

Im allgemeinen Fall muss fiir die transversale Verschiebung ein Ansatz der Form
W= We + Wws = We + h (we, Ac) (3.77)

gemacht werden, der sich aus dem kritischen Mode w,. und dem nicht-kritischen Moden,
ausgedriickt durch den kritischen ws = h (we, A.), zusammensetzt. Dieses Vorgehen ist
als Ljapunov-Schmidt Methode bekannt [60]. Die Vernachldssigung der nicht-kritischen
Moden h = 0 in (B.77) liefert die richtigen Verzweigungsgleichungen, wenn nur nicht-
lineare Terme bis zur 3.0rdnung zu beriicksichtigen sind. In diesem Fall reduziert sich
die Ljapunov-Schmidt Methode auf das Galerkin’schen-Verfahren (vgl. Anhang[B]), mit
welchem im Folgenden die relevanten Terme bestimmt werden.

Mit dem Ziel, die Verzweigungsgleichungen abzuleiten, ist zunéchst, wie bei der Losung
des linearen Problems, die Scheibengleichung zu losen. Vergleichbar zu der im Kapi-
tel B.3.2] beschriebenen Vorgehensweise, wird nun die Scheibengleichung (3.59a]) mit

UJ(T, @) = w*u‘;(f, @) (I)<T7 ()0) = ®° <T7 @) + (I)*(T)(ﬁ @) ﬁ = ﬁkrit + E*)‘ﬁ (378)

skaliert bzw. dimensionslos gemacht. Im Gegensatz zu (3.606) wird der Metrikkoeffizient
als Summe des kritischen Wertes am Verzweigungspunkt und eines linearen Entfaltungs-
parameters dargestellt. Der Ausdruck (B.78) in (8.59a)) eingesetzt liefert einerseits

n—2

A2P0 = —Ehﬁkm;ﬁn(n +1),

was dem bereits behandelten Scheibenproblem (B.60) entspricht, und andererseits

A*® = —= [w,w] — AgF"n(n + 1). (3.79)
Die Spannungsfunktion fiir das linearisierte Scheibenproblem ohne die Beriicksichtigung
des Monge-Ampére-Operators wurde bereits im Kapitel 3.3.1] bestimmt. Bei der nicht-
linearen Analyse wird zusétzlich der Einfluss der transversalen Verschiebung auf die
Spannungsfunktion betrachtet. Der Ansatz (3.74) in (3.79) eingesetzt liefert unter Ver-
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nachléssigung der Querstriche zunéchst

2 2 i4 _ 2 _i4
A + 25 Fooop €7 + 2222 Frioo + Z5 Fogoo € ¥+
i5 - i - —i . 5
2a23 Floio €% + Zozg Forio €7 + 2023 Floor €% + ZoZ3 Foor €77+ (3.80)
2 6 _ 9 —i6 .
25 Foogo €77 + 2323 Foorr + 23 Foooz €74+

Br2n(n+1) =0,

mit den entsprechenden Funktionen

1, 4 1, 1
F2000 = F0200 = u" <—U, — —u) + 4 <—Ul — —U>
r

1 4 1 1 \?
Fii00 = VA Ry y ) R R T —
r r2 r r2
1 9 1 4 1 1 1 1
Fiow=Fuoo=v" [~V — v | +0" | v - <u) +12( ~v' — Su Sy ——
r 2 r r2 r r2 r 72

=)
1 9 1 4 1 1 1 1
Foriop=Fior =u" | v — v | +0" | v — =u ) - 12 v — Su Y
r r2 r r2 r r2 r 72
) 1

1
n /
Foo2o = Fooo2 = v (;U - v

1 9 1 1 \?
Foopu=20" [ =v' — v | =18 =0 — S0 ) .
r r2 r r2
(3.81)

Die in (B.81)) angegebenen Funktionen setzten sich im Grunde aus den beiden Eigen-
moden in radialer Richtung (Abb.B.8), bzw. deren Ableitungen zusammen, und sind
aufgrund des gewahlten Losungsverfahrens nur in numerischer Form vorhanden. Be-
trachtet man in der Differentialgleichung (3.80) die Funktionen (B.81)) als Storterme, so
ist es zielfiihrend im Ansatz fiir die gesuchte Spannungsfunktion dieser Struktur in Form

von

O(r, ) IZS fao00 €47 + 2272 fr100 + 55 fo200 €747+
2923 f1010 PP + Zyzs fo1o e + 2973 fio001 e+ 2723 foro1 e PPy (3.82)

2 i6 _ 2 —ibp | &
25 foozo €% + 2323 foor1 + 23 foooz € ¥ + @

gerecht zu werden. Jede noch unbekannte Funktion f, p,pp, im Ansatz (3.82) représen-
tiert einen entsprechenden Storterm in (3.80). Die Scheibengleichung (3.80) kann nun fiir
jede im Ansatz (3.82]) auftretende Funktion separat gelost werden. Wie bereits bespro-

chen, ist es aus numerischer Sicht von Vorteil, den Operator vierter auf zwei Operatoren
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zweiter Ordnung aufzuteilen. Wird nun vom Ansatz (3.82) Gebrauch gemacht, so sind

die einzelnen Losungsfunktionen aus den Differentialgleichungen

1 pn
2000 —

2 pll o
2000 —
1 g/ _

1010 —

2 pll

1010 — — .

1 pn

0110 — —

2 r1 _
0110 —

1 pn o
0020 —

2 pl

0020 — — .

1 pn

1100 — —

2 ¢ _
1100 —

1 pn .
0011 —

2 pll

0011 — — .

1 1
. ! f3000 + ! faooo + 2 fa000
1 16

— ? fo00 + 2 fanoo — Fo00

2

1
— ' floto + fio10 + *fi010

1, 25

flOlO + flOlO - FlOlO

' oo + fono + 2 for10

1

_; 2fOllO _'_ fOllO - FOllO

1 3
_; ! fooz0 + ! foo20 + % fooz0
1 36
? o020 + 2 fo020 — Foozo
1 1 g/ 2
- J1100 + “f1100
1

2 p/
— f1100 — F1100

1, 2
—; foorr + * foonn

12/

Joor1 — Foout,

(3.83a)

(3.83b)

(3.83¢)

(3.83d)

(3.83¢)

(3.83f)

zu bestimmen. Jede einzelne Losung von ([B.83) stellt eine additive Komponente der

Spannungsfunktion dar und muss daher auch den Randbedingungen des Scheibenpro-

blems gentigen.
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Tabelle 3.2.: Rand- und Regularititsbedingungen fiir die Differentialgleichungen (B3.83])

Randbedingungen innen r =0

Randbedingungen auflen r =1

e additive Konstante

1 —
fpl,pz,pg,p4 =0

e Beschrinktheit von 'f,, 1) ps 0,

e keine Radialkraft (3:35))

—n. 1g _
m = 0: DP1,p2,P3,p4 0
L1 _
m > 0: P1,P2,P3,P4 0

1 —
fpl,pz,pg,p4 =0

(Bedingung (3.49)))
m =01} s =0

m > 0: 1fp1,p2,p3,p4 =0 ‘/

e Beschrinktheit von 2 f,, ) s ps

(Bedingung (3.49)))

0. 24 _
m = 0: P1,p2,P3:p4 0

.2 _
m > 0: fp17P27p37p4 =0

Die Losung des nichtlinearen Scheibenproblems liefert also den Einfluss der transver-
salen Verschiebung am kritischen Punkt auf die Spannungsfunktion. Der Ansatz in die
Plattengleichung eingesetzt, mit der Variation des Ansatzes multipliziert und iiber die

Plattenfliche integriert

1+ n (1 1 n
/A {AQ’LU _ [(I),w] — (5§m -+ )\5) 71(27—0—7171) {Aw(l —-T ) — (;w,r +§w7§0§0) nr }

51 * 251 *2
+(’Yérit+>"y)(U}— ww2+ v w3i...)}5wdA:0

60 602

(3.84)

liefert die gesuchten Verzweigungsgleichungen. In der Auswertung des Ausdrucks (3.84])
ist besonders darauf zu achten, alle Terme mit zu beriicksichtigen, die entsprechend
obiger Uberlegung in den Verzweigungsgleichungen (B.76) auftreten. Es ergeben sich die

beiden Verzweigungsgleichungen

U =0 =2 (Fa+ b+ \e + Aad + e + Bed + )

(3.85)

Z/[?ZS =0= Z3 (ng + 232)9 + Aﬂh' + )\52 + ’YIilrith’ + Bl%riti + J) ;

wobei die unterstrichenen Terme im obigen Ausdruck Null ergeben. Unter Beriicksichti-
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gung der jeweiligen Koeffizienten ergibt sich fiir die nichtlineare Analyse des kritischen

Punktes

U, =0=2 (25 +3,432 25 — ) 550
U, =0=12(3,432 25 + 7,231 25 — p) '

wenn die Entfaltungsparameter in den neuen Parametern —\ = 0,0273\, — 0,0207 A4
und —p = 0, 0243\, —0, 0616\ g zusammengefasst werden. Dariiber hinaus steht die tiber

Stabilitdt entscheidende Hessematrix der Form

322 4 3,43222 — A 6, 8642923
6, 8642523 3,43223 +21,6932% — p

uazgzg uazgzg
uazgzg uazg,zg

H = (3.87)

zu Verfligung. Die beiden linearen Entfaltungsparameter A und g messen den Abstand
zum kritischen Punkt. Die Existenz der Losung z; bedingt einen positiven Wert von A,
wohingegen der z3 Mode positives p voraussetzt. Eine kombinierte Losung beider kann
daher nur im ersten Quadranten der Parameterebene Abb. B.9(b) auftreten. Die Auswer-
tung der Hessematrix (3.87) fiir die jeweiligen Losungen liefert zwei Stabilititsgrenzen.
Abbildung B.9(b) zeigt, dass die zo-Losung fiir positives A aber nur bis zu p = 3,432\ ei-
ne stabile Losung darstellt. Fiir die reine z3-Losung ist die Stabilitatsgrenze pu = 2, 106
von Bedeutung. Eine Kombination beider Losungen ist nach Auswertung von (3.86]) nur

zwischen den beiden Stabilitdtsgrenzen moglich.

(&) A (b)

1.0 + ] © A uw=3,432\
z9-Mode —_— w=2,106\
& 0.8 + z3-Mode _— B
= 29 + z3-Mode .
=
h= 0.6 + % \
- \ -
4+ g
< 0 g
\
0.2 + \
| I' | i | SO
| I | I | I I I ;
T 2 3 5m 6T T
A S S S SR S
2

Abbildung 3.9.: Verzweigungsdiagramm (a) fiir den Pfad in der dimensionslosen Ebene
der Entfaltungsparameter am kritischen Punkt (b).

Eine Analyse der Hessematrix zeigt allerdings, dass diese kombinierte Losung instabil
ist. Fiir den Pfad durch die Parameterebene (Abb.B.9(b)) ist das entsprechende Ver-
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zweigungsdiagramm in Abb.B0(a) dargestellt. Beide Einzellosungen verzweigen jeweils
subkritisch an der entsprechenden Stabilitdtsgrenze. Zwischen diesen beiden Grenzen
kann eine kombinierte Losung auftreten, diese ist allerdings instabil. Welcher Mode an
der jeweiligen Stabilitdtsgrenze nun tatséchlich auftritt, hangt von den Imperfektionen
ab. Da der kombinierte Mode keine stabile Losung darstellt, braucht der Einfluss der

resonanten Terme (Terme 5. Ordnung) nicht weiter berticksichtigt werden.
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Abbildung 3.10.: Schnittpunkt der beiden Beulmoden, mit Darstellung der mathema-
tischen Entfaltungsparameter am Verzweigungspunkt (a). Ebene der
Entfaltungsparameter mit dem Koordinatensystem der physikalischen
Parameter (b).

Mit Hilfe der im obigen Text definierten mathematischen Parameter p und A ist ei-
ne iibersichtliche Darstellung der Verzweigungsgleichungen (3.86) gelungen. Unabhén-
gig davon ist das Systemverhalten in Abhéngigkeit von den physikalischen Parametern
£ und v von Interesse. Abbildung B.I0(b) zeigt in der Ebene der Entfaltungsparameter
die Lage des Koordinatensystems der physikalischen Grofen. Diese Darstellung erlaubt
den sich einstellenden Beulmode bei Verdnderung der Steifigkeit der Bettung bzw. der
Amplitude des zusétzlichen Metriktermes zu bestimmen. AbbildungB.10(a) zeigt das
Resultat der linearen Analyse in der Ebene der physikalischen Parameter, erweitert um
die Lage des Koordinatensystems der mathematischen Parameter. Aufgrund der Ent-
wicklung der nichtlinearen Grofen um den Verzweigungspunkt représentieren die beiden
Achsen der mathematischen Koordinaten Tangenten an die Stabilitétsgrenze der beiden

Beulmoden.
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4. Simulation des
Nachbeulverhaltens und

Vergleich der Resultate

Im vorigen Abschnitt wurde die Stabilitdtsgrenze fiir das kontinuumsmechanische Plat-
tenmodell bestimmt. Das Systemverhalten fiir Parameterwerte, die weit von dieser Gren-
ze entfernt sind, soll mit Hilfe einer numerischen Simulation bestimmt werden. Es soll also
das Nachbeulverhalten fiir die Platte mit nicht- Buklidischer Metrik berechnet werden.
Bei der Herleitung der Plattengleichungen wurde darauf hingewiesen, dass die Metrik
der unverformten Platte der zweidimensionalen Formulierung der ungedehnten Feder-
linge einer Feder entspricht. Eine Diskussion dieser Aquivalenz ist bei MARDER [40] zu
finden. Um dieser Tatsache gerecht zu werden, wird eine Diskretisierung der Platte mit
einem Netz vorgenommen, deren Eckpunkte jeweils gleichseitige Dreiecke bilden. Die
Seitenkanten dieser Dreiecke sind mit Federn verbunden. Ein derartiges Netz besitzt,
so wie eine hexagonale Struktur auch, isotrope mechanische Eigenschaften [31], solange
kleine Deformationen betrachtet werden.

Die Federsteifigkeit der einzelnen Federn kann mit der Dehnsteifigkeit der zu model-
lierenden Platte in Verbindung gebracht werden. Fiir die Biegesteifigkeit sind zuséitz-
liche Federn zwischen benachbarten Dreiecksflichen zu definieren. In der Arbeit von
SEUNG [52] wird gezeigt, wie die Plattendicke und der E-Modul in die Formulierung der
Verzerrungsenergie fiir das Dreiecksnetz eingehen. Mit der Verzerrungsenergie zufolge
einer relativen Verschiebung der Eckpunkte zueinander in der Plattenebene

(rij — lo)?, (4.1)

3Eh
Ve = fT

ij
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bzw. jener fiir eine transversale Verschiebungen der Eckpunkte aus der Plattenebene

heraus, ausgedriickt durch die Lage der Fldchennormale benachbarter Dreiecksflichen

(4.2)

Z (na - n6)2 )
ap

En?
124/3(1 — 12)

b:

U

sind die Energieausdriicke fiir die diskretisierte Platte gewonnen. Diese diskrete For-

mulierung ist fiir grofse Verschiebungen geeignet, und liefert im Grenziibergang zum

Kontinuum /y — 0 die Verzerrungsenergie der kontinuierlichen Platte [52].

4><><><>151
SAVAVAVAV, v p %
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wobei die entsprechen-

b

Abbildung 4.1.: Schematische Darstellung der Dreiecksflachen

den Eckpunkte mit Federn verbunden sind, deren Energie mit (d.1]) zu

bestimmen ist. Die Lage zweier benachbarter Dreiecksflichen zueinan-

der, ausgedriickt durch die Flachennormalen n, und ng, geht in die

Verzerrungsenergie ([A2]) ein (a). Die diskretisierte Kreisplatte mit einer
auftreten. Das Vernetzen eines Kreises mit gleich-

Teilung des Umfanges in 128 Dreieckskanten (b).
Abbildung [L.1](a) zeigt schematisch die geometrischen Grofen, die in den Ausdriicken der

Verzerrungsenergien (4.1) und (4.2))

seitigen Dreiecken ist nur unter zusétzlicher Verwendung einzelner allgemeiner Dreiecke
moglich, und wurde mit EASYMESH [43] verwirklicht. AbbildungdI(b) zeigt die fiir

die numerische Simulation verwendete diskretisierte Kreisplatte, mit einer Teilung des

Umfanges in 128 Dreieckskanten. Fiir die Simulation des Nachbeulverhaltens sind die

Abmessung der Platte sowie die Biege- und Dehnsteifigkeit jenen von Graphen (vgl.
Tab.2.2)) angepasst. Um nun den nicht- Buklidischen Charakter in diesem diskreten Mo-
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dell zu beriicksichtigen, sind die ungedehnten Federléngen aller im Modell vorhandener
Federn in Abhéngigkeit von der jeweiligen Lage zu verdndern. Im kontinuierlichen Mo-
dell wurde ein tangentialer zusétzlicher Metrikterm (8.50) berticksichtigt, der vom Radi-
us abhéngig ist. Im vorliegenden diskreten Modell entspricht eine veranderte ungedehnte
Federlange

lo = lo + Al

dem zusétzlichen Metrikterm des kontinuierlichen Modells. Der Zusammenhang zwischen
der Anderung Aly und der Amplitude des zusitzlichen Metrikterms 3 (3.50) ist iiber den

Umfang der Kreisplatte im diskreten bzw. im kontinuierlichen Fall (8:9]) zu bestimmen.

Udiskret = Ukont

i&S(%%—Ah(R»::2Rwdl+fwa) (4.3)

2R 5
—>Al0<R) = m\/l‘i‘ﬁ—lo

Im obigen Ausdruck fiir die Verdnderung der ungedehnten Federlinge am Rand ist die
in Abb.[Il(b) skizzierte Teilung des Umfanges in 128 Dreieckskanten beriicksichtigt.
Um nun die Verdnderung der ungedehnten Federldnge in Abhéngigkeit von der Lage der

Feder zu berticksichtigen, ist von der Beziehung
T\, .
Alg(r, ) = Alp(R) (E) | sin | (4.4)

Gebrauch zu machen. Die p-Abhingigkeit gewihrleistet einen stetigen Ubergang von
einer tangential (p = 7/2) angeordneten Feder zu einer radial (¢ = 0) angeordneten.
Diese Formulierung ist notwendig, weil bei einer Feder in allgemeiner Lage nur eine
Verénderung in tangentialer Richtung vorgenommen werden soll. Der Abstand der Feder
vom Mittelpunkt des Kreises, ausgedriickt durch den Radius r in Abb.[d2] bestimmt

die Verdnderung der ungedehnten Federldnge entsprechend dem Exponenten n.
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4. Simulation des Nachbeulverhaltens und Vergleich der Resultate

Abbildung 4.2.: Geometrische Zusammenhénge zur Bestimmung der ungedehnten Fe-

derlénge gemiéfs (£.4).

Mit den beiden Beziehungen (4.3]) und (4.4]) ist es gelungen den im kontinuierlichen Mo-
dell verwendeten zuséitzlichen Metrikterm in eine diskrete Formulierung iiberzufiihren.
Fiir die Suche nach der ausgebeulten Konfiguration wurde, wie im Kapitel 2 das Mole-
kulardynamikprogramm LAMMPS [46] verwendet.

110} ®

/ ® ®
10+ (B) ® ©
3T ©) @) ™
2301 (© © Q)
%25 + @)
0l @ ®
51
10 4 —  Stabilitétsgrenze
-
0 | | | | | —>

—1 1 3 ) 7 9 11
Steifigkeit

Abbildung 4.3.: Stabilitdtsgrenze in der dimensionslosen Parameterebene, mit Kenn-
zeichnung der Bereiche fiir die Untersuchung des Nachbeulverhaltens.
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4. Simulation des Nachbeulverhaltens und Vergleich der Resultate

Die in Abb.[ATI(b) dargestellte diskretisierte Platte besitzt 4794 Freiheitsgrade, die in
4663 Federn der Form (4.1) bzw. 4535 Federn der Form (4.2]) zu berticksichtigen sind.
Dariiber hinaus ist eine Bettung der diskretisierten Platte in Form der Van der Waals-
Wechselwirkung (C.5]) beriicksichtigt.

Abbildung [4.3] zeigt die im vorigen Abschnitt bestimmte Stabilitdtsgrenze in der di-
mensionslosen Parameterebene, wobei nur die untere Einhiillende der einzelnen Kur-
ven dargestellt ist. Fiir die Analyse des Nachbeulverhaltens werden stellvertretend die
Punkte () bis (P) und die damit verbundenen Parameterwerte beriicksichtigt. Die di-
mensionslose Steifigkeit v = 11 reprasentiert die Bettung, modelliert in Form einer Van
der Waals-Wechselwirkung zwischen zwei Graphenschichten. Diesem Wert entspricht die
molekularstatische Simulation des Graphenpatches, vgl. Abb. 2. T4(b). Zusétzlich werden
Punkte in der Parameterebene mit v = 5 bzw. ohne Bettung betrachtet. Fiir jeden Punkt
der Parameterebene wird mit (Z3) die entsprechende Anderung der ungedehnten Feder-
linge am Rand, bzw. mit (&4) die Anderung fiir jede der 4663 Federn in Abhingigkeit

von der Lage berechnet.
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Abbildung 4.4.: Karte mit verschiedenen Nachbeulkonfigurationen, resultierend aus der
im Text beschriebenen numerischen Simulation. Die Buchstaben ent-
sprechen der Lage in der Parameterebene Abb.

Abbildung 4.4 stellt die Nachbeulkonfigurationen fiir die in Abb.[4£3] eingezeichneten
Punkte zusammen. Im Folgenden wird die Wellenzahl m zur Charakterisierung der
Gleichgewichtskonfigurationen benutzt, so wie in der Formulierung des Losungsansat-
zes (3.69).

Fiir jene Punkte, bei der keine Bettung beriicksichtigt wurde (@) bis (F)), stellt sich un-
abhingig vom Metrikkoeffizienten, also der Anderung der ungedehnten Federlinge, stets
ein Mode m = 2 ecin. Diese ausgebeulte Form erinnert an die Form eines “Pringles” ™.
Mit grofser werdender Belastung wird nur die entsprechende Amplitude der transver-

salen Verschiebung grofer, die qualitative Form bleibt unverdndert. Wird eine Bettung
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4. Simulation des Nachbeulverhaltens und Vergleich der Resultate

beriicksichtigt, bewirkt eine groferer Amplitude des Metrikterms eine hohere Wellenzahl
der sich einstellenden Konfiguration. Fiir Punkte gleicher Metrikkoeffizienten aber un-
terschiedlicher Steifigkeit der Bettung (beispielsweise () und (O)), bewirkt die steifere
Bettung eine grofere Welligkeit. Fiir Punkte sehr nahe der Stabilitatsgrenze (diese sind
in Abb. L3 nicht eingezeichnet) ergeben sich sehr geringe Amplituden, aber die Wellen-
zahl entspricht jener, die im Zuge der linearen Stabilitdtsanalyse bestimmt wurde. Dieses
Resultat ist mit der Koexistenz der ausgebeulten und der nicht ausgebeulten Lage an
der Stabilitdtsgrenze im Einklang.

Abbildung [4.4lstellt das Nachbeulverhalten einer gebetteten Kreisplatte mit nicht- Buklid-
1scher Metrik dar, und vervollstdndigt somit die im vorigen Kapitel diskutierte Stabili-

tatsanalyse.

4.1. Vergleich der atomistischen mit den

kontinuumsmechanischen Ergebnissen

Die mit dem kontinuumsmechanischen Modell erzielten Ergebnisse sollen nun mit den
Resultaten der atomistischen Simulation verglichen werden. Dabei ist speziell auf die
Wahl des zusétzlichen Metrikterm (B.50) Bezug zu nehmen.

Die Abmessungen sowie die elastischen Eigenschaften der diskretisierten Kreisplatte wur-
de, wie im vorigen Abschnitt besprochen, an das Graphenpatch angepasst. Im néchsten
Schritt ist die Amplitude des zusétzlichen Metrikterms iiber die Verzerrungsenergie mit
dem atomistischen Modell in Verbindung zu bringen. Im kontinuumsmechanischen Mo-
dell wird der unverformten Konfiguration der Nullpunkt der Verzerrungsenergie zuge-
ordnet. Um jetzt nur den Einfluss der Kantenenergie zu studieren, ist vom Energieaus-
druck (27) die Energie des Graphenpatches im Grundzustand abzuziehen. Es ist nahe-
liegend, diese mit der Verzerrungsenergie der Scheibe ([8.23]) gleichzusetzen, und daraus

die Amplitude des zusétzlichen Metrikterms zu berechnen.

Emin - EAtomNAtom = uSCheibe
213,57 = 0,0189202D R?/3* (4.5)
— [~ 110

Fiir die Auswertung obigen Ausdrucks wurde n = 10 in (3.50) und die Umrechnung
in dimensionslose Parameter (8.66) verwendet. In der dimensionslosen Parameterebene

sind Werte von 3 ~ 110 weit iiber der berechneten Stabilititsgrenze. Unabhingig davon
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4. Simulation des Nachbeulverhaltens und Vergleich der Resultate

stellt sich nun die Frage, ob die Wahl des Exponenten n = 10 fiir die Beschreibung
von Graphen gerechtfertigt war. Mit Hilfe obiger Rechnung (4.5 kann der Einfluss des
Exponenten auf die Lage in der Parameterebene studiert werden. Fiir einen groferen
Exponenten des zusétzlichen Metrikterms, bei sonst gleichen Parametern, reduziert sich
die Energie der Scheibe, und der Punkt in der Parameterebene wandert zu gréferen /3
Werten. Fiir n = 100 ergibt sich aus (&) ein Wert von 199 =~ 300. Im niichsten Schritt
ist zu klaren, wie sich der verdnderte Exponent n auf die lineare Stabilitdtsanalyse, also
die Stabilitdtsgrenze auswirkt. Es zeigt sich, dass mit grofser werdendem Exponenten
im zusétzlichen Metrikterm (B.50) sowohl die Stabilitédtsgrenze, als auch der Punkt, der
die atomistische Rechnung charakterisiert, zu gréferen Werten 3 in der dimensionslosen
Parameterebene (Abb.[L3) verschoben wird.

Die Nachbeulkonfigurationen mit und ohne Beriicksichtigung der Bettung sind in Abb. [4.3]
dargestellt. Die beiden verformten Kreisplatten () und (P)) sind mit den Resultaten der
molekularstatischen Simulation Abb.[2.14] zu vergleichen. Es sind zwei markante Unter-
schiede zu erkennen. Einerseits stellt sich fiir die Platte ohne der Beriicksichtigung einer
Bettung (F) ein Mode m = 2 ein, was im Widerspruch zu der in Abb. 2.14(a) dargestell-
ten Konfiguration steht. Andererseits bewirkt der Einfluss der Bettung eine Wellenzahl
m = 20 (P), die allerdings niedriger ist als jene aus der vergleichbaren atomistischen
Simulation Abb.[2.I4(b). Dariiber hinaus ist beim Graphene-sheet die Welligkeit sehr
stark am Rand konzentriert, wohingegen im kontinuierlichen Modell auch Bereiche im
Inneren der Platte von der transversalen Verschiebung betroffen sind. Der Grund da-
fiir ist die kontinuierliche Formulierung des zusétzlichen Metrikterms (8.50), unabhéngig
von der Grofke des Exponenten n.

Um zu zeigen, dass eine ausschlieflich am Rand verénderte Metrik den Eigenschaften
von Graphen am néchsten kommt, wurden in einem weiteren Simulationslauf nur die
ungedehnten Federn am Rand der in Abb.[Il(b) dargestellten Platte vergrofert. Die
damit erzeugte starke Netzabhéangigkeit des Modells wurde nicht weiter analysiert. Um
den Zusammenhang mit der atomistischen Modellierung zu schaffen, ist die Abhéngigkeit

der Verzerrungsenergie von der ungedehnten Federlinge am Rand zu bestimmen.
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Abbildung 4.5.: Verzerrungsenergie fiir die in Abb. [L.1|(b) dargestellte Kreisplatte in Ab-
hangigkeit von der ungedehnten Federlange am Rand.

Abbildung [4.5 stellt die Verzerrungsenergie der diskretisierten Kreisplatte, berechnet
mit LAMMPS [46], in Abhéngigkeit von der ungedehnten Federlange am Rand dar. Fiir
lo = 1.88A, der urspriingliche Wert liegt bei lp = 1,472A, ergibt sich eine Energie, die
dem Ergebnis der atomistischen Rechnung F..;, — FatomNatom = 213, 57eV entspricht
(vgl. (£H)). Fiir die in Abb.AI(b) dargestellte Kreisplatte ist also eine ungedehnte
Federlange am Rand [, = 1, 88A vorzuschreiben, um dem im Kapitel 22 behandelte
Graphenesheet, in Bezug auf die Kantenenergie, gerecht zu werden.

Im Gegensatz zum kontinuierlichen bzw. zum, mit gleichseitigen Dreiecken, diskretisier-
ten Modell, ist der Umfang des Graphenpatches anisotrop aufgrund der Aneinanderrei-
hung von armchair- und zigzag-Abschnitten. Die Abfolge von Bereichen unterschiedlicher
Kantenenergien (vgl. Tab. 2.1)) und die aufgrund der geometrischen Form der Kante of-
fensichtlichen Anisotropie der mechanischen Eigenschaften, wirken sich zusétzlich auf
die auftretende Form der transversalen Verschiebung am Rand aus. Die Isotropie einer
hexagonalen Struktur ist nicht fiir einen beliebig konstruierten Randbereich giiltig. Um
das zu untermauern, wurden einzelne Punkte am Umfang des mit Dreiecken vernetzten

Kreises entfernt.
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Abbildung 4.6.: Karte mit Nachbeulkonfigurationen der diskretisierten Kreisplatte
(AbbHII(b)), resultierend aus der Verédnderung der ungedehnten Feder-
linge am Rand (I, = 1,88A).

Abbildung [4.6 zeigt iiberkritische Gleichgewichtslagen in Abhéngigkeit von der Anzahl
der fehlenden Atome am Umfang und der Bettungssteifigkeit, die fiir das Graphenpatch
von Interesse sind. Ein Vergleich dieser Resultate mit jenen aus Abb. 2.4l zeigt, dass eine
Vergroferung der ungedehnten Federlinge am Rand der diskretisierten Kreisplatte zu
Verformungen &hnlich denen des Graphenpatches fithren. Die transversalen Verschiebun-
gen sind stark am Rand konzentriert und klingen in Richtung Plattenmittelpunkt rasch
ab. Dariiber hinaus hat das Entfernen von Punkten am Rand und die damit erzeugte
Anisotropie der Kante einen untergeordneten Einfluss auf das Systemverhalten, wenn
eine Bettung berticksichtigt wird. Die Bettung bewirkt eine Verringerung der Amplitude
und eine Erhéhung der Wellenzahl der sich einstellenden Verformung. Ohne Bettung ist
der Einfluss der fehlenden Randpunkte signifikant und bewirkt einer hohere Welligkeit

bei geringerer Amplitude.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist aus der Idee heraus entstanden, ein speziell bei Graphen auf-
tretendes Phdnomen mit kontinuumsmechanischen Konzepten zu untersuchen.

Im ersten Teil steht die Modellierung von Graphen mit Hilfe klassischer Vielteilchenpo-
tentiale im Vordergrund. Mit dieser Formulierung ist es gelungen Kantenenergie bzw. -
spannung zu berechnen, die dem Vorzeichen und der Groéfsenordnung nach mit Resultaten
quantenmechanischer Rechnungen vergleichbar sind. Es konnte die Auswirkung dieser
am Rand lokalisierten Spannung auf ein kreisférmiges Graphenpatch untersucht werden.
Das molekularmechanische Modell lieferte eine wellige transversale Verschiebung, deren
Wellenzahl vom Vorhandensein eines Substrates mafigeblich beeinflusst wird.

Der zweite Teil dieser Arbeit ist der kontinuumsmechanischen Analyse gewidmet. Um das
Verhalten von Graphen als Stabilitatsproblem formulieren zu kénnen, wurden die Plat-
tengleichungen fiir eine Kreisplatte mit nicht- Fuklidischer Metrik hergeleitet. Mit einem
passend formulierten zusétzlichen Metrikterm, kann das Verhalten der Kante eines Gra-
phenpatches nachempfunden werden. Die Abschétzung der entsprechenden Energienaus-
driicke einerseits, und die numerischer Losung des Randwertproblems andererseits, liefert
die Stabilitatsgrenze in der dimensionslosen Parameterebene. Es ist hervorzuheben, dass
die Platte keiner dufseren Belastung unterworfen wird, sondern lediglich durch einen Ei-
genverzerrungszustand belastet wird. Mit grofer werdender Steifigkeit der Bettung, ist
ein groferer zusatzlicher Metrikterm notwendig, um das System an die Stabilitdtsgren-
ze zu bringen. Dariiber hinaus stellt sich beim Versagensmode eine gréfere Wellenzahl
ein. Am Schnittpunkt zweier Versagenmoden mit unterschiedlichen Wellenzahlen wurde
eine nichtlineare Analyse durgefiihrt, um die Modeinteraktion zu studieren. Es hat sich
gezeigt, dass der kombinierte Mode instabil ist, wodurch die resonanten Terme fiinfter
Ordnung nicht beriicksichtigt werden miissen. Beim Vergleich der Resultate beider Re-
chenmodelle fallt auf, dass die beim Graphen ermittelte Kantenenergie einem Bereich
in der Parameterebene entspricht, der sich weit {iber der berechneten Stabilitdtsgrenze
befindet.

Aus diesem Grund wurde im letzten Abschnitt das Nachbeulverhalten anhand eines dis-
kreten Modells diskutiert. Die Veranderung der ungedehnten Federlénge ausschlieflich
am Rand fithrt zu Ergebnissen, die sehr gut mit jenen aus der molekularmechanischen
Analyse in Einklang zu bringen sind. Im Gegensatz dazu bewirkt eine Verdnderung aller
Federn in Abhéngigkeit von ihrer Lage entsprechend dem kontinuierlichen zusétzlichen
Metrikterm Verformungen mit zu geringer Wellenzahl. Neben der Bettung beeinflusst

auch eine anisotrope Kantengeometrie die Form der Platte nach dem Stabilitatsverlust.
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A. Notwendige Begriffe der

Tensorrechnung

Dieses Kapitel stellt die fiir die Herleitung der FvK-Plattengleichungen notwendig Be-
griffe aus der Tensorrechnung zusammen, die beispielsweise bei FUNG [17] oder KLING-
BEIL[29] zu finden sind.

Ein Vektor kann durch seine kovarianten Komponenten in Richtung der kontravarianten

Basisvektoren
T = g" (A.1)

dargestellt werden. Dariiber hinaus stellen sich die kovariante partiellen Ableitungen auf

kontravarianter Basis entsprechend dem Zusammenhang

dar. Die Christoffel-Symbole zweiter Art bestimmen sich aus den Metriktensoren nach

der Vorschrift . 5 5 5
i io Yop Jac Jap
= - — ) A.
o8 = 99 <8x" * 0zP 6:16") (A.3)

Die kovariante Ableitung eines Tensors der Stufe p + ¢, kontravariant der Stufe p und

kovariant der Stufe ¢, berechnet sich unter Zuhilfenahme der Christoffel-Symbole ([A.3))

gemélfs

aq...0p
aq...Q _ Bl---ﬁq a o...Qp oY Q1...0 _ T0 ar...Qp - TO aq...
To, 5, | = X R B A B A T D i by T, 5" (A4)
Y

Die Allgemeinheit der mit der Tensorrechnung erzielten Ergebnisse macht es notwendig
auftretende Ausdriicke mit den Metriktensoren in physikalische Gréfien umzurechnen.

Fiir die Komponenten des Verzerrungstensors kénnen mit
€; =V g"g" €i (A.5)
die physikalischen Anteile berechnet werden.
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B. Nichtlineare
Stabilitatsuntersuchung eines

gebetteten Stabes

Dieses Kapitel soll die Vorgehensweise bei der Untersuchung eines Schnittpunktes zweier
Stabilitdtsgrenzen anhand eines einfachen Beispiels demonstrieren. Das hier behandel-
te Beispiel stellt den einfachsten Fall eines kontinuierlichen Systems dar, bei dem zwei
verschiedene Beulmoden bei entsprechender Wahl der Parameter gleichzeitig auftreten

konnen.

Abbildung B.1.: Gelenkig gelagerter Stab auf einer linearen Bettung, mit den beiden
ersten Beulmoden.

Die lineare Stabilitdtsanalyse eines elastisch gebetteten Balkens Abb. [B.1list bei RAM-
MERSTORFER [48]| zu finden. Fiir eine geometrisch nichtlineare Formulierung der Sys-
temgleichungen ist der Zusammenhang zwischen den Verschiebungen und der Winkellage

eines infinitesimalen Balkenstiicks der Lénge ds gemaéfs

2 =sinyp 2 = cosy

mit o' = % zu beriicksichtigen. Die Gesamtenergie setzt sich aus der Verzerrungsener-

gie zufolge der Biegung, dem Potential der richtungstreuen Kraft und der Energie der
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linearen Bettung zusammen. Mit der Biegesteifigkeit E.J und der Lange [ des Balkens,
sowie der Steifigkeit der linearen Bettung k ergibt sich

_EJ [
-5/

L l
1% ¢'(s)%ds + Pu(l) + B / w(s)?ds (B.1)
0
als Ausdruck fiir die Gesamtenergie. Im Ausdruck der Energie (B.I) tritt ¢(s) als Winkel
zwischen einem verformten Balkenstiick und der x—Achse, u(l) als die Verschiebung des
Kraftangriffspunktes in z—Richtung und w(s) als die Verschiebung eines Balkenstiickes
in z—Richtung auf. Diese unterschiedlichen Grofen, die die Verformung des Balkens

beschreiben, koénnen mit Hilfe von

d "
¢'(s) = —aresin 2’ = <

ds VI—w?
u(l) = /Ol(cosgo —1)ds = /Olwm —1)ds

durch die transversale Verschiebung ausgedriickt werden. Fiir die Gesamtenergie erhélt

man somit

E l "2 l l
V:—J Lds+P/ (\/l—w’2—1>ds+§/w2ds,
0 0

2 Jo 1—w"
bzw. nach einer Taylorreihenentwicklung der nichtlinearen Terme um die triviale Lage
Wy = 0
L e o .
V(U)(S)) = 5/ {EJ |:’UJ//2 (1—|—w’2—|—w’4+>] - P U}/2+T+?+ —|—]€U}2}d8
0
(B.2)

Werden Terme bis zur Ordnung 2 (@) im Potential berticksichtigt, und dimensionslose
Abkiirzungen [4§]

kit

, PP _ K
- EJ

o’ =5 (my)* s=x=ul ds =dzx =Idz (B.3)
verwendet, so kann mit 6V = 0 die lineare Differentialgleichung
"D(w) = w® + 2w + (7y)*w =0 (B.4)

hergeleitet werden. Einbeziechung der Terme mit néchst hoherer Ordnung (@) im Poten-
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tial (B.2)) liefert die nichtlineare Differentialgleichung

"D(w) = w? (14 w?) + dw'w"w” + w"™ + *w” + (77)*w = 0. (B.5)

Die unterstrichenen Terme in der nichtlinearen Differentialgleichung (B.5]) stellen den
Unterschied zur linearen DGL (B.4)) dar.

Die an die kinematischen Randbedingungen (w(0) = w(1) = 0) angepasste Losung der
linearen Differentialgleichung (B.4))

w=Csin(mrz) meN
fiihrt, unter der Voraussetzung der Existenz einer nichttrivialen Losung, auf die Knick-
2 2
Pkrit. m ol
— = — | +[— . B.6

Der funktionale Zusammenhang [B.6] zwischen der kritischen Last und der Steifigkeit der
Bettung ist fiir verschiedene Wellenzahlen m in Abbildung [B.2 dargestellt.

bedingung

A
51 — m=1
. — m=2
Al 4+ — m=3
— m=4
2
= 37 m=2>5
£ L
<
! Yirit = V2
BT | Oy = 57
0 1 : 1 1 1 >
0 1 2 3 4 5
Steifigkeit

Abbildung B.2.: Stabilitdtsgrenze in der dimensionslosen Parameterebene.

Die Einhiillende dieser Kurven stellt die Stabilitatsgrenze in der Parameterebene dar.
Abbildung [B.2 zeigt, dass sich Kurven verschiedener Wellenzahlen schneiden. Anhand
des Schnittpunktes zwischen dem Mode m = 1 und dem Mode m = 2 soll die Vorgehens-
weise einer nichtlinearen Analyse gezeigt werden. Diese beiden Moden sind in Abb. [B1]
graphisch dargestellt. Am kritischen Punkt (yiui = v/2, a,;, = 572) sind die beiden Mo-
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den Losungen des linearen Beulproblems. Fiir die nichtlineare Analyse wird die Summe
beider Moden

w = xysinTx + o 8in 27w, (B.7)

als Ansatz verwendet, um die Verzweigungsgleichungen herzuleiten. Der Ansatz (B.1)

in die Verzerrungsenergie (B.2) eingesetzt liefert unter Verwendung der dimensionslosen

Grofen (B.3)

1
V= {%w/& (1 + U/Q) - (al%rit + )‘p) w” + % ((W'Ykrit)4 + )\k) w? | dx

[7‘(‘6 (x‘ll + 402573 + 64x§) — 4n? (x% + 4x§) Ap +4 (xf + x%) )\k]

|5~

[7r6 (:1:‘11 + 402323 + 64:5‘21) — 22\ — x%u}

—_
(@)

Die beiden Entfaltungsparameter A\, und \; messen den Abstand zum kritischen Punkt
in der dimensionslosen Parameterebene. Mit Hilfe neuer Parameter — A = 4\, — 47T2)\p
bzw. —u = 4\, — 1672\, kann eine iibersichtliche Darstellung erzielt werden. Um einen

stationdren Wert des Potentials zu finden, ist das Gleichungssystem

Vi, = 0= [7° (227 + 4023) — ] (B.8a)
Vi = 0= x5 [7° (12823 + 4027) — p (B.8b)

fiir x19 und x99 zu l6sen. Die Vorgehensweise mit dem Energiefunktional entspricht dem
Ritz’schen-Verfahren [44], wobei im vorliegenden Fall ein spezieller Ansatz fiir die Lo-
sungsfunktion, die Losung des linearen Problems, verwendet wird. Eine zweite Mog-
lichkeit der Bestimmung der Verzweigungsgleichungen fiir den kritischen Punkt ist das
Verfahren von Galerkin [44], bei dem der Ansatz (B.7) direkt in die nichtlineare Diffe-
rentialgleichung (B.0)) eingesetzt, mit der Variation des Ansatzes multipliziert und tiber

den Definitionsbereich

1
/ "D (w)dw do = 0
0

integriert wird. Die Auswertung des obigen Ausdruckes fiihrt auf dieselben beiden Be-
stimmungsgleichungen (B.§)), die schon durch Anwendung des Verfahren von Ritz gewon-
nen wurden. Fiir das im Haupttext behandelte Problem ist das Verfahren nach Galerkin
der effektivere Weg, die entsprechenden Koeffizienten der Verzweigungsgleichungen zu
berechnen.

Von den mit (B.8)) bestimmten Gleichgewichtslagen sind nur jene stabil, die die positive
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Definitheit der Hessematrix

‘/'71'1$1 ‘/7$11'2
V7ZB1{L'2 ‘/771'2332

H =

B [7?6(6x% +40x3) — A 7980w 7o (B.9)

B 70802, 5 70(4022 + 38422) —

garantieren. Die Losung z; # 0 bzw. x5 = 0 kann nur fiir positive Werte von A, und
die Losung xo # 0 bzw. 1 = 0 kann nur fiir positive Werte von pu existieren. Eine
kombinierte Losung z1 # 0 und x5 # 0 kann somit nur im ersten Quadranten, genauer

zwischen den beiden Geraden p = 20\ und p = 3,2\ der Parameterebene auftreten.

(a) ) (b)

1.0 + n A =20\
% x1-Mode _— =32\
0.8 + z9-Mode _— B
oy 1 + x9-Mode .
L 06+ N
= ——>
= A
a 4+
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! \ —>

)
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o
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Abbildung B.3.: Verzweigungsdiagramm (a) fiir den Pfad in der dimensionslosen Ebene
der Entfaltungsparameter am kritischen Punkt (b).

Wertet man nun die Hessematrix (B.9)) fiir diese drei Félle aus, so ergeben sich zwei
Stabilitatsgrenzen in der Parameterebene, die in Abb.[B.3|(b) eingezeichnet sind. Die
Stabilitdtsanalyse zeigt, dass eine Linearkombination der beiden Beulmoden nicht als
stabile Losung auftreten kann. Die beiden Losungen verzweigen jeweils subkritisch an
den entsprechende Stabilitdtsgrenzen. In Abb. [B.3|(a) ist das Verzweigungsdiagramm fiir
den in Abb.B.3|(b) eingezeichneten Pfad dargestellt, wobei die Amplituden auf den -
Mode skaliert sind. Die stabilen Bereiche beider Beulmoden iiberschneiden sich in einem
schmalen Streifen. In diesem Bereich sind beide primére Losungen getrennt voneinander
stabil, der kombinierte Mode ist instabil. Welcher Mode in diesem Bereich auftritt, hangt

von den Imperfektionen sowie vom Belastungspfad ab.
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C. Empirische Kraftfeldpotentiale

Das im Zuge der molekularstatischen Simulation (Kapitel 2)) verwendete REBO-Potential
(Reactive Empirical Bond Order), bzw. die erweiterte Form des AIREBO-Potentials
(A daptive Intermolecular Reactive Empirical Bond Order), soll in diesem Anhang kurz
dargestellt werden. Ziel ist es speziell fiir reine Kohlenstoffverbindungen die entsprechen-
den Anteile des Potentials darzustellen. Beide Potentiale eignen sich fiir die Simulation
von Kohlenwasserstoffe, und somit auch fiir Graphene und Carbon Nanotubes.

Im Folgenden werden nur die wichtigsten Terme angegeben und kurz charakterisiert.

Fiir eine detaillierte Darstellung sei auf die Arbeiten [9, 10} 57| verwiesen.

Das AIREBO-Potential

Das AIREBO-Potential setzt sich formal aus drei verschiedenen Anteilen zusammen.

EMIERO = DTSSR0 4 ST ST pe 4 Y (C.1)

i g k#i,j 11,5,k

Der erste Term représentiert das REBO-Potential [9], das den zentralen Zusammenhang
zwischen Energie und Abstand der Bindungspartner darstellt. Eine Weiterentwicklung
stellt die Erweiterung um einen Torsionsterm und einer nicht gebundenen Wechselwir-

kung dar.

Das REBO-Potential

Dieses Potential wird nach einem seiner Entwickler auch als Brenner-Potential bezeich-

net. Es besteht aus zwel Anteilen

ERPRO = Bl 4 b B (C.2a)

YR
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einem abstofenden (repulsive)

Qij ity
EZI; = wij('rij> |:1 + rij] Al-je vty (CQb)
sowie einem anziehenden Anteil (attractive)
’ (n)
B} = —wy(ry) Y Bjle P, (C.2c)
n=1
A .
30 + REBO-Potential (C.2al)

— abstofiender Teil (C.2h))
= anziehender Teil (C.2d)
E 15 + Kraft E,,,.

E

< 0
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=~ Abstand r;; [A]
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)

=

~

_30 4+

Abbildung C.1.: Das REBO-Potential und die entsprechende Kraft als Funktion des
Atomabstandes fiir b;; = 1.

Abbildung [C.1] stellt das Potential (C.2) und die daraus resultierende Kraft in Abhén-
gigkeit von dem Atomabstand dar. Der Bindungsordnungsterm b;; ist eine fiir dieses
Potential charakteristische Grofse. Dieser Koeffizient beeinflusst die Stérke der Bindung
in Abhéngigkeit von der Anzahl der néchsten Nachbarn (Koordinationszahl), der Win-
kellage benachbarter Bindungen und der Konjugation chemischer Orbitale. Mit anderen
Worten wird die Stédrke der Bindung in Abhéngigkeit von der Umgebung beider Bin-
dungspartner mit diesem Term verdndert.

Im Namen beider Potentiale wird diese Eigenschaft mit den Worten Bond Order be-
riicksichtigt. Wie alle diese Einfliisse mathematisch in der Formulierung des Bindungs-
ordnungsterm verwirklicht sind, ist dem Anhang der Arbeit [57] zu entnehmen.

Der Grund fiir die Bezeichnung des Potentials als Reactive ist im Gewichtungsfaktor
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C. Empirische Kraftfeldpotentiale

w;;(r45), der die Kraft zwischen den jeweiligen Bindungspartnern skaliert, zu suchen.

1 7 < Tmin

w(r) =<1 [1 + cos (ﬂHA)} Tmax = 7 > Tmin (C.3)

Tmax —Tmin

0 T > Tmax

Beispielsweise kann die Notwendigkeit bestehen, urspriinglich nicht miteinander verbun-
dener Atome wiahrend der Simulation zu verbinden. Unterschreitet der Abstand zwischen
den beiden Atome einen Grenzwert r,;,, wird eine neue Bindung im Gesamtpotenti-
al beriicksichtigt. Umgekehrt ist bei entsprechend groftem Abstand zwischen den Bin-
dungspartnern die urspriinglich bestehende Bindung als gebrochen zu betrachten. Diese
Schaltfunktion (C.3)) garantiert somit einen stetigen Ubergang zwischen gebundenen und
nicht gebundenen Zustand zweier Bindungspartner. Vereinfacht dargestellt bringt dieser
Term einen quantenmechanischen Aspekt in das empirische Kraftfeld, und ermdoglicht
die Verdnderung der Bindungsstruktur wahrend der Simulation. Diese Eigenschaft des
Potentials wéhrend der Simulation Bindungen zu erzeugen bzw. zu zerstoren kommt in
der Bezeichnung Reactive zum Ausdruck.

Das AIREBO-Potential stellt eine Weiterentwicklung des REBO-Potentials dar. Es wur-
den manche Koeffizienten gegeniiber &dlteren Versionen geringfiigig verédndert, und dar-

iiber hinaus zwei zusétzliche Energieterme hinzugefiigt.

Das Torsionspotential

Das Torsionspotential verbindet den Winkel zwischen zwei Flachen, der als dihedral
bezeichnet wird, mit einer entsprechenden FEnergie. Jede dieser beiden Flachen wird
durch jeweils zwei Vektoren aufgespannt, wodurch bis zu 12 Freiheitsgrade im Raum pro
Auswertung zu beriicksichtigen sind. Im AIREBO-Potential ist ein Torsionspotential der
Form

B = %e [1+ cos (3w)] (C.4)

implementiert. Bei der Auswertung des Gesamtpotentials (C.I)) werden die Torsionsan-
teile mit entsprechenden Schaltern der Form (C.3]) versehen, um auch bei diesem Poten-
tial dem Entstehen und Zerstoren von Bindungen wihrend der Simulation Rechnung zu

tragen [57].
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Torsions-Potential
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Abbildung C.2.: Das Torsions-Potential (C.4]), bzw. das entsprechende Torsionsmoment
M = E™,, als Funktion des Winkels wy;j.

Abbildung zeigt das Torsionspotential sowie das Moment in Abhéngigkeit vom Win-
kel. Der einfache funktionale Zusammenhang zwischen Drehwinkel und Potential wird
durch die Darstellung in Abhéngigkeit vom Drehwinkel erzielt. In den géngigen Molekular-

dynamik-Programmen stellen die Positionen der einzelnen Atome in kartesischen Koor-

dinaten die Freiheitsgrade dar.

T5i XTik Tij XTj1
IrjixXTak] " [rij X751

COS Wgiji =

Abbildung C.3.: Der Zusammenhang zwischen der Lage von vier Atome im Raum und
dem Torsionswinkel.

Die Abhéngigkeit des Drehwinkels von den Ortsvektoren der entsprechenden Atome ist
in Abb. dargestellt.
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C. Empirische Kraftfeldpotentiale

Die Van der Waals-Wechselwirkung

Der letzte Anteil in (C.I)) stellt eine nicht gebundene Wechselwirkung dar. Das Lennard-

12 6
EY =4, |(Z2) — (22 (C.5)
Y T\ Tij

beschreibt prinzipiell die Wechselwirkung aller im System vorhandenen Atome.
A

Jones Potential

——  LIJ-Potential (CH)
Kraft B,

- Oﬁ /

>
Uij \

_/r_ €ij Abstand r;; [A]

‘ ro = \6/50'1']‘ ~ 3, 816A €ij = 0,00284eV
! Uij = 3, 4A

Energie [eV], Kraft [eV /A]

A

Abbildung C.4.: Lennard-Jones Potential und die entsprechende Kraft als Funktion vom
Atomabstand.

Weil die Interaktion zwischen den ersten Nachbarn (1-2) und den zweiten Nachbarn
(1-3) durch das REBO Potential hinreichend gut beschrieben wird, und das Torsions-
potential die (1-4) Nachbarschaft abdeckt, wird das Lennard-Jones Potential erst ab
einer (1-5) Nachbarschaft ausgewertet [57]. Ist der Abstand zweier Atome grofer als ein
bestimmter cut-off Wert (vgl. Abb.[C.4)), wird die Wechselwirkung nicht beriicksichtigt
um Rechenzeit zu sparen. Um einen stetigen Ubergang zwischen voller Interaktion und
keiner zu gewéhrleisten, wird in der Implementierung ein Schalter &hnlich der Form ((C.3])

verwendet.
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C. Empirische Kraftfeldpotentiale

Tabelle C.1.: Die in den entsprechenden Potentialterme auftretenden Parameter fiir reine
Kohlenstoffbindungen [10], 57].

Parameter Wert  Gleichung | Parameter Wert  Gleichung
Qi [A] 0313460  (C20) | BY [eV] 12388792  (C2d)
Aij [eV] 10953,544 ([C2h) B eV]  17,567065 [C2)
ay [AT] 47465301 C20) | B [eV]  30,714932 €29

€ij [eV] 0,00284 @3 | g’ [A‘i] 47204523 ([C2d)
0ij [A] 3,40 €3 |4 A Lz (€20
rijt [eV] 0,3079 @) | 50 AT 1,3826013 (C29)

Tabelle fasst die fiir die Beschreibung von reinen Kohlenstoffverbindungen notwendi-
gen Werte von Parametern zusammen. Das Gesamtpotential (C.1)) mit den in Tab.
angegebenen Koeffizienten ist im verwendeten Molekulardynamikpaket LAMMPS [46]

implementiert.
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