Die approbierte Originalversion dieser Diplom-/Masterarbeit ist an der
Hauptbibliothek der Technischen Universitat Wien aufgestellt
(http://www.ub.tuwien.ac.at).

The approved original version of this diploma or master thesis is available at the
main library of the Vienna University of Technology
(http://www.ub.tuwien.ac.at/englweb/).

TECHNISCHE

| UNIVERSITAT
I WIEN

VIENNA

WIEN UNIVERSITY OF

TECHNOLOGY

DIPLOMARBEIT

Abelsche Zahlkorper und das Klassenzahlproblem

Ausgefithrt am Institut fiir
Diskrete Mathematik und Geometrie
der Technischen Universitat Wien

unter Anleitung von

Univ.Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. Michael Drmota

durch
Johannes Schleischitz

Viehtrift 13
7000 Eisenstadt

Datum Unterschrift



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung 3
1.1 Inhalt der Arbeit . . . . . . . . . .. 3
1.2 Grundlegende Definitionen und Sétze . . . . . . . . . ... ... 5
1.3 Monomorphismen eines algebraischen Zahlkérpers . . . . .. .. ... .. 10
1.4  Geometrische Darstellung von Zahlkoérpern, Gitter und Minkowskis Lemma 12
1.5 Der Dirichletsche Einheitensatz . . . . . . ... .. ... ... ....... 16
2 Dedekindringe und algebraische Grundlagen 17
2.1 Algebraische Grundlagen . . . . . . . . . .. ... ... ... 17
2.2 Dedekindringe . . . . . . ... L 18
2.3 Ganzheitsringe von algebraischen Zahlkorpern sind Dedekindringe . . . . 24
3 Die Idealklassengruppe und die Klassenzahl 28
3.1 Definitionen . . . . . . . . ... 28
3.2 Endlichkeit der Klassenzahl . . . . . . ... ... ... ... ........ 33
4 Zetafunktionen und die analytische Klassenzahlformel 41
4.1 Die Zetafunktion eines algebraischen Zahlkorpers und ihre Eigenschaften . 41
4.2 Die allgemeine Klassenzahlformel eines Zahlkérpers . . . . . . . . .. . .. 43
5 Abelsche Zahlkérper 49
5.1 Bewertungen und L-Reihen . . . . . . .. .. ... .00 49
5.2 Abelsche Zahlkorper . . . . . . . ... 54
5.3 Normabbildung und Inverse Normabbildung . . . . . . . .. .. .. .. .. 57
5.4 Weitere Vorbereitungen zu Kreisteilungskérpern . . . . . . .. .. .. .. 62
5.5 Kreisteilungskérper und Primideale . . . . . . . . .. ... ... L. 72
5.6 P-adische Kbrper . . . . . . . . . . . 75
5.7 Anwendung P-adischer Korper auf algebraische Zahlkérper . . . . . . .. 82
5.8 Klassenzahlformel fiir abelsche Zahlkorper . . . . . . .. .. .. ... .. 85
5.9 Auswertung der L-Reihen . . . . . . . ... ... ... 92



Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Inhalt der Arbeit

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der reichhaltigen Arithmetik von algebrai-
schen Zahlkorpern, also endlichdimensionalen Erweiterungen des Korpers der rationalen
Zahlen. Als Hauptziel ist die Herleitung der Klassenzahlformel fiir Erweiterungen mit
abelscher Galoisgruppe zu nennen. Sie gibt die Zahl der verschiedenen Idealklassen des
Ganzheitsringes eines Zahlkorpers an und ist im Fall genannter abelscher Zahlkorper
mit gewissen Standardkenngroflen des Zahlkorpers in einen einfachen formelmé&igen Zu-
sammenhang zu bringen. Die Klassenzahl misst in einem gewissen Sinn, wie weit ein
Ring von einer eindeutigen Primfaktorzerlegung entfernt ist, so bedeutet Klassenzahl 1
etwa, dass ein Hauptidealring vorliegt un ddamit eine eindeutige Primfaktorzerlegung.
Nach einleitenden grundlegenden Definitionen und Ergebnissen iiber die Struktur des
Ganzheitsringes und den wichtigen Begriffen von Spur und Norm wird im zweiten Ka-
pitel nochmals auf entscheidende Eigenschaften der Ganzheitsringe eingegangen, wobei
hier der Ansatz iiber deren Charakterisierung als Dedekindringe trotz einiger Uber-
schneidungen neue Erkenntnisse bringt, die zum Begriff der Klassenzahl fithren. Deren
Endlichkeit wird exakt bewiesen, wobei hier als technische Hilfsmittel vor allem der Be-
griff der Diskriminante eines Korpers sowie der der Norm eines Ideals zu nennen sind.
Die Endlichkeit der Klassenzahl dient als Grundlage fiir den analytischen Zugang. Mit
der Zetafunktion eines Zahlkorpers wird in Kapitel 5 das wesentliche Hilfsmittel zur
analytischen Beschreibung der Arithmetik von Zahlkérpern vorgestellt, und dann ein
relativ kurzer Beweis der Klassenzahlformel im allgemeinen Fall auf dem Wege der Geo-
metrie der Zahlen vorgestellt, wobei entscheidend auf Kapitel 1 zuriickgegriffen wird.
Die folgenden Kapitel schliefen den Bogen zu abelschen Zahlkorpern mit ihrer speziel-
len Klassenzahlformel. Die Beschreibung von Primidealen, insbesondere von Primzah-
len erzeugte Hauptideale sind von Interesse, im Zusammenhang mit den Begriffen des
Verzweigungs- und Tragheitsindex, sind ein Eckpfeiler dafiir. Ein weiterer ist die vermoge
des hier nicht bewiesenen tiefliegenden Satzes von Kronecker-Weber im Zusammenhang
mit abelschen Zahlkorpern stehende Theorie der Kreisteilungskérper und L-Reihen auf
deren Teilkorpern. Weiters ist ein technischer Ausflug in die Theorie der P-adischen
Korper zu nennen, wobei hier grofiteils Resultate ohne Beweise angefiihrt werden.

Generell ist zu betonen, dass auf den Aufbau in den ersten Kaptiteln viel Wert gelegt
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wurde, wo der Ganzheitsring in seiner Modulstrukur sowie in seiner Struktur als De-
dekindring auf zweierlei Arten beleuchtet wird, wihrend technische Beweise gewisser
fiir sich interessanter Resultate wie des Dirichletschen Einheitensatzes und des Satzes
von Kronecker-Weber oder im Bereich der P-adischen Korper, die an manchen Stellen
entscheidend eingehen, dafiir ausgespart wurden.
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1.2 Grundlegende Definitionen und Sitze

In der Arbeit werden algebraische Grundbegriffe wie Koérper, Ring, Modul und Ide-
al vorausgesetzt sowie grundlegendes algebraisches Wissen, wie etwa den Begriff eines
Quotientenkorpers eines Integrititsbereichs oder Basiswissen iiber Korpererweiterungen
wie zB der Gradsatz fiir deren Hintereinanderausfithrung oder elementare Homomor-
phieséitze. Fiir eine Korpererweiterung im Sinne der Adjunktion von Elementen werden
durchwegs runde Klammern benutzt werden, zum Beispiel Q(«), wihrend Polynomringe
iiber einem Ring oder Korper mit eckigen Klammern stehen, etwa Z|a.

Definition 1.1. Durchwegs bezeichnen R die reellen Zahlen, Q die rationalen Zahlen,
7 die ganzen Zahlen, N die natiirlichen Zahlen, C die komplexen Zahlen und Q die
algebraischen Zahlen.

Definition 1.2 (Algebraischer Zahlkorper). Ein algebraischer Zahlkorper ist ein endlich-
dimensionaler (insbesondere algebraischer) Erweiterungskorper der rationalen Zahlen.

Satz 1.1. Jede algebraische Zahl a € Q, also Nullstelle eines Polynoms mit rationalen
(oder dquivalent ganzzahligen Koeffizienten) hat ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom niedrigsten Grades mit rationalen Koeffizienten, dessen Nullstelle es ist.

Beweis: Da der Polynomring Q[z] mit dem Polynomgrad als Bewertung ein euklidischer
Ring ist und die rationalen Zahlen ein Korper bilden, ist stets eine Polynomdivision mit
Rest in Q[z] durchfiithrbar. Das Restpolynom hat dabei kleineren Grad als das Polynom
im Nenner. Es gibt nun aber klarerweise eine minimale positive ganze Zahl n, zu der
es ein Polynom p € Q[z] mit p(a) = 0 gibt. Fiir jedes Polynom ¢ € Q[z] mit Nullstelle
a gilt aber p(a) — g(a)r(a) = 0 fiir alle Polynome r(z) € Q[z], woraus aufgrund oben
genannten Divisionsalgorithmus wegen der Minimalitdt von n folgt, dass alle solchen
Polynome ¢ € Q[x] Vielfache von p € Q[z] sein miissen (im Sinne der Teilbarkeit in Q[z]).
Das eindeutige geforderte Polynom der Aussage bekommt man offensichtlich, indem man
p € Q[z] normiert.

Definition 1.3 (Minimalpolynom). Ein Polynom entsprechend obigen Satzes heifit Mi-
nimalpolynom von a € Q.

Definition 1.4. Ein Element eines algebraischen Zahlkorpers heifit ganz, wenn es Null-
stelle eines normierten Minimalpolynoms mit Koeffizienten aus Z ist.

Satz 1.2. Die Menge aller ganzen Elemente bilden einen Unterring des algebraischen
Zahlkorpers K. Wir bezeichnen ihn im folgenden mit Og und nennen ihn den Ganz-
heitsring von K.

Fiir den Beweis verwenden wir nachstehendes Lemma:

Lemma 1.1. Z[a] ist genau dann additiv endlich erzeugt, dh beziiglich + eine endlich
erzeugte Gruppe, falls a ganz ist.

Allgemeiner gilt: Sei R ein Ring und S eine Ringerweiterung von R. Dann ist a € S
genau dann ganz, wenn R[s] als R-Modul endlich erzeugt ist.
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Beweis: Wir beweisen nur die fiir den obigen Satz schwiichere (nicht allgemeine) Aussage
(der Beweis im allgemeinen Fall geht jedoch analog):

a ganz =  Z[a] endlich erzeugt: Jedes Element in Z[a] ist von der Form f(a) mit
einem Polynom f € Z[z]. Fiihre bei diesem Polynom die Polynomdivison durch das
Minimalpolynom von g von a durch, also ein normiertes Polynom g € Z[z]| welches
g(a) = 0 erfiillt. Wegen der Normiertheit ist das moglich. Man erhilt also

fla) =q(a)g(a) +r(a), qe€Zz], gla) =0, deg(r)<n

Dies zeigt, dass {1,a,a?,...a” '} eine Basis von Z[a] ist.

Z[a] endlich erzeugt = a ganz: Sei a1, a9 ...a; ein endliches Erzeugendensystem
von Z[a]. Da die «; in Z[a] sind, haben sie eine Darstellung

ai:Zﬂi,jaja 1<i<s
J

Offenbar treten nur endlich viele a-Potenzen auf, sei a* die hochste. Weil ganz Z[a] von
den «; erzeugt wird und die ganzen Zahlen einen Ring bilden, lisst sich insbesondere
a**1 in der Form

k
bt = Z bial, b; € Z
i=1
schreiben, was offensichtlich in eine Ganzheitsgleichung umgeschrieben werden kann. [J

Nun folgt der Beweis von Satz 1.2.

Beweis: Seien a,b ganze Elemente des algebraischen Zahlkérpers K. Nach obigem Hilfs-
satz sind die Moduln Z[a] und Z[b] von Elementen {ay,...,ax} bzw {b1,..., b} erzeugt.
Die Ringe Z[a + b] und Z[ab] sind als Unterringe vom von den Elementen (a;b;)i j=1,..n
erzeugten Ring ebenfalls endlich erzeugt, weshalb wieder aufgrund obigen Hilfssatzes die
Elemente a+ b und ab ganz sind. Weil a,b beliebig gew#hlt waren handelt es sich folglich
um einen Unterring. U

Der Ganzheitsring hat jedoch eine wesentlich stérkere Struktur als nur Unterring zu sein.
Ein zentrales Resultat, das insbesondere fiir die geometrische Betrachtung wichtig und
Beweisgrundlage des folgend erwihnten dirichletschen Einheitensatzes ist, ist die Tatsa-
che dass er als Z-Modul maximal (insbesondere mit maximaler Dimension) ist. Dieses
Resultat wird nun vorbereitet.

Definition 1.5 (Ordnung). Eine Ordnung eines Zahlkorpers K mit Dimension n iiber
den rationalen Zahlen ist ein Unterring von K mit 1, der als (freier) Z-Modul endlich
erzeugt von maximalem Rang n ist.

Bemerkung: Jeder Ring kann als Z-Modul aufgefasst werden.

Bemerkung: Ein Satz aus der Algebra besagt, dass iiber Ringen endlich erzeugte, torsi-
onsfreie Moduln genau die freien Moduln sind, also eine Basis haben. Die Eigenschaft
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endlich erzeugt zu sein bedeutet fiir einen algebraischen Zahlkorper also, dass er eine
Basis iiber Z besitzt. In diesem Kapitel ist bei Moduln immer von freien Moduln die
Rede.

Fiir nachstehendes Lemma sowie spétere Kapitel benttigt man die Begriffe der Norm
und der Spur einer Korpererweiterung.

Definition 1.6 (Norm). Unter der Norm eines Elements « einer algebraischen Korperer-
weiterung L/K verstehen wir den Ausdruck

NL/K(a) =102 ...0p, (1.1)

wobei die a; die Nullstellen des Minimalpolynoms von « beziiglich L/K im Zerféllungskorper
(normaler Abschluss von K («)) bezeichnen oder alternativ die Bilder von a unter den
Monomorphismen (zu zweiterem siehe néchster Abschnitt)

Definition 1.7 (Spur). Unter der Spur eines Elements « einer algebraischen Korperer-
weiterung L/K verstehen wir den Ausdruck

Sppk(a) =a1+az+...+ay (1.2)

wobei die a; die Nullstellen des Minimalpolynoms von a beziiglich L/K im Zerfallungskérper
(normaler Abschluss von K(«)) bezeichnen oder alternativ die Bilder von « unter den
Monomorphismen (zu zweiterem sieche néchster Abschnitt).

Diese Groflen sind sehr praktikabel und werden eine wichtige Rolle beim Beweis der
Endlichkeit der Klassenzahl spielen. Eine wichtige Erkenntnis ist, dass Norm und Spur
einer Korpererweiterung L/K bereits im kleinen Korper K enthalten sind. Dies kann
man einerseits einsehen, indem man die Abbildung g, : £ —— « - x auf L betrachtet.
Im Sinne der linearen Algebra ist das ein Automorphismus (fiir o # 0), wenn man eine
beliebige Basis von L/K wihlt. Norm und Spur dieser linearen Abbildung sind gerade
Norm und Spur wie oben definiert, andererseits aber Koeffizienten des Minimalpolynoms
von « und als solche in K. Unten wird ein alternativer Beweis auf Basis von Moduln
gefiihrt.

Die Interpretation von Norm und Spur als Determinante und Spur von Matrizen er-
gibt auch sofort die Multiplikativitit der Norm wegen der Multiplikativitdt von Deter-
minanten sowie die Additivitdt der Spur. Eine weitere relativ einfach nachzupriifende
Eigenschaft ist

Proposition 1.1. Sind L/K und M /L endliche Erweiterungen, dann gilt fiir alle o € M:
Ny (@) = Ny (Nag/p ().

Lemma 1.2. Sei O eine Ordnung. Dann ist jedes a € O ist ganz. Insbesondere sind
Norm und Spur ganze Zahlen.

Beweis: Man fasse O als Modul mit Basis p1, ..., u, iiber den rationalen Zahlen auf.
Klarerweise ist dann auch ap; € O weil O Ring ist. Deswegen und weil die p; eine Basis
sind kann das System

ap; = Qij i 1,7€1,2,...,n

in ganzen Zahlen gelost werden. Aus a;; € Z folgt aber, dass a ganz ist. O

Auf Norm und Spur wird in Kapitel 3 nidher eingegangen.
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Lemma 1.3. Wenn a ein ganzes Element von Grad m einer Ordnung O ist, dann ist
der von {1,a,...,a™ '} erzeugte Modul M ein Ring (also multiplikativ abgeschlossen).

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass a® € M fiir alle k. Fiir £ < m — 1 stimmt das per
Definition, weil a ganz ist, ist a” = ¢(a) mit einem Polynom ¢(a) von Grad kleiner als m,
also stimmt es auch fiir £k = m. Fiir £ > m ergibt sich folgende Induktionskonstruktion:
Sei a*~! € M. Dann gilt

"V =g 1a™ 4 4 ag (1.3)

Multiplikation beider Seiten von 1.3 mit a ergibt also

a* =ad* ' =a,_1a™+ ...+ aga (1.4)

und weil alle Elemente der rechten Seite von (1.4) in M liegen gilt dies auch fiir a*. O
Lemma 1.4. Ist O eine Ordnung im Zahlkérper K und a € O, dann ist auch der
Polynomring Ola] eine Ordnung von K.

Beweis: Da O C Ola] gibt es offenbar n(= K : R) linear unabhéngige Basisvektoren, es
ist also noch zu zeigen dass es sich bei Ofa] um einen Modul handelt, er also endlich

erzeugt ist. Sei wy, . ..,w, Basis von O. Vom letzten Lemma 1.3 wissen wir, dass a” eine
Darstellung der Form ag + aja + asa® + ..., am—_1a™"! besitzt wobei m < n den Grad
von a bezeichnet. Daher kann O[a] als Linearkombination von Produkten w;a’ dargestellt
werden, also ist O[a] endlich erzeugter Modul. O
Korollar 1.1. Der Polynomring Olay, as, ..., a,| fiir beliebiges r und ganze Elemente
ai,as,...,a, € O ist eine Ordnung.

Beweis: Folgt unmittelbar durch Iteration obigen Lemmas 1.4. O

Zum Beweis der Hauptaussage dieses Abschnitts wird noch die Definiton der dualen
Basis benotigt. Vorbereitend hierzu liegt folgendes Konzept zugrunde: Sei L/ K eine n-

dimensionale Koérpererweiterung und wy, . . . ,wy, eine feste (Vektorraum)basis von L iiber
K. Dann ist fiir jede Auswahl von Elementen ¢y, ..., ¢, von K das lineare Gleichungs-
system

Sp(wia) = ¢ i=1,2,...,n (1.5)

eindeutig fiir o € L 16sbar. Dies sieht man ein, indem man o« = zyw1 +. . .+ Z,wy, schreibt
und erkennt, dass die dem Gleichungssystem (1.5) entsprechende Matrix aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit der w; invertierbar ist und somit x1,zs...,z, eindeutig be-
stimmt werden kénnen. Damit ist die Sinnhaftigkeit folgender Definiton gewéhrleistet:

Definition 1.8. Zu einer gegebenen Basis wi,ws...,wy bezeichne wj,w; ..., w; die

duale Basis, die durch die definierende Eigenschaft

Sp(wiw;) =0

bestimmt ist.
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Satz 1.3. Der Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkérpers K bildet die eindeutige
beziiglich Inklusion maximale Ordnung des Koérpers.

Beweis: Wir wissen bereits aus Satz 1.1, dass die ganzen Elemente einen Ring bilden.
Wegen Lemma 1.2 und weil O als Ordnung per Definitionem n Z-linear unabhéngige
Elemente besitzt exisiteren n Z-linear unabhéingige ganze Elemente. Es muss also nur
gezeigt werden, dass die ganzen Elemente sogar einen freien Z-Modul bilden.

Seien wi,ws .. .,wy, eine Basis von O und wj,wj ..., ,w; die dazu duale Basis in K. Sei o
beliebig ganz mit Darstellung

a=cwi+ ...+ cpwy,

mit rationalen ¢;. Multiplizieren mit w; und Bildung der Spur ergibt

¢i = Splaw;) (1.6)

Da alle Produkte aw; aus (1.6) im Polynomring O[a] liegen, der nach Lemma 1.4 eine
Ordnung ist und nach Lemma 1.2 daher alle ¢; ganze Zahlen sind, ist o € O*, wobei
O* der von den w; erzeugte Modul (iiber den rationalen Zahlen) ist. Deswegen ist die
Menge ganzen Elemente von K in O*. Weil jede additive Untergruppe eines Moduls in
einem algebraischen Zahlkorper wieder ein (Unter)modul ist (ohne Beweis 1), bilden die
ganzen Elemente von K einen Modul. O

Definition 1.9. Ein Q-linear unabhéingiges Erzeugendensystem des Ganzheitsringes O
eines Zahlkorpers K als Z-Modul heiit Ganzheitsbasis von K.

Satz 1.3 besagt also insbesondere: Ist K algebraischer Zahlkérper mit [K : Q] = n, dann
besitzt O stets eine Ganzheitsbasis wq, wo, ... wy,.

Wie bereits erwdhnt kann man zeigen, dass torsionsfreie endlich erzeugte Moduln {iber
Ringen genau die freien Moduln sind. Unter Zuhilfenahme dieses nicht ganz einfach
zu beweisenden Resultats erhielte man sofort die oben nicht bewiesene Tatsache, sowie
zusétzlich, dass der Ganzheitsring ein Modul ist, da es iiber einem Korper ja keine
Torsionselemente gibt und Ringe immer als unitéire Z-Moduln aufgefasst werden kénnen.
Es sei auf Hungerford [Hu 1] verwiesen. Wir verfolgen hier einen etwas weniger allgemei-
nen Ansatz.

Als Abschluss dieses Unterkapitels wollen wir noch eine wichtige Feststellung festhalten,
die sich mit einem kleinen Trick sofort aus dem bisher erarbeiteten gewinnen ldsst, und
in folgenden Kapiteln ohne explizite Referenz einfach verwendet werden wird. Es gilt:

Voe K JweOg: w-beOg
Denn ist b € K Nullstelle von

am™ + am12™ Va9 =0, a; €7

und multipliziert man die Gleichung mit a™~!, so sieht man, dass a,, das geforderte w

ist, denn ba,, erfiillt offensichtlich eine Ganzheitsgleichung. Damit ist des weiteren das
suggestive Resultat bestétigt, dass K der Quotientenkdrper von Ok ist.

'siehe [BS 66]
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Jetzt bedarf es noch einiger weiterer Begriffsbildungen und einfacher Feststellungen um
algebraische Zahlkorper noch besser beschreiben zu kénnen.

1.3 Monomorphismen eines algebraischen Zahlkorpers

Vorbereitend fiir den Beweis des uns eigentlich interessienden Satzes braucht man ein
paar algebraische Standardergebnisse. Obwohl wir uns spéter nur mit algebraischen
Zahlkorper beschiftigen werden, sind einige Resultate allgemeiner gehalten, da sich ihr
Beweis nicht wesentlichen verkiirzen wiirde im Spezialfall. Die Existenz eines

Zerfallungskorpers eines Polynoms im allgemeinen Fall wird ohne Beweis vorausgesetzt.

Definition 1.10 (separabel, vollkommen). Ein Polynom f € K|[xz] heif3t separabel, wenn
die Nullstellen im Zerfiallungskorper einfach sind. Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein
algebraisches Element von L heifit separabel {iber K, wenn sein Minimalpolynom iiber K
separabel ist. Eine algebraische Erweiterung L/K heifit separable Erweiterung, wenn alle
Elemente von L separabel sind. Ein Koérper K heifit vollkommen, wenn alle irreduziblen
f € K|x] separabel sind.

Satz 1.4. Korper K der Charakteristik 0- insbesondere Q und Erweiterungen von Q-
sind vollkommen.

Beweis: Weil p € K[x] folgt dass auch seine formale Ableitung ¢ € KJz| erfiillt, und
wegen charK # 0 ist ¢ # 0 sowie deg(q) = deg(p) — 1. Sei ¢ doppelte Nullstelle seines
Minimalpolynoms p € K[z]. Dann gilt (x —{)? teilt p € L(z) im Sinne der Teilbarkeit in
L[z] fiir den Zerfallungskorper L von p € K|[z]. Daraus sieht man durch ableiten, dass
(x — ¢) entsprechend das Polynom ¢ € K]lz| teilen muss. Also folgt, dass ¢ Nullstelle
von ¢ € KJz| ist. Dies wiederspricht der Minimalitit vom Grad von p € K|x] wegen
anfinglicher Feststellung. O

Lemma 1.5. Sie K C L eine Korpererweiterung und seien f,g € K[X]. Weiters seien
d:=ggT(f,g) in K[X] , d:i=ggT(f,g) in L[X]
Dann gilt d = d, insbesondere d € K[X].

Beweis: Wir zeigen J|d, die umgekehrte Teilbarkeitsbeziehung ist trivial weil d auch in
L[X] gemeinsamer Teiler der beiden Polynome ist. Dazu stelle d dar als

d=pf+q9 p,qeK[X] (1.7)

und beobachte, dass man diese Gleichung (1.7) auch in L[X] auffassen kann, dort gilt
jedoch d| f, d|g, also d|d. Aus der wechselseitigen Teilbarkeit und der Normiertheit beider
Polynome folgt das Resultat. 0

Satz 1.5 (Satz vom primitiven Element). Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und
L eine endlichdimensionale Erweiterung. Dann exisitiert ein (nicht eindeutiges) Element
a € L mit L = K(a).
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Beweis: Offensichtlich gibt es endlich viele Zahlen aq,as...,a, in L mit
L = K(ay,as,...,ax), denn immer wenn man ein beliebiges neues Element a,;; aus
L\ K(ay,...,a,;) zu einer Erweiterung K C K(aq,...,a,) C L adjungiert erhoht sich
deren Vektorraumdimension iiber K. Wegen der Endlichkeit von L : K muss man nach
endlich vielen Schritten ganz L erhalten, da bei jedem echten Zwischenk6rper immer
Elemente in L\ K(a1,...,a,) adjungiert werden konnen. Nun ist zu zeigen, dass jede
man jede Erweiterung L := K(ai,...,ar) schreiben kann als K(aj,...,a;) = K(a).
Dafiir reicht es offensichtlich im Fall von 2 adjungierten Variablen a,b ein ¢ zu finden
mit

L:=K(a,b) = K(c) (1.8)
der Rest folgt durch eine triviale Induktion.
Seien f und g die Minimalpolynome von a bzw b. Folglich existiert eine Faktorisierung

=
>
!

(X—a)(X—a2)...(X—a;), a €R
g X)=(X—-b)(X —b2)...(X —bs), bieR
fiir den Zerféllungskoérper R D K von f - g.
Wir verfolgen bei der Suche nach ¢ aus (1.8) den Ansatz
cx=a+ A, IeK
Wir erhalten die Korperkette
K C K(ey) C K(a,b)=LCR (1.9)

Wir wollen zeigen, dass fiir fast alle A € K gilt, dass K(cy) = L. Wegen Charakteristik
0 ist K ein unendlicher Korper und wir wéren folglich fertig.

Wir werden b € K (cy) zeigen, daraus folgt unmittelbar, dass auch a = ¢y — A\b € K(c))
und damit K (a,b) C K(cy) was zusammen mit (1.9) wie gewiinscht die Gleichheit der
beiden Korper liefert.

Dazu definiere ein Polynom

h)\(X) = f(C)\) —AX € K[C)\]
das mit ¢g die gemeinsame Nullstelle b hat, denn hy(b) = f(a) = 0. Fordern wir nun
zusétzlich die Ungleichungen
c>\—)\bj7éai, i:1,2...,r j:1,2,...$
oder dquivalent

a; — a
b—b;’

so gibt es offensichtlich keine weiteren gemeinsamen Nullstellen in L. Dabei ist zu be-
merken, dass weil g als irreduzibles Polynom nach Satz 1.4 nur einfache Nullstellen hat
obige Ausdriicke wohldefiniert sind. Ebenfalls klar ist, dass fast alle und damit unendlich
viele A € K obigen Anforderungen (1.10) gerecht werden. Fiir ein solches zuléssiges A

\ £ i=1,2...,r j=1,2,.. .5 (1.10)
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ist nach Konstruktion und abermals Satz 1.4 der besagt, dass b einfache Nullstelle von
g ist,
geT(g, hn) = (X —b)

aufgefasst als Elemente vom Polynomring R[X]. Aus Lemma 1.5 folgt diese Gleichheit
aber auch in K (cy)[X], also (X —b) € K(c))[X] und folglich b € K(c)). O

Satz 1.6. Zu einem algebraischen Zahlkorper vom Grad n {iber den rationalen Zahlen
existieren genau n Monomorphismen in die komplexen Zahlen.

Beweis: Sei o7 ein erzeugendes Element von K (Satz vom primitiven Element), also
K = Q(o1). Seien o9, ...,0, die anderen Nullstellen des separablen Minimalpolynoms
von o1. Offensichtlich muss bei jedem Homomorphismus oq auf eines der o; abgebildet
werden. Andererseits induziert jede solche Zuordnung tatséichlich einen Isomorphismus
von K = Q(o1) nach L := Q(o;) (im Fall einer normalen Erweiterung sind das K-
Automorphismen). Da wegen K = Q(o1) jeder Homomorphismus von K in die komple-
xen Zahlen durch das Bild von o festgelegt ist, entstehen so also die n Monomorphismen.

Definition 1.11. Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n und o, ..., o, die Mo-
nomorphismen nach C. Dann heissen die s Monomorphismen mit reellem Bild o4, ..., 05
reelle Monomorphismen und die restlichen ¢ Paare konjugiert komplexer Monomorphis-
men Ogyi,...,0n, = 0syor komplexe Monomorphismen, wobei diese Notation im folgen-
den beibehalten wird.

Definition 1.12 (Signatur). Mit obiger Notation wird das Paar (s,t) Signatur von K
genannt.

Im hier nicht vorgefithrten Beweis des Dirichletschen Einheitensatzes wird das Lemma
von Minkowski benottigt, das wir spéter in Verbindung mit der Klassenzahl noch in
ganz dhnlicher Ausfiihrung brauchen werden und deswegen gleich hier in einem eigenen
Unterkapitel bewiesen sei, weil es thematisch passt. Ein ebenfalls sofort présentiertes
Korollar daraus werden wir ebenfalls spéter benttigen

1.4 Geometrische Darstellung von Zahlkérpern, Gitter und
Minkowskis Lemma

Definition 1.13. : Bezeichne mit A%* die Menge aller Vektoren

T=(T1,. .., T Tsq1, e Ttt) (1.11)

deren erste s Komponenten reell und die iibrigen komplexwertig sind, in Korrespondenz
zu s, t vom vorigen Abschnitt.

Zusammen mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation sowie Multiplikati-
on mit reellen Skalaren kann man A®! einerseits als einen kommutativen Ring und an-
dererseits als einen R-Vektorraum auffassen. Die Dimension als R-Vektorraum ist s+ 2t,
denn eine Basis ist offenbar gegeben durch die Vektoren
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(1,0,...,0;0,0,...,0)
(0,1,...,0:0,0,...,0)

(0,0,...,1;0,0,...,0)
(0,0,...,0;1,0,...,0)
(0,0,...,0i,0,...,0)

(0,0,...,0:0,0,....,1)
(0,0,...,0;0,0,. .. i)
(1.12)

Indem man die Standardbasis e; des R™ auf diese neue durchnumerierte Basis abbildet
erhiilt man also einen Isomorphismus zwischen R™ und A%!. Setzt man

Totj =Yj+1-2j (G=1...,1)

fiir die komplexen Koordinaten, dann hat (1.11) beziiglich Basis (1.12) die Form

93:(931»-~~,$s;y1,213---,yt,2t) (1-13)

Definition 1.14. : Sei K ein algebraischer Zahlkoérper der R-Vektorraumdimension
n = s+2t in obigem Sinne, also mit Signatur (s, t). Betrachtet man die Bilder von a € K
unter den s + ¢t Monomorphismen 01,09 ,...,05,054+1, ---,0s+¢ (VO 01,09 ,...,05,0541,
Tst1y- - -+0s+ts Os1¢) und nennt diese Abbildung = so erhilt man eine Darstellung vom
Bildvektor von « der Form (1.11). Diese bezeichnen wir als die geometrische Darstel-
lung des Elements o des Zahlkdrpers, die Menge aller solcher Bilder als geometrische
Darstellung des Zahlkérpers. In Formeln

z(a) = (o1(a),...05(a);0s41(q), ... o541 (¥))

Weiters sei die Zerlegung in Real- und Imaginérteile in der Basis von (1.12) mit F
bezeichnet, also

F(a) = (o1(a),...,0s(a); Re(0st1(a)), Im(os41 (), . .. ,Re(as+t(a)),lm(as+t(02))

)
1.14)

Einfach nachzupriifende Eigenschaften der Abbildung x sind:

x ist injektiv

z(a+0) = z(a) + z(F)
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z(af) = x(a)z(f)

r(qa) = q - z(a), q€Q

Definition 1.15. Unter der Norm eines Elements z € A%! verstehen wir den Ausdruck

Ni(x) = 2122 . .. 2||Tsr1|? . . . |Tsre|?

Man sieht wegen 2z = |2|2, dass die Normabbildung N (z(a)) = N(a),a € K erfiillt.
Zusétzlich zur erorterten geometrischen Darstellung eines algebraischen Zahlkorpers ist
eine weitere kruzial- einerseits fiir den Dirichletschen Einheitensatz andererseits fiir un-
sere analytsichen Observationen in Kapitel 4.

Definition 1.16 (logarithmische Darstellung). Einem x = (x1,...,251¢) € A% mit
sdmtlichen Komponenten von Null verschieden werde folgender Ausdruck
l(z) = (li(x),. .., lstt(7)) € RS zugeordnet:

lp(z) = log |xk|, k=1,2,...,s

lstj(z) =log|wsi |, j=1,2,...,1
Definition 1.17. Die Menge aller Ausdriicke der Form

aier + ... +amem

mit fest vorgegebenen linear unabhingigen Vektoren ei,...,e, € R", m < n und
a; € Z heilt m-dimensionales Gitter im R™. Im Fall m = n heifit das Gitter voll, sonst
nichtvoll. Weiters bezeichne die Menge aller Ausdriicke

arer + ...+ amem,  (a1,...,am,) € (QN[0,1))"

die Grundmasche zum von e, ..., e, erzeugten Gitter.

Proposition 1.2. Bezeichne T' die Grundmasche des vollen Gitters G. Dann ist R™ die
disjunkte Vereinigung der

T.=T+z z€(G.

Beweis: Sei eq, . .., e, die Basis beziiglich der T konstruiert ist. Fiir beliebiges x = z1e1 +
...+ zpey, mit z; € R ist nachzuweisen, dass es in genau einem 7T, liegt. Zerlege jedes
x; in ganzzahligen Anteil k; und Nachkommaanteil o;. Mit u = kiey + ... + kpen,
z:=aie] + ...+ aye, gilt nun

r=z+u (1.15)

wobei per Konstruktion u € T,z € M.
Das bedeutet aber gerade x € T, fiir genau dieses z. Die Eindeutigkeit ergibt sich
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folgendermaflen: Fiir ein weiteres Paar @, Z muss wegen (1.15) die Beziehung x = z4+u =
Z + u gelten. Weil die e; eine Basis bilden sowie wegen der Wertebereiche von u,u und
z,Z, muss u = u gelten und weiter z = Z. d

Lemma 1.6. Hat ein beschrianktes Y C R" die Eigenschaft, dass alle Translate von Y
um Gitterpunkte von G paarweise disjunkt sind, in Formeln

20,21 € G20 #21 — Yy NY, =10
dann gilt V(Y) < A.
Beweis: Sei T' Grundmasche des Gitters G. Wegen vorheriger Proposition 1.2 gilt

VY)=) VYnT..)=> V(.nT) (1.16)

zeG z€G
wobei wegen der Beschrinktheit von Y nur endlich viele Summanden von (1.16) einen
Beitrag liefern. Laut Voraussetzung sind die Y, paarweise disjunkt, also auch die Mengen
der Form Y, NT. Obige Summe (1.16) ist also die Summe der Volumina paarweise
disjunkter Teilmengen von 7. Daher kann sie durch V(7T") =: A nach oben abgeschétzt
werden. O

Lemma 1.7 (Lemma von Minkowski). : Sei G volles Gitter im R™ dessen Grundma-
sche Volumen A hat. Sei weiters X eine symmetrische, konvexe Menge mit Volumen
V(X). Dann impliziert V(X) > 2" - A die Existenz mindestens eines vom Nullvektor
verschiedenen Elements von X N G.

Beweis: Betrachte fiir festes z € G die Menge der Form (X/2), := {X/2+ 2z, =z € G},
jeweils mit Volumen V' ((X/2),) = V(X)/2". Diese kénnen nicht paarweise disjunkt sein,
denn laut Voraussetzung beziehungsweise vorigem Lemma 1.6 miisste V(X) > 2" - A >
2"V ((X/2),) = V(X) gelten, ein Widerspruch. Es muss also eine Gleichung gelten von
der Form

1
JT1+ 2 = g2+ 2, (21,220 € G, 21 # 2, x1,22 € X)

beziehungsweise
1 1

0752’1 — Ry = 51‘2* 51‘1 (117)
Weil X nun symmetrisch ist, kann man die rechte Seite von (1.17) als 3z + 5(—=1) mit
—x1 € X schreiben und wegen der Konvexitét ist die ganze rechte Seite von (1.17) eben-
falls in X. Die vom Nullvektor verschiedene linke Seite von (1.17) liegt damit offenbar

in X NG, was den Beweis beschlief3t. O

Korollar 1.2 (Minkowskis Lineraformen Satz). Sei

n
Lj(acl, . l’n) = Z aijxi
=1

eine Menge komplexwertiger Linearformen, die mit einer Form L auch die komplexkonju-
gierte L enthilt. Sei M Gitter im R" mit D := | det[a;;]|. Seien weiters c1, ... ¢, positive
Zahlen mit [[¢; > Dd(M) und sodass

Li:Lj:>Ci:Cj
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Dann gibt es einen von Null verschiedenen Punkt (x1,...x,) € M, der
\Ll(xl,...a:nﬂ <c, |Lj(£6j,...$n)’<6j, (QSJSTL)

erfiillt.

1.5 Der Dirichletsche Einheitensatz

Nun haben wir alle nétigen Definitionen um einen tiefliegenden Satz anzugeben, der die
Struktur der Einheiten in einem algebraischen Zahlkorper vollstéindig beschreibt.

Satz 1.7 (Dirichletscher Einheitensatz). Sei K ein algebraischer Zahlkérper mit Erwei-
terungsgrad n = s + 2t iiber den rationalen Zahlen und Ok sein Ganzheitsring. Dann
exisitieren r = s +t — 1 Einheiten €1, ..., ¢, in Og, sodass jede Einheit € von O eine
eindeutige Darstellung der Form

€=(Cet. . €lr
besitzt mit a; € Z und einer in Ok enthaltenen Einheitswurzel ¢ € C.

Bemerkung: Wegen {1,—1} € Ok ist obige Menge der Einheiten nichtleer.

Der Beweis ist stark geometrisch gepréigt. Er benutzt die Darstellung von Elementen des
Zahlkorpers in A®! sowie auch mit Hilfe der Monomorphismen die erwiihnte logarithmi-
sche Darstellung. Dort bilden diese eine diskrete Untergruppe des euklidischen Raumes
R™ mit der iiblichen Vektoraddition, und diese kénnen allgemein als Gitter ausgewiesen
werden. Das macht das Problem geometrisch angreifbar.

Zur Ilustration der Aussage des Satzes ein Beispiel: Wir wollen die Einheitengruppe
von Q(v/2) bestimmen. Offenbar ist n = 2, da 22 — 2 = 0 das Minimalpolynom dar-
stellt. Da Bilder von v/2 unter den Monomorphismen sind v/2,—+v/2. Es gibt also 2 reelle
Monomorphismen, in der eingefithrten Notation bedeutet das s = 2,t = 0 und folglich
r =s+t—1 = 1. Da die Erweiterung reell ist sind offensichtlich die einzigen Ein-
heitswurzeln die stets vorhandenen +1. Die Einheiten des Ganzheitsringes von Q(v/2),
welcher als Z-Modul im iibrigen die Form Z[/2] hat, sind also von der Form +e" fuer
eine Grundeinheit € und ein n € Z. In der Tat findet man als solche 3 — 2v/2 deren
Inverses 3 4 2v/2 ist, also (3 — 2v/2)(3 +2v2) =32 -2.22 = 1.

Damit ist im wesentlichen die Theorie der Pellschen Gleichung gefunden, also die Frage
nach allen ganzzahligen Losungen von
22 —dy? =1

mit quadratfreiem d, wenn man in obigem Beispiel Q(v/d) statt Q(v/2) betrachtet. Offen
bleibt hier lediglich das Auffinden der Grundeinheit.



Kapitel 2

Dedekindringe und algebraische
Grundlagen

Um die Struktur von algebraischen Zahlkérpern noch besser zu verstehen, untersucht
man ihre Ganzheitsringe auf deren Idealstruktur. Die Ganzheitsringe sind stets soge-
nannte Dedekindringe und selbige erlauben eine eindeutige Faktorisierung von Idealen
in Primideale. Diese Korrelation fithrt in natiirlicher Weise zum Begriff der Idealklassen-
gruppe und Klassenzahl, deren Endlichkeit Grundlage der analytischen Sichtweise auf
algebraische Zahlkorper ist.

2.1 Algebraische Grundlagen

Definition 2.1 (ACC). Ein Modul erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC) falls
jede aufsteigende Untermodulkette stationédr wird, also aus A; C Ao C As... folgt
bereits A; = A, fiir ein n und alle i > n. Solche Moduln heiflen noethersch.

Diese Definition ldsst sich einfach auf Ringe und Ideale iibertragen, da Ideale ja genau
die Untermodule von Ringen sind.

Definition 2.2 (Noetherscher Ring). Ein Ring heit noethersch, wenn jede Idealkette
die ACC erfiillt.

Definition 2.3. Fiir eine Ringerweiterung R C S heifit
R:={seS:s ganz iiber R} C S

der ganze Abschluss von R in S. Gilt R = R so heit R ganzabgeschlossen in S. Ist
zusétzlich S der Quotientenkorper von R, so heifit R ganzabgeschlossen.

Beispielsweise gilt:
1. Z ist ganz abgeschlossen in Q, aber nicht in C (wegen i? 4+ 1 = 0).

2. Faktorielle Ringe sind ganzabgeschlossen.
Denn hétte man eine Gleichung
a

a a. ., _ n
ao—&—al(g)—i—...—i—an_l(g)" 1+(g) =0, a; €R (2.1)

17
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mit 7 im Quotientenkérper K eines faktoriellen Ringes R mit a,b € R teilerfremd,
so sieht man durch Multiplikation von (2.1) mit b", dass b keine echten Teiler ha-
ben kann, also b = 1 gelten muss.

3. K[xy,...,x,] ist fir jeden Korper K ganzabgeschlossen.

Offenbar ist der Ganzheitsring Ok eines Zahlkorpers K exakt der ganze Abschluss von
Z in K. Dies wird der fiir uns weiterfithrend interessante Spezialfall folgender Sétze sein.

Definition 2.4 (Primideal). Ein Ideal eines Ringes R heifit Primideal, falls fiir alle
Ideale A, B gilt
ABCP=ACP oder BCP

Satz 2.1. Ein Ideal P eines kommutativen Ringes R ist genau dann Primideal, wenn
fir alle a,b € R gilt
a-beP=a€P oder beP

Beweis: Seien A, B Ideale mit AB C P und A ¢ P, so exisitert also ein a € A\ P. Fiir
jedesb € Bgilt ab € AB C P, alsob € P weil a ¢ P. Daher B C P, also ist P Primideal.
Falls umgekehrt P irgendein Ideal und a,b Elemente mit ab € P, dann ist das erzeugte
Hauptideal (ab) in P enthalten. In kommutativen Ringen gilt aber (a)(b) C (ab), also
(a)(b) € P. Wenn nun P Primideal ist folgt (a) C P oder b C P, insbesondere a € P
oder b € P. g

Definition 2.5 (maximales Ideal). Ein echtes Ideal A eines Ringes R heifit mazimales
Ideal, wenn es fiir jedes Ideal B gibt mit A C B C R bereits B = A oder B = R gilt.

Bemerkung: Jedes maximale Ideal ist Primideal in einem kommutativen Ring mit Eins-
element. Die Umkehrung muss extra gefordert werden.

2.2 Dedekindringe

Definition 2.6 (Dedekindring). Ein Dedekindring ist ein noetherscher, ganzabgeschlos-
sener Integritétsbereich in dem jedes von 0 verschiedene Primideal ein maximales Ideal
ist und der kein Korper ist.

Um das Hauptresultat dieses Abschnitts herzuleiten bedarf es einiger Lemmata.

Lemma 2.1. Sei A noetherscher Ring. Dann enthélt jedes Ideal J < A ein Produkt von
vom Nullideal verschiedenen Primidealen.

Beweis: Weil A noethersch ist kann man J als maximales Gegenbeispiel wéahlen, so
existent. Da J selbst nicht prim sein kann, exisitieren a,b € A mit ab € J und a ¢ J,
b ¢ J. Die Ideale J + (a), J + (b) sind echt gréBler als J aber ihr Produkt ist in J. Da J
als maximale Gegenbeispiel gewihlt ist, miissen die Ideale J + (a), J + (b) ein Produkt
von Primidealen enthalten und daher aber auch ihr Produkt J, ein Widerspruch. 0

Definition 2.7. Zwei Ideale A, B eines Ringes R heiflen relativ prim, wenn A+ B = R
gilt.
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Lemma 2.2. Sei A ein Ring und I, J zwei relativ prime Ideale und m,n natiirliche
Zahlen. Dann sind I"™ und J™ relativ prim.

Beweis: Wéren I, J nicht relativ prim, dann wéren sie in einem Primideal P (sogar ma-
ximalen Ideal) enthalten. Wenn aber ein Primideal eine Potenz eines Elements enthélt,
so enthélt sie sschon das Element selbst, wie aus der Charakterisierung aus Satz 2.1 mit
einfacher Induktion folgt. Also folgt aus I™ < P bereits I < P sowie aus J™ < P bereits
J <4 P. Das widerspricht der Tatsache, dass die Ideale relativ prim sind. ]

Man beachte, dass dieses Lemma unmittelbar auf Dedekindringe angewendet werden
kann. Weil jedes Primideal maximal ist, folgt dass zwei verschiedene Primideale rela-
tiv prim sind. Daher sind Potenzen von relativ primen Primidealen in Dedekindringen
wiederum relativ prim.

Fiir nachstehendes Lemma benttigen wir noch eine Begirffsbildung:

Definition 2.8 (Lokalisierung). Sei A ein Integritétsbereich mit Quotientenkorper K.
Eine Menge S C A heifit multiplikativ, falls0 ¢ S, 1 € S und sie unter Ringmultiplikation
abgeschlossen ist. Fiir solches S definiert man einen Unterring von K durch

S_IA::{%EK:bES}

Ist speziell P Primideal von A, so ist Sp := A\ P multiplikativ. Wir schreiben kurz Ap
fiir Sp'A.

Beispielsweise gilt Z,y := {7} : p{ n}.

Lemma 2.3. Sei A ein Integritétsbereich und S eine multiplikative Teilmenge von A. Zu
einem Ideal J < A ist klarerweise S~'.J < S~ A. Dieses Ideal S~!J sei mit J* bezeichnet.
Umgekehrt sei fiir J <S~'A das Ideal J N A als J° bezeichnet. Dann gilt:

Jo* =J fir alle JaST'A (2.2)

J* =J fur alle Primideale J<A mit ANS=0 (2.3)

Beweis: Um (2.2) zu zeigen sei J < S~1A. Wegen AN J<J und J < S~ A folgt offenbar
(JNA)* < J. Fiir die andere Richtung sei b € J beliebig gewéhlt. Dieses b besitzt eine

Darstellung b = ¢ mit a € A, s € S. Daraus ergibt sich a = s- (2) € AN J, folglich

S = Sf € (AN J)*. Fiir die zweite Gleichung (2.3) sei P zu S disjunktes Primideal.
Die Inklusion P C AN (S7'P) ist wieder trivial weil 1 € S. Fiir die Umkehrung sei
(¢9)e ST'PNA,ae Pse S Esgilt s =a € P. Nun sind aber sowohl as als auch
s in A und weil P Primideal ist, muss zumindest einer der Ausdriicke in P sein. Weil

SNP =0 folgt ¢ € P. O

Dieses Lemma war vorbereitend fiir folgendes Ergebnis:

Lemma 2.4. Sei A ein Integritéitsbereich und S eine multiplikative Teilmenge von A.
Dann ist die Abbildung
P+—— P*:=P-(S7'4)
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eine Bijektion zwischen der Menge der zu S disjunkten Primideale von A auf die Prim-
ideale in S~'A. Thre Inverse ist durch

P— PNA

gegeben.

Beweis: Man iiberzeugt sich schnell, dass die Abbildungen P —— P* und ihre im Lemma
formulierte Inverse die richtigen Zielmengen haben. Aufgrund vorangehenden Lemmas
2.3 ist die Zuordnung sogar bijektiv. O

Satz 2.2. Sei P ein maximales Ideal eines Ringes A und @ das in Ap via Q = P - Ap
erzeugte Ideal Q <« P - Ap. Dann definiert die Abbildung

o:A/P"— A/Q™
a+ P —a+ Q™
einen Isomorphismus auf den Faktorringen.

Beweis: Die Abbildung ist wohldefiniert, man muss also Injektivitdt und Surjektivitét
nachpriifen. Fiir ersteres ist Q™ N A = P™ nachzurechnen. Aufgrund von S~1Q™ = P™
ist also gleichwertig P™ = (S~!P™) N A zu zeigen. Ein Element a € S~'!P N A kann
geschrieben werden als a = g, be P™ s €S, daher

sa€e P = sa=0 in A/P™ (2.4)

Weil das einzige maximale Ideal in P™ gleich P ist das einzige maximale Ideal in A/P™
gleich P/P™, selbiger Faktorring ist also ein lokaler Ring (siehe kommende Definition
2.9). Da das Element s+ P ¢ P/P™ muss es also eine Einheit sein in A/P™. Daher folgt
aus der Gleichung (2.4) bereits a = 0 in A/P™, also a € P™. Damit ist die Injektivitit
gezeigt.

Um die Surjektivitdt zu zeigen kann man wie folgt argumentieren: Sei ¢ € Ap wie oben.
Wegen s ¢ P und P maximal, muss (s)+ P = A gelten und (s) und P sind relativ prime
Ideale. Daher sind auch (s) und P™ relativ prim nach Lemma 2.2. Es exisiteren weiter
also b€ A, g € P™ mit b- s+ q = 1. Dieses b bildet auf s~! ab aufgefasst als Element
von AL und damit ist das Bild von ab genau 3. Wegen der Beliebigkeit des Elements
¢ € Ap ist die Abbildung surjektiv. O

Definition 2.9. Ein lokaler Ring ist ein kommutativer Ring mit 1 mit eindeutigem
beziiglich Inklusion maximalem Ideal.

Lemma 2.5. Ein kommutativer Ring R mit 1 ist genau dann lokal wenn alle Nichteinhei-
ten von R ein Ideal bilden. Insbesondere besteht in einem lokalen Ring mit maximalem
Ideal J die Menge R\ J nur aus Einheiten.

Beweis: Bezeichne die Einheiten von R mit R*. Es ist leicht einzusehen, daf} ein Ideal J<R
genau dann ein echtes Ideal des Ringes ist, wenn es nur aus Nichteinheiten besteht, da
mit a € J das ganze erzeugte Hauptideal (a) € J enthalten ist. In logischen Quantoren
schreibt sich diese Uberlegung als

JaR,aeJ = (a)a]
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= (J#R< J besteht nur aus Nichteinheiten)

Mogen die Nichteinheiten R/R* ein Ideal bilden. Dann ist R/R* natiirlich das eindeutig
maximale Ideal nach obiger Uberlegung.

Sei umgekehrt a € R/R*, sodass (a) # R. Dann ist (a) im maximalen Ideal M des Rings
enthalten. Es existiert also zu jedem a € R/R* ein Ideal J,<M. Dann ist die Vereinigung
aller dieser J, das eindeutige Ideal das per Konstruktion alle Nichteinheiten enthélt, und
weil alle J, <M gilt das auch fiir die Vereinigung, es kommen also keine Einheiten in der
Vereinigung vor. Damit Enthélt das konstruierte Ideal also genau die Nichteinheiten. [J

Als letzten standardalgebraischen Satz bendtigen wir noch den chinesischen Restsatz,
der besagt, dass ein System linearer Kongruenzen stets eine im wesentlichen eindeutige
Losung besitzt.

Satz 2.3 (Chinesischer Restsatz). Seien Ji,Jo,...,J, paarweise relativ prime Ideale
eines Ringes A. Dann gibt es fiir alle x1,z2,..., 2, € A eine gemeinsame Losung = € A
des Systems

r=2xz; (mod J;)

Die Menge aller Losungen ist gegeben durch {z +a: a € NJ;}, also ist = eindeutige
Losung modulo NJ;.

Beweis: Betrachte zuerst den Fall n = 2. Wegen J; + Jo = A gibt es Losungen zu
a1 +as =1, a; € J;. Das Element x = aix9 + asz; leistet beide Kongruenzen. Im
allgemeinen Fall kann man induktiv auch von Losungen von

a; +b;=1, a;,b;€J;, 1>2

ausgehen (beachte i > 2). Das Produkt aller dieser (a;+b;) ist 1 und liegt in Ji +[];5o Ji,
also

N+ ][ri=4

1>2

Auf die beiden Ideale J; , Hi22 J; kann man die bewiesene Behauptung des Falles n = 2
anwenden und bekommt eine Losung y; zu

y1 =1 (mod Jy), y1 =0 (mod H Ji) (2.5)
i>2

Klarerweise folgt aus (2.5), dass y1 = 0 (mod J;),i > 2. Ebenso sind alle anderen Syste-
me

yr =1 (mod Ji), ye =0 (mod J;), i#k

l6sbar in yi. Das Element x = > | x;y; ist das gesuchte x.
Es ist noch zu zeigen, dass

NJ; = H‘]i (2.6)

Allgemeingiiltig ist die Inklusion JiJs...J, C J1 N Jy... J, fiir jedwede Ideale. Fiir die
Umkehrung sei wieder erst n = 2 und

ar+as =1, a; €J;
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Fird e JiNJyist d = day + dag € Jy - Jo. Sei die Aussage giiltig bis n — 1, also oBdA
Ni>od; = Hi22 J;. Wie oben gezeigt sind J; und Hi22 J; relativ prim, also kann man
wieder den Fall n = 2 bemiihen und erhélt

HJi:JI'(HJi):Jlﬂ(HJi): mJl

i>1 i>2 i>2 i1
was (2.6) zeigt. O
Jetzt konnen wir die Hauptaussage dieses Abschnitts beweisen.

Satz 2.4. Sei A ein Dedekindring. Dann besitzt jedes echte Ideal J < A eine eindeutige
Faktorisierung in Primideale P;, also erlaubt eine eindeutige Darstellung der Gestalt

J=P'Py?... P

Beweis: Nach Lemma 2.1 existiert zu jedem J < A ein G < J der Form
G=P"'P? --Pm

mit paarweise verschiedenen P;. Wir erhalten weiter aus dem erarbeiteten

AJG = AJPIY - AJPY . AP = Ap JQT - Ap, JQR .. Ap, |QT

wobei QQ; = P;Ap, das eindeutige maximale Ideal in Ap, ist.

Dabei ist der erste Isomorphismus eine Anwendung des chinesischen Restsatzes und
Lemma 2.2 und der zweite in Satz 2.2 begriindet. Das Bild von J/G unter diesem Iso-
morphismus ist

QT Q5 Q5 Qi (@5
mit gewissen s; < r;. Weil dieses Ideal auch das Bild von Py'P,y?...Pm ist unter

Isomorphismus, gilt
J=P'Py*. ... Pm™

in A/G. Da aber beide Ideale G' enthalten und wegen der eindeutigen Korrelation zwi-
schen Idealen von A die G enthalten und Idealen im Faktor A/G muss schliefllich

J=P5.py. pom

gelten. Fehlt noch die Eindeutigkeit.
Seien also 2 verschiedene Darstellungen eines Ideals gegeben durch

J= PPy ... Psm = PPy ... Pim

wobei man hierbei s; = 0 bzw t; = 0 zulésst, sodass obige Darstellung keine Ein-
schrankung darstellt. Im Existenzbeweis wurde gezeigt, dass mit obigen Bezeichnungen

Qfl =J-Ap, :Q?

also s; = t; fur alle 3. O
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Korollar 2.1. Ein von Null verschiedenes Ideal I eines Dedekindringes kann nur von
endlich vielen verschiedenen Idealen geteilt werden.

Beweis: Wegen der eindeutigen Darstellung von I als Produkt von Primidealen P; zur
Potenz a; muss jeder Teiler offenbar die selbe Gestalt mit Potenzen b; < a; haben. Dabei
ergeben sich offenbar endlich viele Kombinationsmoglichkeiten. O

Bemerkung: Das bedeutet nicht, dass jedes Element eines Dedekindringes eine eindeuti-
ge Primfaktorzerlegung besitzt.

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung des Satzes. Aus der eindeutigen Primidealzer-
legung folgt, dass ein Integritéitsbereich die Zusatzbedingungen fiir einen Dedekindring
erfiillt.

Lemma 2.6. Ist I =[] Pfi Ideal eines Dedekindringes, dann gilt
R/I = ®R/P}
Beweis: Betrachte den Homomorphismus
f:R+—— ®R/P}

f(z) =[x (mod P/)];

Nach dem chinesischen Restsatz ist f surjektiv, und fiir = € ker(f) gilt notwendigerweise
T € ﬂ,-PZ-ti, also ker(f) C I wegen der Beliebigkeit von z. Klarerweise aber auch I C
ker(f), also ist unser Homomorphismus auch injektiv. O

Zum Abschluss noch ein Resultat auf das wir spéter zuriickgreifen.

Proposition 2.1. Sei P von Null verschiedenes Primideal eines Dedekindringes R und
n € N, dann haben die Faktorringe R/P und P"/P"*! isomorphe additive Gruppen.

Beweis: Bezeichne die additiven Gruppen mit R® bzw P"®. Fiir a € P"\ P"*! definiere

go : R® — P"®

r — ax

Wegen g,(P) ¢ P"! induziert g, einen Homomorphismus g, zwischen den additiven

Gruppen (R/P)® und (P"/P"™1)®. Wir miissen zeigen, dass g, bijektiv ist. Sei also

Z € ker(gg), dann gilt fiir jedes = € 7, dass ax € P"T! und weiter # € P. Daraus ergibt

sich wieder = = 0.

Fiir die Surjektivitit, seiy € P*/P"*! und y aus der Klasse von 5. Weil (aR, P"*!) = P"

ist die Kongruenz az =y (mod P™'!) Issbar, und fiir die Klasse T von z gilt §,(T) = 7.
O
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2.3 Ganzheitsringe von algebraischen Zahlkoérpern sind De-
dekindringe

Um die im letzten Abschnitt erarbeitete Theorie zu verwenden, weisen wir nach, dass

Gangzheitsringe von algebraischen Zahlkorpern stets Dedekindringe sind. Es werden nun

3 Sétze vorgestellt, die im wesentlichen die drei Eigenschaften eines Dedekindringes im

nachfolgenden Satz nachpriifen. Dieser impliziert die Hauptaussage des Abschnitts als
einfaches Korollar. Der erste dieser Sétze sei ohne den detailreichen Beweis angegeben.

Satz 2.5. Sei A ganzabgeschlossener Integritidtsbereich mit Quotientenkérper K und B
der ganze Abschluss von A in einer algebraischen Korpererweiterung L von K. Dann
existiert ein freier A-Untermodul G von L mit B C G.

Der Beweis findet sich in [Mil], Proposition 2.29, wobei auf einige andere Resultate
verwiesen wird.

Satz 2.6. Sei A Integritdtsbereich und K sein Quotientenkorper. Dann ist der ganze
Abschluss von A in einer algebraischen Korpererweiterung L von K ganzabgeschlossen.

Um dies zu beweisen bedienen wir uns dreier Lemmatas:

Lemma 2.7. Seien A C B C C Ringe, sodass B endlich erzeugt als A-Modul und C
endlich erzeugt iiber B-Modul ist. Dann ist C' endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis: Seien {f1, ... by} die Erzeuger von B als A-Modul und {~1,...,7,} die Erzeuger
von C als B-Modul, dann ist {8;7; : 1 <i < m,1 < j < n} Erzeugermenge von C' als
A-Modul. U

Lemma 2.8. Wenn B ganz iiber A ist und endlich erzeugt als A-Algebra ist, dann ist
B bereits endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis: Betrachte zunéchst den Fall, dass B als A-Algebra von einem Element erzeugt
wird, also B = A[f]. Dann hat jedes Element von B eine Darstellung der Form

bo+0B+...+bn8Y, bieA (2.7)
Weil 3 ganz iiber A ist erfiillt es nun eine Ganzheitsgleichung
ao—i—alﬁ—i—...—l—an_lﬂ”*l+ﬂ”:0, a; € A

Man kann also 5™ als Linearkombination von niedrigeren Potenzen schreiben, daher hat
jedes Element der A-Algebra B sogar schon eine Darstellung als

bo+bif+...+b,_1"Y, bieA

also N <n —1in (2.7). Das bedeutet aber gerade, dass bereits 1,3,...,3" ! endliches
Erzeugendensystem fiir B als A-Modul sind.

Der allgemeine Fall folgt induktiv. Sei 3i,..., B, Erzeugendensystem von B aufgefasst
als A-Algebra und betrachte

AC AR CAB][B] C...C A[B][B]...[B] =B
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Jeder Term in der Kette ist endlich erzeugt als Modul beziiglich seines Vorgéingerterms
(also zum Beispiel A[31][F2] ist endlich erzeugt aufgefasst als A-Modul iiber A[3]), denn
B4 ist stets ganz iiber B;. Lemma 2.7 induktiv angewandt schliefit den Beweis. O

Lemma 2.9. Seien A C B C C Integritédtsbereiche. Wenn B ganz iiber A ist und C
ganz iiber B, dann ist C' auch ganz iiber A.

Beweis: Sei g € C mit zugehoriger Minimalgleichung
B+ an_18" .. +by=0, b €B

Sei B* := A[by,...,by,]. Nach vorangehendem Lemma 2.8 ist B* als A-Modul endlich
erzeugt, und [ ganz iiber B*. Folglich ist B*[] endlich erzeugt als A-Modul. Wegen
BB*[3] C B*[f] ist nach der allgemeineren Aussage von Lemma 1.1 § ganz iiber A. O

Der Beweis von Satz 2.6 ist nun einfach.

Beweis: Sei B der ganze Abschluss von A in L und C der ganze Abschluss von B in L.
Dann ist nach letztem Lemma C' ganz iiber A, und daher C' C B. a

Bemerkung: Dies rechtfertigt erst den Ausdruck ”ganzer Abschluss”.

Satz 2.7. Enthilt ein Integritdtsbereich B einen Korper K und ist algebraisch iiber K,
dann ist B schon ein Korper.

Beweis: Sei 0 # 3 € B beliebig. Da (3 algebraisch iiber K ist, ist [K[3] : K] = n eine
endliche Korpererweiterung, also K|[(3] endlichdimensionaler Vektorraum iiber K. Die
Abbildung

Xg : K[B] — K[f]

r+— G-z

ein Endomorphismus, der zudem injektiv ist weil B nullteilerfrei vorausgesetzt ist. Damit
muss g aber bijektiv sein, wie aus der linearen Algebra bekannt ist. Also ist 3-x =1
losbar in K[3] C B. Wegen der Beliebigkeit von [ ist B ein Korper. O

Satz 2.8. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und B der ganze Abschluss
von A in einer separablen, endlichdimensionalen Korpererweiterung von K. Dann ist B
ebenfalls Dedekindring.

Beweis: Wir weisen die 3 definierenden Eigenschaften von Dedekinringen nach. Die Ganz-
abgeschlossenheit wurde separat in Satz 2.6 bewiesen. Wie bereits in Satz 2.5 angemerkt,
ist B in einem endlich erzeugten A-Modul enthalten. Daher ist jedes Ideal von B als A-
Modul endlich erzeugt und daher erst recht als B-Modul. Daher ist also auch jedes Ideal
endlich erzeugt und B noethersch. Nun zeigen wir, dass jedes Primideal () von B maxi-
mal ist.

Sei 0 # a € Q. « ist ganz iiber A, erfiillt also eine Gleichung

"+ ... +aa1+ayp=0, a; €A
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mit ag # 0. Wegen ag € aBN A ist Q N () # (0). Als Primideal ist P := Q N A aber
auch maximal in A(Dedekindring), also ist nach einem algebraischen Standardresultat
A/ P ein Korper, sowie B/Q ein Integrititsring. Betrachte die Abbildung

®:A/P— B/Q

a+Pr—a+Q

Das Bild dieser Abbildung ist ein Teilkorper des Integrititsbereichs B/@Q isomorph zu
A/P. Weil B ganz iiber A ist, ist B/Q algebraisch iiber A/P. Wegen Satz 2.7 ist B/Q

sogar Korper und daher ) maximales Ideal von B wie gefordert. O

Korollar 2.2. Der Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkorpers ist ein Dedekindring.
Insbesondere gibt es eine eindeutige Zerlegung von Idealen in Primideale.

Beweis: Setze A = Z in Satz 2.8 und beachte, dass einerseits Z Dedekindring ist, weil
es sogar ein Hauptidealring ist, und dass wegen Satz 1.4 die Separabilitdtsbedingung
gewahrleistet ist. O

Bemerkung: Obig verwendete Implikation, dass Hauptidealringe stets Dedekindringe
sind, ist allgemein giiltig. Fiir den Spezialfall Z im Korollar sind alle defininierdenden
Bedingungen eines Dedkindringes unmittelbar nachpriifbar, weshalb der allgemeine Be-
weis hier ausgelassen sei. Tatséichlich ist der Fall, dass Ganzheitsringe von Zahlkérpern
Hauptidealringe sind, wiinschenswert da genau in diesem Fall eine eindeutige Primfak-
torzerlegung vorherrscht, wie abschlieffend bewiesen wird. Es wird sich aber herausstel-
len, dass Ganzheitsringe im allgemeinen keine Hauptidealringe sind, wodurch dann noch
besser der Grund fiir die Einfiihrung des Begriffs Dedekindring ersichtlich wird.

Lemma 2.10. In einem noetherschen Integritdtsbereich kann jedes Element als Pro-
dukt von irrdeuziblen Ringelementen geschrieben werden. Dabei heifit ein Element a
irreduzibel, wenn aus a = bc folgt, dass b oder ¢ eine Einheit ist.

Beweis: Wir verwenden dabei den Dualismus zwischen Teilbarkeit und Idealen gegeben
durch

(a) C (b) < bla
(a) =(b) <=b=ua

Sei nun a ein Gegenbeispiel, sodass (a) in keinem echt grofleren Ideal (d) enthalten ist,
sodass d ebenfalls keine solche Faktorisierung enthélt. Dabei wurde noethersch verwen-
det. Das Element a kann nicht selbst irreduzibel sein, also hat es eine Darstellung a = b-c
mit Nichteinheiten b,c. Also (a) € (b) und (a) € (c¢). Wegen der Maximalitéitsaussage
miissen nun aber b und c eine Zerlegung in irreduzible Elemente besitzen, und damit
aber auch ihr Produkt a, ein Widerspruch.

O

Satz 2.9. Ein Dedekindring, der gleichzeitig faktorieller Ring ist, ist automatisch schon
ein Hauptidealring.
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Beweis: Sei A Dedekindring mit eindeutiger Primfaktorzerlegung. Es reicht wegen der
eindeutigen Faktorisierung von Idealen in Primideale aus nachzuweisen, dass jedes Prim-
ideal P ein Hauptideal ist. Sei 0 # a € P. Dann besitzt a wegen Lemma 2.10 eine Fak-
torisierung in irreduzible Elemente, von denen einer in P enthalten sein muss (weil P
Primideal ist). Nenne diesen II. Es gilt nun 0 C (II) C P. Auflerdem ist (II) Primideal,
weil II irreduzibel ist. Weil jedes Primideal in einem Dedekindring maximal ist, muss
bereits (II) = P gelten. Jedes Primideal ist also Hauptideal. O

Bemerkung: Die Tatsache, dass Hauptidealringe immer faktoriell sind, sei hier nochmals
erwahnt. Die Beweisidee ist dabei dhnlich wie der Nachweis, dass Hauptidealringe stets
noethersch sind. Nach letzter Bemerkung ist also die Umkehrung des Satzes ebenso kor-
rekt.

Bemerkung: Bemerkenswerterweise ist Lemma 2.9 falsch fiir den Ganzheitsring von Q.
Dieser ist insbesondere nicht noethersch.



Kapitel 3

Die Idealklassengruppe und die
Klassenzahl

3.1 Definitionen

In diesem Abschnitt bezeichne stets R einen Dedekindring und K sein Quotientenkérper.

Definition 3.1 (gebrochenes Ideal). Ein R-Modul I von K, sodass al € R fiir ein von
Null verschiedenes a € R, heifit gebrochenes Ideal. Ist I zusédtzlich Hauptideal, also von
der Form aR, so heifit I gebrochenes Hauptideal. Das Produkt zweier gebrochener Ideale
ist gegeben durch

IJ:={ab1+...+ambn :a; € I,b; € Jme N}

Diese Definition vom Produkt gebrochener Ideale fiithrt nicht aus selbiger hinaus und ist
daher wohldefiniert. Dies sieht man so ein:

Seien I,J R-Moduln und 0 # z,y € R mit I C R, yJ C R und a;,b; gegeben. Die
Gleichung

m

(wy)a =) (za;)(ybi) € R

i=1

zeigt, dass z := zy ein Element ist, das der Bedingung z(I.J) € R geniigt.

Die Menge der gebrochenen Ideale bildet klarerweise mit oben definiertem Komplexpro-
dukt eine kommutative Halbgruppe mit Einselement R.

Proposition 3.1. Sei I gebrochenes Ideal. Dann ist auch
I''={x € K :2I C R}
ein gebrochenes Ideal.

Beweis: I* ist zunéchst ein von Null verschiedener R-Modul. Seien 0 # y € I und
0 # r € R beliebig. Dann liegt ry in RN I (beachte dass im Allgemeinen R ¢ I) und fiir
alle a € I ist ary € R wie gefordert. O

28
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Definition 3.2 (invertierbares gebrochenes Ideal). Die Inklusion IT* C R ist klar. Gilt
Gleichheit, so heifit das Ideal I invertierbar mit inversem Ideal I~! := I*

Proposition 3.2. Jedes gebrochene Hauptideal ist invertierbar, und die Menge aller
invertierbaren Ideale von R bildet eine Gruppe G(K) mit der Multiplikation. Wir nennen
sie die Idealgruppe von K.

Beweis: Ist I = aR Hauptideal, dann gilt I* = ¢! R und das ist offensichtlich ein zu I
inverses Ideal. Klarerweise ist das Produkt invertierbarer Ideale wieder invertierbar nach
der Regel (IJ)~! = J='I7L. Ebenso ist (I7171) = I klar. Wir zeigen noch, dass IJ = R
impliziert, dass J = I~!. Dabei gilt J C I* nach Definition. Daraus folgt

R=IJCII*CR

also I1* = R. Zusammen mit I* = [*R erhilt man die Kette [* = [*R=1"1J = RJ =
J. O

In Dedekindringen sind stets alle gebrochenen Ideale invertierbar, die invertierbaren
Ideale bilden also ein Gruppe. Auf dieses Resultat steuern wir jetzt mithilfe einiger
Ergénzungen zum vorigen Abschnitt zu.

Lemma 3.1. Seien 0 # J C I zwei Ideale eines Dedekindringes R. Dann ist I = J + (a)
fiir ein a € R.

Beweis: Wegen der Inklusion kann man die Ideale wieder gegeben annehmen als
J=P'... P I=P* .. P" 0<r<s

Wiéhle zu jedem 1 < ¢ < m ein z; € R mit x; € P/ Pisi_l. Der chinesischen Restsatz
sichert die Existenz einer Losung von

a=z; (mod P"), 1<i<m

in R. Es gilt J+ (a) = I, weil sie in allen Lokalisierungen Ap die selben Ideale erzeugen.
O

Lemma 3.2. Sei 0 # [ ein Ideal eines Dedekindringes R. Dann existiert ein J< R, sodass
1J ein Hauptideal ist. J kann dariiber hinaus relativ prim zu einem vorgegebenen Ideal
0 # S <R gewihlt werden, oder so, dass I.J = (a) fiir beliebiges fest vorgegebenes a € I.

Beweis: Sei 0 # a € I. Natiirlich gilt (a) C I, also
(@) =P*...Pm™, I=PFP*. .. Py, r;>s

J = P['7% .. P'm—sm jst das im ersten Teil gesuchte Ideal J.
Wegen IS C I folgt aus Lemma 3.1 die Existens eines a € I mit

I =15+ (a) (3.1)
Andererseits zeigt der erste Teil obiger Aussage wegen (a) C I die Existenz eines J mit

(a) =1J (3.2)
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Insgesamt aus (3.1) und (3.2) also [ = IS+ [J = I(S + J). Ware nun J + S # R
dann wire es in einem Primideal P enthalten und weiter I(S + .J) C IP C P und daher
insbesondere nicht ganz I, ein Widerspruch. Es muss also schon J + S = R gelten, also
J und S relativ prim. O

Satz 3.1. Die Gruppe der invertierbaren Ideale eines Dedekindringes R ist die von den
Primidealen von R frei endlich erzeugte abelsche Gruppe. Jedes gebrochene Ideal I kann
eindeutig dargestellt werden als

I=][P*, apecZ, P Primideal
P

Beweis: Wir spielen es auf den Fall echter Ideale zuriick. Sei 0 # I ein (echtes) Ideal.
Nach Lemma 3.2 gibt es ein Ideal J und ein a € R mit I.J = (a). Wegen I(a"'J) = R
ist a=!J das inverse zu I.
Fiir ein gebrochenes Ideal I wihle d so, dass dI echtes Ideal ist. Dieses besitzt wie eben
gezeigt ein Inverses (dI)~!, und d(dI)~! ist das gesuchte Inverse von I. Die Darstellung
ergibt sich nun einfach. Wegen d € R und dI < R gilt

dl =P*...P™, (d)=P"...Pm™

m m

und schliefllich

I=pr 2 pim™om
mit eindeutig bestimmten Primidealen P;. O

Es ist auch die Umkehrung zutreffend. Dedekindringe sind genau die Ringe in denen die
gebrochenen Ideale eine Gruppe bilden.

Nun kommen wir zu einer ganz wesentlichen Definition die sich durch den Rest der
Arbeit ziehen wird.

Definition 3.3 (Idealklassengruppe). Die Idealklassengruppe H(R) eines Dedekindrin-
ges R mit Quotientenkorper K ist die Faktorgruppe der Gruppe der gebrochenen Ideale
G(K) nach dem Normalteiler der gebrochenen Hauptideale. Ist speziell R = Ok der
Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkérpers K, dann schreiben wir H(K).

Es gilt: Ein Element dieser Gruppe ist eine Klasse beziiglich folgender Aquivalenzrelation
auf den gebrochenen Idealen:

I~J<—=3JdacK:al=J

oder gleichwertig
I~J<:>E|a1,a2€R:a1I:a2J

Diese Definition bedarf noch einiger Erkldarung. Die Gleichwertigkeit der beiden definie-
renden Figenschaften und vor allem die Wohldefiniertheit der Faktoroperation liegt im
Kern in diesem
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Satz 3.2. Ist R Dedekindring mit Quotientenkoérper K und Mi, Ms endlich erzeugte
R-Moduln, also von der Form

Mi=1L®l...®1,, My=J1®Jr...®Jy,
mit von Null verschiedenen gebrochenen Idealen I, J; von R, dann gilt
M ZMy<— m=n, JaeK:Lil...I,=aJiJs...Jy

Der Beweis ist technisch und hier aus umfangsgriinden ausgelassen, er findet sich in
[Na74], Theorem 1.14.

Nachfolgendes Korollar zeigt die Vertréglichkeit von ~ mit der Multiplikation von ge-
brochenen Idealen und rechtfertigt so die definierende Faktoroperation.

Korollar 3.1. Sind R, K wie oben und I; &£ Iy, J; & Jy zwei Paare als R-Moduln
isomorpher gebrochener Ideale von R, dann ist I;J; & I Jo als R-Moduln.

Beweis: Wegen I; @ Iy = J1 & Js, folgt aus vorigem Satz die Existenz eines a € K mit
I11Jy = I Js, deswegen ist © — ax Isomorphismus zwischen I.J; und IsJs. O

Definition 3.4 (Klassenzahl). Die Méchtigkeit der Idealklassengruppe heifit die Klas-
senzahl von R. Wir bezeichnen sie mit h(R). Ist speziell R = O der Ganzheitsring eines
algebraischen Zahlkérpers K, dann schreiben wir h(K).

Die Bedeutung der Klassenzahl wird durch eine mit den bereits erarbeiteten Mitteln
einfache Beobachtung gestiitzt.

Satz 3.3. In einem Dedekindring R sind &dquivalent:
1. HR) =1
2. R ist Haupidealring
3. R ist faktorieller Ring (PZE-Ring)

Beweis: Die Aquivalenz der beiden letzteren Punkte haben wir bereits bewiesen. Ist
H(R) = 1, dann ist offenbar jedes Ideal von der Form a/ fiir ein festes Ideal I. Die Wahl
I = R ist zuléssig, also ist jedes Ideal tatséchlich Hauptideal. Sind umgekehrt in einem
Hauptidealring R zwei Ideale als (a) = aR, (b) = bR gegeben, dann unterscheiden sie
sich offenbar nur durch das Element ¢ aus dem Quotientenkérper. O

Die Ganzheitsringe in algebraischen Zahlkorpern erfiillen noch eine wichtige Eigenschaft,
die die Definition der Norm eines Ideals plausibel macht.

Definition 3.5 ((EN), Norm eines Ideals). Falls in einem Dedekindring R jedes (echte)
Ideal I die Eigenschaft hat, dass R/I endlich ist, sagen wir er hat die endliche Norm
Eigenschaft (EN). Die Anzahl der Elemente |R/I| des Faktorrings bezeichnen wir als die
Norm eines Ideals I in so einem Dedekindring und schreiben N (I) dafiir.
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Ahnlich wie man fiir die ganzen Abschliisse von Dedekindringen in Erweiterungen ih-
rer Quotientenkorper die definierenden Eigenschaften eines Dedekindringes nachrechnen
kann, so geht auch die Eigenschaft (EN) nicht verloren, wie man wieder mithilfe der
Lokalisierungen zeigen kann. Diese Tatsache sei als Satz hier ohne Beweis angegeben.

Satz 3.4. Sei R Dedekindring mit Quotientenkorper K, der (EN) erfiillt, L/K eine
endliche Korpererweiterung und S der ganze Abschluss von R in L. Dann erfiillt auch
S die Eigenschaft (EN).

Fiir den Beweis siche Theorem 1.9, [Na74].

Damit erfiillen die Ganzheitsringe algebraischer Zahlkorper diese Bedingung (EN). Wir
gehen nun ndher auf die Normabbildung ein.

Satz 3.5. 1. Fiir zwei Ideale I, J gilt N(IJ) = N(I)N(J)
2. Zu jeder positiven Zahl N gibt es nur endlich viele I < R die N(I) < N erfiillen

Beweis: Aus Proposition 2.1 folgt insbesondere, dass der Faktorring P™/P"*! fiir jedes
Primideal P stets N(P) Elemente hat. Wegen |R/P"*!|/|R/P"| = N(P) folgt induktiv
N(P") = N(P)™ fiir Primideale. Wegen der allgemeinen Darstellung von Idealen als
Produkt selbiger folgt der allgemeine Fall.

Fiir den zweiten Punkt bemiihen wir den chinesischen Restsatz. Zu jeder mindestens
(N + 1)-elementigen Menge wihle verschiedene aq,...,any1. Fiir jedes Ideal I ist die
Kongruenz a; — a; = 0 mod I l6sbar, also auch das System beziiglich aller Ideale gleich-
zeitig. Nun gibt es aber nur endlich viele Differenzen a; —a; die also nur in endlich vielen
Idealen enthalten sein kénnen nach Korollar 2.1. O

Noch ein weiteres spéter benotigtes Resultat sei gleich vorgestellt, das ein Standardre-
sultat aus der elementaren Zahlentheorie auf das Level algebraischer Zahlkorper hebt.

Satz 3.6. Ist P Primideal in R, dann besteht fiir alle x € R die Gleichung

VP =g (mod P)

und N (P) ist der kleinste Exponent sodass dieser Sachverhalt (fiir alle ) gilt.

Beweis: Fiir € P ist die Aussage trivial. Fiir z ¢ P gilt aber zV(")=1 =1 (modP)
weil R/P ein Korper mit N(P) Elementen ist und folglich die multiplikative Gruppe
N(P) — 1 Elemente hat. Dabei ist die Formel a6l = 1 fiir Gruppen G eingegangen. Die
Minimalitéit erhélt man, weil endliche Korper zyklische multiplikative Gruppen haben,
man muss nur fiir z eine Primitivwurzel wihlen und die Potenzen 1,z ...zN®)=2 sind
von einander verschieden. Il

Die Normabbildung ist also ein Homomorphismus zwischen der Halbgruppe der von Null
verschiedenen Ideale von R und den natiirlichen Zahlen. Nach Satz 3.1 kénnen wir diesen
Homomorphismus in natiirlicher Weise zu einem Homomorphismus von den gebrochenen
Idealen von R in die positiven rationalen Zahlen ausdehnen. Die so definierte Norm moge
ebenfalls N (I) heiflen.
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3.2 Endlichkeit der Klassenzahl

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass Ganzheitsringe algebraischer Zahlkérper
immer eine endliche Klassenzahl besitzen.

Zunichst sei K/Q ein Zahlkérper mit [K : Q] = n. Wie in Satz 1.6 bereits zum Ausdruck
gekommen ist, gibt es genau n Einbettungen o1, ..., von L in die algebraischen Zahlen

Q. Fiir vq,...,v, € K bezeichne

dK/Q(Ula . ,Un) = (det[aj(vi)]m)z (33)
deren Diskriminante. Fir ein einzelnes Element a € K sei

di/gla) == dgp(1,a, a?,...,a" 1)

Lemma 3.3. Mit der Spur (1.2) aus Kapitel 1 gilt

dg /g1, - .., vn) = det[Spg g (vivy)]
Beweis: Es gilt

n

det[SpK/Q(Uin] = det[z O'k(’l)i)ak(’l}j)] = det([ak(vi)][ak(vj)]T) = dK/Q(Uly - ,vn)
k=1

Weiters gilt

dijg(a) = [ [(oi(a) — 7;(a)) (3.4)
1<j
wie man sich leicht iiberzeugt, wenn man die rechte Seite obiger Gleichung als Quadrat
der Determinante der Van der Monde-Matrix erkennt.
Die folgenden bewiesenen Tatsachen dienen dazu, die Wohldefiniertheit der Diskrimi-
nante eines Zahlkorpers zu gewéhrleisten, wie sie im Anschluss definiert wird.

Definition 3.6. Eine unimodulare Matrix ist eine Matrix mit ganzzahligen Eintréigen
und Determinante 1.

Satz 3.7. Sei M freier Z-Modul mit freien Erzeugendensystemen aq, ..., a, sowie by, ..., b,.
Dann existiert eine unimodulare Matrix die die beiden Matrizen ineinander iiberfiihrt.
Umgekehrt fithrt eine unimodulare Transformation ein Erzeugendensystem wieder in ein
Erzeugendensystem iiber.

Beweis: Weil sich insbesondere die a; sich aus den b; ganzzahlig linear kombinieren lassen
konnen und umgekehrt, also auch die Inverse Matrix diese Eigenschaft hat, muss die
Matrix zwingend unimodular sein, wie man mithilfe der Cramerschen Regel einsieht. Aus
der Cramerschen Regel folgt ebenfalls, dass die Inverse unimodularer Matrizen wieder
unimodular sind. g

Bemerkung: Hier ist eine enge Verwandtschaft zu reellen Gittern erkennbar. Obiger Satz
tritt im geometrischen Teil des Beweises des Dirichletschen Einheitensatzes auf.
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Proposition 3.3. Sei K algebraischer Zahlkorper mit Ganzheitsring O und
v1,...0, € Og. Dann gilt:

1. Die Diskriminante von vy, ... v, liegt wieder in Of.

2. Fiir a;; € Q gilt

u; = E aijuj, 1<i<n = dgpul,...,u,) = (det[aij])2'dK/Q(v1, ceeyUn)
j=1
(3.5)

vi,...vn € K sind Q—linear abhingig <= dgg(vi,...va) =0 (3.6)

4. Wenn a die Erweiterung L/K erzeugt und P € K[x] das Minimalpolynom von a
ist, dann gilt

dryx(a) = (=1)" det[ay;] = (=1)" Ny (P'(a))

n(n—1)
2

mit m = , die a;; sind definiert durch

n—1
a/P'(a) = Z a;ja’
i=0
wobei P’ die formale Ableitung des Polynoms P ist und Ny, /K die Spurabbildung
der Erweiterung L/K.
Beweis: Die erste Eigenschaft folgt aus Lemma 3.3, die zweite gilt wegen
det[aj (ul)] = det[aiﬂ . det[oj (’Ul)]

Fiir den dritten Punkt ist zu bemerken, dass aus der linearen Abhéingigkeit der v; die
Losbarkeit des Systems

n
ZZL‘iO'j(Ui):O, j:1,2...n
i=1

fiir 7; € Q folgt und wie aus der linearen Algebra bekannt weiter dg /q(v1,...v,) = 0.
Damit ist == gezeigt. Falls umgekehrt dg q(v1,...vn) = 0 gilt, besitzt das System

Za:iSpK/Q(vivj) =0, j=12...n
i=1

eine eindeutige Losung y1 = x1, ...,y = x, fir die x;-Werte tiber Q. Wéren nun die v;
linear abhéngig, so wire Y := > | y;0; eine von Null verschiedene gemeinsame Losung
des Systems

Sp(Y -v;) =0, i=1,2...n
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; also Yz = 0 fiir alle z € K. Dies widerspricht
0 # n = Spg/gp(1l). Um den letzten Punkt zu erhalten seien {a; = a,az,...a,} die
Konjugierten von a und b; := P’(a;). Man berechnet mittels (3.4)

dpyx(a) = [J(ai — a;)* = (=)™ [[ [ (@i — a5) =

i<j i=1 j#i

(=)™ [ P'(ai) = (=1)™biba ... by = (1) Ny (P'(a))
i=1
was einen Teil der Gleichung zeigt. Weiters
bibs .. . by det[a]] = det[alb;] = det[ _ ay;jaj] = det[ay;] det[al] (3.7)
k=1
und wegen Punkt 2 gilt det [a?] # 0, Division von (3.7) durch diesen Term ergibt letztlich
biby... b, = det[aij]

die zweite Gleichung.
O

Nachfolgendes Korollar steht in enger Verbindung zum Begriff der Ganzheitsbasis aus
Definition 1.9.

Korollar 3.2. Sei K algebraischer Zahlkérper und M freier Z-Untermodul von Ok vom
Grad n. Dann héngt die Diskriminante einer Basis von M nicht von der konkreten Basis
ab. Im Falle M = Ok nennen wir sie die Diskriminante von K und schreiben d(K).

Beweis: Kombination von Satz 3.7 und (3.5) aus Proposition 3.3. O

Beispiel: Fiir einen quadratischen Zahlkérper n = [K : Q] = 2 kann man stets K =
@(\/&) mit quadratfreiem d € 7Z schreiben, wie die quadratische Losungsformel von
Vieta zeigt. Man kann sich mit elementarer Zahlentheorie vergewissern, dass

1. im Fall d = 2,3 (mod 4) = {1,Vd} ist Ganzheitsbasis =— d(K)=4d

2.imFalld=1 (mod 4) = {1, _1%‘/8} ist Ganzheitsbasis = d(K)=d
Fiir genauere Ausfithrungen siehe [Zal].
Lemma 3.4. Sei K algebraischer Zahlkérper vom Grad n, und seien ai,...a, € O
@Q-linear unabhéngig. Dann existiert eine Ganzheitsbasis wi,...w, von K sodass
a; = cjiwy + ... +cjjwj, c;€Z j=1,2...n

Beweis: Sei fiir jedes ¢ = 1,2...n die Zahl d;; € N als die minimale positive ganze Zahl
gewahlt, so dass fiir gewisse d;1,...d;;—1 € Z- die nun ebenfalls durch diese Eigenschaft
als fixiert betrachtet werden- die Zahl

w; = dK/Q(alﬂ ce an)_l Zdijaj
j=1
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in Ok liegt. Das ist sicher moglich, weil ein algebraischer Zahlkérper der Quotien-
tenkorper seines Ganzheitsringes ist und es so ein minimales d;; natiirlich geben muss weil
N nach unten beschrénkt ist. Die erste Beobachtung ist, dass die w; linear unabhéngig
sind. Proposition 3.3 impliziert ndmlich einerseits mit (3.5)

dijg(wi, ... wn) = (dg/glar, .. an)™" det[dij])QdK/Q(al, ceGp)

und andererseits zeigt (3.6), dass dg/g(a1, - ..an) nicht 0 ist. Die Matrix mit Eintrégen
d;; ist aber eine Diagonalmatrix mit nichtverschwindenden Diagonaleintrégen, also ist
die Determinante ebenfalls nicht 0. Abermals (3.6) aus Proposition 3.3 zeigt, dass also
die Vektoren w; auf der linken Seite linear unabhéingig sind.

Als néchstes beweisen wir: Falls ¢ € Ok eine Darstellung

c=dgglal,... an)_l(clal +...+cja;), cEZ
besitzt (und ein festes j), dann muss notwendigerweise
djjle; (3.8)
gelten. Wire némlich ¢; = sd;; +r,r,s € Z,0 < r < d;; dann hitten wir mit
c—sw; = dggla, . .. an) N ((e1 — dji)ar + ... +ra;)

ein Element von Ok das der Minimalitétsbedingung der d;; widerspricht.

Um zu zeigen, dass {w1,...w,} eine Ganzheitsbasis bilden, miissen wir zeigen, dass der
von ihnen erzeugte Z-Modul- er heile M- ganz Ok ist. Dazu zeigen wir induktiv: Ist ein
Element von Ok von der Form

dK/@(al,...,an)_l(Nlal—i—...—i—Njaj), N, € Z

dann liegt es in M. Die Behauptung folgt dann einfach mit j = n.
Fiir j = 1 ist die Behauptung trivial. Sie gelte fiir j = ¢ — 1 und betrachte ein beliebiges
Element der gefragten Form

y:dK/Q(al,...,an)_l(Nlal+...+Niai) €Ok, N,eZ

Wie bereits oben in (3.8) festgestellt gilt N; = L - d;;, L € Z. Deshalb und nach Induk-
tionsannahme gilt y — Lw; € Og. Weil klarerweise Lw; € M und wegen der Indukti-
onsannahme lésst sich das beliebig gewéhlte y also als Summe zweier Elemente von M
darstellen und ist daher wieder in M.

O

Proposition 3.4. Fiir Q-linear unabhéngige aq,...a, € Ok besteht die Identitit
dK/Q(alv cee 7an) = m2 : d(K)

wobei m den Index von M in O bezeichnet.
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Beweis: Sei wy,...w, Ganzheitsbasis von K und wihle b1,...,b, € M so, dass

i
bi =Y cikwg, Ci€Z
k=1

sodass c¢;; positiv und kleinst moglich sind. Wie in Beweis von Lemma 3.4 ersichtlich
bilden die b; ein freies Erzeugendensystem fiir M und fiir ganze Zahlen N; impliziert
Niwi + ... + N;w; € M, dass ¢ teilt V;. Das bedeutet die ciicos ... chn-elementige
Menge

{aviwr + ...+ apw, 1 0< o <¢j35=1,2...n}
besteht aus paarweise inkongruenten Zahlen modulo M (also keine Differenz zweier Ter-

me ist in M). Tatséchlich sind bereits alle Restklassen mod M vertreten. Kénnten wir
das zeigen hétte das

dK/Q(al,ag e an) = dK/Q(bl,bQ cee bn) = (611022 cee Cnn)2 . d(K)

zur Folge, wobei die zweite Gleichheit auf (3.5) zuriickgeht und die Tatsache ausnutzt,
dass untere Dreiecksmatrizen das Produkt der Diagonalelemente als Determinante ha-
ben. Wir zeigen nun die Behauptung. Sei ¢ = Y ;_; \ywk, Ay, € Z aus O beliebig. Sei
n der kleinste nichtnegative Rest von A, mod(cy,) und weiter A, := (A, — tn)/Cnn.
Nach Konstruktion ist dann

C = Anbn + pUpwyn + Z(Ak - Ancnk)wk
k=1

Nun iterieren wir diesen Gedanken. Wahlt man pu,_1 als kleinsten nichtnegativen Rest
von Ap—1—Ancnn—1 mod(cp—1,—1) und definiert A,,_; := (Ap—1—Ancnn—1—tn-1)/Cn-1,-1,
so erh&lt man

n—2

C = Anbn + An—lbn—l + fpWy + fp—1Wp—1 + Z()\k - Ancn,k - An—lcn—l,k)wk
k=1

Schlielich hat man die Form
n n
C= arbp+ > pwr, (0<p; <cjs py,a5 €Z)
k=1 k=1

also ¢ =Y p_y prwy, mod M.
]

Korollar 3.3. Sei 0 # a € K und [ := aOg das erzeugte gebrochene Hauptideal. Dann
gilt

N(I) = |Nk/q(a)l
Beweis: Weil beide Seiten multiplikativ im Argument sind, kann man a € O vorausset-

zen. Sei wi, ... w, Ganzheitsbasis von K. Dann kann man a - Ok als Z-Modul erzeugt
von aws, . . . aw, auffassen und wegen vorangehender Proposition 3.4

N(I)? = dg g(awi, ... awy,) - d(K)™1 (3.9)
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Andererseits gilt offenbar
dgglaws, ... awy,) = N?(/Q(a) -d(K) (3.10)

wie durch einfache Determinantenregeln und den Definitionen ersichtlich. Beide Glei-
chungen (3.9), (3.10) zusammen ergeben das geforderte Resultat. O

Nun wollen wir noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Diskriminanten von Korperer-
weiterungen von Q angeben von der wir spéiter Gebrauch machen werden.

Proposition 3.5. Gilt Q C K C L, dann teilt d(K) die Zahl d(L).

Beweis: Sei [K : Q] = m, [L : K] = n. Nach dem Gradsatz ist [L : Q] = mn. Sei
a1,a2 . . . amy eine Ganzheitsbasis von K und wahle a1, . . . ampn € Of sodass ay, ag, . . . Gmn
linear unabhéngig tiber Q sind. Sei w1, ... Wy, eine Ganzheitsbasis gemifl Lemma 3.4,
also derart, dass

aj = cjjwy + ...+ cjw; (1§]§n)’ CijeZ

Nach Konstruktion gilt wy, ... w, € K und der von ihnen erzeugte Z-Modul enthélt eine

Ganzheitsbasis von K. Daher miissen wq, ... w, selbst diese Ganzheitsbasis von K sein.
(k)

Bezeichne mit w; " die Konjugierten von w; und bezeichne die Monomorphismen von

L in die komplexen Zahlen, so dass oj(wy) = wgk) fir 1 <k < m mit oq,...0,. Die

(k)

ibrigen Monomorphismen seien o,,41, . ..0m, und so nummeriert, dass oy (w;) = w;,
fir1 <j<m,m+1<k<mn. Man kann oBdA weiter von

i=j (modm)= o;=0; (modm)

ausgehen. Mit dieser Vorgabe berechnet man

m o m) M\

w, w, wy w
d(L) = (det[o;(w;)])* = det wi W Wl W
1 m m+1 mn
w7(n)+1 w1(n+)1 w7(n+1) w7(n+1)
R 3 B S R (10
2
fw(l) wgm) 0 0
= det w,(%) w,(,zn) 0 0
w o wT wlm  lm) )
wihh W D g wim

— d(K) b
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mit einer algebraischen ganzen Zahl b € Op, da samtliche w; € Oy, die Determinan-
tenblldung nur Summen und Produkte verwendet und Oj, einen Ring bildet. Wegen
b= fli(L € Q und QN Or =7Z muss b eine ganze Zahl sein.

O

Folgende iiberaus niitzliche Resultate, beruhend auf Lemma 1.7, dem Lemma von Min-
kowski aus Kapitel 1, bereiten den Beweis der Endlichkeit der Klassenzahl vor. Die
Notation ist von Kapitel 1 iibernommen.

Lemma 3.5. Sei K Zahlkorper mit Signatur (s,t) und M ein Z-Modul mit endlichem
Index m in O . Dann existiert ein 0 # a € M, so dass

Ngjgla)] < (Lyr. 2

™ nn

|d(K)]

Beweis: Wir machen von der Abbildung F' aus (1.11) aus Kapitel 1 Gebrauch. Diese
ist injektiv und das Bild von M unter F' ist ein Gitter dessen Erzeuger die Bilder der
Erzeuger von M sind (folgt aus den Eigenschaften von x, siche Ende Abschnitt 1.4). Das
Volumen der Grundmasche kann zu /|d(K)|27"m bestimmt werden. Definiere nun fiir
u > 0 die Hilfsmenge

s+t
Xu {[x17" s Lsy Ys+1,Rs+1y - - ys—i—hzs—f—t GR Z‘$z|+2 Z \/y] +Z <u}

i=s+1
(3.11)
Diese Menge ist sicher konvex und symmetrisch um den Ursprung, wie fiir Minkowskis
Lemma notig. Induktiv kann man nachrechnen, dass

V(X,) = 2°(5)" /!

fiir n = s + 2t gilt, was hier nicht explizit durchgefiihrt sei.
Zu € > 0 bestimme u = u(e) aus der impliziten Gleichung

u =m- n' Y/ |d(K)| + € (3.12)
Dieses u eingesetzt in die Formel (3.11) von X, ergibt
V(Xy) > (27 my/[d(K)])2"

und Minkowskis Lemma rechtfertigt die Existenz eines 0 # a = a(e) € M mit F(a) € X,,.

Schreibt man fiir F(a) = [x1, ..., z;] bedeutet das gerade
Z\xl|+2 Z VIvZ+22 <u
i=s+1

Die Definition der Norm eines Elements (1.1) sowie die arithmetisch-geometrische Mit-
telungleichung liefern

| N (@)™ = ( H|$z| H Vv + 2 1/"_*

i=1+s
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Diese Ungleichung zur n-ten Potenz schreibt sich unter Beriicksichtigung von (3.12) als

|
n\/ m+f

nn 7r n"

u?’b

| A

|Nkgla)| <

Geht man oBdA von € < 1 aus, dann gibt es nur endlich viele in Frage kommende
a = a(e). Dies folgt aus Satz 3.5 und Korollar 3.3, denn aus der Existenz unendlich
vieler a = a(€) wiirde via Korollar 3.3 die Existenz unendlich vieler Hauptideale mit fest
beschrinkter Norm folgen im Widerspruch zu Satz 3.5. Lésst an in letzter Gleichung
e gegen 0 gehen, folgt also die Existenz eines dieser endlich vielen a = a(e), das die
Gleichung ohne letzten e-Term erfiillt, wie gefordert. O

Lemma 3.6. Sei K algebraischer Zahlkorper vom Erweiterungsgrad n und Signatur
(s,t). Dann enthélt jede Idealklasse ein Ideal J < Ok mit

Ny < 2y )]

n"m

Beweis: Nach Lemma 3.2 ist es moglich zu gegebem I < O ein J < Ok zu finden mit
IJ = (a) fiir ein a € Og. Weil J als Z-Modul in O endlichen Index N(J) hat, ergibt
Lemma 3.5 die Existenz eines 0 # d € J mit

[N /o(d \< — (=)' VI]d(K)|-N(J (3.13)

Weil das Hauptideal (d) durch J teilbar ist, ist B := dJ~! wohldefiniertes Ideal. Dieses
B liegt aber in der selben Idealklasse wie I (nimlich J~1), und zuerst Korollar 3.3 und
anschlieBend Anwendung von (3.13) implizieren

N(B) = |Ngq(d)| - N(J)~" < —
Wegen der Beliebigkeit von I ist der Beweis abgeschlossen. O

Satz 3.8. Jeder algebraische Zahlkorper hat eine endliche Klassenzahl.

Beweis: Nach Lemma 3.6 besitzt jede Klasse einen Reprisentanten dessen Norm durch
eine feste Zahl beschriankt ist. Da aber nach Satz 3.5 nur endlich viele Ideale mit be-
schriankter Norm existieren, muss die Zahl der Klassen endlich sein. O



Kapitel 4

Zetatfunktionen und die
analytische Klassenzahlformel

4.1 Die Zetafunktion eines algebraischen Zahlkoérpers und
ihre Eigenschaften

Die eindeutige Zerlegung von Idealen in Primideale in einem algebraischen Zahlkorper
und die Endlichkeit der Klassenzahl erlauben einen analytischen Zugang zur Bestimmung
bzw Beschreibung der Klassenzahl mittels der ihm zugeordneten Zetafunktion. Dieser
Abschnitt beschéftigt sich mit deren analytischen Grundlagen.

Definition 4.1. Fiir einen algebraischen Zahlkérper K bezeichnen wir die durch die
formale Reihe

(k(s)= > N(I)™, secC

0#£I<O0k

definierte komplexe Funktion als seine Zetafunktion.

Ein kleines technisches Hilfsmittel zur Konvergenz der Zetafunktion stellt folgende Pro-
position dar:

Proposition 4.1. Eine Reihe Y ° | a,, mit von Null verschiedenen a,, konvergiert genau
dann absolut, wenn das Produkt [[ 7 (1 + a,) absolut konvergiert.

Beweis: Die absolute Konvergenz des Produkts ist gleichbedeutend mit der absoluten
Konvergenz vom Logarithmus des Produkts, und damit mit der absoluten Konvergenz
der Reihe

o0

Z log(1 + ay)

n=1
Die absolute Konvergenz dieser Reihe ist mit der absoluten Konvergenz der Reihe
>0 | an gleichwertig. Dies is der Fall, weil Logarithmusfunktion an der Stelle 1 Ab-
leitung 1 hat, man also in einer Nullumgebung von z € R die Abschitzung

1
gllog(l + )| < |z < 2|log(1 + )|

41
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hat. Da die Folgenglieder konvergenter Reihen gegen Null konvergieren miissen und die
ersten endlich vielen Folgenglieder sowie konstante Faktoren bei der Konvergenz keine
Rolle spielen, folgt die Behauptung. O

Proposition 4.2. In der Halbebene Re(s) > 1 konvergiert die Zetafunktion (x absolut
und lokal gleichméBig. Die Zetafunktion ist holomorph auf Re(s) > 1.

Beweis: Sei [K : Q] = n. Weil es hochstens n Primideale mit vorgegebener Norm in Og
gibt und diese eine Primzahlpotenz ist (weil der Faktorring ein Kérper ist) ist obige Reihe
sicher auf Re(s) > 1 konvergent, wenn man die Summe nur iiber Primideale erstreckt
und die Konvergenz ist sogar gleichméfig, weil

Z nq—Re(s)
q

eine Majorante darstellt, wobei g die Primzahlpotenzen von Z durchlduft. Nun gilt aber

Z | s| < H Re(s) +N(P)—Re(s) + .. )

NI)<T N(P)<T
wobei P die Primideale seien und T beliebig fest. Man kann nun jeden Faktor rechts
abschiitzen mit 1 + 3N (P) R und deren Produkt konvergiert lokal gleichmiBig weil
die Reihe wie bereits festgestellt gleichméfig konvergiert und obiger Proposition 4.1. Die
Analytizitét solcher lokal gleichméfig konvergenter Reihen ist ein Standardresultat aus
der Funktionentheorie. U

Von Bedeutung ist die Faktorisierung der Zetafunktionen:

Ckl(s) =] - N(EP)=)"

P

wobei das Produkt iiber die Menge aller Primideale erstreckt wird. Diese lédsst sich
rechtfertigen, indem man zu T > 0 die Menge aller Ideale in Ok betrachtet, sodass
alle Primideale die sie teilen Norm kleiner als T haben, ansieht. Diese Menge heifle Jr.
Betrachtet man zu Re(s) > 1 nun endliche Produkte

H ZN =) NU)®

<Tm 0 IeJr

und folgert

H S NE - Y N YN
P)<T m=0 N(I)<T N()>T
wobei die rechte wegen der Konvergenz der Reihe gegen 0 konvergiert, erhélt man die
Konvergenz des unendlichen Produkts gegen den Reihenwert, und die Summenformel
fiir geometrische Reihen beschliet den Beweis. O

Bemerkung: Obige Beweisidee lisst sich unmittelbar auf Reihen mit der Form ), f(I)N(I)~*
mit multiplikativem f (dh f(IJ) = f(I)f(J) fiir relativ prime Ideale) verallgemeinern.
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Bemerkung: Aus der Produktdarstellung gewinnen wir sofort
Korollar 4.1. Die Zetafunktionen (i (s) sind auf Re(s) > 1 nullstellenfrei.

Im folgenden Abschnitt verwenden wir nun wieder Abschnitt 1.4 und 1.5 und dessen No-
tation. Fiir das weitere Studium ist zusétzlich noch der Begriff des Regulators hilfreich.

Definition 4.2 (Regulator). Sei die Matrix A € RGEH)X(s+=1) gegeben als

logllefly  logflezfly ... loglesti-llx
a_ | gl oglealls . logllectiall
log[lerfls++ logllealls4¢ .. logllesri—1lls+e
wobei ||al|; == |oi ()] fiir i < s bzw ||af); := |oi()|? fir s +1<i<s+t—1und ¢ die

Grundeinheiten (Erzeuger) des freien Anteils aus dem dirichletschen Einheitensatz.

Sei weiters A; die Matrix die aus A bei Streichen der i-ten Zeile hervorgeht. Dann
ist | det(A;)| von i unabhéngig, heifit der Regulator von K und wird in Folge mit Ry
bezeichnet.

4.2 Die allgemeine Klassenzahlformel eines Zahlkorpers

Dieser Abschnitt ist dem Beweis der allgemeinen Klassenzahlformel gewidmet.
Satz 4.1. Die Funktion (x(s) hat an der Stelle s = 1 einen Pol mit Residuum

lin(s — 1) (s) = 2 or) RKh(E) (11)

VId(K)|w(K)

dabei ist w(K) die Ordnung des Torsionsanteils ¢ aus dem Dirichletschen Einheitensatz
Satz 1.7.

Zuerst splitten wir die Summe auf in

und setzen zur Vereinfachung

1
ale) = 2 5ty

IeA

Wihlt man nun @ € A~! so, dass fiir alle I € A das Ideal al Hauptideal ist, dann
induziert Multiplikation mit a eine Bijektion zwischen (ganzen) Idealen von A und durch
a teilbaren Hauptidealen. Man kann also f4 schreiben als

=M@ 3
(a):al(e)

Sei B ein Reprisentantensystem von a-Werten wobei von jeder Menge assoziierter Ele-
mente genau eines in B sein soll. Weiters sei I' = z(a) :=={y € AS' : Fb € a|] y=z(b)}
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und © = z(B) := {y € A>' : Ib € B] y = x(b)} mit der die geometrische Darstellung
beschreibenden Abbildung x aus Kapitel 1.4. f4 bekommt dann die Form

fals) = N(a)* ‘N(laﬂ (4.2)
acO

Es gilt diese Ausdriicke auszurechnen. Dazu braucht es ein paar Vorbereitungen.

Lemma 4.1 (Geometrisches Lemma). Sei X ein Kegel im R™ und die Funktion F' :
X — [0, 00) erfiille:

1. F(sz) =<"F(z),s>0
2. F:={z e X : F(zx) <1} ist beschrinkt mit Volumen V > 0.

Sei weiter I' ein Gitter im R™ mit Volumen der Grundmasche A. Dann konvergiert die
Reihe

)= X o

zel'NX
auf Re(s) > 1 und hat Residuum lims_,1(s — 1)(rr(s) = %.

Beweis: Man iiberzeugt sich leicht von

1
V= Tllrgo(ré ﬁ{%l“ AF}) = A lim PG OF) (4.3)

n r—o0 r
Wegen der 1. Voraussetzung an F' gilt weiter jj{%f‘ NF}=t{rel’'NnX: F(z) <r"}
Ordnet man die Punkte in X NI so, dass 0 < F(x1) < F(z3) ... und setze 7y, := F(x)'/™
sowie v(r) := ${1'N F}. Mit dieser Wahl gilt fiir alle e > 0 die Ungleichung ~(ry — €) <
k < ~(rg) oder dquivalent

v(7k)
s

1
»n
7

<

<

Y(rg —€) Tk — €.,
(Tk—ﬁ)”( Tk )

= 3

Wegen 1! = F(zy,) fiihrt € — 0 zu limg_,o Tin = X wegen (4.3). Deswegen kann man zu
festem e > 0 ein kg finden, sodass fiir k& > kg

A Yk S Fap)e ‘

Unsere Zetafunktion ldsst sich aber schreiben als

=1
CF,F(“;) - ; F(.’Ek)s

Summiert man iiber alle & > ko- was die Residuen nicht verdndert- und multipliziert mit
(s — 1) so erhélt man

(% —¢)Ress—1((s) < il_)n}(s —1)¢pr(s) < (% + €)Ress=1((s)

mit der riemannschen Zetafunktion ¢ = (g. Diese hat aber bekanntermafien Residuum
1 bei s =1, und € — 0 ergibt das Gewiinschte. U
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Proposition 4.3. Sei ¢ € Ok eine Einheit von Og. Dann gilt |N(e)| = 1.

Beweis: Sei € die Inverse zu e. Weil Norm ein Homomomorphismus ist, gilt 1 = N(1) =
N(e€) = N(e)N(€). Weil Norm und Spur ganze Zahlen sind (wie zB in Lemma 1.2
bewiesen) folgt die Behauptung. O

Seien nun €1, . .., €,44—1 Grundeinheiten des freien Anteils aus dem dirichletschen Einhei-
tensatz wie bei der Defintion des Regulators. Wahle weiters A := (1,1,...1;2,2,...2) €
RS, Die Menge {\,l(e1),...,l(€s14—1)} ist eine Basis von R**! wie man nachpriifen
kann. Dafiir zeigt man schnell mit der Norm und obiger Proposition, dass die logarith-
mische Darstellung der Grundeinheiten in der Hyperebene H := {(x1,...251¢) € R" :
1+ ...+ s+ 2T511 + ... + 2254, = 0} enthalten sind, ndmlich

S s+t
H(|O’,(€)D( H |Ui(a)|2) = ’NK/Q(CL)’ =1
i=1 i=st+1

und logarithmieren ergibt den Nachweis. Der Nachweis dass H = R*T*~! ganz aufge-
spannt wird ist aber mit einiger Miihe verbunden und ein wesentliches Resultat zum
Beweis des dirichletschen Einheitensatzes. Es sei hier ohne Beweis nur erwédhnt. Weil
dariiber hinaus A als orthogonales Komplement von H linear unabhéngig zum Unter-
raum H aufgespannt von den [(e;) ist erlaubt nun jedes y € A®! eine Darstellung

s+t—1
) =c+ Y cale), c:ng@»,(geR (4.4)
=1

wobei sich ¢ aus der Tatsache ergibt dass Einheiten Norm 1 haben. Wir wollen das
geometrische Lemma anwenden auf die Normfunktion und den Kegel X der gegeben ist
durch die Menge der y € AS! = R" die

N(y) #0

0<e <1, 1<i<s+t-1

o
w(K)

erfiillen wobei y; die erste Koordinate von y sei. Das ist ein Kegel wegen [(cy) = log(c) A+
l(y) die Koeffizienten ¢; unveréindert liasst und arg(cy;) = arg(y:).

0 <arg(yr) <

Lemma 4.2. Seien =(a) die Menge der zu a € Og assoziierten Elemente. Dann hat
genau ein Element von Z(«) Bild in X.

Beweis: Wir konstruieren zu z € R" ein 4y € X das mit komponentenweiser Multiplikation

z =y - z(€) mit einer Einheit € erfiillt und gleichzeitig wird sich die Eindeutigkeit einer

solchen Darstellung ergeben. Schreibe I(2) = eA 4+ 25117 ¢iz(¢;) und schreibe ¢; = m; +

p; mit m; € Z und 0 < p; < 1. Setze u:= € ey ... e, "1 " und weiter f =y x(u™t),
das die gewiinschten ¢; Werte fiir den Bereich X hat. Um arg(f1) in den richtigen Bereich

zu befordern sei r € Z die Zahl mit 0 < arg(fi) — % < % und einen Einheitswurzel
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2mi
k mit o1(k) = e~x . Mit dieser Konstruktion ist i := f-z(k™") =z - z(u Da(w™") € X
das gesuchte Element und eindeutig weil deterministisch bestimmt. O

Dieses Lemma erlaubt uns (4.2) anzuschreiben als

1
N(z)s

fas) = N(@)® 3

zel'NX

(4.5)

was wir mit Hilfe des geometrischen Lemmas berechnen kénnen wenn wir die Wer-
te A und V zur Hand haben. Dabei entspricht hier V' dem Volumen von {z € X :
N(x) < 1} und A dem Volumen der Grundmasche des Gitters I' = z(a) = {y €
Ast:3bea:y=x((b)} . Diesen Grossen sind die nachstehenden beiden Lemmata ge-
widmet.

Lemma 4.3. A = N(a)/|d(K)|

Beweis: Sei das Ideal a additiv erzeugt von ayq, ..., sodass I' von z(a),...z(ay,) er-
zeugt wird. Sei B die Matrix mit Eintrégen (b; ;)7,—; = 0i(ay), 1 <1i <n.Dann ergibt
Proposition 3.4 und die Definition von d(K) dass dg g(a) = N(a)?d(K) = det(B)?, weil
die Norm eines Ideals per definitionem genau mit dem Index aus Proposition 3.4 iiber-
einstimmt. Andererseits ist | det(B)| = A , weil die Zeilen von B iiber die isometrische
Abbildung x das Gitter aufspannen. Diese beiden Erkenntnisse zusammen liefern die
Gleichung. O

Lemma 4.4. V = %

Beweis: Bezeichne wieder F' die Menge um deren Volumen V' es hier geht. Seien weiters

Fi die Abbildungen F g (z) = ej%g) z, 0<k<(K)aufF definiert. Die Multiplikation
mit Einheiten &nder das Volumen nicht, daher vol(F') = vol(Ft). Dariiber hinaus be-
zeichne F' den Durchschnitt von Uz(:IS)Fk mit der Menge G := {(x1,...Ts; Tst1,...Tstt) €
ASt: x> 0,...25 > 0}. Nach dieser Restriktion fiir G' erkennt man durch Multipli-

kation mit je einem der 2° Elementen aus (+1,+1,...4+1;1,...1) dass

28
w(K)

V =vol(F) = vol(F). (4.6)
Es ist also hinreichend, F' zu berechnen, was mit Hilfe geeigneter Koordinatentransfor-
mationen gelingt.

Fasse jedes x € F C A®? als reellen Punkt auf via

(xla"-l's§xs+17~-xs+t) = (pla--'ps;p8+la¢s+1a'--ps+t>¢s+t)v Pi = |xz|v bi = arg(wi)

Aus der Umrechnung gegeniiber den kartesischen Parametern wenn man z; = y; +14 - z;
anschreibt ergibt sich elementar die Funktionaldeterminante ps41ps42 - . . ps+¢, die in der
abschlieBenden Rechnung eingeht. Es ergibt sich weiter, dass sich der Bereich F, der nun
durch die beschrinkte Normbedingung und weitere Einschrdnkungen gegeben ist, sich
zur Menge transformiert die folgende Eigenschaften hat

pi>0, 1<5j<s+t
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s+t
I <1
wobei e; die i-te Koordinate von A = (1,1,...1;2,...2) bezeichnet, und

0<g <], 1<i<s+t—1
wobei die §; gegeben sind also Koeffizienten der logarithmischen Darstellung (4.4), also
s+t s+t—1

log ) = L log( Hp + Zékl ), 1<j<s+t

Die Winkel ¢gy1, ... ¢sys sind génzlich uneingeschrénkt in [0, 27).
Wir fithren eine weitere Variablentransformation durch, wobei wir nun gemé&fl der Be-
ziehungen

s+t—1
log(p}) = £ Llog(€) + Y &ljler) (4.7)

die p; durch &, &1, ... &s4¢—1 ersetzen. Beachtet man

s+t s+t
Z e =n, le(ek) =0 (4.8)
i=1 i=1

und wendet man die Exponentialfunktion auf (4.7) an erkennt man: { = Hfﬂt ps* und

der Bereich F ist neuen Koordinaten nun einfach gegeben durch {(£,&1,...6544) : 0 <
E<1,0<¢& <1, 1<k<s+t—1}. Wir benotigen noch die Funktionaldeterminante
T der zweiten Transformation:

ne Bhla) ... Bhlesti)
T= det
G Ettlsnler) oo Etlsvi(estin)

Indem man den n&-Term aus der 1. Spalte herauszieht sowie jeweils p; aus der i-ten
Spalte und mit dem Produkt der e; gleich 2! erweitert ergibt sich weiter

€1 ll(ﬁl) e l1(63+t_1)
P1P2 - - - Ps+t
T=""——""det
52‘*

€s+t ls+t(€1) ls+t(€s+t—1)
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n 0 . 0
— det €9 lz(q) e l2(63+t_1)
esyt lste(€1) oo loyi(€syi—1)
wegen (4.8). Diese Determinante ist nRy. Folglich J = Tb(pl---pi ll;ffittpgﬁ)?t nRy . Mithilfe

des Transforamtionssatzes fiir Integrale und unseren beiden errechneten Funktionalde-
terminanten haben wir

VOI(F) = Qt / . / d:L‘l e d:z:sdystzS“ e dys+tdz3+t
F

= 2t / c. / Ps+1--- p5+tdp1 N dps+td¢1 e d¢s+t
F

1 1
:2t(27r)t/ / Psi1 - psit|T|dEAET ... dEsydy ... dEs iy
0 0

Aufgrund von (4.6) ist somit unser Lemma bewiesen. g

Nun ist der Beweis von Satz 4.1 griindlich vorbereitet.

Beweis: Das geometrische Lemma mit den eben erarbeiteten Formeln fiir A und V
eingesetzt zusammen mit (4.5) liefern

) 23+tﬂ.tRK 28+tﬂ.tRK
lim(s —1 s) = N(a =
e = DAl = ) N @I w(K)v/IRA]

Summation dieser von A unabhéngigen Grofle iiber die h(K') Idealklassen A € H(K)
. . . S+tﬂ.t
ergibt lims—1(s — 1)Ck () = X acp (i) Ims—1(s — 1) fa(s) = aj(KT% - h(K) O

Diese Formel ermdglicht also die Berechnung der Klassenzahl bei guter Kenntnis der zum
Zahlkorper gehorigen Zetafunktion- abgesehen von den anderen auftretenden Gréflen
die meist etwas weniger problematisch sind. Diese ist allerdings im allgemeinen schwer
verstiandlich, wie bespielsweise der noch immer offene Beweis der Riemannvermutung
untermauern. Fiir den Spezialfall abelscher Zahlkorper wie sie spéter vorgestellt werden,
lésst sich die Zetafunktion in der Formel durch etwas leichter verstdndliche analytische
Ausdriicke beschreiben. Dafiir sind aber viele weitere Definitonen und Vorbereitungen
von Noten, die in den néchsten Kapiteln aufgebaut werden. Darauf steuern wir nun hin.



Kapitel 5

Abelsche Zahlkorper

5.1 Bewertungen und L-Reihen

Definition 5.1 (Bewertung). Sei K ein Korper. Ein Homomorphismus v der multipli-
kativen Gruppe K \ {0} in die Gruppe der positiven reellen Zahlen, der

v(z +y) < v() +o(y)
erfiillt, an die Stelle 0 fortgesetzt durch v(0) = 0, heifit Bewertung von K.

Jede Bewertung v induziert eine Metrik via d(z,y) = v(x — y), und macht die additi-
ve und multiplikative Gruppe von K zu topologischen Gruppen, da die Stetigkeit der
Operationen jeweils gewihrleistet ist (was bei der Addition trivial ist). Diese Gruppen
sind im allgemeinen nicht lokalkompakt oder vollsténdig. Die konstante Einsfunktion als
Bewertung heif3t triviale Bewertung.

Definition 5.2 (dquivalente Bewertungen). Zwei Bewertungen heiflen dquivalent, wenn
sie die selbe Topologie erzeugen.

Proposition 5.1. Sind v, w dquivalente Bewertungen dann existiert ein a > 0 mit
w(z) = v(x)* (5.1)

Beweis: Ist v die triviale Bewertung, dann erzeugt es die diskrete Topologie und géibe
es ein z mit 0 < w(z) < 1 so fithrt limz™ = 0 ebenso auf einen direkten Widerspruch
wie w(z) > 1. Sei v nun nichttrivial und zg ein festes Element mit v(zg) # 0 und setze

a := (log(w(xp)))/(log(v(xp))). Es gilt nun

{reK:v(x)>1}={re K:w(x)>1} (5.2)

weil das genau die Menge der z sind fiir die 2™ in der laut Voraussetzung gleichen
Topologie gegen 0 konvergiert. Definiere nun zu x € K

_ log(w(@)) _ log(v(z))

by(z) := log(w (o))’ ~ log(v(z0))

bg(x) :

und sei by < ¢ =m/n € Q. Es folgt w(zg") > w(z™) und weiter w(z{'z~") > 1 und nach

)
voriger Feststelung (5.2) auch v(z{j’™") > 1 und in Folge v(z§") > v(z"). Daraus folgt

49
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b1 > g > by. Vertauschung von v, w liefert insgesamt by = bs oder Z—; = 1 unabhéngig

von z was zur Behauptung (5.1) gleichwertig ist. O

Definition 5.3 ((nicht-)archimedische Bewertung). Erfiillt eine Bewertung v die Bezie-
hung
v(r +y) <max{u(z),v(y)},  wyekK

so heifit sie nichtarchimedisch, ansonsten archimedisch.

Eine Bewertung heifit weiter diskret, wenn die Werte von log(v) diskret sind. Diese sind
verwandt mit dem Begriff des Exponents:

Definition 5.4. Ein surjektiver Homomorphismus n : K* — Z, der die Bedingung
n(a + b) > min(n(a),n(b))

erfiillt, heiit Fxponent von K.

Sei weiter P < R Primideal in einem Ring R mit Quotientenkérper K und x € K*
und schreibe das Hauptideal zR als R = P™*)] mit einem gebrochenen Ideal I in
dessen Primidealzerlegung kein P-Faktor vorkommt. Dies ist ein Exponent n nach obiger
Definiton. Dann nennen wir die Bewertung die durch

entsteht normalisierte Bewertung zu P. Die von P iiber die von zu oben definiertem
Exponent gehorige Bewertung erzeugte Topologie heifit P-adische Topologie auf K. Ist
speziell R = Z und P = pZ so nennen wir die Topologie p-adische Topologie.

Man kann fiir beliebiges ¢ € R durch v := ¢™® eine (nichtnormalisierte) Bewertung
definieren.

Lemma 5.1. Sei zu gegebenem Exponent n auf K
R, ={zeK: n(x)>0}, P,:={zeK:n(z)>0}

dann gilt: R,, ist Hauptidealring und P,, das eindeutige von Null verschiedene Primideal
von R,. Es wird von jedem a € K mit n(a) = 1 erzeugt.

Beweis: Aus der Definition von n folgt sofort, dass Addition und Multiplikation in R,
uneingeschrankt moglich ist, es sich daher um einen Ring handelt. Ebenso leicht sieht
man dass P, < R,,. Um einzusehen, dass P, das einzige Primideal von R,, ist, betrachte
zunéchst a € Ry, \ P,. Die Definitonen von R, P,, zeigen n(a) = 0, weil n Homomor-
phismus ist auch n(a~!) = 0, und e~ € R,. Das heifit aber, dass P, genau aus den
invertierbaren Elementen von R, besteht. Nach Lemma 2.5 ist es das eindeutige ma-
ximale Ideal. Wir zeigen, dass P,, Hauptideal ist. Sei a mit n(a) = 1 gewédhlt. Aus der
Homomorphieeigenschaft kann man weiter schliefen: Es gilt aP,, C R,, und fiir beliebiges
b € P, mit n(b) = m (m beliebig) gilt a="b € R,,. Weiter also b = a™(ba™™) € a™R,
und P, C aR, zeigt die andere Inklusion, also

P, =aR, (5.3)
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Um den Beweis abzuschlieflen zeigen wir, dass jedes von Null verscheidene Ideal von
R,, Hauptideal und Potenz von P, ist. Der Beweisgedanke der letzten Feststellung (5.3)
iteriert liefert P¥ = a*R,, = {a € K : n(a) = k}. Sei I < R,, Ideal. Weil P, eindeutig
maximal ist gilt I C P,, da jedes Ideal in einem maximalen Ideal enthalten ist. W&hle
N so, dass I C PN, I ¢ PN*1. Wegen Ny PY = 0 ist dies wohldefiniert. Sei ¢ € I mit
n(c) = N (beachte dass n nach Definition surjektiv ist). Dann ¢ = a™d mit d € R,, und
n(d) = 0. Deshalb ist d invertierbar in R,, und die Elemente o’V R,, und cR,, stimmen
iiberein. Daraus kann man P = ¢V R, = bR,, C I. Die umgekehrte Inklusion ist aber
trivial, weil P, maximal ist. Also P = I. Weiters wird es von a” erzeugt. O

Definition 5.5. R, und heiflt Fxponentenring von n oder auch Bewertungsring zu v
wenn v eine Bewertung induziert von n ist. P, heiflt Ideal zum FExponent n bzw Ideal
zur Bewertung v.

Fiir den Fall einess von einem Primideal induzierten Exponenten geben wir einige Ei-
genschaften an.

Proposition 5.2. Sei R Dedekindring mit Quotientenkorper K, 0 # P < R Primideal
und n der von P erzeugte Exponent in K. Dann gilt:

1.
Rn:{(%EK: a,be R, b¢ P}, Pn:{(%EK: a,be R, ac€P b¢ P}

2.

P"NR=P™, m>1
3.

P =P"R,  m>1
4.

R/P"=R,/P™,  m>1
5.

() Rn=R

P<R
wobei der Durchschnitt {iber die Primideale von R erstreckt wird.

Beweis:

1. Seien a,b € R, b ¢ P, dann ist n(3) > 0, also § € R,. Ist umgekehrt z € R,, so
kann man xR = I.J schreiben mit I, J Ideale von R mit P {J. Aus dem Kontext
des chinesischen Restsatzes lédsst sich herleiten, dass stets ein Ideal A < R existiert
mit P { A und AJ ist Hauptideal. Es sei hier ohne genauen Beweis nur erwihnt.
Wir haben dann weiter xR = (AI)/(AJ) mit Hauptidealen AI, AJ- denn wire AT
nicht Hauptideal, konnten nicht R und A/J welche sein- mit Erzeugern die wir
a,b nennen, also Al = aR, AJ = bR. Nach Voraussetzung b ¢ P und z = 9 mit
¢ € R. Dies zeigt die andere Inklusion

Rnc{(%eK: a,beR, b¢P)



92

BEWERTUNGEN UND L-REIHEN

und damit die erste Gleichung. Fiir F,, sieht man obige Formel indem man bemerkt,
dass fiir beliebiges § € P\ P? nach dem Beweis von Lemma 5.1 P, = 0R,, gilt.

. Der zweite Punkt folgt unmmittelbar aus der evidenten Gleichheit P = {a € R :

n(a) > m}.

. Wieder wegen P,, = 0R,, fiir § € P\ P? sieht man P, C PR,,. Andererseits ist

nach Punkt 1 jedes x € PR,, von der Form
T =aiby + ...+ apby, a; € R, n(a;)) >1, n(b)>0

Daher n(z) > min;{n(a;b;)} > 1 was x € P, nach sich zieht, wegen der Beliebigkeit
von x gilt auch die andere Inklusion PR,, C P, und damit natiirlich P* = P"R,,,
der dritte Punkt.

. Die Einbettung R C R,, induziert wegen P™ C P"™R,, = P} einen Homomorphis-

mus
¢:R/P™+—— R,/PT"

Sei @ € R/P im Kern von ¢, a € a. Weil p(a) die Klasse von a (mod P)') in R,

ist, gilt

a€P"R,NR=Pm" (5.4)

wobei obiger Punkt 2 in (5.4) verwendet wurde. (5.4) heifit aber gerade @ = 0, also
ist ¢ injektiv. Sei nun a € R,. Um zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist, konstruieren wir
ein z € R mit a —x € P;". Schreibe a als §! und setze r := n(az). Nach Definiton
von Ry, gilt n(a1) > r also a € P™" 4 a9 R = P". Nach dem chinesischen Restsatz
hat asx = a3 (mod P™*") eine Lésung = in R. Diese leistet angesichts

n(a —z) =n(a; —agz) —nlag) >m << a—x€ P’

das Gewiinschte. Also ist ¢ Isomorphismus.

. Die Inklusion R C NR,, ist trivial, ist umgekehrt a € K im Durchschnitt so sind

die Exponenten zu a beziiglich jedem Primideal nichtnegativ, also ist aR echtes
Ideal von R und daher a € R. Das zeigt den letzten Punkt.

g

Definition 5.6 (Dirichlet-Charakter). Ein Homomorphismus x einer Gruppe G in den
komplexen Torus heiflt Dirichletcharakter der Gruppe.

Bemerkung: Das Bild eines Homomorphismus einer endlichen Gruppe in die komple-

xen Zahlen ist ohnehin wegen al®! = 1 stets im Torus enthalten. Die Charaktere bilden

beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die insbesondere im Fall endlicher
abelscher Gruppen isomorph zur Gruppe selbst ist. Dies sieht man mithilfe des Haupt-
satzes fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen ein, da es fiir zyklische Gruppen offenbar
gilt- sie sind durch das Bild eines Erzeugers vollstandig festgelegt- und damit auch fiir
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direkte Produkte selbiger.

Dieses Konzept wollen wir auf Ideale iibertragen.
Sei K Zahlkorper mit Ganzheitsring Ox und 0 # I <Og und bezeichne G(I) die Gruppe
der zu I relativ primen Klassen Modulo I. Dann definiert fiir jeden Dirichletcharakter y

x(a) = { x(a (mod 1)), (a (modI))e G(I)

0, sonst

einen Dirichletcharakter auf G(I), denn die Multiplikativitét bleibt erhalten. Diesen Cha-
rakter auf der Faktorgruppe nennen wir fortan Heckecharakter statt Dirichletcharakter.

Definition 5.7. Ein Heckecharakter auf G(I) wie oben heifit primitiv, falls es kein Ideal
J # 1, J|I gibt mit der Eigenschaft, dass

(20, [)=1 AN z=1J) = x(x)=1

Bemerkung: Fiir Primideale ist jeder nichttriviale Charakter von G(I) primitiv und der
triviale Charakter ist nur fiir auf G(1) primitiv.

Beispiel: Ein Charakter auf (Z/mZ)* ist primitiv wenn es keine Darstellung

(Z/mZ)* — (Z)WL)* — C

gibt mit m|m,m # m und einem Dirichletcharakter X : (mZ)* — C.

Eine wichtige Erkenntnis ist, dass jeder Charakter x¢ von G(I) als primitiver Charakter
von G(J) fiir ein J|I aufgefasst werden kann. Dazu bemerke man fiir zunéchst beliebiges
I1|I den kanonischen Isomorphismus zwischen der Untergruppe der Charaktergruppe
von G(I) die trivial auf der Klasse 1 mod (I;) wirkt und der Gruppe der Charaktere
auf G(I/Ip). Wéhlt man Iy als kleinstes gemeinsames Vielfaches aller Ideale I; die [
teilen fiir die der zugehoérige Charakter trivial auf der Restklasse 1 mod(I/I;) wirkt, so
ist J := I/ das gefordere Ideal. J heifle Fiihrer von xo.

Es wird also jeder Charakter von einem primitiven Charakter (mod J) induziert. Wei-
ters kann man aus dem chinesischen Restsatz schliefen, dass fiir paarweise relativ prime
Ideale I, I ..., I} gilt

Insbesondere muss man einen Charakter nur auf solchen Bausteinen kennen:
k

k
x(@ (mod [[1))=]]x(x (mod I;))
j=1

7j=1
wobei x; als Charakter auf G(I;) definiert ist durch

x(z  (mod I;)) = x(u)

mit

vu=z (modl;) A wu=1 (mod /).
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Proposition 5.3. Ist I = I115...I; mit paarweise relativ primen Idealen I; und x ein
Charakter auf G(I) so ist dieser primitiv genau dann wenn alle von den I; wie oben
induzierten y; primitiv sind.

Beweis: Seien Ji,...J; die Fiihrer von x1, ... xx. Bemerke zunichst, dass fiir
x=1 (mod J) mit J := Ji1Jo... Ji gilt

k
x(@) = xi(e) =1 (5.5)
=1

Ist nun ein x; nicht primitiv, so heifit das per definitionem genau I; # J;, woraus mithilfe
von (5.5) I # J folgt und daher ist x nicht primitiv. Ist umgekehrt x nicht primitiv,
dann gibt es ein echtes Ideal J = Jj ... J von I mit x(z) =1 fir =1 (mod J), wobei
Ji|I; fiir alle 4. Daraus folgt aber I, # J;, fiir mindestens ein iy. Dieses i liefert wegen
Xio(x) = 1fiirz =1 (mod J;,), dass x;, nicht primitiv ist. Damit sind beide Richtungen
gezeigt. O

In Analogie zu den Zetafunktionen eines Zahlkorpers kann man fiir Heckecharaktere und
gegebenes Ideal M < Ok komplexwertige Reihen der Form

L(x;s) = Y x(a)N(a)™*
a<O
definieren, wobei a die ganzen Ideale des Ganzheitsrings von K durchlduft und x ein
Heckecharakter auf G(a) ist der durch x(a) = 0 wenn a nicht relativ prim zu M ist,
auf alle ganzen Ideale fortgesetzt wird. Diese nennen wir die zum Charakter x gehorige
L-Reihe. Im Fall von @ = m - Z entspricht diese Reihe einfach

L(x,s) ==Y _ x(n)n~*
n=0

Man sieht ganz dhnlich wie bei der Zetafunktion eines Zahlkorpers:

Proposition 5.4. L-Reihen sind in der Halbebene Re(s) > 1 lokal gleichmifig konver-
gent und stellen dort folglich holomorphe Funktionen dar. Weiters gilt die Produktdar-
stellung

L(x.s) = [ [ = x(P)N(P)™)7!

P

wobei P die Primideale von O durchlauft.

5.2 Abelsche Zahlkorper

Definition 5.8. Die Galoisgruppe einer normalen Korpererweiterung L/K ist die Men-
ge der Automorphismen von L die K fest lassen, in Zeichen Gal(L/K), oder wenn keine
Verwechslungsgefahr besteht auch G(L/K). Diese bilden beziiglich der Hintereinander-
ausfithrung eine Gruppe. Insbesondere ist Gal(K/Q) die Menge der Kérperautomorphis-
men eines Zahlkorpers K.



ABELSCHE ZAHLKORPER 55

Bemerkung: Man beachte, dass der Buchstabe G auch fiir die Idealgruppe G(I) eines
Ideals sowie spiter G(m) fiir die Gruppe von multiplikativ invertierbaren Elementen
(mod m) von (Z/mZ,-) verwendet wird. Verwechslungen sind wegen der verschiedenen
Argumente aber ausgeschlossen.

Bemerkung: Die Gruppeneigenschaften sind unmittelbar nachzurechnen und die 2. Be-
hauptung folgt, weil Q bei jedem Automorphismus fixiert wird.

Definition 5.9. Ein abelscher Zahlkorper ist ein Zahlkorper mit abelscher Galoisgruppe
Gal K/Q

Definition 5.10 (normal). Eine Korpererweiterung L/K heifit normal, wenn L
Zerfallungskorper einer Menge von Polynomen iiber K ist.

Definition 5.11. Eine Galoiserweiterung ist eine endlichdimsensionale, normale, sepa-
rable Korpererweiterung.

Bemerkung: Man sieht sofort aus der Definition, dass wenn M C K C L Koérpererweite-
rungen sind und L : M Galoiserweiterung ist, dann ist auch L : K Galoiserweiterung.
Wir formulieren nun eine Variante des bekannten Hauptsatzes der Galoistheorie im fiir
uns relevanten Fall.

Satz 5.1 (Hauptsatz der Galoistheorie). Fiir eine Galoiserweiterung ist der Verband
der Untergruppen der Galoisgruppe isomorph zum Verband der Zwischenkorper der
Erweiterung. Genauer gilt: Sei M C L Galoiserweiterung. Es gilt fiir alle Untergruppen
H der Automorphismengruppe G := Gal(L/M) sowie alle Zwischenkérper M C K C L
mit

fiz(K):={ceG:0(x)=2 VYVreK}

FIX(H):={ze€L:o(x)=2 VoeH}

dass fix und FIX Bijektionen zwischen der Menge der Untergruppen der Galoisgrup-
pe G und der Menge der Zwischenkorper darstellen. Es gilt fix(FIX(H)) = H, sowie
FIX(fix(K)) = K. Die Untergruppen der Galoisgruppe stehen in einem 1:1 Verhilt-
nis mit Zwischenkorpern. Weiters ist [L : K] = |Gal(L/K)|, insbesondere [L : M] =
|Gal(L/M)].

Obiger Satz zeigt, dass wenn eine Galoiserweiterung L/K vorliegt- und nur in diesem
Fall- die Monomorphismen aus Satz 1.6 Koérperautomorphismen von L sind.

Im uns interessierenden Fall von Zahlkérpern wird oft M = Q(«) ein Zahlkorper sein.
Allerdings erfordert die Herleitung der Klassenzahlformel auf unserem Weg auch das
Studium allgeinerer Strukturen wie P-adischer Kérper. Wir werden den Hauptsatz der
Galoistheorie immer wieder implizit verwenden indem wir von der einem Unterkérper
M C K C L einer Korpererweiterung L/K entsprechenden Untergruppe Gal(K /M) der
Galoisgruppe Gal(L/M) der Erweiterung im Sinne der Galoistheorie sprechen.

Definition 5.12. Ein algebraischer Zahlkorper heifit Kreisteilungskdorper, wenn er durch
Adjunktion einer komplexen Einheitswurel zu Q entsteht, K = Q((n ).
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Eine k-te Einheitswurzel ¢ heifle im folgenden primitiv, wenn ihre multiplikative Ord-
nung k ist.

Wir studieren nun die Galoisgruppen von Kreisteilungskorpern.

Satz 5.2. Sei ( eine primitive p"-te Einheitswuzel, 7 := o(p") — 1 = p"~(p — 1) — 1,
N :=ny(p") — p"!. Betrachte K = Q(¢). Diese Erweiterung K/Q ist normal von Grad

(K : Q] = o(p") (5.6)
Die Elemente 1,(, ... (" bilden eine Ganzheitsbasis von K und es gilt
d(K) = (1P~ 1/2pN

Die Galoisgruppe von K/Q ist isomorph zur multiplikativen Gruppe G(p™) der nicht
durch p teilbaren Restklassen (mod p™).

Beweis: Weil ¢ primitiv ist, sind alle anderen Einheitswurzeln in Q(¢) enthalten. Diese
sind aber die Konjugierten von (, also ist K normale Erweiterung. Um (5.6) zu zeigen
miissen wir zeigen, dass das Polynom W (z) = (z¢" —1)/(zF"" — 1) irreduzibel iiber Q
ist, denn W ({) = 0. Setze F(x) := W (x + 1). Einfache Induktion zeigt

L+ oy = a4 pWyz), (5> 1)

mit einem Polynom W;(z) vom Grad kleiner als jp"~!. Es ergibt sich weiter

p—1 D
F(z) (@) + > (L +a" Y =pV(a Z() A
7=0

mit einem Polynom V(z) vom Grad kleiner als (p — 1)p"~!. Wegen F(0) = W(1) = p
zeigt das, dass F' Eisensteinpolynom beziiglich p ist und daher irreduzibel, natiirlich
gleiches fiir W.

Fehlt noch die Aussage iiber die Diskriminante. Nach Proposition 3.3 haben wir

di/(¢) = (—1)PP~D2 N 0 (W) (5.7)

Es gilt
n—1

W' (z)(zP  —1)+ p”_lI/V(a:)x/pn_l_1 = piaP 1

Weil n := Cpn_l primitive p-te Einheitswurzel ist vereinfacht sich die obige Gleichung zu
W'(¢)(n—1) = p"¢~! und weiter
Nio(W'(¢)) = Nijg(p"(n—1)Q) 7" = p™ "IN (n = 1)0) (5.8)

Wir bemerken nun dass Ng/q(¢) = 1, sowie dass  — 1 Nullstelle des Polynoms
(x+ 1P+ ...+ (2 +1)+ 1ist. Setzt man nun L := Q(n) so fithrt das zu

n—1

Nicjo(n—1) = Npjo(Ng/p(n— 1)) = Npjo((n— 1P ) = p? (5.9)
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(Dabei ist Proposition 1.1 eingegangen). (5.7), (5.8) und (5.9) riickwérts ineinander
eingesetzt, die Multiplikativitéit der Norm in der rechten Seite von (5.8) ausgenutzt
ergeben die gewiinschte Formel

dicjal€) = (~1p /%Y

Aus der Produktdarstellung von dg q folgt sofort dq(¢) = dg/p(¢ — 1) und (¢ — 1)
erfiillt eine Eisensteingleichung (mod p). Daher ist dg/q(¢) = d(K) und damit bilden
die Potenzen von ( eine Ganzheitsbasis, siche Korollar 3.3.
Wegen der Irreduzibilitit von W sind alle primitiven p™-ten Einheitswurzeln zueinander
konjugiert. Das bedeutet aber, dass

¢— (Y 0<a<p", pta

einen Automorphismus G, € Gal(K/Q) induziert. Die zugehorige Abbildung G(p™) —
Gal(K/Q) ist offenbar ein Isomorphismus. O

Um den allgemeinen Fall zu behandeln bedarf es einiger Vorbereitungen. Zunéchst ein

Lemma 5.2. Jeder algebraische Zahlkorper K # Q erfiillt |d(K)| > 1.
Beweis: Sei wy, ...w, Ganzheitsbasis von K und bezeichne ng ) die Konjugierten zu
oj(w;), (1 <14,j <n). Wendet man Minkowskis Satz iiber Linearformen (Korollar 1.2)

angewandt auf das System

Lj(xl,...xn):Zw,(cj)xk (1<j<mn)
k=1

und M := {(z1,...,2,) € R" : z; € Z}- dieses hat d(M) = 1- unter Beriicksichtigung
von ]det[wij)]] = 4/|d(K)| ergibt eine nichttriviale Lésung (X1,...X,) von

Nk g (Xawy + ...+ Xpwn)| = [ 1L (X1, ... X0)| < V]d(K)]
j=1

Die linke Seite ist aber eine von Null verschiedene ganze Zahl, also muss die rechte echt
grofler als 1 sein. O

5.3 Normabbildung und Inverse Normabbildung

Bzezeichne wieder durchgehend R einen Dedekindring mit Quotientenkoérper K, L eine
nedliche Erweiterung von K und S den ganzen Abschluss von R in L, sowie G(K) bzw
G(L) Gruppen der gebrochenen Ideale von R respective S, und bezeichne mit I(K) bzw
I(L) die Halbgruppe der echten Ideale von R bzw S. Um Zusammenhénge zwischen
G(L) und G(K) zu verstehen, fithren wir zwei Abbildungen ein:

Definition 5.13 (Inverse Normabbildung). Die Abbildung
A— AS

nennen wir inverse Normabbildung.
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Unmittelbare Eigenschaften der inversen Normabbildung sind: i7,/x (A) ist der kleinste
S-Untermodul, der A enthélt, und wegen (AS)(BS) = ABS ist sie ein Homomorphismus.
Sie ist auch als Mengenfunktion monoton und bildet Hauptideale wieder auf Hauptideale
ab.

Primideale von R werden durch die inverse Normabbildung nicht respektiert, gehen also
nicht in Primideale in S iiber. Wir sagen, die in der eindeutigen Primidealzerlegung des
Bildes eines Primideals P

ir/k(P) = e ... 05

vorkommenden Primideale p; liegen iber P und der Exponent e; heifit Verzweigungsindex
von g; iiber K und wir schreiben dafiir e, /i (;). Das Ideal p; heifit im Falle e,/ (;) > 1
verzweigt, sonst unverzweigt.

Ein Primideal P von R heifit verzweigt in L/K, falls mindestens ein Primideal von S
das iiber P liegt verzweigt ist.

Eine Erweiterung L/K heifit unverzweigt, falls alle Primideale von S unverzweigt sind.
Teilt dariiber hinaus ey, /x(p;) die Charakteristik des Korpers S/p;, so heifit p; wild
verzweigt, ansonsten schwach verzweigt.

Proposition 5.5. Ist p Primideal in S, dann ist P := p N R das eindeutige Primideal
in R, das unter p liegt.

Beweis: Sei J := pN R. Es gilt

0CJCR (5.10)

denn J enthilt mit jedem a € p auch Ny, k(a)- die Norm liegt ja stets in R- was die linke
Seite von (5.10) zeigt, aber auch 1 ¢ J. Die Einbettung von R in S fithrt J in p tiber und
induziert damit einen Homomorphismus von R/J nach S/, der wegen J = pN R sogar
eine Einbettung ist. Letzteres ist aber ein Koper weil p Primideal ist, und R/I kann als
Unterring eines Korpers keine Nullteiler haben, und das gleiche Argument in die andere
Richtung liefert, dass J Primideal in R ist. Wegen iz g (J) = S(p N R) C SpNSR=p
liegt p iiber J. Jedes andere Primideal von R das unter @ liegt miisste in p N R = J
enthalten sein, und weil Primideale in Dedekindringen maximal sind muss es J gleichen.

g

Der Beweis der Proposition zeigt, dass wenn g iiber P liegt, es eine Einbettung von
R/P +— S/p gibt. Es gilt [(S/p)/(R/P)] < [L : K], denn ein a € S erfiillt definionsgemif
eine Gleichung

n—1
a”+ZC¢a”_1:O, (ieR, n=][L:K)])
i=1

und fiir die zugehorige Klasse @ (mod p) gilt

n—1
a+y @a" =0, (G€R/p)
=1
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Definition 5.14. Fiir ein Primideal iiber P bezeichnen wir den Grad [S/p : R/P] als
Trigheitsgrad von g iber K und schreiben dafiir fr/x ().

Lemma 5.3. Schreibt man fiir ein Primideal P < R die Primidealfaktorisierung seiner
inversen Normabbildung

ir/k(P)=PS=p7'p3" .05  9ia8
dann gilt mit f; := fr/x(p;) die Gleichung
eifi+...+tesfs=n

Beweis: Sei der Kérper k := R/P. Die Einbettung R +— S induziert einen Homomorphis-
mus von k nach S/PS, die eine Einbettung ist weil es sich nicht um die Nullabbildung
handelt und % ja Korper ist. Diese induziert auf S/PS eine k-Vektorraumstruktur. Glei-
ches gilt fiur die Strukturen S/p®.

Wir wollen im néchsten Schritt beweisen, dass seine k-Dimension

dlmk(S/PS) =eifi+...+esfs (511)
gleicht. Nach Lemma 2.6 geniigt es sich auf die einzelnen Faktoren zu beschrinken, also

dlmk(S/goel) = ez-fi, 1<i<s
Die Isomorphiesétze fiir Ideale auf unsere Situation angewandt liefern (S/ ")/ (S/ plmfl) &
p’iﬂ_l /9, zusammen mit Proposition 2.1 ergibt sich

dimy(S/p;") = e;
Weiter haben wir

dimy(S/p%) = (dimgy,, S/p;")(dimg S/ ;) = e fi,

nach Definiton von f; und (5.11) folgt.
Nun sei an die Definitionen 5.4, 5.5 erinnert. Sei v der von P in K erzeugte Exponent,
R’ der zugehorige Exponentenring und N der R'-Modul R'S C L. Schreibe beliebiges
x € L als

T=T1Yy1 + ...+ ToYm, r;€R, y; €S
Nach Proposition 5.2 Punkt 1 kann man x; = % schreiben mit ¢; € Rund b € R\ P,
insbesondere = ¢ mit a € S und obigem b. Ist P(t) Minimalpolynom von a iiber K
vom Grad 7, dann ist offenbar P(bt)b~" Minimalpolynom von z mit Koeffizienten aus
R'. Damit ist auch Spy,/x € R’
Wihle ein Element w aus N, das die Erweiterung L/K erzeugt (siche Satz vom primi-
tiven Element) und bezeichne seine Konjugierten in K mit w1, . . . wy,.
Es gilt det [wé]zjzl # 0 und daher ist das System

S (wiv')— 1 firi+1=7j, 1=0,1...n—1,
PLc(WU) =0 firit 144,  i=0,1...n—1,

L.
I
[ —
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fir vq,...v, € L losbar. Weil die v; K-linear unabhingig sind, konnen wir x € N als
r=x1v1 + ...+ 2V, mit x; € K schreiben. Weil zw" € N ist

Spryx(zw’) € R, i=0,1...n—1 (5.12)
aber auch
SpL/K(xwi) = ijSpL/K(vjwi) = T;_1, (1=1,2...n) (5.13)
j=1

und nach (5.12) und (5.13) gemeinsam liegen alle z; in R’. Damit ist N Untermodul des
frei von den v; erzeugten R’-Moduls. Nach Lemma 5.1 ist R’ Hauptidealring, ergo hat
N hochstens n Erzeuger. Klarerweise ist IV torsionsfrei, also ohne Elemente endlicher
Ordnung. Ein schon zitiertes Resultat aus Algebra besagt, dass solche endlich erzeugten
torsionsfreien Moduln bereits frei sind. Die Dimension des Moduls muss weiter genau n
sein, weil der Modul N n K-linear unabhéngige Elemente besitzt. Wir kénnen demnach
N = @@ u; R schreiben mit u; € S. Zu a € P\ P? betrachte aN = & au; R’ und die
Funktion
®: N+ (R /aR)"

n
Zaiui +— [a1 (mod aR'),...,a, (mod aR)].
i=1

Diese ist surjektiv und hat Kern aN. Nach dem Homomorphiesatz ist N/aN = (R’ /aR')™
als abelsche Gruppen. Nach Proposition 5.2(4) |R'/aR'| = |k|, also |[N/aN| = |k"| und
dimy N/aN = n.

Zum anderen haben wir aber oben gezeigt, dass der natiirliche Isomorphismus von
S/PS — N/aN zur Einbettung von S in N zu dimg N/aN = ejfi...+ esfs fiihrt.
Beide Zahlen miissen also iibereinstimmen. g

Sei nun L/K normale Erweiterung. Lisst man ein Element g der Gal(L/K) auf ein
gebrochenes Ideal von I C L wirken, so ist das Bild wieder ein gebrochenes Ideal. Solche
Ideale wollen wir als zueinander konjugiert bezeichnen. Mit dieser Bezeichnung und
der Voraussetzung einer normalen Erweiterung L/K formulieren wir eine Verbesserung
obigen Satzes:

Satz 5.3. Ist L/K normal und P < R Primideal von R, dann sind alle Primideale
Q@ < S iiber P zueinander konjugiert und haben die selben Verzweigungsindizes e und
Tragheitsgrade f. Ist g ihre Anzahl, so gilt weiter efg = n.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass alle Verzweigungsindizes und Grade iibereinstimmen. Es
reicht dariiber hinaus aus zu zeigen, dass die Primideale iiber P zueinander konjugiert
sind. Die Grade f; sind dann ohnehin gleich und die Gleichheit der e; sieht man ein,
indem man

PS = pf'... p¥ (5.14)

schreibt und die Wirkung eines g € Gal(L/K) ansieht. Sind die Ideale iiber P konjugiert,
dann werden sie einerseits durch Anwendung von g nur permutiert was P.S = g(PS) nach
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sich zieht, wenn man ¢(p1) — ; hat ergibt sich aus der eindeutigen Primidealzerlegung
durch Vergleich der rechten und linken Seite der Gleichung

pil.”pgs — PS = g(PS) _ g(pl)q _..g(ps)es

dass e; = e wie gefordert.

Um zu zeigen, dass die p; in (5.14) konjugiert sind, bemerken wir noch einmal, dass g €
Gal(L/K) als Permutation auf den p; wirkt. Man erkennt also, dass nur die Transitivitét
von Gal(L/K) zu zeigen ist. Die Endlichkeit der Klassenzahl h(.S) von S und der kleine
Fermat fiir Gruppen implizieren die Existenz eines a € S mit

p}f(s) =as, acsS (5.15)

da das neutrale Element der Idealklassengruppe die Hauptideale sind. Offenbar a €
©1. Seien ai,...a, die Konjugierten von a = a; in K. Nach Definiton Ny g (a) =
Npg(a1) = araz...a, € p1, weil a € p1. Deswegen ist das Hauptideal Ny, /i (a)S C PS.
Insbesondere ist ajasz . .. a,S teilbar durch g;, und weil P Primideal ist muss ein a; € @;
sein, 0BdA a;. Sei g € Gal(L/K) das Element das a nach a; schickt. (5.15) liefert

9(p1)"® = g(a)S = a;8

wegen a; € p; aber g(pl)h(s) C ;. Weil aber p;, g(p1) Primideale sind und daher nach
Voraussetzung maximal, folgt zuniichst g(p1)"®) = p; und aber auch g(p1) = g;, da
wegen der Maximalitit von g; die Potenzen nicht echt kleiner werden diirfen. Damit
wirkt Gal(L/K) transitiv. O

Definition 5.15 (Normabbildung). Sei L/K Korpererweiterung, ¢ <.S Primideal von
S und P das Primideal von R das unter p liegt. Dann bezeichnet

N k(p) = Plux@) (5.16)

die Norm von p und die Vorschrift

(I = Hpa@ = Npx()= HPa@fL/K(W))

setzt die Normabbildung auf die Idealgruppe G(I) fort.
Aus der Definition der Groflen ey, k., fr/x ergibt sich unmittelbar

Proposition 5.6. Sei wieder K Zerfillungskorper vom Integritétsring R und L
Zerfallungskorper von S, sowie K C L C M Korpererweiterungsturm, und 71" der ganze
Abschluss von S in M. Sei weiter P C g, P Primideal in S und g Primideal in 7', dann
gilt

ev/k(9) = enyr(p)er x (P), Fryr(©) = fayn(9) fryx (P)

Korollar 5.1. Sind M/L und L/K beide unverzweigt, so auch M /K.
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5.4 Weitere Vorbereitungen zu Kreisteilungskérpern

Definition 5.16. Sei R Dedekindring mit Quotientenkérper K und L/K separable, end-
liche Korpererweiterung, die (EN) erfiillt und die Endlichkeit der Klassenzahl gewihr-
leistet.

Sei weiter A C L von Null verschiedener R-Modul. Der R-Modul

A*:={zxeL: Spyk(rA)CR} (5.17)
heifit Kodifferent von A in K.
Die Notation obiger Definition werde nun fortgefiihrt.

Proposition 5.7. Sei A ein gebrochenes Ideal in L uns sei S der ganze Abschluss von
Rin K.

1. Dann ist der Kodifferent A* ein gebrochenes Ideal in L
2.
AAT =57
3. Ist dariiber hinaus A €S echtes Ideal von S, so auch (A4*)~!.
Beweis:

1. Seien x1,2x9 € A*, b1,by € S. Die Mengeninklusion
Spr/k ((b171 + box2)A) C Spr /i (214) + Spr K (124) C R

zeigt leicht, dass A* ein S-Modul ist. Nach der Voraussetzung an die Ringe gibt
es ein a € S mit aA C S andererseits ist jedes solche a nach Definition (5.17) in
A*. Diese Uberlegungen zusammen ergeben dass A* # 0. Bleibt also zu zeigen: Es
exisitert ein ¢ € .S mit ¢A* C S, in logischen Quantoren

dgeS: qA*CS (5.18)

Waéhle dazu eine Basis wy, ... w, C S von L iiber K- nach Satz 1.3 ist dies molgich-
und 0 # b € AN R. Setze

q:=b-det[Spr/x (ww;)]

Weil L/K separabel ist gilt ¢ # 0. Auerdem gilt fiir alle 1 < j < n, dass
bw; € S. Nach der Wahl der w; hat jedes x € L und damit jedes a € A* eine
Darstellung © = ciwy + ... + chwn, ¢ € K. Die letzten beiden Bemerungen
zusammen ergeben also Spy i (brw;) € R, da Norm (1.1) und Spur (1.2) nach
Kapitel 1 im Grundkoérper enthalten sind. Es gilt aber wegen b € A auch

n
Spryr(bawy) =b>  cxSpr e (wiwy)
k=1
und nach der Cramerschen Regel gilt bey det[Spr,x (wiw;)] € R fiir alle solchen
Elemente. Daraus folgt aber gx € S. Wegen der Beliebigekeit von z € A* also
gA* C S und damit erfiillt das konstruierte ¢ Bedingung (5.18).
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2. Die weitere Behauptung AA* = S* sieht man vermoge

a€ A" & Sprg(ad) C R Sprg(aAS) CR& aAC S < ac AT1Lg

3. Der letzte Punkt folgt aus
(AcS=ScA) = @A)V 1=5U4Ttcaay =8¢

0

Definition 5.17. Zu einem gebrochenen Ideal A von L sei das nach vorangehender
Proposition gebrochene Ideal (A*)~! als Different von A iiber K bezeichnet, in Zeichen
Dp/k(A). Im Falle A = S heif3t es der Different der Erweiterung L/K, in Zeichen Dy, /.

Die natiirliche Selbstabbildung der Idealgruppe G(M) via A + Dy i (A) ist im allge-
meinen kein Homomorphismus, aber es gilt

Proposition 5.8. Ist K C L C M ein Koérpererweiterungsturm, dann gilt

Dy =Dy - Dk (5.19)

Beweis: Es ergibt sich die Aquivalenzkette

a € D;/ll/L = SpM/L(a) eSS DZ}KSpM/L(a) C DZ/lK = SpL/K(DZ/lKSpM/L(a)) CR

& Spuyk(aDy ) C R aDy e € Dby € a € Dy Dy

Wegen der Beliebigkeit von a also D]T/}/L = Dy, /KD]T;/K und damit die Aussage des
Lemmas (5.19). O

Wir erweitern nun den Begriff der Diskriminante fiir relative Erweiterungen L/K, L und
K algebraische Zahlkorper. Diese ist nun keine Zahl, sondern ein Ideal. Dies ist notwen-
dig, da bei solchen Erweiterungen keine Ganzheitsbasis von L {iber K mehr existieren
muss, unsere einstige Definition also keinen Sinn mehr macht. Selbst wenn es Ganzheits-
basen gibt, ist nach der alten Definition die Eindeutigkeit nicht gegeben. Wir definieren
also

Definition 5.18 (Diskriminante). Die Diskriminante dy,x einer Erweiterung L/ K zwei-
er Zahlkorper K, L ist das Ideal definiert durch

Ni/k(Dp/k) (5.20)
mit der Normabbildung (5.16).

Bemerkung: Im Falle L = Q stimmt dj g mit dem von d(L) erzeugten Hauptideal
iiberein, wobei d(L) die klassische Diskriminante des Kérpers L aus Korollar 3.2 ist.

Korollar 5.2. Fiir einen Korperturm K C L C M gilt

d(M/K) = d(L/K)MH N e (d(M/L))
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Korollar 5.3. Sind K, L Zahlkérper mit Q C K C L, dann gilt d(K)E5d(L).

Nun betrachten wir wieder den allgemeinen Fall mit zugrunde liegendem Dedekindring
R, weil wir spéter davon Gebrauch machen miissen. Betrachte zu einem Erzeuger a € S
von L/K sein Minimalpolynom

F(t):t”—l—an_lt”_l—i—...—i—ao, a; € R
und definiere

or/K(a) == F'(a)

Setze § durch 6(b) = 0 fiir Nicht-Erzeuger b von L/K fort.
Definition 5.19.

Fiir einen Unterring R C A C S von S sei der grofite gemeinsame Teiler aller in A
enthaltenen Ideale I < .S mit fa4 bezeichnet. Wir nennen ihn Fihrer von A.

Wir zielen nun auf den Beweis folgenden Satzes ab:
Satz 5.4. Der Different Dy, /i <.S wird von {d(a) : a € S} erzeugt.

Proposition 5.9. Gilt R C A C S und ist A ein Ring, dann ist
fa={zxeL:2A"CS*} und faCA
Beweis: Sei

I'={xeL:zA*CS*} (5.21)

Fiir die eine Richtung bemerke, dass fir z € I,y € S nach Definition (5.17) von S* die
Inklusionskette

yrA* C yS* C S*

gilt, demnach ist I ein S-Modul.
AuBerdem zeigt die sofort aus (5.21) folgende Mengeninklusion

Spr g(IA") C Spr/k(S*) C R
unmittelbar, dass A* C I und damit I C A C S. Weil A Ring ist ist also insgesamt [
Ideal in S und damit fa|l nach Definition des Fiihrers.
Sei umgekehrt J <.S und J C A, y € A*. Zweiteres bedeutet Spr,(yA) C R und
daher Spr i (JyS) C Spr/x(yA) C R und weiter yJ C S* nach (5.17). Das bedeutet
wieder nach Definition des Kodifferenten (5.17) und der von [ in (5.21) aber J C I. Die
Beliebigkeit von J zeigt die fehlende Inklusion. O

Wir studieren nun in Hinblick auf den Beweis von Satz 5.4 Ringe der Form R|al, a € S,
wobei a die Erweiterung L/K erzeugt. Diese haben mit [L : K] = n die Form

Rla] = ®}-jd’R

wie leicht zu sehen ist.
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Proposition 5.10. Sei A = R[a] wie oben und f(¢) normiertes Minimalpolynom von
a (beachte a € S), dann ist ein Erzeuger des Kodifferenten A* als R-Modul explizit
gegeben als
A" = Bi=<{ i i =0,1 1} (5.22)
=D =<{77=: J12=0,1,...n— > .
f'(a)

wobei die gespitzten Klammern < . > das Erzeugnis andeuten.

Beweis: Die Lagrange-Polynominterpolationsformel fiir ein Polynom vom Grad n mit
(n + 1) Stiitzstellen

P(x) =Y li(x) f(z),  Li(z) = ez

T — 1
j=1 j=04#i " Y

angewandt auf unsere Situation fiir die Polynome {x,z?, ... 2" 1 2" — f(z)} liefert

n ak; k+1 - — .
Z j flx) { x firk=0,1...n—2 (5.23)
j=1

— f’(aj).x—aj_ " — f(x) firk=n-1

wobei a; = a,aq,...a, die Konjugierten von a sind, weil der Nennerterm der [; in der
Lagrange-Formel genau der formalen Ableitung entspricht. Setzt man = = 0 in (5.23)
bekommt man

Spryx(a’/f'(a)) € R (5.24)

was per Definition a//f'(a) € A* bedeutet, also B C A*.
Fiir die Umkehrung sei b € A’ beliebig mit Konjugierten by = b,bs...b, und sei f(t)
gegeben als f(t) = co+ c1t + ...+ ¢,t". Man erkennt, dass die Koeffizienten von

n n

bif () S <
P(z) = Z xli == ch ZkapL/K(bajfkfl)
j ! k=0

i=1 j=1 =

wegen Spr/x(bA) C R in R liegen. Wegen bf'(a) = P(a) € Rla] ist b € B was die
umgekehrte Inklusion A* C B bestétigt. O

Korollar 5.4. f'(a)S C Rla]

Beweis: Wegen S C A* und der Darstellung (5.22) von A* von oben gelangt
man zu f'(a)S C f'(a)A* C Rlal. O

Proposition 5.11. Sei A = R]a], dann gilt

1.
fa= 5L/K(G)DZ/1K

fa={zcA:2SCc A=A

Beweis:
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1. 61, K(a)DZ}K ist nur eine andere Schreibweise fiir f/(a)S* und wegen S* C A* gilt
nach letzter Proposition 5.10 f’(a)S* C R[a]. Aber nach Definiton ist a € S-also
ganz- und damit sind auch alle Elemente von R[a] in S, weil die ganzen Elemente
eine Ordnung bilden (vgl Kapitel 1 Satz 1.3). Insgesamt also

d/x(a)Dp e C 8

und nach Definition des Fiihrers fa teilt dieser also dy,, K(a)DZ/lK. Wegen (5.24)
ist
Spr/k(A/f'(a)) C R, daraus erkennt man A/f"(a) C S* und wegen fa C A weiter

fa/f'(a) C 5" (5.25)
Durch Multiplikation von (5.25) mit f’(a) haben wir zusammenfassend
fa C f1(@)S* =dpk(a)Dy Jy
erreicht. Insgesamt haben wir damit Punkt 1 nachgewiesen.

2. Fiir © € fa zeigt einerseits ©S C faS = fa C A, dass fa C A. Die umgekehrte
Inklusion ist aber gewissenmaflen trivial, hinsichtlich der Tatsache, dass A C A ein
S-Ideal ist und fa deren ggT.

O

Lemma 5.4. 1. Sei wieder a € S Erzeuger von L/K und sei A = Rla]. Ist p<.S mit
© 1 fa, so induziert die Einbettung von A in S Isomorphismen

S/ — AJ(ANE™), m>1

mit anderen Worten jede Restklasse (mod ™) von S kann mit einem Element
von A identifiziert werden.

2. Sei p < S Primideal von S und P das Primideal das Primideal von R das unter p
liegt (vgl Proposition 5.5). Schreibt man P.S = ©°I mit [ relativ prim zu g, und ist
a € I\ p Erzeuger von L/K und A = R[a], und gilt S/p™ = A/(ANp™),m > 1
wobei der Isomorphismus einfach durch die Einbettung von A in S gegeben ist,
dann gilt
p1fa.

Beweis:
1. Wihle b € fa \ g beliebig und ¢ € S. Proposition 5.11 Punkt 2 zeigt

W(a)
b

Wt e R[t]: c=

Aber wihlt man k mit b* = 1 mod(p™)- aufgrund der Endlichkeit der Faktor-
gruppe R/p™ und a6l = 1 fiir Gruppen ist so eine Wahl zuldssig- und beachtet
man
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b=V, V[{eR[t

weil fa C A nach Proposition 5.9, erhilt man

c=W(a)b*t=W(a)V(a) 1 (mod p™) (5.26)

Weil W (a)V (a)*~! € Rla] = A bedeutet (5.26) gerade, dass alle Restklassen eine
Entsprechung zu einem Element von A haben.

2. Wir zeigen erst: Jedes x € S hat eine Darstellung x = P(a)/D mit P(t) € RJ[t]
und 0 # D € R unabhéngig von z. Wegen A C S gilt § C S* C A* und wegen
Proposition 5.10 gilt S C R[a]/f'(a) (mit f Minimalpolynom von a iiber R). Wéhle
g € K[X] mit 1/f'(a) = g(a), so ergibt sich in der Tat eine Darstellung

1 V(a)
= , VeR|X|,DeER

fila) D -

Sei nun m maximal mit P™|D, sodass es also ein ¢ € DP~™ \ P C R gibt. Dann

hat nach Annahme x eine Darstellung x = b+ z1, b € A, z; € p°". Es ergibt sich

r1a™ € MI™ = S C P™A/D. Man hat also x1a™ € ¢ 1A, also z1a™ = d/c

mit d € A und weiter

ry =d/ca™ =V (a)/ca™, V € R[X]

Daher ca™x € A was ca™ € f 4 impliziert. Weil o Primideal ist und weder a noch
¢ darin enthalten sind gilt ca™ ¢ p, also fa € p im Widerspruch zu p|fa. O

Lemma 5.5. Sei p<.S Primideal von S und I < .S Ideal von S mit o4 I. Dann
Jael: VreSvn>0 Jy,€Rla]: z=y, (modp")

Beweis: Sei P das Primideal in R das unter g liegt und f = f7,x () der Trégheitsgrad
von p. Definiere zur kiirzeren Notation k := S/p und ko := R/P und sei a € k die Klasse
von a unter der natiirlichen Einbettung. Da k endlicher Kérper ist und damit separabel-
wie man durch das Nichtverschwinden der formalen Ableitung ersehen kann- kann man
sich Erweiterung k/ko nach Satz 1.5 (Satz vom primitiven Element) durch ein einziges
Element 7 erzeugen lassen. Sei t/ + by _1t/=1 + ... + by € ko[t] Minimalpolnom von ¥ in
und wihle b; € R deren Reduktion genau die b; ergeben und definiere

F(t)=t/ +bp 1t/ 4. 4+

Wihle ebenso y € S mit y (mod p) = 7 und sodass y zusétzlich die Eigenschaft hat, dass
F(y) ¢ p*. So eine Wahl ist moglich denn fiir ein y das lediglich der zweiten Bedingung
widerspricht erfiillt y + ¢, ¢ € o\ p? offenbar beide Bedingungen. Bemiihe weiters den
chinesischen Restsatz um a € S zu finden mit

a=0 (mod ), a=y (mod p?)
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wobei die Voraussetzung der Teilerfremdheit hier eingeht. Wir zeigen: Jedes so definierte
a geniigt den Anforderungen.

Sei x € S. Es gilt T = V(a) mit V(¢) € ko[t] und bezeichne mit W;(t) ein Polynom
dessen Reduktion (mod P) mit V (¢) iibereinstimmt. Es gilt # = Wj(a) (mod p), was
den Fall n = 1 des Lemmas beweist. Nun folgt eine Induktion. Sei fiir beliebiges x € S
also x = W,, (mod ™). Nach Definition von F' muss das Hauptideal F'(a) < S von o
geteilt werden, also F'(a)S = gJ. Weiters muss nach unserer Wahl von a gelten, dass
© 1 J. Damit existiert also ein u € J\ p und zugehériges v’ mit uu’ = 1 (mod p). Sei
weiter Q(t) € R[t] mit

v =Q(a) (mod p) (5.27)
Dann ist n
ci= W €S (5.28)

also kann man ¢ = T'(a) (mod p) schreiben mit 7'(t) € R[t] und indem man (5.28) nach
x auflost und (5.27) berticksichtigt

z=Wy(a)+T(a)F"(a)Q"(a) (mod p"™h) (5.29)

Damit ist der Induktionsschritt fertig, wie gefordert hat man zu jedem z € S ein pas-
sendes yn+1 € Ra] gefunden denn offenbar ist die rechte Seite von (5.29) in R[a]. O

Nun sind wir in der Lage den Beweis von Satz 5.4 aus den bisherigen Resultaten herzu-
leiten.

Beweis: Die vorangehenden beiden Lemmata 5.4,5.5 zeigen, dass es moglich ist zu festem
Primideal p < S ein a € L das L/K erzeugt zu finden, das

p1fa
erfiillt. Hinsichtlich Punkt 1 von Proposition 5.11

or/r(a) C D

und

faDp k= 01k (a), A = Rld]
missen alle Primideale in der Zerlegung von Dy schon in gleicher Potenz im jeweils
entsprechenden 6y, /x (a) enthalten sein, also erzeugen die 6y, /x (a) das Ideal Dy . O

Definition 5.20. Eine Erweiterung L/K heifit Zusammensetzung der Erweiterungen
K;/K und K9/K, wenn L der minimale Koérper ist der K; und Ko enthilt. Dabei
werden K1, Ko als Kérper in einem festen algebraischen Abschluss K von K betrachtet
(der ja bis auf Isomorphie eindeutig ist).

Bemerkung: Man sieht leicht, dass L durch K(a,...,an,[1, ... On) entsteht, wobei die
a; Basis von K1 /K und die §; Basis von K3/K bilden.

Lemma 5.6. Sei K Quotientenkorper von R und L/K Zusammensetzung der Erweite-
rungen K, /K, Ko/K dann stimmen iiberein:
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1. A:= Die Menge der Primideale P von R die d(L/K) teilen.

2. B:= Die Menge der Primideale P die d(K;/K)d(K2/K) teilen.

Beweis: Korollar 5.2 zeigt dass B C A. Sei P € B, sodass P { d(K;/K). Wir zeigen,
dass P das Ideal d(K3/K) teilt und haben damit die andere Inklusion. Die Definition
der Diskriminante sichert die Existenz eines Ideals p das iiber P liegt und den Different
dr/k teilt. Dieses Ideal kann nicht D /xS teilen, denn dann wére wegen

Pl = Ny k()N k(D yS) = Ny (N, (Drey yS))

= Ny ie(Dig i) = (/)

Pld(K1/K) und damit wegen Dy, /i = Dy /i, D, sk entgegen unserer Annahme p|Dy k.
Sei nun a € Ok, ganz iiber R das Ka/K erzeugt. Seien G(t), F'(t) die Minimalpolynome
von a iiber K respective K. Wir haben L = Kj(a) und F(t) = G(t)H(t) mit einem
H(t) € Ki[t]. Aus G(a) = 0 leitet man F'(a) = G'(a)H (a) ab. Das bedeutet aber, dass
F’"im von G’ in S erzeugten Hauptideal liegt. Nach Satz 5.4 gilt G'(a) € Dp/x C g,
damit auch F’ € p. Wieder Satz 5.4 gibt uns D,k C g, also P|d(Kz2/K).

O

Korollar 5.5. Ist M /K minimale normale Erweiterung von K die L enthilt, so ha-
ben d(L/K) und d(M/K) die selben Primidealteiler. Insbesondere ist L/K genau dann
unverzweigt wenn M /K es ist.

Satz 5.5. Seien K1 /K, K5/ K Zahlkérper vom Grad nj respective no mit relativ primen
Diskriminanten d(K),d(K32) und bezeichne mit L ihre Zusammensetzung, sodass also
L/Q = K1 K5/Q. Dann gilt

[L: Q] =ning

d(L) = d(K1)" d(K2)™

und wenn wy, ... wy, Ganzheitsbasis von K; und vy, ...v,, Ganzheitsbasis von K ist,
dann ist {v;w;: 1<i<mng, 1<j<ng} Ganzheitsbasis von L.

Beweis: Sei K minimale normale Erweiterung von Q mit K; C K. Nach dem letzten
Korollar und der Voraussetzung des Satzes haben wir

(d(K),d(K2)) =1 (5.30)

Sei nach Satz 1.5 (Satz vom primitiven Element) oBdA K = Q(a) und f(t) sei das
Minimalpolynom von a. Definieren wir ¢(¢) als Minimalpolynom von «a iiber Ky dann also
g(t)|f(t), und um die Gleichheit zu zeigen miissen wir zeigen, dass die Koeffizienten von
g(t) sogar rational sind. Diese Koeffiziente liegen als rationale Funktionen in manchen
Konjuigerten von a iiber Q sicher in K (hier wird K normal benutzt). Wir schlieen
weiter, dass der Korper k£ der von genannten Koeffizienten erzeugt wird in K N Ko
enthalten ist. Wegen Proposition 3.5 muss d(k) beide d(K) und d(K3) teilen. Wegen
(5.30) also |d(k)| = 1 und wegen Lemma 5.2 k = Q. Also in der Tat f(¢) = g(t). Daher
[L: K3] = [K; : K] =n; und mit dem Gradsatz [L : K| = nina.
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Die Diskriminante von E := {w;v;} ist d(K71)™ d(K2)"?, also muss wegen Proposition
3.4 d(L) diese Zahl teilen, denn E ist ja sicher ein Untermodul von Op,. Korollar 5.3
zeigt, dass auch d(L)|d(K;") gilt fiir ¢ = 1,2, also auch das Produkt weil die Zahlen
relativ prim vorausgesetzt sind. U

Jetzt konnen wir wesentliche algebraischen Eigenschaften von Kreisteilungskérpern fas-
sen.

Satz 5.6 (Struktur von Kreisteilungskorpern). Seien m, n positive ganze Zahlen, K, :=
Q(¢m) der Kreisteilungskorper, der durch Adjunktion einer primitven m-ten Einheits-
wurzel ¢, entsteht, ¢ die eulersche Phi-Funkiton (also die Funktion die die Zahl der pri-
men Restklassen modulo m z#hlt) sowie (m,n) := ggT(m,n) und [m,n] := kgV(m,n).
Weiters bezeichne wieder G(m) die Gruppe der primen Restklassen modulo m mit der
Multiplikation. Dann gilt

1. KKy = Kppy
2. Es gilt [K,, : Q] = p(m) sowie

d(Kp) = ] dspe)#m™

pm

und {1, G, - ..Cﬁ(m)fl} bildet eine Ganzheitsbasis. Auflerdem ist K,,/Q normale
Erweiterung mit Galoisgruppe isomorph zu G(m) vermoge

O: G(m) — Gal(K,,/Q)

= gr, gr((m) = Crrn

Das Minimalpolynom von (,, iiber Q ist gegeben durch

@ —1)
(xm - 17Hj<m(x] - 1))

Fa) = [[ - =

1<j<m,(j,m)=1

3. Falls m inkongruent 2 (mod 4), so gilt K,, C K,, & m|n. Also gilt fiir m,n beide
inkongruent zu 2 (mod 4), dass K, # K.

4. Falls m inkongruent 2 (mod 4) und m|n, dann ist die Untergruppe von G(n) die
K, iiber die Galoistherie entspricht

{reGn): r=1 (modm)}

5. Km N Kp = Ky )

Bemerkung: Die Forderung an m in den Punkten 3,4 ist keine echte Einschrankung wegen
m+1

K, = Ko, fiir ungerades m, weil offenbar mit —(,,,*> die primitive 2m-te Einheitswurzel
gegeben ist, also (2, € Ky, und damit K (o) C K((n). Die andere Inklusion ist trivial.
Beweis:
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1. Ist [m,n] = s, dann liefert die einfache Observation

Cm =C"y G =¢F
dass (m,(n € K(s) (beachte >, % € Z) und daher K,,K,, C K. Fiir die andere

‘n
Inklusion bestimme x, y als Losungspaar der Gleichung mx +ny = (m,n) = 2 wie

es mit dem Euklidalgorithmus stets méoglich ist. Wegen (5,(% = (s ist (s € KK,
damit auch K((s) € K, K.

2. Ist m = [[p% die Primfaktorzerlegung von m, dann ist nach dem vorigen Punkt
K,, die Zusammensetzung der Korper Kpa(,,) und nach Satz 5.2 sind deren Dis-
kriminanten paarweise teilerfremd. Nach dem letzten Satz 5.5 induktiv angewandt
ergibt die Aussage iiber die Form der Diskriminante und [K,, : Q] = ¢(m). Wegen
Proposition 3.5 und Lemma 5.2 folgt daraus K ;) N K ol = @ da es sonst einen

nichttrivialen gemeinsamen Teiler gébe und weiter wegen Satz 5.2 ist K,,/Q nor-
mal mit Gal(K,,/Q) = G(m) gelten. Die Formel fiir F;,, erhélt man, indem man
feststellt dass fiir zu m teilerfremde j ¢Z, zu G konjugiert sind, weil sie (Cf-ﬁ)t =(m
fiir ein t erfiillen. Die Aussage iiber die Galoisgruppen folgt sofort.

3. Fiir m|n gilt klarerweise K,,, C K,,. Ist d die Ordnung des aus Einheitswurzeln be-
stehenden Torsionsanteils aus dem dirichletschen Einheitensatz, so liefert die umge-
kehrte Annahme K,, C K,, wegen ¢, = (7 fiir ein a < d dass n|d und also K, = K.
Wegen Punkt 2 also ¢(n) = ¢(d). Wegen der Formel fiir die Phi-Funktion

o7 =T »!" " (v - 1)

und n|d liefert das die Félle d = n oder d = 2n mit n ungerade. Im ersten Fall ist
(m Potenz von (3 = (,- also m|n- im zweiten Fall argumentiert man ebenso um
m|2n zu bekommen. Ungerades m fiihrt nach obigen Uberlegungen zwangsliufig zu
m|n und gerades m ergibt m = 2 (mod 4), entgegen unserer Voraussetzung.

4. Setze q := 7 und bezeichne H die in der Galoiskorrespondenz zu K, gehorige

Unterguppe von G(n)- also die Menge der Automorphismen die K, fixiert. Diese
hat offenbar die Charakterisierung, dass

reH <« gr(Cm) = (m
Wegen ¢, = G ist 9r(Gm) = gr(Gn)? = Cn?, was aber
re H<=rq=q (modn)

bedeutet und also r = 1 (mod n) weil 7 in einer primen Restklasse mod n ist.

5. Setze d := (m,n), D := [m,n]. Nach Punkt 1 gilt sind Ky, K,,, K}, in Kp enthalten.
Bezeichne fiir r|D mit H, < G(D) die zu K, gehoérige Automorphismengruppe so
wissen wir aus Punkt 4, dass

Kyn = fix(HpHy) = fix({s (mod D):s=riry,r1 =1 (mod m),ro =1 (mod n)}).

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist die Annahme von Punkt 5 gleichbe-
deutend mit H,,H, = Hy. Die Inklusion H,,H, C H, ist unmittelbare Folge der
Definition. Fiir die Umkehrung wéhle s € H; beliebig und bemerke dass die Systeme

x=s (modm), x=1 (modn)
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y=1 (mod m), y=s (modn)

l6sbar sind fiir x bzw y. Betrachtet man nun die Reduktionen modulo D, so stellt
man fest, dass

z (mod D) € H,, y (mod D) € Hp, zy=s (mod D)
daher s € H,,H,,.
U

Fiir uns wird im weiteren vor allem Gal(K,,/Q) = G(m) von entscheidender Bedeutung
sein. Der zweite Punkt obigen Satzes impliziert sofort, dass K, stets abelsche Zahlkorper
sind. Die Erkenntnisse iiber Kreisteilungskorper sind deswegen so unentbehrlich weil
folgender tiefliegender Satz zutrifft, den wir ohne den mehrseitigen Beweis anfiihren. Ein
Beweis, der ohne Klassenkorpertheorie auskommt, findet sich in [Na74].

Satz 5.7 (Kronecker-Weber). Jede normale Erweiterung von Q mit abelscher Galois-
gruppe ist in einem Kreisteilungskoérper Q(¢,,) enthalten.

Also sind die Kreisteilungskorper quasi die Prototypen abelscher Zahlkorper.

5.5 Kreisteilungskorper und Primideale

Zuerst bendtigen wir ein Analogon von Lemma 5.4 das wir ohne Beweis anstellen

Lemma 5.7. Sei P < R Primideal von R und a € S ein Element das L/K erzeugt,
A = Rla] und fa Fiihrer von A. Dann sind dquivalent:

1.
PSN A= Plad

2. Die Einbettung von A in S induziert einen Isomorphismus
¢:S/PS+—— A/(ANPS)

jede Klasse von S (mod PS) enthélt also ein Element von A.

3. Die Einbettung von A in S induziert fiir alle m > 1 einen Isomorphismus

¢:S/P™S — AJ(ANP™S)

Pm"SNA=P"a
5. Das Primideal P teilt nicht N /x(fa).

Lemma 5.8. Sei (,, primitive m-te Einheitswurzel und K ein beliebiger Zahlkorper. Sei
P Primideal von Og mit m ¢ O und Trigheitsindex eins iiber Q, also fx,o(P) = 1.
Ist f die kleinste natiirliche Zahl mit N(P)f =1 (mod m), dann gilt in L := K ((p)

POL = p192...9q, g=|[L: K]

mit paarweise verschiedenen g; von Trigheitsgrad f.
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Beweis: Wegen Lemma, 5.3 ist lediglich zu zeigen, dass der Grad k eines Primideals <Oy,
das iiber P liegt f gleicht. Wir zeigen zunéchst: Der Fiithrer fa des Ringes Ox[(,,] teilt
das Ideal mOy,.

Sei g(x) Minimalpolynom von (,, iiber K, dann gilt f(z)g(z) = 2™ —1 mit einem g(z) €
Ok [z], denn natiirlich gilt f(z)|(z™ —1) und alle Koeffizienten von g sind augenscheinlich
ganz. Das heifit aber

51/ (G)9(Gon) = m - G

und weil (p, Einheit ist 67,5 (¢n)OL/mOL und wegen Proposition 5.11 auch fa|mOp.
Nach Definition der Normabbildung also Nk (f 4)|mE KO . Nun wenden wir obiges
Lemma an. Das Resultat eben zeigt, dass der Punkt 5 erfiillt ist, also auch die iibrigen
und man kann zu jedem x € Oy, ein F(z) € Ok|z] finden mit

x=F((n) (mod POy)

indem man a mit (,, identifiziert und unter Ausnutzung, dass die Ganzheitsringe O, O,
ganzabgeschlossen sind, also zu S korrespondieren aus obigem Lemma.
Die Defintion von f und Satz 3.6 erkennt man

2N = P ) NP = (NP = P(¢,)  (mod POL)

und damit auch (modg). Satz 3.6 zeigt aber, dass N(p) = N(P)* (Multiplikativitit der
Norm) die kleinste Zahl r ist sodass 2" = = mod(p) fiir alle z € Oy, giiltig ist, folglich
kE<f.

Wiire N(P)* # 1 (mod m) so wire ¢(V(P)" eine von ¢, verschiedene m-te Einheitswurzel,
also wére die Differenz

D =G € POL = (NP — (e

Mit K, = Q((m) heifit das aber, dass die Diskriminante dg,, /o(Gm) € - Diese ist aber

ganz, also Q]x (P _ (m € p N Z das nach Voraussetzung an m von einer Primzahl p f m
erzeugt wird, im Widerspruch zu unserer Charakterisierung von Kreisteilungskorpern
in Satz 5.6. Es muss daher N(P)* = 1 (mod m) gelten und daraus folgt die andere
Ungleichung f < t. O

Satz 5.8. Sei K = Q((,,) der m-te Kreisteilungskorper. Sei weiters p t m Primzahl und
f die kleinste Zahl mit p/ =1 (mod m), dann gilt

cpm
POk = P12 - .. ©g, gz(f)

mit paarweise verschiedenen gp; vom Trégheitsgrad f.
Ist andererseits p|m, also p = m®m; mit p { m; mit a > 1, und f kleinstmoglich mit
pf =1 (mod my), dann

p(mi)
f

POk = (p1p2...904) e=p("), g=

mit paarweise verschiedenen g; vom Trigheitsgrad f.
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Beweis: Der erste Teil folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Lemma hinsichtlich
Satz 5.6 Punkt 2 fir [K,, : Q] = ¢(m). Im Fall p|m gilt mit K; := K((p,) wieder
[K : Q] = ¢(m) und [K; : Q] = ¢(m1) und daher

e em) .
(K : Ky = ) o(p") = [Q(Gpe) - Q]
Aufgrund dieser Gleichheit muss das p®-te Kreisteilungspolynom irreduzibel sein (da
[K : K;] sonst nicht den volle Erweiterungsgrad [K : Kj] hitte sondern einen echten
Teiler davon). Wendet man den ersten Punkt vermége p  my auf den Koérper K; an
erhilt man
e(m)
S
Nach Satz 5.3 sind in der nach Satz 5.6 normalen Erweiterung [K : Q] alle Verzeigungs-
indizes gleich also hat man

POk, =Pi...P,,  g=

PRk = (p192- .- 9r)° (5.31)
wobei es unsere Aufgabe ist 7, e zu bestimmen. Fiir die gp; von oben sagt Satz 5.3
refxo(pi) = [K : Q] = (m) (5.32)

und weil p unverzweigt ist in K;/Q, muss (e, [K; : Q]) = 1 gelten und wegen (5.32)
daher

el[K : Ki] = ¢(p")
Beachte nun, dass p wegen Nk, /o(p) = p und der Multiplikativitét der Norm héchstens
©(p®) Nichteinheiten als Teiler in einer beliebigen Faktorisierung haben kann (die dann
alle Konjugierte mit Norm jeweils p sind). Diese Tatsache angewandt auf die konkrete
Faktorisierung

p=Fu@)=J[-¢)=0-G)")  JTQ+Ge+...+¢h)
k,ptk k,ptk

zeigt, dass der letzte Produktterm eine Einheit € sein muss, da (1 — (pe) offensichtlich
nicht Norm 1 hat und damit keine ist. Diese Erkenntnis bedeutet also zusammengefasst

p=c (1= G)e
Zusammen mit (5.31) also
POK = (1= Go)?* Ok = (p1... r)°

und weil e|p(p®) muss e = p(p?) gelten.
Fiir » kann man nach Defintion von f, g mittels Satz 1.7 sofort auf r > g schlieflen. Fiir
die andere Ungleichung ergibt e = ¢(p%)

re(p") fro(pi) = p(m) = p(m1)p(p") = 7 fr/0(pi) = ¢(m1)

Nach Definiton ist aber auch fg = ¢(m1) und aber auch fxo(9:i) = fr /K, (9i) f. Kom-
bination dieser 3 Gleichungen ergibt

Tk (@) =9g=g=>71



P-ADISCHE KORPER 75

5.6 P-adische Korper

Am Anfang sei an Abschnitt 5.1 verwiesen, dessen Notation wieder verwendet wird.
In diesem und dem folgenden Unterkapitel werden eine Reihe von Sdtzen und Lemmata
aufgrund des Umfangs nur mit groben Beweisskizzen angefiihrt. Lediglich Sétze, in denen
auf mehrere vorangehende Feststellungen zuriickgegriffen wird, werden exakt bewiesen
um den logischen Aufbau moglichst liickenlos zu illustrieren. Man findet die fehlenden
Beweise sdmtlich in [Na74].

Satz 5.9 (Vervollstindigung). Sei K Korper mit Bewertung v. Dann existiert ein bis auf
Isomorphie eindeutiger Korper (dh alle Bewertungen sind gleich) L D K mit Bewertung
w derart, dass

1. L ist vollstdndig beziiglich w
2. die Bewertung w stimmt auf K mit v iiberein, dh w(z) = v(z) Vo € K.
3. K liegt dicht in L

Dariiber hinaus ist w diskret, falls v es ist. Ist v eine zum Primideal P assoziierte Be-
wertung, gilt v(K) = v(L). Der Ring R, := {x € L : w(z) < 1} ist der Abschluss von
R, :={x € K : v(x) < 1} und das Primideal P, = {x € L : w(x) < 1} ist der Abschluss
von P, :={z € K :v(z) < 1}.

Beweis: (Skizze)

Man konstruiert zu einem vollsténdigen metrischen Raum der die Bedingungen erfiillt

(enthalt K dicht und die Mterik stimmt mit der Bewertung iiberein) zuerst eine Ringstruk-
tur, indem man x +y als lim z,, 4+ y,, fiir gegen x bzw y konvergente Folgen x,, respective

Yn definiert und zeigt, dass dies wohldefiniert ist. Daraus ergibt sich auch unmittelbar

der letzte Teil der Aussage iiber die Abschliisse. Es stellt sich heraus, dass dies sogar

eine Korperstruktur induziert. Die Fortsetzung ist wegen Stetigkeitsgriinden wieder eine

Bewertung. ([l

Definition 5.21. Sei v eine diskrete Bewertung zum Primideal P <1 O . In diesem Fall
bezeichne Kp oder K, die Vervollstindigung L von K beziiglich der Topologie von v aus
dem obigen Satz und diese heifit P-adischer Korper. Zugehoriges Rp wie oben nennen
wir den Ganzheitsring von Kp.

Man beachte, dass fiir die Ganzheitsringe von nicht P-adischen Korpern der Ganzheits-
ring mit dem Buchstaben O statt R bezeichnet wird. Dies soll zur leichteren Unterschei-
dung dienen.

Korollar 5.6. Ist v diskrete Bewertung von K und L dessen Vervollstindigung mit
Metrik w und gilt |R,/P,| < oo, dann ist die von der Einbettung von K in L induzierte
Abbildung

R,/P, — Ry /Py,

ein Isomorphismus.
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Beweis: Zweifellos ist die Abbildung ein Homomorphismus. Wegen der letzten Aussage
von Satz 5.9 ist das Bild dicht, wegen der geforderten Endlichkeitsbedingung muss die
Abbildung also bijektiv sein. O

Dieser Satz 5.9- insbesondere die Ubereinstimmung der Bildbereiche v(K) = v(Kp)
wie aus der Beweisskizze ersichtlich wird- ermdéglicht im Fall einer von einem Primideal
erzeugten Bewertung eine Ausweitung des Begriff des Exponenten auf Kp durch

np(x) :=log, v(x), x e Kp

mit a € (0,1) derart, dass v(z) = a"?® erfiillt ist.

Tatséchlich sind alle diskreten Bewertungen von diesem Typ, wie folgender Satz zeigt.

Satz 5.10. Sei K Zahlkorper. Alle Bewertungen von K sind archimedisch oder diskret.
Ist v diskrete Bewertung von K, dann exisitert ein Primideal P < O mit

mit einem Monomorphismus o : K +— C.

Umgekehrt erzeugt jedes Primideal P < O eine diskrete Bewertung von K und je-
de Einbettung K +— C eine archimedische Bewertung. Bewertungen zu verschiedenen
Primidealen sind nicht &dquivalent und Bewertungen die von Einbettungen herriithren
sind genau im Falle dquivalent, dass sie komplex konjugiert zueinander sind.

Beweis: (Skizze)

Erst beweist man fiir den Fall K = Q, dass jede nichttriviale Bewertung entweder dquva-
lent zur Betragsfunktion |z| ist oder &quivalent zur von einer Primzahl inuduzierten
p-adischen Bewertung, wobei man den archimedischen und diskreten Fall separat be-
handelt. Im diskreten Fall kann man durch geschickte Wahl eine Ungleichung

v(M) < max(1,v(n)lo8 M/ logn) M,neZ

herleiten, und das ausnutzen um weiter zu zeigen, dass loliqg)(:) konstant ist, was gerade
bedeutet, dass v(z) = |z|% ¢ € R dquivalent zur Betragsbewertung ist. Im archimedischen

Fall behilft man sich mit der Menge

A={neZ:v(n) <1}

und zeigt, dass dies ein Ideal A <Z ist um schliefllich zu zeigen, dass die Bewertung wie
gefordert dquivalent zu einer p-adischen ist.

Im Fall [K : Q] > 2 unterscheidet man wieder zwischen diskreten und archimedischen
Bewertungen. Im diskreten Fall schhreibt man fiir jedes z € K v(z) = ¢™® und zeigt
letztendlich, dass dieses ¢ nicht von z abhingt, wobei ein wesentlicher Schritt ist zu
zeigen, dass die Einschréankung m(xz) von n(x) auf Q nicht die Nullabbildung ist und



P-ADISCHE KORPER 7

deshalb weiter wegen obigem K = Q-Fall m(z)/e eine von einer Primzahl induzierten
Bewertung ist, wobei e der kleinste in @Q angenommene Wert von n(z) in Q ist. Der
archimedische Fall ist iiberaus technisch, und es sei wieder auf [Na74] verwiesen. O

Uns interessiert die Aussage obigen Satzes im diskreten Fall. Bald werden wir folgende
etwas aus obigem Zusammmenhang fallende topologische Proposition benttigen.

Proposition 5.12. Sei K C C komplexer Koérper mit einer Bewertung v und sei E end-
lichdimensionaler Vektrorraum iiber K. Hat E eine von der Norm induzierte Topologie in
der Addition und skalare Multiplikation (mit Elementen von K) stetig sind, und induziert
diese Normtopologie dariiber hinaus auf eindimensionalen Unterrdumen {ax : a € K}
die Topologie von K, dann stimmt die Normtopologie mit der Produkttopologie iiberein,
also ist

f: K'— FE
n

[X1, X2, ... 2p] r—>ijaj
7=1

ein topologischer Isomorphismus.

Beweis: (Skizze)

Aus der Definition ist leicht ersichtlich, dass f stetiger Isomorphismus ist. Die Bijektivitit
folgt beispielsweise etwa weil die a; voraussetzungsgeméf eine K-Basis von E bilden. Um
zu zeigen, dass es sich um einen topologischen Isomorphismus handelt, beweist man die
Beziehung

v(z;) < C-|lzar + ... + Tpan|, 1<i<nz; e K

Dies geschieht durch einen technischen Induktionsbeweis. Man betrachtet die Mengen
E;, die aus den Elementen des Bildbereichs E bestehen, von denen maximal j Stiick
der x; in der Darstellung von Null verschieden sind. Der Induktionsanfang ist in den
Voraussetzungen bereits vorhanden, sollte es fiir E; stimmen aber nicht fiir £, 1, so kann
man durch geschickte Koordinatenwahlen die Existenz eines Elements ableiten, das gegen
0 konvergiert und gleichzeitig nicht gegen 0 konvergieren kann, was den notwendigen
Widerspruch bedeutet. O

Proposition 5.13. 1. Der Ring Rp ist Dedekindring mit trivialer (einelementiger)
Idealklassengruppe. p := {z € Kp : v(z) < 1} mit der zu P gehorigen Bewertung
v (wie oben) ist das eindeutige von Null verschiedene Primideal von Rp und es gilt
der Korperisomorphismus

Rp/p = Ok/P

2. Der Ring Rp ist der topologische Abschluss von Ok in Kp, also

und auflerdem
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3. Bezeichne mit U(Kp) die Gruppe der invertierbaren Elemente von Kp. Dann gilt
U(Kp)=Rp\p
und zu jedem festen ¢ € p\ p? hat jedes y € Kp eine eindeutige Darstellung
y=a- Cnp(x)

Beweis:

1. Folgt aus Lemma 5.1, Proposition 5.2 und Korollar 5.6.

2. Fiir beliebiges © =€ K sei np(z) = m. Das bedeutet, dass man x = ¢ schreiben

kann mit a € P™ b ¢ P. Wihle vermoge Satz 2.3 (chinesischer Restsatz) fiir jedes
n € N ein z, € p™ mit
a—bz, =0 (mod p")

Nach Konstruktion konvergiert die Folge z, gegen 3 = x. Weil ebenfalls nach

Konstruktion alle z,, € ™ N K haben wir also
eP"NK CP" = "cCPm

Weil p™ abgeschlossen ist und g™ dicht in P™ ist gilt sogar Gleichheit in rechter
Inklusion und Punkt 2 folgt.

3. Wegen Lemma 2.5 besteht in einem Ring mit eindeutigem Primideal selbiges genau
aus den Nichteinheiten. Hinsichtlich des ersten Punktes ist die Aussage klar.

0

Satz 5.11. Sei K Zahlkorper, und 0 # P < Ok Primideal mit Vervollstindigung Kp.
Sei weiter L/ K endliche Erweiterung von K und p < Oy, ein Primideal das iiber P liegt
mit Vervollstdndigung L,,. Weiters bezeichne wie iiblich mit Rp,R, die Ganzheitsringe
in Kp,L,, respective. Dann gilt:

L [Ly: Kp| = eL/K(@)fL/K(p)

2. L, =KpL (L, wird also von Kp und L erzeugt)
3. R, ist der ganze Abschluss von Rp in L,
4

. Sind P; < Rp, p1 <4 R, Primideale, dann liegt g1 iiber Py und ist das einzige solche
Primideal von R, und

er,, /Kp, (1) = ek (9),  fr, /xp (01) = fr/K(p)

Beweis: Der Abschluss von K in Ly, ist vollstdndig und kann vermoge Satz 5.9 mit Kp
identifiziert werden. Bezeichne mit aq,as...a, eine Basis des K-Vektorraums L und
setze

H=uaKp+aKp+...4+a,Kp

Offenbar ist H Kp-Vektorraum und L C H C L, sowie dimg, H < n. Nach Proposition
5.12 trégt H die Produkttopologie von K. Beziiglich der Produkttopologie ist K aber
abgeschlossen, also muss bereits H = L, gelten. Weil H aber nach Definiton von Kp
und L erzeugt wird, folgt Punkt 2. Proposition 5.13 zeigt, dass p; einziges Primideal von
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R, ist. Es liegt also wie gefordert iiber . Wir befinden uns in einem Dedekindring,
also konnen wir Lemma 5.3 anwenden um

(Lo : Kpl =er /kp(01)fL, K0 (01)

zu erhalten. Hinsichtlich Punkt 1 von Proposition 5.13 gilt f1 k. (91) = f1/x (). Zur
Vereinfachung fiithren wir folgende Notation ein:

e = eLP/KP(m), €1 = €L/K(@)

Nach der Definition des Verzeigungsindex also POr, = Q) mit p 1 Q. Bildet man auf
beiden Seiten die Abschliisse und bezeichnet man den Abschluss von @ mit @1, dann
haben wir PR, = 9{'Q1. Weil p { @ und Teilbarkeit umgekehrte Inklusion bedeutet
gibt es ein y € @ \ p das Einheit in R, ist, also Q1 = R, und letztlich

P =PiR,=p]' = e=¢e

Also haben wir Punkt 4 und in trivialer Folge aus Lemma 5.3 auch Punkt 1 bewiesen. Fiir
Punkt 3 sei a € R,,. Nach Proposition 5.13 Punkt 2 und der Definition des Abschlusses
gibt es eine Folge x1, xa, ... in Of, vom vollen Grad n = [L : K| = [Of, : O] (wobei zwei-
ter als Modulgrad zu verstehen ist) die gegen a konvergiert. Seien die Minimalpolynome
der ganzalgebraischen Elemente z; gegeben durch

Fit)=t"+c " 1. 4+, cé € Ok

Halte nun denn unteren Index fest und wéhle eine konvergente Teilfolge mit ¢; :=
lim; oo c; Das Polynom F(t) = t" + ¢, 11"~ + ...co hat a als Nullstelle wegen der
Stetigkeit, also ist @ im Ganzheitsring von Rp, denn die ¢; sind natiirlich in Rp. Wegen
der Belieibigkeit von a € R,, ist also R, im ganzen Abschluss von Rp in L enthalten.
R, ist aber ganzabgeschlossen und es gilt Rp C R,,. Daraus folgt die aussténdige dritte

Behauptung.
O

Seien nun im folgenden K ein P-adischer Korper(!) Zum Studium algebraischer Zahlkorper
sind normale Erweiterungen solcher P-adischer Kérper niitzlich. Sei also L/K normal
mit Galoisgruppe G(L/K). Sei R Ganzheitsring von K und S Ganzheitsring von S. Nach
dem vorangehenden Unterkapitel haben R und S je genau ein Primideal P respective g,
und die entsprechenden Restklassenkérper seien mit kx und kj, bezeichnet. Da kr /kx
eine Korpererweiterung zweier endlicher Korper ist, ist es eine Galoiserweiterung, die
Galoisgruppe heifle G(kr,/kx). Wir fithren nun eine Abbildung ein.

A:G(L/K) — G(kr /kx)

g— Alg)

wobei fiir a € S gelte
A(g)(a) = g(a) (mod kr)
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Da diese Abbildung nur von der Klasse von a (mod ki) abhéngt ist die Zielmenge
tatsichlich G(kr/kk). Der Grund hiefiir ist: Gilt @ = b (mod kg), so ist die Differenz
durch das Primideal teilbar, was nr(a — b) > 1 nach sich zieht. Darum auch nr(g(a) —
g(b)) > 1 und dasselbe Argument wie eben in die andere Richtung gelesen ergibt g(a) =
g(b) (mod k)r,. Schrankt man A also von S auf den Restklassenkorper ky, ein, so bleibt
ki fixiert. Weiter kann man von A nachpriifen, dass es ein Homomorphismus ist, dessen
Kern wir mit Gy bezeichnen und Trigheitsgruppe von L/ K nennen. Es gilt (ohne Beweis)

Go={g9eG:VyeS gly)=y (modp)}

Wir erinnern fiir nidchste Definition an die Einheitengruppe Uk aus Proposition 5.13.
Wir definieren U; als Teilmenge der Einheiten von U der Form 1 + o'

Definition 5.22. Fiir i = 1,... und der Trégheitsgruppe Gy einer Erweiterung L/K

seien durch

9(x)
x

Gi={geGy: 1Y cuy(L) vaes\ {0}

die Verzweigungsgruppen definiert.

Es handelt sich in der tat um Gruppen: Fiir g1, g2 € G; und x # 0 gilt

(9192)(x) _ g1(g2(2)) ga(x)
T g2(x) T

denn im ersten Bruch spielt g2(z) die Rolle des = aus der Definition und das Produkt in-
vertierbarer Elemente ist wieder invertierbar. Das zeigt, dass G; abgeschlossen beziiglich
Gruppenoperation ist, und wegen der Endlichkeit muss das Inverse nicht tiberpriift wer-
den um es als Gruppe auszuweisen.
Wegen g(z)z~! € 1+ ¢' fiir alle € S und hinreichend grofen Index i nur fiir die Iden-
titdt gelten kann- da es fiir ein von Null verschiedenes Element eine maximale p-Potenz
gibt die diese teilt- sind ab einem gewissen Index alle Verzweigungsgruppen trivial.

S Ul(L)

Satz 5.12. Sei L /K normale Erweiterung eines P-adischen Koérpers K und G = G(L/K).
Dann gilt:

1. Die maximale unverzweigte Erweiterung Lo/K mit Ly C L hat die Trigheitsgruppe
Gy als Galoisgruppe
G(L/Lg) = Gy

Es gilt Go < G (also Go ist Normalteiler) mit |G/Go| = e(L/K) mit zyklischer
Faktorgruppe der Ordnung f(L/K). Identifiziert man G(L/Lg) = Gy, so stimmen
die Verzweigungsgruppen von L/K und L/Lg iiberein.

2. Die maximale schwach verzweigte Erweiterung L; /K von K die in L enthalten ist
(also L1 C L) hat die erste Verzweigungsgruppe G als vom Hauptsatz der Galois-
theorie induzierte Galoisgruppe und es gilt wieder G; < G. Ist p die Charakterisitk
von kg, dann ist G ist eine p-Gruppe und Go/G1 ist zyklisch mit p t |Gp/G1| und
es existiert eine Einbettung

A:Go/Gi(kr,-)

in die multiplikative Gruppe von k..
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3. Fiir ¢ < t mit t so, dass Gy ist die letzte nichttriviale Verzweigungsgruppe ist gilt G;<
G und ein isomorphes Bild von G;/G;; kann in U;/U;;1 eingebettet werden. Die
Isomorphismen sind dabei induziert durch die wohldefinierten Homomorphismen

fi: Gi—U;/Uita

filg) =g(I~",  IMeky
Beweis: (Skizze)

1. Sei g € G(L/Lo)- der Lg entsprechenden Untergruppe von L/K im Sinne der
Galoistheorie. Beachte, dass k1, = kr. Assoziiere geméafi dieser Beziehung jedem
Element von kj, ein Element von Lg. Dieses ist linksinvariant unter g, was gerade g €
Gy bedeutet. Man zeigt weiter unter anderem iiber den Isomorphismus G(Lg/K) =
G/G(L/Ly), dass |Go| = |G(L/Lp)|, und zusammen mit der erwihnten Inklusion
bleibt den Gruppen nichts anderes iiber als iibereinzustimmen. Die letzten Aussagen
vonPunkt 1 folgen iiber den Sachverhalt, dass bei einer unverzweigten P-adischen
Erweiterung die Galosigruppe stets zyklisch ist. Hiefiir sei auf Theorem 5.8 und
Corollary 2 davon in [NaT74] verwiesen.

2. Man bedient sich der Abbildung
w: Gy — kf

@(g) = gD (mod p)

die nicht von der Wahl von II abhéngt, zeigt dass sie Homomorphismus mit Kern
G ist. Wegen G C G enthélt der zu G gehorige Fixpunktkorper M := FIX(G)
den Korper Ly, die maximale unverzweigte Erweiterung von K in L. Genauer zeigt
man

KclLypcMcCLiCL

mit [L : L] = p*. Man erhilt dass G(L/L;) die maximale p-Untergruppe von
G(L/M) und folglich normal ist. Damit ist L;/M schwach verzeigt und voll ver-
zweigt (das heift f = 1). Mithilfe eines Satzes zur Charakterisierung solcher voll
und schwach verzweigten Erweiterungen p-adischer Korper (siehe Theorem 5.11
[Na74]) zeigt man letztlich M = L;. Da der Homomorphismus varpi eine Einbet-
tung von Go/G1 in die zyklische Gruppe kj induziert (bemerke: endliche Unter-
gruppen eines Korpers sind stets zyklisch) muss der Faktor Gp/G1 selbst zyklisch
sein.

3. Man weist nach, dass die f; von II unabhéngige Homomorphismen sind. Es gilt
ker f; = G;41 und die Normalteielreeigenschaft folgt, weil GG; die maximale Unter-
gruppe von G ist die trivial auf S/P**! wirkt und fiir ¢ € G und ein h das trivial
auf S/P"! wirkt, muss auch ghg~! trivial auf S/P"*! wirken.

O

Zum Abschluss der Vollstandigkeit halber noch ein Lemma und ein Korollar mit skiz-
zenhaften Beweisen, das wir im Beweis von Proposition 5.14 brauchen werden.
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Lemma 5.9. Die Erweiterung L/ K zweier P-adischer Korper K, L ist unverzweigt <
da € §: L = K(a) und das Bild von a in kj, ist einfache Nullstelle eines Polynoms
o(x) € kk[z], wobei p(z) aus einem Polynom F' € R[x] mit F(a) = 0 durch Reduktion
der Koeffizienten (mod P) entsteht.

Beweis: (Skizze) Aus der Unverzweigtheit von L/K folgt n = f = [k/kk]. Sei @ Er-
zeuger der separablen weil endlichdimensionalen Erweiterung kr/kx und ¢(z) sein Mi-
nimalpolynom. Bezeichne weiter mit F'(z) € R[z] ein monisches Polynom vom Grad n
dessen Reduktion (mod P) mit ¢(z) iibereinstimmt. Nach Corollary 1 zu Theorem 5.3
in [Na74] hat F eine Nullstelle in a € L. Man erkennt durch

[L: K] =lky:kr]=[K(a): K]

dass F' irreduzibel iiber K ist sowie K(a) = L. Nach Konstruktion ist a € S, und die
eine Richtung ist gezeigt.
Fiir die andere Richtung sei o0BdA F'(z) irreduzible iiber K. Corollary 4 zu selbigem hier
unbewiesenen Theorem 5.3 aus [Na74] zeigt, dass ¢ Potenz eines irreduziblen Polynoms
sein muss. Weil es eine einfache Nullstelle besitzt muss es selbst irreduzibel sein. Man
erzielt also das Ergebnis

n=degF =degp = [k : kx] <n
Also f(L/K) = [k, : kx] = n. Daher ist L/K unverzweigt. O

Korollar 5.7. Sind fiir P-adische Korper K, L beide L/K und M/K unverzweigt, so
auch LM/K.

Beweis: Sei @ € S wie in vorangehendem Lemma 5.9 derart, dass insbesondere also
L = K(a). Dann ist LM = KM (a) und das Bild von a in ks ist einfache Nullstelle
des Minimalpolynomes ¢ aus Lemma 5.9 (also das Minimalpolnom ¢ € kx[z] in k7).
Die Aussage folgt nun aus der Aquivalenz aus Lemma 5.9. O

Weiters gilt obiges Korollar, falls man unverzweigt durch schwach verzweigt ersetzt. Dies
werden wir im Beweis von Proposition 5.15 ebenfalls verwenden. Der Beweis unterschei-
det sich stark von dem von Lemma 5.9 und sei hier ebenfalls ausgelassen.

5.7 Anwendung P-adischer Korper auf algebraische Zahlkorper

Wir wollen nun die Resultate von eben auf normale Erweiterungen L/K mit algebrai-
schen Zahlkoérpern K, L heben. Das Konzept von Trégheits-und Verzweigungsgruppen
lésst sich hinsichtlich des folgenden Satzes iibernehmen.

Satz 5.13. Sei L/K normale Erweiterung mit Galoisgruppe G = G(L/K). Sei P <Ok
Primideal von Ok und p < Oy, ein Primideal iiber P. Dann gilt:
Die Erweiterung L,/ Kp von P-adischen Kérpern ist normal und es gibt eine kanonische
Einbettung

I':G(Ly/Kp)— G
und vermoge der induzierten Identifikation von L, /Kp mit I'(L,/Kp) gilt weiter

|G/G(Ly/Kp)| =t8{9<Or:p prim, liegt iber P in L}
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Beweis: (Skizze) Erst muss man zeigen, dass fiir einen Erzeuger a € L von L/K gilt
L, = Kp(a). Weil die Konjugierten von a in Kp alle auch Konjugierte von a in K
sind, liegen sie sémtlich in L C L. Weil dies fiir alle Konjugierten gilt, ist also L,/Kp
normale Erweiterung. Des weiteren muss die Einschrankung eines Automorphismus s €
G(Ly,/Kp) auf L in G = G(L/K) liegt, und diese Einschrénkung ist injektiv, denn wenn
die Elnschrinkung die Identitéit auf L ist muss s(a) = a gelten und daher weil a wie
festgehalten Erzeuger von L, beziiglich Kp ist, muss in diesem Fall die ganze Abbildung
die Identitét sein. Aus Punkt 1 von Satz 5.11 sowie Satz 5.3 gewinnt man schlielich die
Anzahlformel. O

Definition 5.23. Das Bild I'(G(L,/Kp)) C G(L/K) heiit Zerlequngsgruppe des Ideals

©. Identifziert man wieder G(L,/Kp) mit I'(G(L,/Kp)), so sind auch die zugehorigen
Tragheits- und Verzweigungsgruppen von L,/ K p Untergruppen von G(L/K), G;(L,/Kp) C
G(L/K) bzw I'(G;(Ly,/Kp)) C G(L/K). Diese heiflen Tragheitsgruppe und Verzwei-
gungsgruppen des Primideals g iiber K.

Man kann zeigen: definiert man in einer normalen Erweiterung L /K mit Primideal p<Oyp,

G-1(p) ={9 € G:g(p) = p}
Gi(p)={9€G: YaecOr:g(a)—ac i, i>0

so ist G_1 die Zerlegungsgruppe geméifl obiger Definition, Gy die Tragheitsgruppe und
die G; zu positivem Index stimmen mit den Verzweigungsgruppen iiberein.

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie entsprechen jeder dieser Untergruppen zum Prim-
ideal p je ein Zwischenkorper der Erweiterung L/K. Genauer definieren wir:

Definition 5.24. Sei mit K_1(p) der iiber Galoistheorie der Zerlegungsgruppe von g
entsprechende Zwischenkorper von L/ K bezeichnet. Wir nennen ihn Zerlegungskéorper zu

. Ebenso sei mit Ky(p) der zur Tragheitsgruppe G gehorige Zwischenkorper Tragheitskorper
zu g bezeichnet und der zur i-ten Verzweigungsgruppe G; gehorige Zwischenkorper sei

K; und i-ter Verzweigungskorper zu p genannt.

In der Herleitung der Klassenzahlformel fiir abelsche Zahlkoérper wird das kommende
Resultat benétigt, das gewissermaflen das Ziel dieses Unterkapitels darstellt.

Lemma 5.10. Sei wieder p Primideal in Of, und bezeichne mit g; < Rk, das eindeutige
Primideal von Rp, das unter p liegt und mit P <Ok das Primideal von K das unter p
liegt. Dann git:

P-Og_,=p-1-0Q, p-11Q, fr_x(p-1)=1
AuBerdem ist K1 der maximale Teilkorper von L mit diesen Eigenschaften.
In KO gﬂt
P-Og, = g0 - Qo, 90 1 Qo, fro/x(90) = fr/x(9)

und Ky der maximale Teilkdrper von L mit diesen Eigenschaften.
Ahnlich gilt in K

P-Og, =" Q1,  90tQ1,  fryr(p1) = fr/x(p)
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und Ky der maximale Teilkorper von L mit diesen Eigenschaften, wobei ey gegeben ist
als e(L/K) = eop™, ptep wo p die Chararkterisitk von O,/ ist.
SchlieBlich ist Ko/K_1 zyklisch (bestitzt also eine zyklische Galoisgruppe) vom Grad

|Ko/K 1] = fr k()
K1 /Ky ist zyklisch vom Grad

| K1/ Ko| = eo,
und L/K; ist p-Erweiterung vom Grad

(&
L/Ky| = —.
L/K = &

Beweis: Wegen K C K_; C L und p_; iiber P liegt erkennt man, dass

Kp C (K_1)p_, C L. Die Galoisgruppe Gal(L,,/Kp) fixiert nach Definition K_;, aus
Stetigkeitsgriinden auch die Vervollsténdigung (K_1),_,. Wegen der 1:1 Korrespondenz
aus dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt unmittelbar Kp = (K_1),_,. Zusammen mit
Satz 5.11 also

ex_/k(9-1) = [x_k(p-1) =1

Das bedeutet aber gerade P - Ok |, = p_1Q, 9—1 1 Q. Ist umgekehrt K C M C L und
pm <Oy das unter p liegt, so folgt err i (90nr) = fuyr(9m) = 1 also My, = Kp, also
wird M von G_; fixiert und ist daher in K_; enthalten, wegen der 1:1 Korrespondenz
also M = K_;. Daraus folgt die geforderte Maximalitét. Die iibrigen Behauptungen sind
Fogerungen aus Satz 5.11 und Satz 5.12 angewandt auf die Gruppen G;. 0

Die Gruppen G; ermoglichen vermoge vorangehenden Lemmas uns nun auch die Struktur
der Zerlegung von Primidealen die unter einem vorgegebenen Primideal liegen, sowie jene
von Zwischenkorpern. Dies ist im néchsten Korollar festgehalten.

Korollar 5.8. Sei L/K normale Erweiterung eines Zahlkorpers K.

1. Sei p < O, Primideal und P das eindeutige Primideal das unter p liegt. Dann
steht der Verzweigungsindex und der Trigheitsindex zu den Gruppen G;(p) in
Verbindung durch

€L/K(@) = [Go(p)l, fL/K(P)eL/K(@ = [G_1(p)]

Aus vorangehendem Lemma folgt unmittelbar weiter, dass P - O Produkt von

ri= % Primidealen P, ... P. <Oy ist.

2. Ist K C M C L Zwischenkérper, dann ist die Gruppe G} (p) C G(L/M)- definiert
als die Gruppe G; gebildet beziiglich der Erweiterung L/M mit entsprechender
Galoisgruppe G(L/M)- gleich dem Schnitt der Gruppe G;(p) beziiglich der Erwei-
terung L/K mit G(L/M), also

Gi(p) = Gi(p) NG(L/M)

Zum Abschluss des Unterkapitels wieder eine technische Proposition mit Korollar, das
wir fiir den Beweis von Proposition 5.15 brauchen werden.
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Proposition 5.14. Ist L/K Erweiterung zweier Zahlkérper dann gilt

Dr/k = H(DL@/KP NRL)
o

wobei man das Produkt iiber alle Primideale p < Op, erstreckt und jeweils P < Ok das
unter p liegende Primideal bezeichnet.

Ein Beweis findet sich auf Seite 267 in [Na74].

Korollar 5.9. Ein Primideal <Oy, ist unverzweigt bzw schwach verzweigt in L/ K genau
dann wenn die zugehorige P-adische Erweiterung unverzweigt bzw schwach verzeigt ist.
Dabei ist P < Ok das Primideal unter .

Der Beweis hierzu folgt noch nicht trivial aus Proposition 5.14 und erfordert noch eine
technische Aussage iiber den Differenten, siche Theorem 4.8 und Corollary 1 dazu auf
Seite 166 in [NaT74].

5.8 Klassenzahlformel fiir abelsche Zahlkorper

Grundlage fiir die spezielle Klassenzahlformel fiir abelsche Zahlkorper bildet der Satz
von Kronecker-Weber. Fiir einen abelschen Zahlkorper K sei 7 = 7(K) die kleinste
natiirliche Zahl, sodass K C K gilt, wobei K, = Q(¢;) der 7-te Kreisteilungskorper ist.
Wir nennen dieses 7(K) den Fihrer von K. Wesentliche Eigenschaften von 7(K) sind
aufgelistet in
Proposition 5.15. Seien K und L abelsche Zahlkorper. Dann gilt:

1. K C Ky, < 7(K)|m

2. T(KNL)|(r(K),7(L))

3. 7(K - L) = [r(K),7(L)]

4. eine Primzahl p € Z ist verzweigt in K/Q <= p|7(K)

5. eine Primzahl p ist schwach verzweigt in K/Q <= p|7(K) A p*{ 7(K)
Dabei bezeichnet (,) den ggT, [,] das kgV, K - L ist die Zusammensetzung der Korper
K, L und eine Primzahl p wird mit p - Ok identifiziert.
Beweis:

1. Setzt man K C K, voraus liefert Satz 5.6 Punkt 5
KCKuNK: =K

Weil 7 minimal gewahlt war gilt (m, 7) > 7. Die umgekehrte Ungleichung ist trivial,
also (m,7) = 7 und damit 7(K)|m. Die Umkehrung folgt trivial aus Qn C Qpn fiir
natiirliche Zahlen k, N.

2. Wieder hinsichtlich Punkt 5 Satz 5.6
KNOLC Ky N Err) = K1)

Nach dem eben bewiesenen Punkt 1 folgt Punkt 2.
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3. Seig:=7(K-L). Wegen K C KL, L C KL und KL C K, liefert wieder Punkt 1

dass [7(K),7(L)]|70. Andererseits haben wir KL C K x)K7 1) = K (k),-(1)] und
erneute Anwendung von Punkt 1 ergibt 7o|[7(K), 7(L)]. Die wechselseitige Teilbar-
keit zeigt die Gleichheit.

. Falls p t 7 = 7(K) dann ist p unverzweigt in K,/Q nach Satz 5.8 Punkt 1, da

die explizite Foreml zeigt, dass jedes Primideal einzeln vorkommt. Insbesondere
ist es wegen K C K, auch in K/Q unverzweigt. Im Falle p|7 ergibt im Fall von
unverzweigtem p eine Kombination der Aussagen aus Korollar 5.9 und Satz 5.8
iiber die Struktur von (p) in K,,/Q, dass p unverzweigt in K/Q und K,,/Q ist und
nach Korollar 5.7 ebenso in K K,,/Q ist, mit m so dass 7 = p*m und p t m. Diese
Erkenntnis und erneute Anwendung von der Strukturformel aus Satz 5.8 liefert

(") = ek, jo(P) = ek, kK, (P) < [Kr : KKp]

K:: K @
_ ml __o(7) :w(p), PaK.
N o(m)N N
mit beliebigem Primideal P iiber p. Folglich N = 1. Die Tatsache, dass die Vektor-
raumdimension [K K, : K| = 1 ist bedeutet aber K C K, aber 7 = p*m > m ist

per Definition die kleinste Zahl die das leistet. Widerspruch.

. Schreibe wieder 7 = 7(K) = p*m, { m und liege P < K, iiber p.

—  Nach Punkt 4 gilt ¢ > 1 und #hnlich wie oben schlieft man aus der Be-

merkung nach Korollar 5.7, Korollar 5.9 und Satz 5.8, dass p schwach verzweigt in
KK, /Q ist. Satz 5.8 ergibt

a—l(

ex,/o(P) = o(p") =p* H(p— 1) = p" ek, jq(P)

Beide Erkenntnisse zusammen ergeben p®~!lex kg, (P). Weiter

a—1 (K~ 2 Kpm
P K, : KK,,| =
p | eKT/KKpm( )‘ [ pm] [KKpm . Kpm]
a—1

(1) _ P
U(J{ﬁnzil(an¢KP”@) U(}{bnl:l(an

also [K Ky : Kpm] = 1 ud K C Ky, und also 7|pm und wegen p { m auch p? { 7
wie gefordert.

<= Die Formel e = ¢(p®) aus Satz 5.8 impliziert p { e ,o(P). Damit ist p
unverzweigt in K, /Q und erst recht in K/Q.

g

Lemma 5.11. Sei K abelscher Zahlkorper, also K/Q abelsch und K, ein beliebiger
Kreisteilungskorper mit K C K, und p € Z Primzahl. Schreibe m = p®m mit p { m;.
Sei weiters o < O, Primideal in K, das iiber pZ liegt.

1. Dann besteht die Zerlegungsgruppe G_1(p) genau aus den Restklassen (mod m),

die reduziert (mod m;j) in der von p erzeugten zyklischen Gruppe liegen.
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2. Fiir die Gruppe Trigheitsgruppe Go(p) haben wir
x € Go(p) <= x=1 (modm)

3. und Gi(p) ist die maximale p-Untergruppe von Go(p).

Beachte dass nach dem Struktursatz fiir Kreisteilungskorper die Galoisgruppe von K,
isomorph zu G(m), der primen Restklassengruppe modulo m ist und obiges Lemma
hinsichtlich dieses Isomorphismus wohldefiniert ist.

Beweis:

1. Der Beweis des ersten Teils ist technisch und erfordert Fallunterscheidungen.
Sei zundchst @ = 0. Sei f die multiplikative Ordnung von p (mod m) in G(m).
Satz 5.8 impliziert, dass p(= pOr,,) unverzweigt ist und fr, /x = f. Wir wenden
Lemma 5.10 an um

|G,1(@)| :fa G*l = (Z/fZ7+)
zu erhalten. Wir zeigen, dass der Automorphismus g, der
9p : Cm — Cﬁm

erfiillt in G_; ist. Weil in unserem Fall m = m; und g, Ordnung f hat, ist dann
geméf unseres Isomorphismus G(K,,/K) = G(m) die Aussage beziiglich G_; be-
wiesen. Wir verwenden

x=P((n) =0 (mod gp), (P(t)e€Zt]) = 0=P((n)?=P(h) (modp)

gp(r) =P(Ch)€Ep= gp€G

zu erhalten. Weil man jedes x € p als P((,), P(t) € Z][t] darstellen kann, ist wird
also das Primideal p von g, festgehalten, wie in der Definition von G'_; gefordert.
Als néchsten Spezialfall sei m = p®. Nach Satz 5.8 gilt

ern/o(p) = (") = [Km:Q,  fr,0lp) =1 (5.33)
Aus dem Beweis von Satz 5.3 |G_1| = ek, /o(p), zusammen mit (5.33) also
|G_1| = [Km : Q. Es muss sich also um die volle Galoisgruppe handeln.

Wir fithren den allgemeinen Fall auf die bereits behandelten zuriick, indem wir K,
als Zusammensetzung K,,, = Ko K;,, schreiben. Zur vereinfachten Schreibweise sei
M := Kpa, L := K,,,. Man kann nach dem Struktursatz fiir Kreisteilungskorper

G(Kn/Q) = G(L/Q) & G(M/Q) <= G(m) = G(m1) & G(p”)

schreiben. Wir betten nun die direkten Summanden in K, ein, indem wir G(L/Q)
als die Untergruppe von G(m) identifizieren, die M festhélt und umgekehrt. Um
G_1 zu bestimmen, seien P; < O und P, < Oy, die Primideale die unter p liegen.
Sei weiter g € G_1(gp) beliebig. Bezeichne zu diesem g mit g1, go die Einschrinkun-
gen auf G(L/Q) wobei M trivial abgebildet (fixiert) wird wieder zuriickgehoben
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auf einen Automorphismus von K,,, sowie auf G(M/Q) wobei L trivial abgebildet
(fixiert) wird wieder zuriickgehoben auf einen Automorphismus von K, respective,
sodass also g praktisch von g1 € G(L/Q),g2 € G(M/Q) durch Hintereinanader-
ausfithrung erzeugt wird. g;(P;) sind nach Konstruktion konjugiert zum Primideal
P; und wegen g;(P;)Ok,, C g(p) =  mit letzterer Gleichheit weil g € G_;(gp) folgt

9(P) =P, = g, € G_1(P)

Damit haben wir G_1(p) C G_1(P1) @ G_1(%) nachgerechnet.

Sind umgekehrt g; € G_1(F;) muss fiir die Hintereinanderausfithrung g von ¢1, g2
einmal g(p) = p sein, andernfalls wiirde g(p) = Q # p zu g1(P1) = g(P1) C Q
fithren da P, C g, dies wiederum heifit p - Q|P1Ok,, im Sinne eines echten Teilers.
Das widerspricht Satz 5.8, da in der Zerlegung von pOg niemals Primideale mit
Vielfachheit grofler eins auftreten. Insgesamt haben wir

G_1(p) = G1(P1) & G1(P2) = G (P) & G(M/Q).

Dieses Ergebnis ist aber nur eine Umformulierung der Aussage iiber G_; wie sie in
der Formulierung des Lemmas steht.

. Fir Punkt 2 sei wieder an die Aussage aus Lemma 5.10 erinnert, dass der zu

G korrespondierende Korper FIX(Gg) der maximale Teilkérper von K, mit un-
verzweigtem p ist. Das ist aber andererseits unser K,,, = L. Aus Satz 5.8 folgt
auflerdem, dass p unverzweigt in L/Q ist sowie

(K L] = ¢(p”) = ek, /()

und wegen der Standardidentitét von Lemma 5.3 gewinnen wir fr, /1(p) = 1. Also
verzweigt p in jedem Q C L C K,,, woraus wir erschlielen, dass G die Galoisgruppe
Gal(K,,/L) ist. Diese kann mit

{r:9r(Gny) = Cma

identifiziert werden. Wegen der Identitét ¢,,, = ¢k, und weil g, Homomorphismus
ist gilt demnach g,(Cn,) = (b. Damit ¢, von g, fixiert wird wie wir es wollen,
muss in Folge mp = p (mod m) gelten, woraus man leicht » = 1 (mod m;) ersieht.
Ein Blick auf die Definition von Gy zeigt, dass der zweite Punkt damit ebenfalls

bewiesen ist.

3. Die Aussage iiber G ist unmittelbar aus Lemma 5.10 ersichtlich. 0

Sei im kommenden Satz H = fiz(K) C G(K,,/Q) =2 G(m) die Automorphismenunter-
gruppe die K C K, fixiert, wobei G(m) wieder die prime Restklassengruppe modulo m
mit Multiplikation ist.

Satz 5.14. Sei K abelscher Zahlkérper vom Grad [K/Q] = n und K,, D K beliebiger
Kreisteilungskorper der K enthélt. Dann gilt fiir Primzahlen p € Z

POk = (p1p2. .. 9q)° Trolpi) = f
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1. Fallsptm = e=1, f... Ordnung von p in G(m)/H, g = %

2. Falls p=p*mi,ptm = e= %, f=FNNy, g= %
mit
N=#{z (modm)e H: z=1 (mod my)}
Nj... Zahl der Restklassen z (mod m)e H fiir die  (mod my) in der zyklischen
von p (mod my) erzeugten Untergruppe von G(m;) liegt und
F'... Ordnung von p (mod mq) in G(mq).

Beweis: Vorangehendes Lemma beschreibt die Gruppen G; fiir den Fall eines Kreistei-
lungskorpers K,,,/Q. Die entsprechende Aussage fiir unsere Situation einer beliebigen
abelschen Erweiterung K/Q mit Q C K C K, ist nun einfach die Anwendung von
Korollar 5.8, Punkt 2 indem man diverse naheliegende Identifikationen vornimmt, etwa
dass die p; genau die Primideale sind die iiber p liegen. O

Sei weiterhin K abelscher Zahlkorper mit Q C K C K, und H = fiz(K) C G(m) und
sei weiters X (K) C 290 die Gruppe der Dirichletcharaktere, die auf H konstant den
Wert 1 annehmen. Indem man ein Element aus X (K) zu einem Dirichletcharakter auf
G(m) fortsetzt kann man wie im Kapitel 5.1 Bewertungen und L-Reihen ausgefiihrt den
induzierten primitiven Dirchletcharakter betrachten, wir wollen ihn mit x’ bezeichnen.
Weiters erinnern wir an die Definition des Fiihrers eines Dirchletcharakters, wir werden
ihn im kommenden Satz mit f(x) bezeichnen.

Im Beweis des folgenden Satzes, der endgiiltig die Briicke von der Zetafunktion zu den
L-Reihen darstellt und die Klassenzahlformel fiir abelsche Zahlkorper impliziert, werden
wir die Tatsache verwenden, dass fiir zwei Teilkorper K ,L eines Kreisteilungskorpers K,
die Beziehung

X(K)NX(L) = X(KNL) (5.34)

zutreffend ist. Dies ist unmittelbare Folge des Hauptsatzes der Galoistheorie, der die
Untergruppen der Charaktergruppe von Gal(K,,/Q) = G(m) und die Zwischenkorper
Q ¢ K C K,;, in eine 1:1 Beziehung setzt.

Satz 5.15. Fiir einen abelschen Zahlkorper gilt

()= [[ Lls:x) (5.35)

XEX(K)

Beweis: Wegen des Identitétssatzes aus der Funktionentheorie ist es hinreichend, die
Gleichheit auf der Halbebene Re(s) > 1 nachzurechnen. Dort haben wir fiir die Zeta-
funktion die Produktdarstellung zur Verfiigung, die man offensichtlich aufspalten kann

in der Form
e(s) =TI ] - NPy

p Pp

wobei die Schreibweise P, die Primideale P bezeichnet die unter p liegen.
Ahnlich haben wir auf Re(s) > 1 auf der linken Seite

Lis,X) = [ = xX'(p)"

P
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wobei x' durch x/(p) = 0 fiir p|f(x) fortgesetzt wird. Kénnte man nun

[Ta-NE)=) =T[a-X@wp™) (5.36)

Py X

fiir alle Primzahlen p € Z beweisen, so folgt (5.35) einfach durch vertauschen der Pro-
duktreihenfolge

I zG6x) =111 -X@r ) =T]TIC-x@pr*
p X X P

XEX(K)

was wegen der absoluten Konvergenz gerechtfertigt ist. Es bleibt (5.36) zu zeigen.
Schreibt man

p'OK:(Plp2-'-@g)e, f:fK/Q(pl) Vi:1727"'>n

so kann man die linke Seite von (5.36) durch (1 — p~/*)79 ausdriicken. Wir wollen die
rechte Seite in selbigen Ausdruck iiberfithren um den Satz zu beweisen. Sei vorerst p f m
und in Folge e = 1, wobei zur Erinnerung m durch K C K,, bestimmt ist. Satz 5.14
erméglicht fiir y € X(K) wegen x’ =1 auf H den Schluss

X =X =xX)=1 = X =¢G" 0£KpeN

s’

mit (y = 627 wie immer. Eine entscheidende Beobachtung ist nun: Fiir die Charaktere
auf G(m)/H die identisch eins auf der von p (mod m) erzeugten Klasse sind- bezeichne
sie mit T- ist die Teilmenge, die bei p eine vorgegebene f-te Einheitswurzel annimmt eine
Nebenklasse von T in der Menge aller Charaktere von G/H. Da diese Nebenklassen alle

gleichméichtig sind haben sie jeweils % = g Elemente und es gilt die Identitéat

/
L=X(pp~* = [0 = p )
=0

Indem wir die einfach nachzurechnende Identiitit

f
[T =¢ha)y=1-2a/

j=0

fiir x = p~® verwenden ergibt sich

J
[T6 -G =1y
7=0

und schliefllich mit

[Ta=x@p ) =1 -p /)

X
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das Gewiischte. Im anderen Fall p|m schreibe wie in Lemma 5.11 m = p*my, p { my. Nach
Proposition 5.15 ist L = K N K,,,, der grofte Unterkérper von K in dem p unverzweigt
ist und mit Lemma 5.10 gilt weiter fiir alle P <Oy, iiber p, dass

foP) =1 greP) =g (5.37)

Nach Definition impliziert p|f(x) dass x'(p) = 0, weshalb man auf der linken Seite von
(5.36) viele Faktoren streichen kann. Sie wird zu

IT a-xXer>=JI «-X®pr) (5.38)

X€X(K) XEX(K),f()ma

Eine andere Interpretation von f(x)|mq ist
fX)Im1 = x € X(Km,)

also wird auf der rechten Seite von (5.38) wegen (5.34) genau iiber x € X (L) das Produkt
erstreckt. Folglich

II c-Xer>= [ @-xX@pr)
YEX(K) XEX (L)
Wegen p {1 my kénnen wir die Ergebnisse des Falls p f m hier fiir L anwenden um

I a-xX@pr=0-p7 = froP).d =gr0P)
XEX(K)

zu erhalten. Die Behauptung folgt aus (5.37). 0

Jetzt konnen wir die Klassenzahlformel fiir abelsche Zahlkorper anschreiben als

Satz 5.16.
h(K):W- II zax) (5.39)
XEX(K),x#1

Beweis: Formt man die Gleichung (4.1) aus Satz 4.1 nach hA(K) um und verwendet die
Formel (5.35), so reicht es L(s, x() = ((s) fir den Hauptcharakter yo iiber den das
Produkt nicht erstreckt wird zu bemerken, da die riemannsche Zetafunktion einen Pol
mit Residuum 1 an der Stelle s = 1 besitzt. g

Wir geben nun noch einige Varianten fiir Spezifizierungen an:

Satz 5.17. Fiir reelle Zahlkorper K C R vom Grad n gilt

d(K
nr) = YL 11 p,y) (5.40)
2n—1RK
XEX (K),x#1
Beweis: Abelsche Klassenzahlformel (5.39) fur die Signatur (s,t) = (n,0) unter Bertick-
sichtigung, dass die Einheitswurzelgruppe im reellen Fall nur aus {1, —1} besteht und
daher w(K) = 2 gilt. O

Gangz dhnlich folgt
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Satz 5.18. Fiir imaginére Zahlkérper K vom Grad n mit Sigantur (s, t) gilt

iy = VIO

t
(2m) Rxc XEX(K),x#1

Beachte, dass im Falle quadratischer Zahlkorper- also bei n = [K : Q] = 2- einer der
beiden obigen Fille auftritt.

Ein Hauptproblem ist offenbar die Auswertung der L-Reihen an der Stelle s = 1. Wie
man dabei vorgehen kann sei abschlieflend noch angedeutet.

5.9 Auswertung der L-Reihen

Bezeichne hier f = f(K) den Fuhrer eines Zahlkorpers K aus Beginn des Abschnitts

5.8 und im weiteren ( = (y = e 5 . Weiter sei als

>

z mod f

die Summe dber ein primes Restklassensystem x (mod f) zu verstehen, das bedeutet es
wird {iber alle zu f teilerfremden Restklassen x summiert. Aufgrund der Periodizizét
der L-Reihen in denen diese Summen auftreten wird diese Schreibweise wo verwendet
wohldefiniert sein.

Zunichst gilt fiir Re(s) > 1:

=" 5 Y -

m=1 zmod f n=z mod fn>1
> 11 (e
D X&) 55 2 Z > X C”ZTS
zmod f n=1 z mod f zmodfzmodf n=1

Mit dem abelschen Stetigkeitssatz fiir Dirichletsche Reihen kann man auf s = 1 iiberge-
hen und mithilfe der Potenzreihe des Logarithmus:

L =—7 3 b0 og1-¢) =" T 3 og1-¢") (G40

wmodf z mod f

wobei

sowie
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und der elementare Zusammenhang 7, (x) = X(z)7(x) in der letzten Identitét von (5.41)
verwendet wurde.

Die Summe auf der rechten Seite von (5.41) nennen wir S(x) und zielen darauf ab sie
zu berechnen. Zunéchst bearbeiten wir sie weiter zu

S00= 3 x(@) dos(1—¢) =5 3 x(a)- flog(l — ¢) + x(~1) - log(1 — ¢

z mod f z mod f

Wir betrachten nun die Félle x(—1) = 1 und x(—1) = —1 separat. (Beachte, dass wegen
x(=1)%2 = x((=1)?) = x(1) = 1 damit alle Fille abgedeckt sind.)

L. x(-1)=1
S0 =3 3 xl@lloa(l— ) +log(l— ) = 2 3 x(@) -loglt - ¢
x mod f z mod f
= > x(@)-logll—¢" =2 Y x(z) log|l - ("
z mod f 4z mod f
wobei

>

+xz mod f

die Summe tber ein Halbsystem der primen Restklassen (mod f) andeutet, also derart,
dass die Menge {+z (mod f)} alle primen Restklassen (mod f) abdeckt. Also

S)=2 Y. x(x)-log|l—¢"| (5.42)
+x mod f

Nach erneutem kurzem Blick auf (5.41) zusammen mit der Formel fiir S(x) aus (5.42)
vermerken wir als Resultat fiir den ersten Fall

7(X)

L(1,x) = QW Y (=x(@) - log|l =Gy (5.43)
X +x mod f
x(=1)=-1
Man berechnet
1 _ Cx _ 1 _ e?frfzz _ (e_W}z _ eﬂ'}z)eﬂ}z _ _2Z Slnﬂ'?x . e‘rr}z

T i(z_1

— 2gin — - ™7 2),
f

1-¢*=1- P s e_W}I)e_W;Z = 2. sin L. F
— 925in 1L L ™5 2)
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Fixiert man nun das kleinste positive Restsystem (mod f), also genau die zu f teiler-
fremden ganzen Zahlen 0 < z < f und bezeichnet es mit

+
z mod f
dann gilt
X z 1 1
2sin — > 0, S -Zl<z
sin 7 ’f 2[ 5
sodass also 2sin ¥ = |log(1 — ()| sowie die Imaginirteile +mi(F — 1) im Bereich

[—7i, 7i] liegen. In diesem Fall kann man die Darstellung

+
S00 =2 3 w@)llog(l— ) —log(l ¢ = —ni 3 x(@)(% — )
2 z mod f z mod f f 2
w1 +
= it Z x(z)z,
z mod f

ableiten, und in Folge von (5.41) vermerken wir

00 LS (Cxw (5.44)
) SO, e

3
\]

L(l,x)=—-

~
~

als Ergebnis fiir den zweiten Fall.

Uber die Funktionalgleichungen der Zetafunktionen (x und L-Reihen, welche hier nur
erwahnt seien, kann man relativ einfach

[Treo=4 (5.45)
X

[I-o=[[r0=vd Kcr (5.46)
X X
[[-00 =4 [T[fx) =i'Vd, KccC (5.47)

erhalten, siche [Hal]. Wir fiigen dieses Wissen zu den Gleichungen (5.43), (5.44):

h(K) = [t 2t mod (0 (—x(@) - log[1 =5 1) KcR (5.48)
Rk ’
ergibt sich aus (5.39) von Satz 5.16 und den Gleichungen (5.43), (5.45), (5.46) fiir reelle
Zahlkorper K C R, sowie
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h(EK) =

on# >+ mod f(XO)(*XO(f/U) -log |1 — C}:(XO)D 5 Hx1 ﬁ Z;rmod f(Xl)(*Xl(x)x)

Ry
(5.49)

KccC

fiir imaginéres K iiber (5.40) aus Satz 5.17 und den Gleichungen (5.44), (5.45), (5.47),
wobei mit xo die Charaktere mit xo(—1) = 1 und mit x; jene mit x1(—1) = —1 gemeint
sind.

Dabei folgt (5.48) auch direkt aus (5.49) indem man w(K) = 2 setzt und erkennt, dass
das zweite Produkt auf der rechten Seite von (5.49) das leere Produkt, also eins ist.

Sei nun weiter K definiert als der grifite reelle Teilkorper Q C Ky C K von K. Man
beachte, dass aus dem Satz von Kronecker-Weber folgt, dass [K : Ky = 2, denn K ist
der Fixpunktkorper unter der komplexen Konjugation (f +— @ Der Einheitenrang aus
dem Dirichletschen Einheitensatz Satz 1.7 ist fiir beide Korper K, K gleich (t — 1), und
iiber die Definition des Regulators folgt relativ leicht, dass

_ 2t—1RKO

Z
Re ©

Q :
der Index der Untergruppe der Einheiten aus Ky und ihrer Produkte mit Einheitswurzeln
aus K- also das Erzeugnis von FE(Ky) UT mit T der Einheitswurzelgruppe von K und
E(Kj) der Einheitengruppe in Ky- in der Einheitengruppe von K ist. @ heifit auch
Einheiteninder von K/Ky. Der reine Einheitenindex von Ko in K wére im iibrigen Q- %.
(5.49) wird durch diese Feststellungen zu

B Hx;él Zi:p mod f(XO)(_XO(w) log ’1 B CJC(XO) |) 1 *
- “llaty, 5, o

Dabei bezeichnet

X -..die Charaktere von K, aufgefasst als Charaktere nach der K zugeordneten Kon-
gruenzgruppe H vom Fiihrer f,

Xo - . .die Charaktere des grofiten reellen Teilkérpers Ko von K (xo(—=1)=1),
X1 - ..die Charaktere von K/Kj (x1(—=1) = -1),

f(x) ...ihre Fiihrer,

me mod f(x) - - - die Sun.amafion iiber eil'n primes 'H.albsystem mod f(x),

Y mmod f(g(ﬂ)i ... Summation iiber das kleinste positive Restsystem mod f(y),

Gy =7,

Rk, ...den Regulator von Ky,

@ ...den Einheitenindex von K/Kj,

w(K) ...die Anzahl der Einheitswurzeln von K

9
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