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Abstract

In recent years value-at-risk evolved to a widely spread concept for measuring risks.
One possibility to calculate the value-at-risk is the usage of a GARCH- or EW M A-
process in combination with a historical simulation and adjustment of historical data
to reflect the difference between the historical volatility of the market variable and
its current volatility. Another way to specify this measure is to apply the RiskMetrics
variance model to the historical simulation, so that declining weigths are applied
to past returns. One can also assess the value-at-risk by choosing any probability
distribution for the data and using a transformation to obtain a multivariate normal
distribution. The necessary parameters are hereby provided by a updating scheme
such as GARCH time series. Finally, by circumventing the assumption of normally
distributed data and modeling the volatility of the exchange rates by a GARCH-
process, the two most frequent points of criticism when calculating the value-at-risk
are countered in advance. This diploma thesis illustrates these approaches with the
help of daily exchange rates of twelve different currencies and a comparison is carried
out.

keywords: value-at-risk, historical simulation, GARCH, EWMA
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Beispiel 1.1. Betrachte man drei verschiedene Situationen, die schlussendlich alle

etne Gemeinsamkeit haben:

1. Ein Investor besitzt Aktien einer Firma.
2. Ein Versicherungsunternehmen verkauft eine Versicherungspolizze.

3. Eine Privatperson entscheidet sich fiir die Umwandlung einer fizen Hypothek in

eine variable Hypothek.

Diese drei Ausgangspunkte sind alle von einem wichtigen Aspekt betroffen. Der In-
vestor ist heute im Besitz einer Aktie mit einem ungewissen zukiinftigen Wert. Fiir
das Versicherungsunternehmen wird die Polizze mdglicherweise oder auch nicht durch
das zu deckende FEvent ausgelost. Die Entscheidung fir eine refinanzierte Vereinba-
rung der Hypothek verdndert die zukiinftigen Zahlungen entweder zum Guten oder
zum Schlechten.

Die Zufilligkeit spielt eine ausschlaggebende Rolle in der Abschditzung der aktuellen
Produkte, die durch den Investor, das Versicherungsunternehmen oder die Privatper-

son getragen werden.

Dieses einleitende Beispiel soll einen Einblick gegeben haben, wie viele unvorhersehba-
re Entscheidungen im alltdglichen Leben vorkommen. Im Hinblick auf die finanzielle
Lage bringt dies ein gewisses Risiko mit sich. Jeder ist daran interessiert, wie grofl
dieses Risiko maximal werden kann, das heifit man mo6chte eine Risikobewertung er-

mitteln.

1.2 Hintergrund der Risikomessung
Auf der ganzen Welt erleiden Finanzinstitute immer wieder spektakulére Verluste.

e Konnen solche enormem Verluste vermieden werden, wenn entsprechende inter-

ne Kontrollsysteme und Risikomessungssysteme funktionieren wiirden?

e Welches Risikomafl bietet sich als sinnvolle Grundlage fiir eine Risikokontrolle

an?

o Wie grofl kann der Umfang des Risikos werden, der durch eine Investition ver-

loren werden kann?
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Das Risikomanagement gewinnt immer mehr an Bedeutung und spielt eine wichti-
ge Rolle auf den Finanzmérkten. Die Grole ” Value-at-Risk” probiert eine Antwort
auf viele Fragen, die durch Aktivititen auf dem Finanzmarkt entstehen, zu bieten.
Der Begriff ” Value-at-Risk” heifit wortlich iibersetzt der ”gefiahrdete Wert”. Was ver-
steckt sich jedoch hinter dieser Kennzahl und inwiefern eignet sich diese Grofe fiir

die (korrekte) Bewertung eines Risikos?

Bei den meisten Finanzinstituten hat die Risikogrofie ” Value-at-Risk” seit Mitte der
1990er einen hohen Status erreicht. Die Geburtsstunde des Value-at-Risk liegt schon
weiter zuriick, jedoch fiir den Durchbruch dieses Mafles ist J.P. Morgan mafigeblich
verantwortlich.

Als Dennis Weatherstone Vorsitzender der US-amerikanischen Investmentbank J.P.
Morgan war, verlangte er téglich einen einseitigen Bericht iiber die Risiken des gesam-
ten Marktexposures des Handelsbestandes sowie eine Schitzung iiber die maximale
Hohe der Verluste an dem folgenden Tag. Eine Schwierigkeit war jedoch, dass die
Marktrisiken vieler Finanzinstitute mit verschiedensten Methoden beurteilt wurden.
Dennis Weatherstone wollte unbedingt ein einheitliches Maf fiir die Risikomessung
aller Finanzinstitute haben. Dieser Zeitpunkt war die Geburtsstunde des Value-at-
Risk.

Im Oktober 1994 verdffentlichte J.P. Morgan sein Produkt RiskMetrics™ | das fiir
alle unentgeltlich zu Verfiigung stand. Dieses Produkt basierte grundsétzlich auf einer
Methode, die als ” Value-at-Risk” bezeichnet wurde.

Im Zuge von immer o6fters auftretenden enormen Verlusten verschiedenster Finanz-
institute wurde dem Value-at-Risk als Konzept zur Ermittlung einer Messzahl fiir
das Marktrisiko immer mehr Bedeutung zugesprochen. Aber was versteht man unter
dieser Messgrofle eigentlich?

Der Value-at-Risk wird als der Verlust bezeichnet, der bei einem bestimmten Finanz-
produkt (zum Beispiel einem Portfolio) — bezogen auf eine bestimmte Zeitdauer und
einem bestimmten Konfidenzintervall — maximal eintreten kann.

Der grofie Wunsch von Regulatoren ist es, Vergleiche zwischen verschiedenen Finanzin-
stituten — nicht nur nationale, sondern auch lénderiibergreifende Vergleiche — stellen
zu konnen. Dieser Wunsch sollte durch das neue Risikomafl Value-at-Risk moglich
sein. Hendricks und Hirtle (1997) behaupten unter anderen:

”... the information generated by the models will allow supervisors and fi-
nancial market participants to compare risk exposure over time and across

institutions.”

”... a capital charge based on internal models may provide supervisors and

the financial markets with a consistent framework for making comparisons
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across institutions.”

Trotz dieser wiinschenswerter Aussagen sind diese nicht 100%-ig korrekt. Es gibt
einige verschiedene Modellanséitze fiir die Ermittlung des Value-at-Risk, die daher

auch zu unterschiedlichen Ergebnissen fithren kénnen.

Auftretende Verluste in der Finanzwelt ist kein Thema der Vergangenheit, sondern
ein top-aktuelles Gebiet, das die Medien (leider) oftmals mit viel Input fiittert. Aus
diesem Grund bot es sich an, das Thema ”Uber die bedingte/gefilterte historische
Simulation und nicht-Gaufi’schen Modelle im quantitativen Risikomanagement” fiir
die Arbeit zu wéhlen. Der Inhalt und das Ziel dieser Diplomarbeit ist eine Sammlung
moglicher verschiedener Ansétze und Methoden fiir die Berechnung von der Risiko-
messzahl Value-at-Risk zu erstellen.

Dabei wird speziell auf die Historische Simulation, auf den Ansatz von Hull and Whi-
te und auf die Methode von Boudoukh, Richardson and Whitelaw eingegangen. Des
Weiteren wird eine mogliche Transformation vorgestellt, die fiir die Bestimmung des
Value-at-Risk dienen soll.

Die Vorgehensweise hierfiir besteht jeweils aus der Darlegung der Grundlagen, aus
der Erarbeitung der Funktionsweise der Methoden sowie aus der Implementierung
dieser Ansitze (mitsamt der Angabe eines Beispielcodes) und aus fiir das Versténdnis

dienenden Beispielen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit beinhaltet die folgenden Kapitel und ist wie folgt eingeteilt:

1. Zu Beginn ist im Kapitel 1 eine kurze Einleitung dargestellt, in der die Moti-

vation und ein kurzer geschichtlicher Hintergrund gegeben werden soll.

2. Das Kapitel 2 ab Seite 12 dient zum mathematischen Versténdnis der notwen-
digen Begriffe. Es werden die Grundlagen zu den einzelnen Begriffen, die fiir die
verschiedenen Methoden aus den weiteren Kapiteln erforderlich sind, erldutert.

3. Im Kapitel 3 ab Seite 34 werden drei Methoden und Modelle vorgestellt, die fiir
die Berechnung des Value-at-Risks herangezogen werden. Diese werden anhand
eines Beispiels aus der Praxis verglichen. Diese drei Methoden sind

e die gewOhnliche historische Simulation

e der Ansatz von Hull and White, der sich der Annahme einer variablen

Varianz der Returns nach einem Zeitreihenprozess bedient, und

10
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e der Ansatz von Boudoukh, Richardson and Whitelaw, der den erst kiirzlich
aufgetretenen Ereignissen mehr Bedeutung als weiter in der Vergangenheit

liegenden Ereignissen schenkt.

4. In dem Kapitel 4 ab Seite 60 wird die Rolle der Normalverteilung in Zusammen-
hang mit der Risikomessung diskutiert. Die Annahme einer Normalverteilung
ist fiir das Risikomanagement ungeeignet. Dieses Kapitel stellt eine mogliche

Transformation vor, wie diese Problematik umgangen werden kann.

5. Im letzten theoretischen Kapitel 5 ab Seite 84 wird noch kurz ein weiteres
Modell angeschnitten, das sich — im Gegensatz zu den meisten anderen Ansétzen
— mit zweierlei Problemen bei der Risikomessung beschéftigt. Diese Methode
beriicksichtigt einerseits die Annahme keiner Normalverteilung und andererseits
die bedingte Heteroskedastizitét.

6. Das Kapitel 6 ab Seite 90 fasst die wichtigsten Erkenntnisse der Arbeit noch-
mals kurz zusammen, bevor man dann in den letzten beiden Kapiteln Appen-
dix A ab Seite 93 und Appendix B ab Seite 100 die Programmiercodes findet,
die fiir die angefiihrten Berechnungen aus den Kapiteln 3 und 4 implementiert
werden.

11
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2 Theoretische Grundlagen des Risikomanagements

Dieses Kapitel beinhaltet vor allem mathematische Grundlagen, die fiir die Risiko-

messung notwendig sind. Das Buch [6] dient zur Unterlage dieses gesamten Kapitels 2.

2.1 Bewertung von Risiken

Angenommen es ist ein Portfolio bestehend aus d Investments mit den Gewichten
Wi, ...,wq gegeben. Die Anderung im Wert des Portfolios iiber eine bestimmte fest-
gelegte Zeitspanne, oft auch P & L genannt — stehend fiir ”Profit” und ”Loss”, kann
iiber die Formel

d
i=1

angegeben werden. Die {X; : 1 <i < d} beschreiben die Anderungen der Investment-
werte, speziell steht X; fiir das i-te Investment.

Die Messung des Risikos dieser Portfolios besteht hauptséchlich aus der Bestimmung
der Verteilungsfunktion Fx(z) = P[X < z] fiir die Anderung des Portfoliowertes X
beziehungsweise aus Funktionalen, die diese Verteilungsfunktion beschreiben — vor
allem ihren Mittelwert, ihre Varianz und ihren 99% - Perzentil.

Im Hinblick fiir den Erhalt dieser Groflen ist ein genau kalibriertes gemeinsames Mo-
dell fiir den zugrundeliegenden Vektor der Investments (X7, ..., X4) notwendig. Vor-
erst geniigt es jedoch zu verstehen, dass die Risikomessung im Grunde genommen ein
statistisches Problem ist. Sie basiert einerseits auf historischen Beobachtungen und
andererseits auf einem gegebenen Modell, wodurch eine statistische Schitzung fiir die

Verteilung der Werténderung zu einer Position berechnet wird.

2.1.1 Risikofaktoren und die Verlustfunktion
Das Verfassen dieses theoretischen Teils beruht auf den Seiten 25-28 aus dem Buch [6].

Sei die Unbestéandigkeit und Zufélligkeit wie in dem einleitenden Beispiel im Ka-
pitel 1.1 auf Seite 8 der kiinftigen Zustdnde der Welt durch einen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F,P) gegeben und weiters sei ein Portfolio aus Aktien und Anleihen
angenommen. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ wird mit V' (¢) beschrieben.
Zu einer vorgegeben Zeitspanne A (zum Beispiel 1 oder 10 Tage) ist der Verlust des
Portfolios der Periode [t,¢ + A] durch

L[t,t+A] = _(V(t + A) - V(t»

12
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angegeben.

Meist wird ein fixierter Horizont A festgelegt, daher ist es praktisch, die Zeit in Ein-
heiten von A zu messen. Aus diesem Grunde fithrt man eine Zeitreihen-Notation ein,
wobei von einem unspezifischen Prozess Y; auf die Zeitreihe (Y;)ien mit Y: := Y (At)
iibergegangen wird und man daher den Verlust Ly 1 := Lya,g+1)a] = —(Vig1 — Vi)
erhalt.

Der Wert V(¢) wird in der Praxis durch eine Funktion, abhingig von der Zeit und
von einem d-dimensionalen Zufallsvektor Z; = (Z;1,...,Z;,q)’, von Risikofaktoren
modelliert, das heifit fiir den Wert des Portfolios gilt

m = f(ta Zt)a

wobei f: Ry x R? — R eine messbare Funktion darstellt. Diese Darstellung des Port-
folios wird Mapping der Risiken genannt.

Es ist naheliegend, die Reihe der Anderungen der Risikofaktoren (X;)ieny mit X, :=
Z; — Z;_1 zu definieren. Mittels dieser Schreibweise gelangt man zu einer Verlust-
funktion der Gestalt L1 = —(f(t +1,Z: + X141) — f(t, Z4)).

Wenn Z; zum Zeitpunkt ¢ bekannt ist, so stellt die Verlustverteilung eine Funktion
dar, die nur mehr von den Anderungen des Risikofaktors X, ; abhingt. Dazu wird
eine weitere Notation eingefiihrt: Sei [f;): R? — R der sogenannte Verlustoperator, der

die Anderungen der Risikofaktoren zu Verlusten abbildet,
l[t](m) = 7(f(t+1azt+m>7f(tazt))7 mGRd

Aus dieser Darstellung folgt unmittelbar L1 = Iy (X¢41)-

Fiir spdtere Berechnungsansitze, wie zum Beispiel der Kovarianz-Methode, die im
Kapitel 2.2.4 auf Seite 24 beschrieben ist, ist eine Approximation 1. Ordnung hilfreich.
Sei f differenzierbar, so ist diese Approximation 1. Ordnung Lﬁ_l der Verluste durch

die Form

d
Ly =~ (ft(t, Z)+ Y [t Z) 'Xt+1,i>

i=1
gegeben, wobei die tiefgestellte Notation bei der Funktion f die partiellen Ableitungen

beschreiben. Der dazugehorige linearisierte Verlustoperator l[%] ist

d
l[%](%) = — (ft(t,Zt) + Zle(t’ Zt) . J,‘l) .

i=1
Durch diesen Approximationsansatz besteht die Moglichkeit, die Verluste als lineare
Funktion der Anderungen der Risikofaktoren darzustellen. Dieser Ansatz ist offen-

sichtlich umso besser, je kleiner die Anderungen der Risikofaktoren sind — das heifit

13



Value-at-Risk im Risikomanagement Julia Puchner

zum Beispiel eine Risikomessung nur iiber einen kurzen Zeitraum — und je mehr der

Portfoliowert linear in den Risikofaktoren ist.

2.1.2 Die bedingte und unbedingte Verlustfunktion

Als Unterlage fiir diesen kleinen Auszug iiber bedingte und unbedingte Verlustfunk-

tionen dienen die Seiten 28-29 aus [6].

Es gibt zwei Konzepte, die bei der Verlustmessung im Risikomanagement betrachtet
werden konnen. Dabei wird zwischen der bedingten und der unbedingten Verlust-
funktion beziehungsweise der bedingten und der unbedingten Verteilung der Verlust-
funktion unterschieden. Der Unterschied steht stark mit der Wahrscheinlichkeit der
Zeitreihe der Reihe von den Risikofaktoren-Anderungen (X;);en in Verbindung.

Sei einerseits angenommen, dass die Anderungen der Risikofaktoren eine stationére
Zeitreihe mit der stationiren Verteilung Fix auf R? beschreiben. Dies bedeutet, dass
die Verteilung von (X;):en in Bezug auf Zeitverschiebungen invariant ist. Sei ande-
rerseits ein Zeitpunkt ¢ fixiert, so beschreibt die Sigma-Algebra F; = o({ X : s < t})
die verfiighare Information iiber die Anderungen zur Zeit . Die bedingte Verteilung
von X1 gegeben der Information F; wird mit Fx, |7, beschrieben. In den meis-
ten stationédren Zeitreihen-Modellen stimmt die bedingte und unbedingte Verteilungs-
funktion nicht iiberein. Als Beispiel hierfiir sei auf das GARC H-Modell verwiesen, bei
dem die Varianz der bedingten Verteilung von X, eine Funktion, abhéngig von den
Anderungen der vergangenen Risikofaktoren, ist. Im Falle, dass die Reihe (X t)ten

unabhéingig und identisch verteilt ist, so gilt Fix, ,|r, = Fx.

Die bedingte Verteilungsfunktion Fp, |7, des Verlustes ist fiir ein [ € R mit
Fro7 () =Plly(Xeqq) U F] =Pl < 1| F

definiert.

2.1.3 Messung des Risikos

Die Informationen dieses Unterkapitels stammen aus den Seiten 34-37 aus dem zu-

grundeliegenden Buch [6].

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber die bestehenden Ansitze zur
Risikomessung gegeben. Die Moglichkeiten fiir die Messung eines Risikos lassen sich

in vier verschiedene Kategorien einteilen:

1. Notional-Amount Approach: Dieser Ansatz ist der #lteste bestehende Ansatz.

Hierbei ist das Risiko eines Portfolios als die Summe der nominellen Werte der
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individuellen Wertpapiere des Portfolios definiert, wobei jeder nominelle Wert

moglicherweise mit einem Faktor gewichtet ist.

2. Factor-Sensitivity Measures: Diese Methode liefert die Anderung im Portfolio-
wert, wenn eine kleine vorher festgelegte Anderung in einem der zugrundelie-
genden Faktoren vollzogen wird. Das heifit, dieser Ansatz misst wie sensibel ein
Portfoliowert auf eine kleine Anderung eines Risikofaktors reagiert. Dadurch
wird Information {iber die Robustheit des Portfolios erhalten, jedoch kann die

gesamte Risikosituation nicht eingeschétzt werden.

3. Risk Measures based on Loss-Distributions: Die modernsten Messungen des Ri-
sikos eines Portfolios sind statistische Grofien, die die bedingte und unbedingte
Verlustverteilung einer vorher bestimmten Zeitspanne beschreiben. Als Beispie-
le sind die Varianz, der Value-at-Risk und der Expected-Shortfall anzufiihren.
Aufgrund einer einzigen bestimmten Statistik auf das (in einem Portfolio ent-
haltenen) Risiko zu schlieen kann durchaus problematisch sein, jedoch spricht

einiges fiir die Verwendung der Verlustverteilung fiir die Risikobemessung:

e Die Verluste stellen den zentralen Gesichtspunkt des Interesses im Risi-
komanagement dar, daher bietet es sich an, die Risikomessung aufgrund

derer Verteilungen zu gestalten.

e Das Konzept der Verlustverteilung beweist sich weiters als sinnvoll auf
jeder Ebene von Aggregation von Portfolios bestehend aus einem einzigen

Finanzinstrument bis zu einer Gesamtlage eines Finanzinstituts.

e Die Verlustverteilungen kénnen quer durch die Portfolios miteinander ver-

glichen werden.

Zwei Nachteile bringt dieser Ansatz jedoch auch mit sich. Einerseits ist die
Schétzung der Verlustverteilung von historischen Daten abhéingig. Besteht eine
Anderung der Richtlinien des Finanzmarkts, so kénnen die historischen Daten
nur mehr beschrénkt fiir Vorhersagen des Risikos in der Zukunft verwendet
werden. Andererseits ist es praktisch schwer handzuhaben, eine Schitzung der
Verlustverteilung exakt zu bestimmen, vor allem fiir ein grofles Portfolio. Viele
scheinbar ausgefeilte Risikomanagement-Systeme basieren auf relativ einfachen
statistischen Modellen fiir die Verlustverteilung, wie zum Beispiel auf einer nicht
vertretbaren Annahme der Normalverteilung.

Informationen iiber die Erwartungen von den Marktteilnehmern, wie zum Bei-
spiel implizite Volatilitét, sollte im Besonderen in Verbindung mit statistischen

Schétzungen fiir die Modellbildung der Verlustverteilung verwendet werden.

4. Risk Measures based on Scenarios: Bei diesem Ansatz wird eine Anzahl von

moglichen zukiinftigen Anderungen von Risikofaktoren (Szenarien) betrachtet,
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wie zum Beispiel ein 10%-iger Anstieg des Wechselkurses oder ein 20%-iger Fall
eines Anleihenindex. Das Risiko des Portfolios wird als der maximale Verlust des
Portfolios in allen Szenarien bemessen. Dabei konnen extreme Szenarien durch
kleine Gewichte beeinflusst werden, um deren Auswirkung auf das Resultat zu

lindern.

2.2 Value-at-Risk

Dieses Kapitel und alle beinhalteten Unterkapitel haben [6] als wissenschaftliche Un-
terlage. Es sind speziell Ausschnitte der Seite 37-54 beinhaltet.

Der Value-at-Risk ist wahrscheinlich die am weitesten verbreitete Grofie zur Risiko-
messung in Finanzinstituten.

Es wird ein Portfolio von risikotrachtigen Assets und ein fixer Zeithorizont A betrach-
tet. Die Verteilungsfunktion der dazugehorigen Verlustfunktion wird mit Fp(l) =
P[L < I] beschrieben. Dabei wird jetzt nicht zwischen bedingten und unbedingten
Verteilungen unterschieden, sondern es wird davon ausgegangen, dass diese Wahl am
Anfang der Analyse gemacht wurde und Fj die Verteilung des Interesses vertritt.
Man mochte eine Statistik basierend auf Fj, definieren, die die Schwere des Risikos
des Portfolios fiir eine bestimmte Zeitspanne A misst. Ein offensichtlicher Kandidat
ist der maximal mégliche Verlust, gegeben durch inf {I € R : F(I) = 1}. Jedoch ist
in vielen Modellen der Tréger von Fy, oft unbeschrénkt, sodass der maximale Verlust
unendlich ist. Weiters werden bei der Verwendung des maximalen Verlustes mogliche
Informationen {iber die Wahrscheinlichkeit beziehungsweise iiber die Verteilung von
Fp, vernachléssigt. Der Value-at-Risk ist eine unmittelbare Erweiterung des maxima-
len Verlustes, die diese Kritik in Betracht zieht. Die Idee hinter dem Value-at-Risk
ersetzt den "maximalen Verlust” einfach durch ”maximalen Verlust, der zu einer gege-
benen groflen Wahrscheinlichkeit, nicht iiberstiegen wird”. Diese Wahrscheinlichkeit

wird als das sogenannte Konfidenzniveau bezeichnet.

2.2.1 Definition: Value-at-Risk

Definition 2.1 (Value-at-Risk). Sei ein Wert fir o € (0,1) gegeben. Der Value-at-
Risk (VaR) fiir ein Portfolio zu einen Konfidenzniveau « ist definiert als die kleinste
Zahl 1, sodass die Wahrscheinlichkeit fir das Uberschreiten des Verlustes L der Héhe
I nicht grifer als (1 — «) ist. Formal bedeutet dies

VaR, :=inf{l e R:P[L>]<1—-a}=inf{leR: F(l) > a}.

Der Value-at-Risk ist folglich ein Quantil der Verlustverteilung.
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Typische Werte fiir das Level « sind a = 0.95 oder a = 0.99.

Im Marktrisikomanagement ist die Zeitspanne iiblicherweise ein oder 10 Tage, im
Kreditrisikomanagement normalerweise ein Jahr.

Es sei bemerkt, dass die Definition des Value-at-Risks zu einem Konfidenzlevel « keine
Information iiber die Schwere des Verlustes, der mit einer Wahrscheinlichkeit unter
1 — « auftritt, beschreibt.

== (B VaR |ES
H |
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-b I
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" — i ! .
10 5 0 5 10

Abbildung 1: Value-at-Risk

Die Abbildung 1 zeigt eine Verteilungsdichte einer Verlustverteilung mit einer ver-
tikalen Linie bei dem Wert des Value-at-Risk mit o = 0.95. Man beachte, dass der
erwartete Verlust E[L] negativ ist (eingezeichnet mit einer gepunkteten Linie), das
heifit es wird ein Profit erwartet. Die strichlierte Linie zeigt den Expected-Shortfall,
ebenfalls mit 95% als alternatives Maf fiir die Risikobewertung.

Da die verschiedenen Quantile eine wichtige Rolle im Risikomanagement spielen, wer-
den im Folgenden die prézisen Definitionen hierfiir angegeben.

Definition 2.2 (Inverse Funktion). Sei eine steigende Funktion T: R — R gegeben,
so ist die dazugehdrige inverse Funktion von T definiert als

T (y) :=inf{z e R: T(z) >y},

wobei die Konvention inf ) = oo verwendet wird.

Sei a € (0,1) und X eine Zufallsvariable beziehungsweise F' eine Verteilungsfunktion.
Dann beschreibt die Zahl ¢ € R das a-Quantil der Zufallsvariable X beziehungsweise
der Verteilungsfunktion F', wenn die dquivalenten Bedingungen gelten:

1. PIX <¢q] <a<PX <]

22PX<q] ZaundPX >¢>1—-a
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Die Zahl q ist ein a-Quantil, wenn die Verteilungsfunktion F' den Wert « gerade
erreicht oder gerade iiberspringt. Die Menge aller a-Quantile einer Zufallsvariable X

ist ein abgeschlossenes Intervall mit der unteren Grenze
g, (x)=inf{r e R:PX <z] > a}
und der oberen Grenze
¢ (z) =inf{z e R:P[X < 2] >a}
Ist g ein a-Quantil, so gilt ¢ € [q,, (2), ¢} (z)].

Definition 2.3 (Quantile). Sei eine Verteilungsfunktion F gegeben, so wird die in-
verse Funktion F* als das Quantil beziehungsweise die Quantilsfunktion von F' be-

zeichnet. Zu einem vorgegebenen Niveau o € (0,1) ist das a-Quantil von F durch
o (F) = F (a)=inf{zx e R: F(z) > a}

gegeben. Im Falle einer stetigen und strikt monoton wachsenden Verteilungsfunktion

F ist das a-Quantil ¢, (F) = F~(a), wobei F~! die gewéhnliche Inverse zu F ist.

Die Bestimmung des a-Quantils ist in den nachstehenden Graphiken Abbildung 2,
Abbildung 3 und Abbildung 4 graphisch dargestellt.

Der einfachste Fall fiir die Ermittlung des Quantils ist eine streng monoton steigende
und stetige Verteilungsfunktion wie in Abbildung 2 gezeigt wird.

1)

9a =qa=qx

Abbildung 2: Bestimmung des a-Quantils einer stetigen und strikt wachsenden Ver-

teilung
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Hierbei stimmen der untere und der obere Wert des Intervalls fiir das Quantil iiberein,

das heifit ¢, = ¢F und somit ist das a-Quantil ¢, eindeutig bestimmt.

Bei den beiden Beispielen in Abbildung 3 handelt es sich um eine Treppenfunktion

beziehungsweise um eine nicht stetige Verteilungsfunktion.

F(x) F(x)
17 ﬁ ’ -
a E a ‘j
—
Aa A

Abbildung 3: Bestimmung des a-Quantils einer nicht stetigen Verteilungsfunktion

beziehungsweise einer Treppenfunktion
An den Sprungstellen nimmt das a-Quantil den Wert an, fiir den gilt, dass P[X <
q] > a > P[X < ¢], das heifit auch hier ist das a-Quantil eindeutig bestimmt.

In der letzten Abbildung 4 ist eine Verteilungsfunktion dargestellt, die nicht streng
monoton steigend ist. Die Funktion ist stiickweise konstant.

F(x)

Abbildung 4: Bestimmung des a-Quantils einer nicht streng monotonen Verteilung

Hier tritt der Fall auf, dass das a-Quantil nicht eindeutig angegeben werden kann, es

ldsst sich lediglich ein Intervall fiir das Quantil anfiihren.
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Aus der Definition der inversen Funktion und der Rechtsstetigkeit einer Funktion folgt

folgendes Lemma als weitere Definition fiir ein a-Quantil:

Lemma 2.4. Fine Zahl y € R stellt das a-Quantil einer Verteilungsfunktion F' dar,

dann und nur dann, wenn die beiden nachstehenden Bedingungen erfillt sind:

1. Fly) >«

2. F(z) < « fiir alle x < y.

2.2.2 Sonderfille fiir die Berechnung: Value-at-Risk

Beispiel 2.5 (VaR,, fiir eine Normal- und eine Student-¢-Verteilung). Sei die Ver-

lustverteilung Fy, eine Normalverteilung mit dem Mittelwert p und der Varianz o2,

und sei ein Wert fir a € (0,1) fiziert. Dann ist der Value-at-Risk zum Level o fiir

diese Verlustverteilung wie folgt gegeben
VaR, = p+o0 - (a).

Dabei beschreibt ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N(0,1)

x

o= [ o (L)

—00

und ®~1(a) das a-Quantil von ®.

Einen dhnlich einfachen Ausdruck erhdlt man fir die Student-t- Verteilung. Angenom-
men der Verlust L ist so gegeben, dass (L — p)/o einer Standard-t- Verteilung mit v

Freiheitsgraden folgt, dies bedeutet L ~ t(v, u,0?). Dann ist der Mittelwert von L mit
L2
E[L] = p und die Varianz V[L] = LUQ mit v > 2. Daraus folgt, dass der Value-at-
v

Risk dieser Zufallsvariable mit
VaR, = p+o0-t, ()

gegeben ist, wobei t,, die Verteilungsfunktion der Standard-t- Verteilung t(0,1) und t;,*

die dazugehdrige Inverse angibt.

2.2.3 Kohirente Risikomafie

In diesem Abschnitt werden die Ideen, die ein ”gutes” Risikomafl haben sollten, vorge-

stellt. Es werden zuerst Axiome eingefiihrt, die ein sogenanntes kohdrentes Risikomaf}
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erfiillen sollten. In weiterer Aussicht, wird die Stellung von mdoglichen kohérenten Ri-
sikomaflen, unter anderem auch dem Value-at-Risk, in Verbindung mit der koh&renten
Eigenschaft diskutiert.

Fiir die Einfithrung der Axiome sei eine formale Definition von Risikomessung not-
wendig. Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und ein Zeithorizont A gegeben.
Mit LO(€2, F,P) wird die Menge aller fast sicher endlichen Zufallsvariablen auf (€, F)
beschrieben. Die Menge aller finanziellen Risiken werden durch M c L°(Q, F,P)
bezeichnet. Als mogliche Interpretation sind diese zum Beispiel die Verluste eines
Portfolios wihrend einer gewissen Zeitspanne A.

Betrachte man ) als die endliche Menge (Interpretation: Menge aller moglichen
Zusténde), F beschreibt die Menge aller reellwertigen Funktionen (Interpretation:
Menge der Risiken) und L die riskanten Positionen (Interpretation: zum Beispiel
Payoffs).

Eine Menge, die die Axiome (K1) und (K2) mit

(K].) LleMundLQEM,/\E[O,l] = /\'L1+(1—/\)'L2€M

(K2) Le Mund A >0 = A-LeM

erfiillt, wird ein konvezer Kegel genannt. Die beiden Axiome werden als die Konvezitdt
(Axiom (K'1)) und als die positive Homogenitit (Axiom (K2)) bezeichnet. Risikomafe
sind auf einem solchen konvexen Kegel definierte reellwertige Funktionen p: M — R,

die bestimmte Eigenschaften erfiillen.

Bezeichne man mit p(L) den Geldbetrag, der einer Position mit dem Verlust L zu-
gefithrt werden muss, um akzeptabel zu werden. Nun werden die Axiome fiir ein

Risikomafl p: M — R auf einem konvexen Kegel fiir die Kohédrenz vorgestellt:

Axiom 1 (Translationsinvarianz). Fiir alle L € M und fiir jedes [ € R gilt: p(L+1) =
p(L) + 1.

Axiom 2 (Subadditivitit). Fir alle L1 € M und Ly € M gilt: p(L1 + La) <
p(L1) + p(La).

Axiom 3 (Positive Homogenitét). Fiir alle L € M und fiir jedes A > 0 gilt: p(A-L) =
A-p(L).

Axiom 4 (Monotonie). Fiir alle L; € M und Ly € M, fiir die Ly < Lo fast sicher
gilt, gilt: p(L1) < p(La).

Definition 2.6 (Kohérentes Risikomafl). Fin Risikomafl p: M — R wird kohdrentes

Risikomaf$ genannt, wenn es die Azxiome 1 bis 4 erfillt.
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Das Axiom 3 der positiven Homogenitit wird oftmals kritisiert und wirft die Frage
auf, ob fiir grole Werte von A vielleicht p(A - L) > A - p(L) gelten sollte, um eine
Konzentration eines Risikos und die dadurch entstehenden Probleme der Liquiditét
zu bestrafen. Dieser Ansatz fithrte zu der Diskussion iiber eine grofiere Klasse der
Risikomafle, der sogenannten konvexen Risikomafle. In dieser Gruppe werden die Be-
dingungen der Sub-Additivitdt und der positiven Homogenitét gelockert:

Axiom 5 (Konvexitdt). Fiir Ly € M und Ly € M sowie A € [0,1] gilt: p(A - Ly +
(L1=X)-La) < X-p(L1) + (1= X) - p(L2).

Das Ziel der Abschwichung dieser beiden Axiome ist der Erhalt eines geringeren
Risikos, falls eine Diversifikation von Risiken und Verlusten besteht.

Eine Menge, die die folgenden Axiome erfiillt, wird die Menge der akzeptablen Risiken
A C M genannt:

(A1) L(w) <0 YweQ = LeA
(A2) Lw)>0 Ywe = L¢A

(A2’) L(w) >0 YweQund Le A = L=0

Das Axiom (A1) steht fiir keinen Verlust, das Axiom (A2) fiir nur Verlust und das

Axiom (A2') fiir keinen Gewinn.

Es liasst sich ein einfacher Zusammenhang zwischen einer Akzeptanzmenge A und
einem kohérenten Risikomafl anfiihren. Zu einer Akzeptanzmenge A wird das Risiko-

maf p g
pa(L):=inf{teR:t— L e A}

assoziiert. Umgekehrt wird zu einem gegeben Risikomaf p die Akzeptanzmenge A,

mit
A, ={LeM:p(—L) <0}

definiert.

In der nachstehenden Graphik Abbildung 5 sind mogliche statistische Grofien, die als

kohérente Risikomafle in Frage kommen konnten, eingezeichnet.
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F(x)
~—Mittelwert

~— Standardabweichung

+—Value-at-Risk

~«—Expected Shortfall

Abbildung 5: Mogliche Kandidaten fiir kohéirente Risikomafle

Fiir die Feststellung, ob es sich hierbei um kohérente Risikomafle handelt, miissen
lediglich die vier dafiir zu erfiillenden Axiome nachgerechnet werden. Dabei findet

man zum Beispiel bei der Standardabweichung einen Widerspruch in der Monotonie.

Der Value-at-Risk ist ein Risikomaf}, das als ein Quantil aus der Verlustverteilung
berechnet wird, und somit translationsinvariant, positiv homogen und monoton auf
L%(Q, F,P) ist, jedoch nicht die Sub-Additivitit erfiillt. Somit ist der Value-at-Risk

kein kohérentes Risikomaf.

Ein zweiter negativer Aspekt dieses Risikomafles ist die Tatsache, dass der Value-at-
Risk keine Unterscheidung nach der Verteilung der Risiken macht. Als anschauliches
Beispiel vergleiche man die zwei nachstehenden Graphiken Abbildung 6 und Abbil-
dung 7.

(100-0)%

Value-at-Risk

Abbildung 6: Portfolio A
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F(x)

(100-0)%

Value-at-Risk

Abbildung 7: Portfolio B

Bei einem gleichen Value-at-Risk zum Level « ist das Portfolio B in Graphik Abbil-
dung 7 viel riskanter als das erste Portfolio A. Die moglichen Verluste kénnen in dem
zweiten Portfolio hoher ausfallen. Eine solche Situation nennt man eine Verteilung

mit einem ”Heavy-Tail”.

2.2.4 Berechnung: Value-at-Risk

In diesem Abschnitt werden Standardmethoden fiir die Bewertung von Marktrisiken
iiber einen kurzen Zeitraum, wie zum Beispiel einen Tag, besprochen. Das Haupt-
augenmerkmal liegt bei der Problematik der Risikomaf}-Schiatzung fiir die Verlust-
verteilung von einem Verlust L;y; = l[t](X t+1). Der Vektor X1 beinhaltet die
Anderungen der Risikofaktoren vom Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt ¢ + 1 und Iy ist der
Verlustoperator basierend auf dem Portfolio zum Zeitpunkt ¢. Es wird in diesem Ka-
pitel speziell auf das Risikomafl Value-at-Risk eingegangen. Diese Ansitze sind jedoch
auch fiir andere Risikomafle anzuwenden, wie zum Beispiel auf den Expected Short-
fall. Bei den Berechnungsmdoglichkeiten ist vor allem die Unterscheidung zwischen der
unbedingten und der auf die Information F; bedingten Verlustverteilung von L;i

relevant.

e Varianz-Kovarianz-Methode:
Fiir die Anderungen der Risikofaktoren X;y; wird eine multivariate Normal-
verteilung (egal ob bedingt oder unbedingt) herangezogen, X1 ~ Ng(p, ).
Dabei sei o der Vektor gefiillt mit den Erwartungswerten und X die Kovarianz-
Matrix der Verteilung. Es wird die Annahme gestellt, dass die aktuellen Ver-
luste durch die linearisierten Verluste der Risikofaktoren (berechnet durch die
Approximation von Seite 13) angenéhert sind. Die Approximation fithrt zu

der vereinfachten Verteilungsfunktion von L$, = l[At](X 1+1), die auf Seite 13
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als Z[At] definiert ist. Der lineare Verlustoperator ist eine Funktion der Gestalt
l[At] = —(ct + b;:v), wobei ¢; eine Konstante und b; einen konstanten Vektor
darstellen. Diese Werte sind zum Zeitpunkt ¢ bekannt.

Aus den Rechenregeln des Erwartungswertes und der Varianz einer Linearkom-

bination eines Zufallsvektors gelangt man zu
Ly = l[At] (Xt41) ~ N(—ct — by, b,Zby).

Sei eine Normalverteilung als Ausgangslage fiir die Berechnung des Value-at-
Risks (oder eines anderen RisikomaBes) gegeben, so ist dieser leicht nach der
Formel VaR, = p+ o - ®71(a) von Seite 20 zu berechnen. Fiir die praktische
Anwendung dieser Methode sind Schétzungen des Erwartungswertes g und der
Varianz ¥ aufgrund von historischen Daten iiber die Anderungen der Risiko-
faktoren X;_,,41,..., X notwendig. Dazu bieten sich zum Beispiel die Stich-
probenwerte, das heiflt der Vektor der Stichprobenmittelwerte

n
X,
i=1

und die Matrix der Stichprobenvarianzen

X =

3=

Si=1. Y (X - X)X - X)

an, was den Fall der unbedingten Verlustverteilung liefert. Korrekt formuliert,
wird die stillschweigende Annahme, dass die Anderungen der Risikofaktoren

einem stationédren Prozess folgen, gemacht.

Mochte man eine bedingte Verteilung erhalten, so betrachte man die Beobach-
tungen als eine Realisation einer multivariaten Zeitreihe und stellt die Annah-
me, dass X1 | Fy ~ Ng(pryyq, Xe41) ist, wobei p, und 34 den bedingten
Mittelwertvektor beziehungsweise die bedingte Kovarianzmatrix gegen die In-

formation zum Zeitpunkt ¢ darstellen, das heif3t
pop =EB[Xe [ F] und B = VX [ A

Schéitzungen aus diesen Momenten erhédlt man durch eine Substitution in der
Formel Lf | = lﬁ‘] (Xi41) ~N(—c; — b;u ) b;Ebt) durch Prognosen. Dazu sind
Zeitreihenmodelle, wie das multivariate GARC H-Modell oder das EW M A-
Modell zu verwenden. Auf diese beide Modelle wird in dem Kapitel 2.3.1 und

in dem Kapitel 2.3.2 ndher eingegangen.

Die Kovarianz-Methode bietet einen einfachen analytischen Losungsansatz fiir
das Problem der Risikomessung, jedoch beruht dieser Komfort auf Kosten zwei-
er vereinfachten Annahmen. Einerseits stellt die Linearisierung nicht immer ei-

ne gute Approximation der Beziehung zwischen der wahren Verlustverteilung
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und den Anderungen der Risikofaktoren dar und andererseits ist die Annahme
der Normalverteilung nicht unbedingt realistisch fiir die Verteilung der Risiko-
faktordnderungen, speziell fiir kurze Zeithorizonte. Die Normalverteilung ver-
nachléssigt vor allem auch die ”Heavy Tails”, wobei die Berechnung des Value-

at-Risks speziell auf dem Schwanz einer Verteilung basiert.

e Historische Simulation: Die Methode der historischen Simulation verzichtet
auf die Schitzung der Verlustverteilung von L = I)(X¢y1) unter Annahmen
iiber explizite Parametermodelle fiir X ;1. Diese Methode benutzt die empiri-
sche Verteilung der historischen Daten X4, 41,...,X; fiir die Schitzung der
Verteilung des Verlustoperators. Dazu wende man den Verlustoperator auf jede
historische Beobachtung der Anderungen der Risikofaktoren an, um historisch

simulierte Verluste zu erhalten:
{Es = ly(X,) : s:t—n+1,...,t}.

Die Werte Es zeigen, wie sich das derzeitige Portfolio verhalten beziehungswei-
se welche Verluste sich heutzutage ergeben wiirden, wenn sich die Anderungen
der Risikofaktoren am Tag s wiederholen wiirden. Aus diesen historisch simu-
lierten Verlust-Daten werden Schlussfolgerungen iiber die Verlustverteilung und
die Risikomessung getétigt. Dieser Ansatz ist eine unbedingte Methode: Wird
die Annahme gemacht, dass es sich bei den Anderungen der Risikofaktoren um
einen stationdren Prozess mit der Verteilungsfunktion Fx handelt, so ist die
empirische Verteilungsfunktion ein konsistenter Schétzer fiir die Verteilungs-
funktion F'x.

Angenommen, die empirische Verteilungsfunktion von den Daten Zt,nﬂ, ceey Et
ist ein konsistenter Schétzer der Verteilungsfunktion von I;)(X) unter Fx. Un-
ter Verwendung des starken Gesetzes der groflen Zahlen fiir Zeitreihen kann

gezeigt werden, dass fiir n — co

t t

Fo(l) == % ) Z H{ngl} = % ’ Z H{l[t](Xs)Sl}

s=t—n+1 s=t—n+1
= Plly(X) <t] = Fr(l)

wobei X einen Vektor mit Anderungen der Risikofaktoren mit der Verteilung
Fx darstellt und L := I (X)) definiert.

In der Praxis gibt es mehrere Wege, wie die historisch simulierten Verluste ver-
wendet werden kénnen. Ublicherweise wird der Value-at-Risk durch die Methode
der empirischen Quantil-Schitzung ermittelt, wobei die theoretischen Quantile
der Verlustverteilung durch die empirischen Quantile angenéhert werden.

Dazu ordne man die historisch simulierten Werte {L, = I(Xs) : s =t —
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n+1,...,t} aufsteigend zu Zn,n < ..o < Elm. Ein moglicher Schétzer fiir
den Value-at-Risk zum Level «, das heifit VaR,, ist dann an.(l_a) |,n, WObei
[n- (1 — «)] das Abrunden von n - (1 — «) auf die néchstkleinere ganze Zahl
bedeutet.

Diese Methode ist einfach zu implementieren und es sind weder multivaria-
ten Schatzungen iiber die Verteilungsfunktion von X noch Annahmen iiber die
Abhéngigkeitsstruktur fiir die Risikobewertung notwendig. Jedoch hingt dieser
Ansatz stark von den zugénglichen Daten ab: Es ist schwierig, eine ausreichende
Anzahl an relevanten und synchronen Daten fiir alle Risikofaktoren zu erhal-
ten. Treten zum Beispiel Locher in der Historie der Risikofaktoren auf, oder
werden neue Risikofaktoren eingefiihrt, so entstehen moglicherweise Probleme,
diese Daten zu vervollstindigen. Dadurch ist man dazu geneigt, die Anzahl n
an Daten zu reduzieren, was jedoch wiederum zu einer Ungenauigkeit der Ri-
sikomafle fithren kann. Wiinschenswert ist eine grofie Anzahl n an Daten und
auch geniigend Extrem-Szenarios innerhalb der Daten, um eine angemessene
Schétzung des Schwanzes der Verlustverteilung bieten zu kénnen. Die Tatsa-
che, dass diese Methode ausschliefllich eine unbedingte Methode ist, kann eben-
falls als Schwachpunkt kritisiert werden. Mogliche Erweiterungen der histori-
schen Simulation sind einerseits die Verwendung der Extremwerttheorie, um
Schétzungen iiber den Schwanz der Verlustverteilung zu bekommen und an-
dererseits eine Entwicklung fiir einen bedingten Ansatz mittels Zeitreihen und

weiterfithrenden Prognosen.

e Monte Carlo: Der Name ”"Monte Carlo” ist eine allgemeine Bezeichnung fiir
Methoden, die Simulationen eines (expliziten, parametrischen) Modells fiir die
Risikofaktorendnderungen verwenden. Dieser Ansatz kann sowohl bedingt als
auch unbedingt gestaltet werden. Dies hdngt davon ab, ob das adoptierte Modell
ein dynamisches Zeitreihenmodell oder ein statisches Verteilungsmodell ist.
Die Vorgangsweise der Monte Carlo Methode ist folgende:

1. Schritt: Es muss eine Wahl fiir ein Modell getroffen werden. Weiters muss
dieses Modell kalibriert werden, das heifit, es miissen "realistische” Para-
meter zu den historischen Beobachtungen der Risikofaktorenénderungen
Xi—nt1,...X¢ gefunden werden. Das Modell sollte einfach zu simulieren
sein, denn im 2. Schritt miissen daraus m unabhéngige Realisationen der
Anderungen der Risikofaktoren fiir die nichste Zeitperiode generiert wer-

(1 —
den. Diese Realisationen werden mit X i ﬁl, X ETI) bezeichnet.

2. Schritt: Als erstes werden mit diesem Modell m unabhéingige Realisierun-
—~—(1 — .

gen von Risikofaktorendnderungen X i 4_)1, X Eri erzeugt. Ahnlich der

Methode der historischen Simulation, wird der Verlustoperator auf diesem

simulierten Vektor angewendet um die simulierten Realisationen {EEQI =

27



Value-at-Risk im Risikomanagement Julia Puchner

Iy (’)?21) 21 =1,...,m} zu erhalten. Diese simulierten Verlustdaten wer-

den fiir die Risikobewertung verwendet.

Wie bei der historischen Simulation werden die Risikomafle iiber den einfachen
Weg der empirischen Quantile berechnet. Weiters bestehen wieder die beiden
Moglichkeiten eine univariate Verteilung zu fitten oder ein Extremwertmodell
fiir die Modellierung des Schwanzes der simulierten Verluste heranzuziehen.
Die Monte Carlo Methode stellt die Wahl der Anzahl m der Realisierungen frei.
Typischerweise ist die Anzahl m viel grofler als die Anzahl n der Beobachtun-
gen, um eine erhohte Genauigkeit des empirischen Value-at-Risks im Vergleich
zu dem Fall der historischen Simulation zu erhalten.

Diese Methode stofit wieder auf das Problem der richtigen Wahl des multivaria-
ten Modells fiir X ;1. Im Zusammenhang mit dem Marktrisiko sind dynamische
Modelle sowie Modelle, die einer GARC H-Struktur mit einer ”heavy-tailed”
multivariaten bedingten Verteilung, wie zum Beispiel der Student-t-Verteilung,
folgen, sehr populér.

Fiir grofe Portfolios kann der Rechenaufwand bei der Monte Carlo Methode be-
trachtlich sein, da jede Simulation eine Neubewertung des Portfolios verlangt.
Dies ist vor allem problematisch, wenn das Portfolio viele Derivate, die in keiner

geschlossenen Form berechnet werden konnen, enthélt.

2.3 Zeitreihenmodelle

Dieses Kapitel beinhaltet eine kurze Zusammenfassung der klassischen univariaten
Zeitreihenmodelle, die im Hinblick auf die Modellierung von Anderungsmodellen der
Risikofaktoren relevant sind. Als Unterlage fiir das Verfassen des Kapitels dienen
vereinzelte Seiten ab Seite 125 aus [6]. An den Stellen, wo in diesem Kapitel 2.3 oder
in beinhalteten Unterkapitel auf weiterfithrende Literatur verweisen wird, so bezieht

sich der Verweis auf [6].

Ein Zeitreihenmodell fiir einen Risikofaktor ist ein stochastischer Prozess (X;):cz auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, F,P). Angenommen die Momente einer Zeitreihe
existieren, so sind die Erwartungswert-Funktion p(t) und die Autokovarianz-Funktion

~(t, s) des Prozesses (X¢)tez als

Wt) = EX) tez

Yt s) = E[(Xy—pu(t)(Xs—p(s)] tseZ
definiert. Daraus leicht ersichtlich gilt fiir die Autokovarianz-Funktion (s,t) = (¢, s)
und (¢, t) = V[Xy].
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Definition 2.7 (Strikt stationire Prozesse). Die Zeitreihe (Xy)iez ist strikt stationdr,
wenn

d
(Xt17~ .. ,th) = (Xt1+k, Ce. 7th+k)
fir alle t1,...,t,, k € Z und fiir alle n € N.

Definition 2.8 (Schwach stationéire Prozesse). Die Zeitreihe (Xi)icz ist schwach
stationdr (auch Kovarianz-stationdr genannt), wenn die ersten beiden Momente exis-
tieren und folgende Eigenschaften erfiillen:
pt) = p teZ
v(t,s) = ~t+k,s+k) tskeZ

Aus diesen beiden Definitionen lidsst sich folgern, dass strikt stationire Zeitreihen
auch schwach stationér sind, jedoch nur dann, wenn die Varianz endlich ist. Im Falle
einer unendlichen Varianz gilt diese Folgerung nicht, dazu seien zum Beispiel der
ARC H-Prozess und der GARC H-Prozess anzufiihren.

Die Definition von schwach stationdren Prozessen impliziert, dass fiir alle ¢, s die
Gleichung ~(t — 5,0) = v(t,s) = v(s,t) = (s — t,0) gilt, das heifft die Kovarianz
zwischen X; und X, héngt nur von dem zeitlichen Abstand | s — ¢ | ab. Dieser
Abstand wird auch Lag genannt. Fiir schwach stationdre Prozesse ldsst sich somit
die Autokovarianz-Funktion als eine Funktion, die nur von einer Variable h abhingt,

schreiben:
~v(h) :=~(h,0) VY heZ.

Die Standardabweichung eines solchen Prozesses ist somit vom Zeitpunkt unabhéngig.

Fiir einen zeitlichen Abstand der Lange 0 ist die Autokovarianz gleich der Varianz.

Definition 2.9 (Autokorrelation-Funktion). Die Autokorrelation-Funktion * (ACF)

p(h) eines schwach stationdiren Prozesses (Xi)iez ist durch
p(h) := p(Xn, Xo) =v(h)/7(0) VYV heZ

gegeben.

Die wichtigsten Bausteine fiir brauchbare Zeitreihenmodelle sind stationéire Prozesse
ohne Autokorrelation. Solche Prozesse werden ”White Noise”-Prozesse genannt:

Die Autokorrelation-Funktion p ist eine normierte Form der Autovarianz, definiert durch

v(s:t)
Os * Ot

p(s,t) = mit — 1< p(s,t) < 1.

Die im Nenner stehenden o notieren die Standardabweichungen zum Zeitpunkt k.
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Definition 2.10 (White Noise). FEin Prozess (Xt)iez ist ein ”White Noise”-Prozess,

wenn er schwach stationdr ist und die Autokorrelation-Funktion der Gestalt

L
p(h) =
0, wenn h#0

wenn h =0,

besitzt.

”White Noise”-Prozesse, die den Mittelwert gleich Null und die Varianz % = V[X/]
haben, werden mit WA (0, c?) notiert.

Definition 2.11 (Strict White Noise). Ein Prozess (Xi)icz wird als strikter ” White
Noise”-Prozess bezeichnet, wenn es sich um eine Reihe von unabhdingig und identisch

verteilten (iid) Zufallsvariablen mit endlicher Varianz handelt.

Strikte ” White Noise”-Prozesse, die den Mittelwert gleich Null und die Varianz o? =
V[X;] haben, werden mit SWA (0, 0?) notiert.

Es gibt eine Menge an Zeitreihen, die durch die verschiedenen Familien von Pro-
zessen entstehen. Es werden nun kurz diese Familien (mit bekannten Sonderformen)

vollstandigkeitshalber erwidhnt, bevor auf zwei Prozesse genauer eingegangen wird:

e ARM A (Auto-Regressive Moving Average)-Prozess:
Bekannte Sonderformen sind der AR (Auto-Regressive)-Prozess und der M A
(Moving Average)-Prozess.

e ARCH (Auto-Regressive Conditionally Heteroscedastic)-Prozess

e GARCH (Generalized ARC H)-Prozess:
Bekannte Varianten sind der IGARCH (Integrated GARC H)-Prozess und der
EW M A (Exponentially Weighted Moving Average)-Prozess.

2.3.1 Der GARCH-Prozess

Eines der wichtigsten Modelle fiir Zeitreihen téglicher Risikofaktor-Returns, das soge-
nannte GARC H-Modell, wird in diesem Kapitel besprochen. Auf das ARC H-Modell
(einem sehr nahe verwandten Modell) wird bis auf die Definition nicht niher einge-
gangen, sondern es wird gleich auf das GARC H-Modell {ibergegangen, bevor dann
iiber die praktischen Anwendungen diskutiert wird.

Definition 2.12 (ARC H-Prozess). Sei (Zy)iez ein SWN(0,1)-Prozess. Der Prozess
(Xt)tez heifft ARCH (p)-Prozess, falls er strikt stationdr ist und fir alle t € 7 und
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fiir einen strikt positiv-wertigen Prozess (o1)iez die Gleichungen
(1) Xt =0t Zt

p
(2) of =0+ Zai X2,
i1

erfillt sind, wobei ag >0 und o; >0 firi=1,...,p.

Der GARC H-Prozess ist ein ” generalized” ARC H-Prozess in dem Sinne, dass die qua-
dratische Schwankung o2 auch von den vorhergehenden quadratischen Schwankungen

abhéngen darf, genauso wie von den fritheren quadratischen Werten des Prozesses.

Definition 2.13 (GARC H-Prozess). Sei (Zi)iez ein SWN(0,1)-Prozess. Der Pro-
zess (Xi)iez heifft GARCH (p,q)-Prozess, falls er strikt stationdr ist und fir alle

t € Z und fiir einen strikt positiv-wertigen Prozess (ot)iez die Gleichungen
(1) Xt =0t Zt
P q
(2) of=ag —|—Zo¢i X2, —|—Zﬂj -af_j

i=1 j=1
erfillt sind, wobei cg >0 und ; >0 fiiri=1,...,pund B; >0 firj=1,...,q.

In der Praxis werden gerne GARC H-Prozesse niedrigerer Ordnung verwendet, und
oftmals konzentriert sich dies auf den GARCH (1,1)-Prozess. In diesem Modell ten-
dieren Perioden von hoher Schwankung andauernd zu sein, da | X; | genau dann eine

groBe Anderung hat, wenn entweder | X;_; | oder o;_1 grof} sind.

Lemma 2.14. Aus der Definition 2.13 fiir GARCH (p, q)-Prozesse erhilt man den
GARCH(1,1)-Prozess der Form

of = ao+ (a1 Zy + i) - opy.

Diese Gleichung ist eine sogenannte Stochastic Recurrence Equation (SRE) der Form
Y: = A; - Y1 + By, wobei (At)rez und (Bt)icz Reihen von unabhingig und identisch

verteilten Zufallsvariablen sind.

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Losung fiir eine solche Stochastic

Recurrence Equation sind
E[max {0,In(|B¢|)}] < oo und E[ln(]4:])] < 0.

Die einzige Losung ist dann durch

e’} 1—1
Y, =Br+ ZBt—i H A
i=1 j=0

gegeben. Bei dieser Losung handelt es sich um einen strikt stationdren Prozess. Die Be-
dingung E[In(]A|)] < 0 stellt die Schliisselbedingung fiir die strikte Stationaritit des
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GARCH-Prozesses (und auch ARC H-Prozesses) dar. Genauere Informationen iiber
diese Schlussfolgerung und den Zusammenhang von SRE und GARC H-Prozessen be-
ziehungsweise ARC H-Prozessen sind nicht Inhalt dieser Arbeit, dazu sei auf andere

Literatur verwiesen.

Wendet man diese Bedingungen und Losungen auf das GARCH (1, 1)-Modell an, so
folgt die Bedingung E[In(|ay ZZ + $1])] < 0 fiir die strikte Stationaritéit des Prozesses

und die Losung of = g + g Z H(athQ_j + B1).

i=1j=1
Wenn der Prozess (07);ez strikt stationdr ist, so ist (X;)iez mit X; = oy - Z; und
(Zy)1ez als SWN-Prozess, wie in Definition 2.13 verlangt, ebenfalls ein strikt stati-
ondrer Prozess. Die Losung des GARCH (1, 1)-Prozesses ist dann durch die Gleichung

Xi=2- |ao- [ 1+ [[(az?;+58)

i=1 j=1
gegeben.

Proposition 2.15. Der GARCH(1,1)-Prozess ist ein schwach stationdrer VWN -
Prozess dann und nur dann wenn a1 + 51 < 1 gilt. Die Varianz dieses schwach

stationdren Prozesses ist dann durch ag/(1 — a1 — B1) gegeben.

Fiir den Beweis dieser Proposition wird auf weiterfithrende Literatur verwiesen.

2.3.2 Der EW M A-Prozess

Ein alternativer Zeitreihen-Ansatz, der oft in Zusammenhang mit Risikobewertung,
speziell fiir die Prognose von Schwankungen, verwendet wird, ist das EW M A (Expo-
nentially Weighted Moving Average)-Modell.

Es wird nicht notwendigerweise angenommen, dass die Daten von einem stationéren
Modell kommen, vielmehr wird davon ausgegangen, dass es keine deterministische
saisonbedingte, das heifit zeitlich abhéngige, Komponente in dem Modell gibt. Diese
Methode formt die Basis der gidngigsten Methoden von Schwankungsprognosen.

Angenommen die vorhandenen Daten représentieren Realisationen der Zufallsvaria-

blen Y;_,41,...,Y;. Als eine Vorhersage fiir Y; ;1 wird die Prognose der Form
n—1
PYy1=)» a-(1-a) Y,
i=0

mit 0 < a < 1 herangezogen. P;Y;;1 bezeichnet die Vorhersage fiir Y;41, beziehungs-

weise allgemein bezeichnet P,Y; 1, die Prognose fiir Y4 p.
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Die Daten werden bei dieser Prognose gewichtet: Die Gewichte fallen fiir naheliegende
Daten bis zu weit entfernt zuriick liegenden Daten ab, und ergeben in Summe 1. Aus

der soeben angefiihrten Gleichung fiir die Prognose von Y folgt

n—1
PYiy1 =Y a-(1-a) Y,
1=0

n—2
:a-Yt—F(l—a)-Za~(1—a)j~Yt_1_j
§=0
=a-Yi+(1-a) P_1Y;,

sodass die Vorhersage zum Zeitpunkt ¢ aus der Vorhersage zum Zeitpunkt ¢ — 1 durch
eine einfach Rekursion berechnet wird. Die Wahl von « ist subjektiv, je grofler der
Wert ist, umso mehr Bedeutung wird den erst kiirzlich gemachten Beobachtungen

geschenkt.

Auf die Anwendung dieser Rekursion wird man in der Praxis des Ofteren treffen.
Dazu betrachte man die Returns Xy, 41, ..., X}, die einem Modell mit Schwankung
unterliegen, jedoch moéchte man kein exaktes parametrisches Modell fiir diese Daten
angeben. Die Prognose der kiinftigen Schwankung, das heifit die Vorhersage von o4,
fiir A > 1, ist eng mit dem Problem der Prophezeiung von Xt2+h verwandt. Dazu sei
vorausgesetzt, dass Informationen iiber den Prozess bis zum Zeitpunkt ¢ bekannt sind.
Dieses Wissen wird durch F; = o({X; : s < t}) beschrieben.

Wird die Rekursion auf die quadrierten Beobachtungen angewendet, so erhilt man

fiir einen beliebigen Wert von «
PX2 i i=a X} +(1-a) P1X}

Sofern die Erwartungen von Xf+1 mit jenen von o? '+ 1 zusammenfallen, kann man
diese Gleichung als ein Ezxponential Smoothing Schema fiir die unbeobachtete quadra-
tische Schwankung betrachten. Es lédsst sich ein rekursives Schema fiir die Einschritt-

Schwankungsprognose durch
Oii1 =a-X}+(1-a)-5?

definieren. Dies ist die wesentliche Idee des EW M A-Ansatzes fiir die Prognose der

Schwankung.
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3 Beriicksichtigung von Schwankung-Updates und
exponentiell abfallenden (Gewichten in verschie-

denen Verfahren der historischen Simulations fiir
den Value-at-Risk

Die Ideen dieses Kapitels sind in [4] zu finden. Ein kleiner Auszug ist aus [3], jedoch

wird an der entsprechenden Stelle nochmals auf diese Literatur verwiesen.

In diesem Kapitel wird eine Vorgehensweise vorgeschlagen, die das GARCH- oder
EW M A-Modell in Verbindung mit historischer Simulation fiir die Berechnung des
Value-at-Risks verwendet. Dabei werden angepasste historische Daten fiir jede Markt-
variable herangezogen, um den Unterschied zwischen der historischen Schwankung der
Marktvariable und ihrer derzeitigen aktuellen Schwankung zu spiegeln. Dieser Ansatz
wird anhand téglicher Daten von zwolf Wahrungskursen und fiinf Anleihenindizes
iitber neun Jahre hinweg mit dem Ansatz der historischen Simulation und einem wei-
teren Ansatz, der sogenannten BRW-Methode, in dem spéteren Abschnitt 3.6.2 ab
Seite 48 dieses Kapitels 3 verglichen. Es zeigt sich eine wesentliche Verbesserung ge-

geniiber der herkémmlichen historischen Simulation.

3.1 Einfiihrung

In den letzten Jahren hat der Value-at-Risk als Risikomafl immer mehr an Bedeutung
gewonnen. Er wird in vielen Finanzinstituten, von Fondmanagern, sowie in nicht-
finanziellen Einrichtungen fiir die Kontrolle iiber das Marktrisiko eines Portfolios
verschiedenster Finanzinstrumente verwendet. Der Value-at-Risk wird von der Zen-
tralbankaufsicht fiir die durchgehende Erfassung der potentiellen Verluste, die durch
die Marktrisiken entstehen und daher von der Zentralbank getragen werden miissen,
angewendet. Wahrend die Verwendung des Value-at-Risks fiir die Berechnung von
benttigtem Kapital Akzeptanz und Zustimmung gefunden hat, gibt es nur wenig
Konsens iiber die bevorzugte Methode fiir die Berechnung des Value-at-Risks.

Die Schwierigkeit bei dem Erhalt einer verldsslichen Schétzung fiir den Value-at-Risk
liegt in der Tatsache, dass jede vorhandene Methode Vereinfachungen sowie auch eini-
ge Kompromisse enthélt. Die Bestimmung, welche Methode die beste ist, hat sich zu
einer empirischen Frage entwickelt und ist vor allem eine Frage der Implementierung.
Hochstwahrscheinlich héngt dies von der Anzahl und den Arten der zugrundeliegen-

den Assets ab und vor allem auch von dem exakten Objekt der Berechnung.

Der Value-at-Risk eines Portfolios lédsst sich folgendermafen kurz erkliren: Dieses

Risikomaf} ist eine Funktion, die von zwei Parametern abhingt. Einerseits ist der
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Value-at-Risk durch eine Zeit(-spanne) und andererseits durch ein Konfidenzinter-
vall bestimmt. Der Value-at-Risk ergibt den Verlust des Portfolios, der am Ende
der Zeitperiode mit der Wahrscheinlichkeit in der Hohe des Konfidenzlevels nicht
iiberschritten wird. Die Berechnung des Value-at-Risks basiert auf der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Anderungen im Portfoliowert withrend der Zeitspanne. Im Fi-
nanzgeschéft wird die Zeitspanne meist als N = 10 Tage und das Konfidenzlevel mit
a = 99% festgesetzt. Die Bankenaufsicht bestimmt prinzipiell das benétigte Kapital
fiir ein Marktrisiko als den dreifachen Value-at-Risk mit diesen Parametern.

Der Value-at-Risk von N Tagen wird beinahe immer als der v/ N-fache Value-at-Risk
von einem Tag angenommen. Das heifit, die Schliisselaufgabe fiir Risikomanager ist
die Entwicklung eines prézisen und robusten Verfahrens fiir die Berechnung des Value-
at-Risks fiir einen Tag.

Eine gewohnliche Methode, der sogenannte ”Model Building”-Ansatz, fiir die Ermitt-
lung des Value-at-Risks beinhaltet die Annahme, dass die téglichen prozentuellen
Anderungen in den Marktvariablen bedingt multivariat normalverteilt sind, wobei
eine durchschnittliche prozentuelle Anderung von 0% in jeder einzelnen Marktvaria-
ble angenommen wird. Ist die tigliche Anderung des Portfoliowertes linear von den
téglichen Anderungen der Marktvariablen abhingig, so ist die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Anderung des Gesamtportfolios ebenfalls normalverteilt. Die Varianz der
Wahrscheinlichkeitsverteilung und daher auch die Perzentile der Verteilung entspre-
chend dem Value-at-Risk kénnen zum Beispiel mittels der Varianz-Kovarianz-Matrix,
die auf Seite 24 beschrieben wird, berechnet werden. In Féllen, bei denen die An-
nahme der Linearitiit als ungeeignet erscheint, wird die Anderung des Portfoliowertes
oft durch eine quadratische Funktion der prozentuellen Anderungen in den Markt-
variablen approximiert. Dies erlaubt die analytische Berechnung der ersten Momente
der Verteilung der Portfolioinderung, sodass die bendtigten weiteren Perzentile der
Verteilung geschétzt werden kénnen.

Ein alternativer Ansatz im Umgang mit Nichtlinearitdt ist die Monte Carlo Methode,
die auf Seite 27 beschrieben wird. Bei jedem Simulationspfad werden die téglichen
Anderungen der Marktvariablen von einer Stichprobe einer multivariaten Verteilung
erzeugt und das Portfolio neu bewertet.

Viele Marktvariablen folgen jedoch einer Verteilung, die einen dickeren Schwanz als
die Normalverteilung besitzt. Diese Uberlegung fithrt zu der Methode der historischen
Simulation und man wendet sich dem ”Model Building”-Ansatz mit der Annahme der
(multivariaten) Normalverteilung ab. Bei der historischen Simulation wird von Daten
iiber die téglichen Verdnderungen der Marktvariablen aus der Vergangenheit ausge-

gangen. Bei der ersten Simulation nimmt man an, dass die prozentuelle Anderung der
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Marktvariablen gleich jener am ersten Tag der Daten ist. Bei der zweiten Simulation
wird davon ausgegangen, dass diese gleich jener am zweiten Tag der Daten ist, etc.
Die Verdnderung des Portfolios wird fiir jeden Simulationspfad neu berechnet und die

Perzentile der Verteilung dieser Verdnderung werden geschétzt.

Hull und White zeigen, wie die Annahme der multivariaten Normalverteilung in dem
”"Modell Building”-Ansatz abgeschwéicht werden kann. Thre Methode erlaubt die An-
nahme jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die unbedingten téglichen Anderungen
einer Marktvariable. Mittels Transformation wird von der angenommenen Verteilung
auf die Standardnormalverteilung {ibergegangen. Diese Transformation wird derart
definiert, sodass das X-Perzentil der angenommenen Verteilung zu dem X-Perzentil
der Standardnormalverteilung transformiert wird. Die transformierten Marktvaria-
blen werden dann als multivariat normalverteilt vorausgesetzt.

Die Wahl der Verteilung kann auf verschiedene Wege geschehen. Eine Moglichkeit
ist eine angepasste Standardverteilung zu wihlen und dann durch die Maximum-
Likelihood-Methode die besten Parameter fiir die Verteilung zu finden. Eine weitere
Moglichkeit bietet die Verwendung der historischen Verteilung.

Die Methode von Hull und White bietet sozusagen eine Uberbriickung zwischen dem
”"Model Building”-Ansatz und der Methode der historischen Simulation. Hull und
White zeigen, wie der "Model Building”-Ansatz modifiziert werden kann, indem er
einige interessante Aspekte der historischen Simulation mit einbezieht. In weiterer
Folge wird ein Ansatz vorgestellt, der vor allem Updates der Schwankungen bei der

historischen Simulation zulésst.

3.2 Das Verfahren der einfachen historischen Simulation: Der
HS-Ansatz

Die historische Simulation stellt den Ausgangspunkt von Hull und White dar. Im
Vergleich zu der Methode von Hull und White, auf die ab Seite 37 néher eingegangen
wird und dessen Implementierung im Kapitel 3.3.1 erklart wird, wird bei der sim-
plen historischen Simulation keine Anpassung der Schwankung vorgenommen. Fiir
die Berechnung des Value-at-Risk mittels der Methode der historischen Simulation

ist lediglich die Kenntnis iiber die Returns notwendig.

3.2.1 Aufbau und Berechnung der Methode

Die Implementierung dieser Methode geschieht wie in den folgenden Schritten er-
klart. Dazu betrachte man eine einzelne Marktvariable. Die Methode geht fiir jede
Marktvariable identisch vor. Mit R(-) wird der Return bezeichnet.
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1. Man definiere die historische prozentuelle Anderung einer Variable am Tag t der
Periode als R;. Man erhilt also eine Reihe von Anderungen, die jeden einzelnen
Tag beinhalten:

{Rtltzl,...,N—l}

2. Weiters wird ein Zeitfenster definiert. Dieses Zeitfenster kann zum Beispiel eine
Anzahl an Tagen angeben. Durch das Zeitfenster werden jene Returns festgelegt,
die fiir die Schéitzungen herangezogen werden sollen. Es werden zum Beispiel die

am kiirzesten zuriickliegenden K Tage fiir die Schiatzungen verwendet.

3. Fiir die Berechnung des Value-at-Risks zum Tag ¢ werden die K zuvor liegenden
Werte {R; : s =t — K,...,t — 1} aufsteigend sortiert, das heifit

{Rt—K7"'7Rt—1} Sortﬁiren {Rt[l]a"'vRt[K]} )

wobei Ry den kleinsten und Ry} den grofiten Wert bezeichnet. Dazwischen

liegen die Werte aufsteigend nach der Grofle angeordnet.
4. Der Value-at-Risk zum Level « und fiir den Tag ¢ ist dann durch
VaRu(t) = Ry(1—a)-K]

gegeben.

3.3 Das Verfahren der historischen Simulation mit Updates
der Schwankung: Der HW-Ansatz

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Marktvariable — skaliert durch eine Schiatzung
der Schwankung — wird oft als approximativ stationir angenommen. Dies fithrt dazu,
dass die historische Simulation durch die Einbeziehung der Schwankungserfahrung

einer Periode aus der Vergangenheit verbessert werden kann.

Beispiel 3.1. Sei die aktuelle Schwankung der Marktvariable etwa 1,5% pro Tag.
Falls die Schwankung zwei Monate zuvor nur 1% pro Tag betrug, so unterschitzen
die beobachteten Daten vor zwei Monaten die heutige Schwankung. Andrerseits, falls
die Daten vor zwei Monaten eine Schwankung von 2% aufgelistet hitten, tritt genau

das Gegenteil auf.

Man betrachte ein Portfolio bestehend aus einer Anzahl an Marktvariablen und man
nehme an, dass die beobachteten Daten jeder Marktvariable wihrend des Beobach-
tungszeitraumes, der mit dem Tag N —1 endet, einem GARC H- oder EW M A-Modell
zugrundeliegen. Das Ziel ist die Schitzung des Value-at-Risks fiir dieses Portfolio am
Ende des Tages N — 1.
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3.3.1 Aufbau und Berechnung der Methode

Die Implementierung dieser Methode geschieht wie in den folgenden Schritten erklért.
Es wird die Notation immer nur fiir eine Marktvariable angegeben, um unnétige
Indizes zu ersparen, das heifit anstatt R;; fiir einen Tag ¢ und einer Variable j wird

nur R, fiir den Return geschrieben. Die Vorgangsweise ist fiir jede Variable identisch.

1. Man definiere die historische prozentuelle Anderung einer Variable am Tag t der
Periode als R;. Man erhilt also eine Reihe von Anderungen, die jeden einzelnen
Tag beinhalten:

{Rtt:].,,N—].}

2. Weiters wird ein Zeitfenster, bevorzugt durch Angabe der Anzahl an Tagen,
festgelegt, aus welchen die Schitzungen erfolgen sollen. Es werden zum Beispiel

die am kiirzesten zuriickliegenden K Tage fiir die Schitzungen verwendet.

3. Am Ende des Tages ¢t — 1 wird eine historische GARC H /EW M A-Schitzung
fiir die tégliche Varianz der prozentuellen Anderung einer Variable fiir den Tag
t ermittelt. Diese wird mit o7 notiert.
Die letzte verfiigbare GARC H /EW M A-Schitzung der téglichen Varianz ist
somit 0% . Diese wird am Ende des Tages N — 1 geschiitzt und beschreibt die

Varianz der prozentuellen Anderung fiir den Tag N.
Die tégliche Varianz kann zum Beispiel durch das EW M A-Modell

of =a-op +(1—a) Rf,

berechnet werden. Diese wird einmalig aus den Daten aller Tage, also aus den
Werten {R; :t=1,...,N — 1} ermittelt. Als Vorschlag fiir o wird héufig der
Wert 0,94 verwendet.

4. Weiters werden die Returns {Rs:s=t,...,t + K —1} mit t =1,...,N — K
fiir jedes Zeitfenster der Lange K durch R} ersetzt, wobei diese als

R
* s
Rs:O't+K'7

s

definiert sind. Das erste Fenster der Lange K mit den Returns {Rs: 1 < s < K}
wird also durch {R} : 1 < s < K} ersetzt, wobei diese durch

R
R::UKHoU—S, firs=1,..., K.
S

berechnet werden.
Fiir das zweite Fenster der Linge K werden die Returns {R,; : 2 < s < K + 1}
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durch {R? :2 < s < K + 1} mit

R
R =0g4o-—, firs=2,...,K+1
o

S

ersetzt. Fiir die weiteren Zeitfenster wird analog vorgegangen.

5. Fiir die Berechnung des Value-at-Risks zum Tag ¢t werden die K zuvor liegenden
Werte {Rf :s=t—K,...,t— 1} mitt = K+1,..., N aufsteigend sortiert, das
heifit

(Ri ... R} ortgren {R;*[l],..., ;[K]},

wobei Rf[l] den kleinsten und RI[ K] den grofiten Wert bezeichnet. Dazwischen
liegen die Werte aufsteigend nach der Griéfle angeordnet.

6. Der Value-at-Risk zum Level o und fiir den Tag ¢ ist dann durch
VaRa(t) = Rij_a).x)

gegeben. Eine Verteilungsfunktion der {R:m}lgig x hat die Gestalt der folgen-
den Graphik.

: FR;m
6 ey
%
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4 ———
3 :
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3 "
¥ —
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Abbildung 8: Value-at-Risk im HW-Ansatz

3.3.2 Konklusion des Ansatzes

Dieser Ansatz wird als "Hull White (HW)” Methode bezeichnet. Er ist eine Erwei-
terung der traditionellen historischen Simulation (HS). Anstelle der aktuellen histo-

rischen prozentuellen Anderungen der Marktvariablen werden angepasste historische
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Anderungen, die das Verhéltnis zwischen der derzeitigen téiglichen Anderung und je-
ner am Tag der Beobachtung zeigen sollen, fiir die Berechnung des Value-at-Risks

verwendet. Diese Auswirkung wird anhand des folgenden Beispiels kurz erldutert.

Beispiel 3.2. Vor 20 Tagen war die beobachtete prozentuelle Anderung in einer
Marktvariable 1,6% und die tigliche Schwankung wurde auf 1% geschitzt.
Wird die tigliche Schwankung aktuell nun auf 1,5% geschitzt, so ist die erzeug-

te prozentuelle Anderung, die aus den Beobachtungen vor 20 Tagen berechnet wird,

1,6%
2.4% =1,5% - 2—.
4% = 1,5% 1%

Durch die Anpassung der Returns mit der Proportion der Anderungen zwischen dem
Beobachtungstag und des aktuellen Tages erhélt man standardisierte Returns, die eine
Verbesserung gegeniiber der herkémmlichen historischen Simulation bieten soll. Ver-
gleichbare Werte mit der historischen Simulation beziehungsweise mit einem weiteren
Ansatz, der sogenannten BRW-Methode, werden im Unterkapitel 3.6.2 ab Seite 48 ge-
liefert. Hier werden die drei verschiedenen Modelle anhand von Daten durchgerechnet

und die Ergebnisse tabelliert.

3.4 Das Verfahren der historischen Simulation mit exponenti-
ellen Gewichten: Der BRW-Ansatz

Die Ideen dieses Unterkapitels 3.4 findet man einerseits in [4], jedoch stammen ver-

einzelte Ausziige auch aus [3].

Eine Methode, die von Risikomanagern gerne angewendet wird, weil diese stochas-
tische Schwankungen zulésst, ist der sogenannte Ansatz von J. Boudoukh, M. Ri-
chardson und R.Whitelaw (BRW). Der Herausforderung nach einem einfach imple-
mentierbaren Ansatz, der eine effektive Gegenleistung bietet, soll die BRW-Methode
nachkommen.

Der BRW-Ansatz kombiniert zwei Methoden populirer Anséitze, indem sie die Vorteile

dieser beiden Ansétze mit einbezieht und trotzdem leicht zu implementieren bleibt:

1. ”Exponential-Smoothing” (EXP)-Methode: Bei dieser Methode werden den his-
torischen Returns fiir die Berechnung der bedingten Schwankung exponentiell
abnehmende Gewichte zugeordnet. Durch die Verwendung dieser abfallenden
Gewichte gelingt es, das periodische Verhalten von der Schwankung der Returns
zu erfassen. Jedoch ist fiir die Bestimmung des Value-at-Risks eines Portfolios
durch die bedingte Schwankung eine Annahme der bedingten Normalverteilung
notwendig. Eine solche Annahme geht leider nicht stark mit Daten aus den Fi-

nanzgeschiften konform. Diese zeigen typischerweise Eigenschaften, wie einen
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dicken Schwanz und eine Schiefe, auf, die in Zusammenhang mit dem EXP-
Ansatz schwer mit einzubeziehen sind.

2. ”Historische Simulation” (HS)-Methode: Die HS-Methode setzt eine Annahme
iiber die Verteilung voraus, bevor aus der Schwankung die Perzentile schluss-
gefolgert werden. Die Schitzung der Perzentile erfolgt direkt durch Verwen-
dung der empirischen Perzentile der historischen Return-Verteilung. Daraus
wird der Value-at-Risk erhalten. Diese Methode bringt jedoch zwei Probleme
mit sich. Der erste Schwachpunkt liegt in der Tatsache, dass extreme Perzen-
tile der Verteilung (zum Beispiel der 1%- oder 5%-VaR) mit wenig Daten be-
kanntlich schwer zu schitzen sind. Der zweite Kritikpunkt ist die Annahme der
HS-Methode, dass die Returns alle unabhéngig und identisch verteilt sind, und
folglich keine zeitlich variablen Schwankungen zuldsst. Eine mogliche Losung
fiir das erste Problem ist die Erweiterung der beobachteten Daten. Wahrend
die EXP-Methode effektiv weniger Daten als aus einem Jahr zur Berechnung
heranzieht, sieht man bei der HS-Methode oftmals einen Datensatz der bis zu
fiinf Jahren aufzeigt. Fiir das zweite Problem sieht die Losung genau gegen-
teilig aus. Um wie bei dem EXP-Ansatz die kiirzlich beobachteten Daten zu
stérken, ist ein Losungsweg die Verwendung von weniger weit zuriickliegenden

historischen Daten.

Der BRW-Ansatz kombiniert diese beiden Methoden, indem er die Perzentile direkt
aus den Returns schéitzt und abfallende Gewichte den Daten zuordnet.

Als erster Schritt werden die historischen Daten des beobachteten Zeitraums sortiert
(dhnlich wie im HS-Ansatz). Wihrend in der HS-Methode fiir den Aufbau der beding-
ten empirischen Verteilung jeder Beobachtung das gleiche Gewicht zugeordnet wird,
so werden bei dieser Methode den historischen Returns exponentiell fallende Gewichte

zugeschrieben.

Beispiel 3.3. Soll bei der HS-Methode der Value-at-Risk zum Level o = 99% be-
stimmt werden und liegen 250 tdgliche Daten vor, so ist dies die drittkleinste ((1 —
a) - 250 = 2,5) Beobachtung der Daten — unabhingig davon, zu welchem Zeitpunkt
dieser Return stattgefunden hat. Bei dem BRW-Ansatz kann die Bestimmung des ex-
akt gleichen Value-at-Risks mehr oder weniger Beobachtungen bendtigen. Die Anzahl
der Beobachtungen hdngt davon ab, ob die extremen Returns erst kiirzlich oder schon

lange in der Vergangenheit geschehen sind.

Die Zuordnung der Gewichte ist &hnlich dem Schema, das bei dem EXP-Ansatz ver-
wendet wird.

Kurz zusammengefasst, dieser Ansatz schitzt den Value-at-Risk eines Portfolios durch
Anwendung exponentiell fallender Gewichte auf die vergangenen Daten bevor dann

das passende Perzentil dieser gewichteten empirischen Verteilung gesucht wird.
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3.4.1 Aufbau und Berechnung der Methode

Wie bei der HW-Methode wird, um die Notation zu vereinfachen, von einer einzigen

Marktvariable ausgegangen. Die BRW-Methode wird in 3 Schritten implementiert:

1. Die erzielten Returns von Tag ¢ — 1 zu Tag ¢t werden durch R, bezeichnet. Das

heiBt es ist eine Reihe von Anderungen
{Rtltzl,...,N—l},

die jeden einzelnen Tag beinhalten, gegeben.

Sei ein Zeitfenster von K Tagen festgelegt, die fiir die Bestimmung des Value-
at-Risks herangezogen werden sollen. Jedem dieser in den letzten K Tagen be-
obachteten Return Ry, Ryy1,...,Riyx—1 mit ¢ = 1,..., N — K wird das ent-
sprechende Gewicht

11—\ 1-A\ 1— A K1
(7w ) () 2 (7w)

zugewiesen. Das kleinste Gewicht wird dem am weitesten entfernten Return

zugeschrieben, das groite Gewicht erhélt der am kiirzesten zuriickliegende Re-
turns aus dem aktuell beobachteten Zeitfenster. Die Konstante (1—\)/(1— %)

sichert, dass die aufsummierten Gewichte 1 ergeben.

2. Die Returns {R;, Ri41,..., Riyk—1} werden in aufsteigender Reihenfolge ge-
ordnet:

{Rey.o Reproa} "T™" {Rip)s - Ry}

wobei Ry[1) den kleinsten Return und Ry} den grofiten Return beschreibt. Die
dazugehorigen Gewichte werden mit diesen Returns ebenfalls sortiert, sodass

am Ende die Gewichte bei den dazugehorigen Returns stehen.

3. Um den X% = (1 —a)% Value-at-Risk eines Portfolios zu erhalten, startet man
von dem kleinsten Return und summiert die dazugehorigen Gewichte solange
auf, bis man X% erreicht hat. Der dazugehorige Wert des Returns beschreibt
den Value-at-Risk am Tag t + K zum Level a%. Um den Value-at-Risk {iber die
gesamten Laufzeit von N Tagen zu erhalten, so werden diese 3 Schritte fiir t =
1,..., N — K vollzogen. Es besteht die Méglichkeit einer linearen Interpolation
zwischen zwei angrenzenden Punkten, um den exakten Wert fiir den X% Value-

at-Risk der Verteilung zu erhalten.

3.4.2 Konklusion des Ansatzes

Bezeichne man das Geschehen ”eine Beobachtung liegt in den letzten 5% des Schwan-

7

zes einer historischen Verteilung” als das ”5%-Tail-Event” und analog dazu das ”1%-
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Tail-Event” , wenn die Beobachtung innerhalb des letzten 1% des Schwanzes liegt. Bou-
doukh, Richardson und Whitelaw zeigten, dass unter Verwendung des HS-Ansatzes
solche ”5%-Tail-Events” approximativ zu 5% der Zeit auftreten, und analog ”1%-
Tail-Events” approximativ zu 1% der Zeit passieren. Allerdings tritt ein sogenanntes
”Bunching” auf. ”Bunching” bedeutet, solche Events tendieren dazu eher in kurzen
zeitlichen Absténden hintereinander als zufillig iiber den ganzen Zeitraum der Beob-
achtungen zu geschehen.

Ein Vorteil der BRW-Methode liegt darin, dass sie dieses ” Bunching” deutlich redu-

ziert.

Es gibt jedoch auch Kritikpunkte der BRW-Methode. Der Ansatz ist ein indirekter
und einigermaflen ineffizienter Weg fiir die Zulassung von stochastischer Schwankung.
In der BRW-Methode (und in anderen Schemen, die mit solchen Gewichten arbei-
ten) kriimmt eine kurz andauernde Sequenz von abnormal groflen positiven (oder
negativen) Verlusten die erwartete Verteilung deutlich nach rechts (oder nach links).
Wird in diesem Ansatz zum Beispiel der Wert A = 0, 98 bestimmt, so wird der letz-
ten und aktuellsten Beobachtung eine Wahrscheinlichkeit von iiber 2% bei K = 100
Beobachtungen geschenkt, sodass ein einziger grofler Return an dieser Stelle genug
Auswirkung hat, um eine solche Schiefe zu erzeugen.

Der BRW-Ansatz und dhnliche Methoden kiirzen die effektive Stichproben-Periode,
um das Verhalten der stochastischen Volatilitdt zu erfassen. Der Erhalt anderer Mo-

mente der Verteilung leidet jedoch vielmehr unter dieser kiirzeren Beobachtungsdauer.

3.5 Veranschaulichung der Ansitze " BRW?” und "HS”

Betrachte man das folgende Beispiel, bei dem das Ziel die Berechnung des Value-at-
Risks zu einem bestimmten Level ist. Es wird ein und dieselbe Reihe an Returns R(t)
an zwei verschiedenen Zeitpunkten — erstens zu einem gegebenen Zeitpunkt, zweitens
ein Monat spéter — betrachtet. Dabei wird angenommen, dass keine extremen Beob-
achtungen wihrend dieses Monats gemacht werden. Die folgende Tabelle beinhaltet
die Returns und die dazugehérigen Anfangszeitpunkte, sowie die (einzelnen und ku-
mulierten) Gewichte fiir den BRW-Ansatz mit A = 0,98 und K = 100 und jene fiir
den HS-Ansatz.
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Anfangszeitpunkt BRW-Ansatz HS-Ansatz
Ordnung | Returns R; | Zeit- | Gewichte | kumul. Gewichte | kumul.
punkt Gewichte Gewichte

1 -3,30% 3 0,0221 0,0221 0,01 0,01

2 —2,90% 2 0,0226 0,0447 0,01 0,02

3 —2,70% 65 0,0063 0,0511 0,01 0,03

4 —2,50% 45 0,0095 0,0605 0,01 0,04

5 —2,40% 5 0,0213 0,0818 0,01 0,05

6 —2,30% 30 0,0128 0,0947 0,01 0,06

Werden keine extremen Returns innerhalb des néchsten Monats angenommen, so sind
die geordneten Returns 25 Tage spéter dieselben. Der Unterschied liegt lediglich nur
darin, dass die Beobachtungen weiter in die Ferne geriickt sind. Nimmt man wieder
ein Beobachtungsfenster von K = 100 Tagen und einen Wert A = 0, 98 an, so gestaltet
sich die obige Tabelle zu folgender Tabelle.

25 Tage spéter BRW-Ansatz HS-Ansatz
Ordnung | Returns R; | Zeit- || Gewichte | kumul. Gewichte | kumul.
punkt Gewichte Gewichte

1 -3,30% 28 0,0134 0,0134 0,01 0,01

2 —2,90% 27 0,0136 0,0270 0,01 0,02

3 —2,70% 90 0,0038 0,0308 0,01 0,03

4 —2,50% 70 0,0057 0,0365 0,01 0,04

5 —2,40% 30 0,0128 0,0494 0,01 0,05

6 —2,30% 55 0,0077 0,0571 0,01 0,06

Die einzigen Anderungen liegen in den Spalten der Gewichte und somit in den ku-
mulierten Gewichten im BRW-Ansatz. Diese sind von den jeweiligen Tagen abhéingig.
Definiere die Funktion g(i) := (1 — \)/(1 — M%) - \¥ fiir 0 <4 < K — 1 genau diese
Gewichte fiir A = 0,98 und K = 100, so ist das Gewicht fiir den Tag 28 das achtund-
zwanzigste grofite Gewicht und somit durch g(27) (da bei 0 gestartet wird) gegeben.
Die Gewichte fiir den HS-Ansatz sind fiir jeden Return gleich groff und somit mit 1/K

bestimmt, in diesem Beispiel also 1/100.

Sei ein Level a = 95% fiir den Value-at-Risk gegeben, heifit das, man méchte das
X% = (1 — a)% = 5%-Perzentil berechnen. Der BRW-Ansatz schéitzt den Value-at-
Risk bei den Anfangszeitpunkten auf 2.63% und einen Monat spéter auf 2,34%. Die
Werte werden durch lineare Interpolation auf den exakten Value-at-Risk berechnet,

das heifit, liegt der Prozentsatz zwischen den kumulierten Gewichten von R; 1 und
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R;, so berechnet sich der interpolierte Wert durch

R — (R — Ry_1) - M7
YR, —9R,

wobei gr, das kumulierte Gewicht zu dem Return R; bezeichnet.
Der HS-Ansatz liefert hingegen bei beiden Tabellen denselben Wert 2,35% fiir den
Value-at-Risk zum Level a% = 95%, das heifit, fiir das X% = 5%-Perzentil. Bei die-
ser Berechnung wird angenommen, dass 1/2 von dem gegebenen Returngewicht rechts
und 1/2 links von der aktuellen Observation liegt.
Als Beispiel, bei der HS-Methode bildet der Return von —2,40% genau 1% der Ver-
teilung ab. Weiters wird angenommen, dass sich dieses Gewicht gleichméfig tiber
das Intervall von der Hilfte der Strecke zum néchstniedrigeren und bis zur Halfte
der Strecke zum né&chstgroferen Beobachtungspunkt, das heifit {iber das Intervall
[-R:— 0,5 | Rt —Ry—1|, —R: +0,5 | Ry1 — Ry || aufteilt. Dadurch représentiert
die Beobachtung —2,40% das 4, 5-te Perzentil. Diese Verteilung der Gewichte liefert
den Wert 2, 35% fiir den Value-at-Risk zum Level a% = 95%, also den X% = 5%-VaR
im HS-Ansatz.

3.6 Vergleich der Ansitze
3.6.1 Methoden fiir den Vergleich

Bevor anhand ausgewéhlter Daten eine Durchrechnung der Ansétze erfolgt, werden
in diesem Kapitel relevante Groflien fiir den Vergleich der Methoden vorgestellt.

Fiir jede der vorgestellten Methoden bietet die Berechnung eine Schitzung des Value-
at-Risks zum Level a% fiir die Stichprobenperiode. Die Wahrscheinlichkeit fiir den
Erhalt einer Beobachtung R(-) unter dem berechneten Value-at-Risk sollte daher a%

sein:
P[R(t + 1) < VaR(t)] = a%

Es gibt einige Merkmale, die fiir den Value-at-Risk wiinschenswert sind.

Ein Diskussionspunkt bei der historischen Simulation ist die Frage, ob die historischen
Daten angepasst werden sollten, sodass die durchschnittliche prozentuelle Anderung
gleich 0 ist.

Beispiel 3.4. Betrachte man zum Beispiel einen Stockindex, der wihrend 500 Tagen
und endend mit Tag t eine durchschnittliche Anderung von 0,09% pro Tag aufweist.
Wenn keine Anpassung vorgenommen wird, bedeutet dies implizit, dass diese 0,09%

der erwarteten Anderung am Tag t + 1 entspricht.
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Eine Anpassung der durchschnittlichen Anderung beinhaltet in den drei Ansitzen
Folgendes:

1. Bei der HS-Methode wird bei einer Anpassung die durchschnittliche tégliche
prozentuelle Anderung bei jeder Beobachtung aus dem Zeitfenster K subtrahiert
bevor dann der X% Schwanz der Verteilung geschétzt wird.

2. Bei der BRW-Methode betrifft eine Anpassung die Berechnung einer gewichte-
ten durchschnittlichen prozentuellen Anderung und die anschlieBende Subtrak-

tion dieser von jeder einzelnen Beobachtung.

3. Im Falle der HW-Methode wird der Durchschnitt iiber alle normalisierten Be-
obachtungen h;/o; ermittelt. Diese Erwartung wird weiters von jeder norma-
lisierten Beobachtung subtrahiert, ehe sie mit dem Schétzer fiir die derzeitige

Schwankung oy multipliziert wird.
Zu jedem Tag wird eine Indikatorfunktion I(¢) mit
I(t) = 1, wenn VaR(t) < R(t+1)
0, wenn VaR(t) > R(t+ 1) .

definiert.

Die Stichproben, die die empirische Verteilung erzeugen, iiberlappen sich, jedoch ist
I(-) unter der Annahme der Nullhypothese, dass die Verteilung des Schwanzes un-
verfilscht /unverzerrt ist, unabhéngig und identisch verteilt. Die Standardabweichung

des Prozentsatzes an Tagen, an denen Tail-Events eintreten ist daher

p-(1-p)
n )
wobei p die Wahrscheinlichkeit fiir ein Tail-Event und n die Stichprobengréfie be-
schreiben.

Boudoukh, Richardson und White schlagen eine Messgrofie, die sogenannte ” MAPE”
(Mean Absolute Percentage Error), fiir die Untersuchung und Messung von ”Bun-
ching” vor. Die Berechnung geschieht folgendermaflen: Fiir jede Periode von 100 auf-
einanderfolgenden Tagen (fiir die Schitzungen gemacht werden) wird die absolute
Differenz zwischen der aktuellen Anzahl und der erwarteten Anzahl von Tail-Events
berechnet. Die erwartete Anzahl ist zum Beispiel bei einem ”5%-Tail-Event” genau
5%. Das Maf3 wird gleich dem Durchschnitt dieser absoluten Differenz gesetzt.

MAPE ist eine kombinierte Messgrofie im Hinblick auf Verzerrung und auf ”Bun-

ching”. Die Verzerrung hat folgenden Einfluss auf diese Bemessung: Ist das Prozedere
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fiir die Bewertung der Tail-Events verfilscht /verzerrt, sodass wir in jeder 100-Tage-
Periode zwei ”1%-Tail-Event” verzeichnen, so gilt MAPE= 1.

Um den Einfluss von Bunching auf diese Messgréfie zu erkennen, betrachte man das
néchste Beispiel.

Beispiel 3.5. Angenommen man hat 599 Beobachtungen, die von 1 bis 599 durch-
nummeriert sind. Dafiir kann man 500 dberlappende 100-Tage-Stichproben kalkulie-
ren. Sei jede hundertste Beobachtung, also die Beobachtungen Nummer 100, 200, 300,
400 und 500, ein solches "1%-Tail-Event”. Dadurch beinhaltet jede 100-Tage-Probe
genau ein "1%-Tail-Event” und die Messgrifie MAPE ist somit gleich 0, da die er-
wartete Anzahl von "1%-Tail-Event” ebenfalls 1 betrdigt.

Sei nun angenommen, dass die ”"1%-Tail-Events” gebiindelt auftreten, sodass diese
jetzt zum Beispiel bei den Beobachtungen Nummer 100 und 101, Nummer 300 und

301, sowie Nummer 500 passieren. Daraus folgt, dass

e 198 Proben kein einziges Tail-Event enthalten und daher die absolute Differenz
gleich 1 ist,

e 104 Proben genau ein Tail-Event aufweisen und die absolute Differenz gleich O

ist, und

e 198 Proben genau zwei Tail-Events beinhalten und daher die absolute Differenz
gleich 1 betrdgt.

Gesamt wird die Messgrofie MAPE wieder als durchschnittlicher absoluter Fehler aller
Proben berechnet. Dies ergibt daher die Kennzahl MAPE= 396/500 beziehungsweise
MAPE=0,792.

Eine Alternative zu MAPE fiir die Bewertung von Bunching stellt die Berechnung
der ”Ljung-Box”-Statistik? dar. Dabei werden die ersten 15 Autokorrelationen der
Indikatorfunktion I(-) herangezogen. Die Ljung-Box Statistik ist durch

15

§ 2
m - Wg * Mg

k=1

gegeben, wobei m die Anzahl der Beobachtungen angibt. Die Gewichte wj, berechnen
sich durch wy, = (m—2)/(m—k) und n gibt die Autokorrelation mit einem zeitlichen

Lag von k Tagen an.

2 Benannt nach Greta M. Ljung und George E. P. Box.
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3.6.2 Ein Beispiel aus der Praxis

Anhand ausgewéhlter Daten werden

e der Ansatz der ”historischen Simulation”,
e der Ansatz von Hull und White, und

e der Ansatz von Boudoukh, Richardson und Whitelaw

miteinander verglichen.

Dazu werden historische Aufzeichnungen von 12 verschiedenen Wihrungskursen zwi-
schen dem 4. Janner 1988 und dem 15. August 1997 verwendet.

Bei den Wéhrungen handelt es sich um den Australischen Dollar (AUD), den Bel-
gischen Franken (BEF), den Schweizer Franken (CHF), die Deutsche Mark (DEM),
die Dénische Krone (DKK), die Spanische Peseta (ESP), den Franzosischen Franken
(FRF), das Britische Pfund (GBP), die Italienische Lire (ITL), den Japanischen Yen
(JPY), den Niederldndischen Gulden (NLG) und die Schwedische Krone (SEK).

Als Input fiir die Berechnung des Value-at-Risks und der folgenden Tail-Events wird
der Wechselkurs jeder einzelnen Wahrung eingelesen. Ein Verlauf eines solchen Wech-
selkurses kann zum Beispiel so, wie die folgende Graphik Abbildung 9 zeigt, aussehen.
Die Abbildung stellt den Wechselkurs des Schweizer Franken, beginnend am 11. Juli
1988 bis einschliefSlich 10. Februar 1998, dar.

1.8
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Abbildung 9: Wechselkurs des Schweizer Franken

Aus dieser gegebenen Datenreihe {K (t)}, ., werden dann die benétigten Returns
K({t+1)—-K(t) o
R(t) = —————=
A0
Anderung von Tag t zu Tag t+1 beschreiben. Die folgende Graphik bildet die Returns

R(-) des Schweizer Franken wihrend der gleichen Periode wie oben ab.

fir 1 <t < N — 1 berechnet, die somit die prozentuelle
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Abbildung 10: Return des Schweizer Franken iiber 2420 Tagen

Aus diesen Returns, beziehungsweise im HW-Ansatz und BRW-Ansatz aus leicht
modifizierten Returns, wird der Value-at-Risk zu einem gewiinschten Level bestimmt.

Die Implementierung der verschiedenen Methoden wird so, wie auf der Seite 36 fiir den
herkbmmlichen Ansatz der historischen Simulation, auf der Seite 38 fiir den Ansatz
von Hull & White und auf der Seite 42 fiir die Methode von Boudoukh, Richardson
& Whitelaw beschrieben, durchgefiihrt.

Fiir alle drei Methoden wird an jedem Tag eine Verteilung der téglichen prozentuellen
Anderung aus den letzten K = 500 Tagen der Datenreihen geschiitzt. Dabei werden
die 1% und die 5%-Perzentile jeder Marktvariable notiert. Dies bedeutet fiir die

e Historische Simulation, dass die Verteilung durch Zuweisung von gleich grofien

Gewichten auf jeweils 500 hintereinanderstehenden Beobachtungen geschétzt
wird. Die anschlieende Graphik betrachtet den Return R(t) mit 1 < ¢ < K des

Schweizer Franken im ersten Fenster der Lange K = 500.
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Abbildung 11: Erstes 500er-Fenster: Return des Schweizer Franken
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e Methode von Hull und White, dass die Verteilung ebenfalls durch Zuweisung

0.02

0.

=)

-0.01

-0.02

\
‘l“ w | “ \ m’ H‘N

von gleich groflen Gewichten auf jeweils 500 aufeinanderfolgende Beobachtungen
geschitzt wird, nachdem diese aufgrund von Schwankungsénderungen angepasst
werden.

Die Berechnung der téglichen Varianz o7 in der HW-Methode erfolgt aufgrund
der auf Seite 38 angefiihrten Formel fiir das EW M A-Modell 07 = a - 07 | +
(1—a)-R?_| mit a=0,94.

Die durch die Schwankung angepassten Returns R; sehen &hnlich der nicht
angepassten Returns R; aus und werden in der nachstehenden Graphik veran-
schaulicht. Die Graphik zeigt die Returns im ersten Fenster der Tage t = 1 bis
t = 500.
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Abbildung 12: Erstes 500er-Fenster: angepasster Return des Schweizer Franken

e Methode von Boudoukh, Richardson & Whitelaw, dass die Verteilung durch

Hinzufiigen von exponentiell abfallenden Gewichten zu jeweils 500 aufeinan-
derfolgenden Returns — das kleinste Gewicht zu dem am weitesten entfernten
Return — geschétzt wird.

Fiir die Berechnung der Gewichte g(i) = (1 —\)/(1 = AE) - XN fir 0 <i < K —1
wird ein A = 0,98 gewéhlt.

Der Value-at-Risk wird somit an N — K verschiedenen Tagen ermittelt, das heif3t,

man erhélt eine Reihe an Werten.
Der erste Wert der Value-at-Risk Reihe wird aus den ersten K = 500 Tagen am Ende
des Tages K beziehungsweise am Beginn des Tages K + 1 berechnet.

Das Zeitfenster von K Tagen wird dynamisch immer um einen Tag nach hinten ver-
schoben, das heifit der zweite Wert der Value-at-Risk Reihe wird aus den Returns
R(t) fiir t = 2,...,501 oder aus den angepassten Returns R} und somit am Ende des

Tages K + 1 beziehungsweise am Beginn des Tages K + 2 ermittelt. Der dritte Wert
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der Value-at-Risk Reihe wird analog aus den Returns {R(¢) : ¢t = 3,...,502} bezie-
hungsweise aus den angepassten Returns R; berechnet. Dieser Wert wird am Ende
des Tages K + 2 beziehungsweise am Beginn des Tages K + 3 bestimmt.

Der letzte Wert fiir einen Value-at-Risk ergibt sich aus den letzten K = 500 Returns.

Die néchsten drei Graphiken zeigen den Verlauf des Value-at-Risk zu einem Konfi-
denzlevel von a = 0.95%.

Die erste Graphik zeigt den 5%-Value-at-Risk, der mittels der gewthnlichen histori-
schen Simulation berechnet wird.
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Abbildung 13: 5%-Value-at-Risk der historischen Simulation

Diese zweite Graphik stellt den gleichen Value-at-Risk dar, jedoch diesmal mit der
Methode von Hull und White ermittelt.
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Abbildung 14: 5%-Value-at-Risk der HW-Methode
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In der letzten Graphik wird ebenfalls der 5%-Value-at-Risk abgebildet, diesmal nach
der Methode von Boudoukh, Richardson und Whitelaw berechnet.

5%—-VaR

Il

Abbildung 15: 5%-Value-at-Risk der BRW-Methode

Um die drei Ansétze gut miteinander vergleichen zu konnen, wird fiir jeden Ansatz
und fiir jede Wahrung der Prozentsatz fiir auftretende Tail-Events ermittelt. Die
folgenden Tabellen listen diese Werte auf. In der ersten Tabelle wird jeweils der 5%-
Value-at-Risk berechnet und dieser fiir die Ermittlung der Anzahl der Tail-Events
herangezogen, in der zweiten Tabelle wird analog vorgegangen, jedoch mit dem 1%-
Perzentil.

Die Tabellen werden ohne Anwendung der auf Seite 46 beschriebenen Mo6glichkeiten

fiir eine Anpassung der durchschnittlichen Anderung erstellt.

5%-Tail || historische Simulation | BRW-Methode | HW-Methode
AUD 4,1667% 5,0000% 4,8958%
BEF 5,0000% 5,2083% 5,0000%
CHF 4,9479% 5,4167% 5,3125%
DEM 4,7917% 5,2083% 4,9479%
DKK 5,0000% 5,4164% 5,2083%
ESP 4,5833% 5,5208% 5,1563%
FRF 5,1042% 5,3125% 5,1042%
GBP 4,6875% 4,8958% 4,6875%
ITL 4,6354% 5,1042% 5,1563%
JPY 4,9479% 5,5208% 4,8958%
NLG 5,0521% 5,1042% 5,1563%
SEK 5,0000% 5,6250% 5,1042%
Average 4,8264% 5,2778% 5,0521%
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Die nichste Graphik zeigt einen Vergleich der Returns mit dem 5%-Value-at-Risk.
In der Abbildung 16 sind der Return des Schweizer Franken sowie der negative und
positive 5%-Value-at-Risk abgebildet. Dieser Value-at-Risk wird nun mit der Methode
von Hull und White erstellt.
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Abbildung 16: Hull & White: Vergleich der Returns mit dem 5%-Value-at-Risk

Die néchste Tabelle und die Graphik Abbildung 17 zeigen die Resultate fiir den 1%-
Value-at-Risk.

1%-Tail || historische Simulation | BRW-Methode | HW-Methode
AUD 0,9375% 1,4583% 0,8333%
BEF 0,9375% 1,4063% 0,9896%
CHF 0.9896% 1,3021% 0,9896%
DEM 0,9375% 1,3021% 0,8854%
DKK 0,9375% 1,4583% 0, 8333%
ESP 0.8854% 1,1458% 0,9375%
FRF 0,9896% 1,7188% 0,7292%
GBP 1,0938% 1,3021% 1,0938%
ITL 0,7813% 1,3021% 0,9375%
JPY 0, 9896% 1,2500% 1,2500%
NLG 1,0417% 1,4063% 1,0417%
SEK 0, 8854% 1,3542% 0,9375%
Average 0,8763% 1,3672% 0,9549%

Die Graphik vergleicht den Return und den dazugehérigen 1%-Value-at-Risk, der
mittels der Hull & White Methode berechnet wird.

53



Value-at-Risk im Risikomanagement Julia Puchner

0.04

A M\ \

A A ‘*\m W M Wi A W \
0.02f"\ wfw Wik I \\ A e -\
1 N N, i ALY Nwod
I

W lm‘l L Akl l\ bl “‘\H‘m l“ VAL A A \ L A Rt ’\ AL A ..“_tw“l_u “M‘

W‘uwv N A T W“W w '

—-0.04
neg. VaR I

Return

pos. VaR

Abbildung 17: Hull & White: Vergleich der Returns mit dem 1%-Value-at-Risk

Die Bestimmung der Tail-Events wird fiir jedes Fenster mit K = 500 Returns geson-
dert durchgefiihrt. Wird die Bereitstellung der Returns wie oben beschrieben vollzo-
gen und das 5%- beziehungsweise das 1%-Perzentil als Value-at-Risk zu jedem Fenster
berechnet, das heifit, man erhélt einen Vektor von Value-at-Risk Werten, die fiir die
dynamischen Zeitfenster ermittelt werden, so wird fiir jeden einzelnen Value-at-Risk
Wert und fiir jede Methode die Entscheidungsfrage ”Tritt ein Tail-Event bei der dar-
auffolgenden Beobachtung auf?” gestellt.

Die Indikatorfunktion

I(t) = 1, wenn VaR(t) < R(t+1)

0, wenn VaR(t) > R(t+ 1) .

zéhlt das Eintreten eines Tail-Events fiir t = K +1,..., N — 1. Daraus lasst sich dann

der in der Tabelle angefiihrte Prozentsatz ausrechnen.

Eine Modifikation dieser drei Ansétze ist die Anpassung der historischen Daten, sodass
die durchschnittliche prozentuelle Anderung gleich 0 ist. Ein Beispiel diesbeziiglich
wird kurz auf Seite 45 angefiihrt. Im Anschluss an dieses Beispiel wird erklédrt, wie
eine solche Modifikation bei den einzelnen Methoden aussehen wiirde.

Die Ergebnisse dieser Varianten sind fiir die vorhandenen 12 Wéhrungen in den fol-
genden Tabellen auf Seite 56 aufgelistet. Die erste Tabelle zeigt wieder den 5%-Value-
at-Risk und die zweite Tabelle den Value-at-Risk zum Konfidenzlevel o = 0,99, das
heif3t, den 1% Schwanz.

Im Falle der gewthnlichen historischen Simulation wird der Durchschnitt der prozen-
tuellen Anderungen iiber K Tage

K
Z Ri+t
Rt _ zle
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fir 0 <t < N — 1 — K berechnet. Dieser Mittelwert wird dann fiir das entspre-
chende Fenster von den betrachteten K prozentuellen Anderungen subtrahiert, bevor
dann der Value-at-Risk zu dem gewiinschten Niveau bestimmt wird. Das heifit, fiir
das erste Zeitfenster mit {R(¢): 1 <t < K} wird der R;, beim zweiten Zeitfenster
mit {R(t):2 <t < K + 1} wird der Ry subtrahiert, und so weiter. Diese Anpassung
wird fiir jedes einzelne Zeitfenster der Lange K gemacht, ehe die Value-at-Risk Er-
mittlung (mit den angepassten Returns) und die Tail-Event Berechnung (mit den

urspriinglichen Returns) vollzogen werden.

Bei der Methode von Hull & White werden die Mittelwerte der normalisierten Beob-
achtungen R;/oy

LY Ri+t

(]

- i=1 Oitt
fon ==

fir 0 <t < N—1- K, das heifit, jeweils fiir ein Fenster der Lédnge K, berechnet. Wei-
ters wird wie bei der historischen Simulation vorgegangen, indem diese Mittelwerte
R, von den entsprechenden normalisierten Returns R, Josmitt <s< K -1+t ab-
gezogen werden, bevor dann dieser Ausdruck mit der Schwankung ok 4, multipliziert

wird. Das heif3t, man berechne

R —
Rj = (s —Rt> cOK+t

Os

firt<s<K-1+tund 1<t < N — K und erhélt somit fiir jedes der N — K +
1 Zeitfenster K angepasste Returns mit denen weiters der Value-at-Risk berechnet
wird. AnschlieBend wird wieder mit den urspriinglichen Returns R; die Tail-Event

Untersuchung gemacht.

Diese Variante beinhaltet bei dem Ansatz von Boudoukh, Richardson & Whitelaw die

Berechnung eines gewichteten Mittelwerts

K
Z gi - Riys
Rt+1 - =1 K - Zgz Rz+t
> Gk i=1
k=1

fiir 0 <t < N—1— K, wobei die Summe aller Gewichte gleich 1 ergibt. Analog zu der
historischen Simulation wird der jeweilige gewichtete Mittelwert R; vom entsprechen-
den Zeitfenster mit den Returns {Rs:t < s < K —1+t} mit 1 <t < N — K von
diesen Returns subtrahiert und damit die Value-at-Risk Bestimmung durchgerech-
net. Danach wird wieder mit den urspriinglichen Returns die Tail-Event Berechnung

gemacht.
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Die nachstehenden Tabellen beinhalten die Ergebnisse der Berechnung mit Anpassung

der einzelnen Methoden.

5%-Tail || historische Simulation | BRW-Methode | HW-Methode
AUD 3,9583% 4,7917% 4,8958%
BEF 5,0521% 5, 3646% 4,8958%
CHF 4,8438% 5,3125% 5,2604%
DEM 4,8958% 5% 5,0521%
DKK 5% 5,1042% 5,3125%
ESP 4,7917% 5% 4,9479%
FRF 5,0521% 5,1563% 5,1563%
GBP 4,6354% 4,7917% 4,6875%
ITL 4,4271% 5,0521% 5,0521%
JPY 5% 5,7292% 5,1563%
NLG 5,1562% 5,2604% 5,1563%
SEK 4,9479% 5,625% 5,1563%
Average 4,8138% 5,1823% 5,0608%

1%-Tail || historische Simulation | BRW-Methode | HW-Methode
AUD 0,8854% 1,4583% 0, 8333%
BEF 0, 8854% 1,4583% 0,9375%
CHF 0,9375% 1,4063% 1,0417%
DEM 0, 9896% 1,25% 0,9375%
DKK 1,0417% 1,6146% 0,8333%
ESP 0,8854% 1,0417% 0, 8333%
FRF 0,9375% 1,8229% 0,7292%
GBP 1,0938% 1,1979% 1,0938%
ITL 0,7292% 1,4063% 0,8854%

JPY 1,0417% 1,4063% 1,25%

NLG 1,0417% 1,1979% 0, 9896%
SEK 0, 8854% 1,1979% 0,9375%
Average 0,9462% 1,3715% 0,9418%

In Summe zeigen diese Tabellen, dass die Methode von Boudoukh, Richardson &
Whitelaw eine hoher als 1% Chance aufweist, dass die Beobachtung innerhalb des
BRW'’s 1% Schwanzes liegt.

Fir die Implementierung wird das Programm MATHEMATICA herangezogen. Der
Programm-Code befindet sich im Kapitel 7 ab Seite 93.

56



Value-at-Risk im Risikomanagement Julia Puchner

3.7 Ein Ausblick zur Verwendung des Value-at-Risks: Das Ri-
sikokapital

In diesem Unterkapitel soll ein Einblick fiir die weiterfithrende Verwendung des Value-

at-Risk gegeben werden. Dieser kurze Ausschnitt orientiert sich an [4].

Man definiere P als das 1%-Perzentil der téiglichen Anderungen einer Marktvaria-
ble. Das (regulatorische) Risikokapital fiir eine Investition der Héhe 18 in eine Long-
Position einer Marktvariable ist der dreifache 10-Tage 99%-Value-at-Risk, beziehungs-
weise —3 - \/E P.

Die drei Methoden liefern hierfiir ganz unterschiedliche Ergebnisse. P;, fiir 1 <14 < 3,
entspricht den berechneten 1%-Value-at-Risk dieser drei Ansitze.

Betrachtet man die Methode der gewthnlichen Simulation, so sieht man, dass das
benotigte Kapital unter dieser Methode oftmals infolge der gewéhlten Fensterldnge
iiber eine lange Periode unveréndert bleibt. Das Risk Capital wird stark von Beob-
achtungen mit grofier Anderung, die in einem Fenster oder gerade aus einem Fenster
hinausfallen, beeinflusst.

Der Ansatz von Boudoukh, Richardson & Whitelaw neigt dazu, dass das Kapital oft-
mals auf ein neues Level ansteigt, auf dieser Hohe fiir eine Zeitspanne verbleibt, bevor
es dann abrupt und stark fillt. Um diese Auswirkung zu verstehen, betrachte man
das folgende Beispiel.

Beispiel 3.6. Betrachte man einen Tag d, an dem ein rasanter Abfall, stirker als
je einer in den 500 Tagen davor, im Portfoliowert verzeichnet wird. Angenommen es
passiert keine ”schlechte” Beobachtung in Folge. Wihle man A = 0,98 fiir die Berech-
nung der Gewichte, so steigt das Kapital fiir exakt 35 nachfolgende Tage.

Der Grund dafiir ist folgender. Am Tag d+1 wird der Beobachtung vom Tag d ein Ge-
wicht von etwa 0,02 zugeordnet, sodass das 1%-Perzentil der Verteilung der tiglichen
Anderungen gleich der Beobachtung von Tag d ist. Fiir die Tage 1 bis 35 wird die-
ser Beobachtung von Tag d immer ein Gewicht griofier 0,01 zugewiesen, sodass das
1%-Perzentil immer auf die Beobachtung von Tag d fillt. Am Tag 36 ist das zugeord-
nete Gewicht gerade schon unter 1%, sodass die néchst schlechteste Beobachtung das
1%-Perzentil beeinflusst.

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des benétigten Kapitals bei den drei ver-
schiedenen Methoden. Man kann deutlich erkennen, dass der Ansatz der historischen
Simulation groftenteils eine konstante Funktion ist. Weiters zeigt die Graphik die
rapiden Anstiege und Abfille der Methode von Boudoukh, Richardson & Whitelaw.
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Abbildung 18: Benotigtes Kapital unter den 3 Methoden fiir eine Investition von 1$
in DEM

Fiir eine Investition in eine Long-Position in dieser Wéhrung (Deutsche Mark) zeigt
sich, dass das benétigte Kapital unter der BRW-Methode im Schnitt um 10, 22%
niedriger als unter der HS-Methode ist und das benétigte Kapital unter der HW-
Methode im Schnitt um 6,69% niedriger als unter der HS-Methode ist.

Das Ziel der Arbeit ist nicht unbedingt die Minimierung des bendttigten Kapitals,
sondern vielmehr die Wahl der Methode, die zu einer gegebenen durchschnittlichen

Investition an Kapital den Schutz gegen Verluste maximiert. Definiere man dazu

A: durchschnittliches benotigtes Kapital unter der gewthnlichen histo-
rischen Simulation

Cave: durchschnittliches benotigtes Kapital unter einer alternativen Metho-
de (zum Beispiel BRW-Methode oder HW-Methode)

Cy: benoétigtes Kapital am Tag ¢ unter der alternativen Methode

Ly, entstehende Verluste an den n folgenden Tagen nach Tag ¢

Die Quote Ly, /C} beschreibt den Anteil des benétigten Kapitals unter dem alternati-
ven Schema, um die moéglichen Verluste wihrend der néchsten n Tage nach Tag t zu
decken. Die Extremwerte dieses Ausdrucks messen die Moglichkeiten an finanziellen
Schwierigkeiten, die auftreten konnen, wenn der alternative Ansatz verwendet wird.
Allerdings wird nicht die durchschnittliche Hohe an verwendetem Kapital unter dieser
Methode beriicksichtigt.

Sei

Cy A

eine weitere Messgrofle, die bei der Wahl zwischen den Ansétzen dienen soll. Dies
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stellt den Anteil des Kapitals dar, das am Tag t fiir die Deckung der Verluste an den
anschliefenden n Tagen unter einem bestimmten Ansatz benotigt wird, falls dieses
Kapital an jedem Tag mit einer Konstanten multipliziert wird, sodass es im Schnitt
gleich dem Kapital unter der gewohnlichen historischen Simulation ist. Dieser Aus-
druck wird als ”Capital Utilization Ratio” bezeichnet. Die Extremwerte davon bieten
eine Messung fiir die Kapitalausstattung.

Berechnungen zufolge lésst sich schlieflen, dass fiir Wahrungen der Ansatz von Bou-
doukh, Richardson & Whitelaw sowie der Ansatz von Hull & White eine bessere
Capital Utilization bieten als die Methode der herkommlichen historischen Simulati-

on.

3.8 Konklusion des Kapitels

In dem Kapitel 3 ab Seite 34 wird beschrieben, wie ein Modell fiir Updating der
Schwankung (zum Beispiel das GARCH- oder EW M A-Modell) in Verbindung mit
der historischen Simulation fiir die Berechnung des Value-at-Risks herangezogen wer-
den kann. Risikomanager wagen oft den Versuch der Erlaubnis fiir stochastische
Schwankungen, indem Stichproben aus erst kiirzlich passierten Beobachtungen an-
statt aus dlteren Beobachtungen generiert werden. Ein solcher Ansatz ist die bespro-
chene BRW-Methode, die die Anwendung von exponentiell abfallenden Gewichten
auf die Beobachtungen involviert. Der HW-Ansatz, den Hull und White verfolgen,
ist direkter. Er beinhaltet angepasste Observationen, um die Differenz zwischen der
Schwankung zum Zeitpunkt der Beobachtung und der derzeitigen Schwankung zu

reflektieren.

Es wird der HW-Ansatz von Hull und White mit der BRW-Methode verglichen. Dazu
werden tégliche Daten iiber 9 Jahre hinweg von 12 verschiedenen Wahrungskursen
verwendet. Dabei gelangt man zu dem Entschluss, dass die HW-Methode bessere
Schitzungen der 1%-Perzentile der téglichen Daten liefert. Sie ist ebenfalls gleich gut,

wenn nicht besser, bei der Elimination von Bunching der Tail-Events.

Hull und White zeigen eine neue Variante fiir die Beurteilung der Effektivitéit einer
Methode fiir die Berechnung des Value-at-Risks. Dabei wird der Anteil des Kapitals,
der voraussichtlich in extremen Situationen notwendig sein wird, getestet. Dabei kom-
men Hull und White zu dem Ergebnis, dass ihre Methode sowie der BRW-Ansatz im
Hinblick auf Wahrungskurse bessere Resultate als die historische Simulation liefert
und ihr Ansatz auch die BRW-Methode zu iibertreffen scheint.
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4 Die Value-at-Risk Berechnung, falls die téglichen
Anderungen in Marktvariablen nicht normalver-
teilt sind

Die Ideen dieses Kapitel beziehen sich auf die Arbeit [5] von Hull & White.

Es wurde im vorigen Kapitel 3 ab Seite 34 unter anderem der Ansatz von Hull
und White besprochen, der die Annahme der Normalverteilung in ihrer Methode ab-
schwéicht und eine Annahme einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung zulésst.
In diesem Kapitel 4 wird nun ein neues Modell fiir die Berechnung des Value-at-
Risks diskutiert, wobei der Analytiker die freie Wahl einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der tiglichen Anderungen der Marktvariablen besitzt. Parameter der Vertei-
lung hingen von Schemen fiir die Aktualisierung dieser, wie zum Beispiel von dem
GARCH-Modell, ab.

Nach einer Durchfithrung einer Transformation der angenommenen Wahrscheinlich-
keitsverteilung wird davon ausgegangen, dass die transformierten Variablen multiva-

riat normalverteilt sind.

Das Modell zielt auf einen direkten Weg fiir die Berechnung des Value-at-Risks ab.
Dieser Ansatz kann von RiskMetrics® oder dhnlichen Datenbanken Gebrauch machen.

Dieser Ansatz wird anhand téglicher Daten iiber neun Jahre mit 12 verschiedenen
Wechselkursen getestet. Wird die erste Hélfte der Daten fiir die Schitzung der Modell-
parameter verwendet, so bietet diese Methode eine gute Vorhersage fiir die Verteilung
der tiglichen Anderungen fiir die zweite Hilfte der Daten.

4.1 Einfiihrung

Es gibt mehrere Griinde, wieso der Value-at-Risk ein solch populdres Risikomafl ge-
worden ist. Einer der Ursachen liegt jedoch bei J.P. Morgan, die sich 1994 entschieden
hat, ihre RiskMetrics Datenbank fiir jeden Marktteilnehmer zugénglich zu machen.

Es sei das Statement des Value-at-Risks nochmals wiederholt: ”Man ist sich zu X%
sicher, dass man nicht mehr als L Dollar Verlust in den néichsten N Tagen erleiden
wird.” Der Wert des Value-at-Risks entspricht dann der Grofie L dieser Aussage, und
ist somit eine Funktion abhéngig von zwei Parametern, dem Zeithorizont N und dem

RiskMetrics wurde von J.P.Morgan entwickelt und 1994 veroffentlicht. Er stellte erstmals eine stan-
dardisierte und relativ einfache fassbare Methodik zur Schitzung von Marktrisiken bereit. Das Mo-
dell basiert auf der Standardnormalverteilung, das heiflt, es wird angenommen, dass die zugrunde

liegenden Instrumente normalverteilt sind.
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Konfidenzlevel X %. Fiir diese Grofien werden in der Diskussion nach dem bendtigten
Kapital einer Bank die Werte N = 10 und X% = 99% gewihlt. Das notwendige
Kapital basiert daher auf den Verlusten wihrend einer 10-Tages Periode, von denen

angenommen wird, dass sie in 1% der Zeit auftreten.

1994 entwickelte J.P. Morgan die sogenannte Methode mittels ” RiskMetrics”. Es stellt
eine standardisierte Methode zur Schitzung von Marktrisiken bereit. Prinzipiell kann
der Value-at-Risk auf verschiedene Arten berechnet werden. Eine Methode ist unter
anderem die von J.P. Morgan entwickelte ”RiskMetrics”, die auf dem Konzept der

Standardnormalverteilung basiert.

Jenes Modell, das am héufigsten fiir die Bestimmung des Value-at-Risks verwen-
det wird, stellt die Annahme, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der téglichen
Anderungen in jeder Marktvariable einer Normalverteilung folgt. Jedoch scheint die-
ser Ausgangspunkt nicht wirklich perfekt zu sein. Die téglichen Anderungen einiger
Marktvariablen, vor allem bei Wechselkursen, weisen eine beachtliche Menge an po-
sitiver Kurtosis beziehungsweise positiver Exzess-Kurtosis* auf. Das heifit, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir die téigliche Anderung einer solchen Variable besitzt einen
dicken Schwanz, sodass extreme Returns viel eher und haufiger — als sie bei einer Nor-
malverteilung prophezeit werden wiirden — auftreten kénnen.

Laut Duffie und Pan (1997) kann aufgrund von Spriingen sowie einer stochastischen
Schwankung moglicherweise eine Kurtosis beziehungsweise eine Exzess-Kurtosis ver-
ursacht werden. Sie weisen darauf hin, dass unter einem mit Spriingen versehenen
Modell die Kurtosis eine mit dem Zeithorizont fallende Funktion darstellt, wihrend
ein Modell mit stochastischer Schwankung eine steigende Funktion fiir die Kurtosis

in Abhéngigkeit des Zeithorizonts liefert.

Im Folgenden wird aufgrund der genannten Probleme gezeigt, wie die Annahme der
Normalverteilung gelockert werden kann. Es wird ein Modell entwickelt, indem die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die téglichen Anderungen in jeder Marktvariable
frei gewéhlt werden kann. Die Parameter dieser Verteilung sind durch Updating Mo-
delle, wie zum Beispiel der GARC H-Prozess, bedingt. Weiters werden die téglichen

Anderungen jeder Marktvariable in ein neues Modell, das dann normalverteilt ist,

Je nach Definition der Kurtosis beziehungsweise der Exzess-Kurtosis versteht man oftmals unter
Kurtosis (Exzess-Kurtosis) schon den Exzess. Fiir die folgenden Seiten dieser Arbeit sei die Kurtosis
fiir eine stochastische Groéfle X durch

oma[X] pa[X]
M= Caix? ~ oix)

definiert. Dabei beschreibt py[] das k-te zentrale Moment definiert durch g [X] = E[(X — p)*]. Die
CGrofe p ist der Erwartungswert und o2 die Varianz. Der Exzess beziehungsweise die Exzess-Kurtosis
einer stochastischen Gréfie X ist weiters durch v2[X] = v1[X] — 3 definiert.
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transformiert. Daraus leitet sich die Annahme ab, dass die neuen Variablen gemein-
sam multivariat normalverteilt sind.

Das Unterkapitel 4.2 behandelt die gewohnlichen Annahmen und die Hauptansitze
fiir die Berechnung des Value-at-Risks. Das Unterkapitel 4.3 zeigt Daten iiber die
Kurtosis beziehungsweise die Exzess-Kurtosis von Wechselkursen. Im Unterkapitel 4.4
wird das Modell auf Wechselkurse angewendet und das Unterkapitel 3.6.2 beinhaltet
die Durchrechnungen des Modells anhand von Daten.

4.2 Anséatze fiir die Berechnung des Value-at-Risks

Es gibt eine Vielzahl an Moglichkeiten, wie der Value-at-Risk eines Portfolios be-
stimmt werden kann. Ein beliebter Weg, der unter anderem Datenbanken wie RiskMe-
trics mit einbezieht, ist die Annahme eines Modells, bei dem die Werténderungen der
Marktvariablen (wie zum Beispiel eines Aktienkurses, einer Null-Coupon-Anleihe, ei-
nes Wechselkurses oder eines Rohstoffpreises) einer multivariaten Normalverteilung
folgen. Die durchschnittliche Anderung in dem Wert jeder einzelnen Marktvariable
wird als 0 vorausgesetzt.

Sofern die Wertpapiere des Portfolios linear von n Marktvariablen abhéngen, ist der
Value-at-Risk in diesem Modell analytisch berechenbar. Die Anderung des Portfolio-

wertes an einem Tag wird mit AP bezeichnet und ist durch die Form
n
AP =Y"8;- Az
i=1

gegeben. Die Variablen Az; beschreiben die proportionale Anderung in dem Wert
der i-ten Marktvariable innerhalb eines Tages und die Variablen g; sind fiir 1 <
t < n konstante Groflen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Portfoliowertes am
Ende eines Tages folgt einer Normalverteilung mit dem Mittelwert © = 0 und der

Standardabweichung op mit

n n
op :Zzpij Bi-Bj-oi-0j.
i=1 j=1
Die Variablen oy stehen fiir die téglichen Schwankungen der k-ten Marktvariable
und p;; beschreibt die Korrelation zwischen Az; und Az;. Durch diesen Ansatz lasst
sich der Value-at-Risk zu einem beliebigen Konfidenzlevel oo und zu einem beliebigen
Zeithorizont N einfach aus op ermitteln.

Beispiel 4.1. Unter den Annahmen, die bisher getroffen wurden, das heifst, der li-
nearen Abhdngigkeit im Portfolio und der Normalverteilung mit Mittelwert 0 und der

Standardabweichung laut der obigen Formel fir op, gilt fir den Value-at-Risk: Der
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Value-at-Risk zu einem gegebenen Konfidenzlevel a = 99% und einem Zeithorizont
von N Tagen ist durch

2,33-0p-VN

gegeben.

Wird nun davon ausgegangen, dass das Portfolio auch Instrumente enthélt, die nicht
linear von den Marktvariablen abhéingen, so findet man keinen derartig exakten An-
satz fiir die Berechnung des Value-at-Risks. Ein Vorschlag ist die Verwendung der
Monte Carlo Methode. Jedoch fithrt dies zu einem grofien zeitlichen Aufwand, da
das komplette Portfolio nach jeder Simulation neu bewertet werden muss. Eine Al-
ternative bietet die Approximation der Beziehung zwischen AP und den Ax;’s durch

Anwendung der ersten beiden Glieder der Taylorreihe, sodass

or

APfi 3 Az + Z;; axlax] i - Axj. (1)
Dieser Ausdruck kann fiir die analytische Berechnung der Momente von A P verwendet
werden. Als Alternative kann auch die Monte Carlo Simulation angewendet werden,
wobei AP direkt aus dieser Gleichung berechnet wird. Der Vorteil liegt in einem gerin-
geren Zeitaufwand, da eine Neubewertung des Portfolios nach jedem Simulationspfad
vermieden wird. Diese Vorgangsweise wird héufig als der ”Partial Simulation”-Ansatz
bezeichnet.
Es gibt noch weitere Methoden fiir eine schnellere Monte Carlo Berechnung, jedoch

sind diese nicht Inhalt dieser Arbeit und somit wird auf weitere Literatur verwiesen.

Manche Analytiker bevorzugen die Verwendung von historischen Daten gegeniiber ei-
nem Modell, das das statistische Verhalten von Marktvariablen definiert. Dafiir wird
eine Datenbank bestehend aus tédglichen Bewegungen aller Marktvariablen iiber eine
Zeitperiode benotigt. Bei der ersten Simulation geht man davon aus, dass die pro-
zentuellen Anderungen in jeder Marktvariable jenen am ersten Tag der Datenbank
entsprechen. Fiir die zweite Simulation wird analog angenommen, dass die prozentu-
ellen Anderungen gleich jenen am zweiten Tag der Datenbank sind, und so weiter. Die
Anderung im Portfolio wird fiir jeden Simulationspfad berechnet. Der Value-at-Risk
ist dann durch das entsprechende Quantil der Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser
Anderungen des Portfolios gegeben. Die Anderung des Portfoliowertes kann entweder

durch Neubewertung des Portfolios oder durch die Gleichung (1) erhalten werden.

Dieser historische Ansatz hat den Vorteil, dass die historische multivariate Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Marktvariablen exakt widergespiegelt wird. Der Nach-

teil ist jedoch, dass die Anzahl der Simulationen durch die Anzahl der Tage der zu
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Verfiigung stehenden Daten beschrénkt ist. Analysen iber die Sensitivitét sind daher
schwer durchzufiihren. Weiters kénnen Marktvariablen, von denen keine historischen
Daten zugrunde liegen, nicht einfach in die Berechnung aufgenommen werden. Im wei-
teren Abschnitt dieses Kapitels wird der ”"Model-Building” Ansatz erweitert, sodass

das historische Verhalten der Marktvariablen genauer reprasentiert wird.

4.3 Marktvariablen und der Verlauf der Normalverteilung

Obwohl die Berechnung des Value-at-Risks durch RiskMetrics die multivariate Nor-
malverteilung annimmt, weisen Anderungen in den Marktvariablen, vor allem bei
Wahrungs- und Wechselkursen, eine positive Kurtosis beziehungsweise einen positi-
ven Exzess auf. Dies bedeutet, dass unter der Annahme normalverteilter Variablen
extreme Ereignisse und somit auch die Hohe des Marktrisikos unterschétzt werden.

09 — Normalverteilung

Abbildung 19: Vergleich: Normalverteilung und Verteilung mit positivem Exzess

Die Abbildung 19 zeigt die Normalverteilung mit einer Kurtosis v; = 3 und somit
einem Exzess 79 = 71 — 3 = 0 im Vergleich mit einer Verteilung, die eine positive
Kurtosis sowie einen positiven Exzess besitzt. Die zweite Verteilung hat einen spit-
zeren Gipfel und dickere Enden, das heifit, sie besitzt sogenannte "heavy Tails”. Der
Ubergang von einer Normalverteilung zu einer Verteilung mit positiver Kurtosis bezie-
hungsweise mit positivem Exzess besteht darin, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir sehr
grofle und sehr kleine Bewegungen im Wert der Variable steigen und im Gegensatz

dazu die Wahrscheinlichkeit fiir moderate Anderungen sinkt.
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4.3.1 Die Problematik der Annahme ,,Normalverteilung”

Um das Problem der Annahme einer Normalverteilung beziehungsweise einer anderen
Verteilung als die Normalverteilung von Marktvariablen zu demonstrieren, wird eine
Berechnung mit Wechselkursen durchgefiihrt. Es wird anhand von 12 Wechselkursen
zwischen dem 4. Janner 1988 und dem 15. August 1997 die Kurtosis beziehungsweise
der Exzess untersucht. Es werden also 2421 Daten pro Wihrung herangezogen. Die
Wéhrungen sind der Australische Dollar (AUD), der Belgische Franken (BEF), der
Schweizer Franken (CHF), die Deutsche Mark (DEM), die Déanische Krone (DKK),
die Spanische Peseta (ESP), der Franzosische Franken (FRF), das Britische Pfund
(GBP), die Italienische Lire (ITL), der Japanische YAN (JPY), die Niederldndische
Gulden (NLG) und die Schwedische Krone (SEK).

Mit e; werden die proportionalen Anderungen einer Wihrungsrate von Tag i zu Tag
1 + 1 bezeichnet. Mittels diesen Daten wird untersucht, wie hiufig diese proportio-
nale Anderung die Standardabweichung, die zweifache, die dreifache, die vierfache,
die fiinffache und letztendlich die sechsfache Standardabweichung {ibersteigt. Diese
Untersuchung wird fiir jede Wahrung gesondert behandelt. Die folgende Tabelle zeigt

diese Resultate.

AUD BEF CHF DEM DKK ESP

> lstdev 23,14% | 25,74% | 27,07% | 26,49% | 25,25% | 24,01%

> 2stdev 5,00% 5,17% 5,25% 5,33% 5,29% 5,37%

> 3stdev 1,07% | 1,61% | 1,12% | 1,36% | 1,40% | 1,61%

> 4stdev 0,45% | 0,29% | 0,21% | 0,21% | 0,25% | 0,33%

> bstdev 0,25% | 0,00% | 0,04% | 0,00% | 0,04% | 0,17%

> 6stdev 0,21% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,12%
(Exzess)-Kurtosis 7,81 1,93 1,55 1,82 2,06 4,52
FRF GBP ITL JPY NLG SEK

> 1stdev 25,62% | 24,83% | 24,63% | 23,59% | 26,32% | 23,18%

> 2stdev 5,45% | 5,33% | 4,88% | 5,70% | 5,41% | 5,45%

> 3stdev 1,61% | 1,53% | 1,28% | 1,61% | 1,36% | 1,24%

> 4stdev 0,21% | 0,41% | 0,21% | 0,49% | 0,21% | 0,37%

> bstdev 0,00% | 0,00% | 0,12% | 0,12% | 0,00% | 0,17%

> Gstdev 0,00% 0,00% 0,12% 0,00% 0,00% 0,12%
(Exzess)-Kurtosis 1,79 2,41 9,73 3,17 1,77 7,86

Tabelle 1: Exchange Rate Moves mit konstanter Varianz
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Die beiden Tabellen zeigen gut, dass jede Wéhrung eine signifikant {iberschiissige
Kurtosis aufweisen. Die Hypothese, dass die proportionalen Anderungen e; einer Nor-
malverteilung folgen, kann mit einer sehr hohen Sicherheit abgelehnt werden. Dazu

betrachte man die nachfolgende Tabelle.

Average | Normal

> lstdev 24,98% | 31,73%

> 2stdev 5,30% | 4,55%

> 3stdev 1,40% | 0,27%

> 4stdev 0,30% | 0,01%

> 5stdev 0,08% | 0,00%

> Gstdev 0,05% | 0,00%
Exzess-Kurtosis 3,87 0,00

Die Tabelle zeigt in der Spalte ” Average” den Schnitt {iber alle Wahrungen. In der
Spalte "Normal” befinden sich die entsprechenden Werte fiir die Standardnormalver-
teilung mit Mittelwert g = 0 und 02 = 1. Diese Werte werden aus der Tabelle der
Standardnormalverteilung ®y¢ 13(2) abgelesen.

Im Schnitt iibersteigen 24,98% der e; die Standardabweichung. Dieser Wert ist be-
trachtlich niedriger als 31,37%, der durch die Normalverteilung prophezeit wird. Es
wird somit gezeigt, dass Wechselkurse eine spitzere Verteilungskurve als jene von der
Normalverteilung haben. Betrachtet man den Prozentsatz mit dem die e; die dreifa-
che Standardabweichung tibersteigen, so stellt man den durchschnittlichen Wert von
1,40% jenem der Normalverteilung mit 0,25% gegeniiber. Daraus schliefit man, dass
Wechselkurse im Normalfall dickere Schwinze (Heavy Tails) als die Normalverteilung

besitzen.

RiskMetrics verwendet fiir die Berechnung der téglichen Varianz das EW M A-Modell
of =a-0l 4+ (1—a)- ey, (2)

wobei ¢ die berechnete Varianz von Tag i ist und « = 0,94 gesetzt wird. Mit dieser

Annahme wird die Tabelle 1 von Seite 65 erneut berechnet und erstellt.

Die Resultate sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.
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AUD BEF CHF DEM DKK ESP

> 1stdev 927,36% | 28,43% | 28,88% | 28,97% | 28,60% | 28.26%

> 2stdev 6,16% 6,24% 6,32% 6,45% 6,36% | 6,45%

> 3stdev 1,45% | 1,36% | 1,07% | 1,40% | 1,49% | 1,49%

> 4stdev 0,58% | 0,25% | 0,21% | 0,16% | 0,17% | 0,37%

> Sstdew 0,20% | 0,04% | 0,08% | 0,04% | 0,04% | 0,12%

> 6stdev 0,08% 0,04% 0,04% 0,04% 0,04% | 0,08%
(Exzess)-Kurtosis 3,61 1,73 1,91 1,90 1,90 2,59

FRF GBP ITL JPY NLG SEK

> lstdev 28,97% | 27,52% | 29,00% | 26,45% | 29,25% | 28,68%

> 2stdev 6,28% | 6,40% | 6,28% | 6,78% | 6,45% | 6,20%

> 3stdev 1,32% 1,57% 1,32% 1,57% 1,45% 1,45%

> 4stdev 0,12% | 0,33% | 0,16% | 0,70% | 0,16% | 0,21%

> bSstdev 0,04% | 0,08% | 0,12% | 0,25% | 0,04% | 0,08%

> 6stdev 0,04% | 0,04% | 0,00% | 0,08% | 0,04% | 0,08%
(Exzess)-Kurtosis 2,14 2,21 1,88 3,48 1,83 4,28

Die soeben angefiihrten Tabellen zeigt die Haufigkeit mit der die standardisierten pro-
portionalen Anderungen e;/o; die Standardabweichung o, die zweifache, die dreifa-
che, die vierfache, die fiinffache und die sechsfache Standardabweichung iiberschreiten,
wenn die Varianz nach dem EW M A-Modell laut Formel (2) berechnet wird. Dieses
Modell fithrt zu einer deutlichen Reduzierung der Exzess-Kurtosis, jedoch bestehen
die Unstimmigkeiten zwischen der beobachteten Haufigkeit und jener, im Falle der

Annahme der Standardnormalverteilung, weiterhin beachtlich.

Average | Normal

> 1stdev 28,36% | 31,73%

> 2stdev 6,36% | 4,55%

> 3stdev 1,41% | 0,27%

> 4stdev 0,28% | 0,01%

> 5stdev 0,10% | 0,00%

> 6stdev 0,05% | 0,00%
Exzess-Kurtosis 2,48 0,00

Die letzte Tabelle beinhaltet diese Rechnung wieder fiir alle Wihrungen gemeinsam
und stellt diese der Normalverteilung gegeniiber.
Die Hypothese, dass die proportionalen Anderungen e; normalverteilt sind, kann eben-

falls noch immer mit einer grofien Sicherheit verworfen werden.
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4.4 Die Modellierung von Returns ohne Normalverteilung und
die Berechnung des Value-at-Risks

Der traditionelle Ansatz fiir die Modellierung von nicht normalverteilten Returns
einer Zeitreihe stellt die Annahme, dass — obwohl die unbedingten Returns nicht
normalverteilt sind — die entsprechenden bedingten Returns einer Normalverteilung
folgen. Es gibt unter anderem die folgenden drei bekannten Modelle fiir diesen Typ:

e "GARCH-Modell”: Im Ansatz des GARC H-Modells beziehungsweise bei der
Modellierung &hnlicher Modelle mit stochastischer Varianz sind die Returns

bedingt auf die derzeitige aktuelle Varianz normalverteilt.

e "Mixed Jumped-Diffusion Model”: In einem ”Mixed Jumped-Diffusion Model”
sind die Returns bedingt auf die Annahme, dass es keine Spriinge gibt, normal-
verteilt.

e "Markov Switching Model”: Bei einem ”Markov Switching Model” sind die Re-

turns normalverteilt, wenn auf den derzeitigen Zustand bedingt wird.

Der Vorteil dieser drei Modelle besteht darin, dass alle drei Ansétze die multivariate
Normalverteilung und somit die oftmals einfachen Eigenschaften dieser Verteilung mit

sich bringen.

In weiterer Folge wird eine vierte Alternative fiir den Umgang mit nicht normalverteil-
ten Modellen vorgestellt. Eine funktionale Transformation der beobachteten Returns
soll normalverteilt sein. Ahnlich wie in den anderen drei Modellen wird hier die Nor-
malitdt der Daten durch eine entsprechende Bedingung erhalten. Dieser Ansatz wird
zum Beispiel bei Anleihen beziehungsweise Vermogenspreisen gerne herangezogen.

Dazu sei das folgende Beispiel kurz angefiihrt.

Beispiel 4.2. Ublicherweise werden die Anderungen in Preisen von Anleihen durch
eine Form der Lognormalverteilung beschrieben. Durch eine Transformation mit Hilfe
des Logarithmus wird davon ausgegangen, dass die Anderungen in dem Logarithmus

der Anleihenpreise normalverteilt sind.

4.4.1 Aufbau und Berechnung des Modells

Diese Variante bietet eine Moglichkeit wie durch Annahme keiner Normalverteilung
der Value-at-Risk ermittelt werden kann. Die Methode wird in den folgenden Schritten

implementiert:

1. Angenommen es sind gesamt m Marktvariablen gegeben.
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2. Die proportionale Anderung in der Variable j am Tag i sei durch R;; fiir 1 < j <
m definiert. Mittels G;; wird die kumulierte Wahrscheinlichkeitsverteilung von
R;; beschrieben. Diese Funktion G;; héngt im Allgemeinen von einer Anzahl an
Parametern ab, welche teilweise unabhéngig von ¢ und teilweise abhingig von
Updating Schemen, wie das GARC H-Modell, sind.

3. Es wird jeder Return R;; durch Anwendung der Transformation
fii = N7HGij(Rij)]

in eine neue Variable f;; transformiert, wobei N die Verteilungsfunktion der
Normalverteilung darstellt. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist die ku-
mulierte Wahrscheinlichkeit, dass die tégliche Anderung in der Variable j am
Tag ¢ kleiner als R;; ist.

4. Mit z wird genau diese Wahrscheinlichkeit definiert, sodass R;; als z-Quantil der
Verteilungsfunktion fiir die téiglichen Anderungen angenommen wird. Die Varia-
ble fj; ist das gleiche Quantil der Standardnormalverteilung. Das heiflt, durch
die Transformation von R;; zu f;; werden die Beobachtungen von der angenom-
menen Verteilung der tiglichen Anderungen in eine Standardnormalverteilung
durch eine ”Quantil-zu-Quantil”-Grundlage abgebildet. Ein bestimmtes Quan-
til der Verteilung G wird auf das entsprechende Quantil der Normalverteilung
abgebildet.

5. Zunédchst muss die funktionale Form der Verteilung G gew#hlt werden, um im
néchsten Schritt aus den historischen Daten die Parameter der Verteilung G zu

schitzen.

Diese Transformation kann in Verbindung mit verschiedenen Ansétzen — wie zum
Beispiel einer Methode, die auf historischen Daten basiert, oder einem Modellansatz,
bei dem eine Annahme iiber eine Verteilung erfolgt — fiir die Berechnung des Value-

at-Risks verwendet werden:

e Bei einem Modellansatz wird eine bestimmte Form fiir die Verteilung der Re-
turns, wie zum Beispiel eine Student-t-Verteilung oder eine Mischung aus Nor-
malverteilungen, fiir die Berechnung des Value-at-Risks angenommen. Weiters
werden die Parameter der Verteilung fiir jede Marktvariable geschéitzt. In diesem

Fall wird die Funktion G aus der angenommenen Verteilung berechnet.

e Wird ein Ansatz mit historischen Daten gewéhlt, so basiert die Verteilung der
zukiinftigen Anderungen auf der Verteilung der vergangenen Anderungen. Die

Funktion G ist hierbei das kumulierte Histogramm der historischen Anderungen.
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Nach Ermittlung der funktionalen Form ist es moglich, anhand der Beziehung
Rij = G  IN(fi)]

die Variablen f;; auf die urspriinglichen Daten abzubilden.
Es wird angenommen, dass somit die f;; (1 < j < m) einer multivariaten Normalver-
teilung folgen. Fiir die Berechnung des Value-at-Risks kann dann entweder die Monte

Carlo Simulation oder eine Taylorreihenentwicklung herangezogen werden:

e Fillt der Entschluss auf die Verwendung der Monte Carlo Simulation, so werden
vorerst eine grofe Anzahl von standardnormalverteilten Variablen f;; erzeugt.
Diese multivariaten normalverteilten Variablen f;; werden in aktuelle Resultate
R;; abgebildet, indem

Rij = G  IN(fi)]

angewendet wird. Bei jedem Simulationspfad wird ein f;; erzeugt und mittels
dieser Formel ein dazugehoriges R;; gefunden. Nach jedem einzelnen Simulati-
onspfad werden diese R;; dann zur Berechnung der Anderung im Portfoliowert,
entweder durch Verwendung der Formel (1) von Seite 63 oder durch eine kom-
plette Portfolio-Neubewertung, herangezogen. Aus der resultierenden Verlust-

Verteilung wird der entsprechende Value-at-Risk ermittelt.

e Soll die Taylorreihenentwicklung verwendet werden, so wird eine quadratische
Beziehung zwischen der Anderung im Portfoliowert und den proportionalen
Anderungen R;; vorausgesetzt. Die Berechnung kann iiber die Cornish-Fischer
Entwicklung erfolgen. Dabei miissen die ersten paar Momente der Anderung
des Portfoliowertes ermittelt werden. Dazu werden Terme der Form E(R;;),
E(Rij - Rir), E(Ryj - R3,), E(R; - R},), und so weiter, verlangt. Diese kénnen
vor der Berechnung des Value-at-Risks mittels einer Durchfithrung einer einfa-
chen Monte Carlo Simulation der R;;’s berechnet, tabuliert und abgespeichert
werden. Wird die Monte Carlo Simulation téglich durchgefiihrt, so ist die Taylor-
reihenentwicklung im Vergleich zu einer Monte Carlo Simulation in Verbindung
mit einer quadratischen Approximation von minderer Qualitit. Unterliegt je-
doch immer nur ein Parameter téglich in G;; einem Update, und ist dieser ein
Varianzparameter, der die R;; "skaliert”, so muss die Monte Carlo Simulation
nur ein einziges Mal vollzogen werden.

Die Verwendung dieser Variante in Verbindung mit der Cornish-Fisher Ent-
wicklung stellt keinen weiteren Inhaltspunkt dieser Arbeit dar. Es wird auf

weiterfithrende Literatur verwiesen.
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4.4.2 Ein spezielles Beispiel dieses Modells

In diesem Unterkapitel 4.4.2 wird ein Beispiel illustriert, wie die Funktion G gewéhlt
werden kann. Die Modellparameter werden aus den historischen Daten des Wech-
selkurses geschéitzt. Die Qualitit der Approximation wird durch einen Vergleich mit
einem Modell fiir eine gegebene Stichprobe an Daten getestet. Um die Funktion G

darzustellen, wird eine Mischung von Normalverteilungen verwendet.

Es werden zwei Typen an Modellen diskutiert. Im ersten Modell ist die Verteilung der
téglichen Anderungen stationéir und im zweiten Modell ist die Varianz der Verteilung
der tdglichen Anderungen variabel, jedoch sind die Parameter, die die Kurtosis der
Verteilung beschreiben, konstant.

Die Parameterschiitzung wird durch Anpassung der Quantile der Verteilung vollzogen.

Die funktionale Form der Funktion G und das Prozedere der Schéitzung sind nur eine
mogliche Illustration des allgemeinen Ansatzes. Es gibt noch andere Annahmen und
Verfahren zur Schitzung, die sehr wohl verfolgt werden kénnen. Jedoch gelangt man
zu dem ermutigenden Entschluss, dass die mit diesem Wege erhaltenen Ergebnisse fiir
das zweite Modell ziemlich gut sind.

Fiir die Durchfithrung der Monte Carlo Simulation muss eine funktionale Form fiir
die Verteilungsfunktion der Risikofaktoren angenommen werden. In diesem Beispiel
werden die Verteilungen der Wechselkursdnderungen durch die Mischung von zwei
Normalverteilungen geschétzt.

Definiere 02 die Varianz der proportionalen téiglichen Anderung e; einer unbestimmten
Variable am Tag i. Es wird angenommen, dass die Dichtefunktion der Wahrschein-

lichkeitsverteilung fiir die téiglichen Anderungen mit

2 2

D e; 1-p 5
iei) = — - — L . [ — 3
gilei) V2muo; exp < 2u20i2> + V2mvo; exp ( 21)203> ®)

gegeben ist und somit

Gi(ei):pJ\/( ei)+(1—p)~/\/(ei>

uo; (Yo

gilt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist somit ein gewichteter Durchschnitt zweier Nor-
malverteilungen mit Mittelwert 0. Die erste Verteilung hat das Gewicht p und die
Standardabweichung uo;, die zweite Verteilung besitzt das Gewicht 1 — p und die
Standardabweichung vo;. Die Gleichung (3) definiert eine Familie von Verteilungen

mit Termen aus vier Parametern: p, u, v und o;.

Die Varianz der Verteilung aus (3) ist durch

puo? + (1 —p)vio?
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gegeben. Da dieser Ausdruck gleich der Varianz o; der empirischen Verteilung sein
muss, so miissen die dem Modell zugrundeliegenden Parameter p, v und v die Glei-

chung
pu® + (1= pjo? =1 (4)
erfiillen.

Um das Modell an die Daten anzupassen, werden zwei Félle behandelt:

e Die Varianz der tiglichen Anderungen in einer Marktvariable wird als konstant

angenommen und ist gleich 02, sodass also o; = o gilt.
e Die Varianz wird durch ein EW M A-Modell nach der Formel

o =N ot (1)

mit A = 0.94 angenommen. Es konnen jedoch auch andere GARC H-Modelle
fiir die Aktualisierung von o; betrachtet werden.

Um das Modell zu testen, werden Werte fiir die Parameter p, v und v gewéhlt, die
mit der Gleichung (4) konsistent sind und die fiir die erste Hilfte der Daten die
beste Anpassung fiir die Verteilung von e; bieten. Ein moéglicher Ansatz scheint die
Maximierung der Log-Likelihood Funktion

2 2
P e; 1—-p e;
E log | __4 __%
- i) {uai eXPp < 2u20i2> + vo; exp ( 2@205)]

Zu sein.
Das Losen dieser Aufgabe kann jedoch zu Instabilitéit, zu lokalen Losungen und zu
Problemen von Nicht-Konvergenz fiihren.

Beispiel 4.3. Betrachte man ein e; als 0, und tendiere u ebenfalls gegen O zu streben.
Somit sind die beiden Ezponentialausdriicke gleich 1, wihrend p/(uo;) gegen unend-
lich wandert, sodass die Log-Likelihood Funktion gesamt ebenfalls gegen unendlich

tendiert.

Um diese Probleme zu bewéltigen, werden die Parameterschitzungen aufgrund der
Quantile der Verteilung gemacht. Die Daten beziehungsweise Beobachtungen iiber die
Anderungen der Wechselkurse werden in vier Kategorien unterteilt:

e Jene Anderungen, die weniger als die Standardabweichung sind: (| e; |< o),

e jene Anderungen, die zwischen der Standardabweichung und der zweifachen

Standardabweichung liegen: (o; <| e; |< 20;),
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e jene Anderungen, die zwischen der zweifachen und der dreifachen Standardab-
weichung liegen: (20; <| e; |< 30;),

e und jene Anderungen, die strikt gréBer als die dreifache Standardabweichung
sind: (30; <| €; |)

Anschlieflend wird die Anzahl der Dateneintriage, die in jeder Kategorie beobachtet
wird, mit der Anzahl der Dateneintrige, die mit speziellen Werten fiir p, v und v in
jeder Kategorie prognostiziert wird, verglichen. Die Werte dieser Parameter werden
durch die Maximierung der Log-Likelihood Funktion

4
> axlog (Bk)
k=1

gew#hlt. ay, beschreibt den aktuellen Anteil an Beobachtungen in der k-ten Kategorie
und B sind die prophezeiten Anteile in der k-ten Klasse. Gesucht wird dabei jene
Konstellation der Parameter p, u und v, die die beste Approximation an die empirische
Verteilung der Risikofaktoren erzielt.

Die am besten angepassten Werte fiir die Parameter werden dann auf die zweite Hélfte
der Daten angewendet und mittels y2-Statistik die Giite der Anpassung bestimmt. Der
Grund fiir die Berechnung der x2-Statistik liegt darin, dass die Daten wie beschrieben
in vier Kategorien unterteilt werden. Die x2-Statistik ergibt sich dann aus

(A - B)?
- E

i=1

wobei A; die aktuelle Anzahl an Beobachtungen aus der zweiten Hilfte der Daten in
der i-ten Kategorie und F; die erwartete Anzahl an Beobachtungen, die aufgrund der

geschitzten Verteilung aus der ersten Hélfte der Daten prognostiziert wird, sind.

4.5 Ein Beispiel aus der Praxis

Anhand ausgewéhlter Daten wird die Bestimmung der Parameter p, v und v mit der
im Unterkapitel 4.4.2 angefiithrten moglichen Verteilungsfunktion

Gi(ei)p.N( "”’)+(1p).N< 6")

uo; (Yors

fiir verschiedene Wiahrungen vollzogen.

Dazu werden historische Aufzeichnungen von 12 verschiedenen Wahrungskursen zwi-
schen dem 4. Jénner 1988 und dem 15. August 1997 verwendet. Es sind also T+ 1 =
2421 Wechselkurse, und somit 7' = 2420 Returns beziehungsweise proportionale
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Anderungsdaten pro Wihrung verfiigbar.

Bei den Wéhrungen handelt es sich um den Australischen Dollar (AUD), den Bel-
gischen Franken (BEF), den Schweizer Franken (CHF), die Deutsche Mark (DEM),
die Dénische Krone (DKK), die Spanische Peseta (ESP), den Franzosischen Franken
(FRF), das Britische Pfund (GBP), die Italienische Lire (ITL), den Japanischen Yen
(JPY), den Niederldndischen Gulden (NLG) und die Schwedische Krone (SEK).

Die Parameterbestimmung wird fiir die beiden Félle

e der konstanten Varianz o und

e der durch das EW M A-Modell modellierten Varianz o2 = X\-0?_; +(1—\)-R?_,

fiir jeden Wechselkurs getrennt sowie fiir alle gemeinsam implementiert.

Um das Modell zu testen, wird fiir die Bestimmung der Parameter p, v und v nur die
erste Hélfte der zur Verfiigung stehenden Daten verwendet und dann anschlieend die
erhaltenen Parameter auf die zweite Hilfte angewendet, um mittels y2-Test die Giite

der Anpassung zu untersuchen.

4.5.1 Erster Fall: Konstante Varianz

In diesem Kapitel wird von einer konstanten Varianz iiber die gesamte Laufzeit der
Daten ausgegangen. Es sind fiir jede Wahrung T = 2420 Returns R; bekannt. Die in

der Formel fiir die Funktion G benétigte Varianz o wird durch die empirische Varianz

k
> "z
=1

der ersten Hélfte der Returns, das heifit fiir & = T'/2, bestimmt. Die Verteilungsfunk-

tion GG; vereinfacht sich somit zu

x| =

k
1
02282=m;($i—§)2, mit T=

Gla)=p- N (=) +(1=p) N (2.

uo vo
Als ersten Schritt miissen die ay’s ermittelt werden. Da auch hierbei von einer kon-
stanten Standardabweichung ausgegangen wird, ist jedes Mal dasselbe o zu verwen-
den. Die ay’s geben die Proportion der Returns, die in das k-te Intervall fallen, an.
Da die erste Halfte aus M = 1210 Returns besteht, sind diese durch

o #ULI120)
. #{O’<|R1 |§20}
N M

® (o !
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#{2'U<|RZ‘ |§30’}
Qg = Vi

_#{3-o<|Ri ]}
N M

Qy
bestimmt. Mit dem Symbol # ist die Anzahl der Beobachtungen gemeint.

Fiir die Bestimmung der Parameter vergleicht man die beobachtete Proportion ay, fiir
das k-te Intervall mit der, fiir festgesetzte Parameter p, u und v durch die Verteilungs-
funktion bestimmten erwarteten, Proportion 8 des k-ten Intervalls. Die gesuchten
Parameter sind jene Wert fiir p, v und v, die die Funktion

4
> axlog (Bk)
k=1

maximieren. Die 8 werden durch die Verteilungsfunktion G ausgedriickt:

—1
e B; := Glio) — G(—io) — Zﬁk fiir i = 2,3
k=1

3

o B1=1-[G(30) - G(-30)] =1->_B;

i=1

Die folgende Tabelle zeigt die Werte fiir die Parameter fiir jede Wahrung sowie fiir die
Wihrungen gemeinsam, die durch diese Prozedur erhalten werden. Die Berechnung ist
wiederum in dem Programm MATHEMATICA implementiert worden. Der Code hierfiir
befindet sich im Kapitel 8 ab Seite 100.

AUD | BEF | CHF | DEM | DKK | ESP | FRF
p || 0,816 0,788 | 0,640 | 0,815 | 0,843 | 0,761 | 0,777
1—p| 0,184 | 0,212 | 0,360 | 0,185 | 0,157 | 0,239 | 0,223
u || 0,697 | 0,727 | 0,763 | 0,769 | 0,752 | 0,674 | 0,720
1,811 | 1,660 | 1,320 | 1,675 | 1,826 | 1,656 | 1,638

| x® ][ 23,95 22,31 [ 28,92 | 31,84 | 24,28 [ 33,88 | 34,12 |

(0]
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GBP | ITL | JPY | NLG | SEK All
p 0,784 [ 0,790 | 0,586 | 0,843 | 0,744 0,792
1—p |l 0,216 | 0,210 | 0,414 | 0,157 | 0,256 0,208
0,737 | 0,602 | 0,546 | 0,775 | 0,605 0,718
v | 1,631 | 1,720 | 1,412 | 1,772 | 1,685 1,686
| x* [ 62,42 | 36,71 | 10,61 | 25,62 | 31,67 | | 228,62 |

Tabelle 2: Best-fit Werte von p, v und v aus der ersten Datenhélfte mit Annahme

einer konstanten Varianz

Die folgende Graphik zeigt die geschétzte Verteilungsfunktion mit den Parametern
p=20,792, 4 = 0,718 und v = 1, 686 fiir eine gemeinsame Schitzung aller Wahrungen

im Vergleich zu dem Histogramm der (standardisierten) Returns R;/o.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-6 -4 -2 0 2 4

Abbildung 20: Vergleich: Histogramm der Returns und die geschiitzte Verteilungs-

funktion (fiir alle Wihrungen gemeinsam)

Diese besten Anpassungsschitzungen fiir die Parameter p, © und v werden auf die
zweite Hilfte der Daten angewendet. Mit diesen Returns wird ein y2?-Test durch-
gefithrt, der eine Aussage iiber die Giite und Qualitdt der Parameterfindung geben

soll. Die y2-Testgrofle ist in den oben angefiihrten Tabellen in der letzten Zeile einge-
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tragen.

Die x2-Statistik ist durch den Ausdruck

(4 — By
gegeben. Dazu werden die Returns wieder in dieselben vier Kategorien wie oben, das
heiBt, in (| R; |[< o), (0 <| R; |< 20), (20 <| R; |< 30) und (30 <| R; |), eingeteilt.
Hierfiir werden nun nur mehr die Returns R; fiir i = (M + 1),...,T, das heifit, die
zweite Hélfte der zu Verfiigung stehenden Daten, genommen. Die A;’s beschreiben
die aktuelle Anzahl der Beobachtungen aus der zweiten Hélfte in der i-ten Kategorie.
Die E;’s stehen fiir die erwartete Anzahl an Beobachtungen basierend auf der aus der

ersten Hélfte der Returns geschétzten Verteilung

x x
Gla)=p- N (=) +(1=p) N (22),

uo vo
wobei fiir jede Wahrung die entsprechenden Werte fiir die Parameter p, v und v

eingesetzt werden und die folgenden vier E;’s

berechnet werden.
Die A;’s sind ebenfalls die absolute Anzahl an Beobachtungen.

Die Priifgrofie der y2-Statistik ist bei jeder Wihrung sehr hoch. Weitere Erklirungen
zu den Ergebnissen sind im Unterkapitel 4.5.3 aufgelistet, wo auf diesen ersten Fall

und auf den folgenden zweiten Fall eingegangen wird.

4.5.2 Zweiter Fall: Varianz nach dem EW M A-Modell

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Maximierung einer Funktion, um die Para-
meter p, v und v zu finden, jedoch wird im Gegensatz zu dem Unterkapitel 4.5.1 ab
Seite 74 von keiner konstanten Varianz ausgegangen. Es wird angenommen, dass die
Varianz der Daten nach dem EW M A-Modell

0

J=Aol (=N RE
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mit A = 0,94 verlauft. Es sind fiir jede Wahrung T' = 2420 Returns R; bekannt. Die

Verteilungsfunktion G; ist weiterhin durch

Gi(Ri)—pJ\/(fi)+(1—p)~N<Ri>.

i Vo

gegeben.

Wie im ersten Fall der konstanten Varianz werden am Anfang die aj bestimmt. Hier
flieft unter anderem schon die variable Varianz nach dem EW M A-Modell ein. Es
wird jeder Return R; mit der dazugehorigen Standardabweichung o; verglichen. Die
ag’s geben die Proportion der Returns, die in das k-te Intervall fallen, an. Da die erste
Hilfte aus M = 1210 Returns besteht und die ay’s nur anhand der ersten Datenhélfte
ermittelt werden, sind diese durch

R; <o
o #UB IS 2)

i <| Ry |£2-0y
Y LR
o _ #{2-0i<| R |[<3 -0}
3= i

3-0; <| R;
o O IR

bestimmt. Mit dem Symbol # ist die Anzahl der Beobachtungen in dem jeweiligen
Intervall gemeint.

Der néchste Schritt ist fiir diese Methode identisch zu jenem mit konstanter Varianz.
Es wird fiir die Bestimmung der Parameter die beobachtete Proportion «y fiir das k-te
Intervall mit der, fiir festgesetzte Parameter p, v und v durch die Verteilungsfunktion
bestimmten, erwarteten Proportion i des k-ten Intervalls verglichen. Die gesuchten

Parameter sind jene Werte, die die Funktion

4
> aglog (Br)
k=1
maximieren. Ebenfalls werden die fi’s wieder durch die Verteilungsfunktion G; be-

stimmt. Trotz der Annahme, dass die Varianz nicht konstant ist, gelangt man zu der

analogen Gestalt fiir diese Variablen. Es gilt
o 51:=Gi(0i) — Gi(—04)

k—1
o Bi = Gi(ko;) — Gi(—ko;) — Zﬂj fiir k = 2,3
j=1
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o Byi=1-[G(30) — Gi(—30)] =1 — ZB

und man erkennt, dass die Funktion G; unabhéngig von den o;’s sind, da diese durch
Kiirzen wegfallen. Als Beispiel betrachte man die Darstellung fiir 85, die durch

2—-1
B = Gi(20:) — Gi(=20:) = Y B;
j=1

() (5) () e ()

gegeben ist und nicht von der variablen Varianz abhéngt. Analoge Vorgehensweise

gilt auch fiir die Berechnungen der anderen Sy ’s.

Die folgende Tabelle zeigt die Parameter fiir jede Wéahrung sowie gesamt fiir alle
Wiéhrungen, die durch diese Prozedur erhalten werden. Die Berechnung wird wieder-
um in dem Programm MATHEMATICA implementiert. Der Code hierfiir befindet sich

im Anschluss an jenen fiir den Fall der konstanten Varianz im Kapitel 8 ab Seite 100.

AUD | BEF | CHF | DEM | DKK | ESP | FRF
p 110,775 | 0,694 | 0,643 | 0,786 | 0,678 | 0,682 | 0,650
1—p | 0,225 | 0,306 | 0,357 | 0,214 | 0,322 | 0,318 | 0,350
u || 0,753 | 0,734 | 0,754 | 0,794 | 0,702 | 0,696 | 0,707
1,580 | 1,430 | 1,333 | 1,536 | 1,438 | 1,451 | 1,388

| x*> [ 557 | 1,80 | 3,93 [ 9,79 | 4,88 | 4,50 | 4,75 |

GBP | ITL | JPY | NLG | SEK All
p | 0,459 | 0,660 | 0,627 | 0,792 | 0,704 0.683
1—p | 0,541 | 0,340 | 0,373 | 0,208 | 0,296 0.317
0,545 | 0,711 | 0,613 | 0,788 | 0,711 0.716
v | 1,264 | 1,400 | 1,432 | 1,562 | 1,475 1.431
| X2 [[16,34] 3,65 [ 5,23 | 9,11 | 8,94 | | 33,65 |

Tabelle 3: Best-fit Werte von p, v und v aus der ersten Datenhilfte mit Verwendung
des EW M A-Modells

Wie schon bei der Variante mit konstanter Varianz lasst ich eine anschauliche Graphik
fiir die Anpassung der Daten durch die geschétzte Verteilungsfunktion abbilden.

Die folgende Graphik zeigt diese geschétzte Verteilungsfunktion mit den Parametern
p=0,792, u = 0,718 und v = 1,686 fiir eine Schitzung aller Wihrungen gemein-
sam im Vergleich zu dem Histogramm der (standardisierten) Returns R;/o; mit der
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Annahme, dass die Varianz nach einem EW M A-Prozess modelliert ist und somit fiir

jeden Return R; eine dazugehorige eigene Standardabweichung existiert.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-6 -4 -2 0 2 4

Abbildung 21: Vergleich: Histogramm der Returns im Vergleich zu der geschitzten

Verteilungsfunktion (fiir alle Wiahrungen gemeinsam)

Analog zu der Variante mit konstanter Varianz wird mit den Returns aus der zweiten
Hiilfte der Daten ein y2-Test durchgefiihrt, der eine Aussage iiber die Giite und Qua-
litdt der Parameterfindung geben soll. Die soeben geschéiitzten Parameter p, v und
v werden fiir jede Wahrung einzeln in die Funktion G; eingesetzt und die Werte fiir
prophezeite Anzahl an Beobachtungen in einer vorgegebenen Kategorie bestimmt. Die
x2-TestgroBe ist in der oben angefiihrten Tabellen in der letzten Zeile eingetragen.

Die x2-Statistik ist, gleich wie im Falle einer konstanten Varianz, mit

24: (A; — Ey)?

i=1 E; 7

gegeben. Dazu werden die Returns wieder in dieselben vier Kategorien wie oben, das
heifit in (| R; |< 03), (0 <| R; |< 20;), (20; <| R; |< 30;) und (30; <| R; |), ein-
geteilt. Es wird wieder ein bestimmter Return R, mit der dazugehorigen Standard-
abweichung o; verglichen, da die Standardabweichungen aus dem EW M A-Modell
verwendet werden und somit variabel sind. Dazu werden ebenfalls nur die Returns
R; der zweiten Datenhilfte, also fiir ¢ = (M 4 1),...,T, genommen. Mit den A;’s
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wird die Anzahl der Beobachtungen aus der zweiten Hélfte in der i-ten Kategorie
beschrieben. Die E;’s sind die erwartete Anzahl an Beobachtungen basierend auf der
aus der ersten Hélfte der Returns geschétzten Verteilung

Gil) = () (1= v (2,

uo; V0o

wobei fiir jede Wihrung die entsprechenden Werte fiir die Parameter p, v und v aus

der Tabelle eingesetzt werden. Die vier E;’s konnen durch die folgenden Formeln

o £ =[Gi(0;) — Gi(—0y)]- M

e
|
—

1

<.
Il

3
o Ey=[1-(Gi(30:) — Gi(=30:))] - M =[1 = > Ej]- M

ermittelt werden. Auch hier fallen die o; bei der Berechnung innerhalb der Funktion
G; weg.

Da die A;’s die absolute Anzahl an Beobachtungen sind, werden die FE;’s mit der
Anzahl an Returns aus der zweiten Hélfte multipliziert, um ebenfalls auf eine absolute

Anzahl zu kommen.

Die PriifgroBe der y2-Statistik ist bei jeder Withrung (im Vergleich zu der Variante

mit der konstanten Varianz) niedrig.

4.5.3 Resultat der Implementierung

Die x2-Priifgréie unterscheidet sich stark zwischen den beiden Methoden. Die schlech-
ten Ergebnisse im ersten Fall, bei dem eine konstante Varianz angenommen wird, sind
ein Resultat der Tatsache, dass bedeutende Anderungen in den Schwankungen zwi-
schen der ersten Hilfte und der zweiten Hilfte der Wahrungsdaten auftreten. Es sei
bemerkt, wiirde man eine y2-Statistik basierend auf einer Schwankung, die aus der
zweiten Hiilfte der Returns (anstatt aus der ersten Hélfte) geschiitzt wird, ermitteln,

so wiirde das Modell gut funktionieren.

Die beiden folgenden Graphiken bilden die Verteilungsfunktion mit den geschétzten
Parametern p, © und v ab, wobei die linke Graphik von einem Modell mit konstan-
ter Varianz und die rechte Graphik von einem Modell mit einer Varianz nach dem
EW M A-Prozess ausgeht. Die Graphik zeigt eine Schétzung fiir eine einzelne Wahrung
am Beispiel der Deutschen Mark.
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Abbildung 22: Konstante Varianz Abbildung 23: EW M A-Varianz

Testet man dieses Modell auf Giiltigkeit und auf die geschétzten Parameter fiir ei-
ne einzelne Wihrung, so kann das Modell mit 95%-iger Sicherheit abgelehnt werden,
wenn die y2-Priifgréfie aus den Tabellen grofler als 7, 8 ist und mit 97, 5%-iger Sicher-
heit, wenn die Grofle den Wert 9, 35 iibersteigt. Versucht man jedoch die Verteilung
aller Wihrungen gemeinsam anzupassen, so kann das Modell mit einer Sicherheit von
95% verworfen werden, wenn die x2-Statistik einen Wert hoher als 51 betrigt.

Die Tabelle 3 auf Seite 79 geht von der Annahme aus, dass die Varianz nach dem
EW M A-Modell verliuft und somit nicht konstant ist. Die angefiihrten y2-Priifgrofien
zeigen, dass eine Ablehnung zu 95% nur bei vier Wihrungen vorliegt. Bei der gemein-
samen Schitzung aller Wahrungen errechnet sich ein y2-Wert von 33, 65, wodurch die
Hypothese, dass die Returns einer gemischten Normalverteilung mit den angegeben

Werte fiir p, v und v folgen, mit 95%-iger Sicherheit nicht verworfen wird.

Die Summe der PriifgréBen der x2-Statistik fiir die individuellen Wihrungsmodelle
betrigt 78,94. Dies impliziert, dass man mit 95%-iger Sicherheit die Hypothese, dass
das EW M A-Modell mit unterschiedlichen Werte fiir p, v und v fiir jede Wahrung
korrekt ist, ablehnen wird.

Daraus ldsst sich schlieen, dass diese Analyse eine Anpassung mittels EW M A-
Modell fiir gemeinsame Werte p, uw und v der Wahrungen fiir sicherer hilt, als fiir
jede Wahrung gesondert betrachtet. Die Anpassung der Parameter aus den Returns
der ersten Datenhélfte ist moglicherweise schlechter, wenn man davon ausgeht, dass
die Parameter fiir jede Wihrung dieselben sind. Jedoch stimmt die Anpassung an die
zweite Datenhélfte in dieser Annahme viel besser iiberein. Der Grund darin liegt, dass
die Parameter fiir eine einzelne Wahrung im Vergleich zu gemeinsamen Parametern
nicht unbedingt besonders stabil sein miissen.
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4.6 Konklusion des Kapitels

In diesem Kapitel wurde gezeigt, wie die iibliche Annahme der multivariaten Normal-
verteilung in der Berechnung des Value-at-Risks durch eine Transformation in eine
multivariate Normalverteilung ersetzt werden kann.

Als Beispiel wurde eine gemischte Normalverteilung angenommen, die fiir Daten von

12 Wahrungen untersucht wurde.

Dieses neue Modell besitzt den Vorteil, dass dritte, vierte oder noch hohere Momente
der Returns in der Berechnung des Value-at-Risks eingebracht werden.

Steht ”RiskMetrics” oder eine dhnliche Datenbank zu Verfiigung, so bietet der bespro-
chene Ansatz eine relativ einfache Verwendung dieser Datenbanken fiir die Berechnung
des Value-at-Risks.

Quantile aus einer bekannten Verteilung, wie zum Beispiel in diesem Fall einer ge-
mischten Normalverteilung, lassen sich sehr oft als geschlossene Formen ausdriicken
beziehungsweise in einer Durchrechnung mit einer Normalverteilung aus Tabellen ab-
lesen. Durch die angesetzte ” Quantil-zu-Quantil”-Transformation stimmen die Quan-
tile der Datenbank mit jenen der geschétzten Verteilung iiberein und sind somit leicht

bestimmbar.
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5 Ein Awusblick: Ein weiterer Modellvorschlag fiir
die Value-at-Risk Berechnung

Als Abschluss wird noch eine weitere Methode im Hinblick auf den Value-at-Risk

vorgestellt. Dieser Ansatz wurde in [1] und [2] verdffentlicht.

Im August 1998 haben Giovanni Barone-Adesi, Frederick Bourgoin und Kostas Gian-
nopoulos einen Kurzartikel ”Don’t look back” in der Zeitschrift Risk vertffentlicht, der
sich ebenfalls mit einem Ansatz fiir die Ermittlung des Value-at-Risk in Verbindung
mit der historischen Simulation beschiftigt.

Thr Ansatz und ihre Uberlegungen werden in dieser Arbeit noch kurz erliutert und
bringen moglicherweise Motivation fiir weitere Literatursuche nach verschiedenen Me-

thoden in Bezug auf den Value-at-Risk im Risikomanagement und Finanzbereich.

Der Value-at-Risk wird als Kontroll- und Aufsichtswerkzeug immer populédrer. Bevor
sich jedoch die Akzeptanz und Verwendung dieses Instruments fiir den Risikobereich
starker verbreitet, muss vorerst die Verlésslichkeit dieses Mittels im Finanzbereich
gepriift werden.

Die meisten Value-at-Risk Modelle beschéftigen sich entweder mit der Annahme, dass
die Returns keiner Normalverteilung folgen, oder, dass eine bedingte Heteroskedasti-
zitét existiert, jedoch selten mit beiden gleichzeitig. Unter einer Heteroskedastizitat —
auch Varianzheterogenitit genannt — versteht man eine unterschiedliche Streuung in-
nerhalb einer Datenmessung. Giovanni Barone-Adesi, Frederick Bourgoin und Kostas
Giannopoulos haben einen modifizierten Ansatz der historischen Simulation entwi-
ckelt, der beide Aspekte zulésst.

Die historische Simulation bedient sich einer speziellen Verteilung — meist einer uni-
formen Verteilung oder der Normalverteilung — um Returns aus der Vergangenheit
zu wihlen. Diese Returns werden auf die derzeitigen Assetpreise angewendet, um
schlussendlich zukiinftige Returns zu simulieren. Sobald geniigend Simulationspfade
gefunden worden sind, kann eine Value-at-Risk Berechnung des Portfolios vollzogen
werden, ohne dass eine willkiirliche Annahme iiber die Verteilung der Returns getrof-
fen worden ist. Diese Moglichkeit ist vor allem bei Portfolios mit auflergewthnlich
groflen Returns hilfreich.

Es wird ein Modell verfolgt, bei dem die Anderungen der Assetpreise von den der-
zeitigen Schwankungen der Assets abhéngen. Die Schwankung wird so simuliert, dass
sie von den kiirzlich auftretenden Returns des Portfolios abhéingt. Diese Simulation
basiert auf der Kombination eines (parametrischen) GARCH Modells und (nicht-
parametrischen) historischen Returns. Diese historischen Returns werden an die ak-
tuellen Marktbedingungen angepasst, indem sie durch das Verhéltnis von der derzei-
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tigen und der bedingten vergangenen Schwankung skaliert werden. Diese skalierten
Returns bilden den Ausgangspunkt fiir die Simulation.

Es ist bekannt, dass grofie Returns hiufig hintereinander auftreten. Die daraus re-
sultierende Schwankung der téglichen Volatilitdt macht manche Konfidenzlevel der
Value-at-Risk Berechnung unverlésslich. Value-at-Risk Messungen, die die Cluste-
rung von groflien Returns ignorieren, sind zum Beispiel die Berechnung mittels der
Varianz-Kovarianz-Methode oder der Monte Carlo Methode. Die Verwendung der
Varianz-Kovarianz-Methode oder die willkiirliche Annahme einer Verteilung in der
Monte Carlo Methode zerstoren iiblicherweise niitzliche Informationen iiber die Ver-
teilung der Returns eines Portfolios.

Clusterung in Zusammenhang mit der Value-at-Risk Berechnung bedeutet, dass die
Wabhrscheinlichkeit eines gewissen Verlusts fiir jeden Tag unterschiedlich ist. An Ta-
gen mit hoher Schwankung werden vielmehr gréfiere Verluste anstatt ”gewohnliche”

Verluste erwartet.

Um die historische Simulation einheitlich mit der Clusterung der auflergewthnlich
groflen Returns zu gestalten, wird die Schwankung des Portfolios mittels eines asym-
metrischen GARC H-Prozesses modelliert. Dieses Modell lidsst positive sowie auch
negative Returns zu und hat somit unterschiedlichen Einfluss auf die Schwankung.
Mit einer Division der Returns aus der Vergangenheit durch die (fiir den gleichen
Tag) aus dem GARC H-Modell erhaltenen Schwankungen erhélt man ein standardi-
siertes Portfolio. Diese standardisierten Returns sind dann unabhéngig und identisch
verteilt. Sie eignen sich fiir die historische Simulation.

Um diese an die aktuellen Marktbedingungen anzupassen, werden sie mit der Vorher-
sage aus dem GARC H-Modell fiir die morgige Schwankung multipliziert.

Auf diese Art und Weise wird ein simulierter Portfolio-Return fiir den morgigen
Tag erhalten. Dieser simulierte Return wird wiederum fiir das Update der GARC H-
Vorhersage fiir den folgenden Tag verwendet, welcher dann mit einer neuen standardi-
sierten Schwankung multipliziert wird, um den simulierten Return fiir den zweiten Tag
zu bekommen. Dieses rekursive Prozedere wird solange wiederholt, bis der Value-at-
Risk Horizont (zum Beispiel von 10 Tagen) erreicht ist. Die Prozedur wird mehrmals
wiederholt, um eine Vielzahl an Stichprobenpfade fiir die Returns zu erschaffen. Des
Weiteren kann aus der empirischen Verteilung ein Konfidenzband gebildet werden,
wobei der unterste 1%-Bereich den "Worst Case” iiber die niichsten 10 Tage identifi-
ziert.
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5.1 Die Simulation eines Pfades

Bei dieser Simulation wird von keiner theoretischen Verteilung der Daten ausgegan-
gen, sondern nur die empirische (historische) Verteilung der Returns herangezogen.
Diese "rohen” Returns kénnen jedoch fiir keine Simulation verwendet werden, sofern
sie nicht unabhéngig und identisch verteilt sind. Eine Moglichkeit, um solche un-
abhéngige und identisch verteilten Returns zu erhalten, ist der Einsatz eines GARC H-
Modells.

G. Barone-Adesi, F. Bourgoin und K. Giannopoulos modellieren die Portfolio-Returns
{R:};>, durch einen GARCH-Prozess mit Asymmetrien und mit einer téglichen
Schwankung {h:},~,, der durch

(1) Ri=p+er
(2) ht :w+a-(5t_1 +’Y>2+B'ht_1

gegeben ist.
Die Varianz kleiner Inkremente kann als

h? = At = O(At)

geschrieben werden.

Der tégliche Return aus der Gleichung (1) ist die Summe des erwarteten Wertes p,
plus eines zufilligen Residuums &;. Aufgrund des kleinen und statistisch unbedeuten-
den Wertes von p? wird dieser Term in der Berechnung der tiiglichen Schwankung
vernachléssigt.

Die Gleichung (2) definiert die Schwankung von &, als einen asymmetrischen GARC H-
Prozess. h; ist die Summe einer Konstante w, plus zweier Terme, die den Anteil des
letzten ”Surprise” €;—1 und die Schwankung der letzten Periode h;_; widerspiegeln.
Die Variable y beriicksichtigt die Reaktion, die aufgrund des Updates der Schwankung
auftritt und stellt eine statistisch signifikante Gréfie dar.

Das heifit, die Schwankung des Portfolios ist derart modelliert, dass sie von den
erst kiirzlich beobachteten Returns abhingt. Die Kombination einer asymmetrischen
G ARC H-Schwankung und historischen Returns aus dem Portfolio bietet eine schnelle
und exakte Messung der Schwankung aus der Vergangenheit, aus der Gegenwart und
der zukiinftigen Schwankung des aktuellen Portfolios.

Diese Methode fiihrt zu wenig ”unerwiinschten Uberraschungen”, da die Modellierung
durch einen solchen GARC H-Prozess einen dicken Schwanz, (engl. ”Heavy Tails”),
fiir die unbedingte Verteilung der Daten zulésst. Die Effekte dieses Ansatzes werden

erkennbar, wenn man die gewohnlichen Returns mit den durch die tédgliche Schwan-
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kungen skalierten Returns
Ry
Vhy

vergleicht. Durch diese Skalierung erhilt man einerseits eine robuste Verteilung und

()

zZt =

andererseits unabhéngig und identisch verteilte Returns, die sich fiir eine Simulation
anbieten.

Die fiir gewthnlich auftretende Clusterung von Returns wird damit stark reduziert,
sodass die Verteilung der Returns nun gleichméfiger und die historische Simulation
angemessener erscheint. Die Tatsache, dass es trotzdem noch eine grofie Anzahl an
Returns gibt, die weiterhin die dreifache Standardabweichung iibertreffen, weist dar-
auf hin, dass durch die Skalierung nicht zu normalverteilten Returns {ibergegangen
wird.

Fiir die Simulation von Returns eines Portfolios fiir die néchsten 10 Tage werden
zuféllig 10 Returns, beziehungsweise ein ”Streifen” von 10 Returns, mittels einer
”Bootstrap”’-Methode von Efron & Tibshirani® gewihlt. Weiters wird iterativ die
tégliche Schwankung durch das vorgestellte asymmetrische GARC H-Modell konstru-
iert. Diese Schwankungen werden dann zur Skalierung der gewéhlten Returns verwen-
det. Die resultierenden Returns spiegeln dadurch die derzeitigen Marktbedingungen

anstatt der historischen Bedingungen wider. In anderen Worten bedeutet dies:

1. Es werden zukiinftige standardisierte Residuum-Returns €} durch einen zufélligen
Vektor ©

© ={Ry,Rs,...,Rr}

von Ergebnissen einer stationdren Verteilung simuliert, wobei 4 die Anzahl der
Tage ist, das heifit, © = 1,...,10. Diese moglichen Ergebnisse der stationédren
Verteilung entsprechen den historischen Residuen, die durch die dazugehorigen
téglichen Schwankungen standardisiert sind. Fiir jedes € wird zuféllig ein Wert

aus dem Vektor © ausgewahlt.

2. Um die (simulierten) Werte fiir die Vorhersagen fiir die Perioden ¢+ zu erhalten,
werden die Returns von den Daten © gewihlt und mit der entsprechenden

Schwankung skaliert. Das heifit, die aktuellen simulierten Returns sind durch

* % *
Titi = Etgi "/ hiy;

gegeben. Dabei ist hf,; die (simulierte) Schwankungsschétzung, die durch

hipi=w+a- (g5 1 +7)°+8 ki

5 Bradley Efron und Robert J. Tibshirani: An Introduction to the Bootstrap, 1994
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erhalten wird. Fiir €7, ; gilt die Gleichung

* _ *
Ci4i = 2t 4/ ht+i71'

z; ist ein standardisierte Rediduum und wird wie in Gleichung (5) ermittelt,
jedoch nun erneut skaliert, um das derzeitige Marktrisiko zu beriicksichtigen.

Um die Verteilung von den entwickelten Assetpreisen am Ende des Weges (zum Bei-
spiel fiir 4 = 10) fiir ein Asset zu erhalten, muss das beschriebene Prozedere sehr oft
wiederholt werden. Dabei ist von Wiederholungen in der Hohe von N = 10000 die
Rede.

5.2 Die Simulation mehrerer Pfade

Fiir die Risikoschitzung eines Portfolios, bestehend aus mehreren Assets, benotigt
man die multivariate Verteilung der Assetreturns. Methoden, die dabei die Korrelati-
onsmatrix der Assetreturns heranziehen, bringen immer wieder verschiedene Proble-
me mit sich. Die Verwendung von bedingten multivariaten ékonomischen Modellen,
die beriicksichtigen, dass sich Korrelationen im Laufe der Zeit verindern konnen, ist
auf eine kleine Anzahl beschrinkt. Die Dateninputs in der Korrelationsmatrix wach-
sen quadratisch mit der Anzahl an Assets in dem Portfolio, das bedeutet, fiir grofie

Portfolios wird die Anzahl an paarweisen Korrelationen schon unkontrollierbar.

Die Schatzung des Value-at-Risk aufgrund einer Korrelationsmatrix verlangt das Wis-
sen jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung von jedem Asset. Empirische Verteilungen
gehen notwendigerweise nicht immer mit einer bekannten Verteilung konform. Value-
at-Risk Berechnungen, die auf einer Annahme einer willkiirlichen Verteilung basieren,

sind oftmals unverlasslich.

Der hier besprochene Ansatz geht von keiner Korrelationsmatrix aus. Fiir ein Portfo-
lio aus mehreren Assets wird die Methode aus Unterkapitel 5.1 erweitert. Es wird ein
zufilliger Zeitpunkt aus der Datenmenge gewéhlt, der eine dazugehorige Menge an
unabhéngig und identisch verteilten Returns fiir jedes Asset besitzt. Dieser ” Streifen”
an unabhéngigen und identischen Returns aus der Vergangenheit ist eine Stichprobe,
die den Ausgangspunkt fiir die Modellierung der Bewegungen in den Assets bezie-
hungsweise in den Assetpreisen darstellt.

Das heif3t, fiir jedes Asset und fiir die gewéhlten Tage i = 1,...,10 gibt es die er-
zeugten standardisierten Residuen €7 ; (j steht fiir die verschiedenen Assets) und den
zufélligen Vektor ©;

e Asset 1:  standardisiertes Residuum €7 ; und ©; = {Ry,Ry,...,Rr},
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e Asset 2. standardisiertes Residuum e3; und O3 = {Ri,Rs,...,Rr},

e Asset 3:  standardisiertes Residuum e3; und ©3 = {Ri,Rs,...,Rr},

Ausgehend von diesen Vektoren werden die Assetbewegungen fiir jedes Asset analog
zu der Methode aus Unterkapitel 5.1 ermittelt.

5.3 Bemerkungen zu dieser Methode

Es ist wenig iiberraschend, dass die auf diese Weise simulierten Returns beinahe nor-
malverteilt sind. Die Verteilungskurve der Returns hat in der Darstellung lediglich
eine steilere Spitze um den Wert Null und bietet mehr Masse in den Enden, das heif}t,
sie weist ein wenig dickere Enden vor. Die generelle Form dieser Verteilungsfunktion
unterstiitzt die Giiltigkeit beziehungsweise die Bedeutung an der iiblichen Messung
des Value-at-Risks.

Eine genauere Analyse des simulierten Returns zeigt jedoch, dass ein Portfolio trotz-
dem symbolische von einer Normalverteilung abweicht. Der Grund dafiir liegt in den
Anderungen in der Schwankung des Portfolios und somit in dem Value-at-Risk Wert
des Portfolios. Der Value-at-Risk hiangt von den zufilligen Returns, die bei den Simu-
lationen gewéhlt werden, ab. Eine Abbildung, in der man den Value-at-Risk in Prozent
des Portfolios darstellt, besitzt eine Form, die eine deutliche Schiefe nach rechts auf-
weist und somit darauf hinweist, dass grofie Returns zeitlich gehduft auftreten. Diese
Clusterung bietet die Grundlage fiir eine realistische ” Worst-Case”-Szenario Analyse,
die der historischen Erfahrung &hnelt.

Um zu sehen, wie ein solches ”Worst-Case”-Szenario definiert ist und wie es verteilt

sein kann, betrachte man weiterfithrende Literatur.

Die in diesem Kapitel besprochene Simulationsmethode beriicksichtigt schnelle Be-
wertungen des Value-at-Risks und ”Worst-Case”-Szenarien fiir grofle Portfolios. Es
lasst die derzeitigen Marktbedingungen nicht aufler Acht und héngt weder von dem
Wissen einer Korrelationsmatrix, noch von dem Wissen einer bedingten Verteilung ab.
Die Methode ist direkt auf die Returns, die als bedingter heteroskedastischer Prozess

modelliert werden kénnen, anzuwenden.

89



Value-at-Risk im Risikomanagement Julia Puchner

6 Konklusion

In diesem Kapitel wird eine kurze Zusammenfassung iiber die in der Diplomarbeit
bearbeiteten Themen gegeben und einige personliche Eindriicke, die ich wahrend des

Schreibens gewonnen habe, geschildert.

Die grundsitzliche Reihenfolge bei der Darstellung der Methoden war anhand des
Kapitels 2 dem Leser/der Leserin eine ausfiihrliche, jedoch nicht allzu schwierige,
Einfiihrung in jene mathematischen Bereiche zu vermitteln, die fiir die verschiedenen
Ansiitze relevant sind.

Ich habe mich stets bemiiht, relativ wenig an speziellem Wissen iiber Finanzmathema-
tik und Risikoanalyse, die statistischen und stochastischen Gebiete der Mathematik,
sowie iiber die numerische Anwendung vorauszusetzen.

Dennoch habe ich versucht, die Formulierungen der Aussagen auf den Punkt zu brin-
gen und prézise zu gestalten, um auf erfahrene (Finanz-)Theoretiker und Risikoma-

nager nicht zu langweilen.

Nachdem das notwendige Vorwissen erarbeitet wurde, richtete ich den Fokus auf die
genaue Funktionsweise der Methoden. Da fiir jeden Ansatz verschiedenste Ausgangs-
punkte und Ziele verfolgt wurden, sind diese der speziellste Teil und ein Schliisselpunkt
zum Verstidndnis der einzelnen Methoden. Durch die Angabe des Programmiercodes
der Algorithmen sollte die genaue Abfolge der Arbeitsschritte iibersichtlich zusam-
mengefasst werden. Um diese genaue Reihenfolge auf eine weniger abstrakte Weise zu
verdeutlichen, wurden die verschiedenen Modelle anhand von Beispielen vorgefiihrt
und dokumentiert.

Nach einer kurzen Einleitung im Kapitel 1, die einerseits als Motivation dieser Ar-
beit gedacht ist und andererseits einen Ausgangspunkt fiir die Existenz der Modelle
niher liefert, wurde im Kapitel 2 die Hintergrundtheorie diskutiert. Diese behandelt
alle wesentliche Begriffe, angefangen von der Definition von Verlusten beziehungs-
weise von Verlustfunktionen, der Darstellung der Risikomessung, die Definition und
weiterfithrende Ausblicke (wie zum Beispiel die Berechnung) des Begriffs ” Value-at-

Risk”, bis hin zu Zeitreihenmodellen und numerischen Berechnungsmethoden.

Im Kapitel 3 widmete ich mich drei verschiedener Modellen fiir die Ermittlung des
Value-at-Risk anhand historischer Daten. Diese Ansétze verarbeiten ein und dieselbe
Datenbank mit unterschiedlichen Annahmen und stellen somit jeweils andere Aspekte
in den Vordergrund.

Die historische Simulation verwendet Daten ohne jegliche Bearbeitung und bedient

sich nur historischer Aufzeichnungen, um eine Risikoanalyse zu erstellen.
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Der Ansatz von Hull & White vertritt den Standpunkt einer variablen Varianz iiber
die gesamte Laufzeit, die am besten durch einen Zeitreihenprozess modelliert wird.
Dadurch werden die historischen Daten standardisiert und aktuelle Marktbedingun-
gen starker berticksichtigt. Aufgrund dieser Daten wird dann die Risikomessung an-
gesetzt.

Die dritte Methode, der Ansatz von Boudoukh, Richardson & Whitelaw, gewichtet
die Daten nach zeitlichem Auftreten. Es werden die letzten Geschehnisse bevorzugt
und verstarkt, ehe dann die weiteren Berechnungen erfolgen.

Als Ausgangslage fiir den Vergleich der Methoden wurden die ” Tail-Events” der ein-
zelnen Ansitze untersucht. Diese sind fiir jeden Ansatz leicht bestimmbar und kénnen
somit fiir den Vergleich herangezogen werden.

Es wurde ebenfalls eine Modifikation dieser Ansétze vorgestellt, indem man eine wei-
tere Anpassung der Daten mithilfe der durchschnittlichen téglichen Anderung der
Daten durchfiihrte.

Der Ansatz von Hull & White, sowie die Methode von Boudoukh, Richardson & Whi-

telaw verfolgten das Ziel einer Verbesserung gegeniiber der historischen Simulation.

Die genaue Analyse der Normalverteilung in Zusammenhang mit der Risikomessung
von Portfolios, speziell von Wechselkursen, war Inhalt von Kapitel 4. Es wurde ein
Modell eingefiihrt, bei dem der Analytiker die freie Wahl der zugrundeliegenden Wahr-
scheinlichkeitsverteilung besitzt und mittels Transformation auf eine Normalvertei-
lung iibergangen wird. Ein Hauptaugenmerkmal war die Parameteranpassung der
angenommenen Verteilung an den ersten Teil der Daten und eine weitere Analyse der

Giite und Qualitét dieser Anpassung anhand der zweiten Hélfte der Daten.

Das Kapitel 5 stellt den Abschluss der moéglichen Ansétze dar. Barone-Adesi, Bourgoin
und Giannopoulos entwickelten einen modifizierten Ansatz der historischen Simulati-
on, der einerseits die schlechte Annahme einer Normalverteilung verwirft, andererseits
jedoch eine variable Varianz voraussetzt und somit zwei wichtige Aspekte in ein und

derselben Modellierung eines Portfolios beriicksichtigt.

Mein Interesse bei dem Verfassen der Diplomarbeit galt einerseits den verschiedenen
Ausgangspunkten und Voraussetzungen, die von den einzelnen Methoden, die jedoch
alle das gleiche Ziel — eine vertrauenswiirdige Risikomessung und -analyse — verfolgten,
verlangt wurden. Eine mathematische Verbindung einfacher und aufbauender Statis-
tik und Wahrscheinlichkeitstheorie iiber stochastische Prozesse und Zeitreihenprozesse
sowie numerischer Approximationen, wie Monte Carlo und Taylorapproximation, bis

hin zu Risikomaflen, wurde fiir diesen wichtigen Bereich der Finanzmérkte gewonnen.
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Andererseits wiederum war es sehr lehrreich, sich mit den Arbeiten von fithrenden
Wissenschaftlern auf diesem sehr wichtigen Gebiet der Risikoanalyse und Risikomes-
sung auseinanderzusetzen. Es ist erstaunlich, wie lange diese Kennzahl, der Value-at-
Risk, schon als eines der wichtigsten Instrumente der Risikobestimmung besteht und
heutzutage noch immer als ein Standardrisikomafl im Finanzsektor grofies Ansehen
genieflt.

Mittlerweilen breitet sich das Konzept des Value-at-Risks auch in Industrie- und Han-
delsunternehmen fiir die Quantifizierung bestimmter Risiken aus, und scheint somit
ein noch weiter blithendes Risikomaf} zu sein.

Abschlieflend sei noch bemerkt, dass das Implementieren und die numerische Un-
tersuchung und Umsetzung der verschiedenen Ansétze in einer fiir mich fast neu-
en Programmiersprache sehr spannend war. Dadurch habe ich aufschlussreiche und
faszinierende Resultate erhalten und konnte die Theorie noch besser verstehen und
schéitzen.
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7 Appendix A

Der Vollstdndigkeit halber wird hier im Anhang noch der MATHEMATICA Code der
Durchrechnungen aus dem Unterkapitel 3.6.2 ab Seite 48 angefiihrt. Numerische Re-
sultate finden sich in Kapitel 3.6.2.

7.1 Historische Simulation
7.1.1 ohne Mittelwert-Anpassung

Data Import

data = Import[”C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\ \ Historische Simulation\\chf.xls”];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];

1 = Length[kurs]

K = 500;

ListLinePlot[kurs, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
Anderungsrate

R = Table[(kurs([i + 1]] — kurs[i]]) /kurs[]], {é, 1,1 - 1}];
ListLinePlot[R, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

5%-Value-at-Risk

varfuenf = Table[Quantile[Table[R[[j]], {4,4,% + (K — 1)}],1/20], {,1,1— K}];
ListLinePlot[varfuenf, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

1%-Value-at-Risk

vareins = Table[Quantile[Table[R[[j]], {7, 4,7 + (K — 1)}],1/100], {i,1,1 — K}];
ListLinePlot[vareins, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Indikatorfunktion fiir Tail-Events

Tail-Events fiir 5%-VaR (in Prozent)

fuenf = Plus@Q@Table[If[varfuenf[[i]] > R[[K +i]],1,0], {¢,1,1—- K — 1}]
fuenf/(1 — K — 1) * 100.

Tail-Events fiir 1%-VaR (in Prozent)
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eins = Plus@@Table[If[vareins[[i]] > R[[K + ]|, 1,0],{,1,]1 - K — 1}]
eins/(1 — K — 1) % 100.

7.1.2 mit Mittelwert-Anpassung

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\ \ Historische Simulation) \chf.xls"];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];

1 = Length[kurs]

K = 500;

ListLinePlot[kurs, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
Anderungsrate

R = Table[(kurs([i + 1]] — kurs[i]]) /kurs[i]], {¢, 1,1 - 1}];
ListLinePlot[R, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

mean = Table[Mean[Table[R|[[5]], {7,,% + (K — 1)}]], {z,1,1 — K}];

5%-Value-at-Risk

varfuenf =
= Table[Quantﬂe[Ta‘ble[R[b]] - mea'n[[z]L {.7) 1,1+ (K - 1)}]7 1/20]7 {Za 1,1- K}]a
ListLinePlot[varfuenf, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

1%-Value-at-Risk

vareins =
= Table[Quantile[Table[R[[j]] — mean][{]], {4,,¢ + (K — 1)}],1/100], {¢,1,1 — K}];
ListLinePlot[vareins, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Indikatorfunktion fiir Tail-Events

Tail-Events fiir 5%-VaR (in Prozent)

fuenf = Plus@Q@Table[If[varfuenf[i]] > R[[K +]],1,0], {¢,1,1— K — 1}]
fuenf/(1 — K — 1) * 100.

Tail-Events fiir 1%-VaR (in Prozent)

eins = Plus@@Table[If[vareins[[i]] > R[[K + ]],1,0],{,1,]1 - K — 1}]
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eins/(1 — K — 1) % 100.

7.2 Hull & White - Methode

7.2.1 ohne Mittelwert-Anpassung

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\\Hull und White\ \chf.x1s”];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];

1 = Length[kurs]

K = 500;

ListLinePlot[kurs, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
Anderungsrate

R = Table[(kurs[[i + 1]] — kurs[[]]) /kurs][z]], {z,1,1 — 1}];
ListLinePlot[R, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Rplot = Table[(kurs[[z + 1]] — kurs[[z]]) /kurs[[4]], {i,1,K}];
ListLinePlot[Rplot, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Rekursion

start = Variance[R];

alpha = 0.94;

schwankung = Table[0, {1}];
schwankung][[1]] = start;

Do [schwankung][i]] =
= schwankung][[i — 1]] * alpha + (1 — alpha) * R[[i — 1]]*2, {i,2,1}]

hwR = Table [Table [R][¢]] /Sqrt[schwankung][:]]]
*xSqrt[schwankung([K + k]]], {i, k,k + (K — 1)}],{k,1,1 - K}];

ListLinePlot[hwR[[1]], AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

5%-Value-at-Risk und 1 %-Value-at-Risk

varfuenf = Table[Quantile[hwR][[{]], 1/20], {7, 1,1 — K}];
ListLinePlot[varfuenf, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
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vareins = Table[QuantilehwR][[4]], 1/100], {,1,1 — K}];
ListLinePlot[vareins, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Indikatorfunktion fiir Tail-Events

Tail-Events fiir 5%-VaR (in Prozent)

fuenf = Plus@Q@Table[If[varfuenf[i]] > R[[K +i]],1,0], {¢,1,1— K — 1}]
fuenf/(1 — K — 1) * 100.

Tail-Events fiir 1%-VaR (in Prozent)

eins = Plus@@Table[If[vareins[[i]] > R[[K + ]|, 1,0],{,1,1 - K — 1}]
eins/(1 — K — 1) % 100.

7.2.2 mit Mittelwert-Anpassung

Data Import

data = Import [ C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\ \Hull und White -
Subtraktion\ \chf.x1s”] ;

kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];

1 = Length[kurs];

K = 500;

ListLinePlot[kurs, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
Anderungsrate

R = Table[(kurs[[z + 1]] — kurs[[¢]]) /kurs[[3]], {z,1,1 — 1}];
ListLinePlot[R, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Rekursion

start = Variance[R];

alpha = 0.94;

schwankung = Table[0, {1}];
schwankung][[1]] = start;

Do [schwankung][i]] =
= schwankung][[i — 1]] * alpha + (1 — alpha) * R[[ — 1]]*2, {i,2,1}]

normal = Table[R[[i]]/Sqrt[schwankung][i]]], {4, 1,1 — K}];
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mean = Table[Mean|Table[normal[[j]], {4,%,% + K — 1}]], {¢,1,1 - K}];

hwR. = Table [Table [(R[[#]]/Sqrt[schwankung][i]]] — mean[[k]])*
*Sqrt[schwankung([K + k]]], {¢, k,k + K —1}], {k,1,1 - K}|;

ListLinePlot[hwR[[1]], AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

5%-Value-at-Risk und 1%-Value-at-Risk

varfuenf = Table[Quantile[hwR|[[Z]], 1/20], {,1,1 — K}];
ListLinePlot[varfuenf, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

vareins = Table[QuantilelhwR][[4]], 1/100], {¢,1,1 — K}];
ListLinePlot[vareins, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Indikatorfunktion fiir Tail-Events

Tail-Events fiir 5%-VaR (in Prozent)

fuenf = Plus@Q@Table[If[varfuenf[[i]] > R[[K +i]],1,0], {¢,1,1— K — 1}]
fuenf/(1 — K — 1) * 100.

Tail-Events fiir 1%-VaR (in Prozent)

eins = Plus@@Table[If[vareins[[i]] > R[[K + ]|, 1,0],{7,1,1 - K — 1}]
eins/(1 — K — 1) % 100.

7.3 Boudoukh & Richardson & Whitelaw - Methode

7.3.1 ohne Mittelwert-Anpassung

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\\BRW) \chf.xls"];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];

1 = Length[kurs]

K = 500;

ListLinePlot[kurs, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
Anderungsrate

R = Table[(kurs[[¢ + 1]] — kurs[[¢]]) /kurs][¢]], {,1,1 — 1}];
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ListLinePlot[R, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Return Anpassung durch Gewichtung

lambda = 0.98;
gewichte = Table[(1 — lambda)/(1 — lambda”K) * lambda™(K — i), {¢,1,K}];

5%-Value-at-Risk

Matrix = Table [SortBy [Transpose[{Drop[Take[R,K — 1 + 3], ¢ — 1], gewichte}],
First], {i,1,1 - K}|;

akk = Table [Table[Sum|Transpose[Matrix[[£]]][[2]][[z]], {%, 1, 5}], {4, 1, K}],
{k,1,1-K}];

stelle5 = Table[Length[Select[akk[[k]], # < 0.05&]], {k, 1,1 — K}];

Mat5 = Table[Sort[Drop[Take[R,K — 1 + 4], — 1]], {¢,1,1 — K}];

varfuenf = Table[Mat5[[¢]][[stelle5[[:]]]], {Z, 1,1 — K}];

ListLinePlot[varfuenf, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

1%-Value-at-Risk

stellel = Table[Length[Select[akk[[k]], # < 0.01&]], {k,1,1 — K}];

Matl = Table[Sort[Drop[Take[R,K — 1 + i],i — 1]], {¢,1,1 — K}];

vareins = Table [If[stellel[[{]]==0, Mat1[[z]][[1]],
Mat1[[#]][[stelle1[[s]]]]], {z, 1,1 — K}];

ListLinePlot[vareins, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Indikatorfunktion fiir Tail-Events

Tail-Events fiir 5%-VaR (in Prozent)

fuenf = Plus@@Table[If[varfuenf[[i]] > R[[K + i]],1,0], {7,1,1 - K —1}]
fuenf/(1 — K — 1) = 100.

Tail-Events fiir 1%-VaR (in Prozent)

eins = Plus@@Table[If[vareins[[:]] > R[[K +7]],1,0], {7,1,]1 - K — 1}]
eins/(1 — K — 1) % 100.

7.3.2 mit Mittelwert-Anpassung

Data Import

98



Value-at-Risk im Risikomanagement Julia Puchner

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\\BRW- Subtraktion\ \chf.xls"];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];

1 = Length[kurs]

K = 500;

ListLinePlot[kurs, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]
Anderungsrate

R = Table[(kurs([i + 1]] — kurs[é]]) /kurs[i]], {¢, 1,1 - 1}];
ListLinePlot[R, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Return Anpassung durch Gewichtung

lambda = 0.98;
gewichte = Table[(1 — lambda)/(1 — lambda”K) * lambda™(K — i), {7, 1, K}];
mean = Table[Plus@Q@Table[gewichte[[k]] * R[[¢ + k]|, {k,1,K}], {i,0,1 — K — 1}];

5%-Value-at-Risk

Matrix = Table [SortBy [Transpose [{ Drop[Take[R,K — 1 +i],i — 1]
—mean([i]], gewichte} , First], {i,1,1— K}];
akk = Table [Table[Sum[Transpose[Matrix[[¥]]][[2]][[¢]], {2, 1,5}], {4, 1, K}],
{k,1,1-K}];
stelle5 = Table[Length([Select[akk[[k]], # < 0.05&]], {k, 1,1 — K}];
Mat5 = Table[Sort[Drop[Take[R,K — 1 + ], ¢ — 1]] — mean([i]], {z,1,1 — K}];
varfuenf = Table[Mat5[[¢]][[stelle5[[:]]]], {4, 1,1 — K}];

ListLinePlot[varfuenf, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

1%-Value-at-Risk

stellel = Table[Length[Select[akk[[k]], # < 0.01&]], {k,1,1 — K}];
Mat1 = Table [Sort[Drop[Take[R,K — 1 + ], — 1]] — mean([3]], {7,1,1 — K}];
vareins = Table [If[stellel[[z]]==0, Mat1[[z]][[1]], Mat1[[¢]] [[stelle1[[z]]]]], {¢, 1,1 — K}];

ListLinePlot[vareins, AspectRatio — 1/4, ImageSize — 1000]

Indikatorfunktion fiir Tail-Events

Tail-Events fiir 5%-VaR (in Prozent)

fuenf = Plus@@Table[If[varfuenf[[i]] > R[[K + i]],1,0], {7,1,1 - K —1}]
fuenf/(1 — K — 1) = 100.
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Tail-Events fiir 1%-VaR (in Prozent)

eins = Plus@@Table[If[vareins[[z]] > R[[K +]],1,0], {7,1,]1 - K — 1}]
eins/(1 — K — 1) % 100.

8 Appendix B

8.1 Abweichungsuntersuchung (im Vergleich zur Standardab-
weichung)

8.1.1 Annahme: konstante Varianz

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\\ Exchange Rate Moves \\chf.xls"];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];
1 = Length[kurs];

Anderungsrate
R = Table[(kurs[[z + 1]] — kurs[[¢]]) /kurs[[3]], {z,1,1 — 1}];

Berechnug Standardabweichung

s = Sqrt[Variance[R]]

Vergleich mit 1*s, 2*s, ...., 6*s

anzahl = Table[Length[Select[Abs[R], # > i x s&]], {i, 1, 6}];
prozent = anzahl x 100./(1 — 1)
Kurtosis[R] — 3

8.1.2 Annahme: Varianz nach dem EW M A-Modell

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\ \ Exchange R. M. EWMA\ \chf.xls"];
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kurs = Transpose[datal[1]]][[2]};
1 = Length[kurs];

Anderungsrate
R = Table[(kurs[[¢ + 1]] — kurs[[¢]]) /kurs][¢]], {z,1,1 — 1}];

Berechnug Standardabweichung durch Rekursion

start = Variance[R];

alpha = 0.94;

schwankung = Table[0, {}];

schwankung][[1]] = start;

Do [schwankung][i]] = schwankung][[i — 1]] * alpha + (1 — alpha)
*«R[[i — 1]]°2,{i,2,1}]

s = Sqrt[schwankung];

ret = Table[R[[i]]/Sqrt[schwankung][i]]], {z,1,1— 1}];

Vergleich mit 1*s, 2*s, ...., 6*s: eli] > s[i]

anzahl = Table[Plus@@Table[If[Abs[R|[[¢]]] > j * s[[:]], 1, 0], {¢,1,1— 1}], {4, 1, 6}];
prozent = anzahl * 100./(1 — 1)
Kurtosis[ret] — 3

8.2 Maximierungsproblem
8.2.1 Annahme: konstante Varianz

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\\ Maximierung) \chf.xls”];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];
1 = Length[kurs];

Anderungsrate

R = Table[(kurs[[: + 1]] — kurs[[¢]]) /kurs][[#]], {2, 1,1 — 1}];
m=(1-1)/2;
R1 = Take[R, m];

Rekursion fiir EWMA
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std = StandardDeviation[R1];
Maximierung
ALPHA

alphal = Length[Select[R1, Abs[#]<=std&]]

alpha2 = Length[Select[Select[Abs[R1], #<=2 * std&], # > std&]]
alpha3 = Length[Select[Select[Abs[R1], #<=3 * std&], # > 2 * std&]]
alphad = Length[Select[R1, Abs[#] > 3 * std&]]

alpha = Join[{alphal}, {alpha2}, {alpha3}, {alphad}]|/(m  1.)

BETA

Glk_, p-,u_, v_]:=p * CDF|NormalDistribution[0, 1], k& * std/(u * std)]
+(1 — p) * CDF|NormalDistribution|0, 1], k * std/(v * std)]

betal[p_,u_,v_]:=G[1, p, u,v] — G[-1,p,u,v]

beta2[p_, u_, v_]:=G[2, p, u, v] — G[-2, p, u, v] — betal[p, u,v]

beta3[p_, u, v_]:=G[3, p, u, v] — G[—3, p, u, v] — beta2[p, u, v] — betal[p, u, v]

betad[p_, u_,v_]:=1 — betal[p, u, v] — beta2[p, u, v] — beta3[p, u, v]

beta[p_, u_, v_]:=Join[{betal[p, u, v}, {beta2[p, u, v]}, {betal[p, u, v|}, {betad[p, u, v] }];

Funktion fiir Maximierung

L[p_,u_,v_] = Sum]alphal([i]] * Log[beta[p, u, v][[¢]]], {2, 1, 4}];

sol = FindMaximum [{L[p, u,v],0 < p < 1&&p x u"2 + (1 — p) x v"2 == 1&&
{0 < v&&0 < u&&betad[p, u,v] > 0.001}, {{p, 0.85}, {u,0.78}, {v,1.77} }]
p*u2+ (1 — p) xv"2/.s0l[[2]]

Plot[L[pp, u, v]/-sol[[2]], {pp, 0.1, 0.9}]
Plot[L[p, uu, v]/.sol[[2]], {uu, 0.1,1.5}]
Plot[L[p, u, vv]/.sol[[2]], {vv,1.1,2.5}]

Join[sol[[2]], {1 — p/.sol[[2]]}]

2. HALFTE DER DATEN

R2 = Drop[R, m];
GAMMA

gammal = Length[Select|R2, Abs[#]<=std&]]
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gamma2 = Length[Select[Select[Abs[R2], #<=2  std&], # > std&]|
gamma3 = Length([Select[Select[Abs[R2], # <=3  std&], # > 2 * std&]]
gamma4 = Length[Select[R2, Abs[#] > 3 * std&]]

gamma = Join[{gammal}, {gamma2}, {gamma3}, {gamma4}]

DELTA

Glk., p-,u_, v_]:=p * CDF|[NormalDistribution[0, 1], k * std/(u * std)]
+(1 — p) * CDF|NormalDistribution|0, 1], k * std/(v * std)]/.sol[[2]];

deltal[p_,u_,v] = G[1,p,u,v] — G[-1, p, u,v]/.sol[[2]];
delta2[p_,u_,v] = G[2,p,u,v] — G[-2, p, u,v] — deltal[p, u, v]/.sol[[2]];
delta3[p_,u_,v.] = G[3,p, u,v] — G[-3, p, u,v] — delta2[p, u, v]
—deltal[p, u, v]/.sol[[2]];
deltad[p_,u_,v_] = 1 — deltal[p, u, v] — delta2[p, u, v] — delta3[p, u, v]/.sol[[2]];
delta = Join [{deltal[p, u, v] * m}, {delta2[p, u, v] *x m}, {delta3[p, u, v] * m},
{deltad[p, u,v] * m}] /.sol[[2]]

CHI*2 - Statistik
T = Sum|(gammal[i]] — delta[[i]])"2/delta[[i]], {3, 1, 4}]

Histogramm und Verteilungsfunktion

stdall = StandardDeviation[R];

pl = Plot[p * PDF[NormalDistribution[0, 1], z/u] + (1 — p)
*PDF[NormalDistribution[0, 1], z/v]/.sol[[2]], {z, —4.5,4.5},
AspectRatio — 1/3, ImageSize — 700, PlotStyle — {Directive[Blue, Thick]}];

p2 = Histogram [R/stdall, Automatic, ” ProbabilityDensity” , AspectRatio — 1.0,
ImageSize — 500, ChartElementFunction — ChartElementDataFunction |
”SegmentScaleRectangle” ,” Segments” — 100, ” ColorScheme” — ”SolarColors”]] ;

Show|[p2, p1]

8.2.2 Annahme: Varianz nach dem EW M A-Modell

Data Import

data = Import[” C:\\Desktop\ \Diplomarbeit\\ Maximierung) \chf.xls”];
kurs = Transpose[data[[1]]][[2]];
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1 = Length[kurs];
Anderungsrate

R = Table[(kurs[[z + 1]] — kurs[[z]]) /kurs[[3]], {2, 1,1 — 1}];
m=(1-1)/2;
R1 = Take[R, m];

Rekursion fiir EWMA

start = Variance[R1];

lambda = 0.94;

schwankung = Table[0, {m + 1}];

schwankung][[1]] = start;

Do [schwankung][:]] = schwankung[[i — 1]] * lambda + (1 — lambda)
*R1[[i — 1]]"2, {i,2,m + 1}]

s = Sqrt[schwankung];

std = StandardDeviation[R1];

ret = Table[R1[[i]]/Sqrt[schwankung][i]]], {z, 1, m}];

Maximierung
ALPHA

alphal = Plus@Q@Table[If[Abs[R1[[i]]]<=s][¢]], 1,0], {i,1,m}]

alpha2 = Plus@@Table[If[Abs[R1[[i]]] <=2 * s[[i]], 1,0], {¢, 1, m}] — alphal

alpha3 = Plus@@Table[If[Abs[R1[[i]]] <=3 * s[[i]], 1,0], {¢, 1, m}] — alphal — alpha2
alphad4 = Plus@@Table[If[Abs[R1[[i]]] > 3 * s[[é]], 1, 0], {¢,1, m}]

alpha = Join[{alphal}, {alpha2}, {alpha3}, {alphad}]|/(m  1.)

BETA

Glk., p-,u_, v_]:=p * CDF|[NormalDistribution[0, 1], k& * std/(u * std)]
+(1 — p) * CDF|[NormalDistribution|0, 1], k * std/(v * std)]

betal[p_u_,v]:=G[1,p,u,v]-G[-1,p,u,v]
beta2[p_,u_,v.]:=G[2,p,u,v]-G[-2,p,u,v]-betal[p,u,v]
beta3[p_,u_,v_]:=G[3,p,u,v]-G[-3,p,u,v]-beta2[p,u,v]-betal[p,u,v]
betad[p_,u_,v.]:=1-betal[p,u,v]-beta2[p,u,v]-beta3[p,u,v]
beta[p_,u_,v_]:=Join[{betal[p,u,v]},{beta2[p,u,v]},{betad[p,u,v]},{betad[p,u,v]}];

Funktion fiir Maximierung
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L[p_,u_,v_] = Sum]alphal([i]] * Log[beta[p, u, v][[¢]]], {2, 1, 4}];

sol = FindMaximum [{L[p, u,v],0 < p < 1&&p x u"2 + (1 — p) x v2 == 1&&
{0 < v&&0 < u&&betad[p, u,v] > 0.001}, {{p, 0.85}, {u,0.78}, {v,1.77}}]
pxu2+ (1 —p) xv"2/.s0l[[2]]

Plot[L[pp, u, v]/-sol[[2]], {pp, 0.1,0.9}]
Plot[L[p, uu, v]/.sol[[2]], {uu, 0.1,1.5}]
Plot[L[p, u, vv]/.sol[[2]], {vv,1.1,2.5}]

Join[sol[[2]], {1 — p/-sol[[2]]}]

2. HALFTE DER DATEN

R2 = Drop|R, m];

Rekursion fir EWMA

startall = Variance[R];
schwankungall = Table[0, {1}];
schwankungall[[1]] = startall;

Do [schwankungall[[i]] = schwankungall[[ — 1]] * lambda + (1 — lambda)
*R[[i - 1]]"2,{i,2,1}]

sall = Sqrt[schwankungall];

retall = Table[R][[:]]/Sqrt[schwankungall[[#]]], {z,1,1 — 1}];

GAMMA

gammal = Plus@@Table[If[Abs[R[[i]]] < sall[[:]],1,0], {¢,m+ 1,1 —-1}]

gamma2 = Plus@@Table[If[Abs[R([i]]] < 2 *sall[[é]],1,0], {¢,m + 1,1 — 1}] — gammal

gamma3 = Plus@Q@Table[If[Abs[R[[z]]] < 3 *sall[[¢]],1,0], {¢,m + 1,1 — 1}] — gammal
—gamma?2

gamma4 = Plus@Q@Table[If[Abs[R][[i]]] > 3 *sall[[:]],1,0], {¢,m + 1,1 —1}]

gamma = Join[{gammal}, {gamma2}, {gamma3}, {gamma4}]

DELTA

Glk_, p-,u_, v_]:=p * CDF|[NormalDistribution|0, 1], k/u]
+(1 — p) * CDF[NormalDistribution|0, 1], k/v]/.sol[[2]];

deltal [p_,u_,v_] =G [1 ’pau,V]‘G ['lapauv"] / SOI[[2]] 5
delta2 [p_,ll_,V_] =G [2,pau7V]'G ['2,p,11,V] -deltal [p,uaV] / ‘SOI[[2]] 5
delta3[p-,u_,v_]=G[3,p,u,v]-G[-3,p,u,v]-delta2[p,u,v]-deltal[p,u,v]/.sol[[2]];
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deltad[p_,u_,v_]=1-deltal[p,u,v]-delta2[p,u,v]-delta3[p,u,v]/.sol[[2]];
delta=Join[{deltal[p,u,v]*m},{delta2[p,u,v]*m},{deltad[p,u,v]*m},
{deltad[p,u,v]*m}]/.sol[[2]]

CHI*2 - Statistik
T = Sum|[(gammal[i]] — delta[[:]])"2/delta[[i]], {z,1,4}]

Histogramm und Verteilungsfunktion

pl = Plot[p * PDF[NormalDistribution[0, 1], z/u] + (1 — p)
*PDF [NormalDistribution|0, 1], z/v]/.sol[[2]], {z, —4.5,4.5},
AspectRatio — 1/3, ImageSize — 700, PlotStyle — {Directive[Blue, Thick]}];

p2 = Histogram [retall, Automatic, ” ProbabilityDensity” , AspectRatio — 1.0,
ImageSize — 500, ChartElementFunction — ChartElementDataFunction |
”SegmentScaleRectangle” ,” Segments” — 100, ” ColorScheme” — ”SolarColors”]] ;

Show[p2, p1]
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