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Einleitung

In dieser Arbeit behandeln wir Yule-Walker Gleichungen bei singuldaren AR Syste-
men. Im Gegensatz zum in der Literatur tiblichen Fall der reguldren AR Systeme
besteht der Fehlerprozess v, aus linear abhidngigen Komponenten. Durch diese
Abhangigkeit ist die Toeplitz-Kovarianzmatrix I', moglicherweise singulér und die
Yule-Walker Gleichungen sind nicht eindeutig losbar.

Im ersten Kapitel betrachten wir generalisierte dynamische Faktormodelle und
beschreiben Umstédnde, unter denen singuldre AR Systeme auftreten kénnen.

Im zweiten Kapitel geht es um die Yule-Walker Gleichungen im singuléren Fall.
Fiir eine Losung der Yule-Walker Gleichungen suchen wir einen stationdren Pro-
zess, der diese Differennzengleichung erfiillt. Ein derartiger Prozess besteht aus
einer reguldren und einer singuldren Komponente. Wir kénnen zeigen, dass die par-
tikuldre Losung der Differenzengleichung, die reguldre Komponente, ein Moving
Average Prozess ist, der fiir alle Losungen der Yule-Walker Gleichungen eindeutig
ist, wahrend die homogene Lésung, die singuldre Komponente, ein harmonischer
Prozess ist.

Weiters beschreiben wir die Losungsmenge aller stationdren AR(p) Prozesse, die
die vorgegebenen Kovarianzdaten erfiillen.

Dariiber hinaus betrachten wir die Stabilitdt der Losungen der Yule-Walker Glei-
chungen. Wir geben eine spezielle Losung an, die Minimumnormlosung, die unter
allen Losungen der Yule-Walker Gleichungen diejenige mit den meisten stabilen
Nullstellen ist.

Im dritten Kapitel wenden wir uns dem Schétzen zu. Zuerst geben wir eine Pro-
zedur an, die im Falle, dass Populationskovarianzdaten vorliegen, ein AR System
und einen Prozess liefert, sodass die vorgegebenen Kovarianzdaten realisiert wer-
den.

Bei echten Stichprobendaten gelingt es uns auch, einen Prozess anzugeben, der
die Kovarianzdaten realisiert, jedoch finden wir kein einheitliches AR System fiir
reguldre und singuldre Komponente.



Kapitel 1

Entstehung singularer AR Systeme

In diesem Teil der Diplomarbeit werden die Ergebnisse des Papers ,Generalized
linear dynamic factor models - an approach via singular autoregressions®, [1], pré-
sentiert, die wir fiir die Einbettung des Problems bendtigen. Die Annahmen, die
wir in diesem Kapitel verwenden, wurden dem Paper ,Singular autoregressions
for generalized dynamic factor models“, [2]|, entnommen, die aber die Ergebnis-
se aus [1| nicht verdndern. Im Rahmen der generalisierten linearen dynamischen
Faktormodelle werden stochastische Prozesse analysiert, die in der Regel als AR
Prozesse modelliert werden kénnen. Es kann jedoch nicht davon ausgegangen wer-
den, dass diese AR Systeme regulér sind, sondern es muss auch der Fall betrachtet
werden, in dem das weifse Rauschen im AR Modell eine singulire Kovarianzmatrix
besitzt.

1.1 Generalisierte lineare dynamische Faktormo-
delle

Die generalisierten linearen dynamischen Faktormodelle (GDFMs), die in dieser
Arbeit betrachtet werden, wurden zuerst in [3| eingefithrt als eine Verallgemei-
nerung und Kombination der linearen dynamischen Faktormodelle mit idiosyn-
kratischem Rauschen (mit idiosynkratischen Stérungen) und der generalisierten
linearen statischen Faktormodellen. Die Definition der GDFMs in dieser Arbeit
entstammt [2]. Die Besonderheit dieser Definition besteht darin, dass singuldre
Komponenten in den latenten Variablen (siehe unten) zugelassen werden.

Eine grofte Stiarke der Faktormodelle liegt in der Moglichkeit, die Informationen
in der Querschnittsdimension N zu komprimieren.

Bei hochdimensionalen Zeitreihen ist es oft zweckméfig, sowohl fiir die Stichproben-
grofse T' als auch fiir die Querschnittsdimension N asymptotische Analysen durch-
zufithren. Dies bedeutet, wir betrachten dann das GDFM als einen doppelt indi-
zierten stochastischen Prozess (yi|i € N,t € Z).
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Die grundlegende Idee der GDFMs besteht in der Zerlegung des N-dimensionalen
Prozesses beobachteter Daten (V) in eine Summe

y =0 (1.1)

wobei (u}') in weitem Sinne idiosynkratisches Rauschen (d.h. schwach abhéngig in
der Querschnittsdimension) ist und (7)) Prozess latenter Variablen genannt wird,
der stark abhéngig in der Querschnittsdimension ist.

Der Prozess der latenten Variablen wird von m (< N) gemeinsamen Faktoren
getrieben, den m Komponenten von f;; die Matrix A ist die so genannte Faktor-

ladungsmatrix.
mx1

i ~~
i=AN (1.2)
Nxm

Die folgenden Annahmen vervollstdandigen die Definition der GDFMs:
Annahme 1.1 EgY =Eu) =0 V¢
Annahme 1.2 E[gNuM'] =0 Vs,t

Annahme 1.3 (3") und (ul) sind schwach stationdire Prozesse, wobei (ul) ein
requlirer Prozess mit absolut summierbaren Kovarianzen ist und (1) sich mittels
Woldzerlegung (siehe beispielsweise [4]) darstellen lisst als Summe eines requldren
Prozesses (47 und eines singuliren Prozesses (§;). Weiters wird angenommen,
dass der regulire Prozess (i) absolut summierbare Kovarianzen besitzt und der
singulire Prozess (4:V) folgende Gestalt hat:

h
N = Z ei’\thJ]-ij (1.3)

=1

mit CY € CN*' und komplezwertigen eindimensionalen Zufallsvariablen v; mit
den Eigenschaften

[} |UJ’ :1,]':1,...7}7,
e Ev;=0,j=1,...,h
o Ev;vy =0,Vj #1 ( bezeichnet die komplere Konjugation.)

® N1 = =My, Vi1 =Opj und Cy = CY ., j=0,1,...,h/2 -1
(Da wir annehmen, dass EgN = 0, schlieffen wir die Frequenz X = 0 aus
und daher ist h gerade.)

Weiters nehmen wir an, dass die Frequenzen in absteigender Rethenfolge angeord-
net sind: A\j > \ji1.
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Da ein allgemeiner harmonischer Prozess nicht ergodisch ist (d.h. die Stichpro-
benmomente im Allgemeinen nicht gegen die Momente der Grundgesamtheit kon-
vergieren) und wir tiblicherweise nur eine einzelne Trajektorie betrachten, nehmen
wir an, dass rkF; = 1 und dass nur die Phasen von v;,j = 1,..., h zufallig sind,
nicht die Amplituden.

Die bisherigen Annahmen garantieren, dass die spektralen Dichten der regulidren
Anteile existieren und geschrieben werden kénnen als

Fy ) = 17 () + L5 ). (1.4)

( fév bezeichnet die spektrale Dichte des reguldren Anteils von ¢.)
Der singuliire Anteil von (y)) stimmt offensichtlich iiberein mit dem singuliren
Anteil von (g;¥) und hat folglich die spektrale Verteilungsfunktion

sN Nz, = ~N* N N«
EVA) = > CYEyp et = Y oo, (1.5)
JiA <A JiA; <A
* bezeichnet Transposition und Konjugation.
Die spektrale Verteilungsfunktion des Prozesses (yi¥) lisst sich daher schreiben
als

EN(N) :/_ SN (w)dw + FN(N). (1.6)

Annahme 1.4 Die Doppelfolge (yi|i € N,t € 7Z) entspricht einer geschachtelten
Folge von Modellen in dem Sinne, dass y;; and uy nicht von N abhdngen fiir
1< N.

In anderen Worten betrachten wir eine Folge von Modellen, wobei die Modelle fiir
N und Mmit N < M sich in den ersten N Zeilen nicht unterscheiden.

Annahme 1.5 4 N,, sodass VN > N fév eine rationale spektrale Dichte mit
konstantem Rang g < N auf [—m, 7] ist, wobei ¢ unabhingig von N ist.

Diese Annahme impliziert, dass die Dynamik des Modells beschrinkt ist. Wie wir
in Kiirze sehen werden, entspricht ¢ der Dimension des minimalen dynamischen
Faktors.

Annahme 1.6 Die Anzahl der Oszillationen h der singuldren Komponente ist
unabhdngig von N fiir N > ein gewisses Ny.

Annahme 1.7 (Starke Abhiingigkeit des reguliren Anteil der §') Die
ersten q (d.h. die q grofiten) Figenwerte von fzjv diwergieren nach oo fiir alle Fre-
quenzen, wenn N — 00.
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Annahme 1.8 (Starke Abhingigkeit des singuliren Anteil von ¢) Die
Eigenwerte von C,CN4 + OO, die von Null verschieden sind, divergieren
fiir N — oo.

Annahme 1.9 (Schwache Abhingigkeit des Rauschens) Der grifste Eigen-
wert der spektralen Dichte von ul ist gleichmifig beschrinkt in X\ und N,

Die letzte Annahme bedeutet, dass das Rauschen u; herausgefiltert werden kann,
wenn die Querschnittsdimension N — oco. Die Annahme der starken Abhéngig-
keit garantiert wiederum, dass dieser Filterungsvorgang den Raum, der durch die
latenten Variablen aufgespannt wird, nicht beeinflusst.

Annahme 1.10 Die Dimension n einer minimalen State Space Realisation eines
stabilen Spektralfaktors von fév , der eine Miniphasenbedingung erfillt, ist unab-
hangig von N(N > ein gewisses Ny).

In dieser Arbeit wird der Fokus auf den nicht-beobachteten Prozess latenter Va-
riablen gelegt.

1.2 Modellieren der latenten Variablen

In diesem zweiten Abschnitt wird nun gezeigt, wie der Prozess der latenten Va-
riablen modelliert werden kann, zuerst als ARMA System mit ¢-dimensionalem
weillem Rauschen, danach mittels State Space Realisation mit Zustandsdimension
n. Anschliefend wenden wir uns dem Konzept des statischen Faktors zu, dessen
Dimension wir mit r bezeichnen.

Alle Sétze und Definitionen stammen aus [1] und [4].

1.2.1 Die Transferfunktion w

Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, ist die Transferfunktion der von uns
betrachteten Modelle nur durch den regulédren Anteil des Prozesses festgelegt und
wird nicht durch einen singuldren Anteil beeinflusst. Daher ist es uns moglich, zur
Bestimmung der Transferfunktion die spektrale Dichte des reguldren Anteils der
latenten Variablen heranzuziehen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit z sowohl eine komplexe Variable als auch den
Backwardshiftoperator.

Satz 1.1 (Spektrale Faktorisierung) Alle N x N rationalen spektralen Dich-
ten fymit konstantem Rang q Y\ € [—m, x| kénnen folgendermaflen faktorisiert

werden
1 —iX —idy*
fo(A) = gw(e™w(e™)", (1.7)
wobei w(z),z € C, eine N x q reelle rationale Matriz mit vollem Spaltenrang ist,
die weder Pole noch Nullstellen in |z| < 1 hat und und die eindeutig bestimmit ist

bis auf Postmultiplikation mit einer konstanten orthogonalen Matrix.
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Da w(z) analytisch innerhalb des Einheiskreises ist, erhalten wir fiir die Spektral-
faktoren

w(z) = ijzj, w; € RV*, (1.8)
=0

und das entsprechende kausale lineare System

G= wici (1.9)
=0

mit dem ¢-dimensionalen weiffen Rauschen (¢;) mit Erwartungswert Ee, = 0 und
Autokovarianzmatrix Ele;e}] = 2m1,. Der Prozess (e;) ist wie zuvor erwéhnt ein
manimaler dynamischer Faktor.

Als Konsequenz der Annahmen des GDFM betrachten wir hohe (engl.: tall) Trans-
ferfunktionen w(z), was bedeutet, dass ¢ < N.

Satz 1.2 (Smith-McMillan Form) Jede rationale N x ¢ Matriz w mit Rang s
kann geschrieben werden als
w = udv, (1.10)

wobei v und v unimodulare Matrizen sind (d.h. Polynommatrizen mit konstanter
Determinante ungleich Null) und d diagonal von folgender Form ist:

di(2) 0 0

d(z) = : (1.11)
0 ds(z) : 0
0 0 : 0

mit d; = %, wobei a; und b; relativ prime monische Polynome sind und a; teilt
Ai41, und bi+1 teult bi; Z:Z, .. ,8—1.

d wird dann Smith-McMillan Form von w genannt. Es kann gezeigt werden, dass
d eindeutig fiir gegebenes w ist.

Die Nullstellen der Matrix w entsprechen den Nullstellen der Zahlerpolynome
(ungleich Null) a;(z) von d und die Pole von w sind die Nullstellen der Nennerpo-
lynome b; von d.

Wir betrachten den Fall ¢ < N und s = ¢, folglich hat w keine eindeutige linksin-
verse Matrix. Eine bestimmte linksinverse Matrix kann folgendermafen definiert

werden:
w™ =v Y (dd) 'du . (1.12)
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Genau wie w hat w™ keine Pole und Nullstellen in |z| < 1.
Es ist einfach zu zeigen, dass der minimale statische Faktor ¢, eindeutig aus

Us, Ys—1, - - . bestimmt werden kann, ungeachtet der gewahlten Linksinversen:
o
€t — w;@t—j- (113)
§=0

Demzufolge entspricht (1.9) der Wold Zerlegung des Prozesses der latenten Varia-
blen.

1.2.2 ARMA Darstellung

Jede rationale kausale Transferfunktion w kann mittels eines ARMA Systems rea-
lisiert werden. Also betrachten wir ein solches geeignetes ARMA System

a(2)g = b(2)e, (1.14)

wobei a(z) eine N x N und b(z) eine N x g Polynommatrix ist.

Wir nehmen an, dass die Matrizen a(z) und b(z) links coprim sind, d.h. dass alle
gemeinsamen Faktoren unimodular sind. Demzufolge erhélt man alle beobach-
tungsédquivalenten links coprimen ARMA Systeme mittels Premultiplikation mit
einer beliebigen unimodularen Matrix u als va(z) und ub(z).

Die Transferfunktion erhalten wir aus dieser Darstellung als w(z) = a~1(2)b(z).
Wie bereits erwahnt, lassen wir in userem Modell singuldre Komponenten zu. Wie
wir spater noch genauer zeigen werden, bedeutet dies, dass deta(z) Nullstellen
auf dem Einheitskreis besitzt, die jedoch im Linkskern von b(z) liegen. Da w(z)
vollen Spaltenrang und keine Pole und Nullstellen in |z] < 1 hat, erhalten wir die
aquivalenten Bedingungen

deta(z) # 0, 2| <1, (1.15)
b(z) has full rank ¢, |z| < 1. (1.16)

1.2.3 State Space Realisation

Die Transferfunktion w mit den bereits genannten Eigenschaften kann auch durch
ein State Space (Zustandsraum) System realisiert werden:

Tiy1 = F$t+G€t (117)
Yy = Huzy (1.18)

wobei x; der n-dimensionale Zustand ist und F' € R™" G € R™¥4 H € RV*",
Wir nehmen an, das System sei minimal (F' und daher auch der Zustand haben
kleinstmogliche Dimension), stabil (der betragsgrofte Eigenwert von F' hat Be-
trag < 1)und erfiillt eine Miniphasenbedingung (die Matrix (*3,"* ) hat keine
Nullstellen in |z| < 1).
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State Space System — Transferfunktion: Ausgehend vom State Space Sys-
tem erhalten wir die zugehorige Transferfunktion als

w(z) = H(I — Fz)7'G=HG+ Y HFNG. (1.19)

J=1

Da die Matrix w(z) mit Rang ¢ fast tiberall keine Pole und Nullstellen in |z] < 1
hat, gilt, dass w(0) = HG auch Rang ¢ hat, woraus folgt, dass die n x ¢ Matrix
G auch Rang ¢ haben muss.

Wenn das System (F, G, H) minimal ist, so sind die Pole von w(z) und die Eigen-
werte von F' reziprok. Desweiteren hat w eine Nullstelle bei zy genau dann, wenn
kM (z9) < n+gq.

Transferfunktion — State Space System: Ausgehend von den Spektralfak-
toren der Transferfunktion wenden wir die ,,Akaike-Kalman Methode* an, um ein
minimales State Space System in Echelon Form zu erhalten.

Yt Wy Wi

A €t
ol I e Y P (1.20)
A~ e t— .
Ye+2[t Wy w3z - )

/
~
v H

Mit S bezeichnen wir die (Block-) Hankelmatrix der Transferfunktion mit Rang
n (dieser Rang entspricht dem McMillan-Grad von w(z)) und g, ist der beste li-
neare Kleinst-Quadrate-Pradiktor gegeben die unendliche Vergangenheit ¢, 1, . . .
(da die Zeitbereiche der latenten Variablen und des weifsen Rauschens in der Wold
Zerlegung (1.9) iibereinstimmen).

Jede Basis des endlichdimensionalen Raumes, der von den eindimensionalen Kom-
ponenten von Y, im Hilbertraum der quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen
aufgespannt wird, definiert einen minimalen Zustand, der bei uns Dimension n
hat. Folglich definieren wir eine Matrix S € R"**, die die ersten (n) Komponen-
ten von Y, auswahlt, die eine Basis bilden.

Die folgenden Gleichungen definieren ein minimales State Space System in Echelon
Form:

n = SY, (1.21)

w1 W2
S|w2 wy -+ | = FSH (1.22)
G = S (wpui,...) (1.23)
(wo,wy,...) = HSH (1.24)
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Jeden weitere minimale Zustand erhélt man, indem man den Echelon-Zustand mit
einer konstanten reguldren Matrix vormultipliziert.

1.2.4 Statische Faktoren

Fiir den Prozess latenter Variablen (g;) mit Dimension N wird ein m-dimensionaler
Prozess (z;) statischer Faktor genannt, wenn m < N und 3 L, eine konstante Ma-
trix, so dass 1, = Lz, Vt.

Wir interessieren uns fiir das Konzept des minimalen statischen Faktors, eines sta-
tischen Faktors mit kleinstmoglicher Dimension. Dabei hilft uns folgendes Lemma:

Lemma 1.1 Sei (g;) ein stationdrer Prozess. Dann ist die Dimension eines mi-
nimalen statischen Faktors gleich dem Rang r der Kovarianzmatriz E[g.y;].

Offensichtlich ist der Zustand x; ein statischer Faktor des Prozesses latenter Va-
riablen (g;) aber nicht notwendigerweise ein minimaler.

Konstruktion eines minimalen statischen Faktors:

e Zuerst betrachten wir eine Faktorisierung E[y,5;] = MM’', sodass M die
kleinstmogliche Spaltenzahl (= r) hat. M ist eindeutig bis auf orthogonale
Postmultiplikation. Dann ist es leicht zu iiberpriifen, dass

2= (M'M)"*M'y, (1.25)

Dimension r hat und dass

e Ausgehend von x; und H koénnen wir auf folgende Art einen minimalen
statischen Faktor finden. Sei T eine regulédre Matrix, so dass H1 = [H;0] mit
einer Matrix H; mit vollen Spaltenrang. In unserem minimalen State Space
System hat z; eine regulire Kovarianzmatrix. Zusammen mit der Tatsache,
dass E[7:9;] Rang r hat, schen wir anhand der Gleichung (1.18), dass rkH =
rkH; = r und dass H; 7 Spalten hat. Es ist nun trivial, dass z; = [I,0]T ',
Dimension r hat und ¢y, = H;Zz. Folglich ist z; ein minimaler statischer
Faktor.

e Ausgehend von der Echelon Form miissen wir nur die ersten r linear unab-
héngigen Komponenten von Y; auswéahlen.
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Lineare Transformation zwischen ¢; und z;

z = (M'M) Mg, = (M'M) " 'M'w(2)e = k(2)e (1.27)
U = Mz = Mk(2)e, = w(2)e (1.28)

Da ¢; und z; die gleiche Dynamik besitzen und z; eine kleinere Dimension besitzt,
ist es meist zweckmafiger z; zu modellieren, weswegen wir uns im Folgenden auf
die Modellierung eines minimalen Faktors konzentrieren.

1.25 n>r>q

Die Dimension des minimalen Zustandes n ist gréfser oder gleich der Dimension des
minimalen statischen Faktors r, die wiederum grofer oder gleich der Dimension des
minimalen dynamischen Faktors q ist. Diese Gleichung ist leicht zu {iberpriifen. Es
gilt n > r, weil der minimale Zustand z; ein statischer Faktor ist, wenn auch nicht
unbedingt minimal. Ein minimaler statischer Faktor unterliegt der Restriktion,
dass die Matrix L konstant sein muss, wihrend w(z) eine rationale Funktion von
z mit vollem Spaltenrang ist, daher gilt r > q.

Diese Ungleichung wird noch an spéterer Stelle von Bedeutung sein, wenn es
darum geht, den Prozess (z;) als AR System zu modellieren.

1.3 Modellieren des minimalen statischen Faktors

Um den minimalen statischen Faktor z; zu modellieren, wenden wir uns zunéchst
dem Konzept der nullfreien Transferfunktion zu.

Definition 1.1 FEine N x q Transferfunktion w(z) wird nullfrei genannt, wenn
die Zdhlerpolynome der Diagonalmatriz der Smath-McMillan Form gleich 1 sind.

Satz 1.3 Sei w eine N X q rationale Transferfunktion mit minimaler State Space
Realisation (F,G,H) mit Zustandsdimension n. Gilt N>q, dann ist die Transfer-
funktion w fir generische Werte von (F,G,H) nullfre.

Fiir unseren Fall gilt also, dass die hohe Transferfunktion w(z) nullfrei ist. Die
Transferfunktion k(z) des minimalen statischen Faktors, den wir ja nun modellie-
ren wollen, ist genau dann nullfrei, wenn w(z) nullfrei ist, was aus (1.27) ersichtlich
1st.

Satz 1.4 (y;) erfille die Annahmen 4, 5 und 10 und z sei ein zugehdriger mini-
maler statischer Faktor mit Dimension r; dann sind die folgenden Aussagen fiir
(z¢) dquivalent:

(i) Die Spektralfaktoren k der spektralen Dichte f. des requliren Anteils von (z;)
mit den Figenschaften aus dem Satz diber die spektrale Faktorisierung sind
nullfrei.
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(ii) Es gibt eine polynomielle Linksinverse k—, definiert entsprechend (1.12), und
daher wird der Input €, aus (1.27) durch eine endliche Anzahl an Outputs
2ty Zt_1, - - - 21, flr ein gewisses L bestimmt.

(iii) (z;) ist eine stationdre Losung eines AR Modells
2 =e1z-1 4+ epzp+ 1y € € R (1.29)
wobet

det (I —erz— - —e,2") #0, 2| <1 (1.30)

e(z)

und vy ist weiffes Rauschen mit Ev, = 0 und vk3, = q, X, = E[y].

Beweis: (i) < (i) Im Fall der nullfreien Transferfunktion £(z) sind alle Z&hlerpo-
lynome der Diagonalmatrix der Smith-McMillan Form gleich 1 und die Inverse k7,
die entsprechend (1.12) definiert wurde, ist eine Polynommatrix. Somit ldsst sich
der Input bzw. der minimale dynamische Faktor ¢; mit einer endlichen Anzahl an
Outputs bestimmen, hier der minimale statische Faktor, z;, z;_1,..., 2_ fiir ein
LeN.

Die Riickrichtung ist nun leicht ersichtlich.

(i) = (i17) Zunéchst gehen wir von einem ARMA System fiir z; aus:

é(2)z = f(2)e, (1.31)

sodass k(z) = é(2)71f(z) eine nullfreie hohe Transferfunktion ist und det é(z) #
0,|z] < 1 gilt. Daher ist auch f(z) eine nullfreie hohe Polynommatrix und somit
sind alle Diagonalelemente der Diagonalmatrix der Smith-McMillan Form gleich
1. Die Matrix f kann also mit einer geeigneten Matrix ¢ zu einer unimodularen
Matrix u = (f, g) erweitert werden, indem die Smith-McMillan Form von f = adv
in folgender Weise ergénzt wird:

(f.9)=a (ci (?)) (g ?) (1.32)

Fiir unser ARMA System ergibt sich daraus

&(2)z = u(z) <€Ot> (1.33)

Da es sind bei u(z) um eine unimodulare Matrix handelt, konnen wir die Inverse
bilden:

o) et = () (L31)

Um nun ein AR System der gewiinschten Form zu erhalten, miissen wir die letzte
Gleichung von links mit ¢71(0)u(0). Die Bedingung det e(z) # 0, |z] < 1 folgt ganz
einfach aus det é(z) # 0, |z| < 1 und der Tatsache, dass u(z) unimodular ist.
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(13i) = (i) Wir definieren eine Matrix P mit vollem Spaltenrang, die ¥, =
PP', P € R4 1kP = q erfiillt. Die gewiinschte polynomielle Matrix £~! erhalten
wir, indem wir (1.29) mit (P'P)~! pramultiplizieren. O

Betrachten wir nun unsere nullfreie Transferfunktion k. Aufgrund des vorigen
Satzes wissen wir, dass der Prozess (z;) als Losung eines stabilen AR Modells
geschrieben werden kann. Also kénnen wir uns im generischen Fall auf das Fin-
den geeigneter AR Modelle beschrianken, jedoch ist die Varianzmatrix des weifsen
Rauschens fiir den Fall, dass r > ¢, singuldr und daher die Komponenten von v
linear abhéngig.

An dieser Stelle sehen wir nun, wie das in dieser Arbeit betrachtete Problem der
singuldren AR Modelle eingebettet ist.

Der folgende Satz beschéftigt sich mit der Darstellung singulérer AR Systeme.

Satz 1.5 Jedes singuldre AR System mit tkY, = q kann wie folgt dargestellt
werden:

e(z)z = fe, feR™ (1.35)

mit weiflem Rauschen (e;) mit Ele;e;] = 1,, e(0) = I und e(z) und f sind relativ
links prim.

Beweis: Es muss lediglich noch gezeigt werden, dass e(z) und f relativ links prim
sind. Angenommen, e(z) und f wéren nicht relativ links prim, dann gibt es immer
ein beobachtungsiquivalentes System (&(z), f(z)), das relativ links prim ist, bei
dem aber f(z) mdglicherweise nicht konstant ist. Aus Satz 1.4 wissen wir, dass f(z)
nullfrei sein muss und daher wie im Beweis zum letzten Satz zu einer unimodularen
Matrix u(z) erweitert werden kann. Das System (u(z)'é(z), u(z)"! f(2)) hat dann
die geforderten Eigenschaften. O

Im néchsten Kapitel beschéftigen wir uns mit der Suche nach AR Systemen, deren
Kovarianzen mit gegebenen Daten iibereinstimmen.



Kapitel 2

Losungsmenge bei singularen AR
Systemen

Dieses Kapitel behandelt die Ergebnisse des Papers ,Modeling of multichannel
time series and extrapolation of matrix-valued autocorrelation sequences, [5].
Wir nehmen an, die zweiten Momente eines AR Prozesses zu kennen, und suchen
die Losungsmenge aller (schwach) stationdren Prozesse, deren zweite Momente mit
den gegebenen iibereinstimmen. Dabei legen wir unser besonderes Augenmerk auf
die Losungsmenge singuldrer AR Systeme.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit betrachten wir stationére Prozesse z; mit
Ez = 0.

2.1 Losungsmenge von Systemen linearer Differen-
zengleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir AR Systeme der Form

n=e1zi1+ -+ epzp+ 1y e, € RV (2.1)

mit einem Prozess (z;) mit Ez; = 0 und weiffem Rauschen (v;) mit Ev; = 0 und
k¥ = ¢, ¥ = E[nyj], wobei wir v, auch darstellen kénnen als v, = fe, f €
R™ 4 Ee = 0, Elee;] = I, und das AR System anschreiben als

e(z)z = fe. (2.2)

Besonderes Interesse gilt dem Fall singulédrer AR Systeme, d.h. ¢ < r.

Es handelt sich also um ein System linearer Differenzengleichungen, dessen L&-
sungsmenge sich bekanntlich aus der Summe einer partikuldren Losung, d.h. eines
Prozesses, der die Gleichung (2.1) erfiillt, und der Menge aller homogenen Losun-
gen, d.h. die Menge aller Prozesse, die

e(2)zr =2z —e€1zi-1— - —€pzr—p =0 (2.3)

13
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erfiillen, zusammensetzt.

Dariiber hinaus suchen wir Losungen, die nicht nur die Differenzengleichung erfiil-
len, sondern auch reell und stationéar sind. In diesem Kapitel wird sich zeigen, dass
wir eine stationédre partikulare Losung wéahlen konnen, die ein reguldrer Prozess
z{ ist, und eine stationdre homogene Losung ein singuldrer Prozess z; sein muss.
Weiters konnen wir Anfangsbedingugen angeben, unter welchen z; und z; ortho-
gonal sind In diesem Fall ist auch die Summe dieser beiden Prozesse stationér, da

: z; C
klarerweise ( g) stationar ist.
z
t

2.2  Yule-Walker Gleichungen

Wir nehmen an, die zweiten Momente 7o, ..., 7, eines AR Prozesses zu kennen
und wollen geeignete Koeffizienten e; bestimmen.

Betrachten wir nochmals das AR Modell:
Z=e1z1+ -+ epzp + 1 e € R (2.4)

Dabei ist v, der Einschrittprognosefehler von z; aus der endlichen Vergangenheit
Z4-1,...,%—p. Das heiit, v, entspricht jenem Anteil von z;, der nicht durch die
(endliche) Vergangenheit des Prozesses erklart werden kann. Im Folgenden be-
trachten wir v; stets als Einschrittprognosefehler.

Sei v; = E[z4;%;], dann definieren wir folgende symmetrische Block-Toeplitz-
Matrix

70 /yl PR PR ")/p

Y Y :

Tpp=| ¢ : (2.5)

: g1

’}/I,) DRI DY ’}/{ ’70
Da diese Matrix auch als Kovarianzmatrix von (z, ..., 2;_,)" gesehen werden kann,
wissen wir, dass I',, ;1 positiv semidefinit ist. Dariiber hinaus gilt v; = —~".
Im Fall ¢ < r sehen wir, dass ', 41 singulér ist, da die (eindimensionalen) Kom-
ponenten von (2;,...,z;_,)" linear abhéngig sind. Die (eindimensionalen) Kompo-
nenten von (2, ...,z , ;)" sind moglicherweise linear abhéngig und I', ist mogli-

cherweise singular.
Als Mah fiir die Grofe des Fehlers betrachten wir nun die Linge von vy, E|[v||?

E|lv|*= trE[vv)] = tr{(eo, —e€1, ..., —ep)Tpr1(eo, —€1, ..., —ep)} (2.6)
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wobei ey = I und tr die Spur der Matrix bezeichnet.
Um den Fehler zu minimieren, brauchen wir folgendes Lemma, das auf der Lagrange-
Multiplikatorenregel beruht.

Lemma 2.1 Sei I' eine positiv semidefinite nr x nr Matriz und ¢ eine nr X r
Matriz. Dann hat das Minimierungsproblem mintrX'T'X unter X = I eine
Losung X und sie erfullt

XT =% (2.7)

wobei X2 eine symmetrische v X r Matriz ist, die eindeutig durch I' bestimmt wird
und folgende Gleichung erfillt o
Y =XTX (2.8)

Dariiber hinaus gilt fir die Losung X
XTX > XTX (2.9)
fiir alle X, die &' X = I erfillen.
Beweis: Zu Beginn definieren wir die Lagrange-Funktion
L(X, %) =tr{X'TX +2%(I — ' X)}. (2.10)

Ein Kandidat X fiir eine optimale Losung unseres Minimierungsproblems muss
aufser der Nebenbedingung folgende Gleichungen erfiillen:

Ly =2XT - 250" =0 <= X'T = %¢/, (2.11)
da nach den Reglen der Matrix-Algebra fiir symmetrisches I' gilt, dass
otr(X'TX)

=2I'X 2.12
e (2.12)
0(Xd'X)

— =Y, 2.1

X (2.13)
Daraus folgt fiir jedes beliebige X, das ®'X = I erfiillt,
XT(X -X)=29'X -2 9'X = 0. (2.14)
Y Y

Daher erhalten wir die gesuchte Ungleichung;:

XTX =[X+ (X - X)|T[X + (X — X)] (2.15)

= XTX +XT(X - X)+ (X - X)TX +(X - X)T(X - X) (2.16)
— —

> X'TX. (2.17)

Die Symmetrie der Matrix X erhalten wir, indem wir die rechte Seite der Glei-
chung (2.11) mit X multiplizieren. Die Eindeutigkeit erhalten wir aus der letzten
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Ungleichung, indem wir zwei verschiedene optimale Losungen X! undX? betrach-
ten.

(XHTX!' > (X?)TX? N R
(X?)TX? > (X')TX! = (X)TXT = (KT (2.18)

Es bleibt noch zu zeigen, dass eine Losung X existiert. Dazu miissen wir zeigen,
dass es ein X gibt, das X'I' = & und ®'X = I erfiillt.

Da wir wegen @’ X = I immer eine orthogonale Transformation U finden kénnen,
sodass ®'U = (1,0,...,0) und sich daraus qualitativ kein Unterschied fiir die
Gleichungen ®UU'X = I und X'UU'TU = S®'U ergibt und U'TU genauso
positiv semidefinit ist wie I', konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass ' = (1,0,...,0).

Wir betrachten folgende Partitionierung von I' und X:

r:(g ?) X'=(I A) (2.19)

wobei I'* eine (n — 1)r x (n — 1)r und A eine r X (n — 1)r ist und F' und D
entsprechende Dimensionen besitzen. ®’ X = [ ist trivialerweise erfiillt. X'I" = 2.’
vereinfacht sich zu

AT = —D, Y=F+AD. (2.20)

Wegen der positiven Definitheit von I' gilt ImD C ImI™, weshalb die erste Glei-
chung lésbar ist. Aufgrund dessen gilt auch ¥ = F+ AD = F+ AI'*Y = F - D'Y
unabhéngig von A beziehungsweise X. Damit ist die Losbarkeit des Minimierungs-
problems gezeigt. O

Dieses Lemma fiihrt auf direktem Wege zu den Yule-Walker Gleichungen.

Satz 2.1 (Yule-Walker Gleichungen) Seien die Kovarianzmatrizen vy, ...,
gegeben und sei I',q wie zuvor definiert (und daher positiv semidefinit). Dann ist
das Minimierungsproblem (2.6) in Bezug auf (eq, ..., e,) unter eg = I ldsbar und
erfillt das folgende Gleichungssystem

(60,—61,...,—€p)rp+1 = Ep(I,O,...,O) (221)

wobet ey = I und X, 1st eine symmetrische v x r Matriz, die eindeutig durch
Y0, - - -, Yp bestimmt wird.

Die erste Spalte beziechungsweise der erste Block der Matrixgleichung ergibt die
Kovarianz des Fehlers v, ¥ = ff’. Der Index p deutet an, dass die Matrix von
den ersten p Elementen der Kovarianzfolge von (z;) bestimmt wird. Aufgrund der
Definitheit von I', 1 und (2.8) ist ¥ auch positiv semidefinit.

Die Gleichung der weiteren Spalten werden héufig als Normalgleichungen bezeich-
net.
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Es ist leicht ersichtlich, dass die Losung der Yule-Walker Gleichungen nicht eindeu-
tig ist, wenn I', singulér ist, sondern ein affiner nichttrivialer Raum. Im reguléren
Fall sind die Yule-Walker Gleichungen eindeutig.

Neben dem streng analytischen Zugang wollen wir auch noch eine intuitivere Her-
leitung der Yule-Walker Gleichungen anfiihren, die direkt aus der AR Darstellung
folgt. Dabei gehen wir davon aus, dass Ez;,_je; = 0 Vj > 0,Vt, d.h. 1, entspricht
dem Einschrittprognosefehler.

m=ez1+-tepzmpt+ fa [z, s=1...,p, J/E()
= f}/l = elfyo + e +€p7p_1

= = e o F e
2 = €1Zt_1+"'+€pzt—p+f€t /Zg /EO
:>’}/0 _ 61’}/1 + . + ep’}/p + ff/ (227

Aus diesen Gleichungen folgt die Darstellung der Yule-Walker Gleichungen in der
fiir die Okonometrie typischen Schreibweise, die jedoch mittels einfacher Umfor-
mungen aus (2.21) herleitbar ist:

(e1,..vep) = (1, ) (2.28)
ZP:/YO_(617"'761?)(717""717), (229>

Wie bereits erwahnt, besteht ein Prozess unserer Losungsmenge aus einer regu-
laren und einer singuldren Komponente. Im Folgenden betrachten wir, was dies
im Kontext der Yule-Walker Gleichungen bedeutet. Wir zerlegen den Prozess z
geméfs der Wold Darstellung (siche z.B. [4]) eindeutig in einen reguldren z; und
einen singuldren Anteil z;, was sich dadurch rechtfertigen lasst, dass wir stets z;
orthogonal zu z; wahlen kénnen, wie wir im Abschnitt iiber die homogene Losung
zeigen werden. Ahnlich wie zuvor gehen wir davon aus, dass Ez ;& =0Vj >0
und Ez}_;e; = 0 Vj > 0, fordern aber zusitzlich Bz ,(27) = 0Vj = —p,...,p,Vt.
(Wie wir sehen werden, wird diese Bedingung aufgrund der Anfangsbedingungen
des singuléren Prozesses stets eingehalten.)

(4 +2) = erlzfa + o) + oo b (e, b o)+ e (230)

Mit 7} bezeichnen wir die Kovarianzdaten der reguliren Komponente und mit ~;
die Kovarianzdaten der singuldren Komponente. Aufgrund der Orthogonalitét gilt
Lprn =100+ 154 Ahnlich wie zuvor wird die letzte Gleichung einerseits mit
regulérer andererseits mit singuldrer Komponente multipliziert und die Erwartung
wird gebildet. Wir sehen, dass sich fiir die regulédre und die singuldre Komponente
folgende getrennte Gleichungen ergeben:

(e1, - sep)ly = (11, 5) (2.31)
Sp =0 —(er,- )0, ) (2.32)
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und

(e1, - sep)ly = (15 57) (2.33)
0=15—(e1, - ep) (95 50)s (2.34)

die als Summe wieder die Gesamtgleichungen (2.28) und (2.29) ergeben.

Fiir ein State Space System

Tir1 — El’t -+ F€t+1 (235)
mit
5 €1 €2 €p—1 €p
Zt I 0 -~ 0 0
T = t‘_l ,E=10 1T - 0 0], (2.37)
toptl 0 0 I 0
/
0
F = 1.|.C=(10--,0). (2.38)
0

konnen wir eine alternative Darstellung der Yule-Walker Gleichungen angeben:

Lemma 2.2 (Aquivalente Darstellung der Yule-Walker Gleichungen)

I'y=ET,E' + FF' (2.39)
P
T~ Z €jYp—j = 0 (2.40)

J=1

2.3 Stationare partikulare Losungen

Aus einer beliebigen Losung der Yule-Walker Gleichungen (e, ..., e,) und X, =
ff', f hat vollen Spaltenrang, ldsst sich eine Transferfunktion &(z)

k(2)=(I —ejz— - —ep2?)  f (2.41)
e(2)"!

definieren, deren Impulsantwort-Sequenz {k;} (vgl. Spektralfaktoren) gegeben ist
durch
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0 j <0
k=1 f j=0. (2.42)
>z €k J >0
Sei (¢) der Input in das System, dann erfillt der Output z] = k(z)e; folgende
Differenzengleichung
2y —e1zp — o — ey, = fe, (2.43)

die auch als State Space Realisation geschrieben werden kann.

v, = Exj+ Fey (2.44)
2z, = Czj (2.45)
mit
T €1 €2 €Ep—1 €p
i I 0 -- 0 0
r Ft—1 o I .- 0 0
T, = . , F = , (2.46)
Zopt 0 0 I 0
f
0
F = |.]|, C=(L0,---,0). (2.47)
0

wobei nicht angenommen wird, dass die State Space Realisation stets minimal ist.
Die Matrix E bezeichnen wir als Companion-Matrix.
Daraus ergibt sich fiir die Impulsantwort-Sequenz

ki =CE'F, j>0. (2.48)

Es stellt sich die Frage, unter welchen Umsténden es sich hierbei tatsdchlich um
ein AR System mit stationdren Losungen handelt. Zuerst nehmen wir an, dass
es sich beim Inputprozess (¢;) um weifes Rauschen mit Ee; = 0 und E[e6)] = I,
handelt. Dariiber hinaus bendtigen wir die Stabilitéat von k(z), wobei wir sagen,
k(z) sei stabil, wenn jeder beschriankte Input von k(z) auch einen beschrankten
Output ergibt. Dies ist der Fall, wenn k(z) = e~!(2)f eine Potenzreihenentwick-
lung auf einem Gebiet besitzt, das den Einheitskreis umfasst. Dazu betrachten
wir folgendes Lemma, das eine Lyapunov-Gleichung im Zusammenhang mit der
Transferfunktion behandelt.
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Lemma 2.3 Sei E eine pr x pr und F eine pr x q¢ Matriz und sei k(z) =
(I - Ez)7'F.

(i) k(z) ist stabil genau dann, wenn es eine Matriz I gibt, die eine Lyapunov
Gleichung erfillt:
[ = ETE + FF' (2.49)

(i1) Sind alle Figenwerte von E enthalten im offenen Einheitskreis (< det e(z) #
0,]z] <1, d.h. e(z) ist stabil), dann existiert hichstens eine Ldésung von

(2.49).

(11i) Angenommen k(z) sei stabil und wir definieren

[" = i E'F(E'FY. (2.50)

J=0

Dann ist I eine positiv semidefinite Losung von (2.49). Jede andere positiv
semidefinite Losung I' von (2.49) erfullt I' > T, also ist I'" die minimale
Liosung von (2.49).

Beweis:

(i) = Ist k(z) stabil, existiert der folgende Grenzwert E[z}(x})'] = I’ und
lasst sich einfach in die geforderte Lyapunov Gleichung umformen:

"= E'F(E'F) =FF +E (Z EjF(EjF)’> E' =FEI"E' + FF'.
j=0 Jj=0
(2.51)
<= Es existiert eine Matrix I', die die Lyapunov Gleichung erfiillt. Sei A
ein Eigenwert von F und v* ein zugehoriger Linkseigenvektor, dann gilt
v*E = Mv*, v* # 0. Mittels der Lyapunov Gleichung folgt nun

v'Tv = v*ETEv + v*FF'v = [A\*v*Tv +v*FF'v (2.52)
=(1— M\HvTv = [v*F||* > 0. (2.53)

Ist [A] > 1, d.h. X ein ,instabiler* Eigenwert von E, folgt aus der letzten
Gleichung v*F = 0 und weiters v*(E — A, F') = 0, was bedeutet, dass
tk(E — A, F) < nr. Das bedeutet, dass es sich hierbei um einen nicht-
erreichbaren Eigenwert von E, handelt. Sollte also ein Input eine zu diesem
Eigenwert gehorige Komponente enthalten, tritt diese Komponente nicht im
Output auf (liegt schon im Kern von F'), daher ist k(z) = (I — Ez)"'F
stabil.

(ii) Wir nehmen an, es gibt zwei verschiedene Losungen der Lyapunov Gleichung,
dann gilt fiir die Differenz der Losungen I'? = ETPE’. Da fiir alle Eigenwerte
A von E gilt |A| < 1, hat diese Gleichung nur die triviale Losung 0.
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(iii) Dass I'" eine positiv semidefinite Losung der Lyapunov Gleichung ist, folgt
auf dem Beweis von (i).
Die zweite Behauptung lasst sich folgendermafen zeigen: Wir definieren zu-

néchst .
A(m)= Y E'F(E'F) (2.54)
j=m+1
und erhalten
I"=> E'F(E'F) =) EF(EF) +A(m). (2.55)
=0 j=0

Es ist leicht einzusehen, dass die Folge {A(m)} monoton fallend ist und da-
her lim,, oo A(m) = 0. Fiir eine positiv semidefinite Losung I" der Lyapunov
Gleichung gilt

I'=ETE + FF'
ETE' = E°T(E*) + EF(EF)

E™T(E™) = E™TT(E™Y + E™F(E™F).

Durch wiederholtes Einsetzen in die erste Gleichung erhalten wir

I =E"T(E™) + ) E'F(E'F). (2.60)
j=0
Daraus ergibt sich
[ —T" = E™HMT(E™Y —A(m) (2.61)
=0
=T —TI">—A(m). (2.62)

Da lim,, o A(m) = 0 erhalten wir I' > I'".
O

Mittels dem ersten Punkt des letzten Lemmas lasst sich folgender Satz beweisen.

Satz 2.2 Die Transferfunktion k(z), die mittels einer Lésung der Yule-Walker
Gleichungen tber (2.41) definiert wurde, ist stabil.

Beweis: Laut der dquivalenten Darstellung der Yule-Walker Gleichungen ist fiir
E und F mit I, eine Lyapunov Gleichung erfiillt und die Transferfunktion ist
k(z) =C(I — E2)7'F = e(2)"! f somit laut Lemma 2.3 stabil. O

Dieser Satz erlaubt uns nun, den Prozess (z]) in folgender Weise anzuschreiben:
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Z{ = Z kfjﬁt_j = Z CEjFGt_j. (263)
j=0

=0
Weiters wissen wir nun, dass dieser Prozess stationér ist. Aufserdem handelt es

sich um einen reguléren Prozess, denn der lineare Pradiktor 2}, = >, kjerinj
konvergiert im quadratischen Mittel fiir h — oo gegen 0.

Im Fall der Stabilitdt der Transferfunktion k(z) erhalten wir die Kovarianzmatrix
von zj und somit die Block-Toeplitz-Kovarianzmatrix von z; als

Elz}(2])] = 7 = iEjF(EjF)’, (2.64)

die laut dem dritten Punkt des letzten Lemmas die Lyapunov-Gleichung erfiillt.

Satz 2.3 Wenn alle Eigenwerte von E innerhalb des (offenen) Einheitskreises
liegen (z.B. wenn X, > 0), dann

r

wobei (v7) die Kovarianzfolge von (27) bezeichnet.

Beweis: Da wir aus Lemma 2.3 (ii) wissen, dass die Losung der Lyapunov Gleichung
in unserem Fall eindeutig ist, und da sowohl I, als auch I'} die Lyapunov Gleichung
erfiillen, (siehe Lemma 2.3 (iii) und (2.39)), gilt I, = [, also 7] = 7;,Vj =
0,...,p— 1.

Fiir die betrachtete Lésung (e1, ..., e,) sind die Yule-Walker Gleichungen mit I'}
erfiillt, daher folgt iiber die dquivalente Darstellung der Yule-Walker Gleichungen

p p

Yy — Z ejp—; = 0 und 7, — Z eYp—j =0 (2.66)
j=1 j=1
Mit 77 =;,Vj=0,...,p—1 und ey = I folgt schlieblich auch v, = 7,. O

Satz 2.4 Die Transferfunktion k(z) = e~ (2) f, die mittels einer Losung (e1, .. ., €,)
der Yule-Walker Gleichungen tber (2.41) definiert wurde, ist fir alle Losungen
gleich. Die Transferfunktion k(z) ist also eindeutig durch ~, ... ,~, bestimmt.

Beweis: Der Beweis folgt einem Workingpaper A. Fillers ,Comments on Inouye
1983 paper”, das auf einer Idee B. Andersons beruht.
Wir betrachten zwei verschiedene Losungen

(e1,...,el)und (e7,...,€%) (2.67)

TP TP
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der Yule-Walker Gleichungen und die zugehérigen partikuldren Losungen
2t =el(2) 7 fe und 2% = €%(2) L e, (2.68)
Weiters betrachten wir die Lyapunov Gleichungen
I, =FEl,E]+ FF und '), = Ex;l,Ey + FIF, (2.69)

die jeweils eine eindeutig bestimmte minimale Losung besitzen,

7' =Y E{F(E{F) uwd I = Y " EJF(EF)'. (2.70)
j=0 Jj=0

Aus den Yule-Walker Gleichungen folgt
(Ey — E»)T', = 0 und daher (Ey, — E>)T,(Ey — Eo)' = 0. (2.71)

Da I’ ;’1 und F]’;’2 minimale Losungen der jeweiligen Lyapunov Gleichung sind, gilt
r,> Fgl und I'), > F;;Q und folglich

(E1 — EQ)F;’l(El — EQ)/ =0 und (El — EQ)F;’2(E1 — EQ)/ =0 (272)
= (B — E)(Ip)Y? und (Ey — Eo)(I72)1? (2.73)
= Ey(I7Y? = Ey(TpH)Y? und By (T%)'? = Ey(IT%)V2, (2.74)

Eingesetzt in die Lyapunov Gleichungen

[ = B\ B + FF und I'? = EyL2 By + FF (2.75)
erhalten wir

U = Bl By 4 FE wnd T = BTy B+ FEL(276)

Da I'7' und I';” minimale Losungen der jeweiligen Lyapunov Gleichungen (2.75)
sind und zusitzlich die jeweils andere auch erfiillen, gilt F;;l > F;Q und F;’Q >
Il —s [l = 72,

Wiren die Transferfunktionen unterschiedlich, d.h. e!(2)~'f # e?(2)"1f, wiirde
dies auf den Widerspruch fiihren, dass

Iyl =) EIF(E[F) #) EJF(EJF) =T} (2.77)
j=0 J=0
a

Dieser Satz liefert uns eine wichtige Erkenntnis:

Korollar 2.1 1. Unabhdngig von der gewdhlten Losung der Yule- Walker Glei-
chungen erhalten wir stets dieselbe partikulire Losung 27 = k(2)e; = e 1(2) fe;.
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2. Fir den Fall, dass ¥, > 0, d.h. bei regquliren AR Systemen, oder wenn
wir eine beliebige stabile Losung (e, ..., e,) der Yule-Walker Gleichungen
(& dete(z) # 0,|z| < 1) finden kénnen, stimmen die ersten Elemente der
Kovarianzfolge von z{ mit den gegebenen Daten 7y, . . .,7, tberein.

3. Um eine Lisung fiir ein singuldres AR System zu finden, deren Kovarianz-
folge o, ...,y erfillt, missen wir geeignete homogene Losungen betrachten.

Fiir das Spektrum des Prozesses (z]) bedeutet der letzte Satz, der besagt, dass
jede Losung e(z) der Yule-Walker Gleichungen und jede Matrix f mit vollem
Spaltenrang ¢, sodass ff' = X gilt, dieselbe Transferfunktion liefert, dass durch

1

far(N) = %e(e*”‘)*lff'e(e*i’\)*l* (2.78)

dieselbe rationale spektrale Dichte definiert wird (siehe [2]).

2.4 Stationare homogene Losungen

Wir gehen davon aus, die Yule-Walker Gleichungen geldst und die partikulédre
Losung wie im letzten Abschnitt bestimmt zu haben. Fiir den Fall, dass die Ko-
varianzfunktion der partikularen Losung die vorgegebenen Kovarianzdaten nicht
reproduziert, wollen wir fiir jede Losung ey, ...,e, der Yule-Walker Gleichun-
gen zumindest eine homogene Losung finden, d.h. einen stationdren Prozess, der
e(z)z; = 0 erfiillt. Ein solcher Prozess ist singuldr, weil 27 exakt aus der Ver-
gangenheit z7 ,,...2] , prognostiziert werden kann. Die im vorigen Abschnitt
beschriebene partikuldre Losung z; ist regular. Durch eine geeignete Wahl von
Anfangsbedingungen sind z; und z; orthogonal. Daher wollen wir die vorgegebe-
ne positiv semidefinite Block-Toeplitz-Matrix der Kovarianzen in einen singuléren
und einen regularen Teil zerlegen. Den regulédren Teil erhalten wir durch die par-
tikuldre Losung, weswegen sich der singuldre Teil folgendermafien ergibt:

D5 =Tp — 17, (2.79)

Wir sind also auf der Suche nach einer singuléren stationédren homogenen Losung,
deren Kovarianzen I'}; erfiillen.

2.4.1 Existenz stationiarer homogener Losungen

Zunéchst beschéftigen wir uns mit der Frage, ob wir in unserem Fall stationére
homogene Lésungen finden kénnen, deren Kovarianzfunktion I'; ., liefert, und be-
trachten dazu wieder das zuvor beschriebene State Space System.

Die folgenden Sétze aus [5]| zeigen, dass wir mit geeigneten Anfangsbedingungen
eine stationdre homogene Losung finden koénnen.
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Satz 2.5 Sei K eine positiv semidefinite Matriz, die
K =FEKFE (2.80)

erfillt. Dann erfillt der Prozess (x;)

Ty = By t>0 (2 81)
Ti_1 = KE/KJrﬂft t S 0 .
mit den Anfangsbedingungen Exy = 0 und E[zoz)] = K
xiy1 = Fxy fast uberall YVt (2.82)

und ist (schwach) stationdr.
Beweis: Aufgrund der Symmetrie von K und K™ gilt

E||lzg — KK Yao|]* = E(zg — KK o) (29 — KKt ap)
=K-KK'K-KK"K+-KK"KKTK =0.
Daher ist g = K KT xq fast iiberall und zg € imK, d.h. ¢ ist Element des Bildes

von K.
Sei L = KE'K™, dann konnen wir zeigen, dass

FLK =K, LEK =K, LKL =K, EK =KL (2.83)
Die erste Gleichung erhalten wir aus
FLK = E(KEK")K = (EKEYK"K = KKtK = K

Fiir die zweite Gleichung von (2.83) definieren wir eine Zerlegung K = PP’ mit
einer Matrix P mit vollem Spaltenrang.

PEP(P'EPY = P'EPP'E'P =P PP P =P P(PP)
| —— \[g./
EKE'

Da P vollen Spaltenrang hat, ist P’ P invertierbar. Daher gilt fiir U = (P'P)"'P'EP
laut der letzten Gleichung UU’ = I. Also ist U orthogonal und es gilt auch
Uv =1.
u'u
PP EP(PP)2PEPP = PP
Es ist leicht zu iiberpriifen, dass K+ = P(P'P) 2P’ weil K™ = KT KK undK =
KK*K. Daher gilt fiir die letzte Gleichung

KE'K'EFK = K.
L
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Die dritte Gleichung von (2.83) gilt, weil
LKL = L(EKE')L' = (LEK)E'L' = (LEK)' = K.
Die vierte Gleichung von (2.83) erhalten wir folgendermafsen:
FK =E(LKL)=(ELK)L' = KL
Aus der Tatsache, dass x¢ € imK, und der vierten Gleichung von (2.83) erhalten

wir, dass z; € imK Vt fast tiberall. Daraus erhalten wir

K
—N
EZL’_l = EKE, K+CL’0 = X9

r—1
EIE,Q = EL.Z'l =FL Ky,l
=LE Ky_l = LZEO =T
~——

T_1

und daher induktiv ;.1 = Fx; Vt fast iiberall.
Die Stationaritat des Prozesses folgt aus den Anfangsbedingungen.

° ]E.Z‘t = Et]EfL'Q =0

e Da die Varianz des Prozesses der Spur der Kovarianzmatrix E[z;z;] mit Lag
0 entspricht, erhalten wir

Elx)z;] = trE[x;2}] = tr E'E[E'2ozy "] = tr B'KE" = trK < o0 (2.84)

e Die Kovarianzmatrix E[z;,s}] ist unabhéngig von ¢:

>0
Elr. 7)) = E°Elzi)) = E°E[E'zox E"| = E°E'KE" = E°K
<0 KL'=EK
N BE[Lagr L] = EFUKL 2 BK
——
LEK=K

O

Da sowohl I'; als auch I') die Lyapunov Gleichung (2.49) erfiillen, gilt fiir die Diffe-
renz ['; = ET') E'. Die positive Semidefinitheit der Matrix I'; ist daraus ersichtlich,
dass sowohl I, als auch I'} positiv semidefinite Losungen von (2.49) sind und I’}
die minimale Losung ist.

Mittels des letzten Satzes erhalten wir eine geeignete stationdre homogene Losung,
wenn wir einen Zufallsvektor xg mit Ezg und K = E[zgzp] = I'; wihlen. Die ersten
r Komponenten z; = Cux; liefern uns den gesuchten Prozess mit den passenden
Kovarianzen. Der folgende Satz liefert den Beweis zu dieser Vorgangsweise:
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Satz 2.6 Seien die Kovarianzdaten vy, . ..,7, gegeben und sei ', 11 die zugehorige
positiv semidefinite Block-Toeplitz-Matrix, dann ist der mittels I') = T', — '} und
des Satzes 2.5 definierte Prozess z; der gesuchte singuldre Prozess, sodass

Z =2z + 2] (2.85)

die vorgegebenen Kovarianzdaten realisiert, wobei z{ die zuvor beschriebene ein-
deutige partikuldre Losung ist.

Beweis: Wie schon erwéahnt, konnen wir mit entsprechenden Anfangsbedingungen
fiir den singuldren Prozess garantieren, dass z; und z; orthogonal sind und zusétz-
lich B2} ;(27)" = 0 Vj = —p,...,p Vt gilt. Daher folgt unmittelbar fiir die State
Space Darstellung

B3] = Elag(ap)'] + Elag(a7)] (2.86)
7413 =T, (2.87)

Folglich stimmen die ersten p Kovarianzmatrizen von z; mit den vorgegebenen
Daten iiberein:

Aus z —e1zi-1 — -+ — epz—p = 0 folgt sofort
P
=Y e, =0. (2.89)
j=1

Aufgrund der dquivalenten Darstellung der Yule-Walker Gleichungen, wissen wir,

dass
p P

Yo — Zejyp_j =0 und ~, — Z ej%y—; = 0. (2.90)

J=1 Jj=1

In wenigen Umformungen erhalten wir nun den Abschluss des Beweises:

p p p
Yo =D i N = D i = o= Y € =0 (2.91)
Jj=1 j=1 j=1
P P
= Yo — Z €iYp—j = Vp — Z € Yp—j- (2.92)
Jj=1 j=1
Aus (2.88) folgt v, = 7,. 0

Diese Vorgangsweise ermoglicht es uns zu sagen, dass der gesuchte singulére statio-
nare Prozess, der die homogene Gleichung erfiillt, existiert, verrdt uns aber nicht
allzu viel iiber das genaue Aussehen dieses Prozesses.
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2.4.2 Struktur stationarer homogener Losungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Struktur der stationédren Prozesse (zf),
die e(z)z; = 0 erfiillen und deren Kovarianzfolge in ihren ersten Elementen mit
Y95+ -+ » Yy Ubereinstimmt.

Wir benétigen folgende Definition aus [6]:

Definition 2.1 (Harmonischer Prozess) Der Prozess (x)

h

Ty = Z ety (2.93)

J=1

mit v; : Q@ = C" und \; € [—7, 7| ist stationdr, wenn

0 A #0
Ev, = J 7_& ,  Ejyl <oo und  Elvju] =0, j#L (2.94)
El’t )\j =0

und x; ist reell, wenn —Ai4; = A\p—j und vi4; = Vp—j.
Derartige Prozesse werden zyklische oder harmonische Prozesse genannt.

Sei z; eine Nullstelle von det e(z), daher ist e(z;) singuldr und es gibt ein Element
v; aus dem Rechtskern von e(z;). Dann ist 2, = z;'v; eine homogene Lésung,
denn e(2)z; = z; 'v; — ez Moy — - — epz;Hpvj = z;'e(z;)v; = 0. Dies fithrt zu
folgendem Satz:

Satz 2.7 Als magliche stationdre reelle homogene Losungen kommen nur harmo-
nische Prozesse in Frage. Die Frequenzen \; werden durch dete(z) =0, |z| =1
bestimmt. Die zufilligen Gewichte v; sind Elemente des Rechtskerns von e(e').

Beweis: Aus der Theorie der linearen Differenzengleichungen ist hinlénglich be-
kannt, dass alle homogenen Losungen folgende Form haben:

m mn;—1

Ty = Z(Z aet®)z; M, (2.95)

j=0 k=0

wobei m die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von det e(z) und n; die Viel-
fachheit der Nullstelle z; bezeichnen. v; ist ein Element aus dem Rechtskern von
e(z;j) und ¢; sind beliebige reelle Koeffizienten.

Daraus ist ersichtlich, dass es nur dann stationdre homogene Losungen geben kann,
wenn es Nullstellen z; mit |z;| = 1 gibt. Dariiber hinaus miissen wir ¢, = 0,k > 0
wahlen.

Als Kandidaten reeller stationdrer homogener Losungen kommen also nur harmo-
nische Prozesse in Frage. O

Um geeignete harmonische Prozesse fiir unsere Differenzengleichung zu finden,
betrachten wir zunédchst folgende Faktorisierung
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dete(2) = p1(2)p2(2), (2.96)

wobei p(2) alle Linearfaktoren mit den Nullstellen |z;| # 1 und p»(z) alle Linear-
faktoren mit Nullstellen am Einheitskreis |2z;| = 1 enthélt.

Wir setzen einen beliebigen harmonischen Prozess in unsere homogene Gleichung
ein.

h h
G(Z) Zew\jtvj — Ze(z)ei)\jtvj (297)
j=1 J=1
h
— Z(Ieikjt _ eleiAj(t_l) —_— et s — epei)\j(t_p)>/l)j (298)
7=1
h
- Z ew\jt(] — 61€_i>\j - epe_i)\jp)vj (2’99)
j=1
h
_ Zew\jte(e_w\j)vj (2100)
7=1

Aus der linearen Unabhingigkeit der ei', \; € [—m, 7], in ¢ erhalten wir, dass der
harmonische Prozess nur dann eine Losung der homogenen Gleichung sein kann,
wenn e(e”*)v; = 0, Vj. Daher muss e(e”*) singulér sein. Die e, fiir die dies
zutrifft, entsprechen den Nullstellen von ps(2), weswegen h mit dem Grad von
p2(z) iibereinstimmt. Da fiir jede Nullstelle e~ auch die konjugiert Komplexe e
Nullstelle des reellen Polynoms p(2) ist, wird —A;4; = A\, erfiillt.

Die zufilligen Gewichte v; sind Elemente des Rechtskerns von e(e~), deren Ko-

varianzen Fj 1= ]E[vjv;f] sich eindeutig durch die eindeutige Beziehung der Kovari-

. . h i\ .
anzfunktion des harmonischen Prozesses v; = ., ek F; und seiner spektralen

Verteilungsfunktion F'(A) =", _, F; ergeben:
73 Ir><r s Ir><7’ Fl
g eM I, eI, F
= o o ? (2.101)

ry}SL.il ei}q(h—l)[rxr . ei)\h(h—l)lrxr Fh

v
V' ist regular als Transponierte einer verallgemeinerten Vandermonde-Matrix. Fiir
vorgegebene Kovarianzen ~;, . . . s Vh—1) kénnen also Fi, ..., F} eindeutig bestimmt
werden.

Der Rang der Kovarianzmatrix F; entspricht der Anzahl an linear unabhéngigen
Komponenten von v;.

Falls rkF; = 1, kann man F} faktorisieren als F; = C;C7,C; € C™!, wobei C}
ein Element der Rechtskerns von e(e™) ist, und erhilt die zufilligen Gewichte als
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Cjv;, wobei v; ein eindimensionaler Prozess mit Ev; = 0 und Ev;v; = 1.
Allgemeiner, falls rkF; = k, lassen sich die zufdlligen Gewichte als Summe v; =
Cjvj1 + -+ - + Cjrvj darstellen, wobei Cj; € C™*1 i = 1,...,k linear unabhin-
gige Vektoren aus dem Kern von e(e”) und vj; eindimensionale Prozesse mit
Ev;i = 0, Evj;05 = 1 und Ev;;05 = 0,¢ # [ sind, und Fj lésst sich schreiben als
Summe Fj = C'le;1 + e 4 C’jkCJ*k

Weiters muss darauf geachtet werden, dass die Bedingungen fiir einen harmoni-
schen Prozess eingehalten werden, vy4; = v,—; und E[v;v;] = 0,7 # L.

Angenommen rkF; = 1 V7, dann bedeutet dies, dass der gesuchte Prozess mit den
gesuchten Kovarianzdaten folgende Gestalt hat:

h
5= eN'Cuy, (2.102)
=1
C; e C (2.103)
EUj = 0, E’Uj@j = ]_, E’Uj@k =0. (2104)

Die spektrale Verteilungsfunktion des Prozesses ist

= > G (2.105)

JA <A

2.4.3 Anfangsbedingungen

Bis zu dieser Stelle haben wir es vermieden, die genauen Anfangsbedingungen an-
zugeben, denen ein singulérer Prozess genligen muss, damit er orthogonal auf die
eindeutige regulére Losung z; und den Fehler ¢, ist. An dieser Stelle wissen wir
nun genug iiber die genaue Form der singuldren Losung, um geeignete Bedingun-
gen anzugeben.

Satz 2.8 Unter den Anfangsbedingung Evje; = 0,7 = ,h Vt € Z sind z] und
z; orthogonal.

Beweis: Die eindeutige regulire partikulére Losung ist von der Form 23 = > 7% kje;— ;.
Ein geeigneter singuldrer Prozess hat die Form 2; = ., eity;. Damit diese Pro-

zesse orthogonal sind, muss gelten:

Ezl(z) = Zklet 1) Z Aty Zklz i’\thet_lv;- =0 (2.106)

Jj=

z{ und z; sind also orthogonal, wenn die zufdlligen Gewichte v;,7 = 1,...,h
orthogonal auf jedes Element des weifsen Rauschens sind. O
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Dariiber hinaus ist z; wie gefordert stets orthogonal auf den Fehler und auch or-
thogonal auf z; ;,1 > 0.
Aus der Orthogonalitidt von z; und z; folgt, dass z; = 2{ + 2} stationér ist.

Behauptung 2.1 Angenommen, die Anfangsbedingung Evje, = 0,5 =1,... hVt
ist verletzt, dann ist z; = 2] + z{ nicht mehr stationdr.
Beweis: Um unsere Behauptung zu zeigen, betrachten wir betrachten wir die Ko-

varianzfunktion:

]E(Z: + Zf)(zg—i-s + Zts-l-s)/ - EZ;(ZZ‘—&—s), + Ezf(zf—l—s)/ + EZ:(ZE—I—S)/ + EZ?(’ZZ—&—S),
(2.107)

Wir betrachten den dritten Term der rechten Seite genauer:

Ez;(2;,,) = Zklet . Ze’)‘ (t+s)y) ZklZe”\ i) Ee vy (2.108)

Um das Problem zu vereinfachen, nehmen wir an, dass es nur ein m und ein u
gibt, sodass Ee,v,, # 0. Dann folgt aus der letzten Gleichung mittels t — [ = u

= Mt Eev! . (2.109)
Somit ist die Kovarianzfunktion nicht mehr unabhéngig von ¢ und 2; nicht mehr
stationar. O
Wir haben also gezeigt, dass die Anfangsbedingungen Ev,e; =0, j = ,h Vt €

Z in unserem Fall sowohl hinreichend als auch notwendig sind, damlt 2{ und 2
orthogonal sind und z; = 2] + 2] stationar ist.

Dariiber hinaus garantieren die Anfangsbedingungen, dass die Darstellung des
Prozesses z; = z; + z; der Wold Zerlegung entspricht:

Satz 2.9 Unter den Anfangsbedingungen Evje, = 0,5 = 1,...,h Vt € Z ent-
spricht zy = 2z + z; der Wold Zerlegung.

Beweis: Der Zeitbereich H,(t) eines Prozesses x; bezeichnet den von {:U,Ei)|t €
Z,i=1,...,r} erzeugten Hilbertraum.

Die Wold Zerlegung besagt, dass ein Prozess z; als eindeutige orthogonale Summe
2 = 2} + 2z} geschrieben werden kann, wobei 2] und z; (komponentenweise) Ele-
mente des Zeitbereichs von (z;), H,(¢) sind.

In |6] wird gezeigt, dass der Zeitbereich H,(#) eines harmonischen Prozesses gleich
dem Hilbertraum H, (¢) ist, der von den zufilligen Gewichten erzeugt wird, {v](.i) 17 =
1,...,h, i =1,...,7}. Desweiteren wird gezeigt, dass der Zeitbereich H,(t) des
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reguldren Prozesses z; = > kje;—; mit dem Zeitbereich von (e;), H(t), iiber-
einstimmt.

Aufgrund der Anfangsbedingung sind H.,(¢) und H,(¢) orthogonal.

Es bleibt zu zeigen, dass H,(¢) C H,(¢) und H,.(¢) C H,(¢).

Aus der AR Darstellung I R " folgt, dass H,.(t) = H(t) C

-

HL (t)

H (t).
Aus z; — 2] = z; folgt somit, dass H(¢) C H, ().
———

HL: (t)

2.5 Losungsmenge

An dieser Stelle fassen wir nochmals zusammen, wie die Losungsmenge aller reellen
und stationdren AR(p) Prozesse z; aussieht, die die vorgegebenen Kovarianzdaten
Y0, - - -, Yp realisieren.

Aus Satz 2.4 folgt, dass die mittels Transferfunktion bestimmte partikulire Lo-
sung, die, wie beschrieben reguldr ist, fiir alle Losungen e(z) der Yule-Walker
Gleichungen stets eindeutig gegeben ist als unendlicher Moving Average Prozess

zy 2)fer = Zk €1—j, (2.110)

der eine rationale spektrale Dichte

1

for(X) = 5—ele )T fele™) T (2.111)

besitzt.

Dadurch ist auch der regulire Anteil der Kovarianzdaten eindeutig gegeben als
Block-Toeplitz-Kovarianzmatrix '), | des regularen Prozesses z;.

Mittels der Anfangsbedingungen Ev;je, = 0,5 = ,h Vt des harmonischen
Prozesses kann die Orthogonalitdt von 2] und 2z} gewéihrleistet werden und die
Block-Toeplitz-Kovarianzmatrix, wie bereits erwéhnt, in einen reguléren und einen
singuldren Anteil zerlegt werden.

Ly = Fp—i-l + Fp+1 (2.112)

Folglich ist auch der singulidre Anteil der Kovarianzdaten I';;, den der singulére
Prozess z; erfiillen muss, eindeutig gegeben.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist so ein singuldrer Prozess fiir
eine Losung e(z) der Yule-Walker Gleichungen gegeben als harmonischer Prozess,
dessen Winkelfrequenzen A; und damit auch die Zahl h an \; durch die Nullstellen
von e(z) am Einheitskreis bestimmt sind und dessen zufillige Gewichte v; im
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Rechtskern von e(e?) liegen. Die zweiten Momente der Gewichte sind eindeutig
durch den singuléren Anteil der Kovarianzdaten I}, festgelegt. Wir erhalten also
einen harmonischen Prozess

h
5= Ny, (2.113)
j=0

dessen eindeutig bestimmte Verteilungsfunktion eine Sprungfunktion ist und da-
her keine spektrale Dichte besitzt.

Der Prozess z; besitzt folglich keine spektrale Dichte, wenn die singuldre Kompo-
nente nicht trivial gleich 0 ist.

Die Losungsmenge aller reellen stationdren AR(p) Prozesse z;, deren Kovarianz-
funktion die vorgegebenen Kovarianzdaten realisieren, setzt sich zusammen aus
dem eindeutig bestimmten reguldren Prozess z; und einer Menge an singuldren
Prozessen z;, die fiir jede Losung der Yule-Walker Gleichungen harmonische Pro-
zesse enthalt.

2.6 Stabilitat einer Losung der Yule-Walker Glei-
chungen

Wie wir bereits in einem vorigen Abschnitt gesehen haben, ist die (eindeutige)
Transferfunktion e™!(z)f stets stabil, d.h. e7'(z)f besitzt eine Potenzreihe auf
einem Gebiet, das den Einheitskreis umfasst (d.h. e!(z)f hat keine Pole inner-
halb des und auf dem Einheitskreis). Jedoch ist dies nicht gleichbedeutend da-
mit, dass e(z) keine Pole innerhalb des und auf dem Einheitskreis besitzt, d.h.
dete(z)™t # 0,]z] < 1, weil (e(z), f) nicht notwendigerweise links coprim sein
muss.

Wir nennen ein AR System stabil, wenn dete(z)™ # 0, |z] < 1. In diesem Ab-
schnitt untersuchen wir, ob und welche Losungen der Yule-Walker Gleichung unter
welchen Bedingungen ein stabiles AR System liefern.

Wir wenden uns einer speziellen Losung der Yule-Walker Gleichungen zu, der Mi-
nimumnormlésung, die eingehend in [7] und [8] untersucht wurde. In diesem Teil
der Arbeit werden einige Ergebnisse dieser Papers zusammengefasst.

2.6.1 Die Minimumnormlosung
Die Minimumnormlésung ist definiert als
(é1,---.6) = (n,...,)IF. (2.114)

Die Matrix Fﬁ bezeichnet die Moore-Penrose Pseudoinverse der Matrix Iy, die
bei Losbarkeit des linearen Gleichungssystems diejenige Losung mit der kleinsten
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Norm liefert, wobei wir die Norm zeilenweise betrachten. Da (é4,...,é,) eine Lo-
sung von (2.28) ist, erfiillt (éy,...,¢é,) auch (2.29).

Betrachten wir die Spektralzerlegung der symmetrischen Matrix I'y:

p

r,=o0 (A1 O) 0,, 0.0,=1I. (2.115)

Die Matrix A; ist diagonal und regulédr. Die Dimension dieser Matrix entspricht
dem Rang von I',.

Dann lasst sich die Pseudoinverse schreiben als

, (AT 0
¥ =0, ( 0 0) Op. (2.116)

2.6.2 Systemtheoretische Konzepte

Fiir die Beweise der Sétze und Lemmata dieses Abschnittes bendtigen wir zuerst
einige systemtheoretische Konzepte und ein systemtheoretisches Lemma:

Wir betrachten ein lineares System der Form

Ti1 = Fxy + Fegyq. (2.117)
mit
2 €1 €y €p—1 €p
" I 0 0 0
T, = : ,E=(0 1T - 0 0], (2.118)
i) o0 00
f
F = ? =%, (2.119)
0

und definieren die folgenden Begriffe:

e Erreichbarkeit : Wir nennen das Paar E, F' erreichbar, wenn die Matrix
(Al — E, F] vollen Zeilenrang VA € C hat, was dquivalent dazu ist, dass
(F EF --- E™71F) vollen Zeilenrang hat.

e Erreichbarer Eigenwert : Ein Eigenwert Ay von F wird erreichbarer Fi-
genwert genannt, wenn (Aol — E, F'] vollen Zeilenrang hat, im Gegensatz zu
einem nicht-erreichbaren Eigenwert.
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e Stabilisierbarkeit : Als stabilisierbar wird das Paar E, F' bezeichnet, wenn
alle nicht-erreichbaren Eigenwerte innerhalb des offenen Einheitskreises lie-
gen.

Lemma 2.4 Sei z; eine stationdre Losung des AR Systems e(z)z, = fe, und xy, E
und F definiert wie in (2.118) und (2.119), dann gilt:

(1) Ist das Paar E, F erreichbar, dann ist I'), > 0.

(ii) Wenn alle Eigenwerte von E innerhalb des offenen Finheitskreises liegen,
INi(E)| < 1Vi, und T, > 0 ist, dann ist das Paar E, F erreichbar.

i) Is > 0 und 1st das System nicht erreichbar, dann hat E einen oder mehre-

1) Ist 1, > 0 und ist das Syst ,cht ,chbar, d hat E ei d h
re Figenwerte auf dem Einheitskreis, die den nicht-erreichbaren Eigenwerten
entsprechen.

Beweis: (i) Da z; stationdr ist, ist auch x; stationédr. Genauso wie z; ldsst sich
auch z; nach dem Satz von Wold in einen reguldren und einen singuldren Anteil
zerlegen:

T S

t t

zy_ 2y
w=a+ay=| |+ (2.120)

Z;;erl foerl
Der regulire Anteil x} ldsst sich auch als (I — Ez)"!Fe; schreiben, wobei die
Transferfunktion nur Nullstellen auerhalb des Einheitskreises haben kann. Die
eingeschwungene Losung ist von der Form z; = Z;O:o EiFe_; 4.
Es ist also offensichtlich, dass x} dargestellt werden kann als

€t
€t—1
€t—2

vf = (F EF E°F ...) (2.121)

und die zugehorige Kovarianzmatrix als
I'"'=(F EF E°F ...)(F EF E°F ...)". (2.122)

Aufgrund der Erreichbarkeit von [E, F| wissen wir, dass I') vollen Rang hat und
somit positiv definit ist. Da I} als Kovarianzmatrix positiv semidefinit ist, wissen
wir schlieklich, dass I', = I') + I'}) positiv definit ist.

(ii) Gilt fiir alle Eigenwerte von E, dass \;(F) < 1, dann ist die singulére Kompo-
nente von x; bzw. z; gleich Null und I', = I'}. Aus dem Beweis von (i) betrachten
wir die Darstellung Iy = (F EF E°F ...)(F EF E*F ...)" und wissen we-
gen der positiven Definitheit, dass (F EF E*F ...) vollen Zeilenrang besizt und
[E, F'] somit erreichbar ist.

(iii) Ist das System nicht erreichbar, dann ist I') singuldr und somit gilt I',—I") # 0.
Es existiert also eine singuldre Komponente und daher gibt es Eigenwerte von F,
die auf dem Einheitskreis liegen. O
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2.6.3 Stabilitat im Falle der eindeutigen Losbarkeit der Yule-
Walker Gleichungen

Wie wir bereits besprochen haben, ist ein AR System genau dann singulér, wenn
>, die Kovarianz des Fehlers, singulér ist. In diesem Fall ist I',,; singulér, I',
kann jedoch sowohl singulér als auch regulér sein. Aus diesem Grund beschéftigen
wir uns zunédchst mit der Stabilitdt der (eindeutigen) Losung der Yule-Walker
Gleichungen, wenn I', regulér ist.

Satz 2.10 Sei I', regulir und sei (ey,...,e,) die eindeutige Losung der Yule-
Walker Gleichungen und E die zugehorige Companion-Matriz und F wie zu Anfang
des Abschnittes definiert, dann ist das mittels dieser Losung definierte AR System
e(z)z = fe stabil genau dann, wenn tk(F EF --- EP71F) =1k(T,).

Fiir den Fall, dass tk(F EF --- E"P7'F) £ rk(T,) gilt, liegen alle Nullstellen von
det(e(z)) auferhalb oder auf dem FEinheitskreis, wobei die Anzahl der Nullstellen
auf dem Einheitskreis rk(T')) — tk(F EF --- E"P'F) entspricht.

Beweis:

e = Ist das AR System stabil, d.h. dete(z) # 0, |z| < 1, so ist der singuldre
Anteil der Losung z; = 0 und es gilt I', = I'). Wie im Beweis zu Lemma 2.4
kénnen wir die Kovarianzmatrix auf folgende Weise darstellen:

I,=T,=(F EF E°F ...)(F EF E°F ...)". (2.123)

Da wir ein AR(p) System betrachten, wird das System und somit die Ko-
varianzmatrix durch (F' EF --- E"P"1F) charakterisiert und es gilt daher
tk(F EF--- E"P7'F) = rk(T)).

e < Gehen wir andererseits von rk(F EF--- E"P~'F) = rk([',) aus, dann
ist [F, F] klarerweise erreichbar und (Al — E, F') somit links coprim. Daher
ist wegen der Stabilitdt der Transferfunktion e™'(2)f auch e(z) stabil, d.h.
dete(z) # 0, |z] <1 und wir haben ein stabiles AR System.

e Betrachten wir nun den Fall rk(F EF --- E™P7'F) = 1k(T,):
Es gilt tk(F EF --- E™7'F) < rk(T",) und somit ist [E, F'] nicht erreichbar.
In diesem Fall existiert eine reguldare Matrix T, sodass

TET™' = (EOH gz) TF = (fOT) (2.124)

und E1, fr ein erreicbbares Paar bildet.
Jeder Eigenwert von F4; entspricht einem erreichbaren Eigenwert von [E, F]
und jeder Eigenwert von FEyy einem nicht-erreichbaren. Die Zeilenzahl der
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Matrix Ey; entspricht rkfF EF---E™7'F).
Sei A ein Eigenwert von Ej; und somit ein erreichbarer Eigenwert von [E, F].
Fiir einen zugehorigen Eigenvektor gilt 2*E = Ax*, *F # 0. Unter Verwen-

dung der Lyapunov Gleichung I', = ET,E’ + FF’ ergibt sich:

2*Tyx = 2*ET,E'e + 2*FF'x (2.125)
o' Tyx = A\e* Ty e + 2" FF'x (2.126)
(1= [M\*2* Tz = ||2*F|* > 0 (2.127)

Aus der Regularitdt und somit positiven Definitheit von Iy, folgt *I")z > 0,
woraus folgt, dass |\| < 1. Daher liegen alle Eigenwerte von E;; und damit
alle erreichbaren Eigenwerte von [E, F| innerhalb des offenen Einheitskrei-
ses.

Sei nun A ein Eigenwert von von Esy und somit ein nicht-erreichbarer Eigen-
wert von [F, F|. Fiir einen zugehorigen Eigenvektor gilt 2*E = Az*, 2*F = 0.
Unter Verwendung der Lyapunov Gleichung ergibt sich (1 — [A|?)z* T,z =
|z*F||* = 0. Da I, positiv definit ist, muss |\| = 1 gelten. Daher liegen alle
Eigenwerte von Ey, und damit alle nicht-erreichbaren Eigenwerte von [E, F]|
auf dem Einheitskreis.

Die Eigenwerte der Companion-Matrix F entsprechen den Inversen der Null-
stellen von det e(z). Daher liegen alle Nullstellen von det e(z) aufterhalb oder
auf dem Einheitskreis.

e Die Dimensionen von £ und I', stimmen iiberein. Da die Zeilenzahl (=Spal-
tenzahl) von E;; mit tk(F EF --- E"~'F) iibereinstimmt, folgt, dass die
Zeilenzahl (=Spaltenzahl) von Ey, gleich tk(T')) —tk(F EF --- E"™P~1F) sein
muss. Somit ist bewiesen, dass genau rk(T',) — rk(F EF--- E"P"'F) Null-
stellen von det e(z) auf dem Einheitskreis liegen miissen.

2.6.4 Stabilitat der Minimumnormlosung

Im Fall, dass I', singulér ist, haben die Yule-Walker Gleichungen unendlich viele
Losungen, nédmlich einen nichttrivialen affinen Raum. Nun stellt sich die Frage,
ob und welche Losungen der Yule-Walker Gleichungen stabil sind.

Der folgende Satz aus [1]| zeigt, dass wir lediglich die Minimumnormlésung be-
trachten miissen, wenn wir wissen wollen, ob wir ein stabiles AR System finden
konnen, das die gegebenen Kovarianzdaten realisiert. Ein Prozess, der ein sol-
ches System erfiillt und die gewiinschten Kovarianzdaten liefert, wire wie schon
besprochen regular.

Satz 2.11 SeiI', singuldr vom Rang s. Angenommen es existiere eine stabile Lo-
sung der Yule-Walker Gleichungen (ey,...,e,), dann ist auch (éy,...,é,) stabil
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und s Eigenwerte der zugehdrigen Companion-Matrix E sind ident mit Eigenwer-
ten von E, der Companion-Matriz der stabilen Losung (eq,. .., €p).

Bevor wir uns dem Beweis dieses Satzes zuwenden, fiihren wir noch zwei Lemmata
an, die wir bendtigen.

Lemma 2.5 Sei A eine quadratische reelle Matriz und sei A\(A) ein beliebiger
Figenwert von A, dann gilt

IAN(A)] < max |z*Ax|. (2.128)

llzll=1

Beweis: Sei y ein Eigenvektor zum Eigenwert A(A) mit Lénge 1, dann gilt Ay =
A(A)y und somit

IAA)] = [y MA)y| = ly"Ay| < max 2" Az | (2.129)
O

Lemma 2.6 Sei A eine Matriz der Form

A= (04T G) 8) T’ (O;X) (2.130)

mit einer orthogonalen Matrixz T, dann liegen alle Figenwerte von A innerhalb des
offenen Einheitskreises.

Beweis: Sei z ein a-dimensionaler Vektor der Linge 1, dann hat y = 7" (Obxa> x

I,
U
auch die Lange 1 und es gilt
0 0 0 0
max |2*Ax| = max * < max |y* 2.131
Hxl|=1’ | ||y||:1,y=Ux|y <1c 0) y|_||yuzl|y (fc 0) vl ( )

Sei nun y ein beliebiger Vektor der Liange 1, dann folgt mittels Cauchy-Schwarzscher
Ungleichung

0
Y1
0 0 0
* =|(yy...y < : . .
v (5 o)l =i | o) 1< {5 |0 (2.132)
. =1 Ye
Ye
Y1
Angenommen || | ¢ ||| = 1 dann ist Y1 = -+ = yeup = 0. Da die Cauchy-
Ye

Schwarzsche Ungleichung nur dann mit Gleichheit erfiillt ist, wenn die beiden
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Vektoren linear abhéngig sind, gilt dies nur fiir y = 0. Somit ist die letzte Unglei-
chung strikt kleiner 1 und wir erhalten

0 0
max |z*Az| =< max |y* <1 2.133
Hr||=1| | —||y||:1|y (Ic 0) vl ( )

Mit Hilfe des letzten Lemmas folgt, dass alle Eigenwerte von A innerhalb des
offenen Einheitskreises liegen. O

An dieser Stelle treten wir den Beweis von Satz 2.11 an:
Beweis: Zu Beginn fithren wir einen Basiswechsel durch. Dazu verwenden wir die
Orthonormalbasis O, der Spektralzerlegung von I', und definieren

(di,....dy) = (é1,...,8,)0, (2.134)
(dl,...,dp) = (617...,61,)0;. (2135)

Daraus folgt mittels Spektraldarstellung

(dis ..., dy)O,L,00 = (é1,...,8,)T,0, (2.136)
= (61, ce ,€p)FpO; = (dl, R ,dp)OprO; (2138)
und daher A A
5 5 0 0
(di,...,d,) (01 0) = (dy,...,d,) (01 0). (2.139)
Da A; regulér ist, sind die ersten s Spalten der Blockmatrizen (ch, e ,ch) und
(dy,...,dy) ident. Betrachten wir die letzten rp — s Spalten:
(di,....dy) = (..., )ITFO, (2.140)
AT O
=m0 (Y Q) (2.141)

Aus dieser Gleichung folgt, dass die letzten rp — s Spalten 0 sind.
Als néchsten Schritt betrachten wir die transformierten Companion-Matrizen und
fiihren eine geeignete Partition ein:

~ A _bll ﬁl?
0,E0, =D = <[)21 D22> (2.142)
Dy, Dy
0,E0, = D = ( o D22> , (2.143)

wobel 1511 und Di; s X s dimensional sind. Sowohl E als auch E erfiillen die
Lyapunov Gleichung:

Al 0 Al 0 /I ! M
(0 0)—D(O O)D_OPFFOP (2.144)

<A01 8) - D <A01 8) D'=0,FFO,. (2.145)
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Wenn man die rechte Seite beider Gleichungen betrachtet, sieht man, dass fiir
beide Gleichungen gilt, dass der Term, der dem 22-Block entspricht, nichtnega-
tiv definit sein muss. Die linke Seite ist Jedoch gegeben durch D21A1D21 bzw.
—D21A1D21 Daraus folgern wir Dy; = 0 und D21 = 0. Die Matrizen D und D sind
also verallgemeinerte obere Dreiecksmatrizen. Um etwas iiber ihre Eigenwerte zu
erfahren, miissen wir nur die Diagonalblécke betrachten.

€1 — él €y — éz ce. Ep1 — ép—l €p — ép
0 0 e 0 0
D_DZOP(E_E)O;ZOP 0 0 0 0 O;,
0 0 0 0
(2.146)
dy—dy dy—dy ... dyy—dyy dy—d,
0 0 e 0 0
=0, 0 0 0 0
0 0 e 0 0
(2.147)
Wie bereits gezeigt, sind die ersten s Spalten der Blockmatrizen (ch, e ,dp) und

(dy,...,d,) ident. Daher sind die ersten s Spalten der letzten Matrix der oberen
Gleichung gleich 0 und somit die ersten s Spalten von D und D ident, d.h. Dy; =
Dy1. Aufgrund der Annahme, dass (é1,...,€p) eine stabile Losung ist und E daher
nur Eigenwerte |\;(E£)| < 1 hat, sind alle Eigenwerte von D;; und daher auch von
DH innerhalb des offenen Einheitskreises.

Es bleibt noch zu zeigen, dass alle Eigenwerte von Dy, innerhalb des offenen
Einheitskreises liegen.

Dazu zerlegen wir D in geeigneter Weise:

& by .. Ep1
I 0 ... 0 0
D=0,F0,=0,|0 I 0 010 (2.148)
I 0
dy dy dy_y d, 0 0 00
0 0 0 0 I 0 ...00
~0,|0 0 0 0]|+0,|0 1 ... 00|
0 0 0 0 00 I 0

(2.149)
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Da wir wissen, dass die letzten rp — s Spalten von (ch, cee ch) gleich 0 sind, reicht
es aus, nur die letzten rp — s Spalten und Zeilen der letzten Matrix der oberen
Gleichung zu betrachten. Es gilt also

00 ... 0
I 0 ...
Doy = (O(Tp—s)xs]rpfs>0p 07 ... 0

@]
o O

(e}
Q
VRN
(@]
vy
X
=
T
N
~
—~
[N}
—_
ot
(@n)
S~—

00 ... 10
Mittels des letzten Lemmas folgt | \;(Dyy)| < 1. Folglich liegen alle Eigenwerte von

D und somit auch von E innerhalb des offenen Einheitskreises und daher ist die
Minimumnormlosung stabil. O

Aus diesem Satz folgt, dass es keine stabile Losung der Yule-Walker Gleichungen
geben kann, wenn nicht alle Eigenwerte der Companion-Matrix E innerhalb des
offenen Einheitskreises liegen.

Wenden wir uns nun einer notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die
Stabilitdt der Minimumnormlésung zu:

Satz 2.12 Sei ', singulir und sei (éy,...,é,) die Minimumnormldsung der Yule-
Walker Gleichungen und E die zugehorige Companion-Matriz und F wie zu Anfang

des Abschnittes definiert, dann ist das mittels dieser Losung definierte AR System
é(z)z = fe stabil genau dann, wenn tk(F EF --- EP71F) =1k(T,).

Beweis: = Dieser Teil des Beweises verlauft ganz analog wie im Fall, dass I,
reguldr ist, Satz 2.10.

<Wie im Beweis zu Satz 2.11 fiihren wir mittels der Orthogonalmatrix O, einen
Basiswechsel durch:

Ay / Dy Dy
0, O,=T D= OEO . 2.151
(% 0)or=1n -T2 ey

wobei wir schon wissen, dass alle Eigenwerte von ﬁQQ innerhalb des offenen Ein-
heitskreises liegen.
Fiir die Lyapunov Gleichung ergibt sich

Ay O A (A O A iy (21 0
(4 ) b(h No-orro- (3. @m

Sei F = O,F, dann lasst sich leicht zeigen, dass F' = [F/0], 2, = F} FY.
rk(F, EF,---  E"""'F) = 1k(O,[F, EF,--- , E"""'F)) (2.153)
=1k(O,F, 0,EO,O,F, -+ ,0,E""0,0,F)  (2.154)
= 1k(Fy, Dy Fy, -+, DP 7 Ey) (2.155)
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Da tk(F, EF,--- ,EP'F) = 1k(T',) und rk(T',) = rk(A;) gilt, erhalten wir
rk(ﬁ’l, ﬁllply tee ’ﬁvl"jl)flﬁal) = rk(Al) (2156)

Daraus folgt dass [DH,Fl] erreichbar ist. Aus der Lyapunov Gleichung A; —
DHAD = FlF folgt wie im Beweis zum letzten Satz, dass alle Eigenwerte von
DH innerhalb des offenen Einheitskreises liegen.

Wir haben also gezeigt, dass alle Eigenwerte von E innerhalb des offenen Ein-
heitskreises liegen und somit alle Nullstellen von det e(z) auferhalb oder auf dem
Einheitskreis liegen. Daher ist unser AR System stabil. O

Angenommen die Minimumnormlésung liefert kein stabiles AR System, dann las-
sen sich iiber die Nullstellen von det e(z) einige Aussagen treffen:

Satz 2.13 Sei ', singulir und sei (éy,...,¢é,) die Minimumnormlésung der Yule-
Walker Gleichungen und E die zugehorige Companion-Matriz und F wie zu An-
fang des Abschnittes definiert. Ist das mittels dieser Losung definierte AR System
é(z)zy = fey micht stabil, dann hat det é(z) folgende Figenschaften:

(i) Alle Nullstellen von det é(z) liegen auflerhalb oder auf dem Einheitskreis.

(11) Die Anzahl der Nullstellen auf dem Einheitskreis entspricht der Zahl rk(I',)—
rk(F EF - EP1F),

(7i) deté(z) hat die geringste Anzahl an Nullstellen auf dem FEinheitskreis unter
allen Losungen der Yule- Walker Gleichungen.

(iv) det é(z) hat die meisten Nullstellen auflerhalb des Einheitskreises unter allen
Losungen der Yule- Walker Gleichungen.

Beweis:

(i) Wie im letzten Beweis betrachten wir den folgenden Basiswechsel

, (A0 o A PN Dn D12
op(o 0) Ov =Ty D=0,E0, = ("1 1), (2.157)

wobei alle Eigenwerte von D,y innerhalb des offenen Einheitskreises liegen,
und die Lyapunov Gleichung

A O A (A 0 & v (210
(50 (% Yo-orro-(3 0. e
wobei rk(A;) = rk(T,).

Da I', singulér ist, existiert Dyy immer und hat zumindest einen Eigenwert.
Also hat det é(z) stets Nullstellen aufserhalb des Einheitskreises. Wire das
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(iii)

Paar 1511, 2] erreichbar, wiirden alle Eigenwerte von Dy, innerhalb des offe-
nen Einheitskreises liegen. Dies wiirde bedeuten, dass alle Eigenwerte von E
innerhalb des offenen Einheitskreises wéiren. Also wére die Minimumnorm-
l6sung stabil, was wir jedoch ausgeschlossen haben. Folglich existiert eine
regulire Matrix 7', sodass

TDT™' = (D”’l D”?) TF, = (fBT>, (2.159)

wobel DH 1, Jir erreichbar ist.

Wir wissen, dass die erreichbaren Eigenwerte von [E, F] mit jenen von
[DH, F 1] tibereinstimmen. Es folgt, dass alle Eigenwerte von DH 1 innerhalb
des offenen Einheitskreises liegen miissen, weil die Eigenwerte von D11,1 ge-
nau den erreichbaren Eigenwerten von ﬁll, F entsprechen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Eigenwerte von 1511,3 auf dem Einheitskreis
liegen. Dazu betrachten wir folgende Partitionierungen:

2 T All A12 28 al nlls s A 27311 0
TAT = (A/m Ao ) TRET = (7 ¢ (2.160)

Aus dem 11-Block-Term der Lyapunov Gleichung A; — D11A1[7/11 = Flﬁl’
erhalten wir nun

(An A12) _ (Dll,l 1211,2) (An A12) (D11,1 l?n,z) _ (211 0)
Ay Mg 0 Dng/ \Ma A 0 Dup/ \0 0}
(2.161)
Betrachten wir den 22-Block-Term erhalten wir Agy — D1173A221A?h,3 = 0.
Sei v* ein Linkseigenvektor von ZA)1173 zum Eigenwert A\, dann folgt aus der
letzten Gleichung (1 — [A]?)v*Agv = 0 und damit wegen der positiven Defi-
nitheit von Ay || = 1.
Wir haben also gesehen, dass die Eigenwerte von 1522 und 151171 innerhalb des
offenen Einheitskreises und alle Eigenwerte von Dll’g auf dem Einheitskreis
liegen. Diese Eigenwerte entsprechen genau den Eigenwerten von E und so-
mit den Inversen der Nullstellen von det é(z), die also auf dem Einheitskreis
und aufserhalb liegen.

Wir haben gezeigt, dass die Anzahl der Eigenwerte auf dem Einheitskreis der
Spalten- bzw. Zeilenzahl von D 3 entsprechen muss. Diese Zahl entspricht

rk(Ay) —rk(fir, Diiafor, - DL ' fur), also dem Rang von Ay (= rk(T,))
weniger der Anzahl aller erreichbaren Eigenwerte von [Diy1, f1.r], folglich

von [Dy1, F1] und somit von [E, F]. Die Anzahl der Nullstellen von det é(z)
am Einheitskreis ist daher gleich rk(T')) — tk(F, EF,--- , E"P71F).

und (iv) folgen sofort.
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2.6.5 Existenz instabiler Losungen

Da wir einige Bedingungen kennengelernt haben, unter welchen die Minimum-
normlosung stabil ist, wenden wir uns zum Abschluss noch den anderen Losungen
zu, die, wie der folgende Satz zeigt, alle mittels Minimumnormlésung dargestellt
werden kénnen.

Satz 2.14 Sei I', singuldr vom Rang s und (éq,...,¢é,) die Minimumnormlésung

der Yule-Walker Gleichungen mit zugehoriger Companion-Matrix E. Dann lisst
sich jede beliebige weitere Losung der Yule-Walker Gleichungen darstellen als

(s ..nep) = (61,....¢,) + (0 ®)O,, (2.162)

wobei @ eine r X (pr — s) Matriz ist, und jede Matriz ® definiert auf diese Weise
eine weitere Losung.

Beweis: Um den ersten Teil der Behauptung zu beweisen, betrachten wir die Dif-
ferenz einer beliebigen Losung und der Minimumnormlosung;:

~

(€1,...,6p) = (e1,...,€p) — (é1,...,6&) (2.163)
Es ist offensichtlich, dass (éy,...,¢é,)I", = 0. Somit gilt
@1, 50,00 = (B4, .., 8,)0,0,T,0), (2.164)

= (é1,....6,)0, (%1 8) =0. (2.165)

Aufgrund der Regularitidt von A, folgt, dass (éi,...,€,)0, von der Gestalt (0 ®)
sein muss.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung betrachten wir eine beliebige Matrix &
und zeigen, dass (ey,...,e,), definiert mittels @, eine Losung der Yule-Walker
Gleichungen ist.

(e1,...,ep)p = (é1,...,6,)T, — (0 )OI, (2.166)
=, m) — (0 2)0,T,0,0, (2.167)

o) = 00) (F () 0= () (2169

O

Anhand dieser Darstellung hingt die Stabilitdt einer Losung offensichtlich von
der Wahl von ® ab. Wie wir in einem der vorigen Abschnitte gesehen haben,
ist die Minimumnormlésung stabil, falls iiberhaupt eine stabile Losung existiert.
Der néchste Satz zeigt, dass bei nicht eindeutiger Losbarkeit der Yule-Walker
Gleichungen immer eine instabile Losung gefunden werden kann.
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Satz 2.15 Sei I', singuldr und p > 1, dann existiert immer eine Losung der
Yule- Walker Gleichungen, sodass ein mittels dieser Losung definiertes AR System
instabil ist.

Beweis: Sei die Minimumnormlésung stabil. Wir betrachten dieselbe Orthogonal-
transformation wie im Beweis zu Satz 2.11:

o, (Aol 8) 0, =T,, 0,0, =1, (2.169)
N e ﬁll El? o ! Dll Dl?
b =0,E0, = < " b22>’ D = 0,E0, = ( o D22> , (2.170)

Wir wissen bereits, dass Dy; = Dyy. Aus (2.162) folgt fiir die Companion-Matrizen

. R B
Dll D12 _ Dll D12 ! P !
o R G R VS ) L

R

wobei wir aus dem Beweis des letzten Satzes wissen, dass die letzte Matrix die

Form o o o
0 @\ (O O\ (0 @\ (0 Op®
oo 0)-(r o) (0 o) -0 o) e
annehmen muss. Es gilt also

D= (Dn Em + 011@) .

~ 2.173
0 Dy+ O0y® ( )

Um eine Aussage iiber die Stabilitdat von D zu treffen, miissen wir nun nur mehr
Doy + Oy ® betrachten.

Dazu zeigen wir zuerst, dass Og; # 0: Angenommen Oy; = 0, dann muss wegen
0,0, = I auch Oy, = 0 gelten. Daraus erhalten wir

O 0\ (A 0\ [On 0\ [(O4AO; 0
(0 0;2)<o 0J\ 0 0xn)~ 0 0 (2.174)

fyo 71 “ .. “ .. ’yp—].
’Y{ Yo :
: N
! !
Yp—1 0 N Yo

Ist nun pr — rk(I',) > 7, so hat der rechte untere Nullmatrix-Block mindestens
Dimension r x r, was aus der vorletzten Matrix ersichtlich ist, woraus mittels der
letzten Matrix folgt, dass 79 = 0 gelten muss, was der Definition eines AR-Systems
widerspricht.
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Ist nun pr—rk(I',) < r und p > 1, so gilt, dass der rechte untere Nullmatrix-Block
7Yo1

0 0
muss und daher nicht positiv definit ist. Die Matrix 7, ist jedoch nicht nur der
rechte untere r x r-Block von I'), sondern auch der linke obere und daher auch der
linke obere Block von O7;A10;;. Diese Matrix ist allerdings positiv definit und
wir erhalten einen Widerspruch.

Es gilt also Oy # 0. Dies bedeutet, dass das Paar Dgg, 09, zumindest einen
erreichbaren Eigenwert besitzt. Es gibt somit immer eine Matrix ®, sodass Doy +
051 ® zumindest einen Eigenwert aufserhalb des Einheitskreises besitzt. Die mittels
eines derartigen ® und der Minimumnormlésung Loésung ist daher instabil. O

Dimension kleiner r» haben muss und 7y somit die Form ~, = annehmen

Wir haben gesehen, dass sowohl im Fall einer reguléren als auch im Fall einer
singuldren Kovarianzmatrix I', die Minimumnormlésung, die ja im Fall I', > 0
der eindeutigen Losung entspricht, det é(z) # 0,|z| < 1 erfiillen muss. Weiters
haben wir gesehen, wie die Anzahl der Nullstellen auf dem Einheitskreis bestimmt
werden kann.

Aufgrund der vorteilhaften Eigenschaften der Minimumnormlésung betrachten wir
im Folgenden nur mehr diese Losung der Yule-Walker Gleichungen.



Kapitel 3

Schatzung

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wenden wir uns dem Schétzen zu. Wie wir sehen
werden, stellt uns gerade das Zulassen einer singuldren Komponente vor Heraus-
forderungen, wenn wir auf der Suche nach einem konsistent geschétzten AR Modell
sind. Leider konnen wir in dieser Arbeit kein einheitliches konistent geschétztes
Modell fiir regulare und singulédre Komponente angeben, wenn wir echte Stichpro-
bendaten betrachten. Die Entwicklung einer Schitzmethode, die uns ein solches
Modell liefert, ist aber sicher noch ein erstrebenswertes Ziel anderer Arbeiten.

In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dass die zuvor beschriebenen ganzzahligen
Parameter p und ¢ bekannt sind.

Wie schon in den Annahmen zu den generalisierten dynamischen Faktormodel-
len im ersten Kapitel gehen wir davon aus, dass die betrachteten Daten einige
Bedingungen erfiillen. In diesem Kapitel wollen wir die latenten Variablen y; be-
ziehungsweise einen minimalen statischen Faktor der latenten Variablen z; model-
lieren. Wir wiederholen an dieser Stelle einige Annahmen:

e EgN =0 Vt =Ez =0 W
e Die reguliire Komponente von ¢V besitzt absolut summierbare Kovarianzen.

e Die singulire Komponente von 4" ist von der Form
h
g = Z et CN; (3.1)
j=1

mit CJN € CN*! und komplexwertigen eindimensionalen Zufallsvariablen v;
mit den Eigenschaften

— Ju|=1,5=1,...,h
—Ev;=0,j=1,...,h

47
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— Ev;u, =0,V #1
= N1 = =My Vi1 = p; und CN = CN 5 j=0,1,...,h/2 -1
(Wir schliefen die Frequenz A = 0 aus und daher ist h gerade.)

Die Frequenzen sind in absteigender Reihenfolge angeordnet sind: A\; > A;4;.

Da wir davon ausgehen, Stichproben aus nur einer Trajektorie von 4 zu betrach-
ten, miissen wir, um eine konsistente Schiatzung zu gewéahrleisten, davon ausgehen,
dass alle Komponenten der Gewichtsfunktion linear abhéngig sind und nur die
Phasen von v; zuféllig sind, wihrend die Amplituden konstant sind.

In [1] wurde fiir den Fall, dass wir jegliche singuldre Komponenten ausschliefen,
gezeigt, dass wir uns bei der Suche eines geeigneten Modells fiir die gegebenen
Daten auf stabile AR Systeme beschrinken koénnen. In diesem Fall kann unter
gewissen Voraussetzungen gewihrleistet werden, dass eine statische Hauptkompo-
nentenanalyse (PCA) eine konsistente Schétzung des minimalen Faktors z; aus
den gegebenen Daten liefert. In dieser Arbeit legen wir jedoch ein besonderes
Augenmerk auf die singuldre Komponente und auf singulire AR Modelle. Leider
kénnen wir in diesem Fall keine Aussage iiber die Konsistenz von z; treffen. Im
folgenden werden wir dennoch von einem konsistent geschitzten minimalen Fak-
tor z; ausgehen.

Der minimale Faktor z; besteht einerseits aus einem singuldren Anteil, der mit-
tels eines harmonischen Prozesses beschrieben werden kann, und einem reguléren
Anteil, der auf einen AR Prozess zuriickzufiihren ist.

3.1 Schatzung bei Populationsdaten

Zunachst wenden wir uns dem idealisierten Fall zu, dass wir Populationskovari-
anzdaten 7, ...,7, des minimalen statischen Faktors z, besitzen. Wir geben ein
Schétzverfahren an, das mit den Ergebnissen des letzten Kapitels eng verkniipft
ist.

1. Schritt: Bestimmung der Minimumnormlésung
Zur Toeplitz-Matrix I', bestimmen wir die Moore-Penrose Pseudoinverse
Ff . Die Minimumnormlésung erhalten wir wie im letzten Kapitel mittels
der ersten Yule-Walker Gleichung 2.28 als

(é1,---.6) = (n,- .., )IF,
é(z) =1 —é12— -+ —e,2P.

2. Schritt: Bestimmung der partikuldren Losung /des reguliren Anteils
Um die Transferfunktion bestimmen zu kénnen, bendtigen wir noch die zwei-
te Gleichung der Yule-Walker Gleichungen 2.29:

Ep =% — (él,...7ép)(’}/1,...,’yp>/
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f erhalten wir aus folgender Faktorisierung: ¥, = f f’, wobei f vollen Spal-
tenrang hat.
Die eindeutige Transferfunktion ergibt sich als

é(z)7tf.

Fiir ein weiffes Rauschen (¢;) mit Ee; = 0 und Eles€e;] = I,«, erhalten wir
die eindeutige partikuldre Losung, die dem reguldren Anteil einer Losung z;
entspricht, als

2 =e(2) e

3. Schritt: Zerlegung der Kovarianzdaten
Mittels z; konnen wir den reguldren Anteil der Kovarianzdaten bestimmen,
v; = E2{(z{,;)’, und somit die Kovarianzdaten in einen reguldren und einen
singuldren Anteil zerlegen:

S

Y =7%—7, J=0,....p.

4. Schritt: Bestimmung der homogenen Lésung /des singulidren Anteils
Den aufwendigsten Schritt stellt die Modellierung eines geeigneten singulé-
ren Prozesses dar, der einerseits die homogene Gleichung erfiillt und die
vorgegebenen Kovarianzdaten g, . .., 7, realisiert und andererseits auch ge-
wisse Anfangsbedingungen erfiillt, die gewéhrleisten sollen, dass regulédrer
und singulérer Prozess fiir alle Zeit orthogonal sind.

Wie im vorigen Kapitel beschrieben, sind wir auf der Suche nach einem har-
monischen Prozess der Form 2z} = Z?Zl et Chv;.

Als erstes bestimmen wir die Nullstellen von deté(z) am FEinheitskreis,
e, j=1...,hund die Anzahl h der Nullstellen.

Die Kovarianzen Fj der zufélligen Gewichte Cjv; j = 1,...,h erhalten wir
mittels
—1 s
Fl _[r><r S A[r><r Yo
Fg e’)‘lfrw ce Gv\h]rxr ’}/f
Fh e’l)\l(h_l)_[rxrr- o .. eZAh(h_l)ITXT P}/},sL_l

Da wir annehmen, dass rkF; = 1, existiert folgende Faktorisierung: F; =
C;Cs, C; € C™', wobei wir C; aus dem Rechtskern von e(e7) wéhlen
miissen.

Die Zufallsvariablen v;, j = 1,..., h miissen folgendermafien gewahlt wer-
den:

]E’Uj = O, |’Uj’ = 1, EUjGQ =0 Vt.

Auf diese Weise haben wir nun den singuldren Prozess bestimmt.
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5. Schritt: Das Gesamtmodell
An dieser Stelle kénnen wir nun einen stationédren Prozess angeben, der die
vorgegebenen Kovarianzdaten realisieren kann:

2=z + 7
h
=é(2) ' fe + Z MO,
j=1

Zudem ist der Prozess Losung des AR Modells

é(z)z = fe (3.2)

3.2 Schatzung bei Stichprobendaten

In diesem Abschnitt gehen wir von Stichprobendaten des minimalen statischen
Faktors Z; und in der Folge von geschétzten Kovarianzdaten 4; aus. Da wir in un-
seren Modellen auch singuldre Komponenten zulassen, werden auch die geschétz-
ten Kovarianzdaten singulére Anteile enthalten. Um eine konsistente Schitzung
gewdhrleisten zu konnen, miissen wir zuerst singuldre und reguldre Komponente
trennen.

3.2.1 Singulire Komponente

Die singuldre Komponente erhalten wir mittels harmonischer Regression.

h/2
3 = Z aj cos(A;t) + by sin(\;t) + (3.3)
7j=1 z{

Z

Es gibt zahlreiche Schétzverfahren in der Literatur, die eine konsistente Schit-
zung liefern, wie zum Beispiel eine Methode nach Truong-Van, die auch in [10]
beschrieben wird. Diese Methode erlaubt eine konsistente Schétzung, sofern der
Fehlerterm wu; als ARMA Prozess modelliert werden kann, was bei uns erfiillt wird.
Wir erhalten also einen konsistent geschatzten harmonischen Prozess 2] in reeller
Schreibweise.

Da Zz; singulér ist, kann der Prozess aus endlicher Vergangenheit erklart werden,

erfillt also ein AR Modell.

3.2.2 Regulare Komponente

Als Residuen der harmonischen Regression erhalten wir jenen Anteil 2] der Stich-
probe, den wir mittels eines reguldren Prozesses in einem AR System erkléaren
wollen.
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Wir verwenden den gewohnlichen asymptotisch unverzerrten Kovarianzschétzer
=T ZJ ; ztﬂ(zt) , j = 0. Dieser Schitzer ist fiir den Fall, dass 7] —
0 J — o0, ein konistenter Schéatzer der zugrundeliegenden Populationskovarian-
zen (siehe [6]) Da wir an dieser Stelle einen reguldren Prozess betrachten, ist diese
Bedingung erfiillt.
Es ist hinldnglich bekannt, dass in der Menge der quadratischen Matrizen die Men-
ge der reguldren Matrizen dicht ist. Daher ist es verstdndlich, dass selbst wenn
die wahre Kovarianzmatrix I') singulér ist, die aus den Stichproben geschétzte

Kovarianzmatrix f‘; mit groker Wahrscheinlichkeit reguldr ist. Um dieses Pro-
blem zu umgehen, gehen wir davon aus, den Rang der Wahren Matrix I'), ¢

kennen. Betrachten wir die Spektralzerlegung I » = Op\p0y, wobei die Eigenwer-
te in A, absteigend nach der Grofe geordnet sind, so erhalten wir in numerisch
stabiler Weise durch Nullsetzen aller Eigenwerte aufler den ersten ¢ eine Matrix

= O;AO7 (siehe [1]). Im Folgenden werden wir diese Kovarianzmatrix fiir
unsere Stichprobenschétzer verwenden.

Wir erhalten fiir den reguléren Prozess wie in [1] folgenden Satz:

Satz 3.1 Ist k') < pr, dann definiert der Schitzer der Minimumnormlosung der
Yule-Walker Gleichungen aus (2.114)

(E1- - 8p) = (A, -, AL)OSASH (05, (3.4)

wobei T5# = OLAH (O5)', eine stetige Funktion in g, ..., 7.
Ist 7kI") = pr, dann ist

(€1,...,6p) = (Y1, -- ,&;)Fgfl, (3.5)
eine stetige Funktion in g, ... ,,. Dariber hinaus ist der Schétzer der Minimum-

normléosung konsistent.

Beweis: Da die Eigenwerte sowie zugehorige Eigenvektoren stetige Funktionen der
Matrixeintrége sind, ist (3.4) eine stetige Funktion in ~, ... s Y-

Aus der Konsistenz der Schétzer 47 und der Stetigkeit von (3. 4) bzw (3.5) folgt
somit, dass (é,...,6,) ein kon81stenter Schétzer der Minumumnormlésung der
Yule-Walker Gleichungen ist. O

3.2.3 Gesamtmodell

Leider sind wir an dieser Stelle nicht imstande, ein einheitliches AR Modell fiir
reguldren und singuldren Prozess anzugeben, weil wir nicht garantieren kénnen,
dass z; Losung der homogenen Gleichung é(z)z; = 0 ist.
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3.3 Ausblick

Die in diesem Kapitel vorgestellten Schétzmethoden sind natiirlich nicht ideal
und sicher noch verbesserungswiirdig. Ziel einer weiteren Arbeit wire sicherlich
die Entwicklung eines konsistenten Schéatzverfahrens, das fiir geschétzte Kovari-
anzdaten ein einheitliches AR System fiir singuldren und reguldren Anteil liefert..
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